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Resumo

Neste trabalho estudamos algumas extensoes do conceito de operadores multilineares
absolutamente somantes, generalizamos alguns resultados conhecidos e respondemos
parcialmente alguns problemas abertos. Para a classe das aplica¢oes absolutamente
(p; q; r)-somantes, obtemos alguns resultados de coincidéncia e inclusdo e mostramos
que o ideal de polinomios absolutamente (p;q;r)-somantes nao é corente, de acordo
com a nocao de ideais coerentes devida a D. Carando, V. Dimant e S. Muro. Para
contornar esta falha, introduzimos o conceito de aplicagoes multiplo (p; ¢;r)-somantes
e mostramos que, com essa nova abordagem, o ideal de polinémios miltiplo (p;q;r)-
somantes é coerente e compativel com o ideal de operadores lineares absolutamente
(p; g; r)-somantes.

Palavras chave: Teorema da Composicao de Pietsch, ideal de aplicagoes
multilineares, ideal de polindmios, aplicacoes absolutamente somantes,
aplicagoes miltiplo somantes, aplicacoes dominadas, tipo e cotipo de espacos

de Banach, ideais coerentes, ideais compativeis.
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Abstract

In this work we investigate some extensions of the concept of absolutely summing
operators, generalize some known results and provide partial answers to some open
questions. For the class of absolutely (p;g¢;r)-summing mappings we obtain some
inclusion and coincidence results and show that the ideal of absolutely (p; ¢; r)-summing
polynomials is not coherent, according to the notion of coherent ideals due to D.
Carando, V. Dimant and S. Muro. In order to bypass this deficiency, we introduce
the concept of multiple (p;qg;r)-summing multilinear and polynomial operators and
show that, with this new approach, the ideal of multiple (p; ¢; r)-summing polynomials
is coherent and compatible with the ideal of absolutely (p; ¢; r)-summing operators.
Key-Words: Pietsch Composition theorem, ideal of multilinear mappings,
ideal of polynomials, absolutely summing mappings, multiple summing
mappings, dominated mappings, cotype and type of Banach spaces, coherent

ideals, compatible ideals.
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Introducao

O comeco da teoria de ideais de operadores entre espacos de Banach tem certamente
uma de suas origens nos trabalhos de A. Grothendieck, na década de 50. Talvez o
resultado mais marcante de Grothendieck, nessa época, tenha sido o que ele chamou
de Teorema Fundamental da Teoria Métrica dos Produtos Tensoriais Topologicos. Esse
resultado foi reescrito, em linguagem matricial, por J. Lindenstraus e A. Pelczynski,
na década de 60, em seu artigo [44], que também marcou um esfor¢o bem sucedido em
reescrever os resultados de Grothendieck em uma linguagem mais acessivel e em mostrar
a importancia e aplicabilidade do conceito de operadores absolutamente somantes. A
teoria dos operadores absolutamente somantes, como ¢ conhecida hoje, é creditada a
A. Pietsch [63] e B. Mitiagin e A. Pelczynski [51]. Além de sua importancia para a
teoria dos espacos de Banach, os operadores absolutamente somantes desempenham
um papel vital na motivacao do desenvolvimento de uma teoria multilinear de ideais de
operadores.

Em 1983 Pietsch esbocou uma direcao de pesquisa para a teoria das aplicacoes
multilineares absolutamente somantes [61]. Desde ent@o, tentando resgatar as
propriedades dos operadores lineares absolutamente somantes, tém surgido véarias
generalizagoes no contexto multilinear e polinomial: aplicagoes multiplo somantes,
fortemente somantes, semi integrais, fortemente multiplo somantes, etc.

No Capitulo 1 estudamos uma das primeiras extensoes multilineares do conceito de
operador absolutamente somante. O principal resultado talvez seja a ltima aplicacao
dos resultados do capitulo, que chamamos de um teorema do tipo Grothendieck.

No Capitulo 2, motivados por questoes nao resolvidas em um artigo recente de
D. Popa [66], obtemos um teorema do tipo composi¢do de Pietsch para aplicagoes
multilineares e mostramos que a classe das aplicagoes multilineares gerada pelo método
da composicao também satisfaz um teorema do tipo Pietsch. Também estudamos o
efeito do cotipo dos espacos de Banach em tais resultados.

O Capitulo 3 é um estudo sobre as aplicagoes multilineares absolutamente (p; q;7)-



somantes, introduzidas recentemente por D. Achour [1]. Obtemos alguns resultados de
coincidéncia e observamos que o ideal dos polinémios absolutamente (p; ¢; r)-somantes
nao é coerente, segundo a definicao de coeréncia e compatibilidade de D. Carando,
V. Dimant e S. Muro [26]. Esta deficiéncia do ideal dos polinomios absolutamente
(p; q; r)-somantes serve como motivagao para o conceito introduzido no Capitulo 4.
No Capitulo 4 introduzimos o conceito de aplicagdes multilineares (e polindémios)
multiplo (p; ¢;7)-somantes e mostramos que o ideal dos polinomios miltiplo (p;¢;7)-
somantes é um ideal compativel e coerente, ao contrario do conceito estudado no

capitulo anterior.
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Notacao e Terminologia

e Os simbolos R e C representarao, respectivamente, os corpos dos niimeros reais e
complexos e N denotara o conjunto dos inteiros positivos. O simbolo K denotara

um dos corpos: R ou C;

e As letras maitsculas E, Eq,....E,, G, G1,...,G,,H e F representarao sempre

espacos de Banach;
e O dual (topolégico) de um espago de Banach E serd denotado por E*;
e Usaremos o termo ”operador”com o mesmo sentido de ”func¢ao”;
e Usaremos a norma do sup em espagos de funcoes, exceto mengao em contrario;
e Usaremos a norma do maximo nos produtos cartesianos;
e O simbolo Bg denotara a bola unitaria fechada {z € E;||z| < 1};

e A norma de um espaco de Banach (ou normado) E serd denotado por ||-||; quando

maior precisao for necessaria, usaremos ||-|| ;;

e Um operador linear u de £ em F' ¢é dito de posto finito se a dimensao de u (E)

for finita;

e Se F for um conjunto e n um numero natural, entao E" denotara o produto

cartesiano de n cépias de F;

e N,, denotard o conjunto {1,...,m};

-------

<oo};
P

<oo};
w’p

[ l;;u (Ean) = {('rjhm,jn)jl, in - E, tal que H(le"“’jn)jl7--~7jn

weny,

xi1i



e Denotaremos por s* o conjugado de s, isto é, % + si* =1;
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Capitulo 1

Aplicacoes multilineares

absolutamente somantes

1.1 Ideais de aplicacoes n-lineares e polinomios

entre espacos de Banach

Para cada n € N, denotaremos o conjunto das aplicagoes n-lineares continuas de
Ey X -+ X E, em F por L(E,....E,; F) ou L"(Ey, ..., E,; F); a classe de todas as
aplicagoes n-lineares continuas entre espacos de Banach serd denotada por £".

Uma aplicagao T € L (Ey, ..., E,; F) é dita de tipo finito se existem m € N, goji) e E;

ebje Fcomi=1,..,nej=1,..,m, tais que
1 i
T(x1,..,xn) = Zg0§ ) (1) -+~ ng) () b;.
j=1

Seja n € N. Uma aplicagdo P : E — F é um polinémio homogéneo de grau n (ou
polinomio n-homogéneo) se existir uma aplicagao multilinear A de E™ em F' tal que
P(z)=A(z,...,x) para todo z em E. Quando n = 0 o polinomio n-homogéneo ¢ uma
funcao constante de £ em F. A funcao P : E — F é um polinémio se P puder ser
representado como uma soma P = Py + --- 4+ P,, onde para cada i = 1,...,n, P, é um
polinémio i-homogéneo.

O espacgo dos polinomios n-homogéneos continuos de E em F' sera denotado por
P(("E;F)ouP"("E;F), e P (E;F) denotara o espaco dos polindémios continuos de E

em F. A classe de todos os polindomios n-homogéneos continuos entre espacos de Banach



1.1. IDEAIS DE APLICACOES N-LINEARES E POLINOMIOS ENTRE
ESPACOS DE BANACH

serd denotada por P". Para um estudo mais detalhado de aplicagoes multilineares e
polinémios, sugerimos [7, 37, 53].
Dizemos que um polinémio n-homogéneo P € P ("E; F) é de tipo finito se existirem

p;, € E*eb; € F,com1=1,....m tais que
P(z) =) i(z)" b
i=1

Se P € P ("E; F), é bem conhecido na teoria que existe uma tinica aplica¢do n-linear
simétrica P € £ ("E; F) tal que

P(z)=P(z,..,x) = P(z").

Se a € E, definimos P, € P ("’kE; F) por

Pu(zx)=Pla,..,a z, .. x

k-vezes (n—k)-vezes

=P (ak, x"*k) :

Para k = 1, escrevemos P, ao invés de P,1.
Se P € P("E;F) e € E*, definimos v*P € P (""" E; F) por

(v*P) (&) = 7" (z) P (2).

Para k = 1, escrevemos P ao invés de y'P.
A nogao de ideal de aplicagoes multilineares entre espagos de Banach é devida a A.
Pietsch [63].

A seguir relembramos conceitos que serao usados ao longo deste trabalho.

Definicao 1.1.1 Um ideal de operadores Z € uma subclasse da classe dos operadores
lineares continuos entre espacos de Banach tal que, para quaisquer espacos de Banach
E e F, as componentes T (E; F) = L (F; F) NZ satisfazem:

(1) Z(E; F) € um subespago vetorial de L (E; F') que contém os operadores de posto
finito;

(17) A propriedade de ideal: se w € L(FE;F),v € Z(F;G) et € L(G; H), entdo

tvu € T (E;H).



1.1. IDEAIS DE APLICACOES N-LINEARES E POLINOMIOS ENTRE
ESPACOS DE BANACH

Defini¢ao 1.1.2 Um ideal normado de operadores (Z, ||-||;) € um ideal de operadores
T munido da fungao ||-||;: Z — [0,00) tal que:
(@) |||l restrita a Z (E; F) é uma norma para quaisquer espagos de Banach E e F';
(i1) ||idg|; = 1, com idg : K = K dada por idg (z) = x;
(i1i) Seue L(E,F),veZ(F;G)ete L(G;H), entao

[tvullz < Il vllz [fell -

Quando Z (F; F), com a norma acima, for completo para quaisquer espagos de
Banach E e F', Z é chamado de ideal de Banach (ideal completo) de operadores lineares.

Para detalhes da teoria de ideal de operadores sugerimos [29, 34, 62].

Definicao 1.1.3 Um ideal de aplicagoes multilineares M é uma subclasse da classe de
todas aplicacoes multilineares continuas entre espacos de Banach tal que, para todo
n € N e espacos de Banach E,...,E, e F, as componentes M (E\,...,E,; F) =
L(Ey, ..., Ey; F) N M satisfazem:

(1) M (E1,...,E,; F) é um subespago vetorial de L(Ej, ..., E,; F) que contém as
aplicacoes n-lineares de tipo finito;

(i) A propriedade de ideal: se A € M(Ey,...,E; F), u; € L(G;,E;) para
j=1,...,nete L(F;H), entio

tA (Ul, ,un) € M (Gb ceny Gn> H) .
Para cada n fixo,

Mo= |  M(BE, . E;F)

FE1,...,E,,F Banach

¢é chamado de udeal de aplicagoes n-lineares.

s

Definigao 1.1.4 Um ideal (quasi-) normado de aplicacoes multilineares (M, ||-|| ) €
um ideal de aplicagoes multilineares munido da fungdo ||-|| , : M — [0,00) , tal que:
(@) ||l pg restrita a M (Eh, ..., B, F) € uma (quasi-) norma para quaisquer espagos
de Banach FE+, ..., E,, F e todon € N;
(i1) ||idgn ||\, = 1, onde idgn : K* — K € dada por idgn (1, ..., ,) = 21 - - - 2, para
todo n € N;



1.1. IDEAIS DE APLICACOES N-LINEARES E POLINOMIOS ENTRE
ESPACOS DE BANACH

(i1i) Se M € M(Ey,...,E; F), uj € L(G,E;) para j =1,...,.net € L(F;H),
entao
[EM (ur, o un) | pg < (EFIM] g fluall - - flunl] -

De maneira andloga, se n for um inteiro positivo fixo, sob as condi¢oes acima,
dizemos que M, é um ideal (quasi-) normado de aplicagées n-lineares.

Se as componentes M (Ey, ..., E,; F) sao completas com respeito a ||-|| ,,, dizemos
que M é um ideal de Banach (quasi-Banach) de aplicagoes multilineares. De modo

analogo se procede para M,,.

Definicao 1.1.5 Um ideal de polindomios homogéneos, ou simplesmente um ideal de
polinomios, € uma subclasse Q da classe dos polinomios homogéneos continuos entre
espagos de Banach tal que, para todo n € N e quaisquer espacos de Banach E e F', as
componentes Q ("E; F) =P ("E; F) N Q satisfazem:

(1) Q("E; F) é um subespaco vetorial de P ("E; F) que contém os polinémios n-
homogéneos de tipo finito;

(i7) A propriedade de ideal: seuw € L (G;E), P€ Q("E;F) et e L(F;H), entao

tPue Q("G: H).

Para cada n fixo,

2.- U arEm

E,F Banach

¢ chamado de ideal de polinomios n-homogéneos.

Definigao 1.1.6 Um ideal (quasi-) normado de polinémios (Q, ||[|o) ¢ um ideal de
polinémios munido da fungdo ||-||g : @ — [0,00), tal que:

(@) [l restrita a Q@ ("E; F') € wuma (quasi-) norma para quaisquer espagos de Banach
E e F etodoneN;

(4) |lidk||g = 1, onde idx : K — K € dada por idg (z) = z";

(1ii) Seuwe L(G,E), Pe Q("E;F), et € L(F;H), entdo

[t Pullg < llEHIPlig flull™-

Se as componentes Q ("E; F') sao completas com respeito a ||-||, , dizemos que Q ¢

um ideal de Banach (quasi-Banach) de polindmios. De modo andlogo se procede para

Q.



1.1. IDEAIS DE APLICACOES N-LINEARES E POLINOMIOS ENTRE
ESPACOS DE BANACH

Observagao 1.1.7 Se M € um ideal (quasi-) normado de aplicagoes multilineares, a

classe

Pu={PeP"PeM,neN},

com [|P||p, = HPHM, ¢ um ideal (quasi-) normado de polinémios, chamado de ideal
de polinémios gerado pelo ideal M. Se M € (quasi-) Banach, entio Pa € (quasi-)
Banach (veja [13, pag 46]).

As nogoes de ideal cud (closed under differentiation) e csm (closed for scalar
multiplication) foram introduzidas em [16] com a intengao de identificar ideais
de polinomios que preservassem uma certa harmonia entre os diversos niveis de

homogeneidade:

Definicao 1.1.8 Seja Q um ideal de polinomios. Dados n € N, E e F,

(i) Q ¢ fechado sob a diferenciacio (cud) para n,E e F se dP (a) € Q(E;F) para
todoa€ E e Pe Q("E;F), onde dP ¢ a diferencial do polinomio P no ponto a.

(17) Q € fechado para multiplicacdo por escalar (csm) para n,E e F se pP €
Q (""E; F) para todo p € E* e P € Q("E; F).

As seguintes definigdes (ideal cud e ideal csm) sdo versdes naturais da defini¢ao

anterior para aplicacoes multilineares:

Defini¢ao 1.1.9 (Ideal cud) Um ideal de aplica¢oes multilineares M é fechado sob
a diferenciagao (cud) se, para quaisquer n € N, Ey, ... E,,F e T € M(Ey,...,E,; F),
os operadores lineares obtidos fixando n — 1 vetores aq, ..., a;—1,aj41, ..., a4, pertencem a
M(E;; F), para todo j = 1,...,n.

Definicao 1.1.10 (Ideal csm) Um ideal de aplica¢oes multilineares M € fechado
para multiplicacdo por escalar (csm) se, para quaisquer n € N, espacos de Banach
Eyr, ..., By, Eni, F, operadores multilineares T € M (Ey, ..., By F) e ¢ € Ef . a

n

aplicacao T dada por

(©T) (21, ey Tpg1) = T(x1, oy 20)@(011)
pertence a M (Ey, ..., E,, Eyy1; F) .

Na mesma linha das defini¢oes de ideais cud e csm, as nogoes de ideais compativeis

e sequéncias coerentes de ideais foram introduzidas por D. Carando, V. Dimant e S.

5



1.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE SOMANTES

Muro [26], com a mesma preocupacao de identificar ideais que tenham harmonia entre os
diferentes niveis e ainda que tenham uma forte relacao com um dado ideal de operadores

(através da nocao de compatibilidade):

Definicao 1.1.11 (Ideal compativel de polinémios) Seja U um ideal normado de
operadores lineares. O ideal normado de polinomios n-homogéneos U,, é compativel com
U se existirem constantes positivas A e B tais que, para quaisquer espacos de Banach
E e F, as sequintes condicdes sao satisfeitas:

(1) Para cada P € U, ("E; F) e a € E, Pyu-1 pertence ald (E; F) e

n—1
[Pan=tllyy < APy, [lall™
(ii) Para cadaw € U (E; F) ey € E*, " 'u pertence a U, ("E; F) e
n— n—1
7" ully,, < BIAIT [luly, -

Definigao 1.1.12 (Sequéncia coerente de ideais de polinémios) Considere

a sequéncia {L[n}f;l (onde K pode ser infinito) tal que, para cada n, U, € um ideal
de polinomios n-homogéneos. A sequéncia {Z/ln}f:1 ¢ uma sequéncia coerente de ideais
de polinomios se existirem constantes positivas C' e D tais que, para quaisquer espacos
de Banach E e F, as sequintes condigoes sao satisfeitas paran=1,..., K —1:

(i) Para cada P € U,y (" E; F) ea € E, P, pertence al, ("E; F) e
1Pally, < C Py, ., lall;
(ii) Para cada P € U, ("E; F) e v € E*,yP pertence a Up,1 (" E; F) e

7Pl < DI,

Observagio 1.1.13 Como observado em [26], note que se {U,}"_, ¢ uma sequéncia
coerente, entao para cada n = 1,..., K, o ideal de polinomios U, é compativel com
U =U; com constantes A < C" ! e B< D1,

1.2 Operadores absolutamente somantes

O ideal dos operadores absolutamente somantes tem um papel importante na teoria

de ideais de operadores e teoria dos espagos de Banach (veja [2, 35, 29, 68, 72]). O

6



1.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE SOMANTES

conceito de operadores absolutamente somantes é devido a A. Pietsch [61] e B. Mitiagin
e A. Pelezynski [51], tendo como inspiracao trabalhos de A. Grothendieck da década de
50.

oo
j:

Definicao 1.2.1 Sejam 0 < p < oo e E um espaco de Banach. Uma sequéncia (x;);-,

em E ¢ fortemente p-somavel se

H (%‘);il

. :
= (Z ijup> < o0,
p j=1

O espaco formado pelas sequéncias em E que sao fortemente p-somaveis sera

denotado por [, (E). |||, define uma norma em [, (E) se 1 < p < 0o e uma quasi-

norma se 0 < p < 1. E facil ver que (lp (E), ]|Hp> ¢é completo.

Quando £ = K, escrevemos apenas [, ao invés de [, (K).

Definicao 1.2.2 Sejam 0 < p < oo e E um espaco de Banach. Uma sequéncia (@-)?OZI

em E € fracamente p-somavel se

H (zj);;

w,p (,DGBE*

— s (wa)p <.

O espaco formado pelas sequéncias em E que sao fracamente p-somaveis sera
denotado por [} (E)

norma se 0 < p < 1. (l;" (E)

define uma norma em [}/ (F) se 1 < p < 0o e uma quasi-

) ¢é completo (veja [35]).

S [

7|| ||w7p

Definicao 1.2.3 Sejam 1 < q¢ < p < oco. Um operador linear v : E — F ¢é

absolutamente (p; g)-somante se (u(x;))72, € I, (F) sempre que (;)72, € I (E).

O espago vetorial dos operadores absolutamente (p;g)-somantes de E em F sera

denotado por Ly (E; F); quando p = ¢ escreveremos Ly, (E; F) ao invés de

Laspp) (E5 F). Os teoremas abaixo tém um papel central na teoria (veja [35, 44]):

Teorema 1.2.4 (Grothendieck) Todo operador linear continuo w : ly — ly é

absolutamente somante.

Teorema 1.2.5 (Lindenstrauss-Pelczyniski) Se E e F' sdo espagos de Banach de
dimensdo infinita, E tem base de Schauder incondicional e L1 (E;F) = L(E;F),
entao B =1, e F' € um espaco de Hilbert.



1.3. APLICACOES MULTILINEARES ABSOLUTAMENTE SOMANTES

Teorema 1.2.6 (Dominagao de Pietsch) Sejam 1 < p < co eu : E — F um
operador linear continuo entre espacos de Banach. Entao u € absolutamente p-somante
se, e somente se, existirem uma constante C' e uma medida de probabilidade de Borel

i de Bg«, com a topologia fraca estrela, tais que

ol <c( [ e )

para todo x € E.

Teorema 1.2.7 (Teorema da Composicao de Pietsch) Se p,q € (1,00) e r €

~ . 11 1 ~
[1,00) sdo tais que - = >+ entao

/Cas,q o Eas,p C ‘Cas,r'

1.3 Aplicacoes multilineares absolutamente

somantes

A préxima definigao é devida a R. Alencar e M.C. Matos [3], mas aparentemente ja

havia sido esbogada por A. Pietsch anos antes.

Defini¢ao 1.3.1 (Alencar-Matos) Sejam 0 < p,qi, ..., ¢, < 00, com
< — 44— (1.1)

Uma aplicagao T € L (Ey, ..., E,; F) € absolutamente (p; gy, ..., g, )-somante se

(7 (a",oaf™)) ety ()

J=1

sempre que (chl)) € ly (E;) para todo i =1,...,n.
j=1

Denotaremos  por  Las(gy,....qn) (E1s ooy By F) (0w Lo, (B, By F)) o
espaco vetorial formado por tais aplicagoes. Quando ¢ = --- = ¢, = ¢ escreveremos
as vezes Laspq) (B, ..., Eny F) para denotar Lospg,..q (E1, ..., Ens F) e, se ¢ =

- = ¢, = p, escreveremos algumas vezes apenas L, (E1, ..., E,; F) ao invés de

Lasipp) (B, ooy By F) .



1.3. APLICACOES MULTILINEARES ABSOLUTAMENTE SOMANTES

A seguinte caracterizacao por desigualdades e o Teorema de Inclusao sao bastante
tteis (para detalhes veja [46] e [48]) :

Teorema 1.3.2 Se T € L(F,...,E,;F), entio as sequintes condigoes sao
equivalentes:
(i) T € absolutamente (p;qi, ..., gn)-S0mante;

(i1) Existe uma constante C' > 0 tal que

p) gcg (xg)); (1.2)

w,q;

o0
(1) (n)
(ZHT (xj B )
j=1

sempre que <x§l)> cly(E),i=1,...,n;
j=1 "

(i13) Existe uma constante D > 0 tal que

1
) o
j=1 i=1

0)"
(:1:] j=1

w,q;

para todo m € N e xy) ek ,i=1,...n,7=1,....,m.

O infimo dos C tais que a desigualdade (1.2) € vdlida (ou o infimo dos D tais

s

que a desigualdade (1.3) é vdlida) define uma norma (p-norma se 0 < p < 1) em

Lasmigi..an) (E1, ..., B F) e serd denotada por ||-||

as(p;qis-qn)

Se 1—1) > qil + o+ qi a tUnica aplicacao absolutamente (p;qi, ..., g,)-somante é a

aplicacao nula. Apesar desse fato ser conhecido por especialistas no assunto, nao
encontramos sua demonstracao na literatura e, por isso, faremos os detalhes. Seja

T € Lastpgr,....qn) (£, -, By F) nao nula. Note que

g1 qn
p< .
G nt QG

De fato,

1 1 1 1 gt

_>_+.“+_:>_>C]2 q g1 q L

p q1 qn p qi---Qn
Tome ()\j);.il €l a1--an —l,ex; € Ejyi = 1,...,n tais que T (xq,...,x,) #

g2 qntta1dn—1

[o.¢]
q1-"dn 1
0. Como T é absolutamente (p;qz, ..., q,)-somante e ()\J(q?"q"*"ﬂlmq”_l)qi xz> €



1.3. APLICACOES MULTILINEARES ABSOLUTAMENTE SOMANTES

(E;),i=1,...,n, temos:

(oot )L (e )1 \\ 7
T )\ij qan q1"dn—1 qlﬂfl,...,)\ij an q1 "dn—1 ann Glp(F)

j=1

Usando a multilinearidade de 7', obtemos

( q1°dn )L ( q1°9n )i
92 an+-tq1dn—1) a1 92 qn+-+q1dp—1/) dn
T (A T T,

)

j :cl,...,:cn).

Segue que

contradizendo o fato de que (A\;)72; & I,.

Teorema 1.3.3 (Teorema de inclusao ) Sejam 1 < p <p < 00,1 < ¢ < § < o0

tais que
1 1 1 1

8) 5= (5a) 5

Entao
Losargn) B s Bny F) C LY 50 o (B Eny F)

€

I lasardn) < M- lasigrgn) -

No caso particular n = 1, temos a definicao classica de operadores lineares

absolutamente somantes. Outro resultado, bastante conhecido da teoria multilinear,

¢ o Teorema de Defant-Voigt (veja [3]):

Teorema 1.3.4 (Teorema de Defant-Voigt) Para quaisquer espacos de Banach
Ey, ..., Ey, os espagos L (Ey, ..., By K) e Losa,.. 1) (Er, ... En; K) sdo isometricamente

1somorfos.

O ideal das aplicagoes absolutamente somantes tem algumas poucas propriedades
semelhantes as propriedades do ideal de operadores original mas, sob certo sentido, se
afasta das caracteristicas do ideal dos operadores lineares absolutamente somantes. A

tabela abaixo ilustra algumas propriedades satisfeitas e nao satisfeitas pelo multi-ideal:

10



1.4. RESULTADOS DE INCLUSAO: UMA ABORDAGEM VIA INTERPOLACAO
COMPLEXA

PROPRIEDADES
Teorema de Grothendieck Sim
Teorema de Lindenstrauss—Pelczynski  Nao
Teorema de Incluséo (p < ¢=7Z, CZ,) Nao
Ideal cud Nao

Ideal csm Sim

1.4 Resultados de inclusao: uma abordagem via

interpolacao complexa

Comecamos a presente secao relembrando os conceitos de tipo e cotipo de espacos
de Banach.

Um espago de Banach F tem cotipo s € [2,00) se existir uma constante C' > 0 tal

(Zua:m)‘sc JRDSEICE

para qualquer escolha de um numero finito de vetores xy,...,xz,, em E. As fungoes

que
2

dt

r; acima sao as funcoes de Rademacher (veja apéndice A). Quando ¢ = oo, em vez de
1

(Z;nzl ||z, Hs> ° escrevemos max,<,, ||z;|| na desigualdade acima. Um espago de Banach

E tem tipo s € [1,2] se existir uma constante C' > 0 tal que

/

para qualquer escolha de um numero finito de vetores x4, ..., x,, em F.

m 2

> ri(t)

j=1

2 m !
dt| <C (Z ||ij|5>
j=1

Conexoes entre cotipo e aplicagoes multilineares absolutamente somantes

comegaram a ser investigadas em [11] e, posteriormente, varios autores se interessaram

11
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pelo tema (por exemplo, [15, 24, 32, 50, 55, 56, 64, 65] e, para um panorama geral
citamos [57]).

O préximo resultado é bastante simples e pode ser encontrado em [35]:

Proposicao 1.4.1 Se E tem cotipo finito s, entao idg : E — E € absolutamente

(s,1)-somante.

E interessante mencionar que a reciproca desse resultado é valida se, e somente se,
s > 2. Esse resultado, devido a M. Talagrand (veja [71]), ao contrario da Proposigao
1.4.1, é bastante delicado.

O conceito de cotipo estd intimamente relacionado com teoremas chamados de

"resultados de coincidéncia”. Por exemplo, da Proposicao 1.4.1 pode-se concluir que
L(E;E) = Las(s,y) (E; E) (1.4)
quando FE tem cotipo s. Igualdades como (1.4) sao chamadas de "resultados de
coincidéncia”.
A seguir apresentamos outros exemplos de resultados de coincidéncia.

O seguinte resultado ¢ devido a Dubinski, Pelczynski e Rosenthal [38]:

Teorema 1.4.2 Seja F' um espaco de Banach com cotipo 2 e K um espago de Hausdorff
compacto. Entao

Eas,Q (C(K),F) :E(C(K),F)

O resultado de coincidéncia abaixo é essencialmente devido a B. Maurey, e aparece

em [35]:

Teorema 1.4.3 Seja F' um espaco de Banach com cotipo q, com 2 < q < oo e K um

espaco de Hausdorff compacto. Entao
Lasg2) (C(K); F) = LIC(K); F).

Resultados do tipo Las piiq) (£ F) = Las (paigo) (£; F) também sdo chamados de
resultados de coincidéncia. Ainda em [35, Corollary 11.16] podemos encontrar outro

resultado devido a B. Maurey:

Teorema 1.4.4 Sejam E e F espacos de Banach.

12
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(a) Se E tem cotipo 2, entao

Loso (B3 F) = Lasy (B3 F) .
(b) Se E tem cotipo 2 < q < oo, entdo

Lasy (B F) = Lasn (E; F)

para todo 1 < r < ¢*.
(c) Se E e F tém cotipo 2, entdo

‘Cas,r (E, F) = ﬁas,l (E, F)

para todo 1 < r < oo.

’

O seguinte resultado aparece em [43, Theorem 3 e Remark 2] e [65, Corollary 4.6]. E
interessante perceber que as inclusoes sao no sentido contrario ao que ocorre no Teorema

de Inclusao para o caso linear n = 1:

Teorema 1.4.5 (Teorema de Inclusao) Sejam Fi, ..., E, espa¢os de Banach com
cotipo s e n > 2 um inteiro positivo.

(i) Se s = 2, entdo
Losq(Ery .., By F) C Losy (Er,y ..o, By F) (1.5)

sempre que 1 < p < q < 2;
(i1) Se s > 2, entdo

Losq (Er,y ... Egy F) C Losy (B, .y Eny F) (1.6)

sempre que 1 < p < q < s*.
A seguinte proposigao (resultado do tipo sanduiche) pode ser encontrada em [15]:

Proposicao 1.4.6 Sejam 1 < py,.cc,Dn, Py Gy ooy G, ¢ < 00 tais que 1/t < Z?Zl 1/t;
para t € {p,q}. Seja 0 <O < 1 e defina
1 1-4 1 1-60 46

0
—:—+—e e +_
r D q T bj 4;

13
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para todo 7 =1,...,n. Se
T € Lasipr,pn) (B1y -y Ens F) N Lasgigrgn) (E1s oo By F)

entao
T e £as(r;r1,...,rn) (Eh ) En7 F) )

onde, para cada 7 =1,...,n, uma das sequintes condigcoes € satisfeita:
(i) Ej € um Lo-espago;

(i1) E; tem cotipo 2 e 1 < pj,q; <2;

(49i) Ej tem cotipo s; > 2 finito e 1 < pj, q; < s3;

(iv) pj = q; =75

O préximo resultado (que enunciamos na forma de lema), sera ttil adiante e aparece,

sem demonstracao, em [56, Theorem 3.1]. Para tornar o texto mais autosuficiente,

apresentaremos sua demonstracao:

Lema 1.4.7 Seja s > 0. Suponha que E; tenha cotipo s;,j = 1,...,n, e que pelo menos

um dos s; seja finito. Se

1 1 1
- < —+4 ... 4+ —,
s T sy S,
entao
»C(Eh -aEn;F) ‘Cas(s;bh ,bn) (Ela '7En;F)
para

bj =1 ses; <ooebj =00 ses;=oc.

Demonstracao: Sejam ji, ..., Ji € {1,...,n},k < n tais que sj,,...,s;, sao finitos e

5; = 00 sej;éogl,...,jk.
Se (x(-”)> e IY(E)) e (z), € lw(E)),j # ji, I = 1,...,k, usando a
=1

(2 7

Desigualdade de Holder Generalizada, obtemos

W =

(; HT(:):El),...,xEn)) ) < |7 (; <‘ xEI)H‘fEn) ) )
S i) |59 /sy o) ) S 1/sj,
<o (5 ) - (S (™)
1=1 =

14
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onde C é tal que

para todo ¢. Como F; tem cotipo s;, para ji, ..., ji, temos, pela Proposigao 1.4.1,

(i > S“)l/s“ <§1 ( >sjk>1/$fk
= |7 H (ZZ HZdE]f < Z‘h)) ) L/sjy o

e o resultado segue. [ |

:L,l(jk)

x(jl)

%

16 a) ) <l (Z

A partir dos resultados anteriores podemos demonstrar o primeiro resultado de
nossa tese. Embora tenha um enunciado relativamente complicado, o Corolédrio 1.4.9 e

o Exemplo 1.4.10 ilustram sua utilidade:

Proposicao 1.4.8 Sejam k,n niumeros naturais, n > 2 e Fy,...,E,, F espacos de

Banach arbitrdrios. Se Ej tem cotipo s; > 2 finito para j = 1,..., k, entdao
ﬁas(p;pl,...,pk,q,...,q) (Eh sy Ena F) C Eas(r;rl,...,rk,q,...,q) (Eb sy Ena F)
para quaisquer (q,0) € [1,00) x (0,1),

1 <p; <2 (quando s; = 2),

1 <p; <s; (quando s; > 2)

es € (0,00) tais que

1 1 1
_§_+...+_7
s T s S
1 1-0 0
ro s p’

1 1-0 0
T 1 p;’

para 7 =1,... k.
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Demonstracgao: Seja T' € Lospip,,...p0,0,..0) (E15 -, B3 ) . Pelo lema anterior,

L(E1,....,Ey F) = Lagsit,.. 100,00 (1, ooy Eny )
onde 1 é repetido k vezes. Logo, a fortiori,

L(Ey,..EyF)= Lo, 0q,.q) (E1y o, Eny F)
Assim,

T € Laoss,ng.q) (Ery oo, By F) O Lospr o ppgrng) (B1y ooy By F)
Pela Proposicao 1.4.6 temos
T € Lastriry,.rpsgrng) By ooy Ens F)
[ |

Corolario 1.4.9 Sejam k,n numeros naturais, n > k > 2,FEy, ..., E,, F espacos de
Banach arbitrdrios e ¢ € [1,00). Se E; tem cotipo s; > 2 finito, j = 1,....k e
1<1/sy 4+ 1/sg, entdo

£aLs(p;pl,...,pk,q,...,q) (Eh cey En; F) C Eas(r;rl,...,rk,q,...,q) (Elv ceey En; F) ) (17)

onde pj=per;=r paraj=1,..,k, para todo r tal que

*

I <r<p<mins;

se s; # 2 para algum j =1,...k,
1<r<p<2ses;=2paratodoj=1,.. k.

Em particular,
'Cas(p;p) (Ela ) E?’w F) - Eas(?“;r) (Ela ey En7 F)
para todo r tal que

*

1 <r<p<mins;

se s; # 2 para algum j =1,...k,
1<r<p<2ses;=2paratodo j=1,.. k.

Demonstragao: Como 1 < 1/s; + -+ + 1/sg, podemos usar s = 1 na proposi¢ao

16
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anterior. Como p =p; e r = r; paratodo i = 1,...,k e s = 1, obtemos (1.7). De fato,

para qualquer 1 < r < p existe 6 € (0, 1) tal que

Em particular, escolhendo ¢ = p, como r < p temos

‘Cas(p;p) (E17 sy En7 F) C ﬁas(r;r,...,r,p,...,p) (E17 ceey ETL? F) C Eas(r;r) (Ela ) Eru F) .

Exemplo 1.4.10 Sejam Ey, ..., E,, F' espacos de Banach arbitrdrios. Entao
Laspipppsarng) 313,13, By ooy By F) C Losrirrirg,.q) (303,13, By oy Eny F)
para todo q € [1,00) e 1 <1 < p < 3*. Em particular,
Losp (3,13, 13, By, ... Eny F) C Losy (I3, 13,13, Ey, ..., En; F)
para todo 1 < r < p < 3*.

O exemplo acima ilustra como a Proposicao 1.4.8 leva a resultados melhores que
o Teorema 1.4.5 pois, neste ultimo teorema, todos os espacos envolvidos no dominio
devem ter um cotipo adequado, enquanto na Proposicao 1.4.8 isso nao é necessario. Na

proxima secao abordaremos um problema relacionado aos resultados anteriores.

Observacao 1.4.11 Os resultados da presente secao foram aceitos para publicacao na

revista Cubo:

e A. Thiago Bernardino, Remarks on cotype and absolutely summing multilinear

operators, a aparecer na revista Cubo.
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1.5 Resultados de inclusao: uma nova abordagem
A partir dos resultados da secao anterior, o seguinte problema parece ser natural:

Problema 1.5.1 Dados 1 < p < q < oo e um inteiro positivo n > 2, qual seria

a melhor constante o 1= a4, > 0 tal que, sob as mesmas hipdteses (1.5) e (1.6),
tenhamos
Egs(q;q,...,q)(Eh ciey En, F) C EZs(a;p,.A.,p) (El, ceey En7 F>? (18)

Nesta direcao, estendemos os Teoremas 1.4.5 e a Proposicao 1.4.8, mostrando que

o< qp
n(g—p)+p

e, em certo sentido, esta constante é 6tima pois para este valor de a obtemos uma
igualdade em (1.8).

Teorema 1.5.2 Sejam k <n en > 2. Se E; tem cotipo s; > 2,1 =1,....k e

1<p<qg< min s; ses; >2 para algum i =1,.... k
1<i<k

ou
1<p<qg<2ses; =2 para todoi=1,....k,

entao

Cas(s;q,...,q,t,...i)(Eh ey En; F) = *Cas( ar ;p,...,p,t,...,t)(Eh sy En; F)7

S
sk(g—p)+ap

para quaisquer espacos de Banach Eyyq,...,E,, F e s,t > 1 (aqui q e p sdo repetidos k

vezes). Em particular,

Lassigng) (Ers ooy By F) = L (Ery ..., Ep; F).

sqp .
as(mmy---ap)

Demonstracao: Como E; tem cotipo s; > 2,7 = 1,.... k, entdo, de [8] (o caso p =1

pode, também, ser encontrado em [5, Proposition 6]) temos

Z;f)(E» = lqp/(q—p)l;U(Ei)

18
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para todo ¢ =1,..., k com

1<p<qg< min s] ses; >2paraalgumi =1, ..k
1<i<k

ou

1<p<qg<2ses;,=2paratodoi=1,.., k.

Sejam (xgl));";l €ly(E),i=1,.. ke (xgl));”;l € l’(E;) parai =k +1,...,n. Assim

xgz) _ Oég'l)y]('l) :

com <a§i)>j1 € lgp/(q—p) © <yj(-i)>j1 €ly (E;), paratodo jei=1,..k.

Se T' € Las(sig,...qt,..t)(E1y .oy By ), como

1, kla=p) _skla—p) +ap
s qp sqp ’

sk(g—p)+ap
sqp

(§iHT(ﬁD xmgumwﬁﬁw)
0l

sk(¢—p)+ap
sqp

(VAN
N~
/N
&

=
&
=z
oL~
e

+
=

8

oL~
2
N——

(AN
N~
/N
&

=
&
=z
oL~
e

+
=

8

oL~
2
——

e concluimos que

/Cas(s;q,...,q,t,...,t) (Ela ceey Ena F) C ‘Cas( iDyeeesDstyennst) (Ela ceey En7 F)

sqp
sk(q—p)+ap

A outra inclusao é consequéncia do Teorema de inclusao para operadores multilineares

absolutamente somantes (Teorema 1.3.3).

Um resultado similar, mutatis mutandis, é valido para Ej ..., Ej,,{j1,-...jx} C

{1,...,n} (ao invés de, necessariamente, Ej, ..., E}) com cotipo s;, > 2,i =1,..., k.

19



1.5. RESULTADOS DE INCLUSAO: UMA NOVA ABORDAGEM

Observacao 1.5.3 Note que, para quaisquer q,p > 1 com q > p temos

sqp -
sk(q—p)+aqp —

para todo k € N, mostrando que o Teorema 1.5.2 melhora o Teorema 1.4.5.

O seguinte corolario imediato é uma generalizagdo 6tima do Teorema 1.4.5 (no

sentido de termos uma igualdade ao invés de uma inclusao):

Corolario 1.5.4 Seja k < n, comn > 2. Se E; tem cotipo s; > 2,1 =1,....k e

1<p<qg< min s] ses; >2 para algum i =1,.... k
1<i<k

ou
1<p<qg<2ses; =2 para todoi =1,.... k,

entao
Eas(q;q,...,q,t,...,t)(Eh ceey Ena F) = Eas(m;p,...,p,t,...,t) (Ela ceey Ena F)7

para quaisquer espagos de Banach Eyyq, ..., E,, F e todot > 1 (aqui q e p sao repetidos

k vezes). Em particular,

'CaS(q;q,---,q)<E17 cey B F) = ‘Cas(ﬁ%p,um)(fjh R F)

e
qap
o< —
k(g—p)+p
Observacao 1.5.5 Como
qap <p
k(g—p)+p "

€ claro que

ﬁas,q(El, ceey En; F) C £as,p(E17 7En7 F)

nas hipoteses do coroldrio anterior.

Observacao 1.5.6 O resultado acima foi independentemente provado em [8]. Um caso

particular do resultado acima também foi recentemente provado, de forma independente,

em [67].
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1.6. UM NOVO TEOREMA DO TIPO GROTHENDIECK

1.6 Um novo teorema do tipo Grothendieck

A seguinte defini¢ao foi introduzida por M.C. Matos [49] e D. Pérez-Garcia [58], de

forma independente:

Definicao 1.6.1 Sejam 0 < p,qq, ....,q, < 00, com ¢; < p para todo i = 1,....,n. Una
aplicagao T € L (FEy, ..., Ey; F) é maltiplo (p; qq, ..., ¢,)-somante se existir C' > 0 tal que

1
m P n
(1) O )™
( Z HT <:1:j1 ,...,a:jn> ) §C’H (a:j - (1.9)
J1sesdn=1 i=1 w,qi

para todo m € N e mg-i) cek,i=1,...,n,7=1,...m.
Denotaremos por Loaspqr,....qn) (£15 -y Eni F) (ou E;;as(p;qlqu) (Er, ... Eps F)) o
espago vetorial destas aplicagoes; quando ¢ = --- = ¢q, = ¢ escreveremos

Lnaspiq) (E1, -, Eni F) a0 invés de Loaspg,...q) (E1, - Eny F) €, se p = q, as vezes
escrevemos apenas Logsp (E1, ..., By F) . O infimo das constantes que satisfazem a
desigualdade (1.9) define uma normaem £7 .~ (E\,..., Ey; F) que serd denotada
)- Quando n = 1 recaimos na teoria classica de operadores lineares

por ||'||mas(p;q1,...,qn
absolutamente somantes.

Para detalhes dessa teoria sugerimos [10, 49] e, para recentes desenvolvimentos e
aplicagoes relacionadas a teoria multilinear e polinomial, sugerimos [4, 6, 9, 30, 31, 33,
45, 48, 57] e suas referéncias.

O Teorema de Grothendieck para operadores lineares absolutamente somantes
(Teorema 1.2.4) afirma que todo operador linear continuo de [; em Iy é absolutamente
(1;1)-somante (e portanto (p;p)-somante para todo p > 1). No caso multilinear, D.
Pérez-Garcia, na sua tese de doutorado [58] (veja também [10] e [19] para demonstragoes
diferentes), demonstrou que todo operador n-linear de 4 X -+ X [; em [y é multiplo
(1;1,...,1)-somante (e também, multiplo (p;p, ..., p)-somante para todo 1 < p < 2).
Este resultado pode ser considerado como uma versao multilinear do Teorema de
Grothendieck.

Para 1 < qq,...,q, < p < o0, a inclusao

c Ey,....Ey F) C LD (B, ..., En: F)

n
mas(p;qi,-..,qn) ( as(p;q1y-,qn)

é 6bvia. Assim, o seguinte resultado de coincidéncia é consequéncia imediata da versao

multilinear do Teorema de Grothendieck:
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1.6. UM NOVO TEOREMA DO TIPO GROTHENDIECK

Proposicao 1.6.2 Para todo inteiro positivo n,

asin, 1) (s s lisle) = L (1, i o)

No entanto, como [; tem cotipo 2, é facil demonstrar que o resultado acima pode

ser melhorado. De fato, temos o seguinte melhoramento (veja [11, 56]):

Proposicao 1.6.3 Para todo inteiro positivo n > 2,

,Cn (2 1 1) (ll, ...7l1;l2) = £(l1, ...,ll;lg) . (110)

as E; [ARRS]

O seguinte problema parece bastante natural:

e Dado um inteiro positivo n > 2, qual a melhor constante g, > 0 tal que
Zs(gngl,...,l) (ll, cevy ll, lg) = E (ll, ceey ll, lg)7

Para n =1, em (1.10), obtemos

‘Cas(2;1) (ll; 12) =L (11; l2) )

que nao é surpreendente, devido ao Teorema de Grothendieck. Entao, em certo sentido,
parece razodvel que a estimativa g, < 2 para n > 2 (obtida em (1.10)) provavelmente
nao seja Otima; esperamos uma estimativa para ¢, que, no caso n = 1, recupere o
Teorema de Grothendieck. Veremos adiante que realmente isso é possivel.

Do Corolario 1.5.4 sabemos que

538(2;2,...,2) (llv ) lla ZZ) =L

as(%_"_l;l,...,l)

(ll, ...,ll; l2)

para todo n > 2. Mas, como

L (lla ) ll7 l2) = ‘Cnmas(Z;Q,...,Z) (l17 L) l17 l2) C ‘CZS(Z;Q,...,Q) <l17 ) lla l2) )

facilmente temos

me oy (el l) = L£(1y e b )

2 .
G/S(m7 30y

para todo n > 2. Entao obtemos uma melhor estimativa para g, :
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1.6. UM NOVO TEOREMA DO TIPO GROTHENDIECK

Teorema 1.6.4 Se n > 2, entao

2
n4+1

gn <

Note que, nesse caso, quando n = 1, temos g, < 1 e, obviamente a constante 1 é

2

7 seja também a estimativa otima

uma estimativa 6tima. Assim, conjecturamos que

para g,, para todo n > 2.

Observacao 1.6.5 O Teorema 1.6.4 foi aceito para publicagao na revista Quaestiones

Mathematicae:

e A.T. Bernardino, On cotype and a Grothendieck-type theorem for absolutely

summing multilinear operators, a aparecer em Quaest. Math.
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Capitulo 2

Versoes multilineares do Teorema

da Composicao de Pietsch

Além dos operadores multilineares absolutamente somantes, estudados no capitulo
anterior, o ideal dos operadores lineares absolutamente p-somantes tem varias
generalizagoes para multi-ideais: operadores multilineares p-dominados ([11, 28, 47,
59]), operadores multilineares fortemente p-somantes ([36]), operadores multilineares
fortemente multiplo p-somantes ([18]), operadores multilineares multiplo p-somantes
([49, 60]), operadores multilineares absolutamente p-somantes pelo método da
linearizagao ([12]), operadores multilineares p-semi-integrais ([25]) e a composigao de
ideais gerada pelo ideal dos operadores lineares absolutamente p-somantes ([20]), dentre
outras.

Cada uma dessas classes tem suas proprias propriedades e compartilha parte
da esséncia do conceito dos operadores lineares absolutamente p-somantes. Uma
das caracteristicas interessantes é que nenhuma destas classes compartilha todas as
propriedades que poderiam ser esperadas do ideal dos operadores absolutamente p-

somantes. Para um levantamento recente sobre esse assunto consulte [57].

2.1 Aplicacoes multilineares p-dominadas e o

método da composicao

Sejam 1 < qp,...,q, < 00 €



2.1. APLICAQOES MULTILINEARES P-DOMINADAS E O METODO DA
COMPOSICAO

Uma aplicagao n-linear T': By x --- x E, = F (T € L]} Ey, .., E,; F)) é dita

qi) ?i, (2.1)

cekb,i=1..,nej=1..m.

:(Q§QI7~--aQn)(
(q1, .., gn)-dominada se existe uma constante C' > 0 tal que

(iHT(‘él)’--w“’ﬁ"))Hq)q < Il suwp (i‘w(az%)

=1 CPGBEZ

(1)
J
Essa definicao é devida a Pietsch para o caso em que F é o corpo dos escalares.

qualquer que seja a escolha do inteiro positivo m e x

Em seguida, a situagdo mais geral foi explorada em [3, 69]. E bem conhecido que

T e Es,(q;ql,...,qn)(El’"'7En;F) se, e somente se, (T(xg-l),...,x;")))j:l € (,(F) sempre
que (xgz))z";l €y (E;),i =1,..,n. O termo g-dominada, cunhado por M.C. Matos, é

motivado por um teorema de dominagao do tipo Pietsch (veja [21, 23, 41, 46, 58)):

Teorema 2.1.1 (Teorema da Dominacao de Pietsch) Uma aplicagio multilinear
T e L(Ey,....,E; F) €(q, ..., qn)-dominada se, e somente se, existem medidas requlares

de probabilidade yi; em Bgy, i =1,...,n, e uma constante C' > 0 tais que

|1T<x<l>,...,x<n>>||gc</ \w(x(l))|%du1>1~~</ |¢<m<”>>\""dun>
Bps B

Exploraremos o caso particular em que ¢y = --- =¢, =p > 1e g =L e, nesse caso,

an

B

usaremos a notagao Ly . O infimo dos C' que satisfazem a desigualdade acima é uma

norma para o espago das aplica¢oes p-dominadas (p-norma se p < n) e, com essa norma

n
d,p

O seguinte resultado de inclusao é imediato do teorema anterior:

(quasi-norma), ¢ um ideal de Banach (quasi-Banach se p < n).

Corolério 2.1.2 Se 1 <p < ¢ < oo, entao Ly, C Ly, para todo n.

Em geral, ha poucos resultados de coincidéncia para o ideal £j . Um desses poucos

resultados é a seguinte consequéncia do Teorema de Grothendieck (veja [11, 57]):
Teorema 2.1.3 L;3(%co; K) = L(*cp; K).

O resultado abaixo, demonstrado em [42], refor¢a a escassez de resultados de

coincidéncia para as aplicagoes p-dominadas:
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2.2. O TEOREMA DA COMPOSICAO DE PIETSCH: UMA VERSAO
MULTILINEAR

Teorema 2.1.4 (Jarchow, Palazuelos, Pérez-Garcia e Villanueva, 2007) Para
todon > 3,p € [1,00) e quaisquer espagos de Banach de dimensao infinita E, existe

T € L("E;K) que nao € p-dominada.

No caso polinomial, uma versao similar a esse resultado aparece em [17, 22].
E interessante mencionar que as aplicacoes multilineares p-dominadas coincidem
com ideal gerado pelo método da fatoragao para o ideal de operadores absolutamente

p-somantes:

Teorema 2.1.5 (Pietsch) 7' € L} (E\, ..., Ey; F) se, e somente se, evistem G e
u;j € Lospy(E;;Gj), j=1,...n, e Be LG, ...,Gp; F) tais que

T = B (up,...,uy) .

Um método parecido com o método da fatoracao é o método da composicao. Se Z

¢ um ideal de operadores, considere a classe
C} ={uoA:AecLeuecl},

onde L™ denota a classe de todas as aplicacoes n-lineares continuas entre espacos
de Banach. Assim, para espacos de Banach Fji,..., E,, F,G, um operador n-linear
T:Ey x---x E, — F pertence a C}(E1, ..., E,; F) se, e somente se, existem espagos
de Banach G, e aplicagoes A € L(FEy, ..., E,;G) e v € Z(G; F') de modo que

T(xy,....xn) = v (A(z1, ..., ).

E conhecido que C7 é um ideal de aplicacdes n-lineares (para detalhes veja [20]). O
caso I = L, fol investigado em [20], onde foi demonstrado que esta classe tem vérias
caracteristicas importantes do ideal linear, tal como um teorema de Dvoretzky-Rogers,

um teorema do tipo Grothendieck e um teorema do tipo Lindenstrauss-Pelczynski.

2.2 0O teorema da composicao de Pietsch: uma

versao multilinear

Um resultado importante da teoria linear dos operadores absolutamente somantes

é o Teorema da composigao de Pietsch (j4 mencionado anteriormente):
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2.2. O TEOREMA DA COMPOSICAO DE PIETSCH: UMA VERSAO
MULTILINEAR

Teorema 2.2.1 (Pietsch) Se p,q € (1,00) er € [1,00) sdo tais que * = %—I— %, entdao
Losq 0 Lasp C Lasy- (2.2)

Recentemente, D. Popa [66] investigou este resultado no contexto multilinear. A
primeira questao enfrentada em [66] foi escolher qual seria a classe natural de aplicagoes
n-lineares absolutamente p-somantes Z;' para a qual um resultado andlogo valeria. Mais

precisamente, o seguinte problema foi a motivagao de [66] (veja [66, Se¢ao 1]):

Problema 2.2.2 Se p,q € (1,00) e r € [1,00) sdo tais que % = =4 =, serd que a

D=
Q=

mclusao
LosqoIy CI} (2.3)

é sempre vdlida para todo nimero natural n e alguma extensao natural n-linear (I1);
de (Lass)oo,?

s=1"

Em [66] o autor mostrou que a inclusao (2.3) estda longe de ser verdadeira para a
classe das aplicagoes n-lineares dominadas, i.e., quando Z7 = Ly e I = Ly . Assim, o

. . n_ n e . -
autor optou por investigar o caso em que ) = L e 1! = L i.e., a seguinte questao

as,r?

foi considerada:

1

Problema 2.2.3 Sejam p,q € (1,00) e r € [1,00) tais que + = - + Para quais

D=
Q=

numeros naturais n a inclusao

Losqo Ll C L]

as,r
€ verdadeira?

Os resultados principais de [66] (Teorema 4 e Coroldrio 19) respondem a questao

anterior para todo inteiro positivo n e r € [1,2] :

Teorema 2.2.4 (D. Popa, 2010) Sejam p,q € (1,00) er € [1,2] tais que + = 1 +

Entao

SR
Q=

Losgo L, C LT (2.4)

as,r

para todo niumero natural n.

O caso r € (2,00) nao foi resolvido em [66]:
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MULTILINEAR

Problema 2.2.5 Sejam p,q € (1,00) e r € (2,00) tais que % = %+ %. Para quais
numeros naturais n a inclusao

ﬁas,q © ‘Cg,p - ‘C:s,r (25)

€ verdadeira?

Acreditamos que considerando diferentes classes (operadores n-lineares p-dominados
e multilineares absolutamente r-somantes), o Problema 2.2.3 se afasta da sua motivagao
original (2.2), embora nao deixe de ser um problema matematicamente interessante.

Vale a pena ressaltar que a classe £, . (embora tenha sido muito explorada por
varios autores e por nés no Capitulo 1) nao é, sob certo sentido, considerada uma
extensao adequada de L ,, j& que vérias propriedades de L,;, sao descaracterizadas
em L7, . (este tipo de falha desta classe - e sua versdo polinomial - foi discutida
em alguns trabalhos recentes (veja, por exemplo, [65, pagina 167] e [26, 27, 57])).
Usando a terminologia de [26] podemos dizer que o ideal dos polinomios n-homogéneos
absolutamente r-somantes (associado a L7, ,) ndo é compativel com o ideal dos
operadores lineares L ,.

O caso 7 = 1 no Teorema 2.2.4 ([66, Theorem 4]) merece uma atengao especial.
Ao contréario do que acontece na teoria linear (n = 1), para n > 2, em muitos casos,
i.e., para vérios espagos de Banach Ey, ..., E,, F', o espago L, (B, ..., B, F) coincide

com o espago dos operadores multilineares continuos L(E, ..., E,; F') e o Teorema 2.2.4

(com 7 = 1) se torna trivial. Por exemplo:

e Para quaisquer espagos de Banach Fj, ..., F,, o Teorema de Defant-Voigt (Teorema
1.3.4) garante que

n (B, EnK) = L(B), ..., By K). (2.6)

as,1

e Se cada E; ¢ um espago de Banach com cotipo ¢; para todo j e 1 < qil +--+ qi,

entao
r(Bry e By F) = L(Ey, .. By F) (2.7)

as,1

para qualquer espaco de Banach F'. Esse resultado foi originalmente provado por

G. Botelho [11] e é um caso particular do Lema 1.4.7.

Veremos que o ideal de composicao gerado pelos operadores multilineares
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absolutamente p-somantes é precisamente a classe que responde totalmente o Problema
2.2.2.

A solucao para o Problema 2.2.2 é uma simples consequéncia do Teorema da

Composicao de Pietsch para operadores lineares absolutamente somantes:

Proposigao 2.2.6 Sep,q € (1,00) er € [1,00) sdo tais que * = % + %, entdo
Eas,q © Czas,p - Czas,'r

para todo niumero natural n.

Demonstracao: Sejam u € Ly, (F;H) e T € Ct... (Ey, ..., E,; F). Entao existem
VE Losy (G F) e Ae L(E, ..., Ey; G) tais que

T =wvoA.
Do Teorema da Composigao de Pietsch, segue que
uov € Ly, (Gy H)
e, portanto,
uoT =uo(woA)=(uov)oAeCy, (B ...E;H).

Observacao 2.2.7 Vale ressaltar que a versao polinomial do multi-ideal (C7).", (a
qual denotamos por (CPY),_ ) também resolve a versao polinomial para o Problema
2.2.2.  Mais ainda, o ideal de polinomios (CP%).~, € wma sequéncia coerente e
compativel com I (veja [26]), refor¢cando que o método da composi¢ao é um método

adequado de generalizar o ideal dos operadores lineares absolutamente somantes.

Veremos ainda, a seguir, que podemos facilmente obter respostas parciais para o
Problema 2.2.5. Mais precisamente, mostraremos, em particular, que a inclusao (2.5) é
: P
verd/adelra sempre que n > £.
E facil ver que
<r<p=L;,CL, (2.8)

Assim, temos:
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Proposicao 2.2.8 Sejam p,q,r € (1,00) tais que r < p. Entao, a inclusao

Losgo Ll C L (2.9)

¢ vdlida para todo n > 2.
Demonstragao: Se u € Ly, (F;H) e T € Lj (B4, ..., Ey; F), entao

uol € Ly, (B, ..., En; F)

e, portanto, uo T € Ly, . (Ey, ..., B H). [ |
Assim, a fortiori, temos uma resposta parcial para o Problema 2.2.5 (note que nao
necessitamos da hipdtese % + % = %)
Corolério 2.2.9 Sejam p,q,r € (1,00) tais que % = % + é. Entao, a inclusao
‘Ca&q © ‘Cg,p - ’C:s,r (210)

¢ vdlida para todo n > 1;”.

Note que a Proposicao 2.2.8, embora nao resolva totalmente a questao proposta por

D. Popa, tem a vantagem de nao exigir que % = 217 + é :

Proposicao 2.2.8:
Losqo Ly, C Ly, parar,p,q € (1,00) comn >L2er<p

Teorema 2.2.4:
Lasqo Ly, C LY, parar € (1,2), p,q € (1,00) com 1=

as,r

+ enZl]

1,1
P q

2.3 Resultados envolvendo cotipo

Como comentado na Secao 2.1, o ideal das aplicacoes multilineares p-dominadas
é considerado, sob o ponto de vista de resultados de coincidéncia, um ideal pequeno.
Assim, abordaremos, explorando cotipo, resultados mais fortes do que o que foi proposto

no Problema 2.2.3. Mais precisamente, investigaremos resultados do tipo
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2.3. RESULTADOS ENVOLVENDO COTIPO

£cLs(t;l) © Up21£:lL,p - Egs(r;s)

parat,l,r,s € [1,00). Em outras palavras, para espacos de Banach fixos Ey, ..., E,, F, G

com certas propriedades, e parametros t,1[,r, s, serd que se tem
Lasieay U L (Er, . By F) C Ly (Bry ooy B G)?
O seguinte resultado sera 1til para os nossos propésitos:

Teorema 2.3.1 (Floret, Matos (1995) e Pérez-Garcia (2002)) Se E, ..., E,, sdio

espagos de Banach, entao

£ZzP<E1""7En;K> - ‘CZS(l;Q ..... 2)(E177EH7K)

p>1

O resultado acima é devido a K. Floret e M.C. Matos [40] para o caso complexo e
devido a D. Pérez-Garcia [58] para o caso geral.

O préximo resultado é uma aplicacao do teorema anterior:

Proposicao 2.3.2 Se Ey, ..., E,, F' e G sdao espacos de Banach, entao

Eas(s;l) (F; G) o Up>1£37p(E1, ceey En7 F) C EZS(SQ 77777 2)(E1, couy En, G)

para todo s > 1.

Demonstracao: Seja T € Loy (F;G) e R € U >1£gp(E1,...,En;F). Considere
. p_ ’
(ZL‘(-Z))?;I ey (E;), paratodoi=1,....,n. Se ¢ € F"*, pelo Teorema 2.3.1, temos

J

¢oReU Ly (B, ., By K) C Lo, 01, .., By K).

Portanto

Concluimos que (R(acg-l), . x§-n))) €l (F) e assim
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pois T € L) (F;G). [ |
Quando E; = --- = E,, sao L.-espagos temos um resultado mais forte.
Sejam 1 <p < oo e A > 1. Dizemos que um espaco de Banach E é um L, y-espago
se todo subspaco de dimesao finita I’ de F estd contido em um subspaco de dimensao
finita G de E e existe um isomorfismo u : G — 3™ com [|ul| [|u™!|| < A. O espaco E

é dito um L,-espago se for um £, \-espago para algum \ > 1.

Proposicao 2.3.3 Se F,G sao espagos de Banach e Fy = --- = E, sao L.-espagos,
entao

Losisiry (F;G) o L(Er, ..., En; F) C Ly

as(s;2r,...,2r

)(El,,En,G)
para todo s > r > 1.

Demonstracao: Sejam T € Lossw)(F;G) e R € L(Eh,...,E,; F). Considere
(mgk))j»il €1y (Ex) para todo k =1,...,n. Se ¢ € F* temos, de [15, Teorema 3.15],

poR € L(Ey,...,EpK) =L (Ey, ..., Bp: K).

as(r;2r,...,2r)
Portanto

(cp (R(x§-1), ,Ign))>>oo €l,

Jj=1

e assim (R(xg.l), x(n)))oo el (F). Como T € L) (F,G), concluimos que
=1

O seguinte resultado pode ser encontrado em [60, Theorem 3.10]:

Proposigao 2.3.4 (Pérez-Garcia e Villanueva, 2003) Se F' tem cotipo s finito,

entao

n (B s By F) C L0y (B s By F) C L2 o o) (B, oo By F)

p>1

para quaisquer espacos de Banach Ei, ..., E,.

Em particular, o resultado anterior mostra que
£<F7 G) © Up21£g,p<El7 vy B F) - ﬁZs(s;Z ..... 2) (Ela Y % G)
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para F' com cotipo s finito e quaisquer espacos de Banach E, ..., E,, G.
Nossa atencao sera voltada para o caso s = 2 da Proposigao 2.3.4. E bem conhecido

que se Ei, ..., E, e F' tém cotipo 2, entao

n
ﬁmas 2

(Br, ... B F) =L

masr(Ela"'vEn;F) (211)
para todo 1 < r < 2. Portanto, segue imediatamente o seguinte resultado:

Corolario 2.3.5 Se Ey, ..., E, e F tém cotipo 2, entao

‘Cas,q(F; G) © Uleﬁg’p<E1’ ey E ) cLr

masr(Ela"'vEn;G)
para todo q € [1,00),1 <r <2 e todo espago de Banach G.

Demonstracao: Segue da Proposicao 2.3.4 e de (2.11). |
Sob as hipdteses da Proposicao 2.3.4, em geral, L}, ,(E1, ..., E,,; G) ndo estd contido
em Ly o(Ey, ..., En; G). Com efeito, a aplicagao T': Iy X Iy — [, dada por

T(x,y) = (z9;)72

pertence a L2, (I2,l2;11) mas nao pertence a L} , (ls,ls;11). O Teorema 1.5.2, em

particular, afirma que se algum £ tem cotipo 2, entao

535(2;2,2,...72)(E17"'aE G) C ‘cn )(ElaaEn7G>

as ppp
para todo 1 < p < 2. Assim, temos:

Corolario 2.3.6 Se L tem cotipo 2 para algum j e F' tem cotipo 2, entao

Lasg(FiG) o Lip(Br s Bui ) € L

as,r

(Eh ceey En; G)

para todo q € [l,00), todo r € [1,2] e quaisquer espa¢os de Banach
El,...,Ej_l,Ej+1,...,En,G.

Demonstragao: Da Proposicao 2.3.4, temos
Losq(F;G)o U cy, F) C Ll (B, ... By G).

Como L}, o(Ey, ..., By G) C L7,

as,r

(Er, ..., En; G) o resultado segue. [ |
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2.3. RESULTADOS ENVOLVENDO COTIPO

Portanto o Corolario 2.3.6 é mais forte do que o Teorema 2.2.4 no caso especial
quando E; tem cotipo 2 para algum j e F' tem cotipo 2.
Agora exploraremos algumas consequéncias da Proposicao 2.3.2. Usando a

Proposigao 2.3.2 (com s = 1) e o Teorema 1.4.4 obtemos:

Corolario 2.3.7 Se F' e G tem cotipo 2, entao

Losq(F;G) o Up>1,cg,p(E1, i Bui F) C Lo o) (Ery o B G)

- ‘CZS(Q;Q ..... 2)(E17'-'7En;G)
para todo q € (1,00) e quaisquer espagos de Banach Ey, ..., E,.
Corolario 2.3.8 Se F tem cotipo 2 < s < 00, entao

Lasq(F;G) o prcgp(El, i Bai F) C L1, o) (Bry oo Eni G)

- 525(2;2 ..... 2)(E17 vy B G)

para todo 1 < q < s* e quaisquer espacos de Banach Fy, ..., E,, G.
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Capitulo 3

Aplicacoes multilineares
absolutamente

(p;q1,---,qn;r)-somantes

A seguinte defini¢ao, devida a Pietsch [62, Definition 17.1.1] é uma extensao (ainda

no contexto linear) do conceito de operadores absolutamente somantes:

Definicao 3.0.1 Sejam 0 < p,q,r < oo tais que

<-4+ (3.1)

S | =

=
Q| =

Um operador linear w € L (E; F) € dito (p;q;r)-somante se existir uma constante

C > 0 tal que

1

(i i (u <:cj>>|p) C<efel, e, (32)

para todo inteiro positivo m, quaisquer Ti,...,T, em E e o1, ...,0, em F*.

Quando 7 = oo, voltamos ao caso classico dos operadores absolutamente (p;q)-
somantes. Isso serd demonstrado, ja para um contexto mais amplo, na préxima secao.
O espaco vetorial formado pelos operadores lineares continuos de E em F que
sao absolutamente (p;¢;r)-somantes serd denotado por Las(pgr) (E; F). A menor das
constantes C' que satisfazem a desigualdade (3.2) define uma norma em Lqs(piq:r) (£ F)

se p > 1 (pnorma se 0 < p < 1) e serd denotada por ||| ,p.g.-
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3.1. APLICACOES MULTILINEARES (P;Q, ...,Qx; R)-SOMANTES

Quando % > %—k% tem-se Lospigr) (E; F) = {0} (veja [35, pg. 196]) e, por esse

motivo, assumimos na definicao anterior = < % % Na préxima secao demonstraremos

1

p

esse resultado num contexto mais geral.
O seguinte resultado de inclusao pode ser encontrado com sua demonstragao em [62,

Proposition 17.1.4]:

Proposicao 3.0.2 Se s; < sy para todo s € {p,q,r} e

entao

ﬁas(m i) © Eas(pz iq25m2)

H&4 pelo menos duas maneiras bastante naturais de se generalizar a classe dos
operadores lineares (p; ¢;r)-somantes para o contexto multilinear e polinomial. Neste

capitulo e no préximo exploraremos tais alternativas.

3.1 Aplicagoes multilineares (p;q, ..., ¢,; 7)-somantes

Seguindo a sequéncia histérica do aparecimento das generalizacoes multilineares
absolutamente somantes, neste capitulo exploraremos a generalizagao natural, onde a
soma ¢ feita em um unico indice. Esta abordagem foi introduzida por D. Achour [1] e

segue a esséncia da Defini¢ao 1.3.1:

Defini¢ao 3.1.1 (D. Achour, 2011) Sejam 0 < p,qi, ..., qn, 7 < 00 com

Uma funcio T € L(F1, ..., E,; F) é absolutamente (p;q, ..., qn;7)-somante se existir
C >0 tal que

(Sl (o) <o 1]

=1
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3.1. APLICACOES MULTILINEARES (P;Q1, ...,Qy; R)-SOMANTES

Denotaremos por Leas(pig,...qnir) (E15-- - En; F)) 0 espaco vetorial das aplicagoes
(p;q1s - - -y Gn; T)-somantes. Quando ¢¢ = -+ = @, = (¢ escrevemos
apenas Lospgr) (E1,. .., Ep; F) ao invés de Lospig,...qr) (Er, ... B F). A menor
das constantes C' que satisfazem a desigualdade (3.3) define uma norma em

Lasmiqr,guir) (L1 -, Eny F) se p > 1 (p-norma se 0 < p < 1) e serd denotada por

H ’ Has(p;q1,-~~7qm7“) :

Se 1% > qil +--+ qin +% e T for absolutamente (p; gy, . . ., gn; 7)-somante entao 7' = 0.
Com efeito, seja T' ndo nula e absolutamente (p;qy,...,q,;7)-somante e suponha que
q=q = = qn (0 caso geral é feito de modo andlogo). Note que

qr
< .
b q—+nr
De fato,
1 1 1 1 1 qg+nr
—>—F it -t = > .
p q q T p qr

Sejam ()\j)]o.il € l#—lpexl € By, ....x, € By, € Ftaisque o (T (z1,...,2,)) # 0.

Como T é (p;qi, - - -, qn; T)-somante, temos

o (T (@) (Zw)p

(®

j=1

< |7

as(p;q1,..-,qn;ir)

1
m r n m q\ ¢
Hahn-Banach ar )1 o V1
ahn-Banac ||T‘|as(p;q1“,,,qn;7') ||§0H ||$1” ... ||an (Z )\j(q+n7)r > H (Z >\§Q+nr)q >
j=1 i=1 \j=1
G Ty (]
= ||T||as(p;q1,...,qn;r) ||()0|| ||ZL‘1|| T ||:L‘n|| Z )‘j e H Z )‘j e
=1 i=1 \j=1
SRES
= 1T Nas(pagsgiry 0N 2l =l | D P27
j=1
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3.1. APLICACOES MULTILINEARES (P;Q, ...,Qx; R)-SOMANTES

Assim

B =

|§0 (T (]71, s ,Jin))‘ (Z |)‘J|p>

m
< T Naseign.....guiry el ]l - llznl (Z

Jj=1

S =
+
Q3

)\ q+nr

I

o0
Fazendo m — oo, como ()‘j)j:1 € lqﬂw’ segue que

(i |)‘J|p> p < 00,

J=1

contradizendo o fato de que (A;)>2; & I,
O proximo resultado, embora bastante simples, ilustra a hierarquia de tamanho das

classes Laspiqr,...an) € Las@iar,anir):

Proposicao 3.1.2 Sejam n um numero inteiro positivo e 0 < p,qq, ..., G, 7 < 00.
Entao
EGS(p;qL...,qn) (E17 sey ETL? F) - Eas(p;q17,_,7qn;7~) (El, ey En, F)

para quaisquer espacos de Banach En, ..., E,, F. Além disso,

H'Has(p;ql,,..,qn;r) S H'Has(p;ql,,..,qn) : (34)
Demonstracao: Sejam ¢q,...,p0,, € [* e mgi),.. 2 e E;, com i € {1,...,n}. Se
T € Laspigr,..qn) (B, .oy, By F) | entao
1 1
- ® o)) - OEENON AN
©; (T (xj ey T >> < Z(H%H HT( L5y T > )
— o
. 1
1 n p !
< (Spj);nzl <Z HT (;c; ), ,;1:5 )) >
0 =
1
@ 1 n p !
< (903)] . (ZHT <x§)7 ,xg )) )
w,r ]:1
. ®\™"
<[l oo I (7))



3.1. APLICACOES MULTILINEARES (P;Q, ...,Qx; R)-SOMANTES

para todo m € N. [ |

Corolario 3.1.3 Se r = oo, entdo
£a8(p;q1,.--,qn)(E1a N 0% F) :EaS(p;qL.--,qn;OO)(El? NP 0% F)

Além disso

H.Has(p;ql,...,qn;oo) = H'Has(p;ql,...,qn) :

Demonstracgao: Pelo resultado anterior ja sabemos que

£a5(p§Q17---7Qn)<E17 ey Enu F) CEQS(p;q1,-..,qn;OO)<E17 ey En, F)

I < ||I7|

as(p;q1,---,qn;00) as(p;qi,.-,qn)

Para provar a outra inclusao, considere T € Los(piqy,....qn:00) (E1, - - -, En; F). Entao

< |17

oy
(xj j=1

para quaisquer m € N,¢; € F* e Sﬁgi) €ly(E),i=1,...n7j=1..,m. Assim T é

as(p;q1,.--,qn;00) '
w7qn

absolutamente (p;qi, ..., q,)-somante e

1] 7|

<
as(p;qi,.-,qn) — | as(p;q1,.--,qn;00) *

[ |
A préoxima proposi¢ao é uma generalizacao natural do Teorema de Inclusao 1.3.3

(veja [1]). Faremos uma demonstracao alternativa:
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3.1. APLICACOES MULTILINEARES (P;Q1, ...,Qy; R)-SOMANTES

Proposicao 3.1.4 (Achour, 2011) Sejam

I1<p<p<oo,
1<r<r<oo
tais que
"1 1 1 "1 1 1
Z— +-—--<5 — ] +t=-—-= (3.5)
i— i rp P rp
Entao
EGS(p;qh---,qn;r) - LaS(ﬁ;qH ----- Gn;T)
e

(3.6)

||'||a,s(;3;[j1,...,[jn;f) S ||'||a,s(p;q1,...,qn;r) :

Demonstracao: Sejam T' € Lospig,.....qnir) (E1s s Ens F) ,m € N, xg-i) € Eiegp; € F~,

com (i,7) € {1,...,n} x {1,...,m}. Para cada i =1,...,n, sejam

— == 3.7
pi G i (3.7
1 1 1
- 3.8
ro r T (38)
111
k=t (3.9)
Yt
Defina ainda, para cada (7,7) € {1,...,n} x {1,...,m},
Aj = |; <T (:1:;1), ,xgn)>> i : (3.10)
k5
% 1 n p;
A = ¢j<J’Q¢J,”wx§)>> (3.11)

Por (3.5), (3.7), (3.8) e (3.9), temos k > 1. Com efeito,

S~leng (1161
Z‘_Z<qi Q}')Sf

—1 Pi i=1
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3.1. APLICACOES MULTILINEARES (P;Q, ...,Qx; R)-SOMANTES

e, de (3.9), temos k > 1. Por (3.10) e (3.11), temos

() -

Note que

(Z oy (7 (7)) ) .12
j=1
= (e (7 (=, 2™))
) (n
/\]

m
j=1
m

- (E 0oy (T(x;w,.._,x;m))p)

m
j=1

Como T' € Lospgy,....qnir) (Ers oy Eni F) , de (3.12) segue que
m 5 P
(Z oy (7 (0 ) ) .19
j=1
NN
w,rEH( J xj 7j=1

De (3.7), a Desigualdade de Holder garante que

ADal)"”
H< 75 )i

1 1 n) (n
Ajp; (T </\§ ):pg- ), ...,/\5- )mg. )>>

< HTHas(p;ql,...,qn;r) (A]@]);nzl

w,q;

— sup (i &; <A§)a:§>) qi) z (3.14)
j=1

1 1
m NN T NIAS
<(SPT)” e (Sl ()
j=1 ¢16E: j=1
_ @\ @\
= o)) e,

w,g;
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3.1. APLICACOES MULTILINEARES (P;Q, ...,Qx; R)-SOMANTES

De modo andlogo, de (3.8) temos

ol <losrl, o, o
De (3.11), temos
n A m ) . kp Pi
)00 - Tl ()]
i=1 I p =1 \j=1
no1
kﬁ =1 p,;
= ©; <T (@1)7 ,x;n)>>
j=1
- o m))["7 Hiis)
= Z ©j <T(:1:j . 2 >>
j=1
111
P m p B rg
(s e )
Jj=1 k
(s )
j:1 1
111
m . Z} P D 0
—(Z o (7 (a9, . a)) ) |
7=1
e, de (3.10), segue que
H(Aj)?‘_l 11 (Aﬁi)) _ (3.16)
=1 7=lp;
. OO AREES O AN
< Z ) (T(xj N >> Z ©; (T(xj Y ))
j=1 j=1
. 11
1 n AN
(Sl )
j=1
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3.2. CARACTERIZACAO POR DESIGUALDADES

Logo, de (3.13), (3.14), (3.15) e (3.16), obtemos

1 n
AUCEEEY)

1 1
m \p P n
(1) m\\[" m @\"
S HTHCLS(p;qh..-,qn;T) (Z Pi (T (:Cj pees g )) ) (gpﬂjil ~H (xj )4_1
j=1 =1 I= w,g;
E, finalmente, segue que
m \ P n m
S les (7 (&P N) i (i), TT||(=
P ooy = as(piqr,....qnir) ||\Pi)j=1 w.F 7 )= -
j=1 Ti=1 w,qi

comprovando que T € Los(p, .....q0:7) (F1s ..y En; F') com a desigualdade das normas (3.6).
|

3.2 Caracterizacao por desigualdades

O resultado a seguir mostra que as aplicagoes (p; g, ..., ¢n; )-somantes, assim como

as (p; qi, ..., ¢n)-somantes, sao bem caracterizadas por desigualdades:

Teorema 3.2.1 Seja T € L(Ey,...,E,; F). Sao equivalentes:
(1) T e £as(p;q1 ..... qn;r)<E17 ey Ena F)a oo
(i1) Para todo (p;)7, € I}’ (F*) e <x§»z)> cly (E;),i=1,..,n, tem-se

aae

(13i) Existe C > 0 tal que

1 n
©; (T (wg-),...,x; )>>

sempre que (i0;);, € [}’ (F*) e <x§z)>ool elv(E),i=1,..n.
]:

LN
=
8
N
&
—
N———
N——
8
m
o~
i
~~
=

> ) el

Jj=1

(=

o)
i )iz

w,r
’ w,q;

Demonstracao: As implicagoes (iii) = (i) e (i7d) = (i7) sao triviais. A implicacao

(7) = (4i7) também ¢é simples.
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3.2. CARACTERIZACAO POR DESIGUALDADES

(74) = (i77) Defina a aplicacao (n + 1)-linear
O (T) : Iy (Ep) X -+ X Ly (En) X U2 (F*) — 1,

por

o) ()7 o () 0 ) = (o0 (1 ()

Vamos mostrar que ¢ (7') é continua.

Seja (xp,),,_; uma sequéncia em I (Ey) x --- x I% (E,) x I}’ (F*) convergindo para

J=1

x = ((xgv) ) <soj>;-'11) €18 (By) % - x 12 (Ey) x 12 (F7)

e tal que
lim @ (7T) (zm) = (25) 2, €1

m—00 j=1 i

Para cada m natural, escrevemos

() = <(x§;3j) o (28) ,(gpm,j);;) €17 (By) x - x I (Ey) x 1Y (F7).

=1 =
Logo
. (1 n oo 0
nlgr(; (g@md <T (xm?j, s x%?)))jl = (zj)j:1 em [,
e, portanto,
lim ¢y, (T (acgi)j, ,xfﬁb)) = z; em K, (3.17)
m—o0 > ’

para todo 7 € N.

Note ainda que
20 2 ) e B, (3.18)

para todo j € Nei=1,...,n. Assim,

lim @, <T (171(7}3]‘7 s a:i%)) =, <T (xg.l), s x§n)>> (3.19)
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3.2. CARACTERIZACAO POR DESIGUALDADES

para todo j € N. De fato, como 7T ¢ continua, de (3.18) temos

T <xfi?j, 71:7(7?,)]) =T (xél), s xgn)>

e dai

s (T (20 22)) =05 (7 (&1, . a8"))
= [ms (7 (2 22)) = s (T (a0, )
Fm (1 (28,2 = (7 (57 2)

< Npmall 7 (2825, —#2) = (&5 a) | s =l |7 (557, 2}

De (3.17) e (3.19) segue que

para todo 7 € N. Logo

W]L,E;I;OQ (T) <<xm7]> - g eeey (me) - 7(%07717]‘)]‘:1)

T (1) (n) >
- (s (7 (8 42))),
:(Zj);i1

= (gpj (T <x§1), ng))):l
o () (] 02)

Pelo Teorema do Gréafico Fechado para aplicagdes multilineares (veja [39]), segue que
O (T') é continua.
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3.3. UMA GENERALIZACAO DO TEOREMA DE DEFANT-VOIGT

Portanto, para (¢;)°2, € [; (F™*) e <x§-i)>oo €l (E;),i=1,..,n, temos
=1 "
0o 1
n p ! n e
(Sl = )], o
j=1 S

< |lo (1) H(s%)?'il”w,rﬁ'

o)
(:E] j=1

w,q;

Observagao 3.2.2 A aplicacio ® definida na demonstracdo acima preserva norma.

De fato,

o= s o ()7 ()7 )| e

< |17

as(p;q,.-,gn;r) ©

De (3.20) e (3.21) seque que ® preserva norma.

3.3 Uma generalizacao do Teorema de Defant-Voigt
Recordemos que o Teorema de Defant-Voigt, enunciado no Capitulo 1, afirma que
E(Eh ey En, K) = £a5(1;1)<E1, ceey En, K)

Uma generalizagdo do Teorema de Defant-Voigt aparece em [18, Theorem 3.1]. O
resultado abaixo é uma extensao natural de [18, Theorem 3.1]. A demonstragao é
inteiramente andloga a demonstragao de [18, Theorem 3.1], mas mesmo assim faremos

os detalhes.
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3.3. UMA GENERALIZACAO DO TEOREMA DE DEFANT-VOIGT

Teorema 3.3.1 Seja A € L(Ey,...,E,; F) e suponha que existam 1 <k <n eC >0

tais que as aplicagoes s-lineares (onde s =n — k)
Apyoa (@1, ) = Az, .o xp)

sejam absolutamente (p; qu, ... ,qs;T)-somantes para quaisquer 1 € Fy, ...,z € Ey e,

além disso,
[Aw,. i llasigrger) < CHAll2al - ]l

Entao A € absolutamente (p; 1,...,1 ,qi,...,qs;7)-somante e
——

k coordenadas

||AHaS(p;17---,1,q1,---,qs;7") < CHAH

Demonstragao: Sejam m € N e

292 e R

e

n -’

x™ e B,

Pelo Lema 5.1.2 do Apéndice, existem numeros reais nao-negativos by, ..., b, tais

que

1,1
com=+==1e¢e
p+q

onde




3.3. UMA GENERALIZACAO DO TEOREMA DE DEFANT-VOIGT

Sejam 7; as func¢oes de Rademacher em [0, 1]. Notemos que a funcao

U:[0,1F >R

=1 Jr=1

\I](tl,...,tk) =
( ) =05 -(A (erl(tl) (]1)’“' erk<tk) (Jk) $1(5+)1a---7xg))>

possui apenas um numero finito de descontinuidades; portanto é integravel com respeito
Usando o Teorema de Fubini e a multilinearidade

amedida de Lebesgue A em I = [0, 1]

de A, temos

Jrk=1

1 1 m . . . . i
:/ .. / ( Z bje_iej(,@j (A <IL‘§‘71), o 7‘,E](€]Ic)7 g(;gng)rl, .. ,:L‘n]))> Hrj(tl)rjl (tl)) dtldtk
0 0 \jjt,ir=1 =1
1
—i0; ; 951 xl(cjk) ZE( R >> H (/ tl T3 tl)dtl)]
0

k+1> » Ly
=1

~<A (Zrh(tl) (Jl),... erk(tk) () x,(jil,...,xg)>> d\

Jj1=1
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3.3. UMA GENERALIZACAO DO TEOREMA DE DEFANT-VOIGT

Definindo, para cada [ =1, ..., k,

z = er(tl)xz(j)>
=1

obtemos, de (3.22) e (3.24),

bS]
SN—
3=

>

J

= /Ii (ﬁ%‘(W) bje i, (A (% rj, (b)) Zrak(tk) o xli—?—l""?‘rg))) dA

< /
I

9 (ﬁm(h)) bjp; (A (i r ()2, S g (e 2 xﬁﬁ))

j=1 \i=1 1 Je=1

( (zlwn v zlwk) a, ”x”))DdA
J1 Jk

< sup ||(bj)||q (Zl ©j (A(Zrﬁ(tl) (1) .. ngk( Pt () 5”2311,---&53)))
- P

1=1 Jj1=1
p> 1/p

d\

p> 1/p

(A(zmm 00 S () “x“))

[t1<1 \j=1 51=1 =1
< su As 2 . . (:v(j) )m H 2" ‘ )
|tl\§1,l3 """" kH 1... kHas(p,ql,...,qs,r) k+1 1 v ( )] 1 W (80])],1 wr
< s Ol | (58h) 7| @], (e,
[t1<1,l=1,....k w,gs w,r
k n
Lema 5.1.4 A\ M A\ M
< C|4] (H (xlm) - > (H (:c}”) » ) H(%‘)}il .
=1 = w1 I=k+1 = lw,q ’
[ |

Corolério 3.3.2 Se L(E1,....,Epn; F) = Laspaqr,.qmir) (E1, s Em; F) entdo

£<E177En7F) = £as(pq1 L) (Elv" 7En7F)
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3.4. OUTRAS RELACOES COM OS OPERADORES MULTILINEARES
ABSOLUTAMENTE SOMANTES

para quaisquer espagos de Banach E, .1, ..., E,. Em particular, para p > 1 e espagos
de Banach FE1, ..., E,, temos

L (Ela ceey En7 K) = ‘Cas(p;p,l,...,l;r) (Ela ceey En7 K) . (325)
Demonstragao: E claro que
ud : ‘Cas(p;ql ..... qm;r) (Ela X3 Em; F) — L (Eb Sy Ema F)

é continua e, por hipdtese, é bijetiva. Segue do Teorema da Aplicacao Aberta que existe
C > 0 tal que
y <o

||T||as(p;q1 ,,,,, qm;T

E, do teorema anterior, temos
L (Eh ceey E’m F) - 'Cas(p;ql ..... qm,1,...,1;7) (E17 ceey E’m F) .

[ |
Como Las(pigr,....qmioo) (E1s ooy By F) = Laspgr,.qm) (E1s oy By ), temos, de (3.25):

Corolario 3.3.3 Se Ei, ..., E, sao espagos de Banach, entao
L(Ey, ..., EyK) = Losppn,..1) (B, ..., Ep; K)
para todo p > 1.
Observacao 3.3.4 Quando p = 1 no corolario anterior obtemos o Teorema de Defant-

Voigt.

3.4 QOutras relacoes com 0s operadores

multilineares absolutamente somantes

Nesta secao vamos comparar, através de resultados de inclusao, a classe definida na
segao anterior com a classe das aplicagoes multilineares absolutamente somantes (como
fizemos na Proposicao 3.1.2). Os resultados s@o bastante simples e o objetivo é apenas

destacar como se comportam as classes de acordo com a variacao dos parametros e
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3.4. OUTRAS RELACOES COM OS OPERADORES MULTILINEARES
ABSOLUTAMENTE SOMANTES

com certas propriedades dos espagos de Banach envolvidos, ajudando a criar alguma
intuicao sobre o “tamanho” das classes.
O préximo resultado relaciona as classes quando se tem alguma informacao sobre o

tipo do espaco de Banach F':
Proposicao 3.4.1 Seja F' um espago de Banach com tipo p*. Entao

Las(@an,oan) (E1soos Eny F) C Las(sigrogait) (B, ooy B F)

com

Demonstragao:

Sejamn T € Lastganan) (B s Bs ) (93)32, € 17 (1), (2) € 12 (E). Como
‘]:

F* tem cotipo p (veja [35, Propositiono 11.10]) temos

Corolario 3.4.2 Se F' ¢ um espaco de Banach com tipo 2, entao
‘Cas(Q;ql ..... qn) (E17 cey En; F) C ‘Cas(l;q1 ..... gn;l) (Ela ) Erw F) .

Em particular,

£a5(2;1) <E17 ceny Ena F) C ‘Cas(l;l;l) <E17 ceny Ena F) .

Quando F € o corpo dos escalares, temos:
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3.5. RESULTADOS DE COINCIDENCIA E INCLUSAO

Proposicao 3.4.3 Sejam n um niumero natural e
11 N 1
t r p

Entao
ﬁas(pQQI ~~~~~ QTL) (E17 ey En; K) C £a5(t;q1 77777 qn;r) (El, ceey En7 K)

para quaisquer espacos de Banach Fq, ..., E,.

Demonstragao: Seja T' € Lospiqr,....qn) (E1, .- Fn; K) . Assim
1
m t t
(S ()]
j=1
m . . " t
< (3 (et (o))
=1

J]=

1
r 1 n
< (Z sl ) (ZHT(wE )
j=1 j=1

=

)

@\
<MW prgr ) ‘(%‘)}11 TH‘ (:cj )jzl
i w,q;
= HTH(p;tn .... Qn) ‘(90]);”:1 wrl_‘[' (w}’))j_l )
=1 S wa

5?)) € Y (E;)i = 1,...,n. Portanto
j=1 ’

T S Eas(t;ql ..... qn;7) (E17 ceey E'n,; K) . .

para qualquer m € N, (@j);nzl € Y (K*) e <9c

3.5 Resultados de coincidéncia e inclusao
Como consequéncia da Proposicao 3.1.2 e do Teorema de Defant-Voigt, temos:

Proposicao 3.5.1 Se Ey, ..., E, sao espacos de Banach, entao
E(Ela SR 7En> K) = ‘Cas(l;l;r)<E17 R Ena K)

para todo r > 0.
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3.5. RESULTADOS DE COINCIDENCIA E INCLUSAO

Quando r = 1, como

=141,

o= =

a Proposicao 3.4.3 nos garante que
L"as(l;l) (El, o By K) C ‘Cas(%;l;l) (El, o By K)

e portanto temos:

Proposicao 3.5.2 Se Ey, ..., E, sao espacos de Banach E, ..., E,, entdo
E(El, ey En; K) == ‘Cas(%;l;l) (El, e 7En7 K) .

Usando a Proposi¢ao 3.1.2 e o teorema do tipo Grothendieck para aplicacoes

multilineares (veja Se¢ao 1.6) temos facilmente o seguinte resultado:

Coroléario 3.5.3 Se T € L(ly,...,l1;l5) entao T ¢é absolutamente (

somante para todo r > 0.

1,..., 1;7“)—

2 .
n+17

Em particular, quando » = 1 no corolério anterior, temos:

Corolério 3.5.4 Se T € L(l,...,L;1z) entao T ¢é absolutamente (27;1,...,1;1)-

somante.

Usando a Proposicao 3.4.1 temos um resultado mais forte que o Corolério 3.5.4:

Teorema 3.5.5 Se T' € L(ly,....l1;ls) entdo T € absolutamente (n%zv 1,...,1; 1)-
somante.
Demonstragao: Como [y tem tipo 2 e
1 1 n 1

2 T 5T T2

iz 2w
da Proposigao 3.4.1 temos

Los(zran) W lisle) C L2y ) (s B o)

e o resultado segue pelo Teorema 1.6.4. |

Explorando o cotipo de E; temos os seguintes resultados:
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3.5. RESULTADOS DE COINCIDENCIA E INCLUSAO

Proposicao 3.5.6 Sejam s,r > 0 e E; espagos de Banach com cotipo s; para todo

Jj=1,..,n, e pelo menos um dos s; é finito. Se

1 1 1
- < ——4 ...+ —,
s 7 s S
entao
L (Ela Sz} E’m F) - Las(s;b1,...,bn;r) (Ela sy Ena F)
para

bj =1 ses; <ooebj =00 ses; =o0.
Demonstragao: Pelo Lema 1.4.7 temos
L(Er, ... By F) = Las(sipr,...pn) (Ers ooy Ens F)
e, pela Proposicao 3.1.2, sabemos que
Loassipr,pn) (E1y ooy B F) C Lag(sipr,ppir) (L1 ooy Eni F)

Logo, segue o resultado. |

O proéximo resultado é uma variagao do Teorema 1.5.2:

Teorema 3.5.7 Sejam k <n er > 0. Se E; tem cotipo s; > 2,i =1,....k e

1<p<gqg< min s] ses; >2 para algum i =1,.... k
1<i<k

ou
1<p<qg<2ses; =2 para todoi=1,.... k,

entao

'Cas(s;q,...,q,t,...,t;r)<E17 ERRS) Ena F) = Eas(m;p,m,p,t,...,t;r) (E17 SRRD) Ena F)7

para quaisquer espagos de Banach Eyyq, ..., En, F e s,t > 1 (aqui q e p sao repetidos k
vezes). Em particular,
Eas(s;q,...,q;r)(-Ely sy En; F) = *Cas( Elu ) En7 F)

m;p,m,p#)(
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3.5. RESULTADOS DE COINCIDENCIA E INCLUSAO

Demonstragao: Como E; tem cotipo s; > 2,4 = 1, ..., k, entdo, de [8] temos
l;)(Ei) - lqp/(q—p)l;U(Ez’)
para todo ¢ =1, ..., k com

1<p<qg< min s] ses; >2paraalgumi=1, ..k
1<i<k

ou
1<p<qg<2ses;,=2paratodoi=1,.., k.

Sejam (my));”;l € IW(E;),i = 1,..,k, (goj);.)il eV (F*) e (:vgz));’il € I(E;) para
t=k+1,...,n. Assim

@ _ @, 1)
Tim =Y
com (ay))j:l € lgp/(q—p) € <y](-i)>j:1 €ly (E;), paratodo jei=1,..k.

SeT € 'Cas(s;q,...,q,t,.‘.,t;r) (Eh ) Ena F , COMO

Ly kla=p) _skla—p)+ap
s qp sqp ’

sk(g—p)+ap
sqp

00 sqp
( ©; (T (375'1), o x;m)) ‘ Sk(q—p)+qp>

___sap
()

sk(g—p)+ap
sqp

..o
J J

0 % o0 qp k(q;?p)
1 k k+1 n 8 1 k)| ®a—p)

> w(T(yj(),---,yj(),x§+),-.-,x§ )>) > <§a§)0‘§) )

J=1 j=1

. 1 4—p
1 k k+1 n
< ( ei (T (47D, )
j=1

s sk 0 0 (qp) qp
q—p
| | E ‘ozjZ < 00
i=1 \j=1
e concluimos que

IN

'Cas(s;q,...,q,t,...,t;r) (Ela 3] E’m F) cL Dt ... t‘r) (Ela a3 E'm F)

sgp .
as(sk(qu)Jrqp’p’”" sUyeeeyly
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3.6. POLINOMIOS ABSOLUTAMENTE (P; Q; R)-SOMANTES

A outra inclusao é consequéncia da Proposicao 3.1.4. |

Observagao 3.5.8 Como

qp
— <p
k(g—p)+p

Y

¢ claro que
Eas(q;q;r) (El, ceey En, F) C Eas(p;p;r)<E17 ey ETU F)

nas hipoteses do teorema anterior.

3.6 Polinomios absolutamente (p; ¢;r)-somantes
Relembremos o conceito de polinémios (p, ¢)-somante introduzido em [3]:

Definicao 3.6.1 Sejam p,q > 0,n € N e E, F espacos de Banach. Um polinomio
n-homogéneo continuo P : E — F € absolutamente (p, q)-somante, (ou (p,q)-somante)

(P (:U]))(;il €1, (E)

sempre que ()22, € I (E).

A seguir exploramos a versao polinomial da Definicao 3.1.1:

Defini¢ao 3.6.2 Sejam p,q,r > 0. Um polinomio P € P ("E;F) é absolutamente

(p; q; r)-somante se existir C' > 0 tal que

(i s <P<xj>>|”)p < i

n
(%’);11

(3.26)

w,r w,q

para todom e Nyx; € B ep; € F*,j=1,...,m.

Para evitar o caso trivial, sempre estara implicito que

1
p

S| =

n
<t
q

A justificativa é similar a do caso multilinear.

Denotaremos por Pus(pg;r) ("E; F) (ou Py, ("E; F)) o espago vetorial formado

as(p;q;r)
por tais polinomios. A menor das constantes que satisfazem a desigualdade (3.26) define
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3.6. POLINOMIOS ABSOLUTAMENTE (P; Q; R)-SOMANTES

uma norma em Peg(pqr) ("E; F) se p > 1 (p-norma se 0 < p < 1) e serd denotada por
[RIT

Vamos verificar que a menor das constantes que satisfazem a desigualdade (3.26)
define uma norma em Pyy(pqr) ("E; F) se p > 1. E claro que 1Pl 5,
P € Paspigr) ("E; F) e que

: > ( para todo

s(psqsr
HPH?’M(WT) =0& P=0.

A desigualdade triangular também se verifica facilmente. De fato, para P,Q €

Pospgry ("E; F) e quaisquer m e N, z; € Ee p; € F*,j =1,...,m,

3=

Jj=1

(i |05 (P + Q) (ﬂvj))lp) - <§ |05 ((P) (7)) + ¢ (Q) (%))Ip>

P

< (i 9 ((P) <xj>>|p)

< (1PUpyyy + Q1) [, @)
Portanto
HP - QHPaS(p;q;r) S ”PHPaS(p;q;r) + HQHPaS(p;q;T) )
Se A € K, temos
(le% (AP(%’))I”> = [Al <le% (P(xj))|p>
j= j=
< NPlp, g, [0, @il
Assim
||>\P||PGS(P;¢1;T) S |)\| ||P||PGS(P;<1;T) ’ (327)
De

P

(i‘ ) <AP<xj>>|p) < AP,

)
as(p;q;r)

ol ez,
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3.6. POLINOMIOS ABSOLUTAMENTE (P; Q; R)-SOMANTES

temos

B =

A

w’q

m 1
S ey (Pl ) < o INPlls,,
=1 |/\| Piq;

Logo
HPHPGS(@;Q;T) = W H)\PHPaS(p;q;T) <328)

e, de (3.27) e (3.28), segue que

APl = APl

as(p;q;r) as(p;q;r)

Assim como no Corolario 3.1.3, temos um resultado similar para polinomios:
Proposicao 3.6.3 Puspgioc) ("Es F) = Pasipq "E; F) .

Demonstragao: Sejam @1, ..., € F* e xq,...,x, € E e m um inteiro positivo. Se
P € Posipg) ("E; F) , entao

<Z losll 1P ()" )

. (Z !\P(xj)|!p>p

(e

< e

Logo P € Pypgio0) ("B F) .
Agora, seja P € Pogpgoo) (" E; F). Entéo

(Z ||P<asj>||p>p - (Z wp e, (P <xj>>|f’>p

j=1 L5 EBF*

= sup (Z lo; (P (x

N—

SN—

=
N——
S =

Plyeeey pm€EBR
m
< HPHaquoo H x] 7j=1 ’
para quaisquer m € N e xq, ..., 2, € E. Assim P é absolutamente (p; ¢)-somante. W

O préximo resultado relaciona Pos(pg.r) ("E; F) com Leg(pgry ("E; F)
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3.6. POLINOMIOS ABSOLUTAMENTE (P; Q; R)-SOMANTES

Proposicao 3.6.4 P € P("E; F) € absolutamente (p; q;r)-somante se, e somente se,
P pertence a Lospigr) ("E; F). Temos ainda que

nn

H Has(p;q;’/‘) - m ||P||a5(P§Q;”') ’

Demonstragao: Claro que se P é absolutamente (p; ¢;r)-somante entao P é
absolutamente (p; ¢; r)-somante, pois

p(P(x)=¢ (P (, ,x))

para qualquer ¢ € F* e x € F.
Reciprocamente, suponha que P ¢é absolutamente (p; ¢; r)-somante. Sejam ¢; € F*

e wgi) eFEi=1,...n,7=1,...,m. Pela Formula da Polarizacao, para cada j, obtemos

~ n 1 .
' =+1

Assim,
. n 1 :
2] <P (x§1), ,xg ))) = Z E1.-Enlpj (P (51x§1) 4 +€nx§» ))) '
’ g;i==+1
Note que
. 5 (.1 2\ |P
Z Pj <P (xg ),...,xg ))>
j=1
1 \'& X p
- ( 1211) Z €1.--EnPy <P (811’5 ) + .o+ Enl'gn)))
" j=1 lei==%1
LYy 0 o[
< (i) 2o ( X Jeil-le e (P (0 4o usf?))
J=1 £i=
L'y 1) W\ ()
- ( lQn) Z Pj <P <€19€j +---+€nxj">>’
n! = \.=
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3.6. POLINOMIOS ABSOLUTAMENTE (P; Q; R)-SOMANTES

Como P é absolutamente (p; ¢; r)-somante, temos

m » 1/17
($51o (o ()
j=1
1 m p\ 1/p
1 n
< (Z (T (e v raa)]) )

Minkowski ]

< 2 )
i Z (Sl (s

Ei::tl j:1

©j <P <51x§-1) +-- enx§")>

1 " am |
< i 5 WPl [0, | (108? - 20sl?)
nl2 w,r j=1
Ei::tl w,q
1 m )" m\" '
< Pl @, 3 (] =+ )6
e;=+1 w,q w,q

< 1 para todo ¢ e H(%)Tzlu < 1, temos

w7q
, 1/p
) (3.29)

(1)>m
€T
w,r Eizzil (‘ ( J J=1

1
S nlon HPHas(p;q;r)

+...+‘

(3

w7q

1 n
< nlon ||PHas(p;q;T) 21,”

nn
- ! HP”@S(}?;CI;T) :
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3.6. POLINOMIOS ABSOLUTAMENTE (P; Q; R)-SOMANTES

Logo, se p; € F* e 3550 eEi=1,..,n,7=1,..,m,de (3.29) temos

(1) (n) N\
m 1 n
Dl . R— - Y R
& [Tl | () (=)
k=11llw,q k=1llw,q
< n
= m H Has(p;q;r) :
Portanto
v 1/p
s 1 n
(SSfes (b (7))
7j=1
B m n (k))m
= A x; X
‘(wj)]_lerknl ( J j=1 w,q
(1) (n) N
m 1 n
X Z + p xjm RERE xjm
= H(Spk)kzluwr H(azé”) H (:B,(gn)) ”
k=1llw,q k=1llw,q
nn m m k) m
< Pl || 0| TT | (=8)
n! Pid; J w,r p—1 Jj=1 w,q
Logo P é absolutamente (p; ¢; r)-somante e
. n"
HPHas(p;q;r) S m ||P||@5(ﬁ;‘];’”) ’

Como se podia esperar, Pgs(pq:r) ¢ um ideal de polinémios:
Proposicao 3.6.5 P,y € um ideal de polinomios.

Demonstracdo: Se P é um polinémio de tipo finito, entdo P é de tipo finito. Logo
Pe Las(piq:r) €, Pela proposicao anterior, P € Peg(pq:r)- As outras propriedades também
sao facilmente verificadas. [ |

A seguir mostramos que o ideal Pey(pq) tém caracterizacoes similares as do caso

multilinear:

Teorema 3.6.6 Para P € P ("E; F) sao equivalentes:
(©) P € Paspigsr) ("E; F);
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3.6. POLINOMIOS ABSOLUTAMENTE (P; Q; R)-SOMANTES

(i) Para todo (p;);2, € I}’ (F*) e (x;)}2, € Iy (E) tem-se

(5 (P (25)));2, € 1 (K) 5
(1ii) Existe C > 0 tal que

n
(xj );.11

<§ i <P<xj>>|p) <o [ (3.30)

wir w,q

sempre que (;);2, € LY (F*) e (2;);2, € I (E).

Demonstracao: As implicagoes (iii) = (¢), (éi1) = (i) e (i) = (dit) sdo simples.

(i) = (iii) Se (¢; (P (25)));2; € b (K) para todo (p;);Z, € I (F") e (2;))2, €
(E), pela Proposicao 3.6.4 e pelo Teorema 3.2.1, temos

(5 (P (7)), )

lg

Entao, a aplicacao

dada por

0 (P) ()7 oo () o) = (o0 (P ()™ 30

é continua (veja demonstracao do Teorema 3.2.1). Assim,

(i% (P(ﬂfj))|p)p = ||(p; (P(x7)));2, (3.32)

p

_ ((Pj (P(xj,...,xj)));il »
ot (o

<[l (®)ll||e ], [
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3.6. POLINOMIOS ABSOLUTAMENTE (P; Q; R)-SOMANTES

Observacao 3.6.7 Note que de (3.32) temos

Proposicao 3.6.8 Pyypqr) ("E; F) € completo com a norma |||,

HPHPaS(I);q;T) < H(I) (p)

sep > 1

as(p;q;r)

(quasi-Banach se 0 <p < 1).

Demonstragao:  Seja (P,),_, uma sequéncia de Cauchy em Py ("E; F) e

considere a aplicagao usada na demonstragao do teorema anterior

D Lospgr) "By F) — L(IY(E), ... 12 (E), 1Y(F*);1,)

T — &(T).
Como Py, € Pus(pigr) ("E; F) para todo m, pela Proposicao 3.6.4, B, € Laspgry ("E; F)
e

HP I

|| mHaqur) as(pigsr)

Segue que m);O=1 é uma sequéncia de Cauchy em Lygpgry ("E; F') €, como ® é um
)) , também ¢ de Cauchy em L (1% (E),...,l1%¥ (E),1¥(F*);1,) -

(
isomorfismo, ((IJ(
P, ))m e Convergente em L (l;" (E), ... [ (E), L2 (F™); l,) , digamos que

Portanto( ( o

O (Py) = SeL(IP(E),. . I

q

(B), L (F*); 1) - (3.33)

Defina a seguinte projecao

Assim,

iy <<1> (B.) <<I§'1)>:o1 . (xyb))jl 7 (%)?il)) (3.34)

para todo k € N.

Note que (Pm)::1

em Lospgr) ("E; F) é também sequéncia de Cauchy em L ("E;F). Logo, existe

é convergente em L ("E; F), pois por ser sequéncia de Cauchy
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3.6. POLINOMIOS ABSOLUTAMENTE (P; Q; R)-SOMANTES

T € L("E; F) tal que P, — T. Assim,

©;j (Pm (xgl), s :an)>> — ©; (T (xgl), s xEn)>>

para todo 7 € N . Como

7%@“”(@Pf}m4¢ﬂi*%ﬁﬂ)=%G%@ﬂw@%>aw%>

para todo k € N, fazendo m — oo, de (3.35) temos

: . 0\ )\ o0 _ (1) (n)
Jim ((I) (Pn) ((mj >j21 - (a:j )j:l , (@j)j_1>) = O <T (:z:k ey T, )) .

para todo k € N. De (3.34) e (3.36) temos

Tk (S (<x§1)>::1 L <x§n)>::1 ) (‘Pj)?o1)) = Pk (T <$,(€1), ...,x;n)>>

para todo k. Logo

O ) NEEI (CONI G MR

e portanto
(1) (n) >
(gpk (T (xk s Ty, )))k;:l € lp.

Assim concluimos que T' € Log(pgr) ("E; F) e
o (T)=S5.
De (3.33) temos entao
B (P) > 0 (1)
em L (1Y (E),....I* (E),I(F*);1,) . Logo

Observaiéo 3.2.2

1m — 1@ (P = T) |

HaS(p;q;r)

= ||® (Bn) — @ (T)|| =0

e portanto P,, — T € Laspigr) ("E; F) e, finalmente, P, — T e Pasgry "EF) . R
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3.6. POLINOMIOS ABSOLUTAMENTE (P; Q; R)-SOMANTES

Proposicao 3.6.9 Sejamn € N e
tdgn : K — K: a2 — 2™

Entao
|idkn ||

as(p;q;r)

Demonstracgao: Note que

”idK" ”79

as(p;q;r

Basta mostrar que [[idg-|lp =~ <1.Se (p5)72, € 17 (K*) e (x5)72, € Iy (K), entdo

- (S htnr)

< (i!%‘!r)

P P

(i ) <z‘dKn<wj)>|p>

=

<
INgE:
)
3
v
Q3

1 n
0 r 0 g
= Z|%‘|T> (Z |5Cj|q>
j=1 j=1
= |z @]
ol (G2 I [C
Logo
lidcellp, ..., = 1.

A seguir, na Proposicao 3.6.12, mostraremos que Pgy(pq,r) ¢ um ideal completo de

polinoémios.

Lema 3.6.10 ([/54, Lemma 2.1])Seja 1 < p < 0o e (¢;);2; € [} (F*). Entao

= sup (ZW(%‘)V)T = sup

w,r ¢€BF** yEBF

[

(o |
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3.6. POLINOMIOS ABSOLUTAMENTE (P; Q; R)-SOMANTES

Observacgao 3.6.11 Sejam t € L(F;H) e p; € H*,j = 1,...,m. Do lema anterior

temos

lesonym]| = sup e @,
w,r yEBp r
ty)\\"
~ el swp | (s (520))
yEBF ”tH j=1||,

m

< 1l sup ||(es ()7
hEBH

= el |

T

Proposigao 3.6.12 Py, € um ideal completo de polinomios.

Demonstragao: Temos que mostrar apenas que Pyy(pq,r) satisfaz a propriedade de
ideal e a desigualdade da Definicao 1.1.6.
Sejam u € L (G5 E), P € Puspgr) "E; F) et € L(F; H). Assim

Jj=1

(i‘ pj (to Po u(xj>>|p) ,, (3.37)

- (i (4500 <Pou<xj>>|p>p

n

< [1Pllp

(TR I (C1E5)1
troOal,, el

(e

as(p;q;r)

< [1Pllp lul”

as(p;q;r)

Observagao 3.6.11
< 12l 1Pl

- as(p;q;r

n

Ml oy

w?q

Segue que Py (pqry satisfaz a propriedade de ideal e, de (3.37), temos

[t o Poully, < [[¢[H[ 21l

as(p;q;r) ||u||n )

as(p;q;r)

Portanto Pes(pig;r) € um ideal completo de polinomios. [
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3.7. COERENCIA E COMPATIBILIDADE

3.7 Coeréncia e compatibilidade

Como Pl p00) = Prsrg) © Pas(pg) 180 ¢ compativel (veja [26]) com o ideal dos
operadores absolutamente somantes (pelo menos para p = g = 1), segue que, em geral,

n ~ 7 . Ve . 3 . .
Pas (pigioc) A0 € um ideal compativel com o ideal dos operadores lineares (p;q;o0)-

e e]
somantes. Além disso, como em geral (Pgs - q> nao é um tipo de holomorfia
=1

(veja [57]), o mesmo ocorrerd para (Pgs(p qT)> ~ , pelo menos para r = oo. Essas sao
deficiencias desse ideal que serao superadas cor7rll a definicao do proximo capitulo. Mais
precisamente, a definicao apresentada no proximo capitulo ira gerar sequéncias coerentes
de ideais de polinomios, e compativeis com o ideal Lq(p;q:r), segundo as definicoes de

126].
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Capitulo 4

Aplicacoes multilineares miultiplo

(p; q15 -+, Gn; )-sOmMantes

4.1 Aplicagoes multilineares maultiplo (p;qi, ..., q,;7)-

somantes

Definicao 4.1.1 Sejam n € N,p,r,q1,...,q, > 1 e Ey, ..., E,, F espacos de Banach.
Uma aplicacao multilinear continua T : Ey X --- X E, — F ¢ multiplo absolutamente
(p;q1, -, @ 7)-somante (ou, simplesmente, multiplo (p; qi, ..., gn; 7)-somante) se ezistir
C >0 tal que

(4.1)

77777

R
=
(]
AS)
=
<
3
—
~
—
)
=0
8
oL~
E
N——
~—
=
~_—
Q=

oy
(Ijl j1=1

cekbii=1,...n5,=1...mej=1..m.

w,q1 ‘

””” w,r

(@)

para todom € N, @j, 5, € F* ex;

.....

Nao é dificil demonstrar que a classe de todas as aplicagoes multilineares de
Ey x -+ x E, em F que sao multiplo (p;q, ..., qn;7)-somantes é um subespago de

L (FEy,...,Ey; F) . De fato, sejam T e T; aplica¢oes multilineares de E; x - -+ x E, em

68



4.1. APLICACOES MULTILINEARES MULTIPLO (P;Q, ..., Qx; R)-SOMANTES

F multiplo (p; g, ..., ¢u; 7)-somantes e o € K. Entao existem C7 > 0 e Cy > 0 tais que

1
= 1 n p\”
(5 o (B (s 12)
j17"’7j71:1
O I )
(le ji=1 x]n =1

(90j17"'7j71 );le,,‘]nzl

<

w,q1 ‘

H'LU T
’ W,qn

m . »
(5 Jona (B () 19

jlv---7jn:1

m

< Cy (‘Pjh---dn )j17~~-7jn:1

w,r

para todo m € N,p; i € F* e W ¢ E,i=1..n,j;,=1,...,mej =1 ..,m.

J
Assim,
1
m . p\?
( D i <T1 taly (xg)’ -~-vw§n)>> )
j17"'7jn:1
m 1
1 n p !
J1seesjn=1
1
m ) . P\ ”
el 3 fonn (B () )
j17"'7jn:1
(4.2) e (4.3)

w,q1 ‘

(CI + |a| 02) H(Spjl ----- jn);’:“,‘,jn:1

W,qn,

0
(x.jl ji=1 x]n jn=1
()

para todo m € N,p;, 5 € Frewx;” € Eji =1,..,n,5; =1,..,mej=1..,m
Portanto T7 4+ oT» é miltiplo (p; g1, ..., gn; 7)-somante.

O espaco vetorial formado pelas aplicacoes multilineares de F4 x --- X E,, em F' que
sao multiplo (p; @y, ..., gn; 7)-somantes serd denotado por Lias(pigr,...qnir) (E1s ooy Eni F)
(ou L (Er, ..., By F)).  Quando ¢ = -+ = ¢, = ¢, escrevemos
Lnaspgr) (E1, ..., En; F). A menor das constantes C' que satisfazem a desigualdade (4.1)
define uma norma em L,,q5(piqr.....qnir) (£15 s Eni F) e denotaremos por ”'“mas(p;ql,...,qn;r) )

E interessante perceber que a definicao acima engloba o conceito de aplicacoes

multiplo somantes, como mostram as proximas proposigoes:
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4.1. APLICACOES MULTILINEARES MULTIPLO (P;Q, ..., Qx; R)-SOMANTES

Proposicao 4.1.2 Seja n um nimero natural. Entdo para quaisquer espacos de
Banach Ei, ..., E,, F tem-se

Linasigr,anioc) (Es ooy Eny F) C Lonaspigr,gn) (Ers ooy Eni F)

Demonstragao: Seja T € Lyas(pigu,...qni00) (E1s - - - Eny ). Entao
S (1) @\ ||P
( S (e, a) )
Jsein=1
m p
= Z sup @(T (xﬁ),,xgz)))
j17"'7jn:1 LPEBF*

m p
= sup Z )@(T(xg),...,xg-:)))
SDGBF* j17~~-ajn:1
S0 e (€%
<xﬁ ji=1 i jn=1
(@)

para quaisquer m € N, e (xj > € Iy (E;),i = 1,..,n. Portanto T" é miiltiplo
j=1 1

3 =

Sl

3=

<

9

W,qn

||T||mas(p§Q1,---7qn,00) ' '
w,q1

(p;q1, - - -, qn)-somante. [ |
De modo analogo ao que observamos no capitulo anterior, hd um resultado
de inclusao natural, envolvendo as classes das aplicagoes multilineares multiplo

(p;q1, -, qn)-somantes e as multiplo (p; g, ..., ¢,; 7)-somantes:

Proposigao 4.1.3 Seja n um numero natural. Entdo para quaisquer espagos de
Banach Eq, ..., E,, F tem-se

£ma5(p?‘117---7‘1n) (E17 T ETL; F) - L:mas(p;Q1,---7q7z;7") (Eh ) En; F)

”'Hm%(p;qh---,qn;r) < H'“mw(p;qh---,qn)

para todo r > 1.

(i

Demonstracao: Sejam m € N,p;, ;. € F*e xj) eF,i=1,..,nej=1,...,m. Se
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4.1. APLICACOES MULTILINEARES MULTIPLO (P;Q, ..., Qx; R)-SOMANTES

T € Loaspigr,...an) (B, -y By F) | entdo

1
- 1 n AN
( Z (pjl,,]n (T (I§1)7 T x§7l)>) )
jly---yjnzl

1
m 1 n D P
< > <||90j1,---,jn||HT<$§-1)7-~7$§¢)>’>)
J1s--sdn=1
1
m p
(1) m\||”
o OO( > () >
Il Jn=1

IN
—~
Sy
.
=
<
3
~—
<
—

1
m » »
o (1) (n)
< <S0117-~~7Jn)j17,,,7jn€Nm . g HT (le sy Ty
' jlr"?j'flzl
n m
L | | (9
< (spjl""’]")jly-..,jnGNm ||T||mas(p;q1,...,qn) ("L‘ji .
w,r . Ji=1
i=1 W,qk

e portanto

||T||ma8(p;q17---,qn;r) = ||T||W@5(F%‘117---7Qn)'

1 1,1 ~
> -+ 5 para algum 1,

A proxima proposicao é importante para mostrar que se 5
entdo Loaspigr,...qgnir) (E1, -0, By F1) = {0}.

Proposicao 4.1.4 Se T' € Lyaspiar,...qnir) (E1, -, Eny ), entdo para qualquer a € Ey,

a aplicacao

T,:Eox---x E, — F

To(z2y..cixy) =T (a, 9, ..., x,)

é maltiplo (p; qo, ..., qn; T)-SOmante e

||Tal|mas(p;q2,..,,qn;r) < HCLH HTHmas(p;ql,...,qn;r) :
. m
Demonstracao: Sejam (xy)) € I(Ei), 0.5, € F* para j; = 1,..,m e
j=1 ’
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4.1. APLICACOES MULTILINEARES MULTIPLO (P;Q, ..., Qx; R)-SOMANTES

i = 2,...,n. Considere ainda <x§1)) = (a,0,...) e

Pitres jn_{ 0, se j; # 1.

Entao

----- Jn=1
m 5 n p »
(S Jun (o))
J2se-sdn=1
1
m 1 9 n r\’
(5 forn o))
j1 ..... _]nzl

< |17

mas(piqi,...,gn;r)

)(()0]1 ----- ]n)]l ]nENmH

Corolério 4.1.5 Se T' € Lyaspigr,....qnir) (£ -y Eni F) entdo, para qualquer aj, € Ej,

comk=1,...,n—1, a aplicacdo

Toa, By —F

Tal...an,l (xn) =T (a'h vy Ap—1, xn)
¢ absolutamente (p; q,; r)-somante e

[ ) < lanll - flana [T

Has(p;qn;r mas(P;qi .., qn;r)

Observacao 4.1.6 Se % > % + % para algum v, entao

LmaS(p;qh---,qn;r) (Elv O D F) = {O}
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4.2. CARACTERIZACOES POR DESIGUALDADES

De fato, se, por exemplo, T € Lyaspigy,...qnir) (E1, .y En; F), com

1 1 1

)

P 4n T

pelo resultado acima, temos

Tal,...,an,l S £as(p;qn;r) (Ena F)
para todo a; € Ey,...,an_1 € E,_1. Seque que T,, ., , =0 e portanto T" = 0. Assim,
para evitar trivialidades, neste capitulo sempre vamos supor % < % + % para todo i.

4.2 Caracterizacoes por desigualdades

Como acontece com as outras classes estudadas nesse trabalho, para a classe

Lnasigr,gnir) (E1, ..., Ep; F') também hé uma caracterizacao por desigualdades:

Teorema 4.2.1 Seja T € L (Ey, ..., E,; F). Sao equivalentes:
(1) T' € Lonaspigr,....qnir) (E1s ooy Eni F)
(11) Existe C' > 0 tal que

- 1
1 n AN
(S ol (o5 )
Il Jn=1

<C H Pit i)y . JneN 5’) - (4.4)
sempre que (&)™ € B (E) =1, ¢ (i) € 17 (7N
(14i) Para quaisquer ( 52 ) el i=1 . ne(@j, ). gen €L (N
tem-se

1 n n
(o (P (), b0

O infimo das constantes C que satisfazem a desigualdade (4.4) define uma norma

em Lomas(piqr,....qnir) (E1, ..., By F) e serd denotada por ||-|

mas(piqu,...,qn;r)

Demonstracao: As implicagoes (ii) = (iii) e (it) = (i) sao triviais.
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4.2. CARACTERIZACOES POR DESIGUALDADES

(74i) = (i7) Defina
O(T) : Iy (By) x -+ x 1y (Ey) x [Y (F*,N") — 1, (N")

por

m\> m\™ _ O] (n)
@ (T) ((mh )j11 Y (xjn )jnl C2. jn€N> B (('Djl """ In <T (le e >>>j1 jn€N

77777

Seja (@,),,_, uma sequéncia em Iy (Ey) x --- x [ (E,) x I (F*,N") com

q1 q
Ty = T € Ly (By) X - x 1y (By) x I (F*,N") (4.5)
e
T & (T) (2m) = (), en € bp (V)
Escreveremos

_ O\ )\~
" <(le >j1=1 T <$j" >jn:1 i)y, j"€N>

e, para cada m natural, denotaremos

m—00
— lim ®(T < M )OO ( (n) )OO ( (m) )

ml—I};o ( )( mm]l Jj1=1 xmjn 1 (1031 ’’’’ In J15-in €N
_ 1 (m) (1) (n)
=t (70 (7 (), a2

e assim
. m 1 n
lim o (T (xin)hxf&n)) = Zj1esin (4.8)

para todo 71, ..., jn € N.
De (4.5) e (4.6) segue que

(IEm’j>j:1 — <9cj )j:1 em [ (E;)
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4.2. CARACTERIZACOES POR DESIGUALDADES

paratodoi=1,...ne

(m) m—00 w *
(gpjl 7']n)j1 ’’’’’ jn€N - ((pjl ..... ]n>J1 77777 Jn €N em l’l" (F )
Dai
337(7?] e xy) em F; (4.9)
paratodo j e Nji=1,...,ne
o g " g em FY (4.10)

para todo ji, ..., j, € N. Como T é continua, de (4.9), temos

. (1) (n) \ _ 1) (n)
"%l_rgoT<xm,j1"“’xm,jn) —T<95j1 ey T ) (4.11)
e de (4.10) e (4.11)
. m 1 n 1 n
7&1_{20 905’1,.).‘,3‘71 (T (wgn?jl, e xin%)) = Qj1, o im (T (xg-l), 7$§n))) (4.12)

para todo 71, ..., 7, € N.

Assim

lim ®(T)(z,,) = lim ® (T <(1>.>°° ...<<">.>°° (W )
e, B (1) (om) = lim >( i) gy e ) o e ) e

T (m) 1) (n)
i (o (),

.....

e portanto ® (7T") tem gréfico fechado. Logo, pelo Teorema do Gréfico Fechado para

aplicagoes multilineares, ® (") é continua.
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4.2. CARACTERIZACOES POR DESIGUALDADES

Logo

- 1
1 n p !
(3 o ()
Jlyeeesin=1

(4.13)

.....

..... A .
i=1

» Ji=1 Jn=1
Eoyn], = : :
I=1lw,q;
H<<pj)j1 """ Jn €N w,rgl
1
oo p
_ § : (1) AT
= sup ( Di1,esin (T (l’jl ,...,l‘jn
H(xy))‘?" <1 \jidn=1
I=lw,q;
(2o

Tl 0y
< i [@n) e, T ()7
H(x@)w <1 i1 I= w,g;
J j=1 w,qii
H(V’J)jl ..... anN‘ wﬂsl
(4.14)
Segue de (4.13) e de (4.14) que

||T||mas(p;q1 ..... qn;T) = ||q) (T)” : (415)

Para se provar que ||T| ¢ uma norma, basta notar que a aplicacao

mas(p;q1,-..,qgn;T)

D : Lonaspiar,ognir) (B ooy By F) — L (12 (By) x - X 12 (E,) x I (F*,N"); [, (N"))
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4.2. CARACTERIZACOES POR DESIGUALDADES

é linear, injetiva e preserva a norma.
De fato, sejam T, T € Lonas(pigr,...qnir) (£1, - Eny F) ¢ X € K. Entao

DN\ n)\ >
o (Tl + )\TQ) <<$§ ))jl y ey <$§ )> L <¢j1 ----- jn)jl ,,,,, jn€N>

-----

. (1) (n) (1 (n)
= (i (1 (&)Y A (g (B (o))

..........

Assim, ® ¢é linear. De (4.15) segue que ® preserva norma e, consequentemente, é

injetiva.
. o0
(i) = (i) Sejam (x§.>)j:1 €1 () i=1,un e (9p); o € 10 (FFN).
Entao
1
> 1 n p g
(2 Jonn (7 (0n)))
Tlyeeny Jn=1
" 1
1 n p g
ap( £ o e
™\, ejn=1
— 1 1
m . r n m ; qi q;
<sup |C swp (S (ool ) TL[( s 30| («)
m ¢€BF** jl ----- jn:1 i=1 QSEBE* =1

< C' | sup sup ( Z 19 (... jn)‘r> H Sup. sup (Z)¢ (xgl)) qi) |
* % jl 3

i=1 m ¢EBE*

=C sup SUP< > o (... jn)|r>
i

d)EBF** m

i (St

¢€BE* m

PEB ppxx

=C sup ( > 1o (... jn)\r>
J1
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4.3. RELACAO COM AS APLICACOES MULTIPLO (P;Q, ..., Qn)-SOMANTES

4.3 Relagao com as aplicagoes multiplo (p;q, ..., qn)-

somantes
Em [49, Proposigao 2.8] o seguinte resultado é demonstrado:

Teorema 4.3.1 Se T € L(Ey,....Ey F),u; € Losppygy (Gis )i = 1,...,n, entdo

T o (uy,...,u,) € miltiplo (p; q1, .., gn)-Somante e

n
HT © <u17 s un)“mzzs(p;ql,...,qn) < ||T|| H Hu’iHas(p;qi) )
1=1

com p > maxXi<i<n {Pi} -

Uma combinacao do resultado anterior com a Proposicao 4.1.3 garante o seguinte

resultado:

Corolério 4.3.2 Sejam T € L (E1,...,En F) e wi € Lospig) (Gis Ei), para todo @ =
1,...,n. Entio To(uy,...,u,) € multiplo (p; qi, .., Gn; 7)-s0omante, com p > maxi<;<n {p;}
er > 1.

O préximo resultado é o andlogo da Proposigao 3.4.3 em nosso novo contexto:

Proposicao 4.3.3 Seja n um numero natural. Entdo para quaisquer espacos de
Banach Ei, ..., E, tem-se

Lmas(p;ql,...,qn) (E17 L3 Eny K) - ﬁmas(t;ql,...,qn;r) (Eh ooy Ena K)

para
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4.3. RELACAO COM AS APLICACOES MULTIPLO (P;Q, ..., Qn)-SOMANTES

Demonstracao: Seja T' € Lyaspiqr,....qn) (£15 -y Eni F) . Assim
1
- 1 n t\ "
(S s st
jl ----- jnzl
= 1 n ¢
< ( S (el |7 (25 0)]) )
jl ~~~~~ ]n:]-
o0 : [o¢]
T " 1 n p
S ( Z HSOjl ,,,,, JnH ) ( Z HT (léz):ax;l)) )
J1 =1 J1ses Jn=1

< I

[T

D=

.....

-----

7777777

Portanto 7' € Loas(tiqr,....gnir) (E1, -y s K) [ |

Assim como no capitulo anterior, no contexto das aplica¢oes multiplo (p; g1, ..., Gn; 7)-

para quaisquer (©j,,..j.);, oy € L7(K,N") e (:v;-i))j_l € Iy (E)i = 1,..,n.

somantes também ha resultados relacionados ao tipo do espago F:

Proposicao 4.3.4 Seja F' um espaco de Banach de tipo p*. Entao
£mas(q;q1 ..... Gn) (Ela ceey En; F) - £mas(s;q1,...,qn;1) (Elu vy En7 F)

onde

Demonstracao: Seja T € Loas(gar,..qn) (E1s s Eni F) . Se (@jy,..., jn);O ,,,,, jnen €
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4.4, RESULTADOS DE COINCIDENCIA

0 =

1

[e.e] s
1 n s
<t > (I jnuHT(xﬁ-R,---,x;R)\))
J1seesJn=1
1 1
o0 P (o.9] q
1 n q
< 3 len jnnp> ( > () )
Jisejn=1 Jis-jn=1
1 1
(e'e] D oo q q
(S vt ar) (5 )
Jiyein=1 J1yenjn=1
< Q.

Corolario 4.3.5 Se F' tem tipo 2, entao
£mas(2;q1 ..... qn) (El, sy En; F) C Emas(l;qh...,qn;l) (Ela sy En; F) .
Em particular,

'Cmas(Q;l) (Eh ey Ena F) C Emas(l;l;l) (E17 e E’m F) .

4.4 Resultados de coincidéncia

Em suas teses de doutorado, ambas defendidas em 2003, de forma independente, D.

Pérez-Garcia [58, Teorema 5.2] e M.L.V. Souza [70, Teorema 1.7.3] demonstraram que
£ (El, ceny En7 12) - Lmas(?;l) (El, ceny En7 lg) (416)

para quaisquer espacos de Banach Fi, ..., F,,. Mais precisamente, Pérez-Garcia e M.L.V.

Souza mostraram que

E (E17 ceey Ena F) = Emas(q;l) (El, ceny En,F)
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4.5. RELACOES COM O TEOREMA DE BOHNENBLUST-HILLE

sempre que F' tem cotipo finito q.

De (4.16) e da Proposigao 4.1.3 temos o seguinte resultado de coincidéncia:
£ (Ela ceny En7 lg) = Ema3(2;1;r) (E17 ceey En; l2) (417)

para quaisquer espagos de Banach FEi, ..., F, e todo r > 1.

Quando r = 1, temos um resultado melhor que (4.17):
Teorema 4.4.1 SeT € L (E1, ..., Ey;lo), entao T € maltiplo (1;1;1)-somante.

Demonstragao: Como [y tem tipo 2 e

do Teorema 4.3.4 obtemos
Emas(2;1) (Eb SRRE) Ena l2) C ‘Cmas(l;lgl) (E17 ERET) Ena l2) . (418)
Segue de (4.16) e (4.18) que

L (E1> vy B 12) = ﬁmas(l;l;l) (Ela oy B l2) .

4.5 Relacoes com o Teorema de Bohnenblust—Hille

O Teorema de Bohnenblust-Hille [9] garante que

n+1

N 2n
( 3 |U(ei1,...,ein)\fm> < G, |IU] (4.19)
i1 ]

para toda forma n-linear U : [Y x -+ x [ — C e para qualquer inteiro positivo N,
onde (), é uma constante que depende apenas de n. D. Pérez-Garcia [58, Teorema 5.5]

mostrou que o Teorema de Bohnenblust—Hille é equivalente a coincidéncia

E(El, ,En,K) =L 24;1) (Eb ,En,K> . (420)

mas (24
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4.5. RELACOES COM O TEOREMA DE BOHNENBLUST-HILLE

Em 2009, G. Botelho, H.-A. Braunss, H. Junek e D. Pellegrino [14, Theorem 2.3]

2

mostraram que, ao substituir =% por 2, o seguinte resultado de coincidéncia é valido:

L(E, ..., B K) = Liaszq) (B, - Eny K)

sempre que Ei, ..., B, tem cotipo 2, com 2¥"1 <n < 2% e

do = 27
2qy,
+ qx

dk+1 = 1

para todo k& > 0.
Usando a Proposigao 4.1.3, segue imediatamente de (4.20) que, para todo r > 1,

tem-se

L(By,...,E;K)=L

n+1’

L (Eh ) Ern K) = Emas(Z;qk;'r) (Ela sy Eny K) (422)

sempre que Ei, ..., 5, tem cotipo 2, com 2¥"1 < n < 2F e

qo = 27
q _ 2qy,
T 14
para todo k& > 0.
Da Proposigao 4.3.3, como
TS
3n+1 n+1
e
1 n 1
2q - - 9
2+I¢;k U 2

obtemos, para r =1,

Emas(f—fl;l) (El, ,En,K) C 'Cmas(Zin-l;l) (El, ,En,K)

e, para r = g,

,Cmas(g;qk) (El, ...,En;K) C ,Cmas( 2q;, > (El, ...,ER;K).

SFag Ikidk
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4.6. O IDEAL DAS APLICACOES MULTIPLO (P;Q1, ..., Q; R)-SOMANTES

Temos entao os seguintes resultados mais fortes que (4.21) e (4.22) no caso em que

r=1er = q, respectivamente.

Proposicao 4.5.1 Se T € L (Fy, ..., E,;K) entao T € maltiplo (%, 1; 1) -somante.

Proposicao 4.5.2 Se E, ..., E, tem cotipo 2, com 2¥"1 <n < 2% ¢
qo = 27

2qy,
+ qx

qk+1 = 1
para todo k > 0, entao

(By, ..., En;K) = L (Ey, ..., By K) .

29 ...
mas(ﬁﬂka%)

4.6 O ideal das aplicagoes maultiplo (p;qi,...,qn;7)-

somantes

Da Proposicao 4.1.3 podemos concluir facilmente que se T € L (Ey,...,E,; F)

é de tipo finito, entdo T é miltiplo (p;qi,...,¢,;r)-somante. Note ainda que se
T e Emas(p;ql ..... qn;r) (Ela ) Eru F) ) entao

17 < |7

mas(p;q1,...,qn;r)

Com efeito,

1T = sup [T (z1, ..., )]

s || <1
1<i<n
s (sup ||so<T<a:1,...,xn>>||)
|lz:]|[<1 \pEBp=
1<i<n

< Hjllizl ApSG%II):* <HTHmas(p;q1 ..... qn;T) ”(xl? 07 07 ")Hw,ql e
1<i<n

1 @050,0, ) g, 12,0,0,),,)

HTHmaS(p;th ,,,,, anir)
Para efeito de referéncia futura, destacaremos a observacao acima:
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Observacao 4.6.1 Se T' € Lyaspiqr,...qnir) (E1s -y Eni ), entao

HTH < HTHmas(p;ql,..A,qn;r)' (423)
Note ainda que
HZdK"Hmasquh Sair) = L
Com efeito, sabemos da Proposigao 4.1.3 que
HZdKn Hmas(p;ql,...,qn;r) < ”idK"Hmas(p;ql,...,qn) : (424)
Mas, como Las(pq,....q,) ¢ um multi-ideal, temos
”ZdK ”mas (D315 sqn) =1 (425)

Logo, de (4.25) e (4.24) temos que

<1

mas(piqu,....qn;r) —

[idgn |
e, por outro lado, de (4.23) temos a desigualdade contraria. Assim,

H'ldKnH =1.

mas(p;qi,...,qn;r)

Usando as observagoes anteriores nao fica dificil provar que Lyas(pig,....qur) € UM

ideal normado de aplicagoes multilineares.
Proposicao 4.6.2 L,,qs(pq,,...q0r) € um ideal normado de aplicagoes multilineares.

Demonstragao: Sejam u; € L(Gi; E;),i=1,...,n,T € Liaspiqr,....qnir) (L5 ooy By F)

84
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et € L(F;H).Entao, se (I§i)>j:1 €Gi, 0., €EH 5, =1,...,met=1,..,n, temos

..... Jn=1
" 1
1 n p !
(32 Jonse ot () (42 )
J1seesJn=1
m ) . » P
“(, 52 Jons e (o (o) o 5 >>>> )
WARTEED) ]nzl
< ||T||maqu1 ..... qn;T ||(()0]1 77777 Jn Ot jl 77777 JneNm“wr 1
w,qq
<N sty osgner) 101 Nt 1P © jneNm||w,rH (m?)jl
=1 w,q;

n

Observagao 3.6.11
< HTHmas(p;ql ..... qn;T) HtH H((ijl ~~~~~ J”)jl ,,,,, anNmH <H Hu’lH’w T) (H

(=),
Zj i1

=1

wa‘]l)

Logo
toT o (U, ...;tn) € Lonaspsqr,sgnir) (G1s s Gy H)
e
||tOTO(u17"'7un>||mas(p;q1 ,,,,, Gn;r < ”T||maqu1 ..... Gn;r ||tH HUIHHUnH
[
Teorema 4.6.3 (Emas(p;ql ,,,,, anir)s | lmasorar... qw)) ¢ um ideal de Banach.
Demonstragao: Seja (T]);’il uma  sequéncia de  Cauchy
em Loaspigr,....qnir) (15 -y Eni F) . Pela Observacao 4.6.1, (TJ);’; é uma sequéncia de

Cauchy em L (Ey, ..., E,; F). Assim, existe T' € L (Ey, ..., E,; F) tal que lim; o 7; =T
na norma do sup.

Considere a fungao ® definida na demonstracao do Teorema 4.2.1:
D Lonaspiar,anir) (B oo Bny F) = L (10 (Ey) o, 12 (By) 1 (F*,N™) 5, (K, N™))
Como & ¢ linear, injetiva e preserva a norma, e como 0 espaco
L (qu”1 (Br) e by (En) 07 (F*,N") 5 (K, N"))
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é completo, segue que

o (T;) — S (4.26)

na norma do sup, com
SeL(ly (B, 15 (B, Y (F*,N");1,(K,N").

Agora, para quaisquer kq, ..., k,, considere as projecoes

yeesJn—

Assim,

. Jj—o0
para quaisquer £y, ..., k,. Como 7; — T na norma do sup, temos

Oy ... o (TJ ( Sl), ,ZL‘;;:})) =% Oy ... o (T <x,(€11), ,mé?)) (4.27)

para quaisquer ki, ..., k,. Como

M\ M\ %
Pkl ..... kn <® (E) ((le )jlzl PR ('rj" )jn_1> 7(g0j1 77777 ]”)]1 ..... jn1>
1 n
o (1, ()

segue que

. 1\ (n)\*>° 00
]1l>r£10 Pkl ..... kn ((I) (7}) ((le >j1=1 ) <$]n >jn—1 ) (30]1 ..... jn)jl .... jn=1>)

= lim i, k. (TJ (m,(:l), ,xi?))

4.27 n
( - ) Pk1,...kn <T (xl(cll)a 7xl(cn)>)
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4.7. POLINOMIOS MULTIPLO (P;Q; R)-SOMANTES

para quaisquer ki, ..., k,. Logo

N\ n)\ > o) 1 n
s (3 (0o ()7 s ) = e (1 a5

para quaisquer ki, ..., k,, e portanto

(gpkl 77777 K <T (:U,(:l), v x,i?))) (4.28)

D\ )\ - :
= S (<$§1)> L g eeey (l‘gn))‘jn_l 9 (Spjl ----- ‘7")]1 ..... jnzl) € lp (K7N )

Assim

e segue que
T € ,Cmas(p;qhqu;r) (El, e En; F) . (429)

Logo, de (4.28) e (4.29) temos
o (T)=S.

Concluimos, de (4.26), que (®(7}))7Z,

consequentemente, T} converge para T € Lyaspiqr,....qnir) (E1s ooy Ens F). [ |

converge para @ (7') na norma do sup e,

4.7 Polinémios maultiplo (p;¢;r)-somantes

Na presente secao mostraremos, como mencionamos anteriormente, que a nogao de
polinémios multiplo (p; ¢; r)-somantes é coerente e compativel com o ideal de operadores
(p; ¢)-somantes.

Pela Observagao 1.1.7, a classe

Praswar) = {P €ePP e E?nGS(p;q;T)} )
onde a norma é dada por
||P”7377;Las(p;q;r) - || Hmas(p;q;r)’

n

¢ um ideal de polinomios gerado pelo ideal L'mas(p; )"

mas(

oo
.~ n y
Proposicao 4.7.1 (73 gy | Hp"asmq;r))n:l ¢ coerente.
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4.7. POLINOMIOS MULTIPLO (P;Q; R)-SOMANTES

Demonstragao: Se P € Praspar) ("E;F)eac E, entdo P € C%as(p;q;r) (E,..,E; F)
e, pela Proposicio 4.1.4, P, € E:;li(p,q;r) ("B F). Assim P, € Pzgi(p;q,r) ("'E; F)
com

P n— < P n .
|| aHPmasl(p;q;r) - ||CL|| || ||Pma5(p;q;r)

Seja v € E*. Note que

1
(YP) (21, .. Tpg1) = CESI] Z v (Tow) P (%(1), [’?l,xg(nﬂ))
" 0E€Sn1

1
_ (—n > 1), Y (ZEa(l)) UEXS;L P (IL‘U(Q), "'7$a(n+1)) 4+ ...
el Y (xo(nJrl)) Z P ($0(1), ceny xa(n))]

0ESH

1 » <

= G P ) oy () P (2 )]
1 n+1

e Z'y (z) P (:171, [lﬂ,an) :
k=1

onde | significa que a k-ésima coordenada nao esta envolvida e S, é o conjunto de
todas as permutagoes de {1, ...,n}.

com Ji,...,Jns1 = 1,....,m. Usando a desigualdade triangular e a desigualdade de

Sejam m € N, xg € E,comj=1,..,mek=1,..,nesejam ainda p;,

aaaa j’n+1
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Minkowski, temos

D=

p

1 n+1
Pi1seednt1 ((VP)V (l“;'l)» D) xgnjl )>) (430)

3=

n+1 p
1 ) B () K] (D)
Pi1yeeerfinr1 (n +1 2'7 (l'jk > P (le 7[.],$jn+1 >

k=1

=

S =

n+1 p

&\ (.0 (n+1)
Z Z Pi1,sing1 (7 (xjk > P <xj1 7[]?17xjn+1 ))
k=1

P
1 Zm Z"H B (1) K 1)
= n + 1 ( Spjl 7777 jn+1 < 7 <x]k > P (le 7[']7xjn+1 >

3=

p

IN

1 S @\ B (0 k] (D)
n+1 Z Z)@jl """ Jn+1 <7 (Ijk >P(xj1 ’U"Tjnﬂ ))‘
j k=1
1 — (k) ) (n+1) "
. -
Tt ( e (1 (a) P () m)

k=1 Jtednt1=1|

B\ £ 1) n+1) "
Pitseednt1 <’7 (xgk > P (xgl ’[Iﬂ’x;”‘*‘l >> ) i ing1=1
J1 In+1=

k) & (1) (n+1) n
Pirsesin (’Y (l’jk ) P (le Sk e )) ) jnt1=1
JLyeees In+1=

p

IN

S
+
—
3
S =

k) (1) (n+1)
Pjr . fnt1 (7 (xjk ) P (:le ’U'C]’xjnﬂ ))

> MY .2 (n+1)
Pt winta (P (7 (%‘1 ) Tia 1 Ljnsa >>

1
P

p

~ n+1 1 n
v (P (7 (200) 2D, al)
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Logo
1
m p
1 n+l1 p
> [ensn (P (&, 2l (4.31)
J1y--Jn+1=1
1
! S (p O @ @)\ [P
“n+1 Z Pi1seednt1 T\Tg ) gy Ly +--
J1r-esdn+1=1
- s n+1 1 n p
Y e (p (7 (x<>> 2D, m<>>>
J1,--Jn+1=1

Note que cada um dos n+ 1 termos da soma em (4.31) pode ser escrito sob a forma

m2 m P
~ 5 (.(2) (n+1)

Z Z Piz-gnt1 (P <Zj2 LA Zjn+1 ))
ja=1 j3,crjnp1=1

para certas escolhas de ¢j, .., € zj(-f), comk=2,...n+1.

Com efeito, para o termo
- . mY . =+ "
Z 22 W (P <7 <le ) T s Ty )) ;
F1yerjng1=1
tome
zg) = <$§1)> xg) para todo jo =1,....,m,

2(2) =7 ({L‘gl)) ./L'(2) para tOdO j2 — 17 ceeey M,

J2

(2) _ DY .(2)
Z(m—l)m-f—jz =7 (xgn)) Ljy

() _ 40

para todo jo = 1,....,m,

z

2 , paratodo 5, =1,...m,i=3,...,n+1
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Djoreorgnis = Plisjnis Para todo jo =1,....,m,

Pm+ja,.... Jnt1l — 902j2.~~jn+1 para todo J2 = ]., e, m,

P(m—1)m+jz,...ny1 — Pmja..jny1 P todo ja =1,....;m.

Segue que
1
S : O . ) [P
Z Pt seeerinta (P (7 (xh )xh RS >)
J1seedn+1=1
1
m?2 m P

p

~ ~ 2 n+1
Pia...jnt1 (P (ZJ('Q)’ e ZJ('n+1 )>>
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De fato,
1
m p
- 1 2 n+1 p
Z D1 orjns <P (”y (,r;l)) w§2)’ ...,x§.n+1)>>
J1seesdnt1=1
1
m m P
_ : MY .2 D\ [P
= Z Z Pityesdnt1 (P (7 (le > Ly ees Ly >)
J1=1j2...jn+1=1
" - 1 2 n+1 P
= Z ‘¢1j2-~~jn+l <P <’y <Ig )> ng)’ ceey $§~n+1 )>) +
J2sendn+1=1
- - 1 2 n+1l p
+ 30 oo (P (0 (7)) )+
J2sendnt1=1
1
m P
- 2 n+1 p
R Z ’mejz--jnﬂ (P (7 (Ié)) 1‘5-2), B x§n+1 )>)
J2eesdnr1=1
N — |~ 5(.@ .3 ) [?
= Z Piz,edns1 <P (ij » s 7"”Zﬂ(n+1 >> +
2y Jnt1=1
- ~ = ( (2 3 n+1 p
+ Z ‘()Om+j2,----jn+1 (P <Z,(n)+j2, zj(.g)’ e Zﬂ<n+1 )>> 4+
25 dn+1=1
1
m p
~ 5 (2 (3) =+ "
o+ Z ‘Qp(mfl)m+j2,....jn+1 <P <Z(m71)m+j2’ ZJS [ Zjn+1 ))
J2,--Jn+1=1
1
m2 m P
_ ~ 5 ((2) (n+1\\ "
= Z Z Pia...jnt1 <P (ij "“’zjnJrl ))
J2=173,....Jn+1=1
Entao,
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1
S - O\ @ ) [P
Z Pi1,eensdint1 (P (7 (xﬁ)xjg’ ? Y Jntl ))
1y dnt1=1
m2,m,...m »
- ~ 2 n+1 p
= Z Pio...fint1 (P <ZJ('2)’ ) J(n,+1)>>
J2yeen, jn+1—1
VPl [ @ G T )7
= mas(p;q;r) J2dmt 1) o csjnit |y g 2 ) ja=1 w,q j—3 7 =1 w,q
m n+1
I E MY ,.2)
||P||mas(p;q;7“) ‘(@jl """ jn+1)j1 ~~~~~ jn+l€NmH (")/ (l.jl )xj2)' jo=1 H
w,r J1,J2= w,q =3
Como
1
m q 4
[CEVE W I GG CIE)
j17j2:1 w,q g j17j2:1
1
S 0 @[\
=sw (3 (b (57)] o (7)])
? \j1.ja=1
DY\™ < 2
<[ ) e (55 (o e
J1= o P j=1
ot e,
= €T €T
('Y( n)) = OO‘ 72 ) et v
®\\"™ @\"
<[ G| e
=1, 2=y g
< (a:(l))m (x@))m :
I[N I (CO
temos
1
- ; W\ . e+ [P
Z Pi1sesfing1 (P (’7 (le >xj2 LR gy PR | >)
Jlsejni1=1
n+1 m
= (@)
< I P s [ )i |, LT[ (50
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Usando a mesma ideia acima para os outros n termos de (4.31), obtemos

m P

= 2 ) (3 n+1 p
Z Pi1yeesfint1 <P <,7 <$§2)> I§1)’x§'3)""x§n+1)>>
J1sedn+1=1
n+1
v @\"
< Il }P mas(p;q;r) ‘(%1 """ ]"+1)j1 ,,,,, Jn+1€Nme,rH (xj )j:l wq7
1
m P
= n+1 1) (2 n p
Z Spjl ----- jn+1 <P <,y <$§n+l)> x.gl)’ x.§'2)'“7$]‘n>>
J1sedn+1=1
n+1
@\
<H’YHH Hmas(p;qr) ‘(SOjl 7777 j”+1)j1 ..... jnJrleNme,rH (xj j=1
T =1 w,q
Logo, de (4.30)
1
< o p (1) (n+1)\\ [P
Z Pi1eednt1 (7 ) Ly s Ljiy
NAREEED) jn+1:1
n+1 m
(4)
< — ||’Y||H Hmaqur) ‘(3031 """ ]"+1)]1 ----- jn+1€NmeTH <$j >j1 T
Tog=1 w,q
n+1 m
(@)
+||7||H Hmaqur) ‘((’031 """ ]”+1>j1 ----- Jn+1€Nm TH (xj )jl ]
’ ’L:]. qu

- ||7|| H Hmas (psq;m)

‘ (Spjl 77777 jn+1)] ..... Jn+1€ENm, H H
wr

Portanto yP é multiplo (p; ¢; r)-somante e

HF}/PHP;I;(Z?;LI; ) - H(fyp)v”m‘ls(i"%ﬂ
< ||’7|| H Hmaqur)
= I 1Pl
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Corolario 4.7.2 O ideal de polinomios (73”(15(73;(1”)7 [l pm ) é compativel com o

m
mas(p;q;r)

ideal dos operadores lineares absolutamente (p; q;r)-somantes.

Demonstragao: Segue da Observacao 1.1.13. |
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Capitulo 5

Apeéndice

5.1 A: Funcoes de Rademacher

Os resultados deste apéndice foram essencialmente inspirados em um resumo do

assunto contido em [52]. As funcoes de Rademacher sao definidas por

rn: [0,1] — R,neN

. (5.1)

rn(t) = sign(sin2"mt)
Se dividirmos o intervalo [0,1] em 2" sub-intervalos I, = (&2, %), com k =
1,...,2" entao [0,1] serd formado pela uniao de todos os I e os seus extremos.

Da definicao das 7, podemos perceber que as funcoes de Rademacher assumirao,
alternadamente, os valores 1 e —1 a medida que ¢ percorre o intervalo [0, 1]. Na fronteira
dos intervalos [ as fungoes de Rademacher assumem o valor zero.

Um fato interessante é que as funcoes de Rademacher possuem a propriedade de

ortogonalidade, isto ¢,

! 1,se j =k
. — g = ! . 2
/0 rj (8) ri (t) dt = by, {O, se ik (5.2)

Assim, (r,)5°; é uma sequéncia ortonormal de Lo [0, 1].

Lema 5.1.1 Sey,...,y, € K, entao

Z ly;l = sup ZCJ%

I¢51=1

Z G

= sup
IGi1<1
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5.1. A: FUNCOES DE RADEMACHER

Demonstracao: Se |(;| < 1, da desigualdade triangular, temos

Z Y;G
j=1

< G <>yl
j=1 J=1

e assim

sup

Z Y;G
j=1

Agora, seja ¢; o argumento de y; e (; = e

Sl = ye =i
=1 j=1 j=1

n
<>yl
7=1

—; j=1,...,n. Entao

n
>yl <sup
j=1 G

> G-
j=1

onde || = [e7"| = 1.
De (5.3) e (5.4), segue que

Z |y]| < sup

Z GiYj Z GYi| <

< sup

>yl
j=1

Lema 5.1.2 Seja 1 < p < oco. Se (yj) € [ (R) com y; > 0, para todo j =1,. ..

m *
entdo existem by, ..., b, reais ndo-negativos com Y b =1 e
=1
H Y- j=1 E :b]y]

Demonstragao: Por Hahn-Banach, temos

2 ((yj);n:l) :

lw|| = sw
p

PEBag my
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5.1. A: FUNCOES DE RADEMACHER

Como (l;”(R))* e [ (R) sdo isométricos, existe ¢ = (c1,...,cm) € [H(R) tal que

y] e 1 ZCJ% (5.7)

Ainda por Hahn-Banach, temos que o supremo em (5.6) é atingido. Assim, de (5.7),

segue que existe @y = (cgo), . ,cﬁ?) € Bzg; ®) tal que

sup
$EBag @)y

m 0
¥ <(yj)j:1>‘ = ZCE )yj .
=1

Como, por hipétese, y; > 0 para todo j = 1,...,m, esse supremo sera atingido quando

Cgp) > 0 para todo j =1,...,m ou C;o) < 0 para todo j = 1,..., m. Portanto

m 0 0
||| = > edu| =3 |4 v (5.5)
P =1 =1
Tomando b; = C§0)‘ para todo 7 =1, ..., m, temos o desejado. [ |

Lema 5.1.3 Sejam E um espago de Banach e x1,...,x, € E. Entdo

E :5J5UJ E :53%

sup

m _
()7, = sup
lej1<1 ’

lejl=1

Demonstragao: Uma consequéncia do Teorema de Hahn-Banach garante que

= Sup
QDEBE/
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Pelo Lema 5.1.1, segue que

m
E ,@'%‘

=1

sup
lej|=1

= sup sup cp(isj ) (5.9)

L
lej|=1vEBEy =1
m
= sup sup |p < 6jxj>
pEBg |ej|=1 j=1

m
= sup sup g g (x))
pEBp |e;l=1 | 5=

m

= sup [0 ()]
pEBR j=1

- H(IJ);llel

A outra igualdade é demonstrada de maneira similar. [ |

Lema 5.1.4 Sejam E um espagco de Banach, (r;) as fungoes de Rademacher e

X1y, Tm € E. Entao

m

> itz

=1

sup

< @il
<1 ( ])] Tlw,1

Demonstracao: O resultado segue do lema anterior e da desigualdade

5.2 B: Desigualdade de Holder Generalizada

A Desigualdader de Holder Generalizada é bem conhecida, mas, como o caso mais

usado é quando s > 1, provaremos o caso em que s > 0:

Teorema 5.2.1 (Desigualdade de Holder Generalizada)
Seja (E,||-||) um espago normado sobre K. Sem € N e xj,y; € E,j = 1,...m,
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5.2. B: DESIGUALDADE DE HOLDER GENERALIZADA

(f) D ) (leﬂ)’l’ (fim)

entao

para s,p,q € (0,+00) , tais que | = - + ..
Demonstracao: De , 1
_ = — _I_ —
s P (g
temos que
1= 1 N 1
p/s /s

com 2,9 ¢ (1,+00).A desigualdade de Hélder nos dd

Qn

m . . m B P m g
Dl gl < (Z [125]°) ) (Z 1y511°) )
7=1 7j=1 j=1

e o resultado seque. |
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