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exame não adiantou muito, mas valeu a intenção. Joedson, amigo desde o mestrado,
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Resumo
Neste trabalho estudamos algumas extensões do conceito de operadores multilineares

absolutamente somantes, generalizamos alguns resultados conhecidos e respondemos

parcialmente alguns problemas abertos. Para a classe das aplicações absolutamente

(p; q; r)-somantes, obtemos alguns resultados de coincidência e inclusão e mostramos

que o ideal de polinômios absolutamente (p; q; r)-somantes não é corente, de acordo

com a noção de ideais coerentes devida a D. Carando, V. Dimant e S. Muro. Para

contornar esta falha, introduzimos o conceito de aplicações múltiplo (p; q; r)-somantes

e mostramos que, com essa nova abordagem, o ideal de polinômios múltiplo (p; q; r)-

somantes é coerente e compat́ıvel com o ideal de operadores lineares absolutamente

(p; q; r)-somantes.

Palavras chave: Teorema da Composição de Pietsch, ideal de aplicações

multilineares, ideal de polinômios, aplicações absolutamente somantes,

aplicações múltiplo somantes, aplicações dominadas, tipo e cotipo de espaços

de Banach, ideais coerentes, ideais compat́ıveis.
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Abstract
In this work we investigate some extensions of the concept of absolutely summing

operators, generalize some known results and provide partial answers to some open

questions. For the class of absolutely (p; q; r)-summing mappings we obtain some

inclusion and coincidence results and show that the ideal of absolutely (p; q; r)-summing

polynomials is not coherent, according to the notion of coherent ideals due to D.

Carando, V. Dimant and S. Muro. In order to bypass this deficiency, we introduce

the concept of multiple (p; q; r)-summing multilinear and polynomial operators and

show that, with this new approach, the ideal of multiple (p; q; r)-summing polynomials

is coherent and compatible with the ideal of absolutely (p; q; r)-summing operators.

Key-Words: Pietsch Composition theorem, ideal of multilinear mappings,

ideal of polynomials, absolutely summing mappings, multiple summing

mappings, dominated mappings, cotype and type of Banach spaces, coherent

ideals, compatible ideals.
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4.3 Relação com as aplicações múltiplo (p; q1, ..., qn)-somantes . . . . . . . . 78

4.4 Resultados de coincidência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

viii



4.5 Relações com o Teorema de Bohnenblust–Hille . . . . . . . . . . . . . . 81
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4.7 Polinômios múltiplo (p; q; r)-somantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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Introdução

O começo da teoria de ideais de operadores entre espaços de Banach tem certamente

uma de suas origens nos trabalhos de A. Grothendieck, na década de 50. Talvez o

resultado mais marcante de Grothendieck, nessa época, tenha sido o que ele chamou

de Teorema Fundamental da Teoria Métrica dos Produtos Tensoriais Topológicos. Esse

resultado foi reescrito, em linguagem matricial, por J. Lindenstraus e A. Pe lczyński,

na década de 60, em seu artigo [44], que também marcou um esforço bem sucedido em

reescrever os resultados de Grothendieck em uma linguagem mais acesśıvel e em mostrar

a importância e aplicabilidade do conceito de operadores absolutamente somantes. A

teoria dos operadores absolutamente somantes, como é conhecida hoje, é creditada a

A. Pietsch [63] e B. Mitiagin e A. Pe lczyński [51]. Além de sua importância para a

teoria dos espaços de Banach, os operadores absolutamente somantes desempenham

um papel vital na motivação do desenvolvimento de uma teoria multilinear de ideais de

operadores.

Em 1983 Pietsch esboçou uma direção de pesquisa para a teoria das aplicações

multilineares absolutamente somantes [61]. Desde então, tentando resgatar as

propriedades dos operadores lineares absolutamente somantes, têm surgido várias

generalizações no contexto multilinear e polinomial: aplicações múltiplo somantes,

fortemente somantes, semi integrais, fortemente múltiplo somantes, etc.

No Caṕıtulo 1 estudamos uma das primeiras extensões multilineares do conceito de

operador absolutamente somante. O principal resultado talvez seja a última aplicação

dos resultados do caṕıtulo, que chamamos de um teorema do tipo Grothendieck.

No Caṕıtulo 2, motivados por questões não resolvidas em um artigo recente de

D. Popa [66], obtemos um teorema do tipo composição de Pietsch para aplicações

multilineares e mostramos que a classe das aplicações multilineares gerada pelo método

da composição também satisfaz um teorema do tipo Pietsch. Também estudamos o

efeito do cotipo dos espaços de Banach em tais resultados.

O Caṕıtulo 3 é um estudo sobre as aplicações multilineares absolutamente (p; q; r)-
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somantes, introduzidas recentemente por D. Achour [1]. Obtemos alguns resultados de

coincidência e observamos que o ideal dos polinômios absolutamente (p; q; r)-somantes

não é coerente, segundo a definição de coerência e compatibilidade de D. Carando,

V. Dimant e S. Muro [26]. Esta deficiência do ideal dos polinômios absolutamente

(p; q; r)-somantes serve como motivação para o conceito introduzido no Caṕıtulo 4.

No Caṕıtulo 4 introduzimos o conceito de aplicações multilineares (e polinômios)

múltiplo (p; q; r)-somantes e mostramos que o ideal dos polinômios múltiplo (p; q; r)-

somantes é um ideal compat́ıvel e coerente, ao contrário do conceito estudado no

caṕıtulo anterior.
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Notação e Terminologia

• Os śımbolos R e C representarão, respectivamente, os corpos dos números reais e

complexos e N denotará o conjunto dos inteiros positivos. O śımbolo K denotará

um dos corpos: R ou C;

• As letras maiúsculas E,E1, ..., En, G,G1, ..., Gn, H e F representarão sempre

espaços de Banach;

• O dual (topológico) de um espaço de Banach E será denotado por E∗;

• Usaremos o termo ”operador”com o mesmo sentido de ”função”;

• Usaremos a norma do sup em espaços de funções, exceto menção em contrário;

• Usaremos a norma do máximo nos produtos cartesianos;

• O śımbolo BE denotará a bola unitária fechada {x ∈ E; ‖x‖ ≤ 1};

• A norma de um espaço de Banach (ou normado) E será denotado por ‖·‖; quando

maior precisão for necessária, usaremos ‖·‖E;

• Um operador linear u de E em F é dito de posto finito se a dimensão de u (E)

for finita;

• Se E for um conjunto e n um número natural, então En denotará o produto

cartesiano de n cópias de E;

• Nm denotará o conjunto {1, ...,m} ;

• lp (E;Nn) =

{
(xj1,...,jn)j1,...,jn ⊂ E, tal que

∥∥∥(xj1,...,jn)j1,...,jn

∥∥∥
p
<∞

}
;

• lwp (E;Nn) =

{
(xj1,...,jn)j1,...,jn ⊂ E, tal que

∥∥∥(xj1,...,jn)j1,...,jn

∥∥∥
w,p

<∞

}
;
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• Denotaremos por s∗ o conjugado de s, isto é, 1
s

+ 1
s∗

= 1;
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Caṕıtulo 1

Aplicações multilineares

absolutamente somantes

1.1 Ideais de aplicações n-lineares e polinômios

entre espaços de Banach

Para cada n ∈ N, denotaremos o conjunto das aplicações n-lineares cont́ınuas de

E1 × · · · × En em F por L (E1, ..., En;F ) ou Ln (E1, ..., En;F ); a classe de todas as

aplicações n-lineares cont́ınuas entre espaços de Banach será denotada por Ln.

Uma aplicação T ∈ L (E1, ..., En;F ) é dita de tipo finito se existem m ∈ N, ϕ
(i)
j ∈ E∗

i

e bj ∈ F com i = 1, ..., n e j = 1, ...,m, tais que

T (x1, ..., xn) =
m∑

j=1

ϕ
(1)
j (x1) · · ·ϕ

(i)
j (xn) bj.

Seja n ∈ N. Uma aplicação P : E → F é um polinômio homogêneo de grau n (ou

polinômio n-homogêneo) se existir uma aplicação multilinear A de En em F tal que

P (x) = A (x, ..., x) para todo x em E. Quando n = 0 o polinômio n-homogêneo é uma

função constante de E em F . A função P : E → F é um polinômio se P puder ser

representado como uma soma P = P0 + · · · + Pn, onde para cada i = 1, ..., n, Pi é um

polinômio i-homogêneo.

O espaço dos polinômios n-homogêneos cont́ınuos de E em F será denotado por

P (nE;F ) ou Pn (nE;F ) , e P (E;F ) denotara o espaço dos polinômios cont́ınuos de E

em F. A classe de todos os polinômios n-homogêneos cont́ınuos entre espaços de Banach

1



1.1. IDEAIS DE APLICAÇÕES N -LINEARES E POLINÔMIOS ENTRE

ESPAÇOS DE BANACH

será denotada por Pn. Para um estudo mais detalhado de aplicações multilineares e

polinômios, sugerimos [7, 37, 53].

Dizemos que um polinômio n-homogêneo P ∈ P (nE;F ) é de tipo finito se existirem

ϕi ∈ E∗ e bi ∈ F , com i = 1, ...,m tais que

P (x) =
m∑

i=1

ϕi (x)n bi.

Se P ∈ P (nE;F ), é bem conhecido na teoria que existe uma única aplicação n-linear

simétrica P̌ ∈ L (nE;F ) tal que

P (x) = P̌ (x, ..., x) := P̌ (xn) .

Se a ∈ E, definimos Pak ∈ P
(
n−kE;F

)
por

Pak (x) = P̌


a, ..., a︸ ︷︷ ︸

k-vezes

, x, ..., x︸ ︷︷ ︸
(n−k)-vezes


 := P̌

(
ak, xn−k

)
.

Para k = 1, escrevemos Pa ao invés de Pa1 .

Se P ∈ P (nE;F ) e γ ∈ E∗, definimos γkP ∈ P
(
n+kE;F

)
por

(
γkP

)
(x) = γk (x)P (x) .

Para k = 1, escrevemos γP ao invés de γ1P.

A noção de ideal de aplicações multilineares entre espaços de Banach é devida a A.

Pietsch [63].

A seguir relembramos conceitos que serão usados ao longo deste trabalho.

Definição 1.1.1 Um ideal de operadores I é uma subclasse da classe dos operadores

lineares cont́ınuos entre espaços de Banach tal que, para quaisquer espaços de Banach

E e F, as componentes I (E;F ) = L (E;F ) ∩ I satisfazem:

(i) I (E;F ) é um subespaço vetorial de L (E;F ) que contém os operadores de posto

finito;

(ii) A propriedade de ideal: se u ∈ L (E;F ) , v ∈ I (F ;G) e t ∈ L (G;H), então

tvu ∈ I (E;H) .

2



1.1. IDEAIS DE APLICAÇÕES N -LINEARES E POLINÔMIOS ENTRE

ESPAÇOS DE BANACH

Definição 1.1.2 Um ideal normado de operadores (I, ‖·‖I) é um ideal de operadores

I munido da função ‖·‖I : I → [0,∞) tal que:

(i) ‖·‖I restrita a I (E;F ) é uma norma para quaisquer espaços de Banach E e F ;

(ii) ‖idK‖I = 1, com idK : K → K dada por idK (x) = x;

(iii) Se u ∈ L (E,F ) , v ∈ I (F ;G) e t ∈ L (G;H) , então

‖tvu‖I ≤ ‖t‖ ‖v‖I ‖u‖ .

Quando I (E;F ) , com a norma acima, for completo para quaisquer espaços de

Banach E e F , I é chamado de ideal de Banach (ideal completo) de operadores lineares.

Para detalhes da teoria de ideal de operadores sugerimos [29, 34, 62].

Definição 1.1.3 Um ideal de aplicações multilineares M é uma subclasse da classe de

todas aplicações multilineares cont́ınuas entre espaços de Banach tal que, para todo

n ∈ N e espaços de Banach E1, ..., En e F , as componentes M (E1, ..., En;F ) =

L (E1, ..., En;F ) ∩M satisfazem:

(i) M (E1, ..., En;F ) é um subespaço vetorial de L (E1, ..., En;F ) que contém as

aplicações n-lineares de tipo finito;

(ii) A propriedade de ideal: se A ∈ M (E1, ..., En;F ) , uj ∈ L (Gj, Ej) para

j = 1, ..., n e t ∈ L (F ;H) , então

tA (u1, ..., un) ∈ M (G1, ..., Gn;H) .

Para cada n fixo,

Mn =
⋃

E1,...,En,F Banach

M (E1, ..., En;F )

é chamado de ideal de aplicações n-lineares.

Definição 1.1.4 Um ideal (quasi-) normado de aplicações multilineares (M, ‖·‖M) é

um ideal de aplicações multilineares munido da função ‖·‖M : M −→ [0,∞) , tal que:

(i) ‖·‖M restrita a M (E1, ..., En;F ) é uma (quasi-) norma para quaisquer espaços

de Banach E1, ..., En, F e todo n ∈ N;

(ii) ‖idKn‖M = 1, onde idKn : Kn −→ K é dada por idKn (x1, ..., xn) = x1 · · · xn para

todo n ∈ N;

3



1.1. IDEAIS DE APLICAÇÕES N -LINEARES E POLINÔMIOS ENTRE

ESPAÇOS DE BANACH

(iii) Se M ∈ M (E1, ..., En;F ), uj ∈ L (Gj, Ej) para j = 1, ..., n e t ∈ L (F ;H) ,

então

‖tM (u1, ..., un)‖M ≤ ‖t‖ ‖M‖M ‖u1‖ · · · ‖un‖ .

De maneira análoga, se n for um inteiro positivo fixo, sob as condições acima,

dizemos que Mn é um ideal (quasi-) normado de aplicações n-lineares.

Se as componentes M (E1, ..., En;F ) são completas com respeito a ‖·‖M , dizemos

que M é um ideal de Banach (quasi-Banach) de aplicações multilineares. De modo

análogo se procede para Mn.

Definição 1.1.5 Um ideal de polinômios homogêneos, ou simplesmente um ideal de

polinômios, é uma subclasse Q da classe dos polinômios homogêneos cont́ınuos entre

espaços de Banach tal que, para todo n ∈ N e quaisquer espaços de Banach E e F , as

componentes Q (nE;F ) = P (nE;F ) ∩ Q satisfazem:

(i) Q (nE;F ) é um subespaço vetorial de P (nE;F ) que contém os polinômios n-

homogêneos de tipo finito;

(ii) A propriedade de ideal: se u ∈ L (G;E), P ∈ Q (nE;F ) e t ∈ L (F ;H) , então

tPu ∈ Q (nG;H) .

Para cada n fixo,

Qn =
⋃

E,F Banach

Q (nE;F )

é chamado de ideal de polinômios n-homogêneos.

Definição 1.1.6 Um ideal (quasi-) normado de polinômios
(
Q, ‖·‖Q

)
é um ideal de

polinômios munido da função ‖·‖Q : Q −→ [0,∞) , tal que:

(i) ‖·‖Q restrita a Q (nE;F ) é uma (quasi-) norma para quaisquer espaços de Banach

E e F e todo n ∈ N;

(ii) ‖idK‖Q = 1, onde idK : K −→ K é dada por idK (x) = xn;

(iii) Se u ∈ L (G,E) , P ∈ Q (nE;F ), e t ∈ L (F ;H) , então

‖tPu‖Q ≤ ‖t‖ ‖P‖Q ‖u‖n .

Se as componentes Q (nE;F ) são completas com respeito a ‖·‖Q , dizemos que Q é

um ideal de Banach (quasi-Banach) de polinômios. De modo análogo se procede para

Qn.

4



1.1. IDEAIS DE APLICAÇÕES N -LINEARES E POLINÔMIOS ENTRE

ESPAÇOS DE BANACH

Observação 1.1.7 Se M é um ideal (quasi-) normado de aplicações multilineares, a

classe

PM =
{
P ∈ Pn; P̌ ∈ M, n ∈ N

}
,

com ‖P‖PM
:=
∥∥P̌
∥∥
M
, é um ideal (quasi-) normado de polinômios, chamado de ideal

de polinômios gerado pelo ideal M. Se M é (quasi-) Banach, então PM é (quasi-)

Banach (veja [13, pag 46]).

As noções de ideal cud (closed under differentiation) e csm (closed for scalar

multiplication) foram introduzidas em [16] com a intenção de identificar ideais

de polinômios que preservassem uma certa harmonia entre os diversos ńıveis de

homogeneidade:

Definição 1.1.8 Seja Q um ideal de polinômios. Dados n ∈ N, E e F,

(i) Q é fechado sob a diferenciação (cud) para n,E e F se d̂P (a) ∈ Q (E;F ) para

todo a ∈ E e P ∈ Q (nE;F ) , onde d̂P é a diferencial do polinômio P no ponto a.

(ii) Q é fechado para multiplicação por escalar (csm) para n,E e F se ϕP ∈

Q (n+1E;F ) para todo ϕ ∈ E∗ e P ∈ Q (nE;F ).

As seguintes definições (ideal cud e ideal csm) são versões naturais da definição

anterior para aplicações multilineares:

Definição 1.1.9 (Ideal cud) Um ideal de aplicações multilineares M é fechado sob

a diferenciação (cud) se, para quaisquer n ∈ N, E1, ..., En, F e T ∈ M (E1, ..., En;F ),

os operadores lineares obtidos fixando n− 1 vetores a1, ..., aj−1, aj+1, ..., an pertencem a

M (Ej;F ) , para todo j = 1, ..., n.

Definição 1.1.10 (Ideal csm) Um ideal de aplicações multilineares M é fechado

para multiplicação por escalar (csm) se, para quaisquer n ∈ N, espaços de Banach

E1, ..., En, En+1, F, operadores multilineares T ∈ M (E1, ..., En;F ) e ϕ ∈ E∗
n+1 a

aplicação ϕT dada por

(ϕT ) (x1, ..., xn+1) = T (x1, ..., xn)ϕ(xn+1)

pertence a M (E1, ..., En, En+1;F ) .

Na mesma linha das definições de ideais cud e csm, as noções de ideais compat́ıveis

e sequências coerentes de ideais foram introduzidas por D. Carando, V. Dimant e S.
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Muro [26], com a mesma preocupação de identificar ideais que tenham harmonia entre os

diferentes ńıveis e ainda que tenham uma forte relação com um dado ideal de operadores

(através da noção de compatibilidade):

Definição 1.1.11 (Ideal compat́ıvel de polinômios) Seja U um ideal normado de

operadores lineares. O ideal normado de polinômios n-homogêneos Un é compat́ıvel com

U se existirem constantes positivas A e B tais que, para quaisquer espaços de Banach

E e F , as seguintes condições são satisfeitas:

(i) Para cada P ∈ Un (nE;F ) e a ∈ E,Pan−1 pertence a U (E;F ) e

‖Pan−1‖U ≤ A ‖P‖Un
‖a‖n−1 ;

(ii) Para cada u ∈ U (E;F ) e γ ∈ E∗, γn−1u pertence a Un (nE;F ) e

∥∥γn−1u
∥∥
Un

≤ B ‖γ‖n−1 ‖u‖U .

Definição 1.1.12 (Sequência coerente de ideais de polinômios) Considere

a sequência {Un}
K
n=1 (onde K pode ser infinito) tal que, para cada n, Un é um ideal

de polinômios n-homogêneos. A sequência {Un}
K
n=1 é uma sequência coerente de ideais

de polinômios se existirem constantes positivas C e D tais que, para quaisquer espaços

de Banach E e F, as seguintes condições são satisfeitas para n = 1, ..., K − 1 :

(i) Para cada P ∈ Un+1 (n+1E;F ) e a ∈ E,Pa pertence a Un (nE;F ) e

‖Pa‖Un
≤ C ‖P‖Un+1

‖a‖ ;

(ii) Para cada P ∈ Un (nE;F ) e γ ∈ E∗, γP pertence a Un+1 (n+1E;F ) e

‖γP‖Un+1
≤ D ‖γ‖ ‖P‖Un

.

Observação 1.1.13 Como observado em [26], note que se {Un}
K
n=1 é uma sequência

coerente, então para cada n = 1, ..., K, o ideal de polinômios Un é compat́ıvel com

U = U1 com constantes A ≤ Cn−1 e B ≤ Dn−1.

1.2 Operadores absolutamente somantes

O ideal dos operadores absolutamente somantes tem um papel importante na teoria

de ideais de operadores e teoria dos espaços de Banach (veja [2, 35, 29, 68, 72]). O
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conceito de operadores absolutamente somantes é devido a A. Pietsch [61] e B. Mitiagin

e A. Pe lczyński [51], tendo como inspiração trabalhos de A. Grothendieck da década de

50.

Definição 1.2.1 Sejam 0 < p <∞ e E um espaço de Banach. Uma sequência (xj)
∞
j=1

em E é fortemente p-somável se

∥∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥∥
p

:=

(
∞∑

j=1

‖xj‖
p

) 1
p

<∞.

O espaço formado pelas sequências em E que são fortemente p-somáveis será

denotado por lp (E) . ‖·‖p define uma norma em lp (E) se 1 < p < ∞ e uma quasi-

norma se 0 < p < 1. É fácil ver que
(
lp (E) , ‖·‖p

)
é completo.

Quando E = K, escrevemos apenas lp ao invés de lp (K).

Definição 1.2.2 Sejam 0 < p <∞ e E um espaço de Banach. Uma sequência (xj)
∞
j=1

em E é fracamente p-somável se

∥∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥∥
w,p

:= sup
ϕ∈BE∗

(
m∑

j=1

|ϕ (xj)|
p

) 1
p

<∞.

O espaço formado pelas sequências em E que são fracamente p-somáveis será

denotado por lwp (E). ‖·‖w,p define uma norma em lwp (E) se 1 < p < ∞ e uma quasi-

norma se 0 < p < 1.
(
lwp (E) , ‖·‖w,p

)
é completo (veja [35]).

Definição 1.2.3 Sejam 1 ≤ q ≤ p < ∞. Um operador linear u : E → F é

absolutamente (p; q)-somante se (u (xj))
∞
j=1 ∈ lp (F ) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ lwq (E) .

O espaço vetorial dos operadores absolutamente (p; q)-somantes de E em F será

denotado por Las(p;q) (E;F ) ; quando p = q escreveremos Las,p (E;F ) ao invés de

Las(p;p) (E;F ). Os teoremas abaixo têm um papel central na teoria (veja [35, 44]):

Teorema 1.2.4 (Grothendieck) Todo operador linear cont́ınuo u : l1 → l2 é

absolutamente somante.

Teorema 1.2.5 (Lindenstrauss-Pe lczyński) Se E e F são espaços de Banach de

dimensão infinita, E tem base de Schauder incondicional e Las,1 (E;F ) = L (E;F ) ,

então E = l1 e F é um espaço de Hilbert.
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Teorema 1.2.6 (Dominação de Pietsch) Sejam 1 ≤ p < ∞ e u : E → F um

operador linear cont́ınuo entre espaços de Banach. Então u é absolutamente p-somante

se, e somente se, existirem uma constante C e uma medida de probabilidade de Borel

µ de BE∗ , com a topologia fraca estrela, tais que

‖u(x)‖ ≤ C

(∫

BE∗

|ϕ (x)|p dµ (ϕ)

) 1
p

para todo x ∈ E.

Teorema 1.2.7 (Teorema da Composição de Pietsch) Se p, q ∈ (1,∞) e r ∈

[1,∞) são tais que 1
r

= 1
p

+ 1
q
, então

Las,q ◦ Las,p ⊂ Las,r.

1.3 Aplicações multilineares absolutamente

somantes

A próxima definição é devida a R. Alencar e M.C. Matos [3], mas aparentemente já

havia sido esboçada por A. Pietsch anos antes.

Definição 1.3.1 (Alencar-Matos) Sejam 0 < p, q1, ..., qn ≤ ∞, com

1

p
≤

1

q1
+ · · · +

1

qn
. (1.1)

Uma aplicação T ∈ L (E1, ..., En;F ) é absolutamente (p; q1, ..., qn)-somante se

(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∞
j=1

∈ lp (F )

sempre que
(
x
(i)
j

)∞
j=1

∈ lwqi (Ei) para todo i = 1, ..., n.

Denotaremos por Las(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) (ou Lnas(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;F )) o

espaço vetorial formado por tais aplicações. Quando q1 = · · · = qn = q escreveremos

às vezes Las(p;q) (E1, ..., En;F ) para denotar Las(p;q,...,q) (E1, ..., En;F ) e, se q1 =

· · · = qn = p, escreveremos algumas vezes apenas Las,p (E1, ..., En;F ) ao invés de

Las(p;p) (E1, ..., En;F ) .
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A seguinte caracterização por desigualdades e o Teorema de Inclusão são bastante

úteis (para detalhes veja [46] e [48]) :

Teorema 1.3.2 Se T ∈ L (E1, ..., En;F ), então as seguintes condições são

equivalentes:

(i) T é absolutamente (p; q1, ..., qn)-somante;

(ii) Existe uma constante C > 0 tal que

(
∞∑

j=1

∥∥∥T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥
p
) 1

p

≤ C

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)∞
j=1

∥∥∥∥
w,qi

(1.2)

sempre que
(
x
(i)
j

)∞
j=1

∈ lwqi (Ei) , i = 1, ..., n;

(iii) Existe uma constante D > 0 tal que

(
m∑

j=1

∥∥∥T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥
p
) 1

p

≤ D

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,qi

(1.3)

para todo m ∈ N e x
(i)
j ∈ Ei, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m.

O ı́nfimo dos C tais que a desigualdade (1.2) é válida (ou o ı́nfimo dos D tais

que a desigualdade (1.3) é válida) define uma norma (p-norma se 0 < p < 1) em

Las(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) e será denotada por ‖·‖as(p;q1,...,qn) .

Se 1
p
> 1

q1
+ · · · + 1

qn
a única aplicação absolutamente (p; q1, ..., qn)-somante é a

aplicação nula. Apesar desse fato ser conhecido por especialistas no assunto, não

encontramos sua demonstração na literatura e, por isso, faremos os detalhes. Seja

T ∈ Las(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) não nula. Note que

p <
q1 · · · qn

q2 · · · qn + · · · + q1 · · · qn−1

.

De fato,
1

p
>

1

q1
+ · · · +

1

qn
⇒

1

p
>
q2 · · · qn + · · · + q1 · · · qn−1

q1 · · · qn
.

Tome (λj)
∞
j=1 ∈ l q1···qn

q2···qn+···+q1···qn−1

− lp e xi ∈ Ei, i = 1, ..., n tais que T (x1, ..., xn) 6=

0. Como T é absolutamente (p; q1, ..., qn)-somante e

(
λ

(

q1···qn
q2···qn+···+q1···qn−1

)

1
qi

j xi

)∞

j=1

∈

9
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lwqi (Ei) , i = 1, ..., n, temos:

(
T

(
λ

(

q1···qn
q2···qn+···+q1···qn−1

)

1
q1

j x1, ..., λ

(

q1···qn
q2···qn+···+q1···qn−1

)

1
qn

j xn

))∞

j=1

∈ lp (F ) .

Usando a multilinearidade de T , obtemos

T

(
λ

(

q1···qn
q2···qn+···+q1···qn−1

)

1
q1

j x1, ..., λ

(

q1···qn
q2···qn+···+q1···qn−1

)

1
qn

j xn

)

= λ

(

q1···qn
q2···qn+···+q1···qn−1

)(

1
q1

+···+ 1
qn

)

j T (x1, ..., xn) .

Segue que

λj = λ

(

q1···qn
q2···qn+···+q1···qn−1

)(

1
q1

+···+ 1
qn

)

j ∈ lp.

contradizendo o fato de que (λj)
∞
j=1 6∈ lp.

Teorema 1.3.3 (Teorema de inclusão ) Sejam 1 ≤ p ≤ p̃ < ∞, 1 ≤ qi ≤ q̃i < ∞

tais que (
n∑

i=1

1

qi

)
−

1

p
≤

(
n∑

i=1

1

q̃i

)
−

1

p̃
.

Então

Lnas(p;q1,...,qn)(E1, ..., En;F ) ⊂ Lnas(p̃;q̃1,...,q̃n)(E1, ..., En;F )

e

‖·‖as(p̃;q̃1,...,q̃n) ≤ ‖·‖as(p;q1,...,qn) .

No caso particular n = 1, temos a definição clássica de operadores lineares

absolutamente somantes. Outro resultado, bastante conhecido da teoria multilinear,

é o Teorema de Defant-Voigt (veja [3]):

Teorema 1.3.4 (Teorema de Defant-Voigt) Para quaisquer espaços de Banach

E1, ..., En, os espaços L (E1, ..., En;K) e Las(1;1,...,1) (E1, ..., En;K) são isometricamente

isomorfos.

O ideal das aplicações absolutamente somantes tem algumas poucas propriedades

semelhantes às propriedades do ideal de operadores original mas, sob certo sentido, se

afasta das caracteŕısticas do ideal dos operadores lineares absolutamente somantes. A

tabela abaixo ilustra algumas propriedades satisfeitas e não satisfeitas pelo multi-ideal:
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


PROPRIEDADES

Teorema de Grothendieck Sim

Teorema de Lindenstrauss–Pe lczyński Não

Teorema de Inclusão (p ≤ q ⇒ Ip ⊂ Iq) Não

Ideal cud Não

Ideal csm Sim




1.4 Resultados de inclusão: uma abordagem via

interpolação complexa

Começamos a presente seção relembrando os conceitos de tipo e cotipo de espaços

de Banach.

Um espaço de Banach E tem cotipo s ∈ [2,∞) se existir uma constante C ≥ 0 tal

que
(

m∑

j=1

‖xj‖
s

) 1
s

≤ C



∫ 1

0

∥∥∥∥∥

m∑

j=1

rj (t) xj

∥∥∥∥∥

2

dt




1
2

para qualquer escolha de um número finito de vetores x1, ..., xm em E. As funções

rj acima são as funções de Rademacher (veja apêndice A). Quando q = ∞, em vez de
(∑m

j=1 ‖xj‖
s
) 1

s

escrevemos maxj≤m ‖xj‖ na desigualdade acima. Um espaço de Banach

E tem tipo s ∈ [1, 2] se existir uma constante C ≥ 0 tal que



∫ 1

0

∥∥∥∥∥

m∑

j=1

rj (t) xj

∥∥∥∥∥

2

dt




1
2

≤ C

(
m∑

j=1

‖xj‖
s

) 1
s

para qualquer escolha de um número finito de vetores x1, ..., xm em E.

Conexões entre cotipo e aplicações multilineares absolutamente somantes

começaram a ser investigadas em [11] e, posteriormente, vários autores se interessaram
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pelo tema (por exemplo, [15, 24, 32, 50, 55, 56, 64, 65] e, para um panorama geral

citamos [57]).

O próximo resultado é bastante simples e pode ser encontrado em [35]:

Proposição 1.4.1 Se E tem cotipo finito s, então idE : E → E é absolutamente

(s, 1)-somante.

É interessante mencionar que a rećıproca desse resultado é válida se, e somente se,

s > 2. Esse resultado, devido a M. Talagrand (veja [71]), ao contrário da Proposição

1.4.1, é bastante delicado.

O conceito de cotipo está intimamente relacionado com teoremas chamados de

”resultados de coincidência”. Por exemplo, da Proposição 1.4.1 pode-se concluir que

L (E;E) = Las(s,1) (E;E) (1.4)

quando E tem cotipo s. Igualdades como (1.4) são chamadas de ”resultados de

coincidência”.

A seguir apresentamos outros exemplos de resultados de coincidência.

O seguinte resultado é devido a Dubinski, Pe lczyński e Rosenthal [38]:

Teorema 1.4.2 Seja F um espaço de Banach com cotipo 2 e K um espaço de Hausdorff

compacto. Então

Las,2 (C (K) ;F ) = L(C (K) ;F ).

O resultado de coincidência abaixo é essencialmente devido a B. Maurey, e aparece

em [35]:

Teorema 1.4.3 Seja F um espaço de Banach com cotipo q, com 2 < q < ∞ e K um

espaço de Hausdorff compacto. Então

Las(q,2) (C (K) ;F ) = L(C (K) ;F ).

Resultados do tipo Las,(p1;q1) (E;F ) = Las,(p2;q2) (E;F ) também são chamados de

resultados de coincidência. Ainda em [35, Corollary 11.16] podemos encontrar outro

resultado devido a B. Maurey:

Teorema 1.4.4 Sejam E e F espaços de Banach.
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(a) Se E tem cotipo 2, então

Las,2 (E;F ) = Las,1 (E;F ) .

(b) Se E tem cotipo 2 < q <∞, então

Las,r (E;F ) = Las,1 (E;F )

para todo 1 < r < q∗.

(c) Se E e F têm cotipo 2, então

Las,r (E;F ) = Las,1 (E;F )

para todo 1 < r <∞.

O seguinte resultado aparece em [43, Theorem 3 e Remark 2] e [65, Corollary 4.6]. É

interessante perceber que as inclusões são no sentido contrário ao que ocorre no Teorema

de Inclusão para o caso linear n = 1:

Teorema 1.4.5 (Teorema de Inclusão) Sejam E1, ..., En espaços de Banach com

cotipo s e n ≥ 2 um inteiro positivo.

(i) Se s = 2, então

Las,q (E1, ..., En;F ) ⊂ Las,p (E1, ..., En;F ) (1.5)

sempre que 1 ≤ p ≤ q ≤ 2;

(ii) Se s > 2, então

Las,q (E1, ..., En;F ) ⊂ Las,p (E1, ..., En;F ) (1.6)

sempre que 1 ≤ p ≤ q < s∗.

A seguinte proposição (resultado do tipo sandúıche) pode ser encontrada em [15]:

Proposição 1.4.6 Sejam 1 ≤ p1, ..., pn, p, q1, ..., qn, q ≤ ∞ tais que 1/t ≤
∑n

j=1 1/tj

para t ∈ {p, q} . Seja 0 < θ < 1 e defina

1

r
=

1 − θ

p
+
θ

q
e

1

rj
=

1 − θ

pj
+
θ

qj
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para todo j = 1, ..., n. Se

T ∈ Las(p;p1,...,pn) (E1, ..., En;F ) ∩ Las(q;q1,...,qn) (E1, ..., En;F )

então

T ∈ Las(r;r1,...,rn) (E1, ..., En;F ) ,

onde, para cada j = 1, ..., n, uma das seguintes condições é satisfeita:

(i) Ej é um L∞-espaço;

(ii) Ej tem cotipo 2 e 1 ≤ pj, qj ≤ 2;

(iii) Ej tem cotipo sj > 2 finito e 1 ≤ pj, qj < s∗j ;

(iv) pj = qj = rj.

O próximo resultado (que enunciamos na forma de lema), será útil adiante e aparece,

sem demonstração, em [56, Theorem 3.1]. Para tornar o texto mais autosuficiente,

apresentaremos sua demonstração:

Lema 1.4.7 Seja s > 0. Suponha que Ej tenha cotipo sj, j = 1, ..., n, e que pelo menos

um dos sj seja finito. Se
1

s
≤

1

s1
+ . . .+

1

sn
,

então

L (E1, ..., En;F ) = Las(s;b1,...,bn) (E1, ..., En;F )

para

bj = 1 se sj <∞ e bj = ∞ se sj = ∞.

Demonstração: Sejam j1, ..., jk ∈ {1, ..., n} , k ≤ n tais que sj1 , ..., sjk são finitos e

sj = ∞ se j 6= j1, ..., jk.

Se
(
x
(jl)
i

)∞
i=1

∈ lw1 (Ejl) e (x
(j)
i )∞i=1 ∈ l∞(Ej), j 6= jl, l = 1, ..., k, usando a

Desigualdade de Hölder Generalizada, obtemos

(
∞∑
i=1

∥∥∥T (x
(1)
i , ..., x

(n)
i )
∥∥∥
s
) 1

s

≤ ‖T‖

(
∞∑
i=1

(∥∥∥x(1)i
∥∥∥ · · ·

∥∥∥x(n)i

∥∥∥
)s) 1

s

≤ C ‖T‖

(
∞∑
i=1

∥∥∥x(j1)i

∥∥∥
sj1
)1/sj1

· · ·

(
∞∑
i=1

(∥∥∥x(jk)i

∥∥∥
)sjk

)1/sjk
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onde C é tal que
n∏

j=1
j 6=j1,...,jn

∥∥∥x(j)i
∥∥∥ ≤ C

para todo i. Como Ej tem cotipo sj, para j1, ..., jk, temos, pela Proposição 1.4.1,

(
∞∑
i=1

∥∥∥T (x
(1)
i , ..., x

(n)
i )
∥∥∥
s
) 1

s

≤ C ‖T‖

(
∞∑
i=1

∥∥∥x(j1)i

∥∥∥
sj1
)1/sj1

· · ·

(
∞∑
i=1

(∥∥∥x(jk)i

∥∥∥
)sjk

)1/sjk

= C ‖T‖

k∏

t=1

(
∞∑
i=1

∥∥∥idEjt
(
x
(jt)
i

)∥∥∥
sjt
)1/sjt

<∞

e o resultado segue. �

A partir dos resultados anteriores podemos demonstrar o primeiro resultado de

nossa tese. Embora tenha um enunciado relativamente complicado, o Corolário 1.4.9 e

o Exemplo 1.4.10 ilustram sua utilidade:

Proposição 1.4.8 Sejam k, n números naturais, n ≥ 2 e E1, ..., En, F espaços de

Banach arbitrários. Se Ej tem cotipo sj ≥ 2 finito para j = 1, ..., k, então

Las(p;p1,...,pk,q,...,q) (E1, ..., En;F ) ⊂ Las(r;r1,...,rk,q,...,q) (E1, ..., En;F )

para quaisquer (q, θ) ∈ [1,∞) × (0, 1),

1 ≤ pj ≤ 2 (quando sj = 2),

1 ≤ pj < s∗j (quando sj > 2)

e s ∈ (0,∞) tais que

1

s
≤

1

s1
+ · · · +

1

sk
,

1

r
=

1 − θ

s
+
θ

p
,

1

rj
=

1 − θ

1
+
θ

pj
,

para j = 1, ..., k.
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1.4. RESULTADOS DE INCLUSÃO: UMA ABORDAGEM VIA INTERPOLAÇÃO

COMPLEXA

Demonstração: Seja T ∈ Las(p;p1,...,pk,q,...,q) (E1, ..., En;F ) . Pelo lema anterior,

L (E1, ..., En;F ) = Las(s;1,...,1,∞,...,∞) (E1, ..., En;F ) ,

onde 1 é repetido k vezes. Logo, a fortiori,

L (E1, ..., En;F ) = Las(s;1,...,1,q,...,q) (E1, ..., En;F ) .

Assim,

T ∈ Las(s;1,...,1,q,...,q) (E1, ..., En;F ) ∩ Las(p;p1,...,pk,q,...,q) (E1, ..., En;F ) .

Pela Proposição 1.4.6 temos

T ∈ Las(r;r1,...,rk,q,...,q) (E1, ..., En;F ) .

�

Corolário 1.4.9 Sejam k, n números naturais, n ≥ k ≥ 2, E1, ..., En, F espaços de

Banach arbitrários e q ∈ [1,∞). Se Ej tem cotipo sj ≥ 2 finito, j = 1, ..., k e

1 ≤ 1/s1 + · · · + 1/sk, então

Las(p;p1,...,pk,q,...,q) (E1, ..., En;F ) ⊂ Las(r;r1,...,rk,q,...,q) (E1, ..., En;F ) , (1.7)

onde pj = p e rj = r para j = 1, ..., k, para todo r tal que

1 ≤ r < p < min s∗j se sj 6= 2 para algum j = 1, ..., k,

1 ≤ r < p ≤ 2 se sj = 2 para todo j = 1, ..., k.

Em particular,

Las(p;p) (E1, ..., En;F ) ⊂ Las(r;r) (E1, ..., En;F )

para todo r tal que

1 ≤ r < p < min s∗j se sj 6= 2 para algum j = 1, ..., k,

1 ≤ r < p ≤ 2 se sj = 2 para todo j = 1, ..., k.

Demonstração: Como 1 ≤ 1/s1 + · · · + 1/sk, podemos usar s = 1 na proposição
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1.4. RESULTADOS DE INCLUSÃO: UMA ABORDAGEM VIA INTERPOLAÇÃO

COMPLEXA

anterior. Como p = pi e r = ri para todo i = 1, ..., k e s = 1, obtemos (1.7). De fato,

para qualquer 1 ≤ r < p existe θ ∈ (0, 1) tal que

1

r
=

1 − θ

1
+
θ

p

e como p = pi e r = ri, o mesmo θ ∈ (0, 1) satisfaz

1

ri
=

1 − θ

1
+
θ

pi
.

Em particular, escolhendo q = p, como r < p temos

Las(p;p) (E1, ..., En;F ) ⊂ Las(r;r,...,r,p,...,p) (E1, ..., En;F ) ⊂ Las(r;r) (E1, ..., En;F ) .

�

Exemplo 1.4.10 Sejam E4, ..., En, F espaços de Banach arbitrários. Então

Las(p;p,p,p,q,...,q) (l3, l3, l3, E4, ..., En;F ) ⊂ Las(r;r,r,r,q,...,q) (l3, l3, l3, E4, ..., En;F )

para todo q ∈ [1,∞) e 1 ≤ r < p < 3∗. Em particular,

Las,p (l3, l3, l3, E4, ..., En;F ) ⊂ Las,r (l3, l3, l3, E4, ..., En;F )

para todo 1 ≤ r < p < 3∗.

O exemplo acima ilustra como a Proposição 1.4.8 leva a resultados melhores que

o Teorema 1.4.5 pois, neste último teorema, todos os espaços envolvidos no domı́nio

devem ter um cotipo adequado, enquanto na Proposição 1.4.8 isso não é necessário. Na

próxima seção abordaremos um problema relacionado aos resultados anteriores.

Observação 1.4.11 Os resultados da presente seção foram aceitos para publicação na

revista Cubo:

• A. Thiago Bernardino, Remarks on cotype and absolutely summing multilinear

operators, a aparecer na revista Cubo.
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1.5. RESULTADOS DE INCLUSÃO: UMA NOVA ABORDAGEM

1.5 Resultados de inclusão: uma nova abordagem

A partir dos resultados da seção anterior, o seguinte problema parece ser natural:

Problema 1.5.1 Dados 1 ≤ p ≤ q < ∞ e um inteiro positivo n ≥ 2, qual seria

a melhor constante α := αp,q,n > 0 tal que, sob as mesmas hipóteses (1.5) e (1.6),

tenhamos

Lnas(q;q,...,q)(E1, ..., En;F ) ⊂ Lnas(α;p,...,p)(E1, ..., En;F )? (1.8)

Nesta direção, estendemos os Teoremas 1.4.5 e a Proposição 1.4.8, mostrando que

α ≤
qp

n (q − p) + p

e, em certo sentido, esta constante é ótima pois para este valor de α obtemos uma

igualdade em (1.8).

Teorema 1.5.2 Sejam k ≤ n e n ≥ 2. Se Ei tem cotipo si ≥ 2, i = 1, ..., k e

1 ≤ p ≤ q < min
1≤i≤k

s∗i se si > 2 para algum i = 1, ..., k

ou

1 ≤ p ≤ q ≤ 2 se si = 2 para todo i = 1, ..., k,

então

Las(s;q,...,q,t,...,t)(E1, ..., En;F ) = Las( sqp

sk(q−p)+qp
;p,...,p,t,...,t)(E1, ..., En;F ),

para quaisquer espaços de Banach Ek+1, ..., En, F e s, t ≥ 1 (aqui q e p são repetidos k

vezes). Em particular,

Las(s;q,...,q)(E1, ..., En;F ) = Las( sqp

sk(q−p)+qp
;p,...,p)(E1, ..., En;F ).

Demonstração: Como Ei tem cotipo si ≥ 2, i = 1, ..., k, então, de [8] (o caso p = 1

pode, também, ser encontrado em [5, Proposition 6]) temos

lwp (Ei) = lqp/(q−p)l
w
q (Ei)
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1.5. RESULTADOS DE INCLUSÃO: UMA NOVA ABORDAGEM

para todo i = 1, ..., k com

1 ≤ p ≤ q < min
1≤i≤k

s∗i se si > 2 para algum i = 1, ..., k

ou

1 ≤ p ≤ q ≤ 2 se si = 2 para todo i = 1, ..., k.

Sejam (x
(i)
j )∞j=1 ∈ lwp (Ei), i = 1, ..., k e (x

(i)
j )∞j=1 ∈ lwt (Ei) para i = k + 1, ..., n. Assim

x
(i)
j = α

(i)
j y

(i)
j ,

com
(
α
(i)
j

)∞
j=1

∈ lqp/(q−p) e
(
y
(i)
j

)∞
j=1

∈ lwq (Ei) , para todo j e i = 1, ..., k.

Se T ∈ Las(s;q,...,q,t,...,t)(E1, ..., En;F ), como

1

s
+
k (q − p)

qp
=
sk (q − p) + qp

sqp
,

então

(
∞∑

j=1

∥∥∥T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥
sqp

sk(q−p)+qp

) sk(q−p)+qp

sqp

=

(
∞∑

j=1

(∣∣∣α(1)
j · · ·α

(k)
j

∣∣∣
∥∥∥T
(
y
(1)
j , ..., y

(k)
j , x

(k+1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥
) sqp

sk(q−p)+qp

) sk(q−p)+qp

sqp

≤

(
∞∑

j=1

∥∥∥T
(
y
(1)
j , ..., y

(k)
j , x

(k+1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥
s
) 1

s
(

∞∑

j=1

∣∣∣α(1)
j · · ·α

(k)
j

∣∣∣
qp

k(q−p)

)k( q−p

qp )

≤

(
∞∑

j=1

∥∥∥T
(
y
(1)
j , ..., y

(k)
j , x

(k+1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥
s
) 1

s k∏

i=1

(
∞∑

j=1

∣∣∣α(i)
j

∣∣∣
qp

(q−p)

) q−p

qp

<∞

e conclúımos que

Las(s;q,...,q,t,...,t)(E1, ..., En;F ) ⊂ Las( sqp

sk(q−p)+qp
;p,...,p,t,...,t)(E1, ..., En;F ).

A outra inclusão é consequência do Teorema de inclusão para operadores multilineares

absolutamente somantes (Teorema 1.3.3). �

Um resultado similar, mutatis mutandis, é válido para Ej1 , ..., Ejk , {j1, ..., jk} ⊂

{1, ..., n} (ao invés de, necessariamente, E1, ..., Ek) com cotipo sji ≥ 2, i = 1, ..., k.
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1.5. RESULTADOS DE INCLUSÃO: UMA NOVA ABORDAGEM

Observação 1.5.3 Note que, para quaisquer q, p ≥ 1 com q ≥ p temos

sqp

sk (q − p) + qp
≤ s

para todo k ∈ N, mostrando que o Teorema 1.5.2 melhora o Teorema 1.4.5.

O seguinte corolário imediato é uma generalização ótima do Teorema 1.4.5 (no

sentido de termos uma igualdade ao invés de uma inclusão):

Corolário 1.5.4 Seja k ≤ n, com n ≥ 2. Se Ei tem cotipo si ≥ 2, i = 1, ..., k e

1 ≤ p ≤ q < min
1≤i≤k

s∗i se si > 2 para algum i = 1, ..., k

ou

1 ≤ p ≤ q ≤ 2 se si = 2 para todo i = 1, ..., k,

então

Las(q;q,...,q,t,...,t)(E1, ..., En;F ) = Las( qp

k(q−p)+p
;p,...,p,t,...,t)(E1, ..., En;F ),

para quaisquer espaços de Banach Ek+1, ..., En, F e todo t ≥ 1 (aqui q e p são repetidos

k vezes). Em particular,

Las(q;q,...,q)(E1, ..., En;F ) = Las( qp

k(q−p)+p
;p,...,p)(E1, ..., En;F )

e

α ≤
qp

k (q − p) + p
.

Observação 1.5.5 Como
qp

k (q − p) + p
≤ p,

é claro que

Las,q(E1, ..., En;F ) ⊂ Las,p(E1, ..., En;F )

nas hipóteses do corolário anterior.

Observação 1.5.6 O resultado acima foi independentemente provado em [8]. Um caso

particular do resultado acima também foi recentemente provado, de forma independente,

em [67].
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1.6. UM NOVO TEOREMA DO TIPO GROTHENDIECK

1.6 Um novo teorema do tipo Grothendieck

A seguinte definição foi introduzida por M.C. Matos [49] e D. Pérez-Garćıa [58], de

forma independente:

Definição 1.6.1 Sejam 0 < p, q1, ...., qn ≤ ∞, com qi ≤ p para todo i = 1, ..., n. Uma

aplicação T ∈ L (E1, ..., En;F ) é múltiplo (p; q1, ..., qn)-somante se existir C ≥ 0 tal que

(
m∑

j1,...,jn=1

∥∥∥T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)∥∥∥
p
) 1

p

≤ C

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)∞
j=1

∥∥∥∥
w,qi

(1.9)

para todo m ∈ N e x
(i)
j ∈ Ei, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m.

Denotaremos por Lmas(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) (ou Lnmas(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;F )) o

espaço vetorial destas aplicações; quando q1 = · · · = qn = q escreveremos

Lmas(p;q) (E1, ..., En;F ) ao invés de Lmas(p;q,...,q) (E1, ..., En;F ) e, se p = q, às vezes

escrevemos apenas Lmas,p (E1, ..., En;F ) . O ı́nfimo das constantes que satisfazem a

desigualdade (1.9) define uma norma em Lnmas(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) que será denotada

por ‖·‖mas(p;q1,...,qn). Quando n = 1 recáımos na teoria clássica de operadores lineares

absolutamente somantes.

Para detalhes dessa teoria sugerimos [10, 49] e, para recentes desenvolvimentos e

aplicações relacionadas à teoria multilinear e polinomial, sugerimos [4, 6, 9, 30, 31, 33,

45, 48, 57] e suas referências.

O Teorema de Grothendieck para operadores lineares absolutamente somantes

(Teorema 1.2.4) afirma que todo operador linear cont́ınuo de l1 em l2 é absolutamente

(1; 1)-somante (e portanto (p; p)-somante para todo p ≥ 1). No caso multilinear, D.

Pérez-Garćıa, na sua tese de doutorado [58] (veja também [10] e [19] para demonstrações

diferentes), demonstrou que todo operador n-linear de l1 × · · · × l1 em l2 é múltiplo

(1; 1, ..., 1)-somante (e também, múltiplo (p; p, ..., p)-somante para todo 1 ≤ p ≤ 2).

Este resultado pode ser considerado como uma versão multilinear do Teorema de

Grothendieck.

Para 1 ≤ q1, ..., qn ≤ p <∞, a inclusão

Lnmas(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) ⊂ Lnas(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;F )

é óbvia. Assim, o seguinte resultado de coincidência é consequência imediata da versão

multilinear do Teorema de Grothendieck:
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1.6. UM NOVO TEOREMA DO TIPO GROTHENDIECK

Proposição 1.6.2 Para todo inteiro positivo n,

Lnas(1;1,...,1) (l1, ..., l1; l2) = L (l1, ..., l1; l2) .

No entanto, como l1 tem cotipo 2, é fácil demonstrar que o resultado acima pode

ser melhorado. De fato, temos o seguinte melhoramento (veja [11, 56]):

Proposição 1.6.3 Para todo inteiro positivo n ≥ 2,

Ln
as( 2

n
;1,...,1) (l1, ..., l1; l2) = L (l1, ..., l1; l2) . (1.10)

O seguinte problema parece bastante natural:

• Dado um inteiro positivo n ≥ 2, qual a melhor constante gn > 0 tal que

Lnas(gn;1,...,1) (l1, ..., l1; l2) = L (l1, ..., l1; l2)?

Para n = 1, em (1.10), obtemos

Las(2;1) (l1; l2) = L (l1; l2) ,

que não é surpreendente, devido ao Teorema de Grothendieck. Então, em certo sentido,

parece razoável que a estimativa gn ≤ 2
n

para n ≥ 2 (obtida em (1.10)) provavelmente

não seja ótima; esperamos uma estimativa para gn que, no caso n = 1, recupere o

Teorema de Grothendieck. Veremos adiante que realmente isso é posśıvel.

Do Corolário 1.5.4 sabemos que

Lnas(2;2,...,2) (l1, ..., l1; l2) = Ln
as( 2

n+1
;1,...,1)

(l1, ..., l1; l2)

para todo n ≥ 2. Mas, como

L (l1, ..., l1; l2) = Lnmas(2;2,...,2) (l1, ..., l1; l2) ⊂ Lnas(2;2,...,2) (l1, ..., l1; l2) ,

facilmente temos

Ln
as( 2

n+1
;1,...,1)

(l1, ..., l1; l2) = L (l1, ..., l1; l2)

para todo n ≥ 2. Então obtemos uma melhor estimativa para gn :
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1.6. UM NOVO TEOREMA DO TIPO GROTHENDIECK

Teorema 1.6.4 Se n ≥ 2, então

gn ≤
2

n+ 1
.

Note que, nesse caso, quando n = 1, temos gn ≤ 1 e, obviamente a constante 1 é

uma estimativa ótima. Assim, conjecturamos que 2
n+1

seja também a estimativa ótima

para gn, para todo n ≥ 2.

Observação 1.6.5 O Teorema 1.6.4 foi aceito para publicação na revista Quaestiones

Mathematicae:

• A.T. Bernardino, On cotype and a Grothendieck-type theorem for absolutely

summing multilinear operators, a aparecer em Quaest. Math.
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Caṕıtulo 2

Versões multilineares do Teorema

da Composição de Pietsch

Além dos operadores multilineares absolutamente somantes, estudados no caṕıtulo

anterior, o ideal dos operadores lineares absolutamente p-somantes tem várias

generalizações para multi-ideais: operadores multilineares p-dominados ([11, 28, 47,

59]), operadores multilineares fortemente p-somantes ([36]), operadores multilineares

fortemente múltiplo p-somantes ([18]), operadores multilineares múltiplo p-somantes

([49, 60]), operadores multilineares absolutamente p-somantes pelo método da

linearização ([12]), operadores multilineares p-semi-integrais ([25]) e a composição de

ideais gerada pelo ideal dos operadores lineares absolutamente p-somantes ([20]), dentre

outras.

Cada uma dessas classes tem suas próprias propriedades e compartilha parte

da essência do conceito dos operadores lineares absolutamente p-somantes. Uma

das caracteŕısticas interessantes é que nenhuma destas classes compartilha todas as

propriedades que poderiam ser esperadas do ideal dos operadores absolutamente p-

somantes. Para um levantamento recente sobre esse assunto consulte [57].

2.1 Aplicações multilineares p-dominadas e o

método da composição

Sejam 1 ≤ q1, ..., qn <∞ e

1

q
=

1

q1
+ · · · +

1

qn
.
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2.1. APLICAÇÕES MULTILINEARES P -DOMINADAS E O MÉTODO DA

COMPOSIÇÃO

Uma aplicação n-linear T : E1 × · · · × En → F (T ∈ Lnd,(q;q1,...,qn)(E1, ..., En;F )) é dita

(q1, ..., qn)-dominada se existe uma constante C > 0 tal que

(
m∑

j=1

∥∥∥T (x
(1)
j , ..., x

(n)
j )
∥∥∥
q
) 1

q

≤ C
n∏
i=1

sup
ϕ∈BE∗

k

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕ(x
(i)
j )
∣∣∣
qi

) 1
qi

, (2.1)

qualquer que seja a escolha do inteiro positivo m e x
(i)
j ∈ Ei, i = 1, ..., n e j = 1, ...,m.

Essa definição é devida a Pietsch para o caso em que F é o corpo dos escalares.

Em seguida, a situação mais geral foi explorada em [3, 69]. É bem conhecido que

T ∈ Lnd,(q;q1,...,qn)(E1, ..., En;F ) se, e somente se,
(
T (x

(1)
j , ..., x

(n)
j )
)∞
j=1

∈ ℓq(F ) sempre

que (x
(i)
j )∞j=1 ∈ ℓwqi(Ei), i = 1, ..., n. O termo q-dominada, cunhado por M.C. Matos, é

motivado por um teorema de dominação do tipo Pietsch (veja [21, 23, 41, 46, 58]):

Teorema 2.1.1 (Teorema da Dominação de Pietsch) Uma aplicação multilinear

T ∈ L(E1, ..., En;F ) é (q1, ..., qn)-dominada se, e somente se, existem medidas regulares

de probabilidade µi em BE∗
i
, i = 1, ..., n, e uma constante C > 0 tais que

∥∥T (x(1), ..., x(n))
∥∥ ≤ C

(∫

BE∗
1

∣∣ϕ(x(1))
∣∣q1 dµ1

) 1
q1

· · ·

(∫

BE∗
n

∣∣ϕ(x(n))
∣∣qn dµn

) 1
qn

.

Exploraremos o caso particular em que q1 = · · · = qn = p ≥ 1 e q = p
n

e, nesse caso,

usaremos a notação Lnd,p. O ı́nfimo dos C que satisfazem a desigualdade acima é uma

norma para o espaço das aplicações p-dominadas (p-norma se p < n) e, com essa norma

(quasi-norma), Lnd,p é um ideal de Banach (quasi-Banach se p < n).

O seguinte resultado de inclusão é imediato do teorema anterior:

Corolário 2.1.2 Se 1 ≤ p ≤ q <∞, então Lnd,p ⊂ Lnd,q para todo n.

Em geral, há poucos resultados de coincidência para o ideal Lnd,p. Um desses poucos

resultados é a seguinte consequência do Teorema de Grothendieck (veja [11, 57]):

Teorema 2.1.3 Ld,2(
2c0;K) = L(2c0;K).

O resultado abaixo, demonstrado em [42], reforça a escassez de resultados de

coincidência para as aplicações p-dominadas:
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2.2. O TEOREMA DA COMPOSIÇÃO DE PIETSCH: UMA VERSÃO

MULTILINEAR

Teorema 2.1.4 (Jarchow, Palazuelos, Pérez-Garćıa e Villanueva, 2007) Para

todo n ≥ 3, p ∈ [1,∞) e quaisquer espaços de Banach de dimensão infinita E, existe

T ∈ L(nE;K) que não é p-dominada.

No caso polinomial, uma versão similar a esse resultado aparece em [17, 22].

É interessante mencionar que as aplicações multilineares p-dominadas coincidem

com ideal gerado pelo método da fatoração para o ideal de operadores absolutamente

p-somantes:

Teorema 2.1.5 (Pietsch) T ∈ Lnd,p(E1, ..., En;F ) se, e somente se, existem Gj e

uj ∈ Las,p(Ej;Gj), j = 1, ..., n, e B ∈ Ln(G1, ..., Gn;F ) tais que

T = B (u1, ..., un) .

Um método parecido com o método da fatoração é o método da composição. Se I

é um ideal de operadores, considere a classe

CnI := {u ◦ A : A ∈ Ln e u ∈ I} ,

onde Ln denota a classe de todas as aplicações n-lineares cont́ınuas entre espaços

de Banach. Assim, para espaços de Banach E1, ..., En, F,G, um operador n-linear

T : E1 × · · · × En → F pertence a CnI (E1, ..., En;F ) se, e somente se, existem espaços

de Banach G, e aplicações A ∈ L(E1, ..., En;G) e v ∈ I(G;F ) de modo que

T (x1, ..., xn) = v (A(x1, ..., xn)).

É conhecido que CnI é um ideal de aplicações n-lineares (para detalhes veja [20]). O

caso I = Las,1 foi investigado em [20], onde foi demonstrado que esta classe tem várias

caracteŕısticas importantes do ideal linear, tal como um teorema de Dvoretzky-Rogers,

um teorema do tipo Grothendieck e um teorema do tipo Lindenstrauss-Pe lczyński.

2.2 O teorema da composição de Pietsch: uma

versão multilinear

Um resultado importante da teoria linear dos operadores absolutamente somantes

é o Teorema da composição de Pietsch (já mencionado anteriormente):
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2.2. O TEOREMA DA COMPOSIÇÃO DE PIETSCH: UMA VERSÃO

MULTILINEAR

Teorema 2.2.1 (Pietsch) Se p, q ∈ (1,∞) e r ∈ [1,∞) são tais que 1
r

= 1
p

+ 1
q
, então

Las,q ◦ Las,p ⊂ Las,r. (2.2)

Recentemente, D. Popa [66] investigou este resultado no contexto multilinear. A

primeira questão enfrentada em [66] foi escolher qual seria a classe natural de aplicações

n-lineares absolutamente p-somantes Inp para a qual um resultado análogo valeria. Mais

precisamente, o seguinte problema foi a motivação de [66] (veja [66, Seção 1]):

Problema 2.2.2 Se p, q ∈ (1,∞) e r ∈ [1,∞) são tais que 1
r

= 1
p

+ 1
q
, será que a

inclusão

Las,q ◦ I
n
p ⊂ Inr (2.3)

é sempre válida para todo número natural n e alguma extensão natural n-linear (Ins )∞s=1

de (Las,s)
∞
s=1?

Em [66] o autor mostrou que a inclusão (2.3) está longe de ser verdadeira para a

classe das aplicações n-lineares dominadas, i.e., quando Inp = Lnd,p e Inr = Lnd,r. Assim, o

autor optou por investigar o caso em que Inp = Lnd,p e Inr = Lnas,r, i.e., a seguinte questão

foi considerada:

Problema 2.2.3 Sejam p, q ∈ (1,∞) e r ∈ [1,∞) tais que 1
r

= 1
p

+ 1
q
. Para quais

números naturais n a inclusão

Las,q ◦ L
n
d,p ⊂ Lnas,r

é verdadeira?

Os resultados principais de [66] (Teorema 4 e Corolário 19) respondem a questão

anterior para todo inteiro positivo n e r ∈ [1, 2] :

Teorema 2.2.4 (D. Popa, 2010) Sejam p, q ∈ (1,∞) e r ∈ [1, 2] tais que 1
r

= 1
p

+ 1
q
.

Então

Las,q ◦ L
n
d,p ⊂ Lnas,r (2.4)

para todo número natural n.

O caso r ∈ (2,∞) não foi resolvido em [66]:
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Problema 2.2.5 Sejam p, q ∈ (1,∞) e r ∈ (2,∞) tais que 1
r

= 1
p

+ 1
q
. Para quais

números naturais n a inclusão

Las,q ◦ L
n
d,p ⊂ Lnas,r (2.5)

é verdadeira?

Acreditamos que considerando diferentes classes (operadores n-lineares p-dominados

e multilineares absolutamente r-somantes), o Problema 2.2.3 se afasta da sua motivação

original (2.2), embora não deixe de ser um problema matematicamente interessante.

Vale a pena ressaltar que a classe Lnas,r (embora tenha sido muito explorada por

vários autores e por nós no Caṕıtulo 1) não é, sob certo sentido, considerada uma

extensão adequada de Las,r, já que várias propriedades de Las,r são descaracterizadas

em Lnas,r (este tipo de falha desta classe - e sua versão polinomial - foi discutida

em alguns trabalhos recentes (veja, por exemplo, [65, página 167] e [26, 27, 57])).

Usando a terminologia de [26] podemos dizer que o ideal dos polinômios n-homogêneos

absolutamente r-somantes (associado a Lnas,r) não é compat́ıvel com o ideal dos

operadores lineares Las,r.

O caso r = 1 no Teorema 2.2.4 ([66, Theorem 4]) merece uma atenção especial.

Ao contrário do que acontece na teoria linear (n = 1), para n ≥ 2, em muitos casos,

i.e., para vários espaços de Banach E1, ..., En, F , o espaço Lnas,1 (E1, ..., En;F ) coincide

com o espaço dos operadores multilineares cont́ınuos L(E1, ..., En;F ) e o Teorema 2.2.4

(com r = 1) se torna trivial. Por exemplo:

• Para quaisquer espaços de Banach E1, ..., En o Teorema de Defant-Voigt (Teorema

1.3.4) garante que

Lnas,1(E1, ..., En;K) = L(E1, ..., En;K). (2.6)

• Se cada Ej é um espaço de Banach com cotipo qj para todo j e 1 ≤ 1
q1

+ · · ·+ 1
qn

,

então

Lnas,1(E1, ..., En;F ) = L(E1, ..., En;F ) (2.7)

para qualquer espaço de Banach F . Esse resultado foi originalmente provado por

G. Botelho [11] e é um caso particular do Lema 1.4.7.

Veremos que o ideal de composição gerado pelos operadores multilineares

28



2.2. O TEOREMA DA COMPOSIÇÃO DE PIETSCH: UMA VERSÃO
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absolutamente p-somantes é precisamente a classe que responde totalmente o Problema

2.2.2.

A solução para o Problema 2.2.2 é uma simples consequência do Teorema da

Composição de Pietsch para operadores lineares absolutamente somantes:

Proposição 2.2.6 Se p, q ∈ (1,∞) e r ∈ [1,∞) são tais que 1
r

= 1
p

+ 1
q
, então

Las,q ◦ C
n
Las,p

⊂ CnLas,r

para todo número natural n.

Demonstração: Sejam u ∈ Las,q (F ;H) e T ∈ CnLas,p
(E1, ..., En;F ) . Então existem

v ∈ Las,p (G;F ) e A ∈ L (E1, ..., En;G) tais que

T = v ◦ A.

Do Teorema da Composição de Pietsch, segue que

u ◦ v ∈ Las,r (G;H)

e, portanto,

u ◦ T = u ◦ (v ◦ A) = (u ◦ v) ◦ A ∈ CnLas,r
(E1, ..., En;H) .

�

Observação 2.2.7 Vale ressaltar que a versão polinomial do multi-ideal (CnI )∞n=1 (a

qual denotamos por (CPn
I)∞n=1) também resolve a versão polinomial para o Problema

2.2.2. Mais ainda, o ideal de polinômios (CPn
I)∞n=1 é uma sequência coerente e

compat́ıvel com I (veja [26]), reforçando que o método da composição é um método

adequado de generalizar o ideal dos operadores lineares absolutamente somantes.

Veremos ainda, a seguir, que podemos facilmente obter respostas parciais para o

Problema 2.2.5. Mais precisamente, mostraremos, em particular, que a inclusão (2.5) é

verdadeira sempre que n ≥ p
r
.

É fácil ver que
p

n
≤ r ≤ p⇒ Lnd,p ⊂ Lnas,r. (2.8)

Assim, temos:
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Proposição 2.2.8 Sejam p, q, r ∈ (1,∞) tais que r ≤ p. Então, a inclusão

Las,q ◦ L
n
d,p ⊂ Lnas,r (2.9)

é válida para todo n ≥ p
r
.

Demonstração: Se u ∈ Las,q (F ;H) e T ∈ Lnd,p (E1, ..., En;F ), então

u ◦ T ∈ Lnd,p (E1, ..., En;F )

e, portanto, u ◦ T ∈ Lnas,r (E1, ..., En;H) . �

Assim, a fortiori, temos uma resposta parcial para o Problema 2.2.5 (note que não

necessitamos da hipótese 1
p

+ 1
q

= 1
r
):

Corolário 2.2.9 Sejam p, q, r ∈ (1,∞) tais que 1
r

= 1
p

+ 1
q
. Então, a inclusão

Las,q ◦ L
n
d,p ⊂ Lnas,r (2.10)

é válida para todo n ≥ p
r
.

Note que a Proposição 2.2.8, embora não resolva totalmente a questão proposta por

D. Popa, tem a vantagem de não exigir que 1
r

= 1
p

+ 1
q

:

[
Proposição 2.2.8:

Las,q ◦ L
n
d,p ⊂ Lnas,r para r, p, q ∈ (1,∞) com n ≥ p

r
e r ≤ p

]

[
Teorema 2.2.4:

Las,q ◦ L
n
d,p ⊂ Lnas,r para r ∈ (1, 2), p, q ∈ (1,∞) com 1

r
= 1

p
+ 1

q
e n ≥ 1

]

2.3 Resultados envolvendo cotipo

Como comentado na Seção 2.1, o ideal das aplicações multilineares p-dominadas

é considerado, sob o ponto de vista de resultados de coincidência, um ideal pequeno.

Assim, abordaremos, explorando cotipo, resultados mais fortes do que o que foi proposto

no Problema 2.2.3. Mais precisamente, investigaremos resultados do tipo
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Las(t;l) ◦
⋃

p≥1
Lnd,p ⊂ Lnas(r;s)

para t, l, r, s ∈ [1,∞). Em outras palavras, para espaços de Banach fixos E1, ..., En, F,G

com certas propriedades, e parâmetros t, l, r, s, será que se tem

Las(t;l)(F ;G) ◦
⋃

p≥1
Lnd,p(E1, ..., En;F ) ⊂ Lnas(r;s)(E1, ..., En;G)?

O seguinte resultado será útil para os nossos propósitos:

Teorema 2.3.1 (Floret, Matos (1995) e Pérez-Garćıa (2002)) Se E1, ..., En são

espaços de Banach, então

⋃
p≥1

Lnd,p(E1, ..., En;K) ⊂ Lnas(1;2,...,2)(E1, ..., En;K).

O resultado acima é devido a K. Floret e M.C. Matos [40] para o caso complexo e

devido a D. Pérez-Garćıa [58] para o caso geral.

O próximo resultado é uma aplicação do teorema anterior:

Proposição 2.3.2 Se E1, ..., En, F e G são espaços de Banach, então

Las(s;1)(F ;G) ◦
⋃

p≥1
Lnd,p(E1, ..., En;F ) ⊂ Lnas(s;2,...,2)(E1, ..., En;G).

para todo s ≥ 1.

Demonstração: Seja T ∈ Las(s;1)(F ;G) e R ∈
⋃

p≥1
Lnd,p(E1, ..., En;F ). Considere

(x
(i)
j )∞j=1 ∈ lw2 (Ei) , para todo i = 1, ..., n. Se ϕ ∈ F ∗, pelo Teorema 2.3.1, temos

ϕ ◦R ∈
⋃

p≥1
Lnd,p(E1, ..., En;K) ⊂ Lnas(1;2,...,2)(E1, ..., En;K).

Portanto (
ϕ
(
R(x

(1)
j , ..., x

(n)
j )
))∞

j=1
∈ l1.

Conclúımos que
(
R(x

(1)
j , ..., x

(n)
j )
)∞
j=1

∈ lw1 (F ) e assim

(
T
(
R(x

(1)
j , ..., x

(n)
j )
))∞

j=1
∈ ls (G) ,
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pois T ∈ Las(s;1)(F ;G). �

Quando E1 = · · · = En são L∞-espaços temos um resultado mais forte.

Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e λ > 1. Dizemos que um espaço de Banach E é um Lp,λ-espaço

se todo subspaço de dimesão finita F de E está contido em um subspaço de dimensão

finita G de E e existe um isomorfismo u : G → ldimG
p com ‖u‖ ‖u−1‖ < λ. O espaço E

é dito um Lp-espaço se for um Lp,λ-espaço para algum λ > 1.

Proposição 2.3.3 Se F,G são espaços de Banach e E1 = · · · = En são L∞-espaços,

então

Las(s;r)(F ;G) ◦ L(E1, ..., En;F ) ⊂ Lnas(s;2r,...,2r)(E1, ..., En;G)

para todo s ≥ r ≥ 1.

Demonstração: Sejam T ∈ Las(s;r)(F ;G) e R ∈ L(E1, ..., En;F ). Considere

(x
(k)
j )∞j=1 ∈ lw2r (Ek) para todo k = 1, ..., n. Se ϕ ∈ F ∗ temos, de [15, Teorema 3.15],

ϕ ◦R ∈ L(E1, ..., En;K) = Lnas(r;2r,...,2r)(E1, ..., En;K).

Portanto (
ϕ
(
R(x

(1)
j , ..., x

(n)
j )
))∞

j=1
∈ lr

e assim
(
R(x

(1)
j , ..., x

(n)
j )
)∞
j=1

∈ lwr (F ). Como T ∈ L(s;r)(F,G), conclúımos que

(
T
(
R(x

(1)
j , ..., x

(n)
j )
))∞

j=1
∈ ls (G) .

�

O seguinte resultado pode ser encontrado em [60, Theorem 3.10]:

Proposição 2.3.4 (Pérez-Garćıa e Villanueva, 2003) Se F tem cotipo s finito,

então

⋃
p≥1

Lnd,p(E1, ..., En;F ) ⊂ Lnmas(s;2,...,2)(E1, ..., En;F ) ⊂ Lnas(s;2,...,2)(E1, ..., En;F )

para quaisquer espaços de Banach E1, ..., En.

Em particular, o resultado anterior mostra que

L(F ;G) ◦
⋃

p≥1
Lnd,p(E1, ..., En;F ) ⊂ Lnas(s;2,...,2)(E1, ..., En;G)
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para F com cotipo s finito e quaisquer espaços de Banach E1, ..., En, G.

Nossa atenção será voltada para o caso s = 2 da Proposição 2.3.4. É bem conhecido

que se E1, ..., En e F têm cotipo 2, então

Lnmas,2(E1, ..., En;F ) = Lnmas,r(E1, ..., En;F ) (2.11)

para todo 1 ≤ r ≤ 2. Portanto, segue imediatamente o seguinte resultado:

Corolário 2.3.5 Se E1, ..., En e F têm cotipo 2, então

Las,q(F ;G) ◦
⋃

p≥1
Lnd,p(E1, ..., En;F ) ⊂ Lnmas,r(E1, ..., En;G)

para todo q ∈ [1,∞), 1 ≤ r ≤ 2 e todo espaço de Banach G.

Demonstração: Segue da Proposição 2.3.4 e de (2.11). �

Sob as hipóteses da Proposição 2.3.4, em geral, Lnas,1(E1, ..., En;G) não está contido

em Lnas,2(E1, ..., En;G). Com efeito, a aplicação T : l2 × l2 → l1 dada por

T (x, y) = (xjyj)
∞
j=1

pertence a L2
as,1 (l2, l2; l1) mas não pertence a L2

as,2 (l2, l2; l1) . O Teorema 1.5.2, em

particular, afirma que se algum Ej tem cotipo 2, então

Lnas(2;2,2,...,2)(E1, ..., En;G) ⊂ Lnas(p;p,p,...,p)(E1, ..., En;G)

para todo 1 ≤ p ≤ 2. Assim, temos:

Corolário 2.3.6 Se Ej tem cotipo 2 para algum j e F tem cotipo 2, então

Las,q(F ;G) ◦
⋃

p≥1
Lnd,p(E1, ..., En;F ) ⊂ Lnas,r(E1, ..., En;G)

para todo q ∈ [1,∞), todo r ∈ [1, 2] e quaisquer espaços de Banach

E1, ..., Ej−1, Ej+1, ..., En, G.

Demonstração: Da Proposição 2.3.4, temos

Las,q(F ;G) ◦
⋃

p≥1
Lnd,p(E1, ..., En;F ) ⊂ Lnas,2(E1, ..., En;G).

Como Lnas,2(E1, ..., En;G) ⊂ Lnas,r(E1, ..., En;G) o resultado segue. �
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Portanto o Corolário 2.3.6 é mais forte do que o Teorema 2.2.4 no caso especial

quando Ej tem cotipo 2 para algum j e F tem cotipo 2.

Agora exploraremos algumas consequências da Proposição 2.3.2. Usando a

Proposição 2.3.2 (com s = 1) e o Teorema 1.4.4 obtemos:

Corolário 2.3.7 Se F e G tem cotipo 2, então

Las,q(F ;G) ◦
⋃

p≥1
Lnd,p(E1, ..., En;F ) ⊂ Lnas(1;2,...,2)(E1, ..., En;G)

⊂ Lnas(2;2,...,2)(E1, ..., En;G)

para todo q ∈ (1,∞) e quaisquer espaços de Banach E1, ..., En.

Corolário 2.3.8 Se F tem cotipo 2 < s <∞, então

Las,q(F ;G) ◦
⋃

p≥1
Lnd,p(E1, ..., En;F ) ⊂ Lnas(1;2,...,2)(E1, ..., En;G)

⊂ Lnas(2;2,...,2)(E1, ..., En;G)

para todo 1 < q < s∗ e quaisquer espaços de Banach E1, ..., En, G.
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Caṕıtulo 3

Aplicações multilineares

absolutamente

(p; q1, . . . , qn; r)-somantes

A seguinte definição, devida a Pietsch [62, Definition 17.1.1] é uma extensão (ainda

no contexto linear) do conceito de operadores absolutamente somantes:

Definição 3.0.1 Sejam 0 < p, q, r ≤ ∞ tais que

1

p
≤

1

q
+

1

r
. (3.1)

Um operador linear u ∈ L (E;F ) é dito (p; q; r)-somante se existir uma constante

C > 0 tal que

(
m∑

j=1

|ϕj (u (xj))|
p

) 1
p

≤ C
∥∥∥(xj)

m
j=1

∥∥∥
w,q

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r

(3.2)

para todo inteiro positivo m, quaisquer x1, ..., xm em E e ϕ1, ..., ϕm em F ∗.

Quando r = ∞, voltamos ao caso clássico dos operadores absolutamente (p; q)-

somantes. Isso será demonstrado, já para um contexto mais amplo, na próxima seção.

O espaço vetorial formado pelos operadores lineares cont́ınuos de E em F que

são absolutamente (p; q; r)-somantes será denotado por Las(p;q;r) (E;F ). A menor das

constantes C que satisfazem a desigualdade (3.2) define uma norma em Las(p;q;r) (E;F )

se p ≥ 1 (p-norma se 0 < p < 1) e será denotada por ‖·‖as(p;q;r).
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Quando 1
p
> 1

q
+ 1

r
tem-se Las(p;q;r) (E;F ) = {0} (veja [35, pg. 196]) e, por esse

motivo, assumimos na definição anterior 1
p
≤ 1

q
+ 1

r
. Na próxima seção demonstraremos

esse resultado num contexto mais geral.

O seguinte resultado de inclusão pode ser encontrado com sua demonstração em [62,

Proposition 17.1.4]:

Proposição 3.0.2 Se s1 ≤ s2 para todo s ∈ {p, q, r} e

1

q1
+

1

r1
−

1

p1
≤

1

q2
+

1

r2
−

1

p2
,

então

Las(p1;q1;r1) ⊂ Las(p2;q2;r2).

Há pelo menos duas maneiras bastante naturais de se generalizar a classe dos

operadores lineares (p; q; r)-somantes para o contexto multilinear e polinomial. Neste

caṕıtulo e no próximo exploraremos tais alternativas.

3.1 Aplicações multilineares (p; q1, ..., qn; r)-somantes

Seguindo a sequência histórica do aparecimento das generalizações multilineares

absolutamente somantes, neste caṕıtulo exploraremos a generalização natural, onde a

soma é feita em um único ı́ndice. Esta abordagem foi introduzida por D. Achour [1] e

segue a essência da Definição 1.3.1:

Definição 3.1.1 (D. Achour, 2011) Sejam 0 < p, q1, ..., qn, r ≤ ∞ com

1

p
≤

1

q1
+ · · · +

1

qn
+

1

r
.

Uma função T ∈ L(E1, . . . , En;F ) é absolutamente (p; q1, . . . , qn; r)-somante se existir

C ≥ 0 tal que

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , . . . , x

(n)
j

))∣∣∣
p
) 1

p

≤ C
∥∥∥(ϕj)

m
j=1

∥∥∥
w,r

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,qi

(3.3)

para todo m ∈ N, ϕj ∈ F ∗ e x
(i)
j ∈ Ei, i = 1, ...n e j = 1, ...,m.
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Denotaremos por Las(p;q1,...,qn;r) (E1, . . . , En;F ) o espaço vetorial das aplicações

(p; q1, . . . , qn; r)-somantes. Quando q1 = · · · = qn = q escrevemos

apenas Las(p;q;r) (E1, . . . , En;F ) ao invés de Las(p;q,...,q;r) (E1, . . . , En;F ). A menor

das constantes C que satisfazem a desigualdade (3.3) define uma norma em

Las(p;q1,...,qn;r)(E1, . . . , En;F ) se p ≥ 1 (p-norma se 0 < p < 1) e será denotada por

‖·‖as(p;q1,...,qn;r) .

Se 1
p
> 1

q1
+ · · ·+ 1

qn
+ 1

r
e T for absolutamente (p; q1, . . . , qn; r)-somante então T = 0.

Com efeito, seja T não nula e absolutamente (p; q1, . . . , qn; r)-somante e suponha que

q = q1 = · · · = qn (o caso geral é feito de modo análogo). Note que

p <
qr

q + nr
.

De fato,
1

p
>

1

q
+ · · · +

1

q
+

1

r
⇒

1

p
>
q + nr

qr
.

Sejam (λj)
∞
j=1 ∈ l qr

q+nr
−lp e x1 ∈ E1, ..., xn ∈ En, ϕ ∈ F tais que ϕ (T (x1, ..., xn)) 6= 0.

Como T é (p; q1, . . . , qn; r)-somante, temos

|ϕ (T (x1, . . . , xn))|

(
m∑

j=1

|λj|
p

) 1
p

= |ϕ (T (x1, . . . , xn))|

(
m∑

j=1

∣∣∣∣λ
( qr

q+nr )( 1
r
+n

q )
j

∣∣∣∣
p
) 1

p

=

(
m∑

j=1

∣∣∣∣λ
( qr

q+nr ) 1
r

j ϕ

(
T

(
λ

( qr

q+nr ) 1
q

j x1, . . . , λ
( qr

q+nr ) 1
q

j xn

))∣∣∣∣
p
) 1

p

≤ ‖T‖as(p;q1,...,qn;r)

∥∥∥∥∥

(
λ

( qr

q+nr ) 1
r

j ϕ

)m

j=1

∥∥∥∥∥
w,r

n∏

i=1

∥∥∥∥∥

(
λ

( qr

q+nr ) 1
q

j xi

)m

j=1

∥∥∥∥∥
w,q

Hahn-Banach
= ‖T‖as(p;q1,...,qn;r) ‖ϕ‖ ‖x1‖ · · · ‖xn‖

(
m∑

j=1

∣∣∣∣λ
( qr

q+nr ) 1
r

j

∣∣∣∣
r
) 1

r n∏

i=1

(
m∑

j=1

∣∣∣∣λ
( qr

q+nr ) 1
q

j

∣∣∣∣
q
) 1

q

= ‖T‖as(p;q1,...,qn;r) ‖ϕ‖ ‖x1‖ · · · ‖xn‖

(
m∑

j=1

∣∣∣∣λ
( qr

q+nr )
j

∣∣∣∣

) 1
r n∏

i=1

(
m∑

j=1

∣∣∣∣λ
( qr

q+nr )
j

∣∣∣∣

) 1
q

= ‖T‖as(p;q1,...,qn;r) ‖ϕ‖ ‖x1‖ · · · ‖xn‖

(
m∑

j=1

∣∣∣∣λ
( qr

q+nr )
j

∣∣∣∣

) 1
r
+n

q

.
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Assim

|ϕ (T (x1, . . . , xn))|

(
m∑

j=1

|λj|
p

) 1
p

≤ ‖T‖as(p;q1,...,qn;r) ‖ϕ‖ ‖x1‖ · · · ‖xn‖

(
m∑

j=1

∣∣∣∣λ
( qr

q+nr )
j

∣∣∣∣

) 1
r
+n

q

.

Fazendo m→ ∞, como (λj)
∞
j=1 ∈ l qr

q+nr
, segue que

(
m∑

j=1

|λj|
p

) 1
p

<∞,

contradizendo o fato de que (λj)
∞
j=1 6∈ lp.

O próximo resultado, embora bastante simples, ilustra a hierarquia de tamanho das

classes Las(p;q1,...,qn) e Las(p;q1,...,qn;r):

Proposição 3.1.2 Sejam n um número inteiro positivo e 0 < p, q1, ..., qn, r ≤ ∞.

Então

Las(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) ⊂ Las(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F )

para quaisquer espaços de Banach E1, ..., En, F . Além disso,

‖·‖as(p;q1,...,qn;r) ≤ ‖·‖as(p;q1,...,qn) . (3.4)

Demonstração: Sejam ϕ1, ..., ϕm ∈ F ∗ e x
(i)
1 , ..., x

(i)
m ∈ Ei, com i ∈ {1, ..., n}. Se

T ∈ Las(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) , então

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p
) 1

p

≤

(
m∑

j=1

(
‖ϕj‖

∥∥∥T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥
)p
) 1

p

≤
∥∥∥(ϕj)

m
j=1

∥∥∥
∞

(
m∑

j=1

∥∥∥T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥
p
) 1

p

≤
∥∥∥(ϕj)

m
j=1

∥∥∥
w,r

(
m∑

j=1

∥∥∥T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥
p
) 1

p

≤
∥∥∥(ϕj)

m
j=1

∥∥∥
w,r

‖T‖as(p;q1,...,qn)
n∏
k=1

∥∥∥∥
(
x
(k)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,qk

,
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para todo m ∈ N. �

Corolário 3.1.3 Se r = ∞, então

Las(p;q1,...,qn)(E1, . . . , En;F ) =Las(p;q1,...,qn;∞)(E1, . . . , En;F ).

Além disso

‖·‖as(p;q1,...,qn;∞) = ‖·‖as(p;q1,...,qn) .

Demonstração: Pelo resultado anterior já sabemos que

Las(p;q1,...,qn)(E1, . . . , En;F ) ⊂Las(p;q1,...,qn;∞)(E1, . . . , En;F )

e

‖T‖as(p;q1,...,qn;∞) ≤ ‖T‖as(p;q1,...,qn) .

Para provar a outra inclusão, considere T ∈ Las(p;q1,...,qn;∞)(E1, . . . , En;F ). Então

(
m∑

j=1

∥∥∥T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥
p
) 1

p

=

(
m∑

j=1

sup
ϕj∈BF∗

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p
) 1

p

= sup
ϕj∈BF∗

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p
) 1

p

≤ ‖T‖as(p;q1,...,qn;∞)

∥∥∥∥
(
x
(1)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q1

. . .

∥∥∥∥
(
x
(n)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,qn

,

para quaisquer m ∈ N, ϕj ∈ F ∗ e x
(i)
j ∈ lwqi (Ei) , i = 1, ..., n, j = 1, ...,m. Assim T é

absolutamente (p; q1, . . . , qn)-somante e

‖T‖as(p;q1,...,qn) ≤ ‖T‖as(p;q1,...,qn;∞) .

�

A próxima proposição é uma generalização natural do Teorema de Inclusão 1.3.3

(veja [1]). Faremos uma demonstração alternativa:
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Proposição 3.1.4 (Achour, 2011) Sejam





1 ≤ p ≤ p̃ ≤ ∞,

1 ≤ qi ≤ q̃i ≤ ∞

1 ≤ r ≤ r̃ ≤ ∞

tais que (
n∑

i=1

1

qi

)
+

1

r
−

1

p
≤

(
n∑

i=1

1

q̃i

)
+

1

r̃
−

1

p̃
. (3.5)

Então

Las(p;q1,...,qn;r) ⊂ Las(p̃;q̃1,...,q̃n;r̃)

e

‖·‖as(p̃;q̃1,...,q̃n;r̃) ≤ ‖·‖as(p;q1,...,qn;r) . (3.6)

Demonstração: Sejam T ∈ Las(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ) ,m ∈ N, x
(i)
j ∈ Ei e ϕj ∈ F ∗,

com (i, j) ∈ {1, ..., n} × {1, ...,m}. Para cada i = 1, ..., n, sejam

1

pi
=

1

qi
−

1

q̃i
, (3.7)

1

r0
=

1

r
−

1

r̃
, (3.8)

k =

1
p
− 1

p̃
− 1

r0∑n
i=1

1
pi

. (3.9)

Defina ainda, para cada (i, j) ∈ {1, ..., n} × {1, ...,m} ,

λj =
∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p̃

r0 , (3.10)

λ
(i)
j =

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
kp̃

pi . (3.11)

Por (3.5), (3.7), (3.8) e (3.9), temos k ≥ 1. Com efeito,

n∑

i=1

1

pi

(3.7)
=

n∑

i=1

(
1

qi
−

1

q̃i

)
(3.5)

≤
1

r̃
−

1

r
+

1

p
−

1

p̃

(3.8)
=

1

p
−

1

p̃
−

1

r0
,
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e, de (3.9), temos k ≥ 1. Por (3.10) e (3.11), temos

(
λjλ

(1)
j · · ·λ

(n)
j

)p
=

(∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p̃
(

1
r0

+k
∑n

i=1
1
pi

)

)p

=
∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p̃−p

.

Note que

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p̃
) 1

p

(3.12)

=

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p̃−p ∣∣∣ϕj

(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p
) 1

p

=

(
m∑

j=1

(
λjλ

(1)
j · · ·λ

(n)
j

)p ∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p
) 1

p

=

(
m∑

j=1

∣∣∣λjϕj
(
T
(
λ
(1)
j x

(1)
j , ..., λ

(n)
j x

(n)
j

))∣∣∣
p
) 1

p

.

Como T ∈ Las(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ) , de (3.12) segue que

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p̃
) 1

p

(3.13)

≤ ‖T‖as(p;q1,...,qn;r)

∥∥∥(λjϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
λ
(i)
j x

(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,qi

.

De (3.7), a Desigualdade de Hölder garante que

∥∥∥∥
(
λ
(i)
j x

(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,qi

= sup
φi∈E∗

i

(
m∑

j=1

∣∣∣φi
(
λ
(i)
j x

(i)
j

)∣∣∣
qi

) 1
qi

(3.14)

≤

(
m∑

j=1

∣∣∣λ(i)j
∣∣∣
pi

) 1
pi

sup
φi∈E∗

i

(
m∑

j=1

∣∣∣φi
(
x
(i)
j

)∣∣∣
q̃i

) 1
q̃i

=

∥∥∥∥
(
λ
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
pi

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q̃i

.
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De modo análogo, de (3.8) temos

∥∥∥(λjϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r

≤
∥∥∥(λj)

m
j=1

∥∥∥
r0

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r̃
. (3.15)

De (3.11), temos

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
λ
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
pi

=
n∏

i=1

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
kp̃
) 1

pi

=

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
kp̃
)∑n

i=1
1
pi

=

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
kp̃
) 1

k

(

1
p
− 1

p̃
− 1

r0

)

=

∥∥∥∥∥

(∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p̃
)m

j=1

∥∥∥∥∥

1
p
− 1

p̃
− 1

r0

k

(k≥1)

≤

∥∥∥∥∥

(∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p̃
)m

j=1

∥∥∥∥∥

1
p
− 1

p̃
− 1

r0

1

=

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p̃
) 1

p
− 1

p̃
− 1

r0

,

e, de (3.10), segue que

∥∥∥(λj)
m
j=1

∥∥∥
r0

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
λ
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
pi

(3.16)

≤

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p̃
) 1

r0

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p̃
) 1

p
− 1

p̃
− 1

r0

=

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p̃
) 1

p
− 1

p̃

.
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Logo, de (3.13), (3.14), (3.15) e (3.16), obtemos

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p̃
) 1

p

≤ ‖T‖as(p;q1,...,qn;r)

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p̃
) 1

p
− 1

p̃ ∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r̃

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q̃i

.

E, finalmente, segue que

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p̃
) 1

p̃

≤ ‖T‖as(p;q1,...,qn;r)

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r̃

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q̃i

,

comprovando que T ∈ Las(p̃;q̃1,...,q̃n;r̃) (E1, ..., En;F ) com a desigualdade das normas (3.6).

�

3.2 Caracterização por desigualdades

O resultado a seguir mostra que as aplicações (p; q1, ..., qn; r)-somantes, assim como

as (p; q1, ..., qn)-somantes, são bem caracterizadas por desigualdades:

Teorema 3.2.1 Seja T ∈ L(E1, . . . , En;F ). São equivalentes:

(i) T ∈ Las(p;q1,...,qn;r)(E1, . . . , En;F );

(ii) Para todo (ϕj)
∞
j=1 ∈ lwr (F ∗) e

(
x
(i)
j

)∞
j=1

∈ lwqi (Ei) , i = 1, ..., n, tem-se

(
ϕj

(
T
(
x
(1)
j , . . . , x

(n)
j

)))∞
j=1

∈ lp (K) ;

(iii) Existe C ≥ 0 tal que

(
∞∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , . . . , x

(n)
j

))∣∣∣
p
) 1

p

≤ C
∥∥∥(ϕj)

∞
j=1

∥∥∥
w,r

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)∞
j=1

∥∥∥∥
w,qi

sempre que (ϕj)
∞
j=1 ∈ lwr (F ∗) e

(
x
(i)
j

)∞
j=1

∈ lwqi (Ei) , i = 1, ...n.

Demonstração: As implicações (iii) ⇒ (i) e (iii) ⇒ (ii) são triviais. A implicação

(i) ⇒ (iii) também é simples.
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(ii) ⇒ (iii) Defina a aplicação (n+ 1)-linear

Φ (T ) : lwq1 (E1) × · · · × lwqn (En) × lwr (F ∗) −→ lp

por

Φ (T )

((
x
(1)
j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
j

)∞
j=1

, (ϕj)
∞
j=1

)
=
(
ϕj

(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)))∞
j=1

.

Vamos mostrar que Φ (T ) é cont́ınua.

Seja (xm)∞m=1 uma sequência em lwq1 (E1)× · · · × lwqn (En)× lwr (F ∗) convergindo para

x =

((
x
(1)
j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
j

)∞
j=1

, (ϕj)
∞
j=1

)
∈ lwq1 (E1) × · · · × lwqn (En) × lwr (F ∗)

e tal que

lim
m→∞

Φ (T ) (xm) = (zj)
∞
j=1 ∈ lp.

Para cada m natural, escrevemos

(xm) =

((
x
(1)
m,j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
m,j

)∞
j=1

, (ϕm,j)
∞
j=1

)
∈ lwq1 (E1) × · · · × lwqn (En) × lwr (F ∗) .

Logo

lim
m→∞

(
ϕm,j

(
T
(
x
(1)
m,j, ..., x

(n)
m,j

)))∞
j=1

= (zj)
∞
j=1 em lp

e, portanto,

lim
m→∞

ϕm,j

(
T
(
x
(1)
m,j, ..., x

(n)
m,j

))
= zj em K, (3.17)

para todo j ∈ N.

Note ainda que

ϕm,j
m→∞
−→ ϕj em F ∗,

e

x
(i)
m,j

m→∞
−→ x

(i)
j em Ei, (3.18)

para todo j ∈ N e i = 1, ..., n. Assim,

lim
m→∞

ϕm,j

(
T
(
x
(1)
m,j, ..., x

(n)
m,j

))
= ϕj

(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))
(3.19)
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para todo j ∈ N. De fato, como T é cont́ınua, de (3.18) temos

T
(
x
(1)
m,j, ..., x

(n)
m,j

)
m→∞
−→ T

(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)

e dáı

∣∣∣ϕm,j
(
T
(
x
(1)
m,j, ..., x

(n)
m,j

))
− ϕj

(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣

=
∣∣∣ϕm,j

(
T
(
x
(1)
m,j, ..., x

(n)
m,j

))
− ϕm,j

(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))

+ϕm,j

(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))
− ϕj

(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣

≤ ‖ϕm,j‖
∥∥∥T
(
x
(1)
m,j, ..., x

(n)
m,j

)
− T

(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥+ ‖ϕm,j − ϕj‖
∥∥∥T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥ .

De (3.17) e (3.19) segue que

ϕj

(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))
= zj

para todo j ∈ N. Logo

lim
m→∞

Φ (T )

((
x
(1)
m,j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
m,j

)∞
j=1

, (ϕm,j)
∞
j=1

)

= lim
m→∞

(
ϕm,j

(
T
(
x
(1)
m,j, ..., x

(n)
m,j

)))∞
j=1

= (zj)
∞
j=1

=
(
ϕj

(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)))∞
j=1

= Φ (T )

((
x
(1)
j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
j

)∞
j=1

, (ϕj)
∞
j=1

)
.

Pelo Teorema do Gráfico Fechado para aplicações multilineares (veja [39]), segue que

Φ (T ) é cont́ınua.
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Portanto, para (ϕj)
∞
j=1 ∈ lwr (F ∗) e

(
x
(i)
j

)∞
j=1

∈ lwqi (Ei) , i = 1, ..., n, temos

(
∞∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , . . . , x

(n)
j

))∣∣∣
p
) 1

p

=

∥∥∥∥
(
ϕj

(
T
(
x
(1)
j , . . . , x

(n)
j

)))∞
j=1

∥∥∥∥
p

(3.20)

=

∥∥∥∥Φ (T )

((
x
(1)
j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
j

)∞
j=1

, (ϕj)
∞
j=1

)∥∥∥∥
p

≤ ‖Φ (T )‖
∥∥∥(ϕj)

∞
j=1

∥∥∥
w,r

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)∞
j=1

∥∥∥∥
w,qi

.

�

Observação 3.2.2 A aplicação Φ definida na demonstração acima preserva norma.

De fato,

‖Φ (T )‖ = sup
(

x
(i)
j

)∞

j=1
∈B

lwqi
(Ei)

(ϕj)
∞

j=1∈Blwr (F∗)

∥∥∥∥Φ (T )

((
x
(1)
j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
j

)∞
j=1

, (ϕj)
∞
j=1

)∥∥∥∥ (3.21)

= sup
(

x
(i)
j

)∞

j=1
∈B

lwqi
(Ei)

(ϕj)
∞

j=1∈Blwr (F∗)

(
∞∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , . . . , x

(n)
j

))∣∣∣
p
) 1

p

≤ ‖T‖as(p;q1,...,qn;r) .

De (3.20) e (3.21) segue que Φ preserva norma.

3.3 Uma generalização do Teorema de Defant-Voigt

Recordemos que o Teorema de Defant-Voigt, enunciado no Caṕıtulo 1, afirma que

L(E1, . . . , En;K) = Las(1;1)(E1, . . . , En;K).

Uma generalização do Teorema de Defant-Voigt aparece em [18, Theorem 3.1]. O

resultado abaixo é uma extensão natural de [18, Theorem 3.1]. A demonstração é

inteiramente análoga à demonstração de [18, Theorem 3.1], mas mesmo assim faremos

os detalhes.
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3.3. UMA GENERALIZAÇÃO DO TEOREMA DE DEFANT-VOIGT

Teorema 3.3.1 Seja A ∈ L(E1, . . . , En;F ) e suponha que existam 1 ≤ k < n e C > 0

tais que as aplicações s-lineares (onde s = n− k)

Ax1...xk(xk+1, . . . , xn) := A(x1, . . . , xn)

sejam absolutamente (p; q1, . . . , qs; r)-somantes para quaisquer x1 ∈ E1, . . . , xk ∈ Ek e,

além disso,

‖Ax1...xk‖as(p;q1,...,qs;r) ≤ C‖A‖‖x1‖ . . . ‖xk‖.

Então A é absolutamente (p; 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k coordenadas

, q1, . . . , qs; r)-somante e

‖A‖as(p;1,...,1,q1,...,qs;r) ≤ C‖A‖.

Demonstração: Sejam m ∈ N e

x
(1)
1 , . . . , x

(m)
1 ∈ E1

...

x(1)n , . . . , x(m)
n ∈ En.

Pelo Lema 5.1.2 do Apêndice, existem números reais não-negativos b1, . . . , bm tais

que
m∑

j=1

bqj = 1,

com 1
p

+ 1
q

= 1 e

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
A
(
x
(j)
1 , . . . , x(j)n

))∣∣∣
p
) 1

p

=

∥∥∥∥
(∣∣∣ϕj

(
A
(
x
(j)
1 , . . . , x(j)n

))∣∣∣
)m
j=1

∥∥∥∥
p

(3.22)

=
m∑

j=1

bj

∣∣∣ϕj
(
A
(
x
(j)
1 , . . . , x(j)n

))∣∣∣ .

=
m∑

j=1

bje
−iθjϕj

(
A
(
x
(j)
1 , . . . , x(j)n

))
, (3.23)

onde

ϕj

(
A
(
x
(j)
1 , . . . , x(j)n

))
= eiθj

∣∣∣ϕj
(
A
(
x
(j)
1 , . . . , x(j)n

))∣∣∣ .
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3.3. UMA GENERALIZAÇÃO DO TEOREMA DE DEFANT-VOIGT

Sejam rj as funções de Rademacher em [0, 1]. Notemos que a função

Ψ : [0, 1]k → R

dada por

Ψ(t1, ..., tk) =

=
m∑

j=1

(
k∏

l=1

rj(tl)

)
bje

−iθjϕj

(
A

(
m∑

j1=1

rj1(t1)x
(j1)
1 , . . . ,

m∑

jr=1

rjk(tk)x
(jk)
k , x

(j)
k+1, . . . , x

(j)
n

))

possui apenas um número finito de descontinuidades; portanto é integrável com respeito

à medida de Lebesgue λ em I = [0, 1]k . Usando o Teorema de Fubini e a multilinearidade

de A, temos

∫

I

m∑

j=1

(
k∏

l=1

rj(tl)

)
bje

−iθjϕj

(
A

(
m∑

j1=1

rj1(t1)x
(j1)
1 , . . . ,

m∑

jk=1

rjk(tk)x
(jk)
k , x

(j)
k+1, . . . , x

(j)
n

))
dλ

=

∫ 1

0

· · ·

∫ 1

0

(
m∑

j,j1,...,jr=1

bje
−iθjϕj

(
A
(
x
(j1)
1 , . . . , x

(jk)
k , x

(j)
k+1, . . . , x

(j)
n

)) k∏

l=1

rj(tl)rjl(tl)

)
dt1...dtk

=
m∑

j,j1,...,jk=1

[
bje

−iθjϕj

(
A
(
x
(j1)
1 , . . . , x

(jk)
k , x

(j)
k+1, . . . , x

(j)
n

)) k∏

l=1

(∫ 1

0

rj(tl)rjl(tl)dtl

)]

:= (∗)

Por (5.2) do Apêndice, sabemos que

∫ 1

0

rj(t)ri(t)dt = δji;

Logo

(∗) =
m∑

j=1

m∑

j1=1

. . .

m∑

jk=1

bje
−iθjϕj

(
A
(
x
(j1)
1 , . . . , x

(jk)
k , x

(j)
k+1, . . . , x

(j)
n

))
δjj1 . . . δjjk (3.24)

=
m∑

j=1

bje
−iθjϕj

(
A
(
x
(j)
1 , . . . , x

(j)
k , x

(j)
k+1, . . . , x

(j)
n

))
.
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3.3. UMA GENERALIZAÇÃO DO TEOREMA DE DEFANT-VOIGT

Definindo, para cada l = 1, ..., k,

zl =
m∑

j=1

rj(tl)x
(j)
l ,

obtemos, de (3.22) e (3.24),

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
A
(
x
(j)
1 , . . . , x(j)n

))∣∣∣
p
) 1

p

=
m∑

j=1

bje
−iθjϕj

(
A
(
x
(j)
1 , . . . , x(j)n

))

=

∫

I

m∑
j=1

(
k∏
l=1

rj(tl)

)
bje

−iθjϕj

(
A

(
m∑
j1=1

rj1(t1)x
(j1)
1 , . . . ,

m∑
jk=1

rjk(tk)x
(jk)
k , x

(j)
k+1, . . . , x

(j)
n

))
dλ

≤

∫

I

∣∣∣∣∣
m∑
j=1

(
k∏
l=1

rj(tl)

)
bjϕj

(
A

(
m∑
j1=1

rj1(t1)x
(j1)
1 , . . . ,

m∑
jk=1

rjk(tk)x
(jk)
k , x

(j)
k+1, . . . , x

(j)
n

))∣∣∣∣∣ dλ

≤

∫

I

m∑
j=1

(
bj

∣∣∣∣∣ϕj

(
A

(
m∑
j1=1

rj1(t1)x
(j1)
1 , . . . ,

m∑
jk=1

rjk(tk)x
(jk)
k , x

(j)
k+1, . . . , x

(j)
n

))∣∣∣∣∣

)
dλ

≤ sup
|tl|≤1

l=1,...,k

‖(bj)‖q

(
m∑
j=1

∣∣∣∣∣ϕj

(
A

(
m∑
j1=1

rj1(t1)x
(j1)
1 , . . . ,

m∑
j1=1

rjk(tk)x
(jk)
k , x

(j)
k+1, . . . , x

(j)
n

))∣∣∣∣∣

p)1/p

= sup
|tl|≤1

l=1,...,k

(
m∑
j=1

∣∣∣∣∣ϕj

(
A

(
m∑
j1=1

rj1(t1)x
(j1)
1 , . . . ,

m∑
j1=1

rjk(tk)x
(jk)
k , x

(j)
k+1, . . . , x

(j)
n

))∣∣∣∣∣

p)1/p

≤ sup
|tl|≤1,l=1,...,k

‖Az1...zk‖as(p;q1,...,qs;r)

∥∥∥∥
(
x
(j)
k+1

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q1

. . .
∥∥∥
(
x(j)n
)m
j=1

∥∥∥
w,qs

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r

≤ sup
|tl|≤1,l=1,...,k

C ‖A‖ ‖z1‖ . . . ‖zk‖

∥∥∥∥
(
x
(j)
k+1

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q1

. . .
∥∥∥
(
x(j)n
)m
j=1

∥∥∥
w,qs

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r

Lema 5.1.4

≤ C ‖A‖

(
k∏

l=1

∥∥∥∥
(
x
(j)
l

)m
j=1

∥∥∥∥
w,1

)(
n∏

l=k+1

∥∥∥∥
(
x
(j)
l

)m
j=1

∥∥∥∥
w,ql

)∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r
.

�

Corolário 3.3.2 Se L (E1, ..., Em;F ) = Las(p;q1,...,qm;r) (E1, ..., Em;F ) então

L (E1, ..., En;F ) = Las(p;q1,...,qm,1,...,1;r) (E1, ..., En;F )

49



3.4. OUTRAS RELAÇÕES COM OS OPERADORES MULTILINEARES

ABSOLUTAMENTE SOMANTES

para quaisquer espaços de Banach Em+1, ..., En. Em particular, para p ≥ 1 e espaços

de Banach E1, ..., En, temos

L (E1, ..., En;K) = Las(p;p,1,...,1;r) (E1, ..., En;K) . (3.25)

Demonstração: É claro que

id : Las(p;q1,...,qm;r) (E1, ..., Em;F ) −→ L (E1, ..., Em;F )

é cont́ınua e, por hipótese, é bijetiva. Segue do Teorema da Aplicação Aberta que existe

C > 0 tal que

‖T‖as(p;q1,...,qm;r) ≤ C ‖T‖ .

E, do teorema anterior, temos

L (E1, ..., En;F ) = Las(p;q1,...,qm,1,...,1;r) (E1, ..., En;F ) .

�

Como Las(p;q1,...,qm;∞) (E1, ..., Em;F ) = Las(p;q1,...,qm) (E1, ..., Em;F ) , temos, de (3.25):

Corolário 3.3.3 Se E1, ..., En são espaços de Banach, então

L (E1, ..., En;K) = Las(p;p,1,...,1) (E1, ..., En;K)

para todo p ≥ 1.

Observação 3.3.4 Quando p = 1 no corolário anterior obtemos o Teorema de Defant-

Voigt.

3.4 Outras relações com os operadores

multilineares absolutamente somantes

Nesta seção vamos comparar, através de resultados de inclusão, a classe definida na

seção anterior com a classe das aplicações multilineares absolutamente somantes (como

fizemos na Proposição 3.1.2). Os resultados são bastante simples e o objetivo é apenas

destacar como se comportam as classes de acordo com a variação dos parâmetros e
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3.4. OUTRAS RELAÇÕES COM OS OPERADORES MULTILINEARES

ABSOLUTAMENTE SOMANTES

com certas propriedades dos espaços de Banach envolvidos, ajudando a criar alguma

intuição sobre o “tamanho” das classes.

O próximo resultado relaciona as classes quando se tem alguma informação sobre o

tipo do espaço de Banach F :

Proposição 3.4.1 Seja F um espaço de Banach com tipo p∗. Então

Las(q;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) ⊂ Las(s;q1,...,qn;1) (E1, ..., En;F )

com
1

s
=

1

p
+

1

q
.

Demonstração:

Sejam T ∈ Las(q;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) , (ϕj)
∞
j=1 ∈ lw1 (F ∗) ,

(
x
(i)
j

)∞
j=1

∈ lwqi (Ei). Como

F ∗ tem cotipo p (veja [35, Propositiono 11.10]) temos

(
∞∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
s
) 1

s

≤

(
∞∑

j=1

(
‖ϕj‖

∥∥∥T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥
)s
) 1

s

≤

(
∞∑

j=1

‖ϕj‖
p

) 1
p
(

∞∑

j=1

∥∥∥T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥
q
) 1

q

=

(
∞∑

j=1

‖idF ∗ (ϕj)‖
p

) 1
p
(

∞∑

j=1

∥∥∥T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥
q
) 1

q

<∞.

�

Corolário 3.4.2 Se F é um espaço de Banach com tipo 2, então

Las(2;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) ⊂ Las(1;q1,...,qn;1) (E1, ..., En;F ) .

Em particular,

Las(2;1) (E1, ..., En;F ) ⊂ Las(1;1;1) (E1, ..., En;F ) .

Quando F é o corpo dos escalares, temos:
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Proposição 3.4.3 Sejam n um número natural e

1

t
=

1

r
+

1

p
.

Então

Las(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;K) ⊂ Las(t;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;K)

para quaisquer espaços de Banach E1, ..., En.

Demonstração: Seja T ∈ Las(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;K) . Assim

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
t
) 1

t

≤

(
m∑

j=1

(
‖ϕj‖

∥∥∥T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥
)t
) 1

t

≤

(
m∑

j=1

‖ϕj‖
r

) 1
r
(

m∑

j=1

∥∥∥T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)∥∥∥
p
) 1

p

≤ ‖T‖(p;q1,...,qn)

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
r

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,qi

= ‖T‖(p;q1,...,qn)

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,qi

,

para qualquer m ∈ N, (ϕj)
m
j=1 ∈ lwr (K∗) e

(
x
(i)
j

)m
j=1

∈ lwqi (Ei) i = 1, ..., n. Portanto

T ∈ Las(t;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;K) . �

3.5 Resultados de coincidência e inclusão

Como consequência da Proposição 3.1.2 e do Teorema de Defant-Voigt, temos:

Proposição 3.5.1 Se E1, ..., En são espaços de Banach, então

L(E1, . . . , En;K) = Las(1;1;r)(E1, . . . , En;K)

para todo r > 0.
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3.5. RESULTADOS DE COINCIDÊNCIA E INCLUSÃO

Quando r = 1, como
1
1
2

= 1 + 1,

a Proposição 3.4.3 nos garante que

Las(1;1)(E1, . . . , En;K) ⊂ Las( 1
2
;1;1)(E1, . . . , En;K)

e portanto temos:

Proposição 3.5.2 Se E1, ..., En são espaços de Banach E1, ..., En, então

L(E1, . . . , En;K) = Las( 1
2
;1;1) (E1, . . . , En;K) .

Usando a Proposição 3.1.2 e o teorema do tipo Grothendieck para aplicações

multilineares (veja Seção 1.6) temos facilmente o seguinte resultado:

Corolário 3.5.3 Se T ∈ L (l1, ..., l1; l2) então T é absolutamente
(

2
n+1

; 1, ..., 1; r
)
-

somante para todo r > 0.

Em particular, quando r = 1 no corolário anterior, temos:

Corolário 3.5.4 Se T ∈ L (l1, ..., l1; l2) então T é absolutamente
(

2
n+1

; 1, ..., 1; 1
)
-

somante.

Usando a Proposição 3.4.1 temos um resultado mais forte que o Corolário 3.5.4:

Teorema 3.5.5 Se T ∈ L (l1, ..., l1; l2) então T é absolutamente
(

2
n+2

; 1, ..., 1; 1
)
-

somante.

Demonstração: Como l2 tem tipo 2 e

1
2

n+2

=
1

2
+

1
2

n+1

,

da Proposição 3.4.1 temos

Las( 2
n+1

;1,...,1) (l1, ..., l1; l2) ⊂ Las( 2
n+2

;1,...,1;1) (l1, ..., l1; l2)

e o resultado segue pelo Teorema 1.6.4. �

Explorando o cotipo de Ei temos os seguintes resultados:
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Proposição 3.5.6 Sejam s, r > 0 e Ej espaços de Banach com cotipo sj para todo

j = 1, ..., n, e pelo menos um dos sj é finito. Se

1

s
≤

1

s1
+ . . .+

1

sn
,

então

L (E1, ..., En;F ) = Las(s;b1,...,bn;r) (E1, ..., En;F )

para

bj = 1 se sj <∞ e bj = ∞ se sj = ∞.

Demonstração: Pelo Lema 1.4.7 temos

L (E1, ..., En;F ) = Las(s;b1,...,bn) (E1, ..., En;F ) .

e, pela Proposição 3.1.2, sabemos que

Las(s;b1,...,bn) (E1, ..., En;F ) ⊂ Las(s;b1,...,bn;r) (E1, ..., En;F ) .

Logo, segue o resultado. �

O próximo resultado é uma variação do Teorema 1.5.2:

Teorema 3.5.7 Sejam k ≤ n e r > 0. Se Ei tem cotipo si ≥ 2, i = 1, ..., k e

1 ≤ p ≤ q < min
1≤i≤k

s∗i se si > 2 para algum i = 1, ..., k

ou

1 ≤ p ≤ q ≤ 2 se si = 2 para todo i = 1, ..., k,

então

Las(s;q,...,q,t,...,t;r)(E1, ..., En;F ) = Las( sqp

sk(q−p)+qp
;p,...,p,t,...,t;r)(E1, ..., En;F ),

para quaisquer espaços de Banach Ek+1, ..., En, F e s, t ≥ 1 (aqui q e p são repetidos k

vezes). Em particular,

Las(s;q,...,q;r)(E1, ..., En;F ) = Las( sqp

sk(q−p)+qp
;p,...,p;r)(E1, ..., En;F ).
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3.5. RESULTADOS DE COINCIDÊNCIA E INCLUSÃO

Demonstração: Como Ei tem cotipo si ≥ 2, i = 1, ..., k, então, de [8] temos

lwp (Ei) = lqp/(q−p)l
w
q (Ei)

para todo i = 1, ..., k com

1 ≤ p ≤ q < min
1≤i≤k

s∗i se si > 2 para algum i = 1, ..., k

ou

1 ≤ p ≤ q ≤ 2 se si = 2 para todo i = 1, ..., k.

Sejam (x
(i)
j )∞j=1 ∈ lwp (Ei), i = 1, ..., k, (ϕj)

∞
j=1 ∈ lwr (F ∗) e (x

(i)
j )∞j=1 ∈ lwt (Ei) para

i = k + 1, ..., n. Assim

x
(i)
j = α

(i)
j y

(i)
j ,

com
(
α
(i)
j

)∞
j=1

∈ lqp/(q−p) e
(
y
(i)
j

)∞
j=1

∈ lwq (Ei) , para todo j e i = 1, ..., k.

Se T ∈ Las(s;q,...,q,t,...,t;r)(E1, ..., En;F ), como

1

s
+
k (q − p)

qp
=
sk (q − p) + qp

sqp
,

então

(
∞∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
sqp

sk(q−p)+qp

) sk(q−p)+qp

sqp

=

(
∞∑

j=1

(∣∣∣α(1)
j · · ·α

(k)
j

∣∣∣
∣∣∣ϕj
(
T
(
y
(1)
j , ..., y

(k)
j , x

(k+1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
) sqp

sk(q−p)+qp

) sk(q−p)+qp

sqp

≤

(
∞∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
y
(1)
j , ..., y

(k)
j , x

(k+1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
s
) 1

s
(

∞∑

j=1

∣∣∣α(1)
j · · ·α

(k)
j

∣∣∣
qp

k(q−p)

)k( q−p

qp )

≤

(
∞∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
T
(
y
(1)
j , ..., y

(k)
j , x

(k+1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
s
) 1

s k∏

i=1

(
∞∑

j=1

∣∣∣α(i)
j

∣∣∣
qp

(q−p)

) q−p

qp

<∞

e conclúımos que

Las(s;q,...,q,t,...,t;r)(E1, ..., En;F ) ⊂ Las( sqp

sk(q−p)+qp
;p,...,p,t,...,t;r)(E1, ..., En;F ).
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A outra inclusão é consequência da Proposição 3.1.4. �

Observação 3.5.8 Como
qp

k (q − p) + p
≤ p,

é claro que

Las(q;q;r)(E1, ..., En;F ) ⊂ Las(p;p;r)(E1, ..., En;F )

nas hipóteses do teorema anterior.

3.6 Polinômios absolutamente (p; q; r)-somantes

Relembremos o conceito de polinômios (p, q)-somante introduzido em [3]:

Definição 3.6.1 Sejam p, q > 0, n ∈ N e E,F espaços de Banach. Um polinômio

n-homogêneo cont́ınuo P : E → F é absolutamente (p, q)-somante, (ou (p, q)-somante)

se

(P (xj))
∞
j=1 ∈ lp (E)

sempre que (xj)
∞
j=1 ∈ lwq (E) .

A seguir exploramos a versão polinomial da Definição 3.1.1:

Definição 3.6.2 Sejam p, q, r > 0. Um polinômio P ∈ P (nE;F ) é absolutamente

(p; q; r)-somante se existir C ≥ 0 tal que

(
m∑
j=1

|ϕj (P (xj))|
p

) 1
p

≤ C
∥∥∥(ϕj)

m
j=1

∥∥∥
w,r

∥∥∥(xj)
m
j=1

∥∥∥
n

w,q
(3.26)

para todo m ∈ N, xj ∈ E e ϕj ∈ F ∗, j = 1, ...,m.

Para evitar o caso trivial, sempre estará impĺıcito que

1

p
≤
n

q
+

1

r
.

A justificativa é similar à do caso multilinear.

Denotaremos por Pas(p;q;r) (nE;F ) (ou Pn
as(p;q;r) (nE;F )) o espaço vetorial formado

por tais polinômios. A menor das constantes que satisfazem a desigualdade (3.26) define
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uma norma em Pas(p;q;r) (nE;F ) se p ≥ 1 (p-norma se 0 < p < 1) e será denotada por

‖·‖Pas(p;q;r)
.

Vamos verificar que a menor das constantes que satisfazem a desigualdade (3.26)

define uma norma em Pas(p;q;r) (nE;F ) se p ≥ 1. É claro que ‖P‖Pas(p;q;r)
≥ 0 para todo

P ∈ Pas(p;q;r) (nE;F ) e que

‖P‖Pas(p;q;r)
= 0 ⇔ P = 0.

A desigualdade triangular também se verifica facilmente. De fato, para P,Q ∈

Pas(p;q;r) (nE;F ) e quaisquer m ∈ N, xj ∈ E e ϕj ∈ F ∗, j = 1, ...,m,

(
m∑
j=1

|ϕj ((P +Q) (xj))|
p

) 1
p

=

(
m∑
j=1

|ϕj ((P ) (xj)) + ϕj ((Q) (xj))|
p

) 1
p

≤

(
m∑
j=1

|ϕj ((P ) (xj))|
p

) 1
p

+

(
m∑
j=1

|ϕj ((Q) (xj))|
p

) 1
p

≤
(
‖P‖Pas(p;q;r)

+ ‖Q‖Pas(p;q;r)

)∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r

∥∥∥(xj)
m
j=1

∥∥∥
n

w,q
.

Portanto

‖P +Q‖Pas(p;q;r)
≤ ‖P‖Pas(p;q;r)

+ ‖Q‖Pas(p;q;r)
.

Se λ ∈ K, temos

(
m∑
j=1

|ϕj (λP (xj))|
p

) 1
p

= |λ|

(
m∑
j=1

|ϕj (P (xj))|
p

) 1
p

≤ |λ| ‖P‖Pas(p;q;r)

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r

∥∥∥(xj)
m
j=1

∥∥∥
n

w,q
.

Assim

‖λP‖Pas(p;q;r)
≤ |λ| ‖P‖Pas(p;q;r)

. (3.27)

De (
m∑
j=1

|ϕj (λP (xj))|
p

) 1
p

≤ ‖λP‖Pas(p;q;r)

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r

∥∥∥(xj)
m
j=1

∥∥∥
n

w,q
,
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temos

(
m∑
j=1

|ϕj (P (xj))|
p

) 1
p

≤
1

|λ|
‖λP‖Pas(p;q;r)

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r

∥∥∥(xj)
m
j=1

∥∥∥
n

w,q
.

Logo

‖P‖Pas(p;q;r)
≤

1

|λ|
‖λP‖Pas(p;q;r)

(3.28)

e, de (3.27) e (3.28), segue que

‖λP‖Pas(p;q;r)
= |λ| ‖P‖Pas(p;q;r)

.

Assim como no Corolário 3.1.3, temos um resultado similar para polinômios:

Proposição 3.6.3 Pas(p;q;∞) (nE;F ) = Pas(p;q) (nE;F ) .

Demonstração: Sejam ϕ1, ..., ϕm ∈ F ∗ e x1, ..., xm ∈ E e m um inteiro positivo. Se

P ∈ Pas(p;q) (nE;F ) , então

(
m∑

j=1

|ϕj (Pxj)|
p

) 1
p

≤

(
m∑

j=1

(‖ϕj‖ ‖P (xj)‖)p
) 1

p

≤
∥∥∥(ϕj)

m
j=1

∥∥∥
∞

(
∞∑

j=1

‖P (xj)‖
p

) 1
p

.

Logo P ∈ Pas(p;q;∞) (nE;F ) .

Agora, seja P ∈ Pas(p;q;∞)(
nE;F ). Então

(
m∑

j=1

‖P (xj)‖
p

) 1
p

=

(
m∑

j=1

sup
ϕj∈BF∗

|ϕj (P (xj))|
p

) 1
p

= sup
ϕ1,...,ϕm∈BF∗

(
m∑

j=1

|ϕj (P (xj))|
p

) 1
p

≤ ‖P‖as(p;q;∞)

∥∥∥(xj)
m
j=1

∥∥∥
n

w,q
,

para quaisquer m ∈ N e x1, ..., xm ∈ E. Assim P é absolutamente (p; q)-somante. �

O próximo resultado relaciona Pas(p;q;r) (nE;F ) com Las(p;q;r) (nE;F ) :
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Proposição 3.6.4 P ∈ P (nE;F ) é absolutamente (p; q; r)-somante se, e somente se,

P̌ pertence a Las(p;q;r) (nE;F ). Temos ainda que

∥∥P̌
∥∥
as(p;q;r)

≤
nn

n!
‖P‖as(p;q;r) .

Demonstração: Claro que se P̌ é absolutamente (p; q; r)-somante então P é

absolutamente (p; q; r)-somante, pois

ϕ (P (x)) = ϕ
(
P̌ (x, ..., x)

)

para qualquer ϕ ∈ F ∗ e x ∈ E.

Reciprocamente, suponha que P é absolutamente (p; q; r)-somante. Sejam ϕj ∈ F ∗

e x
(i)
j ∈ E, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m. Pela Fórmula da Polarização, para cada j, obtemos

P̌
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)
=

1

n!2n

∑

εi=±1

ε1...εnP
(
ε1x

(1)
j + · · · + εnx

(n)
j

)
.

Assim,

ϕj

(
P̌
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))
=

1

n!2n

∑

εi=±1

ε1...εnϕj

(
P
(
ε1x

(1)
j + · · · + εnx

(n)
j

))
.

Note que

m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
P̌
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p

=

(
1

n!2n

)p m∑

j=1

∣∣∣∣∣
∑

εi=±1

ε1...εnϕj

(
P
(
ε1x

(1)
j + · · · + εnx

(n)
j

))∣∣∣∣∣

p

≤

(
1

n!2n

)p m∑

j=1

(
∑

εi=±1

|ε1| ... |εn|
∣∣∣ϕj
(
P
(
ε1x

(1)
j + · · · + εnx

(n)
j

))∣∣∣
)p

=

(
1

n!2n

)p m∑

j=1

(
∑

εi=±1

∣∣∣ϕj
(
P
(
ε1x

(1)
j + · · · + εnx

(n)
j

))∣∣∣
)p

.

59
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Como P é absolutamente (p; q; r)-somante, temos

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
P̌
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p
)1/p

≤
1

n!2n

(
m∑

j=1

(
∑

εi=±1

∣∣∣ϕj
(
P
(
ε1x

(1)
j + · · · + εnx

(n)
j

))∣∣∣
)p)1/p

=
1

n!2n

∥∥∥∥∥∥

(
∑

εi=±1

∣∣∣ϕj
(
P
(
ε1x

(1)
j + · · · + εnx

(n)
j

))∣∣∣
)m

j=1

∥∥∥∥∥∥
p

=
1

n!2n

∥∥∥∥∥
∑

εi=±1

(∣∣∣ϕj
(
P
(
ε1x

(1)
j + · · · + εnx

(n)
j

))∣∣∣
)m
j=1

∥∥∥∥∥
p

Minkowski

≤
1

n!2n

∑

εi=±1

∥∥∥∥
(∣∣∣ϕj

(
P
(
ε1x

(1)
j + · · · + εnx

(n)
j

))∣∣∣
)m
j=1

∥∥∥∥
p

=
1

n!2n

∑

εi=±1

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
P
(
ε1x

(1)
j + · · · + εnx

(n)
j

))∣∣∣
p
) 1

p

≤
1

n!2n

∑

εi=±1

‖P‖as(p;q;r)

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r

∥∥∥∥
(
ε1x

(1)
j + · · · + εnx

(n)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
n

w,q

≤
1

n!2n
‖P‖as(p;q;r)

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r

∑

εi=±1

(∥∥∥∥
(
x
(1)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q

+ · · · +

∥∥∥∥
(
x
(n)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q

)n

.

Então, se

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q

≤ 1 para todo i e
∥∥∥(ϕj)

m
j=1

∥∥∥
w,r

≤ 1, temos

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
P̌
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p
)1/p

(3.29)

≤
1

n!2n
‖P‖as(p;q;r)

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r

∑

εi=±1

(∥∥∥∥
(
x
(1)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q

+ · · · +

∥∥∥∥
(
x
(n)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q

)n

≤
1

n!2n
‖P‖as(p;q;r)

∑

εi=±1

nn

=
nn

n!
‖P‖as(p;q;r) .
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Logo, se ϕj ∈ F ∗ e x
(i)
j ∈ E, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m, de (3.29) temos




m∑

j=1

∣∣∣∣∣∣∣

ϕj
‖(ϕk)

m
k=1‖w,r


P̌




x
(1)
j∥∥∥

(
x
(1)
k

)m
k=1

∥∥∥
w,q

, ...,
x
(n)
j∥∥∥

(
x
(n)
k

)m
k=1

∥∥∥
w,q







∣∣∣∣∣∣∣

p


1/p

≤
nn

n!
‖P‖as(p;q;r) .

Portanto

(
m∑

j=1

∣∣∣ϕj
(
P̌
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))∣∣∣
p
)1/p

=
∥∥∥(ϕj)

m
j=1

∥∥∥
w,r

n∏
k=1

∥∥∥∥
(
x
(k)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q

×

×




m∑

j=1

∣∣∣∣∣∣∣

ϕj
‖(ϕk)

m
k=1‖w,r


P̌




x
(1)
j∥∥∥

(
x
(1)
k

)m
k=1

∥∥∥
w,q

, ...,
x
(n)
j∥∥∥

(
x
(n)
k

)m
k=1

∥∥∥
w,q







∣∣∣∣∣∣∣

p


1/p

≤
nn

n!
‖P‖as(p;q;r)

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r

m∏
k=1

∥∥∥∥
(
x
(k)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q

.

Logo P̌ é absolutamente (p; q; r)-somante e

∥∥P̌
∥∥
as(p;q;r)

≤
nn

n!
‖P‖as(p;q;r) .

�

Como se podia esperar, Pas(p;q;r) é um ideal de polinômios:

Proposição 3.6.5 Pas(p;q;r) é um ideal de polinômios.

Demonstração: Se P é um polinômio de tipo finito, então P̌ é de tipo finito. Logo

P̌ ∈ Las(p;q;r) e, pela proposição anterior, P ∈ Pas(p;q;r). As outras propriedades também

são facilmente verificadas. �

A seguir mostramos que o ideal Pas(p;q;r) têm caracterizações similares às do caso

multilinear:

Teorema 3.6.6 Para P ∈ P (nE;F ) são equivalentes:

(i) P ∈ Pas(p;q;r) (nE;F ) ;
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(ii) Para todo (ϕj)
∞
j=1 ∈ lwr (F ∗) e (xj)

∞
j=1 ∈ lwq (E) tem-se

(ϕj (P (xj)))
∞
j=1 ∈ lp (K) ;

(iii) Existe C ≥ 0 tal que

(
∞∑
j=1

|ϕj (P (xj))|
p

) 1
p

≤ C
∥∥∥(ϕj)

∞
j=1

∥∥∥
w;r

∥∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥∥
n

w,q
(3.30)

sempre que (ϕj)
∞
j=1 ∈ lwr (F ∗) e (xj)

∞
j=1 ∈ lwq (E) .

Demonstração: As implicações (iii) ⇒ (i) , (iii) ⇒ (ii) e (i) ⇒ (iii) são simples.

(ii) ⇒ (iii) Se (ϕj (P (xj)))
∞
j=1 ∈ lp (K) para todo (ϕj)

∞
j=1 ∈ lwr (F ∗) e (xj)

∞
j=1 ∈

lwq (E), pela Proposição 3.6.4 e pelo Teorema 3.2.1, temos

(
ϕj

(
P̌
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)))∞
j=1

∈ lp (K) .

Então, a aplicação

Φ
(
P̌
)

: lwq (E) × · · · × lwq (E) × lwr (F ∗) −→ lp

dada por

Φ
(
P̌
)((

x
(1)
j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
j

)∞
j=1

, (ϕj)
∞
j=1

)
=
(
ϕj

(
P̌
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)))∞
j=1

(3.31)

é cont́ınua (veja demonstração do Teorema 3.2.1). Assim,

(
∞∑
j=1

|ϕj (P (xj))|
p

) 1
p

=
∥∥∥(ϕj (P (xj)))

∞
j=1

∥∥∥
p

(3.32)

=
∥∥∥
(
ϕj
(
P̌ (xj, ..., xj)

))∞
j=1

∥∥∥
p

=
∥∥∥Φ
(
P̌
) (

(xj)
∞
j=1 , ..., (xj)

∞
j=1 , (ϕj)

∞
j=1

)∥∥∥
p

≤
∥∥Φ
(
P̌
)∥∥
∥∥∥(ϕj)

∞
j=1

∥∥∥
w,r

∥∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥∥
n

w,q
.

�
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Observação 3.6.7 Note que de (3.32) temos

‖P‖Pas(p;q;r)
≤
∥∥Φ
(
P̌
)∥∥ .

Proposição 3.6.8 Pas(p;q;r) (nE;F ) é completo com a norma ‖·‖Pas(p;q;r)
se p ≥ 1

(quasi-Banach se 0 < p < 1).

Demonstração: Seja (Pm)∞m=1 uma sequência de Cauchy em Pas(p;q;r) (nE;F ) e

considere a aplicação usada na demonstração do teorema anterior

Φ : Las(p;q;r) (nE;F ) −→ L
(
lwq (E) , ..., lwq (E) , lwr (F ∗); lp

)

T −→ Φ (T ) .

Como Pm ∈ Pas(p;q;r) (nE;F ) para todo m, pela Proposição 3.6.4, P̌m ∈ Las(p;q;r) (nE;F )

e ∥∥P̌m
∥∥
as(p;q;r)

≤
nn

n!
‖Pm‖as(p;q;r) .

Segue que
(
P̌m
)∞
m=1

é uma sequência de Cauchy em Las(p;q;r) (nE;F ) e, como Φ é um

isomorfismo,
(
Φ
(
P̌m
))∞
m=1

também é de Cauchy em L
(
lwq (E) , ..., lwq (E) , lwr (F ∗); lp

)
.

Portanto
(
Φ
(
P̌m
))∞
m=1

é convergente em L
(
lwq (E) , ..., lwq (E) , lwr (F ∗); lp

)
, digamos que

Φ
(
P̌m
)
→ S ∈ L

(
lwq (E) , ..., lwq (E) , lwr (F ∗); lp

)
. (3.33)

Defina a seguinte projeção

πk : lp −→ K

(zj)
∞
j=1 −→ zk.

Assim,

lim
m→∞

πk

(
Φ
(
P̌m
)((

x
(1)
j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
j

)∞
j=1

, (ϕj)
∞
j=1

))
(3.34)

= πk

(
S

((
x
(1)
j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
j

)∞
j=1

, (ϕj)
∞
j=1

))
,

para todo k ∈ N.

Note que
(
P̌m
)∞
m=1

é convergente em L (nE;F ) , pois por ser sequência de Cauchy

em Las(p;q;r) (nE;F ) é também sequência de Cauchy em L (nE;F ). Logo, existe
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T ∈ L (nE;F ) tal que P̌m → T. Assim,

ϕj

(
P̌m

(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))
−→ ϕj

(
T
(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

))

para todo j ∈ N . Como

πk

(
Φ
(
P̌m
)((

x
(1)
j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
j

)∞
j=1

, (ϕj)
∞
j=1

))
= ϕk

(
P̌m

(
x
(1)
k , ..., x

(n)
k

))
, (3.35)

para todo k ∈ N, fazendo m→ ∞, de (3.35) temos

lim
m→∞

πk

(
Φ
(
P̌m
)((

x
(1)
j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
j

)∞
j=1

, (ϕj)
∞
j=1

))
= ϕk

(
T
(
x
(1)
k , ..., x

(n)
k

))
.

(3.36)

para todo k ∈ N. De (3.34) e (3.36) temos

πk

(
S

((
x
(1)
j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
j

)∞
j=1

, (ϕj)
∞
j=1

))
= ϕk

(
T
(
x
(1)
k , ..., x

(n)
k

))

para todo k. Logo

(
ϕk

(
T
(
x
(1)
k , ..., x

(n)
k

)))∞
k=1

= S

((
x
(1)
j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
j

)∞
j=1

, (ϕj)
∞
j=1

)

e portanto (
ϕk

(
T
(
x
(1)
k , ..., x

(n)
k

)))∞
k=1

∈ lp.

Assim conclúımos que T ∈ Las(p;q;r) (nE;F ) e

Φ (T ) = S.

De (3.33) temos então

Φ
(
P̌m
)
→ Φ (T )

em L
(
lwq (E) , ..., lwq (E) , lwr (F ∗); lp

)
. Logo

∥∥P̌m − T
∥∥
as(p;q;r)

Observação 3.2.2
=

∥∥Φ
(
P̌m − T

)∥∥

=
∥∥Φ
(
P̌m
)
− Φ (T )

∥∥→ 0

e portanto P̌m → T ∈ Las(p;q;r) (nE;F ) e, finalmente, Pm → T̂ ∈ Pas(p;q;r) (nE;F ) . �
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Proposição 3.6.9 Sejam n ∈ N e

idKn : K −→ K : x −→ xn.

Então

‖idKn‖Pas(p;q;r)
= 1.

Demonstração: Note que

‖idKn‖Pas(p;q;r)
≥ ‖idKn‖ = 1.

Basta mostrar que ‖idKn‖Pas(p;q;r)
≤ 1. Se (ϕj)

∞
j=1 ∈ lwr (K∗) e (xj)

∞
j=1 ∈ lwq (K) , então

(
∞∑
j=1

|ϕj (idKn(xj))|
p

) 1
p

=

(
∞∑
j=1

∣∣ϕj
(
xnj )
)∣∣p
) 1

p

≤

(
∞∑
j=1

|ϕj|
r

) 1
r
(

∞∑
j=1

∣∣xnj
∣∣ qn
)n

q

=

(
∞∑
j=1

|ϕj|
r

) 1
r
(

∞∑
j=1

|xj|
q

)n
q

=
∥∥∥(ϕj)

∞
j=1

∥∥∥
r

∥∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥∥
n

q

=
∥∥∥(ϕj)

∞
j=1

∥∥∥
w,r

∥∥∥(xj)
∞
j=1

∥∥∥
n

w,q
.

Logo

‖idKn‖Pas(p;q;r)
= 1.

�

A seguir, na Proposição 3.6.12, mostraremos que Pas(p;q;r) é um ideal completo de

polinômios.

Lema 3.6.10 ([54, Lemma 2.1])Seja 1 ≤ p <∞ e (ϕj)
m
j=1 ∈ lwr (F ∗). Então

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r

= sup
ψ∈BF∗∗

(
m∑

j=1

|ψ (ϕj)|
r

) 1
r

= sup
y∈BF

∥∥∥(ϕj (y))mj=1

∥∥∥
r
.
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Observação 3.6.11 Sejam t ∈ L (F ;H) e ϕj ∈ H∗, j = 1, ...,m. Do lema anterior

temos

∥∥∥(ϕj ◦ t)
m
j=1

∥∥∥
w,r

= sup
y∈BF

∥∥∥(ϕj (t (y)))mj=1

∥∥∥
r

= ‖t‖ sup
y∈BF

∥∥∥∥∥

(
ϕj

(
t (y)

‖t‖

))m

j=1

∥∥∥∥∥
r

≤ ‖t‖ sup
h∈BH

∥∥∥(ϕj (h))mj=1

∥∥∥
r

= ‖t‖
∥∥∥(ϕj)

m
j=1

∥∥∥
w,r
.

Proposição 3.6.12 Pas(p;q;r) é um ideal completo de polinômios.

Demonstração: Temos que mostrar apenas que Pas(p;q;r) satisfaz a propriedade de

ideal e a desigualdade da Definição 1.1.6.

Sejam u ∈ L (G;E) , P ∈ Pas(p;q;r) (nE;F ) e t ∈ L (F ;H). Assim

(
m∑
j=1

|ϕj (t ◦ P ◦ u(xj))|
p

) 1
p

(3.37)

=

(
m∑
j=1

|(ϕj ◦ t) (P ◦ u(xj))|
p

) 1
p

≤ ‖P‖Pas(p;q;r)

∥∥∥(ϕj ◦ t)
m
j=1

∥∥∥
w,r

∥∥∥(u (xj))
m
j=1

∥∥∥
n

w,q

≤ ‖P‖Pas(p;q;r)
‖u‖n

∥∥∥(ϕj ◦ t)
m
j=1

∥∥∥
w,r

∥∥∥(xj)
m
j=1

∥∥∥
n

w,q

Observação 3.6.11

≤ ‖t‖ ‖P‖Pas(p;q;r)
‖u‖n

∥∥∥(ϕj)
m
j=1

∥∥∥
w,r

∥∥∥(xj)
m
j=1

∥∥∥
n

w,q
.

Segue que Pas(p;q;r) satisfaz a propriedade de ideal e, de (3.37), temos

‖t ◦ P ◦ u‖Pas(p;q;r)
≤ ‖t‖ ‖P‖Pas(p;q;r)

‖u‖n .

Portanto Pas(p;q;r) é um ideal completo de polinômios. �
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3.7. COERÊNCIA E COMPATIBILIDADE

3.7 Coerência e compatibilidade

Como Pn
as(p;q;∞) = Pn

as(p;q) e Pn
as(p;q) não é compat́ıvel (veja [26]) com o ideal dos

operadores absolutamente somantes (pelo menos para p = q = 1), segue que, em geral,

Pn
as(p;q;∞) não é um ideal compat́ıvel com o ideal dos operadores lineares (p; q;∞)-

somantes. Além disso, como em geral
(
Pn
as(p;q)

)∞
n=1

não é um tipo de holomorfia

(veja [57]), o mesmo ocorrerá para
(
Pn
as(p;q;r)

)∞
n=1

, pelo menos para r = ∞. Essas são

deficiências desse ideal que serão superadas com a definição do próximo caṕıtulo. Mais

precisamente, a definição apresentada no próximo caṕıtulo irá gerar sequências coerentes

de ideais de polinômios, e compat́ıveis com o ideal Las(p;q;r), segundo as definições de

[26].
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Caṕıtulo 4

Aplicações multilineares múltiplo

(p; q1, ..., qn; r)-somantes

4.1 Aplicações multilineares múltiplo (p; q1, ..., qn; r)-

somantes

Definição 4.1.1 Sejam n ∈ N, p, r, q1, ..., qn ≥ 1 e E1, ..., En, F espaços de Banach.

Uma aplicação multilinear cont́ınua T : E1 × · · · × En → F é múltiplo absolutamente

(p; q1, ..., qn; r)-somante (ou, simplesmente, múltiplo (p; q1, ..., qn; r)-somante) se existir

C ≥ 0 tal que

(
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn
(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

(4.1)

≤ C
∥∥∥(ϕj1,...,jn)mj1,...,jn=1

∥∥∥
w,r

∥∥∥∥
(
x
(1)
j1

)m
j1=1

∥∥∥∥
w,q1

. . .

∥∥∥∥
(
x
(n)
jn

)m
jn=1

∥∥∥∥
w,qn

para todo m ∈ N, ϕj1,...,jn ∈ F ∗ e x
(i)
j ∈ Ei, i = 1, ..., n, ji = 1, ...,m e j = 1, ...,m.

Não é dif́ıcil demonstrar que a classe de todas as aplicações multilineares de

E1 × · · · × En em F que são múltiplo (p; q1, ..., qn; r)-somantes é um subespaço de

L (E1, ..., En;F ) . De fato, sejam T1 e T2 aplicações multilineares de E1 × · · · × En em
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F múltiplo (p; q1, ..., qn; r)-somantes e α ∈ K. Então existem C1 ≥ 0 e C2 ≥ 0 tais que

(
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn
(
T1

(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

(4.2)

≤ C1

∥∥∥(ϕj1,...,jn)mj1,...,jn=1

∥∥∥
w,r

∥∥∥∥
(
x
(1)
j1

)m
j1=1

∥∥∥∥
w,q1

. . .

∥∥∥∥
(
x
(n)
jn

)m
jn=1

∥∥∥∥
w,qn

e

(
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn
(
T2

(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

(4.3)

≤ C2

∥∥∥(ϕj1,...,jn)mj1,...,jn=1

∥∥∥
w,r

∥∥∥∥
(
x
(1)
j1

)m
j1=1

∥∥∥∥
w,q1

. . .

∥∥∥∥
(
x
(n)
jn

)m
jn=1

∥∥∥∥
w,qn

para todo m ∈ N, ϕj1,...,jn ∈ F ∗ e x
(i)
j ∈ Ei, i = 1, ..., n, ji = 1, ...,m e j = 1, ...,m.

Assim,

(
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn
(
T1 + αT2

(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

=

(
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn
(
T1

(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

+ |α|

(
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn
(
T2

(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

(4.2) e (4.3)

≤ (C1 + |α|C2)
∥∥∥(ϕj1,...,jn)mj1,...,jn=1

∥∥∥
w,r

∥∥∥∥
(
x
(1)
j1

)m
j1=1

∥∥∥∥
w,q1

. . .

∥∥∥∥
(
x
(n)
jn

)m
jn=1

∥∥∥∥
w,qn

para todo m ∈ N, ϕj1,...,jn ∈ F ∗ e x
(i)
j ∈ Ei, i = 1, ..., n, ji = 1, ...,m e j = 1, ...,m.

Portanto T1 + αT2 é múltiplo (p; q1, ..., qn; r)-somante.

O espaço vetorial formado pelas aplicações multilineares de E1×· · ·×En em F que

são múltiplo (p; q1, ..., qn; r)-somantes será denotado por Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F )

(ou Lnmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F )). Quando q1 = · · · = qn = q, escrevemos

Lmas(p;q;r) (E1, ..., En;F ). A menor das constantes C que satisfazem a desigualdade (4.1)

define uma norma em Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ) e denotaremos por ‖·‖mas(p;q1,...,qn;r) .

É interessante perceber que a definição acima engloba o conceito de aplicações

múltiplo somantes, como mostram as próximas proposições:
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4.1. APLICAÇÕES MULTILINEARES MÚLTIPLO (P ;Q1, ..., QN ;R)-SOMANTES

Proposição 4.1.2 Seja n um número natural. Então para quaisquer espaços de

Banach E1, ..., En, F tem-se

Lmas(p;q1,...,qn;∞) (E1, ..., En;F ) ⊂ Lmas(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) .

Demonstração: Seja T ∈ Lmas(p;q1,...,qn;∞)(E1, . . . , En;F ). Então

(
m∑

j1,...,jn=1

∥∥∥T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)∥∥∥
p
) 1

p

=

(
m∑

j1,...,jn=1

sup
ϕ∈BF∗

∣∣∣ϕ
(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

= sup
ϕ∈BF∗

(
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕ
(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

≤ ‖T‖mas(p;q1,...,qn,∞)

∥∥∥∥
(
x
(1)
j1

)m
j1=1

∥∥∥∥
w,q1

. . .

∥∥∥∥
(
x
(n)
jn

)m
jn=1

∥∥∥∥
w,qn

,

para quaisquer m ∈ N, e
(
x
(i)
j

)m
j=1

∈ lwqi (Ei) , i = 1, ..., n. Portanto T é múltiplo

(p; q1, . . . , qn)-somante. �

De modo análogo ao que observamos no caṕıtulo anterior, há um resultado

de inclusão natural, envolvendo as classes das aplicações multilineares múltiplo

(p; q1, ..., qn)-somantes e as múltiplo (p; q1, ..., qn; r)-somantes:

Proposição 4.1.3 Seja n um número natural. Então para quaisquer espaços de

Banach E1, ..., En, F tem-se

Lmas(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) ⊂ Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F )

e

‖·‖mas(p;q1,...,qn;r) ≤ ‖·‖mas(p;q1,...,qn)

para todo r ≥ 1.

Demonstração: Sejam m ∈ N, ϕj1,...,jn ∈ F ∗ e x
(i)
j ∈ Ei, i = 1, ..., n e j = 1, ...,m. Se
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T ∈ Lmas(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) , então

(
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,....,jn
(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

≤

(
m∑

j1,...,jn=1

(
‖ϕj1,...,jn‖

∥∥∥T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)∥∥∥
)p
) 1

p

≤
∥∥∥(ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈Nm

∥∥∥
∞

(
m∑

j1,...,jn=1

∥∥∥T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)∥∥∥
p
) 1

p

≤
∥∥∥(ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈Nm

∥∥∥
w,r

(
m∑

j1,...,jn=1

∥∥∥T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)∥∥∥
p
) 1

p

≤
∥∥∥(ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈Nm

∥∥∥
w,r

‖T‖mas(p;q1,...,qn)

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
ji

)m
ji=1

∥∥∥∥
w,qk

e portanto

‖T‖mas(p;q1,...,qn;r) ≤ ‖T‖mas(p;q1,...,qn) .

�

A próxima proposição é importante para mostrar que se 1
p
> 1

qi
+ 1

r
para algum i,

então Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ) = {0}.

Proposição 4.1.4 Se T ∈ Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ) , então para qualquer a ∈ E1,

a aplicação

Ta : E2 × · · · × En −→ F

Ta (x2, ..., xn) = T (a, x2, ..., xn)

é múltiplo (p; q2, ..., qn; r)-somante e

‖Ta‖mas(p;q2,...,qn;r) ≤ ‖a‖ ‖T‖mas(p;q1,...,qn;r) .

Demonstração: Sejam
(
x
(i)
j

)m
j=1

∈ lwqi(Ei), ϕj2...jn ∈ F ∗ para ji = 1, ...,m e
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i = 2, ..., n. Considere ainda
(
x
(1)
j

)m
j=1

= (a, 0, ...) e

ϕj1,...,jn =

{
ϕj2...jn , se j1 = 1

0, se j1 6= 1.

Então

(
m∑

j2,...,jn=1

∣∣∣ϕj2...jn
(
Ta

(
x
(2)
j2
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

=

(
m∑

j2,...,jn=1

∣∣∣ϕj2...jn
(
T
(
a, x

(2)
j2
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

=

(
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn
(
T
(
x
(1)
j1
, x

(2)
j2
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

≤ ‖T‖mas(p;q1,...,qn;r)

∥∥∥(ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈Nm

∥∥∥
w,r

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,qi

= ‖T‖mas(p;q1,...,qn;r) ‖a‖
∥∥∥(ϕj2,...,jn)j2,...,jn∈Nm

∥∥∥
w,r

n∏

i=2

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,qi

.

�

Corolário 4.1.5 Se T ∈ Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ) então, para qualquer ak ∈ Ek,

com k = 1, ..., n− 1, a aplicação

Ta1...an−1 : En −→ F

Ta1...an−1 (xn) = T (a1, ..., an−1, xn)

é absolutamente (p; qn; r)-somante e

∥∥Ta1...an−1

∥∥
as(p;qn;r)

≤ ‖a1‖ ... ‖an−1‖ ‖T‖mas(p;q1,...,qn;r) .

Observação 4.1.6 Se 1
p
> 1

qi
+ 1

r
para algum i, então

Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ) = {0} .
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De fato, se, por exemplo, T ∈ Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ), com

1

p
>

1

qn
+

1

r
,

pelo resultado acima, temos

Ta1,...,an−1 ∈ Las(p;qn;r) (En;F )

para todo a1 ∈ E1, ..., an−1 ∈ En−1. Segue que Ta1,...,an−1 = 0 e portanto T = 0. Assim,

para evitar trivialidades, neste caṕıtulo sempre vamos supor 1
p
≤ 1

qi
+ 1

r
para todo i.

4.2 Caracterizações por desigualdades

Como acontece com as outras classes estudadas nesse trabalho, para a classe

Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ) também há uma caracterização por desigualdades:

Teorema 4.2.1 Seja T ∈ L (E1, ..., En;F ) . São equivalentes:

(i) T ∈ Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ) ;

(ii) Existe C ≥ 0 tal que

(
∞∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn
(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
j1

))∣∣∣
p
) 1

p

≤ C
∥∥∥(ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N

∥∥∥
w,r

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)∞
j=1

∥∥∥∥
w,qi

(4.4)

sempre que
(
x
(i)
j

)∞
j=1

∈ lwqi (Ei) , i = 1, ..., n e (ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N ∈ lwr (F ∗,Nn) ;

(iii) Para quaisquer
(
x
(i)
j

)∞
j=1

∈ lwqi (Ei) , i = 1, ..., n e (ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N ∈ lwr (F ∗,Nn)

tem-se (
ϕj1,...,jn

(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)))
j1,...,jn∈N

∈ lp (K,Nn) .

O ı́nfimo das constantes C que satisfazem a desigualdade (4.4) define uma norma

em Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ) e será denotada por ‖·‖mas(p;q1,...,qn;r) .

Demonstração: As implicações (ii) ⇒ (iii) e (ii) ⇒ (i) são triviais.
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(iii) ⇒ (ii) Defina

Φ (T ) : lwq1 (E1) × · · · × lwqn (En) × lwr (F ∗,Nn) → lp (Nn)

por

Φ (T )

((
x
(1)
j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
jn

)∞
jn=1

, (ϕj)j1,...,jn∈N

)
=
(
ϕj1,...,jn

(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)))
j1,...,jn∈N

.

Seja (xm)∞m=1 uma sequência em lwq1 (E1) × · · · × lwqn (En) × lwr (F ∗,Nn) com

xm → x ∈ lwq1 (E1) × · · · × lwqn (En) × lwr (F ∗,Nn) (4.5)

e

lim
m→∞

Φ (T ) (xm) = (zj)j1,...,jn∈N ∈ lp (Nn) .

Escreveremos

x =

((
x
(1)
j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
jn

)∞
jn=1

, (ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N

)

e, para cada m natural, denotaremos

xm =

((
x
(1)
m,j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
m,jn

)∞
jn=1

,
(
ϕ
(m)
j1,...,jn

)
j1,...,jn∈N

)
. (4.6)

Logo

(zj)j1,...,jn∈N = lim
m→∞

Φ (T ) (xm)

= lim
m→∞

Φ (T )

((
x
(1)
m,j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
m,jn

)∞
jn=1

,
(
ϕ
(m)
j1,...,jn

)
j1,...,jn∈N

)

= lim
m→∞

(
ϕ
(m)
j1,...,jn

(
T
(
x
(1)
m,j1

, ..., x
(n)
m,jn

)))
j1,...,jn∈N

(4.7)

e assim

lim
m→∞

ϕ
(m)
j1,...,jn

(
T
(
x
(1)
m,j1

, ..., x
(n)
m,jn

))
= zj1,...,jn (4.8)

para todo j1, ..., jn ∈ N.

De (4.5) e (4.6) segue que

(
x
(i)
m,j

)∞
j=1

m→∞
→

(
x
(i)
j

)∞
j=1

em lwqi (Ei)
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para todo i = 1, ..., n e

(
ϕ
(m)
j1,...,jn

)
j1,...,jn∈N

m→∞
→ (ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N em lwr (F ∗) .

Dáı

x
(i)
m,j

m→∞
→ x

(i)
j em Ei (4.9)

para todo j ∈ N, i = 1, ..., n e

ϕ
(m)
j1,...,jn

m→∞
→ ϕj1,...,jn em F ∗ (4.10)

para todo j1, ..., jn ∈ N. Como T é cont́ınua, de (4.9), temos

lim
m→∞

T
(
x
(1)
m,j1

, ..., x
(n)
m,jn

)
= T

(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)
(4.11)

e de (4.10) e (4.11)

lim
m→∞

ϕ
(m)
j1,...,jn

(
T
(
x
(1)
m,j1

, ..., x
(n)
m,jn

))
= ϕj1,...,jn

(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))
(4.12)

para todo j1, ..., jn ∈ N.

Assim

lim
m→∞

Φ (T ) (xm) = lim
m→∞

Φ (T )

((
x
(1)
m,j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
m,jn

)∞
jn=1

,
(
ϕ
(m)
j1,...,jn

)
j1,...,jn∈N

)

= lim
m→∞

(
ϕ
(m)
j1,...,jn

(
T
(
x
(1)
m,j1

, ..., x
(n)
m,jn

)))
j1,...,jn∈N

(4.7)
= (zj)j1,...,jn∈N

(4.8) e (4.12)
=

(
ϕj1,...,jnT

(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))
j1,...,jn∈N

= Φ (T )

((
x
(1)
j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
jn

)∞
jn=1

, (ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N

)

= Φ (T ) (x) ,

e portanto Φ (T ) tem gráfico fechado. Logo, pelo Teorema do Gráfico Fechado para

aplicações multilineares, Φ (T ) é cont́ınua.
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Logo

(
∞∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn
(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

=

∥∥∥∥
(
ϕj1,...,jn

(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)))
j1,...,jn∈N

∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥Φ (T )

((
x
(1)
j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
jn

)∞
jn=1

, (ϕj)j1,...,jn∈N

)∥∥∥∥
p

≤ ‖Φ (T )‖
∥∥∥(ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N

∥∥∥
w,r

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)∞
j=1

∥∥∥∥
w,qi

(4.13)

sempre que (ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N ∈ lwr (F ∗,Nn) e
(
x
(i)
ji

)∞
ji=1

∈ lwqi (Ei) para todo i = 1, ..., n.

Note ainda que

‖Φ (T )‖ = sup
∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
j

)∞

j=1

∥

∥

∥

∥

w,qi

≤1

∥

∥

∥
(ϕj)j1,...,jn∈N

∥

∥

∥

w,r
≤1

∥∥∥∥Φ (T )

((
x
(1)
j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
jn

)∞
jn=1

, (ϕj)j1,...,jn∈N

)∥∥∥∥
p

= sup
∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
j

)∞

j=1

∥

∥

∥

∥

w,qi

≤1

∥

∥

∥
(ϕj)j1,...,jn∈N

∥

∥

∥

w,r
≤1

(
∞∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn
(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

≤ sup
∥

∥

∥

∥

(

x
(i)
j

)∞

j=1

∥

∥

∥

∥

w,qi

≤1

∥

∥

∥
(ϕj)j1,...,jn∈N

∥

∥

∥

w,r
≤1

‖T‖mas(p;q1,...,qn;r)

∥∥∥(ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N

∥∥∥
w,r

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)∞
j=1

∥∥∥∥
w,qi

(4.14)

Segue de (4.13) e de (4.14) que

‖T‖mas(p;q1,...,qn;r) = ‖Φ (T )‖ . (4.15)

Para se provar que ‖T‖mas(p;q1,...,qn;r) é uma norma, basta notar que a aplicação

Φ : Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ) −→ L
(
lwq1 (E1) × · · · × lwqn (En) × lwr (F ∗,Nn) ; lp (Nn)

)
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é linear, injetiva e preserva a norma.

De fato, sejam T1, T2 ∈ Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ) e λ ∈ K. Então

Φ (T1 + λT2)

((
x
(1)
j

)∞
j=1

, ...,
(
x
(n)
j

)∞
j=1

, (ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N

)

=
(
ϕj1,...,jn

(
(T1 + λT2)

(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)))
j1,...,jn∈N

=
(
ϕj1,...,jn

(
T1

(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)
+ λT2

(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)))
j1,...,jn∈N

=
(
ϕj1,...,jn

(
T1

(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)))
j1,...,jn∈N

+ λ
(
ϕj1,...,jn

(
T2

(
x
(1)
j , ..., x

(n)
j

)))
j1,...,jn∈N

.

Assim, Φ é linear. De (4.15) segue que Φ preserva norma e, consequentemente, é

injetiva.

(i) ⇒ (ii) Sejam
(
x
(i)
j

)∞
j=1

∈ lwqi (Ei) , i = 1, ..., n e (ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N ∈ lwr (F ∗,Nn).

Então

(
∞∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn
(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

= sup
m

(
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn
(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

≤ sup
m


C sup

φ∈BF∗∗

(
m∑

j1,...,jn=1

|φ (ϕj1,...,jn)|r
) 1

r n∏

i=1



(

sup
φ∈BE∗

m∑

j=1

∣∣∣φ
(
x
(i)
j

)∣∣∣
qi

) 1
qi






≤ C


sup

m
sup

φ∈BF∗∗

(
m∑

j1,...,jn=1

|φ (ϕj1,...,jn)|r
) 1

r




n∏

i=1


sup

m
sup
φ∈BE∗

(
m∑

j=1

∣∣∣φ
(
x
(i)
j

)∣∣∣
qi

) 1
qi




= C sup
φ∈BF∗∗

sup
m

(
m∑

j1,...,jn=1

|φ (ϕj1,...,jn)|r
) 1

r n∏

i=1


 sup
φ∈BE∗

sup
m

(
m∑

j=1

∣∣∣φ
(
x
(i)
j

)∣∣∣
qi

) 1
qi




= C sup
φ∈BF∗∗

(
∞∑

j1,...,jn=1

|φ (ϕj1,...,jn)|r
) 1

r n∏

i=1


 sup
φ∈BE∗

(
∞∑

j=1

∣∣∣φ
(
x
(i)
j

)∣∣∣
qi

) 1
qi




= C
∥∥∥(ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N

∥∥∥
w,r

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)∞
j=1

∥∥∥∥
w,qi

.

�
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4.3 Relação com as aplicações múltiplo (p; q1, ..., qn)-

somantes

Em [49, Proposição 2.8] o seguinte resultado é demonstrado:

Teorema 4.3.1 Se T ∈ L (E1, ..., En;F ) , ui ∈ Las(pi;qi) (Gi;Ei) , i = 1, ..., n, então

T ◦ (u1, ..., un) é múltiplo (p; q1, ..., qn)-somante e

‖T ◦ (u1, ..., un)‖mas(p;q1,...,qn) ≤ ‖T‖

n∏

i=1

‖ui‖as(p;qi) ,

com p ≥ max1≤i≤n {pi} .

Uma combinação do resultado anterior com a Proposição 4.1.3 garante o seguinte

resultado:

Corolário 4.3.2 Sejam T ∈ L (E1, ..., En;F ) e ui ∈ Las(pi;qi) (Gi;Ei) , para todo i =

1, ..., n. Então T ◦(u1, ..., un) é múltiplo (p; q1, ..., qn; r)-somante, com p ≥ max1≤i≤n {pi}

e r ≥ 1.

O próximo resultado é o análogo da Proposição 3.4.3 em nosso novo contexto:

Proposição 4.3.3 Seja n um número natural. Então para quaisquer espaços de

Banach E1, ..., En tem-se

Lmas(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;K) ⊂ Lmas(t;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;K)

para
1

t
=

1

r
+

1

p
.
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Demonstração: Seja T ∈ Lmas(p;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) . Assim

(
∞∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1....jn
(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
t
) 1

t

≤

(
∞∑

j1,...,jn=1

(
‖ϕj1,...,jn‖

∥∥∥T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)∥∥∥
)t
) 1

t

≤

(
∞∑

j1,...,jn=1

‖ϕj1,...,jn‖
r

) 1
r
(

∞∑

j1,...,jn=1

∥∥∥T
(
x
(1)
ji
, ..., x

(n)
ji

)∥∥∥
p
) 1

p

≤ ‖T‖mas(p;q1,...,qn)

∥∥∥(ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N

∥∥∥
r

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
ji

)∞
j=1

∥∥∥∥
w,qi

= ‖T‖mas(p;q1,...,qn)

∥∥∥(ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N

∥∥∥
w,r

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
ji

)∞
j=1

∥∥∥∥
w,qi

,

para quaisquer (ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈N ∈ lwr (K∗,Nn) e
(
x
(i)
j

)∞
j=1

∈ lwqi (Ei) i = 1, ..., n.

Portanto T ∈ Lmas(t;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;K) . �

Assim como no caṕıtulo anterior, no contexto das aplicações múltiplo (p; q1, ..., qn; r)-

somantes também há resultados relacionados ao tipo do espaço F :

Proposição 4.3.4 Seja F um espaço de Banach de tipo p∗. Então

Lmas(q;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) ⊂ Lmas(s;q1,...,qn;1) (E1, ..., En;F )

onde
1

s
=

1

p
+

1

q
.

Demonstração: Seja T ∈ Lmas(q;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) . Se (ϕj1,...,jn)∞j1,...,jn∈N ∈
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lw1 (F ∗,N),
(
x
(i)
j

)∞
j=1

∈ lwqi (Ei) , como F ∗ tem cotipo p, temos

(
∞∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn
(
T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
s
) 1

s

≤

(
∞∑

j1,...,jn=1

(
‖ϕj1,...,jn‖

∥∥∥T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)∥∥∥
)s
) 1

s

≤

(
∞∑

j1,...,jn=1

‖ϕj1,...,jn‖
p

) 1
p
(

∞∑

j1,...,jn=1

∥∥∥T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)∥∥∥
q
) 1

q

=

(
∞∑

j1,...,jn=1

‖idF ∗ (ϕj1,...,jn)‖p
) 1

p
(

∞∑

j1,...,jn=1

∥∥∥T
(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

)∥∥∥
q
) 1

q

<∞.

�

Corolário 4.3.5 Se F tem tipo 2, então

Lmas(2;q1,...,qn) (E1, ..., En;F ) ⊂ Lmas(1;q1,...,qn;1) (E1, ..., En;F ) .

Em particular,

Lmas(2;1) (E1, ..., En;F ) ⊂ Lmas(1;1;1) (E1, ..., En;F ) .

4.4 Resultados de coincidência

Em suas teses de doutorado, ambas defendidas em 2003, de forma independente, D.

Pérez-Garćıa [58, Teorema 5.2] e M.L.V. Souza [70, Teorema 1.7.3] demonstraram que

L (E1, ..., En; l2) = Lmas(2;1) (E1, ..., En; l2) (4.16)

para quaisquer espaços de Banach E1, ..., En. Mais precisamente, Pérez-Garćıa e M.L.V.

Souza mostraram que

L (E1, ..., En;F ) = Lmas(q;1) (E1, ..., En;F )
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sempre que F tem cotipo finito q.

De (4.16) e da Proposição 4.1.3 temos o seguinte resultado de coincidência:

L (E1, ..., En; l2) = Lmas(2;1;r) (E1, ..., En; l2) (4.17)

para quaisquer espaços de Banach E1, ..., En e todo r ≥ 1.

Quando r = 1, temos um resultado melhor que (4.17):

Teorema 4.4.1 Se T ∈ L (E1, ..., En; l2), então T é múltiplo (1; 1; 1)-somante.

Demonstração: Como l2 tem tipo 2 e

1 =
1

2
+

1

2
,

do Teorema 4.3.4 obtemos

Lmas(2;1) (E1, ..., En; l2) ⊂ Lmas(1;1;1) (E1, ..., En; l2) . (4.18)

Segue de (4.16) e (4.18) que

L (E1, ..., En; l2) = Lmas(1;1;1) (E1, ..., En; l2) .

�

4.5 Relações com o Teorema de Bohnenblust–Hille

O Teorema de Bohnenblust–Hille [9] garante que

(
N∑

i1,...,in=1

|U(ei1 , ..., ein)|
2n
n+1

)n+1
2n

≤ Cn ‖U‖ (4.19)

para toda forma n-linear U : lN∞ × · · · × lN∞ −→ C e para qualquer inteiro positivo N ,

onde Cn é uma constante que depende apenas de n. D. Pérez-Garćıa [58, Teorema 5.5]

mostrou que o Teorema de Bohnenblust–Hille é equivalente à coincidência

L (E1, ..., En;K) = Lmas( 2n
n+1

;1) (E1, ..., En;K) . (4.20)
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Em 2009, G. Botelho, H.-A. Braunss, H. Junek e D. Pellegrino [14, Theorem 2.3]

mostraram que, ao substituir 2n
n+1

por 2, o seguinte resultado de coincidência é válido:

L (E1, ..., En;K) = Lmas(2;qk) (E1, ..., En;K)

sempre que E1, ..., En tem cotipo 2, com 2k−1 < n < 2k e

q0 = 2,

qk+1 =
2qk

1 + qk

para todo k > 0.

Usando a Proposição 4.1.3, segue imediatamente de (4.20) que, para todo r ≥ 1,

tem-se

L (E1, ..., En;K) = Lmas( 2n
n+1

;1;r) (E1, ..., En;K) (4.21)

e

L (E1, ..., En;K) = Lmas(2;qk;r) (E1, ..., En;K) (4.22)

sempre que E1, ..., En tem cotipo 2, com 2k−1 < n < 2k e

q0 = 2,

qk+1 =
2qk

1 + qk

para todo k > 0.

Da Proposição 4.3.3, como
1
2n

3n+1

= 1 +
1
2n
n+1

e
1
2qk
2+qk

=
1

qk
+

1

2

obtemos, para r = 1,

Lmas( 2n
n+1

;1) (E1, ..., En;K) ⊂ Lmas( 2n
3n+1

;1;1) (E1, ..., En;K)

e, para r = qk,

Lmas(2;qk) (E1, ..., En;K) ⊂ L
mas

(

2qk
2+qk

;qk;qk

) (E1, ..., En;K) .
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Temos então os seguintes resultados mais fortes que (4.21) e (4.22) no caso em que

r = 1 e r = qk, respectivamente.

Proposição 4.5.1 Se T ∈ L (E1, ..., En;K) então T é múltiplo
(

2n
3n+1

; 1; 1
)
-somante.

Proposição 4.5.2 Se E1, ..., En tem cotipo 2, com 2k−1 < n < 2k e

q0 = 2,

qk+1 =
2qk

1 + qk

para todo k > 0, então

L
mas

(

2qk
2+qk

;qk;qk

) (E1, ..., En;K) = L (E1, ..., En;K) .

4.6 O ideal das aplicações múltiplo (p; q1, ..., qn; r)-

somantes

Da Proposição 4.1.3 podemos concluir facilmente que se T ∈ L (E1, ..., En;F )

é de tipo finito, então T é múltiplo (p; q1, ..., qn; r)-somante. Note ainda que se

T ∈ Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ) , então

‖T‖ ≤ ‖T‖mas(p;q1,...,qn;r) .

Com efeito,

‖T‖ = sup
‖xi‖≤1
1≤i≤n

‖T (x1, ..., xn)‖

= sup
‖xi‖≤1
1≤i≤n

(
sup
ϕ∈BF∗

‖ϕ (T (x1, ..., xn))‖

)

≤ sup
‖xi‖≤1
1≤i≤n

sup
ϕ∈BF∗

(
‖T‖mas(p;q1,...,qn;r) ‖(x1, 0, 0, ..)‖w,q1 · · ·

· · · ‖(xn, 0, 0, ...)‖w,qn ‖(ϕ, 0, 0, ...)‖w,r

)

= ‖T‖mas(p;q1,...,qn;r) .

Para efeito de referência futura, destacaremos a observação acima:
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Observação 4.6.1 Se T ∈ Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ) , então

‖T‖ ≤ ‖T‖mas(p;q1,...,qn;r) . (4.23)

Note ainda que

‖idKn‖mas(p;q1,...,qn;r) = 1.

Com efeito, sabemos da Proposição 4.1.3 que

‖idKn‖mas(p;q1,...,qn;r) ≤ ‖idKn‖mas(p;q1,...,qn) . (4.24)

Mas, como Lmas(p;q1,...,qn) é um multi-ideal, temos

‖idKn‖mas(p;q1,...,qn) = 1. (4.25)

Logo, de (4.25) e (4.24) temos que

‖idKn‖mas(p;q1,...,qn;r) ≤ 1

e, por outro lado, de (4.23) temos a desigualdade contrária. Assim,

‖idKn‖mas(p;q1,...,qn;r) = 1.

Usando as observações anteriores não fica dif́ıcil provar que Lmas(p;q1,...,qn;r) é um

ideal normado de aplicações multilineares.

Proposição 4.6.2 Lmas(p;q1,...,qn;r) é um ideal normado de aplicações multilineares.

Demonstração: Sejam ui ∈ L (Gi;Ei) , i = 1, ..., n, T ∈ Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F )
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e t ∈ L (F ;H) . Então, se
(
x
(i)
j

)m
j=1

∈ Gi, ϕj1,...,jn ∈ H∗, ji = 1, ...,m e i = 1, ..., n, temos

(
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣ϕj1,...,jn
(
t ◦ T ◦ (u1, ..., un)

(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

=

(
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣(ϕj1,...,jn ◦ t)
(
T (u1, ..., un)

(
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p
) 1

p

=

(
m∑

j1,...,jn=1

∣∣∣(ϕj1,...,jn ◦ t)
(
T
(
u1

(
x
(1)
j1

)
, ..., un

(
x
(n)
jn

)))∣∣∣
p
) 1

p

≤ ‖T‖mas(p;q1,...,qn;r) ‖(ϕj1,...,jn ◦ t)j1,...,jn∈Nm
‖w,r

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
ui

(
x
(i)
j

))m
j=1

∥∥∥∥
w,qi

≤ ‖T‖mas(p;q1,...,qn;r) ‖u1‖ · · · ‖un‖ ‖(ϕj1,...,jn ◦ t)j1,...,jn∈Nm
‖w,r

n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,qi

Observação 3.6.11

≤ ‖T‖mas(p;q1,...,qn;r) ‖t‖
∥∥∥(ϕj1,...,jn)j1,...,jn∈Nm

∥∥∥
w,r

(
n∏

i=1

‖ui‖w,r

)(
n∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,qi

)

Logo

t ◦ T ◦ (u1, ..., un) ∈ Lmas(p;q1,...,qn;r) (G1, ..., Gn;H)

e

‖t ◦ T ◦ (u1, ..., un)‖mas(p;q1,...,qn;r) ≤ ‖T‖mas(p;q1,...,qn;r) ‖t‖ ‖u1‖ · · · ‖un‖ .

�

Teorema 4.6.3
(
Lmas(p;q1,...,qn;r), ‖·‖mas(p;q1,...,qn;r)

)
é um ideal de Banach.

Demonstração: Seja (Tj)
∞
j=1 uma sequência de Cauchy

em Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ) . Pela Observação 4.6.1, (Tj)
∞
j=1 é uma sequência de

Cauchy em L (E1, ..., En;F ) . Assim, existe T ∈ L (E1, ..., En;F ) tal que limj→∞ Tj = T

na norma do sup.

Considere a função Φ definida na demonstração do Teorema 4.2.1:

Φ : Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ) → L
(
lwq1 (E1) , ..., l

w
qn (En) , lwr (F ∗,Nn) ; lp (K,Nn)

)
.

Como Φ é linear, injetiva e preserva a norma, e como o espaço

L
(
lwq1 (E1) , ..., l

w
qn (En) , lwr (F ∗,Nn) ; lp (K,Nn)

)
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é completo, segue que

Φ (Tj) −→ S (4.26)

na norma do sup, com

S ∈ L
(
lwq1 (E1) , ..., l

w
qn (En) , lwr (F ∗,Nn) ; lp (K,Nn)

)
.

Agora, para quaisquer k1, ..., kn, considere as projeções

Pk1,...,kn : lp (K;Nn) → K

(zj1,...,jn)∞j1,...,jn=1 → zk1,...,kn .

Assim,

lim
j→∞

Pk1,...,kn

(
Φ (Tj)

((
x
(1)
j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
jn

)∞
jn=1

, (ϕj1,...,jn)∞j1,...,jn=1

))

= Pk1,...,kn

(
S

((
x
(1)
j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
jn

)∞
jn=1

, (ϕj1,...,jn)∞j1,...,jn=1

))

para quaisquer k1, ..., kn. Como Tj
j→∞
−→ T na norma do sup, temos

ϕk1,...,kn

(
Tj

(
x
(1)
k1
, ..., x

(n)
kn

))
j→∞
−→ ϕk1,...,kn

(
T
(
x
(1)
k1
, ..., x

(n)
kn

))
(4.27)

para quaisquer k1, ..., kn. Como

Pk1,...,kn

(
Φ (Tj)

((
x
(1)
j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
jn

)∞
jn=1

)
, (ϕj1,...,jn)∞j1,...,jn=1

)

= ϕk1,...,kn

(
Tj

(
x
(1)
k1
, ..., x

(n)
kn

))
,

segue que

lim
j→∞

Pk1,...,kn

(
Φ (Tj)

((
x
(1)
j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
jn

)∞
jn=1

, (ϕj1,...,jn)∞j1,...,jn=1

))

= lim
j→∞

ϕk1,...,kn

(
Tj

(
x
(1)
k1
, ..., x

(n)
kn

))

(4.27)
= ϕk1,...,kn

(
T
(
x
(1)
k1
, ..., x

(n)
kn

))
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para quaisquer k1, ..., kn. Logo

Pk1,...,kn

(
S

((
x
(1)
j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
jn

)∞
jn=1

, (ϕj1,...,jn)∞j1,...,jn=1

))
= ϕk1,...,kn

(
T
(
x
(1)
k1
, ..., x

(n)
kn

))

para quaisquer k1, ..., kn, e portanto

(
ϕk1,...,kn

(
T
(
x
(1)
k1
, ..., x

(n)
kn

)))∞
k1,...,kn=1

(4.28)

= S

((
x
(1)
j1

)∞
j1=1

, ...,
(
x
(n)
jn

)∞
jn=1

, (ϕj1,...,jn)∞j1,...,jn=1

)
∈ lp (K,Nn) .

Assim (
ϕk1,...,kn

(
T
(
x
(1)
k1
, ..., x

(n)
kn

)))∞
k1,...,kn=1

∈ lp (K,Nn)

e segue que

T ∈ Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ) . (4.29)

Logo, de (4.28) e (4.29) temos

Φ (T ) = S.

Conclúımos, de (4.26), que (Φ (Tj))
∞
j=1 converge para Φ (T ) na norma do sup e,

consequentemente, Tj converge para T ∈ Lmas(p;q1,...,qn;r) (E1, ..., En;F ). �

4.7 Polinômios múltiplo (p; q; r)-somantes

Na presente seção mostraremos, como mencionamos anteriormente, que a noção de

polinômios múltiplo (p; q; r)-somantes é coerente e compat́ıvel com o ideal de operadores

(p; q)-somantes.

Pela Observação 1.1.7, a classe

Pn
mas(p;q;r) =

{
P ∈ Pn; P̌ ∈ Lnmas(p;q;r)

}
,

onde a norma é dada por

‖P‖Pn
mas(p;q;r)

=
∥∥P̌
∥∥
mas(p;q;r)

,

é um ideal de polinômios gerado pelo ideal Lnmas(p;q;r).

Proposição 4.7.1
(
Pn
mas(p;q;r), ‖·‖Pn

mas(p;q;r)

)∞
n=1

é coerente.
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Demonstração: Se P ∈ Pn
mas(p;q;r) (nE;F ) e a ∈ E, então P̌ ∈ Lnmas(p;q;r) (E, ..., E;F )

e, pela Proposição 4.1.4, P̌a ∈ Ln−1
mas(p;q;r) (n−1E;F ) . Assim Pa ∈ Pn−1

mas(p;q;r) (n−1E;F )

com

‖Pa‖Pn−1
mas(p;q;r)

≤ ‖a‖ ‖P‖Pn
mas(p;q;r)

.

Seja γ ∈ E∗. Note que

(γP )∨ (x1, ..., xn+1) =
1

(n+ 1)!

∑

σ∈Sn+1

γ
(
xσ(k)

)
P
(
xσ(1),

[k]..., xσ(n+1)

)

=
1

(n+ 1)!

[
γ
(
xσ(1)

) ∑

σ∈Sn

P
(
xσ(2), ..., xσ(n+1)

)
+ · · ·

· · · + γ
(
xσ(n+1)

) ∑

σ∈Sn

P
(
xσ(1), ..., xσ(n)

)
]

=
1

(n+ 1)!

[
γ (x1)n!P̌ (x2, ..., xn+1) + · · · + γ (xn+1)n!P̌ (x1, ..., xn)

]

=
1

n+ 1

n+1∑

k=1

γ (xk) P̌
(
x1,

[k]..., xn+1

)
,

onde [k]... significa que a k-ésima coordenada não esta envolvida e Sn é o conjunto de

todas as permutações de {1, ..., n}.

Sejam m ∈ N, x
(k)
j ∈ E, com j = 1, ....,m e k = 1, ..., n e sejam ainda ϕj1,...,jn+1 ∈ F ∗

com j1, ..., jn+1 = 1, ....,m. Usando a desigualdade triangular e a desigualdade de
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Minkowski, temos




m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
(γP )∨

(
x
(1)
j1
, ..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

(4.30)

=




m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
1

n+ 1

n+1∑

k=1

γ
(
x
(k)
jk

)
P̌
(
x
(1)
j1
, [k]..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣∣∣

p



1
p

=
1

n+ 1




m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
n+1∑

k=1

γ
(
x
(k)
jk

)
P̌
(
x
(1)
j1
, [k]..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣∣∣

p



1
p

=
1

n+ 1




m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣∣∣

n+1∑

k=1

ϕj1,...,jn+1

(
γ
(
x
(k)
jk

)
P̌
(
x
(1)
j1
, [k]..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣∣∣

p



1
p

≤
1

n+ 1




m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣∣∣

n+1∑

k=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
γ
(
x
(k)
jk

)
P̌
(
x
(1)
j1
, [k]..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
∣∣∣∣∣

p



1
p

=
1

n+ 1

∥∥∥∥∥∥

(
n+1∑

k=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
γ
(
x
(k)
jk

)
P̌
(
x
(1)
j1
, [k]..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
)m

j1,...,jn+1=1

∥∥∥∥∥∥
p

=
1

n+ 1

∥∥∥∥∥

n+1∑

k=1

(∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
γ
(
x
(k)
jk

)
P̌
(
x
(1)
j1
, [k]..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
)m
j1,...,jn+1=1

∥∥∥∥∥
p

≤
1

n+ 1

n+1∑

k=1

∥∥∥∥
(∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
γ
(
x
(k)
jk

)
P̌
(
x
(1)
j1
, [k]..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
)m
j1,...,jn+1=1

∥∥∥∥
p

=
1

n+ 1

n+1∑

k=1




m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1...jn+1

(
γ
(
x
(k)
jk

)
P̌
(
x
(1)
j1
, [k]..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

=
1

n+ 1







m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1...jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(1)
j1

)
x
(2)
j2
, ..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

+ · · ·

· · · +




m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1...jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(n+1)
jn+1

)
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p




1
p


 .
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Logo




m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
(γP )∨

(
x
(1)
j1
, ..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

(4.31)

≤
1

n+ 1







m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(1)
j1

)
x
(2)
j2
, ..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

+ · · ·

· · · +




m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(n+1)
jn+1

)
x
(1)
j1
, ..., x

(n)
jn

))∣∣∣
p




1
p




Note que cada um dos n+ 1 termos da soma em (4.31) pode ser escrito sob a forma




m2∑

j2=1

m∑

j3,...,jn+1=1

∣∣∣ϕ̃j2...jn+1

(
P̌
(
z
(2)
j2
, ..., z

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

para certas escolhas de ϕ̃j2...jn+1 e z
(k)
jk

, com k = 2, ..., n+ 1.

Com efeito, para o termo




m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(1)
j1

)
x
(2)
j2
, ..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

,

tome

z
(2)
j2

= γ
(
x
(1)
1

)
x
(2)
j2

para todo j2 = 1, ....,m,

z
(2)
m+j2

= γ
(
x
(1)
2

)
x
(2)
j2

para todo j2 = 1, ....,m,

...

z
(2)
(m−1)m+j2

= γ
(
x(1)m
)
x
(2)
j2

para todo j2 = 1, ....,m,

z
(i)
ji

= x
(i)
ji
, para todo ji = 1, ...,m, i = 3, ..., n+ 1
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e

ϕ̃j2,....jn+1 = ϕ1j2...jn+1 para todo j2 = 1, ....,m,

ϕ̃m+j2,....jn+1 = ϕ2j2...jn+1 para todo j2 = 1, ....,m,

...

ϕ̃(m−1)m+j2,....jn+1 = ϕmj2...jn+1 para todo j2 = 1, ....,m.

Segue que




m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(1)
j1

)
x
(2)
j2
, ..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

=




m2∑

j2=1

m∑

j3,...,jn+1=1

∣∣∣ϕ̃j2...jn+1

(
P̌
(
z
(2)
j2
, ..., z

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

.
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De fato,




m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(1)
j1

)
x
(2)
j2
, ..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

=




m∑

j1=1

m∑

j2...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(1)
j1

)
x
(2)
j2
, ..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

=




m∑

j2,...,jn+1=1

∣∣∣ϕ1j2...jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(1)
1

)
x
(2)
j2
, ..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p

+

+
m∑

j2,...,jn+1=1

∣∣∣ϕ2j2...jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(1)
2

)
x
(2)
j2
, ..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p

+ · · ·

· · · +
m∑

j2...,jn+1=1

∣∣∣ϕmj2...jn+1

(
P̌
(
γ
(
x(1)m
)
x
(2)
j2
, ..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

=




m∑

j2,...,jn+1=1

∣∣∣ϕ̃j2,....jn+1

(
P̌
(
z
(2)
j2
, z

(3)
j3
, ..., z

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p

+

+
m∑

j2,...,jn+1=1

∣∣∣ϕ̃m+j2,....jn+1

(
P̌
(
z
(2)
m+j2

, z
(3)
j3
, ..., z

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p

+ · · ·

· · · +
m∑

j2,...,jn+1=1

∣∣∣ϕ̃(m−1)m+j2,....jn+1

(
P̌
(
z
(2)
(m−1)m+j2

, z
(3)
j3
, ..., z

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

=




m2∑

j2=1

m∑

j3,...,jn+1=1

∣∣∣ϕ̃j2...jn+1

(
P̌
(
z
(2)
j2
, ..., z

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

.

Então,
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


m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(1)
j1

)
x
(2)
j2
, ..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

=




m2,m,...,m∑

j2,...,jn+1=1

∣∣∣ϕ̃j2...jn+1

(
P̌
(
z
(2)
j2
, ..., z

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

≤
∥∥P̌
∥∥
mas(p;q;r)

∥∥∥
(
ϕ̃j2...jn+1

)m2,m,...,m

j2,...,jn+1

∥∥∥
w,r

∥∥∥∥
(
z
(2)
j2

)m2

j2=1

∥∥∥∥
w,q

n+1∏

i=3

∥∥∥∥
(
z
(i)
ji

)m
ji=1

∥∥∥∥
w,q

=
∥∥P̌
∥∥
mas(p;q;r)

∥∥∥
(
ϕj1,...,jn+1

)
j1,...,jn+1∈Nn

m

∥∥∥
w,r

∥∥∥∥
(
γ
(
x
(1)
j1

)
x
(2)
j2

)m
j1,j2=1

∥∥∥∥
w,q

n+1∏

i=3

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q

.

Como

∥∥∥∥
(
γ
(
x
(1)
j1

)
x
(2)
j2

)m
j1,j2=1

∥∥∥∥
w,q

= sup
ϕ

(
m∑

j1,j2=1

∣∣∣ϕ
(
γ
(
x
(1)
j1

)
x
(2)
j2

)∣∣∣
q
) 1

q

= sup
ϕ

(
m∑

j1,j2=1

(∣∣∣γ
(
x
(1)
j1

)∣∣∣
∣∣∣ϕ
(
x
(2)
j2

)∣∣∣
)q
) 1

q

≤

∥∥∥∥
(
γ
(
x
(1)
j1

))m
j1=1

∥∥∥∥
∞

sup
ϕ

(
m∑

j=1

(∣∣∣ϕ
(
x
(2)
j2

)∣∣∣
)q
) 1

q

=

∥∥∥∥
(
γ
(
x
(1)
j1

))m
j1=1

∥∥∥∥
∞

∥∥∥∥
(
x
(2)
j2

)m
j2=1

∥∥∥∥
w,q

≤

∥∥∥∥
(
γ
(
x
(1)
j1

))m
j1=1

∥∥∥∥
q

∥∥∥∥
(
x
(2)
j2

)m
j2=1

∥∥∥∥
w,q

≤ ‖γ‖

∥∥∥∥
(
x
(1)
j1

)m
j1=1

∥∥∥∥
w,q

∥∥∥∥
(
x
(2)
j2

)m
j2=1

∥∥∥∥
w,q

,

temos




m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(1)
j1

)
x
(2)
j2
, ..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

≤ ‖γ‖
∥∥P̌
∥∥
mas(p;q;r)

∥∥∥
(
ϕj1,...,jn+1

)
j1,...,jn+1∈Nm

∥∥∥
w,r

n+1∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q

.

93



4.7. POLINÔMIOS MÚLTIPLO (P ;Q;R)-SOMANTES

Usando a mesma ideia acima para os outros n termos de (4.31), obtemos




m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(2)
j2

)
x
(1)
j1
, x

(3)
j3
..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

≤ ‖γ‖
∥∥P̌
∥∥
mas(p;q;r)

∥∥∥
(
ϕj1,...,jn+1

)
j1,...,jn+1∈Nm

∥∥∥
w,r

n+1∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q

,

...




m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
P̌
(
γ
(
x
(n+1)
jn+1

)
x
(1)
j1
, x

(2)
j2
..., xnjn

))∣∣∣
p




1
p

≤ ‖γ‖
∥∥P̌
∥∥
mas(p;q;r)

∥∥∥
(
ϕj1,...,jn+1

)
j1,...,jn+1∈Nm

∥∥∥
w,r

n+1∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q

.

Logo, de (4.30),




m∑

j1,...,jn+1=1

∣∣∣ϕj1,...,jn+1

(
(γP )∨

(
x
(1)
j1
, ..., x

(n+1)
jn+1

))∣∣∣
p




1
p

≤
1

n+ 1

[
‖γ‖

∥∥P̌
∥∥
mas(p;q;r)

∥∥∥
(
ϕj1,...,jn+1

)
j1,...,jn+1∈Nm

∥∥∥
w,r

n+1∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q

+ · · ·

· · · + ‖γ‖
∥∥P̌
∥∥
mas(p;q;r)

∥∥∥
(
ϕj1,...,jn+1

)
j1,...,jn+1∈Nm

∥∥∥
w,r

n+1∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q

]

= ‖γ‖
∥∥P̌
∥∥
mas(p;q;r)

∥∥∥
(
ϕj1,...,jn+1

)
j1,...,jn+1∈Nm

∥∥∥
w,r

n+1∏

i=1

∥∥∥∥
(
x
(i)
j

)m
j=1

∥∥∥∥
w,q

.

Portanto γP é múltiplo (p; q; r)-somante e

‖γP‖Pn+1
mas(p;q;r)

=
∥∥(γP )∨

∥∥
mas(p;q;r)

≤ ‖γ‖
∥∥P̌
∥∥
mas(p;q;r)

= ‖γ‖ ‖P‖Pn
mas(p;q;r)

.

�
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Corolário 4.7.2 O ideal de polinômios
(
Pn
mas(p;q;r), ‖·‖Pn

mas(p;q;r)

)
é compat́ıvel com o

ideal dos operadores lineares absolutamente (p; q; r)-somantes.

Demonstração: Segue da Observação 1.1.13. �
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Caṕıtulo 5

Apêndice

5.1 A: Funções de Rademacher

Os resultados deste apêndice foram essencialmente inspirados em um resumo do

assunto contido em [52]. As funções de Rademacher são definidas por

rn : [0, 1] −→ R, n ∈ N

rn (t) := sign (sin 2nπt)
(5.1)

Se dividirmos o intervalo [0, 1] em 2n sub-intervalos Ik =
(
k−1
2n
, k
2n

)
, com k =

1, . . . , 2n, então [0, 1] será formado pela união de todos os Ik e os seus extremos.

Da definição das rn podemos perceber que as funções de Rademacher assumirão,

alternadamente, os valores 1 e −1 à medida que t percorre o intervalo [0, 1]. Na fronteira

dos intervalos Ik as funções de Rademacher assumem o valor zero.

Um fato interessante é que as funções de Rademacher possuem a propriedade de

ortogonalidade, isto é,

∫ 1

0

rj (t) rk (t) dt = δjk =

{
1, se j = k

0, se j 6= k
. (5.2)

Assim, (rn)∞n=1 é uma sequência ortonormal de L2 [0, 1].

Lema 5.1.1 Se y1, . . . , yn ∈ K , então

n∑

j=1

|yj| = sup
|ζj |=1

∣∣∣∣∣

n∑

j=1

ζjyj

∣∣∣∣∣ = sup
|ζj |≤1

∣∣∣∣∣

n∑

j=1

ζjyj

∣∣∣∣∣
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Demonstração: Se |ζj| ≤ 1, da desigualdade triangular, temos

∣∣∣∣∣

n∑

j=1

yjζj

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1

|yjζj| ≤

n∑

j=1

|yj| ,

e assim

sup
ζj

∣∣∣∣∣

n∑

j=1

yjζj

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1

|yj| . (5.3)

Agora, seja θj o argumento de yj e ζj = e−iθj , j = 1, ..., n. Então

n∑

j=1

|yj| =
n∑

j=1

yje
−iθj =

n∑

j=1

yjζj.

e
n∑

j=1

|yj| ≤ sup
ζj

∣∣∣∣∣

n∑

j=1

yjζj

∣∣∣∣∣ . (5.4)

onde |ζj| =
∣∣e−iθj

∣∣ = 1.

De (5.3) e (5.4), segue que

n∑

j=1

|yj| ≤ sup
|ζj |=1

∣∣∣∣∣

n∑

j=1

ζjyj

∣∣∣∣∣ ≤ sup
|ζj |≤1

∣∣∣∣∣

n∑

j=1

ζjyj

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1

|yj|.

�

Lema 5.1.2 Seja 1 ≤ p <∞. Se (yj)
m
j=1 ∈ lmp (R) com yj ≥ 0, para todo j = 1, . . . ,m,

então existem b1, . . . , bm reais não-negativos com
m∑
j=1

bp
∗

j = 1 e

∥∥∥(yj)
m
j=1

∥∥∥
p

=
m∑

j=1

bjyj. (5.5)

Demonstração: Por Hahn-Banach, temos

∥∥∥(yj)
m
j=1

∥∥∥
p

= sup
ϕ∈B(lmp (R))′

∣∣∣ϕ
(

(yj)
m
j=1

)∣∣∣ . (5.6)
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Como
(
lmp (R)

)∗
e lmp∗(R) são isométricos, existe ϕ = (c1, . . . , cm) ∈ lmp∗(R) tal que

ϕ
(
(yj)

m
j=1

)
=

m∑

j=1

cjyj. (5.7)

Ainda por Hahn-Banach, temos que o supremo em (5.6) é atingido. Assim, de (5.7),

segue que existe ϕ0 =
(
c
(0)
1 , . . . , c

(0)
m

)
∈ Blm

p∗
(R) tal que

sup
ϕ∈B(lmp (R))′

∣∣∣ϕ
(

(yj)
m
j=1

)∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

m∑

j=1

c
(0)
j yj

∣∣∣∣∣ .

Como, por hipótese, yj ≥ 0 para todo j = 1, ...,m, esse supremo será atingido quando

c
(0)
j ≥ 0 para todo j = 1, . . . ,m ou c

(0)
j ≤ 0 para todo j = 1, . . . ,m. Portanto

∥∥∥(yj)
m
j=1

∥∥∥
p

=

∣∣∣∣∣

m∑

j=1

c
(0)
j yj

∣∣∣∣∣ =
m∑

j=1

∣∣∣c(0)j
∣∣∣ yj. (5.8)

Tomando bj =
∣∣∣c(0)j

∣∣∣ para todo j = 1, ...,m, temos o desejado. �

Lema 5.1.3 Sejam E um espaço de Banach e x1, . . . , xm ∈ E. Então

sup
|εj |≤1

∥∥∥∥∥

m∑

j=1

εjxj

∥∥∥∥∥ =
∥∥(xj)

m
j=1

∥∥
w,1

= sup
|εj |=1

∥∥∥∥∥

m∑

j=1

εjxj

∥∥∥∥∥ .

Demonstração: Uma consequência do Teorema de Hahn-Banach garante que

∥∥∥∥∥

m∑

j=1

εjxj

∥∥∥∥∥ = sup
ϕ∈BE′

∣∣∣∣∣ϕ
(

m∑

j=1

εjxj

)∣∣∣∣∣ .
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Pelo Lema 5.1.1, segue que

sup
|εj |=1

∥∥∥∥∥

m∑

j=1

εjxj

∥∥∥∥∥ = sup
|εj |=1

sup
ϕ∈BE′

∣∣∣∣∣ϕ
(

m∑

j=1

εjxj

)∣∣∣∣∣ (5.9)

= sup
ϕ∈BE′

sup
|εj |=1

∣∣∣∣∣ϕ
(

m∑

j=1

εjxj

)∣∣∣∣∣

= sup
ϕ∈BE′

sup
|εj |=1

∣∣∣∣∣

m∑

j=1

εjϕ (xj)

∣∣∣∣∣

= sup
ϕ∈BE′

m∑

j=1

|ϕ (xj)|

=
∥∥(xj)

m
j=1

∥∥
w,1

.

A outra igualdade é demonstrada de maneira similar. �

Lema 5.1.4 Sejam E um espaço de Banach, (rj) as funções de Rademacher e

x1, . . . , xm ∈ E. Então

sup
|t|≤1

∥∥∥∥∥

m∑

j=1

rj(t)xj

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥(xj)

m
j=1

∥∥
w,1

.

Demonstração: O resultado segue do lema anterior e da desigualdade

sup
|t|≤1

∥∥∥∥∥

m∑

j=1

rj(t)xj

∥∥∥∥∥ ≤ sup
|εj |≤1

∥∥∥∥∥

m∑

j=1

εjxj

∥∥∥∥∥ .

�

5.2 B: Desigualdade de Hölder Generalizada

A Desigualdader de Hölder Generalizada é bem conhecida, mas, como o caso mais

usado é quando s > 1, provaremos o caso em que s > 0:

Teorema 5.2.1 (Desigualdade de Hölder Generalizada)

Seja (E, ‖·‖) um espaço normado sobre K. Se m ∈ N e xj, yj ∈ E, j = 1, ...,m,
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então (
m∑

j=1

(‖xj‖ ‖yj‖)s
) 1

s

≤

(
m∑

j=1

‖xj‖
p

) 1
p
(

m∑

j=1

‖yj‖
q

) 1
q

para s, p, q ∈ (0,+∞) , tais que 1
s

= 1
p

+ 1
q
.

Demonstração: De
1

s
=

1

p
+

1

q

temos que

1 =
1

p/s
+

1

q/s

com p
s
, q
s
∈ (1,+∞) .A desigualdade de Hölder nos dá

m∑

j=1

‖xj‖
s ‖yj‖

s ≤

(
m∑

j=1

(‖xj‖
s)

p

s

) s
p
(

m∑

j=1

(‖yj‖
s)

q

s

) s
q

e o resultado segue. �
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Banach, Dissertação de Mestrado, UFPB, 2009.

[53] J. Mujica, Complex Analysis in Banach Spaces, North-Holland Mathematics

Studies 120, North-Holland, 1986.

[54] X. Mujica, τ (p; q)-summing mapping and the domination theorem, Portugaliae

Mathematica 65 (2008), 211-226.

[55] D. Pellegrino, Cotype and absolutely summing homogeneous polynomials in Lp

spaces, Studia Mathematica 157 (2003), 121-131.

[56] D. Pellegrino, Cotype and nonlinear absolutely summing mappings, Mathematical

Proceedings of the Royal Irish Academy 105A (2005), 75-91.

[57] D. Pellegrino e J. Santos, Absolutely summing operators: a panorama, a aparecer

em Quaestiones Mathematicae.
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