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Resumo

Nesta dissertacao é apresentada uma solucao estacionaria para um modelo de dinamica popu-
lacional de uma tnica espécie, considerando a dispersao da populagao num espaco heterogéneo e
um crescimento logistico da populagao. No primeiro capitulo, para dar ao leitor alguma intimidade
com o0s conceitos apresentados estudamos alguns modelos de dindmica populacional de uma tnica
espécie. Referimo-nos a uma tnica populacao para dizer que nao analisamos aqui a interagao entre
diversas espécies. No segundo capitulo concentra-se a parte substancial do nosso trabalho. Na
secao 1 apresentamos o modelo, na secao 2 apresentamos a solucao estacionéaria para o problema e

na secao 3 fazemos uma discussao sobre efeitos de isolamento para uma populacao.

Palavras-Chave: Equac&o do Calor. Dinadmica Populacional. Equacé&o de Fisher-Kolmogorov. Biomatematica.



Abstract

This thesis presents a stationary solution to a model of population dynamics of a single species,
considering the dispersion of biological population in a heterogeneous space and a logistic population
growth. In the first chapter, to give the reader some familiarity with the concepts presented study
some models of population dynamics of a single species. We refer to a single population to say
we do not analyze the interaction between different species. The second chapter focuses on the
substantial part of our work. In Section 1 presents the problem and the model, section 2 presents
the stationary solution to the problem and in Section 3 we make a discussion about isolation effects

on a population.

Key-Words: Heat Equation. Poulation Dynamics. Fisher-K olmogorov Equation. Mathematical
Biology.
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Introducao

Problemas matematicos em dinamica populacional tém atraido uma consideravel atencao por anos.
Iniciado pelos artigos classicos de Lotka (1925), Volterra (1926), Fisher (1937) e Kolmogorov|16]
(1937), estas ideias foram expandidas em uma vasto campo cientifico na interface entre a matema-
tica e ecologia. Em particular, é de grande importéancia, tanto econémica quanto ambiental[12], o
estudo de fragmentacao de habitat, para que perguntas como: Qual a melhor forma de desmatar
parte de uma floresta?, Qual o tamanho de fragmento ou fragmentos de floresta que deve ser conser-
vada para manutencao das espécies?, Que forma deve ter este fragmento?, Quais as consequéncias
do isolamento? |[7],[16]. Hoje, diferentes técnicas mateméticas sdo utilizadas para descrever di-
namica populacional. Entretanto, a abordagem classica baseada em equacoes diferenciais ainda

parece ser a mais comum e também a usaremos neste trabalho.

Analisaremos aqui um modelo de uma populagao movendo-se no espaco, sujeita a uma certa
taxa de crescimento constante e positiva, com capacidade de suporte do meio limitada e a uma
condicao ambiental heterogénea tornando a densidade maxima nao constante no espaco . Essa
saturacao define uma densidade maxima para esta populagao num dado ponto do espaco. Para
descrever matematicamente o problema acima, usaremos a equacdo de Fisher-Kolmogorov [16].
O objetivo principal é encontrar uma solucao analitica estacionaria para tal equacao. Também,
serd analisada a dependéncia da densidade de saturacao maxima com o tamanho do fragmento
biologico. Nao serao levados em cosideracao padroes de fragmentacao, somente serao observados

efeitos dependentes da extensao do fragmento.

Discutiremos ainda, a existéncia de um tamanho critico para o fragmento de modo a permitir

a subsisténcia da espécie sugerido por Skellam [13].
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Capitulo 1

Dinamica Populacional

1.1 Dinamica Populacional de Uma Unica Espécie

Nesta secao introduziremos alguns modelos de crescimento populacional de uma tnica espécie .
Comecaremos pelo mais simples o0 Modelo de Malthus, que teve um forte impacto sdcio-econémico e
também influenciou Charles Darwin que sentiu na densidade populacional a causa de uma inevitavel

selecao natural.

1.2 Modelo de Malthus

Malthus Propds em 1978 que uma populagio sem restrigoes cresce geometricamente , [4]:

Seja z(t) a densidade populacional no tempo ¢, assumimos que esta é uma espécie que ndo sofre
interferéncia de outras espécies, e que as taxas de crescimento e morte sao proporcionais ao nimero
de individuos da populacao, ou seja, a variacao relativa da populagdo é proporcional & propria

populacao. Matematicamente:

2(t) = (a— b)a()
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onde a > 0 & o coeficiente de crescimento da populacao devido aos nascimentos( taxa de natali-

dade), e b > 0 é o coeficiente de variacado da populacio devido as mortes( taxa de mortalidade).

Para simplificar tomaremos o = a — b, e chamaremos « de coeficiente de crescimento da popu-

lacao. Podemos entao reescrever a equacao anterior da seguinte forma:

x4 (t) = ax(t)

Para t = 0 temos x(0) = zo( populagao inicial), integrando e aplicando a condi¢ao inicial a
equacao chegamos a :
x(t) = xgexp at

Podemos tirar algumas conclusoes desta equacao:
i)Sea >0, tlim x(t) = 400, a populagao cresce indefinidamente.
—00
ii) Se o < 0, tlim z(t) = 0, a populagao tende a extingao.
—00

iii) Se a = 0, z(t) = xg, Vt a populagdo permanece constante.

1.3 Modelo Logistico

Para a > 0 no modelo anterior, temos que a populacdo crescera com o passar do tempo. E razoavel
supor que uma populagao em algum meio deva crescer com um limite méximo devido por exemplo,
a alimentacao , a luz solar, espaco fisico, etc... . Em 1838 Verhulst, e mais tarde em 1930 Pearl,

propuseram que o coeficiente de crescimento deveria decrescer proporcionalmente & populacao, ou
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seja, a deve ser varidvel. Propondo entao:

dr(t)
O _ (o~ paey)att

onde @ > 0 e f > 0. Consideramos agora (o — Sx(t)) nosso novo coeficiente de crescimento.

Novamente tomando x(0) = xo(populacao incial) e integrando obtemos:

t
i) para a # 0, z(t) = % onde C' = a — fxg
To

i =0, a(t)=—2 |
ii) para a =0, x(¢) T+ Bt
De i) vemos que:
, o
1) se a >0, tlgloé x(t) = 3
0

2)se a=0, limzx(t)=
t—00

«

ou seja, para « > 0 se tomarmos zy > % a populacao decresce se aproximando assintoticamente de 3
com t — 00, j& se tomarmos ry < % a populacao cresce se aproximando assintoticamente de % com
t — oo e por utimo se g = % a populagao permanece constante com o tempo, ou seja, x(t) = %, Vt.

1.4 Modelo de Clark

Vamos agora apresentar um modelo que se baseia em uma equacao diferencial de segunda ordem.

Este modelo conveniente foi dado por Clark em 1971:

d*x B dx

W_ (%a)

Aqui a derivada segunda representa a "forca de sobrevivéncia da espécie ". Vamos supor que

esta forca seja a soma de duas outras quantidades:
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Figura 1.1: curva logistica (o > 0)

H, : forca de retorno ao ponto de equilibrio, ou forca de restauracao

H, : forca devido a influéncia do passado recente da populagao.

Assim,
dx
H(x,—)=H,+ H,.
Faz sentido supor que a forca de restauragad H, depende somente de z, e escrevemos H, = —h(z)

onde , h(z) deve satisfazer:

1. 32* > 0 tal que h(z*) = 0 (equilibrio)

2. (z —a*)h(2*) > 0 para x # z* ( efeito restaurador).

Agora, como H, reflete a historia recente da populacao, assumimos que esta é influenciada pela

taxa de crescimento da populacao, digamos da seguinte forma :
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dx

Hp - _f(x)a

Voltando ao nosso modelo e aplicando o discutido acima obtemos:
T+ f(x)t 4+ h(x) =0

Iremos fazer agora algumas suposicoes:

1)f & par, h é impar, xh(z) > 0 para x # 0 e f(0) < 0;

2)f, h continuas e h Lipschitz.

3)F(x) = [ f(u)du com lim F(z) = oo

T—00

4)F(x) tem um tnico zero positivo, * = «, e F'(x) é monotonicamente crescente para

x> o,

Precisamos agora de um teorema conhecido como Teorema de Liénard que serd enunciado agora:

|de Lienard]

A equagao & + f(z)& + h(z) = 0, com f e h satisfazendo as condicées, de 1) a 4) anteriores,

possui uma tdnica solucao periodica orbitamente estavel.

A demonstracgao deste teorema pode ser encontrada em Sinko [8].

Com isso vemos que este modelo se comporta de maneira diferente dos anteriores, cujas solucoes

se aproximam assintoticamente de algum ponto.
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Exemplo: Tomemos h(z) =z —wue f(z) = (x —u)* — 1, assim

i+ ((r—u?—1Di+(x—u) =0

fazendo a mudanga de variavel w = = — u vemos que h(w) e f(w) satisfazem as condigoes do

Teorema de Lienard, logo existe uma tnica solucao periddica.

1.5 Dinamica Populacional de Duas Espécies

1.5.1 Introducao

Nas secoes anteriores estudamos alguns modelos de dinamica populacional de uma tnica espécie.
Nesta apresentaremos um modelo de dindmica populacional para duas espécies, mas antes disso,
faremos uma breve apresentacao de relacoes entre duas espécies: digamos espécie A e espécie B. A

classificacao se baseia nos efeitos resultantes dessa interac¢ao:

(i) Neutralismo, em que nenhuma das espécies é afetada pela interagao.

(ii) Competicdo, em que cada espécie afeta negativamente a outra, seja na luta por comida, espaco

fisico ou qualquer outro meio de subsisténcia.

(iii) Mutualismo, em que a interagio é benéfica para ambas as espécies que podem ou nao viver
juntas executando funcoes complementares. Em algumas associacoes mutualisticas as duas
espécies tiram proveito da relacao de tal forma que, quando separadas sao incapazes de viver
individualmente.Essas associacoes formam uma sociedade distinta, denominada Simbiose.
Um exemplo desta relacao ¢ a convivéncia dos cupins com as bactérias em seus intestinos que

digerem madeira.



(iv)

(vi)
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Protocooperacao, em que a interacao ¢ benéfica, mas nao necessaria para as espécies. Um
exemplo desta situacao ¢ a dos caranguejos que hospedam celenterados em seus dorsos os
quais servem de camuflagem aos caranguejos, que por outro lado sdo transportados e obtém

particulas de alimentos quando os caranguejos capturam suas presas.

Comensalismo,em que a espécie A(comensal) necessita da espécie B(hospedeira), mas nao se

afetam pela interacao.

Predacao, em que a espécie A(presa) é afetada negativamente pela espécie B(predador), a qual
necessita dessa interacao. Do ponto de vista ecologico, esta relacao é extremamente necessaria
para a estabilidade do sistema. Como exemplo desta interacao interespecifica, podemos citar
o relato de Odum: em 1907 havia uma populacao de 4.000 veados e uma respeitavel populagao
de predadores, pumas e lobos, coabitando uma determinada regiao, no Arizona. Entre 1907
e 1923 fez-se um esforco para remover os predadores. Em 1923 a populacao de veados subiu
a 100.000, o que estava além da capacidade de sustento oferecida pela vegetacao. Em pouco
tempo, a vegetacao foi devorada, e em dois anos a populacao de veados caiu para 10.000,
continuando a decrescer. Calcula-se que num sistema presa-predador a populacao de veados

nao passaria de 30.000.

1.5.2 Sistema Predador-Presa(modelo de Lotka-Volterra)

Denotam-se por © = z(t) e y = y(t) as populagoes, respectivamente, da presa e do predador em um

instante de tempo t. Para modelar a interagao entre as duas espécies sao assumidas as seguintes

hipoteses:

1.

2.

Na auséncia do predador, a populagao da presa aumenta a uma taxa proporcional a populacao

da

, 95 = ar,a > 0. Onde a ¢ a taxa de crescimento da populagao

atual. Dessa forma, se y = 0

de presas.

Na auséncia de presas, a populagao do predador se extingue a uma taxa proporcional a sua

populacao atual. Assim, se x = 0, % = —uy, 1 > 0. Onde i é a taxa de morte dos predadores.
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3. Namero de encontros entre presas e predadores ¢ diretamente proporcional ao produto das
duas populacoes. Cada um desses encontros tende a inibir o crescimento da populacao de
presas e a aumentar o da populacao de predadores. Dessa forma, a populacao de presas sofre
uma reducao de —axy e a populacao de predadores é aumentada de yry, onde o e v sao
constantes positivas e correspondem, respectivamente, as taxas de predacao e de conversao

da caca em novos predadores.

Destas hipoteses obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais:

dx
4 = la-a) (1.1)
- = y(yx — ).

que é conhecido como modelo de Lotka-Volterra.

1.5.3 Estabilidade e Equilibrio do Modelo de Lotka-Volterra

Note que, estas equacoes formam um sistema nao-linear e nao integravel em ¢. Como x e y
representam populagoes, estudaremos o comportamento de (1.1) no primeiro quadrante, que é

onde existe significado biolégico , ja que , nao existe populacao negativa.

Nos semi-eixos ja sabemos o comportamento do sistema, como visto na descrigao do modelo. O
11 . . . . L (B a
ponto de equilibrio do sistema no primeiro quadrante é (;, 2).
Proposicao 1.1. Todas as drbitas do sistema (1.1), no primeiro quadrante, menos o ponto (’é, 2)

sao curvas fechadas.

Demonstragao. Consideremos a funcao :

flay) = (& —in——1y" + (% - InL — Day"
i T Yy Y (1.2)
onde 2 = 5, ¢y*= —, f: Rt xR" = R.
Yy (0%

A funcao f tem as seguintes propriedades:



19

1. existe um tnico ponto critico que é de minimo absoluto em (z*, y*).

Prova: A funcao ¢(t) : (0,00) — R dada por g(t) =t — In(t) tem um minimo absoluto em
t =1, logo :
t—In(t) >1=t—In(t)—1>0. Assim , f(z,y) > 0se (z,y) # (z*,y").

Portanto, existe um minimo absoluto em (z*, y*)

2. f é constante ao longo de cada orbita (x(t),y(t)) de (1.1).

Prova: Derivemos f em relacao a t:

d 1dr 1ldx 1ldy 1dy
—f(x(t),y(t) = —— — —— "+ ——2 — —Zay*
dt (x(), y(®)) codt  xdt " +y*dt ydt&y
o Lldx . 1dy
= (@) + y)ay o
a (1.3)

= (e = Dpla—ay)+ (y= Dal-pt )

= (v —p)(a—ay)+ (ay —a)(—p+ )

= 0,Vt.

3. f nao é constante em aberto conexo algum.

_ o g
Prova: Basta notar que sendo —— = il v e —f — 47y
ox x dy

« estes somente se anulam

simultaneamente em (z*,y*) .

Assim as curvas de nivel de f s@o curvas fechadas o redor de (z*,y*) .

A funcao f satisfazendo essas trés propriedades é uma fun¢do Liapunov(ver Apéndice) e as curvas
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de nivel desta fungao sao as orbitas periddicas do sistema (1.1).

S

X
Figura 1.2: Solucdes, no plano de fase, para o sistema Lotka-Volterra
A interpretacao do resultado acima é que toda evolucao que comece no interior do primeiro

quadrante resulta periodica. Como (z*,y*) corresponde a um equilibrio, se as populacoes iniciais

forem x(0) = z* e y(0) = y* elas continuarao constantes ao longo do tempo.

Proposigao 1.2. Se (x(t),y(t)) é uma drbita do sistema (1.1), de periodo I' , no primeiro qua-

drante, exceto o ponto (z*,y*) entao:

Ou seja, para qualquer evolucdo as médias das populagoes coincidem com os valores do ponto

(%, y%).



Demonstracao.

Do sistema (1.1) temos

Fldy r
——dt:/ xy — p)dt
/o y dt 0( )

assim,

In(y(£)E =~ / £(t)dt — uT

como y(0) = y(I'), o primeiro termo da equacdo anterior é zero. Dai,

/0 " a(t)dr < ML

y

ou seja,
r
/ z(t)dt = z*T
0

Analogo para y(t).

21
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Capitulo 2

EFEITOS DO TAMANHO DE
FRAGMENTO E ISOLAMENTO
(MODELO FK)

2.1 Descricao do Modelo

Neste capitulo, analisaremos um modelo de uma populagao de uma espécie com taxa de crescimento
constante e positiva. Esta populacao habita uma regiao dividida em duas partes: uma area mais
favoravel ao desenvolvimento dessa que sera chamada regidao interna ou méscara, e uma segunda
(regido externa), uma area pouco favoravel mas, ainda assim, onde a vida é possivel. Consideramos
que a capacidade de suporte do meio a vida é limitada, gerando uma densidade populacional de
saturacao. Além disso, os individuos se movem no espaco de forma aleatoria, impondo um fenémeno

de difusao fickiana.

Trataremos aqui, nao com o nimero de individuos da populagao e sim, com a densidade popu-
lacional. Entendemos a densidade populacional como fun¢ao continua do tempo e do espaco, sendo

estas varidveis continuas.
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Para modelar o problema iremos considerar a equacao de Fisher-Kolmogorov em uma dimensao:

O*u(x,t) b o
up = DW + au(x,t) — JU (x,1), (2.1)
onde D e a representam a difusividade e a taxa de crescimento respectivamente, u representa
a densidade populacional, g é o inverso da capacidade de suporte, [ é o comprimento da més-
cara ¢ (z,t) € (R,RT). Implicitamente, estaremos tratando com um problema de valor inicial e

de fronteira. No estudo analitico, entretanto, procuraremos por solucoes estacionéarias do problema.

Faremos, primeiramente, a adimensionalizagao da equacdo (2.1) com a seguinte alteracao:

v i x\/g (2.2)

implicando

ax :6x*\/%7
at :at*av (23)

L=1/DJa.
Substituindo (2.2) e (2.3) em (2.1) obtemos

B 0*u(z,t)
 Ox2

Uy

+u(w,t) — Cu?(z,t), (2.4)

onde C' = g e o asterisco foi retirado por simplicidade.

Na ultima equacao C representa a condi¢ao ambiental em funcao da posicao z. Como supomos
duas condig¢oes ambientais diferentes, dentro e fora da regiao favoravel a vida, podemos escrever C

como uma funcao constante por partes da seguinte forma:



) = { Cy, se |z| < %,

Co, se |z| > %,

24

(2.5)

ou seja, dentro da regiao mais favoravel a condicao ambiental é representada pela constante cp, e

fora dela representada pela constante c¢y. Quanto maior C' mais desfavoravel é o ambiente, assim

devemos ter ¢y > ¢

2.2 Solucao Estacionaria

Nos consideramos agora (2.4) com C(z) dado por (2.6) e a variavel densidade populacional é

reescrita como u =

300 30 3 3 3C(x)

R

2c, Ot 2¢, 022 204 2c1 2 ¢

dividindo ambos lados por % temos,

faremos agora

e obtemos

00 9o . 3C() ,
EI T A

C L
u@:{ﬁﬁem>a

1, se |z] <%,

3¢_32¢ 3 9
E—@+¢—§k(9€)¢

¢*)

(2.6)

(2.7)

Que pode ainda ser reescrito de modo a evidenciar as condicoes de vida extena e interna:



25

{ b = bt d—3k(2)6* 2| > % (2.8)

Sobre as condigoes fisicas e biolégicas do problema podemos estabelecer que fora da regiao

propicia a densidade populacional se aproxima da saturacao externa que é dado pelo inverso de

3k 2
2 ’ 3k

imprecindivel que a densidade externa se aproxime de % mas nunca seja igual.Esta afirmacao

ou seja, =.Neste ponto, é importante salientar que mesmo nao sendo mencionado em [1] &
serd melhor compreendida mais adiante. Também é esperada continuidade na fronteira entre as
regides tanto da densidade populacional ¢ quanto do fluxo ¢,. Estamos supondo aqui também
uma simetria para a densidade populacional inicial expressa por ¢o(—z,0) = ¢o(x,0) e como
procuraremos por solucao estacionaria esperamos que a densidade populacional se estabilize para

um tempo suficientemente grande.

Tendo em mente as consideracoes acima e denotando por ¢° e ¢' as densidades populacionais

externas e internas, respectivamente, dispomos das seguintes condigoes:

¢O<i§7 t) = (bi(i%vt)
g<i%7 t) - gﬁé(ﬂ:%,t) (2 9)
¢°(£o0,t) = = '
¢(z,0) = ¢o(x)

Com tudo que foi estabelecido nesta secao, procuraremos por uma solucao estacionaria nao-

trivial, ou seja, procuramos solu¢ao para:

— _3 L
R (2.10)
Cbo(_gﬂt) _¢i(_§’t)v
ng(_%’t) —Qﬁ;(—%,t), (2'11)
¢O<_Oo7t) _%



26

Podemos considerar somente condigbes para x positivo ¢(z, -), pois ndo depende das condicoes

iniciais e as condicoes fisicas sao simétricas.

De (2.10) temos

0= 6%, +6" — Sh(x) (6" )

multiplicando a equagao acima por 2¢¢ e a reformulando encontramos

20005, +20°0% — k(z) (3 (¢° )67 ) =0
note que o lado esquerdo da equacao ¢ justamente a derivada em relacao a = de
(¢2)° + (67)" = k(2) (¢°) — do,

onde d, ¢ uma constante. Logo,
(¢5)° + (67)" = k(2) (¢° )" = dy = 0.
Procedendo de maneira andloga para a parte interna encontramos
(¢2)"+ (0')° = (¢")" —di =0

e assim chegamos a

2+ — k¢ —d, =0, >4,
{%Hﬁ ¢ T (2.12)

PZH+er—¢*—d; =0, 0< z<Z

onde dy e d; sao constantes e serao determinadas posteriormente.

Nao trabalharemos aqui com o as equacoes acima diretamente, e sim com o problema inverso.

Neste sentido, tomamos = > % e escrevemos ¢ = (b(ﬂ&((ﬁ)) Entao, derivando em relacao a ¢

encontramos,
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1= ¢y = ¢ (2(0)) s

por outro lado, da equacao primeira equacao em 2.12

by = /=% + k¢® + d,

e agora combinando chegamos a:
1

o= d,

Procedendo de forma similar para 0 < x < % encontramos

ZL‘¢Z

1
e d

Integrando as expressoes acima obtemos a posicao em funcao da densidade populacional para cada

condicao ambiental:

_ 2 .
O = Gawarh b 219
(¢) = i, 0> a<k

VP — ¢+ d;
onde by e b; sao as novas constantes de integracao , que junto com ag e a;, serao determinadas pelas

condicoes de contorno. Iremos, agora, trilhar um caminho na intencao de determina-las, fazendo

antes algumas consideracoes tteis.

Na area favoravel a vida, |z| < %, devemos ter um valor méximo para a densidade populacional
¢, que sera denotada por ¢* = ¢(0,.). Claramente, ¢' < ¢* < %, onde ¢ é a funcdo densidade
para |z| < é Além disso, pela continuidade de ¢ na fronteira, temos (b(%,-) = gbi(é, J=¢t e
<ot <4

De acordo com a notagao estabelecida no paragrafo anterior chegamos as condigoes de fronteira:
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¢:(0,9) =0, ouuwxs(p*) = o0,

#(0,-) =¢*, oux(ep*) =0. (2.14)

Aplicando as condigbes de contorno do problema inverso a segunda equagao em (2.12) obtemos

do = —(¢*)® + (¢*)?. Substituindo o valor encontrado para dy em (2.13) obtemos,

do
o) = [ : :
VR — ¢ =2+ o
Fatorando o polinéomio no denominador da expressdo anterior percebemos que ¢ — ¢*> — ¢ +
¢** = (¢ — ¢*)(¢* + 0" — ¢ + ¢*? — ¢*), possui somente uma raiz real ¢ = ¢*. Dai, o integrando
¢
Vo — ¢ — 92+ ¢

é uma funcao continua no intervalo (¢*,¢* ) e podemos escrever:

¢ dyo
z(¢) =/¢* Tt 0< z< & (2.15)

note que z(¢) satisfaz (2.14) e estd bem definida, apesar da descontinuidade do integrando em
S d(p

1
(¢ —¢%)2

z(¢)*. Com efeito, seja s pentencente ao intervalo (¢T, ¢* ), a integral / converge, pois

b
d
toda integral da forma / ﬁ com a < 1 é convergente.
: B ¢ o
Sejam g(¢) = N e h(¢) = PRES Temos,
h(¢) 1

1 —_—

AT 30) P P T o —ot 67— o)

como ndo existe raiz real para o polinémio (¢%+ ¢*¢ — ¢+ ¢*> — ¢*), o limite acima é uma constante
diferente de zero. Pelo teste do limite do quociente para integrais improprias, concluimos que a

integral em 2.15 converge para todo ¢ € [¢F, ¢* |
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por outro lado, para a regiao exterior as condig¢oes sao:

(2.16)

Usando as condigbes acima na primeira equacdo em (2.12) concluimos que d, = # e podemos

escrever:

/ SRS
90 T2 2.17
\/ k¢3 ¢2 27k2 2 ( )
Fatorando o polinémio do denominador encontramos
4 2 1
k 3 2 — _

. , 2 o ~ . l + . .
cujas raizes sao 31<; e 3k que ndo pertencem ao intervalo (5, ¢"]. Sendo assim podemos escrever :

L
/ +5, T>%, (2.18)
¢+\/ 2 '

ou ainda,

no |t~

¢ 3kd L
z(9) =/¢ d o, x>k (2.19)

+(?)k:go—Q),/k:gDJr% 2"

onde verificam-se as condigoes (2.16) .

Aqui verifica-se o motivo pelo qual ¢ # 3% Se fosse possivel a igualdade nossa solugao nao seria

valida para este valor, pois a integral acima diverge para ¢ = =

Chegamos entao a solucao para o problema inverso para cada regiao:
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¢ dy
" _/d’; Voo -prer T : (2.20)
z(¢) —/ e +Loas ok '

o (3kp —2)\ ko + 1 2

O problema ainda nao estd completamente solucionado pois nao conhecemos ¢+ e ¢*. Da

continuidade da densidade populacional na fronteira temos

¢°(L,) = ¢+ =¢i(£,)

donde,
4
+3_ +2_ *3 *2: +3_ +2
R e e A A=
que implica
1
4 \3
¢*2 o (b*S - ;
. 2.21
ot = k_127k5 — ). (2.21)
Com esta nova perspectiva escrevemos
f(#) do L

S (2.22)
v VP -t et 2

Esta equacao define ¢* e torna o problema determinado, com solucao tinica. E mais, agora temos

uma relagao entre ¢* e L, o que nos permite saber como se comporta a densidade populacional

méxima para diferentes tamanhos da regiao favoravel a vida. Mais explicitamente:

G(¢™, L) = P[f(¢")] = Plo] -

Il
o

(2.23)

N | B
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onde P[¢] é uma primitiva do integrando em (2.22).

2.3 Resultados Numéricos e Discussao

De posse da equagao (2.23) vamos examinar a relagao entre a populagdo maxima e o tamanho da
regido favoravel. E representado graficamente ¢* em termos de L solucionado numericamente a
equagdo (2.23), para varios valores de k. Estas curvas sdo apresentados na figura 2.1. Usamos a
equagdo (2.21) para plotar o grafico 2.2 e estudar o comportamento da densidade populacional na

fronteira em relacao a densidade populacional méaxima.

Para se ter uma melhor compreensao do que sera dito, deve-se primeiro entender que espécies
diferentes tém, via de regra, taxas de crescimento e dispersividade diferentes. Além disso, nao é
improprio conjecturar que espécies diferentes "sentem"de forma diferente as condi¢cdes ambientais

do meio. Dito isso, entendemos que para cada espécie teremos um k diferente.

Com tudo que foi dito no paragrafo anterior e lembrando que o comprimento adimensional
do fragmento ¢ dado por L = l\/a/D, inferimos que, para [ fixo, espécies mais dispersivas tém
um comprimento adimensional de fragmento menor, enquanto que para espécies menos dispersivas
tem-se L maior. Como reflexo disso, ao analisar os graficos da figura 2.1, deve-se ter em mente
que espécies mais dispersivas tendem a estar mais a esquerda da figura enquanto que as menos

dispersivas devem estar mais a direita.

Observando a figura 2.1 abaixo, nota-se que para qualquer valor de k, existe vida dentro da area
mais favoravel , independente do valor de L. Isto conduz a afirmar que, para este modelo, nao cabe
a existéncia de um valor critico para o comprimento do fragmento, ou seja, tamanhos pequenos de
fragmento nao levam a extingao. Também verifica-se que a perpetuagao da espécie independe das
condigOes externas, expressas por k, pois para quaisquer valores de k existe vida na &rea interna.

De fato, as condi¢oes externas afetam o ambiente interno mas nao a ponto de conduzir a exting¢ao.

Analisando ainda a figura 2.1, percebe-se que quanto maior o valor de L maior serd a maxima

densidade populacional. Outro fato importante, lembrando da relacao entre dispersividade e o gra-
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fico, é que espécies mais dispersivas tem densidade de saturacao inferior aquelas menos dispersivas.
Além disso, nota-se que quanto maior k, condicao externa mais severa, maior serd a inclinacao da
curva, especialmente quando L é pequeno, implicando que dispersores sao mais influenciados por

condicoes externas.

Da figura 2.2 percebe-se que tanto para condigcoes externas intermediirias como também para
condicoes severas nao ha alteracao consideravel na densidade populacional da fronteira para mu-

dancas na densidade méxima.
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Conclusao

Analisamos aqui um modelo de uma populagdo movendo-se no espaco, sujeita a uma certa taxa
de crescimento constante e positiva, com capacidade de suporte do meio limitada e a uma condicao
ambiental heterogénea, continua por partes. Para tal andlise, fizemos uso da equacao de Fisher
- Kolmogorov, chegando a solucao estacionaria para o problema. De posse desta, conseguimos
uma relagao entre maxima densidade populacional, tamanho do fragmento e condigoes ambientais

externas donde conclui-se:

1. Ha vida no interior do fragmento independentemente do tamanho deste e das condigoes

ambientals externas.

2. Existe uma relagao entre o tamanho do habitat e a densidade de saturacao, que é maior para

regioes maiores.
3. Espécies mais dispersivas sao mais suscetiveis a extingao.

4. Tsolamento nao é um fator determinante para extincao de uma espécie, sendo mais atuante

em seres mais dispersivos.



Perspectivas de trabalhos futuros

1. Estudos bidimensional e tridimensional.
2. Dinamica populacional com varias espécies em fragmentos.

3. Estudos de fragmentos conectados.

36
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ANEXO A

Analise da Estabilidade Linear

Faremos uma breve discussao sobre um sistema de equacoes diferenciais ordinarias, auténomas (a
variavel dependente nao aparece explicitamente na equagao diferencial) de primeira ordem, cuja

forma geral é:

dx

(A.1)
d
d—i = g(z,y).

O espaco de fase é o espaco de varidveis dependentes, neste caso o plano xy. E neste espaco
que se definem as trajetorias ou as curvas associadas as equagoes (A.1) que satisfazem a seguinte

equacao diferencial:

dr f(x,y)
dy — g(z,y) (4-2)

Ponto singular é o ponto (xs,ys), tal que f(zs,ys) = g(zs,ys) = 0.Da teoria de equagoes
diferenciais ordinarias sabe-se que por um ponto (zg,yo) passa uma tnica curva, salvo o caso em

que este ponto seja singular. Podemos mudar as varidveis da seguinte forma:
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8
I
I
+
8

v

y:i=9y+ys

o ponto singular (z,ys) da equagao (A.2) passa para (0,0), na equagao transformada:

. _ f@y) _ fle—zay—ys)
dﬂ g(i', 27) g(l‘ — Ts, Y — ys) (AS)

Portanto, sem perda de generalidade, vamos assumir que o ponto singular é (0, 0).

Estudaremos o comportamento do sistema nas vizinhancas de um ponto singular. Isto nos
permite estabelecer uma solucao aproximada deste sistema, valida para pontos no espago de fase,
situados suficientemente proximos de um ponto singular. Para tal, as fungoes f(z,y) e g(z,y)
devem ser analiticas nas vinzinhanga do ponto (0,0) para serem expandidas numa série de Taylor

nas vinzinhanca deste ponto. Expandindo em primeira ordem de x e y, obtém-se:

Ny af af
(A4)
9g 9g
Podemos agora reescrever (A.1) da seguinte forma:
dx
dt
—Al" (A.5)
dy Y
dt

onde A é chamada matriz comunidade e é definida por:
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A—<Gb>z<fx fy) (A.6)
c d 9z Gy (0,0)

os indices representam as respectivas derivadas parciais calculadas no ponto (0,0) e definem as
quantidades a, b, c e d. Esta metodologia ¢ til porque descrevemos o comportamento do sistema

através das equacoes lineares abaixo:

LA
i ax + by

(A7)
% = cx+dy

O sistema acima possui solucooes que correspondem as formas paramétricas das curvas do
espaco de fase. Para determina-las encontra-se os autovalores A\; e Ay, da matriz A, ja que as

solucgoes do sistema sao da forma:

T
( ) = c101eMY + cyupett) (A.8)
Y

onde ¢; e ¢y sdo duas constantes arbitrarias e os vetores vy e vy sd0 os autovetores da matriz A. Os

autovalores associados a esta matriz sao dados por:

AMo=1 ((a +d) + [(a + d)? - 4detA]%)
(A.9)
N =1 ((a +d)— [(a+d)>? - 4detA]%>

A equacao matricial para os autovetores pode ser escrita como:

a— A\ b 1 B 0
() - (0) w10

cuja solucao satisfaz:
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(a — /\z)(xl)l + b(l’Q)Z =0
(A.11)
c(xy)i + (d—X)(x2); = 0

o indice ¢ foi introduzido para distinguirmos os autovalores \;, ¢ = 1,2. A primeira destas equagoes

nos fornece explicitamente os autovetores em termos dos elementos da matriz A como:

S N C VI L) A12
| («w») <—> A

Com todas as informagcoes sobre os autovalores e autovetores uma breve analise para as diversas
situagoes entre A1 e Ay pode ser feita obtendo-se os esbocos caracteristicos das curvas no espaco de

fase:

1. Caso A1 e A\ reais e distintos: Admitindo que A\; e Ay tém os mesmos sinais. Os tipicos

autovetores vy e vy sdo ilustrados na figura (A.1) abaixo.

Suponha que Ay < A; < 0. Entao de (slstelk), por exemplo, para c; = 0 e ¢; # 0, obtém-se:

< v > = v et (A.13)
Y

logo a solucao no plano de fase move-se ao longo de v; no sentido da origem conforme ¢ — oo
na direcao mostrada na figura, ou seja, ao longo de PO se ¢; > 0 e ao longo de Q O se ¢; < 0.
Suficientemente proximo da origem todas as solugoes tendem a zero. Esta singularidade é chamada
de no6 do tipo I. Com A\; < Ay < 0 este nod é dito estavel desde que todas as trajetorias tendam para
(0,0) conforme t — 0o. A\; > Ay > 0 este serd um no instéavel, ou seja, as trajetorias tendem para

(0,0) quando t — —o0.

Considerando que A; e Ay tenham sinais diferentes, por exemplo A\; < 0 < Ag. Isto implica que

)\Qt)

vieM 5 0 ao longo de v; conforme ¢ — oo enquanto que voel — 0 ao longo de vy conforme
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t — —o0.

Existe, desta forma, dire¢oes diferentes em vy e vy: as solugbes proximas ao ponto (0,0) sdo
mostradas na figura (A.2) abaixo. Esta singularidade é conhecida como ponto de sela e é sempre

instavel.

2. Caso A1 e Ay sejam complexos: Considerando A\, As = a + [i com [i # 0 as solugoes
envolverdao um termo da forma e(@=89¢ que resulta num comportamento oscilatério nas vizinhancas
do ponto (0,0).

e Para o caso a # 0 tem-se uma espiral que é estavel se @ < 0 e instavel se a > 0.

e Para o caso a = 0 tem-se curvas em forma de elipse. Singularidades desta natureza em geral
nao sao estaveis porque uma pequena perturbacao em uma curva no espaco de fase nao resulta
num retorno a mesma trajetoria anteriormente nao perturbada. A perturbacao resulta numa

nova solugao. Isto pode ser verificado pela figura (A.3).

3. Caso em que A; = \o: Agora os autovalores nao sao distintos e em geral as solu¢oes envolvem
termos como te. Desta forma, existe somente um autovetor v ao longo do qual as solucdes tendem
para (0,0). O tempo t no termo te modifica a solu¢ao longe do ponto (0,0). Esta singularidade
é conhecida como né6 do tipo II. Se as solucdes nao contém o termo do tipo teM tem-se uma
singularidade do tipo estrela, a qual pode ser estavel ou instavel dependendo do sinal de . Estas

singularidades sao ilustradas na figura (A.4):



Figura A.2: Ponto de sela (figura retirada de [4])

Figura A.3: Singularidades espiral e centro (figura retirada de [4])
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Figura A.4: Singularidades no tipo II e do tipo estrela (figura retirada de [4])
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ANEXOB

Funcoes de Liapunov

Counsideremos o sistema auténomo

dx(t)
dt

= f(ZE), (Bl)

e seja V' uma funcao real de n variaveis. A derivada de V' ao longo das solugoes do sistema auténomo

anterior é dada por:

dV (z) Z oV (x)

dt = O, fl(x>7 (B2)

1
dV(x)
dt

representa como V' (x) cresce ou decresce ao longo das solugoes de (B.1).

A fungao V' é dita definida positiva definida se V(0) = 0 e fora da origem,em um dominio

contendo a origem V' (z) > 0.

Suponha que (B.1) tem um equilibrio em z = 0, ou seja, f(0) = 0. Seja V uma funcao definida

positiva em D, e seja 2 C D uma subregiao de D contendo a origem em seu interior temos :



a7

dVv
1) Se dix) < 0,Vx € Q entao x = 0 é estavel;
dv(zx) < L . .
2) Se i < 0,Vx € Q entao x = 0 é assintoticamente estavel, se a regiao de

atracao contem (2;

dV (x
3)Se % > 0, Vz € entao z =0 é instavel.
N : V() , . .
No primeiro caso, ou seja, quando r < 0,V é chamada funcao de Liapunov para o campo

dV (x)

dt
e suas equagoes sao no plano de fase dadas pela familia de curvas V(z) = K onde K é constante.

f. Além disso, se = 0, entao a origem é um centro, isto é, as solugoes em €2 sdo periddicas
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