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Resumo

Usando a teoria de KCC, estaremos estudando a construgao do método da Trofodinamica
Analitica. Apresentaremos os conceitos de estabilidade de Jacobi e estabilidade linear
para sistemas de equacoes diferenciais em nossa modelagem. Veremos como a abordagem
da Trofodinamica Analitica permite um estudo mais adequado, se comparado com os
métodos tradicionais, de certos sistemas ecolégicos onde a dinamica populacional dependa
da densidade de populagao, ou das taxas de crescimento destas. Finalizamos com exemplos

de aplicacao em recifes de corais.

Palavras-chave: Trofodinamica Analitica. Geometria de Finsler. Sistemas de equagoes

diferenciais ordinaria. Ecologia. Corais.



Abstract

Using KCC theory, we will be studying the construction of the Analytical Trophodyna-
mics method. We will introduce the concepts of Jacobi’s stability and linear stability
for systems of differential equations within our modelling. We will show how Analytical
Trophodynamics is a more appropriate approach, compared with the traditional methods,
for modelling certain ecological systems where the population dynamics depend on po-
pulation density, or on their growth rates. We conclude with examples of applications in

coral reef ecology.

Keywords: Analytical Trophodynamics. Finsler geometry. Systems of ordinary diffe-

rential equations. Ecology. Corals.
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Introducao

O estudo de certas equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) de primeira ordem esté inti-
mamente ligado com questoes envolvendo os fatores que influenciam o crescimento, ou o
decrescimento, de uma populacao, quando ocorre a estabilidade do sistema de forma que
nenhuma espécie seja extinta, entre outras relacionadas a dinamica populacional.

Ao se construir um modelo matematico para ecologia, poderiamos assumir que as
espécies estudadas se encontram em um ambiente com recursos inesgotaveis e inferir, a
partir dai, que as populagdes naquele ambiente crescem indefinidamente. Embora esta
nao seja uma suposicao adequada para casos gerais, ja que intmeros fatores limitam
o crescimento de uma populag¢ao, para crescimentos iniciais (por exemplo, o de tecidos
embrionérios) de um organismo esta é uma suposicao coerente e frequentemente usada na
pratica. Saber qual fator devemos levar em conta em nossa modelagem pode nos levar a
questoes envolvendo o quanto o modelo a ser construido devera corresponder a realidade
e o quanto ele é matematicamente viavel, no sentido de ser consistente.

Aqui estaremos estudando modelos da ecologia onde as populacoes de diferentes es-
pécies interagem na disputa pelos recursos disponiveis no ambiente. Tradicionalmente,
sao considerados trés formas principais de interagao: predacao, competicao e simbiose.
Estas sao conhecidas como interagoes classicas e sao assumidas como sendo constantes ao
longo do tempo. No entanto, devido aos intimeros fatores presentes na natureza, muitas
vezes as interacoes nao sao constantes, e podem depender da densidade de populacao ou
das proporcoes das taxa de crescimento das populagoes envolvidas. Estas sao conhecidas
como interacgoes sociais. Como veremos, modelos envolvendo interagoes classicas podem
ser construidos a partir de aproximacoes quadraticas em uma série de poténcias de uma
funcao que possui significado biologico. No entanto, para o estudo das interagoes sociais,
uma abordagem como essa nao é adequada.

G.E. Hutchinson foi um dos primeiros a investigar os efeitos das interacoes sociais
na modelagem ecologica, notando que estas afetam o modelo tanto quanto as interagoes
classicas. Inicialmente, partindo de aproximacoes obtidas por uma série de poténcias,
ele propds uma abordagem envolvendo termos quadraticos, desconsiderando os efeitos de
termos de ordem mais altas. No entanto, com o avanco dos estudos na ecologia, notou-se
que os termos de ordem mais altas do que os quadraticos sao tao importantes quanto

esses no estudos das interagoes ecologicas. Ao tentar estender a abordagem tradicional,



que geralmente usa EDOs de primeira ordem e séries de poténcias, apareceram certos
imprevistos, visto que alguns principios da biologia nao estavam sendo contemplados pela
modelagem considerada.

P.L. Antonelli propos uma abordagem que, simplificadamente, investiga as proprieda-
des estruturais de sistemas de EDOs de segunda ordem, permitindo uma ligacao entre sua
geometria e os principios ecologicos de uma maneira mais adequada. Em tal abordagem,
os invariantes de uma teoria equivalem aos invariantes de uma outra. Mais explicitamente,
os conhecidos invariantes de KCCﬂ irdo possuir significados biologicos precisos, além de
permitir o uso da geometria de Finsler para o estudo de uma nova abordagem, conhecida
como TrofodinamicaPl Analitica.

Com essa nova abordagem, temos uma maior flexibilidade na construcao dos mode-
los, deslocando a preocupacao central nao mais para aproximacoes estatisticas de novas
varidveis a fim de adequar a realidade ecoldgica a matemética, mas para as propriedades
dos sistemas de EDOs de segunda ordem que correspondem aos modelos biolégicos. Es-
tes sistemas possuem uma geometria subjacente que permite obtermos informagoes sobre
processo de producao, ou consumo, estudado. Os invariantes da geometria em questao
irao fornecer informacoes sobre a estabilidade do processo. Veremos que por meio de um
tensor de curvatura poderemos inferir sobre a estabilidade de um sistema de EDOs que
descreve um processo de producao. Com isso, é possivel levarmos em conta a grande plas-
ticidadeﬁ] da natureza presente na ecologia, ecossistemas, etc. de forma mais adequada.
Por exemplo, agora também podemos levar em conta na modelagem as interacoes que nao
sao constantes, assim como as interagoes sociais, e os efeitos do ambiente na dinamica
como um todo.

Outro ponto importante na Trofodinamica Analitica é a existéncia de uma maior
flexibilidade para introduzirmos novas variaveis na construcao do modelo, as variaveis
de producao de Volterra. Isto é de grande utilidade pois em modelos ecologicos mais
complexos as vezes é inviavel lidarmos com uma abordagem que pode estar deixando
de lado principios biologicos presentes no organismo estudado. Por exemplo, a Lei da
Alometriaﬁ agora aparece de forma bastante natural. Além disso, questoes de estabilidade
no processo de producao agora podem levar em conta uma maior gama de possibilidades.

Em resumo, podemos dizer que os aspectos da Trofodinamica Analitica apresentados

!Teoria cujo nome se refere aos mateméaticos D.D. Kosambi, E. Cartan e S.S. Chern.

2Neste trabalho o termo Trofodinamica indica que estamos considerando nio somente a dinamica entre
as populacoes de espécies que interagem, mas também outros fatores como, por exemplo, o consumo de
energia para producao de biomassa.

3Plasticidade pode ser entendida como a capacidade de um organismo em responder as variacoes
ambientais por meio da mudanca na sua forma, fun¢do ou comportamento [1§].

4Basicamente, esta ¢ uma lei biologica que afirma que as partes de um organismo crescem proporcio-
nalmente.
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neste trabalho se caracterizam principalmente pelo que mencionamos acima, no sentido
de que, lidando de forma analitica com as propriedades subjacentes de sistemas de EDOs
de segunda ordem, é possivel modelarmos diferentes tipos de interagoes ecologicas que
surgem na natureza, nao apenas as que sao constantes ao longo do tempo. Além disso,
com as variaveis de producao de Volterra temos uma maior flexibilidade em relacao a
abordagem tradicional para captarmos a plasticidade da natureza em nossa modelagem.

No primeiro capitulo deste trabalho, apresentaremos as ferramentas matemaéaticas que
serao usadas para a construcdo de elementos da Trofodindmica Analitica. No segundo
capitulo, obtemos alguns modelos tradicionais para dinamica populacional e, em seguida,
apresentamos a nova abordagem onde levamos em conta a dinamica de producao entre ou-
tros fatores. No terceiro capitulo, estudamos trés exemplos de aplicacao da Trofodinamica

Analitica.
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Capitulo 1
Ferramentas Matematicas

Neste capitulo veremos alguns conceitos relacionados a sistemas de EDOs de primeira e
segunda ordem que usaremos ao longo deste trabalho. Iremos obter os invariantes de KCC,
apresentar o conceito de estabilidade de Jacobi e definir os espagos métricos de Finsler a
partir dos quais estabeleceremos relagoes entre geodésicas e problemas variacionais. Em
geral, buscaremos ferramentas matematicas para nos auxiliar no estudo do método da

Trofodinamica Analitica feito nos préximos capitulos.

1.1 Sistemas de Primeira Ordem

Vejamos alguns teoremas e defini¢oes que envolvem equagoes diferenciais ordinarias (EDOs).

As demonstracoes dos resultados desta se¢do podem ser encontradas em [20] [7, 211 [6, 9]
Dizemos que uma funcao é diferencidvel quando ela for de classe C'*° em todo seu do-

minio, isto é, quando suas derivadas de qualquer ordem existem e sao continuas. Podemos,

também, chamar uma func¢ao diferenciavel de funcao suave.

Teorema (Existéncia e Unicidade). Sejam U um subconjunto aberto do R"™, (to, po)
um ponto em U e f: U — R™ uma funcao suave. Entao, existe uma unica solucdo suave

X : (a,b) = U para o problema de valor inicial

dX

d_lf :f(t’X>7 X(tO) = Po, (1'1)

com (a,b) sendo o intervalo aberto mazimal que contém t.

O termo maximal no teorema acima se refere ao fato de que o intervalo de definicao da
solugdo X (t) ndo pode ser estendido. Em vista dos objetivos dos nossos estudos, notemos
que todas as funcoes envolvidas no teorema acima sao suaves. No entanto, existem outras

versoes que exigem hipoteses mais fracas [20].

Sistemas Auténomos. Consideremos um intervalo aberto I C R e o subconjunto aberto
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U C R". Sejam X : [ — R"™ uma curva parametrizada e f : U — R” uma aplicacdo suave.

A forma geral de um sistema de EDOs auténomo é dada por
X'(t) = f(X), (1.2)

onde X'(t) = &

Para os propositos deste trabalho, analisaremos o caso bidimensional. Usando a nota-
cao X (t) = (z(t),y(t)) e f(X(t)) = (P(z,y),Q(x,y)), para n = 2, reescrevemos o sistema

como
z'(t) = Pz,y)

y(t) = Q(z,y).

Notemos que, como estamos considerando sistemas de EDOs autoénomos, por definicao, o

(1.3)

lado direito de (|1.3) ndo depende explicitamente da variavel ¢.

Assumindo que o parametro t esta variando, cada solucao de pode ser vista como
uma trajetoria X (¢) de uma particula que se move com velocidade X'(t).

Qualquer ponto X* = (xg,yo) do dominio tal que o lado direito de se anule é
chamado de ponto critico, ou ponto de equilibrio, desse sistema.

Um ponto critico de X* = X*(ty), para algum —oo < ty < oo, pode ser classifi-

cado, quanto a estabilidade, da seguinte maneira:

a) estdvel - se dado € > 0, existe ¢ > 0 tal que toda solugao X (¢) de (1.3) que satisfaz
| X (to) — X*|| < 0, também satisfaz | X (t) — X*|| < e para todo t > to;

*

b) assintoticamente estdvel - se o ponto critico é estavel e, além disso, lim X (¢) = X*.
t—o00
¢) instdvel - se o ponto critico nao for estavel.

A defini¢ao a) acima nos diz que um ponto critico é estavel quando toda solugao de
que estiver suficientemente proxima deste num instante ¢y (isto é, a uma distancia menor
do que 4), continuara proxima (a uma distancia menor do que €) a partir do instante ¢, ou
seja, para todo t > ty. Analogamente, b) diz que as solugoes de préximas a um ponto
critico assintoticamente estavel, nao s6 permanecerao proximas ao longo do tempo, mas
tendem ao ponto critico. Para t suficientemente grande, um ponto critico assintoticamente
estavel coincide com uma solugao. Por fim, ¢) nos diz que um ponto critico instavel é aquele
para o qual toda solucao de estd se afastando indefinidamente dele. Ressaltamos
que essas analises sao locais, portanto, em geral sao validas somente para uma vizinhanca
de cada ponto critico considerado.

Dizemos que um ponto critico X* & isolado se existe uma vizinhanca deste na qual

nao ha nenhum outro ponto critico.
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Caso Linear. Suponhamos que a aplicagao f usada em (|1.2)) seja linear e consideremos
o caso bidimensional. Entdo, da algebra linear, sabemos que, fixada uma base do R?, é
possivel representar f por uma matriz real 2 x 2. Iremos denotar tal matriz por A. Logo,

o sistema (1.2)) pode ser escrito na notagao matricial como
X'(t) = AX(t), (1.4)

onde X (t) e X'(t) sao como ja definidos anteriormente.

Para o caso de um sistema de EDOs autonomo linear como ([1.4f), podemos simplificar
a analise da estabilidade dos pontos criticos assumindo que cada ponto critico esta na
origem. De fato, suponhamos que X* # (0,0) é um ponto critico de . Entao,
fazendo a substitui¢do X (t) = Y (t) — X* em (L.4), o que geometricamente equivale a uma

translagao, temos que

d . *

5 Y () - X =A[V() - X7, (1.5)
ou seja,

dy(t) dX* .

BTl AY(t) — AX™. (1.6)

Mas como X* é um ponto critico que esta fixo (portanto constante com respeito a t),
entdo AY (t) = AY* = (0,0), ©= = (0,0) e AX* = 0. Logo, (1.6) se reduz a

Y'(t) = AY (). (1.7)

Notemos que agora a origem é um ponto critico, pois se Y = (0,0), entdo AY = (0,0).
Para simplificar assumiremos que os pontos criticos estao na origem. Além disso,
iremos considerar somente pontos criticos que estao isolados (det A # 0). Ou seja, numa
regiao proxima a origem teremos um tnico ponto critico.
Apresentamos agora um teorema que permite classificarmos a estabilidade dos pontos
criticos de de acordo com autovalores da matriz A.

Teorema (Estabilidade Linear). A estabilidade dos pontos criticos de com
det A # 0, ¢ dada pelos autovalores \i e Ay da matriz A de acordo com as sequintes

possibilidades:
(a) estdvel: se, e somente se, Re(A;) <0 e Re(\y) <0;
(b) instdvel: se Re(A\) >0 e Re(Ay) > 0;

(c) assintoticamente estdvel: se Re(A\;) e Re(\y) <0.

Verifiquemos a validade do teorema acima para tempos grandes (isto é, para t — o0). Se

as solugoes do polindomio caracteristico associado a matriz A, denotado por pa()), sdo
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os pares conjugados Ay = a £ ib, onde a,b sdo reais e b # 0, entao as solucoes de (1.3),
podem ser escritas na forma

x(t) ot x(f To | _int
[y(t)] - {Cl [yJ y&] o } )

onde xg, Yo, ¢1 € 3 sa0 constantes reais e ¢ é a unidade imaginaria. Visto que o termo

e+ ¢y

envolvendo ¢ é limitado, pois expressa o comportamento oscilatério da solucao, sua exis-
téncia é completamente determinada pela parte real dos autovalores da matriz A. Logo,

supondo Im(\) = +b = 0, temos que
0
] — [O] , parat — o0 <= Re(\)=a<0. (1.9)

Portanto, podemos classificar um ponto critico X* de em: estavel se, e somente se,
Re(\) < 0; assintoticamente instavel, se Re(A) < 0 e instavel, se Re(A) > 0.

Sob as consideragoes feitas, uma solugdo X (t) ird convergir para um ponto critico
X* = (0,0) quando este for assintoticamente estavel, o que equivale a tlgglo X(t) = (0,0).
Outra consequéncia, ¢ que pelos sinais dos autovalores da matriz A em (L.4) podemos
determinar a estabilidade do ponto critico X* = (0, 0).

Com o teorema acima podemos analisar a estabilidade para o caso linear de f
em pontos criticos na origem, ou pontos transladados para a origem. Caso f seja nao-
linear, nao é possivel uma translacao como anteriormente. No entanto, podemos analisar a
estabilidade considerando uma vizinhanga de um ponto critico X* = (0,0) ja conhecido.
Nesse caso, investigaremos como obter informacgoes sobre estabilidade utilizando uma
linearizacao da parte nao-linear. Podemos supor que a nao-linearidade se deve a pequenas
pertubacoes nos coeficientes da matriz A, ou, equivalentemente, a pequenas pertubacoes
nos autovalores de A, ja que os autovalores de A sao raizes de p4(A) = 0. Tais pertubagoes
fazem com que o sistema linear deixe de ser linear. Vejamos como essas pertubacoes

afetam a questao de estabilidade dos pontos criticos.

Caso Nao-Linear. A partir do sistema linear (1.4)), consideremos o seguinte sistema

nao-linear

X'=AX +n, (1.10)

onde n = (i (x,y),n2(x,y)) € um termo nao-linear suave. A adigao deste termo pode ser
interpretado como uma perturbagao no sistema AX. Notemos que quando a pertubacao
for nula, o que corresponde a n = (0,0), o sistema nao-linear acima se reduz ao linear
(1.4). Por esta razao, ¢ comum nos referirmos ao termo AX em como sendo a

parte linear deste sistema.
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Usando as definigoes feitas em (1.3) e (1.4), podemos reescrever (1.10) na seguinte
F
<x’y)] . (1.11)

forma
I m(z,y)
[y’] -4 U ! [nz(:v,y) G(z,y)

Como estamos interessados em aproximar este sistema nao-linear por um linear que per-

mita investigarmos questoes de estabilidade dos seus pontos criticos, assumiremos que:

(i) m(x,y) e no(z,y) sdo suaves numa vizinhanga de (0,0);
(i) (0,0) & um ponto critico isolado da parte linear de (1.10)), isto &, det A = 0;

(iii) (71, 7m2) € suficientemente pequeno numa vizinhanca de (0,0), no sentido de que

(s ma)ll

—0. 1.12
I@wl—o |[(z,y)] (142

Usando tais condigoes, ¢ possivel mostrar [20] que o ponto critico (0,0) de (L.4) ¢ um

ponto critico isolado de (L.10)[

Pela condigao (i), para um ponto critico (xg, yo) numa vizinhanca de (0,0), as fungoes

F e G em (l.11) admitem expansao em série de Taylor em torno de (zg, yo),

F(z,y) = F(z,y)

G(I’, y) = G(xa y)

+ 0. F (z,y) (x —x0) + 0y F(2,y) (Y —yo) + m(z,y)

z0,Y0

z0,Y0 Z0,Y0

+ 9:G(z,y)

(x07y0)

(y - yO) + 772(x7y)7
(330790)
(1.13)

onde as funcoes n; = n;(x,y), i = 1,2, sdo suficientemente pequenas numa vizinhanca de

(x —x0) + 0yG(2,y)

(IO7y0)

(0,0). Entao, pela condigao (iii),

ol

il 1.14
I@w)ll=o ||(z, )]l _—

Por defini¢ao, para o ponto critico (zg,yo) temos que F(zg,y0) = G(xo,y0) = 0 e, como

!De fato, suponha que X, é um ponto critico préximo de (0,0). Entéao, por |l temos que

AXo+n(Xo) =0 B Xy =—A~1 p(Xo)
(i Xo A1 n(Xo)

[ Xoll 1 Xoll

— 0, quando Xy — 0,

0 que é uma contradic¢do, pois A é ndo-singular e Xlim ﬁ pode nao ser nulo.
0—0
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-
o d x| d|r— w0
y'| o dt|y| dt ly—yo

Logo, para pontos (z,y) proximos do ponto critico (zg,o), usando (1.16) e (1.14), o
sistema nao-linear ((1.11]) fica sendo

d |x—xzo|
dt Y —Yo

onde o ponto (x — xg,y — yo) esta numa vizinhanga de (xg,1o). Portanto, para pontos

(x0, yo) esta fixo, vale o seguinte

Dai, por (L.11)),
(1.16)

0,F  0,F
0,6 9,G

xr— X
[ 0] : (1.17)
(wy)=(zog0) LY Y0

(x,y) proximos do ponto critico (xg, yo), podemos considerar como aproximagcao linear de

(1.11)) o seguinte sistema,
U -
(w)=(ow0) L’

d [u] [o.F  o,F
dt |v 0,G 0,G
onde (u,v) = (x—x9,y—yo). Feito isso, os autovalores da matriz A dao informacdes sobre
a estabilidade numa vizinhanga de um ponto critico (zo, yo) de (L.11)) de forma semelhante

ao caso linear de acordo com o seguinte teorema.

u
v

] , (1.18)

Teorema (Hartman-Grobman). A estabilidade dos pontos criticos de com
det A # 0, ¢ dada pelos autovalores \; e Xy da matriz A definida por , de acordo

com as sequintes possibilidades:
(a) instdvel: se Re(\),Re(A\y) > 0;

(b) assintoticamente estdvel: se Re(\),Re(\2) < 0.

Com isso, vemos que o estudo da estabilidade de pontos criticos para casos nao-lineares
pode ser simplificado por meio de uma linearizacao ([1.18]) na vizinhanga de um
ponto critico. Notemos que quando os autovalores A\;, Ao de A em forem tais que
Im(A\;) = —Im(A2) e Re(A;) = Re(A2) = 0, o teorema aqui apresentado para a estabilidade
nao-linear nao fornece informacgoes sobre o ponto critico. Exemplos desse caso podem ser
encontrados em [9]. Além disso, ressaltamos que as observagoes feitas apdos o teorema
de estabilidade linear continuam valendo aqui, mas agora consideramos o jacobiano A
que aparece em como sendo a matriz A. De fato, aqui o jacobiano é uma matriz

associada a uma transformagcao linear que permite inferirmos sobre a estabilidade de um
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sistema nao-linear. Por esta razao é comum nos referirmos ao jacobiano como sendo
uma linearizagao da parte nao-linear de um sistema nao-linear, ou que ambos teoremas

fornecem uma nogao de a estabilidade linear (local).

1.2 Sistemas de Segunda Ordem

Algumas defini¢coes. Agora apresentaremos algumas definicoes com respeito a conceitos
envolvendo o espaco e a geometria com que estaremos lidando. Estes resultados podem
ser encontrados em [21, (8 [15].

Chamaremos de variedade diferencidvel de dimensao n uma variedade topologica M
munida de uma estrutura diferenciavel 8 = {(U,, hy)}, onde U, C M & um aberto e

he : Uy — R™ é um homeomorfismo para cada indice a. Isto é:

(i) M é um espago topologico Haussdorf com base enumeravel;
(il) Uy Ua = M;
(iii) hgo h ' é diferencidvel para quaisquer indices «, 3;
(iv) a familia ${ ¢ maximal.

Uma estrutura diferenciavel 4 = {(U,, hy)} como esta também é chamada de atlas for-
mado por cartas locais (Uy, hy). Sempre que nos referirmos a uma variedade M, estaremos
supondo uma variedade diferencidvel conforme a defini¢cao acima. Escrevemos M"™ para
indicar uma variedade diferenciavel de dimensao n.

Para simplificar a notagao, ¢ comum nos referirmos a um vetor genérico v = (u', ..., u")
simplesmente por u’, ou (u').

Definimos uma curva parametrizada como sendo uma funcao suave v : I — R", onde [
¢ um intervalo aberto real. Em geral, para um sistema de coordenadas locais (U, h) de uma
variedade M, expressamos uma curva vy : I — M™ como 7 : z%(t), onde z* (1 = 1,...,n) se
refere as coordenadas e t é um parametro. Para nossos propositos, podemos supor que M
é subconjunto do espago Euclideano R™ e é conexa. Sempre que definirmos uma funcao
pela letra v fica subtendido que nos referimos a uma curva como esta.

Dada uma variedade diferenciavel M™ e um ponto p € M", dizemos que o conjunto
definido por T,M = {v € R" | 3y : (—¢,¢) - M com v(0) = p e ¥(0) = v} ¢é o espago
tangente a M no ponto p. Logo, o espago tangente T,,M é um espaco vetorial de dimensao
n.

A uniao disjunta de todos espagos tangentes a M é denotada por T M := UpeM T,M =
{(p,v) :pe M eveT,M}. Omapa sobrejetivo 7w :TM — M, dado por 7(p,v) = p,
é conhecido como projecao natural de TM em M. Chamamos a tripla (T'M,m, M) de
fibrado tangente sobre M. E comum denotar o fibrado tangente sobre M simplesmente
por T'M.
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Um altas diferenciavel {(U,, ho)}) para uma variedade M, induz de forma natural
um atlas diferenciavel {(TU,, ha)} para o fibrado tangente TM. Além disso, TM é uma
variedade com dimensao igual ao dobro da de M.

Dada uma variedade diferenciavel M, consideremos uma sistema de coordenadas locais
(U,h) = (U,z,...,2") para um ponto p € M, com h(p) = (z!,...,z"). Entao para uma
escolha particular de trivializa¢do local associada a (U, h) em T'M | temos um sistema de co-
ordenadas locais no fibrado (TU, h), isto é, h(p,v) = (h(x(v)),v) = (z',..., 2" v', ... v").
Dessa maneira, quando (p,v) € TM (ou v € T'M), poderemos escrever esse ponto em

1 n ,,l n
O AP TR Y L) B

termos de coordenadas locais (TU, h), (p,v) = (=

Consideremos um sistema de coordenadas (U, z) em um ponto p da variedade M.
Definimos uma se¢do de um fibrado tangente (T'M, 7, M) como sendo o mapa continuo
s: M — TM tal que m os = 1), onde 1,; denota o mapa identidade sobre M. Se o
mapa s é definido por s(p) = 0 para todo s € M dizemos que s é uma se¢do nula.

Frequentemente, a fim de descartar as singularidades do fibrado tangente T'M, es-
colhemos como dominio o fibrado tangente furado T™ = TM\{0}, isto é, o fibrado
tangente sem a secao nula. Portanto, na maioria das vezes o espaco que servira de do-
minio para as funcoes aqui estudadas seré tal que, em um sistema de coordenadas locais,
(p,v) = (z',...,2",0,...,0) ¢ TM, para todo p € M.

Dados dois pontos fixos p e ¢ em uma variedade conexa M, iremos denotar por C,,
a familia de curvas diferenciaveis que unem estes dois pontos e cujo trago pertence a M.
Ou seja, Cpy :=={7: 1 = M | v(t1) = p, 7(t2) = q, onde t1,ty € I e 7 é diferenciavel}.
As vezes, escreveremos simplesmente C para nos referirmos a uma classe de curvas como
esta.

Muitas vezes usaremos a abreviacao p-homogénea no lugar de positivamente homogé-
nea. Dizemos que uma funcgao f : T™ — R, com f(z,v) € R é p-homogénea de grau k
em v se f(z, ) = \¥f(z,v) para todo niimero real A > 0.

Consideremos um ponto p numa variedade M", e suas coordenadas em uma carta local
sendo denotadas por (z',...,2"). Dizemos que n**' funcdes TP -2+ (z') sédo as componen-
tes de um campo de tensores do tipo (k,l) sobre a variedade M, se, sob uma mudanca de
coordenadas nao-singulares z* = fi(z',... 2"), i = 1,--- ,n, estas fun¢oes transformam

de acordo com

i1 Sk q1 a
B 0T 0T Ox ) Ox Tpl“’pk(l»s). (1.19)

SRRl R el R i T

Jigu

Dizemos que um tensor do tipo (k,[) tem k componentes contravariantes e [ componentes
covariantes. Em particular, um tensor do tipo (1,0) é chamado de vetor contravariante
(ou simplesmente de vetor), e um tensor do tipo (0,1) é chamado de vetor covariante (ou
simplesmente de covetor).

Ao longo deste trabalho, estaremos usando a notagao de Einstein que omite o simbolo
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de somatorio para indices repetidos [I5]. Portanto, escreveremos simplesmente a’b’ para

representar a soma » . a’b’.
5

Teorema (Euler). Seja f: Q — R uma funcao diferencidvel definida em um conjunto
aberto Q C R™ x R™. Entao, f = f(x,y) € p-homogénea de grau k em y* se, e somente
se,

Of(z,y)

a—yi-yi:kf(:c,y), i=1,...,m. (1.20)

O resultado acima ¢ bastante usado no estudo de fungoes p-homogéneas. Sua demonstra-

¢ao pode ser encontrada em [6].

1

Frequentemente usaremos fungoes do tipo f = f(z,2) = («',... 2" 2!, ... 2"), e as

notacoes 0; f = g;. e @f = gjﬁ para derivadas parciais com respeito as coordenadas ! e
direcoes @* com i =1,...,n.

Um resultado importante do Calculo Tensorial que estaremos usando com frequéncia
¢ que se um tensor se anula em algum sistema de coordenadas, digamos z?, entdao ele
se anula em qualquer sistema de coordenadas 7' = fi(z',---,2"), onde f* indica uma

transformacao de coordenadas [15].

Sprays. Vejamos algumas quantidades que sao intrinsecas a teoria aqui estudada, e serao
de grande utilidade para estabelecermos relagoes entre a geometria, sistemas de EDOs de
segunda ordem e a Trofodinamica Analitica.

Sejam (U, h) = (U,x',...,2") uma carta local para algum ponto de uma variedade
diferenciavel M e v : x%(s) uma curva parametrizada com coordenadas z' = z°(s) para
¢t = 1,...,n. Consideremos o sistema de coordenadas no fibrado tangente que foram
induzidas por (U, h) de forma natural, (TU,z',..., 2" &', ..., 2"). Definimos um spray

local em (U, h) por
d*z’

7 dz\ __ -
7 +2G" (z,%) =0, i=1,...,n, (1.21)
onde cada funcao G* : TU — R é suave e p-homogénea de grau 2 em % = i'. Quando

os coeficientes G* nao forem p-homogéneos de grau 2 em ¢, o sistema ((1.21)) nao define
um spray, mas um semi-spray [5].

Em vista de simplificar, usaremos a seguinte notacao,

9,G' =G, OGL =Gy, (1.22)
onde 9, indica a derivada parcial 8%. Como assumimos que G* é p-homogénea de grau

2 em 2", pelo Teorema de Euler, segue que G;'- e Gé-,c sao p-homogéneas de grau 1 e 0,
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respectivamente. Logo,
2G" = 9;G" - i = Gli’ = (QGid") - il = Gladit,
Dai, obtemos a identidade
QG’—G’x] —G”kmj . L, k=1,...,n. (1.23)

O parametro s usado em (1.21) é chamado pardmetro natural. Quando em ([1.21)
mudarmos o parametro natural para um arbitrario, irdo aparecer termos lineares em 4.

Isto ¢, sob uma reparametrizacio s — ¢ as equagdes (1.21)) assumem a forma [

d*z (o, 42 — d*s/dt? dz'
dt? vdt) T ds/dt dt

i=1,...,n. (1.24)

De forma geral, por (1.23), podemos reescrever o spray (1.21)) como

dz’ .
P
1.25
K e (1.25)
ds
ou ainda,
dgt dzk
dg W & S =0 ijk=1,.n (1.26)
ds
Entao, sob mudancas de coordenadas nao-singulares do tipo
_ :fi(ajl’...,xn)7 Z':17.__7n’
(1.27)

Rl
I
S+

2Para verificarmos a expressao 1) primeiramente notemos que 2G* = G‘ L2 2F onde G! i €D
homogéneo de grau 0, por , e consequentemente é invariante sob reparametrlzagoes Agora fazendo
a substituicao s — t, segue pela regra da cadeia que

dz’ . dmiﬂ
ds dt ds’
d*a’ . d (dw’dt) dt [d%cidt_’_ da’ ( d*s/dt? )] dt
ds? ds \ dt ds) ds dt2 ds = dt (ds/dt)2 )| ds’

Entéo, apos substituirmos as expressdes acima em (1.21)), obtemos

{5505 () ()

Portanto, cancelando os termos % # 0 e rearranjando, temos 1)

1.2

—_
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definimos a derivada covariante de Berwald,

D¢ dE « cdxt
= LG ()8 i k=1,....n 1.28
ds ds + ]k(l' 5) S ds (2W) n ( )
Esta derivada é conhecida como o primeiro invariante de KCC do spray (L.21f), que
denotaremos por ¢! = 25.

Consideremos uma familia de curvas 4 : * = Z'(s, €) satisfazendo ((1.28)) e definida por

T =a2'(s) +eV' + O(e?), (1.29)

onde |g] < 1 é um parametro fixo, V¢ = Vi(s) sdo as componentes de um campo de
vetores contravariante definido ao longo de v : x'(s) e O(¢?) denota termos de ordem 2
em €. Dessa forma, 7 estd numa vizinhanca da curva ~. Substituindo a familia Z'(s)
acima em ([1.26), e depois fazendo ¢ — 0, obtemos a equacdo de Jacobf)]

dvi

QG;- E_i_2asz Vi=0 4,57=1,...,n. (1-37)

LA
ds?

®De fato, substituindo as solugdes x'(s) e z%(s) (D no spray 1} obtemos
_. . ) . d2 5t ) .
2G* (z,z) = 2G"° (:v + eV +0(e?), & +eV + 0(51)> =— d—xz =— {ffz +eV'+ O(al)} . (1.30)
s
Entéo, usando novamente ([1.21)), reescrevemos a expressdo acima como
2GY(z, %) = 2G(x,2) — V' — O(e}), (1.31)
ou seja,

eVl + O(e') +2G'(,3) — 2G' (x, %) = f(¢) =0, (1.32)

onde f indica que podemos ver o lado direito como uma funcao suave de €. Dai, usando o Teorema do
Valor Médio, obtemos

f(e) = £(0)
"&) = -’ 1.33
7o) = 1EO=I0) (1.3)
e, observando que ¢ = 0 implica em 7' = x e G* = G (portanto, f(0) = 0), pela regra da cadeia,
df 0 Mg oy Do j 2 s A oy Do j 2
- =V'+0(") + 24 0;G"(z, %) = [#7 + V7 + O(e?)] + 9,G*(z, z) o= [#7 +eV/ +0()] p —0=0,
(1.34)
onde g—é = f'(e). Agora, calculando as derivadas, reescrevemos a expressdo acima como
B2V . e ) i T )
5+ O() + 20,6 (2,3) [V7 +0(e")] + 20,6 (2,) [V +0(e )} ~0. (1.35)
Portanto, tomando o limite ¢ — 0, temos
dQVi i . j A '3 . 7

pois no limite z¢ ((1.29) se reduz a x*. Por fim, usando a identidade (1.23) obtemos a equagdo de Jacobi
(1.37).
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Dai, usando o tensor de desvio de Berwald
Bl :=20,G' —i" 0,G’ + 2G},G" — GL.G, (1.38)
escrevemos ((1.37) na forma da equacdo de desvio de Jacobi

Di .
o A B(wd) V=0, ij=1...n (1.39)

Notemos que B; é p-homogéneo de grau 2 em 7, pois é a soma de termos p-homogéneos
de grau 2 em z". Além disso, como a equacao é tensorial, esta vale para qualquer
sistema de coordenadas escolhido, mudando apenas os valores dos coeficientes B;», mas
mantendo a mesma forma.

O tensor de desvio B;'- serd o sequndo invariante de KCC de . Adiante, veremos
que seus autovalores fornecem informagoes sobre a estabilidade de um sistema de EDOs
relacionado com ([1.21]).

Definimos o tensor de tor¢ao de Berwald por

b= (08108 (1.40)

e, a partir deste, o tensor de curvatura de Berwald
= ORL, Qg kh=1,.. 0. (1.41)

Estes tensores sao conhecidos, respectivamente, como o terceiro e quarto invariantes de
KCC de .
Por fim, definimos o quinto invariante de KCC de (1.21)), conhecido como tensor de
Douglas, por
Dy =G, 1,4 kl=1,...n (1.42)

Os cinco invariantes de KCC do spray (1.21)) sdo os tensores ¢’, B, R}y, Bj ;. e Diy,
dados por (1.28), (1.38), (1.40), (1.41)) e (L.42].

Estabilidade de Jacobi. Uma curva v solu¢ao de (1.26) é estdvel a Jacobi quando
for o caso de: dada qualquer outra solucao 7, se as condigoes iniciais de ambas estao
suficientemente préoximas em algum instante, entao ambas curvas continuam préximas no
seguinte sentido. Fixada uma solugao v : z(s), para qualquer outra solucao 7 : z'(s) tal

que 7'(sp) & x'(s9) e T'(so) ~ i'(sp), temos que T'(s) ~ x(s), para todo s > s} Se

4Pelo Teorema de Imersdo de Nash, podemos assumir que todo espaco aqui estudado esta imerso
isometricamente no espago euclideano R™. Com isso, sempre que lidarmos com alguma noc¢ao envolvendo
métrica, podemos considerar a norma usual |- | do R™. No caso da estabilidade de Jacobi, podemos
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todas as solucoes de sao estéaveis, dizemos que o sistema € estdvel a Jacobi. Se nao
for o caso do sistema ser estavel, entao serd chamado de instdvel, e dizemos que temos
a presenca de um caos fraco. Essa nocao de estabilidade fornece informacoes sobre o
comportamento das solu¢oes em uma regiao aberta envolvendo 7(so).

O seguinte teorema [B, [0, 22] mostra como os autovalores do tensor de desvio de
Berwald B}, dado por , fornece informagoes sobre a estabilidade de Jacobi para

uma familia de curvas satisfazendo (|1.26]).

Teorema (Estabilidade de Jacobi). O sistema é estdvel no sentido de Jacobi

em (x(s),i(s))| _  se, e somente se, a parte real de todos os autovalores de Bi|
S=S0 J1s=sg

forem estritamente positivas. Caso contrdrio, dizemos que o sistema ¢ fracamente

cabtico.

Usando o teorema acima, podemos obter informacoes sobre como as curvas definidas pela
a equacao estao se afastando ao longo de tempo. Neste trabalho, as curvas definidas
por vao ser geodésicas de uma geometria de Finsler. Assim, o Teorema de Jacobi
fornece informacoes de quando geodésicas associadas a um sistema de EDOs de segunda
ordem se afastam nao muito rapidamente, caracterizando a presenca de um caos fraco.
Observemos que as condic¢oes iniciais que aparecem na no¢ao de estabilidade de Jacobi
envolvem tanto coordenadas as quanto direcoes iniciais. Ja que estamos considerando
sistemas de EDOs de segunda ordem, a diregao inicial ser4 bastante importante. Por
exemplo, suponha que estamos lidando com curvas solucoes periddicas. Entao, pela peri-
odicidade, ap6s algum tempo, as solugoes devem retornar a posicao inicial. Inicialmente,
suponhamos que o espaco considerado seja um cilindro de altura ilimitada e buscamos
por solucoes periodicas definidas sobre o cilindro. Neste caso, considerando a geometria
usual (Riemanniana), se a direcao inicial ndo for adequada, a curva solu¢do podera nunca
retornar a posicao inicial. Por outro lado, se o espaco for considerado como sendo uma
esfera, entao independentemente da direcao inicial que escolhermos para solucao periodi-
cas, esta ird retornar a posicao inicial ap6s um periodo de tempo. Isso exemplifica como

a nocgao de estabilidade se relaciona diretamente com o espago que for considerado.

1.3 Espacos Métricos

Métrica de Finsler. Sejam T'M um fibrado tangente sobre uma variedade M e v uma

curva pertencente a classe de curvas C definida anteriormente. Dada uma funcao suave

considerar que estamos no espago (R2"*1 | .|), de forma que z'(sq) ~ x%(so) e Z°(s0) ~ *(s0) equivalem
a |7 (so) — 2(s0)| < € e |z%(s0) — #%(s0)| < €, Ve > 0, respectivamente.
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L :TM — R, consideremos a integral de ~y
T(7) = /L(x(t), ey dt. (1.43)
Y

Para que esta integral forneca uma nocao de comprimento, ela nao pode depender de uma
escolha particular de parametrizacao da curva considerada, pois a distancia entre dois
pontos em um certo espago nao pode ter ambiguidades, ou seja, tem que ser independente
da maneira que percorremos a curva. Além disso, é conveniente que sob um segmento de
curva finito, a distancia total percorrida seja finita. Logo, a integral tem que fornecer um
valor finito. Como de costume, aqui estudaremos somente distancias positivas. Por fim,
também estamos interessados no caso em que uma integral como esta esteja associada a
um problema variacional, isto é, para os casos em que o funcional 7 satisfaz a equacao
de FEuler-Lagrange associada a um problema variacional. Em vista disso, consideremos a
seguinte definicao [5].

Dizemos que a funcao suave L : TM — R é fundamental se:
(i) L = L(z,2) ¢ p-homogénea de grau 1 em &, para todo & # 0;

(ii) existe uma regido T, M, em cada espaco tangente T, M que nao contém & =0 e é

positivamente conicd’};

(iii) o tensor métrico de Finsler
‘ 1 .-

é regular, isto é, det g;; # 0 em T, M para todo x € M;

(iv) L(z,&)[,_, >0 para todo g € T,M".

T=x

Seguem algumas observacoes. Ja que a funcao L acima é diferencidvel, em particular,
L o~y é continua num intervalo compacto. E como estamos integrando sobre uma curva ~y
escolhida em C, a integral existe (¢ finita).

A condigdo (i) sobre a fungao fundamental L garante que seja independente
do parametro t. Para verificarmos este resultado, consideremos as curvas parametrizadas
y(t) : 2(t) e A(f) : 2*(t) definidas sobre os intervalos reais [a,b] e [a, D], respectivamente.

Suponha que o difeomorfismo ¢ : [a,b] — [a, l;] ¢ uma reparametrizacgao de vy que preserva

5Definimos uma regido positivamente cénica no espaco tangente T, M como sendo o conjunto dos
pontos {(x,\y) : A > 0}, onde y # 0 (isto &, y é vetor nao-nulo de T, M).
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orientacdo, isto é, ¢(t) =t tal que v =70 ¢ e ¢'(t) > 0. Por definicdo, temos que

o) = [ 1o %) e = | (o). ) (1.45)

dt

Logo, fazendo a mudanca t = ¢(t), & = ¢'(t) > 0, ficamos com

dt
¢'(t)
Agora usamos o teorema da mudanca de varidveis para integrais, e a homogeneidade de
L(z, &) dada por (i), obtendo

= [ V(a0 5 00) A= ee). ()

=¢~1(a)

dt
¢'(t)

b
) = [ or (a0, %) (1.47
a
Mas como assumimos que a reparametriza¢ao preserva orientacao, ¢'(t) > 0, a expressao

acima se reduz a
7(y) = /:L(x@),%) df = 7(3). (1.48)

Portanto, a condigdo (i) assegura que 7(y) ndo depende de uma escolha particular de
parametrizacao para curva v € C. Caso consideremos uma reparametrizacao que reverta
a orientagdo, ¢'(t) < 0, com uma demonstra¢ao analoga a acima é possivel verificar que
7(y) ndo muda.

J& a condigao (iii) assegura que g;; é positivo definido quando 7T, M, = TM. Para veri-
ficarmos isto, fixemos arbitrariamente um ponto (z, ) € TM. Usando a homogeneidade

de L(z, 1) e o Teorema de Euler, segue que

. 1. . R B o
2. L(x,2)=1- O;L* -3’ == 9;(0;L* 37)-i' = = 9;0;L* 'i’. (1.49)
—— —— 2 2
hom. grau 2 hom. grau 1
Ou seja, pela definicdo de g;; em (iv),
2 | 2 i i
L* = 5 0,0;L7 ) &'i! = g;; 3'27. (1.50)
Agora, por (iii), obtemos que

ja que sempre temos @47 > 0 em todo T'M. Portanto, no caso particular da regido
positivamente conica ser 7'M, o tensor métrico g;; ¢ positivo definido. Além disso, usando

o Teorema de Euler em (1.50) segue que g;; ¢ p-homogéneo de grau 0 em z". Adiante
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veremos como este se relaciona com as equagoes de Euler-Lagrange.

Usando uma funcao fundamental L, definimos uma funcdo métrica fundamental de

F(x, %) = |i'| = \/gijatid, (1.52)

onde F & p-homogénea de grau 1 em #'. Quando uma variedade M é munida de uma

Finsler por

funcao métrica de Finsler F', obtemos o espaco métrico de Finsler, que iremos denotar
por (M, F).

Seguindo [15], [19] e [6], vejamos como relacionar equagoes geodésicas de uma geome-
tria feita no espago de Finsler (M, F') com as equacoes de Euler-Lagrange de um problema

variacional.

Principio Variacional. As equagdes de FEuler-Lagrange associadas a um problema va-
riacional podem ser encontradas de acordo com o seguinte procedimento [6], [15].
Consideremos dois pontos p; e p, em uma carta (U, h) de M. Estamos interessados em

saber sob quais condicoes a integral de um funcional F', ao longo de uma curva v € Cp, ,,,

() = /F dt (1.53)

é otimizada. Esse ¢ um problema variacional bastante conhecido que comumente é ex-
presso de forma resumida por fn, F dt = 0. Vejamos como obter uma condi¢ao necessaria
para otimizar o custo total J(), ao longo de uma curva ~.

Seja v : 2'(t) uma curva em C,, ,, unindo os pontos p; = ¥(¢;) e pa = ¥(t2). Conside-

remos a familia v, : 2%(¢, €) dada por
Tt €) = ' (t) + en'(t), (1.54)
onde € € (—1,1) & o parametro e n'(t) sdo fungoes diferenciaveis em ¢ tais que
n'(t) =n'(ts) = 0. (1.55)
A condicao acima garante que a familia v, passa por p; e py, pois
W(tyye) = o' (t) =py (= 1,2) (1.56)

Notemos que v, € Cp, ,,. Derivando 7. com respeito a t temos

Oz (t, €)

o = (60 = #(0) + e (1), (1.57)



E substituindo as expressoes acima em ([1.43), ficamos com
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to
J(ve) = / F(x(t) + en(t), z(t) +en(t)) di. (1.58)
t1
Podemos expressar a integral J(v.) = J(€) acima como uma série de poténcias
J(€) = JO) +0J + 8T +..., (1.59)
onde dJ 1, (&)
0 27 _ L o2f07J
6J—6(d€> L, © 6°J 5 € <d€2) - (1.60)
sao notacoes comuns do célculo variacional.
Sem perda de generalidade, podemos supor que a curva 7, = 7.(0) = (¢, €)|=o

fornega o valor extremo para a integral J(v). Se isto ocorre, entdo d.J(€) = 0, ou seja,

dJ('Ye)

de le=0
EDOs de segunda ordem.

De (1.54) e (1.57) , temos que

Oz (t,€) B B
de " de -

Consequentemente, derivando ((1.58)),

@ —/tQ OF i O ) ag
de ) le=o ), \ Oz T g '

Agora, integrando por partes o primeiro termo da integral acima, ficamos com

to
2 OF - [T OF 2/ MMOF L\ .
! - dt = (n' , — — 7" dt.
/tl K 8xl (T] /t1 8x1 dt) ‘ /tl < t1 8xl dt) ! at
t1

Ja que vale (1.55)), substituindo (L.63]) em (1.62)), obtemos

& _/tQ 8F_/t8_th~ i dt
de ) le=o  J, \0i" J, Oxf o

Dai, usando ((1.60) e assumindo que

F ) 2
0 adt,

o’ ¢ Ox

= 0. Vejamos como essa condicao pode ser escrita na forma de um sistema de

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)



a condigao 0.J(€) = 0 & equivalente a

to )
t1

Consideremos as constantes ¢; definidas por

to
Cz‘(tg — tl) = / (I)z dt,

t1

donde .
2

t1

Agora, escolhemos as fungoes 7' em (1.54) como

o (t) = /t (@, —e) d.
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(1.66)

(1.67)

(1.68)

(1.69)

Notemos que as fungoes acima satisfazem (1.55)). Além disso, pelo teorema fundamental

do calculo,

Logo, (1.66) é equivalente a

tg T

t1 =1

ou ainda, por (|1.68)),

tg T

Z(q)z — Ci)(q%' — Ci) dt = 0.
1 =1
Como o integrando desta integral é a soma de quadrados, (1.72]) implica que
(I)l—Clzcl—(I)Z:O

Dai, substituindo (1.65)) na expressao acima, ficamos com

/t OF - OF
4, O ozt "

E derivando com respeito a t, obtemos

OF _d (0F\ _ . _|
ot di\oz ) T o

(1.70)

(1.71)

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)

Estas EDOs de segunda ordem sao conhecidas como equacoes de Fuler-Lagrange asso-
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ciadas ao problema variacional & fyF dt = 0. Tais equagoes fornecem uma condigao
necessaria para que uma curva 7y, € C otimize o custo total J(7v) . Portanto, se
7« 1 2'(t) € solugao do problema variacional § [ F dt = 0, entdo suas coordenadas z'(t)
satisfazem (|1.75)).

Geodésicas. De forma intuitiva, podemos dizer que uma curva é geodésica se minimiza
distancia para pontos “suficientemente proximos”. Para obtermos as equacgoes geodésicas
de Finsler, partimos do problema variacional de encontrar a curva que minimiza a distancia
entre dois pontos fixos, conforme [19)]. Isso equivale a encontrar uma curva que minimize
a integral . Como antes, consideremos que um funcional fundamental L, isto ¢, que
tem as propriedades de (i) a (iv). Logo, as equagoes de Euler-Lagrange para o problema
variacional ¢ [, L(z,2")ds = 0 sdo dadas po:ﬁ

L, _ d <8LS) 0. (1.76)

oxrt  ds \ 0z'

Como L; = L(z, &) é p-homogéneo de grau 1 em & = %, pelo Teorema de Euler, segue

que
oL - 0*L ’
L Ly=———4 e ——— i=0. (1.77)
ot! 01'0x)
N—— N—
hom. grau 0 hom. grau -1

Usando a regra da cadeia e as expressoes acima, podemos obter a seguinte identidade

%L, 0?’L,  OL, 0L,
0710 t 950w | 0ii 9% (1.78)

Logo, multiplicando por 47 e somando sob os indices j ficamos com

1 0L, 2L, . oL, OL, .
S X R N Y L 9ot g 1.79
92 0ii0i T 7t opigw T 0 0 ¢ (1.79)

Agora, por (|1.77)), a primeira parcela do lado direito da igualdade na expressao acima se

anula, reduzindo esta a

1 0°L, .. oL

- =L, —. (1.80)
2 0z'0xd ox*

Notemos que escolhendo uma parametrizacao pelo comprimento de arco s temos L, =

L(z,z") = 1. Entao, pela defini¢do do tensor métrico g;;(x, &), (1.44)), temos

o OL(x, )

6 Aqui estaremos usando as notacoes ' = %, T = ‘j—f, L;=L(xz,2) e Ly = L(x,2').
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Como t = t(s), derivando a expressao acima com respeito a s, usando (|1.50)) e as equagoes
de Euler-Lagrange, reescrevemos (1.76)) como
d OLs 1 Ogpi(x,2’)

- (9 (2, &) i7] = el T a" ' (1.82)

Assim, podemos definir os simbolos de Christoffel de primeira espécie (como na geometria,

Riemanniana)

1 agih(xai) + aghk(x7i> i agki(xvi)

Pink (@, &) = 2 Oxk or? oxh (183)
Agora analisando o lado esquerdo de (1.82)), temos que
d N e aglk’(xv CL'/) k 15 8gzk ('ZE, xl) k i i
s [gij(z, @) &7] = o " + —ai 2" 4 gii(x, ") (1.84)
E como g;;(z, &) é p-homogénea de grau 0 em 2", temos que
Ogit w1 L v 095 4y (1.85)
oid © 2 0#o@iork T gik T '
Com isso, (1.82)) fica sendo
, Ogin(z, ') 1 Ogpe(z, )
gij(z, ") + e 5 9 2’ = 0. (1.86)
Entao, pela simetria nos subindices de g;;,
gij (w0, 2)2"7 + Tpap(, 7) 22" = 0. (1.87)

Agora, usando o levantamento de indices via métrica g;;, obtemos os simbolos de Chris-

toffel de sequnda espécie

Aqui usamos a notagao do céalculo variacional indicando a inversa de g;; por ¢g”/, como em
[15]. Por fim, multiplicamos (1.87) por g%, somamos sobre os subindices, e usamos ((1.88])
para obtermos

4T (x, 7)) =0, G hk=1,... n. (1.89)

Estas EDOs de segunda ordem sao conhecidas como as equagoes geodésicas de Finsler. Os

n? coeficientes I}, (z,2") acima sdo p-homogéneos de grau 0 nos argumentos de dire¢o

o dx”

r = g

Algumas observacgoes sobre a conexao e geodésicas. Para o que segue, usemos
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~ . a . ; ; .
a notagdo i" = % e consideremos uma curva v : z'(s). Se escolhermos 2G*(xz, i) =
;k(x, i)472* no spray 1) entao 7y serd uma geodésica em sy se, e somente se,

D (dx'
— (= =0 1.90
ds ( ds ) ’ (1.90)

para todo s em uma vizinhanca de sy, onde % denota a derivada covariante de Berwald
(1.28). Esta definicao ¢ equivalente a dada anteriormente em (1.89). Dizemos que vy é

uma geodésica se a condicao ((1.90) vale para todo s do seu dominio. Usando a defini¢ao

de derivada covariante expressa em coordenadas com &' := %, a condicao acima equivale
a um sistema idéntico a (|1.89)
d*x’ - da da® .
I =0, i,5,k=1,...,n, (1.91)

ds? "k ds ds

onde F;k sao os coeficientes associados & métrica g;;. Com isso, vemos que o anulamento

do primeiro invariante ¢ = Z—g dado por (|1.28)), equivale as solucoes de (|1.26)) serem

geodésicas da geometria Finsleriana.

Se os coeficientes da conexao Fék dependem somente da posi¢ao =" (consequentemente,
p-homogénea de grau 0 em ") e s é o parametro comprimento de arco, entao ([1.91)) sdo
equacoes geodésicas para o caso Riemanniano. Acima vimos que o fato de assumirmos F;k
p-homogénea de grau 0 numa geometria Finsleriana, permite relacionarmos as geodésicas
com o spray via 2G'(z, &) = [, (z, )47 %". Além do mais, em certos casos,
o spray (L.21) corresponde as equacoes de Euler-Lagrange associadas a um problema

variacional.

Transporte Paralelo. Seja & : £(s) um campo definido ao longo da curva v : z'(s).
Dizemos que o campo &' é paralelo ao longo de 7 se Z—Ei = 0. Na geometria Riemanniana,
para uma variedade M munida de uma conexao linear (onde os coeficientes I', da conexao
nao dependem da direcao &), dados dois pontos suficientemente proximos p e g em =, existe
uma unica transformacao linear de T,M para T, M, obtida por uma derivada covariante
como , que transporta paralelamente um vetor , para um vetor éq ao longo de 7.
Ressaltamos que para a geometria aqui considerada é possivel que os coeficientes F;'»k,
que sao p-homogéneos de grau 0 em ", dependam das direcoes, pois podem depender
das razoes j—r Consequentemente, fixado uma curva, o transporte paralelo de vetores ira
depender das diregoes, nao sendo mais tinico como no caso Riemanniano. Neste caso, a
transformacao definida usando-se deixa de ser linear.

Agora podemos caracterizar mais explicitamente a equacao de desvio de Jacobi (|1.39))
em termos de desvio geodésico. Consideremos duas geodésicas satisfazendo dadas
por v : z'(s) e 4 : Z(s), e os pontos P : 2'(s,) em v e P : T(s,) em 7. Seja £ : i'(s)

um campo de vetores tangentes ao longo de v. Entao, o campo de Jacobi V?, obtido por
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, é tal que o vetor Vi(s,), indo de P para P, é perpendicular ao vetor tangente
&(sp) = d'(sp). Assim, o comprimento do vetor V(s,) nos da uma medida do quanto
as duas geodésicas estao afastadas quando s = s,. Seguindo este raciocinio, fazendo o
parametro s variar infinitesimalmente de s, até s,, teremos um outro vetor V' (s,), definido
ao longo das geodésicas v e 4. O comprimento deste novo vetor nos diz o quanto as duas
geodésicas estao afastadas em s = s,. Dessa maneira, o vetor V*(s,) pode ser interpretado
como o transporte paralelo de V*(s,) ao longo de . Além disso, os vetores V'(s,) e V'(s,)
sao paralelos, e repetindo o processo anterior, podemos medir o afastamento de duas
geodésicas em todos pontos.

O seguinte resultado serd de grande utilidade em nossos estudos. Sua demonstracao

pode ser encontrada em [6].

Teorema (Douglas). Seja D%y, o tensor de Douglas definido por . Entao D}, =0
se, e somente se, G'(x,€) € quadrdtico em &'. Além disso, esta condi¢io independe de

sistemas de coordenadas.

Definimos a conexdo de Douglas por

(&) = % i,j,k=1,...,n, (1.92)
onde cada G ¢ dado por (1.22).

Ja que Gz- ¢ p-homogéneo de grau 1, usando 1) e o Teorema de Euler, podemos ve-
rificar que a conexao de Douglas é p-homogénea de grau 0 em &'. Consequentemente, pelo
Teorema de Douglas, usando esta conexao, os vetores £ = ‘% podem ser transportados
paralelamente ao longo de geodésicas 7 : x%(s) definidas por , ou, equivalentemente,
por ([1.91)).
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Capitulo 2

O Método da Trofodinamica Analitica

Neste capitulo apresentaremos alguns topicos da Trofodinamica Analitica. Veremos como
levar em conta na modelagem matematica certos aspectos da natureza que sob a abor-
dagem cléssica terfamos dificuldades. Por exemplo, o caso em que as interagoes entre os
organismos nao sao constantes ao longo do tempo. Estudaremos os sistemas de Volterra-
Hamilton em tais contextos e veremos algumas relacoes com aspectos da geometria apre-

sentados anteriormente.

2.1 Dinamica Populacional

A dinamica populacional é um assunto bastante estudado na modelagem biol6gica. Aqui
veremos como obter os principais modelos da abordagem cléssica usando os axiomas de
Hutchinson [12].

Denotaremos por N = N(t) o namero total de individuos num determinado instante

de tempo finito ¢.

Dinamica Populacional. De forma a estudar a populagdo N(t), consideremos as con-

digoes (aziomas de Hutchinson):

dN
i) — = f(N), onde f é diferenciavel (a taxa de crescimento depende da populacao);
dt

(ii) f(0) =0 (ndo ha geracdo espontanea);
(iii) N(t) ¢ limitada (os recursos sdo limitados).

Sabemos que uma fun¢do analitica (de classe C*) coincide com sua série de poténcias na
vizinhanga de algum ponto [21]. Mas aqui, como em [I2], na condigao (i) foi assumido
a diferenciabilidade ao invés de analiticidade, pois estaremos lidando com uma funcao f
menos restrita (ndo necessariamente analitica) que se relaciona com algum conceito bio-

logico. Neste contexto, é interessante uma maior flexibilidade ao invés de restricoes que
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poderiam tornar inviavel a ligacdo entre biologia e matematica. Assumir a diferenciabi-
lidade de f permite realizarmos aproximagcoes sucessivas na vizinhanca de algum ponto.
Usando (i), estudaremos modelos biologicos obtidos a partir de truncagens na expansao

em série de uma funcao com estas propriedades.

Modelos de Malthus e Logistico. Assumindo (i), expandimos a funcao f em série de

poténcias numa vizinhanca de N = 0,

(k)
SO N+ ron £ 5 PN O (). (2.1)
k=0 )

onde O (N?) denota termos de ordem N? isto ¢, O (N3) < CN?3, sendo C' uma constante
fixa. Agora, reescrevemos (2.1]) como

f(N)=a+bN +cN*+ O (N?), (2.2)
onde a, b e ¢ sao constantes. Entao, considerando (ii), obtemos

dN
dt

a+bN+cN*+0O(N*) | =0, (2.3)
t=0

t=0
o que implica em a = 0. Assim, para truncagem de primeira ordem em ({2.1)), assumindo
as condicoes (i) e (ii) e escolhendo b = A, temos o modelo Malthusiano

dN
— = A\V. 2.4

A constante \ na expressao acima é chamada de taza de crescimento intrinseco da
populacao N(t). Esta constante pode ser interpretada, biologicamente, como uma taxa
da eficiéncia metabolica do organismo: quanto maior o valor da taxa de metabolismo,
maior serd a taxa de crescimento da populacao. Neste trabalho, assumiremos que a taxa
de crescimento intrinseco é sempre positiva.

Podemos encontrar a solu¢ao N(t) de da seguinte maneira. Integrando (2.4)),

temos que

N dN t N B N
0

— In [L} — A\t (2.5)
o) N N(0)

N(0)

0

e aplicando a fungao exponencial de ambos os lados na tltima expressao a direita, obtemos
a curva Malthusiana

N(t) = N(0) M. (2.6)

Ja que A > 0, por 1) o limite lt1im N(t) nao ira existir se considerarmos uma po-
—00
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pulagdo inicial N(0) # 0. Logo, a curva Malthusiana esté crescendo exponencialmente
(indefinidamente) conforme o tempo t aumenta, de forma que a condicao (iii) acima ndo
ocorre. Esta situacao nao é verificada na natureza, visto que intimeros fatores limitam
o crescimento de uma populagao N(t), impedindo que haja um crescimento ilimitado.
Em geral nao é comum haver recursos ilimitados, e o efeito de tal restricio na diné-
mica do crescimento nao estd presente no modelo Malthusiano. Embora tenhamos um
crescimento exponencial no modelo Malthusiano e isto seja um pouco inadequado para
analisarmos instantes de tempo muito grande, este modelo é bastante usado ao se modelar
o crescimento inicial de uma populagao. Por exemplo, veremos adiante que o crescimento
inicial de um organismo geralmente tende a ser exponencial, sendo este fato influenciado
pela abundéancia de alimentos disponiveis quando um organismo se encontra na sua fase
embrionaria.

A fim de obtermos um modelo em que, além das condigoes (i) e (ii), a condi¢ao de
limitacao (iii) também ocorra, consideremos um trucamento em que envolva termos
quadraticos,

f(N)=a+bN +cN?, (2.7)

onde a, b e ¢ sao constantes escolhidas comoa =0, b=A>0ec= _7’\ Biologicamente,
a constante K é conhecida como capacidade de suporte do ambiente. Esta constante é
sempre positiva e fornece uma medida do nimero de individuos que podem ser confinados
em mesmo ambiente. Observemos que as constantes a e b sao idénticas as que obtemos na
construcao do modelo Malthusiano, mas agora a constante ¢ < 0 serd a responsavel por

incorporar a limitagao de recursos, condi¢ao (iii). De fato, sob as considera¢oes anteriores
e (2.7), obtemos o modelo logistico

dN N
SN (1-2 9.
A ( K), (2.8)

que satisfaz as condigoes (i), (ii) e (iii), pois suas solu¢oes nao triviais (isto é, diferentes
de N(t) =0, N(t) = K) sao dadas por

K

N(t) = 14+ ce A’

(2.9)

com c constante.
Para verificarmos que (2.9) ¢ solugao de ([2.8), procuremos por solugoes diferentes de
N(t)=0e N(t) = K. Reescrevendo (2.8)), usando fragoes parciais e depois integrando,

/ﬁ:/%Jr/%:/dt, (2.10)

1
A

ficamos com

1
In |N| + 7= (-KIn[1-&|) =t+0, (2.11)
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onde b é uma constante de integracao. Entao, reorganizando a expressao acima e aplicando

a fungdo exponencial, temos que
IN| = [1- 2| e e (2.12)

Como consideramos N # 0 e N # K, por (2.12)), segue que

N = (1 - %) Mere = M % eMert, (2.13)
ou seja,
N (1 + %) = M, (2.14)
Dai, multiplicando ambos os lados por e Me ™,
N(eMeM+4)=1, (2.15)

e escolhendo uma constante ¢ := e K positiva, podemos reescrever a expressio acima

como ([2.9)),
K

VRS = Ve

L (2.16)

o que verifica a validade de (2.9).

Pelo Teorema da Existéncia e Unicidade de EDOs, asseguramos localmente a uni-
cidade das solugoes para o modelo logistico (2.8), mas nao globalmente. Por exemplo,
considerando a condigao inicial N(0) = 0 para (2.8), segue da hipotese (ii) que N(t) =0
para todo instante tempo ¢, ou seja, N(¢) = 0 é a tnica solu¢ao para esta condigao inicial.
No entanto, como veremos a seguir, se N(0) ~ 0, entdo o modelo logistico equivale ao
Malthusiano, no sentido de ter como solucao , que como vimos se torna ilimitada para
tempos suficientemente grandes. Em geral, de acordo com a condic¢ao inicial, poderemos
ter quatro tipos de solucoes para . Essa dependéncia das solugoes da condigao inicial
faz com que nao seja possivel garantirmos que uma solugao local seja global, pois poderia
ser o caso da solucao depender explicitamente da condigao inicial, o que nao permitiria
garantimos que o intervalo maximal da solucao possa ser estendido para todo dominio.

Analisando o comportamento de uma solu¢ado do modelo logistico em uma vizinhanca
de zero (isto é, para N ~ 0), vemos que o ponto de equilibrio N = 0 é instavel. De fato,
em uma vizinhanca de zero o modelo logistico se aproxima do malthusiano, pois, usando

a expansao de Taylor para N = 0, temos que

dN N AN?

— =AN|1——= | =AN— ~ AN 2.17

dt ( K > K ’ (2.17)
pois como ’\—I]\f < AN para N = 0, podemos considerar apenas termos de ordem N na

expressao acima. Por (2.4), sabemos que no modelo malthusiano a populagao N (t) cresce
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exponencialmente conforme o tempo ¢ avanca, se afastando do ponto de equilibrio N = 0,
o que indica uma instabilidade. Por outro lado, o ponto de equilibrio N = K é estavel,

pois em uma vizinhanca de K, usando a expansao de Taylor para N ~ K, vale que

dN A 2
Sr A = N) = 2 (N =K~ -A(N - K), (2.18)

pois, como no caso acima, o fato de |K — N|? < |K — N| quando N ~ K, permite que
desconsideremos os termos quadraticos em ([2.18). Dai, por integracao,

]\;l_—Kz/—)\dt — W(N-K)x-X+¢ = N-K=ce™ (219

M se aproxima

onde ¢ e ¢ sao constantes. Logo, conforme o tempo ¢ avanga, o termo ce™
de zero, o que, de acordo com a tltima expressao a direita em , equivale a populacao
N se aproximar da capacidade de carga K. Portanto, para instantes de tempo suficiente-
mente grandes, o modelo logistico possui um tnico ponto de equilibrio assintoticamente

estavel dado por N = K.

2.2 Dinamica de Producao

A dindmica de producao permite levarmos em conta na modelagem, além do ntimero de
individuos (que podem ser vistos como organismos biol()gicosﬂ), outros fatores que estao
presentes na populacdo. E interessante uma certa flexibilidade em nossa abordagem ma-
tematica quando vamos estudar a influéncia de fatores da natureza que possuem uma
grande variabilidade. Por exemplo, modelos da ecologia envolvendo a dinamica de uma
planta formada por folhas, flores, brotos, sépalas que sofrem influéncias do ambiente sao
estudados de forma mais eficiente se for possivel utilizarmos os principios da biologia sub-
jacentes, como a Lei de Laird, para inferirmos sobre sua dinamica. Seria complicado se
tentassemos modelar o efeito das interagoes entre as diferentes partes de uma planta como
esta sob a abordagem classica. A Trofodindmica Analitica permite estudarmos modelos
como estes, que levam em consideracao diversos fatores influenciando na dinamica, de ma-
neira analitica e estabelecendo relagoes diretas com principios fundamentais da biologia.

Agora, apresentaremos alguns elementos desta nova abordagem.

Crescimento organico. Definimos a formula de Gompertz por

m(t) =a-e “° ", (2.20)

!Entenderemos por organismo um ser vivo qualquer [18].
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onde a, ¢, A sao constantes positivas. Esta é uma curva experimental que fornece a
biomassa total acumulada em um organismo.

Aplicando o logaritmo natural em ambos os lados de ([2.20]), obtemos
y(t) =Ina —c-e™, (2.21)

onde y(t) :=In (m(t)). Assim, o logaritmo natural (In) da biomassa ¢ determinado pela

seguinte equacao
dy | dy
kAN W 9.9
dt? dt (2:22)
quando as condigbes iniciais sdo y(0) = lna — ¢ e (‘é—@;) |t:0 = ¢(0) = Ac. De forma
mais geral, assumindo condigoes iniciais positivas para (2.22)), isto é, y(0) > 0 e ¢(0) > 0,
obtemos uma tnica solucao que é conhecida como curva de Gompertz.

De fato, procurando solugoes do tipo y(t) = e’ para (2.22)) segue que

PAr=0 = r=r =0, r=ry=—N\ (2.23)

Dali,
y(t) =cr e + et = yt)=c1 + cy e, (2.24)
onde A\ > 0, ¢; e ¢g sdo constantes. Se y(0) =c¢; >0 e §(0) = —Aey > 0, entdo ¢y < 0

e cl > —cy > 0. Logo, existe constante a > 1 tal que ¢; := Ina. Além disso, também
podemos escolher ¢y := —¢, para uma constante ¢ > 0. Com isso a expressao para o In da
biomassa fica sendo (2.21]).

Organismos Multidimensionais. Segundo a Lei de Laird [14], em certas classes de
vertebrados cada unidade modular tem crescimento Gompertziano de mesma taxa . Isto

é, cada parte deste organismo cresce de acordo com

EEPNNPON 2
m;(t) = a; - e (2.25)
onde cada ¢ = 1,...,n se refere a uma unidade modular dum organismo, que geralmente
é considerada como sendo um é6rgao. Um organismo de uma determinada espécie com tal
caracteristica as vezes é chamado de organismo modular.
De forma semelhante ao que fizemos anteriormente, escolhendo y'(t) := In(m;(t)) para

cada unidade modular i, temos uma equacao diferencial associada,
d2 7 d 7
Ey Ay
dt? dt

Assumindo condigoes iniciais positivas (isto &, y*(0) > 0, ¢°(0) > 0), tais equagdes formam

=0, i=1,...,n. (2.26)

um sistema de EDOs cujas solucoes fornecem curvas que sao trajetorias de crescimento dos

6rgaos do organismo que, como antes, obedecem a formula de Gompertz. Portanto, (2.25)
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e (2.26) com condigdes iniciais positivas sdo equivalentes. Comumente, nos referimos a
equagao (2.25), ou (2.26)), como a Lei de Laird.

Lei da Alometria. Em 1932, Huxley observou [I3| que as partes que formam um
organismo sao proporcionais, e crescem proporcionalmente. FKEsta relacao é conhecida
como Lei da Alometria ou, simplesmente, alometria.

Como exemplo, consideremos um organismo vertebrado (multidimensional) formado
por dois 6rgaos ¢ = 1,2. Pela Lei de Laird, e , temos as seguintes curvas de

crescimento

1

y' =Inm; =Ina; — cre™™M

(2.27)
y? =Inmy = Inay — coe™ M.

Isolando a variavel ¢ na primeira equacao e substituindo na segunda, ficamos com

c c
=2y 4+ Inay — = Ina, (2.28)

C1 C1
que é a equacao de uma reta do tipo y? = Ay' + B, onde A, B sao constantes. Esta relacao
linear entre y! e y? confirma a Lei da Alometria para este exemplo. Geralmente, no estudo
de animais os ¥’ sdo os logaritmos do calcio, fosforo, glicogénio e outros componentes

presentes em animais embrionarios [17].

Energia associada ao crescimento. Medawar mostrou por meio de experimentos que
a energia de crescimento E; de uma certa cultura de tecidos embrionarios esta relacionada
a sua biomassa [16], de forma que

- dy

E,=c—,

dt
onde y = Inm e ¢ é uma constante positiva determinada por ajustes estatisticos.
Assim como [6], em busca de aplicar esse conceito de energia de crescimento a ecologia,

podemos relacionar E; com o conhecido conceito de energia total H;. Entao, assumindo

que a energia potencial ¢ nula, ficamos com

E, = ¢ \/2H,, (2.29)

onde ¢ é uma constante positiva determinada experimentalmente. Dai, fixada uma curva

~ 1 [dy 2
H=-|1—/—). 2.30
"9 (dt) (2:30)

A expressao acima fornece a energia que esta sendo gasta (consumida, ou dissipada) ao

de crescimento y(t),

longo de y(t) a uma taxa A durante o crescimento de um organismo. Notemos que a forma
de (2.30) é de uma energia cinética.
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Usando a Lei de Laird, podemos estudar o tamanho total de um organismo a partir
de cada 6rgao que o compoe. Para isso, consideramos o tamanho s; de cada unidade
modular como

s;=vy'=Ina; —ge ™, i=1,...,n (2.31)

Entao, o tamanho total s do organismo é a soma dessas unidades (6rgaos) que formam o

organismo,

s = Z si=A— Be ™, (2.32)
i=1

n n ~

onde A=1In([];_,a;) e B=)_", ¢ sdo constantes.
Seguindo o raciocinio acima, definimos a energia total H; de um organismo modular
como sendo a soma das energias H;, ao longo das trajetorias y'(t), associadas a cada

unidade modular s; do organismo. Entao, usando a Lei de Laird, obtemos
H,:=> H, (2.33)
i=1

Dai, temos a energia de Medawar

Et = C \/ 2Ht7 (234)

onde ¢ é uma constante positiva experimental. Notemos que a energia de Medawar gene-
raliza visto que leva em consideracao cada parte que forma um organismo modular,
permitindo com isso que estudemos as influéncias de cada parte do organismo na dinamica
de crescimento.

Em geral a energia de crescimento H; (2.33)) ndo ¢ constante ao longo das trajetorias

de crescimento, pois pela definigao de (2.33)), (2.30) e (2.25) a energia H, decai ao longo

do tempo. No entanto, sob certas condigoes, é possivel obtermos um funcional de energia,
a partir de H;, que seja constante ao longo das trajetoérias de crescimento. Para isso
consideremos uma reparametrizacao t — s, onde s é o tamanho total dado por (2.32]).
Entao, a equagao assume a forma

d2yi
ds?

=0, i=1,...,n, (2.35)

cujas solugoes sao retas y'(s) = a's+b', onde a’ e b* sao constantes de integracao. Portanto,

a partir desta reparametrizagao, definimos o funcional de energia de Maupertuis

n

H, = % 3 (C;y;)z. (2.36)

=1

dH,
? ds

Notemos que, por defini¢ao = 0. Isto mostra que a energia de crescimento H é cons-
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tante ao longo das trajetorias de crescimento 3'(s). Usando cdlculo variacional, podemos
mostrarﬂ que as equagoes de Euler-Lagrange para o problema variacional § f7 Hyds =0
associado a sao dadas por ([2.35)). Portanto, para um parametro especial s a energia
dada pelo funcional H, estd sendo otimizada ao longo de retas. Além disso, é possivel

mostrar que apds a reparametrizacao t — s, continua valendo a Lei da Alometria.

Principio de Maupertuis e Curvas de Crecimento. De acordo com o Principio
de Maupertuis, ao longo dum processo, a natureza age de forma a economizar certas
quantidades de forma que o gasto de energia seja o mais eficiente possivel.

Por ora, em busca de estabelecer relacoes entre os modelos experimentais biol6gicos
aqui estudados e a geometria diferencial, seria interessante se tivéssemos um modelo cujas
curvas de crescimento minimizassem uma nocao de distancia que seja equivalente a energia
de crescimento. Se isto ocorre, minimizar “distancia” é equivalente a minimizar energia, e
as solucoes de ambos os problemas sao as mesmas trajetorias. Neste caso, ao longo de tais
trajetorias, o crescimento é 6timo, o que satisfaz o Principio de Maupertuis e as equagoes
de Euler-Lagrange. Em vista disso, seguem alguns teoremas cujas demonstracoes podem

ser encontradas em [0].

Teorema 1. Seja H; : TM — R um funcional suave, p-homogéneo de grau 2 em i*, onde

Hy, = Hy(z,%',...,2"). Se a matriz real n x n

1 0°H,

9(0:8) =5 Gagar 9= Lo (237)

¢ positiva definida e simétrica em i°, @7 em TM para todo x € M, entdo as solucoes das

equacgoes de Euler-Lagrange

aHS—i(aHS> =0, i=1,...,n, (2.38)

oxt ds \ Ozt

correspondentes ao problema variactonal
(5/H8ds =0 (2.39)
gl

fornecem como solucoes curvas v, tais que fv H.ds € minimizada sobre a classe C.

Denominamos o parametro s que aparece no teorema acima como pardmetro natural

do funcional de custo de Maupertuis generalizado H,. Observemos que, por definicao,

dH, —

1< =0, ou seja, Hy ¢ constante ao longo das solugoes .. Um parametro como este ¢ tal
S

’Se Hy == 1 Y | (yi)2, onde ¢’ := %, entdo 0;H, = 0, 8ZHS =g e %(&HS) = jj*. Entdo, as
equagoes de Euler-Lagrange db associadas a H, sdo dadas por §*(s) = 0.
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que H, satisfaz as equacoes de Euler-Lagrange de um determinado problema variacional.
Quando isto ocorre, dizemos que o processo é dtimo. Mais adiante, voltaremos ao assunto
da otimalidade. Uma das consequéncia importantes do teorema acima é que generaliza
o funcional de energia de Maupertuis H, definido anteriormente,, pois o problema
variacional associado fornece curvas que minimizam o custo total fv H.ds. Além disso,
a condi¢ao de g;; ser positiva definida equivale ao funcional H; ser positivo em todo seu
dominio, correspondendo a energia cinética ser sempre positiva. A demonstracao desta
consequéncia é analoga a (|1.51).

Considerando um parametro natural s, conforme o Teorema I, definimos

Lia,#) = v/2H, (0. 7) = \[ g3 (w, &) 2222, (2.40)

onde z" = ddi;. Da forma parecida ao que fizemos para encontrar 1} é possivel mostrar
que o funcional L 1) é p-homogéneo de grau 1 em #'. E ja que % = 0, entao L nao

depende explicitamente do parametro s. Assim, o funcional L fornece uma nocao de

distancia e

/L(J:,x') ds = / L(x, ) ds = / o ds — / @(s)| ds (2.41)
o 50 50 50
corresponde ao comprimento da curva v € C,, unindo p = y(so) a ¢ = y(s1).

Observemos que para um parametro natural s, o funcional L equivale a primeira
forma fundamental da geometria diferencial. Dessa maneira, a nocao de parametro na-
tural aqui abordada equivale a de pardmetro intrinseco da geometria estudada, e permite
generalizarmos a no¢do de métrica das geometrias Euclideana (g;; = ¢;;) e Riemanniana
(gi; = 9ij(x)). Agora podemos definir comprimento num espago munido de uma métrica
que depende da posicao e da direcdo, ¢;; = ¢;j(x, ). Além disso, pela expressao (2.41)),
vemos que a definicdo de parametro natural estd relacionada com a de comprimento de
arco. Se s & o parametro comprimento de arco, entdo L (z (s),2 (s)) =1 e fornece
a distancia do comprimento de arco de p = y(sq) até g = y(s1).

Sob certas condicoes de regularidade, o problema variacional associado ao funcional

L =+\/2H,,

S1
(5/ V2H(z, &) ds = 0, (2.42)
S0
possui equagoes de Euler-Lagrange como em (2.38). Ou seja, (2.42) e (2.39) fornecem

as mesmas curvas 7y, como solucao. Este resultado é parte da demonstracao do préximo

teorema e pode ser encontrada em [6].
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Teorema II. As curvas que otimizam sao de minimo e solucoes de

d*z’ ; . dzd da® o
W—i_rjk(w’x) E %:O (Z,],lﬂzl,...,n>, (243)
onde 0s coeficientes
% . 1 ir
ij(m,x) = 5 g (akgrj + ajgrlc - argjk:)a (2-44)

sdo p-homogéneos de grau 0 em x'. Além disso,

2G" =T, (x, )il &k, (2.45)

Analogamente a (1.24)), ap6s uma reparametriza¢ao as equagoes assumem uma
forma com termos lineares envolvendo #°. Se um parametro s é tal que o lado direito de
se anula (isto ¢, nao h4 termos lineares envolvendo '), entao este é chamado de
pardametro natural. E possivel mostrar que se s é um parametro natural de , entao
r =as+ b, com a,b constantes, também é parametro natural.

Ressaltamos que as n® funcoes F;k = F;k(x,m) do Teorema II nao constituem as
componentes de um tensor do tipo (1, 3), pois, sob uma mudanca de coordenadas nao-
singulares 7° = fi(z!,...,2"), i = 1,--- ,n, estas ndo transformam de acordo (1.19). No
entanto, sob tal mudanga de coordenadas (somente nas componentes x’) temos a seguinte
relagao [15]

-, Ox" Oz’ Ozt 9%
R e S
Para um parametro natural, sao as equagoes geodésicas . Isso mostra que

existe uma relagao entre as curvas de producao obtidas por modelos biolégicos envolvendo

(2.46)

um funcional de custo associado ao crescimento organico como L (2.40) e as geodésicas

de uma geometria de Finsler. Além disso, se definirmos
. 1 . /. .
G (w,i) = 7 9" <8h8kHS ik 8hHS> : (2.47)

as curvas 7, : 7'(s) solugoes de [2.39] (2.38)), sdo as mesmas que as de

d2xi % dx .
W—FQG (x,%):() i1=1,...,n. (2.48)

Com isso, fazendo 2G* = T (x, )i/ 2" as equagoes geodésicas (2.43) se tornam as equa-
coes de Euler-Lagrange associadas a um problema variacional envolvendo o funcional H,

conforme o Teorema I. Por exemplo [6], dado uma curva de crescimento definida por

a2y dy\?
@ + « (%) = O; (2'49)
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onde a = a(\, K) e y é uma varidvel de crescimento liquido, investigar se existe, ou nao,
um funcional de energia de Maupertuis Hy cuja as equacoes de Euler-Lagrange nao é
trivial. De modo geral, saber se é possivel obter um funcional cujo problema variacional
associado possui equacoes de Euler-Lagrange que sejam equivalentes & equacoes geodésicas
esta relacionado com a otimalidade do processo. Nesse sentido, andlogo ao que dissemos
antes, um processo ¢ dtimo ao longo duma curva, quando esta verifica as equacoes de
Euler-Lagrange. Caso nao verifique, o processo nao € dtimo. Para o caso acima, é possivel

verificar que o funcional de Maupertuis definido por

1 dy\>
H,y =5 <d—z) (2.50)

satisfaz os Teoremas I e II. Portanto, ao longo de curvas v, : y'(s) definidas por ([2.49)
com condicoes iniciais adequadas, o custo total f7 H, ds é minimo. Além disso, via
2G" =T (z, )27 3" e (2.47)) & possivel mostrar que 7, : y(s) sdo geodésicas que verificam

o Teorema II.

Relacao entre F;k e G;k. Neste trabalho, estaremos estudando alguns modelos envol-
vendo equacoes diferenciais de segunda ordem, onde as funcoes F;k(x,x) do Teorema II
serao os coeficientes de intera¢ao G;k, onde Gé.k é dado por . Biologicamente, os
coeficientes G, sdo interpretados como a interagao entre duas espécies j, k confinadas
num mesmo ambiente 1.

Em geral Gék #+ F;k, no entanto podemos estabelecer uma relacao entre ambos coefi-

cientes da seguinte maneira. Derivando ZGh(x, 1) com respeito a &/ temos que
0; (2G") = 9; (Th (2, 2)a"3%) = 9;(T0)a"3* + T".9;(3"5*).
Mas como

N (AT S 9 T .S - T 9 .S T 5.8 7SS T .8 T 5.8 T 5.8
0;(2"%°) = %(x e %(1‘ ) = 0;2° + 2707 = 071° + 07° = 20727,
entao

0;(2G") = 9;(Th,)i"a® + 2T, 674 = 0;(TP, )" 2" + 20" 4.

rsT)

Agora, derivando a expressao acima com respeito a 2, ficamos com

0:0;(2G") = 0,(0,Th,)i"&* + ;T 1,0,(3"4%) + 20;(T',)&* + 21,0, (2*)
= 9,0,TLd"i" + O;T P (2674°) + 20, &° + 2" 67

VEMN

Ja que por definicao &@(26”‘) = 23i3j(Gh) = QG?j e 6F s6 ndo é nulo quando p = g,
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podemos reescrever a expressao anterior como
Gl = = DT + T + OTl " 4T
ij = 5 Yilitrst Y gt ist it js jit

Entao, usando a simetria dos simbolos de Christoffel e em seguida rearranjando os indices

nos dois tltimos termos, obtemos
1. . e e A
Gij = GO0, TN E" + 013" + 01" + 1. (2.51)

Por fim, multiplicando por 47 e depois somando com respeito ao indice j, os dois primeiros
termos se anulam, pois os coeficientes F;k considerados sao p-homogéneos de grau 0 em
Z, e o Teorema de Euler implica em 81F§-k -#! = 0. Apos isso, rearranjando novamente os

indices, obtemos uma relagao entre os coeficientes G?j e F?j dada por

GZIJ = FZ:E] + 8in]}s$Tj;5 i,j, h = 1,...,n. (2'52)

Como dissemos antes, geralmente estamos considerando um espago de Finsler onde os

coeficientes da conexao F?j (x, &) sao p-homogéneos de grau 0 em ", mas podem depender

h
757
somente quando for o caso de F?j nao depender das direcoes " é que estes coeficientes

das direcoes z". No entanto, como as interacoes bioldgicas sao determinadas por G

coincidem com os de interages GJ;. Podemos observar este fato fazendo O =0 em
(2.52]).

Critério de Harper. Um conceito de bastante interesse para o estudo da Trofodinamica
Analitica é o Critério de Harper. Este afirma que alguns organismos podem ser conside-
rados como um conjunto de populacoes. Por exemplo, segundo este critério, uma planta
pode ser vista como sendo um conjunto de populacgoes de folhas, flores, raizes, etc. Ja que
pela Lei de Laird cada unidade modular da planta tem sua dinamica individual, entao, por
Harper, todas essas unidades contribuem para sua biomassa total. Dessa maneira, para
descrevermos a dinamica da biomassa total de uma planta cuja maior parte é formada
por folhas, precisamos saber como quantidade de folhas e a biomassa de cada uma dessas
se comportam ao longo do tempo.

Como exemplo do Critério de Harper, vejamos a dinamica do seguinte modelo de
plantas aquaticas [10]. Consideremos como medida de folhas presentes a propor¢ao relativa

dada por

B(t) = ———, (2.53)

onde N = N(t) é a populagdo e K é uma constante positiva. Derivando em relagao a
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variavel ¢ obtemos

i d (K—N\ 0-K4%<¥ K N K—-N
Ta (v ) Tt o P -B] = (5F) e
Logo,
di
— = )\2(t 2.
& = ), (2.55)

sempre que N ¢ como em ([2.8). Além disso, podemos escrever a equacao (2.53) como um

sistema de EDOs de primeira ordem. Para isso consideremos

dy
dt’

T =

(2.56)

onde y := Inm e m = m(t) € uma biomassa com crescimento Gompertziano (2.20). Entao,

pela defini¢ao acima e sua derivada (2.55)), temos o sistema

dy .
dt
2.
o (2.57)
dt '
Ou ainda,
dy K-N
d N
N - N) (2.58)
dt K”

pois Z & dado por ((2.53). Portanto, (2.57)) é equivalente a equagao (2.22)), pois derivando

(2.55) e usando (2.56) temos

d?y dy dz
— 4+ AN =—+Xr=-Xt+ =0 2.59
e + 0 + Az T+ A\ , ( )

o que mostra a equivaléncia.

Notemos que, na construcao do modelo acima, partimos de uma definicao de medida
da biomassa dada pela variavel . Isso exemplifica como introduzir novas variaveis
associadas a medidas biol6gicas como a biomassa e, a partir dessas, construirmos modelos
considerando as dinamicas de producao e logistica. Outro fato interessante presente neste
modelo é o de considerar uma espécie onde se leva em conta o crescimento do organismo
como sendo elemento de uma populacao e colonia ao mesmo tempo [6]. Essa caracteristica
é dada pelo sistema , onde cada elemento da populagao N influencia na producao
de biomassa y, e ambas dinamicas (de produgao e logistica) se combinam formando um

sistema que modela o crescimento do organismo.
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Vimos anteriormente que as solugdes do modelo Malthusiano (2.4]) sao exponenciais
(2.6). Analogamente, as solugdes da EDO (2.55) sdo dadas por Z(t) = Ae . onde
A :=(0) é uma constante, indicando um crescimento exponencial.

A fim de verificarmos a Lei da Alometria para a planta considerada acima, suponhamos
que, além das folhas relacionadas com a variavel Z, agora também temos uma medida das
flores dada em termos da proporcao relativa

K—-N
Z(t) i = ——, 2.60
(0= (2:60)
onde K ¢é o crescimento intrinseco da populacao N que tem dinamica logistica 1)
Consequentemente, seguindo os mesmos passos que fizemos acima com Z(t), a variavel

Z(t) satisfaz

dz
— = —=A\z(t 2.61
de forma que para z(0) := B, onde B é uma constante, tenhamos 2(t) = Be . Isto

confirma a Lei de Laird visto que a taxa de crescimento \ é a mesma para as variaveis
associadas as folhas Z(t) = Ae ™ e flores 2(t) = Be ™. Além disso, £ ¢ constante, e

portanto a Lei da Alometria é verificada.

2.3 Sistemas Volterra-Hamilton

Variavel de Volterra. Definimos a varidvel de produgao de Volterra associada a uma

populagao de tamanho N*(t) por
. t . .
' (t) = k‘(i)/ N'(r)dr + 2*(0), i=1,...,n, (2.62)
0

onde cada k; é constante’] Frequentemente estaremos usando a variavel de producio na

seguinte forma

= koN', i=1,...,n. (2.63)

Volterra definiu ' como uma ‘quantité de vie’ [23], o que pode ser entendido como uma
“quantidade de vida” presente numa populacao de tamanho N?. Assim, a definicao acima
nos diz que uma populagiao com N* individuos produz (ou consome) a uma taxa per capita
k; certa quantidade 2‘. Podemos interpretar como sendo uma energia presente

numa populacdo. Embora muitas vezes a variavel de producio 2 é considerada como

30 parénteses no subindice i em k() indica que estes ndo sdo somados conforme a notagao de Einsten
para soma de indices repetidos.
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sendo uma medida da biomassa, é possivel a escolhermos como sendo uma outra medida.
Por exemplo, ' pode representar a quantidade de toxinas produzidas para autodefesa
de uma planta. Tal escolha facilita o estudo das interacoes que sao influenciadas por
essas substancias quimicas, e nao somente pela biomassa ou nimero de individuos, como
veremos num exemplo do préoximo capitulo.

A introducao da variavel de producao sob o ponto de vista da Trofodinamica Ana-
litica possibilita um estudo mais adequado de certos modelos que possuem uma grande
plasticidade. Por exemplo, para modelarmos a dinamica de uma planta lidamos com uma
grande variabilidade do tamanho, forma, biomassa etc. Neste caso, se levarmos em conta
as interagoes entre suas partes, como flores, sépalas, raizes etc., e ainda as influéncias do
meio ambiente nas interacoes, podem surgir algumas dificuldades do ponto de vista em-
pirico da medida dessas quantidades, ou de outras equivalente associadas & producao (ou
consumo). No entanto, tendo uma maior flexibilidade para escolha das novas variaveis e
uma abordagem que permita captar mais adequadamente as influéncias do ambiente, po-
demos lidar com a grande variabilidade existente numa planta de forma bastante eficiente,

principalmente quando estudarmos os efeitos das interacoes sociais.

Interagoes Ecoldgicas. Agora iremos estudar diferentes de espécies coexistindo num
mesmo ambiente e alguns tipos de interagoes que ocorrem entre elas. Denotaremos uma
comunidade (isto é, um conjunto de populag¢des habitando um mesmo local) por . O
crescimento de uma das populagoes que constituem a comunidade > pode, ou nao, afetar
o crescimento de uma outra populacao. Dizemos que ¥ é uma comunidade simples com
n espécies, se todas elas interagem com pelo menos uma outra populacao que nao seja
ela propria. Quando for este o caso, nao h& populagées isoladas, que nao interagem com
nenhuma outra. Ao longo deste trabalho, normalmente estaremos lidando com este caso.

Consideremos o seguinte modelo

dN*
dt

= Ao N' =THNN* i k=1,....n, (2.64)

que leva em consideracao termos logisticos em que aparecem J\; e termos de interacao
constante envolvendo I ;k Aqui os coeficientes de interacao constantes Gj-k sao iguais aos
simbolos Christoffel de segunda espécie definidos anteriormente, isto é, F;k = G;k
Dizemos que as interacoes sao ecoldgicas quando os coeficientes G;k sao constantes.
Neste caso, consideraremos que as interagoes entre duas espécies em Y podem ser de trés

tipos:

a) predacdo - quando a taxa de crescimento de uma das espécies cresce, e a da outra

diminui;

b) competi¢cio - se ambas taxas diminuem;
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c) simbiose - se ambas taxas crescem.

Seja Y. uma comunidade simples com n espécies interagindo ecologicamente (predagao,

competicao e simbiose). Consideremos o modelo de Gause-Witt

dN'
dt

Aoy N* — % (N =0 N'NT, dj=1,....m, (2.65)
onde A, d, e K, sao constantes positivas para qualquer indice r. Este modelo expressa a
dinamica da populagao de cada espécie N*(t) em X, levando em consideracao a interagao
entre N'(t) e N7(t). Os coeficientes que envolvem os termos quadraticos N' N7 expressam o
efeito da interacao interespecifica entre as populagoes N'(t) e N7(t) na taxa de crescimento
da populacao dd—]\f. Como anteriormente, os coeficientes \; e K; indicam, respectivamente,
a taxa de crescimento intrinseco da populagao N(t) e a capacidade de carga do ambiente
em que esta se encontra. J& o coeficiente J; fornece uma medida da eficiéncia entre a
interagao da populagao N'(t) com a populagao N’(t). Os coeficientes que envolvem os
termos quadréticos (N*)? expressam o efeito da interacao intraespecifica.

Consideremos um caso bidimensional do modelo de Gause-Witt dado por

dN1!
— = AN — 25 (N1)? — 48 NTN?
IN? (2.66)
= — )\2N2 . %(N2)2 o >\]2{_(Z2 N1N27
onde as constantes ) \s
Kr’ [T(T, r=12 (2.67)

indicam, respectivamente, os coeficientes de interacao intraespecifica e interespecifica. E
possivel mostrar que os pontos de equilibrio de (2.66) sdo da forma

Kl—(SlKQ K2_62K1>

Nl N2 —
(N, ) ( 1—0102 & 1—0810,

(2.68)

de acordo com os parametros considerados.

Teorema. Para um modelo de Gause-Witt como as interacoes entre as populagoes
nao-nulas N'(t) e N2(t) sao tais que:

Ky
K1’

mictais uma das duas espécies serd extinta;

(i) Se &, > % e 0y > entao ocorre a competicao e de acordo com as condig¢oes

K
Ky’

a espécie Ny(t) serd ectinta;

(ii) Sedy > % €0y < entao ocorre a predacao e independente das condi¢oes iniciais

K>
K1’

a espécie No(t) serd extinta;

(iii) Sed; < % e 0y > entao ocorre a predacao e independente das condi¢oes iniciais
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Kz
Ky’

(iv) Se d; < % e by < entao ocorre a simbiose (ambas espécies coexistem,).

Com excegao do caso (iv) os outros obedecem ao Principio da Exclusio Competitiva, o
qual basicamente afirma que competidores completos nao podem coexistir [6]. Ja para
o caso (iv), Hutchinson diz que “h& uma limitagdo quanto a competicao interespecifica a
qual ndo se aplica aos outros trés casos” [12].

Notemos que o modelo nao envolve termos além dos quadraticos. O estudo
das interacoes interespecificas na dinamica populacional e dos efeitos de termos cubicos
aparece em [II]. No entanto, algumas das consideragoes feitas envolvendo termos cibi-
cos nao foram satisfatorias. Primeiramente, para estudar os efeitos dos termos cubicos,

Hutchinson considerou o seguinte modelo:

dN1

y7 — /\1N1 . [)\(_11 <N1)2_ )x;(_? Nl(NQ)Z

N2 (2.69)
y7 — )\2N2 _ ;\(_22 <N2)2 _ )\IQ(_(ZZ (N1)2N2.

Agora os coeficientes de interacao interespecificas na primeira e segunda equagao de (2.69)

sao dados por
/\1(51N2 )\252N1

K, Ky

Logo, dependem da populacao. Esta dependéncia é conhecida como interagoes sociais.

(2.70)

Estudando as interacoes sociais, Hutchinson percebeu que se introduzisse um individuo
N? = 1 num ambiente habitado por uma espécie N1(t), o efeito da interacao desse sobre
%’1(1)27 assim como no modelo de Gause-Witt, A;(‘jl. A
partir dai, afirmou que “em geral pode se esperar que os novos coeficientes tenham valores

a espécie N'(t) seria dado por

da mesma ordem de magnitude do que aqueles derivados de experimentos anteriores”|[12].
No entanto, ao particularizar para o caso de introduzir um tnico individuo (N? = 1)
interagindo socialmente, nao notou que se tivesse introduzido N? = 10 individuos [6], por
MU0 6 jgual a 100

. Ou seja, o efeito das interagoes sociais agora nao possuem a mesma ordem de

exemplo, o efeito destes nao seriam da mesma ordem de antes, pois

A161
K

magnitude.

vezes

O efeito das interagoes sociais de ordem maior que a quadratica foi percebido expe-
rimentalmente, e se mostrou tao importante quanto estes |[24]. Entdo, um método que
envolva truncagens na série de Taylor até termos de segunda ordem pode estar descartando
informacgoes importantes para a modelagem. Depois de questionado sobre tais questoes,
Hutchinson prop6s uma abordagem afirmando que aos termos cibicos, e de ordens mais
altas, poderia ser aplicado um processo de homogeneiza¢io. No entanto, como notou [3]
as equagoes homogeneizadas obtidas por esse processo nao incorporam os efeitos sociais

(caso em que os coeficientes de interacao ndo sao contantes, e dependem da densidade da
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populacao). Em vista disso, surge a necessidade de uma nova abordagem.
As interagoes bioldgicas sociais também sao conhecidas como interagoes de alta-ordem
devido aos efeitos que surgem na modelagem quando se leva em conta aproximacoes

maiores que as quadraticas.

Interacoes na Trofodindmica Analitica. Para uma carta local no fibrado m, in-
duzida de forma natural pelo sistema de coordenadas locais (U, h) de um ponto em M",

consideremos um sistema de Volterra-Hamilton dado por

dx’
—:kZNZ
. (2.71)
dN" : ; N nrinrk .
o = A\oyN' = G (z, &) N'N* + ¢, i,5,k=1,...,n,

onde as coordenadas z' sao variaveis de Volterra definidas por , A; sao as taxas
de crescimento intrinseco, G;k sdo os coeficientes de interacdo, @' = dd—gf e ¢ indica a
influéncia do ambiente externo. Por ora, nao iremos considerar os efeitos do ambiente em
nossa modelagem, isto é, assumiremos e’ = 0.

Podemos classificar os tipos de interacées de um modelo trofodinamico, de acordo com

os coeficientes G;k do sistema 1 , da seguinte maneira:
a) interacoes ecoldgicas - se os coeficientes de interacao G;k sao contantes;
b) interacoes metabo’licaﬁ - se 0s G, dependem explicitamente das coordenadas *;

c) interagoes sociais - se os G, dependem explicitamente da populagao N, isto é, das
N’f‘
N&-

proporcoes

Dizemos que um processo é otimo quando suas curvas de producao satisfazem as equacoes

de Euler-Lagrange de algum problema variacional. Notemos que, assumindoE] Nt =

dd—“”;, M=NE=1¢e=0e 1) o sistema de Volterra-Hamilton 1} assume a

forma i
" ,
- _ N
dt
N (2.72)
pr AN® — G;kN]N’“.

Entao, se os coeficientes de interacao G;k sao constantes, fazendo uma reparametrizagao

t — s, podemos eliminar os termos envolvendo A, e este sistema de EDOs corresponde as

4As interagdes metabolicas também sdo conhecidas como simbidticas.

5(0s parénteses nos subindices k() indicam que nao estamos somando de acordo com a notagao de
Einsten (citada no capitulo 1) para os subindices i.
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equagoes geodésicas de algum funcional de Maupertuis H,; como nos Teoremas I e
IT. Isso mostra que, no caso de processos 6timos, o sistema de EDOs de segunda ordem
formado pela equagoes das geodésicas minimizantes (que sao equivalentes as equagoes de
Euler-Lagrange) pode ser representado por um sistema de Volterra-Hamilton.

A vantagem de sistemas de Volterra-Hamilton como é que permitem modelar-
mMos processos que nao sao O6timos. Para processos nao dtimos, nao podemos obter um
funcional de energia de Maupertuis como no Teorema I e II de forma que as equacoes de

Euler-Lagrange sejam equagoes geodésicas minimizantes. Este sempre é o caso quando os
Ni

. i ~ . , . ~ . .
coeficientes G dependem das proporgoes 7, ou seja, quando ha interagoes sociais.

Teorema III. O sistema com \; = X e coeficientes Ty tais que T # 0 quando
j#iouk#i, para cada i = 1,...,n e alguns j,k = 1,...,n, sio equagoes de Euler-
Lagrange para um funcional de Maupertuis quadrdtico Hy minimizante (Teorema I) se, e

somente se, existem constantes aq,...,q, tais que
( . .
[ 1 J— Y y
I% = i, ij:_oa sei#j#k

I = —ai, se i £ j.

Além disso, a menos de multiplicacao por uma constante,

1 o dz'\? dzm\ .
HS—§€ [(E) + 4 E y Z—l,...,n, (274)

At

onde s =+ e

>

Um resultado importante [I] é que existe uma tnica métrica g;; associada a um sistema,
de Volterra-Hamilton como no Teorema III, com coeficientes constantes. A expressao de

gi; pode ser obtida usando ([2.74) no Teorema I, de forma que

A g @2 b = g J}. 2.75
i 289’6281"3{6 [(m) * +<””)} 2 a;im{x (2.75)
E como % = 0,5, a expressao acima pode ser reescrita como

Gij = €¢6ij7 Z’j = ]-7 RN (276)

onde ¢ := 20;2°. Esta métrica é conhecida como métrica de Antonelli-Voorhees.

Algumas relacoes entre invariantes de KCC e H,. Vejamos como os invariantes de
KCC podem fornecer de forma direta algumas informacoes sobre a teoria aqui estudada.

Primeiramente, notemos que, pelo Teorema de Euler, podemos escrever o funcional de
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energia de Maupertuis Hg do Teorema I como

1 oo

A fim de simplificar, definimos o tensor de Cartan,
1 .
Ciji := 2 OnGij» (2.78)

onde g;; é como em . Este tensor fornece informacgoes sobre o funcional de Mauper-
tuis H, de forma direta, pois pelas relacoes acima teremos que H, é quadratico em @ se,
e somente se, C;jp = 0.

Vimos pelos Teoremas I e IT que para o funcional de Maupertuis H, (consequentemente,
para uma métrica g;; positiva definida) as geodésicas sdo curvas minimizantes solugdes de
) f7 W = 0 que podem ser obtidas por meio do primeiro invariante de KCC (|1.28
através da condicao ¢’ = 0, conforme observamos em . Além disso, escolhendo
I a72% = 2G" as equagbes geodésicas ficam sendo o spray , e portanto
podemos definir os outros invariantes de KCC como fizemos no capitulo 1. Feito isso,

por meio destes invariantes, podemos simplificar outras questdes. Por exemplo, pelo
Teorema de Douglas, estamos sob a presenca de interagoes sociais em nossa modelagem
se, e somente se, o tensor de Douglas é tal que D;‘kl # 0. Além disso, se o tensor
de torcao de Cartan ¢ tal que C;j; = 0, entao D}kl = 0. Consequentemente, o
anulamento do tensor de Cartan C;j;, assegura que os coeficientes G* do spray sao
quadraticos.

Vejamos outras consequéncias. Pelas definicoes anteriores, se C;j; = 0 e D;'.kl =0,
entao Iy = G’;. Portanto, o anulamento dos tensores de Douglas e Cartan em nossa
modelagem ¢é suficiente para garantir que os coeficientes da conexao da geometria definem
as interagoes bioldgicas em questao. Ressaltamos que somente o anulamento do tensor de
Douglas nao garante esta condicao. Um exemplo disto é dado pelo seguinte funcional de

energia de Maupertuis

1 o
H, = 3 e®0yi'd?, 0,5 =1,2, (2.79)
onde 1
_ (T2 -1 (%

onde L é como . Calculando a métrica g;; associada ao funcional de Maupertuis
H, acima, em seguida os coeficientes F;k da conexao pela formula do Teorema II,
veremos que J,I"% = 0, implicando em GJ; # I';;. Isto ocorre porque embora o tensor
de Douglas de se anule, este funcional é somente p-homogéneo de grau 2, e nao
quadratico.

Em geral, saber se as geodésicas associadas a um funcional de Maupertuis H, podem
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ser transformadas em retas por meio de uma mudanga de coordenadas nao é imediato.

Vejamos um teorema importante nesse sentido.

Teorema I'V. Existe uma mudanca de coordenadas para as equago”es geodésicas associadas

ao funcional de energia de Maupertuis H , de forma que d €2 =0 se, e somente se,
Bl =0 e Dl =0, onde Bly, e Dy, sao os tensores de Berwald (l) e Douglas

J
respectivamente (i,j,k,l=1,...,n).

Logo, o anulamento do quarto e quinto invariantes de KCC garante que existe um sis-
tema de coordenadas de forma que as curvas de crescimento associadas a producao sejam
simplificadas assumindo forma de retas. Ou seja, as geodésicas associadas a um funcional
de Maupertuis, sob uma mudanca de coordenadas, assumem a forma de retas, como no
caso do espaco Euclideano.

Outra consequéncia importante fornecida pelos invariantes KCC é que se D;‘kl =0
(isto ¢, G* ¢ quadratico), entao o tensor de curvatura de Berwald B}, assume a forma do
tensor de curvatura de Rlemannﬁ Ry, com os coeficientes de interagao G?%, no lugar de

%x- Podemos verificar isto de forma imediata pela identidade

' = Rig + @ (03Dl — T Dhyy), gk l=1,... n. (2.82)

A expressao acima segue das defini¢oes (2.44), (1.42) e (1.41]).

Além disso, um resultado semelhante ao Teorema IV e que aparece na geometria

Riemanniana ¢ o seguinte: se R, = 0, entdo existe um sistema de coordenadas locais
(U, h) tal que todos Fé.k se anulam, de forma que neste sistema de coordenadas, o spray
1} com parametro s, assume a forma < &% = 0 [6]. Neste caso, se o spray define

equacoes geodésicas, estas sao retas dadas por essas EDOs de segunda ordem.

Estabilidade para o caso bidimensional. Consideremos um espaco métrico de Fins-
ler (M? F). Seja L := /2H, um funcional como em (2.40), onde H, é a energia de
Maupertuis dado por

1 . d 1\ m d 2\ m12/m
Hs _ 5 62041‘20 |:(d_a;> + (d_a;> :| , 1 = 172 (283)

6 Em um sistema de coordenadas locais, o tensor de curvatura de Riemann pode ser definido em
termos dos coeficientes da conexao de Levi-Civita por

Jkl akr al ]k + F m,k F]k ml (281)



%)

Definimos o tensor de curvatura de Gauss-Berwald K(x, %) pela formula [6]

gy | @2 [E) 2] (@) ]| e

Kz, &) = A(m —1)2 (Jbz)zm—1 712’

(2.84)

onde m > 2 é um namero inteiro.

Vejamos como o tensor de desvio de Berwald B; e o tensor de curvatura de Gauss-
Berwald K acima fornecem as mesmas informacgoes sobre a estabilidade no sentido de
Jacobi para o caso bidimensional. Para isso, primeiramente mostraremos alguns resulta-
dos, e em seguida analisaremos a equagao de desvio de Jacobi ([1.39)).

j;i

Usando o funcional L definido acima, obtemos um vetor unitario [* := + na diregao de

#%, e, também, um outro vetor unitario m’ que é perpendicular a I* por meio da equacao
gil'm’ =0, i,j=1,2, (2.85)

onde g;; é a métrica associada ao funcional de Maupertuis H; (2.83)) como nos Teoremas
[ eIl O par (I',m') é denominado frame de Berwald. Entao, usando (I*,m"), podemos

obter o seguinte resultado,
B. = L*Km'my, i,k=1,2, (2.86)

onde o0s vetores unitarios covariantes (com os subindices) sdo obtidos por meio do rebaixa-
mento de indices utilizando a métrica: m, = g,.sm°. Agora, considerando uma geodésica

v : 2%(s), temos a seguinte relagao

- Dm?
il =0, 2.87
g J dS ( )
onde Dd—’f ¢ a derivada covariante de Berwald ao longo de ~. Esta condi¢ao mostra que

Dd—’?i ¢ perpendicular a diregao I° do frame de Berwald (I’,m?). Além disso, como m' é

unitério, vale que m’-m; = 1. Entao, derivando esta relacio ficamos com
D Dm!

—(mt-m;) =2m; — =0. 2.88
g (m' - mi) = 2m; —- (2.88)

Ou seja, Dd—’f também é perpendicular a direcio m’. E como estamos considerando um
espaco bidimensional, Dd—”;i ser perpendicular a I e m?, implica que Dd—”;i = 0.

Consideremos um campo de Jacobi V* definido por , ao longo de uma geodésica
7 : 2%(s), dado por

Vi(s) = v(s)m’, (2.89)
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onde v(s) é uma funcao suave adequada de forma que

- di

Assim, usando ([2.86)), podemos reduzir a equagao de Jacobi (1.39) a
D?v

—_— =0. 2.91
dS—HCU 0 (2.91)

Notemos que esta equacao tem a mesma forma que a equacao de desvio de Jacobi definida
anteriormente em . Além disso, se K nao depende da direcao i°, entao (2.91)
é a equacao do desvio geodésico conhecida na geometria Riemanniana. Prosseguindo,
verifiquemos (2.91). Substituindo (2.89) e (2.86) em (1.39), obtemos

D2vi
ds?

D2vi N
ds?

Bk = + L2Km'm V* = 0. (2.92)

Além disso, ao longo da geodésica v : 2%(s) definida anteriormente, temos

D>Vt D (D , D (Dv . Dm’
— = = V) =—(—m 2.93
ds? ds (ds (v(s)m )) ds (ds " ) ’ (2.93)
onde Dd—’;‘i = 0, por (2.88)). Logo, a expressao acima fica sendo
D*V¢ D (Dv D (dv v
- == m)===m|=— m 2.94
ds? ds (ds m) ds (ds m) ds? (2.94)

Entao, substituindo (2.94) em (2.92)), temos

G 240 r_ v 240, i
—— m'+ L*Km'my, v(s)m” = — m' + L°Km'v(s) = 0,
ds ds
onde na segunda igualdade usamos o fato de que m® é unitario, ou seja, m‘m; = 1. Usando
novamente este fato, ao multiplicarmos a expressao acima por m; e depois somarmos com
respeito ao indice 2, concluimos que
d*v

R L*Kuv(s) = 0. (2.95)

Por fim, observando que L? = 1 ao longo das geodésicas, a equagio acima se torna .
Portanto, no caso de um espacgo bidimensional, o estudo da estabilidade do sistema ([1.39)
se reduz ao estudo de , e ¢ determinada pelo sinal da curvatura de Gauss-Berwald
K(z, &) sobre T M2: (i) L > 0 se, e somente se, a producado é estavel no sentido de Jacobi;

(ii) I < 0 se, e somente se, a producao é fracamente cadtica.
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Capitulo 3
Exemplos

Neste capitulo apresentaremos alguns modelos em que aparece cada um dos tipos de
interacoes definidos no capitulo anterior. Veremos como os elementos da Trofodinamica

Analitica estudados surgem no contexto da biologia.

3.1 Recifes de Corais Ideais

Em nosso primeiro exemplo [4], estudaremos um recife de corais ideal formado por n es-
pécies de corais. Assumiremos que todas as espécies interagem duas-a-duas e os produtos
(substancias) depositados por cada uma dessas no recife afetam a interagio e dinamica da
comunidade como um todo. Geralmente o actiimulo de carbonato de célcio produzido por
diferentes espécies de polipos formam as estruturas de corais escleractinios presentes nos
recifes. Para o modelo de coral aqui estudado é esperado que no inicio do processo de cres-
cimento o sistema de EDOs associado ao modelo seja fortemente influenciado por fatores
externos, acarretando um certa indeterminacao na predicao para instantes proximos aos
dos dados iniciais. J& para instante de tempo grande como t — oo, o sistema é resistente
(robusto) a grandes mudangas ocasionadas pelo ambiente externo. Essas influéncias ex-
ternas sao introduzidas no modelo como sendo um ruido ambiental, que é conhecido como
canalizacao estocdstica. Biologicamente, os ruidos ambientais sao marcados pela captagao
da intensidade luminosa que incide sobre o organismo, quantidade de alimentos e espago
disponiveis. A disputa por tais recursos comumente ocorre por meio de uma competicao

entre as espécies envolvidas.

Um modelo de coral ideal. Consideremos um ambiente simples formado pelos produ-
tores P, ..., P,, onde cada P; consiste de N* individuos. Assumindo variaveis de Volterra

dadas por

(1) = /t Ni(r)dr, (3.1)
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consideremos o seguinte modelo de corais ideais

dx’ ,
:k?ZNZ
dt (@)
‘ (3.2)
ANE
W:—FJkNN +'YjNa Z,],]{le,...,n7

onde todos os coeficientes k;, F;k e 7} sao constantes. Cada constante k; representa a
taxa de deposito por individuo do produto i em P;. J& os coeficientes 7§ sao as taxas de
crescimento intrinseco de cada espécie e Fék sao os coeficientes de interagao. Observemos
que como Fék sao constantes o modelo esta sob efeito das interagoes ecologicas classicas
mencionadas anteriormente. Além disso, notemos que o sistema tem a mesma forma
do que o sistema visto no capitulo 2.

Substituindo a primeira equagao de (3.2)) na segunda, ficamos com

Pzt - dad daF 4 1 dad
- (VL (i i k=1,... 3.3
dtQ + Jk dt dt ’yj (k(j) dt ) ) (2R ) ) T, ( )
onde "
o= W i (3.4)

T kgkey
Em geral, se assume que as taxas de deposito k; em sao da ordem de um micro de
espessura por hora de luz solar incidente. Sem perda de generalidade, aqui iremos assumir
que k; = 1. Se supormos que k; < 0, entao ao invés de um depdsito de substancias estamos
tendo uma perca que, biologicamente, aqui sera dada pelo processo de bioerosao de corais
de recifes causada, por exemplo, pelos recifes de esponjas achatadas e os ouricos-do-mar.
Além disso, estaremos supondo que as taxas de crescimento intrinseco 'y;- sao todas iguais
de forma que 7} = ) para todas as espécie de coral. Esta condicao pode ser obtida em
laboratoérios através da adicao de fosfato de forma que tenhamos uma normalizagao de
tais taxas de crescimento de cada espécie.
Agora, fazendo uma reparametrizacao t — s em , obtemos o seguinte sistema de

EDOs de segunda ordem

d*x’ - da? da®

—— T — — =0. (3.5)

ds? I ods  ds
Esta mudanca ¢ semelhante a que fizemos no capitulo 1, quando abordamos as geodési-
cas. Assim como vimos antes, ressaltamos que as solugoes destas EDOs de segunda ordem
podem nao ser geodésicas em uma geometria Riemanniana. A fim de que sejam geodé-
sicas, assumimos que existe um tnico tensor métrico g;;, a menos de multiplicacao por
uma constante, como no Teorema III. Ou seja, a métrica g;; obtida por é a Unica
que satisfaz a equacao . Além disso, usando a unicidade da métrica de Antonelli-

Voorhees g;;, podemos definir uma extensao estocastica do sistema de Volterra-Hamilton
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, como o processo de movimento Browniano natural A, sobre um espaco alométrico.
Uma discuss@o mais detalhada sobre esse aspecto pode ser encontrada em [4]. Aqui es-
taremos interpretando os ruidos do ambiente presentes em nosso modelo como sendo o
fator responsavel por um desvio do processo de crescimento ideal. Por exemplo, em um
dia nublado as nuvem encobrindo a luz solar podem interferir na quantidade de luz que
estard incindindo sobre a superficie da agua do mar, de forma que ocorram certas alte-
racao na quantidade de luz disponivel para as espécies que competem por luminosidade.
Para captar esses efeitos em nossa modelagem é preciso introduzirmos ruidos no modelo
de Volterra-Hamilton e estudar os efeitos causados nos invariantes obtidos a partir dele,

entre outros elementos que conectam a geometria e biologia.

Corais de recifes ideais e reais. Um modelo de coral como o aqui apresentado, em
, certamente difere do caso de corais reais. Na pratica, saber quais fatores influenciam
no processo de crescimento da estrutura do recife de corais pode nao ser tao direto. Neste
exemplo, assumimos que o acimulo de carbonato de calcio é a principal contribuicao para
o crescimento dos recifes de corais, mas outros fatores também depositam sedimentos
que se acumulam contribuindo para formacao da estrutura de corais. Por exemplo, além
de competirem pela maior incidéncia de luz, alimentos e espago, certas algas calcarias
e o processo de litiﬁcagéoﬂ dos solos submarinos, entre outros fatores, também podem
afetar a formacgao de recifes de corais. Além disso, existem dificuldades mateméticas em
se distinguir entre o acimulo de algas calcarias e acimulo de carbonato de calcio que
contribuem para formacao das estruturas de corais. No entanto, para uma certa franja de
recife de corais em Barbados, foi estimado que a producao de carbonato de calcio contribui
cinco vezes mais do que o depésito de algas calcéarias e, também, do que a litificagao. Em
vista desse dado experimental, é adequado assumirmos que a estrutura de corais é formada
por carbonato de célcio.

Embora existam intimeros fatores para se levar em conta em um modelo de corais
real, alguns deles podem ser eliminados por certos ajustes experimentais. Por exemplo, a
litificacao pode ser eliminada pelo uso de caixa-de-vidros sobre a porcao do recife que seré
estudada. Feito isso, é possivel simplificar a modelagem e obtermos formulas matematicas
que descrevem os principais fatores, como as equacoes envolvendo a variavel de producao
de Volterra z(t) que descrevem o crescimento de diferentes produtores de carbonato de

calcio em um recife de corais ideal.

Tncorporacao de sedimentos na estrutura de recifes.
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3.2 Interacoes Sociais

Veremos agora um modelo da ecologia marinha [6] que envolve as intera¢oes sociais e
algumas das suas consequéncias na questao da estabilidade.
Produgao sob o efeito das interagoes sociais. Consideremos o funcional de energia

de Maupertuis

1 [ dat\"™ dz™\ ™
H. = = g2z i - b =1,... .
(e T e o

onde m > 2 é um inteiro e s é o parametro natural. Notemos que, quando m = 2,
se reduz a um funcional quadratico H, dado por como no Teorema III.

Um exemplo da ecologia marinha onde aparecem as interagoes sociais pode ser obtido
considerando o caso bidimensional (n = 2) do funcional de Maupertuis H, definido por
(3.6), o que interpretamos como duas espécies interagindo de acordo com uma relacao
obtida a partir de . Consideremos este caso e vejamos algumas consequéncias.

Usando os Teoremas I e II, mostramos que a métrica g;; associada a tal funcional
Hy (isto é, (3.6) com n = 2) é positiva definida. Logo, as equacoes de Euler-Lagrange
para um problema variacional envolvendo H fornecem geodésicas minimizantes da forma
. Isso mostra que H, fornece curvas de producao onde o processo é 6timo.

Agora, fazendo a reparametrizacao do parametro natural s para um parametro t, onde

1 Xt

s = 5 ¢, surgem termos lineares envolvendo A nas equagoes de Euler-Lagrange (equagoes

geodésicas) de forma que estas possam ser escritas como o seguinte sistema

dN' N2\ (3.7)
T = AN — (VY — g () NIV 4 (Rr) (v

dN2 m—2

T = AN — (V) —an () NN+ o (R5) (VR

Estabilidade do processo de producao. Notemos que nas duas tltimas equagoes do

. . ~ % . .
sistema acima aparecem termos envolvendo as proporgoes %, o que indica a presenca de
interagoes sociais.

O sistema (3.7)) tem um ponto de equilibrio (N}, N?) dado por

1 1
Aot Ayt (3.8)

airnfl + Oéén71 a{nfl + Oéén71

(VL)

Para analisar a estabilidade deste ponto de equilibrio, primeiramente fazemos uma linea-
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riza¢ao no sistema (3.7, ficando com o Jacobiano

—aN} (1 + k™) 0
A, = , (3.9)
0 —aN}1 + k™)

onde k ¢ definido por ay = k™ oy = k™o e o > 0 & uma constante real. Calculando as
raizes do polinémio caracteristico pg (A) vemos que os dois autovalores de A, sio iguais,
reais e positivos. Com isso, pelo Teorema de Estabilidade Linear, segue que o ponto de
equilibrio (N}, N2) € estdvel.

Usando a definicao (3.6) com n = 2 e o Teorema 11, obtemos os coeficientes de interacao

ko
Gl = -2 (m—-2) N (3.10)
11 — Oq 5 m N1 ) :
m—1
1 m _ E
G, = 2 — 1) as + ar(m —2) (Nl) ] , (3.11)
m N2\ ™2

e G%,, G%,, G2, sdo obtidos a partir dos coeficientes acima trocando os indices (1,2) por
(2,1). A partir destes coeficientes de interagao G;k, encontramos o tensor de Douglas D;kl

(.42).

-1
a1 N2 mn 1 a1 N2 mn 1
Phu=Gmm2)(§r) 31 o Ph=-Fmo-2 () g
-2
a1 ]\72 mn 1
D%zz Y m(m — 2) (N1> N D%m = D%12> D%m = ng

e os demais sao obtidos alternando-se os indices. Dessa maneira, por inspe¢ao dos coefici-
entes D}, acima, o anulamento do tensor de Douglas equivale ao funcional de Maupertuis
H; ser quadratico (m = 2), o que esta de acordo o Teorema de Douglas, pois temos a
relacao (2.45). Assim, o modelo apresenta interacoes sociais se, e somente se, m > 3.
Pelo que vimos no capitulo II, isto acontece somente quando D;‘kl # 0. Além disso, pelo
Teorema IV, deduzimos que para m > 3 nao existe uma mudanca de coordenadas tal que
as curvas do processo de producao de sejam retas.

No entanto, considerando o caso quadratico (m = 2) de , as hipoteses do Teorema,

1T sao satisfeitas e, para n = 2, ficamos com

1 gt | (da'\? | (d2®\?
e (CO RO N
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Entao, pelos Teoremas I e II, as equacoes de Euler-Lagrange associadas ao funcional de
Maupertuis H, acima sao geodésicas minimizantes e podem ser escritas como o seguinte

sistema de Volterra-Hamilton

( dz?
- — NI
dt
d_xg = N?
dt
o (3.14)
e AN — oy (N1)? — 205 NTN? + ay (N?)?
dN? 2 212 1772 1\2
W:)\N —CYQ(N) —20{1NN —|—Oé2(N) .
Além disso, por (2.82), temos que B, = RY; = 0. Logo, o Teorema IV assegura a

existéncia de uma mudanca de coordenadas em (3.14)) de forma as curvas de crescimento
sejam retas. Verifiquemos esta consequéncia.

Fazendo uma reparametrizacao do parametro arbitrario ¢ para o natural s e, em se-

a1 z! +aox 1

. 2 .
guida, usando coordenadas polares (r,0) em r = ¢ e 0 = ! — aq2?, o sistema

d?r do\?
— (=) =0
ds? ds

420 2 dr df

AT )
d52+7’ ds ds

(3.14) pode ser escrito como

(3.15)

Estas EDOs de segunda ordem sao a forma polar de retas em um sistema de coordenadas
retangular 7' do espaco Euclideano.

Por fim, analisemos a estabilidade de Jacobi de um sistema de Volterra-Hamilton associado
ao funcional de Maupertuis H, para n = 2. Neste caso, o tensor de desvio de
Berwald B; 1) nos da as mesmas informacoes que o tensor de curvatura de Gauss-
Berwald £ = K(x,%), pois como vimos anteriormente, a equagao que ira fornecer o
desvio geodésico possui a mesma forma que com K no lugar de B} [6]. Assim, a
nocao de estabilidade de Jacobi agora é estabelecida por meio do sinal do tensor K. Em
vista disso, por inspecao de , temos que K > 0 quando m > 3. Neste caso, pelo
Teorema de Estabilidade de Jacobi, o processo de produgao é estdvel. Por outro lado,
para m = 2 temos que K = 0, e o teorema assegura que, neste caso, o processo € instdvel,
ocorrendo a presenca de um caos fraco no sistema de producao associado ao funcional de
Maupertuis Hy . Concluimos também que, quando a curvatura deste espaco é nula,
existe uma mudanca de coordenadas de forma que as curvas de crescimento sao retas que
se afastam uma da outra nao muito rapidamente, conforme a nocao de estabilidade de

Jacobi definida no capitulo 2. Este resultado contrasta com o que foi estabelecido quanto
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a estabilidade linear do caso quadratico do sistema (3.7), j4 que no sentido de Jacobi este

sistema apresenta instabilidade.

3.3 Ecologia Quimica

Seguindo [2], como tltimo exemplo, vejamos um sistema mutuamente simbidtico de pro-

ducao de autotoxinas em comunidades de plantas simbio6ticas.

Interacoes e producao. Em comunidades de plantas simbiodticas, ocorre a producao
de autotoxinas que tornam a produtlividade instdvel. No entanto, em muitos casos, as
substancias quimicas produzidas por uma das plantas beneficiam todas as outras da co-
munidade, e a instabilidade se mantém ao longo do tempo. Toxinas com esta caracteristica
sao conhecidas como queironémias. Por outro lado, se as toxinas produzidas prejudicam
o receptor, entao sao chamadas de alondmias.

Em geral, existem sistemas que sob condicoes iniciais adequadas, apés um longo tempo,
alcancam um certo equilibrio, no sentido de nao ocorrer grande mudancas no processo de
produtividade. Como exemplo, vamos estudar sob que condicoes um sistema de pro-
dugao de autotoxinas permite inferirmos sobre o tipo de substancia produzida (alono-
mias/queirondmias). Além disso, analisaremos a estabilidade da produgao.

Consideremos uma comunidade formada por duas espécies de plantas mutuamente
simbi6ticas. Denotemos por N' e N? o ntimero de modulos de produgao (unidades mo-
dulares) que podem ser considerados como, por exemplo, folhas, flores, raizes, etc. Esses
modulos sao responsaveis pela producao de substancias quimicas secundarias que influen-
ciam na competicao, sucessao e crescimento da planta.

Assumiremos que a variével de produgao de Volterra z'(t), definida por

dz’

— =knN', i=1,2, 3.16
7 = ko i (3.16)

representa a quantidade total de substancia quimica produzida pelo médulo j de N°.
Sem perda de generalidade para nossos propoésitos, assumiremos que a taxa per capita de
crescimento é constante para todos modulos, isto é, k; = 1. Além disso, vamos supor que
as espécies se encontram em condigoes ideais, onde o ambiente nao interfere no processo e
as quantidades z° e N* sdo funcoes do tempo. Em experimentos laboratoriais, é possivel
adicionar fosfato em culturas aquaticas de forma que as taxas de crescimento intrinseco

sejam normalizadas, isto é, sejam proporcionais, ou iguais (A = Ay = A).
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Counsideremos o modelo

1
%%:—wawﬂﬂ+&ﬁﬂWNﬂﬂm+ﬂwH¢mﬂRN%%%NWW+MW
dN? 2 2
W = -2 (Oél + lel + 53%2) N1N2 + (062 + ﬂQ.’KQ + ﬁgl‘Q) [(Nl) — (N2> ] + )\NQ,

(3.17)
onde os coeficientes a; > 0 e 3; (i = 1,2) sdo constantes e A é a taxa de crescimento
intrinseco normalizada. Observemos que esse modelo leva em consideracao termos logis-
ticos e de producao para descrever a dindmica da populacao N”, e que os coeficientes
de interagdo (envolvendo os termos N'N7) dependem da coordenada z". Portanto, tal
modelo esta sob o efeito das interagoes metabolicas.

Se supormos que em (3.17) 2° sdo parametros e N* varidveis, obtemos um tinico ponto

de equilibrio(N}, N?) nao nulo e estdvel,
N Mag + Brat + B3a?)
Y (o F frat 4 B322)? 4 (g + Box? 4 Pawt)?

N2 _ )\(042 + BQIQ + 531’1)
" (o Bt 4 Bsx?)? + (g 4 Bor? + Paat)?

(3.18)

Usando a regra da cadeia, como fizemos anteriormente, sob a reparametrizacao t — s
definida por s = e, os termos lineares em envolvendo A\ desaparecem. Ou seja,
por meio de tal reparametrizacao, eliminamos os termos logisticos de . Ressaltamos
que, como vimos no capitulo 2, isso nem sempre é possivel.

Seja L o funcional dado por

L(z,%) = = (65 N'N7) €2, (3.19)

1
2
onde

1 1
¢ = ozt + apa® + 3 Bi(x')? + 3 Bo(2%)? + Bax'a?, (3.20)

e ¢;; corresponde a matriz identidade [I5]. Entao, as equaces de Euler-Lagrange para o

problema variacional associado ao funcional L,

6/L@@ﬁ&:a Yvec, (3.21)
il
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sao dadas por

Azt 2 1\ dz' da? 1 2 da?\? ast)’
72 = —2(ay + Pox® + Pax') E@‘i‘(al‘f’ﬁlx + B327) (ds) o (ds)
d?z? @) d)?
- = =2 (ay + Bt + B32?) dd—f—df; + (g + Pox® + B3zt) {(‘Zf) - <df;> } :

(3.22)
Notemos que, escolhendo e fazendo a reparametrizacao , o modelo resultante
envolve somente termos de producao, como mostra . Além disso, visto que esse
sistema de EDOs de segunda ordem sao equacgoes de Euler-Lagrange de um problema
variacional, usando o Teorema II, é possivel associd-lo as equacoes geodésicas.

Agora, vejamos como se da a producdo das substancias quimicas. Escolhendo as
contantes [; acima como sendo 5, = [ = P3 < 0, obtemos um sistema perfeitamente
cooperativo. Neste caso, por inspecao de , vemos que a producao de 2! e 22 é benéfica
para N! e N2, respectivamente. Ou seja, a producao de cada emissor favorece ele proprio.
Consequentemente, temos um sistema simbiotico com alomoénios ' e 22. No entanto,
escolhendo 7 = [y > 0 e B3 = —(1 = —[3, entdo obtemos um sistema perfeitamente
simbidtico. Novamente, por inspecao de (3.17), vemos que agora a producgio de z! e x?
beneficia N? e N!, respectivamente. Ou seja, agora a producao de toxinas favorece os

receptores. Portanto, concluimos que neste caso z' e z? sdo queiromoénios.

Estabilidade da producao de autotoxinas. Em vista de estudarmos a estabilidade,
assumindo que tanto z° como N’ sdo variaveis no sistema ([3.17)), consideremos o seguinte

resultado.

Se € perfeitamente cooperativo, entao a producao de autotoxrinas € estdvel. Por

outro lado, se € perfeitamente simbiotico, entao € instdvel.

Para verificarmos o resultado acima, primeiramente notemos que se ' > 0 (i = 1,2),
entao substituindo a variavel de produgao de Volterra (3.16|) na definigao (3.19)), por um
procedimento analogo ao feito em (1.49) e (1.51)), obtemos a métrica

g = 0ise™, 1,7 =1,2, (3.23)

onde ¢ = «a;x' e «a; constante. Observemos que a métrica acima ¢ Riemanniana no
primeiro quadrante (isto é, para z* > 0), pois em tal caso o tensor de Cartan C;;x é
identicamente nulo. Assim, as equacoes de producao sao equacoes geodésicas - com
o parametro natural s - para a métrica g;; definida por . Além disso, os coeficientes

F;k associados com estas geodésicas sao da mesma forma do que no Teorema II, ou seja,
podem ser obtidos de (2.44). Portanto, por (3.23) e (2.44), para i,j = 1,2, temos que

I = 09, F;Z = Ffj = 0,9, Fé’j = —0;¢, se 1#7J; (3.24)
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e I = 0, caso contrario.
Usando a definicao de tensor de curvatura de Riemann R;kl E| para métrica g;; e os
coeficientes ([3.24), ficamos com
Ri: = 0,0, + 0;0;0, se i j; (3.25)

Jij

e R}y, = 0, caso contrario. Logo, a curvatura Gaussiana [15] de gi; é o escalar

K:=— (3.26)

onde nglg = (g1; Rél2 = 62¢(8181¢ + 8282¢) Dai, por ‘)
K = —e*(B1 + Ba). (3.27)

Analisando (3.27)), vemos que no caso de um sistema perfeitamente cooperativo (ou seja,
p1 = B2 < 0), temos K > 0. Por outro lado, se o sistema é perfeitamente simbiotico (ou
seja, f1 = Po > 0), temos K < 0. Portanto, pelo Teorema de Estabilidade de Jacobi, o

processo de produgao do modelo (3.22)) & estdvel no primeiro caso e instdvel no segundo.

2Para um espago métrico bidimensional (M, F'), onde F é uma funcio métrica fundamental de Finsler
quadratica, a curvatura de Gauss-Berwald K coincide com o de a Gauss K, isto é, K = K. Além disso,
vimos no capitulo 2 que neste caso as informacgoes sobre a estabilidade podem ser obtidas por meio de
no lugar do tensor de desvio Berwald B;
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