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RESUMO

Estudamos condicoes de existéncia e nao existéncia de solugoes globais para um sistema
acoplado de equacoes parabolicas nao lineares e para um problema parabolico com expoente
variavel. Em ambos os casos, consideramos um dominio arbitrario de RY com fronteira
regular e com condigoes de Dirichlet na fronteira. Como consequéncia destes resultados é
possivel determinar o coeficiente de Fujita destes problemas.

Palavras chaves: Sistemas parabolicos. Solucoes globais. Solugoes nao globais. Expoente

de Fujita.



ABSTRACT

We study conditions for existence and non existence of global solutions for a nonlinear coupled
parabolic systems and for parabolic problem with variable exponent. In both cases, we
consider an arbitrary domain of RY with smooth boundary and Dirichlet condition on the
boundary. As consequence of these results is possible to determinate the Fujita’s exponent
of ones.

Keywords: Parabolic sytems. Global solutions. Nonglobal solutions. Fujita’s exponent.
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Capitulo 1

Introducao

A equacao do calor e os sistemas destas equacdes modelam varios fenémenos do tipo
difusivo. Para mais detalhes sugerimos as referéncias [1], [2], [3], [4], [5], [6]-

Estudos referentes a existéncia local de solucoes para tais problemas sao bem conhecidos.
E natural analisar condicoes sobre as quais as solucoes siao globais, e condicoes sobre as quais
a solucao nao é global.

Em [7], Meier considerou a seguinte equagao parabolica semilinear

uy—Au = h(t)u? em Q x (0,7),
u =0 sobre 02 x (0,7, (1.1)

u(0) = up>0 em Q,

onde p > 1, ug é limitada, @ C RY ¢ um dominio limitado ou ilimitado com fronteira regular
e h € C[0,00). Ele estudou a existéncia do expoente critico de Fujita p* de (1.1), ou seja, um
namero tal que se 1 < p < p*, entdo toda solugao branda u : [0, Thax) — Co(2) do problema

(1.1) explode em tempo finito, isto é, Ty < 00 e

lim sup ||u(t)||o = o0,
t—Tmax

e se p > p*, entdo existe uma solugao global ndo trivial do problema (1.1), isto é, Ty = 00.
O valor Tp.c € 0 tempo maximo de existéncia da solucao.

Determinar o valor do expoente de Fujita do problema (1.1) e suas extensoes tem sido
alvo de pesquisa de muitos matematicos. Veja por exemplo [7], [8], 9], [10], [11], |12], [13],
[14].



11
O valor de p* depende do dominio Q e da funcio h. Quando Q = RY e h = 1, Fujita em
[9], mostrou que:
2 * ~ e : ~ 2 ~
e Sel<p<l+ N =P entdo a tnica solucao global de (1.1) é a solucao nula.
e Se p > p*, entao existem solugoes globais positivas.

Mais tarde, foi provado por outros autores, como por exemplo Weissler 13|, Hayakawa
[15] e Kobayashi, Sirao e Tanaka [16], que se p = p*, entdo o problema nao possui solugdes
globais nao negativas.

A seguir damos mais alguns exemplos de valores de p*:

(i) Para um cone Q = {(r,0);r > 0,0 € D C S 'Y eh =1,p" =1+ 2/(N +~,),
onde 74 = —(N —2)/2 4+ /w; + (N — 2)2/4 e w; & o menor autovalor de Dirichlet do

operador Laplace-Beltrami em D, veja [17].

(ii) Para Q = R = {w;2; > 0,4 = 1,--- ,k} e h(t) ~ t? para t grande, isto &, existem
constantes ¢, ¢; > 0 tais que ¢ot? < h(t) < ¢1t? para t grande, p* = 14+2(¢+1)/(N+k),
veja [12].

(iii) Se h(t) ~ €’ para t grande, f > 0 e Q é limitado, entdo p* = 1 4 B/, onde \;
é o primeiro autovalor do operador Laplaciano em ) com condi¢oes de Dirichlet na

fronteira, veja [7].

Meier mostrou que existe uma conexao entre o valor de p* e o comportamento assinto-
tico da solu¢ao do problema linear homogéneo correspondente a (1.1). Especificamente, ele

mostrou que se h(t) ~ t? para ¢ grande com ¢ > —1, entao

qg+1

* Y

pr=1+ (1.2)

onde p* = sup{p > 0; existe ug € Cp(€2),up > 0 tal que tlim sup t*||S(t)uplleo < o0}, €
— 00
(S(t))i>0 € o semigrupo do calor no dominio €.
Para obter a identidade (1.2), Meier utilizou o seguinte resultado, que é provado usando

uma supersolu¢do e uma subsolugao especificas do problema (1.1).

Teorema 1 (Meier [7]). Sejam p > 1 e h € C[0,00).
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(i) Se existe ug € Cy(£2), ug > 0, ug # 0 tal que

/ h(o)||S(o)uols tdo < oo,
0
entdo existem solugoes globais nao triviais e positivas do problema (1.1).
(ii) Se
lim sup || S()ug||2~! / h(o)do = oo,
t—o0 0
para todo ug € Cy(2), ug > 0, ug # 0, entdo cada solug¢do nao trivial e nao negativa de

(1.1) explode em tempo finito.

Em 2012, R. Ferreira, A. de Pablo, M. Prez-LLanos, e J.D. Rossi [18], estudaram o

expoente critico de Fujita p* do seguinte problema com expoente variavel

w—Au = wP@  em RY x (0,7),

(1.3)
u(z,0) = uy>0 em RY,

onde p(x) e ug(x) sao fungoes continuas e limitadas. A fungao p é também conhecida como
expoente variavel.
Considerando

p~ = inf p(x) e p' = sup p(x)

zeRN z€RN

eles mostraram o seguinte resultado que estende os resultados obtidos por Fujita [9].

Teorema 2 ([18]). Seja p uma funcio continua e limitada definida em R tal que p(z) > 1
para todo x € RY.

2
(i) Sep” > 1+ N’ entdo existem solucoes globais nao triviais do problema (1.3).

2
(ii) Sep™ <1+ N entao todas as solugdes do problema (1.3) explodem em tempo finito.

2
(i1i) Sep” <1+ N < p", entdo existem fungoes p(x) tal que o problema (1.3) tem solugoes

globais nao triviais, e fungoes p(x) tal que todas as solugdes com condi¢ao inicial ug €

Cy(RN) explodem em tempo finito.
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O resultado do Teorema 2 foi pioneiro no contexto de coeficiente de Fujita para expoente
variavel. Este trabalho é uma continuacao do trabalho preliminar de explosao em tempo
finito obtido por J. P. Pinasco [19] em 2009, para dominios limitados. Os problemas com
expoente variavel tem sido motivo de intensa pesquisa nos tltimos anos, por exemplo temos
os seguintes trabalhos [20], [21], [22], [23], e o livro [24] e as referéncias contidas nele.

Seguindo a linha de expoente critico, temos o trabalho realizado por T. Y. Lee e W. Ni no
ano de 1992. Eles encontraram um novo expoente critico, que depois na literatura matematica
foi batizado como segundo expoente critico de Fujita ou no contexto do artigo [18] chamado
de terceiro expoente critico. Neste caso, o valor critico depende do comportamento assintético

das condicoes iniciais. Mais especificamente, eles estudaram o seguinte problema

u—Au = uf em RY x (0,7),

(1.4)
u(0) = AU >0 em R”,

onde u(0) € C,(R™), p > 1, e ¥ pertence a um dos seguintes conjuntos
" = {\Il € Co(RY) : U >0 e limsup |2|*¥(x) < oo} :
|x|—o00

I, = {\I/ € Cy(RY) : U >0 e liminf |2|*¥(z) > 0} ,

|z|—o00

onde a > 0. Com esses conceitos temos o seguinte resultado

2
Teorema 3 (|25]). Sejap > 1+ N

2
(i) Se a > 7 entao para qualquer W € I existe Ay > 0 dependendo de p, N, e VU, tal
p R

que o problema (1.4) tem solugdes globais nao triviais, para todo A < Ay.

2
(ii) Se a < — entdo todas as solugoes do problema (1.4) com condi¢ao inicial \V €
p j—

Cy(RY) explodem em tempo finito.

O valor a* = obtido no Teorema 3 é conhecido como o segundo valor critico de

p —
Fujita.
O objetivo principal deste trabalho é estender os resultados obtidos por Meier para siste-

mas acoplados nao lineares em dominios arbitrarios. Isto também sera feito para o problema
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com expoente variavel. Também obtemos o segundo expoente critico de Fujita ou dito tam-
bém de terceiro expoente critico para o problema (1.4) com expoente variavel p = p(z).
Apenas para destacar, este trabalho é o primeiro a ser feito para a equacao do calor com
expoente variavel.
A seguir descreveremos de maneira mais especifica os resultado contidos neste trabalho.
No primeiro momento, vamos estender os resultados do Teorema 1, para um sistema
acoplado. Daremos condigoes que garantem a existéncia global ou explosao num tempo

finito de solugoes nao negativas do seguinte problema:

(

—Au = f(t)o* em Qx (0,7),
—Av = f(Hu! em Qx(0,7),
u = v=0 sobre Q2 x (0,7,
u(0) = up>0 v(0)=1v9>0em Q,

(L.5)

onde Q € RY & um dominio arbitrario, f € C[0,00) é uma fungio continua ug, vy € Co(Q),
ep>q>1compqg>1.

Nesta situacao nosso principal resultado é:

Teorema 4. Sejamp > q>1 compg > 1 e f € C[0,00).

(1) Se
Jim sup |5 (#)uol| G / fo

para todo ug € Co(L), ug >0, ug # 0, entdo cada solugcdo nao trivial e ndo negativa de

(1.5) explode em tempo finito.

(ii) Se existe wy € Cy(82), wo > 0, wy # 0 tal que

/f J15(0 Yol 27 do < oo,

entdo (ug,vo) € [Co(Q)]?, uo,vo > 0 emistem tal que a correspondente solucdo positiva

de (1.5) com condi¢ao inicial (ug, vo) € global e nao trivial.

No segundo momento, estamos interessados em estudar condigoes que garantem existéncia
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global ou explosao em tempo finito das solugoes nao negativas do seguinte sistema acoplado

—Au = f(t)(u"+o") em Qx (0,7),
—Av = f(t)(u?+v*) em Qx (0,7), (16)
u = v=_0 sobre 02 x (0,7,
u(0) = up>0 v(0) = vy > 0 em Q,

\
onde Q C RY ¢ um dominio arbitrario, f € C[0,00) é uma funcio continua, ug, vy € Co(9),
ep,q,r,s>1.

Para esse sistema obtemos o seguinte resultado:
Teorema 5. Sejam r,s > 1, p,g>1compg>1e feC[0,00).

1. Se alguma das sequintes condicoes

(a) limsup ||S(¢)uo|| 1/ flo)do =0

t—o00

() timsup |S(0)uoll £ / f(o

(c) hmsupHS Juoll% /f )do = oo

(4) Yimsup [|S(t)uo |5 ( /0 : f(a)dff) / f(o)do =

é vdlida para todo ug € Co(Q2), ug > 0, uyg # 0, entdo qualquer solucdo ndo trivial do

problema (1.6) explode em tempo finito.

2. Se existe wy € Cy(QL), wo >0, wy # 0 que satisfaz alguma das sequintes condi¢des

(a) / " (o) |S(0)wo 15 dor < oo,

(b) / " (o) |S(0)wnl| £ do < oo,
(c) / " W) Sl do < oo,

o0 s—1
(d) h(0)||S(0)wol|%” do < oo,
0
entdo, existe (ug,vo) € [Co(Q)]* com ug,vo > 0 tal que a correspondente solugio do

problema (1.6) € uma solugao global nao negativa.
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E bom mencionar que os resultados dos Teoremas 4 e 5 formam parte de um artigo que
publicamos no periodico Journal of Mathematical Analysis and Applications em 2015,( veja
[26]). Nesta Tese apresento um método distinto, neste novo método o Teorema de Sard nao
é utilizado.

Num terceiro momento, mencionamos o trabalho feito em parceria com Crislene Santos,

para o seguinte problema

u — Au = f(t)u"oP em Q x (0,7,
vy —Av = g(t)ulv® em € x (0,7, )
u=v = 0 sobre 02 x (0,7,
u(0) = ug > 0, v(0) =vy >0 em Q,

onde  C RY & limitado ou ilimitado, com fronteira 09 regular, ug, vy € Co(2), 7,5, p,q¢ > 0
e f,g € C[0,00).

Nosso primeiro resultado para o problema (1.7), é o seguinte
Teorema 6. Sejam f,g € C[0,00), r,s,p,q >0 tais quer +p < qg+ser > 1.

(i) Se todo zy € Co(R), 29 >0, 2y # 0 satisfaz a sequinte condigao,

lim sup ||S(#)zol[2" ! /t min{ f(o), g(o)}do = o, (1.8)
t—ro0 0

entio qualquer solu¢do ndo trivial de (1.7), com condicdo inicial (ug,vy) € [Co(Q)]?
satisfazendo ug, vy > wqy para algum wy € Cy(), wy > 0, wy # 0, € uma solugdo nao

global.
(i1) Se existe wy € Cy(S2), wo >0, wo # 0, tal que

/0 " max{£(0), 9(0)}|S(0)unlfZ ™ do < oo, (1.9)

entdo existe uma condicio inicial (ug,vo) € [Co(Q)]?, uo >0, vy > 0, tal que a corres-

pondente solu¢do de (1.7) é uma solugao global.
Nosso segundo resultado para o problema (1.7), é o seguinte
Teorema 7. Seja f,g € C[0,00), 7,8,p,q > 0 tais que 1 <r+p<gqg+s, 0<r<1,e

1 —
5:—% com D= (1—-r)(1—s)—pq.
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(1) Se para todo zy € Cy(R2), z9 > 0,29 # 0 cumpre-se
t
lim sup || S(£) 20| /2 / h(o)do = oc. (1.10)
t—ro0 0

Entao qualquer solugdo nao trivial do problema (1.7), que tenha condi¢ao inicial (ug, vy) €
[Co(Q)]? que satisfaz ug > wy, vo > wo para algum wy € Co(Q), we > 0, wo # 0, € uma

solugao nao global.
(ii) Suponha que s < p+ 1 e que existe wy € Cy(Q), wo > 0, wy # 0 satisfazendo
/ h(o) |8 (o) wo|| /o < oo. (1.11)
0

Entéo, existe uma condi¢ao inicial (ug,vy) € [Co(Q)]?, ug,vo > 0 tal que a correspon-

dente solu¢do do problema (1.7) é uma solugao global nao trivial.

Num quarto momento, estamos interessados em obter resultados semelhantes ao de Meier,
Teorema 1, e ao trabalho de R. Ferreira, A. de Pablo, M. Prez-LLanos, e J.D. Rossi, Teorema
2, para o seguinte problema com expoente variavel

u—Au = fO)uP®  em Q x (0,7T),
u = 0 sobre 002 x (0,T), (1.12)
u(z,0) = up>0 em €2,
onde  C RY & um dominio arbitrario com fronteira regular, p(z) é uma funcdo continua e
limitada, ug(x) € Cp(Q2) .

Counsiderando

p- = inf p(z) e p* = sup p(z),
zERN zERN
obtemos os seguintes resultados

Teorema 8. Suponha que p € C(2) limitada e f € C[0,00).

1. Sept >1e

t
lim sup ||S(t)u0||’£_1/ flo)do = o (1.13)
t—o00 0

para todo uy € Co(QY). Entao, qualquer solugao nao trivial do problema (1.12) ex-
plode em tempo finito ou é uma solucao global que explode em tempo infinito, isto €,

lim sup [|v(¢) |0 = 00.
t—o0
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2. Suponha que existe wy € Cy(2), wy > 0, wy # 0 satisfazendo

/Ooo F(o)S(0)wol|Zs " do < . (1.14)

Entao, existe uma constante A > 0, dependendo de p* e p~, tal que para 0 < A < A
a solugao u de (1.12) com condicao inicial Mwy € uma solugao global nao trivial. Mais

ainda, eriste uma constante v > 0 tal que u(t) < (14 7)S(t)up.
Quando f(t) ~ t? para t suficientemente grande obtemos o seguinte resultado:
Teorema 9. Suponha f(t) ~t? com q > —1, para t suficientemente grande.

|
(i) Sel<pt <1497

*

, entao qualquer solucao nao trivial e nao negativa do problema

(1.12) explode em tempo finito ou é uma solugao global que explode em tempo infinito.

. +1 . .
(ii) Para p™ > 1+ q—*, hd duas situagoes:
L

1
(a) Se p~ > 1+ %, entdo existe uy € Co(2), ug > 0 tal que a correspondente
,u

solug¢ao do problema (1.12) € uma solugdao global nao trivial.

1
(b) Sep” <1+ a , entao existem funcoes p tais que todas as solugoes do problema

*

(1.12) explodem em tempo finito , e existem funcées p tal que o problema (1.12)

tem uma solugao global nao trivial.

Quando f(t) ~ € (B > 0) para t suficientemente grande temos o seguinte resultado:

Teorema 10. Suponha que Q é limitado e f(t) ~ e para t suficientemente grande.

(i) Sel <pt <1+ entao qualquer solucao nao trivial e nao negativa do problema

s
()
(1.12) explode em tempo finito ou explode em tempo infinito.

(ii) Quando p™ > 1+ %, nds temos duas situagoes:
1

(a) Se p~ > 1+ %, entdo existe ug € Co(£2), ug > 0 tal que a correspondente
1

solug¢ao do problema (1.12) € uma solugdao global nao trivial.

(b) Sep™ <1+ %, entao existem funcgoes p tais que todas as solugoes do problema
1

(1.12) explodem em tempo finito, e existem fungées p tal que o problema (1.12)

tem uma solugao global nao trivial.
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Num quinto momento, estamos interessados em obter resultados semelhantes ao de T.
Y. Lee e W. Ni, Teorema 3, para o caso de expoente variavel; mais especificamente temos o

seguinte problema a estudar

u—Au = uP@ em RY x (0,7),

(1.15)
u(z,0) = Aug >0 em RY,
onde u(z,0) € Cy(RY), e p > 1. Considerando os seguintes conjuntos, para a > 0
" = {\Il cC(RY): U >0e li‘rrllsup|x|“\11(x) < oo} :
z|—00
I, = {\I/ ECRY): U >0e 1‘1§|n_>1£10f|x|”\11(x) > 0} ,
obtemos os seguintes resultados importantes
Teorema 11. Sejam p~ > 1 e f € C[0,00).
1. Suponha que
liin sup ¢~ 2 min{a-N}p* g minfa, N} /t f(o)do = occ. (1.16)
—00 0

Entao, qualquer solug¢ao v do problema (1.15) com condi¢do inicial vy € 1, explode em

tempo finito, ou explode em tempo infinito, isto €, limsup ||[v(t)]|, = co™.
t—o0

2. Suponha que
/ f(U)O_%min{“’N}p7+%min{a’N}da < 00. (1.17)
0

Entao, para qualquer wy € I%, existe uma constante Ao > 0 dependendo de p*, p~, e
wo tais que, para todo 0 < X < A, a solu¢io u de (1.15) como condi¢do inicial Awy
¢ uma solucao global nao trivial. Mais ainda, existe uma constante v > 0 tal que

u(t) < (1+7)S()uo.
Quando f(t) ~ t? para t suficientemente grande, obtemos o seguinte Teorema.

2
Teorema 12. Suponha que p~ > 1+ N e f(t) ~ t? com q > —1, para t suficientemente

grande.



20

1. Sea < entao qualquer solugdo nao trivial e nao negativa v do problema (1.15)

q+
pt—1
como condi¢cao inicial vy € I,, explode em tempo finito ou explode em tempo infinito,

i.e. limsup ||v(t)]|e = 00.
t—>00

2q + 2

2. Se

< a, entao para qualquer wy € 1%, existe uma constante A > 0 dependendo

de p*, p~, e wy tal que a solu¢do do problema (1.15) com condicdo inicial Mwy € uma

solugao global ndo trivial, para todo 0 < A < A.

2q+2 2q+2

<a< ,
pr—1 pt—1
problema (1.15) com condi¢do inicial uy € I, explodem em tempo finito.

3. Se entio existem funcoes p(x) tais que todas as solugdes do

Nosso trabalho esta dividido da seguinte maneira. No Capitulo 1, introduzimos algumas
notacoes e resultados preliminares. No Capitulo 2, analisamos a existéncia global e explo-
sao de solugoes nao negativas dos problemas parabolicos (1.5), e (1.6). Esse resultado foi
publicado no Journal of Mathematical Analysis and Applications, em 2015 com o titulo On
the critical exponent for some semilinear reaction-diffusion systems on general domains. No
Capitulo 3, apresentamos resultados de existéncia de solucoes globais e de solugoes que ex-
plodem num tempo finito para o sistema (1.7), os resultados deste Capitulo formam parte
de um trabalho que ja foi submetido para publicacao no Journal of Differential Equations.
No Capitulo 4, analisamos a existéncia global e explosao de solu¢oes nao negativas do pro-
blema parabélico com expoente varidvel (1.12), e estudamos o segundo expoente critico de
Fujita para solugoes ndo negativas do problema parabélico com expoente variavel (1.15). Os

resultados deste ultimo Capitulo farao parte de um artigo que serd submetido em breve.
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Capitulo 2

Conceitos preliminares

Este Capitulo tem como principal objetivo inserir a linguagem e os conceitos basicos, bem
como um pouco da notagao que utilizaremos no restante do trabalho. Para mais detalhes,

veja as referéncias |27, 28, 29, 30].

2.1 Definicoes basicas e notacoes
Seja ) C RY um dominio, N > 1.

Defini¢ao 2.1. Dizemos que uma funcao f: Q — R é Lipschitz (ou Lipschitziana) se existe

uma constante L > 0 tal que

If(z) = f)| < Lz —y|, ¥V z,y € Q.

Definicao 2.2. Dizemos que uma funcao f :  — R € localmente Lipschitz se para cada
x € Q, ezistir uma vizinhanga do ponto x, V., tal que f|y, é Lipschitz.
Denotaremos por LP(2), 1 < p < o0, o espaco das funcoes reais u definidas em ()

mensuraveis tais que |u|? é integravel (a Lebesgue) em €, ou seja,
LP = {u : Q — R, u mensuravel e / |u(x)|Pdr < oo} :
Q

Além disso, LP()) equipado com a norma

1/p
ll ey = ( / \u(as)rpdm) |
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é um espaco de Banach.

No caso p = oo, precisamos do seguinte conceito

Definicao 2.3. Dizemos que uma func¢ao u mensurdvel em ) € essencialmente limitada em
Q se existe uma constante C € RY tal que |u(z)] < C quase sempre (q.5.) em Q, ou seja,
lu(z)| < C exceto, possivelmente, para x pertencente a algum subconjunto de Q0 com medida
nula.

Denotaremos por L>(2) o espaco das fun¢oes u mensuraveis em €2 que sdo essencialmente
limitadas em (2.

Chama-se de supremo essencial de u ao infimo do conjunto
{C eRY; |u(x)] < C qs. em N},

e denotamos por

sup ess|u(z)].
e

Temos que L*°(2) munido com a norma
/[ o< () = sup ess|u(2)]
€

¢ um espaco de Banach.

Denotamos por Cy(£2) o espago das fungoes continuas e limitadas definidas em Q, com

valores em R.

p
loc

Definigao 2.4. Seja 1 < p < oo. Denotamos por LY () o conjunto das fungoes u : Q2 — R
tais que u|x € LP(K) para todo compacto K C €.

Denotamos por D(2) o conjunto de todas as fungoes com valores reais, definidas em (),
de classe C'™° que tem suporte compacto (ou seja, fora de um dominio compacto as fungoes
se anulam) equipado com a topologia da convergéncia uniforme de todas as derivadas sobre

subconjuntos compactos de €2.

Consideremos os espacos de Sobolev usuais

W = {f € /() D fllus(@) < +o0, para todo 0 < Ja| < m},
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onde o = (ayg, ay, - ,ay) € NV, m é um inteiro ndo negativo e 1 < p < oo,

Aqui temos que D é o operador derivacao de ordem « definido por

olal

a1 an )

N
onde |a| = Zai.
Para 1 g_p < 00, definimos a norma de v € W™?(Q) por

1/p

oy = | 3 [ 1070l

la|<m

Para p = oo, temos

[ ——— Z sup ess| D%u(z)].

Tz 7E9
Denotamos por W;""(€2) o fecho de D(Q2) em WP () e por W, "*(2) o dual ( topologico)
de WJ™P(Q). Quando p = 2 escrevemos H™(Q) = W™(Q), HI(Q) = W (Q), e H™(Q) =
W~2(Q). No caso em que m = 0 temos que W?(Q) = L?(Q).
Um espago que sera muito utilizado neste trabalho é o conjunto Cy(£2) o qual representa

o fecho de D(2) em L*>(Q).

O proximo resultado caracteriza o espago Cy(£2)

Teorema 2.5. O espago Co(2) € o conjunto das funcdesu € C(Q) = {u: Q — R/u é continua}

que verificam as sequintes propriedades:
(i) uw(x) =0, para todo x € 0S);
(i) Dado e > 0, existe M < oo tal que |u(z)| < e para todos x € 2 tais que |x| > M.

Prova: Para a demonstragao veja o apéndice de [31], Lema A.3.48.

Observacao 2.6. (i) Quando Q2 é um dominio limitado, temos que

Co(Q) = {u € C(Q) : ulon = 0},
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(i) Se Q ¢ ilimitado, entio Co(Q) € o conjunto das funcoes u € C(Q), que se anulam sobre
a fronteira 0N) tais quelu(z)| — 0 quando |z| — 0o, x € Q.

Sejam I um intervalo na reta e X um espago de Banach com a norma || . || x.

Definicao 2.7. Seja p € [1,00] e I um intervalo de reta. Definimos por LP(1,X) o conjunto
de todas as fungoes mensurdveis f : I — X tais que a funcao t — || f(t)||x pertence a LP(I).

Para f € LP(I, X), definimos no caso 1 < p < oo

|l ) = { / ||f(t)!|§’<}p |

no caso p = oo definimos

[fll oz x) = sup ess|| f()]|x-
tel
Denotamos por:

(i) C*(I;X), o espaco formado pelas funcoes que sdo k vezes continuamente diferencidveis

sobre I com valores em X.

(ii) D(I; X), o conjunto de todas as fungoes f : I — X com suporte compacto em I,
equipado com a topologia da convergéncia uniforme de todas as derivadas sobre subin-

tervalos compactos de I.

(i) L

(I; X), o espago das func¢oes mensuraveis f : [ — X tais que f|; € LP(J; X) para

qualquer subintervalo limitado J de I.

(iv) Co(I; X), o fecho do conjunto D(I; X) em L*(I; X).

2.2 Semigrupos

Definicao 2.8. Um semigrupo de operadores lineares em um espaco de Banach X é uma

familia (S(t))i>o0 tal que

e 5(0) = Ix;
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e S(s+1t)=25(s)S(t), para todo t,s > 0.

Se, além disso,
. lin% |S(t) — Ix|| = 0, diremos que o semigrupo é uniformemente continuo;
t—

o lin% |S(t)x — x|| = 0, para cada x € X, diremos que o semigrupo é fortemente continuo
%

ou que € um Cy semigrupo.

Definicao 2.9. Seja (S(t))i>0 um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares.

Seu gerador infinitesimal é o operador L definido por L : D(L) C X — X, onde

S(t)x —
D(L) = {x € X; limM e:m'ste} ,
tl0 t

Lz = lim #, para todo x € D(L).

Agora vamos citar alguns resultados sobre a teoria de semigrupos. Para maiores detalhes

veja [30].

Seja (S(t))i>o um semigrupo fortemente continuo e A o seu gerador infinitesimal. Temos

que:

e Existem M > 1 e (3 tais que
1S(t)|| < Me®, para todo t > 0.
e Para x € D(A), S(t)x € D(A), temos

d
ES(t):E = AS(t)x = S(t)Ax.

Considere o problema de Chauchy da forma

%u(t) = Au(t),
u(0) = wup,
onde A: D(A) C X — X é um gerador de Cy — semigrupo.

A teoria de semigrupos esta associado ao estudo desse problema. Mais precisamente,

temos que o semigrupo (S(t)):>0 ¢ o operador solugdo desse problema, ou seja, para cada

up € X, t — S(t)up é uma solucao.
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Definicao 2.10. Seja (S(t))i>0 um semigrupo fortemente continuo. Dizemos que (S(t))i>o €
uniformemente limitado se ||[S(t)|| < M, M > 1. Quando ||S(t)|| < 1 dizemos que (S(t))i>0

¢ um semigrupo de contra¢ao.

Teorema 2.11 (Hille-Yosida). Suponha que A : D(A) C X — X é um operador linear.

Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracio (S(t))i>o-

(i) A € um operador linear fechado, densamente definido cujo conjunto resolvente contém
(0,00) e
I = A) 7| <

> =

Prova: Ver demonstracao em |30, Teorema 3.1, p.8|.

O
2.3 Equacao do Calor
Seja © € RY um subconjunto aberto com fronteira 02 regular.
A equacao do calor homogénea é a seguinte equacao
0
oa —Au =0, (z,t) € Q x [0, 00),
ot
N g2
onde A = ZZ:; a—x? designa o operador Laplaciano.
Consideremos o seguinte problema de valor inicial e de fronteira
ou
E(x,t) — Au(z,t) = 0 em 2 x [0, 00),
u(z,t) =0 sobre 09 x [0, c0), (2.1)
u(z,0) = wu(z), x € €.

Este problema ¢ conhecido como equacao do calor homogénea com condigao de Dirichlet
na fronteira.

E bem conhecido, para o problema (2.1), onde Q C RY com fronteira 9Q regular, que:

e Para uy € H (Q), existe uma solucio u € D(A) = Hy(Q).
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e Para ug € LP(Q)), temos o seguinte:

— Se p = 2, entdo existe uma solugdo u € D(A) = {u € Hy(Q); Au € L*(2)}.

— Se 1 < p < 00, entdo existe uma solucio u € D(A) = WP(Q) N W, ().

Se p = 1, temos que existe uma solucdo u € {u € Wy''(Q); Au € L*(Q)}.

— Se p = o0, entdo existe uma solucdo u € {u € L>=(Q) N Hy(Q); Au € L=(Q)}.

e Para uy € Cy(£2), o problema possui uma solu¢ao u € {u € Cy([0,00),Q); Au € Cy(2)}

da forma u = S(t)ug, onde (S(¢)):>0 ¢ conhecido como semigrupo do calor em Cy(£2).
Ademais, temos um resultado técnico que serd usado nos seguintes capitulos.

Teorema 2.12. Assuma que ug € Co(2), ug > 0. Se p > 1, entao [S(t)uel? < S(t)ug . Se
0<p<1, entao [S(t)upl’ > S(t)uf.

Prova: Por densidade, é possivel assumir que ug € D(2). Se w(t) = [S(t)u]? para todo
t > 0, temos que w; — Aw = —p(p — 1)[S(t)ue]? 2| VS (t)ug||* < 0, portanto o resultado se
segue pelo principio do maximo quando p > 1.

Agora, assuma que 0 < p < 1. Desde que ufj € Cy(€2), a conclusao se segue como no caso

1
anterior trocando p por —.
p

O
2.4 A equacao do calor nao linear
Consideramos agora o seguinte problema
%(t) = Au+ f(u),em Q x (0,7),
u = 0,sobre 002 x (0,7, (2:2)
u(0) = wug,em €,

onde Q € RY é um aberto com fronteira 9 regular e f : R — R é uma funcio localmente

Lipschitz. Temos os seguintes resultados.

Teorema 2.13 (|31], [32]). Dado uy € L™(2), existe uma tunica solugao integral u do pro-

blema (2.2) t
u(t) = S(t)ug + /0 S(t—s)f(u(s))ds (2.3)
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definida num intervalo mazimal [0, Thax), € u € L(Q x (0, Thax)). Além disso, vale uma

das sequintes alternativas:
(i) Thax = 00, € neste caso dizemos que a solugdo € global;

(it) Timax < 00 e limsup ||u(t)||ze) = 400 , e neste caso dizemos que a solugdo explode
t_>,I‘tnax

num tempo finito.
Teorema 2.14 (Principio de Comparacao [32]). Suponhamos que f : R — R ¢é localmente
Lipschitz e que u(z,t),u(r,t) sio fun¢oes suaves em Q x (0,T) tais que U,u € L®(Q x

(0, 7))NC([0,T),L*(Q)) e

u—Au > f(u) emQx(0,7T), (2.4)
u,—Au < f(u) emQx(0,7). .
Entao u(x,t) > u(x,t) para todo (x,t) € Q x (0,T).
2.5 Sistema parabdlico nao linear
Vamos considerar o seguinte sistema de equacoes parabdlicas nao lineares
(
u—Au = f(u,v) em Q x (0,7,
v —Av = g(u,v em ) x (0,7,
t g9(u,v) ( ) (2.5)
u=v = 0 sobre 092 x (0,7,
u(0) = up, v(0) =vy em

\

onde Q C RY & um subconjunto aberto com fronteira 99 regular, f,g : R — R sdo funcoes

continuas e (ug,vg) € (L®(Q))%

Definicao 2.15. Um par de fungoes (u,v) é dito solugao de (2.5) em [0,T), T < oo se
(u,v) € (L=(Q2 x (0,T)))? e satisfaz

u(t) —Aﬂmm+ASW—0ﬁW@%M®Mm

t (2.6)
ot) = ﬂWm+AS@—®ﬁM®w@WM

para todo t € [0,T), onde S(t) é o semigrupo do calor.
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Quando f(u,v) = u"v” e g(u,v) = ulv®, onde p,q,r,s sdo nimeros ndo negativos, e
(ug,v0) € (L™(£2))? tal que ug > 0 e vy > 0, temos entdo que existe uma solugao de (2.5)
definida em um intervalo [0,7), e se (ug,vo) # (0,0), entdo a solucdo ¢ unica (veja [29]).

Dizemos que o sistema (2.5) é completamente acoplado quando f,(u,v) # 0 e g,(u,v) # 0
para u,v > 0. Caso contrario, dizemos que o sistema é incompletamente acoplado.

No caso em que f(u,v) = u"vP e g(u,v) = uv®, temos que o sistema é completamente

acoplado se, e somente se p.q > 0

Teorema 2.16 (|29], Lema 2.1). Sejam f e g continuas. Entao (2.5) tem solu¢do ndo
negativa definida no intervalo [0,T). Se f e g sio localmente Lipschitz, entdo a solugao
é dnica em L®(Q x (0,T)) e a aplicacio (ug,ve) — (u(t),v(t)) de (L®(2))* em (L®(Q x
(0,T)))* € continua. Além disso, (u,v) pode ser extendida ao intervalo maximal [0, Tay) €
ocorre uma das sequintes condicoes : Tz = 00 0U Tppgr < 00 € limsup(||u(t)|loo+||v(t)|loc) =

t—=Tmax

0.

Definicio 2.17. Dizemos que um par de funcées nio negativas (1, v) € (L>(Q x (0,7)))* é

uma supersolucao de (2.5) se

u— Au > f(u,v) em Q x (0,T),
v —Av > g(u,v em Q x (0,7T),
t > g(u,v) ( ) (2.7)
u >0, v >0 em 02 x (0,7T),
L E(O) Z Up, E(O) Z Vo-
Subsolugoes sao definidas analogamente, invertendo as desiqualdades.
Assumindo que f e g sdo funcoes continuas que satisfazem
flz,y) = f(@y), g(z,y) = g(a’,y) paratodo 0 <2’ <zeO0<y <y (28

Temos o seguinte resultado:

Teorema 2.18 (|29], Lema 2.2). Seja (u,v) uma supersolucdo de (2.5) em (0,T). Entao
eziste uma solug¢ao (u,v) de (2.5) em [0,T) tal que u < w, v < . Além disso, se (u,v) €
uma subsolug¢ao de (2.5) em [0,T) verificando u <7, v <7, entao existe uma solugao (u,v)

definida em [0,T) tal que u <u <7, v <v <7.
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Corolario 2.19 (|29], Corolario 2.3). Assuma que f e g sao fungées localmente Lipschitz

satisfazendo (2.8) e seja (u,v) solugao de (2.5) em (0,T).
(1) Se (u,v) é a supersolugao de (2.5) em (0,T), entdo u <u ev <T em Q2 x (0,T).
(11) Se (u,v) é a subsolugdo de (2.5) em (0,T), entdo u>u ev > v em Q x (0,7).
Para o caso nao Lipschitz temos o seguinte resultado

Teorema 2.20 ([29], Lema 2.5). Assuma que f e g sdo fungoes conlinuas satisfazendo (2.8),
com f(0,0) = ¢(0,0) =0, f#0, g#0. Sejam uy = vy e (0, ) uma supersolugao de (2.5)
tal quew >0, © >0 em Q x (0, 7). Entéou > u ev > v em Q x (0,T) para toda solugao
(u,v) de (2.5) tal que u(0) = v(0) = 0.

2.6 Algumas desigualdades
Esta secao tem como objetivo enunciar algumas desigualdades que serao utilizadas ao
decorrer deste trabalho. A prova destas podem ser encontradas em [27].

Teorema 2.21 (Desigualdade de Jensen’s). Seja X um conjunto dotado de uma medida

positiva 1 tal que / du =1 e seja FF : R — R uma funcao convera. FEntdo para cada
X
f € LNX,dp) tal que F(f) € L*(X.du), temos

F(Aﬂmmm)séfuwmmn

Corolario 2.22. Sejam Q C RY wm subconjunto aberto, p € L'(2) uma fun¢do ndo negativa

tal que / p(x)dr =1 e F:R — R uma funcdo convera. Entao
Q

F( [ ropr) < [ Frwhewi,
para todo f € L () tal que fo € LY(Q) e F(f)p € L*(Q).

Teorema 2.23 (Desigualdade de Gronwall). Sejam T > 0, A > 0 e f € L'(0,T) uma

fung¢ao nao negativa. Entdo para cada fungao ¢ € C([0,T]) nao negativa tal que

¢®3A+Af®mWh



para todo t € [0,T), vale que

para todo t € [0,T].

olt) < Acxp ( / t f(s)ds) .

31
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Capitulo 3

Expoente critico para alguns sistemas

parabdlicos em dominios arbitrarios

3.1 Introducao

Em [7], Meier considerou o seguinte problema parabélico

w—Au = f(t)u? em Q x (0,7T),
u = 0 em 00 x (0,7, (3.1)
uw(0) = up>0 em
onde p > 1, ug € L=(Q), f € C[0,00), e Q@ C RY & um dominio arbitrario (limitado ou nao
limitado) com fronteira regular. Meier se interesou em estudar o coeficente critico de Fujita
p* de (3.1), ou seja , um nimero tal que se 1 < p < p*, entao toda solugdo do problema
(3.1) explode em tempo finito, e se p > p*, entao existe uma solu¢ao global nao trivial do
problema (3.1). O valor de p* depende da geometria do dominio €2 e da funcao f. No que

segue apresentamos uma lista de valores de p*.

(i) Para Q =R" e f =1, temos p* = 1 + ) como se pode apreciar em [9].

(ii) Para o cone Q = {(r,0);7 > 0,0 € D C S¥7'}, e f(t) ~ t? para t suficientemente
grande, temos p* = 14 2(q+ 1)/N +~T, onde v© = —(N —2)/2 + /w;, + (N — 2)2/4,

e wy; € o primeiro autovalor do operador de Laplace-Beltrami em D, como se pode

apreciar em [11].
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(iii) Para Q = RY = {z = (21, ...,on5);2; > 0,i = 1,..., K} e f(t) = t? para t suficientemente

grande, temos p* =1+ 2(q¢+ 1)/(N + k), como se pode apreciar em [12].

(iv) Para Q limitado e f ~ ¢ para t suficientemente grande, temos p* = 1 + 3/, onde
A1 é o primeiro autovalor de Dirichlet do operador Laplaciano em €2, como se pode

apreciar em [7].

Meier mostrou uma relagao entre p* e o comportamento assintotico da solugao do problema,
linear homogeéneo correspondente ao problema (3.1), (veja [7], [12]). Especificamente, ele

mostrou que se f(t) ~ t? para t suficientemente grande e ¢ > —1, entao

qg+1

*

pr=1+

(3.2)

onde

*

1

I

w1 () = sup {u > 0; existe ug € Cp(2),ug > 0, tal que lim sup t*||.S(t)ug||oo < oo}(?).?))
t—o00

e (S(t))i>0 € o semigrupo do calor com condicoes de Dirichlet na fronteira 0.

A identidade (3.2) é obtida como consequéncia do seguinte

Teorema 3.1 (veja Meier [7]). Assuma que p > 1 e f € C[0,00)

(i) Se
lim sup [|S(¢)uo 2" / f(o)do = oo,
t—o0 0

para todo ug € Co(Q2), ug > 0, ug # 0, entdo cada solugdo nao trivial nio negativa de

(3.1) explode em tempo finito.
(ii) Se existe ug € Co(2), ug # 0, ug > 0 tal que
| sl do < .
0
entdo existem solugoes globais positivas do problema (3.1).
Observagao 3.2. Alguns comentdrios sobre o Teorema 3.1.

i) O Teorema foi demonstrado usando super e subsolugoes especificas para o problema (3.1).
A técnica tem suas limitacoes, em especial quando consideramos sistemas destas equacoes

(3.1).
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ii) As condicoes (i) e (ii) do Teorema (3.1), sdo dadas para qualquer dominio Q C RY.

Mais ainda, elas sao expressadas em termos do comportamento de ||S(t)uplloo, 0 qual

depende s da geometria de ). Por exemplo, para uma determinada escolha de ug, nos

temos que se Q € limitado, entdo ||S(t)uolles ~ e ™ para t suficientemente grande; e

se Q= RY, entio ||S(t)uglleo ~ £ para t suficientemente grande; e quando Q = RY

N+E

temos que ||S(t)uolleo ~ €~ 2 para t suficientemente grande.

Nossa meta ¢ estender os resultados de Meier para o seguinte sistema paraboélico semilinear

;

\

w—Au = f(t)v’ em Q x (0,7),
vp—Av = f(tu? em Qx (0,7),
u =v 0 em 00 x (0,7,
u0) = up>0 v(0)=1vy>0em Q,

(3.4)

onde 2 C RY ¢ um dominio arbitrario, f € C[0,00) é uma fungdo continua ug, vy € Co(€2), e

p>q > 1compq > 1. Este problema foi considerado por muitos pesquisadores para diversos

dominios (veja, [33], [34], [35], [36], [37], [38], [39], [40], [41]).

E bem conhecido que o problema (3.4) tem uma tinica solugio
(u,v) € [C((0,T), Co())]*
u,v > 0 definidas em um intervalo maximal [0, Ty ), iSto &,
u(t) = S(t)ug+ /Ot S(t—o)f(o)v(o)do,
v(t) = S(t)ve + /Ot S(t—o)f(o)ul(o)do,

(3.5)

para todo ¢ € [0, Tiuax). Mais ainda, nés temos explosao alternativa: Ou Tpa = co™ (Solugao

global) ou Tiax < 00 e limsup(||u(t)|le + ||0(f)]|o) = 00 (Solucdo que explode em um tempo

—rtmax

finito).

A explosao em tempo finito ou a existéncia global das solu¢oes do problema (3.4) foram

estudadas por Escobedo e Herrero quando f = 1 e Q = RY (veja [33]) ou 2 é um dominio

limitado (veja [34]). Em particular, quando f =1 e © = RY, nés temos o seguinte.

e Suponha 1 < pg <1+ (2/N)max{p+1,q+ 1}. Entao qualquer solu¢do nao trivial do

problema (3.4) explode num tempo finito.
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e Suponha pg > 1+ (2/N)max{p + 1,q + 1}. Entdo, existe (ug,vy) € [Co(Q)]?, com

up > 0, e vg > 0, tal que o problema (3.4) admite uma solugao global nao trivial.
Nosso primeiro resultado é o seguinte
Teorema 3.3. Sejamp > q>1 compg>1e f e C[0,00).

(i) Assumindo que

lim sup [S(ual £ [ 5o

para todo uy € Cy(2), ug > 0, ug # 0, entdo qualquer solucao nao trivial e nao negativa

de (3.4) explode em tempo finito.

(ii) Assuma que wy € Co(£2), wo > 0, wy # 0 existe tal que

/ f(a)]|S(o)woll e do < 0.

Entdo (ug,vo) € [Co()]?, ug,vo > 0 existem tal que a correspondente solucdo de (3.4)
¢ uma solucao global nao trivial nao negativa. Mais ainda, existe uma constante v > 0

tal que u(t) < (L +74)S(t)up e v(t) < (1+ 'y)[S(t)uo]%.

Quando f(t) ~ t* para t suficientemente grande e p* é dado por (3.3), obtemos o seguinte

resultado

Corolario 3.4. Suponha que p > q > 1 com pqg > 1; e f(t) ~ t* com a > —1, para t

suficientemente grande.

. +1 . L . . 4
(i) Sel <pg <1+ (p+ 1)a—, entao qualquer solu¢ao nao trivial e nao negativa do
/,l/*

problema (3.4) explode em tempo finito.

1
(ii) Sepqg>1+(p+ 1)a , entdo existem ug, vy € Co(2), ug,vo > 0 tal que a correspon-

dente solugdo do problema (3.4) € uma solug¢ao global nao trivial.
Observacao 3.5. Algumas observacoes sobre o Teorema 3.3 e o Coroldrio 3.4.

i) Se p=q, entdo as condigoes (i) e (ii) do Teorema 3.3, sd@o as mesmas que foram dadas

por Meier em [7] para o problema (3.1).
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i) Se Q é um dominio limitado e f(t) = €” para todo t > 0, entio é possivel concluir
do Teorema 3.3 que o expoente critico de Fujita do problema (3.4) satisfaz a igualdade

pq:lJr(erl)Aﬁ1

Dirichlet na fronteira em S2.

, onde A\ € o primeiro autovalor do Laplaciano com condicoes de

i) Do Coroldrio 3.4, nds encontramos que o expoente critico do problema (3.4) verifica a

1
igualdade pg = 1+ (p + 1) @t . Portanto, quando f =1 e Q = RY dos resultados de
u*

N
FEscobedo e Herrero [33], podemos concluir que p* = 5
Agora consideremos o seguinte sistema parabélico:
(
uw—Au = f(t)(u"+0P) em Qx (0,7)
vp—Av = ft)(u!+v°) em Qx (0,7T) (3.6)
u =v = sobre 02 x (0,7) .
u(0) = wuy>0 v(0) =vp > 0 em £,

onde ug,vg € Co(Q), p,q,r,s > 1, e f € C[0,00).

O Problema (3.6) foi muito bem estudado quando f = 1 e Q = RY. De fato, Cui [42)]
deu condigoes que garantem existéncia global e explosao em tempo finito para as solugoes do
problema (3.6), por outro lado o comportamento assintotico das solugoes globais de (3.6) foi
estudado por Snoussi e Tayachi [43].

Nosso segundo resultado é o seguinte
Teorema 3.6. Sejam r,s > 1, p,q>1 compqg>1e f € C[0,00).

1. Suponha que alguma das sequintes condicoes

(a) hmsupHS Juo||Ls /f Jdo = oo
) s sl E [ fio)

(¢) timsup |S(0)uollc /f

-1 t
(@) tim s (¢ 1 (/ f(o ) IRGLE

8
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¢ vdlida para todo ug € Co(Q2), ug > 0, ug # 0. Entao, qualquer solug¢do nao trivial do

problema (3.6) explode em tempo finito.

2. Se existe wy € Cy(2), wo > 0, wy # 0 satisfazendo alguma das seguintes condigoes

(a) OOO h()|IS(0)wol= do < oo,

pq—1

(b) / " (o) |S(0)wol| £ do < oo,

[e.e]

(c) h(o)||S(o)wo||2s do < oo, e

0 o0
e s=1
(d) h(o)||S(0)wol|%™ do < oo,
0
entdo, erxiste (ug,vy) € [Co(Q)]* com ug,vg > 0 tal que a correspondente solugio do

problema (3.6) é uma solugao global nao trivial e nao negativa.

Observacao 3.7. Fica claro, que se (u,v) é uma solu¢ao do problema (3.6), entdo as fun¢oes
u, v, sao supersolugoes de (3.1), com s em vez de p, e (u,v) € super solugao de (3.4). Portanto,
as condicoes (a) — (¢) dadas no item 1 do Teorema 3.6 garatem que (u,v) explode em tempo
finito. A condi¢ao (d) dada no item 1 do Teorema 3.6 representa oulra situacdo de explosio
em tempo finito.

Quando f(t) ~ t* para t suficientemente grande e p* é dado por (3.3), obtemos o seguinte

resultado

Corolario 3.8. Suponha quep > q>1compg>1,r,s>1¢e f(t) ~t* coma> —1, parat

suficientemente grande.

1 —1 —1

e a<maX r—1,s—1, , i
;) ge LT . | Pa q( )
w p+1 S

ndo negativa do problema (3.6) explode em tempo finito.

}, entao qualquer solucao nao trivial e

1+a

*

-1 —1

>max{r—1,s—1,pq ’q(s )
p+1 S

0 tal que a correspondente solug¢io do problema (3.6) € uma solucdo global nao trivial.

(ii) Se

, entdo existem ug, vg € Co(£2), ug, vo >

O presente Capitulo estd organizado da seguinte maneira: Na Secao 3.2 apresentamos
alguns resultados preliminares para o problema (3.4) e demonstramos o Teorema 3.3. Na

Secdo 3.3, estudamos o problema (3.6) e demonstramos o Teorema 3.6.
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3.2 O sistema parabdlico (3.4)

Para a explosao em tempo finito usamos o seguinte resultado

Proposicao 3.9. Assuma p,q > 1 com pqg > 1, f € C[0,00), e ug,vg € Co(2). Ademais,

suponha que u,v € C([0,T),Co(2)) sao fung¢des nao negativas que satisfazem

u(t) > awm+Asu—wﬂwww,

¢ (3.7)
v(t) > S(t)vo —I—/ S(t—o)f(o)uldo.
0
FEntao, existe uma constante C'= C(p,q) > 0 tal que
1S (Eyuo || 27 / flo)do < C, (3.8)
para todo t € [0,T).
Prova: Considere h(t / f(o)do. De (3.7) nos temos que u(t) > S(t)ug, dai e do

Teorema 2.12 temos

v(t)

v

tésa—aﬁwxswmwwa
> (S(t)uo)h(t),

para todo t € [0,7).
Usando a desigualdade v(t) > (S(t)ug)?h(t), o Teorema 2.12, e considerando § = pg,

obtemos
wt) = [ St =) fe)(S(e)u)hie) i
> Cy(S(t)uo) (),
1

todo t € |0,t de C; = ——.
para todo [0,t), onde C} 1

p
Usando a desigualdade u(t) > Cy(S(t)uo)’h(t)*™ e o Teorema 2.12, nés temos
t
(t) = / S(t — o) f(0)(C1(S(0)ug) h(0)" ) do
> t)ug qﬂ/ f(o a(p+1) g

> atgjﬂiquww%<WH”a
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para todo t € [0, ).

Usando a desigualdade v(t) > Cfm(5< Jug)Ph(t)1PTIH e o Teorema 2.12,
obtemos
t
1
u(t) > S(it—o Cq—S B (t) 1P+
()_/0( )f(o)( D) (S(t)uo) ™ h(t)? )
> C’B[l+(p+ 1)q]~ t)ug) / f(o a(p+1)+1) g
> CY[L+(p+ 1)al Plp(a(p +1) +1) + 1] 1(S(lt) o) h(tyraw DO
> Cy(S(t )uo)ﬁ h(t ) pla(p+1)+D+1

para todo ¢ € [0,T), onde Cy = CY[1 + (p+ 1)g]*[(p + 1)(B + 1)]

Continuando este processo iterativo é possivel demonstrar por inducao sobre n que

u(t) > Cu(S(t)uo)® ()57, para todo k € N, (3.9)
onde C7 = lerl e para, k > 2,
k=1 _ 1 17P k117t
co=ct e 0] o055 (310

Agora, mostraremos que existe n > 0 tal que C} > nﬁk para todo k € N. Se & =

—37*1InCy, é suficiente provar que a sequéncia (&k)ken € limitada superiormente. Observe

c’ C!
que & — &1 = B In( él) De (3.10) temos lnﬁA1 < ~(1 + i) para alguma constante
v > 0. Portanto,
k k
G-&G=Y (G-&1)<y) (1+i)57 <. (3.11)
=2 =2

Logo, (& )ken € limitada superiormente.
Finalmente, de (3.9) temos que [[u(t)]|%" > nllS()uol|sch(t )(p+1) 1. O resultado (3.8)

é obtido fazendo £ — oo.

Para existéncia global, usamos o seguinte resultado.

Proposicao 3.10. Sejam p > ¢ > 1 com pqg > 1 e f € C[0,00). Se existe wy € Cy(£2),
wy > 0, wy # 0 tal que

a= | FO))SEw|L do < oo, (3.12)
0
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entao, existe ug € Co(2), 0 < ug < wo, tal que se (U, vy)n>o0 € a sequéncia dada por:

U()(t) = S(t)uo = Uo(t),
un(t) = S(t)ug —I—/ S(t—o)f(o)h_do, para todon > 1, (3.13)
h
va(t) = S(t)vy + / S(t—o)f(o)ul_,do, para todon > 1,
\ 0

para todo t € [0,00), seque que
unlt) < (1+@)S(Muo  valt) < [S(Buol 7, (3.14)

para todo t € [0,00).
Prova: Seja0 < A < min{(1+«) P NwollZtY, uo = Mwg, e vy = wp. Por indugdo sobre n,

temos que para n = 0, (3.14) é verdade. Supondo que (3.14) é verdade para n, mostraremos
g+1 pg—1
p+1 p+1

que o resultado é verdade para n + 1. De (2.12), como p + 1, temos

g+1

tnr(t) < S(Euo + (1 +a)? /0 S(t — o) f(0)[S (o) ug" i dor

< S(thuo+ (1+a) / F(O)1S(@)uol 27 S(t — 0)S(0)uodo
< S(tyuo + (1+ a)?S(tyug / F(0)18(0)uol| £ do
< S(t)uo + (1 + a)PA¥ 7 aS(t)ug

< (14 a)S(t)uo.

pg—1 qg+1 g+1

) p+1 p+1p+1~
+

S(t)ug < [S(t)ug)7T. Logo, pelo Teorema 2.12, temos

Analogamente, como ¢ = < Te|SHuolloo < |luo]loo < 1, temos

vari(t) < S(thuo + (L4 a)f / S(t — 0)f(0)[S(0)ugldo

pPq— 1+q+1

= S(t)ug+ (1+ a)q/ f(a)[S(o)ug)] »+T Trido

< SO+ e / FOIS@ ol €T 50 = S0l o
< [S(t)uo];%l + (1 +Oé) UO p+1 / f HS UOHOISH do

< [S(t)ul + (14 @) [S(t)uo]Ziwp&fa

< [S(ual + (14 Q)P AT a[S(1)ug)

< (14 a)[SE)ug)r.
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Portanto, (3.14) é verdade para n + 1.
0
[Prova do Teorema 3.3] (i)Procederemos por contradicao, suponha que existe (ug, vg) €
Co(Q), ug >0, vg > 0, (ug,vo) # 0 tal que a correspondente solugdo do problema (3.4) com
condigao inicial (ug, vg) € uma solugdo global. Sem perda de generalidade podemos supor que
ug # 0.
Afirmamos que, existe 7 > 0 tal que u(7) > 0, e v(7) > 0. Com efeito, observe que do

item (i) do Teorema 3.3 temos que existe 7 > 0 tal que HS(T)uoHoo/ f(o)de > 1. Em
0

particular, C(7 / f(o)do > 0. Portanto, de (3.5), u(7) > S(7)ug > 0, e do Teorema
2.12 temos

v(r) > /T S(t—0o)f(o)(S(o)up)ldo
)uto) / f(o . (3.15)
> C(1)(S(T)up)? > 0.

v

Desde que (u(- + 7),v(- + 7)) é solu¢do do problema (3.4) com condi¢do inicial (u(0 +
7),v(0+ 7)) = (u(7),v(T)) e f:= f(-+7), entdo pela Proposi¢ao 3.9, temos que existe uma
constante C'(p,q) = C > 0 tal que

pg—1
1S p+1/fa+7 Vo < C.
para todo t > 7. O qual contradiz o item (i) do Teorema 3.3.

(ii) Como a parte (ii) do Teorema 3.3 é verdade, entdo, da Proposi¢ao 3.10, temos que
existe (ug,vp) € Co(2), ug > 0, v9 > 0, up # 0 tal que a sequéncia dada por (3.13) verifica a
estimativa (3.14). Usando indugdo é possivel mostrar que u, < u,41 € v, < v,41, € observe
também que S(t)uy < wu,(t), S(t)up < v,(t) para todo n € N. Logo pelo Teorema da
convergéncia monétona existem (u(t),v(t)) tais que

u(t) = lim u,(t) > S(t)up v(t) = lUm v,(t) > S(t)vy

n—o0 n—oo

Assim, (u(t),v(t)) é uma solugao global nao trivial do problema (3.4) com condi¢ao inicial

(UQ,’UU).
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1 1
[Prova do Corolario 3.4]: (i) Sel <pg <1+ (p+ 1)a+* , entdao p* < (p+1) iy T
pq —
(a+1) (p+1)
Pela definicao de p* em (3.3), temos que limsupt Tt |S(t)ug|loc = o0 para todo ug €

t—00
B t
Co(R2), ug > 0, ug # 0. Logo, limsupt — oo||S(zf)u0Hz;qu11 / f(o)do = co. Assim o resultado
0

se segue do item (i) do Teorema 3.3.
a-+1

1
(ii) Supondo que pg > 1+ (p + 1)i temos que p* > (p + 1) Logo, pela
e —
1
definicao de p*, temos que existem s > 0 e wy € Cp(Q2) tais que s > (p + 1) o T e
pq —
lim sup ¢°[|.S(t)ug||o < 00 com
t—o0
/ FO)S(E)uo]| 557 dor < 0. (3.16)
0

Portanto, o resultado ¢ verdadeiro pelo item (i7) do Teorema 3.3.

U

3.3 O sistema parabdlico (3.6)
Como no problema (3.4), vamos considerar a solu¢ao do problema (3.6) na forma integral

u(t) = S(tuo+ / S(t - 0)f(0)[u" (o) + 1P (0)]do,
0, (3.17)
o(t) = S(tyon+ / S(t — o) f(0)[u*(0) + v*(0)]do,

onde ug,vg € Co(Q), ug >0, vg >0, f € C[0,00) e p,q,r,s > 1.

Os seguintes resultados serao usados na parte da explosao no Teorema 3.6.

Proposicao 3.11. Sejam r > 1, f € C[0,00) e ug € Co(Q2), ug > 0. Suponha que u €
C(]0,7),Co(2)) € uma fungao nao negativa que satisfaz

u(t) > S(t)ug —l—/o S(t—o)f(o)u"(o)do, (3.18)
para todo t € [0,T). Entao,
1S (ol / f(o)do < (r — 1)1, (3.19)

para todo t € [0,T).

Prova: A demonstracao ¢ similar ao Lema 15.6 do livro [44].
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Proposicao 3.12. Sejam r,s > 1, p > q > 1 compqg > 1 e f € C[0,00). Se (ug,vo) €
[Co(D)]?, ug,vo > 0 e se (u,v) € C([0,T),Co(Q)), u,v > 0 € a correspondente solucio do

problema (3.6) com condigao inicial (ug,vg), entao,

1S (#yuoll 2~ (/02 f(U)d0> / flo)do < (s —1)7", (3.20)

para todo t € [0,T).
Prova: Da primeira identidade de (3.17), u(t) > S(t)ug. Logo, pela segunda identidade de
(3.17) e do Teorema 2.12, segue que

o) > /St—o— )[S(0)ug)?dor

> [S(t)ug)” / f(o)do,

(3.21)

para todo t € [0,T). Se 7 € (0,T) e se v(t) = v(t + 7) para todo t € [0, — 7), entao temos
de (3.17) que

u(t)

v

S(tyu(r) + /0 S(t — 0)f (o + 1) (0)do,
= S(t)v(0) + /0 S(t—o)f(o+71)v°(0)do.
Logo, pela Proposicao 3.12, temos que

IS (t)v / flo+7)do < (s—1)7! (3.22)

t t
para todo t € [0,T—7). Fazendo a seguinte mudanca de variaveis ¢t := 3 erT = 37 o resultado

se segue das estimativas (3.21) e (3.22).

OJ

Para wg definimos
- / FOISE w2, (3.23)
0 = / FOIS w2 dt, (3.24)

0 FOUSEwoll 27 dt, (3.25)
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o0 a(s—1)
N L T (3.26)
0
onder>1,s>1,p>qg>1,compg>1le feCl0o0).

Lema 3.13. Suponha quer > 1, s > 1, p>q>1, compqg > 1e f € C[0,T). Se existe
wo € Co(2) o qual verifica:

. +1 . 4 .
(i) ap < 00, 1 < 00, € 5 > q%, entao, existe ug € Cy(Q) tal que as sequéncias
q

(Un)n>0, (Un)n>0 de C([0,T),Co(Y)) definidas para todo t € [0,T) da sequinte maneira

;

Uo(t) = S(t)'LLO = Uo(t), t
un(t) = S(t)uo +/O S(t =) f(o)|u,1(0) + vy 1 (0)ldo, n =1, (3.27)
| e® = S +/O S(t =) f(0)[un_1(0) + v, 1 (0)]do, n =1,

sao limitadas. Mais ainda elas satisfazem a sequinte desiqualdade

g+1

S(huo < u(t) 25wy Sty < valt) < 2ASWuw . (3.28)

(i1) a1 < 00, g < 00, 1 < 00, entdo existe ug € Co(Q2) tal que a sequéncia definida por

(3.27) satisfaz
S(thug < unp(t) < 28Hug  S(t)ug < v,(t) < 25(t)uyg, (3.29)
para todon >0 et > 0.
Prova:

(i) Seja A > 0 suficientemente pequeno tal que A||wyl| < 1,
N1 £ AT PR < 1, e AP B (27 4+ 2°) < 1. (3.30)

Seja uy = Awg. Procedemos por indugao sobre n > 0, partindo das igualdades dadas
por (3.27). O resultado é claro para n = 0. Vamos supor que (3.28) é verdade para n.

De (3.27) temos,

Uni1(t) < S(t)ug + 27'/0 S(t—o)f(o)[S(o)u]"do+

t . (3.31)
o /0 S(t — o) F(0)[S (0 )P dor



Observe que

/0 S(t — 0)f(0)[S(o)ug do < / S(t — 0)(0)[S (0ol (Yo |15 Jdo

t
— S(t)us / F(0)15(0 Yo = do
0
S )\T_lozlS(t)uo
qg+1 pqg— 1

Como p—— =1+
pp+1 p+1

, temos que

a+1

/0 S(t—o)f(o)[S(o)u)'ridoc < S(t)ug f(a)||S(0)uo||:‘Z+_llda
< A5 p1S ( Juo

Por (3.30) — (3.33), obtemos

Ui (t) < Shug + N 127 S(H)ug + NPT 2B S(H)ug
< QS(t)UO

De forma anéloga temos,

Unt1(t) < S(t)ug + 2q/0 S(t—o)f(o)[S(o)ul?do+

q+1

2° /o S(t—o)f(o)[S(o)up)’r+1do.

pg—1 qg+1 q—I—l

Como ¢ = P e 1S < 1, pelo Lema (2.12), obtemos que
[ st-aito / FOIS@IE S(t - 0)ls(0))FFdo
0
/ Hs IET do
< N BilS(t)]
Como s i 1 >qe S(t)uy <1, de (3.36) se segue que

/f S(t — o)[S(o)ug) 1do < /f S(t — 0)[S(0)uo)?do

pql

< AP B[S(Hu ]7

45

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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Logo,

q+1

Unpi(t) < S(E)ug + AT 298, [S(#)ue] T 4+ N5 29 B1[S () o] 1

q+1

< 2[S(H)ug .

Portanto, a estimativa (3.28) é valida para n + 1.

(i) Seja up = Awp, onde A > 0 ¢é escolhida tal que A||lwp|| < 1e
N1 AT B <1, A an(27 4+ 2°) < 1. (3.37)

Procederemos por inducdo sobre n > 0. E claro que (3.29) é verdade para n = 0.
Suponhamos que (3.29) é verdade para n, as estimativas para u,1 sdo obtidas como o

caso anterior.

Como s < g e [[S(t)upl|eo < JJtuglloo < 1, temos
(ASﬁ—aﬁ@Mﬂdew S(ASG—aﬁwwﬂwmﬁw

st/sa—wﬂwwwmuwwmw;ww

0
< )\S_IOZQS(t)Uo.

Portanto, por (3.37), concluimos que
t
r(B) < Sty + 2 / S(t — 0)f(0)[S (o) ug]"do
0

+S(t)ug + 25/0 S(t—o)f(o)[S(o)u)’do
S(t)UQ + /\S_IQqCYQS(t)U() + /\S_IQS(XQS(t)UO

IN

Portanto, (3.29) é verdade paran+ 1. m

Prova do Teorema 3.6: (i) Seja (ug,vo) # (0,0), ug > 0, vo > 0. Suponha que (u,v) é
a correspondente solugao global do problema (3.6).
Suponha que se cumpre a condigdo (a) do Teorema 3.6. Da primeira identidade de

(3.17), obtemos a primeira desigualdade (3.18) da Proposi¢ao 3.11, e como conseqtiencia disso
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obtemos a segunda desigualdade (3.19) da mesma Proposi¢do, o qual contradiz a condi¢ao
(a). Portanto (u,v) explode em tempo finito.

Agora, suponha que a condigao (b) do Teorema 3.6 é verdade. Da Proposi¢ao 3.9, nos
temos que a desigualdade (3.8) cumpre-se para todo ¢ > 0, o qual contradiz a condic¢ao (b).
Portanto, (u,v) explode em tempo finito.

Quando cumpre-se (c), procedemos como na obtencao de (3.15) e obtemos

v(r) > [S(T)uo]q/ f(o)do # 0, para algum 7 > 0.
0
Da segunda igualdade de (3.17), temos

v(it+71) > S(t)v(7‘)+/0 S(t—o)f(r+o)v’(c+ 71)do,

para t > 0. Logo, pela Proposicdo 3.11, temos que ||S(t)v(7)[|5.* /t flo+t)ydo < (s—1)71
para todo t > 0, o qual contradiz (c¢). Portanto, (u,v) explode em (‘]cempo finito.
Finalmente, assumindo que cumpre-se (d), usamos a Proposi¢do 3.12, e o resultado da
explosao se segue da mesma maneira dos casos anteriores.
(ii) Pela hipoteses do Teorema, e supondo que os valores de «; e f3;, i = 1,2 definidos em

(3.23), (3.24), (3.25), e (3.26) sdo finitos, nos consideramos as seguintes duas situagoes:

1
1. CASO [s > q(%) ou s < ¢g]. Suponha que ug é definido como na demonstragao
q

do Lema 3.13, e que (u,,v,) é definido por (3.27). Procedendo por indugao, é possivel

mostrar que u, < Upi1, Up < Uppp. Pelo teorema da convergéncia monodtona e as

estimativas de limitacao (3.28), concluimos que existem w(t) = lm w,(t), v(t) =
n—oo

lim v,(t) para todo ¢ > 0. Podemos observar que (u,v) é uma solu¢ao global nao
n— o0

trivial do problema (3.6).

po+1
qg+1

1
2. CASO [s < q(pi 1) e s > q]|. Seja py < p satisfazendo s = ¢( ). Como s > ¢
q

no6s concluimos que py > q.

Observe que

pog—1

o a(s=1) o poa—1
By — / (@) S(@)wolloe™ dt / F(0)1S(0 )| 27 dt < oo. (3.38)
0 0
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Como na demonstracao da parte (i) do Lema 3.13, considere uy = Awy, escolhemos

A > 0 suficientemente pequeno tal que |Jug| < 1,

X127y + NPT 2P < 1, (3.39)

pogq—1
APorT (204 29)3, < 1. (3.40)

Se (un,v,) € a sequéncia definida em (3.27), afirmamos que

q+1

un(t) <25t )ug  vu(t) < 2[S(t)ug|rotT (3.41)

para todo t > 0, n > 0. Com efeito, nos procedemos por inducio. E claro que para
n = 0, a estimativa (3.41) é valida. Supondo que estas estimativas sdo validas para
n, mostraremos que elas sao validas para n + 1. No6s procedemos de maneira similar a
demonstracao da parte (i) do Lema 3.13, com algumas modificacdes. Como p > pg e

1S (t)uolloo < ||uo]loo < 1, temos que
Uny1(t) < S(t)ug+ 2" /Ot S(t—o)f(o)[S(o)ug|"do +
o /0 CS(t = 0)£(0)[S(0) o do
< S(t)ug+2" /Ot S(t—o)f(o)[S(o)u]"do +
o /0 "S(t — 0)f(0)[S (0)ug " dor
Procedemos como na obtencao de (3.32), (3.33), usando (3.39) obtemos

Unsr (1) < S(E)ug + A 1271 S(thug + A5 278, S(H)ug < S(t)uo.

- q
Similarmente, como s

=1, temos
po+1

Upp1(t) < S(t)uo—l—Zq/O S(t—o)f(o)[S(o)ug|?de +
2 /0 S(t — 0)f(0)[S(0)ug] P25 dor
— S(t)uo +2° / S(t — o) f(0)[S (o) dor +

0

2° /0 S(t—o)f(o)[S(o)uplldo.
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—1
Argumentando como na obtengao de (3.36), usando (3.38), e a identidade ¢ = poq+ : +
p
Ll, obtemos
po+1
! poql
| st=ors@iseulis < [seuli / i
0

roa—

< Apft 52[ ()uo}p(ﬁrl

Logo, de (3.40),

q+1 q+1

Ui () < S(E)up + A5 (21 + 29) B[S (£)uo] 07 < 2[S(t)ue] o

Portanto, (3.41) ¢ verdade para n 4+ 1. Usando as estimativas de (3.41) deduzimos o

resultado como no caso anterior.
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Capitulo 4

Expoente critico para um sistema

parabodlico fortemente acoplado

4.1 Introducao

Seja © € RY um dominio qualquer com fronteira 95 regular. Consideremos o seguinte

sistema de equacoes parabolicas nao lineares

;

u—Au = f(t)u"v? em ) x (0,7,
v —Av = g(t)ul® em Q x (0,7, (4.1)
u=v = 0 sobre 092 x (0,7,
u(0) =uy >0, v(0) =19 >0 em €,

onde wug, vy € Co(Q), 1,8,p,q >0e f,g € C[0,00).
Dado (ug,vg) € [Co(2)]?, sabemos que existe uma solucio (u,v) € C([0, Thae), [Co(2)]?)

definida no intervalo maximal [0, T;,..) € que satisfaz

u(t) = S(t)ug +/0 S(t—o)f(o)u"(o)vP(o)do,

t (4.2)
v(t) = S(t)vo—i-/o S(t—o)g(o)ul(o)v’(o)do,

para todo t € [0, Tyhaz). Além disso, temos a seguinte alternativa excludente: T),,, = +00

(soluc@o global) ou T, < 00 e limsup(||u(t)||ec + [[v(t)]|ec) = +00 (explosao em tempo
t max

finito), veja por exemplo, [29], [34], [45], e as referéncias citadas nesses artigos.
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Daqui em diante, (S(t));>0 denota o semigrupo do calor com condi¢oes de Dirichlet na
fronteira 0€). Denotemos por ¢; a primeira autofuncao do operador Laplaciano associado ao
primeiro autovalor A; > 0 em Hj (). Nés assumimos que / o1(x)dr = 1.

Quando © ¢ RY & um dominio limitado e f = g = 1, oﬂprob]ema (4.1) foi considerado

em [29)].
Teorema 4.1 (|29]). Seja Q C RY um dominio limitado, f = g =1, p,q,7,8 >0 ¢
D=(1-r)(1-s)—pg. (4.3)

(i) Ser > 1 ous>1ouD <0, entio o problema (4.1) admite solugoes globais e nao

globais.
(a) Se ug > Cpy,v9 > Cipy para C > 0 suficientemente grande entdo a solugdo (4.1)
¢ nao global.

(b) Se ug < % vg < o’ com a e b convenientemente escolhidos, entdo a solu¢io de

(4.1) € global.
(ii) Ser <1, s<1eD >0, todas as solugdes do problema (4.1) sao globais.
A situacdo é mais delicada quando Q = RY

Teorema 4.2 ([45]). Seja @ = RY, pg > 0, r +p < q + 5. Assuma que (u,v) ndio tem a

forma (u,0) ou (0,v) de modo que u >0 ev >0 em (0,T).
(i) Suponha que r > 1.

(a) Se (r+p—1)"' < N/2, entio o problema (4.1) tem solucdes globais e ndo globais.
(b) Se (r +p—1)"' > N/2, entio qualquer solucdo ndo trivial do problema (4.1) é
nao global.
(1) Assuma que 0 <r <1, D=(1—-r)(1—s)—pg#0,

1 — 1 —
go Ltp=s g ltq-r

= - (4.4)

e v =max(q, ).
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(a) Se v <0, entio todas as solugoes de (4.1) sao globais.
(b) Se 0 <v < N/2, entao o problema (4.1) tem solugoes globais e nao globais.
(¢c) Sev > N/2, entao qualquer solu¢do nao trivial (4.1) é nao global.

Quandor =0, s =0, e f =g =1, o problema (4.1) foi considerado em [34] quando 2 é

um dominio limitado, e em [33] quando Q = R".
Teorema 4.3 (|33], [34]). Assuma quer =s=0 e h=1.

(i) Suponha que Q0 é um dominio limitado. Se 0 < pq < 1, entao todas as solugdes do
problema (4.1) sao globais. Se pq > 1, entdo o problema (4.1) tem solucgées globais e

solucoes nao globais.

1 N
Pt < —, entdo o problema (4.1)

(ii) Suponha que Q=R ep>q>0 compg>1. Se <3
pq —

p+1
pq —

tem solugoes globais. Seja > 5 entio qualquer solug¢io nao trivial de (4.1) €

nao global.

O estudo dos expoentes criticos foi iniciado com Fujita |9]. Ele considerou o problema
u; — Au = u? em RY x (0,T), u(0) = ug e mostrou que este problema nio tem solucdes

2 2
globais se 1 < p < 1+ N e nocasop > 1+ ~ existem solucoes globais e solugoes nao

globais. O casop =1+ % foi demonstrado que pertence ao caso nao global, veja [15], [16], e
[13|. A partir desses trabalhos pioneiros, estudos sobre expoente critico tem sido feitos para
uma diversidade de equacoes nao lineares, e sistemas destas equacoes, veja por exemplo nas
pesquisas [8] e [10]. A demonstracao destes resultados tem sido obtidos usando diferentes
argumentos, por exemplo o método das sub e supersolugoes, o método de Kaplan, argumentos

do ponto fixo, etc. Em [7], Meier estudou o seguinte problema parabolico

u—Au = h(t)u? em Q x (0,7),
u = 0 sobre 002 x (0,7, (4.5)

u(0) = up>0 em Q,

onde p > 1, up ¢ limitado e mostrou o seguinte
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Teorema 4.4 ([7]). (i) Se existe ug € Cy(Q), ug # 0 satisfazendo

| HolS(@u0ll oo < . (4.6

entdo o problema (4.5) tem solugdes globais nao triviais.
(ii) Se
t
lim sup ||S(t)uo|!§;1(g) /0 h(o)do = oo, (4.7)

t—o00

para todo ug € Cy(2), ug # 0, entdo qualquer solug¢ao nao trivial de (4.5) € uma solugao

nao global.

Observe que o resultado de Meier depende s6 do comportamento assintotico de ||S(t)uo|| L ()
o qual depende da geometria de Q. Com efeito, é conhecido que se 2 é limitado, ug € Cy(12)

e 0 <wuy < Cyq, entao temos
1S () ug || oo @) < Ce ™, (4.8)

para todo ¢t € [0,00). Agora, no caso que 2 = RY nos temos que se ug ~ ||~ para |z|
suficientemente grande, isto é, existem constantes Cy, C; > 0 tal que Co|z|™7 < ug < Cylz| 7,

para |z| suficientemente grande, entdo
1.
1S (F)uoll oy ~ 72N (4.9)

para t suficientemente grande, veja [25].

E importante destacar dois fatos sobre o resultado do Meier. O primeiro fato, é que o
resultado é valido para qualquer dominio €2 (limitado ou ndo limitado). O segundo fato, é que
para determinar se uma solu¢ao com condi¢ao inicial ug € Cy(€2) explode em tempo finito ou
¢ uma solucao global, ¢ suficiente determinar o valor de ||S(t)ug|| (). Por exemplo, para €
limitado, h(t) < Ct* para t suficientemente grande uy < ¢y, por (4.8) temos que

o0 0
/0 R(t)|IS(#)uol|Pstdt < C + 0/75 te Mdt < oo,
0
onde ty > 0 é tal que h(t) < Ct* para t > ty,. Dos resultados de Meier, concluimos que o
problema (4.5) tem solugoes globais nao triviais. Os resultados de Meier foram extendidos
para o problema (4.5), para uma nao linearidade mais geral em [46]. Para sistemas (4.1) no

caso r = s = 0, temos o seguinte resultado:
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Teorema 4.5 (|26]). Sejam r,s =0, p>q>1 com pg>1 e h € C|0,00).

(i) Se
pg=1 [l
lim sup ||S(¢)uol| =™ / h(o)do = oo,
t—o0 0

para todo ug € Co(2), ug # 0, entdo qualquer solugcao nao trivial de (4.1) explode em

tempo finito.

(ii) Assumindo que eziste wy € Co(2),wy > 0,wy # 0 tal que

pq—1

/hmwwmmww«m
0

entdo eziste (ug,vo) € [Co(Q)]?, uo,vo > 0, tal que a correspondente solucio de (4.1) é

uma solucao global nao trivial.

O objetivo principal deste trabalho é estender os resultados de Meier para o sistema (4.1)
com 7,8 > 0.

No nosso primeiro resultado, tratamos o caso r > 1.
Teorema 4.6. Seja f,g € C[0,00), 7,8,p,¢ >0 tal quer+p<q+ser>1.

(i) Se para todo zy € Cy(2), 29 >0, 20 #0

limsup ||.S(¢) zo[2 "1 /t min{ (o), g(o) }do = oo, (4.10)
t—o00 0

entio qualquer solucio nao trivial de (4.1), que tenha condicdo inicial (ug, vo) € [Co(Q)]?
que satisfaz ug, vy > wq para algum wy € Co(Q), wy > 0, wy # 0, € uma solugdo nao

global.

(ii) Se existe wy € Cy(2), wo >0, wy # 0 tal que

Awmwww»wwnwwmwg“wa<m, (4.11)

entdo existe uma condicio inicial (ug,vo) € [Co(Q)]?, uo >0, vy > 0, tal que a corres-

pondente solug¢do de (4.1) é uma solugao global nao trivial.

Observacao 4.7. Temos aqui alguns comentdrios do Teorema 4.6.
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(1) Suponha que 2 é um dominio limitado, f = g=1 euy < Cpy. De (4.8), seque que
/ 1S (o) o[t do < / Ce 7Pt =D s < o0,
0 0

ser > 1. Portanto, pelo Teorema 4.6 item (i1), existem solugdes globais, o qual coincide

com o resultado de [29].

(ii) Suponha que Q = RY e min{f(t),g(t)} ~ t*, (a > —1) para t suficientemente grande.
If 20 > 0,29 # 0, se seque de (4.9) que

t
HS(t)Zng:T—l/ min{f((f),g(o-)}dg > Ct—%(p—i-r—l)-;-a_g_l
0

para t suficientemente grande. Logo, pelo Teorema 4.6, qualquer solug¢do de (4.1) com
condicdo inicial (ug,ve) € [Co(Q)]? satisfazendo ug, vy > wo para algum wy € Co(£2),
wy > 0, wy # 0, ndo é uma solugcdo global, sempre que (p+r —1)"' > N/[2(a + 1)].
Em particular, quando a = 0 nds obtemos (i), item (b), do Teorema 4.2 para ug > wy,

Vo 2 (e

(iii) Assumindo que Q = RY, max{f(t),g(t)} ~ t*(a > —1) para t suficientemente grande,
e uyg < Clz|™, para |z| suficientemente grande e d > N. De (4.9) temos

/ h(t)[|S(t)u P tdt < C+/ et Nyt < oo,
0

to

N
quando a — 3(]3 +1r—1) < —1 ety € suficientemente grande. Portanto, pelo Teorema
4.6, concluimos que existe uma solucao global nao trivial. Em particular, para a = 0,

nds obtemos a parte de existéncia global de (i), item (a), do Teorema 4.2.

(iv) Seja Q um subdominio de 2 com fronteira suave e r > 1. Como qualquer solu¢do do
problema (4.1) com Q no lugar de Q, € uma subsolucdo de (4.1), nds deduzimos pelo
Teorema 4.1 e o principio de comparacao que todas as solucoes com condicao inicial

suficientemente grande nao sao solugoes globais.
Nosso resultado para o caso 0 < r < 1 é o seguinte

Teorema 4.8. Sejam f,g € C[0,00), r,s,p,q >0 tais que 1 <r+p<qg+s, 0<r<1,e
B >0 definido em (4.4).
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(1) Se todo zy € Cp(Q), 29 > 0,29 # 0 satisfaz
t
limsupHS(t)uoHééﬁ/ h(o)do = 0, (4.12)
t—o00 0

entdo qualquer solu¢ao nao trivial do problema (4.1), que tenha condi¢do inicial (ug, vo) €
[Co(Q)]? satisfazendo ug > wo, vo > wy para algum wy € Co(), wy > 0, we # 0, € uma

solugao global.
(i1) Suponha que s < p+1 e que existe wy € Co(2), wo > 0, wy # 0 satisfazendo
/ h(0)||S()wp||YPde < co. (4.13)
0

Entéo, existe uma condi¢ao inicial (ug,vy) € [Co(Q)]?, ug,vg > 0 tal que a correspon-

dente solu¢do do problema (4.1) é uma solugdo global nao trivial.
Observagao 4.9. Alguns comentdrios a respeito do Teorema 4.8.

(i) Temos D = (1—7)(1—s)—pq < 0. Pois, como 0 <r <1lel<p+r <q+s, deduzimos

quelp > 1. Logo, qg+s—1>qg+s—1>0.

—r 1—r
(i1) Argumentando como no item (iv) da Observagao 4.7, podemos concluir que qualquer
solug¢do do problema (4.1) com condi¢do inicial suficientemente grande néao é global

quando D < 0.

(111) Quando 1 —r +q > 0, temos que B > 0. Nossa hipdtese s < p+ 1 € considerada para

garantir « > 0. Esta condi¢ao foi usada em diversos trabalhos, por exemplo veja [47],

48], [49], e [50].

(iv) Quando Q ¢ limitado ou Q = RN e f = g =1, € possivel argumentar como na Obser-
vagao 4.7 para obter a parte (b) do item (i) do Teorema 4.1, e a parte (b) do item (i1)

do Teorema 4.2.

4.2 Demonstracao do Teorema 4.6

Precisamos dos seguintes resultados preliminares.
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Proposicao 4.10. Sejam p, q,r, s nimeros positivos com r > 1, h € C[0,00) e wy € Cy(Q2)
tal que ug > wo e vy > wy. Suponha que existem fungoes continuas u,v € C([0,T),Cy(£2))
satisfazendo

u(t) > S(t)up+ / S(t —o)h(o)u"(o)vP(o)do,
. (4.14)
v(t) > S(t)vg + /0 S(t —o)h(o)ul(o)v®(o)do,

para qualquer t € [0,T). Entao, existe uma constante C' > 0 tal que
t
ISl [ hie)do <
0

para qualquer t € [0,T).
t

Prova: Sejam(t) = / h(o)do. Como ug > wy e vy > wyp, temos de (4.14) que u(t) > S(t)wy

0
e v(t) > S(t)wy. Logo, pelo Teorema 2.12 temos
¢
u(t) > / S(t —o)h(o)u"(o)vP(o)do
0

> Ahwwa—wwwmwﬂw (4.15)

t

h(a)[S(t — 0)S(0)woe] Pdo

vV
Eo\

> [S(t)wo]"Pml(t),

para qualquer ¢ € [0, 7). Usando as desigualdades v(t) > S(t)wo, u(t) > m(t)[S(t)we] ™ e o

Teorema 2.12 temos que
u(t) > /0 h(0)S(t — o) (0)0? (0)do
> [ b ()56 - o)ls(o)ul (5 unldo
- /0 by (0)S(t — 0)[S(0)we] P Pdo
> /0 W) (0[St — 0)S (0 )] TP e

—[S(wy)r /0 h(o)m’ (o)do

1 r\r T
— S @Ou Py

para qualquer ¢ € [0, 7).



Similarmente, como v(t) > S(t)wo, e u(t) >

u(t)

Vv

Y

>

/0 h(o)S(t — o)u"(o)vP(o)do

/Oth(a)S(t - a){ !

r+1

(r+1)rr(r+1)+

para qualquer ¢t € [0,7).

Afirmamos que

u(t) > e,m(t)

1]

/O (hj_al)) m(o) TS (¢ —

| e mley e Vst -
r[r(r+p)+pl+p " _ho)

[S(0yuol 1+++/O(r+1)r

1

para qualquer t € [0,T) e n € N, onde ¢; =1 e

r* —1
n—1

r—1

1

r+1

m(t)" " [S(1)

m(o) " do

r—1

%[S(t)wo]rnw =

-1
) , forn > 2.

m<a>f+1[s<a>wor<’"+p>+f’} S(o)unlPdo
o) [S(o—)wo]”[’"(”p)“’]“da

0)S(0)w| T TIPTATP

m(t)’"(’"“)“[S(t)wo]’"[’”(”p)*?’]*p,
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wo] PP temos que

(4.16)

(4.17)

Para provar a afirmacao, argumentaremos por indugdo. Para n = 1, segue-se de (4.15)

Agora, assumindo que (4.16) é verdade para n. Entdo

u(t)

>

v

Y

v

u(t) = m(O)[S(twol ™ = eym(t)7[S(t)w)

/0 h(o)S(t — o)u"(o)vP(o)do

r—1
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Portanto, a desigualdade (4.16) é valida para n + 1.

Agora, n6s mostraremos que existe uma constante n > 0 tal que
cr > nrk(<:> —r*lne, < —Inn) para k > 2, (4.18)

para todo k € N. Com efeito, seja & = —r Flnc,. Observe que é suficiente provar que

(&k)k>1 € limitado superiormente. Note que

&~ & =—1"lneg+r *Vngy =r*In CIZ_:

Logo, pela equacao (4.17), nos temos C;‘;l _ 7’:_—11. Portanto & — €., = . Zk:ll_
Como :—_ < (r+1)%, segue-se In 7:;__ < In(r 4+ 1)* = k- v, onde v é uma constante.
Como ) )

G—a=> (G—&1) <y r-i<oo,
=2 i=2

nos concluimos que (&) é limitado superiormente.
De (4.16), concluimos

n
n ro—1
rtp r—1

(oo > cum(t) = S (t)wo o 7

ou equivalentemente,

1\ . e (524"
(_) lu()IL = m () = 1S ()wolloe (54,

Cn

Das estimativas (4.18), fazemos n — oo, e obtemos
_Db
m(t) 7| Sl T < C =7,

para qualquer t € [0,7). m

4.2.1 Existéncia Nao global

Prova do Teorema 4.6 (i) Argumentamos por contradi¢ao. Assumimos que (u,v) é uma
soluc@o global para (4.1) com condic¢do inicial (ug, vg) tal que uy > wp e vy > wy para algum

Wo 7& O, Wy € CO(Q)
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Seja h(t) = min{ f(t),g(t)} para todo t > 0. Como

u(t) > S(t)wo +/0 S(t—o)h(o)u"(o)v*(o)do,

v(t) > S(t)wy +/0 S(t —o)h(o)ul(o)v®(o)do,

para todo t € [0, +00), segue-se da Proposicao 4.10, que existe uma constante C' > 0 tal que

t
www&H/h@wsa
0

t
para qualquer ¢ € [0, +00). Portanto, tlim sup HS(t)ong;”"_l/ h(c)do < C o qual contradiz
—00 0
a condicao (4.10). Assim, a solu¢do (u,v) ndo pode ser global.
4.2.2 Existéncia Global

Prova do Teorema 4.6 (ii) Seja h(t) = max{f(t), g(t)} para todo t € [0, c0),

a= [ HoIS@wlar
0

e Uy = \wp, onde \ > 0 & suficientemente pequeno tal que A|jwplloo < 1, € 297APT " 1g < 1.
Seja (g, 7o) € [Co(Q)]* com Ty = TUg. Definamos u’(t) = S(t)ug, v°(t) = S(t)vp e a

sequéncia (u")p>1, (v")p>1 dada por
u'(t) = S(t)ﬂo+/0 S(t —o)h(o) (") (o) (v" )P (0)do,

() = St + /0 S(t — o)h(o) (™1 (0) (1) (o) do.

Afirmamos que

W (t) < 28(t)iip e v"(t) < 25(t)io, (4.19)

para todo t > 0 e todo n € N. Demonstraremos a afirmagao por inducao sobre n. Paran =0

é claro. Assumindo que a afirmacao é verdade para n, mostraremos que é verdade para n+ 1.
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Temos

W) = St + /0 S(t = o)h(o) (") (o) (V") (0)do
< S+ /0 S(t — o)h(0)[2S(0)Tio] [25 (0 )io]Pdor
< S(t)ig + 27t /0 S(t — o)h(0)||S(0)to |21 S (o) todo
= S(ti + 277 S ()i / RIS |2 do
< S(t)ug 4 2PN oS () g
< Sty + 29N S () iy
< 28(t)uo.

Similarmente,

) = S + /0 S(t — o)h(0) (™) (o) (W) (o) do
< SM)ao + /0 S(t — 0)h(0)[2S (o)) (28 (0 )it dor

< S(t)dy + 20+ /0 S(t — o)h(0)[|S (o) || % (S (0)Ho]do

= S(t)%+2q+55(t)ﬁo/ h(o)||S(o)to|| % do.
0

Comor+p<qg+se |t <1,

IN

t
v (t) S(t)uo + 2‘”55'(15)%/ h(o)||S(o)to ||t do
0

< S(t)ug 4 29N TP oS ()

< 25(t)p.

Portanto, a afirmacao é valida para n + 1.

Também usando argumentos de inducio é possivel mostrar que u" < u"™' e v" < ™!
para todo n € N. Logo, das estimativas (4.19), concluimos que existe u(t) = lim u"(t) e
n—oo

v(t) = lim v"(t), para qualquer ¢ > 0. Assim temos uma solucao global para (4.1).
n—oo

4.3 Demonstracao do Teorema 4.8

Precisamos de alguns resultados técnicos.
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Lema 4.11. Assuma que 0 <r <1, p+r > 1, Ay, ag, 7, 01,51 > 0. Defina por indugao

Ap_ B
Ay = o kT Tk +pb + 1, T = rmp_1 + pbh,
k
para k € N. Entao
1
BP(1 — -
lim inf Ay, > il=r) , (4.20)
k=00 ap(l —r)+1+ph
. L +pb
1 = 4.21
k:ggo Ok 1—7¢ "’ ( )
1
i = —pb. 22
klggo T 1 - Tp91 (4:22)
Prova: Note que
g1 = rag+pbh+1
= r(rag1 +pBi+ 1) +pBi+ 1= 1+ (r+)pb +r+1
= r(rago +pf + 1)+ (r+ Dpbi +7+1
= Pag o+ (P +r+1)ps+r*+r+1.
Iterando este processo k vezes obtemos
1 1— T'k+1
appr ="y + (1 +pb)—— (4.23)
Logo,
1 —rkHl
InA,i=rlnAy+pnB; —In {rk“ao + (1 +p51)1—} .

Como 0 < r < 1, segue do fato que a fungao logaritmo é uma fun¢ao nao decrescente, que

Oéo(].—r)‘i‘l Blp
+ .
1—7r 1—7r

InAp 1 >rinAg+plnB; —In ( (4.24)

Observe que a desigualdade (4.24) é da forma ag.; > rap + b, com agy; = InAgyq e
BY(1—r)
b=1In .
Oé()(l — 7’) +1 +p51

Logo,

agr1 > r(rag_;+b)+0b

rPap_1+rb+b

> r?(rag_o+0b) +rb+b=ray_o+1r’b+rb+b

1 — Tk+l
rfag + ——0.
1—r

v
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Dai,
1 — pktl BY(1—r)

1
1—r n{ao(l—r>+1+pﬂl

e [ BQ=n e
B * lao(l=r) +1+pp '

Portanto, segue-se (4.20).

InAy; > r*inAdy+

O limite (4.21) segue-se diretamente de (4.23). Para obter o limite (4.22), nés argumen-
1 — k+1
tamos como na obten¢do de (4.23) e obtemos Ty, = r* il + 1—rp91. Fazendo k — oo
—r

obtemos a conclusao desejada. m

Também usaremos o seguinte resultado.

Proposicao 4.12. Sejam p,q,r,s > 0 tais que 1 < p+r < g+5s, com 0 < r < 1,
D < 0 e > 0 definida por (4.4). Seja wy € Co(QQ), wg # 0, wy > 0. Assuma que
u, v e C(0,T),Cy(2)) sao fungoes nao negativas tal que

u(t) > S(t)wg—i—/o h(c)S(t — o)u"(o)v*(o)do,

t (4.25)
v(t) > S(t)wo + /0 h(c)S(t — o)u?(o)v®(o)do.
Entao, existe uma constante C' > 0, dependendo somente de p, q, v e s, verificando
I5Ouolll? [ oo < .
0
para todo t € [0,T).
Prova: Faremos a prova em quatro passos. Seja m(t) = /t h(c)do. Observe que
0
u(t) > S(t)wo, (4.26)
v(t) > S(t)wo. (4.27)
Passo 1. Afirmamos que existe uma constante 1 > 0 tal que
u(t) > Agm(t)*[S(t)wo] T, (4.28)
v(t) > Bim(t) " [S(t)wo]™, (4.29)
para qualquer t € [0,T), onde
g e Ag = 1,09 = —— 7y = P (4.30)

1—1r 1—7r’
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Aq
Bl:_07512a0q+1’91:ﬂ+327{‘0q+3, (431)

Com efeito, das desigualdades (4.26), (4.27), (4.25), e o Teorema 2.12 obtemos

u(t) > /O h(o)S(t — 0)[S(o)wo][S(o)wolPdo

/0 h(o)S(t — o)[S(o)wol " do (4.32)

Vv

/0 h(o)[S(t — o)S(o)welP"do

> m(t)[S(t)wo)"*.

Usando as desigualdades (4.32), (4.27), (4.25),, o Teorema 2.12 e argumentando como na
obtencao de (4.32) obtemos

t

u(t) > h(o)S(t — o)ym(a)"[S(o)we] TP Pdo
m(t)r+!

r+1

> [S(t)wg]r(p“)”.

Iterando este processo é possivel obter

n 1—pM

u(t) > cum(t) T [S(E)wo] P

11—
1—7r
como na demonstracio de (4.18) obtemos uma constante 7 > 0 tal que ¢, > 1" para todo

-1
para qualquer t € [0,7), onde ¢c; =1lec, =c¢,_, < ) . Argumentando similarmente

n € N. segue-se, fazendo n — oo, que (4.28) é verdade para Ag e ag definidos por (4.30).
Como D < 0, segue-se que 0] = moq + s = 1ﬂ + s> 1. De (4.27), (4.28), (4.25), e do
—r

Teorema 2.12, concluimos que

v(t)

v

/O h(0)S(t — o) Alm(o)2[S ()] " dor
g 1 aoq+1 moq+s 4.
A (@ S (O] (4.33)

> Bym(t)" [S(t)wo)™,

v

onde By, f; e 6, sdo definidas por (4.31). Logo, segue-se (4.29).

BY(1—r)
2+ pb

1
1—7r

Passo 2. Noés afirmamos que existe A; = [ > 0 tal que

1+pB1 01p

u(t) > Aym(t) T [S(t)wo] 7, (4.34)
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(t) = Bam(t)*[S (t)wy) ", (4.35)

onde

NI Bs$
B = 2L 52—1+1%+B1< +%>, %:(lﬂﬂ)&:ei (4:36)

1p )+p01 >r+p > 1. Das
desigualdades (4.29), (4.28), (4.25), e do Teorema 2.12 obtemos

Com efeito, como p+1r > 1e 0y > 1, rmy + pb, = 7“(

u(t) > / h(o)S(t — ) Azm(a) " [S (o) we] ™ BYm(a )P [S (0 )wo P do
= AyBY th mOﬂ’BlS(t—0)[S(a)w0]rﬂo+p01da

2 Alm )al ) ]r7r0+p01
onde
AyBY
a
onde 0y, B; e By sao definidas por (4.31). Logo,

A = ,ar =rag+ bip+1, m =rmy+pb > 1 (4.37)

w(t) > Aym(8) [S(t)wo]™. (4.38)

Observe que rmy +pby > r+p, porque 71, 0; > 1. Das desigualdades (4.38), (4.29), (4.25),

e do Teorema 2.12 obtemos

u(t) > /h(U)S(t—O’)AT (o) 1 [S (0 )wo] ™ BYm (o )PP [S (o) wo PP do
= A\BY th (o) PG (t — 5)[S(0)wo] ™ P dor

= Apm(t)*[S(t)wo]™,

A1 BY

&%)
Iterando este processo, obtemos para k € N,

onde Ay =

, g =roq +pPi + 1,7 = rmy + pb.

u(t) > Apm(t)**[S(t)wo]™, (4.39)

onde
r '4
Ak—lBl
677

A =

, ap =rag_1+pP+ 1, T =rm_1 + pb. (4.40)
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Para ver isto, usaremos indugdo. De (4.28) e (4.38), observamos que (4.39) é verdade para k =
0 e k = 1 respectivamente. Assumindo que (4.39) é verdade para k, segue das desigualdades
(4.29) e (4.39) que

t
ut) > / h(0)S(t — o) Alm (o) [S (0 )wo) ™ BPm (0 )P [S (o )wo P do
0
A BY +
_ RS pB1+1 S(t rTE+po1
rortpp 1 (Sl

= Aka(t)a’““ [S(t)wo]”’““ .

Portanto, segue-se (4.39). Das estimativas (4.21) e (4.22) do Lema 4.11 obtemos (4.34)
fazendo k — oo.

0
Por outro lado, como 6; > 1 e p+r > 1 obtemos que qli +s0p >qg+s>1e
—r

6
qli + 015 = 07 > 1. Logo, das desigualdades (4.34), (4.29), (4.25), e do Teorema 2.12
—r

1+81p

v(t) 2/0 h(0)S(t — o) {Am(0) T[S (0 )uwe] 5 J{ Bym(0)* [S (o )wo]" Yo do

t 1 »
> NB[S(E)wol T [ h(o)m(o)T T T do

0
1+pBy
t 1+361+q 1—r 0
1m( ) 1+pf [S(t)WO]qlﬁwls
1+ Sﬂl +4q 11)7«1
A({Bf 144 pq O1p

m(t +E+ﬂ1(8+17r) S H)w q17T+891

1+1_3T+ﬁ1<3+%) () [()0]

= Bym(t)™[S(t)wo]”

— AN s
_lB

onde By, B2 € 05 sao definidas por (4.36). Logo, segue-se (4.35).

Passo 3. Afirmamos que

14+pBy pbo

u(t) > Aom(t) T [S(t)wo] =, (4.41)
v(t) > Bgm(t)53 [S(t)w0]93, (4.42)
para qualquer ¢ € [0,7), onde
ABj q Pq po
33:%, 53:1+1TT+52(1T7“+S ,93:(]?271%—592:9%. (4.43)
O1p

Com efeito, como #; > 1 e p+r > 1, segue-se que 7‘1 + pby > r +p > 1. Usando as

—T
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desigualdades (4.35), (4.34), (4.25), e o Teorema 2.12

ut) > /0 h(0)S(t — o) [Alm(a)li”fl [S(a)wo]alﬂr[Bm(a)ﬁz[S(o)wo]@ﬂpda
> MBS ("= [ homlo) o
] (4.44)

[S (t)wo) " 17

(t)l—l-?"m-‘rpﬁz

m
> A]BY
1+,,,.1+p/81 +p/8

= Aym ()™ [S(t)wo] ™,

onde
~ AN BY
Al 5 2 —1+T’Oé0+pﬁz, 7T1—T7T0+p92,
1
~ 1L+ pip . poh
onde ag = =

, T = .
1—7r 1—r
Observe que rmy+pfz > r+p > 1. Similarmente, das desigualdades (4.44), (4.35), (4.25),

e do Teorema 2.12

u(t) > /O h(0)S(t — o) {Arm(o)™ [S(0)wo] ™} { Bam(e) 2 [S (o) wo]  } do

> BB ™ [ ho)m(o) ™% do
o (t) 1+ra1+ppa

B; 1+ 7raq + pBs
> Aym(t)*[S(t)wo] ™,

— AT [S(t)wo]”?ﬁpgz

onde
~ ATBY
Ay = 2 Gy = 147181 + pPa, Ty =17 + pba,

Qo

Iterando este processo e fixando a desigualdade (4.35), obtemos
u(t) > Agm(t)* [S(t)wo]™, (4.45)

onde -
- AT B -
Ak = —k:1 2, a;=14+ra;_q +pﬁ2, i = I +p62~ (446)
(6773

Pelo Lema 4.11
BY(1—r)] T

= A
2+ pp } >
lim & _1+pb

im oy, =

i—00 1—7r

lim inf /~lk > [
k—o00

)
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. P
lim 7, = )
k—o00 1—r

Logo, fazendo k — oo em (4.45), obtemos a estimativa (4.41).
6
Por outro lado, como 6, > 1 e p+r > 1, segue-se que qle + 635 > g+ s > 1. Logo,
—r
das desigualdades (4.41), (4.35), (4.25), e do Teorema 2.12

o(t) > Ahwwu—meWﬂTﬁﬂwwﬁﬁ%&mwwwwmwﬂwf

ZA%%W%W%%/h@m@q

+p/32

+62 1o

(5
= Bym(t )5"[5(75)100]93

poo
AlB; (S0 51

onde Bg, (3 e 03 sao definidos por (4.43). Logo, segue-se (4.42).

Passo 4. Dos passos acima, afirmamos que é possivel obter

1+pBy POy

u(t) = Agm(t) = [S(t)wo] =

(4.47)

v(t) > Brpam(t)P+1[S(t)wp) o+, (4.48)

onde Bgp=1,56,=0,0p=1, A\¢ =1, e para k > 1

( Bk :AZ—LB}?:—I’
o 1+ pBr— q Pq
Br =1+C](T_>+Sﬁk 1—1+1T+/3k 1(1T+ )
| o - 19_ <1p—i+s):e'f,
_Pm—ﬂﬁr
L 2+ pB




Como g1 =1+ 7 + Bk P + s |, segue-se
1—r 1—r
I—7r+ 1—r+
Bry1 = Trq + 61 (Trq + 51@—191)
1—r+
1—r+ 1—r+
= Trq (1+6:) +6; (Trq + 915k2)

(1= r+q\ 0 -1
N 1—7r 91—1

Observe que de (4.48) obtemos

1 Br41

S(two < [v(t)] 5 B m(t) i

para qualquer t € [0,7) e k € N.
De (4.49), obtemos que

By =

.
(e (45) [2 40 () (420

Logo, fazendo I' = e by = In By, de (4.49) obtemos que

-Tr
ok — 1
ﬁk:(1+F)ﬁ, bOZIHB():lnl:O
1 —
e
bryi = InBryy

or — 1
= Hllan+F[1n(1—r)—1n<2+p(1—|—F) 1 )]—

0, —1
ot —1
| 1+)2—).
n(( + )91—1)

69

(4.49)

(4.50)
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oFtt —1 1

0 —1 0, -1

b1 > O1bp+T {111(1 ) —In (2 +p(1 +F))0’f+1)} . (M)

Como #; > 1 segue-se que 1 < 6%+1. Entdo,

91 —1 61 —1
2 1+T0
= b+ T (n(1— ) —n ( 2EPUETIN Y
6, —1
1+T
ln( i ) — (k4 D)+ 1) In6,.
6 —1
Definimos
b = (F + 1) ln@l,
2 1+T 1+T
a=0(In(l—7r)—1In 24p1+0) —1In +D) :
0, —1 0, —1
e obtemos
bk+1 Z lek +a— (k’ + 1)b (451)
Assim,
bk-i—l Z Olbk +a— (k + 1)b
> 601(01bg—1 +a—kb)+a— (k+1)b
= Q%bk_l + (‘91 + 1)a - b(k’el + k + 1)
> Pbhpo+ (02 +6, +1)a—b((k—1)0? + kb, +k+1)
| i o
> oy —b;(kJrl—z)é’l.
Portanto,
—(k+1) k
- 1-— (kt1—j
oy > MO S k1 )
1 o
a(l o Ql_(k+1)) k+1 o
> ———~=—) 0,7
= 0, — 1 ;] 1
02
> bt
- (1)
b
Logo, existe uma constante C' > 0 tal que L > _InC. Entdo, da desigualdade (4.50)
j+1
temos

1 ~ Brt

S(t)wg < [v(t)]%+1m(t) °k+1C, (4.52)
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para qualquer t € [0,7).
Note que ¢, > 1. Entao,

lim 0, = lim ™ = 400 e
k—o00 j—o0

. By (14T [0t -1 r+1
lim = lim —— =
k—o0 0k+1 k—o0 91+ 91 —1 01 —1
1—r+gq
_ 1—r — 6

s+ £ —1

Logo, fazendo k — oo em (4.52), concluimos que
1 t 1
Is@uolld [ ho)r = miolsteulit < c
0

para qualquer ¢t € [0,7).

4.3.1 Existéncia nao global

Prova do Teorema 4.8 (i) Argumentaremos por contradicdo. Suponha que (u,v) é uma
solugdo global com condi¢do inicial satisfazendo uy > wy, vy > wy, wo € Co(2), wy # 0.
Seja h(t) = min{ f(t),g(t)} para todo ¢ € [0,00). Como
t
u(t) > S(t)wo +/ S(t—o)h(o)u"(o)v*(o)do,
0
t
v(t) > S(t)wo —I—/ S(t —o)h(o)ul(o)v®(o)do,

0

segue-se da Proposicao 4.12 que existe uma constante C' > 0 tal que
t
ISl [ h(oyio <
0

para todo t € [0,+00) o qual contradiz a condigao (4.12). Logo, (u,v) ndo ¢ uma solucao

global.

4.3.2 Existéncia global

Prova do Teorema 4.8 (ii) Sejam h(t) = max{f(t),g(t)} para todo t € [0,00), e A > 0

suficientemente pequeno tal que Ajwglls < 1 e A/#297%y < 1, onde

\ - / RIS (£ wol| LPdt < oo.
0
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Se ug, vy € Cp(2), com 0 < vy < Awg e 0 < ug < '178‘/6, considere u’(t) = S(t)uo,

v(t) = S(t)vp e as sequéncias (u"),>1, (v")n>1 definidas da seguinte maneira
t

u'(t) = S+ [ St—o)h(o)(u" ) (o) (") (0)do,

v (t) = S(t)ﬂg—l—/o S(t —o)h(o)(u" 1) (o) (v" 1) (o)do.

Afirmamos que
u(t) < 2[S(8)T)*P e v™(t) < 25(t)Ty, (4.53)

para todo t > 0.

Procederemos por inducao. Para n = 0 é verdade. Assuma que é verdade para n. Entao,
t
u"t(t) = S(t)uo +/ S(t —o)h(o)(u™) (o) (v")P(0)do
0
t

< ST 4ot /0 S(t — o)h(0)[S(0)0) 5" [S (o)) do.

Como 0 < % <1,er+4p<q+s,segue-se que [S(t)vo]** > S(t)@g/ﬁ. Obsevando que

o a 1
—=r+p=— + -, temos

p BB
W) < ST 42 / h(0)S(t = 0)[S(0)]*?||S(0) 5o || do
0

t
< ST+ 2 SER [ Ho)SE@n] L dr
0
< ST + 2 ST Ny
< SR + 2SR
< 2[S(t)Tp)*/”.

Por outro lado,
V") = S(t)%—i—/o S(t—o)h(o)(u")(o)(v")*(o)do
< St + 20 /O St — 0)h(0)[S(0)50]*/2[S (o)) dor

(0%

1
Observe que —qg+ s = — + 1. Logo,

B B
V") < S(H)vy + 27T /t S(t — o)h(o)[S(0)0)||S ()T || 1L do
0 t
< ST + 2975 (1)T / h(0)||S(0)To || do
0
< S(t)Ty + 29T YBaS (1),
< 25(t)%.
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Portanto, (4.53) é verdade para n + 1.

+17 Un S anrl.

Procedendo por inducao, é possivel mostrar que u" < u" Logo, pela

estimativa (4.53), existe (u,v) tal que u(t) = lim u"(¢t) e v(t) = lim v"(t), para qualquer
n—00 n—00

t >0, a qual é uma solucao para o problema (4.1).
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Capitulo 5

Expoentes criticos para um problema

parabolico com expoente variavel

5.1 Introducao

Seja @ ¢ RY um dominio arbitrario com fronteira regular Q. Consideramos o seguinte

problema parabdlico

u —Au = fO)uP®  em Q x (0,7),
= 0 sobre 092 x (0,7), (5.1)

u
u(z,0) = up>0 em €2,

onde p € C(Q2) é uma funcao limitada satisfazendo
0<p <p(x) <p"t para todoz € Q,

onde

p~ = infp(x) p" =supp(z),
zefd e

f € C0,00), e a condicao inicial ug € Cy(€2) no caso do primeiro expoente critico de Fujita,
e uy € Cy(RY) no caso do segundo valor critico de Fujita (Neste caso Q = RY).
A existéncia local das solugoes do problema (5.1) podem ser demonstradas usando as

mesmas ideias de [18], [19], [21], [31], [32]. A unicidade pode falhar pois p pode ser menor
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que 1 em algum subdominio de 2. Mesmo assim, n6s temos uma solu¢ao maximal
u € C([0, tmax), Co(£2)),

definida em um intervalo maximal [0, Tj,.y) verificando

u(t) = uo—l—/ S(t — o) f(o)u(o)"@do, (5.2)

para qualquer t € [0, 7). Mais ainda, temos a seguinte alternativa : Ty.x = 00 ou
Thax < 00 e limsup [[u(t)|lmax = 00 (solucdo que explode em tempo finito). A formula
(S(t))e>0 denottz:(t)m;rnigrupo do calor com condicoes de Dirichlet na fronteira 0f2.

Em 1966, Fujita |9] considerou o problema (5.1) no caso particular p(xz) = constante =

p>1, e f(t) = constante = 1. Mais especificamente, Fujita estudou o seguinte problema

—Au =P em RY x (0,7),

(5.3)
u(0) =wuy >0 em Cy(RY).

Ele mostrou que existe py = 1 + %, tal que o problema (5.3) nao tem solugoes triviais
quando 1 < p < ps. Por outro lado, no caso p > py, ele mostrou que existem solucoes globais
e solugoes que explodem num tempo finito. O nimero py é conhecido como segundo valor
critico de Fujita, e foi estudado para diversas equacoes e sistemas destas equagoes, como
pode-se apreciar em [10], [15], [51] e no caso de sistemas veja [26].

Depois de Fujita, Tzong-Yow Lee e Wei-Ming Ni [25] em 1992, estudaram o problema
(5.3), considerando o comportamento assintotico das condigoes iniciais, e deram condigoes
de existéncia e nao existéncia das solugoes quando p > 1 + %; mais especificamente, para
a > 0 eles definiram os seguintes conjuntos

I = {y € Cy(RY) : 4 >0 and limsup |z|"d(z) < oo},

|z|—00

I, = {¢Y€Cy(RY):¢>0and l‘irlninf 2| (z) > 0},
T|—0o0

e demonstraram o seguinte resultado

2
Teorema 5.1 ([25]). Suponha que p > 1+ N Entao, temos

2
1. Se 0 <a < 1 entao qualquer solugao nao trivial, e nao negativa v do problema
p JR—

(5.3) com condi¢ao inicial ug € 1,, explode em tempo finito.
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2. Se 7 < a, entao para qualquer wy € 1%, existe A > 0 constante dependendo de p e

p R
wo, tal que a solugao do problema (5.3) com condicdo inicial Awy € uma solugao global

nao trivial, para todo 0 < X\ < A.

O niimero a* =

1 é conhecido como o segundo valor critico de Fujita. Resultados
p _—
similares foram obtidos para outros casos por muitos autores, por exemplo veja [52], [53],

[54], [55], [56], [57], |58], [59], |60], [61], [62], [63], e |64].

O caso particular f = 1 foi estudado em [18], [19], [20], [22], [23], e para o caso de sistema
parabolico acoplado citamos o trabalho de [21].

R. Ferreira, A. de Pablo, M. Perez-Llanos, e J.D. Rossi [18], estudaram o expoente critico

de Fujita para o problema (5.1). Mais especificamente, eles mostraram o seguinte
Teorema 5.2 (|18]). Suponha Q =RY ¢ f =1.

2
(i) Sep™ >1+ N entio o problema (5.1) tem solugées globais nao triviais.

2
(ii) Sel<p <p" <1+ N entdo todas as solugoes do problema (5.1) explodem em tempo
finito.

2
(iii) Sep™ <1+ N < p", entdo existem funcoes p(x) tal que o problema (5.1) tem solugoes
globais nao triviais e funcoes p(x) tal que todas as solugdes nao triviais explodem em

tempo finito.

Neste caso o valor critico p* = 1 + %, caracteriza o conjunto das fungoes P = {p €
Cy(RY) : p~ > 1} por meio dos valores extremos do expoente variavel p(z), isto é, p~ e p™.

Motivados pelo trabalho de Lee e Ne no Teorema 5.1, queremos conhecer o que acontece
quando o expoente variavel satisfaz p > 1 + % Assim nossa meta é encontrar um valor
semelhante ao do segundo valor critico de Fujita para o problema (5.1). Para este proposito
usaremos as mesmas ideias dos artigos [25] e [26].

Quando o expoente é variavel acontece um fenémeno interessante, existem fungoes p(x)
e dominios (2, tais que todas as solu¢oes do problema (5.1) explodem em tempo finito, veja
Teorema 1.3 de [18]. Este fato pode ser suprimido no caso em que € é limitado e a fungao

p(z) = p é constante, pois neste caso é conhecido que o problema (5.1) tem solugoes globais
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para dados iniciais pequenos, e quando 0 < p < 1, todas as solugdes sao globais (veja [34] e
[29].

E importante mencionar que para dominios nao limitados, o expoente critico de Fujita
para o problema (5.1) foi estudado por muitos autores, veja por exemplo [7], [11], [37], [38],
[65], etc.

Estes resultados tem sido obtidos por diferentes métodos, como sub e supersolucoes,
método de Kaplan, argumentos de ponto fixo, etc. Em [7], Meier demonstrou o seguinte
resultado o qual é valido para qualquer dominio. Mais especificamente, ele demonstrou o

seguinte resultado
Teorema 5.3 (Meier [7]). Sejam p(z) = p = constante > 1 e f € C|0, 00).

(1) Se existe ug € Co(R2), tal que

/ h(o)||S(o)uol?s ' do < oo,
0

entao existem solugoes globais positivas do problema (5.1).
(ii) Se
lim sup ||S(t)uo||P* / h(o)do = oo,
t—o00 0
para todo ug € Co(Q2), entio cada solu¢io nao trivial e nao negativa de (5.1) explode

em tempo finito.

Observe que o resultados de Meier depende do comportamento assintotico da norma

S(t)uplleo. Como consequéncia do Teorema 5.3 é possivel concluir que se f(t) ~ t? para t
S (#)uol q p q p
q+1

* Y

suficientemente grande e ¢ > —1, o expoente critico de Fujita é dado por prp = 1 +

onde

*

1

12

1 (Q) = sup{p > 0; existe ug € Co(2),up >0 tal que
(5.4)

Jim sup #[[S(#)uol|oo < o0}
Outra consequéncia do Teorema 5.3 é que se 2 ¢ um dominio limitado e f(t) ~ e para t
suficientemente grande, entao pr = 1+ L, onde \;(€2) é o primeiro autovalor do operador

A(Q)
Laplaciano em H; ().
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Nosso objetivo neste capitulo é estender os resultados de Meier 5.3 para o problema (5.1)
para expoente varidvel p(z) € C(). Logo, analisamos os casos f(t) ~ t? e f(t) ~ ¢’ para t
suficientemente grande.

Os resultados desta Secao sao os seguintes:
Teorema 5.4. Suponha que p € C(Q2) limitada, e f € C[0,0).

(i) Sept>1e

lim sup ||S(t)uo |2~ /t flo)do = oo (5.5)
0

t—o0

para todo uy € Cy(Q2), entdo qualquer solugdo nao trivial do problema (5.1) explode em

tempo finito ou € uma solugao global que explode em tempo infinito, isto €, imsup ||v(t)||s =

t—o0
oot

(ii) Suponha que existe wy € Cy(§2), wy > 0, wy # 0 satisfazendo
/ f(@)|S(o)wolP. tdo < oo. (5.6)
0

Entao, existe uma constante A > 0, dependendo de p™, p~, tal que para 0 < X < A
a solugao u de (5.1) com condi¢ao inicial Mwy é uma solugdao global nao trivial. Mais

ainda, existe uma constante v > 0 tal que u(t) < (14 7)S(t)up.

Quando f(t) ~ t? para ¢ suficientemente grande e p* ¢ dado por (5.4), obtemos o seguinte

resultado.

Teorema 5.5. Suponha f(t) ~t? com q > —1, para t suficientemente grande.

qg+1

(i) Sel <p™ <1+ , entao qualquer solugao nao trivial e nao negativa do problema

(5.1) explode em tempo finito ou é uma solugao global que explode em tempo infinito.

qg+1

(ii) Sep™ >1+ , entdo nds temos duas situacoes:

+1 . .
(a) Se p~ > 1+ q—*, entao existe ug € Co(Q2), ug > 0 tal que a correspondente
L

solugdo do problema (5.1) € uma solug¢ao global nao trivial.
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qg+1

*

(b) Sep” <1+ , entao existem funcoes p tais que todas as solugoes do problema

(5.1) ezplodem em tempo finito e existem funcoes p tal que o problema (5.1) tem

uma solucao global nao trivial.

Quando f(t) ~ e (B > 0) para t suficientemente grande temos o seguinte resultado.
Teorema 5.6. Suponha que Q € limitado e f(t) ~ € para t suficientemente grande.

(i) Sel <pt <1+ L entao qualquer solucao nao trivial e nao negativa do problema

A ()
(5.1) explode em tempo finito ou explode em tempo infinito.

(ii) Quando p™ > 1+ nds temos duas situagoes:

A (92)

(a) Se p~ > 1+ %, entdo existe ug € Co(£2), ug > 0 tal que a correspondente
1

solugcao do problema (5.1) € uma solugao global nao trivial.

(b) Sep” <1+ %, entao existem fungoes p tais que todas as solugoes do problema
1
(5.1) explodem em tempo finito, e fungoes p tal que o problema (5.1) tem uma

solucao global nao trivial.

O presente Capitulo estd organizado da seguinte maneira, na Secao 5.2 apresentamos
alguns resultados preliminares para o problema (5.1) e demonstramos os Teoremas 5.4, 5.5
e 5.6. Na Secao 5.3 apresentamos algumas preliminares e tratamos o problema do segundo

expoente critico de Fujita.

5.2 Primeiro expoente critico de Fujita

Lema 5.7. Suponha que p* > 1 e ug € Co(Q). Se u € C([0,T),Co(RQ)) € uma fungdo

continua nao negativa tal que sup ||u(t)]| < 0o e satisfaz
te[0,T)

u(z,t) > S(t)ug + /Ot St — o) f(o)u(o)’@do (5.7)

para todo t € [0,T), entdo existe uma constante C > 0, a qual depende da limitagdo de u, p*

ep, tal que

IS(tuollz / J(0)do < C - 0(M), (5.8)
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para todo t € [0,T), onde O(M) = p(M)_PiJrl e p(M) € dado por (5.9).
Prova: Seja M = sup ||u(t)||s. Como u/M <1, de (5.7) temos

t€[0,T)
o)17P@
> u0+/ F(o)S(t — o) MPO Py (5)7" do

> t)ug + p(M /f S(t—o)u pda

onde

MP P se M >1
p(M) =
1, se M <1

Logo,
u(t) > S(t)ug+ p(M) /0 t F(0)S(t — o)u(o)”" do.
Como p* > 1, de (5.10) temos que
ult) = pM) | f(0)S(t = 0)[S(o)uc)”" do

> p(M)[S(tyuel”" | f(o)do.

Usando esta desigualdade e (5.10) temos

u(t) > p(M)”+/0tfa S(t— o) {(/f sds) sa)uo(o—)]p+}p do
My /tf (/ £(s ) S(t — 0)[S(0)e(0)] " do

(/ I(s )pmpMp*[8<t>uo<a>]<p*>2.

Por indugao sobre n, é possivel demonstrar que

v

= p++1

)>C, (/ f(s > o= pM)(p+)n[S<t)uo](p+)n7

onde

80

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)
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para n > 2.
Agora mostraremos que existe uma constante n > 0 dependendo s6 de p* tal que C, >

n®)" para todo n € N. Seja & = —(pt)"InC,. Entdo ¢ suficiente demonstrar que a
(o
sequéncia (&,) é limitada superiormente. Observe que & — &_1 = (p*)'In <%1> De

p+

A +)i
(5.12) temos que In [%] =In {(p )y -1

+—1} <In(p™ +1)" <~i com v = v(p") > 0. Logo,
i pT =

n

&n—& = Z(fz &) < VZT_i -7 < 00.
i—2

=2
Portanto, (&) é limitada superiormente.

Finalmente, de (5.11), concluimos que

M@ > np(M)p%r </0 f(a)da) o S(t)uyp.

Fazendo n — o0, se segue o resultado.

O

Lema 5.8. Sejam p~ > 1 e f € C[0,00). Suponha que existe wy € Co(Q), wy > 0, wy # 0

satisfazendo
o= / fo)|S(o)wol. tdo < oo. (5.13)
0

Entao, eziste ug € Co(2) com 0 < ug < wy tal que, se (uy)n>0 € a sequéncia definida por

Uy = S(t)UO
¢ (5.14)
w(t) = S+ [ Sit- )@ o)do
0
para todo n > 0 e todot > 0. Entao,
un(t) < (14 «)S(t)ug (5.15)

para todo t > 0.
+

Prova: Sejam 0 < A < min {(1 + a)_#, ||w0H001} e uy = Awp. Procedemos por indugao

sobre n. Para n = 0, é claro que (5.15) é verdade. Assumindo que (5.15) é verdade para n,
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mostraremos que é verdade para n + 1. Como p~ = 1relgp(x) e ||uglloo = |[Awo|| < 1, temos
Upy1(x,t) < /St—a (1 4+ @)S(t)ug(z))P™ (2, 0)do
< S(t)ue(x) + (1 + )P / f(0)S(t — 0)(S(a)up(x))P@do
< S(tuo(e) + (1+a) / F()S(t - 0)(S(0)ug )7~ *ldo
< S(tuo(z) + (1 +a)” /f S(o)uolll ' S(t — 0)S(0)uo(x)do
< Styug(z) + (1 +a)”” /f NS (a)uol2, ~'do
< S(tyuo(w) + (1+ ) A Vas(t
< (14 a)S(t)uo

para todo t > 0
O

Lema 5.9. Seja f € C[0,00) tal que f(t) ~ t? (¢ > —1), para t suficientemente grande, e
seja p uma funcio continua definida em um dominio arbitrario Q C RN, tal que 1 < p~. Se

existe um dominio 1 C Q) tal que

1
px) =po <1+ at para todo x € (), (5.16)

241

onde
i = pt () = sup{p > 0;up € Co(21),uo > 0 eziste tal que

(5.17)
Tim sup 9 (¢)uol 10y < o0
e (S(t))>0 € o semigrupo do calor com condigdes de Dirichlet na fronteira 0, entdo a
solugao u do problema (5.1) com condicdo inicial ug € Co(€)) e com expoente varidvel p
cumprindo (5.16) explode em tempo finito.
Prova: Seja wg € Cp(21) tal que wo(z) < up(z) para todo = € Q. Considere o seguinte
problema
—Aw = f(tH)w™ em Q; x (0,7),
w = 0 sobre 0 x (0,7, (5.18)
0<w(0) = wp € Co(2).
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E bem conhecido que a solucdo w do problema (5.18) explode em tempo finito, veja [7] e

[26]. Observe que w é subsolugao de u , logo o resultado se segue.

O

Lema 5.10. Seja f € C[0,00) tal que f(t) ~ € (3 > 0), para t suficientemente grande, e
seja p uma funcdo continua definida em um dominio limitado Q C RY, tal que 1 < p~. Se

existe um dominio 1 C Q tal que

p(x) =po <1+ para todo x € €y, (5.19)

B
A1(€2)
onde

A1 () (5.20)

€ o primeiro autovalor do Laplaciano em €y com condicoes de Dirichlet na fronteira 0§)y,
entdo a solucdo u do problema (5.1) com condicdo inicial ug € Cy(£2) e com expoente varidvel
p cumprindo (5.19) ezxplode em tempo finito.
Prova: A prova é similar ao do Lema 5.9.
O

Prova do Teorema 5.4. (i) Seja ug # 0 ug > 0. Suponha que a correspondente solugao
u de (5.1) com condigdo inicial uy ¢ uma solugao global. Temos duas possibilidades, u é
limitado ou explode em tempo infinito, isto &, limsup ||u(t)]|. = occ.

t—o00

Se w é limitado com M = sup ||u(t)|le, de (5.2) e do Lema 5.7, temos que existe C' > 0
t€(0,00)

dependendo de M, pT e p~, tal que

Hammglﬁfwwasa

para todo t € [0,00). Assim

t
mmwwmm&*/ﬂwwsa
t— 00 0

o qual contradiz (5.5). Portanto, u explode em tempo finito.

(ii) Como (5.6) é verdade, entao do Lema 5.8, temos que existe uy € Co(Q2), ug > 0 tal
que a sequéncia definida no Lema 5.8 verifica a estimativa (5.15). Fazendo indugao sobre n,
é possivel concluir que u,, < u,.1. Se u(t) = nli_r)noo un(t), entdo do Teorema da convergéncia

mondétona, (5.14), e (5.15), obtemos que u é uma solucao global ndo trivial do problema (5.1).
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Prova do Teorema 5.5. Os itens (i) e (i) (parte (a)), seguem diretamente do Teorema
5.4. Mostraremos entao a parte (b) do item (i7). Seja ug € Co(€2). Primeiro observe que se

1 é um subdominio de Q, entao p*(2) < p*(24) e

1+4¢ 1+g¢q
1+ <1+ . (5.21)
() p(62)
Agora seja 21 # (2 subdominio de 2, e 0 expoente variavel p(z) € C(2) tal que
1 _
l<plx)=p <1+ *+q , para todo z € (2. (5.22)
()

Logo, do Lema 5.9 obtemos que o problema (5.1) com expoente variavel definido por (5.22),

e condigao inicial uy € Cy(€2) explode em tempo finito.

B
)
e Q C RY com N > 2 tal que o problema (5.1) com f(t) = 1 para todo ¢t € [0,00) tem uma

Agora mostraremos que existe uma funcao p(z) € C(2), tal que, 1 < p~ < 1+ <ph,
solucao global nao trivial. Nossa meta é construir uma supersolucao estacionaria. Usaremos
a supersolugao que se encontra em [18] (exemplo 2) com uma pequena modificagdo. Sem
perda de generalidade podemos assumir que 0 € €. Escolhemos R > 0 tal que z € () para

todo |z| < R, e definimos o seguinte expoente descontinuo

p*, |z| > R,

r(zr) = (5.23)

p, |z| <R,

N >1+—2>1+- L >p >1
N2 N T T

Na regido |z| > R com z € (2, considere a supersolucao radial u,(x) = U,(|z|) da equagao

—Av=1v"" em R" (veja [44]) onde

onde p* >

2

04:p+—_1, c=(a(N—-2—aq))rf-1 (5.24)

Udr) =cer™®,
Na regido |z| < R consideramos a solugao radial de

—Aw =wP  em Bg(0),
w =cR™ sobre 0Bg(0).

(5.25)

Entao, escolhendo R > 0 suficientemente pequeno, a funcao

U(x) = 1MM)$65M®’ (5.26)
U(|z[) = € Q— Bgr(0),
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¢ uma supersolucao de nosso problema (5.1) com r(z) como exponente (veja [18]). Como
R > 0 é pequeno, U|0Br(0) = cR™®* e a > 0, por continuidade existe § > 0 tal que
Bri5(0) € Qe U > 1mno anel Br,5(0) — Br(0). Entdo definimos p(x) como sendo qualquer

funcao continua que verifica

p- em  Bg(0),
plz) = pt em  Q— Bgys(0), (5.27)
p~ <p(x) <p" em  Bgrys(0) — Br(0).

Observe que U é uma solu¢do de nosso problema com expoente variavel p(z). De fato,
na regido Br(0) U (2 — Brys(0)), temos que p(z) = r(z) e que U é uma supersolucio de
nosso problema (5.1) com expoente varidvel 7(x). Portanto ¢ suficiente mostrar que U &

supersolugao no anel Br,s(0) — Br(0), com efeito

+ 777 ()

AT+TY < AT+ T =AT+T" <. (5.28)

Prova do Teorema 5.6. Os itens (i) e (ii) (parte (a)), seguem diretamente do Teorema
5.4. Mostraremos entdo a parte (b) do item (i7). Seja ug € Cy(€2). Primeiro observe que se

2; é um subdominio de €, entdo A;(2) < A\ (€2) e

s s
1+ <1+ 5.29
N =@ 29
Depois, defina o expoente variavel p(z) € C(£2) com a seguinte propriedade :
l<plx)=p <1+ , para todo x € . (5.30)

)\1(91)

Logo, do Lema 5.10, obtemos que o problema (5.1) com expoente variavel definido por (5.30),

e condigdo inicial uy € Cy(2) explode em tempo finito.

1+¢q n
<p,

M(©Q) "7

e O C RY com N > 2 tal que o problema (5.1) com f(t) = 1 para todo ¢t € [0,00) tem uma

Agora mostraremos que existe uma funcao p(x) € C(£2), talque, 1 < p~ < 1+

solucao global nao trivial.
Nossa meta é construir uma supersolucao estacionaria. Usaremos a supersolucao que se
encontra em [18| (exemplo2) com uma leve modificacdo. Sem perda de generalidade, podemos

assumir que 0 € €. Escolhemos R > 0 tal que x € Q) para todo |z| < R, e definimos o seguinte
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expoente descontinuo

* |z > R,
r(z) = pr lal (5.31)
P, |z <R,
onde p* > > 14 2 >1+ B > p~ > 1 (para Q suficientemente grande)
N_2 N T NQ) ‘

Na regido |z| > R com z € (2, considere a supersolu¢ao radial u,(x) = U,(|z|) da equacao
—Av =" em RY( veja [44] ). Onde

2

o= c=(a(N -2 — ). (5.32)

Ui(r) = cr e,
Na regido |z| < R consideramos a solugao radial de

—Aw =w”  em Bg(0),
w =cR™™ em 0Bg(0).

(5.33)

Entao, escolhendo R > 0 suficientemente pequeno, a funcao

_ w(|x|) x € Bgr(0),
S RO MO 51
U*(|z]) = € Q— Bg(0),
é uma supersolu¢ao de nosso problema (5.1) com r(x) como expoente (veja [18]). Como R > 0
é pequeno, U|0B(0) = cR™ e a > 0, por continuidade existe § > 0 tal que Br,5(0) C Qe

U > 1 no anel Bg,s(0) — Bg(0). Entdo, definimos p(x) como sendo qualquer fun¢io continua

que verifica
em BR<O),

em Q — Bgys(0), (5.35)

o
p(x) = 2
<p" em Bgr.s(0) — Bg(0).

p- <p(x)

Observe que U é uma solugdo de nosso problema com expoente variavel p(z). De fato,

na regiao Br(0) U (2 — Brys(0)), temos que p(z) = r(z) e que U é uma supersolucio de
nosso problema (5.1) com expoente variavel r(z), portanto é suficiente mostrar que U &

supersolucao no anel Br,s(0) — Br(0), de fato temos
AT+ T < AT+ T" =AT+T" <. (5.36)

O
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5.3 Segundo expoente critico de Fujita

Consideremos o seguinte problema parabolico

u—Au = f(HuP®  em RN x (0,7),

(5.37)
u(z,0) =up(z) >0 em Cy(RY),

onde Cy(R™Y) é o espaco das fungdes continuas e limitadas definidas em RY, f € C[0,0), e

p(z) € Cy(RY) tal que
0<p <p(z)<p" paratodo z €,

onde

p~ = inf p(z) p" =supp(z).
zefd e

No que segue, consideraremos os seguintes conjuntos :

I* = {¢ € Cy(RY):9p>0e limsup |z|"¢(z) < oo},

|z|—o00

I, = {WeGRY):yp>0e l|ir‘ninf 2| (x) > 0}.
T|—00
Nesta secao os nossos resultados sao os seguintes :

Teorema 5.11. Sejam p~ > 1 e f € C[0,00).

i.- Suponha que

t
lim sup ¢~z min{e N g min{eN) / f(o)do = oo. (5.38)
0

t—o00

FEntao, qualquer solu¢do v do problema (5.37) com condicdo inicial vy € 1, explode em tempo

finito, ou v explode em tempo infinito, isto €, limsup |[v(t)||e = c0™.

t—00

i11.- Suponha que
/ flo)o—zmin{aNp g minteN} g < oo, (5.39)
0

Entao, para qualquer wy € 1%, existe Ag > 0 constante dependendo de pt, p~, e wy, tais que,
para todo 0 < X\ < A, a solu¢ao u de (5.37) como condi¢ao inicial Awy € uma solugdo global

ndo trivial. Mais ainda, existe uma constante v > 0 tal que u(t) < (14 v)S(t)uo.
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Quando f(t) ~ t? para t suficientemente grande, obtemos o seguinte Corolario:

2
Corolario 5.12. Suponha que p~ > 1+ N e f(t) ~t? com q > —1, para t suficientemente

grande. Temos que
. 2q +2 N L N :
(i) Sea < e entdo qualquer solug¢do nao trivial e nao negativa v do problema (5.37)
p JE—
como condi¢cao inicial vg € 1,, explode em tempo finito ou explode em tempo infinito,
i.e. limsup ||v(t)||oo = 0.
t—>00
2q + 2

p~—1
p~ e wg tal que a solugao do problema (5.37) com condi¢ao inicial Awy € uma solugao

(i) Se < a, entdo para qualquer wy € 1%, existe A > 0 constante dependendo de p™,
global nao trivial, para todo 0 < X < A.

2q+2 29 + 2
a —_—
pt—1 pt—1

(iii) Se , entdo ecistem funcoes p(x) tal que todas as solugdes do

problema (5.37) com condigao inicial ug € I, explodem em tempo finito.

Na seguinte subsecao apresentamos algumas preliminares, e demonstramos o Teorema

5.11 e o Corolario 5.12.

5.3.1 Segundo expoente critico do problema (5.37)

Considerando

1 .
— s mina,N
t 2 , sea#n,

q(t;a,n) =

w2

t , Sea=n,
temos o seguinte
Lema 5.13. (i) [[S(t)uol|r=@~y) = O(q(t;a, N)), parat suficientemente grande, e qualquer ug €
I

(i) q(t;a, N) = O(||S(t)uo L= (rny)), parat suficientemente grande, e qualquer uy € I,.

(i1i) T = O(|[S(t)uo|| oo mny), parat suficientemente grande, e qualquer ug € Co(RM).
Prova: Para a demonstra¢ao veja Lema 2.12 de [25]. m

Agora definamos o cone €' da seguinte forma

Q' ={zg+0(a+y);0>0,ycRY ya=0,ly <R}, (5.40)
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onde 29,a € RN, a # 0, R > 0, e y.a é o produto escalar usual em R,
O seguinte resultado é devido a Souplet e Weissler, e serd muito importante para obter

resultado de explosao em tempo finito.

Teorema 5.14. Seja Q um dominio ilimitado de RN contendo um cone Y, f = constante =

1, e p(z) = p = constante > 1. Se existe uma constante C(Q') > 0 tal que, a condi¢do inicial

up € Co(R2) do problema (5.37) satisfaz

lim inf uo(ac)]ych’%1 > C(Q),

|| —o00,2e

entdo a solugcao u de (5.37) como condi¢ao inicial ug explode em tempo finito.

Prova: Para a demonstragdo veja Teorema 2 de [66], e para informagdes adicionais veja
[67].

OJ

Prova do Teorema 5.11. (i) Seja ug € I,. Do Lema 5.13 temos que para ¢ suficiente-

mente grande, existe uma constante C' > 0 tal que

thémin{tZ,N}pJ”r% min{a,N} S HS(t)ungil
Logo, de (5.38) temos

t
0o = Clim sup t—% min{a,N}er-i-% min{a,N} / f(U)dU,
0

t—o00

t
< Timsup [|S(t)uol / f(0)do.
t—o0 0

Portanto, do Teorema 5.4, obtemos o resultado desejado.
(ii) Seja wy € I tal que (5.39) é verdade. Do Lema 5.13 temos que para t suficientemente

grande, existe uma constante C' > 0 tal que

1S (t)wo|P, ! < Ot~z mindeNIp*+5 min{a,N}

logo, de (5.38) temos que
/ “S(O_)Hg;flf(a)da S / f(o_)af%min{a,N}p_+%min{a,N}dU < 0.
0 0

Portanto, do Teorema 5.4, obtemos a conclusao desejada.
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0
Prova do Coroldrio 5.12. Os itens (i) e (ii) sdo imediatos pelo Teorema 5.11. Mostra-
remos entao a veracidade do item (i77) no caso ¢ = 0.

Considere o expoente continuo p(z) > 0 tal que

p(z) = constante = p~ > 1 para todo z € Dg, = {x € RY : |2| > Ry > 0}

e <a< .

pt—1 p~—1

Temos que para ug € I, existe uma constante C; > 0 e Ry > 0 tal que uo(z) > Ci¢(z)
para todo © € Dg, = {z € R" : |2| > R;} onde ¢(z) = |z|™"

Considere a seguinte fun¢ao definida para todo x # 0 :

onde ¢ € C°(R") tal que 0 < ¢(z) < 1e

1, sel|z| > Ry+1,

0, se |z| < Ry,

¢(r) =

onde Ry > max{Ro, Ri}. Assim, temos que ug > Cy1(z) > C11)(x), e observe também que
Cy 1h/Dg, € Co(Dg,).
Agora considere o seguinte problema parabélico definido no dominio exterior Dy, = {z €
RN . |z| > Ry}
vy —Av =v” em Dg, x (0,7),
v =0 sobre ODg, x (0,T), (5.41)
0(0) = C1 ¢/D,,
onde 1’/;/DR2 ¢ uma restricao da funcao @Z no dominio exterior Dg,. Mostraremos que a
solucao v deste problema explode em tempo finito.

Consideremos o cone

U ={(Ro+Der+0(e;+y):0>0, ycRY, yey =0, |y| < R}

onde e; = (1,0,0,..,0) € RY.
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Note que |z| > Ry + 1, para todo x € Q. Logo Q) C Dg, e

lim inf ]x\f%l (J/DRQ) () = liminf ’95"’727‘17;@)

|x|— 00,2 |x|— 00,2

—  liminf |o|F ()
|x|— 00,2

2
= liminf Cslz|r~—1|z|™* > C;.
|z|—o00,2€M

Entéo, pelo Teorema 5.14 a solucdo v do problema (5.41) com condicdo inicial Cy ¢//Dp,
explode em tempo finito. Observe também que a solu¢ao u do problema
w(x,t) — Au(x,t) = (u(z,t)P@  em RY x (0,7),
u(z,0) =wugy € I,

é uma supersolu¢ao da solu¢ao v do problema (5.41) com condigao inicial C4 J/DRZ,. Portanto

u explode em tempo finito.
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