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RESUMO

Estudamos condições de existência e não existência de soluções globais para um sistema

acoplado de equações parabólicas não lineares e para um problema parabólico com expoente

variável. Em ambos os casos, consideramos um domínio arbitrário de RN com fronteira

regular e com condições de Dirichlet na fronteira. Como consequência destes resultados é

possível determinar o coe�ciente de Fujita destes problemas.

Palavras chaves: Sistemas parabólicos. Soluções globais. Soluções não globais. Expoente

de Fujita.



ABSTRACT

We study conditions for existence and non existence of global solutions for a nonlinear coupled

parabolic systems and for parabolic problem with variable exponent. In both cases, we

consider an arbitrary domain of RN with smooth boundary and Dirichlet condition on the

boundary. As consequence of these results is possible to determinate the Fujita's exponent

of ones.

Keywords: Parabolic sytems. Global solutions. Nonglobal solutions. Fujita's exponent.
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Capítulo 1

Introdução

A equação do calor e os sistemas destas equações modelam vários fenômenos do tipo

difusivo. Para mais detalhes sugerimos as referências [1], [2], [3], [4], [5], [6].

Estudos referentes à existência local de soluções para tais problemas são bem conhecidos.

É natural analisar condições sobre as quais as soluções são globais, e condições sobre as quais

a solução não é global.

Em [7], Meier considerou a seguinte equação parabólica semilinear
ut −∆u = h(t)up em Ω× (0, T ),

u = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

u(0) = u0 ≥ 0 em Ω,

(1.1)

onde p > 1, u0 é limitada, Ω ⊂ RN é um domínio limitado ou ilimitado com fronteira regular

e h ∈ C[0,∞). Ele estudou a existência do expoente crítico de Fujita p∗ de (1.1), ou seja, um

número tal que se 1 < p ≤ p∗, então toda solução branda u : [0, Tmax)→ C0(Ω) do problema

(1.1) explode em tempo �nito, isto é, Tmax <∞ e

lim sup
t→Tmax

‖u(t)‖∞ =∞,

e se p > p∗, então existe uma solução global não trivial do problema (1.1), isto é, Tmax =∞.

O valor Tmax é o tempo máximo de existência da solução.

Determinar o valor do expoente de Fujita do problema (1.1) e suas extensões tem sido

alvo de pesquisa de muitos matemáticos. Veja por exemplo [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13],

[14].
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O valor de p∗ depende do domínio Ω e da função h. Quando Ω = RN e h = 1, Fujita em

[9], mostrou que:

� Se 1 < p < 1 +
2

N
= p∗, então a única solução global de (1.1) é a solução nula.

� Se p > p∗, então existem soluções globais positivas.

Mais tarde, foi provado por outros autores, como por exemplo Weissler [13], Hayakawa

[15] e Kobayashi, Sirao e Tanaka [16], que se p = p∗, então o problema não possui soluções

globais não negativas.

A seguir damos mais alguns exemplos de valores de p∗:

(i) Para um cone Ω = {(r, θ); r > 0, θ ∈ D ⊂ SN−1} e h = 1, p∗ = 1 + 2/(N + γ+),

onde γ+ = −(N − 2)/2 +
√
w1 + (N − 2)2/4 e w1 é o menor autovalor de Dirichlet do

operador Laplace-Beltrami em D, veja [17].

(ii) Para Ω = RN
k = {x;xi > 0, i = 1, · · · , k} e h(t) ∼ tq para t grande, isto é, existem

constantes c0, c1 > 0 tais que c0t
q ≤ h(t) ≤ c1t

q para t grande, p∗ = 1+2(q+1)/(N+k),

veja [12].

(iii) Se h(t) ∼ eβt para t grande, β > 0 e Ω é limitado, então p∗ = 1 + β/λ1, onde λ1

é o primeiro autovalor do operador Laplaciano em Ω com condições de Dirichlet na

fronteira, veja [7].

Meier mostrou que existe uma conexão entre o valor de p∗ e o comportamento assintó-

tico da solução do problema linear homogêneo correspondente a (1.1). Especi�camente, ele

mostrou que se h(t) ∼ tq para t grande com q > −1, então

p∗ = 1 +
q + 1

µ∗
, (1.2)

onde µ∗ = sup{µ > 0; existe u0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0 tal que lim
t→∞

sup tµ‖S(t)u0‖∞ < ∞}, e

(S(t))t≥0 é o semigrupo do calor no domínio Ω.

Para obter a identidade (1.2), Meier utilizou o seguinte resultado, que é provado usando

uma supersolução e uma subsolução especí�cas do problema (1.1).

Teorema 1 (Meier [7]). Sejam p > 1 e h ∈ C[0,∞).
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(i) Se existe u0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0, u0 6= 0 tal que∫ ∞
0

h(σ)‖S(σ)u0‖p−1
∞ dσ <∞,

então existem soluções globais não triviais e positivas do problema (1.1).

(ii) Se

lim
t→∞

sup ‖S(t)u0‖p−1
∞

∫ ∞
0

h(σ)dσ =∞,

para todo u0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0, u0 6= 0, então cada solução não trivial e não negativa de

(1.1) explode em tempo �nito.

Em 2012, R. Ferreira, A. de Pablo, M. Prez-LLanos, e J.D. Rossi [18], estudaram o

expoente crítico de Fujita p∗ do seguinte problema com expoente variável ut −∆u = up(x) em RN × (0, T ),

u(x, 0) = u0 ≥ 0 em RN ,
(1.3)

onde p(x) e u0(x) são funções contínuas e limitadas. A função p é também conhecida como

expoente variável.

Considerando

p− = inf
x∈RN

p(x) e p+ = sup
x∈RN

p(x)

eles mostraram o seguinte resultado que estende os resultados obtidos por Fujita [9].

Teorema 2 ([18]). Seja p uma função contínua e limitada de�nida em RN tal que p(x) > 1

para todo x ∈ RN .

(i) Se p− > 1 +
2

N
, então existem soluções globais não triviais do problema (1.3).

(ii) Se p+ < 1 +
2

N
, então todas as soluções do problema (1.3) explodem em tempo �nito.

(iii) Se p− < 1 +
2

N
< p+, então existem funções p(x) tal que o problema (1.3) tem soluções

globais não triviais, e funções p(x) tal que todas as soluções com condição inicial u0 ∈

Cb(RN) explodem em tempo �nito.
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O resultado do Teorema 2 foi pioneiro no contexto de coe�ciente de Fujita para expoente

variável. Este trabalho é uma continuação do trabalho preliminar de explosão em tempo

�nito obtido por J. P. Pinasco [19] em 2009, para domínios limitados. Os problemas com

expoente variável tem sido motivo de intensa pesquisa nos últimos anos, por exemplo temos

os seguintes trabalhos [20], [21], [22], [23], e o livro [24] e as referências contidas nele.

Seguindo a linha de expoente crítico, temos o trabalho realizado por T. Y. Lee e W. Ni no

ano de 1992. Eles encontraram um novo expoente crítico, que depois na literatura matemática

foi batizado como segundo expoente crítico de Fujita ou no contexto do artigo [18] chamado

de terceiro expoente crítico. Neste caso, o valor crítico depende do comportamento assintótico

das condições iniciais. Mais especi�camente, eles estudaram o seguinte problema ut −∆u = up em RN × (0, T ),

u(0) = λΨ ≥ 0 em RN ,
(1.4)

onde u(0) ∈ Cb(RN), p > 1, e Ψ pertence a um dos seguintes conjuntos

Ia =

{
Ψ ∈ Cb(RN) : Ψ ≥ 0 e lim sup

|x|→∞
|x|aΨ(x) <∞

}
,

Ia =

{
Ψ ∈ Cb(RN) : Ψ ≥ 0 e lim inf

|x|→∞
|x|aΨ(x) > 0

}
,

onde a ≥ 0. Com esses conceitos temos o seguinte resultado

Teorema 3 ([25]). Seja p > 1 +
2

N
.

(i) Se a >
2

p− 1
, então para qualquer Ψ ∈ Ia existe Λ0 > 0 dependendo de p, N , e Ψ, tal

que o problema (1.4) tem soluções globais não triviais, para todo λ < Λ0.

(ii) Se a <
2

p− 1
, então todas as soluções do problema (1.4) com condição inicial λΨ ∈

Cb(RN) explodem em tempo �nito.

O valor a∗ =
2

p− 1
obtido no Teorema 3 é conhecido como o segundo valor crítico de

Fujita.

O objetivo principal deste trabalho é estender os resultados obtidos por Meier para siste-

mas acoplados não lineares em domínios arbitrários. Isto também será feito para o problema
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com expoente variável. Também obtemos o segundo expoente crítico de Fujita ou dito tam-

bém de terceiro expoente crítico para o problema (1.4) com expoente variável p = p(x).

Apenas para destacar, este trabalho é o primeiro a ser feito para a equação do calor com

expoente variável.

A seguir descreveremos de maneira mais especí�ca os resultado contidos neste trabalho.

No primeiro momento, vamos estender os resultados do Teorema 1, para um sistema

acoplado. Daremos condições que garantem a existência global ou explosão num tempo

�nito de soluções não negativas do seguinte problema:

ut −∆u = f(t)vp em Ω× (0, T ),

vt −∆v = f(t)uq em Ω× (0, T ),

u = v = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

u(0) = u0 ≥ 0 v(0) = v0 ≥ 0 em Ω,

(1.5)

onde Ω ⊂ RN é um domínio arbitrário, f ∈ C[0,∞) é uma função contínua u0, v0 ∈ C0(Ω),

e p ≥ q ≥ 1 com pq > 1.

Nesta situação nosso principal resultado é:

Teorema 4. Sejam p ≥ q ≥ 1 com pq > 1 e f ∈ C[0,∞).

(i) Se

lim
t→∞

sup ‖S(t)u0‖
pq−1
p+1
∞

∫ t

0

f(σ)dσ =∞,

para todo u0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0, u0 6= 0, então cada solução não trivial e não negativa de

(1.5) explode em tempo �nito.

(ii) Se existe w0 ∈ C0(Ω), w0 ≥ 0, w0 6= 0 tal que∫ ∞
0

f(σ)‖S(σ)w0‖
pq−1
p+1
∞ dσ <∞,

então (u0, v0) ∈ [C0(Ω)]2, u0, v0 ≥ 0 existem tal que a correspondente solução positiva

de (1.5) com condição inicial (u0, v0) é global e não trivial.

No segundo momento, estamos interessados em estudar condições que garantem existência
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global ou explosão em tempo �nito das soluções não negativas do seguinte sistema acoplado

ut −∆u = f(t)(ur + vp) em Ω× (0, T ),

vt −∆v = f(t)(uq + vs) em Ω× (0, T ),

u = v = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

u(0) = u0 ≥ 0 v(0) = v0 ≥ 0 em Ω,

(1.6)

onde Ω ⊂ RN é um domínio arbitrário, f ∈ C[0,∞) é uma função contínua, u0, v0 ∈ C0(Ω),

e p, q, r, s ≥ 1.

Para esse sistema obtemos o seguinte resultado:

Teorema 5. Sejam r, s > 1, p, q ≥ 1 com pq > 1 e f ∈ C[0,∞).

1. Se alguma das seguintes condições

(a) lim sup
t→∞

‖S(t)u0‖r−1
∞

∫ t

0

f(σ)dσ =∞,

(b) lim sup
t→∞

‖S(t)u0‖
pq−1
p+1
∞

∫ t

0

f(σ)dσ =∞,

(c) lim sup
t→∞

‖S(t)u0‖s−1
∞

∫ t

0

f(σ)dσ =∞,

(d) lim sup
t→∞

‖S(t)u0‖q(s−1)
∞

(∫ t
2

0

f(σ)dσ

)s−1 ∫ t

t
2

f(σ)dσ =∞,

é válida para todo u0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0, u0 6= 0, então qualquer solução não trivial do

problema (1.6) explode em tempo �nito.

2. Se existe w0 ∈ C0(Ω), w0 ≥ 0, w0 6= 0 que satisfaz alguma das seguintes condições

(a)

∫ ∞
0

h(σ)‖S(σ)w0‖r−1
∞ dσ <∞,

(b)

∫ ∞
0

h(σ)‖S(σ)w0‖
pq−1
p+1
∞ dσ <∞,

(c)

∫ ∞
0

h(σ)‖S(σ)w0‖s−1
∞ dσ <∞,

(d)

∫ ∞
0

h(σ)‖S(σ)w0‖
q s−1

s∞ dσ <∞,

então, existe (u0, v0) ∈ [C0(Ω)]2 com u0, v0 ≥ 0 tal que a correspondente solução do

problema (1.6) é uma solução global não negativa.
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É bom mencionar que os resultados dos Teoremas 4 e 5 formam parte de um artigo que

publicamos no periódico Journal of Mathematical Analysis and Applications em 2015,( veja

[26]). Nesta Tese apresento um método distinto, neste novo método o Teorema de Sard não

é utilizado.

Num terceiro momento, mencionamos o trabalho feito em parceria com Crislene Santos,

para o seguinte problema

ut −∆u = f(t)urvp em Ω× (0, T ),

vt −∆v = g(t)uqvs em Ω× (0, T ),

u = v = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

u(0) = u0 ≥ 0, v(0) = v0 ≥ 0 em Ω,

(1.7)

onde Ω ⊂ RN é limitado ou ilimitado, com fronteira ∂Ω regular, u0, v0 ∈ C0(Ω), r, s, p, q > 0

e f, g ∈ C[0,∞).

Nosso primeiro resultado para o problema (1.7), é o seguinte

Teorema 6. Sejam f, g ∈ C[0,∞), r, s, p, q > 0 tais que r + p ≤ q + s e r > 1.

(i) Se todo z0 ∈ C0(Ω), z0 ≥ 0, z0 6= 0 satisfaz a seguinte condição,

lim sup
t→∞

‖S(t)z0‖p+r−1
∞

∫ t

0

min{f(σ), g(σ)}dσ =∞, (1.8)

então qualquer solução não trivial de (1.7), com condição inicial (u0, v0) ∈ [C0(Ω)]2

satisfazendo u0, v0 ≥ w0 para algum w0 ∈ C0(Ω), w0 ≥ 0, w0 6= 0, é uma solução não

global.

(ii) Se existe w0 ∈ C0(Ω), w0 ≥ 0, w0 6= 0, tal que∫ ∞
0

max{f(σ), g(σ)}‖S(σ)w0‖p+r−1
∞ dσ <∞, (1.9)

então existe uma condição inicial (u0, v0) ∈ [C0(Ω)]2, u0 ≥ 0, v0 ≥ 0, tal que a corres-

pondente solução de (1.7) é uma solução global.

Nosso segundo resultado para o problema (1.7), é o seguinte

Teorema 7. Seja f, g ∈ C[0,∞), r, s, p, q > 0 tais que 1 < r + p ≤ q + s, 0 < r < 1, e

β = −1 + q − r
D

com D = (1− r)(1− s)− pq.
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(i) Se para todo z0 ∈ C0(Ω), z0 ≥ 0, z0 6= 0 cumpre-se

lim sup
t→∞

‖S(t)z0‖1/β
∞

∫ t

0

h(σ)dσ =∞. (1.10)

Então qualquer solução não trivial do problema (1.7), que tenha condição inicial (u0, v0) ∈

[C0(Ω)]2 que satisfaz u0 ≥ w0, v0 ≥ w0 para algum w0 ∈ C0(Ω), w0 ≥ 0, w0 6= 0, é uma

solução não global.

(ii) Suponha que s < p+ 1 e que existe w0 ∈ C0(Ω), w0 ≥ 0, w0 6= 0 satisfazendo∫ ∞
0

h(σ)‖S(σ)w0‖1/β
∞ dσ <∞. (1.11)

Então, existe uma condição inicial (u0, v0) ∈ [C0(Ω)]2, u0, v0 ≥ 0 tal que a correspon-

dente solução do problema (1.7) é uma solução global não trivial.

Num quarto momento, estamos interessados em obter resultados semelhantes ao de Meier,

Teorema 1, e ao trabalho de R. Ferreira, A. de Pablo, M. Prez-LLanos, e J.D. Rossi, Teorema

2, para o seguinte problema com expoente variável
ut −∆u = f(t)up(x) em Ω× (0, T ),

u = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0 ≥ 0 em Ω,

(1.12)

onde Ω ⊂ RN é um domínio arbitrário com fronteira regular, p(x) é uma função contínua e

limitada, u0(x) ∈ C0(Ω) .

Considerando

p− = inf
x∈RN

p(x) e p+ = sup
x∈RN

p(x),

obtemos os seguintes resultados

Teorema 8. Suponha que p ∈ C(Ω) limitada e f ∈ C[0,∞).

1. Se p+ > 1 e

lim sup
t→∞

‖S(t)u0‖p
+−1
∞

∫ t

0

f(σ)dσ =∞ (1.13)

para todo u0 ∈ C0(Ω). Então, qualquer solução não trivial do problema (1.12) ex-

plode em tempo �nito ou é uma solução global que explode em tempo in�nito, isto é,

lim sup
t→∞

‖v(t)‖∞ =∞.
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2. Suponha que existe w0 ∈ C0(Ω), w0 ≥ 0, w0 6= 0 satisfazendo∫ ∞
0

f(σ)‖S(σ)w0‖p
−−1
∞ dσ <∞. (1.14)

Então, existe uma constante Λ > 0, dependendo de p+ e p−, tal que para 0 < λ < Λ

a solução u de (1.12) com condição inicial λw0 é uma solução global não trivial. Mais

ainda, existe uma constante γ > 0 tal que u(t) ≤ (1 + γ)S(t)u0.

Quando f(t) ∼ tq para t su�cientemente grande obtemos o seguinte resultado:

Teorema 9. Suponha f(t) ∼ tq com q > −1, para t su�cientemente grande.

(i) Se 1 < p+ < 1 +
q + 1

µ∗
, então qualquer solução não trivial e não negativa do problema

(1.12) explode em tempo �nito ou é uma solução global que explode em tempo in�nito.

(ii) Para p+ > 1 +
q + 1

µ∗
, há duas situações:

(a) Se p− > 1 +
q + 1

µ∗
, então existe u0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0 tal que a correspondente

solução do problema (1.12) é uma solução global não trivial.

(b) Se p− < 1 +
q + 1

µ∗
, então existem funções p tais que todas as soluções do problema

(1.12) explodem em tempo �nito , e existem funções p tal que o problema (1.12)

tem uma solução global não trivial.

Quando f(t) ∼ etβ(β > 0) para t su�cientemente grande temos o seguinte resultado:

Teorema 10. Suponha que Ω é limitado e f(t) ∼ eβt para t su�cientemente grande.

(i) Se 1 < p+ < 1 +
β

λ1(Ω)
, então qualquer solução não trivial e não negativa do problema

(1.12) explode em tempo �nito ou explode em tempo in�nito.

(ii) Quando p+ > 1 +
β

λ1(Ω)
, nós temos duas situações:

(a) Se p− > 1 +
β

λ1(Ω)
, então existe u0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0 tal que a correspondente

solução do problema (1.12) é uma solução global não trivial.

(b) Se p− < 1+
β

λ1(Ω)
, então existem funções p tais que todas as soluções do problema

(1.12) explodem em tempo �nito, e existem funções p tal que o problema (1.12)

tem uma solução global não trivial.
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Num quinto momento, estamos interessados em obter resultados semelhantes ao de T.

Y. Lee e W. Ni, Teorema 3, para o caso de expoente variável; mais especi�camente temos o

seguinte problema a estudar ut −∆u = up(x) em RN × (0, T ),

u(x, 0) = λu0 ≥ 0 em RN ,
(1.15)

onde u(x, 0) ∈ Cb(RN), e p > 1. Considerando os seguintes conjuntos, para a ≥ 0

Ia =

{
Ψ ∈ Cb(RN) : Ψ ≥ 0 e lim sup

|x|→∞
|x|aΨ(x) <∞

}
,

Ia =

{
Ψ ∈ Cb(RN) : Ψ ≥ 0 e lim inf

|x|→∞
|x|aΨ(x) > 0

}
,

obtemos os seguintes resultados importantes

Teorema 11. Sejam p− > 1 e f ∈ C[0,∞).

1. Suponha que

lim sup
t→∞

t−
1
2

min{a,N}p++ 1
2

min{a,N}
∫ t

0

f(σ)dσ =∞. (1.16)

Então, qualquer solução v do problema (1.15) com condição inicial v0 ∈ Ia explode em

tempo �nito, ou explode em tempo in�nito, isto é, lim sup
t→∞

‖v(t)‖∞ =∞+.

2. Suponha que ∫ ∞
0

f(σ)σ−
1
2

min{a,N}p−+ 1
2

min{a,N}dσ <∞. (1.17)

Então, para qualquer w0 ∈ Ia, existe uma constante Λ0 > 0 dependendo de p+, p−, e

w0 tais que, para todo 0 < λ < Λ, a solução u de (1.15) como condição inicial λw0

é uma solução global não trivial. Mais ainda, existe uma constante γ > 0 tal que

u(t) ≤ (1 + γ)S(t)u0.

Quando f(t) ∼ tq para t su�cientemente grande, obtemos o seguinte Teorema.

Teorema 12. Suponha que p− > 1 +
2

N
, e f(t) ∼ tq com q > −1, para t su�cientemente

grande.
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1. Se a <
2q + 2

p+ − 1
, então qualquer solução não trivial e não negativa v do problema (1.15)

como condição inicial v0 ∈ Ia, explode em tempo �nito ou explode em tempo in�nito,

i.e. lim sup
t−→∞

‖v(t)‖∞ =∞.

2. Se
2q + 2

p− − 1
< a, então para qualquer w0 ∈ Ia, existe uma constante Λ > 0 dependendo

de p+, p−, e w0 tal que a solução do problema (1.15) com condição inicial λw0 é uma

solução global não trivial, para todo 0 < λ < Λ.

3. Se
2q + 2

p+ − 1
< a <

2q + 2

p+ − 1
, então existem funções p(x) tais que todas as soluções do

problema (1.15) com condição inicial u0 ∈ Ia explodem em tempo �nito.

Nosso trabalho está dividido da seguinte maneira. No Capítulo 1, introduzimos algumas

notações e resultados preliminares. No Capítulo 2, analisamos a existência global e explo-

são de soluções não negativas dos problemas parabólicos (1.5), e (1.6). Esse resultado foi

publicado no Journal of Mathematical Analysis and Applications, em 2015 com o título On

the critical exponent for some semilinear reaction-di�usion systems on general domains. No

Capítulo 3, apresentamos resultados de existência de soluções globais e de soluções que ex-

plodem num tempo �nito para o sistema (1.7), os resultados deste Capítulo formam parte

de um trabalho que já foi submetido para publicação no Journal of Di�erential Equations.

No Capítulo 4, analisamos a existência global e explosão de soluções não negativas do pro-

blema parabólico com expoente variável (1.12), e estudamos o segundo expoente crítico de

Fujita para soluções não negativas do problema parabólico com expoente variável (1.15). Os

resultados deste último Capítulo farão parte de um artigo que será submetido em breve.
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Capítulo 2

Conceitos preliminares

Este Capítulo tem como principal objetivo inserir a linguagem e os conceitos básicos, bem

como um pouco da notação que utilizaremos no restante do trabalho. Para mais detalhes,

veja as referências [27, 28, 29, 30].

2.1 De�nições básicas e notações

Seja Ω ⊆ RN um domínio, N ≥ 1.

De�nição 2.1. Dizemos que uma função f : Ω→ R é Lipschitz (ou Lipschitziana) se existe

uma constante L > 0 tal que

|f(x)− f(y)| ≤ L‖x− y‖, ∀ x, y ∈ Ω.

De�nição 2.2. Dizemos que uma função f : Ω → R é localmente Lipschitz se para cada

x ∈ Ω, existir uma vizinhança do ponto x, Vx, tal que f |Vx é Lipschitz.

Denotaremos por Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, o espaço das funções reais u de�nidas em Ω

mensuráveis tais que |u|p é integrável (à Lebesgue) em Ω, ou seja,

Lp =

{
u : Ω→ R, u mensurável e

∫
Ω

|u(x)|pdx <∞
}
.

Além disso, Lp(Ω) equipado com a norma

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
)1/p

,
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é um espaço de Banach.

No caso p =∞, precisamos do seguinte conceito

De�nição 2.3. Dizemos que uma função u mensurável em Ω é essencialmente limitada em

Ω se existe uma constante C ∈ R+ tal que |u(x)| ≤ C quase sempre (q.s.) em Ω, ou seja,

|u(x)| ≤ C exceto, possivelmente, para x pertencente a algum subconjunto de Ω com medida

nula.

Denotaremos por L∞(Ω) o espaço das funções u mensuráveis em Ω que são essencialmente

limitadas em Ω.

Chama-se de supremo essencial de u ao ín�mo do conjunto

{C ∈ R+; |u(x)| ≤ C q.s. em Ω},

e denotamos por

sup
x∈Ω

ess|u(x)|.

Temos que L∞(Ω) munido com a norma

‖u‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess|u(x)|

é um espaço de Banach.

Denotamos por Cb(Ω) o espaço das funções contínuas e limitadas de�nidas em Ω, com

valores em R.

De�nição 2.4. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Denotamos por Lploc(Ω) o conjunto das funções u : Ω→ R

tais que u|K ∈ Lp(K) para todo compacto K ⊂ Ω.

Denotamos por D(Ω) o conjunto de todas as funções com valores reais, de�nidas em Ω,

de classe C∞ que tem suporte compacto (ou seja, fora de um domínio compacto as funções

se anulam) equipado com a topologia da convergência uniforme de todas as derivadas sobre

subconjuntos compactos de Ω.

Consideremos os espaços de Sobolev usuais

Wm,p = {f ∈ Lp(Ω) : ‖Dαf‖Lp(Ω) < +∞, para todo 0 ≤ |α| ≤ m},
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onde α = (α1, α1, · · · , αN) ∈ NN , m é um inteiro não negativo e 1 ≤ p ≤ ∞.

Aqui temos que Dα é o operador derivação de ordem α de�nido por

∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂x

αN
N

,

onde |α| =
N∑
i=1

αi.

Para 1 ≤ p <∞, de�nimos a norma de u ∈ Wm,p(Ω) por

‖u‖m,p =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|pdx

1/p

.

Para p =∞, temos

‖u‖m,∞ =
∑
|α|≤m

sup
x∈Ω

ess|Dαu(x)|.

Denotamos porWm,p
0 (Ω) o fecho deD(Ω) emWm,p(Ω) e porW−m,p

0 (Ω) o dual ( topológico)

deWm,p
0 (Ω). Quando p = 2 escrevemos Hm(Ω) = Wm,2(Ω), Hm

0 (Ω) = Wm,2
0 (Ω), e H−m(Ω) =

W−m,2(Ω). No caso em que m = 0 temos que W 0,p(Ω) = Lp(Ω).

Um espaço que será muito utilizado neste trabalho é o conjunto C0(Ω) o qual representa

o fecho de D(Ω) em L∞(Ω).

O próximo resultado caracteriza o espaço C0(Ω)

Teorema 2.5. O espaço C0(Ω) é o conjunto das funções u ∈ C(Ω) = {u : Ω→ R/u é contínua}

que veri�cam as seguintes propriedades:

(i) u(x) = 0, para todo x ∈ ∂Ω;

(ii) Dado ε > 0, existe M <∞ tal que |u(x)| ≤ ε para todos x ∈ Ω tais que |x| ≥M.

Prova: Para a demonstração veja o apêndice de [31], Lema A.3.48.

�

Observação 2.6. (i) Quando Ω é um domínio limitado, temos que

C0(Ω) = {u ∈ C(Ω) : u|∂Ω = 0}.
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(ii) Se Ω é ilimitado, então C0(Ω) é o conjunto das funções u ∈ C(Ω), que se anulam sobre

a fronteira ∂Ω tais que|u(x)| → 0 quando |x| → ∞, x ∈ Ω.

Sejam I um intervalo na reta e X um espaço de Banach com a norma ‖ . ‖X .

De�nição 2.7. Seja p ∈ [1,∞] e I um intervalo de reta. De�nimos por Lp(I,X) o conjunto

de todas as funções mensuráveis f : I → X tais que a função t→ ‖f(t)‖X pertence a Lp(I).

Para f ∈ Lp(I,X), de�nimos no caso 1 ≤ p <∞

‖f‖Lp(I,X) =

{∫
I

‖f(t)‖pX
} 1

p

,

no caso p =∞ de�nimos

‖f‖Lp(I,X) = sup
t∈I

ess‖f(t)‖X .

Denotamos por:

(i) Ck(I;X), o espaço formado pelas funções que são k vezes continuamente diferenciáveis

sobre I com valores em X.

(ii) D(I;X), o conjunto de todas as funções f : I → X com suporte compacto em I,

equipado com a topologia da convergência uniforme de todas as derivadas sobre subin-

tervalos compactos de I.

(iii) Lploc(I;X), o espaço das funções mensuráveis f : I → X tais que f |J ∈ Lp(J ;X) para

qualquer subintervalo limitado J de I.

(iv) C0(I;X), o fecho do conjunto D(I;X) em L∞(I;X).

2.2 Semigrupos

De�nição 2.8. Um semigrupo de operadores lineares em um espaço de Banach X é uma

família (S(t))t≥0 tal que

� S(0) = IX ;
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� S(s+ t) = S(s)S(t), para todo t, s ≥ 0.

Se, além disso,

� lim
t→0
‖S(t)− IX‖ = 0, diremos que o semigrupo é uniformemente contínuo;

� lim
t→0
‖S(t)x− x‖ = 0, para cada x ∈ X, diremos que o semigrupo é fortemente contínuo

ou que é um C0 semigrupo.

De�nição 2.9. Seja (S(t))t≥0 um semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares.

Seu gerador in�nitesimal é o operador L de�nido por L : D(L) ⊂ X → X, onde

D(L) =

{
x ∈ X; lim

t↓0

S(t)x− x
t

existe

}
,

Lx = lim
t↓0

S(t)x− x
t

, para todo x ∈ D(L).

Agora vamos citar alguns resultados sobre a teoria de semigrupos. Para maiores detalhes

veja [30].

Seja (S(t))t≥0 um semigrupo fortemente contínuo e A o seu gerador in�nitesimal. Temos

que:

� Existem M ≥ 1 e β tais que

‖S(t)‖ ≤Meβt, para todo t ≥ 0.

� Para x ∈ D(A), S(t)x ∈ D(A), temos

d

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

Considere o problema de Chauchy da forma
d

dt
u(t) = Au(t),

u(0) = u0,

onde A : D(A) ⊂ X → X é um gerador de C0 − semigrupo.

A teoria de semigrupos está associado ao estudo desse problema. Mais precisamente,

temos que o semigrupo (S(t))t≥0 é o operador solução desse problema, ou seja, para cada

u0 ∈ X, t→ S(t)u0 é uma solução.
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De�nição 2.10. Seja (S(t))t≥0 um semigrupo fortemente contínuo. Dizemos que (S(t))t≥0 é

uniformemente limitado se ‖S(t)‖ ≤ M, M ≥ 1. Quando ‖S(t)‖ ≤ 1 dizemos que (S(t))t≥0

é um semigrupo de contração.

Teorema 2.11 (Hille-Yosida). Suponha que A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear.

Então as seguintes a�rmações são equivalentes:

(i) A é o gerador in�nitesimal de um semigrupo de contração (S(t))t≥0.

(ii) A é um operador linear fechado, densamente de�nido cujo conjunto resolvente contém

(0,∞) e

‖(λI − A)−1‖ ≤ 1

λ
.

Prova: Ver demonstração em [30, Teorema 3.1, p.8].

�

2.3 Equação do Calor

Seja Ω ⊂ RN um subconjunto aberto com fronteira ∂Ω regular.

A equação do calor homogênea é a seguinte equação

∂u

∂t
−∆u = 0, (x, t) ∈ Ω× [0,∞),

onde ∆ =
N∑
i=1

∂2

∂x2
i

designa o operador Laplaciano.

Consideremos o seguinte problema de valor inicial e de fronteira
∂u

∂t
(x, t)−∆u(x, t) = 0 em Ω× [0,∞),

u(x, t) = 0 sobre ∂Ω× [0,∞),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.

(2.1)

Este problema é conhecido como equação do calor homogênea com condição de Dirichlet

na fronteira.

É bem conhecido, para o problema (2.1), onde Ω ⊂ RN com fronteira ∂Ω regular, que:

� Para u0 ∈ H−1(Ω), existe uma solução u ∈ D(∆) = H1
0 (Ω).
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� Para u0 ∈ Lp(Ω), temos o seguinte:

� Se p = 2, então existe uma solução u ∈ D(∆) = {u ∈ H1
0 (Ω); ∆u ∈ L2(Ω)}.

� Se 1 < p <∞, então existe uma solução u ∈ D(∆) = W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω).

� Se p = 1, temos que existe uma solução u ∈ {u ∈ W 1,1
0 (Ω); ∆u ∈ L1(Ω)}.

� Se p =∞, então existe uma solução u ∈ {u ∈ L∞(Ω) ∩H1
0 (Ω); ∆u ∈ L∞(Ω)}.

� Para u0 ∈ C0(Ω), o problema possui uma solução u ∈ {u ∈ C0([0,∞),Ω); ∆u ∈ C0(Ω)}

da forma u = S(t)u0, onde (S(t))t≥0 é conhecido como semigrupo do calor em C0(Ω).

Ademais, temos um resultado técnico que será usado nos seguintes capítulos.

Teorema 2.12. Assuma que u0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0. Se p ≥ 1, então [S(t)u0]p ≤ S(t)up0 . Se

0 < p < 1, então [S(t)u0]p ≥ S(t)up0.

Prova: Por densidade, é possível assumir que u0 ∈ D(Ω). Se w(t) = [S(t)u0]p para todo

t ≥ 0, temos que wt − ∆w = −p(p − 1)[S(t)u0]p−2‖∇S(t)u0‖2 ≤ 0, portanto o resultado se

segue pelo princípio do máximo quando p > 1.

Agora, assuma que 0 < p < 1. Desde que up0 ∈ C0(Ω), a conclusão se segue como no caso

anterior trocando p por
1

p
.

�

2.4 A equação do calor não linear

Consideramos agora o seguinte problema
du

dt
(t) = ∆u+ f(u), em Ω× (0, T ),

u = 0, sobre ∂Ω× (0, T ),

u(0) = u0, em Ω,

(2.2)

onde Ω ⊂ RN é um aberto com fronteira ∂Ω regular e f : R → R é uma função localmente

Lipschitz. Temos os seguintes resultados.

Teorema 2.13 ([31], [32]). Dado u0 ∈ L∞(Ω), existe uma única solução integral u do pro-

blema (2.2)

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)f(u(s))ds (2.3)
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de�nida num intervalo maximal [0, Tmax), e u ∈ L∞(Ω × (0, Tmax)). Além disso, vale uma

das seguintes alternativas:

(i) Tmax =∞, e neste caso dizemos que a solução é global;

(ii) Tmax < ∞ e lim sup
t→Tmax

‖u(t)‖L∞(Ω) = +∞ , e neste caso dizemos que a solução explode

num tempo �nito.

Teorema 2.14 (Princípio de Comparação [32]). Suponhamos que f : R → R é localmente

Lipschitz e que u(x, t), u(x, t) são funções suaves em Ω × (0, T ) tais que u, u ∈ L∞(Ω ×

(0, T )) ∩ C([0, T ), L2(Ω)) e ut −∆u ≥ f(u) em Ω× (0, T ),

ut −∆u ≤ f(u) em Ω× (0, T ).
(2.4)

Então u(x, t) ≥ u(x, t) para todo (x, t) ∈ Ω× (0, T ).

2.5 Sistema parabólico não linear

Vamos considerar o seguinte sistema de equações parabólicas não lineares

ut −∆u = f(u, v) em Ω× (0, T ),

vt −∆v = g(u, v) em Ω× (0, T ),

u = v = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

u(0) = u0, v(0) = v0 em Ω,

(2.5)

onde Ω ⊂ RN é um subconjunto aberto com fronteira ∂Ω regular, f, g : R → R são funções

contínuas e (u0, v0) ∈ (L∞(Ω))2.

De�nição 2.15. Um par de funções (u, v) é dito solução de (2.5) em [0, T ), T ≤ ∞ se

(u, v) ∈ (L∞(Ω× (0, T )))2 e satisfaz
u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− σ)f(u(σ), v(σ))dσ,

v(t) = S(t)v0 +

∫ t

0

S(t− σ)g(u(σ), v(σ))dσ,

(2.6)

para todo t ∈ [0, T ), onde S(t) é o semigrupo do calor.
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Quando f(u, v) = urvp e g(u, v) = uqvs, onde p, q, r, s são números não negativos, e

(u0, v0) ∈ (L∞(Ω))2 tal que u0 ≥ 0 e v0 ≥ 0, temos então que existe uma solução de (2.5)

de�nida em um intervalo [0, T ), e se (u0, v0) 6= (0, 0), então a solução é única (veja [29]).

Dizemos que o sistema (2.5) é completamente acoplado quando fv(u, v) 6= 0 e gu(u, v) 6= 0

para u, v > 0. Caso contrário, dizemos que o sistema é incompletamente acoplado.

No caso em que f(u, v) = urvp e g(u, v) = uqvs, temos que o sistema é completamente

acoplado se, e somente se p.q > 0

Teorema 2.16 ([29], Lema 2.1). Sejam f e g contínuas. Então (2.5) tem solução não

negativa de�nida no intervalo [0, T ). Se f e g são localmente Lipschitz, então a solução

é única em L∞(Ω × (0, T )) e a aplicação (u0, v0) → (u(t), v(t)) de (L∞(Ω))2 em (L∞(Ω ×

(0, T )))2 é contínua. Além disso, (u, v) pode ser extendida ao intervalo maximal [0, Tmax) e

ocorre uma das seguintes condições : Tmax =∞ ou Tmax <∞ e lim sup
t→Tmax

(‖u(t)‖∞+‖v(t)‖∞) =

∞.

De�nição 2.17. Dizemos que um par de funções não negativas (u, v) ∈ (L∞(Ω× (0, T )))2 é

uma supersolução de (2.5) se

ut −∆u ≥ f(u, v) em Ω× (0, T ),

vt −∆v ≥ g(u, v) em Ω× (0, T ),

u ≥ 0, v ≥ 0 em ∂Ω× (0, T ),

u(0) ≥ u0, v(0) ≥ v0.

(2.7)

Subsoluções são de�nidas analogamente, invertendo as desigualdades.

Assumindo que f e g são funções contínuas que satisfazem

f(x, y) ≥ f(x′, y′), g(x, y) ≥ g(x′, y′) para todo 0 ≤ x′ ≤ x e 0 ≤ y′ ≤ y. (2.8)

Temos o seguinte resultado:

Teorema 2.18 ([29], Lema 2.2). Seja (u, v) uma supersolução de (2.5) em (0, T ). Então

existe uma solução (u, v) de (2.5) em [0, T ) tal que u ≤ u, v ≤ v. Além disso, se (u, v) é

uma subsolução de (2.5) em [0, T ) veri�cando u ≤ u, v ≤ v, então existe uma solução (u, v)

de�nida em [0, T ) tal que u ≤ u ≤ u, v ≤ v ≤ v.
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Corolário 2.19 ([29], Corolário 2.3). Assuma que f e g são funções localmente Lipschitz

satisfazendo (2.8) e seja (u, v) solução de (2.5) em (0, T ).

(i) Se (u, v) é a supersolução de (2.5) em (0, T ), então u ≤ u e v ≤ v em Ω× (0, T ).

(ii) Se (u, v) é a subsolução de (2.5) em (0, T ), então u ≥ u e v ≥ v em Ω× (0, T ).

Para o caso não Lipschitz temos o seguinte resultado

Teorema 2.20 ([29], Lema 2.5). Assuma que f e g são funções contínuas satisfazendo (2.8),

com f(0, 0) = g(0, 0) = 0, f 6= 0, g 6= 0. Sejam u0 = v0 e (u, v) uma supersolução de (2.5)

tal que u > 0, v > 0 em Ω × (0, T ). Então u ≥ u e v ≥ v em Ω × (0, T ) para toda solução

(u, v) de (2.5) tal que u(0) = v(0) = 0.

2.6 Algumas desigualdades

Esta seção tem como objetivo enunciar algumas desigualdades que serão utilizadas ao

decorrer deste trabalho. A prova destas podem ser encontradas em [27].

Teorema 2.21 (Desigualdade de Jensen's). Seja X um conjunto dotado de uma medida

positiva µ tal que

∫
X

dµ = 1 e seja F : R → R uma função convexa. Então para cada

f ∈ L1(X, dµ) tal que F (f) ∈ L1(X.dµ), temos

F

(∫
X

f(x)dµ(x)

)
≤
∫
X

F (f(x))dµ(x).

Corolário 2.22. Sejam Ω ⊂ RN um subconjunto aberto, ϕ ∈ L1(Ω) uma função não negativa

tal que

∫
Ω

ϕ(x)dx = 1 e F : R→ R uma função convexa. Então

F

(∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx

)
≤
∫

Ω

F (f(x))ϕ(x)dx,

para todo f ∈ L1
loc(Ω) tal que fϕ ∈ L1(Ω) e F (f)ϕ ∈ L1(Ω).

Teorema 2.23 (Desigualdade de Gronwall). Sejam T > 0, A ≥ 0 e f ∈ L1(0, T ) uma

função não negativa. Então para cada função ϕ ∈ C([0, T ]) não negativa tal que

ϕ(t) ≤ A+

∫ t

0

f(s)ϕ(s)ds,
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para todo t ∈ [0, T ], vale que

ϕ(t) ≤ A exp

(∫ t

0

f(s)ds

)
.

para todo t ∈ [0, T ].
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Capítulo 3

Expoente crítico para alguns sistemas

parabólicos em domínios arbitrários

3.1 Introdução

Em [7], Meier considerou o seguinte problema parabólico
ut −∆u = f(t)up em Ω× (0, T ),

u = 0 em ∂Ω× (0, T ),

u(0) = u0 ≥ 0 em Ω,

(3.1)

onde p > 1, u0 ∈ L∞(Ω), f ∈ C[0,∞), e Ω ⊂ RN é um domínio arbitrário (limitado ou não

limitado) com fronteira regular. Meier se interesou em estudar o coe�cente crítico de Fujita

p∗ de (3.1), ou seja , um número tal que se 1 < p < p∗, então toda solução do problema

(3.1) explode em tempo �nito, e se p > p∗, então existe uma solução global não trivial do

problema (3.1). O valor de p∗ depende da geometria do domínio Ω e da função f . No que

segue apresentamos uma lista de valores de p∗.

(i) Para Ω = RN e f = 1, temos p∗ = 1 +
2

N
, como se pode apreciar em [9].

(ii) Para o cone Ω = {(r, θ); r > 0, θ ∈ D ⊂ SN−1}, e f(t) ∼ tq para t su�cientemente

grande, temos p∗ = 1 + 2(q+ 1)/N + γ+, onde γ+ = −(N − 2)/2 +
√
w1 + (N − 2)2/4,

e w1 é o primeiro autovalor do operador de Laplace-Beltrami em D, como se pode

apreciar em [11].
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(iii) Para Ω = RN
K = {x = (x1, ..., xN);xi > 0, i = 1, ..., K} e f(t) = tq para t su�cientemente

grande, temos p∗ = 1 + 2(q + 1)/(N + k), como se pode apreciar em [12].

(iv) Para Ω limitado e f ∼ eβt para t su�cientemente grande, temos p∗ = 1 + β/λ1, onde

λ1 é o primeiro autovalor de Dirichlet do operador Laplaciano em Ω, como se pode

apreciar em [7].

Meier mostrou uma relação entre p∗ e o comportamento assintótico da solução do problema

linear homogêneo correspondente ao problema (3.1), (veja [7], [12]). Especi�camente, ele

mostrou que se f(t) ∼ tq para t su�cientemente grande e q > −1, então

p∗ = 1 +
q + 1

µ∗
(3.2)

onde

µ∗ ∼= µ∗(Ω) = sup

{
µ ≥ 0; existe u0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0, tal que lim sup

t→∞
tµ‖S(t)u0‖∞ <∞

}
(3.3)

e (S(t))t≥0 é o semigrupo do calor com condições de Dirichlet na fronteira ∂Ω.

A identidade (3.2) é obtida como consequência do seguinte

Teorema 3.1 (veja Meier [7]). Assuma que p > 1 e f ∈ C[0,∞)

(i) Se

lim
t→∞

sup ‖S(t)u0‖p−1
∞

∫ ∞
0

f(σ)dσ =∞,

para todo u0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0, u0 6= 0, então cada solução não trivial não negativa de

(3.1) explode em tempo �nito.

(ii) Se existe u0 ∈ C0(Ω), u0 6= 0, u0 ≥ 0 tal que∫ ∞
0

f(σ)‖S(σ)u0‖p−1
∞ dσ <∞,

então existem soluções globais positivas do problema (3.1).

Observação 3.2. Alguns comentários sobre o Teorema 3.1.

i) O Teorema foi demonstrado usando super e subsoluções especí�cas para o problema (3.1).

A técnica tem suas limitações, em especial quando consideramos sistemas destas equações

(3.1).
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ii) As condições (i) e (ii) do Teorema (3.1), são dadas para qualquer domínio Ω ⊂ RN .

Mais ainda, elas são expressadas em termos do comportamento de ‖S(t)u0‖∞, o qual

depende só da geometria de Ω. Por exemplo, para uma determinada escolha de u0, nós

temos que se Ω é limitado, então ‖S(t)u0‖∞ ∼ e−λ1t para t su�cientemente grande; e

se Ω = RN , então ‖S(t)u0‖∞ ∼ t−
N
2 para t su�cientemente grande; e quando Ω = RN

k

temos que ‖S(t)u0‖∞ ∼ t−
N+k

2 para t su�cientemente grande.

Nossa meta é estender os resultados de Meier para o seguinte sistema parabólico semilinear

ut −∆u = f(t)vp em Ω× (0, T ),

vt −∆v = f(t)uq em Ω× (0, T ),

u = v 0 em ∂Ω× (0, T ),

u(0) = u0 ≥ 0 v(0) = v0 ≥ 0 em Ω,

(3.4)

onde Ω ⊂ RN é um domínio arbitrário, f ∈ C[0,∞) é uma função contínua u0, v0 ∈ C0(Ω), e

p ≥ q ≥ 1 com pq > 1. Este problema foi considerado por muitos pesquisadores para diversos

domínios (veja, [33], [34], [35], [36], [37], [38], [39], [40], [41]).

É bem conhecido que o problema (3.4) tem uma única solução

(u, v) ∈ [C((0, T ), C0(Ω))]2

u, v ≥ 0 de�nidas em um intervalo maximal [0, Tmax), isto é,
u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)vp(σ)dσ,

v(t) = S(t)v0 +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)uq(σ)dσ,

(3.5)

para todo t ∈ [0, Tmax). Mais ainda, nós temos explosão alternativa: Ou Tmax =∞+ (Solução

global) ou Tmax <∞ e lim sup
t→tmax

(‖u(t)‖∞+ ‖v(t)‖∞) =∞ (Solução que explode em um tempo

�nito).

A explosão em tempo �nito ou a existência global das soluções do problema (3.4) foram

estudadas por Escobedo e Herrero quando f = 1 e Ω = RN (veja [33]) ou Ω é um domínio

limitado (veja [34]). Em particular, quando f = 1 e Ω = RN , nós temos o seguinte.

� Suponha 1 < pq < 1 + (2/N) max{p+ 1, q + 1}. Então qualquer solução não trivial do

problema (3.4) explode num tempo �nito.
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� Suponha pq > 1 + (2/N) max{p + 1, q + 1}. Então, existe (u0, v0) ∈ [C0(Ω)]2, com

u0 ≥ 0, e v0 ≥ 0, tal que o problema (3.4) admite uma solução global não trivial.

Nosso primeiro resultado é o seguinte

Teorema 3.3. Sejam p ≥ q ≥ 1 com pq > 1 e f ∈ C[0,∞).

(i) Assumindo que

lim
t→∞

sup ‖S(t)u0‖
pq−1
p+1
∞

∫ ∞
0

f(σ)dσ =∞,

para todo u0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0, u0 6= 0, então qualquer solução não trivial e não negativa

de (3.4) explode em tempo �nito.

(ii) Assuma que w0 ∈ C0(Ω), w0 ≥ 0, w0 6= 0 existe tal que∫ ∞
0

f(σ)‖S(σ)w0‖
pq−1
p+1
∞ dσ <∞.

Então (u0, v0) ∈ [C0(Ω)]2, u0, v0 ≥ 0 existem tal que a correspondente solução de (3.4)

é uma solução global não trivial não negativa. Mais ainda, existe uma constante γ > 0

tal que u(t) ≤ (1 + γ)S(t)u0 e v(t) ≤ (1 + γ)[S(t)u0]
q+1
p+1 .

Quando f(t) ∼ ta para t su�cientemente grande e µ∗ é dado por (3.3), obtemos o seguinte

resultado

Corolário 3.4. Suponha que p ≥ q ≥ 1 com pq > 1; e f(t) ∼ ta com a > −1, para t

su�cientemente grande.

(i) Se 1 < pq < 1 + (p + 1)
a+ 1

µ∗
, então qualquer solução não trivial e não negativa do

problema (3.4) explode em tempo �nito.

(ii) Se pq > 1 + (p+ 1)
a+ 1

µ∗
, então existem u0, v0 ∈ C0(Ω), u0, v0 ≥ 0 tal que a correspon-

dente solução do problema (3.4) é uma solução global não trivial.

Observação 3.5. Algumas observações sobre o Teorema 3.3 e o Corolário 3.4.

i) Se p = q, então as condições (i) e (ii) do Teorema 3.3, são as mesmas que foram dadas

por Meier em [7] para o problema (3.1).
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ii) Se Ω é um domínio limitado e f(t) = eβt para todo t ≥ 0, então é possível concluir

do Teorema 3.3 que o expoente crítico de Fujita do problema (3.4) satisfaz a igualdade

pq = 1 + (p + 1)
β

λ1

, onde λ1 é o primeiro autovalor do Laplaciano com condições de

Dirichlet na fronteira em Ω.

iii) Do Corolário 3.4, nós encontramos que o expoente crítico do problema (3.4) veri�ca a

igualdade pq = 1 + (p + 1)
a+ 1

µ∗
. Portanto, quando f = 1 e Ω = RN dos resultados de

Escobedo e Herrero [33], podemos concluir que µ∗ =
N

2
.

Agora consideremos o seguinte sistema parabólico:

ut −∆u = f(t)(ur + vp) em Ω× (0, T )

vt −∆v = f(t)(uq + vs) em Ω× (0, T )

u = v = 0 sobre ∂Ω× (0, T )

u(0) = u0 ≥ 0 v(0) = v0 ≥ 0 em Ω,

(3.6)

onde u0, v0 ∈ C0(Ω), p, q, r, s ≥ 1, e f ∈ C[0,∞).

O Problema (3.6) foi muito bem estudado quando f = 1 e Ω = RN . De fato, Cui [42]

deu condições que garantem existência global e explosão em tempo �nito para as soluções do

problema (3.6), por outro lado o comportamento assintótico das soluções globais de (3.6) foi

estudado por Snoussi e Tayachi [43].

Nosso segundo resultado é o seguinte

Teorema 3.6. Sejam r, s > 1, p, q ≥ 1 com pq > 1 e f ∈ C[0,∞).

1. Suponha que alguma das seguintes condições

(a) lim sup
t→∞

‖S(t)u0‖r−1
∞

∫ t

0

f(σ)dσ =∞,

(b) lim sup
t→∞

‖S(t)u0‖
pq−1
p+1
∞

∫ t

0

f(σ)dσ =∞.

(c) lim sup
t→∞

‖S(t)u0‖s−1
∞

∫ t

0

f(σ)dσ =∞.

(d) lim sup
t→∞

‖S(t)u0‖q(s−1)
∞

(∫ t
2

0

f(σ)dσ

)s−1 ∫ t

t
2

f(σ)dσ =∞.
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é válida para todo u0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0, u0 6= 0. Então, qualquer solução não trivial do

problema (3.6) explode em tempo �nito.

2. Se existe w0 ∈ C0(Ω), w0 ≥ 0, w0 6= 0 satisfazendo alguma das seguintes condições

(a)

∫ ∞
0

h(σ)‖S(σ)w0‖r−1
∞ dσ <∞,

(b)

∫ ∞
0

h(σ)‖S(σ)w0‖
pq−1
p+1
∞ dσ <∞,

(c)

∫ ∞
0

h(σ)‖S(σ)w0‖s−1
∞ dσ <∞, e

(d)

∫ ∞
0

h(σ)‖S(σ)w0‖
q s−1

s∞ dσ <∞,

então, existe (u0, v0) ∈ [C0(Ω)]2 com u0, v0 ≥ 0 tal que a correspondente solução do

problema (3.6) é uma solução global não trivial e não negativa.

Observação 3.7. Fica claro, que se (u, v) é uma solução do problema (3.6), então as funções

u, v, são supersoluções de (3.1), com s em vez de p, e (u, v) é super solução de (3.4). Portanto,

as condições (a)− (c) dadas no item 1 do Teorema 3.6 garatem que (u, v) explode em tempo

�nito. A condição (d) dada no item 1 do Teorema 3.6 representa outra situação de explosão

em tempo �nito.

Quando f(t) ∼ ta para t su�cientemente grande e µ∗ é dado por (3.3), obtemos o seguinte

resultado

Corolário 3.8. Suponha que p ≥ q ≥ 1 com pq > 1, r, s ≥ 1 e f(t) ∼ ta com a > −1, para t

su�cientemente grande.

(i) Se
1 + a

µ∗
< max

{
r − 1, s− 1,

pq − 1

p+ 1
,
q(s− 1)

s

}
, então qualquer solução não trivial e

não negativa do problema (3.6) explode em tempo �nito.

(ii) Se
1 + a

µ∗
> max

{
r − 1, s− 1,

pq − 1

p+ 1
,
q(s− 1)

s

}
, então existem u0, v0 ∈ C0(Ω), u0, v0 ≥

0 tal que a correspondente solução do problema (3.6) é uma solução global não trivial.

O presente Capítulo está organizado da seguinte maneira: Na Seção 3.2 apresentamos

alguns resultados preliminares para o problema (3.4) e demonstramos o Teorema 3.3. Na

Seção 3.3, estudamos o problema (3.6) e demonstramos o Teorema 3.6.
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3.2 O sistema parabólico (3.4)

Para a explosão em tempo �nito usamos o seguinte resultado

Proposição 3.9. Assuma p, q ≥ 1 com pq > 1, f ∈ C[0,∞), e u0, v0 ∈ C0(Ω). Ademais,

suponha que u, v ∈ C([0, T ), C0(Ω)) são funções não negativas que satisfazem
u(t) ≥ S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)vpdσ,

v(t) ≥ S(t)v0 +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)uqdσ.

(3.7)

Então, existe uma constante C = C(p, q) > 0 tal que

‖S(t)u0‖
pq−1
p+1
∞

∫ t

0

f(σ)dσ ≤ C, (3.8)

para todo t ∈ [0, T ).

Prova: Considere h(t) =

∫ σ

0

f(σ)dσ. De (3.7) nós temos que u(t) ≥ S(t)u0, daí e do

Teorema 2.12 temos

v(t) ≥
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)(S(σ)u0)qdσ

≥ (S(t)u0)qh(t),

para todo t ∈ [0, T ).

Usando a desigualdade v(t) ≥ (S(t)u0)qh(t), o Teorema 2.12, e considerando β = pq,

obtemos

u(t) ≥
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)((S(σ)u0)qh(σ))pdσ

≥ C1(S(t)u0)βh(t)p+1,

para todo t ∈ [0, t), onde C1 =
1

p+ 1
.

Usando a desigualdade u(t) ≥ C1(S(t)u0)βh(t)p+1 e o Teorema 2.12, nós temos

v(t) ≥
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)(C1(S(σ)u0)βh(σ)p+1)qdσ

≥ Cq
1(S(t)u0)qβ

∫ t

0

f(σ)h(σ)q(p+1)dσ

≥ Cq
1

1

q(p+ 1) + 1
(S(t)u0)qβh(σ)q(p+1)+1,
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para todo t ∈ [0, t).

Usando a desigualdade v(t) ≥ Cq
1

1

q(p+ 1) + 1
(S(t)u0)qβh(t)q(p+1)+1 e o Teorema 2.12,

obtemos

u(t) ≥
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)(Cq
1

1

q(p+ 1) + 1
(S(t)u0)qβh(t)q(p+1)+1)pdσ

≥ Cβ
1 [1 + (p+ 1)q]−p(S(t)u0)β

2

∫ t

0

f(σ)h(σ)p(q(p+1)+1)dσ

≥ Cβ
1 [1 + (p+ 1)q]−p[p(q(p+ 1) + 1) + 1]−1(S(t)u0)β

2

h(t)p(q(p+1)+1)+1

≥ C2(S(t)u0)β
2

h(t)p(q(p+1)+1)+1,

para todo t ∈ [0, T ), onde C2 = Cβ
1 [1 + (p+ 1)q]−p[(p+ 1)(β + 1)]−1.

Continuando este processo iterativo é possível demonstrar por indução sobre n que

u(t) ≥ Ck(S(t)u0)β
k

h(t)(p+1)β
k−1
β−1 , para todo k ∈ N, (3.9)

onde C1 =
1

p+ 1
e para, k ≥ 2,

Ck = Cβ
k−1

[
1 + q(p+ 1)(

βk−1 − 1

β − 1
)

]−p [
(p+ 1)

βk − 1

β − 1

]−1

. (3.10)

Agora, mostraremos que existe η > 0 tal que Ck ≥ ηβ
k

para todo k ∈ N. Se ξk =

−β−k lnCk, é su�ciente provar que a sequência (ξk)k∈N é limitada superiormente. Observe

que ξi − ξi−1 = β−i ln(
Cβ
i−1

Ci
). De (3.10) temos ln

Cβ
i−1

Ci
≤ γ(1 + i) para alguma constante

γ > 0. Portanto,

ξk − ξ1 =
k∑
i=2

(ξi − ξi−1) ≤ γ

k∑
i=2

(1 + i).β−i <∞. (3.11)

Logo, (ξk)k∈N é limitada superiormente.

Finalmente, de (3.9) temos que ‖u(t)‖β−k∞ ≥ η‖S(t)u0‖∞h(t)(p+1) 1−β−k
β−1 . O resultado (3.8)

é obtido fazendo k →∞.

�

Para existência global, usamos o seguinte resultado.

Proposição 3.10. Sejam p ≥ q ≥ 1 com pq > 1 e f ∈ C[0,∞). Se existe w0 ∈ C0(Ω),

w0 ≥ 0, w0 6= 0 tal que

α =

∫ ∞
0

f(σ)‖S(t)w0‖
pq−1
p+1
∞ dσ <∞, (3.12)
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então, existe u0 ∈ C0(Ω), 0 ≤ u0 ≤ w0, tal que se (un, vn)n≥0 é a sequência dada por:
u0(t) = S(t)u0 = v0(t),

un(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)vpn−1dσ, para todo n ≥ 1,

vn(t) = S(t)v0 +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)uqn−1dσ, para todo n ≥ 1,

(3.13)

para todo t ∈ [0,∞), segue que

un(t) ≤ (1 + α)S(t)u0 vn(t) ≤ [S(t)u0]
q+1
p+1 , . (3.14)

para todo t ∈ [0,∞).

Prova: Seja 0 < λ ≤ min{(1+α)−p
p+1
pq−1 , ‖w0‖−1

∞ }, u0 = λw0, e v0 = w0. Por indução sobre n,

temos que para n = 0, (3.14) é verdade. Supondo que (3.14) é verdade para n, mostraremos

que o resultado é verdade para n+ 1. De (2.12), como p
q + 1

p+ 1
=
pq − 1

p+ 1
+ 1, temos

un+1(t) ≤ S(t)u0 + (1 + α)p
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]p
q+1
p+1dσ

≤ S(t)u0 + (1 + α)p
∫ t

0

f(σ)‖S(σ)u0‖
pq−1
p+1
∞ S(t− σ)S(σ)u0dσ

≤ S(t)u0 + (1 + α)pS(t)u0

∫ t

0

f(σ)‖S(σ)u0‖
pq−1
p+1
∞ dσ

≤ S(t)u0 + (1 + α)pλ
pq−1
p+1 αS(t)u0

≤ (1 + α)S(t)u0.

Analogamente, como q =
pq − 1

p+ 1
+
q + 1

p+ 1
,
q + 1

p+ 1
≤ 1 e ‖S(t)u0‖∞ ≤ ‖u0‖∞ ≤ 1, temos

S(t)u0 ≤ [S(t)u0]
q+1
p+1 . Logo, pelo Teorema 2.12, temos

vn+1(t) ≤ S(t)u0 + (1 + α)q
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]qdσ

= S(t)u0 + (1 + α)q
∫ t

0

f(σ)[S(σ)u0]
pq−1
p+1

+ q+1
p+1dσ

≤ [S(t)u0]
q+1
p+1 + (1 + α)q

∫ t

0

f(σ)‖S(σ)u0‖
pq−1
p+1
∞ S(t− σ)[S(σ)u0]

q+1
p+1dσ

≤ [S(t)u0]
q+1
p+1 + (1 + α)q[S(t)u0]

q+1
p+1

∫ t

0

f(σ)‖S(σ)u0‖
pq−1
p+1
∞ dσ

≤ [S(t)u0]
q+1
p+1 + (1 + α)q[S(t)u0]

q+1
p+1λ

pq−1
p+1 α

≤ [S(t)u0]
q+1
p+1 + (1 + α)pλ

pq−1
p+1 α[S(t)u0]

q+1
p+1

≤ (1 + α)[S(t)u0]
q+1
p+1 .
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Portanto, (3.14) é verdade para n+ 1.

�

[Prova do Teorema 3.3] (i)Procederemos por contradição, suponha que existe (u0, v0) ∈

C0(Ω), u0 ≥ 0, v0 ≥ 0, (u0, v0) 6= 0 tal que a correspondente solução do problema (3.4) com

condição inicial (u0, v0) é uma solução global. Sem perda de generalidade podemos supor que

u0 6= 0.

A�rmamos que, existe τ > 0 tal que u(τ) > 0, e v(τ) > 0. Com efeito, observe que do

item (i) do Teorema 3.3 temos que existe τ > 0 tal que ‖S(τ)u0‖∞
∫ τ

0

f(σ)dσ > 1. Em

particular, C(τ) =

∫ τ

0

f(σ)dσ > 0. Portanto, de (3.5), u(τ) ≥ S(τ)u0 > 0, e do Teorema

2.12 temos
v(τ) ≥

∫ τ

0

S(τ − σ)f(σ)(S(σ)u0)qdσ

≥ (S(τ)u0)q
∫ τ

0

f(σ)dσ

≥ C(τ)(S(τ)u0)q > 0.

. (3.15)

Desde que (u(· + τ), v(· + τ)) é solução do problema (3.4) com condição inicial (u(0 +

τ), v(0 + τ)) = (u(τ), v(τ)) e f := f(·+ τ), então pela Proposição 3.9, temos que existe uma

constante C(p, q) = C > 0 tal que

‖S(t)u(τ)‖
pq−1
p+1
∞

∫ t

0

f(σ + τ)dσ ≤ C,

para todo t ≥ τ . O qual contradiz o item (i) do Teorema 3.3.

(ii) Como a parte (ii) do Teorema 3.3 é verdade, então, da Proposição 3.10, temos que

existe (u0, v0) ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0, v0 ≥ 0, u0 6= 0 tal que a sequência dada por (3.13) veri�ca a

estimativa (3.14). Usando indução é possível mostrar que un ≤ un+1 e vn ≤ vn+1, e observe

também que S(t)u0 ≤ un(t), S(t)u0 ≤ vn(t) para todo n ∈ N. Logo pelo Teorema da

convergência monótona existem (u(t), v(t)) tais que

u(t) = lim
n→∞

un(t) ≥ S(t)u0 v(t) = lim
n→∞

vn(t) ≥ S(t)v0.

Assim, (u(t), v(t)) é uma solução global não trivial do problema (3.4) com condição inicial

(u0, v0).

�
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[Prova do Corolário 3.4]: (i) Se 1 < pq < 1 + (p+ 1)
a+ 1

µ∗
, então µ∗ < (p+ 1)

a+ 1

pq − 1
.

Pela de�nição de µ∗ em (3.3), temos que lim sup
t→∞

t
(a+1)(p+1)

pq−1 ‖S(t)u0‖∞ = ∞ para todo u0 ∈

C0(Ω), u0 ≥ 0, u0 6= 0. Logo, lim sup t→∞‖S(t)u0‖
pq−1
p+1

∫ t

0

f(σ)dσ =∞. Assim o resultado

se segue do item (i) do Teorema 3.3.

(ii) Supondo que pq > 1 + (p + 1)
a+ 1

µ∗
temos que µ∗ > (p + 1)

a+ 1

pq − 1
. Logo, pela

de�nição de µ∗, temos que existem s > 0 e w0 ∈ C0(Ω) tais que s > (p + 1)
a+ 1

pq − 1
e

lim sup
t→∞

ts‖S(t)u0‖∞ <∞ com∫ ∞
0

f(σ)‖S(t)u0‖
pq−1
p+1 dσ <∞. (3.16)

Portanto, o resultado é verdadeiro pelo item (ii) do Teorema 3.3.

�

3.3 O sistema parabólico (3.6)

Como no problema (3.4), vamos considerar a solução do problema (3.6) na forma integral
u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[ur(σ) + vp(σ)]dσ,

v(t) = S(t)v0 +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[uq(σ) + vs(σ)]dσ,

(3.17)

onde u0, v0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0, v0 ≥ 0, f ∈ C[0,∞) e p, q, r, s ≥ 1.

Os seguintes resultados serão usados na parte da explosão no Teorema 3.6.

Proposição 3.11. Sejam r > 1, f ∈ C[0,∞) e u0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0. Suponha que u ∈

C([0, T ), C0(Ω)) é uma função não negativa que satisfaz

u(t) ≥ S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)ur(σ)dσ, (3.18)

para todo t ∈ [0, T ). Então,

‖S(t)u0‖r−1
∞

∫ t

0

f(σ)dσ ≤ (r − 1)−1, (3.19)

para todo t ∈ [0, T ).

Prova: A demonstração é similar ao Lema 15.6 do livro [44].
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Proposição 3.12. Sejam r, s ≥ 1, p ≥ q ≥ 1 com pq > 1 e f ∈ C[0,∞). Se (u0, v0) ∈

[C0(Ω)]2, u0, v0 ≥ 0 e se (u, v) ∈ C([0, T ), C0(Ω)), u, v ≥ 0 é a correspondente solução do

problema (3.6) com condição inicial (u0, v0), então,

‖S(t)u0‖q(s−1)
∞

(∫ t
2

0

f(σ)dσ

)s−1 ∫ t

t
2

f(σ)dσ ≤ (s− 1)−1, (3.20)

para todo t ∈ [0, T ).

Prova: Da primeira identidade de (3.17), u(t) ≥ S(t)u0. Logo, pela segunda identidade de

(3.17) e do Teorema 2.12, segue que

v(t) ≥
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]qdσ

≥ [S(t)u0]q
∫ t

0

f(σ)dσ,

(3.21)

para todo t ∈ [0, T ). Se τ ∈ (0, T ) e se ṽ(t) = v(t+ τ) para todo t ∈ [0, T − τ), então temos

de (3.17) que

ṽ(t) ≥ S(t)v(τ) +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ + τ)ṽs(σ)dσ,

= S(t)ṽ(0) +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ + τ)ṽs(σ)dσ.

Logo, pela Proposição 3.12, temos que

‖S(t)v(τ)‖s−1
∞

∫ t

0

f(σ + τ)dσ ≤ (s− 1)−1, (3.22)

para todo t ∈ [0, T−τ). Fazendo a seguinte mudança de variáveis t :=
t

2
e τ :=

t

2
, o resultado

se segue das estimativas (3.21) e (3.22).

�

Para w0 de�nimos

α1 =

∫ ∞
0

f(t)‖S(t)w0‖r−1
∞ dt, (3.23)

α2 =

∫ ∞
0

f(t)‖S(t)w0‖s−1
∞ dt, (3.24)

β1 =

∫ ∞
0

f(t)‖S(t)w0‖
pq−1
p+1
∞ dt, (3.25)
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β2 =

∫ ∞
0

f(t)‖S(t)w0‖
q(s−1)
s∞ dt, (3.26)

onde r > 1, s > 1, p ≥ q ≥ 1, com pq > 1 e f ∈ C[0,∞).

Lema 3.13. Suponha que r > 1, s > 1, p ≥ q ≥ 1, com pq > 1 e f ∈ C[0, T ). Se existe

w0 ∈ C0(Ω) o qual veri�ca:

(i) α1 < ∞, β1 < ∞, e s > q
p+ 1

q + 1
, então, existe u0 ∈ C0(Ω) tal que as sequências

(un)n≥0, (vn)n≥0 de C([0, T ), C0(Ω)) de�nidas para todo t ∈ [0, T ) da seguinte maneira
u0(t) = S(t)u0 = v0(t),

un(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[urn−1(σ) + vpn−1(σ)]dσ, n ≥ 1,

vn(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[uqn−1(σ) + vsn−1(σ)]dσ, n ≥ 1,

(3.27)

são limitadas. Mais ainda elas satisfazem a seguinte desigualdade

S(t)u0 ≤ un(t) ≤ 2S(t)u0 S(t)u0 ≤ vn(t) ≤ 2[S(t)u0]
q+1
p+1 . (3.28)

(ii) α1 < ∞, α2 < ∞, β1 < ∞, então existe u0 ∈ C0(Ω) tal que a sequência de�nida por

(3.27) satisfaz

S(t)u0 ≤ un(t) ≤ 2S(t)u0 S(t)u0 ≤ vn(t) ≤ 2S(t)u0, (3.29)

para todo n ≥ 0 e t ≥ 0.

Prova:

(i) Seja λ > 0 su�cientemente pequeno tal que λ‖w0‖∞ ≤ 1,

λr−12rα1 + λ
pq−1
p+1 2pβ1 ≤ 1, e λ

pq−1
p+1 β1(2q + 2s) ≤ 1. (3.30)

Seja u0 = λw0. Procedemos por indução sobre n ≥ 0, partindo das igualdades dadas

por (3.27). O resultado é claro para n = 0. Vamos supor que (3.28) é verdade para n.

De (3.27) temos,

un+1(t) ≤ S(t)u0 + 2r
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]rdσ+

2p
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]p
q+1
p+1dσ.

(3.31)
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Observe que∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]rdσ ≤
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0‖S(σ)u0‖r−1
∞ ]dσ

= S(t)u0

∫ t

0

f(σ)‖S(σ)u0‖r−1
∞ dσ

≤ λr−1α1S(t)u0.

(3.32)

Como p
q + 1

p+ 1
= 1 +

pq − 1

p+ 1
, temos que

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]p
q+1
p+1dσ ≤ S(t)u0

∫ t

0

f(σ)‖S(σ)u0‖
pq−1
p+1
∞ dσ

≤ λ
pq−1
p+1 β1S(t)u0.

(3.33)

Por (3.30)− (3.33), obtemos

un+1(t) ≤ S(t)u0 + λr−12rα1S(t)u0 + λ
pq−1
p+1 2pβ1S(t)u0

≤ 2S(t)u0.
(3.34)

De forma análoga temos,

vn+1(t) ≤ S(t)u0 + 2q
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]qdσ+

2s
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]s
q+1
p+1dσ.

(3.35)

Como q =
pq − 1

p+ 1
+
q + 1

p+ 1
e
q + 1

p+ 1
≤ 1, pelo Lema (2.12), obtemos que

∫ t

0

S(t− σ)f(σ) ≤
∫ t

0

f(σ)‖S(σ)‖
pq−1
p+1
∞ S(t− σ)[S(σ)]

q+1
p+1dσ

≤ [S(t)]
q+1
p+1

∫ t

0

f(σ)‖S(σ)‖
pq−1
p+1
∞ dσ

≤ λ
pq−1
p+1 β1[S(t)]

q+1
p+1 .

(3.36)

Como s
q + 1

p+ 1
≥ q e S(t)u0 ≤ 1, de (3.36) se segue que

∫ t

0

f(σ)S(t− σ)[S(σ)u0]s
q+1
p+1dσ ≤

∫ t

0

f(σ)S(t− σ)[S(σ)u0]qdσ

≤ λ
pq−1
p+1 β1[S(t)u0]

q+1
p+1 .
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Logo,

vn+1(t) ≤ S(t)u0 + λ
pq−1
p+1 2qβ1[S(t)u0]

q+1
p+1 + λ

pq−1
p+1 2sβ1[S(t)u0]

q+1
p+1

≤ 2[S(t)u0]
q+1
p+1 .

Portanto, a estimativa (3.28) é válida para n+ 1.

(ii) Seja u0 = λw0, onde λ > 0 é escolhida tal que λ‖w0‖ ≤ 1 e

λr−12rα1 + λ
pq−1
p+1 2pβ1 ≤ 1, λs−1α2(2q + 2s) ≤ 1. (3.37)

Procederemos por indução sobre n ≥ 0. É claro que (3.29) é verdade para n = 0.

Suponhamos que (3.29) é verdade para n, as estimativas para un+1 são obtidas como o

caso anterior.

Como s ≤ q e ‖S(t)u0‖∞ ≤ ‖u0‖∞ ≤ 1, temos∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]qdσ ≤
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]sdσ

≤
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0.‖S(σ)u0‖s−1
∞ ]dσ

≤ λs−1α2S(t)u0.

Portanto, por (3.37), concluímos que

vn+1(t) ≤ S(t)u0 + 2q
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]qdσ

+S(t)u0 + 2s
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]sdσ

≤ S(t)u0 + λs−12qα2S(t)u0 + λs−12sα2S(t)u0

≤ S(t)u0

Portanto, (3.29) é verdade para n+ 1.

Prova do Teorema 3.6: (i) Seja (u0, v0) 6= (0, 0), u0 ≥ 0, v0 ≥ 0. Suponha que (u, v) é

a correspondente solução global do problema (3.6).

Suponha que se cumpre a condição (a) do Teorema 3.6. Da primeira identidade de

(3.17), obtemos a primeira desigualdade (3.18) da Proposição 3.11, e como conseqûencia disso
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obtemos a segunda desigualdade (3.19) da mesma Proposição, o qual contradiz a condição

(a). Portanto (u, v) explode em tempo �nito.

Agora, suponha que a condição (b) do Teorema 3.6 é verdade. Da Proposição 3.9, nós

temos que a desigualdade (3.8) cumpre-se para todo t ≥ 0, o qual contradiz a condição (b).

Portanto, (u, v) explode em tempo �nito.

Quando cumpre-se (c), procedemos como na obtenção de (3.15) e obtemos

v(τ) ≥ [S(τ)u0]q
∫ τ

0

f(σ)dσ 6= 0, para algum τ > 0.

Da segunda igualdade de (3.17), temos

v(t+ τ) ≥ S(t)v(τ) +

∫ t

0

S(t− σ)f(τ + σ)vs(σ + τ)dσ,

para t ≥ 0. Logo, pela Proposição 3.11, temos que ‖S(t)v(τ)‖s−1
∞

∫ t

0

f(σ + t)dσ ≤ (s− 1)−1,

para todo t ≥ 0, o qual contradiz (c). Portanto, (u, v) explode em tempo �nito.

Finalmente, assumindo que cumpre-se (d), usamos a Proposição 3.12, e o resultado da

explosão se segue da mesma maneira dos casos anteriores.

(ii) Pela hipóteses do Teorema, e supondo que os valores de αi e βi, i = 1, 2 de�nidos em

(3.23), (3.24), (3.25), e (3.26) são �nitos, nós consideramos as seguintes duas situações:

1. CASO [s ≥ q(
p+ 1

q + 1
) ou s ≤ q]. Suponha que u0 é de�nido como na demonstração

do Lema 3.13, e que (un, vn) é de�nido por (3.27). Procedendo por indução, é possível

mostrar que un ≤ un+1, vn ≤ vn+1. Pelo teorema da convergência monótona e as

estimativas de limitação (3.28), concluímos que existem u(t) = lim
n→∞

un(t), v(t) =

lim
n→∞

vn(t) para todo t ≥ 0. Podemos observar que (u, v) é uma solução global não

trivial do problema (3.6).

2. CASO [s < q(
p+ 1

q + 1
) e s > q]. Seja p0 < p satisfazendo s = q(

p0 + 1

q + 1
). Como s > q

nós concluímos que p0 > q.

Observe que

β2 =

∫ ∞
0

f(σ)‖S(σ)w0‖
q(s−1)
s∞ dt

∫ ∞
0

f(σ)‖S(σ)w0‖
p0q−1
p0+1
∞ dt <∞. (3.38)
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Como na demonstração da parte (i) do Lema 3.13, considere u0 = λw0, escolhemos

λ > 0 su�cientemente pequeno tal que ‖u0‖ ≤ 1,

λr−12rα1 + λ
pq−1
p+1 2pβ1 ≤ 1, (3.39)

λ
p0q−1
p0+1 (2q + 2s)β2 ≤ 1. (3.40)

Se (un, vn) é a sequência de�nida em (3.27), a�rmamos que

un(t) ≤ 2S(t)u0 vn(t) ≤ 2[S(t)u0]
q+1
p0+1 (3.41)

para todo t ≥ 0, n ≥ 0. Com efeito, nós procedemos por indução. É claro que para

n = 0, a estimativa (3.41) é válida. Supondo que estas estimativas são válidas para

n, mostraremos que elas são válidas para n+ 1. Nós procedemos de maneira similar a

demonstração da parte (i) do Lema 3.13, com algumas modi�cações. Como p > p0 e

‖S(t)u0‖∞ ≤ ‖u0‖∞ ≤ 1, temos que

un+1(t) ≤ S(t)u0 + 2r
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]rdσ +

2p
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]
p q+1
p0+1dσ

≤ S(t)u0 + 2r
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]rdσ +

2p
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]p
q+1
p+1dσ.

Procedemos como na obtenção de (3.32), (3.33), usando (3.39) obtemos

un+1(t) ≤ S(t)u0 + λr−12rα1S(t)u0 + λ
pq−1
p+1 2pβ1S(t)u0 ≤ S(t)u0.

Similarmente, como s
q + 1

p0 + 1
= 1, temos

vn+1(t) ≤ S(t)u0 + 2q
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]qdσ +

2s
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]
s q+1
p0+1dσ

= S(t)u0 + 2q
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]qdσ +

2s
∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]qdσ.
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Argumentando como na obtenção de (3.36), usando (3.38), e a identidade q =
p0q − 1

p+ 1
+

q + 1

p0 + 1
, obtemos

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)[S(σ)u0]qdσ ≤ [S(t)u0]
q+1
p0+1

∫ t

0

f(σ)[S(σ)u0]
p0q−1
p+1

≤ λ
p0q−1
p+1 β2[S(t)u0]

q+1
p0+1 .

Logo, de (3.40),

vn+1(t) ≤ S(t)u0 + λ
p0q−1
p+1 (2q + 2s)β2[S(t)u0]

q+1
p0+1 ≤ 2[S(t)u0]

q+1
p0+1 .

Portanto, (3.41) é verdade para n + 1. Usando as estimativas de (3.41) deduzimos o

resultado como no caso anterior.

�
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Capítulo 4

Expoente crítico para um sistema

parabólico fortemente acoplado

4.1 Introdução

Seja Ω ⊂ RN um domínio qualquer com fronteira ∂Ω regular. Consideremos o seguinte

sistema de equações parabólicas não lineares

ut −∆u = f(t)urvp em Ω× (0, T ),

vt −∆v = g(t)uqvs em Ω× (0, T ),

u = v = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

u(0) = u0 ≥ 0, v(0) = v0 ≥ 0 em Ω,

(4.1)

onde u0, v0 ∈ C0(Ω), r, s, p, q > 0 e f, g ∈ C[0,∞).

Dado (u0, v0) ∈ [C0(Ω)]2, sabemos que existe uma solução (u, v) ∈ C([0, Tmax), [C0(Ω)]2)

de�nida no intervalo maximal [0, Tmax) e que satisfaz
u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)ur(σ)vp(σ)dσ,

v(t) = S(t)v0 +

∫ t

0

S(t− σ)g(σ)uq(σ)vs(σ)dσ,

(4.2)

para todo t ∈ [0, Tmax). Além disso, temos a seguinte alternativa excludente: Tmax = +∞

(solução global) ou Tmax < ∞ e lim sup
t→Tmax

(‖u(t)‖∞ + ‖v(t)‖∞) = +∞ (explosão em tempo

�nito), veja por exemplo, [29], [34], [45], e as referências citadas nesses artigos.
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Daqui em diante, (S(t))t≥0 denota o semigrupo do calor com condições de Dirichlet na

fronteira ∂Ω. Denotemos por ϕ1 a primeira autofunção do operador Laplaciano associado ao

primeiro autovalor λ1 > 0 em H1
0 (Ω). Nós assumimos que

∫
Ω

ϕ1(x)dx = 1.

Quando Ω ⊂ RN é um domínio limitado e f = g ≡ 1, o problema (4.1) foi considerado

em [29].

Teorema 4.1 ([29]). Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado, f = g ≡ 1, p, q, r, s > 0 e

D = (1− r)(1− s)− pq. (4.3)

(i) Se r > 1 ou s > 1 ou D < 0, então o problema (4.1) admite soluções globais e não

globais.

(a) Se u0 ≥ Cϕ1, v0 ≥ Cϕ1 para C > 0 su�cientemente grande então a solução (4.1)

é não global.

(b) Se u0 ≤ ϕa, v0 ≤ ϕb com a e b convenientemente escolhidos, então a solução de

(4.1) é global.

(ii) Se r < 1, s < 1 e D ≥ 0, todas as soluções do problema (4.1) são globais.

A situação é mais delicada quando Ω = RN

Teorema 4.2 ([45]). Seja Ω = RN , pq > 0, r + p ≤ q + s. Assuma que (u, v) não tem a

forma (u, 0) ou (0, v) de modo que u > 0 e v > 0 em (0, T ).

(i) Suponha que r > 1.

(a) Se (r+ p− 1)−1 < N/2, então o problema (4.1) tem soluções globais e não globais.

(b) Se (r + p − 1)−1 ≥ N/2, então qualquer solução não trivial do problema (4.1) é

não global.

(ii) Assuma que 0 < r ≤ 1, D = (1− r)(1− s)− pq 6= 0,

α = −1 + p− s
D

, β = −1 + q − r
D

(4.4)

e ν = max(α, β).
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(a) Se ν < 0, então todas as soluções de (4.1) são globais.

(b) Se 0 ≤ ν < N/2, então o problema (4.1) tem soluções globais e não globais.

(c) Se ν ≥ N/2, então qualquer solução não trivial (4.1) é não global.

Quando r = 0, s = 0, e f = g ≡ 1, o problema (4.1) foi considerado em [34] quando Ω é

um domínio limitado, e em [33] quando Ω = RN .

Teorema 4.3 ([33], [34]). Assuma que r = s = 0 e h = 1.

(i) Suponha que Ω é um domínio limitado. Se 0 < pq < 1, então todas as soluções do

problema (4.1) são globais. Se pq > 1, então o problema (4.1) tem soluções globais e

soluções não globais.

(ii) Suponha que Ω = RN e p ≥ q > 0 com pq > 1. Se
p+ 1

pq − 1
<
N

2
, então o problema (4.1)

tem soluções globais. Seja
p+ 1

pq − 1
≥ N

2
, então qualquer solução não trivial de (4.1) é

não global.

O estudo dos expoentes críticos foi iniciado com Fujita [9]. Ele considerou o problema

ut − ∆u = up em RN × (0, T ), u(0) = u0 e mostrou que este problema não tem soluções

globais se 1 < p < 1 +
2

N
, e no caso p > 1 +

2

N
existem soluções globais e soluções não

globais. O caso p = 1 +
2

N
foi demonstrado que pertence ao caso não global, veja [15], [16], e

[13]. A partir desses trabalhos pioneiros, estudos sobre expoente crítico tem sido feitos para

uma diversidade de equações não lineares, e sistemas destas equações, veja por exemplo nas

pesquisas [8] e [10]. A demonstração destes resultados tem sido obtidos usando diferentes

argumentos, por exemplo o método das sub e supersoluções, o método de Kaplan, argumentos

do ponto �xo, etc. Em [7], Meier estudou o seguinte problema parabólico
ut −∆u = h(t)up em Ω× (0, T ),

u = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

u(0) = u0 ≥ 0 em Ω,

(4.5)

onde p > 1, u0 é limitado e mostrou o seguinte
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Teorema 4.4 ([7]). (i) Se existe u0 ∈ C0(Ω), u0 6= 0 satisfazendo∫ ∞
0

h(σ)‖S(σ)u0‖p−1
L∞(Ω)dσ <∞, (4.6)

então o problema (4.5) tem soluções globais não triviais.

(ii) Se

lim sup
t→∞

‖S(t)u0‖p−1
L∞(Ω)

∫ t

0

h(σ)dσ =∞, (4.7)

para todo u0 ∈ C0(Ω), u0 6= 0, então qualquer solução não trivial de (4.5) é uma solução

não global.

Observe que o resultado de Meier depende só do comportamento assintótico de ‖S(t)u0‖L∞(Ω)

o qual depende da geometria de Ω. Com efeito, é conhecido que se Ω é limitado, u0 ∈ C0(Ω)

e 0 ≤ u0 ≤ Cϕ1, então temos

‖S(t)u0‖L∞(Ω) ≤ Ce−λ1t, (4.8)

para todo t ∈ [0,∞). Agora, no caso que Ω = RN nós temos que se u0 ∼ |x|−σ para |x|

su�cientemente grande, isto é, existem constantes C0, C1 > 0 tal que C0|x|−σ ≤ u0 ≤ C1|x|−σ,

para |x| su�cientemente grande, então

‖S(t)u0‖L∞(Ω) ∼ t−
1
2

min{σ,N} (4.9)

para t su�cientemente grande, veja [25].

É importante destacar dois fatos sobre o resultado do Meier. O primeiro fato, é que o

resultado é válido para qualquer domínio Ω (limitado ou não limitado). O segundo fato, é que

para determinar se uma solução com condição inicial u0 ∈ C0(Ω) explode em tempo �nito ou

é uma solução global, é su�ciente determinar o valor de ‖S(t)u0‖L∞(Ω). Por exemplo, para Ω

limitado, h(t) ≤ Cta para t su�cientemente grande u0 ≤ ϕ1, por (4.8) temos que∫ ∞
0

h(t)‖S(t)u0‖p−1
∞ dt ≤ C + C

∫ ∞
t0

tae−λtdt <∞,

onde t0 > 0 é tal que h(t) ≤ Cta para t ≥ t0. Dos resultados de Meier, concluímos que o

problema (4.5) tem soluções globais não triviais. Os resultados de Meier foram extendidos

para o problema (4.5), para uma não linearidade mais geral em [46]. Para sistemas (4.1) no

caso r = s = 0, temos o seguinte resultado:
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Teorema 4.5 ([26]). Sejam r, s = 0, p ≥ q ≥ 1 com pq > 1 e h ∈ C[0,∞).

(i) Se

lim sup
t→∞

‖S(t)u0‖
pq−1
p+1
∞

∫ t

0

h(σ)dσ =∞,

para todo u0 ∈ C0(Ω), u0 6= 0, então qualquer solução não trivial de (4.1) explode em

tempo �nito.

(ii) Assumindo que existe w0 ∈ C0(Ω), w0 ≥ 0, w0 6= 0 tal que∫ ∞
0

h(σ)‖S(σ)w0‖
pq−1
p+1
∞ dσ <∞,

então existe (u0, v0) ∈ [C0(Ω)]2, u0, v0 ≥ 0, tal que a correspondente solução de (4.1) é

uma solução global não trivial.

O objetivo principal deste trabalho é estender os resultados de Meier para o sistema (4.1)

com r, s > 0.

No nosso primeiro resultado, tratamos o caso r > 1.

Teorema 4.6. Seja f, g ∈ C[0,∞), r, s, p, q > 0 tal que r + p ≤ q + s e r > 1.

(i) Se para todo z0 ∈ C0(Ω), z0 ≥ 0, z0 6= 0

lim sup
t→∞

‖S(t)z0‖p+r−1
∞

∫ t

0

min{f(σ), g(σ)}dσ =∞, (4.10)

então qualquer solução não trivial de (4.1), que tenha condição inicial (u0, v0) ∈ [C0(Ω)]2

que satisfaz u0, v0 ≥ w0 para algum w0 ∈ C0(Ω), w0 ≥ 0, w0 6= 0, é uma solução não

global.

(ii) Se existe w0 ∈ C0(Ω), w0 ≥ 0, w0 6= 0 tal que∫ ∞
0

max{f(σ), g(σ)}‖S(σ)w0‖p+r−1
∞ dσ <∞, (4.11)

então existe uma condição inicial (u0, v0) ∈ [C0(Ω)]2, u0 ≥ 0, v0 ≥ 0, tal que a corres-

pondente solução de (4.1) é uma solução global não trivial.

Observação 4.7. Temos aqui alguns comentários do Teorema 4.6.
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(i) Suponha que Ω é um domínio limitado, f = g ≡ 1 e u0 ≤ Cϕ1. De (4.8), segue que∫ ∞
0

‖S(σ)u0‖p+r−1
∞ dσ ≤

∫ ∞
0

Ce−λ1σ(p+r−1)dσ <∞,

se r > 1. Portanto, pelo Teorema 4.6 item (ii), existem soluções globais, o qual coincide

com o resultado de [29].

(ii) Suponha que Ω = RN e min{f(t), g(t)} ∼ ta, (a > −1) para t su�cientemente grande.

If z0 ≥ 0, z0 6= 0, se segue de (4.9) que

‖S(t)z0‖p+r−1
∞

∫ t

0

min{f(σ), g(σ)}dσ ≥ Ct−
N
2

(p+r−1)+a+1

para t su�cientemente grande. Logo, pelo Teorema 4.6, qualquer solução de (4.1) com

condição inicial (u0, v0) ∈ [C0(Ω)]2 satisfazendo u0, v0 ≥ w0 para algum w0 ∈ C0(Ω),

w0 ≥ 0, w0 6= 0, não é uma solução global, sempre que (p + r − 1)−1 > N/[2(a + 1)].

Em particular, quando a = 0 nós obtemos (i), item (b), do Teorema 4.2 para u0 ≥ w0,

v0 ≥ w0.

(iii) Assumindo que Ω = RN , max{f(t), g(t)} ∼ ta(a > −1) para t su�cientemente grande,

e u0 ≤ C|x|−d, para |x| su�cientemente grande e d > N . De (4.9) temos∫ ∞
0

h(t)‖S(t)u0‖p+r−1
∞ dt ≤ C +

∫ ∞
t0

ta+N
2

(p+r−1)dt <∞,

quando a− N

2
(p+ r − 1) < −1 e t0 é su�cientemente grande. Portanto, pelo Teorema

4.6, concluímos que existe uma solução global não trivial. Em particular, para a = 0,

nós obtemos a parte de existência global de (i), item (a), do Teorema 4.2.

(iv) Seja Ω1 um subdomínio de Ω com fronteira suave e r > 1. Como qualquer solução do

problema (4.1) com Ω1 no lugar de Ω, é uma subsolução de (4.1), nós deduzimos pelo

Teorema 4.1 e o princípio de comparação que todas as soluções com condição inicial

su�cientemente grande não são soluções globais.

Nosso resultado para o caso 0 < r < 1 é o seguinte

Teorema 4.8. Sejam f, g ∈ C[0,∞), r, s, p, q > 0 tais que 1 < r + p ≤ q + s, 0 < r < 1, e

β > 0 de�nido em (4.4).
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(i) Se todo z0 ∈ C0(Ω), z0 ≥ 0, z0 6= 0 satisfaz

lim sup
t→∞

‖S(t)u0‖1/β
∞

∫ t

0

h(σ)dσ =∞, (4.12)

então qualquer solução não trivial do problema (4.1), que tenha condição inicial (u0, v0) ∈

[C0(Ω)]2 satisfazendo u0 ≥ w0, v0 ≥ w0 para algum w0 ∈ C0(Ω), w0 ≥ 0, w0 6= 0, é uma

solução global.

(ii) Suponha que s < p+ 1 e que existe w0 ∈ C0(Ω), w0 ≥ 0, w0 6= 0 satisfazendo∫ ∞
0

h(σ)‖S(σ)w0‖1/β
∞ dσ <∞. (4.13)

Então, existe uma condição inicial (u0, v0) ∈ [C0(Ω)]2, u0, v0 ≥ 0 tal que a correspon-

dente solução do problema (4.1) é uma solução global não trivial.

Observação 4.9. Alguns comentários a respeito do Teorema 4.8.

(i) Temos D = (1−r)(1−s)−pq < 0. Pois, como 0 < r < 1 e 1 < p+r ≤ q+s, deduzimos

que
p

1− r
> 1. Logo,

p

1− r
q + s− 1 > q + s− 1 > 0.

(ii) Argumentando como no item (iv) da Observação 4.7, podemos concluir que qualquer

solução do problema (4.1) com condição inicial su�cientemente grande não é global

quando D < 0.

(iii) Quando 1− r + q > 0, temos que β > 0. Nossa hipótese s < p + 1 é considerada para

garantir α > 0. Esta condição foi usada em diversos trabalhos, por exemplo veja [47],

[48], [49], e [50].

(iv) Quando Ω é limitado ou Ω = RN e f = g ≡ 1, é possível argumentar como na Obser-

vação 4.7 para obter a parte (b) do item (i) do Teorema 4.1, e a parte (b) do item (ii)

do Teorema 4.2.

4.2 Demonstração do Teorema 4.6

Precisamos dos seguintes resultados preliminares.
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Proposição 4.10. Sejam p, q, r, s números positivos com r > 1, h ∈ C[0,∞) e w0 ∈ C0(Ω)

tal que u0 ≥ w0 e v0 ≥ w0. Suponha que existem funções contínuas u, v ∈ C([0, T ), C0(Ω))

satisfazendo 
u(t) ≥ S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− σ)h(σ)ur(σ)vp(σ)dσ,

v(t) ≥ S(t)v0 +

∫ t

0

S(t− σ)h(σ)uq(σ)vs(σ)dσ,

(4.14)

para qualquer t ∈ [0, T ). Então, existe uma constante C > 0 tal que

‖S(t)w0‖p+r−1
∞

∫ t

0

h(σ)dσ ≤ C,

para qualquer t ∈ [0, T ).

Prova: Sejam(t) =

∫ t

0

h(σ)dσ. Como u0 ≥ w0 e v0 ≥ w0, temos de (4.14) que u(t) ≥ S(t)w0

e v(t) ≥ S(t)w0. Logo, pelo Teorema 2.12 temos

u(t) ≥
∫ t

0

S(t− σ)h(σ)ur(σ)vp(σ)dσ

≥
∫ t

0

h(σ)S(t− σ)[S(σ)w0]r+pdσ

≥
∫ t

0

h(σ)[S(t− σ)S(σ)w0]r+pdσ

≥ [S(t)w0]r+pm(t),

(4.15)

para qualquer t ∈ [0, T ). Usando as desigualdades v(t) ≥ S(t)w0, u(t) ≥ m(t)[S(t)w0]r+p e o

Teorema 2.12 temos que

u(t) ≥
∫ t

0

h(σ)S(t− σ)ur(σ)vp(σ)dσ

≥
∫ t

0

h(σ)mr(σ)S(t− σ)[S(σ)w0](r+p)r[S(σ)w0]pdσ

=

∫ t

0

h(σ)mr(σ)S(t− σ)[S(σ)w0]r(r+p)+pdσ

≥
∫ t

0

h(σ)mr(σ)[S(t− σ)S(σ)w0]r(r+p)+pdσ

= [S(t)w0]r(r+p)+p
∫ t

0

h(σ)mr(σ)dσ

=
1

r + 1
[S(t)w0]r(r+p)+pm(t)r+1

para qualquer t ∈ [0, T ).
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Similarmente, como v(t) ≥ S(t)w0, e u(t) ≥ 1

r + 1
m(t)r+1[S(t)w0]r(r+p)+p, temos que

u(t) ≥
∫ t

0

h(σ)S(t− σ)ur(σ)vp(σ)dσ

≥
∫ t

0

h(σ)S(t− σ)

{
1

r + 1
m(σ)r+1[S(σ)w0]r(r+p)+p

}r
[S(σ)w0]pdσ

=

∫ t

0

h(σ)

(r + 1)r
m(σ)r(r+1)S(t− σ)[S(σ)w0]r[r(r+p)+p]+pdσ

≥
∫ t

0

h(σ)

(r + 1)r
m(σ)r(r+1)[S(t− σ)S(σ)w0]r[r(r+p)+p]+pdσ

≥ [S(t)w0]r[r(r+p)+p]+p
∫ t

0

h(σ)

(r + 1)r
m(σ)r(r+1)dσ

≥ 1

(r + 1)r[r(r + 1) + 1]
m(t)r(r+1)+1[S(t)w0]r[r(r+p)+p]+p,

para qualquer t ∈ [0, T ).

A�rmamos que

u(t) ≥ cnm(t)
rn−1
r−1 [S(t)w0]r

n+p r
n−1
r−1 , (4.16)

para qualquer t ∈ [0, T ) e n ∈ N, onde c1 = 1 e

cn = crn−1

(
rn − 1

r − 1

)−1

, for n ≥ 2. (4.17)

Para provar a a�rmação, argumentaremos por indução. Para n = 1, segue-se de (4.15)

u(t) ≥ m(t)[S(t)w0]r+p = c1m(t)
r−1
r−1 [S(t)w0]r+p

r−1
r−1 .

Agora, assumindo que (4.16) é verdade para n. Então

u(t) ≥
∫ t

0

h(σ)S(t− σ)ur(σ)vp(σ)dσ

≥
∫ t

0

h(σ)S(t− σ)[cnm(σ)
rn−1
r−1 [S(σ)w0]r

n+p r
n−1
r−1 ]r[S(σ)w0]pdσ

= crn

∫ t

0

h(σ)S(t− σ)m(σ)
r(rn−1)
r−1 [S(σ)w0]r

n+1+p r
n+1−r
r−1

+pdσ

≥ crn[S(t)w0]r
n+1+p r

n+1−1
r−1

∫ t

0

h(σ)m(σ)
rn+1−r
r−1 dσ

≥ crn

(
rn+1 − 1

r − 1

)−1

m(t)
rn+1−1
r−1 [S(t)w0]r

n+1+p r
n+1−1
r−1

= cn+1m(t)
rn+1−1
r−1 [S(t)w0]r

n+1+p r
n+1−1
r−1 .
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Portanto, a desigualdade (4.16) é válida para n+ 1.

Agora, nós mostraremos que existe uma constante η > 0 tal que

ck ≥ ηr
k

(⇔ −r−k ln ck ≤ − ln η) para k ≥ 2, (4.18)

para todo k ∈ N. Com efeito, seja ξk = −r−k ln ck. Observe que é su�ciente provar que

(ξk)k≥1 é limitado superiormente. Note que

ξk − ξk−1 = −r−k ln ck + r−(k−1) ln ck−1 = r−k ln
crk−1

ck
.

Logo, pela equação (4.17), nós temos
crk−1

ck
=
rk − 1

r − 1
. Portanto ξk − ξk−1 = r−k ln

rk − 1

r − 1
.

Como
rk − 1

r − 1
≤ (r + 1)k, segue-se ln

rk − 1

r − 1
≤ ln(r + 1)k = k · γ, onde γ é uma constante.

Como

ξk − ξ1 =
k∑
i=2

(ξi − ξi−1) ≤ γ
∞∑
i=2

r−i · i <∞,

nós concluímos que (ξk) é limitado superiormente.

De (4.16), concluímos

‖u(t)‖∞ ≥ cnm(t)
rn−1
r−1 ‖S(t)w0‖

rn+p r
n−1
r−1

∞ ,

ou equivalentemente,(
1

cn

)1/rn

‖u(t)‖1/rn

∞ ≥ m(t)
1−1/rn

r−1 ‖S(t)w0‖
1+p

(
1−1/rn

r−1

)
∞ .

Das estimativas (4.18), fazemos n→∞, e obtemos

m(t)
1
r−1‖S(t)w0‖

1+ p
r−1

∞ ≤ C := η−1,

para qualquer t ∈ [0, T ).

4.2.1 Existência Não global

Prova do Teorema 4.6 (i) Argumentamos por contradição. Assumimos que (u, v) é uma

solução global para (4.1) com condição inicial (u0, v0) tal que u0 ≥ w0 e v0 ≥ w0 para algum

w0 6= 0, w0 ∈ C0(Ω).
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Seja h(t) = min{f(t), g(t)} para todo t ≥ 0. Como

u(t) ≥ S(t)w0 +

∫ t

0

S(t− σ)h(σ)ur(σ)vp(σ)dσ,

v(t) ≥ S(t)w0 +

∫ t

0

S(t− σ)h(σ)uq(σ)vs(σ)dσ,

para todo t ∈ [0,+∞), segue-se da Proposição 4.10, que existe uma constante C > 0 tal que

‖S(t)w0‖p+r−1
∞

∫ t

0

h(σ)dσ ≤ C,

para qualquer t ∈ [0,+∞). Portanto, lim
t→∞

sup ‖S(t)w0‖p+r−1
∞

∫ t

0

h(σ)dσ ≤ C o qual contradiz

a condição (4.10). Assim, a solução (u, v) não pode ser global.

4.2.2 Existência Global

Prova do Teorema 4.6 (ii) Seja h(t) = max{f(t), g(t)} para todo t ∈ [0,∞),

α =

∫ ∞
0

h(t)‖S(t)w0‖p+r−1
∞ dt,

e ũ0 = λw0, onde λ > 0 é su�cientemente pequeno tal que λ‖w0‖∞ ≤ 1, e 2q+sλp+r−1α ≤ 1.

Seja (ũ0, ṽ0) ∈ [C0(Ω)]2 com ṽ0 = ũ0. De�namos u0(t) = S(t)ũ0, v
0(t) = S(t)ṽ0 e a

sequência (un)n≥1, (vn)n≥1 dada por
un(t) = S(t)ũ0 +

∫ t

0

S(t− σ)h(σ)(un−1)r(σ)(vn−1)p(σ)dσ,

vn(t) = S(t)ṽ0 +

∫ t

0

S(t− σ)h(σ)(un−1)q(σ)(vn−1)s(σ)dσ.

A�rmamos que

un(t) ≤ 2S(t)ũ0 e vn(t) ≤ 2S(t)ũ0, (4.19)

para todo t ≥ 0 e todo n ∈ N. Demonstraremos a a�rmação por indução sobre n. Para n = 0

é claro. Assumindo que a a�rmação é verdade para n, mostraremos que é verdade para n+1.
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Temos

un+1(t) = S(t)ũ0 +

∫ t

0

S(t− σ)h(σ)(un)r(σ)(vn)p(σ)dσ

≤ S(t)ũ0 +

∫ t

0

S(t− σ)h(σ)[2S(σ)ũ0]r[2S(σ)ũ0]pdσ

≤ S(t)ũ0 + 2r+p
∫ t

0

S(t− σ)h(σ)‖S(σ)ũ0‖p+r−1
∞ S(σ)ũ0dσ

= S(t)ũ0 + 2r+pS(t)ũ0

∫ t

0

h(σ)‖S(σ)ũ0‖p+r−1
∞ dσ

≤ S(t)ũ0 + 2r+pλp+r−1αS(t)ũ0

≤ S(t)ũ0 + 2q+sλp+r−1αS(t)ũ0

≤ 2S(t)ũ0.

Similarmente,

vn+1(t) = S(t)ũ0 +

∫ t

0

S(t− σ)h(σ)(un)q(σ)(vn)s(σ)dσ

≤ S(t)ũ0 +

∫ t

0

S(t− σ)h(σ)[2S(σ)ũ0]q[2S(σ)ũ0]sdσ

≤ S(t)ũ0 + 2q+s
∫ t

0

S(t− σ)h(σ)‖S(σ)ũ0‖q+s−1
∞ [S(σ)ũ0]dσ

= S(t)ũ0 + 2q+sS(t)ũ0

∫ t

0

h(σ)‖S(σ)ũ0‖q+s−1
∞ dσ.

Como r + p ≤ q + s e ‖ũ0‖∞ ≤ 1,

vn+1(t) ≤ S(t)ũ0 + 2q+sS(t)ũ0

∫ t

0

h(σ)‖S(σ)ũ0‖p+r−1
∞ dσ

≤ S(t)ũ0 + 2q+sλr+p−1αS(t)ũ0

≤ 2S(t)ũ0.

Portanto, a a�rmação é válida para n+ 1.

Também usando argumentos de indução é possível mostrar que un ≤ un+1 e vn ≤ vn+1

para todo n ∈ N. Logo, das estimativas (4.19), concluímos que existe u(t) = lim
n→∞

un(t) e

v(t) = lim
n→∞

vn(t), para qualquer t ≥ 0. Assim temos uma solução global para (4.1).

4.3 Demonstração do Teorema 4.8

Precisamos de alguns resultados técnicos.
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Lema 4.11. Assuma que 0 < r < 1, p+ r > 1, A0, α0, π0, θ1, β1 ≥ 0. De�na por indução

Ak =
Ark−1B

p
1

αk
, αk = rαk−1 + pβ1 + 1, πk = rπk−1 + pθ1,

para k ∈ N. Então

lim
k→∞

inf Ak+1 ≥
[

Bp
1(1− r)

α0(1− r) + 1 + pβ1

] 1
1−r

, (4.20)

lim
k→∞

αk =
1 + pβ1

1− r
, (4.21)

lim
k→∞

πk =
1

1− r
pθ1. (4.22)

Prova: Note que

αk+1 = rαk + pβ1 + 1

= r(rαk−1 + pβ1 + 1) + pβ1 + 1 = r2αk−1 + (r + 1)pβ1 + r + 1

= r2(rαk−2 + pβ1 + 1) + (r + 1)pβ1 + r + 1

= r3αk−2 + (r2 + r + 1)pβ1 + r2 + r + 1.

Iterando este processo k vezes obtemos

αk+1 = rk+1α0 + (1 + pβ1)
1− rk+1

1− r
. (4.23)

Logo,

lnAk+1 = r lnAk + p lnB1 − ln

[
rk+1α0 + (1 + pβ1)

1− rk+1

1− r

]
.

Como 0 < r < 1, segue do fato que a função logaritmo é uma função não decrescente, que

lnAk+1 ≥ r lnAk + p lnB1 − ln

(
α0(1− r) + 1

1− r
+

β1p

1− r

)
. (4.24)

Observe que a desigualdade (4.24) é da forma ak+1 ≥ rak + b, com ak+1 = lnAk+1 e

b = ln

[
Bp

1(1− r)
α0(1− r) + 1 + pβ1

]
. Logo,

ak+1 ≥ r(rak−1 + b) + b

= r2ak−1 + rb+ b

≥ r2(rak−2 + b) + rb+ b = r3ak−2 + r2b+ rb+ b
...

≥ rk+1a0 +
1− rk+1

1− r
b.
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Daí,

lnAk+1 ≥ rk+1 lnA0 +
1− rk+1

1− r
ln

[
Bp

1(1− r)
α0(1− r) + 1 + pβ1

]
= ln

{
Ar

k+1

0

[
Bp

1(1− r)
α0(1− r) + 1 + pβ1

](1−rk+1)/(1−r)
}
.

Portanto, segue-se (4.20).

O limite (4.21) segue-se diretamente de (4.23). Para obter o limite (4.22), nós argumen-

tamos como na obtenção de (4.23) e obtemos πk+1 = rk+1π0 +
1− rk+1

1− r
pθ1. Fazendo k →∞

obtemos a conclusão desejada.

Também usaremos o seguinte resultado.

Proposição 4.12. Sejam p, q, r, s > 0 tais que 1 < p + r ≤ q + s, com 0 ≤ r < 1,

D < 0 e β > 0 de�nida por (4.4). Seja w0 ∈ C0(Ω), w0 6= 0, w0 ≥ 0. Assuma que

u, v ∈ C([0, T ), C0(Ω)) são funções não negativas tal que
u(t) ≥ S(t)w0 +

∫ t

0

h(σ)S(t− σ)ur(σ)vp(σ)dσ,

v(t) ≥ S(t)w0 +

∫ t

0

h(σ)S(t− σ)uq(σ)vs(σ)dσ.

(4.25)

Então, existe uma constante C > 0, dependendo somente de p, q, r e s, veri�cando

‖S(t)w0‖1/β
∞

∫ t

0

h(σ)dσ ≤ C,

para todo t ∈ [0, T ).

Prova: Faremos a prova em quatro passos. Seja m(t) =

∫ t

0

h(σ)dσ. Observe que

u(t) ≥ S(t)w0, (4.26)

v(t) ≥ S(t)w0. (4.27)

Passo 1. A�rmamos que existe uma constante η > 0 tal que

u(t) ≥ Λ0m(t)α0 [S(t)w0]
p

1−r , (4.28)

v(t) ≥ B1m(t)β1 [S(t)w0]θ1 , (4.29)

para qualquer t ∈ [0, T ), onde

A0 := Λ0 = 1, α0 =
1

1− r
, π0 =

p

1− r
, (4.30)
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B1 =
Aq0
β1

, β1 = α0q + 1, θ1 =
pq

1− r
+ s = π0q + s. (4.31)

Com efeito, das desigualdades (4.26), (4.27), (4.25)1 e o Teorema 2.12 obtemos

u(t) ≥
∫ t

0

h(σ)S(t− σ)[S(σ)w0]r[S(σ)w0]pdσ

=

∫ t

0

h(σ)S(t− σ)[S(σ)w0]p+rdσ

≥
∫ t

0

h(σ)[S(t− σ)S(σ)w0]p+rdσ

≥ m(t)[S(t)w0]p+r.

(4.32)

Usando as desigualdades (4.32), (4.27), (4.25)1, o Teorema 2.12 e argumentando como na

obtenção de (4.32) obtemos

u(t) ≥
∫ t

0

h(σ)S(t− σ)m(σ)r[S(σ)w0]r(r+p)+pdσ

≥ m(t)r+1

r + 1
[S(t)w0]r(p+r)+p.

Iterando este processo é possível obter

u(t) ≥ cnm(t)
1−rn
1−r [S(t)w0]r

n+p 1−rn
1−r ,

para qualquer t ∈ [0, T ), onde c1 = 1 e cn = crn−1

(
1− rn

1− r

)−1

. Argumentando similarmente

como na demonstração de (4.18) obtemos uma constante η > 0 tal que cn ≥ ηr
n

para todo

n ∈ N. segue-se, fazendo n→∞, que (4.28) é verdade para Λ0 e α0 de�nidos por (4.30).

Como D < 0, segue-se que θ1 = π0q + s =
pq

1− r
+ s > 1. De (4.27), (4.28), (4.25)2 e do

Teorema 2.12, concluímos que

v(t) ≥
∫ t

0

h(σ)S(t− σ)Aq0m(σ)α0q[S(σ)w0]π0q+sdσ

≥ Aq0
1

α0q + 1
m(t)α0q+1[S(t)w0]π0q+s

≥ B1m(t)β1 [S(t)w0]θ1 ,

(4.33)

onde B1, β1 e θ1 são de�nidas por (4.31). Logo, segue-se (4.29).

Passo 2. Nós a�rmamos que existe Λ1 =

[
Bp

1(1− r)
2 + pβ1

] 1
1−r

> 0 tal que

u(t) ≥ Λ1m(t)
1+pβ1
1−r [S(t)w0]

θ1p
1−r , (4.34)
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v(t) ≥ B2m(t)β2 [S(t)w0]θ2 , (4.35)

onde

B2 =
Λq

1B
s
1

β2

, β2 = 1 +
q

1− r
+ β1

(
s+

pq

1− r

)
, θ2 =

(
pq

1− r
+ s

)
θ1 = θ2

1. (4.36)

Com efeito, como p + r > 1 e θ1 > 1, rπ0 + pθ1 = r

(
p

1− r

)
+ pθ1 > r + p > 1. Das

desigualdades (4.29), (4.28), (4.25)1 e do Teorema 2.12 obtemos

u(t) ≥
∫ t

0

h(σ)S(t− σ)Ar0m(σ)rα0 [S(σ)w0]rπ0Bp
1m(σ)pβ1 [S(σ)w0]pθ1dσ

= Ar0B
p
1

∫ t

0

h(σ)m(σ)rα0+pβ1S(t− σ)[S(σ)w0]rπ0+pθ1dσ

≥ A1m(t)α1 [S(t)w0]rπ0+pθ1 ,

onde

A1 =
Ar0B

p
1

α1

, α1 = rα0 + β1p+ 1, π1 = rπ0 + pθ1 > 1 (4.37)

onde θ1, β1 e B1 são de�nidas por (4.31). Logo,

u(t) ≥ A1m(t)α1 [S(t)w0]π1 . (4.38)

Observe que rπ1 +pθ1 > r+p, porque π1, θ1 > 1. Das desigualdades (4.38), (4.29), (4.25)1

e do Teorema 2.12 obtemos

u(t) ≥
∫ t

0

h(σ)S(t− σ)Ar1m(σ)rα1 [S(σ)w0]rπ1Bp
1m(σ)pβ1 [S(σ)w0]pθ1dσ

= Ar1B
p
1

∫ t

0

h(σ)m(σ)rα1+pβ1S(t− σ)[S(σ)w0]rπ1+pθ1dσ

≥ A2m(t)α2 [S(t)w0]π2 ,

onde A2 =
Ar1B

p
1

α2

, α2 = rα1 + pβ1 + 1, π2 = rπ1 + pθ1.

Iterando este processo, obtemos para k ∈ N,

u(t) ≥ Akm(t)αk [S(t)w0]πk , (4.39)

onde

Ak =
Ark−1B

p
1

αk
, αk = rαk−1 + pβ1 + 1, πk = rπk−1 + pθ1. (4.40)



66

Para ver isto, usaremos indução. De (4.28) e (4.38), observamos que (4.39) é verdade para k =

0 e k = 1 respectivamente. Assumindo que (4.39) é verdade para k, segue das desigualdades

(4.29) e (4.39) que

u(t) ≥
∫ t

0

h(σ)S(t− σ)Arkm(σ)rαk [S(σ)w0]rπkBp
1m(σ)pβ1 [S(σ)w0]pθ1dσ

=
ArkB

p
1

rαk + pβ1 + 1
m(t)rαk+pβ1+1[S(t)w0]rπk+pθ1

= Ak+1m(t)αk+1 [S(t)w0]πk+1 .

Portanto, segue-se (4.39). Das estimativas (4.21) e (4.22) do Lema 4.11 obtemos (4.34)

fazendo k →∞.

Por outro lado, como θ1 > 1 e p + r > 1 obtemos que q
θ1p

1− r
+ sθ1 > q + s > 1 e

q
θ1p

1− r
+ θ1s = θ2

1 > 1. Logo, das desigualdades (4.34), (4.29), (4.25)2 e do Teorema 2.12

v(t) ≥
∫ t

0

h(σ)S(t− σ){Λ1m(σ)
1+β1p
1−r [S(σ)w0]

θ1p
1−r }q{B1m(σ)β1 [S(σ)w0]θ1}sdσ

≥ Λq
1B

s
1[S(t)w0]q

θ1p
1−r+θ1s

∫ t

0

h(σ)m(σ)q
1+β1p
1−r +sβ1dσ

= Λq
1B

s
1

m(t)1+sβ1+q
1+pβ1
1−r

1 + sβ1 + q 1+pβ1
1−r

[S(t)w0]q
θ1p
1−r+θ1s

=
Λq

1B
s
1

1 + q
1−r + β1(s+ pq

1−r )
m(t)1+ q

1−r+β1(s+ pq
1−r )[S(t)w0]q

θ1p
1−r+sθ1

= B2m(t)β2 [S(t)w0]θ2

onde B2, β2 e θ2 são de�nidas por (4.36). Logo, segue-se (4.35).

Passo 3. A�rmamos que

u(t) ≥ Λ2m(t)
1+pβ2
1−r [S(t)w0]

pθ2
1−r , (4.41)

v(t) ≥ B3m(t)β3 [S(t)w0]θ3 , (4.42)

para qualquer t ∈ [0, T ), onde

B3 =
Λq

2B
s
2

β3

, β3 = 1 +
q

1− r
+ β2

(
pq

1− r
+ s

)
, θ3 = q

pθ2

1− r
+ sθ2 = θ3

1. (4.43)

Com efeito, como θ1 > 1 e p + r > 1, segue-se que r
θ1p

1− r
+ pθ2 > r + p > 1. Usando as
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desigualdades (4.35), (4.34), (4.25)1 e o Teorema 2.12

u(t) ≥
∫ t

0

h(σ)S(t− σ)
[
Λ1m(σ)

1+pβ1
1−r [S(σ)w0]θ1

p
1−r

]r [
B2m(σ)β2 [S(σ)w0]θ2

]p
dσ

≥ Λr
1B

p
2 [S(t)w0]θ1

pr
1−r+pθ2

∫ t

0

h(σ)m(σ)r
1+pβ1
1−r +pβ2dσ

≥ Λr
1B

p
2

m(t)1+r
1+pβ1
1−r +pβ2

1 + r 1+pβ1
1−r + pβ2

[S(t)w0]θ1
pr
1−r+pθ2

= Ã1m(t)α̃1 [S(t)w0]π̃1 ,

(4.44)

onde

Ã1 =
Λr

1B
p
2

α̃1

, α̃1 = 1 + rα̃0 + pβ2, π̃1 = rπ̃0 + pθ2,

onde α̃0 =
1 + β1p

1− r
, π̃0 =

pθ1

1− r
.

Observe que rπ0 +pθ2 > r+p > 1. Similarmente, das desigualdades (4.44), (4.35), (4.25)1

e do Teorema 2.12

u(t) ≥
∫ t

0

h(σ)S(t− σ){Ã1m(σ)α̃1 [S(σ)w0]π̃1}r{B2m(σ)β2 [S(σ)w0]θ2}pdσ

≥ Ãr1B
p
2 [S(t)w0]rπ̃1+pθ2

∫ t

0

h(σ)m(σ)rα̃1+pβ2dσ

= Ãr1B
p
2

m(t)1+rα̃1+pβ2

1 + rα̃1 + pβ2

[S(t)w0]rπ̃1+pθ2

≥ Ã2m(t)α̃2 [S(t)w0]π̃2 ,

onde

Ã2 =
Ar1B

p
2

α̃2

, α̃2 = 1 + rα̃1 + pβ2, π̃2 = rπ̃1 + pθ2,

Iterando este processo e �xando a desigualdade (4.35), obtemos

u(t) ≥ Ãkm(t)α̃k [S(t)w0]π̃k , (4.45)

onde

Ãk =
Ãrk−1B

p
2

α̃k
, α̃i = 1 + rα̃i−1 + pβ2, π̃i = rπ̃i−1 + pθ2. (4.46)

Pelo Lema 4.11

lim
k→∞

inf Ãk ≥
[
Bp

2(1− r)
2 + pβ2

] 1
1−r

=: Λ2,

lim
i→∞

α̃k =
1 + pβ2

1− r
,
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e

lim
k→∞

πk =
pθ2

1− r
.

Logo, fazendo k →∞ em (4.45), obtemos a estimativa (4.41).

Por outro lado, como θ2 > 1 e p + r > 1, segue-se que q
θ2p

1− r
+ θ2s > q + s > 1. Logo,

das desigualdades (4.41), (4.35), (4.25)2 e do Teorema 2.12

v(t) ≥
∫ t

0

h(σ)S(t− σ){Λ2m(σ)
1+pβ2
1−r [S(σ)w0]

pθ2
1−r }q{B2m(σ)β2 [S(σ)w0]θ2}sdσ

≥ Λq
2B

s
2[S(t)w0]q

pθ2
1−r+sθ2

∫ t

0

h(σ)m(σ)q
1+pβ2
1−r +sβ2dσ

= Λq
2B

s
2

m(t)1+q
1+pβ2
1−r +sβ2

1 + q 1+pβ2
1−r + sβ2

[S(t)w0]q
pθ2
1−r+sθ2

= B3m(t)β3 [S(t)w0]θ3 ,

onde B3, β3 e θ3 são de�nidos por (4.43). Logo, segue-se (4.42).

Passo 4. Dos passos acima, a�rmamos que é possível obter

u(t) ≥ Λkm(t)
1+pβk
1−r [S(t)w0]

pθk
1−r , (4.47)

e

v(t) ≥ Bk+1m(t)βk+1 [S(t)w0]θk+1 , (4.48)

onde B0 = 1, β0 = 0, θ0 = 1, Λ0 = 1, e para k ≥ 1

Bk =
Λq
k−1B

s
k−1

β̃k
,

βk = 1 + q

(
1 + pβk−1

1− r

)
+ sβk−1 = 1 +

q

1− r
+ βk−1

(
pq

1− r
+ s

)
,

θk = pq
θk−1

1− r
+ sθk−1 = θk−1

(
pq

1− r
+ s

)
= θk1 ,

Λk =

[
Bp
k(1− r)
2 + pβk

] 1
1−r

.
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Como βk+1 = 1 +
q

1− r
+ βk

(
pq

1− r
+ s

)
, segue-se

βk+1 =
1− r + q

1− r
+ θ1

(
1− r + q

1− r
+ βk−1θ1

)
=

(
1− r + q

1− r

)
(1 + θ1) + βk−1θ

2
1

=

(
1− r + q

1− r

)
(1 + θ1) + θ2

1

(
1− r + q

1− r
+ θ1βk−2

)
...

=

(
1− r + q

1− r

)
θk+1

1 − 1

θ1 − 1
.

(4.49)

Observe que de (4.48) obtemos

S(t)w0 ≤ [v(t)]
1

θk+1B
− 1
θk+1

k+1 m(t)
−
βk+1
θk+1 , (4.50)

para qualquer t ∈ [0, T ) e k ∈ N.

De (4.49), obtemos que

Bk+1 =
Λq
kB

s
k

βk+1

=
B

pq
1−r+s

k

βk+1

(
1− r

2 + pβk

) q
1−r

=
(1− r)

q
1−rBθ1

k(
1−r+q

1−r

) ( θk+1
1 −1

θ1−1

) [
2 + p

(
1−r+q

1−r

) ( θk1−1

θ1−1

)] q
1−r

.

Logo, fazendo Γ =
q

1− r
e bk = lnBk, de (4.49) obtemos que

βk = (1 + Γ)
θk1 − 1

θ1 − 1
, b0 = lnB0 = ln 1 = 0

e
bk+1 = lnBk+1

= θ1 lnBk + Γ

[
ln(1− r)− ln

(
2 + p(1 + Γ)

θk1 − 1

θ1 − 1

)]
−

ln

(
(1 + Γ)

θk+1
1 − 1

θ1 − 1

)
.
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Como θ1 > 1 segue-se que 1 <
θk+1

1 − 1

θ1 − 1
<

1

θ1 − 1
θk+1

1 . Então,

bk+1 ≥ θ1bk + Γ

[
ln(1− r)− ln

(
(2 + p(1 + Γ))θk+1

1

θ1 − 1

)]
− ln

(
(1 + Γ)θk+1

1

θ1 − 1

)
= θ1bk + Γ

(
ln(1− r)− ln

(
2 + p(1 + Γ)

θ1 − 1

))
−

ln

(
1 + Γ

θ1 − 1

)
− (k + 1)(Γ + 1) ln θ1.

De�nimos

b = (Γ + 1) ln θ1,

a = Γ

(
ln(1− r)− ln

(
2 + p(1 + Γ)

θ1 − 1

))
− ln

(
1 + Γ)

θ1 − 1

)
,

e obtemos

bk+1 ≥ θ1bk + a− (k + 1)b. (4.51)

Assim,

bk+1 ≥ θ1bk + a− (k + 1)b

≥ θ1(θ1bk−1 + a− kb) + a− (k + 1)b

= θ2
1bk−1 + (θ1 + 1)a− b(kθ1 + k + 1)

≥ θ3
1bk−2 + (θ2

1 + θ1 + 1)a− b((k − 1)θ2
1 + kθ1 + k + 1)

...

≥ a
θk+1

1 − 1

θ1 − 1
− b

k∑
i=0

(k + 1− i)θi1.

Portanto,

θ
−(k+1)
1 bk+1 ≥

a(1− θ−(k+1)
1 )

θ1 − 1
− b

k∑
j=0

(k + 1− j)θ−(k+1−j)
1

≥ a(1− θ−(k+1)
1 )

θ1 − 1
− b

k+1∑
j=1

jθ−j1

≥ −b θ2
1

(θ1 − 1)2
.

Logo, existe uma constante C > 0 tal que
bj+1

θj+1

≥ − lnC. Então, da desigualdade (4.50)

temos

S(t)w0 ≤ [v(t)]
1

θk+1m(t)
−
βk+1
θk+1 C, (4.52)
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para qualquer t ∈ [0, T ).

Note que θ1 > 1. Então,

lim
k→∞

θk+1 = lim
j→∞

θk+1
1 = +∞ e

lim
k→∞

βk+1

θk+1

= lim
k→∞

(1 + Γ)

θk+1
1

(
θk+1

1 − 1

θ1 − 1

)
=

Γ + 1

θ1 − 1

=
1−r+q

1−r

s+ pq
1−r − 1

= β.

Logo, fazendo k →∞ em (4.52), concluímos que

‖S(t)w0‖
1
β
∞

∫ t

0

h(σ)dσ = m(t)‖S(t)w0‖
1
β
∞ ≤ C,

para qualquer t ∈ [0, T ).

4.3.1 Existência não global

Prova do Teorema 4.8 (i) Argumentaremos por contradição. Suponha que (u, v) é uma

solução global com condição inicial satisfazendo u0 ≥ w0, v0 ≥ w0, w0 ∈ C0(Ω), w0 6= 0.

Seja h(t) = min{f(t), g(t)} para todo t ∈ [0,∞). Como

u(t) ≥ S(t)w0 +

∫ t

0

S(t− σ)h(σ)ur(σ)vp(σ)dσ,

v(t) ≥ S(t)w0 +

∫ t

0

S(t− σ)h(σ)uq(σ)vs(σ)dσ,

segue-se da Proposição 4.12 que existe uma constante C > 0 tal que

‖S(t)w0‖1/β
∞

∫ t

0

h(σ)dσ ≤ C

para todo t ∈ [0,+∞) o qual contradiz a condição (4.12). Logo, (u, v) não é uma solução

global.

4.3.2 Existência global

Prova do Teorema 4.8 (ii) Sejam h(t) = max{f(t), g(t)} para todo t ∈ [0,∞), e λ > 0

su�cientemente pequeno tal que λ‖w0‖∞ ≤ 1 e λ1/β2q+sγ ≤ 1, onde

γ =

∫ ∞
0

h(t)‖S(t)w0‖1/β
∞ dt <∞.
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Se ũ0, ṽ0 ∈ C0(Ω), com 0 ≤ ṽ0 < λw0 e 0 ≤ ũ0 ≤ ṽ
α/β
0 , considere u0(t) = S(t)ũ0,

v0(t) = S(t)ṽ0 e as sequências (un)n≥1, (vn)n≥1 de�nidas da seguinte maneira
un(t) = S(t)ũ0 +

∫ t

0

S(t− σ)h(σ)(un−1)r(σ)(vn−1)p(σ)dσ,

vn(t) = S(t)ṽ0 +

∫ t

0

S(t− σ)h(σ)(un−1)q(σ)(vn−1)s(σ)dσ.

A�rmamos que

un(t) ≤ 2[S(t)ṽ0]α/β e vn(t) ≤ 2S(t)ṽ0, (4.53)

para todo t > 0.

Procederemos por indução. Para n = 0 é verdade. Assuma que é verdade para n. Então,

un+1(t) = S(t)ũ0 +

∫ t

0

S(t− σ)h(σ)(un)r(σ)(vn)p(σ)dσ

≤ S(t)ṽ
α/β
0 + 2r+p

∫ t

0

S(t− σ)h(σ)[S(σ)ṽ0]
α
β
r[S(σ)ṽ0]pdσ.

Como 0 <
α

β
≤ 1, e r + p ≤ q + s, segue-se que [S(t)ṽ0]α/β ≥ S(t)ṽ

α/β
0 . Obsevando que

α

β
r + p =

α

β
+

1

β
, temos

un+1(t) ≤ S(t)ṽ
α/β
0 + 2r+p

∫ t

0

h(σ)S(t− σ)[S(σ)ṽ0]α/β‖S(σ)ṽ0‖1/β
∞ dσ

≤ S(t)ṽ
α/β
0 + 2r+p[S(t)ṽ0]α/β

∫ t

0

h(σ)‖S(σ)ṽ0‖1/β
∞ dσ

≤ [S(t)ṽ0]α/β + 2r+p[S(t)ṽ0]α/βλ1/βγ

≤ [S(t)ṽ0]α/β + 2q+s[S(t)ṽ0]α/βλα/βγ

≤ 2[S(t)ṽ0]α/β.

Por outro lado,

vn+1(t) = S(t)ṽ0 +

∫ t

0

S(t− σ)h(σ)(un)q(σ)(vn)s(σ)dσ

≤ S(t)ṽ0 + 2q+s
∫ t

0

S(t− σ)h(σ)[S(σ)ṽ0]αq/β[S(σ)ṽ0]sdσ.

Observe que
α

β
q + s =

1

β
+ 1. Logo,

vn+1(t) ≤ S(t)ṽ0 + 2q+s
∫ t

0

S(t− σ)h(σ)[S(σ)ṽ0]‖S(σ)ṽ0‖1/β
∞ dσ

≤ S(t)ṽ0 + 2q+sS(t)ṽ0

∫ t

0

h(σ)‖S(σ)ṽ0‖1/β
∞ dσ

≤ S(t)ṽ0 + 2q+sλ1/βαS(t)ṽ0

≤ 2S(t)ṽ0.
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Portanto, (4.53) é verdade para n+ 1.

Procedendo por indução, é possível mostrar que un ≤ un+1, vn ≤ vn+1. Logo, pela

estimativa (4.53), existe (u, v) tal que u(t) = lim
n→∞

un(t) e v(t) = lim
n→∞

vn(t), para qualquer

t ≥ 0, a qual é uma solução para o problema (4.1).

�
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Capítulo 5

Expoentes críticos para um problema

parabólico com expoente variável

5.1 Introdução

Seja Ω ⊂ RN um domínio arbitrário com fronteira regular ∂Ω. Consideramos o seguinte

problema parabólico 
ut −∆u = f(t)up(x) em Ω× (0, T ),

u = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0 ≥ 0 em Ω,

(5.1)

onde p ∈ C(Ω) é uma função limitada satisfazendo

0 < p− ≤ p(x) ≤ p+ para todo x ∈ Ω,

onde

p− = inf
x∈Ω

p(x) p+ = sup
x∈Ω

p(x),

f ∈ C[0,∞), e a condição inicial u0 ∈ C0(Ω) no caso do primeiro expoente crítico de Fujita,

e u0 ∈ Cb(RN) no caso do segundo valor crítico de Fujita (Neste caso Ω = RN).

A existência local das soluções do problema (5.1) podem ser demonstradas usando as

mesmas ideias de [18], [19], [21], [31], [32]. A unicidade pode falhar pois p pode ser menor
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que 1 em algum subdomínio de Ω. Mesmo assim, nós temos uma solução maximal

u ∈ C([0, tmax), C0(Ω)),

de�nida em um intervalo maximal [0, Tmax) veri�cando

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)u(σ)p(x)dσ, (5.2)

para qualquer t ∈ [0, Tmax). Mais ainda, temos a seguinte alternativa : Tmax = ∞ ou

Tmax < ∞ e lim sup
t→tmax

‖u(t)‖max = ∞ (solução que explode em tempo �nito). A fórmula

(S(t))t≥0 denota o semigrupo do calor com condições de Dirichlet na fronteira ∂Ω.

Em 1966, Fujita [9] considerou o problema (5.1) no caso particular p(x) = constante =

p > 1, e f(t) = constante = 1. Mais especi�camente, Fujita estudou o seguinte problema ut −4u = up em RN × (0, T ),

u(0) = u0 ≥ 0 em Cb(RN).
(5.3)

Ele mostrou que existe pf = 1 +
2

N
, tal que o problema (5.3) não tem soluções triviais

quando 1 < p < pf . Por outro lado, no caso p > pf , ele mostrou que existem soluções globais

e soluções que explodem num tempo �nito. O número pf é conhecido como segundo valor

crítico de Fujita, e foi estudado para diversas equações e sistemas destas equações, como

pode-se apreciar em [10], [15], [51] e no caso de sistemas veja [26].

Depois de Fujita, Tzong-Yow Lee e Wei-Ming Ni [25] em 1992, estudaram o problema

(5.3), considerando o comportamento assintótico das condições iniciais, e deram condições

de existência e não existência das soluções quando p > 1 +
2

N
; mais especi�camente, para

a ≥ 0 eles de�niram os seguintes conjuntos

Ia = {ψ ∈ C0(RN) : ψ ≥ 0 and lim sup
|x|→∞

|x|aψ(x) <∞},

Ia = {ψ ∈ C0(RN) : ψ ≥ 0 and lim inf
|x|→∞

|x|aψ(x) > 0},

e demonstraram o seguinte resultado

Teorema 5.1 ([25]). Suponha que p > 1 +
2

N
. Então, temos

1. Se 0 < a <
2

p− 1
, então qualquer solução não trivial, e não negativa u do problema

(5.3) com condição inicial u0 ∈ Ia, explode em tempo �nito.
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2. Se
2

p− 1
< a, então para qualquer w0 ∈ Ia, existe Λ > 0 constante dependendo de p e

w0, tal que a solução do problema (5.3) com condição inicial λw0 é uma solução global

não trivial, para todo 0 < λ < Λ.

O número a∗ =
2

p− 1
é conhecido como o segundo valor crítico de Fujita. Resultados

similares foram obtidos para outros casos por muitos autores, por exemplo veja [52], [53],

[54], [55], [56], [57], [58], [59], [60], [61], [62], [63], e [64].

O caso particular f ≡ 1 foi estudado em [18], [19], [20], [22], [23], e para o caso de sistema

parabólico acoplado citamos o trabalho de [21].

R. Ferreira, A. de Pablo, M. Perez-Llanos, e J.D. Rossi [18], estudaram o expoente crítico

de Fujita para o problema (5.1). Mais especi�camente, eles mostraram o seguinte

Teorema 5.2 ([18]). Suponha Ω = RN e f ≡ 1.

(i) Se p− > 1 +
2

N
, então o problema (5.1) tem soluções globais não triviais.

(ii) Se 1 < p− < p+ ≤ 1 +
2

N
, então todas as soluções do problema (5.1) explodem em tempo

�nito.

(iii) Se p− < 1 +
2

N
< p+, então existem funções p(x) tal que o problema (5.1) tem soluções

globais não triviais e funções p(x) tal que todas as soluções não triviais explodem em

tempo �nito.

Neste caso o valor crítico p∗ = 1 +
2

N
, caracteriza o conjunto das funções P = {p ∈

Cb(RN) : p− > 1} por meio dos valores extremos do expoente variável p(x), isto é, p− e p+.

Motivados pelo trabalho de Lee e Ne no Teorema 5.1, queremos conhecer o que acontece

quando o expoente variável satisfaz p > 1 +
2

N
. Assim nossa meta é encontrar um valor

semelhante ao do segundo valor crítico de Fujita para o problema (5.1). Para este propósito

usaremos as mesmas ideias dos artigos [25] e [26].

Quando o expoente é variável acontece um fenômeno interessante, existem funções p(x)

e domínios Ω, tais que todas as soluções do problema (5.1) explodem em tempo �nito, veja

Teorema 1.3 de [18]. Este fato pode ser suprimido no caso em que Ω é limitado e a função

p(x) = p é constante, pois neste caso é conhecido que o problema (5.1) tem soluções globais
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para dados iniciais pequenos, e quando 0 < p ≤ 1, todas as soluções são globais (veja [34] e

[29].

É importante mencionar que para domínios não limitados, o expoente crítico de Fujita

para o problema (5.1) foi estudado por muitos autores, veja por exemplo [7], [11], [37], [38],

[65], etc.

Estes resultados tem sido obtidos por diferentes métodos, como sub e supersoluções,

método de Kaplan, argumentos de ponto �xo, etc. Em [7], Meier demonstrou o seguinte

resultado o qual é válido para qualquer domínio. Mais especi�camente, ele demonstrou o

seguinte resultado

Teorema 5.3 (Meier [7]). Sejam p(x) ≡ p ≡ constante > 1 e f ∈ C[0,∞).

(i) Se existe u0 ∈ C0(Ω), tal que∫ ∞
0

h(σ)‖S(σ)u0‖p−1
∞ dσ <∞,

então existem soluções globais positivas do problema (5.1).

(ii) Se

lim
t→∞

sup ‖S(t)u0‖p−1
∞

∫ ∞
0

h(σ)dσ =∞,

para todo u0 ∈ C0(Ω), então cada solução não trivial e não negativa de (5.1) explode

em tempo �nito.

Observe que o resultados de Meier depende do comportamento assintótico da norma

‖S(t)u0‖∞. Como consequência do Teorema 5.3 é possível concluir que se f(t) ∼ tq para t

su�cientemente grande e q > −1, o expoente crítico de Fujita é dado por pF = 1 +
q + 1

µ∗
,

onde

µ∗ ∼= µ∗(Ω) = sup{µ ≥ 0; existe u0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0 tal que

lim
t→∞

sup tµ‖S(t)u0‖∞ <∞}.

(5.4)

Outra consequência do Teorema 5.3 é que se Ω é um domínio limitado e f(t) ∼ eβt para t

su�cientemente grande, então pF = 1+
β

λ1(Ω)
, onde λ1(Ω) é o primeiro autovalor do operador

Laplaciano em H1
0 (Ω).
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Nosso objetivo neste capítulo é estender os resultados de Meier 5.3 para o problema (5.1)

para expoente variável p(x) ∈ C(Ω). Logo, analisamos os casos f(t) ∼ tq e f(t) ∼ eβt para t

su�cientemente grande.

Os resultados desta Seção são os seguintes:

Teorema 5.4. Suponha que p ∈ C(Ω) limitada, e f ∈ C[0,∞).

(i) Se p+ > 1 e

lim sup
t→∞

‖S(t)u0‖p
+−1
∞

∫ t

0

f(σ)dσ =∞ (5.5)

para todo u0 ∈ C0(Ω), então qualquer solução não trivial do problema (5.1) explode em

tempo �nito ou é uma solução global que explode em tempo in�nito, isto é, lim sup
t→∞

‖v(t)‖∞ =

∞+.

(ii) Suponha que existe w0 ∈ C0(Ω), w0 ≥ 0, w0 6= 0 satisfazendo∫ ∞
0

f(σ)‖S(σ)w0‖p
−−1
∞ dσ <∞. (5.6)

Então, existe uma constante Λ > 0, dependendo de p+, p−, tal que para 0 < λ < Λ

a solução u de (5.1) com condição inicial λw0 é uma solução global não trivial. Mais

ainda, existe uma constante γ > 0 tal que u(t) ≤ (1 + γ)S(t)u0.

Quando f(t) ∼ tq para t su�cientemente grande e µ∗ é dado por (5.4), obtemos o seguinte

resultado.

Teorema 5.5. Suponha f(t) ∼ tq com q > −1, para t su�cientemente grande.

(i) Se 1 < p+ < 1 +
q + 1

µ∗
, então qualquer solução não trivial e não negativa do problema

(5.1) explode em tempo �nito ou é uma solução global que explode em tempo in�nito.

(ii) Se p+ > 1 +
q + 1

µ∗
, então nós temos duas situações:

(a) Se p− > 1 +
q + 1

µ∗
, então existe u0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0 tal que a correspondente

solução do problema (5.1) é uma solução global não trivial.
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(b) Se p− < 1 +
q + 1

µ∗
, então existem funções p tais que todas as soluções do problema

(5.1) explodem em tempo �nito e existem funções p tal que o problema (5.1) tem

uma solução global não trivial.

Quando f(t) ∼ etβ(β > 0) para t su�cientemente grande temos o seguinte resultado.

Teorema 5.6. Suponha que Ω é limitado e f(t) ∼ eβt para t su�cientemente grande.

(i) Se 1 < p+ < 1 +
β

λ1(Ω)
, então qualquer solução não trivial e não negativa do problema

(5.1) explode em tempo �nito ou explode em tempo in�nito.

(ii) Quando p+ > 1 +
β

λ1(Ω)
nós temos duas situações:

(a) Se p− > 1 +
β

λ1(Ω)
, então existe u0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0 tal que a correspondente

solução do problema (5.1) é uma solução global não trivial.

(b) Se p− < 1+
β

λ1(Ω)
, então existem funções p tais que todas as soluções do problema

(5.1) explodem em tempo �nito, e funções p tal que o problema (5.1) tem uma

solução global nao trivial.

O presente Capítulo está organizado da seguinte maneira, na Seção 5.2 apresentamos

alguns resultados preliminares para o problema (5.1) e demonstramos os Teoremas 5.4, 5.5

e 5.6. Na Seção 5.3 apresentamos algumas preliminares e tratamos o problema do segundo

expoente crítico de Fujita.

5.2 Primeiro expoente crítico de Fujita

Lema 5.7. Suponha que p+ > 1 e u0 ∈ C0(Ω). Se u ∈ C([0, T ), C0(Ω)) é uma função

contínua não negativa tal que sup
t∈[0,T )

‖u(t)‖∞ <∞ e satisfaz

u(x, t) ≥ S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)u(σ)p(x)dσ (5.7)

para todo t ∈ [0, T ], então existe uma constante C > 0, a qual depende da limitação de u, p+

e p−, tal que

‖S(t)u0‖p
+−1
∞

∫ t

0

f(σ)dσ ≤ C · θ(M), (5.8)
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para todo t ∈ [0, T ), onde θ(M) = ρ(M)
− p

+−1

p+ e ρ(M) é dado por (5.9).

Prova: Seja M = sup
t∈[0,T )

‖u(t)‖∞. Como u/M ≤ 1, de (5.7) temos

u(t) ≥ S(t)u0 +

∫ t

0

f(σ)S(t− σ)Mp(x)

[
u(σ)

M

]p(x)

dσ

≥ S(t)u0 +

∫ t

0

f(σ)S(t− σ)M (p(x)−p+)u(σ)p
+

dσ

≥ S(t)u0 + ρ(M)

∫ t

0

f(σ)S(t− σ)u(σ)p
+

dσ,

onde

ρ(M) =

 Mp−−p+ , se M > 1

1, se M ≤ 1
(5.9)

Logo,

u(t) ≥ S(t)u0 + ρ(M)

∫ t

0

f(σ)S(t− σ)u(σ)p
+

dσ. (5.10)

Como p+ > 1, de (5.10) temos que

u(t) ≥ ρ(M)

∫ t

0

f(σ)S(t− σ)[S(σ)u0]p
+

dσ

≥ ρ(M)[S(t)u0]p
+

∫ t

0

f(σ)dσ.

Usando esta desigualdade e (5.10) temos

u(t) ≥ ρ(M)p
+

∫ t

0

f(σ)S(t− σ)

{(∫ σ

0

f(s)ds

)
[S(σ)u0(σ)]p

+

}p+
dσ

≥ ρ(M)p
+

∫ t

0

f(σ)

(∫ σ

0

f(s)ds

)p+
S(t− σ)[S(σ)u0(σ)](p

+)2dσ

≥ 1

p+ + 1

(∫ t

0

f(s)ds

)p++1

ρ(M)p
+

[S(t)u0(σ)](p
+)2 .

Por indução sobre n, é possível demonstrar que

u(t) ≥ Cn

(∫ t

0

f(s)ds

) (p+)n−1

p+−1

ρ(M)(p+)n [S(t)u0](p
+)n , (5.11)

onde

C1 = 1, Cn = (Cn−1)p
+

[
(p+)n − 1

p+ − 1

]−1

. (5.12)
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para n ≥ 2.

Agora mostraremos que existe uma constante η > 0 dependendo só de p+ tal que Cn ≥

η(p+)n para todo n ∈ N. Seja ξn = −(p+)n lnCn. Então é su�ciente demonstrar que a

sequência (ξn) é limitada superiormente. Observe que ξi − ξi−1 = (p+)−i ln

(
Cp+

i−1

Ci

)
. De

(5.12) temos que ln

[
Cp+

i−1

Ci

]
= ln

[
(p+)i − 1

p+ − 1

]
≤ ln(p+ + 1)i ≤ γi com γ = γ(p+) > 0. Logo,

ξn − ξ1 =
n∑
i=2

(ξi − ξi−1) ≤ γ

∞∑
i=2

r−i · i <∞.

Portanto, (ξk) é limitada superiormente.

Finalmente, de (5.11), concluímos que

M
1

(p+)n ≥ ηρ(M)
1
p+

(∫ t

0

f(σ)dσ

) 1− 1
(p+)n

p+−1

S(t)u0.

Fazendo n→∞, se segue o resultado.

�

Lema 5.8. Sejam p− > 1 e f ∈ C[0,∞). Suponha que existe w0 ∈ C0(Ω), w0 ≥ 0, w0 6= 0

satisfazendo

α =

∫ ∞
0

f(σ)‖S(σ)w0‖p
−−1
∞ dσ <∞. (5.13)

Então, existe u0 ∈ C0(Ω) com 0 ≤ u0 ≤ w0 tal que, se (un)n≥0 é a sequência de�nida por
u0 = S(t)u0

un(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)u
p(x)
n−1(σ)dσ,

(5.14)

para todo n ≥ 0 e todo t ≥ 0. Então,

un(t) ≤ (1 + α)S(t)u0 (5.15)

para todo t ≥ 0.

Prova: Sejam 0 < λ ≤ min

{
(1 + α)

− p+

p−−1 , ‖w0‖−1
∞

}
e u0 = λw0. Procedemos por indução

sobre n. Para n = 0, é claro que (5.15) é verdade. Assumindo que (5.15) é verdade para n,
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mostraremos que é verdade para n+ 1. Como p− = inf
x∈Ω

p(x) e ‖u0‖∞ = ‖λw0‖ ≤ 1, temos

un+1(x, t) ≤ S(t)u0(x) +

∫ t

0

S(t− σ)f(σ)((1 + α)S(t)u0(x))p(x)(x, σ)dσ

≤ S(t)u0(x) + (1 + α)p
+

∫ t

0

f(σ)S(t− σ)(S(σ)u0(x))p(x)dσ

≤ S(t)u0(x) + (1 + α)p
+

∫ t

0

f(σ)S(t− σ)(S(σ)u0(x))[(p−−1)+1]dσ

≤ S(t)u0(x) + (1 + α)p
+

∫ t

0

f(σ)‖S(σ)u0‖p
−−1
∞ S(t− σ)S(σ)u0(x)dσ

≤ S(t)u0(x) + (1 + α)p
+

S(t)u0

∫ t

0

f(σ)‖S(σ)u0‖p
−−1
∞ dσ

≤ S(t)u0(x) + (1 + α)p
+

λ(p−−1)αS(t)u0

≤ (1 + α)S(t)u0

para todo t ≥ 0

�

Lema 5.9. Seja f ∈ C[0,∞) tal que f(t) ∼ tq (q > −1), para t su�cientemente grande, e

seja p uma função contínua de�nida em um domínio arbitrário Ω ⊂ RN , tal que 1 < p−. Se

existe um domínio Ω1 ⊂ Ω tal que

p(x) = p0 < 1 +
q + 1

µ∗1
para todo x ∈ Ω1, (5.16)

onde

µ∗1 ≡ µ∗(Ω1) = sup{µ ≥ 0;u0 ∈ C0(Ω1), u0 ≥ 0 existe tal que

lim
t→∞

sup tµ‖S(t)u0‖L∞(Ω1) <∞},

(5.17)

e (S(t))t≥0 é o semigrupo do calor com condições de Dirichlet na fronteira ∂Ω1, então a

solução u do problema (5.1) com condição inicial u0 ∈ C0(Ω) e com expoente variável p

cumprindo (5.16) explode em tempo �nito.

Prova: Seja w0 ∈ C0(Ω1) tal que w0(x) ≤ u0(x) para todo x ∈ Ω1. Considere o seguinte

problema 
wt −∆w = f(t)wp0 em Ω1 × (0, T ),

w = 0 sobre ∂Ω1 × (0, T ),

0 ≤ w(0) = w0 ∈ C0(Ω1).

(5.18)
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É bem conhecido que a solução w do problema (5.18) explode em tempo �nito, veja [7] e

[26]. Observe que w é subsolução de u , logo o resultado se segue.

�

Lema 5.10. Seja f ∈ C[0,∞) tal que f(t) ∼ eβt (β > 0), para t su�cientemente grande, e

seja p uma função contínua de�nida em um domínio limitado Ω ⊂ RN , tal que 1 < p−. Se

existe um domínio Ω1 ⊂ Ω tal que

p(x) = p0 < 1 +
β

λ1(Ω1)
para todo x ∈ Ω1, (5.19)

onde

λ1(Ω1) (5.20)

é o primeiro autovalor do Laplaciano em Ω1 com condições de Dirichlet na fronteira ∂Ω1,

então a solução u do problema (5.1) com condição inicial u0 ∈ C0(Ω) e com expoente variável

p cumprindo (5.19) explode em tempo �nito.

Prova: A prova é similar ao do Lema 5.9.

�

Prova do Teorema 5.4. (i) Seja u0 6= 0 u0 ≥ 0. Suponha que a correspondente solução

u de (5.1) com condição inicial u0 é uma solução global. Temos duas possibilidades, u é

limitado ou explode em tempo in�nito, isto é, lim sup
t→∞

‖u(t)‖∞ =∞.

Se u é limitado com M = sup
t∈[0,∞)

‖u(t)‖∞, de (5.2) e do Lema 5.7, temos que existe C > 0

dependendo de M , p+ e p−, tal que

‖S(t)u0‖p
+−1
∞

∫ t

0

f(σ)dσ ≤ C,

para todo t ∈ [0,∞). Assim

lim sup
t−→∞

‖S(t)u0‖p
+−1
∞

∫ t

0

f(σ)dσ ≤ C,

o qual contradiz (5.5). Portanto, u explode em tempo �nito.

(ii) Como (5.6) é verdade, então do Lema 5.8, temos que existe u0 ∈ C0(Ω), u0 ≥ 0 tal

que a sequência de�nida no Lema 5.8 veri�ca a estimativa (5.15). Fazendo indução sobre n,

é possível concluir que un ≤ un+1. Se u(t) = lim
n−→∞

un(t), então do Teorema da convergência

monótona, (5.14), e (5.15), obtemos que u é uma solução global não trivial do problema (5.1).
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Prova do Teorema 5.5. Os itens (i) e (ii) (parte (a)), seguem diretamente do Teorema

5.4. Mostraremos então a parte (b) do item (ii). Seja u0 ∈ C0(Ω). Primeiro observe que se

Ω1 é um subdomínio de Ω, então µ∗(Ω) ≤ µ∗(Ω1) e

1 +
1 + q

µ∗(Ω1)
≤ 1 +

1 + q

µ∗(Ω)
. (5.21)

Agora seja Ω1 6= Ω subdomínio de Ω, e o expoente variável p(x) ∈ C(Ω) tal que

1 < p(x) = p− < 1 +
1 + q

µ∗(Ω1)
, para todo x ∈ Ω1. (5.22)

Logo, do Lema 5.9 obtemos que o problema (5.1) com expoente variável de�nido por (5.22),

e condição inicial u0 ∈ C0(Ω) explode em tempo �nito.

Agora mostraremos que existe uma função p(x) ∈ C(Ω), tal que, 1 < p− < 1+
β

µ∗(Ω)
< p+,

e Ω ⊂ RN com N > 2 tal que o problema (5.1) com f(t) = 1 para todo t ∈ [0,∞) tem uma

solução global não trivial. Nossa meta é construir uma supersolução estacionária. Usaremos

a supersolução que se encontra em [18] (exemplo 2) com uma pequena modi�cação. Sem

perda de generalidade podemos assumir que 0 ∈ Ω. Escolhemos R > 0 tal que x ∈ Ω para

todo |x| < R, e de�nimos o seguinte expoente descontínuo

r(x) =

 p+, |x| > R,

p−, |x| ≤ R,
(5.23)

onde p+ >
N

N − 2
> 1 +

2

N
≥ 1 +

1

µ∗(Ω)
> p− > 1.

Na região |x| > R com x ∈ Ω, considere a supersolução radial u∗(x) ∼= U∗(|x|) da equação

−∆v = vp
+

em RN (veja [44]) onde

U∗(r) = cr−α, α =
2

p+ − 1
, c = (α(N − 2− α))

1
p+−1 (5.24)

Na região |x| < R consideramos a solução radial de −∆w = wp
−

em BR(0),

w = cR−α sobre ∂BR(0).
(5.25)

Então, escolhendo R > 0 su�cientemente pequeno, a função

U(x) =

 w(|x|) x ∈ BR(0),

U∗(|x|) x ∈ Ω−BR(0),
(5.26)
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é uma supersolução de nosso problema (5.1) com r(x) como exponente (veja [18]). Como

R > 0 é pequeno, U |∂BR(0) = cR−α e α > 0, por continuidade existe δ > 0 tal que

BR+δ(0) ⊂ Ω e U > 1 no anel BR+δ(0)− BR(0). Então de�nimos p(x) como sendo qualquer

função contínua que veri�ca

p(x) =


p− em BR(0),

p+ em Ω−BR+δ(0),

p− ≤ p(x) ≤ p+ em BR+δ(0)−BR(0).

(5.27)

Observe que U é uma solução de nosso problema com expoente variável p(x). De fato,

na região BR(0) ∪ (Ω−BR+δ(0)), temos que p(x) = r(x) e que U é uma supersolução de

nosso problema (5.1) com expoente variável r(x). Portanto é su�ciente mostrar que U é

supersolução no anel BR+δ(0)−BR(0), com efeito

∆U + U
p(x) ≤ ∆U + U

p+

= ∆U + U
r(x) ≤ 0. (5.28)

Prova do Teorema 5.6. Os itens (i) e (ii) (parte (a)), seguem diretamente do Teorema

5.4. Mostraremos então a parte (b) do item (ii). Seja u0 ∈ C0(Ω). Primeiro observe que se

Ω1 é um subdomínio de Ω, então λ1(Ω) ≤ λ1(Ω1) e

1 +
β

λ1(Ω1)
≤ 1 +

β

λ1(Ω)
. (5.29)

Depois, de�na o expoente variável p(x) ∈ C(Ω) com a seguinte propriedade :

1 < p(x) = p− < 1 +
β

λ1(Ω1)
, para todo x ∈ Ω1. (5.30)

Logo, do Lema 5.10, obtemos que o problema (5.1) com expoente variável de�nido por (5.30),

e condição inicial u0 ∈ C0(Ω) explode em tempo �nito.

Agora mostraremos que existe uma função p(x) ∈ C(Ω), tal que, 1 < p− < 1+
1 + q

λ1(Ω)
< p+,

e Ω ⊂ RN com N > 2 tal que o problema (5.1) com f(t) = 1 para todo t ∈ [0,∞) tem uma

solução global não trivial.

Nossa meta é construir uma supersolução estacionária. Usaremos a supersolução que se

encontra em [18] (exemplo2) com uma leve modi�cação. Sem perda de generalidade, podemos

assumir que 0 ∈ Ω. Escolhemos R > 0 tal que x ∈ Ω para todo |x| < R, e de�nimos o seguinte
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expoente descontínuo

r(x) =

 p+, |x| > R,

p−, |x| ≤ R,
(5.31)

onde p+ >
N

N − 2
> 1 +

2

N
≥ 1 +

β

λ1(Ω)
> p− > 1 (para Ω su�cientemente grande).

Na região |x| > R com x ∈ Ω, considere a supersolução radial u∗(x) ∼= U∗(|x|) da equação

−∆v = vp
+

em RN( veja [44] ). Onde

U∗(r) = cr−α, α =
2

p+ − 1
, c = (α(N − 2− α))

1
p+−1 . (5.32)

Na região |x| < R consideramos a solução radial de −∆w = wp
−

em BR(0),

w = cR−α em ∂BR(0).
(5.33)

Então, escolhendo R > 0 su�cientemente pequeno, a função

U(x) =

 w(|x|) x ∈ BR(0),

U∗(|x|) x ∈ Ω−BR(0),
(5.34)

é uma supersolução de nosso problema (5.1) com r(x) como expoente (veja [18]). Como R > 0

é pequeno, U |∂BR(0) = cR−α e α > 0, por continuidade existe δ > 0 tal que BR+δ(0) ⊂ Ω e

U > 1 no anel BR+δ(0)−BR(0). Então, de�nimos p(x) como sendo qualquer função contínua

que veri�ca

p(x) =


p− em BR(0),

p+ em Ω−BR+δ(0),

p− ≤ p(x) ≤ p+ em BR+δ(0)−BR(0).

(5.35)

Observe que U é uma solução de nosso problema com expoente variável p(x). De fato,

na região BR(0) ∪ (Ω−BR+δ(0)), temos que p(x) = r(x) e que U é uma supersolução de

nosso problema (5.1) com expoente variável r(x), portanto é su�ciente mostrar que U é

supersolução no anel BR+δ(0)−BR(0), de fato temos

∆U + U
p(x) ≤ ∆U + U

p+

= ∆U + U
r(x) ≤ 0. (5.36)

�



87

5.3 Segundo expoente crítico de Fujita

Consideremos o seguinte problema parabólico ut −4u = f(t)up(x) em RN × (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0 em Cb(RN),
(5.37)

onde Cb(RN) é o espaço das funções contínuas e limitadas de�nidas em RN , f ∈ C[0,∞), e

p(x) ∈ Cb(RN) tal que

0 < p− ≤ p(x) ≤ p+ para todo x ∈ Ω,

onde

p− = inf
x∈Ω

p(x) p+ = sup
x∈Ω

p(x).

No que segue, consideraremos os seguintes conjuntos :

Ia = {ψ ∈ Cb(RN) : ψ ≥ 0 e lim sup
|x|→∞

|x|aψ(x) <∞},

Ia = {ψ ∈ Cb(RN) : ψ ≥ 0 e lim inf
|x|→∞

|x|aψ(x) > 0}.

Nesta seção os nossos resultados são os seguintes :

Teorema 5.11. Sejam p− > 1 e f ∈ C[0,∞).

i.- Suponha que

lim sup
t→∞

t−
1
2

min{a,N}p++ 1
2

min{a,N}
∫ t

0

f(σ)dσ =∞. (5.38)

Então, qualquer solução v do problema (5.37) com condição inicial v0 ∈ Ia explode em tempo

�nito, ou v explode em tempo in�nito, isto é, lim sup
t→∞

‖v(t)‖∞ =∞+.

ii.- Suponha que ∫ ∞
0

f(σ)σ−
1
2

min{a,N}p−+ 1
2

min{a,N}dσ <∞. (5.39)

Então, para qualquer w0 ∈ Ia, existe Λ0 > 0 constante dependendo de p+, p−, e w0, tais que,

para todo 0 < λ < Λ, a solução u de (5.37) como condição inicial λw0 é uma solução global

não trivial. Mais ainda, existe uma constante γ > 0 tal que u(t) ≤ (1 + γ)S(t)u0.
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Quando f(t) ∼ tq para t su�cientemente grande, obtemos o seguinte Corolário:

Corolário 5.12. Suponha que p− > 1 +
2

N
, e f(t) ∼ tq com q > −1, para t su�cientemente

grande. Temos que

(i) Se a <
2q + 2

p+ − 1
, então qualquer solução não trivial e não negativa v do problema (5.37)

como condição inicial v0 ∈ Ia, explode em tempo �nito ou explode em tempo in�nito,

i.e. lim sup
t−→∞

‖v(t)‖∞ =∞.

(ii) Se
2q + 2

p− − 1
< a, então para qualquer w0 ∈ Ia, existe Λ > 0 constante dependendo de p+,

p− e w0 tal que a solução do problema (5.37) com condição inicial λw0 é uma solução

global não trivial, para todo 0 < λ < Λ.

(iii) Se
2q + 2

p+ − 1
< a <

2q + 2

p+ − 1
, então existem funções p(x) tal que todas as soluções do

problema (5.37) com condição inicial u0 ∈ Ia explodem em tempo �nito.

Na seguinte subseção apresentamos algumas preliminares, e demonstramos o Teorema

5.11 e o Corolário 5.12.

5.3.1 Segundo expoente crítico do problema (5.37)

Considerando

q(t; a, n) =

 t−
1
2

min a,N , se a 6= n,

t−
N
2 , se a = n,

temos o seguinte

Lema 5.13. (i) ‖S(t)u0‖L∞(RN ) = O(q(t; a,N)), para t su�cientemente grande, e qualquer u0 ∈

Ia.

(ii) q(t; a,N) = O(‖S(t)u0‖L∞(RN )), para t su�cientemente grande, e qualquer u0 ∈ Ia.

(iii) t−
N
2 = O(‖S(t)u0‖L∞(RN )), para t su�cientemente grande, e qualquer u0 ∈ Cb(RN).

Prova: Para a demonstração veja Lema 2.12 de [25].

Agora de�namos o cone Ω′ da seguinte forma

Ω′ = {x0 + θ(a+ y); θ > 0, y ∈ RN , y.a = 0, |y| < R}, (5.40)
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onde x0, a ∈ RN , a 6= 0, R > 0, e y.a é o produto escalar usual em RN .

O seguinte resultado é devido a Souplet e Weissler, e será muito importante para obter

resultado de explosão em tempo �nito.

Teorema 5.14. Seja Ω um domínio ilimitado de RN contendo um cone Ω′, f = constante =

1, e p(x) = p = constante > 1. Se existe uma constante C(Ω′) > 0 tal que, a condição inicial

u0 ∈ C0(Ω) do problema (5.37) satisfaz

lim inf
|x|→∞,x∈Ω′

u0(x)|x|
2
p−1 > C(Ω′),

então a solução u de (5.37) como condição inicial u0 explode em tempo �nito.

Prova: Para a demonstração veja Teorema 2 de [66], e para informações adicionais veja

[67].

�

Prova do Teorema 5.11. (i) Seja u0 ∈ Ia. Do Lema 5.13 temos que para t su�ciente-

mente grande, existe uma constante C > 0 tal que

Ct−
1
2

min{a,N}p++ 1
2

min{a,N} ≤ ‖S(t)u0‖p
+−1
∞ .

Logo, de (5.38) temos

∞ = C lim sup
t→∞

t−
1
2

min{a,N}p++ 1
2

min{a,N}
∫ t

0

f(σ)dσ,

≤ lim sup
t→∞

‖S(t)u0‖p
+−1
∞

∫ t

0

f(σ)dσ.

Portanto, do Teorema 5.4, obtemos o resultado desejado.

(ii) Seja w0 ∈ Ia tal que (5.39) é verdade. Do Lema 5.13 temos que para t su�cientemente

grande, existe uma constante C > 0 tal que

‖S(t)w0‖p
−−1
∞ ≤ Ct−

1
2

min{a,N}p++ 1
2

min{a,N}

logo, de (5.38) temos que∫ ∞
0

‖S(σ)‖p−−1
∞ f(σ)dσ ≤

∫ ∞
0

f(σ)σ−
1
2

min{a,N}p−+ 1
2

min{a,N}dσ <∞.

Portanto, do Teorema 5.4, obtemos a conclusão desejada.
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�

Prova do Corolário 5.12. Os itens (i) e (ii) são imediatos pelo Teorema 5.11. Mostra-

remos então a veracidade do item (iii) no caso q = 0.

Considere o expoente contínuo p(x) > 0 tal que

p(x) ≡ constante = p− > 1 para todo x ∈ DR0 = {x ∈ RN : |x| > R0 > 0}

e
2

p+ − 1
< a <

2

p− − 1
.

Temos que para u0 ∈ Ia existe uma constante C1 > 0 e R1 > 0 tal que u0(x) ≥ C1ψ(x)

para todo x ∈ DR1 = {x ∈ RN : |x| > R1} onde ψ(x) = |x|−a.

Considere a seguinte função de�nida para todo x 6= 0 :

ψ̃(x) = ψ(x)φ(x),

onde φ ∈ C∞(RN) tal que 0 ≤ φ(x) ≤ 1 e

φ(x) =

 1, se |x| ≥ R2 + 1,

0, se |x| ≤ R2,

onde R2 > max{R0, R1}. Assim, temos que u0 ≥ C1ψ(x) ≥ C1ψ̃(x), e observe também que

C1 ψ̃/DR2 ∈ C0(DR2).

Agora considere o seguinte problema parabólico de�nido no domínio exterior DR2 = {x ∈

RN : |x| > R2}. 
vt −4v = vp

−
em DR2 × (0, T ),

v = 0 sobre ∂DR2 × (0, T ),

v(0) = C1 ψ̃/DR2 ,

(5.41)

onde ψ̃/DR2 é uma restrição da função ψ̃ no domínio exterior DR2 . Mostraremos que a

solução v deste problema explode em tempo �nito.

Consideremos o cone

Ω1 = {(R2 + 1)e1 + θ(e1 + y) : θ > 0, y ∈ RN , y.e1 = 0, |y| < R}

onde e1 = (1, 0, 0, .., 0) ∈ RN .
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Note que |x| > R2 + 1, para todo x ∈ Ω1. Logo Ω1 ⊂ DR2 e

lim inf
|x|→∞,x∈Ω1

|x|
2

p−−1

(
ψ̃/DR2

)
(x) = lim inf

|x|→∞,x∈Ω1

|x|
2

p−−1 ψ̃(x)

= lim inf
|x|→∞,x∈Ω1

|x|
2

p−−1ψ(x)

= lim inf
|x|→∞,x∈Ω1

C3|x|
2

p−−1 |x|−a > C3.

Então, pelo Teorema 5.14 a solução v do problema (5.41) com condição inicial C1 ψ̃/DR2

explode em tempo �nito. Observe também que a solução u do problema ut(x, t)−4u(x, t) = (u(x, t))p(x) em RN × (0, T ),

u(x, 0) = u0 ∈ Ia,

é uma supersolução da solução v do problema (5.41) com condição inicial C1 ψ̃/DR2 . Portanto

u explode em tempo �nito.

�
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