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Resumo

Sistemas de tamanho finito confinados entre geometrias de placas planas e paralelas, cujas
superficies de contorno estao sujeitas a condi¢oes de contorno de Dirichlet e Neumann, e sepa-
rados por uma distancia L foram analisados no espago dos momentos. Nés introduzimos uma
representacao modificada para as autofungoes discretas e utilizamos campos escalares renorma-
lizados em termos de partes de vértice 1PI (do inglés “one-particle irreducible”) sem massa e
também massivos. Nos discutimos as multiplicidades nas regras de Feynman que surgem na
construcao dos diversos diagramas, o que é devido a escolha da representacao das funcoes base,
e apresentamos as condi¢oes de normalizacao modificadas. Para quase-momentos externos nao
nulos, provamos que as condi¢oes de contorno de Neumann e de Dirichlet podem ser unifica-
das em um tunico formalismo. Discutimos os regimes de crossover dimensionais para estes e
mostramos a correspondéncia com as condi¢oes de contorno periddicas e antiperiédicas. Em
particular, provamos que os efeitos de tamanho finito para Dirichlet e Neumann nao requerem
necessariamente termos de superficie, mas sao implementados nao-trivialmente nas regras de
Feynman envolvendo apenas termos de bulk na Lagrangiana. Como uma aplicacao, calcula-
mos, via esquema diagraméatico, os expoentes criticos 7 e v, pelo menos, até a ordem de dois
loops. Mostramos que os indices criticos sao os mesmos do sistema bulk (infinito), indepen-
dentemente das condigoes de contorno. Em seguida, estendemos o nosso método de andlise do
tamanho finito para sistemas competitivos m-axiais no ponto critico de Lifshitz. Em uma abor-
dagem inicial, consideramos finita uma das dire¢oes ao longo do subespaco sem competicao e
observarmos um comportamento semelhante com relagao ao crossover dimensional de sistemas
nao-competitivos. Para L suficientemente grande, calculamos os expoentes criticos 7y, v, 12 €
vy até ordens de pelo menos dois loops com auxilio de uma aproximacao especial para a regu-
larizacao das integrais de Feynman. Tais expoentes sao idénticos aos do sistema infinito. Por
fim, analisamos sistemas competitivos arbitrarios do tipo Lifshitz, os quais apresentam diversos
eixos de competicao e podem ser tratados pelo modelo CECI, que é o caso mais geral dentre
os modelos que exibem o ponto de Lifshitz como caracteristica. Para formular o problema das
transicoes de fase nesses exemplos de sistemas complexos, introduzimos uma técnica de teoria
de campo escalar de massa nula e aplicamos o método de subtracao minima, como meio de
renormalizacao, para calcular, perturbativamente, os expoentes criticos do modelo CECI, no
caso isotrépico (d = m,). Para o caso isotrépico desse modelo, conseguimos calcular os expo-
entes criticos exatamente até O(e2) (até O(e3) para a dimensdo anomala 7,).

Palavras-chave: Fenomenos criticos. Teoria de campo. Tamanho finito. Pontos de Lifshitz.



Abstract

Finite size systems confined between parallel plate geometries whose boundary surfaces
are subject to Dirichlet and Neumann boundary conditions and separated by a distance L
are analyzed in momentum space. We introduce a modified representation for the discrete
eigenfunctions in a renormalized one-particle irreducible (1PI) vertex part scalar field-theoretic
framework using either massless or massive fields. We discuss the appearence of multiplicities
in the Feynman rules to construct diagrams due to this choice of representation of the basis
functions and present the modified normalization conditions. For nonvanishing external quasi-
momenta, we prove that Dirichlet and Neumann boundary conditions can be unified within a
single formalism. We discuss the dimensional crossover regimes for these and show a corres-
pondence with those from periodic and antiperiodic boundary conditions. In particular, we
prove that finite size effects for Dirichlet and Neumann boundary conditions do not require
surface terms necessarily but are implemented non-trivially from the Feynman rules involving
only bulk terms in the Lagrangian. As an application, we compute the critical exponents n
and v at least up to two-loop level through diagrammatic means. We show that the critical
indices are the same as those from the bulk (infinite) system irrespective of the boundary con-
ditions. Next, we extend our finite-size method of analysis to m-axial competing systems at
the Lifshitz critical point. In an initial approach, we consider as finite one of the directions
along the non competitive subspace and we observe a similar behavior in comparison with the
dimensional crossover for non competitive sistems. For L great enough, we calculate the critical
exponents 1, V1, 12 and v, up to at least 2 loops order with the aid of a special approximation
for regularizing the Feynman integrals. These exponents are identical to those obtained from
infinite systems. At last, we analyze competitive systems of arbitrary Lifshitz type, which have
different axes of competition and can be treated by the C EC'I model, which is the most general
case among the models that exhibit a Lifshitz point critical behavior. In order to formulate the
problem of phase transitions in these examples of complex systems, we introduce a technique
for scalar field theory of zero mass and apply the method of minimal subtraction as a means
of renormalization to calculate perturbatively the critical exponents of the C'EC'T model for
in the isotropic case (d = m,). For the isotropic case of this model, we calculate the critical
exponents exactly up to O(e2) (up to O(e3) for the anomalous dimension 7,).

Keywords: Critical phenomena. Field theory. Finite-size. Lifshitz points.
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Capitulo 1

Conceitos, definicoes e fenomenologia

Uma das caracteristicas mais notaveis da matéria, que ha muito chama a atencao da co-
munidade cientifica, é a sua capacidade de mudar de fase, ou seja, transicionar entre estados
que possuem propriedades totalmente distintas. Tal capacidade é perceptivel desde os eventos
mais cotidianos, como a fusao e a ebulicao da agua, até aqueles que s6 podem ser observados
em escala microscopica, como a reorientacao molecular em cristais liquidos. Essa abrangéncia
fenomenoldgica levou a um natural interesse por esse fenomeno da natureza, o qual nao se
deu apenas pelas intrigantes duvidas advindas da simples observacao de sua ocorréncia, mas
também pela possibilidade de sua utilizacao pratica. Por exemplo, o notério salto evolutivo
gerado pelo dominio da técnica de fundicao de metais acarretou em solugoes de problemas,
tanto domésticos quanto sociais, o que levou a humanidade a conjecturar ideias e argumen-
tos sobre tal fenémeno. E compreensivel, portanto, o consequente surgimento de uma base
tedrica para explicar suas mintcias, fechando um ciclo continuo, propicio a pesquisa, baseado
em observacao, desenvolvimento e inovacao.

A partir do desenvolvimento dos principios e consequéncias da teoria termodinamica, as
transicoes de fase comecaram a ser traduzidas matematicamente, trazendo a tona propriedades
fundamentais comuns a diversos sistemas fisicos. Ao longo da evolugao dos conceitos referentes
as transicoes de fase, algumas defini¢oes foram impostas pela prépria fenomenologia observada.
Uma dessas definicoes € a que as classifica em termos de transi¢oes de primeira e segunda ordem,
onde o termo primeira ordem refere-se a descontinuidade, quando comparados os valores acima
e abaixo da transicao, de quantidades como a entropia, densidade da substancia e magnetizagao,
isto é, grandezas que correspondem a derivadas de primeira ordem da energia livre. No caso
de uma transicao de primeira ordem, tem-se a coexisténcia de duas fases distintas, ordenada e
desordenada, no ponto de transicao. Um exemplo simples desse tipo de transicao é o fendmeno
de vaporizacao da agua a 100°C e pressao de 1 atmosfera, onde liquido e gas ocorrem ao
mesmo tempo em pontos diversos da amostra. Ja o termo transicao de sequnda ordem, aplica-
se as transicoes nas quais as derivadas primeiras do potencial termodinamico variam de forma
continua quando o sistema muda de fase e a descontinuidade aparece em derivadas de ordem
superior a um. Para esse tipo de transicao a fase ordenada se transforma continuamente na

10
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fase de alta temperatura e vice-versa. Neste caso, a fase ordenada torna-se indistinguivel da
fase desordenada em qualquer escala de observagao. Entende-se por fase ordenada aquela de
menor simetria, onde a quebra de simetria é causada pela diminuicao da temperatura quando
saimos de um valor de temperatura acima da temperatura onde ocorre a transicao para uma
temperatura abaixo desta. Por exemplo, no caso de um sistema ferromagnético, as duas fases
em que o sistema pode ocorrer (ferromagnética/paramagnética) possuem diferentes simetrias
espaciais, pois acima da temperatura de transicao (temperatura de Curie), onde a magnetizacao
é nula, o sistema é rotacionalmente invariante. Abaixo da temperatura de transicao ocorre a
chamada magnetizacao espontanea, que define uma direcao preferencial no espaco, destruindo
assim a invariancia rotacional. Vemos com esse simples exemplo que a magnetizacao ¢ uma
medida da simetria do sistema e, por isso, pode ser chamada de parametro de ordem. Este
parametro tem por propriedades gerais ser uma funcao continua na fase ordenada e diminuir
seu médulo continuamente até ser nulo no ponto de transigao de segunda ordem (ponto critico),
fixando-se com o valor nulo na fase desordenada. No caso de uma transicao liquido-gds de um
fluido ordinario, pode-se verificar que o parametro de ordem associado a transicao é a diferenca
de densidade entre as fases, possuindo todas as propriedades referidas, e que o ponto critico
desse sistema, ponto no qual a diferenga de densidade se anula, situa-se no final da linha de
transicao de primeira ordem no diagrama de fases.

No desenrolar do tratamento das transicoes de fase, a primeira evidéncia experimental dos
denominados fenémenos criticos foi datada em 1869 [1] com a descoberta do ponto critico do
dioxido de carbono. O termo “critico” refere-se as propriedades termodinamicas dos sistemas
préximos a temperatura critica T, (Temperatura de transi¢io) de uma transigdo de fase de
segunda ordem. Desde entao, diversos outros tipos de substancias estudadas apresentaram
um comportamento semelhante. Como exemplos podemos mencionar as misturas binarias de
liquidos e as ligas binarias de metais nas quais, acima da temperatura critica, os dois com-
ponentes formam uma fase homogénea, misturando-se em quaisquer proporcoes; materiais fer-
romagnéticos e ferroelétricos cujos pontos criticos sao marcados pelo aparecimento de uma
magnetizacao e polarizacao espontaneas, respectivamente; *He liquido que passa a ser com-
posto tanto por um superfluido quanto por fluido normal abaixo do ponto lambda e materiais
supercondutores, cuja resisténcia elétrica é nula abaixo da temperatura critica. Para o leitor in-
teressado em uma revisao detalhada sobre as descrigoes fenomenoldgicas e experimentais desses
materiais indicamos as referéncias [2, 3].

Em termos gerais, as singularidades referidas acima ocorrem para valores criticos bem es-
pecificados, sendo comum a utilizacao de leis de poténcia para expressa-las e caracteriza-las.
Os expoentes que surgem dessa abordagem, os quais sao denominados expoentes criticos, de-
terminam a natureza do comportamento critico para um dado sistema. Dentro desse contexto,
um fato bastante significativo sobre os expoentes criticos é que eles nao dependem dos detalhes
microscopicos do sistema em questao, o que implica dizer que sistemas aparentemente distintos
podem possuir os mesmos expoentes criticos. De forma mais abrangente, a hipdtese da uni-
versalidade nos diz que diversos sistemas fisicos microscopicamente distintos podem exibir as
mesmas propriedades criticas. O que os coloca no mesmo patamar é apenas o niumero d de di-
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mensoes espaciais e o numero N de componentes do parametro de ordem. Esses dois parametros
formam o que chamamos de classe de universalidade e quantidades como expoentes criticos e
razoes entre as amplitudes criticas sao conhecidas como grandezas universais. Seguindo tal
hipétese, podemos utilizar um determinado sistema como protétipo das transigoes de fase de
segunda ordem, para construir uma linguagem apropriada e consequentemente descrever os
demais sistemas pertencentes a mesma classe de universalidade. Por questoes de simplicidade,
abordaremos os sistemas magnéticos para elucidar essa linguagem.

Um modelo simples que nos permite entender os sistemas magnéticos, no que diz respeito
as suas propriedades criticas, como também calcular os expoentes criticos, é o modelo de Ising
[4]. Este modelo é de grande importancia para a nossa fundamentagao tedrica, permitindo o
paralelo entre os sistemas com e sem competi¢ao. Seu paradigma tedrico consiste em spins
que interagem entre si através de interacoes quanticas de troca. Atomos com spin resultante
diferente de zero sao localizados em pontos de uma rede cristalina regular em d dimensoes
denominados sitios, portanto, por serem distiguiveis, a estatistica relevante no caso é a de
Mazwell-Boltzmann. A cada sitio associamos uma variavel de spin que pode assumir os valores
+1. Em consequéncia, realizagoes experimentais desse modelo devem, em principio, ser procu-
radas em magnetos isolantes, por apresentarem elétrons desemparelhados, o que resulta num
momento magnético efetivo nos sitios. A distancia entre os sitios mais proximos é chamada de
parametro de rede e somente as interacoes entre os spins desses sitios, que sao denominados de
primeiros vizinhos, sao consideradas.

No modelo de Ising, as variaveis de spin s6 podem assumir valores que representam sentidos
diferentes ao longo de uma mesma direcao, portanto, o parametro de ordem M possui apenas
uma componente. Porém, diversos sistemas fisicos que exibem comportamento critico tem o seu
parametro de ordem com mais de uma componente. Esses sistemas, com N > 1 (N = numero de
componentes do parametro de ordem), podem ser descritos por alguns outros modelos que levam
esse fato em consideracao. Por exemplo, no modelo XY o parametro de ordem é caracterizado
por possuir duas componentes, ou seja, N = 2. J4 o modelo de Heisenberg descreve um sistema
com um parametro de ordem com trés componentes, N = 3. O modelo de Ising (N = 1) em
d = 2 é um dos poucos modelos tedricos nao-triviais que podem ser resolvidos exatamente
(temperatura critica, todos os expoentes criticos, fun¢ao de particao a campo zero, funcoes de
correlagao) [5]. A solugao exata para dimensoes superiores a dois ainda nao é conhecida e a
melhor descrigao disponivel é dada pela teoria de Wilson [6-10], que se baseia no procedimento
de dizimagao apresentado originalmente por Kadanoff [11].

De modo a definirmos os expoentes necessarios a descrigao do fenomeno critico, consideremos
F(T,h) como a energia livre de Gibbs dada em fungao da temperatura 7" e do campo magnético
externo h. Por tratar-se de uma transicao de fase de segunda ordem, as derivadas de primeira

ordem de F, tais como a entropia S = —2E e a magnetizacdo M = _?9_57 serao continuas

T aT
na passagem de T pela temperatura critica 7T.. Por outro lado, quantidades calculadas em

. . . . . , . 2
termos de derivadas segundas da energia livre, tais como a capacidade térmica C' = —T%
1 0°F

e a susceptibilidade x = —3 %z (V' é o volume do sistema), apresentarao singularidades nas
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vizinhangas de T,. Como ja mencionado, essas singularidades aparecem como leis de poténcias
da temperatura T" em torno de 7., assim, uma grandeza que nos sera 1til é a temperatura

reduzida t, definida como
= ) . .

Por essa definicao, a aproximagao da temperatura critica ocorrera para valores de t que in-
dependem do material a ser estudado. Para t suficientemente pequeno, as seguintes leis de
poténcia sao validas:

t

C o |t|™7, (1.2a)
o [t (1.2b)

onde « e v sao os expoentes criticos associados as singularidades no calor especifico e suscep-
tibilidade, respectivamente. Note que utilizamos |t| para denotar que os expoentes acima e
abaixo de T, sdo os mesmos, embora as constantes de proporcionalidade (amplitudes criticas)
sejam diferentes, fato comprovado tedrica e experimentalmente. Sendo a magnetizagao o nosso
parametro de ordem, acima da temperatura critica e com o campo magnético externo nulo,
a magnetizagao sera igual a zero. J& para ¢t < 0, uma magnetizacao espontanea surgird no
sistema, sendo caracterizada pelo expoente critico 3, ou seja,

0, t>0,
Moc{ P, t<0. (1.3)

E interessante notar que as singularidades da susceptibilidade e do calor especifico em
ferromagnetos refletem diretamente as correlagoes de longo alcance das interagoes entre os
spins. Nesse sentido, as fungoes de correlacao sao de grande utilidade no estudo das flutuagoes
que ocorrem em tais sistemas. Seja, portanto, ds(x;) = s(z;) — (s) a flutuagdo do momento de
spin s(z;) no sitio z; em torno do valor médio (s). Definimos a fungao de correlagdo como

G(|zi — x5]) = (9s(:)ds(x5)). (1.4)

Observe que consideramos um sistema homogéneo e isotropico, o que é traduzido pela in-
variancia translacional e rotacional da funcao definida acima. A equagdo (1.4) mensura a
relagao condicional de que o spin em um determinado sitio aponte em uma certa direcao dado
que o spin numa origem definida também aponte na mesma direcdo. A extensao das correlacoes
¢ medida através do comprimento de correlacao £ que esta associado ao comportamento as-
sintdtico de (1.4). Definindo R = |x; — x| em um espaco com d dimensoes, podemos escrever

o limite

exp(—R/¢)
R—o0 Rd_2+77
O limite R — oo significa R > a, onde definimos a como sendo o parametro de rede. Em
uma transicao de primeira ordem, o comprimento de correlagao é sempre finito, o que impede a

G(R) (1.5)
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ocorréncia, para esse tipo de transi¢ao, do que chamaremos posteriormente de invariancia por
escala. Porém, préximo ao ponto critico de uma transicao de segunda ordem, o comprimento de
correlagao, ou seja, o alcance das correlacoes entre as flutuacoes, diverge e sua forma assintotica
para t — 0 é caracterizada pelo expoente v através de

€ oc [t (1.6)

Na temperatura critica (t = 0), a equacao (1.5) mostra que as correla¢oes tomam a forma de
uma lei de poténcia, G(R) ~ R4 onde 7 é um dos expoentes criticos, recebendo o nome
de dimensao andmala, nao sendo possivel identifica-la por simples analise dimensional. Ainda
na temperatura critica, com o campo magnético externo h e a magnetizacao assumindo valores
pequenos, a equagao de estado do sistema é caracterizada pelo expoente 4, isto é,

M « hs, para t=0. (1.7)

Uma das mais fundamentais caracteristicas fisicas dos sistemas que exibem o comportamento
critico é, sem duvida, a invariancia por escala, ou seja, quando o sistema esta no ponto critico
(T" = T.), ele apresenta as mesmas propriedades em qualquer escala de observagao. Esta
invarancia ocorre porque tanto as flutuacoes, por exemplo, no parametro de ordem, ocorrem
em todas as escalas de distancia quando o sistema se aproxima do ponto critico, como também
o comprimento de correlagao torna-se infinito, isto é, £ — oo. Em uma transicao de fase
de primeira ordem nao existe invariancia por escala, pois as flutuacoes tém um alcance finito
(tamanho tipico das bolhas na transi¢ao liquido-gas). Ja nos sistemas magnéticos préximos ao
ponto critico, observam-se dominios magnéticos desde a ordem do tamanho da amostra, até os
tamanhos microscopicos.

Um exemplo interessante de um fenomeno associado a existéncia de um ponto critico e a
invariancia por escala é a opalescéncia critica, o qual pode ser observado numa transicao liquido-
gas, onde um fluido transparente torna-se branco como leite. Sabe-se que o efeito é causado
pelo espalhamento da luz que passa através do fluido devido as flutuagdes na sua densidade
quando t — 0. Essas flutuacoes chegam até a ordem do comprimento de onda da luz visivel,
causando entao uma grande variagao no seu indice de refracao, o que desencadeia a ocorréncia
do fenémeno [12].

Uma importante consequéncia do fendomeno de invariancia por escala é que, como as cor-
relagoes ocorrem em todas as escalas de distancia, também as fungoes termodinamicas de
correlagao do sistema devem ser invariantes por transformacoes de escala. Este fato prove os
fundamentos das ideias do grupo de renormalizagao, a partir dos quais podemos construir pro-
cedimentos calculacionais para obter estimativas numéricas de parametros e expoentes criticos.
Levando em consideracao a propriedade de escala, Widom propos em 1965 que a energia livre
deveria ser uma funcao homogénea nas vizinhangas do ponto critico e, dessa forma, os expoentes
criticos podem ser expressos em termos do grau de homogeneidade dessa funcao [13]. Definindo
a densidade de energia livre por f = F'/V e considerando £ como o tinico comprimento relevante
na criticalidade, podemos escrever [14]

[t ) = € (he™), (1.8)
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onde dj, = %(d—i— 2—n) e fy é uma funcao de escala adimensional. Os indices + e — referem-se a
t > 0et <0, respectivamente. Usando a lei de poténcia (1.6) e a expressao acima, calculamos
o calor especifico a partir de
0*f vi—2
C=- 572 < |t =. (1.9)

Com o auxilio de (1.2), deduzimos a lei de escala de Josephson
a=2—vd. (1.10)

Realizando um procedimento semelhante, podemos derivar as demais leis de escala

v=v(2—mn) (Fisher), (1.11a)
a+ 26+ v =2 (Rushbrooke), (1.11b)
v=p(6—1) (Widom). (1.11c)

Os seis expoentes criticos definidos aqui estao relacionados através das quatro equagoes acima,
logo, basta que calculemos apenas dois deles para que todos os outros sejam determinados.

Os argumentos e relagoes apresentados tem sido coerentes com as verificagoes experimentais
e estao de acordo com vérias aproximagoes e modelos como por exemplo aproximagoes de campo
médio. A aproximacao de campo médio proposta por Landau tem como hipétese basica assumir
que as interacoes do sistema podem ser trocadas por um campo externo efetivo. Embora essa
abordagem nao seja muito boa do ponto de vista quantitativo, pois despreza as importantes
flutuagoes numa transicao de fase de segunda ordem, normalmente, é um interessante guia
qualitativo, além de fornecer um bom meio de comparagao para as teorias mais sofisticadas que
consideram tais flutuagoes. Os expoentes criticos que sao obtidos via campo médio, a saber:
a = 0, o que caracteriza uma divergéncia logaritmica no calor especifico; [ = %, y=1v= %,
0 =3 en =0, sao considerados como um limite classico para os expoentes criticos obtidos por
teoria quantica de campos, e foram levados em consideracao no decorrente trabalho como um
dos argumentos de confiabilidade dos resultados obtidos.

A partir da contribuicao de Wilson, com a introducao das equagoes do grupo de renor-
malizacao decorrentes de transformagoes de escala infinitesimais, as leis de escala puderam ser
deduzidas rigorosamente, resultando também no calculo aproximado para os expoentes criticos.
Posteriormente, Brézin, Le Guillou e Zinn-Justin [15-17], apresentaram uma reformulagao e
simplificacao da teoria de Wilson. Essa reformulagao, por ser a base para os nossos desenvol-
vimentos, serd apresentada, sucintamente, no capitulo 2. Analogias entre teoria de campos e
mecanica estatistica serao bastante abordadas no desenrolar dos préoximos capitulos, por isso,
no capitulo 2, comegaremos descrevendo o modelo de Ising para o magnetismo e mostraremos
como obter a descricao do modelo em termos de campos escalares e integrais funcionais. Nos
concentraremos, portanto, em uma teoria de campo escalar ® no espago dos momentos com
uma auto-interacao do tipo ®* como uma ferramenta essencial & descricao fenomenoldgica do
comportamento critico do sistema. Apresentaremos ainda no capitulo 2 tépicos importantes
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de teoria de campos referentes ao problema. Por exemplo, veremos como as fungoes de Green
e fungoes de vértice irredutiveis a uma particula (1PI do inglés “one particle irreducible”),
que denotam as fungoes de correlagao, desempenham um papel fundamental na descricao das
propriedades do sistema, estando relacionadas a uma das suas mais importantes caracteristicas:
as simetrias com relacao as fases ordenada e desordenada. Tais funcoes serao expandidas em
termos de diagramas de Feynman que, por sua vez, sao expressos através de integrais de Feyn-
man divergentes. A remocao dessas divergeéncias, seguida pela andlise das equacoes do grupo
de renormalizacao, sera realizada pela introducao das técnicas de renormalizacao, as quais, de-
vidamente implementadas, nos permitirao extrair os infinitos que surgem no célculo de diversas
quantidades importantes no estudo. Com isso, determinaremos os expoentes criticos que sao
calculados perturbativamente em termos de expansoes em poténcias do parametro dimensional
€ =4 —d, onde d é o niumero de dimensoes do sistema.

O cenario do tratamento tedrico das transicoes de fase e fenomenos criticos torna-se atual
e bem mais complexo ao introduzirmos uma delimitacao espacial, o que pode ser modelado
pela inclusao de condicoes de contorno ao problema. Amplamente utilizadas, as condigoes de
contorno periddicas e antiperiédicas conduzem a diferentes tipos de ordenamento em diferen-
tes temperaturas criticas durante a transicao de fase [18]. Nesse trabalho, porém, estaremos
interessados em aplicar as condi¢oes de contorno de Neumann e de Dirichlet, por refletirem um
acoplamento distinto entre os spins das superficies em relacao a interagao spin-spin no interior
do sistema, o que as torna mais condizentes com a realidade fisica numa idealizacao para filmes
finos. Uma forma natural de realizarmos uma primeira investigagao consiste em considerarmos
uma geometria de placas planas e paralelas em um espaco com d dimensoes. O sistema es-
tara, portanto, delimitado por duas hiper-superficies em d — 1 dimensoes, separadas por uma
distancia L finita. Definindo A como sendo a area das superficies confinantes, vemos que o vo-
lume V = AL do sistema permanece infinito. Dessa forma, todas as singularidades decorrentes
das correlacoes de longo alcance ainda estarao presentes na criticalidade e poderemos usar a
mesma linguagem dada em termos de expoentes criticos. Embora V' permaneca infinito, vamos
nos referir a esse tipo de configuracao como um sistema de tamanho finito. No limite L — oo,
¢é imperativo que voltemos a ter a geometria e todas as propriedades criticas do sistema de
tamanho infinito para endossar nossos resultados.

Diversos sistemas fisicos apresentam uma geometria de superficies planas e paralelas. Den-
tre as realizacoes experimentais, temos as medidas das curvas de coexisténcia de filmes finos
formados pela mistura de lutidina com dgua [19, 20] e as medidas do calor especifico e densidade
de superfluido do *He liquido confinado [21-23]. Do ponto de vista tedrico, foram utilizadas
teorias de campo para investigar os efeitos do tamanho finito em filmes finos formados por
fenomenos de molhamento [24-26], assim como em *He [27]. Para filmes finos formados pelo
molhamento de um determinado substrato por *He e pela mistura 3He - *He, o efeito Casi-
mir evidenciado pela existéncia de forcas, tanto atrativas quanto repulsivas, entre as interfaces
liquido/substrato e liquido/vapor também foi estudado [28]. Outros exemplos tedricos referem-
se ao estudo do limite imposto por superficies planas e paralelas em teorias quanticas de campo
em espagos-tempos curvos [29-35]. O calculo, tanto da energia de véicuo, quanto das auto-
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energias de tais teorias nesses tipos de espacos, conduz a novas realizagoes do efeito Casimir
[29-33] e de mecanismos de geragao topoldgica de massa [33, 34]. Vale também mencionar a
conexao existente entre o estudo de sistemas com tamanho finito e a teoria quantica a tempera-
tura finita [33, 36]. Nesse caso, o comprimento L é mapeado no parametro 5 (onde f = ﬁ),
com o campo satisfazendo condigoes de contorno periédicas ou antiperiédicas nesse parametro,
dependendo de estarmos tratando de bdsons ou férmions, respectivamente.

Um trabalho pioneiro envolvendo teoria de campo escalar no espaco dos momentos em
sistemas com geometria de placas planas e paralelas, no contexto de fendmenos criticos, foi
apresentado por Nemirovsky e Freed (NF) [37, 38]. Nesse estudo foram aplicadas, separada-
mente, as condigoes de contorno periddicas, antiperiédicas, de Neumann e de Dirichlet como
restricao aos campos nas superficies. NF utilizaram o formalismo do grupo de renormalizacao
em uma teoria massiva (¢t # 0, ou seja, £ finito) e obtiveram os mesmos expoentes criticos do
sistema infinito (bulk) até ordem €', invalidando dessa forma a conjectura de Brézin [39] sobre
a impossibilidade da realizacdo da expansao em € no limite € — 0. As andlises foram todas re-
alizadas levando em consideragao a hipétese de escalamento proposta por Fisher e Barber [40].
Tal hipétese afirma que os efeitos de tamanho finito s6 devem aparecer quando & ~ L. Por
esta razao, NF usaram a varidvel de escala L/{ para argumentar sobre a validade da expansao
em € na regiao determinada por L/ > 1. Por outro lado, para L/¢ < 1, eles conjecturaram
que o calculo perturbativo nao era mais valido e os expoentes criticos passariam entao a ser
os correspondentes de um espaco com d — 1 dimensoes, caracterizando com isso o crossover
dimensional do sistema. Entretanto, estudos recentes mostraram a consisténcia da aplicagao
de uma teoria de campos com massa nula (t = 0, ou seja, £ infinito) em sistemas submeti-
dos a condigoes de contorno periddicas e antiperiddicas impostas aos campos nas superficies
limitrofes, considerando-se uma teoria A¢*. Tal estudo complementou e estendeu a compreensao
sobre o regime de crossover dimensional, ao evidenciar o parametro que, de fato, é relevante
para que o fenémeno ocorra [41]. O novo regime de crossover estabelecido por Silva e Leite
(SL) esta associado apenas a pequenos valores do parametro L (da ordem do parametro de rede
do sistema), ndo possuindo ligagdo com a divergéncia de £ no ponto critico, contrapondo-se ao
regime de crossover apontado por NF. Para comprovar tais resultados, SL. demonstraram a
completa equivaléncia entre a aplicacao da teoria massiva e nao-massiva gerando também um
avanco consideravel no tratamento das representacoes das funcoes advindas do tamanho finito
em uma das d dimensoes do sistema. As conclusoes de SL foram também confirmadas através
do calculo dos expoentes criticos até a ordem de 2 loops (3 loops para a dimensao andomala)
numa expansao em e.

Com o intuito de dar maior clareza a exibicao dos novos resultados trazidos por este trabalho,
os quais se referem, em parte, a aplicacao de condicoes de contorno de Neumann e Dirichlet
A teoria \¢*, apresentaremos no capitulo 3, de forma “répida”, os conceitos fundamentais do
método de NF para campos massivos. Introduziremos também a discussao sobre o tamanho
finito usando campos de massa nula. Nesse caso, sendo infinito o comprimento de correlacao
do sistema, ficard evidente o novo regime de crossover dimensional encontrado por SL. Em
particular, poderemos observar que a varidvel de escala L/{ é inadequada para demarcar os
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limites de validade da expansao em e. Contudo, veremos que as condigoes que validam a
expansao e, por conseguinte, o calculo dos expoentes criticos estao em perfeita concordancia
com a correspondente andlise na teoria massiva.

A partir dos argumentos e direcionamento matematico apresentados no capitulo 3, pode-
remos ampliar o método de NF, no que diz respeito as condig¢oes de contorno de Neumann
e Dirichlet, o que sera feito no capitulo 4. Com o intuito de incluir o calculo dos expoentes
criticos para ordens mais elevadas em €, o que, naturalmente, contemplara as ideias trazidas por
SL para sistemas submetidos a condigoes de contorno periddicas e antiperiédicas, realizaremos
um aprofundamento nos conceitos do formalismo. Para isso, introduziremos modificagoes subs-
tanciais na construcao das expressoes matematicas representadas pelos diagramas de Feynman,
que passarao a exibir uma constante de multiplicidade (degenerescéncia) prépria da escolha
das fungoes base em termos de exponenciais. Assim como NF e SL, faremos uso de uma teoria
de campo escalar com auto-interagao quartica representada no espago dos momentos. Com
a introdugao de apenas um parametro (7 = £1) chegaremos a uma descrigdo unificada para
as condicoes de contorno de Dirichlet e Neumann com os quase-momentos externos diferen-
tes de zero, estes, surgindo devido a delimitagao espacial imposta. Estudaremos, portanto,
os efeitos do tamanho finito no comportamento critico do modelo de Ising d-dimensional em
uma geometria cujas superficies delimitadoras sao placas paralelas. Usaremos um parametro
de ordem com simetria O(N) sujeito a condigoes de contorno de Dirichlet ou de Neumann ao
longo das duas superficies. Devido a necessidade de construir novas regras de Feynman, nos
depararemos com o problema das multiplicidades no célculo das grandezas fisicas de interesse.
O problema serd sanado pela redefinicao das condigoes de normalizagao, que levara em conta
as constantes de multiplicidade, tornando o procedimento consistente. Ambas as formulacées,
com campos massivos e nao-massivos, serao aplicadas a fim de obtermos os expoentes criticos
respectivamente nos limites de escalamento ultravioleta e infravermelho, que sao necessarios
a descricao das regides de escala presentes em sistemas de tamanho finito. Investigaremos o
regime de crossover dimensional existente no modelo, seguindo a prescrigao ja realizada quando
o sistema é submetido a condigoes de contorno periddicas e antiperiddicas [41]. Determinare-
mos esse regime para conseguir evita-lo e calcularemos os expoentes criticos do comprimento
de correlacao e da dimensao anomala, perturbativamente, até as ordens de dois e trés loops,
respectivamente. Calculados esses dois expoentes, poderemos encontrar todos os outros pela
utilizagao das leis de escala.

Como consequéncia das condigbes de contorno que utilizaremos, o modo zero (quase-mo-
mentos externos iguais a zero), que fornece contribui¢oes nao nulas apenas para a condigao de
Neumann, serd tratado separadamente por possuir uma multiplicidade distinta. Por isso, no
capitulo 5, analisaremos essa possibilidade de forma isolada. Embora, ao final, os resultados
sejam equivalentes, tal abordagem em separado ¢ justificada, visto que nao podemos levar uma
na outra de forma trivial.

A descrigao realizada até agora, e que sera o foco dos estudos até o capitulo 5, leva em consi-
deracao apenas interacoes ferromagnéticas entre os primeiros vizinhos, onde os spins tendem a
se alinhar paralelamente. Existem, contudo, consequéncias e resultados bastante interessantes



19

no desenvolvimento de um modelo que permita interagoes entre vizinhos mais distantes. Uma
possibilidade plausivel e que, de fato, gera novas propriedades fisicas, é a introducao de in-
teracoes antiferromagnéticas, que induzem a um alinhamento antiparalelo, intercaladas com as
interacoes ferromagnéticas. Como resultado, teremos um sistema denominado competitivo, no
qual, além das fases paramagnética e ferromagnética, podemos identificar uma fase com uma
modulagao periédica na magnetizacao. A confluéncia dessas trés fases determina um ponto
(multicritico) no diagrama de fase conhecido como ponto de Lifshitz. Dois exemplos tipicos
de compostos magnéticos que exibem o comportamento do tipo Lifshitz sao dados pelo MnP
[42-46] e pelo Mng9Coy1 P [47, 48]. Embora o estudo desse tipo de comportamento tenha sido
iniciado no contexto de sistemas magnéticos, outros sistemas também possuem interagoes com-
petitivas do tipo Lifshitz. Podemos identificar na literatura diversos outros exemplos incluindo
semicondutores ferroelétricos [49-51], sais de transferéncia de carga [52, 53|, alguns tipos es-
peciais de cristais liquidos [54-59] e polimeros [60-63]. O comportamento do tipo Lifshitz
ocorre quando um sistema critico exibe interacoes de curto alcance com sinais alternados. As
direcoes espaciais ao longo das quais as interagoes alternadas ocorrem sao chamadas de eizos
de competicao.

O principal representante de um semicondutor ferroelétrico exibindo competicao é dado por
SnoPy(S1_.Se.)s, cujas propriedades refrativas, acustico-Gticas e eletro-6ticas tém despertado
bastante interesse. Nesse composto, a concentracao x de selénio desempenha um papel funda-
mental na determinagao do tipo de transi¢ao de fase observada. Para x < 0,28, haverd uma
transigao de segunda ordem entre a fase paraelétrica e a ferroelétrica. Ja para x = 0,28, essa
transicao ocorrera entre a fase paraelétrica e a fase com uma modulagao periddica no vetor de
polarizacao. Se o comprimento de onda dessa modulacao nao é um miultiplo do parametro de
rede, temos o que é comumente conhecido como fase incomensuravel. Diminuindo ainda mais
a temperatura, chegaremos a uma transicao de primeira ordem dessa fase incomensuravel para
a ferroelétrica. O ponto de Lifshitz esta entao situado em x ~ 0,28 a uma temperatura de
aproximadamente 281 K [51].

Sais de transferéncia de carga sao constituidos por um certo nimero n de moléculas doa-
doras D que forneceram (cada uma conjuntamente) um elétron para uma molécula receptora
A, resultando no composto A,D. As moléculas doadoras sao entao empilhadas de modo que
os orbitais moleculares se sobreponham e gerem um mecanismo de condugao elétrica [64]. No
entanto, a condutividade elétrica é perdida quando esse tipo de composto sofre uma transicao
metal-isolante. Tomando como exemplo o sal representado por TTF-TCNQ [52], ao diminuir-
mos a temperatura 7' até 54 K e mantendo a amostra sob pressao atmostférica, chegamos a
transicao de segunda ordem entre a fase metdlica (condutora) e a fase isolante na qual a distri-
buigao de cargas p segue a periodicidade da cadeia molecular (fase comensuravel). Prosseguindo
com a diminuigao de T até 49 K & mesma pressao, teremos uma transi¢ao (também de segunda
ordem) para uma fase incomensuravel caracterizada pela modulacao de p cujo vetor de onda
cresce continuamente ao decrescermos 71" a partir da temperatura critica. Na referéncia [52], é
cogitada a possibilidade de um ponto de Lifshitz a uma pressao mais elevada e com uma tem-
peratura no intervalo de 49 K a 54 K. Observamos que essa descricao é bastante simplificada,
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pois o TTF-TCNQ pode conter varios pontos de Lifshitz [53].

Em cristais liquidos, os efeitos da competi¢ao aparecem em trés fases esméticas (Sm), deno-
minadas Sm-A, Sm-C' e Sm-C*. Em uma fase esmética, as moléculas desse tipo de composto,
geralmente alongadas e na forma de bastonetes, estdo arranjadas em planos (planos esméticos)
e alinhadas em uma direcao bem definida, podendo se deslocar livremente nessas camadas
conforme acontece em um liquido. Na fase Sm-A, as moléculas alinham-se paralelamente ao
vetor normal n do plano esmético enquanto que na fase Sm-C', esse alinhamento ocorre de
forma obliqua, resultando em um angulo ¢ em relacao ao vetor n. Quando o angulo ¢ possui
uma variacao periédica ao longo da direcao paralela a n, temos a fase Sm-C*. Se comecarmos
com um cristal liquido na fase Sm-A e com um campo magnético externo h suficientemente
fraco e paralelo aos planos esméticos, a diminuicao da temperatura T resulta em uma transicao
de segunda ordem para a fase Sm-C*. Aumentando h até um valor critico h., a modulacao
periddica de ¢ desaparece e entramos na regiao da fase Sm-C'. Caso tivéssemos comegado com
h acima do valor critico e na fase Sm-A, a diminuicao de 1" acarretaria em uma transicao para
a fase Sm-C'. A confluéncia dessas trés fases no diagrama T versus h determina o ponto de
Lifshitz.

Pontos de Lifshitz também aparecem em misturas de copolimeros e homopolimeros. Di-
ferentemente de um homopolimero, um copolimero é composto de dois (ou mais) tipos de
monomeros. Um exemplo desse tipo de sistema é dado pela mistura de polietilenopropileno
com polietileno [61]. Como resultado das interagoes repulsivas e atrativas entre os monomeros,
podemos identificar novamente trés fases confluindo para um ponto de Lifshitz no diagrama
de fase temperatura T versus a concentragao ¢ do homopolimero. Para T" acima da tempera-
tura critica e ¢ pequeno, teremos a fase homogénea (desordenada). Com a diminuigao de T’
e mantendo ¢ fixo, uma transicao de segunda ordem ocorre na direcao de uma fase lamelar
na qual uma periodicidade estrutural pode ser observada. Aumentando a concentracao ¢, o
comprimento de onda dessa fase cresce continuamente até o sistema exibir uma separacao em
duas fases. Uma transicao para esse estado também ocorreria se tivéssemos partido com ¢
suficientemente grande e diminuindo apenas T a partir da fase desordenada.

Para tratar a realizacao microscopica de interagoes competitivas, usaremos novamente, por
conveniéncia, a linguagem de sistemas magnéticos. Consideremos portanto o modelo ANNNI
(azial next-nearest-neighbour Ising) introduzido por Elliot [65], que é uma extensao do modelo
de Ising na qual interagoes antiferromagnéticas competem com interacoes ferromagnéticas. A
figura 1.1 mostra o modelo ANNNI aplicado a uma rede cristalina ciibica em um espacgo com
trés dimensoes.

Em cada camada ao longo do plano xy, existem apenas interacoes ferromagnéticas com aco-
plamento Jy > 0 entre os spins mais proximos, como ¢é usual no modelo de Ising. A competicao
aparece apenas ao longo da direcao z, onde dois tipos de acoplamento .J; e .J5 estao presentes. O
primeiro deles refere-se a interagao ferromagnética na qual os spins interagem com os primeiros
vizinhos e sao forcados a um alinhamento paralelo. O segundo tipo de acoplamento representa
a interacao antiferromagnética entre um spin e o seu correspondente segundo vizinho, forcando-
os a uma configuracao antiparalela. Portanto, escrevemos J; > 0 e J; < 0. Considerando S, .
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como a varidvel de spin em um sitio p = (z,y) de uma camada na posi¢ao z, podemos entao
escrever a hamiltoniana do sistema

H = —Jo Z [S(x,y),zs(x+l,y)7z + S(z,y),zS(J},y—i—l)z} - Z(Jlsp,zsp,z-I—l + JQSp,zSp,z+2)-

T,Y,z Pz

Vamos nos referir ao eixo z como subespaco competitivo. Por outro lado, o plano zy ao longo
do qual nao ha competicao, serd denominado subespaco nao competitivo.

A figura 1.2 mostra o diagrama de fases esquematico do modelo ANNNI obtido por Selke e
Fisher através de simulagao de Monte Carlo [66].

O ponto de Lifshitz é representado pelo par de coordenadas (pr, 7y ), onde definimos p =
—%. Podemos observar que a variavel p desempenha um papel crucial na descricao das
transicoes de fase de um sistema exibindo competicao. Para p < pr, a interacao ferromagnética
¢ dominante e continuaremos tendo uma transicao de segunda ordem entre a fase desordenada
paramagnética e a fase ordenada ferromagnética ao longo da linha T,(p) referente & tempera-
tura critica. J& para p > pr, a transicao de segunda ordem ¢é entre a fase desordenada e a
modulada. Na fase modulada, a magnetizacao apresenta uma variagao senoidal ao longo do
subespaco competitivo, cujo vetor de onda tende continuamente a zero com a aproximacao do
ponto de Lifshitz. A fase modulada é dita incomensuravel se o comprimento do vetor de onda
da modulac¢ao nao for um multiplo do paramentro de rede. Ainda na figura 1.2, observa-se que
diminuindo a temperatura e mantendo p > 0.5, o sistema entra na regiao antifasica. Nessa
regiao, o antiferromagnetismo passa a ser predominante e os spins apresentarao uma ordenacao

do tipo - -+ T4 -+ -. As linhas tracejadas representam transicoes de primeira ordem. O
y

f J 3 J 3

A f 3 A

Z Jz
f J 3 J 3
y J

“ %
> Jo

0] X \/’ \/’

JO JO

Figura 1.1: Modelo ANNNI em uma rede ciibica tridimensional.
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leitor interessado em mais detalhes sobre as regides de modulacao e de antifase pode consultar
a referéncia [67] para uma revisao sobre o assunto.

Uma intuitiva generalizacao do modelo AN N NI pode ser implementada ao permitirmos que
Jo exista em m direcoes espaciais de um total d, isto é, teremos agora m direcoes competitivas.
O sistema entao apresentarda um comportamento critico do tipo Lifshitz m-azial, que possui
dois tipos de comprimentos de correlacao, um referente ao subespago competitivo e o outro
relacionado ao subespago nao competitivo. A figura 1.1, por exemplo, exibe um modelo uniaxial
(m=1).

Ao tratarmos de universalidade, nao estavamos levando em consideragao sistemas que exi-
bem competicao, porém, verifica-se que o termo classe de universalidade igualmente se aplica
nesse caso, sendo encontradas também, através da aplicacao dos modelos, grandezas universais.
Para um sistema submetido ao comportamento do tipo Lifshitz m-axial, a classe de universa-
lidade sofrera uma modificagao, incluindo em sua especificagao o niimero m de dimensoes
competitivas, sendo agora identificada por d, N e m. Os sistemas com os mesmos valores para
d, N e m, ou seja, numa mesma classe de universalidade, terao os mesmos expoentes criticos e
as mesmas razoes entre amplitudes acima e abaixo da transigao [68-73].

A existéncia de um subespacgo contendo interagoes competitivas altera significativamente
o comportamento critico dos sistemas. Neste caso, as flutuagoes do parametro de ordem nas
vizinhangas do ponto de Lifshitz terao uma natureza distinta no subespaco competitivo quando

Temperatura

Paramagnético
T,(p) 9

‘o Antifasico
/

0 Py 0,5 1,0

Figura 1.2: Diagrama de fase para um sistema com competicao descrita pelo modelo ANNNI

(ref. [66]).
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comparadas ao subespago sem competicao. A primeira andalise desse tipo de problema utilizando
uma descrigao matematica em termos de campos escalares foi apresentada por Hornreich, Luban
e Shtrikman [74] em 1975. Nessa descrigdo, o parametro dimensional €, em relacdo ao qual
os expoentes criticos sao expandidos, ¢ modificado para e, = 4 + % — d, incluindo assim o
numero m de dimensoes do subespago competitivo. Em virtude da anisotropia do sistema,
a fungao de correlagao, andloga aquela definida em (1.4), tem um escalamento diferente para
cada subespago sob consideragao. Portanto, temos dois tipos de comprimentos de correlacao
que chamaremos aqui de £74 e €0 para os subespagos com e sem competicao, respectivamente.
Além disso, novos expoentes criticos devem ser inseridos para descrever as singularidades da
funcao e dos comprimentos de correlacao na criticalidade. Temos entao os expoentes 14 e
vr4 para o subespago competitivo enquanto 1o € v para o subespaco nao competitivo, em
analogia as defini¢oes para 7 e v realizadas em sistemas sem competicao.

Existe ainda uma sutileza importante com respeito ao modelo Lifshitz m-axial, pois, se
d = m, teremos o subespaco nao competitivo ausente e o sistema serd isotrépico, possuindo um
unico comprimento de correlacao. Neste trabalho, no que diz respeito a aplicacao de condicoes
de contorno de Neumann ou de Dirichlet em sistemas competitivos do tipo Lifshitz m-axial,
estamos interessados apenas nos sistemas ditos anisotrépicos (m < d). O caso isotrépico nao
pode ser obtido a partir do anisotrépico ao aplicarmos o limite d — m [75].

No capitulo 6, vamos introduzir o mesmo formalismo construido para o modelo de Ising,
descrito nos capitulos 4 e 5, para tratar os efeitos de tamanho finito em sistemas exibindo pon-
tos de Lifshitz anisotrépicos m-axiais e submetidos a condi¢oes de contorno de Neumann ou de

sy

5
=
N

Figura 1.3: Exemplo simples do modelo CECIT com interacoes competitivas entre sequndos vizi-
nhos como também acoplamento entre terceiros vizinhos. FEste sistema tem trés comprimentos
de correlagao independentes e apresenta o que chamamos de comportamento critico de Lifshitz
genérico do terceiro cardter.
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Dirichlet. Comecaremos com a formulacao de campos sem massa e, em seguida, introduziremos
a descricao em termos de campos massivos. Respeitando as condi¢oes de contorno impostas ao
sistema, calcularemos os expoentes criticos quando a dire¢ao de tamanho finito é perpendicular
aos m eixos de competicao. Mostraremos que as condicoes para a validade da expansao em
€7, sao similares aquelas encontradas para os sistemas finitos sem competicao. Mostraremos
também a equivaléncia entre os nossos resultados para os expoentes criticos e aqueles obtidos
para sistemas com o comportamento Lifshitz m-axial de tamanho infinito, uma vez que utiliza-
remos o mesmo método de aproximagao para calcular as integrais de Feynman de ordens mais
elevadas.

Com o intuito tedrico de entendermos mais profundamente o que ocorre em sistemas com in-
teracoes competitivas do tipo Lifshitz na regiao critica, o que nos ajudara em futuras aplicagoes,
passaremos agora a descrever um modelo mais geral que o m-axial, o qual sera o foco das nossas
investigagoes no sétimo capitulo. Nossa meta é calcular os expoentes criticos do modelo em sua
configuracao isotrépica por um método ainda nao utilizado no caso que denominaremos como
isotropico exato. O termo ezxato refere-se ao célculo sem aproximagoes das integrais de Feyn-
man. Nesse estudo nao aplicaremos condicoes de contorno, deixando esse passo na direcao da

10

Paramagnético

b

Ferromagnético

Vi \
\
i \ Moduladog
.~ Modulado,\
I \
-
- \
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Figura 1.4: Projecao do diagrama de fases para o comportamento critico de Lifshitz genérico
do terceiro cardter do modelo CECI. A linha continua indica uma transi¢cao ordem-desordem
e as linhas tracejadas indicam uma trasicao de primeira ordem entre as fases ordenadas (fer-
romagnética e moduladas). As fases ferromagnética e paramagnética continuam ocorrendo no
ponto de Lifshitz genérico de terceiro cardter. Os parametros p; e p; estao associados a um
conjunto de valores das razéoes Jp/Jy, Jp—1/J1, -+ ,Jo/J1, € a uma temperatura critica de
Lifshitz (Tr,).
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compreensao dos sistemas competitivos mais gerais para trabalhos futuros. A ideia é incluirmos
no modelo de Ising original com d dimensoes uma interagao competitiva até segundos vizinhos
em mo diregoes espaciais, outra, até terceiros vizinhos, em mg dire¢oes espaciais, perpendicula-
res ao subespago com acoplamento apenas entre primeiros vizinhos e ortogonais ao subespago
de my componentes, e assim por diante, incluindo dessa forma uma interacao competitiva que
atue até o L-ésimo vizinho em mj, direcoes. Esse modelo de interagoes arbitrarias é chamado
de modelo CECT (competing exchange coupling Ising model) e pode ser utilizado tanto no caso
anisotrépico quanto no isotrépico [76]. No cendrio anisotrdépico, cada subespago daréd origem a
um distinto comprimento de correlagao, ou seja, & para as direcoes pertencentes ao subespago
nao competitivo, & para as direcoes pertencentes ao subespaco competitivo mso-dimensional,
etc., e &, caracterizando o subespacgo my-dimensional. A figura 1.3 [76] representa um caso sim-
ples do modelo CECT em trés dimensoes, com my = m3 =1e my = --- = my = 0. Observe
que existem dois subespagos competitivos e, portanto, trés diferentes tipos de comprimento de
correlacao.

O diagrama de fases também acompanha essas notaveis mudancas, apresentando uma outra
fase modulada (Figura 1.4) [76]. Note também que os modelos ANNNI e m-axial sdo casos
particulares do modelo CEC.

A classe de universalidade do modelo C ECT anisotrépico é identificada pelos parametros d,
N, mo, ---, mp. Para o caso isotropico do modelo CECI, isto é, quando temos m,, = d, onde
n representa qualquer valor de 1 a L, identificando o ntimero fixo de vizinhos acoplados, obser-
vamos apenas um unico comprimento de correlacao e a classe de universalidade ¢é identificada
agora por N e d = m, ou, mais especificamente, N, d e n.

Sistemas competitivos arbitrarios do tipo Lifshitz, descritos pelo modelo CECT, sao exem-
plos de sistemas, que por apresentarem diversos tipos de eixos competitivos, exibem também
miultiplos parametros de escala independentes. Para formular o problema das transicoes de fase
nesses exemplos de sistemas complexos, foi introduzida uma técnica de teoria de campo escalar
de massa nula com autointeragdo quértica para o campo (parametro de ordem) e com derivadas
de ordem superior caracterizando cada eixo de competicao. O objetivo nesse caso é determi-
nar, perturbativamente, os expoentes criticos do caso isotrépico pela aplicacao do método de
subtracao minima de polos dimensionais sem, no entanto, utilizar aproximacoes na resolucao
das integrais de Feynman. Vale ressaltar que o calculo dos expoentes criticos por subtracao
minima para o caso isotrépico exato do modelo CECT é, além do que sera apresentado nos
capitlos 4, 5 e 6, mais uma novidade trazida através deste trabalho.



Capitulo 2

Fenomenos criticos e teoria de campos

2.1 Introducao

Dentre as ferramentas matematicas utilizadas para modelar teoricamente sistemas que se
incorporam a chamada fisica da matéria condensada, a teoria de campos, inicialmente cons-
truida para descrever os fenomenos que s6 ocorrem em altas energias, tem demostrado ser
bastante eficaz no tratamento das transicoes de fase e fenomenos criticos. Podemos citar como
principal exemplo disso os desenvolvimentos alcancados no que tange ao comportamento de
quantidades universais provenientes das transicoes de fase de segunda ordem. Embora o tra-
tamento dado a essa tao abrangente area da fisica através das construcoes da termodinamica
e mecanica estatistica seja bem estabelecido, inclusive com intimeras evidéncias experimentais
em bom acordo com os modelos propostos, foi apenas apds o trabalho de Wilson e colabora-
dores nos anos 70 [6], com a introducao das ideias sobre o grupo de renormalizacao (GR), que
as leis de escala das fungoes de correlacao puderam ser obtidas analiticamente, o que gerou um
grande avanco no calculo dos expoentes criticos, razoes entre as amplitudes criticas das fungoes
resposta e estabelecimento de classes de universalidade.

Neste capitulo, abordaremos de maneira sucinta, e, evidentemente, sem pretensoes de des-
crever detalhes das deducoes, o modelo de Ising e os elementos essenciais da teoria de campos
envolvida na descricao dos fenomenos criticos do sistema de interesse. Mesmo que resumida,
tal exposicao nos dard o arcabouco necessario a concepcao e implementacao das futuras genera-
lizacoes do modelo, pois a técnica pode ser aplicada em casos bem mais gerais, por exemplo, na
descrigao do comportamento critico de sistemas com tamanho finito e tratamento das condi¢oes
de contorno, o que sera realizado no préximo capitulo. Através da descricao que se seguird,
estaremos aptos a desenvolver expansoes perturbativas pela introducao do método de integrais
funcionais onde utilizaremos o formalismo diagramatico, seguindo assim o caminho indicado
pela teoria de campos. Ao leitor interessado em mais detalhes, recomendamos as referéncias
[15-17], sobre as quais se apoia esta explanagao.

26
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2.2 Representacao do modelo de Ising em termos de
campos continuos

Para a construcao do modelo de Ising para o magnetismo, consideraremos uma rede hi-
percubica regular em d dimensoes com espagamento a (parametro de rede) entre seus vértices.
H4 de se frisar que os resultados para os expoentes criticos nao sao alterados pelo tipo de rede
estudada, pois, sendo eles grandezas universais, nao denpendem de parametros geométricos
especificos da rede e a escolha da rede hipercibica é motivada por questoes de simplicidade.
A cada ponto i = (1,2,3,..., N) dessa rede discreta, que denominamos de sitio, associamos
uma varidvel s; que pode assumir os valores também discretos +1 (para cima, “Up”) ou —1
(para baixo, “Down”). Se considerarmos que a variavel s; é uma varidvel de spin, para uma
determinada configuracio dos spins na rede, totalizando um conjunto com 2V configuracoes
possiveis (onde N é o nimero de sitios), poderemos escrever a energia do sistema como

E{Sl} - — Z Jijsisj — Z hisz-, (21)
(i.9) i

onde (7, j) indica que a soma é realizada sobre os pares de vizinhos mais préximos, J;; representa
a interagao entre os spins e h; é o campo magnético externo aplicado que se acopla com o spin do
sitio ¢ de forma linear. Vemos a partir da equacao (2.1) que, para J;; positivo, a configuragao
com spins no mesmo sentido é favorecida (acoplamento ferromagnético), pois teremos mais
baixa energia nessa situagao; pelo mesmo motivo, para J;; negativo, a configuragao com spins
antiparalelos é favorecida (acoplamento antiferromagnético).

A probabilidade de um estado ou configuracao ocorrer é proporcional ao peso de Boltzmann
definido como

P{s;} = exp|—BE{s;}] = exp (Z K;js;sj + Z Hisi), (2.2)
(6,3) @
onde [ = (kBT)_l, K;; = BJ;j e H; = Bh,;. Os simbolos kg e T' representam a constante de
Boltzmann e a temperatura absoluta do sistema, respectivamente.
A funcao de particao é dada pela soma dos pesos de Boltzmann sobre as 2V configuracoes,
ou seja,

Z{H,L} = Z exp[—ﬁE{sl}] = Zexp |:Z KijSz‘Sj -+ Z H152:| . (23)
{si} {si} (i.5) i
A fungdo Z{H;} acima tem a propriedade de gerar todas as fungdes de correlagao do sistema.

Isto significa que a partir dela temos acesso a todas as informacgoes relevantes sobre o mesmo.
Por exemplo, a magnetizacao média no sitio ¢+ é dada por
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L, 07

M= (si)m=0=Z (2.4)

H;=0
A simetria da energia na troca de s; por —s;, quando H; = 0, implica M = 0 (fase desordenada).
Também, se J;; = J;—; = J; (interacOes iguais para todos os primeiros vizinhos), quando
H; = H, o sistema é invariante por translacao. Consequentemente (s;) = (s) e nés podemos
escrever

1 A 1
(2
Os outros potenciais termodinamicos que podem ser obtidos da funcao de particao nao serao
aqui explicitados e o leitor interessado é aconselhado a consultar a referéncia [17].

Passaremos agora a discutir dois procedimentos que permitem uma descricao do modelo de
Ising em termos de campos escalares continuos. E importante mencionar que o sistema discreto
apresentado acima podera ser modelado em termos de campos escalares continuos pelo fato de
seu comprimento de correlagdo £ ser muito maior que a nas vizinhangas do ponto critico (regiao
de interesse), e por levarmos em considerac¢ao apenas distancias grandes comparadas com a nas
funcoes de correlagao.

2.2.1 Meétodo heuristico

O primeiro procedimento, embora heuristico, toma lugar de destaque aqui por possuir
grande apelo didatico, pois, com ele é possivel identificar as constantes de proporcionalidade
da lagrangiana de interesse em termos dos paramentros caracteristicos do sistema. Comecgando
com a transformacao de Hubbard - Stratonovich (transformagao gaussiana)

N
o 1
/ dei exp < — Z—lszw’lmJ + Sil’i> = Constante x exp(s;V;;s;), (2.6)
—00 G

onde os indices repetidos indicam uma soma e V;; sao os elementos de uma matriz simétrica
positiva definida V', e impondo que os tinicos elementos nao nulos da matriz K;; ocorram quando
i e j forem primeiros vizinhos, a equagao (2.3) pode ser reescrita como

1
Z{H;} = exp(s;iKyjs; + H;s;) Z/ Hd(bzexp {—Z(bi[(ijl(bj—k((bi—kfli)si ,(27)
{si}

onde os campos auxiliares ¢’s sao as nossas variaveis continuas. Usando a translacao ¢; =
¢(x;) = ¢; — H; na expressao (2.7) e definindo,
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N
Do = li do(x; 2.
¢ = lim 11 o(zi) (2.8)
como a medida da integral, indicando que o sistema foi dividido em N — oo cubos de vo-
lume a? com cada coodernada z; pertencente a um desses cubos, no que podemos chamar

de aproximagao hidrodinamica (onde a granulag¢ao do sistema nao € levada em considera¢ao),
chegamos a

20} = [ Doesy [— Lo H)K; } S (o) (2.9

Podemos desenvolver o somatoério acima da seguinte forma

Z exp(¢;s;) = H[exp(@) + exp(— H 2(cosh ¢;) = Constante x exp [Z In(cosh (bz)} :

l (2.10)

Aplicando agora a transformacao linear, ¢; = ;K gbj, nos campos, podemos escrever

Temos ainda que (Incoshz = %xQ — %x‘l + ---). Com isso podemos desenvolver o somatdrio
m (2.11), ou seja,

4
> Infeosh(2K40)] = {2(}@)? - g(Kijzpjf 4 } . (2.12)
Conseguiremos simplificar ainda mais a nossa descri¢ao se passarmos do espaco das coordenadas
para o espaco dos momentos através da transformada de Fourier das quantidades envolvidas.
Fazendo entao

W = P(r;) = %Zexp(—ik 1) (k), (2.13a)
H;=H(r;) = %Zexp(—ik 1) H(k), (2.13h)

K=K —r;) = %Zexp[(—ik. (r; — ;) K (k)] (2.13¢)
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e substituindo as expressoes acima em (2.11), sabendo que para K (r;—r;) real, K(—k) = K*(k),
podemos reescrever o argumento da exponencial como

1
- N{ ST ~ 2 (0Pl + H(-k)u(i) |+
(2.14)
3]\72 Z O(ky + -+ ky) K (kp)w(ky) - - - K(ky)Y(ky).
Desenvolvendo agora a transformada de Fourier inversa para K (k) e fazendo R = |r; — ry|,
temos
ZK exp(ik - R) = Y K(Rja) exp(ik - Ryq), (2.15)

7,0
onde o indice ¢ indica a direcao espacial e &« = 1 ou 2, rotula os dois vizinhos mais préximos
para cada diregdo. A expansao da exponencial em (2.15) em poténcias de k é dada por

kZa? N
2 Y
onde o produto interno é dado por (—1)*k;a, sendo a o parametro de rede e |k| = k. Os termos

impares nao sao levados em conta na expansao devido a simetria com respeito a o. Substituindo
(2.16) em (2.15) ficamos com

exp(ik-R; o) =1—

(2.16)

K(k) = Ko(1 — p*k?), (2.17)

onde Ky = 2dS.J;, sendo que 2d é o nimero de vizinhos mais proximos em d dimensoes, J; é a
interacao entre vizinhos mais proximos em qualquer diregao, e

p= 2} (2.18)
Substituindo agora (2.17) em (2.14) temos
] Sl 2K 4K 009 + H00
(2.19)

g Py 6k(2k) (k)

onde consideramos até ordem k? para a parte quadratica nos campos e até ordem k° para a parte
quartica, isto devido ao fato de que os outros termos sao irrelevantes para o comportamento
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critico do sistema que estamos considerando. E interessante notar que para Ky = %, o termo
independente de k na parte quadratica dos campos se anula, isso nos permite mensurar a
temperatura critica em uma aproximacgao de campo médio. Por essa aproximagao vemos que
Ty = 4dJ;. Vale ressaltar que a aproximacao de campo médio nao leva em conta as flutuagoes
do campo. Expandindo agora K, em torno de T, podemos escrever

~ Z QN{ (T To p%?)w(—k)w(k) 4 H(—k)w<k)}+

0

T S (e

ki-kg

(2.20)

No limite de volume infinito, podemos transformar as somas em k em integrais definindo as
relacoes

> fk) = ga d'k, (2.21a)
5u(k) = (]@:5(@, (2.21b)

onde em (2.21b) temos as fungoes delta de Kronecker e de Dirac, respectivamente. Redefinindo
0 campo ¢ como,

o(k) = paze(k), (2.22)

teremos nesse limite que (2.20) se torna

5 [ e (o + #)o(-10609 + 0L (=000 +

P S d (2.23)
- S [1 - 4( T )} /d fy - od k4(5k(Zk) - p(ky).
Podemos, através da transformada de Fourier inversa dos campos em (2.23), escrever
1 9 9.9y A 4 d
-/ K§<\v¢y 126 + Lot J¢>]d : (2.24)
onde p? = %, A= a8d2 1— 4R To) e J = patH. Este resultado é de fundamental

importancia, pois a analogia entre o tratamento para os fendmenos criticos, em mecanica es-
tatistica e teoria quantica de campos, se da através do reconhecimento de que o argumento da
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exponencial em (2.3) estd escrito em (2.24) como o negativo da agdo para uma teoria quantica
de campo escalar com termos de interacao e de fonte. Nesse caso especifico, temos uma teoria
de campos mapeada no espago-tempo euclideano através da rotacao de Wick [77]. Com essa
identificacao temos que a funcao de particao é exatamente o funcional gerador de campos es-
calares, com ¢ sendo o analogo da magnetizagao. Temos ainda a massa u, que como podemos
ver, o seu quadrado é proporcional a diferenca entre uma dada temperatura T e a temperatura
de transicao Tj, ou seja, na temperatura critica teremos uma teoria quantica de campo escalar
nao-massiva, e por fim, A representando a constante de acoplamento, estando junto ao termo
de interacao ¢?.

Podemos agora escrever o argumento da integral em (2.24) como sendo: &' = L+ L+,
onde

1
Ly = S (VI + 16%), (2.25)
¢é a densidade lagrangiana para o campo livre, isto é, sem interagao entre os campos e sem fonte;
A
Lo = 56", (226)
¢ a densidade lagrangiana de interagao e

é o termo de fonte.

E importante salientar, que o surgimento de um termo |[Vé|? = |[VM(z)|? na densidade
lagrangiana .£’, é uma caracteristica desejdavel e importante dessa descri¢ao. Por quanto este
termo mede as flutuagoes (variagoes) no parametro de ordem M(z), flutuagoes essas que nao
podiam ser tratadas pelo modelo originalmente proposto por Landau. No modelo de Landau,
a funcao de particao é escrita como a exponencial de um potencial termodinamico, onde este,
por sua vez, é funcao do parametro de ordem em torno do qual se faz uma expansao em série
de poténcias. Esse tipo de expansao nao pode, evidentemente, gerar um termo de derivada
do parametro de ordem. Isto significa que o modelo despreza as flutuacoes do parametro de
ordem na transi¢ao. Portanto, essa descricao torna-se “ruim”, do ponto de vista quantitativo,
a0 nos aproximarmos do ponto critico, pois nessa regiao, que pode ser definida por |T;—OT°| < 1,
as flutuagoes tornam-se infinitamente grandes, e os termos de derivada do parametro de ordem
tornam-se importantes.

‘ 2

2.2.2 Construcgao por analise das simetrias

A outra forma de obtermos a mesma densidade lagrangiana em (2.24), é definindo ®;(z)
como um campo escalar com N componentes (i = 1,2,..., N) e com coordenadas x em um
espaco d dimensional como candidato a parametro de ordem (magnetizagcdo). Note que estamos
tratando com N campos bosonicos ou um spin N dimensional. A partir disso, tendo como base
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o campo e suas derivadas, podemos obter a densidade lagrangiana do sistema pela determinacao
das simetrias que devem ser obedecidas pelo campo para construir todos os possiveis invari-
antes com respeito ao grupo de simetria do sistema, levando em consideragao, obviamente, as
simetrias do espaco-tempo. No caso especifico do modelo de Ising, como a interacao entre dois
pontos da rede s6 depende da distancia entre eles, temos que, na fase desordenada, a densidade
lagrangiana correspondente deve ter simetria interna O(NN) podendo ser escrita na seguinte
forma

ZL®(z)] = C’O(V<I>)2 + 01<1>2(x) + C’2<I>4(:p), (2.28)
onde
N
(V®)? =) Vi(x) - VP;(x), (2.29a)
i=1
N
@ (x) = (B, (2.290)
i=1
&' (z) = [0%(2)]" = Fijpa®i(2) 0 () B(2) i (), (2.29¢)
de onde determinamos o tensor
1
E,j,k,l = 5((5”(5k1 + 5ik5jl + (5”53' k) (230)

Os indices repetidos em (2.29¢) sdo somados de 1 a N. A partir de agora usaremos sempre essa
convencao de soma para os indices repetidos, a nao ser que digamos o contrario.

Apenas os trés termos em (2.28) sdo relevantes na descricao do comportamento critico
do sistema. Quaisquer outros monomios com derivadas de ordens mais elevadas e poténcias
maiores nao contribuirao para as singularidades nos observaveis fisicos, resultando em um
mesmo comportamento critico.

Os coeficientes Cy, C e Cy que aparecem na lagrangiana de forma ainda indeterminada tem
papel crucial no paralelo entre a mecanica estatistica e a teoria de campos. Escolhendo Cy como
uma quantidade adimensional, vemos que C deve ter dimensao de inverso de comprimento ao
quadrado ou de momento ao quadrado. Em unidades naturais, C'| passa entao a ter dimensao de
massa ao quadrado. Se fixarmos Cy = % e () = “72, poderemos entender ;1 como um parametro
de massa em uma teoria quantica de campo escalar no espago euclidiano [77]. No entanto, o
nosso caso corresponde a uma descri¢ao no contexto da termodinamica de equilibrio e portanto,
é de se esperar que o campo ®(z) nao tenha dependéncia temporal. O préximo coeficiente
a ser analisado é Cy. Vemos que ele multiplica o termo qudrtico ®* e, consequentemente,
podemos entendé-lo como uma constante de acoplamento de um campo autointeragente. Aqui,
escrevemos Cy = % onde o fator % entra como um artificio numérico no cancelamento dos fatores
simetria dos diagramas de Feynman durante a expansao diagramatica, o que serd abordado
posteriormente. Portanto, (2.28) escrita em termos da massa i e da constante de acoplamento
A torna-se

1 2, o A ad
ZLP(z)] = Q(Vq)) + ?<I' (x) + 5@ (x) (2.31)
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A conexao da densidade lagrangiana acima com um sistema fisico exibindo comportamento
critico é estabelecida fazendo p? proporcional & temperatura reduzida t = T;—OTO A constante
de proporcionalidade, como vimos, dependera naturalmente de propriedades intrinsecas do
sistema e dessa forma o paralelo entre os dois procedimentos fica estabelecido. Frisamos que
as dependéncias de p? e A com um sistema em particular nao serao importantes no decorrer
do nosso estudo, desde que modelos construidos com (2.28) tendo Cy ~ t resultam sempre nos
mesmos expoentes criticos.

2.3 Funcional gerador e funcoes de correlacao

Voltando a fungao de particao (ou funcional gerador), podemos escrevé-la como

_ [D@exp (— [dz{L[P(z)] — J(z)®(x)})
[Dexp (— [ ZL[®(x)]dix) ’

onde .Z é a densidade lagrangiana sem o termo de fonte e o denominador é escrito para
normalizar Z[J], pois queremos que ele seja 1 para J = 0.

A fungao de green (propagador) do sistema livre é obtida através da equacao de movimento
abaixo

Z1J]

(2.32)

(V2 — 1*)Go(x,y) = —6(x —y), (2.33)

de onde ja podemos escrever Go(z,y) = Go(z —y) = Go(y — ). Desse modo, sendo o termo de
fonte linear no campo, podemos escrever (2.32) da seguinte maneira

2] = ¥ exp { _ / L (%@)) dda:} exp {% / iy () Golw — y)Ji(y)}, (2.34)

ja que as derivadas com respeito a fonte reconstituirao o termo de interacao a sua forma original.
Em (2.34), 4! é o fator normalizador de Z, Gy ¢ o propagador da teoria livre, logo, a segunda
exponencial é o funcional gerador da teoria livre, e serd simbolizado aqui por Zy[J], ou seja,

ZlJ) = JV_lexp{ - /zm(%@) ddx}Zo[J]. (2.35)

Em termos de derivada funcional com respeito a J, nossa densidade lagrangiana de interagao é
escrita como

Lint = %{Mi@r, (2.36)

expandindo entao a exponencial do termo acima, teremos
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ZJ) =1 i % ( - %)n/dd:ﬁl oodn, [ﬁr e {fon)rzom. (2.37)

A partir de Z[J] podemos definir

G;E) (@1, xE) = (P (21) - Py (28))] =0

""" _ / DD D, (11) - By, () exp (— / da:,i”[@(x)])- (2.38)

¢ denominada funcao de Green de E pontos da teoria que estamos descrevendo,
a qual é a média dos campos ®;, (z1) a ®;,(rg). Em mecanica estatistica temos como andlogo
das funcoes de Green de E pontos as funcoes de correlacao, que sao definidas a partir da fungao
de particao. Devido a linearidade de .Z; com o campo ®, podemos escrever Ggfj) . como

_ 0" Z[J]

Fazendo agora conexao com (2.4), a magnetizagao ¢é obtida fazendo E = 1, ou seja, M;(z) =

GP . (x1,...,78)

(2.39)

J=0

(Pi(x))]j=0 = Ggl)(x). A fase ordenada aparece quando Ggl)(x) # 0, com o surgimento de uma
magnetizacao espontanea (quebra espontanea de simetria). O nosso estudo refere-se apenas a
fase simétrica (G\"(z) = 0). Para E = 2, temos a funcdo de correlacio de 2 pontos, de onde
podemos calcular o comprimento de correlagao através da definicao

2
[ dM @ =) (- 22)2 G2 (21, 75)
= . .
Jdt(xy — ffz)GE,i)(%,@)
Note que estamos utilizando o formalismo da derivada funcional e, portanto, vamos explicita-

la rapidamente. Considerando uma funcao f : R — R. Uma derivada funcional de f(x) com
relacdo a f(y) tem a seguinte propriedade

of(x)
6f(y)

, , dz; .

o que é um resultado analogo a % = 0, no espago das coordenadas. Portanto, a derivada de
k3

um funcional dado por

52

(2.40)

=d(x —y). (2.41)

Flf) = / &y g()f () (2.42)

com relagao a f(x), resulta em

= g(x), (2.43)
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onde g : R — R é uma funcao integravel em todo o espago. Calcular as derivadas do funcional
Zp|J] com relagao a J é agora uma tarefa simples. Como exemplo, consideremos a expressao
abaixo 52 2u(1]
2 _ 0 _

Goil,ig <x7 y) - (SJ“ (x)5J22 (y) o - 5%1 ’LQGO('x y) (244>
Vemos que a fungao de correlacao de 2 pontos na auséncia de interacao, ou seja, quando A = 0,
¢é exatamente igual ao propagador da teoria livre. O propagador da teoria livre no espaco das
coordenadas é dado por

dy expli _
Go(x1,29) = Go(r1 — 12) = / (;iﬁ];de p[;p;j_luz x2>] (2.45)
As funcoes de Green até entao consideradas sao uteis no céalculo de quantidades como
a magnetizagao, susceptibilidade e comprimento de correlacao. Por outro lado, se quisermos
calcular o calor especifico ou a correlacao da densidade de energia com a magnetizagao, devemos
introduzir médias com o campo composto ®?(x)

(B,L) 1

—L
G’h,...,iE,jl,...,jL (Jfl, cee ,:BE, y17 et 7yL) = (5) <®Zl <x1> tee ¢'LE (.CCE)®§1 (yl) tee ¢§L (yL>>

1 -h E+42L
- (5) Gz(‘17,—,i__,iE)7j1,j1,_,_7jL7jL (Il) - TEY Y1, Y1 - -5 YL yL) (246>

De fato, usando o modelo de Ising em conjuncao com a transformacao de Hubbard-Stratonovich,
pode-se mostrar que o calor especifico esta relacionado com o funcional gerador através da ex-
pressao

= —%Q%flnzo _ —% [<%/¢2(T)%/@2(T)> _ <%/<I)2(7")>2} (2.47)

Considerando entao (2.46), o calor especifico serd dado por

C = —/d(y1 — 12)[GOP (1, 52) — GOV (1) GOV (12)]. (2.48)

A equagao (2.46) nos leva a concluir que este tipo de fungdo também pode ser gerada, a partir
do funcional gerador, pela adigdo de um termo na densidade lagrangiana (2.31). O termo é
dado por

N
1
-5 2 W), (2.49)
j=1
Podemos entao expressar (2.46) da seguinte forma
E+L
(B,L) VAN S
R o o = . (250
1153 E»J1y+-5JL (l‘17 ’wE,yl, ’yL) 5J21 (x1> e 5J’LE (xE)dtjl (yl) i 5t]L (yL) %]::8 ( )
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A conexao entre as fungoes de Green que incluem operadores compostos, e as que possuem
apenas operadores simples é dada pela expressao em (2.46), o que é bastante pratico, pois
sabendo os termos de uma podemos construir a outra. Um fato de fundamental importancia
aqui é que no limite no qual ¢(y) torna-se independente de y, podemos consideréd-lo como uma
variacao da massa, ou seja, da temperatura reduzida, visto que ele acompanha um operador
®? assim como . Portanto, as funcoes G%X) podem ser usadas como coeficientes em uma
expansao de G¥) em torno de um certo valor de temperatura, onde G(¥) é a funcio de Green
calculada com p? + §t como coeficiente do termo quadrético na densidade lagrangiana (2.31).

Voltando as fungoes de Green de E pontos, podemos explorar a invariancia translacional
do sistema, sendo mais conveniente considerar a teoria no espaco dos momentos. A lei de
conservacao dos momentos proveniente dessa invariancia tornara a nossa analise mais simples e
direta durante a expansao em A. Portanto, em termos das componentes de Fourier, reescrevemos

(2.35) e Zy[J] como

A 5t
_ -1 _ . dr. ... Jd e
210 = N eXp[ 4!E1,,,,,z4/d b dab by ) s s | 2ol
(2.51)
1
23] = e (5 [ R RWG0I ) (2.52)
onde definimos ]

Go(k) = 15— el (2.53)

como a solucao de (2.33) no espago dos momentos. Além disso, a componente de Fourier das
fungoes de correlagao em (2.50) é dada por

(E,L) B 5E+LZ[J]
Gil,...,iE,jl,...,jL (kla s kB, 7pL> - 5<]z’1<_k1) o 5JiE<_kE)5tj1(_p1) o 6th(_pL) /=0 :
(2.54)
Considerando a defini¢ao (2.40) também no espago dos momentos com a fungao de correlagao
em ordem zero dada em (2.44), chegamos & expressao

1 0

= |- —Go(k : 2.55
= Tamarc®] (2:55)

Substituindo Gy(k) apresentado em (2.53), calculamos
=V octa, (2.56)

Comparando a expressao acima com (1.6), determinamos o expoente v = % em ordem zero na
teoria da perturbacao. Observe que nessa ordem v ¢ igual ao resultado fornecido pela teoria de
campo médio.
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O resultado (2.44) corresponde ao termo de ordem zero em A na expansao da fungao de Green
de 2 pontos. Os demais termos sao obtidos através da série de Taylor da funcao exponencial
presente em (2.51). Podemos ver entao que o n-ésimo termo dessa expansao (a menos da
constante .4 1) resultara de

52 (_1)71 A ! X
0Jiy(—k1)8 Jiy (=h2) nl  \ 4!
54
X El 4 dd dd 0 + ...+
[ / q1 q4 (Ch Q4)§Ji1(—ql) ... Ji4(—CJ4

No espago dos momentos teremos, a partir de um certo par de derivadas aplicadas em Z,[J],
um propagador do tipo 0(k + k')d; ;Go(k). Uma simplificagao interessante e apropriada no
tratamento dos termos da expansao acima, sao os diagramas de Feynman, os quais tem como
regra basica associar a cada propagador G, que aparece na expansao, uma linha que conecta os
pontos especificados em seu argumento com o ponto especificado pela fonte. Cada propagador
pode conter momentos externos (referentes a k; e ko) e/ou momentos internos (referentes aos ¢’s
da integragao). A aplicacao das derivadas fara com que os propagadores sejam combinados de
todas as formas possiveis em seus momentos externos e internos, em acordo com o estabelecido
pelo teorema de Wick. O resultado é uma gama muito grande de termos surgindo a cada
ordem na expansao de tais fungoes. Os diagramas de Feynman aparecem nesse contexto como
uma forma conveniente de representar cada um desses termos. A construcao de tais diagramas
possui regras bem especificas e apresentamos abaixo um roteiro basico a ser seguido:
1 - Cada propagador € representado por uma linha:

Propagadores com pelo menos um momento externo corresponderao a uma linha externa
(perna) enquanto que propagadores com apenas momentos internos comporao uma linha in-
terna. .,
2 - Cada interagao € representada por um vértice: ;‘:\.

O numero de linhas tracejadas indica quantos propagadores devem ser conectados a esse
vértice. Para uma interacao do tipo ®*, temos sempre 4 propagadores.
3 - Cada diagrama possui um fator de simetria.

O fator de simetria refere-se ao niimero de possibilidades de combinacoes de linhas externas
e internas com os vértices resultando em diagramas com a mesma estrutura topolégica.

Para exemplificar, consideremos as duas contribuigdes resultantes de (2.57) para a funcao
de Green de 2 pontos em ordem A (n = 1) mostradas na figura (2.1).

Q
(a) (b)

Figura 2.1: Diagramas de Feynman de ordem .

(2.57)

| i

J=0
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Levando em consideracao as regras acima, podemos escrever as seguintes representacoes

2 = 0(k1 + k2)0i,i, Go(k1), (2.58)

1

A
1&2 = 12— F}, ip01 / d%qy ... d%ud(q + ...+ q1)0(k1 + q1)Go(k1)S (ke + q2)Go(k) x

41
< B+ 0)Gols) = g Ay B0k + k) Gok)* [ d'aCla), (259

onde usamos o fato que Go(q) = Go(—¢q). Os indices 1 e 2 que rotulam os diagramas acima
referem-se aos pares (ki,i1) e (ka,i2), respectivamente. O fator 12 corresponde ao nimero de
possibilidades de construirmos o segundo diagrama. Ou seja, temos inicialmente 4 possibilidades
para ligar a primeira linha externa ao vértice, multiplicada por 3 possibilidades de ligar a
segunda linha externa ao mesmo vértice e por ultimo, uma unica forma de conetar as linhas
internas, formando assim o lago (loop). Além disso, temos um §(k; + k2) presente em todos
os diagramas. Ele explicita a invariancia translacional do sistema, traduzida no espago dos
momentos como uma lei de conservagao dos momentos. Semelhantemente, para o diagrama
2.1(b), podemos escrever

A
Cx) = 12_Fk,k,l,l§i1 iQ(S(kl + kg)Go(kl) /ddq1 . ddq4(5(q1 + ...+ Q4)5(q1 + q2)G0(q1)X

1— 4!
N(N +2)

X 0(qs + q1)Gol(gs) = AOiy i 0 (k1 + ko) Go(k1) /ddQ1ddQ2Go(CI1)G0(Q2)- (2.60)

E interessante observar que o diagrama acima ¢ dado pelo simples produto de um propagador

com o diagrama m, denominado diagrama de vacuo por nao possuir linhas externas.

Os diagramas de vacuo sao eliminados naturalmente no decorrer da construcao pela condicao
de normalizacao Z[J = 0] = 1. Tal condigao aplicada em (2.35) implica que devemos ter, até
ordem A\, a seguinte expressao para .4 :

w=1-C0 + O(\?). (2.61)

Portanto, a funcao de Green de 2 pontos é dada diagramaticamente por

s + 1_Clg + O\, (2.62)

sem a contribuigao do diagrama da figura 2.1(b). E possivel mostrar que todos os diagramas de
vacuo sao eliminados ordem a ordem na expansao em A. Na figura 2.2, temos as contribuicgoes
de ordem A\? para (2.62) ja sem os diagramas de vécuo.

As préximas funcoes a serem calculadas seriam as funcoes de correlacao de 3 pontos, porém,
estas sao nulas, pois, de acordo com (2.39), haverd um nimero impar de derivadas aplicadas

G, (ky, ky) =

11,02
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o0 8 o
(a) (b) (c)

Figura 2.2: Diagramas de ordem A\? para a funcao de correlacao normalizada (2.62).

em Zy[J] para J = 0. Cosequentemente, todas as fungdes com um numero impar de pontos
também serao nulas. Assim, a préxima funcao nao nula sera a de 4 pontos. Em ordem zero,
teremos produtos de propagadores na forma (k1 + k2)Go(k1)0(ks+k4)Go(k3), levando em conta
a permutacao dos indices, a expressao, em termos de diagramas, fica

3 1

2
4 + 2

i+ 0w (2.63)

G(4) ,i4(kla s 7k4> :;

01y

As figuras 2.3 e 2.4, trazem as contribuicoes de ordens A e A\?, respectivamente.

S Q
1

X 4 2

(a) (b)
Figura 2.3: Contribui¢oes de ordem \ para a fungao (2.63).

1 3 1 3
XX + 2 perms. >g + 3 perms.
2 4 2 4

(a) (b)
Figura 2.4: Contribuigoes de ordem A\? para a fungao (2.63).

i + 5 perms.

A simbologia perms. acima indica permutagoes entre os nimeros 1,2,3 e 4.
Temos, por exemplo, que

X = AFi Bk 4 e R Golky) - Go(ka). (2.64)

Para exemplificar a utilidade da representacao diagramatica, vamos desenvolver o raciocinio
para a construcao da féormula matemética do diagrama da figura 2.4(a). Embora este seja o
caminho inverso, pois, como vimos, os diagramas originalmente surgiram das equagoes, com
muita pratica e conhecimento das regras para construcao dos diagramas, pode-se fazer as ex-
pansoes sem passar pelo estdgio calculacional, o qual, dependendo da ordem de perturbacao
que se queira obter, torna-se um trabalho bastante extenso.

A construcao da expressao a partir do diagrama segue o seguinte roteiro:

1 - Andlise do numero de vértices de interacgao.



2.3. Funcional gerador e funcoes de correlagao 41

Como o diagrama (figura 2.4(a)) possui dois vértices, conclui-se que este termo é de segunda
ordem na expansao, portanto atribui-se a ele um fator de (%) e cada vértice carrega um termo
(—4%) advindo da interagao na teoria ®*.

2 - Fator de Simetria.

O fator de simetria aqui segue a mesma regra ja mencionada anteriormente. No caso do
gréafico na figura 2.4(a) temos (4!)? possibilidades.
3 - Propagadores Externos (Pernas).

A cada perna associamos um propagador livre GGy e estes nao sao integrados. O diagrama
na figura 2.4(a) é de um termo da func¢ao de Green de 4 pontos, teremos entao 4 propagadores
livres, ou seja, Go(k1)Go(ke)Go(k3)Go(ky).

4 - Fluxo de Momento.

Inicialmente, colocamos setas de momento entrando ou saindo de cada vértice arbitraria-
mente e definimos se o sentido positivo é saindo ou entrando no grafico. Essa escolha também
¢é arbitraria. Para cada vértice atribui-se um delta de Dirac cujo argumento é a soma dos mo-
mentos em cada vértice levando-se em conta o sentido escolhido para o sinal positivo e negativo.
Essa é uma maneira de explicitar a conservacao de momento em cada vértice. A mesma ideia
¢é imposta aos indices i’s.

5 - Propagadores internos.

Também atribui-se a cada linha interna um propagador livre G, sendo estes integrados,
isto é, teremos uma integral para cada propagador interno, cuja integracao é sobre o momento
de cada propagador.

Assim, para a figura 2.4(a), apds a utilizacao das propriedades da funcao delta de Dirac,
temos a seguinte expressao matematica

1 3
1
>C)< = N6(ky + - + k4)ﬁ (N 4 4)8i, 1506554 + 203, 650614 + 203, 6404y 45] ¥
2 4

Golky) - - - Golk) / FaGolq+ k1 + F2)Golq). (2.65)

onde o fator § em evidéncia indica a conservagdo do momento. O grafico 2.4(a), dado como
exemplo para essa construcgao, constitui-se como a peca principal no que diz respeito ao trata-
mento das divergéncias na teoria critica. Os outros graficos, que também serao utilizados para
a descricao do problema proposto, divergirao, por possuirem o diagrama de Feynman acima
como sub-diagrama.

Na secao anterior, definimos também as funcoes de correlacao de campo composto. Aqui
iremos considerar especificamente a fungao abaixo

1
2,1 4
G%('l,z-g)’j(xl’ To,Y) = §G§17)127j’j(x1, T2, Y,Y), (2.66)

devido a sua importancia no estudo da renormalizacao das quantidades fisicas do sistema abor-
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dado. No espaco dos momentos, podemos mostrar que

1

Giriy sk kap) = 5

11,12,]

/d%dﬂmgmxm%p—w. (2.67)

Portanto, diagramaticamente, temos

1/
1/
Gy (K1, k2, p) = 1i2 + é 1

1,2, s + O, (2.68)

no qual introduzimos as representacoes

1/

1i2: 5(l€1 + kg +p)(sil,j(siz,jGo(kﬁGo(kg) (§ é = %(5(}?) /ddQG()(q) (269)

O indice 1’ rotula o par (p,j). Nao estamos utilizando a convengao da soma dos indices repetidos
nos resultados acima. Note que tudo se passa como se tivéssemos colapsado duas pernas de

G™ em apenas uma, para formar GV, Em ordem \, temos os diagramas mostrados na figura
2.5.

N

Figura 2.5: Contribuigbes de ordem A\ para a fungao (2.68).

(e)

E importante mencionar que a maioria dos diagramas apresentados nesta secao exibem
divergéncias para um determinado nimero d de dimensoes espaciais. Tais diagramas tem pelo
menos uma das seguintes integrais em sua estrutura

D) = / dqGiolg) = / da"M (2.70a)

N — [ gd _ d'q
Iy (k; ) Z/d qGo(q + k)Go(q) _/[(k+q)2+ﬂ2](q2+/ﬁ2)'

Note que as integrais acima estao relacionadas aos diagramas expressos pelas equagoes (2.59)
e (2.65), respectivamente.

(2.70b)
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2.4 Funcoes de vértice

As expansoes diagramaticas realizadas na secao anterior podem ser simplificadas com a
definicao de novos tipos de fungoes de correlagao. Consideremos para isso o funcional gerador
que corresponde a energia livre de Helmholtz

FlJ]=InZ[J]. (2.71)
Definimos entao as fungoes de Green conectadas através de

SEF[J]
(B) _
Goil gk, ke) = A B v | (2.72)

onde o rotulo ¢ indica que se trata de uma funcao de Green conectada. Ja vimos que na fase
desordenada temos (®(x))|,_, = 0, podemos ver também que

GP (ki ko) =GP (ky, ks), (2.73)

ci1,i2 01,12

G ke k) =G (B, k) — G

cit,. 01y

11, ZQ(kl? kQ)G
— G (ky, k3)G?. (g, ky) — G

11,23 12,4

k:37 k4)
k1, k4)G

13, Z4(

ko, k). (2.74)

i1, 14( i92, ’Lg(

Portanto, G,(:“ iy (K1, k2) em (2.73) terd a mesma expansao diagramdtica da fungao de Green
de 2 pontos. Por outro lado, as subtragoes em (2.74) resultardao na remocao dos diagramas
desconectados. Um exemplo de diagrama desconectado é dado na figura 2.3(b), composto
simplesmente pelo produto de dois outros diagramas. Todos os termos de ordem \° em (2.63)

também sao exemplos de diagramas desconectados. Portanto, (2.74) terd a seguinte expansao

1 3
(4) 1 3
Geiyoaakry o Ka) —2>l<4 + 2>g4 + 3 perms.
1 3
+ >O< + 2 perms. + O(N). (2.75)
2 4

A conservacao dos momentos externos em todos os diagramas conectados resulta em um
fator 0 como aqueles presentes em (2.59) e (2.65). Logo, podemos escrever as func¢oes de Green
conectadas como

()
Cllyenny iE(

G ip(ky o k) =0(k + - + k)G

Cll,ylE

k. kp), (2.76)

onde o fator delta torna-se uma informacao redundante, visto ja estar implicito no processo

. . . . —=(E) .
de construcao dos diagramas. A partir de agora, vamos nos referir a G, ~ como as fungoes de
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Green conectadas. Em relacao a funcao de 2 pontos, podemos colocar em evidéncia o fator
8i, in0 (k1 + ko), resultando também numa simplificagdo para G2

Podemos definir ainda outra fungao de correlacao a fim de tornar mais convenientes as
expansoes diagramaticas, o que esta relacionado basicamente com a diminuicao da quantidade
de termos em cada ordem de expansao. O funcional gerador que corresponde a energia livre de
Gibbs I'[®], obtida a partir de F[.J] através de uma transformada de Legendre, nos dard uma
expansao ainda mais fundamental. Temos entao

I[@] - / 4k Ti(k) Ji(— k) — FLI), (2.77)

onde ®(z) = (®(z)) corresponde & magnetizacio. Semelhantemente a (2.72), definimos as
funcoes

SET (@]
0@; (k1) ... 0P, (kE) I3-
denominadas func¢oes de vértice. A conservacao dos momentos também estd presente nesse
caso, ou seja, devemos ter

0 (ki ke) = (2.78)

T (. kg) =6k + .+ k)T, (ke k). (2.79)

----------

Se tomarmos E = 2, é possivel mostrar a partir de (2.77) que a funcdo de Green G? esta
relacionada com I'® através de

G2 uprore) = [ dhd'hs G2 (o1 )T (b k)G (o). (280)
Como resultado, teremos a fatoracao

TP, (ky, ks) = 6(ky + K)o, i, T (k). (2.81)

11,82

A funcao de vértice T 6 dada pela seguinte expansao diagramatica

(k) = [Golk -Q --8. S O(N%). (2.82)

As linhas tracejadas nos diagramas acima indicam a auséncia de linhas externas. Ou seja, cada
propagador Gy(k) em fungao de um momento externo (k; ou k) foi removido dos diagramas
acima, resultando nas seguintes representagoes

QO - Y ;2D1(,u), (2.83a)
-8— = AQMQUC:O;N)DKM% (2.83Db)

36
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- - N +2
R ST S 2Dy ). (2.83¢)

As integrais D; e I ja foram definidas em (2.70a) e (2.70b). Além disso, temos

Ds(k; ju, A) _/ dlqy dqy
ST T+ g+ @) + 2@ + 12)(@E + 1)

A caracteristica fundamental da expansao (2.82) é a sua simplicidade devido a presenca
apenas dos denominados diagramas irredutiveis a uma particula ou diagramas 1PI. Diagramas
1P1I sao irredutiveis pois nao podem ser divididos em outros dois diagramas pelo simples corte
de uma de suas linhas internas. A contribuicdo dada na figura 2.2(a) foi portanto removida da
expansao por ser redutivel ao diagrama dado na figura 2.1(a).

As mesmas regras usadas na construgao de (2.82) permanecem vélidas para a fungao de
vértice de 4 pontos. Apenas os diagramas nas figuras 2.3(a) e 2.4(a) sdo 1PI até ordem \? e,
portanto, teremos a expansao

(2.84)

—(4) 1 N - 3 1 \\ , 3 5
Uik, ky) = & — /O\ + 2 perms. + O(X°). (2.85)
4

2 7

Novamente, todas as linhas externas foram removidas e o §(ky+. . .+ k4) foi fatorado, resultando
nas representagoes

I~ .3
NG, T _)\Fi1,...,i47 (286&)
27 4
1 \\ , 3 /\2
, O 18 (N +4)0i, 150555, + 2041501544 + 204, 4,0i555] T2 (k1 + Koz ). (2.86D)

Podemos definir também as fungoes de vértice para campos compostos da mesma forma que
em (2.50), ou seja,

SEHLD (D, ¢t
Fz(fj.l.:?iE,jl,..‘,jL(kll’"‘7kE7p17"‘7pL) = = — [ ’ ] _
(5(131'1 (kl) e 5(1)1E(kE>5t]1(_p1) e 6th(_pL) f::[())

(2,1)

sendo a funcao I' ingrediente essencial ao nosso estudo. Podemos fatora-la da seguinte forma

re (K1, ko, p) = 6(ky + ko + p)5i17j5i27jf(2’1)(k1’p)' (2.88)

11,12,]

Identificando a figura 2.5(a) como o tnico diagrama 1PI em ordem X\ de I'®Y. chegamos &
expansao diagramatica

p

Tk, p) = % + _5_ + O, (2.89)
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(a) (b) (c)
Figura 2.6: Diagramas envolvidos na expansio da funcdo de vértice I'©®).

com as representacoes dadas a seguir

p

Fo

As funcgdes T'® | T e I'®V contém as divergéncias fundamentais (divergéncias primitivas)
da teoria ®* quando a dimensao espacial é d = 4. Isso significa que as divergéncias em outras
fungdes de correlagao sao resultantes da insercao de quaisquer diagramas presentes em (2.82),
(2.85) ou (2.89). Tais singularidades sao removidas através de constantes multiplicativas (cons-
tantes de renormalizacdo) e da redefinigdo da massa e da constante de acoplamento. As tnicas
excecoes a essa regra sao dadas pelas funcoes (0, 11 ¢ T'(02) | cyjas expansdes j4 sdo infinitas
em primeira ordem, tais divergéncias s6 podem ser removidas aditivamente. Para o cédlculo dos
expoentes criticos nao é necessario tratar dessas excegoes e, por isso, vamos nos restringir ape-
nas as funcoes de vértice que podem ser renormalizadas multiplicativamente. Para exemplificar
como a renormalizacio de I'®, T'¥ e T'2D est4 relacionada com a remocio das divergéncias
nas demais funcoes de vértice, consideremos os trés diagramas pertencentes a funcao de vértice
de 6 pontos mostrados na figura 2.6.

O diagrama 2.6(a) corresponde ao primeiro termo da expansao de I'® | sendo finito em d = 4.
Prosseguindo para ordens mais elevadas na expansao, chegamos aos diagramas 2.6(b) e 2.6(c).
Todos eles sao divergentes como resultado da insergao dos subdiagramas dados em (2.83a) e
(2.86b), respectivamente. De uma forma geral, todos os infinitos presentes nessa expansao
sao devidos as insercoes de diagramas 1PI das funcoes de vértice de 2 e 4 pontos. Portanto,
se removermos as divergéncias dessas fungoes, estaremos eliminando também os infinitos de
todas as outras fungoes de vértice com um ntimero maior de pontos. Podemos generalizar esse
argumento para incluir também as funcoes de vértice de campo composto, nas quais a insercao
dos diagramas de I'®1) constitui também uma das fontes de divergéncia. Por esse motivo, as
fungdes dadas em (2.82), (2.85) e (2.89), serao os principais objetos de estudo no procedimento
de renormalizagao.

N +2
= —A——DL(p;p). (2.90b)

_é_ = 1, (2.90a)
- 6
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2.5 Expansao no numero de loops

Antes de falarmos propriamente de renormalizacao, precisamos explicitar alguns detalhes
sobre a expansao em loops. Ainda tratando sobre a expansao diagramatica, verifica-se que se
um diagrama (gréafico) possui I linhas internas (propagadores internos) e n vértices de interagao,
tera entao [ integrais de momento e n deltas de Dirac, dos quais, ap6s manipulacao matematica
trivial, restard apenas um que explicitard a conservagao do momento total no diagrama. Com
isso, o nimero total de integrais de momento sera

I=1—(n—1), (2.91)

onde [ é o nimero de loops (lagos) do diagrama. Ainda temos que, se E é o nimero de linhas
externas (pernas) do diagrama, podemos obter

I:%Mn—E) (2.92)

A expressao (2.92) traduz uma dependéncia natural, pois ao fixarmos o nimero de pernas
externas, limitamos também o nimero de linhas internas, visto que cada vértice de interacao
aceita apenas um numero fixo de propagadores conectados a ele. Substituindo agora (2.92) em
(2.91), encontramos

E
l=n+1-7. (2.93)

A equagao (2.93) nos d4 a ligagao entre a expansao no nimero de vértices n, isto é, a ordem da
constante de acoplamento, e a expansao no nimero de loops. Observe que para E = 2 (funcao
de Green de 2 pontos) temos [ = n. Isto implica que se quisermos uma expansao até a ordem
[ de loops, devemos ir até a ordem n na constante de acoplamento. Ja para £ = 4 (fungao de
Green de 4-pontos), uma expansao até a ordem [ de loops deve ser uma expansao até a ordem
n = |+ 1 na constante de acoplamento. Por exemplo, na fun¢ao de vértice (2.82), temos o
nimero de loops correspondendo & ordem em A. Algo semelhante também acontece com (2.85),
onde temos [ = n — 1 para todas as ordens. A figura 2.7 mostra isso ocorrendo em ordem de 2

loops.
Figura 2.7: Contribuicdes de ordem 2 loops para I'Y).

E interessante que para as fungoes de Green mais simples, podemos redefinir a interacao
por um fator multiplicativo e associa-lo a tao conhecida constante de Planck. Essa constante
multiplicativa acompanhara todos os vértices de uma expansao em [oops. Logo, a ordem zero
dessa expansao pode descrever a teoria classica, visto que nao existem vértices nessa ordem
(teoria livre), o que pode ser entendido em termos do teorema de Ehrenfest.
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O conceito de expansao em [oops ¢é utilizado naturalmente no procedimento da renormali-
zac¢ao. Como exemplo, consideremos a redefinicao da massa p da densidade lagrangiana (2.31).
Podemos reescrevé-la em termos de uma nova massa m; até ordem de 2 loops da seguinte forma

N +2 N +2
Dl(m1)+>\2

p*=mi— A\ Ds(k = 0;my), (2.94)

com as integrais D; e D3 definidas respectivamente em (2.70a) e (2.84). Note que o segundo e o
terceiro termos acima correspondem respectivamente aos diagramas representados em (2.83a)
e (2.83c) com os propagadores calculados com a massa m;. Substituindo p acima em (2.82),
teremos o segundo e o terceiro termo removidos, resultando na expansao

T 0m) =2 4mi — (- - ), (2.95)

onde todos os propagadores sao agora calculados com a massa m;. Procedendo da mesma
maneira em (2.85), chegamos a

—(4) . _1\\ .3 1\\ , 3 1\\ , 3
Fipaa (B R ) = 2/‘(‘ 4 (2 /Q\ . s /m\ 4 2 porms. J
1 \\ - 3
+ ,@ + 5 perms. (2.96)
/7 ~

2 4

Os diagramas com 2 loops terao as seguintes representacoes

1 N , 3 23 )
) /CD\ 4 - @ [(N + 6N + 12)511 i26i3i4+
F465, 1305510 + 40114015 15) [L2(Ky + koy )], (2.97a)

1 \\ - 3 )\3 5 5
— N +10)0: 5. 6s s
9 //@\ 4 162 [(3 + 0) 1112 '5314+
+(N + 6)(511 i3(5i2 ia + (N + 6)511 i45i2 13)] 14(1{'1 + kg, k3, ml), (297b)

onde I, foi definido em (2.70b) e a integral de Feynman I, é dada por

I4(k k/.ml) — / dd(hddQZ )
T (1 — k)2 +mi][(q2 + k)2 + mi] (¢ + m?) (g5 + m3)

Aplicando o mesmo procedimento em (2.89), temos

Tk, p) :-.%- + _5_ + -é- + 5 o, (2.99)

(2.98)
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cujas representacoes sao

Qo= (%)2 [Iy(p; m1)]? (2.100a)
T - =\ (%) Li(k, p;my). (2.100Db)

Podemos observar que a redefinicao da massa removeu todos os diagramas com insercao
do subdiagrama dado em (2.83a). Podemos agora definir m; como um parametro finito e
proporcional & temperatura reduzida enquanto que p em (2.94) passa a ser infinito. Dessa
forma, as divergéncias geradas pela integral (2.70a) foram removidas e obtemos uma expansao
diagramética com menos termos, o que na pratica é uma vantagem calculacional. Demos,
portanto, um primeiro passo para a renormalizacao da teoria, embora, outras divergéncias
ainda persistam nas expansoes.

2.6 Divergéncias dos diagramas 1P/

Para manipular os infinitos restantes de forma analitica, é convencional utilizar o conceito
de regularizacao, ou seja, podemos definir um ou mais parametros tal que a integral divergente
seja expressa em termos desses parametros. Depois desse procedimento, podemos estabelecer
um método de subtracao das partes potencialmente divergentes nos resultados das integrais,
o que, tomando os limites apropriados, resultara em expressoes finais finitas para a teoria. A
sequéncia de passos descrita acima corresponde a regularizacao acompanhada de uma renor-
malizacao (subtragdo das partes infinitas). Existem dois métodos de regularizagado amplamente
utilizados em teoria de campos: o método do “cutoff” (corte) nos momentos e o esquema de
regularizacao dimensional. Com respeito ao primeiro método, nao o abordaremos de maneira
explicita, pois, em nossos calculos, usaremos apenas a técnica de regularizacao dimensional, que
serda apresentada posteriormente. Porém, é interessante fazer mencao ao método do “cutoft”
para tentar elucidar de forma simples a conexao entre varios tipos de interagao, dentre elas a
interacao ®*, e o nimero de dimensoes espaciais nas quais as teorias interagentes sao renor-
malizaveis. Para isso, algumas consideracoes sobre dimensionalidade se fazem necessarias para
que possamos ter o dominio do método que serd utilizado posteriormente para a renormalizacao
das funcgoes de vértice 1P1.

2.6.1 Divergéncias e dimensionalidade

A regularizacao por “cutoff” se dé pela introducao de um corte A no limite superior das
integrais de Feynman, o que esté relacionado ao limite fisico inferior na escala de comprimento
(o paramentro de rede a). Podemos entao explicitar as divergéncias das integrais de Feynman
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em termos de A através da andlise dimensional das fungoes de vértice, visto que sua relacao
com o parametro de rede é A ~ é

A dimensao do campo ¢ pode ser determinada da parte livre da densidade lagrangiana ao
impormos que o termo dinamico multiplicado pelo elemento de volume seja adimensional. No
espaco dos momentos teremos

[¢] = £L7E7D = AT, (2.101)

onde L simboliza a dimensao de comprimento e A é o seu inverso ou ainda a dimensao de
momento. Da mesma forma chegamos a conclusao que [1%] = A%, ou seja, a massa ao quadrado
possui dimensao de momento ao quadrado. Continuando com a nossa analise, consideremos
agora uma interacao do tipo

1
Lint = FMN. (2.102)

Pelos argumentos ja citados chegamos a

A] = ArFdmard = A0 (2.103)

onde )\, é a constante de acoplamento para uma teoria ¢". Para a teoria ®*, a dimensao da
constante de acoplamento é entao

M) = AT (2.104)

Vemos que numa teoria ®*, )\, é adimensional em d = 4. Ainda dentro dessas consideracoes
verifica-se que a dimensao das funcoes 1 PI no espago dos momentos é
(E) 1
(k;)] = AFFrd—abd (2.105)
onde o expoente de A em (2.105) é comumente chamado de dimensao candnica. Se considerar-
mos entdo uma expansao até a n-ésima ordem de perturbacio de uma funcao de vértice I'(¥)
em uma teoria interagente ¢” em d dimensoes, cada termo da expansao terd a dimensao dada
por

Iy

Ao =3 Bd) = £ (2.106)

onde o segundo termo no expoente ¢ a dimensao canonica. Portanto, o primeiro termo ¢é a
contribuicao da constante de acoplamento, com n representando a ordem da perturbacao e 6,
sendo definido por (2.103).

Observando (2.106), chegamos a conclusao de que a condi¢ao necessdria e suficiente para que
as divergéncias sejam independentes da ordem da teoria de perturbacao é tornar a constante
de acoplamento adimensional. Temos entao que encontrar a dimensao para a qual 6, = 0. Essa
dimensao é conhecida como a dimensdo critica (d.). E facil verificar que
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do— 2 oy L

r—2 r—2

de onde podemos concluir que quanto maior o valor de r, menor é a dimensao critica d.,

aproximando-se de 2 para r — oco. Também concluimos que para a teoria ®*, d. = 4, o que
pode ser obtido também por (2.104).

Para d = d. a teoria é renormalizdvel, pois, nessa dimensao, podemos remover as di-
vergéncias ultravioletas das integrais por métodos de renormalizacao. Para d > d. a teoria
é dita nao-renormalizdvel e para d < d. é dita super-renormalizdvel.

Em termos de operadores, um operador (intera¢ao) que possui a dimensao critica que adi-
mensionaliza a constante de acoplamento, chamamos de operador mais relevante. Esse operador
carrega uma forte divergéncia infravermelha (teoria sem massa) e qualquer intera¢ado com maior
valor de r terd, como vimos em (2.107), menor d.. que ele. Portanto, préximo ao nimero critico
de dimensoes espaciais do operador mais relevante, interacoes com maior r nao terao singula-
ridades no regime infravermelho, possuindo apenas singularidades no ultravioleta, sendo entao
operadores irrelevantes para o problema, pois sao as divergéncias infravermelhas que estao
associadas a fisica do sistema quando este atinge o ponto critico, onde ocorre a invariancia
por escala. Uma forma conveniente de identificarmos operadores irrelevantes é observar quais
os operadores que possuem uma dimensao negativa para a constante de acoplamento, ao nos
aproximarmos da dimensao critica do operador mais relevante. Suponhamos, por exemplo, um
termo dinamico genérico do tipo

(2.107)

O=kg¢. (2.108)
A dimensao de O é dada por

(0] = [g]"A° = [0] = AZ 7, (2.109)

Entao, para a constante de acoplamento A correspondente a esse termo, teremos

ARS¢" = [A] = Aot (2.110)

O termo em (2.108), sera relevante se a dimensao de A for nula ou positiva.
Ezemplo 1: Teoria ®* em d = d, = 4

[A] = Adem(s7rH5) = A4 A —(smri2n) (2.111)

0 que nos leva a seguinte condicao

s+r <4 (2.112)

Logo, podemos ter apenas os seguintes termos: ¢2, ¢* e k%2¢?. Esses sao os operadores relevan-
tes na teoria ¢*. Os termos fmpares sao eliminados pela simetria ¢ — —¢ e pela invariancia
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translacional (kK — —k).

Ezxemplo 2: Teoria ¢® em d =d, = 3
Seguindo os mesmos passos do exemplo anterior, obtemos a condicao

25 + 1 < 6. (2.113)

Com isso, os operadores relevantes numa teoria ¢°® sao: ¢°®, ¢*, ¢? e k2¢?, onde as outras pos-
sibilidades sao eliminadas também pela simetria ¢ — —¢ e pela invariancia translacional.

Ezxemplo 3: Teoria ¢*> em d = d. = 6
Da mesma forma, temos uma condi¢ao para os operadores relevantes

s+ 2r <6. (2.114)

De acordo com a condicao acima, os operadores relevantes para uma teoria ¢* sao: ¢, @2, ¢,
k20, k2¢? e k*¢p, onde impusemos aqui apenas a invariancia translacional, por se tratar de uma
teoria ¢3. Observe ainda que o termo ¢? estd presente em todos os exemplos citados. Isto
ocorre porque ¢? é sempre um operador relevante, pois se incorpora & parte livre em qualquer
teoria.

Uma outra questao importante a ser tratada antes de introduzirmos de fato os conceitos
de renormalizacao é: Como reconhecer quais sao os graficos que possuem uma divergéncia
primitiva? (Divergéncia primitiva é entendida nesse contexto, como aquelas que nao surgem
da inser¢ao de uma outra fungao de vértice em um gréfico.) De (2.106) temos que

1
0 =—nd, + (E +d— 5Ed> (2.115)
Podemos responder a questao se fizermos d = d. em (2.115), o que nos da
1
d=06.(F) = dc<1 — §E> + E. (2.116)

Se utilizarmos agora a condicdo para que I'®) seja primitivamente divergente em d = d,, que é

d.(FE) >0, (2.117)
0 que nos leva a
2d..
E< =r. 2.11
S Rl (2.118)

Entdo, para uma teoria ®* no nivel de 1 e 2 loops, apenas I'® e I'® possuem divergéncias
primitivas. Logo, uma vez que as tenhamos renormalizado, o cancelamento das divergéncias
devido as insergoes torna-se simples. Verfica-se que os argumentos levantados até agora sao
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também estendidos para as funcgoes de vértice com operadores compostos e, por semelhante
andlise, podemos concluir que I'®Y também possui divergéncia primitiva.

2.6.2 Regularizacao dimensional

Como ja dissemos, nao trabalharemos de forma explicita com o corte finito nos momentos,
pelo contrério, tomaremos o limite & — oo e faremos a continuacdo analitica da dimensao
espacial d. Teremos entao as integrais de Feynman regularizadas em termos do parametro
dimensional ¢ = 4—d. Note que este parametro determina a dimensao canonica da constante de
acoplamento, medindo o desvio em relacao a dimensao critica d.. As divergéncias ultravioletas
serao agora mapeadas em polos em ¢, cujos infinitos sao obtidos com a proximidade da dimensao
critica (e — 0). Apds a remogao de todos os polos através da renormalizagao das fungdes de
correlagao, quantidades universais como os expoentes criticos, além dos ingredientes necessarios
a sua obtencao, serao calculados em termos de expansoes em poténcias de e.

Como exemplo de regularizagdo dimensional, calcularemos a integral (2.70b)
d’q

L(kyp)=p ¢ .

= | e

Aqui, os momentos foram reescalados por k — E eq — %. Todas as demais integrais de

(2.119)

diagramas com ordem além de 1 loop sdo obtidas em termos de I5(k; i), logo, ela é o ponto
de partida para a resolucao de todas as outras. O primeiro passo consiste em expressar os
denominadores referentes a cada propagador em termos de um unico denominador. Faremos
isso através dos chamados parametros de Feynman, os quais possuem a seguinte representacao
integral [78]

1 Tlar+ay) /1 o171 — )2l
o |

e~ TanT(az) Jo “oar + (1= 2)agJorier

(Rea; >0 e Reay >0)  (2.120)

O simbolo I' na representacao anterior corresponde a funcao Gamma de Euler. A partir de
(2.120) reescrevemos (2.119) como

1 ddq
Lik;p)=pc | d 2.121
A integral em ¢ acima é conhecida e, de uma forma geral, temos
(> +2p-q+m?)~ 2 '(a) '

onde S, corresponde a drea de uma esfera de raio unitario no espaco d-dimensional. Logo, se
identificarmos p = xk, m? = 2k®> +1 e d = 4 — ¢, ficamos com

Lok p) = ,ﬁ% (2 - %) T (g) /01 defz(l — z)k? + 1] 7% (2.123)
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O polo em € esta presente na funcao I (g), o que pode ser visto através da identidade I'(x+1) =
xl'(x). Nosso interesse é na expansao em poténcias de e. Para isso, utilizaremos as seguintes
expansoes

=M =1+elnz+ O(), (2.124a)

I'(1+ age)...T(1 4 apme)
I'(1+ Bie)...T'(1 + Bre)

quando os coeficientes a’s e (’s satisfazem

=1 j=1

Portanto, a expansao em € da integral (2.123) é dada por

=1+ O(e), (2.124b)

1
Lk ) = pe {1 i f/ drInfz(1 — 2)k + 1]} +0(e). (2.126)
€ 2 2 )
E interessante notar como o polo simples em € na expressao acima esta relacionado com uma
divergéncia logaritmica ultravioleta, visto que por uma simples andlise dimensional verificamos
que Ir(k; i, A) ~ A% sendo divergente para d = 4 quando A — co.

Como estamos interessados em estudar também os expoentes criticos como um resultado da
invariancia de escala de um sistema no ponto critico, precisaremos calcular as mesmas integrais
com a massa i < v/t = 0, ou seja, analisaremos também a teoria ndo-massiva. Nesse contexto, a
escala de massa p ¢ perdida e devemos inserir um nova escala de momento que representaremos
por . Os momentos da integral (2.70b) passam a ser escalados da seguinte forma: k — é e
q — 1. Podemos entao escrever

- d’q
L(k;k) =k / TE (2.127)

Para d < 4, além da divergéncia no limite ultravioleta da integral acima, também teremos
divergéncia no limite infravermelho para & — 0. Essa ultima divergéncia é um reflexo do
comportamento fisico das fungoes de correlagao no ponto critico. De fato, as correlagoes de longo
alcance sao traduzidas no espaco dos momentos como grandes contribuicoes dos componentes
de Fourier das fungoes de correlacao no limite k — 0.

A regularizacao dimensional de (2.127) é realizada seguindo os mesmos passos aplicados na
teoria massiva. Chegamos entao ao seguinte resultado

S 1
Lik: k) = k22 {1 - g — g/ dxIn[z(1 — m)kQ]} + O(e). (2.128)
€ 0
As demais integrais de Feynman dadas em (2.84) e (2.98), relacionadas a ordens mais altas
em loops, estdo regularizadas em [17] e nao repetiremos esses cédlculos aqui. Voltaremos a
tratar do calculo de integrais de Feynman no proximo capitulo, onde consideraremos também
os efeitos de uma restricao espacial no sistema.
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2.7 Renormalizacao das funcoes de vértice

Todas as divergéncias presentes nas expansoes diagramaticas podem ser eliminadas ao rede-
finirmos adequadamente os parametros da lagrangiana do modelo estudado. Podemos fazer isso
considerando o sistema no ponto critico (teoria nao-massiva) ou préximo a esse ponto (teoria
massiva).

2.7.1 Teoria massiva

Focando inicialmente na teoria massiva, temos que os parametros g e A na densidade la-
grangiana (2.31) podem ser arbitrarios, inclusive infinitos. Ao aplicarmos um procedimento de
renormalizacao desejamos transformar esses parametros em grandezas finitas, as quais podem
ser chamadas de massa renormalizada m e de constante de acoplamento renormalizada g. As
divergéncias restantes na teoria podem ser eliminadas facilmente através de um conjunto sim-
ples de operacoes, ao expressarmos os observaveis fisicos em funcao de m e g, resultando em
uma teoria condizente com a fisica do sistema.

Queremos ilustrar como uma teoria renormalizada, ou seja, livre de divergéncias, pode ser
construida a partir de uma teoria nao-renormalizada. Para tornar claro o procedimento, nos
utilizaremos do corte A (limite superior nas integrais de Feynman) nos argumentos das fungoes
de vértice analisadas a fim de discutir as divergéncias de forma abstrata.

Consideremos portanto p e A expressos funcionalmente em termos da massa m e da constante
de acoplamento g renormalizadas, assim como do corte A da seguinte forma

p=p(m,g,A) e A=Am,g,A). (2.129)

Por construcao, as novas grandezas m e g sao agora finitas, enquanto que p e A passam a ter
uma dependéncia em A, divergindo no limite A — oco. Essas redefini¢oes ainda nao sao sufici-
entes para extrair todos os infinitos da teoria. Elas tratam apenas das divergéncias quadraticas
e logaritmicas devido a I'® e '™ respectivamente. E necessério ainda eliminar divergéncias
logaritmicas restantes. Podemos fazer isso através de constantes de renormalizacao multipli-
cativas. Em geral, escrevemos a fungao de vértice F%E’L) renormalizada multiplicativamente
como

T (ki pjim, g) = Zg? Zg T8 (i, pji A, ). (2.130)

Os indices i e j em (2.130) rotulam os momentos de ® e do campo composto ®?, respectivamente.
Zg € Zg2 sao as constantes de renormalizagao multiplicativa e, assim como p e A, possuem as
seguintes dependéncias

Zo = Zo(m,g,\) e Zs2 = Zg2(m, g, \). (2.131)

Podemos notar que elas também divergem com A.
Efetivamente, para remover os infinitos em (2.130) procedemos da seguinte forma. Fazemos
uma expansao de A\, Zs e Zgp2 em poténcias de g com os coeficientes escritos simbolicamente



2.7. Renormalizacao das funcoes de vértice 56

como fungoes de m e A e escolhemos esses coeficientes de modo que cada termo da expansao
em ¢ do lado direito de (2.130) seja finito. Essa escolha pode ser definida por uma condi¢dao de
normalizacdo em particular. Como as funcoes I'®, T'W e T3 estao diretamente associadas
a todas as divergéncias da teoria ®*, podemos estabelecer condicdes nas quais essas funcoes
tenham valores finitos para um determinado valor dos momentos externos. Na teoria massiva,
¢é conveniente tomarmos os momentos externos nulos e as condicoes se apresentam da seguinte
forma

Fg)(k =0;m,g) =m?; (2.132a)
0
éggrg%k;n%g) =1 (2.132D)
k2=0
% (ki = 0;m, g) = g; (2.132¢)
T (k; = 0,p = 0:m, g) = 1. (2.1324d)

As condigoes de normalizagao acima sao suficientes para determinarmos as quatro constantes m,
g, Zg € Zg2. A primeira delas é uma afirmacio da redefinicao (2.94), onde temos m? = Zgms3.

Para determinar as constantes de renormalizacao, consideramos primeiramente a expansao
diagramatica das fungoes de vértice. Como pretendemos calcular o expoente critico n até a
ordem €3, devemos ter a funcdo I'® expandida até 3 loops. Observe que na expressio (2.95),
temos apenas diagramas com 2 loops. Portanto, escrevemos a seguir a contribuicao de 3 loops
dessa funcao

LN+ ) N
- - 60— Dy ) — Dab = 0], (2.133)

k k=0

onde definimos

1
Ds(k:m :/ﬂcﬂdd X
shim) = f e s + wl(aa + s + B + 0
1
X . (2.134)
(g +m?)(gF + mi)(g5 + mi)
A partir da condigao (2.132b), podemos chegar a seguinte expressao
0
k=0

Na equacao acima, ug corresponde a constante de acoplamento adimensionalizada através de
A = miug. Os coeficientes By e B3 sao dados por

N+2 9

BQ = m% T % 3(k,m1) kzo, (2136&)
N+2)(N+8) 8

Bs = e Ds(k; 2.136b
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Para a fungao de vértice de 4 pontos, a expansao (4.32) permite que escrevamos, até 2 loops, a
expressao abaixo

D (0; my, ug) = mSug [1 — Ajug + (A(zl) + A?) ug] : (2.137)

onde os coeficientes Ay, Agl) e Agz) sao dados por

N +38
Ay = m 6* 1 (0;my), (2.1384)
N2 +6N + 20
AD — p2e 3 2 L (0:m) 2, (2.138D)
5N + 22
AP = m§€T+J4(0; my). (2.138¢)

Por fim, para a funcdo I'®Y | a expansdo (4.33) resulta em
DED(0;my,ug) = 1= Crug + (€5 + O ) u, (2.139)

com os coeficientes Cf, Cél) e 052) dados por

N +2
Cl = mi ;_ IQ(O, ml), (2140&)
N +2\?
it = m2 <T+) [1,(0;m4))?, (2.140D)
N +2
c? = mffTJrLl(o; my). (2.140¢)

Os coeficientes das expansoes em (2.135), (2.137) e (2.139) ainda possuem divergéncias.
Para retira-las, as constantes de renormalizacao ug, Z¢ € Zg2 precisam ser determinadas. Vamos
entao expandi-las em poténcias de g e a partir disso calcularemos os coeficientes dessa expansao
de modo que as condigbes de normalizagao (2.132b) a (2.132d) sejam satisfeitas. Escrevemos
entao

ug = u + aju® + axu’®, (2.141a)
Zo = 1+ bou? + bgu?®, (2.141Db)
Zgr =1+ cu + cpu’. (2.141c)

onde, u = mj ‘g, faz o papel de constante de acoplamento renormalizada adimensional. Note
que nao temos um coeficiente b; em (2.141b). O fato é que nao existem polos cujo residuo seja
linear em u na funcao de 2 pontos. Definimos também

Zor = ZoZpo, (2.142)
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por razdes de conveniéncia para a utilizagao da condigao (2.132d). Substituindo agora (2.141a)
nas expansoes (2.135), (2.137) e (2.139) e usando o resultado obtido, juntamente com (2.141b)
e (2.141c¢), nas condigdes de normalizacao, chegamos aos coeficientes

ay = A, (2.143a)

as = 2(4;)% — (ALY + AP — 2b,, (2.143D)
by = B, (2.143¢)

by = 2Bsa; — Bs, (2.143d)

o = Ch, (2.143e)

ey = (a1 +¢1)Cy — (CSV + CP). (2.143f)

Assim, determinamos todas as constantes de renormalizagao utilizando (2.130).

Todo o processo de renormalizacao realizado até agora foi para o sistema acima da tempe-
ratura critica (m? > 0). Por outro lado, queremos também obter a descrigao das fungoes de
vértice exatamente no ponto critico. Ambas as formulacoes deverao nos levar aos mesmos ex-
poentes criticos. Essa equivaléncia torna-se extremamente importante, uma vez que fornecera
a base para uma interpretacao confiavel sobre a variavel de escala, introduzida naturalmente na
descricao do crossover dimensional, de um sistema delimitado por placas paralelas separadas
por uma distancia L, o que serd abordado nos préximos capitulos.

2.7.2 Teoria sem massa

Na teoria sem massa, dois tipos diferentes de divergéncias sao percebidos. O primeiro tipo,
refere-se as divergéncias relacionadas ao regime ultravioleta, ja estudadas na teoria massiva e,
como vimos, podem ser removidas através do procedimento de renormalizacao. O outro tipo
de divergéncia, ja mencionado ao tratarmos de operadores relevantes, tem origem fisica e esta
relacionada com o limite infravermelho (K — 0). Portanto, numa teoria sem massa, as condigoes
de normalizacao nao podem ser feitas em momentos externos nulos. Como agora m = 0, uma
nova escala de momento deve ser introduzida. Essa nova escala sera representada por k. Os
momentos externos sao entao colocados em termos de k e as condi¢oes dadas em (2.132a -
2.132d) apresentam agora o seguinte formato

'Y (k=0;0,9) =0, (2.144a)
9 @
@FR (k; 0, 9) = 1, (2.144Db)
k?=k
I (ki3 0, g)‘PS =9 (2.144c)

Fg71)(k17k2)p;07g)‘ (2]‘44d>

__ =1
PS
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Os pontos simétricos PS e PS, nos quais os momentos externos sao agora calculados, sao
definidos pela equagao

I{Q
ki -y = = (46, — 1). (2.145)

Em PS, temos que k? = 3k% e (k; + k;)* = k%, para i # j. J& para PS, temos também que:
p? = (k? + k%) = k2. Observe que em (2.144a) fixamos k = 0. Podemos fazé-lo porque I'® nao
apresenta divergéncias no limite infravermelho. Isso pode ser visto a partir de (2.95). Apesar
dos diagramas presentes naquela expansao terem divergéncias infravermelhas, as subtragoes
cancelam tais infinitos e portanto a equacao (2.144a) é bem definida.

Como agora temos m = 0, as constantes \, Zg e Zg2 serao apresentadas em funcao de k, g
e A. Como resultado, teremos a equagao (2.130) com as seguintes modificagoes

T (ks pjs 5, 9) = 2y ZipDEB (ki pj A, ). (2.146)

As constantes de renormalizacao sao entao calculadas seguindo os mesmos passos descritos
na teoria massiva. As integrais de Feynman Ds(k;m), I4(k,k';m) e Ds(k;m) devem ser cal-
culadas com m = 0, como fizemos para I(k;m) no caso sem massa. Verifica-se que apenas

as singularidades subdominantes e termos regulares em ¢ sao diferentes daqueles obtidos com
m # 0.

2.8 Grupo de renormalizacao

Vimos que as condi¢oes de normalizagao sao arbitrarias. Por exemplo, na teoria sem massa,
a Unica restricao imposta as constantes de renormalizacao é que elas devem tornar a equacao
(2.146) finita, ou seja, podemos escolher qualquer valor para x em (2.144a- 2.144d). Essa
arbitrariedade na escolha do valor da escala de momento resulta em diferentes versoes da teoria
renormalizada. Entretanto, teremos sempre na teoria original, apesar dessa liberdade de esco-
lha, os parametros A e A inalterados. Tal invariancia permite-nos estabelecer transformacoes
entre essas diversas versoes da teoria renormalizada, dando origem ao que é conhecido como
grupo de renormalizacdo. Considerando variacoes infinitesimais em x, podemos obter equacoes
diferenciais para as fungoes de vértice que conduzem a resultados fundamentais para a descri¢ao
do comportamento dos observaveis fisicos no ponto critico.

2.8.1 Equacoes do grupo de renormalizacao

Para ilustrar o que dissemos acima, tomemos a equagao (2.146). Observando que os valores
de A e A permanecem fixos e que podemos variar x, derivamos a expressao com relacao a In s
e obtemos 5

ko | 24P 2 T (hispsimg)| =0 (2.147)

A
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Depois de algumas manipulacoes algébricas, chegamos as equacoes do grupo de renormalizagao

0 0 FE
m% + 5(u)% — E’y@(u) + Lyge (u)} F%E’L)(ki,pj; u,k) =0, (2.148)
onde definimos .
Blu) = —e <agluu°> : (2.149a)
olnZ
Yo (u) = Blu) == (2.149b)
Oln Zq>2

Vo2 (u) = —fF(u) 5 (2.149c)

As expressoes acima sao conhecidas como funcoes de Wilson. A variavel u corresponde a
constante de acoplamento renormalizada adimensional (¢ = k‘u). Paralelamente, temos que
A = k‘ug. Embora ug, Zs € Zg2 sejam divergentes quando A — oo, as fungoes de Wilson sao
finitas no mesmo limite.

A equagao (2.148) é uma equagao diferencial parcial linear de primeira ordem. A solucao de
tais equagoes é bastante conhecida e advinda da teoria de equagoes diferenciais, portanto nao a
reproduziremos aqui. Estamos, contudo, interessados em relacionar os expoentes criticos com
as fungoes de Wilson, encontrando assim uma forma de calcula-los a partir das ferramentas de
teoria de campos apresentadas nas segoes anteriores. A partir da equacao (2.148), podemos
identificar como as fungoes de vértice mudam com o reescalamento k; — pk; dos momentos
externos. Para isso, faremos uma simplificagdo tomando L = 0 em (2.148) para economizar nas
equacoes, ja que o que existe de essencial para a andlise da solucao nao sera afetado. A solucao
de (2.148) com L = 0 pode ser escrita como

E [* dx
F%E)(ki; u, k) = exp [— 5/ 7¢(u(x))?} FSQE)(/{:,;; u(p), kp), (2.150)
1
onde a equacao caracteristica é
du(p
P = s(ule) (2.151)

com a condigao inicial u(p = 1) = u. Vemos de (2.151) e de (2.149a) que S(u) na verdade mede
a variacao da constante de acoplamento com respeito a uma variacao da escala de momento.
Utilizando analise dimensional, podemos extrair de FEQE) a dependéncia em kp na solugao. A
equagao (2.150) pode ser reescrita entdao como

ki

1 E P dx
i) = (o) 2 e | = 2 [ Z | (Eua). s
1

Substituindo agora k; por pk;, ou seja, fazendo uma mudanga na escala de momento, obtemos
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p
PR (phi ) = pP 350 exp [‘ 2) v¢<u<x>>i—ﬂ 7 (hau()m). (2153)
1
Podemos observar de (2.153) que o efeito de uma mudanga na escala de momento é equivalente
a multiplicar a funcao original pela escala elevada a dimensao candnica, como também leva a
uma mudanca especifica na constante de acoplamento, a qual flui com (2.151), tendo 5 como
funcao velocidade. Além disso, temos um fator exponencial adicional complicado. Existe, no
entanto, uma circunstancia especial na qual um comportamento mais simples pode ser obtido.
Esse comportamento ocorre se a constante de acoplamento chegar a um valor, tal que, qualquer
mudancga na escala de momento nao a afete. Esses valores podem ser obtidos se fizermos

Bu) = 0. (2.154)

Os valores de u que satisfazem (2.154) sdo chamados de pontos fixos, os quais podem ser estéveis
ou instaveis. A estabilidade desses pontos pode ser verificada pela analise das derivadas de 3
com respeito a u. O reescalamento no limite infravermelho (p — 0) induz um fluxo de u no
espaco das constantes de acoplamento que tendera a um ponto fixo u*. Evidentemente, utiliza-
remos em nossos calculos o ponto fixo estavel, pois variagoes em torno desse ponto tenderao a
fluir para ele e, consequentemente, as solugoes do grupo de renormalizacao tenderao as solugoes
nesse ponto, o qual tem por condigoes

> 0. (2.155)

Nesse caso, u* é conhecido como ponto fixo estavel no regime infravermelho. No ponto fixo, a
teoria ¢é invariante por escala e as fungoes de vértice passam entao a escalar de forma homogénea.

Para podermos calcular os expoentes criticos devemos ainda entender a conexao existente
entre estes, o ponto fixo u* e as fun¢oes de Wilson. Considere novamente (2.148) com L = 0
em um ponto fixo u = u*, temos entao

ke — =Evy,(u") FS{E)U{?Z'; u*, k) =0. (2.156)
A solugao de (2.156), apds alterarmos a escala de momento, é

T ok u, k) = pEHd=2 B =3 Br )P (. gy* ) (2.157)

Note que a solugao (2.157) é uma simples propriedade de escala e homogeneidade das fungoes
de vértice. Em particular I’ 3? comporta-se como

Fg)(pk) — p2*7¢(u*)rg)(k)7 (2.158)

de onde identificamos o expoente critico n como
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1= "7e(u"). (2.159)
O expoente critico n também ¢é chamado de dimensao anémala do campo ¢, visto que nao o
obtemos por simples analise dimensional.
Fora do ponto critico, mas ainda na teoria simétrica, isto é, T > T,, podemos obter uma
equagao do grupo de renormalizagao para esse estado através da aplicagao, sobre as funcoes de
vértice, do operador diferencial

0 g 1 0
O=krk— ——-F t— 2.160
onde t é a temperatura reduzida. Efetuando a aplicagao obtemos
= 1
E) (L. ... . — 1 ZLp(EL) (.
O™ (ky, -+ kpst, u, k) —plgnm@LEO it T (ki pis us )
. = L 0 0 1 (E,L)
_1)1,3£n>()L:0ﬂ|:I€£ +B% - §E’7¢+L’Y¢2:| FR (ki,pi,u, H).

(2.161)

Temos entao uma teoria massiva em termos de uma expansao em torno de ¢ = 0, ou seja, em

. . . E,L X
termos de uma teoria sem massa. Assim, cada termo da soma se anula, pois F% ) satisfaz a

equacao do grupo de renormalizacao. Portanto nds temos

0 0o 1 0| e
No ponto fixo, a equacao a ser resolvida é
o 1 ., 0| N

onde 7;, ¢ o valor de 74 (u) no ponto fixo u*. A solugdo de (2.163) é

1

D0 (kist, 1) = p™ 2= g3 B pE) (5= s (070w (p72) 792 ). (2.164)
Sendo p arbitrario, nés podemos escolhé-lo de forma a satisfazer

1

(p ') (p72) T =1, (2.165)

ou seja,

o=k (i) e (2.166)
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Com isso a fungao de vértice torna-se

d+ 5§ (2-d-n) S
E v -
Fg)(ki; t k) = kT2 (72 T pE) (/i_lki(li_zt) 7¢2+2)- (2.167)

A funcao de vértice depende apenas da combinacao de k;£, ou seja,

1

Eoct 7 (2.168)

Mas temos que o comportamento assintético do comprimento de correlacao &, com a diferenga
de temperatura em relagao ao ponto critico, é regido pelo expoente critico v da seguinte forma

§ oc [t (2.169)
Por comparacao, chegamos a
v i=2—195%. (2.170)
Se definirmos agora
_ _ 0In(ZyspZy) Oln Z 4
’Yqﬁ?(u) = _ﬁ(u)T = _5(U)T, (2.171)
segue que
vl =2-75—n, (2.172)

onde 75, = Yy (u*).

As outras leis de escala podem ser obtidas utilizando argumentos semelhantes, os quais nao
serao reproduzidos aqui. O fato é que podemos obter todas as relagoes de escala listadas em
(1.10) e (1.11). Temos portanto todos os ingredientes necessarios para o célculo dos expoentes
criticos, pois todos os outros podem ser calculados a partir de relacoes de escala com 7 e v.

Devido as relacoes obtidas acima, vemos ser necessario ao calculo dos expoentes criticos a
obtencao explicita das fungoes: (), para encontrarmos o ponto fixo u*, assim como as fungoes
V5 € Vg Substituindo as expansoes (2.141a - 2.141¢) para as constantes de renormalizagao em
(2.149a), (2.149b) e (2.171), obtemos que as fungoes de Wilson sao dadas simbolicamente por

Bu) = —eu [1 — aju+2 (af — az) v?] (2.173a)
Yo (u) = —eu [2byu + (3b3 — 2bsa1) u?] (2.173b)
Yoz (u) = eu [e1 + (203 — & — arer) u] . (2.173c)

Ao realizarmos a regularizacao dimensional, os coeficientes a1, by e ¢; apresentam polos simples

em €, os quais serao cancelados pelo fator € das fungoes acima. Da mesma forma, os polos duplos

presentes em as, bs e ¢y serao todos removidos pelas subtracoes nos termos de ordem u? e u?,
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restando apenas polos simples a serem cancelados entao pelo mesmo fator e. Consequentemente,
as funcoes de Wilson serao todas finitas.

A fungao f(u) dada em (2.173a) é um polinomio de terceiro grau em u e, portanto, podemos
ter trés rafzes. Uma dessas raizes é v = 0. Abaixo da dimensao critica (¢ > 0), temos

%S‘) < 0 eu =0 o que nao caracteriza um ponto fixo estavel no infravermelho. O ponto
u=0

fixo estavel no infravermelho corresponde a raiz na qual u* = O(€). Ou seja, quando nos
aproximamos da dimensao critica (e — 0), u* tende a zero e a teoria passa a ter uma constante
de acoplamento nula, tornando-se assintoticamente livre.

2.8.2 Equacoes de Callan-Symanzik

Outra forma de obtermos as leis de escala para as fungoes de vértice consiste em considerar
o sistema acima da temperatura do ponto critico. Na teoria massiva, a massa renormalizada
passa a ser o parametro livre nas condi¢oes de normalizacao enquanto que A\ e A permanecem
fixos. Portanto, semelhantemente ao realizado na teoria sem massa, derivamos a expressao
(2.130) com relagao a Inm mantendo A e A fixos

0 (B, piim?, g) = (m- B[2 gL NEL) (. )2
(ma—mX’AFR (ki pjim®,g) = (mo— y |25 25T D (i py i AN (2174)

E importante lembrar que o lado direito da expressao acima depende implicitamente de m.
Apéds algumas manipulagoes matematicas, chegamos nas equacoes de Callan-Symanzik

m— + f(u)—

0 0 _E
om ou 2%)

(u) + Lyg> (U)} F%E’L)(kupj; u, m)
=m? (2 — 2 (w)] T ™ (ki pj, O;u,m). (2.175)

As fungoes de Wilson s@o novamente dadas pelas equagoes (2.149a-2.149¢). Porém, ug, Zg e
Zg2 sao obtidos através das condigoes (2.132a-2.132d) e estao em fungao de m, u e A, como
visto anteriormente.

As equagoes de Callan-Symanzik s@o o equivalente massivo das equagoes do grupo de re-
normalizacao na teoria sem massa. No entanto, a homogeneidade, como podemos perceber, foi
perdida devido & presenca da funcao I'®L+1) no lado direito da equacdo. Consequentemente,
nao teremos mais a invariancia de escala no limite infravermelho, como acontece na teoria sem
massa. Por outro lado, se considerarmos o limite ultravioleta (% — 00), podemos fazer (2.175)
homogénea e teremos uma equacdo anéloga a (2.148). De fato, como os diagramas em I'(%L+1)
possuem um propagador a mais do que I'®5) podemos desprezar T'®L+1 no segundo termo
de (2.175) no limite ultravioleta. Isso é uma consequéncia do teorema de Weinberg, o qual
afirma que quando os momentos externos tendem uniformemente a infinito, diagramas com um
propagador a mais decaem mais rapidamente do que aqueles sem o correspondente propagador.
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Portanto, no limite ultravioleta, teremos a equagao (2.175) na sua forma homogénea. Vale res-
saltar que a insercao de campo composto que aparece em I'®L+1) ocorre em momento externo
nulo.

As fungoes de Wilson sao novamente calculadas através de (2.149a-2.149¢), cujos coeficientes
sao agora dados em termos das integrais de Feynman calculadas com os momentos nulos e a
massa m diferente de zero. No entanto, o novo ponto fixo u, obtido através de (us) = 0 nao
possui mais a mesma estabilidade do seu correspondente ©* na teoria sem massa. A invariancia
de escala no regime ultravioleta da teoria é obtida apenas com a constante de acoplamento
exatamente no ponto fixo (u = u). Os expoentes criticos 7 e v sdo entao obtidos através da
substituigao de u., nas equagoes (2.159) e (2.172), isto é,

(N+2) , 6(3N +14) 1
= =——"—€11 ——— ——| 5. 2.1
n=nelue) = g mp T T s 3 (2.176)
Temos também que
v =2 — o) — 0 (2.177)

Sendo assim, temos

1+ N+2 +(N+2)(N2+23N+60)2
- €
2 4(N+38) 8(N +38)3

Ressaltamos que pelas relagoes de escala da teoria podemos obter todos os outros expoentes
criticos a partir desses dois. Note também que para ¢ = 0, recaimos nos expoentes criticos
calculados pela teoria de campo médio.

E importante mencionar que, apesar dos diferentes valores entre u* e u.,, € as diferencas
entre as fungoes de Wilson nas teorias massiva e sem massa, o que € devido as diferentes solugoes
das integrais de Feynman nos dois casos, os resultados para 7 e v sao os mesmos, o que podemos
expressar da seguinte forma

UV =

(2.178)

[’7¢(u)(Sem massa)] }u:u* = [/7<I> (u)(Massivo)] ‘ ) (2179)

U=Uoo

[7@2 <u>(Sem massa)] ‘u:u* = [7@2 (u)(Massivo)] ‘u:uoo . (2 180)

As igualdades acima trazem a tona uma certa insatisfagdo com respeito a conjectura de
que a teoria massiva pode ser aplicada em sistemas finitos e a teoria sem massa nao. Como
veremos a partir do proximo capitulo, essa impossibilidade de utilizagao da teoria sem massa
nao ocorre.



Capitulo 3

Tamanho finito e condicoes de
contorno periodicas e antiperiddicas

3.1 Introducao

Ao introduzir uma restricao espacial através do confinamento de um campo em um volume
delimitado por superficies planas e paralelas separadas por uma distancia L, é possivel observar
modificagoes significativas no comportamento critico do sistema, quando comparado com o
sistema no limite L — oo (sistema infinito). Esses efeitos se manifestam principalmente na
forma de uma mudanca na temperatura critica, na alteracao da amplitude de quantidades
termodinamicas (calor especifico, susceptibilidade, etc) e na forma como os expoentes criticos
mudam a sua dependéncia com a dimensao espacial d [40, 79].

Em meados da década de 80, Nemirovsky e Freed (NF) introduziram o formalismo de teoria
de campos no espaco dos momentos para descrever fenomenos criticos em sistemas com pelo
menos uma dimensao espacial finita [37, 38]. Tal trabalho foi de grande importancia na area
tedrica da fisica da matéria condensada, pois, até entao, era disseminada a ideia da impossibili-
dade da aplicacao de métodos perturbativos para tratar fendmenos criticos em sistemas finitos
[39]. No entanto, NF mostraram que quantidades universais, como por exemplo os expoentes
criticos, podem, de fato, ser escritas em termos de expansoes em ¢ = 4 —d, onde d é a dimensao
do sistema e d = 4 é a dimensao critica na teoria A¢?*.

A realizacao mais simples do sistema estudado por NF em um espago com d dimensoes,
o qual serd também o nosso ponto de partida, consiste no modelo de Ising d dimensional
delimitado por duas hiper-superficies planas de extensao infinita em um subespaco com d — 1
dimensoes e separadas por uma distancia L. O sistema é descrito por uma teoria de campos
escalares com simetria O(N) e interacao ®*, da mesma forma como aquele modelado pela
densidade lagrangiana tradicional de ®* (2.31). Cada componente do pardametro de ordem
esta entao sujeita a restricoes nas superficies na forma de condi¢oes de contorno que podem ser
periddicas, antiperidédicas, de Dirichlet ou de Neumann, ou até mesmo mistas. Convém observar

66



3.1. Introducao 67

que, sendo o volume do sistema ainda infinito, podemos continuar falando em transicoes de
fase com expoentes criticos descrevendo as singularidades do comprimento de correlacao, calor
especifico, etc, da mesma maneira que descrevemos no capitulo 2.

Na formulacao original de NF com campos massivos, o limite de massa nula nao era bem
compreendido. A origem do problema foi a atribuicao de um papel central a variavel de escala
Yy = %, onde £ é o comprimento de correla¢ao no caso de tamanho infinito (bulk). Como a teoria
sem massa tem £ — 00, no caso de L finito (L < ), y — 0. A interpretacao atribuida a variavel
y, como sendo o observavel fundamental que caracteriza as varias situacoes fisicas envolvendo
o tamanho finito, “reduziu” o problema do cédlculo perturbativo de grandezas universais a trés
regioes de escala, a saber:

(i) y > 1, métodos perturbativos podem ser usados e os expoentes criticos sao calculados em
termos de expansoes em ¢, correspondendo aos mesmos obtidos para o sistema infinito
(L — 00) no espaco d-dimensional;

(ii) y ~ 1, os expoentes criticos ndo podem mais ser calculados perturbativamente. Ha uma
“quebra” (perda de controle) na expansdo em €, ou seja, nesse regime, a corregao do
tamanho finito tem a mesma ordem do polo em ¢;

(i) y < 1, a tradicional expansdo em ¢ = 4 — d é substituida agora por uma expansao em
¢ = 4—(d—1). Em outras palavras, os expoentes criticos passam a ser aqueles calculados
em um espaco com d — 1 dimensoes.

No item (iii), a mudanga de d para d — 1 dimensoes na descri¢do do comportamento critico do
sistema é conhecida como crossover dimensional.

A conjectura que levou a proposicao das trés regioes de escala tinha como base argumentos
heuristicos e indicios fenomenologicos conhecidos na época. Esta conjectura nao tinha, entre-
tanto, uma base matematica rigorosamente satisfatéria. Ao comparar com o sistema infinito
correspondente, fica dificil estabelecer uma analogia, uma vez que, para este tultimo, grandezas
universais obtidas utilizando o formalismo de campos sem massa ou massivos sao perfeitamente
concordantes.

De acordo com a hipdtese fenomenoldgica, que desembocou na susposta existéncia das trés
regioes de escala acima descritas, é impossivel acessar as regides (ii) e (iii) em uma expansao
perturbativa tradicional usando campos sem massa, pois no primeiro caso L — oo (L ~ &),
enquanto que no segundo L é fixo e £ — 00, o0 que levaria a quebra da expansao € (e =4 — d)
e, portanto, tais regioes seriam descritas de uma maneira desconhecida. Esta interpretacao
proibiria a comparacao entre a técnica de grupo de renormalizagao usando campos massivos e
sem massa, pois os dois regimes corresponderiam a situagoes fisicas irreconciliaveis. Isto difere
completamente do que ocorre em sistemas infinitos, ja que os dois limites de massa produzem
grandezas universais idénticas. Portanto, se quisermos estabelecer uma analogia com sistemas
infinitos, deveriamos encontrar uma interpretacao matematicamente rigorosa dos resultados
obtidos da expansao diagramatica para o cédlculo de grandezas universais em sistemas finitos



3.2. Condicoes de contorno periddicas e antiperidodicas na teoria massiva 68

e verificar se o que emerge das correcoes perturbativas produz resultados consistentes para
campos massivos e sem massa.

Novas investigagoes, com resultados publicados em 2012 [41, 80], mostraram a consisténcia
da aplicacao de uma teoria de campos sem massa em sistemas que podem ser tratados pelo
modelo de Ising com uma dimensao finita, estando esta submetida a condi¢des de contorno.
No trabalho citado foram consideradas apenas as condigdes de contorno periédicas (PBC =
periodic boundary condition) e antiperiédicas (ABC = antiperiodic boundary condition) im-
postas ao campo nas superficies delimitadoras do sistema. Tal estudo levou a uma extensao do
entendimento sobre o regime de crossover dimensional, caracterizando o parametro relevante
para a ocorréncia do fenomeno, o qual nao esta relacionado a divergéncia de &, contrariando o
que foi proposto a respeito da varidvel de escala y. Esse estudo ampliou a regiao (i) para incluir
y até o limite y — 0 sem qualquer “quebra” da expansao em ¢, desde que sejam considerados
valores suficientemente grandes para L.

Em concordancia com a alteracao da regiao de validade para a varidvel de escala y, a
equivaléncia completa entre a aplicacao da teoria massiva e nao massiva também foi estabelecida
por Silva e Leite (SL) no mesmo trabalho, de forma totalmente analitica, o que levou a um
grande avango no que diz respeito ao tratamento das representagoes das fungoes que surgem
devido ao tamanho finito, como também devido a aplicagao de PBC' ou ABC' ao longo das
superficies delimitadoras em uma das d dimensoes do sistema. Isto possibilitou o cédlculo dos
expoentes criticos até a ordem de 2 loops (3 loops para a dimensdo anomala) em termos de
uma expansao perturbativa em e.

As andlises anteriores feitas por NF se restringiram as fungoes de Green de 2 e 4 pontos
até a ordem de 1 loop em uma teoria massiva. Em contra partida, SL utilizaram o formalismo
com fungdes de vértice irredutiveis a uma particula (1PI do inglés “one particle irreducible”),
na teoria massiva e nao-massiva, até ordens de pelo menos 2 loops, devido ao seu carater
mais fundamental com relagao as divergéncias no regime ultravioleta. Esse estudo referente as
contribuicoes de NF e, principalmente de SL, servira de base para os préximos capitulos. Ambos
os trabalhos fundamentam o que foi desenvolvido nesta tese e, portanto, como uma forma de
tornar mais evidente as novidades trazidas através do presente trabalho, abordaremos neste
capitulo o mesmo sistema modelado pela densidade lagrangiana (2.31) com o parametro de
ordem restrito as condicoes de contorno impostas, isto é, PBC ou ABC, mas nos referiremos
as condicoes de Dirichlet e Neunmann quando necessario, visto serem essas as condigoes de
contorno de interesse neste trabalho.

3.2 Condicoes de contorno periddicas e antiperiédicas na
teoria massiva

Como exemplificado no capitulo anterior, a teoria massiva nos remete ao sistema acima da
temperatura critica, dessa forma, o comprimento de correlagao é mantido finito, ou seja, estamos
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descrevendo o sistema na regiao (i). O parametro de ordem estard sujeito apenas a condigoes de
contorno periddicas ou antiperiddicas. Tais condi¢oes nao quebram a invariancia translacional
do sistema e, por isso, a representacao das fungoes de vértice no espago dos momentos é a mais
conveniente.

A restrigao espacial imposta ao parametro de ordem conduz a integrais de Feynman cujo
resultado da regularizacao dimensional pode ser decomposto em termos com divergéncia no
regime ultravioleta, idénticas aquelas calculadas para o sistema totalmente infinito, mais termos
com dependéncia em L (termos de corre¢do devido ao tamanho finito). A representagao integral
utilizada por NF para os termos de correcao nao é conveniente em calculos perturbativos para
ordens mais altas em loops [35]. Por outro lado, do ponto de vista analitico, SL utilizaram uma
representacao mais viavel para esses termos de correcao. Esta ultima abordagem conseguiu
avancar na direcao do calculo das integrais de ordens mais elevadas em loops. Usaremos em
nosso estudo com DBC' e NBC' a mesma representacao utilizada por SL.

No intuito de explicitar a abordagem inicialmente feita por NF, observamos que a descrigao
do modelo com uma geometria de superficies planas e paralelas pode ser realizada, de forma
simples, separando o sistema de coordenadas em x =(p, z). O vetor p representa as coordena-
das do campo no subespaco com d — 1 dimensoes, no qual as superficies estao inseridas, e z
corresponde a coordenada axial perpendicular as superficies. Por simplicidade fixaremos uma
das superficies em z = 0 e a outra em z = L. A densidade lagrangiana dada em (2.31) pode
ser reescrita entao da seguinte forma

2 2
Z(®) = %(Vd1@)2 + % (%—f) + %@2(/7, z) + %@4(;7, z) (3.1)

A restricao de tamanho finito L é imposta na teoria através das condigoes de contorno

atuando sobre o parametro de ordem. Aqui utilizaremos PBC, dada por

(7,0) = ®(7, L), (3.2)
enquanto que as condigdes de contorno antiperidédicas (ABC) sao representadas por
®(p,0) = —®(p, L). (3.3)

O fato do sistema ainda ser infinito ao longo do subespaco das superficies implica em com-
ponentes de Fourier para o parametro de ordem dado em termos de momentos continuos em
d — 1 dimensodes. A homogeneidade do sistema ao longo desse subespaco garante a conservagao
dos momentos nos propagadores e nos vértices de interacao, conforme o exposto no capitulo
anterior para o sistema totalmente infinito em d dimensoes. Por outro lado, o dominio com-
pacto da coordenada z restringe os momentos ao longo da direcao perpendicular as superficies,
os quais apresentarao agora apenas valores discretos (quase-momentos) ao longo dessa diregao.
Portanto, podemos expandir o campo ® em termos de componentes (modos) de Fourier, da
seguinte forma

2. /dd_lkeik"’w(zm(k,j), (3.4)

j=—o0

Pi(p,2) = (%—;1
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onde o indice 1 = 1,2, ..., N refere-se a simetria interna do parametro de ordem. J4 o indice j
estd relacionado com os quase-momentos ao longo da diregao z. Note que as funcoes base u;(z)
estao associadas as condigoes de contorno de ®;. Para determinarmos essas fungoes, vamos
considerar o campo P; acima como uma solugao da teoria livre obtida a partir da equacao de
Klein-Gordon no espaco euclidiano

(V2 - /LQ)(I% =0.

Nesse caso, ®; é usado na construgao do propagador livre da teoria. Logo, vemos que u;(z) é
solugao da equacao de autofuncoes

d? 9

() = —us(2), (3.5)
onde o autovalor x; corresponde ao quase-momento, satisfazendo a condigao k* + Ii? +u? = 0.
As condigbes de contorno (3.2) ou (3.3), agora aplicadas em u;(z), determinarao a dependéncia
de k; em j. Além disso, as constantes resultantes da solucao geral da equagao acima podem
ser fixadas através da condicao de ortonormalidade

| i) = b (36)

Temos também que a relacao de completeza é satisfeita
o0

> ui(2)u(2) = 6(z — 2). (3.7)

j=—00

Podemos agora investigar como as regras de Feynman, descritas para o sistema totalmente
infinito no capitulo 2, serao modificadas para incluir o efeito de tamanho finito. Para essa andlise
consideremos a energia livre do sistema dada pelo funcional F[®] = [d%1p fOL dz Z[®(p, 2)]
presente na definicdo da fungao de particao (2.32). A fim de termos uma representacdo no
espago dos momentos para F[®], comecemos pela parte livre da teoria. A partir de (3.1) e
(3.4), podemos escrever

1 L
:§/dd_1p/ dz

1 duj, d
= 5 /dd 1k/ dz |i k2+,u )uj1( )UD( )"’ ;L;l uj2:| ¢z(k ]1)¢1( kajZ)'

J17J2 —00

(Var®) + (%—‘I’) 1R, z)]

(3.8)

Note que o indice ¢ acima esta sendo somado de 1 a N de acordo com a convencao da soma
para indices repetidos. O produto de derivadas de u;(z) pode ser reescrito como

du;, du, d du, d2u Y d du,
- d (“d—> —uy = (u e ) R (unz), (39)
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onde usamos a equagao (3.5) na ultima igualdade. Condigdes de contorno periddicas (anti-
periddicas) implicam em w;(2) e % periédicos (antiperiddicos). Portanto, o produto uj(z)%

, e, - . L du; . o .
sera sempre periodico e a integral fo dz diz (ujl e ) sera nula. Substituindo os resultados acima

m (3.8), podemos escrever

o0

Z (27T1)_d1 /dd 1k (]{?2 —l—/i +,u ) j17j2¢i(k,j1)¢i(—]{?,jg), (310)

J1,j2=—00

Fo[®] = %

onde definimos o tensor .
Spon = | wn(2u(2)d (3.0
0

Aplicando o mesmo tipo de andlise para a parte interagente da energia livre temos

/ i1 / dz Fopois®i(p.2) - @4, (. 2)

= EEL 4 Z S]17 7]4 3(d 5 /ddlkl"'dd1k4(5d1(k51—|—~-+k4)x

jl]"‘?j4:_oo

X (bil(klajl) T ¢i4(k4aj4)v (3'12>

com a definicao do tensor

L
R / (2 (21t ()15 (2) . (3.13)

Novamente usamos a convenc¢ao da soma para os indices do campo em (3.12). Cada indice
do tensor totalmente simétrico Fj, . ,;, (ver 2.30) aparece somado com o correspondente indice
repetido do campo ®.

Dessa discussao, vemos claramente que o tamanho finito também é implementado como
uma simetria interna. De fato, a estrutura tensorial é agora do tipo O(N)x(tamanho finito),
0 que nos permite tratar separadamente os diferentes “grupos de simetria”, uma vez que as
representacoes de O(N) e de tamanho finito nao se misturam. Os tensores, Sj, j, € Sj; s js.ias
associados ao tamanho finito, sao originados das condi¢oes de contorno e seus indices assumem
valores que também dependem destas condigoes. Diferentemente dos indices de simetria interna
O(N), os indices da “simetria interna do tamanho finito” tém um alcance de variacao infinito.
Consequentemente, nao usaremos a convencao de soma para os indices repetidos associados ao
tamanho finito, incluindo, portanto, a soma sobre os mesmos explicitamente.

Em (2.51) apresentamos a funcao de partigao escrita convenientemente em termos de com-
ponentes de Fourier do propagador e da parte interagente da teoria. Aqui ela serd modificada
para incluir os modos referentes aos quase-momentos. Logo, baseado nos resultados (3.10) e
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(3.12), escrevemos

A oo
i Fiis > Sjl,...7j4/dd_1k1"'dd_1k45d_1(k‘1+---+k:4)><

ZIh] = A& texp [—4.

jl,...7j4:—00
54
X - .
Ohiy (K, g1) - - Ohiy (Ka, Ja)

] Zolhl, (3.14)

com a fungao de particao da teoria livre dada por

o
Zo[h] = exp (% > /dd_lkSj17j2G0(k7j2)hi<k7j1)hi(_k’j2)> - (3.15)
J1,Jj2=—00

Nas duas equagoes acima h(k, j) corresponde, por exemplo, ao componente de Fourier do campo
magnético externo em fungao também dos indices j’s dos quase-momentos. Os momentos
continuos agora tém seu fluxo restrito ao subespago com (d — 1) dimensoes e o delta de Dirac
em (3.14) implica na conservagao desses momentos em cada vértice de interagao dos diagramas
de Feynman. Além disso, os indices de simetria interna do campo sao somados da mesma
maneira que na teoria A¢* convencional e teremos, portanto, os mesmos fatores de simetria

encontrados no capitulo 2 para os diagramas de Feynman.
As tnicas mudancas fundamentais nas fungoes de particao acima sao as presencas dos tenso-
res S}, i, € Sj, ja.js.ia» Além do propagador livre Gy (k, j) modificado para incluir o quase-momento

kj. Escrevemos entao
1
Golk,j) = ———. 3.16
0( ]) k2 + li? + Hz ( )
Note nos resultados (3.14) e (3.15) que o tensor S}, j, s, aparece compondo o vértice de
interacao e S}, ;, aparece multiplicando o propagador livre. Como resultado, as regras de
Feynman para os diagramas serao modificadas, de modo que cada linha e ponto de vértice de
interagao representarao agora as seguintes expressoes, respectivamente

1 2 = 00 (k1 + k2)diy 1,5, 1, Go(ka, ), (3.17)
1\\ /3 )\
2/‘\4 = —aE17i2,i3,i4Sj17j27j37j45(k1 + k:Q + k3 + k4), (318)

onde podemos observar as diferengas em relagao as expressoes dadas em (2.58) e (2.86a). Os
indices (modos) j’s desempenham um papel semelhante ao dos indices do campo ¢; e estao sob
as mesmas regras de combinagao, permutacao, soma, etc.

Toda a informacao referente as condigcoes de contorno esta contida nos tensores dados em
(3.11) e (3.13), e no propagador em (3.16). Consideremos agora como esses elementos podem ser
representados em PBC' e ABC'. A solugao da equagao (3.5), satisfazendo ambas as condigdes
de contorno, é expressa por ”

o

u; '(z) = Aexp(ik

! )2), (3.19)

J
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onde devemos ter l{( M =2 = (j+7') para j = 0,£1,%£2,.... O indice 7’ identifica a condicao

de contorno usada, 1sto é: PBC’ (7" = 0); ABC (7' = 3). A constante A é fixada através da
condicao (3.6), resultando em A = \/LZ Desse modo, os tensores definidos em (3.11) e (3.13)

tornam-se

SJ(Z—,])Q = 01440 (3.20)
T’ 1
SJ('l,J?zyjs,Jz - Z(Sj1+j2+j3+j4,07 (3.21)

sem qualquer distingao entre as condicoes de contorno consideradas. Os deltas de Kronecker
acima introduzem uma espécie de conservacao dos quase-momentos da mesma forma que o
delta de Dirac em (3.14) implica na conserva¢do dos momentos continuos no subespago com
(d—1) dimensdes em cada vértice de interagao. Como PBC e ABC nao quebram a invariancia
translacional do sistema, as integrais de Feynman se apresentarao de forma analoga as do
sistema infinito, explorado no capitulo anterior, diferenciando-se em cada loop pela seguinte

substituicao
/ddk — 0 Z /dd 'k, (3.22)
]_700
com g = f correspondendo a uma escala de momento produzida naturalmente pelo tamanho

finito do sistema. Note que no limite L — oo, o somatério em j acima pode ser identificado
como uma integral de Riemann e estabelecemos entao a correspondéncia inversa para a integral
de loop para um sistema infinito em d dimensoes

o Z /dd 1/~:“°°/dd/c
]_700

Dessa forma, para os diagramas necessarios ao calculo dos expoentes criticos do modelo, pode-
mos escrever

1 AN , 3 N 8 .
/O i )\2_7( (k,j;0,u1); (3.23)
NS

\ 4 3 N2 N 2 /
OO = N b i), (3.24)

onde,

, dd—lq
Ik o) = Z/ .
2 i) U A (U R R (R o) Cue) | e (R ey

(3.25)

Ainda para a funcao de vértice de 4 pontos temos
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L~y -3 5N +22 - o

,@ = T)\?’[AE Yk, K, 550, 1) (3.26)
2 7 S 4
onde,
d dd 1
I, K = / X
LA A L IQZ_OO (g1 = k) +02(lh — j +7)2 + p2][qF + o2(l + 7)% + pi?]
1

(3.27)

X .
(@ + @+ K>+ 02l + b+ 5+ 1)+ p2llgs + 02(la + 7) + 1]

Agora para os diagramas da funcao de vértice de 2 pontos temos

N+2 )
1--6—-2 18 )\2‘D (k’j70-7ﬂ)7 (328>
onde,
d Q1dd 1
D k = X
'k 3i0,10) = ahgzm/ m+@+%)+a%h+b+j+ﬂy+uﬂ
1

X - (329
R PR e PR P s e

N—|—2 N+8 T/ .
60 - LIS p i) (3.30)

1 2

Temos também

onde,

D (k = 3 / =10, o1 gydq .
g, =0 E
8 1+@+k +a%h+&+g+WV+uﬂ

l1,l2,l3=—00

X X
[my+%+k)+0%h+h+9+TP+MM%+€%h+WP+Mﬂ
1

X .
G+ 0+ 7P + 2N + o2+ 7 + 47

(3.31)

Agora para os diagramas referentes a insercao de campo composto temos

3

N +2
-5.2— = (ki o, ) (3.32)
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é: (%) NI, s o, ) (3.33)

3

/

T = FEANO K G o) (334)

Com a prescrigao acima, temos todos os ingredientes para prosseguirmos com a renorma-
lizagao (teoria massiva e sem massa), através da definigdo de condigdes de normalizacao préoprias
para o sistema submetido a condicoes de contorno e, consequentemente, com a regularizacao
das integrais de Feynman em PBC' e ABC'. FEssas integrais apresentam uma dificuldade a
mais em relacdo aos seus paralelos no sistema totalmente infinito, devido a soma nos quase-
momentos. Com relagao a regularizacao dimensional das integrais de Feynman, sua aplicacao
serd realizada apenas quando tratarmos de NBC' e DBC', pois todas as sutilezas que surgem de
PBC e ABC também aparecem em N BC e DBC, entretanto em maior grau de complexidade
para estes ultimos. Nos limitaremos, portanto, a escrever os resultados obtidos por SL para a
regularizacao das integrais acima. Dessa forma poderemos verificar as diferencas e semelhangas
destes resultados em relagao as condigoes de contorno de Neumann e Dirichlet.

Na teoria massiva, em momento e quase-momento nulos, as expansdes em e das varias
integrais citadas até aqui podem ser listadas da seguinte forma

10 = E= 1= S+ 2] (3.35)
—2¢
100m) = 5 L= 5 +efy (@ )]s (3.35b)
O )y, poe € ()
gl ki =) = E 1 T ) (3.35¢)
k2=0
d e, . e € 3
@Dé Yk, j = 0;p,7) = " 6a [1 -7 §€Wo( )(7“)] : (3.35d)
k2=0

Embora as fungdes f1 (7,17 Y e WéT/)(r) sejam importantes nesse estudo, deixaremos suas
definigoes explicitas para o contexto de NBC' e DBC (préximo capitulo), onde elas aparecerao
num formato mais geral, surgindo naturalmente nos calculos. E importante frisar porém que
as expressoes acima possuem uma estrutura similar as integrais do sistema totalmente infinito,
diferenciando-se pelo acréscimo dos termos f 1 (7,171 e WOT,), que denominamos de correcao
de tamanho finito.

Antes de passarmos ao tratamento com NBC' e DBC), se faz necessario alguns comentarios
sobre a renormalizacao em PBC e ABC, para entendermos como as divergéncias presentes nas
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integrais de Feynamn para ¢ — 0 podem ser removidas da teoria nesses casos especificos. Esta
discussao sera ampliada posteriormente, e teremos a oportunidade de discutir estes conceitos
para as condi¢oes de Neumann e Dirichlet.

3.3 Renormalizacao e equacoes de Callan-Symanzik para
PBC e ABC

As divergéncias no regime ultravioleta que foram descritas no capitulo 2, também estao
presentes em teorias de campos confinados entre duas superficies. Tais divergéncias continuam
sendo associadas ao mesmo numero finito de divergéncias primitivas na dimensao critica. Por-
tanto, para remover esses infinitos é necessario um niumero também finito de constantes de
renormalizacao e o procedimento de renormalizagao ocorrera de forma similar ao apresentado
na equagao (2.130). Logo, teremos o seguinte formato de equacdo para as fungoes de vértice
1P1I renormalizadas a partir de suas versoes nao renormalizadas

£ M
E7M . . T/ 2 T/ . .
Fgg )(klm]hpl’ajl,’;g’M) = (Zé) )> <Z<(1>2)> F(E7M)(kl7.]l7pl’ajl,’;/\7M07A>’ (336>
onde o indice [ = 1,2,..., F rotula tanto o momento externo k; quanto o modo j; do quase
momento, ambos associados com o campo ® e I’ =1, ..., M rotula tanto o momento externo py

quanto o modo j;, do quase momento, ambos associados com o campo composto 2. Apesar da
dependéncia das funcoes de vértice nas condi¢oes de contorno, nao incluiremos o indice 7’ nessas
fungoes para simplificar a notacao. Explicitaremos essa dependéncia apenas nas constantes de
renormalizacao multiplicativas Zg/) e Zgzl).

As constantes de renormalizagdo na equagao (3.36) podem ser determinadas por condigdes
de normalizagdo semelhantes aquelas consideradas em (2.132). A diferenca é que agora elas
devem refletir os diferentes valores das fungoes de vértice de acordo com a condicao de contorno
considerada. Portanto, com o intuito de fazer a massa renormalizada p independente das
condigoes de contorno, SL propuseram o seguinte conjunto de condi¢oes de normalizacao para
as fungoes de vértice

TR (k=05 =059, 1) = p + (o7')%, (3.37a)
%ﬂ?(m =0ig)| =1, (3.37b)

Ty (k= 0,51 = 0; 9, 12) = g, (3.37¢)
Tk =0,j=0,p=04 =0g.p) = 1, (3.37d)

onde os quase-momentos externos também foram tomados iguais a zero. Como demonstrado
por SL, as condigoes acima sao consistentes com o procedimento de renormalizacao e nao
perdem generalidade ao fazermos os quase-momentos externos nulos, pois, as constantes de
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renormalizacao provenientes dessas condigoes especificas continuam renormalizando a funcao
de vértice I'® mesmo quando j # 0. Adiantamos que no caso de DBC e NBC, dentro de uma
perspectiva que unifique as duas condig¢oes de contorno, escolher os quase-momentos externos
iguais a zero nao serd uma opcao viavel.

O parametro p pode ser escolhido livremente nas condigoes acima. Essa liberdade de es-
colha para A e A fixos resulta nas equagoes de Callan-Symanzik associadas as transformagoes
infinitesimais do grupo de renormalizacao em uma teoria massiva, conforme mencionamos na
secao 2.8. Dentro desse contexto, também foi investigado por SL como as equacoes de Callan-
Symanzik refletem as modifica¢oes nas condi¢oes de normalizacao dadas em (3.37). A partir
da equagao (3.36), podemos escrever

3) (E,M) . g 9 ( 8> [ N\E"2 [ N\ M
P U (ks juspes Jrs w7, 9) = | e (Z ) <Z> X
(au%AR ( s = (ugr) [(2 ¢
X F(E7M)<klajlapl’7jl/’;:u?)7)\7A):| : (338>

Apoés a realizacao da derivada, obtemos

8 - a E T/ T/ E.M . .
(/,La—'u —f—ﬁ( )8_9 — E’Yc(b ) + M’YC(I)Q)) ng ' )(k:hjl)pl,?.]l/’;/“’L)g) -
(2 20\ PEMD (i 0.0 3.39
= U a—lu P R ( 1, JLDUs Jis Y, a/’b7g)7 ( : )
MA
/ 7/ n (") T n ()
onde as fungoes de Wilson sao definidas por: B(T) = ug—i, 7<(1> ) = Mma#f e 75;,2) = —M—al ;jﬂ )

além disso também utilizamos

. . 0 . .
F(E7M+l)(klajlapl’7]l/’> 07 07 Ho, )\7 A) = a_IU/QF(E,M)(kl? ]lapl/ajl/’; Ho, >\7 A)
0

Note que a insercao de campo composto ocorre em momento e quase-momento nulo. Tomando
agora FF = 2 e M = 0, usando também as condigoes (3.37a) e (3.37d), podemos determinar o

coeficiente que multiplica F%E,MH)

, ou seja,
aILLQ )\ L ~ (7’
z (8—;) (287) = 23] w2 (3.40)
AA
onde definimos )
~ (T’ il UT/
g>5%>1+(?)]. (3.41)

Em termos das constantes de acoplamento u e uy adimensionalizadas através de g = uu
e A\ = p‘up, podemos reescrever (3.39), com auxilio do resultado (3.40), no formato final
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encontrado para as equagoes de Callan-Symanzik

o . 0 E . y -
/"L@ + 5(7— )(U)% - E’yc(b )(U) + M’7<(1)2)(u>:| F%E7M)<klajlapl’7]l/’;luau) -

= /L2 [2 - :)/C(DT )(U):| F%E7M+l) (kbjlapl’ajl,’? 07 07 2 U) (342)

Agora todas as fungoes de Wilson presentes na equagao anterior sao descritas em termos de
parametros adimensionais, a saber:

(7_/) _1
BT (w) = —e (_8 lnazo ) 7 (3.43a)

» oz

75 () = B ()= (3.43b)
» L oz

15 (u) = =57 () =0 (3.45¢)

Exceto pela dependéncia nas condicoes de contorno e tamanho finito L, essas funcgoes sao
escritas na mesma forma das equagoes dadas em (2.149).

A tnica diferenga entre (3.42) e a correspondente para o sistema infinito (2.175) é a presenca
da fungao ’ygl) (u) que, de acordo com (3.41), é essencialmente uma versao reescalada de 75;') (u).
No limite L — oo (0 — 0), recuperamos as equagoes de Callan-Symanzik do sistema infinito.

De acordo com a argumentacao apresentada na secao 2.8, quando consideramos os momentos
externos no regime ultravioleta (% — 00), o lado direito da equagao (3.42) pode ser desprezado
ordem a ordem na expansao diagramatica. Nesse regime, a teoria massiva serd entao invariante
por escala desde que a constante de acoplamento seja colocada no ponto fixo nao trivial na ,
dependente agora das condigoes de contorno e de L. Portanto, as solugoes de (3.42) serao
obtidas de forma andloga aquelas para um sistema infinito e as leis de escala provenientes dessas
solugdes permitirao o célculo dos expoentes criticos através das equagoes (2.159) e (2.172), pela
utiliza%ég) do ponto fixo ug) associado ao regime ultravioleta, o qual é obtido da condicao
BT (ul) = 0.

3.4 O método de Silva e Leite na teoria sem massa com
PBC e ABC

Vamos analisar agora o mesmo tipo de sistema com geometria de superficies planas e para-
lelas separadas por uma distancia L no qual a massa do propagador ¢ nula. Nesse caso, estamos
exatamente no ponto critico e o comprimento de correlagao é infinito. Mantendo L finito, nos
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deparamos com uma situacao completamente nova. No inicio da formulacao da teoria de es-
cala em sistemas com tamanho finito, acreditava-se na impossibilidade de utilizar o método
perturbativo devido ao fato de ¢ ser muito maior que L. Porém, SL. mostraram que o método
perturbativo permanece vélido na teoria de campos sem massa para valores nao tao pequenos
de L. Com isso podemos de fato ampliar o limite da variavel % em relagao as regioes de escala,
dentro das quais o crossover dimensional foi conjecturado.

Algumas caracteristicas tornam a teoria nao-massiva vantajosa em relacao a massiva. No
caso do sistema submetido a PBC ou ABC', a primeira delas refere-se a maior facilidade técnica
para calcular as integrais de Feynman, o que nao é necessariamente verdadeiro para DBC e
NBC, como veremos.

Aplicando p = 0 nas integrais dadas em (3.25), (3.27), (3.29) e (3.31), as expansdes em €
das mesmas tornam-se

- 1 € € (s

1o)== [1 o+ SR cr)] : (3.44a)

(') 1 3¢ (')
Iips(o) = — |14+ = +€eFy '(1,0;0)|; (3.44D)

2¢? 2
0 () : 1 o€ ')
@Dg) (k,j=0;0) N =% [1 +o - 2eW," (o) | ; (3.44c¢)
iDS”(k j=0;0) = b [1 42— 3eWOT’>(a)] (3.444)
Ok? P 6e?

onde todas as integrais foram calculadas com os quase-momentos externos nulos, mas, dife-
rentemente do caso massivo, o momento foi tomado no ponto simétrico (k* = k* = 1). As

expansoes acima sao similares as correspondentes expansoes sem massa para o sistema infi-
nito, diferenciando-se agora pelo acréscimo dos termos F[)(T/)(l, 0;0)e WéT/)(a), cujas definigdes
deixaremos para o capitulo seguinte.

Uma segunda caracteristica, que também ocorre para NBC' e DBC', é o ponto fixo atrativo
no regime infravermelho. Na secao 2.8, evidenciamos que a estabilidade do ponto fixo u* faz
com que a teoria seja sempre invariante por escala no regime infravermelho, ou seja, indepen-
dentemente do valor inicial da constante de acoplamento u, o escalamento dos momentos no
limite infravermelho induz um fluxo em v com v — u*. Outro ponto positivo é que podemos
comparar os resultados obtidos através da teoria sem massa com os da teoria massiva.

As condigoes de normalizacao serao tomadas agora com os momentos externos das funcoes
de vértice colocados no ponto simétrico. A equagao (2.145) continua sendo uma escolha con-
veniente para a construcao desse ponto de simetria em termos da nova escala de momento k.
Como nao existe perda de generalidade, manteremos ainda os quase-momentos externos nulos.
As condigoes dadas em (2.144a-2.144d) para fungoes de vértice multiplicativamente renorma-
lizaveis serao portanto aplicadas aqui com algumas pequenas modificagoes, ou seja,

I (k=0,5=0;g,0) = (o7)?, (3.452)
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0 @)
Fg)(khil :O’g,O)’PS =9, (345C>
DR (ki = 0,kayia = 0,p,7 = 059,0)] = 1. (3.450)

Note como a primeira dessas condicoes foi modificada para refletir os diferentes valores da
funcao de vértice de 2 pontos de acordo com a condicao de contorno. Além disso, o ponto
simétrico PSS esta sendo aplicado apenas no subespaco com (d — 1) dimensoes. Na dire¢ao per-
pendicular as superficies, podemos tomar os quase-momentos iguais a zero sem o aparecimento
de quaisquer divergéncias no infravermelho. E importante frisar que as constantes de renor-
malizacao provenientes das condigoes acima continuam renormalizando as funcoes de vértice
quando os quase-momentos sao diferentes de zero.

Implementando o procedimento de renormalizagao multiplicativa em termos do corte ultra-
violeta A nos momentos, escrevemos as fungoes de vértice renormalizadas nos mesmos moldes

de (2.146)
F%E’M)(kl, JuDvs i Ky g) = (Zg ))E/Z(Zgz ))MF(E’M)(kbjz,pzujl,d A D), (3.46)

onde usamos a mesma notacao empregada na equacao (3.36).
O fato da teoria nao renormalizada ser insensivel a escolha da escala de momento & con(/iuz
a uma equagao do tipo dado em (2.147), onde agora as constantes de renormalizagao Zg) e

Zgzl) serao dependentes das condigoes de contorno e do tamanho finito L. Podemos mostrar
que as equagoes do grupo de renormalizacao resultantes desse tipo de invariancia tem a seguinte
forma

d
- (")
kg + 87 (W)

9 _E

50~ 3 () + ML ()| T (koo p, i) =0, (347)

onde as unicas modificacoes com relagao ao sistema infinito aparecem na dependéncia em 7’ e
L das fungoes de Wilson escritas de forma andloga aquelas dadas na equagao (3.43) para o caso
massivo. O ponto fixo u* é novamente obtido a partir da condicio 37 (u*) = 0 e calculamos
os expoentes criticos 77 e v com a substitui¢ao de u* nas equagoes (2.159) e (2.172).



Capitulo 4

Teoria \¢* com condicées de contorno
de Neumann e Dirichlet

4.1 Introducao

No capitulo anterior, vimos, de maneira sucinta, as contribuicoes de NF e SL no tratamento
do grupo de renormalizacao e expansao em ¢ para o modelo de Ising submetido a PBC' ou
ABC'. Vamos agora utilizar os conceitos introduzidos naquele capitulo para construirmos a
expansao diagramatica das partes de vértice 1Pl para parametros de ordem com simetria
O(N) confinados em uma geometria de placas planas e paralelas submetidas a condigoes de
contorno de Neumann (NBC') ou de Dirichlet (DBC).

As equagbes de movimento sao obtidas pela variacao da acao com respeito ao campo e nao
dependem das condic¢oes de contorno. Portanto, para NBC ou DBC', temos que

(V2 = i2)®i(p, 2) = 0, (4.1)

onde p é o vetor que representa as coordenadas do campo ® no subespago com d— 1 dimensoes;
z é a coordenada axial perpendicular as superficies limitantes (placas paralelas) e i =1,2,..., N
é o indice de simetria interna do campo (modelo N vetorial).

As condigoes de contorno serao introduzidas impondo que o campo ® obedeca a uma das
duas equagoes abaixo

%w, 2) =0  (NBO); (4.2)

z=L

0

B(p,0) = B(p, L) =0 (DBC), (4.3)

onde temos novamente que L é a distancia entre as placas.
Podemos reescrever o campo ® através de suas componentes de Fourier da seguinte forma

81
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q)i(p7 Z) - # Z/dd_lk eik’pUj<Z)¢i(k,j>. (44)

Substituindo agora a expressao acima em (4.1) chegamos a

d?u;(z)
d;Q - _H?uj (Z)v (45>
onde k2 + /i? +u? =0.
A solugao geral para u;(z) é dada por
uj(z) = Ae"™i* 4 Be "% (4.6)

onde A e B sao constantes que devem ser determinadas pela aplicacao das condic¢oes de contorno
j& mencionadas, assim como pela condigao de ortonormalidade das funcoes base u;(2) expressa
por

/0 dz ui(2)uj(2) = 0y (4.7)

Apés a aplicacao de (4.2) e (4.3) em (4.6) encontramos A = 7B, onde 7T serd o parametro
indicador da condigdo de contorno que estamos utilizando, ou seja: NBC (r = 1); DBC
(1 = —1). Utilizando também (4.7), obtemos

uéT:U(z) = \/%cos(/@'jz) (NBCO); (4.8)

uy:*l)(z) = \/%sin(/sz) (DBO), (4.9)

onde r; = 77, independentemente da condigao de contorno. O quase-momento j nas expressoes
acima deve ser um inteiro positivo. Mas, por simples inspecao podemos identificar que: j € Z7
em DBC, e j e Z, em NBC, ou seja, as expressoes acima nao abrangem a contribuicao de
j =0 para NBC, a qual chamaremos de modo zero. Em relacao a essa exclusao momentanea,
queremos frisar que nossa intencao inicial é unificar as duas condigoes de contorno num tinico
formalismo, por isso, o modo zero (j = 0), que s6 d4a resultados ndo nulos para N BC, nao serd
levado em consideracao agora. Abordaremos como incluir e tratar o modo zero a posteriori.

Vamos agora apresentar as modificacoes nas regras de Feynman causadas por NBC' e DBC.
Temos que a energia livre é dada por

Fl®] = / 1) /O C i 2180, 2], (4.10)

onde a densidade lagrangiana (.¢’) é dada por
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1 1 8<I>(T) 2 ,UQ p A T
L] = S(Va1 @)+ ( 0z > + 5 (@) + (@) (4.11)

Levando em conta apenas a parte livre da lagrangiana acima, apds algumas manipulagoes,
podemos escrever

1 1 — T T . T .
R[@7] =) G / A (K2 + w2+ 1) ST 67 (k) ol (<, ), (4.12)
j17j2
onde,
L
S = / dz u (2)u) (2) (4.13)
0
Para a parte interagente temos
Y S
Fon[®@7)] = i s > %/dd_lkl cd ey 0T (B A )

1y sJa
X O (ki gn) - 0 (kay ja), (4.14)

onde Fj, .. ;, ¢ um tensor simétrico em todos os indices associado a simetria interna dos campos

e SJ(I)M é dado por

L
S E/O dz u)(2) -+ ull) (). (4.15)

Fazendo a comparacao com a teoria infinita em todas as dimensoes, temos

ZOMh] = A4 exp

A
_ﬁFih...,u Z SJ(;)J4 /dd_lkl .. .dd—lk,4 5d—1(k1 44 k4) X
' Ji,5d4

(54
X - ;
5hi1 (klajl) e 6hi4(kla]4)

} Z{h), (4.16)

onde Z(7[h] ¢ a funcdo de particdo da teoria, sendo Z(()T) [h], o gerador da parte livre, dado por

. 1 _ - . . .

Z(g )[h] = exXp <§ Z/dd 1k Sj(l’)hGo(k,jz)hl(k,jl)hl(—k,jg)) s (417)
.j17j2

onde, h(k,j) corresponde, por exemplo, a componente de Fourier do campo magnético externo

em funcao também dos indices j’s dos quase-momentos.
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O propagador livre é dado por

1
Go(k,j) = : , 4.18
O( j) k2 + 0_2]2 +/1'2 ( )
onde agora 0 = 7. Note que, ao contrério de PBC e ABC, o propagador livre nao depende
do parametro 7 que diferencia as condi¢oes de contorno, ou seja, temos o mesmo propagador
tanto para N BC' quanto para DBC.

As diferencas fundamentais nas regras de Feynman ocorrem devido a presenca dos tensores

Sj(:)p e Sj(f)j4 Temos, portanto, as seguintes representagoes
1 o= 0" (k1 + kZ)dil,iQS]('z—zngO(k27j2)7 (4.19)
1\\ .3 )\ T _
5% = _Zﬂl,-~,i45§1,)---,j45d Nk k). (4.20)

A maioria dos argumentos levantados acima j& existiam no trabalho de Nemirovsky-Freed.
A novidade comeca a surgir quando queremos calcular os tensores Sj(f)h e SJ(IT)j4 de forma
explicita para a construcao dos diagramas de Feynman até a ordem de no minimo 2 loops. O
que ocorre ¢ que as representagoes (4.8) e (4.9) para as fungoes base ndo sao as mais convenientes

e por isso vamos utilizar a seguinte representacao

u(rzl)(z) _ % |:% (eiajz + eiajz)} (NBC)’ (4.21)

W= (2) = \/% {2% (e — e_i"jz)} (DBC), (4.22)

ou ainda, de forma unificada,

W(z) = \/% B (¢ + Te—W)] | (4.23)

A representacao das fungoes base para NBC' e DBC' em termos de exponenciais complexas
tem seus pros e contras com respeito a representacao em termos de senos e cossenos. A principal
objecao seria o aumento no nimero de termos no calculo dos tensores Sj(:)p e S](-IT,)..,’M, 0 que
acarreta no aparecimento de multiplicidades nos diagramas de Feynman, ausentes nos casos de
PBC, ABC e bulk. A grande vantagem em adotar essa estratégia é que nao precisaremos apelar
em nenhum momento para a paridade das fungoes base, o que nos permite unificar o tratamento
de NBC e DBC para quase-momentos externos nao-nulos. Além disso, a comparacao imediata
com o tratamento de PBC e ABC mais do que compensam as sutilezas provocadas pelo
aparecimento das multiplicidades nos diagramas, como mostraremos explicitamente no presente

capitulo.
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Por motivos que ficarao 6bvios no decorrer da nossa discussao no presente capitulo, vamos
adiar a abordagem da teoria com os quase-momentos externos nulos (modo zero) para NBC.
No entanto, essa restricao nao existe para os quase-momentos internos, ou seja, na construgao
dos diagramas, a soma nos quase-momentos internos deve ser feita de j =1 a oo para DBC' e
de j =0 a oo para NBC. Apresentaremos, portanto, todas as possibilidades para os tensores.

Utilizando as representacoes (4.21) e (4.22) em conjunto com (4.13) e (4.15), podemos
escrever

O tdltimo delta na expressao acima esta de acordo com a notacao que utilizaremos para o delta

de Kronecker a partir de agora. Note que nao existe diferenca entre NBC' e DBC' nesse caso
(41,72 € Z%). Temos também

n —
11,22,13,%4 2L

+70(iy + dg + i3 — ig) + 0(i1 — do — i3+ 94) + 0(i1 — G2 + i3 — ig)+
—f-(S(ll + ’ig — ig - Z4) + 75<i1 - ig - ig - 24)] . (425)

O(in 4 ig + i3 4 ia) + 70(11 — do + i3 + 1s) + TO(41 + 92 — i3 + 94)+

Uma aspecto interessante a ser notado na expressao acima é que o fator 7 sé aparece nos termos
em que a quantidade de sinais negativos é um numero impar. O resultado acima é valido para
NBC e DBC' apenas quando todos os indices sao inteiros positivos.

Definindo agora: iy =i £ iy e jy = i3 £ iy, podemos escrever a expressao (4.25) de uma
forma bem mais elegante e suscinta, ou seja,

T 1 1r :
Si(l,)iz7i37i4 =57 Z (alaQ) 2 5(71041 +6]a2>- (426)

Levando em conta agora o modo zero para N BC', temos

S(g,T():l) =1, Sj%zl) = S(()Tj:l) =0 para j e Z7. (4.27)

Temos também que

= 1 L o o S
(g,il,g,lé = E [(5(21 + 29 + 13) + (5(21 — 19 + Zg) + 5(@1 + 10 — 13) + (5(21 — 19 — 23)] y (428)

= L. . S
S((),o,i?,m =7 [0(i1 + d2) + 0 (i1 — d2)], (4.29)

T= 1 T= . *
S(g,O,Ol,z) = I’ S((),o,ol,z1 =0 para 1, € Z. (4.30)
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A partir dos tensores em sua forma explicita e das regras bésicas dadas em (4.19) e (4.20)
podemos construir os diagramas de Feynman. Como vimos no capitulo 2, para o sistema
infinito, e no capitulo 3 para PBC ou ABC, os diagramas necessarios para o calculo dos
expoentes criticos v, até ordem de 2 loops, e n até ordem de 3 loops, sao os apresentados nas
expansoes abaixo

POk, jip) = K + 0%+ + €=, - @ (431)

1
(4) » . _1\\,3 1\\ ,3 1\\ /3
Fjl,...j4(k17"'7k47Z17"'7Z47M) —2/,‘(\ L (2 p ., — ) /m\ ) + 2 perms.
1~ - 3
+ :@ + 5 perms. (4.32)

2 4

3

3 3
F(Q’l)(k?hk27p7i1,i27j;ﬂ):1--%-2 —-ded-o T oa-ledoa T 2 (4.33)

A conclusao de que apenas os diagramas acima sao necessarios para o caculo dos expoentes
criticos nao ¢ trivial no caso de NBC ou DBC', o que decorre da complexa estrutura tensorial
dos indices de quase-momento. Porém, antes de levantarmos os argumentos que comprovem
tal afirmacao, vamos nos deter na construcao das expressoes matematicas destes diagramas, as
quais serao dadas em termos das integrais de Feynman.

4.2 Diagramas em termos de integrais de Feynman com
NBC e DBC

Iniciemos a construcao das expressoes para os diagramas de Feynman com o diagrama da
fungao de 4 pontos em 1 loop. Utilizando entao as formas basicas dadas em (4.19) e (4.20),
podemos escrever

i1 \\ , 13 N_|_8 - - B
| Q = (_18 )vZsglg.%lms}lgm / Al Go(g + k, 1) Golg, ). (4.34)

4
(A 1.
2 4 l1,l2

E importante observar que, para simplificar a notagao, evidenciamos no diagrama apenas os
indices de quase-momento externo, pois, embora os indices referentes a simetria interna dos
campos e os vetores referentes aos momentos continuos também facam parte do diagrama, as
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alteracoes na construgao (em relacio ao que é conhecido para a teoria A¢* em d dimensoes
infinitas) serdo causadas apenas pelos quase-momentos, ficando esses outros elementos com os
mesmos resultados exibidos no capitulo 2. Note que ja esta explicito o fator de simetria do
diagrama, assim como o momento continuo k = k; + ko dentro da integral.

Para uma melhor compreensao da construgao, faremos aqui, especialmente para o diagrama
acima, o desenvolvimento das expressoes separando N BC' de DB(C', assim poderemos observar
como escrever os resultados de cada caso num tnico formato. Comecemos, portanto, com N BC
(1 = 1). Utilizando entdo as expressoes (4.24-4.30), podemos escrever

O (FRE) [t { ot s NG+ otk 0)Gota0) +
+ 572 Z[5<i++ll)+5(i+—ll)+(i+ = )[04+ +0)+0(+ =)+ = -)]Golgtk, 11)Go(g, 0)+

l1=1
00

=1
X [0(J1+l4+0)+0(jr+l—1)+0(jr—li+)+0(jo—li—l)+(j+ — J-)]Go(g+Fk, ll)Go(qalz)},
(4.35)

onde a notagao: (i — i_) e (j; — j_), indica que temos também as mesmas parcelas com a
substituicao de ¢, por i_ e j, por j_, respectivamente.

Devido a invariancia da funcao de Green sob k — —Fk, a segunda e terceira parcelas podem
ser escritas como uma s6. Assim, podemos escrever

X - (—Né 8) A2/ e {Li (8008 )+8(i4)8(j-)+8(i-)8(j)+0(i-)5(j- )]
X Gola+ K, 0)Go(a,0) + 75 Y1014 + 1)+ (i = 160 + D)+ 807 =)+ (s > )}
1#£0
x Go(q +k,0)Go(q,1) + é S8 b L) 4 (i = )]G + b+ ) + (i + L — b))+
I2#£0
1170

+ 00 =l + L)+ 00 —h =)+ (+ = J-)]Golg + k. 1) Golq, l2)}7 (4.36)
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onde utilizamos as combinagoes de deltas e sua paridade para escrever os somatoérios abrangendo
todos os inteiros menos o zero, por isso a notagao explicita (I, l; e s # 0). Note agora que a
primeira e segunda parcelas sao exatamente as contribuicoes de [ e 5 iguais a zero que faltam
no ultimo termo. Sendo assim, podemos escrever

o0

NN B (NA8Y N . RN
Dee =(—18 )W / A N [0+l ) + (i = )]0+ b+ 1) +

" ly,la=—00

+ 0+l =) +0(Jr — L+ 1l2) + (i — Ly — lo) + (J+ — J=)]Golqg + k,11)Go(q, 12). (4.37)

A expressao acima ainda pode ser reescrita como

i \\ ;3 N+8
. ’Q\ . :( )4L2 Z Z /dd ! Za1+ll+l2> (ll+l2+ﬁ.]a2)

2 L4 ar==x1 Iy,ls=—00
ao==+1
p==+1

+ 5(ia1 + ll + l2>5(11 — lQ + ﬁjm)]Gg(q + k?, ll)Go(q, lg) (438)

Deixemos a expressao acima como estd, por enquanto, para desenvolver o raciocionio de cons-
trucado em DBC (7 = —1). A partir de (4.34) podemos escrever

11 \\ p ’i3 N+8 )\2 . .
. ’Q\ A :( )4L2 Z /dd Y [0(i+h+) —0(iy+1—ls) —0(is — L +1) +

iz 7 i I1,l2=1
+ 6(i+—l1—l2)+(l+ — Z_)][(;(l1+l2+j+)_6<l1_l2+]+)_5(_ll +12+j+>+6(—l1—l2+j+) +
+ (G = J)]Go(g + K, 11)Go(g, 12).  (4.39)

Em decorréncia da equagao (4.25), o sinal positivo ou negativo na frente dos deltas em DBC
estd associado a quantidade, par ou impar, respectivamente, de sinais negativos para os quase-
momentos. Assim, ao realizarmos as trocas (i; — i_) e (j; — j_), devemos alterar também os
sinais dos deltas. Levando em consideracao os sinais negativos, é facil observar que se qualquer
um dos quase-momentos for nulo, toda a expressao torna-se nula.

Podemos reduzir a expressao (4.39) escrevendo

i1 AN , i3 N +8 >\2
DO (R i D e X [l sttt ) +

22 4 ay=%1 I1,la=—00
as=%1
Fet1

— (iay + 1+ 12)6(l — by + Bjan)]Golq + k. 1)Golq, ). (4.40)
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Comparando entao (4.40) com (4.38), podemos observar que as duas expressoes sao muito
similares, com as somas nos quase-momentos internos indo de —oo a co. Tendo em vista que o
sinal negativo em frente aos deltas, e os fatores multiplicativos oy e oy 86 aparecem em DBC
(1 = —1), podemos escrever uma unica expressao para as duas condigoes de contorno, ou seja,

it N ,is /N +8\ A2 s A1 reqs :
) /Q\ A = T m Z (a1a2> 2 Z d q[5(1111+l1+l2)5(l1+l2+6ja2>

12 24 a1==%1 l1,la=—00
ag==%1
B==%1

+ 7 5(ia1 + ll + l2)5(11 — 12 + ﬁjm)]Gg(q + k?, ll)Go(q, lg) (441)

Visando uma comparacao direta com os diagramas construidos para PBC' e ABC, redefini-
remos a constante de acoplamento A por um fator multiplicativo de forma a gerar a constante
o = T correspondente em NBC e DBC| isto é: A\ = 27 (%) =27\ — 2w\, Essa redefinicao
¢ apenas uma questao de conveniéncia e serd realizada em todos os diagramas. Note que essa

mesma redefinicao poderia ter sido realizada em S (") o que daria o mesmo efeito, pois sem-

11,02,13,147
(r) L . N
pre que temos um A temos um S; ;. ... . Para simplificar, podemos aplicar a regra mnemonica:

para cada A multiplicamos um fator de 27. Utilizando a regra citada, a expressao acima fica

11 \\ , i3 N+8 [ o) - ‘ ‘
, /Q\ = ( 18 ))‘202 > (maz) = o /dd 'q [0(iay +1i+H2) (A2 4B s )

Oq::I:l ll,lngoo
ao==+1
B==%1

+ 7 0(ia, + 11 +12)0(l1 — lo + BJas)|Golq + k,11)Go(q, 12).  (4.42)

Aplicando um dos deltas, ficamos com

11 \\ 13 N 8 _
O = () re S e 7
a1==+1

ap==+1
pf==+1

X Z /dd‘lq [0(ia; = Bias)Go(q + K, Iy + BJay,)Golq, l2) +

lo=—00

+ 762l + iy — Bhas)Golq + Kk, lo — Biay)Go(q, 12)].  (4.43)

Observe que, além da restricao de que os quase-momentos sejam inteiros, o segundo termo em
(4.43) s6 é diferente de zero quando i,, — 5ja, € um nimero inteiro e par, pois 2ly é sempre
par. Essa propriedade se repetird nos préximos diagramas da funcao de 4 pontos. Utilizando
agora o ultimo delta, assim como a paridade das funcoes de Green, chegamos a expressao final
para o diagrama com N BC ou DBC), isto é,
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N\

11 \\ , i3 N+8 . |
/Q =~ N0 3" (0102) 7 [8(iay — Bjag) I (kyiay; 0, )+

2 iq aj==1
as==+1
B=+1
+7I' | K, oy + Bl , for — Blas coyp ||, (4.44)
2 2
onde,
dd—lq
I(k,i;o,n) =0 , 4.45
wion =0y | AT 4
e7
dd—lq
I'(k,i,j;0,pn) = a/ , , . 4.46
( Ji o, 1) [(q+ k)2 + 022 + 12][? + 0252 + 2] ( )
Vale observar que a integral I possui a mesma estrutura funcional da integral I ) dada

m (3.25), obtida em um sistema com condigoes de contorno periddicas, diferenciando-se pela
definicao de 0. Podemos verificar, a partir de (4.44), que a multiplicidade da qual falamos
anteriormente é exibida pela soma em aj, as e . Outro ponto importante é que, como o
propagador livre é o mesmo, tanto para NBC quanto para DBC', como pode ser visto em
(4.18), as integrais para as duas condi¢oes de contorno também sdo as mesmas, a diferenga
esta no parametro 7 externo a elas. Por isso, embora NF tenham utilizado apenas o simbolo
T para as quatro condi¢oes de contorno, diferenciamos aqui 7" de 7, pois seu papel nao é o
mesmo para NBC' e DBC'. Podemos observar também o aparecimento de um ¢ a mais, o qual
devera se incorporar a condicao de normalizacao da funcao de vértice de 4 pontos, assim como
a multiplicidade.

Da equagao (4.41) podemos observar que ao combinar s ™

em um somatorio
11712,11712 l1,l2,i3,i4
nos indices [ e [y, teremos sempre a estrutura

> S S i (L) = 4L2 > Z a102) 2 [8(ia, + 11 + )3l + lo + Bia,) +

l1,l2 ar==x1 Ij,lo=—00
az=
B==%1

+ Té(ial + b+ 12>6<ll —la+ 5ja2)]f(llv l2)7 (447>

onde f(ly,l2) é qualquer fungao par em [; e ly. Observamos que o fator 7 surge no segundo termo
como resultado de um nimero impar de sinais negativos. A relacdo acima é uma ferramenta
1mportante na construcao dos diagramas em [oops mais altos, pois expressa a contracao de dois

fatores S“ ir.is., J& €m uma configuracao que unifica NBC com DBC.
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Nos limitaremos agora a escrever as expressoes para os diagramas restantes ja de maneira
unificada. O proximo diagrama da funcao de 4 pontos é dado por

it s N2 46N +20 1r .
OO =g X0 X (@00)'T [0liay = Bloa) Py 1) +

N
24 ar==+1
as==+1
B==%1

+ T](k,ial;U, M)]/ <l€, Loy +B]a2 ta; — B]oez .0, /vb) +

2 ’ 2

ioq + .042 ioq - .042 -
+ 7l (k:, 2’8] , 26] ; 0, u) I(k, Bjay; 0, 1) +

- iOl iOl ﬁ]o& B]a
Ik 1420 - I (k1 2 | Doz, . (44
+§ <,+2, 5 ) ( = 2,0,u)] (4.48)

l=—00

Confrontando a expressao acima com seu paralelo em PBC (3.24), vemos que neste caso ha
o surgimento de varios outros elementos devido a imposi¢cao de NBC ou DBC'. Temos ainda
para func¢ao de 4 pontos

N - is 5N + 22 . ,
O =20 Y (0100) T [8ia, — Bia) sk, K, iy, —Bizi o, ) +

iy 7 i 54 o

=2

ia +ﬂja Z'oc - 6ja ia _/Bj—oz

+ 71} (k,/f', R e e e O
+ 7—]4/1, ]{3, lf/,ial, oy — B]—az) oy — ﬁ]az;o_“u +
2 2
‘I‘Li/ (k7k,,ia1, (2o _25]012’ (2% _25]—a2 .o, N)} 7 (449)
onde,
d dd 1
Lk, K i, j;0oun) =0? / . X
( S Zoo (a2 — KP4 G+ 2l + 02— i) + 4]

1
X
(g1 + g2 + K2+ 02(l + la + 5)% + 1263 + 0215 + 12’

(4.50)
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! / 1Q1dd_IQ2
Lk K i, 5, lo,n) =0 _ X
(bt QZ;/ (a2 = K>+ 0%+ 20l + %72 + 1)
1
X . (451
[(q1 + q2 + )2 + 02(m + 1)? + p2][g3 + o2m? + p?] (4:51)
dd—lql dd—lq2
I (kK i g, lon) =0 / : X
(R i) ;g; (a2 — R o2(m = £ 2][gF + oPm? 4 12
1
(4.52)

X .
(1 + a2 + K)> + 0%(m — j)* + p?][qF + 01 + 1]

Comparando agora (4.49) com (3.26), podemos observar que nao existe andlogo para as
integrais I} e I/ em PBC ou ABC'. Tais integrais correspondem as corre¢oes de tamanho finito
devido as condigoes de Neumann ou Dirichlet nas flutuagoes. Estes termos extras sao, por
conseguinte, um efeito nao trivial inerente a N BC' ou DBC.

Os diagramas da expansao da funcao de 2 pontos sao dados por

- - N+2 2 . . ’ 4 Z,
. e' 18 —A {5(1_)D3(k;,21,0,;z)+37'D3 (k 5 g O +

+ 76(i) Da(k, ir; 0, 1) + 3D (k S o u)] . (4.53)

onde,

qddl
Ds(k =
sk = o Z / (a1 + a2+ k)? +02(l1+l2+i)2+uz]x

l1,lo=—00
1

BB+ 2 + oG+ 2]

(4.54)

di= Chdd
Di(k, 1, 7; = g2 E / X
alkyis i) = o (1 +q2+ k)2 —l—a2(l+i)2+,u2]
1

X . . (4.55
Eror @ )
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Comparando as expressoes acima com (3.28), vemos que Dj também é uma integral que s6
surge devido a NBC ou DBC'. Para o diagrama da funcao de 2 pontos em 3 loops escrevemos

N +2)(N+8) N 1 : : :
,"@‘, = ( 1)0(8 )5 Z (041042)12 [0(ouir — aain) Ds(k, arin; 0, p)+
11 12

a1==+1
as=%1
Q1l] — Qoly Qi1 + Qiol
+D::, k, 101 227 101 22'0'H +
2 2
Q1l] — Qialy Qi1 + Qiol
+27'Dg ]{Z, 101 22’ 101 22;0_7 4
2 2
—|—27‘Eg <k‘7 alilgaziQ’Qlil—;—agig; : >+

+ 2D <k Qi — Goty ; X282 iy, u)} . (4.56)

onde,

5 1dd12dd1
D:(k =
s(kyiso,p) = 0 Z / q1+q2+k +02(11+l2+z)2+u2]x

l1,l2,l3=—00

1
X X
(g1 + g3 + k)2 4+ o2(ly + 13 +19)% + p?][qf + 0213 + p?]

1
4.57
‘@

dd 1q2dd 1
D.(k,i,j0,pn) =0 / o X
(ks 0,30, 1) lmz_:oo q1+q2+k +02(l2+z) + 12
X 1 X

(g1 + g3 + k)2 4+ 0%(ls +0)? + p2][qF + 0252 + pi?]

1
X , (4.58
g5 + 0215 + 12][q5 + o215 + 112 (4.58)

dd 1 2dd 1
D" k‘, ’ = / q1 >
( Z]U,M Ulllgz_:oo C]1+Q2+k +02l%_‘_u2]
X 1 X
(g1 + g3 + k)2 4+ 0%(ly + 15 + 0)% + p2][q} + o2(l1 + j)% + p?]

1

(4.59)

X )
(43 + 0% + p?][g3 + o215 + pi?]
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dd 1 dd 1
D(k,z,],a,u _J Z / QI &

X
(1 + g2 + k)2 +o-2l%+u2]

l1,l3=—00
X 1 X
(1 + g3 + k)2 + o(ly + s+ 1) 4 p2][q} + 02(ln — 5)? + p?]
1
4.60
B o Ag vt 0
Q1dd 1Q2dd L
DY (k,i,j;0,u) =0 / X
(i, 350,1) lll;w (1 +q2 + k)2 +a2l%+u2]
X 1 X
(a1 + a3+ k)2 + 0%(l 4+ 0)? + p?][qf + 02 (l + 1o + §)? + 1]
1
(4.61)

X .
3+ B+ 7l + 0o + 0P + 17

Assim como ocorreu para os outros diagramas, hé o surgimento de integrais que nao possuem
paralelo em PBC ou ABC' como pode ser visto em (3.30), isto é, as integrais D%, DZ, Eg e
D!’ s6 aparecem devido a aplicacao de NBC ou DBC' ao sistema. Ressaltamos porém que
as integrais I, D3, I, e D5 sao idénticas as encontradas para condigoes de contorno periddicas
(7" = 0) a menos do o que para PBC' é dado por 2%

A representacdo integral para os diagramas de campo composto (®(7(p, 2))? apresentados
em (4.33) segue um critério semelhante ao adotado até agora. Aplicando o operador (V? — p?)
em (@) (p, 2))? e utilizando (4.1), concluimos que o campo composto deve satisfazer

(V2 = 20%) (@7 (p, 2))* = 2(VE(p, 2)) - (VO (p, 2)), (4.62)

além da condicao de contorno

(@7(p,0))* = (27 (p, L)) =0, (4.63)

ou,

0 0
-~ (r=1)\2 _ (r=1) -~ (r=1) _
5 (®(p,2)Y) 2017 (p,2) (@ (p, 2)) 0. (4.64)

z=0 ou z=L z=L ou z=L

Assim como fizemos para ®(7(p, z), podemos representar o campo composto por uma série
de Fourier, ou seja,
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@02 = oy 3 f e @6 ) (469

Alternativamente, podemos escrever

§ 1 oy gty itk ) .
(@7(p,2))* = WZ/ A had" ey R U (2060 (ki) 8 (ke i), - (4.66)
11,42
d ~(7) (r) (r)
onde, u; ;. (2) = u; (Z)ul2 (z)( )

A relacéo entre U, (2) e u; " (2) é dada por

11,12

~(7) ~(7) ~(7)
uil,iQ (Z> :uil—ig (Z) +7 uil—‘rig (2)7 (467)

onde definimos ) .

(z) =4,  (2)= + cos(ajz). (4.68)
Note que, diferentemente do que ocorre com uET)(z), a funcio base u; (z) dada em (4.68) nio
depende de 7 (esse fator é agora externo as fungoes). Outra modificagao estd no indice j que
nao possui restricao, ou seja, j pode ser um nimero inteiro qualquer. Essa é uma propriedade
que sera evidente nos diagramas de campo composto.

Ainda para o campo composto, substituindo (4.66) e (4.4) em (4.62) encontramos: k% +
k2 + 0%i? + 0215 + 2u? = 0, de onde podemos perceber o paralelo com a expressao encontrada
para os diagramas sem insercao.

A partir de (4.67) e (4.68), vemos que as expansoes em (4.65) e (4.66) serdo equivalentes se

(@ (k, ) T Z/dd Verd®ky 67 (k— kl—kg) [6(iy — g — j) + 7(iy + iy — §)+

11,22

+ 0(iy —ig 4 j) + 70(i1 + iy + 7)] P (ky, 1) (kyg,45), (4.69)

de onde podemos destacar

J
i1--§- ha

Para um j fixo, a representacao acima gera todas as possibilidades com i; e iy € Z7.
Podemos inserir o “vértice” acima em qualquer propagador interno de I'® para obter I'?1),
Por exemplo, para construirmos o diagrama em 1 loop com insercao de campo composto,

[6(i1 —ip — )+ 70(iy + s — j) + 6(iy —ia + j) +70(i1 + o+ 7)].  (4.70)

N —
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devemos “acoplar” o diagrama __%_ no propagador interno de _Q_, o que, algebricamente,
lé-se

J

é =5 (B2 e 3 (e’ F Y ol + 60 + ) x

6

a1—+t1 I, I
ag=+1
B==+1
X [0l =y =) +76(lL + 1o — j) +0(l — la +5) + 70(l + Iz + )] /dd_lq Go(q,11)Go(g+p, o),

(4.71)

onde p é o momento externo associado a insercao de campo composto.

Para chegarmos a uma estrutura mais conveniente, comecemos com a condicao de contorno
de Dirichlet (7 = —1)

J

,.1_5_ = % (M) Ao Y (anaz) D (i, + Bl + aaly)) X

6 =41 I, la=1
as==+1
f=+1
X [0(lh —la—j) = 0(li +1l2—j) +0(ly —lp +j) — (I + I + )] /ddlq Go(q, l1)Gol(g+p, o).

(4.72)

Sendo o valor de j fixado pela escolha de iy e iy, vemos que a primeira parcela do vértice de
campo composto complementa a terceira, assim como a segunda parcela complementa a tltima.
Desse modo, aplicando os deltas para suprimir a soma em [;, podemos escrever simplesmente

il-é. = % (M> Ao Y (aras) X

6 a1==+1
as=%1
i1
X E {0(ia, + Bl(az + Dz + j]) /dd_lq Go(q, 12 +7)Go(q +p,12) +

l2=1

+ O(iay + Bl(az — 1)l + j]) /ddlq Go(q, —l2+ J)Golg +p, 1)} (4.73)
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Realizando a soma em as, ficamos com

J

il-é. = % (M) Ao Y () x

aj=+1
p==1

x> {[0(ia, + B2l + 5)) — 8(ia, + B7)] / dq Golq, o + j)Golq + p, ls) +

lo=1

+ [=0(ia, + B7) + 0(ia, + B(=2l2 + )] /ddlq Go(q,—lo+ j)Golg+p, 1) }. (4.74)

Os termos que diferem entre si apenas pelo sinal de [5, podem ser condensados numa tnica
parcela se tomarmos a soma em [y de —oo a 0o, com excecao de I = 0. Assim, temos

J

il-é. = % (M) Ao Y () x

6 a1==%1
f=1
x> {0(ia, — B2l — j)) /d‘“q Golq, —l2 + j)Go(q + p, l2) +

l27#0
— (g, +5j)/dd_lq Go(g, —lo + j)Go(g + p, o) }.  (4.75)

Somando e subtraindo os termos com [, = 0, obtemos
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J

i1—5— i

(%) Ao Y () x

a1==+1
pf==%1

1
2

X {Z(S(ial — B2l — j))/dd_lq Golq, =l2 + 7)Golq + p, l2) +
la#0

+ 6(in, + B7) /dd‘lq Go(g,7)Go(q +p,0)} +

— (e, + B7) /dd‘lq Go(q,7)Go(q+p,0)} +

= 0(ia; + 57) Z/dd‘lq Go(q, —l2 + j)Golq + p, l2)} - (4.76)

120

Absorvendo os termos com [y = 0 nas somas, chegamos a

a1==+1
B==+1
x> {0, 6(2l2—j))/dd‘1q Gol(q, —la + j)Golq + p, l2) +
lo=—00

- 6<Za1 +ﬁ])/ddlq GO(Q7_Z2 +3>G0<q_'_p7 12)} <477>

Aplicando os deltas em suas respectivas expressoes; lembrando que a fungao de Green é par em
seus argumentos e que 32 = 1, podemos reescrever o resultado acima como
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6

il-é. ir= —% (M) A (o) x

a1=+1
B==%1
X {5(2a1 —Bi o > /d q Go(q + p,ia, +12)Gol(gq, l2) +
lo=—00

- a/ddlq Go (q + p, loo £57 ;ﬁj> Go (q, tea —PJ ;ﬁj> } . (4.78)

Em termos das integrais definidas em (4.45) e (4.46), escrevemos

é =5 (Fa2) A X (@) Blio, — i) +

6 a1==%1
_ ]/ (p7 (2% + 5]7 oy — B])} 7 (479>

B==+1
2 2

onde as integrais I e I’ estao definidas em (4.45) e (4.46), respectivamente.
Através de uma construcao similar, chegamos a seguinte expressao para a condicao de
Neumann

5 =3 ()N T i - B +

6 a1==%1
+ I (p, o +B‘77Zm - ﬁj)} . (4.80)

B==+1
2 2

Portanto, podemos unificar as duas expressoes com o auxilio do rétulo 7, isto é,



4.2. Diagramas em termos de integrais de Feynman com NBC e DBC 100

J

é =5 (20 X @0 Bl — i)

6 a1==+1
B==1

+7_[/ <l€’ Zal—zi_ﬂj’lal ;BJ,U,ILL>:| ) (481)

Um ponto importante, para a construcao dos proximos diagramas com insercao de campo
composto, fica estabelecido ao escrevermos de maneira mais economica a identidade diagramatica
dada em (4.70)

J
% T i .
O > (1) 7 0(iay + B7)- (4.82)
a;==+1
B=+1

E facil notar a semelhanga da expressao acima com a equagao (4.26). Vemos com isso que,
assim como ocorre quando o sistema é totalmente infinito, também podemos construir as ex-
pressoes para os diagramas de I'®1) a partir de I'®. A correspondéncia nesse caso se da pelas
regras abaixo:

1 - Suprimimos a soma em ay na equagdo (4.26), ou seja, jo, — j-
Tudo se passa como se duas das pernas externas dos diagramas de '™, por exemplo i5 e iy,
se juntassem formando a perna em “zigue-zague” que representa o campo composto.

2 - Multiplicamos a expressao resultante por TL.
Com esses dois passos, levamos o tensor Si(:,)ig,ig,u na interagao especifica para o campo com-
posto (equagdo (4.82)).

Agora, para os diagramas ja construidos temos:

3 - Fxplicitamos o fator de 2w inserido na redefinicao da constante de acoplamento.
Temos que lembrar que cada SZ»(lT)Z-2 is.4, Utilizado na construgao dos diagramas estd associado
aum \ e que, para cada A em I'® associamos um fator de 27 que deve ser levado em consi-

deracao agora.

4 - Multiplicamos os diagramas de T por .
Esse fator multiplicativo surge porque os diagramas de I'®Y) | nessa correspondéncia, estao
relacionados a diagramas de I'® com uma poténcia mais alta em .

5 - Fator de simetria.
O fator de simetria para os diagramas de campo composto em N BC ou DBC sao os mesmos
que na teoria para o sistema totalmente infinito, pois esse fator estda relacionado a quantidade de
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formas de se fazer o mesmo diagrama e a simetria interna dos campos, nao possuindo relacao

com o tratamento dos quase-momentos. Basta lembrar que a estrutura tensorial é do tipo
O(N) x (tamanho finito).

Seguindo os passos descritos acima, vemos que o diagrama em (4.81) pode de fato ser obtido
a partir do diagrama em (4.44). Utilizando as mesmas regras construimos também

i_ji-mg(ﬁif)x2§:<me[<ml/wﬂ%kmwau>+

a1==%1
B==+1

+T](k5,’ia1;0,u)]/ (k, Zal—i_ﬂ]’ZQI /Bj O'/JL)"—

2 2
-CM1+ ‘ ‘Ozl .
+ 7l (k,Z 5 6‘7,2 5 2 0u> I(k, Bj; 0, 1) +
+ZI’(/<,1+Z“11— ‘o )I’(kuﬁ‘H—ﬁ u)]; (4.83)
l=—00
- - T (N+ 1-7 . . . )
) =5 (T2 X @)’ 18 - Bl ki~ ) +
ag=+1
p==%1

)
+7'L/1 (k,kl,l—i_ﬁjcw Z_ﬂjaz Z_BJ_QQ;O',,U> +
I

2 ’ 2 ’ 2
4 <kk’@ ! _62]_“2, ! —263042;0’#) +
+1 (k:, K. i, ‘T 25]012’ ' 52]—042 |0, u)} . (4.84)

Nesse tltimo diagrama, ao invés de j,, — J, fizemos i,, — ¢ para sermos coerentes com as
defini¢oes utilizadas para os quase-momentos externos. Temos, portanto, todos os diagramas
necessarios aos nossos calculos em termos das integrais de Feynman.

Como pode ser facilmente observado, as partes de vértice dependem das condig¢oes de con-
torno impostas, mesmo assim, nao ha ambiguidade para definir o algoritmo de renormalizacao
simultaneamente para ambas as condicoes de contorno. Ainda nao é o momento adequado
para discutirmos o esquema de renormalizacao explicitamente, mas ja é possivel apresentar
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os argumentos para utilizarmos apenas esses poucos diagramas no processo de tornar a teoria
finita.

No interesse de obtermos o ntimero minimo de diagramas para o calculo dos expoentes
criticos com N BC' e DBC', resumiremos os argumentos encontrados em [81], para o caso massivo
de um sistema infinito, e explicitaremos apenas o que ha de novo em nosso caso devido as
condigoes de contorno. Em primeiro lugar, defini-se a massa nao-renormalizada p em trés loops
em termos da massa nao-renormalizada jy em nivel de drvore (zero loop) como: I'®(k =
0,i,0, o, A) = > =T (k = 0,4, 0, 1o, \) — 0%i®. A subtracdo de 0?i? é conveniente, pois assim
o procedimento inicial torna-se similar ao que seria realizado para um sistema infinito. Podemos
entao inverter a equacgao anterior para obtermos a massa o em nivel de arvore em termos da
massa i em trés loops. Impondo o momento externo igual a zero em todos os diagramas
que entram na redefinigdo da massa, eliminamos todos os tadpoles (loops que dependem da
massa, mas nao do momento externo). Depois, expandindo g = po(p, A) em cada parte de
vértice primitivamente divergente até a primeira ordem em A, eliminamos todos os gréficos
remanescentes que contém 1 loop de inser¢ao de massa (tadpole). Este dltimo passo gera mais
um dos resultados nao triviais que surge da imposicao de NBC' ou DBC' e, por isso, vamos
discutir alguns detalhes no que segue.

O conjunto de passos que acabamos de descrever nos permite escrever

=5 (D (4.85)

Note que, quando essa expansao for implementada em qualquer integral de um diagrama
arbitrario, uma complicagao ocorrerd: os diagramas de tadpole tém agora indices relacionados
com o tamanho finito (tipo de “simetria interna”) que devem conectar-se a um propagador
de uma linha interna do mesmo diagrama. Assim, esses indices devem tomar lugar no gréafico
sendo contraidos com o conjunto original de indices do diagrama. Por exemplo, considere o

diagrama de 4 pontos em 2 loops, sendo um dos loops uma insercao de massa.

i1 3 o9
. (N+8)(N+2) 15, 13 () () ()
) .= oA A°(2r) Z St findda Ol s dada Ola i sissia <

i I1,l2,l3,l4>0

X /dd_lfhdd_IC]Q Go(q1 + k, 1) Go(q1 + k,13)Go(q1, 12)Go(qo, ls).  (4.86)

N/

12

Como o intuito é explicitar apenas a sutileza que ocorre com os indices de quase-momento
devido a expansao (4.85), ndo serd necessario chegarmos a uma expressao fechada em termos
das integrais ja mencionadas anteriormente, por isso, utilizaremos uma notagao ainda mais con-
densada: S\ = oliy, i, l1, [2], para tornar mais conveniente a visualiza¢ao e manipulagao.

11,02,l1,l2
Com isso, podemos simplificar a expressao (4.86) para
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i1 i3 o)
N +8)(N + 2
\:&’ = ( + E))Z(l + ))\30'3 Z [5(i1+i2+l1+l2)+75(i1—i2+l1+l2)] X

. ~
192 24 l1,lo=—00

x / g1 Golqy + k, 1) Golar, ) x

X { Z [i3, 14, b2, 3] Go(qu +]<?,l3)/dd_1Q2[11713,l4,l4]r Go(Q2J4)}- (4.87)

l3,14>0

Em termos da mesma notacao, o diagrama de 1 loop da funcao de 4 pontos pode ser reescrito
como

[e.o]

i1 AN , 3 N +8 . . . . © .
/Q\ = (T) )\20'2 Z [(5(21+22+l1+12)+7(5(21—22+l1+l2)][23,Z47l2,l3]7- X
iz ia I ,la=—00

X /dd‘lq Golg+k,11)Go(q,l2). (4.88)

Vamos agora aplicar a expansao dada em (4.85) em (4.88) para comparé-lo com (4.87). Para
isso, devemos lembrar que os propagadores em (4.88) estao escritos em termos da massa nao-
renormalizada (bare) em nivel de arvore como: Go(q+k, 1) = [(¢+k)*+0%3+u2]~!. Expandindo
apenas este propagador na expressao acima como uma funcao de u?, obtemos

i N , i3 N +38 > o . -
/Q\ — (T) )\20'2 Z [5(21+22+l1+l2>+75(h—22+l1+l2)“23,Z4,l2,l3]7— X
i2 i Iy, la=—00

y /dd1q1 1 Go(qi,12) g -Q— .

n+E?P+0?B+p2 | 2[(q + k) + 0B + 7]

(4.89)

Quando expandimos o tltimo termo até O(\), o tadpole (insergao de massa) ¢é alterado com a
seguinte peculiaridade: o indice [; é transformado em [l3 com outro somatoério em I3 incluido
ao mesmo tempo, ja que o tadpole entra, inicialmente, com [; e l3 como modos “externos”.
Além disso, o propagador que multiplica o tadpole dentro do colchete também muda para 3.
Utilizando essa prescri¢ao, encontramos
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i N , i3 N +38 = o . -
/Q\ = (T) )\20'2 Z [5(21+22+l1+l2)+75(21—22+l1+l2)][23,Z4,l1,l2]7— X
i2 4 i I1,la=—c0
_ Golqi, o) AN +8 s o o
di-1 O z 2252 § L1+ 78 (6 —ig+1y +
x/ D TRE 1ot R 2 i 0 Y [0(irtiathtla)+76(in—ia+h+o)]

l1,lo=—00

X i[ig,u,lg,zg]T / g1 Golar, b) {_Q_} . (4.90)

= [(qr + k)? + 02 + p2][(q1 + k) + 015 + 2] s

com,

o0

{_Q} — N;20 Z[zl,13,14,z4]T/dd—1q2G0(q2,z4). (4.91)

l1,l3 14>0

O termo de correcao em dois loops devido a expansao da massa ¢ idéntico ao encontrado
em (4.87), a menos de um fator 1/2. Essa diferenca decorre do fato de aplicarmos a expansao
apenas em um dos propagadores. Devido a simetria do diagrama, os dois propagadores da
funcao de 4 pontos em 1 loop contribuem igualmente quando os expandimos em termos da nova
massa p para corregao em O(A). Dessa forma, podemos escrever uma importante indentidade

diagramatica
. . . . (51 i3
1 \\ s, 3 71 \\ , 3 -
d 2o d - u

12 14 2 14 2 14

N/

Seguindo a mesma prescricao, todas as partes de vértice primitivamente divergentes com
insercao de massa sao eliminadas. Nao é dificil checar que o que discutimos acima também nos
leva a seguinte identidade

E facil concluir que uma identidade similar é valida para os operadores compostos I'?1
devido as suas similaridades com I'®. Apesar da estrutura tensorial aparentemente complicada
dessa formulacao tedrica de campos em tamanho finito, as inser¢oes de massa sao canceladas
para modos de quase-momentos externos arbitrarios como exemplificado acima.

As partes de vértice resultantes agora dependem exclusivamente de p e A. De forma que
as expansoes diagramaticas em termos de um nimero minimo de graficos sao exatamente as
expostas nos capitulos 2 e 3 e reescritas em (4.31), (4.32) e (4.33).
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A fim de nos livrarmos dos tadpoles e dos diagramas com insercao de tadpole numa teoria
sem massa, podemos seguir um caminho semelhante ao caso massivo, com duas diferencas
cruciais: i) as expansoes feitas a partir de (4.85), depois de eliminados os tadpoles, devem ser
tomadas em k% = k? e ndo em k? = 0 por conta das divergéncias do regime infravermelho na
teoria sem massa; i) no final do processo, devemos fazer p = 0.

Embora o argumento acima faca todo o sentido do ponto de vista da mecanica estatistica,
onde a massa ¢ identificada com a temperatura reduzida, ou seja, a massa € interpretada como
um deslocamento na temperatura critica do sistema infinito, o leitor pode se sentir descon-
fortavel por comegarmos com uma massa bare diferente de zero, defini-la em termos de uma
massa bare em trés loops e entao impor que essa nova massa seja nula. Portanto, é vélido
desenvolvermos um argumento mais tradicional, do ponto de vista de teoria de campos, no
qual a massa é zero em todas as ordens na teoria de perturbagao como descreveremos agora.

Comecando com pg = 0 temos: f’@)(k: = 0,10 = 0,7, ) = 0, consequentemente, encontra-
mos a seguinte expressao diagramatica até ordem de trés loops

Lo | | S

=0 k=0 ‘k=0

No lado direito da equacao acima estao todos os diagramas de tadpole até a referida or-
dem. Como os tadpoles nao dependem do momento externo, a substituicao dessa expressao
na expansao diagramatica da funcao de 2 pontos elimina todos os tadpoles, mas ainda sobre-
vivem os diagramas com insercao: 1ltimo termo do lado esquerdo na figura anterior; e seu
correspondente com k # 0. Porém, na ordem de 1 loop, a condi¢ao, na teoria sem massa:

f‘(2)(l<: =0, po,i,A) =0 = % _Q_, implica que as contribuigoes com insercao do diagrama de
tadpole que ainda estao na expansao diagramatica sao identicamente nulas. Utilizando todos

os argumentos levantados, encontramos

- 22 A3
L®(k; po, i, A) = K — — ("9‘ - “9‘) + "@‘ - "@‘ :
6 \k k=0 4\, k=0
(4.93)
A situacao é completamente similar ao caso massivo, pois temos os mesmos diagramas, apenas

o ponto de simetria é escolhido diferentemente. Da mesma maneira ocorre para as fungoes de
vértice W e T,
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4.3 Multiplicidades na teoria massiva e nao-massiva (for-
malismo unificado)

Antes de partirmos para a regularizacao dimensional das integrais de Feynman presentes
nos diagramas, e a partir disso expressar as fungoes necessérias (func¢oes de Wilson) para o
calculo dos expoentes criticos, temos que determinar os quase-momentos externos que “entram
e saem” dos diagramas, definindo assim o valor da multiplicidade para cada diagrama. A escolha
¢é arbitraria e nao é influenciada pela massa, ou seja, podemos fazer a mesma escolha tanto na
teoria massiva quanto na sem massa, o que é importante para mostrarmos a equivaléncia entre
as duas teorias. Para que os diagramas nao sejam nulos, a escolha dos quase-momentos externos
deve obedecer apenas as restrigoes geradas pelos deltas de Kronecker associados aos diagramas
com interagao A e de campo composto. Sendo assim, visto que os resultados para os expoentes
criticos nao devem depender dos quase-momentos externos, podemos fazer a seguinte escolha
para a funcao de 2 pontos: i; =iy = i, com i € Z}. Por exemplo, temos

S(T)

i (B 0if + p?) = 6(iy — i) [K* + 0] + p°] — (K + 0% + 7). (4.94)
Para utilizarmos a expressao acima na teoria sem massa basta aplicarmos p = 0.

Agora, para a fungao de vértice de 4 pontos, podemos escolher: i1 = iy = i3 = iy = ¢. Para
o vértice de interacao, por exemplo, temos

P

LY (4.95)

ic” N
Note que o fator 3 estd relacionado a quantidade de deltas de Kronecker na equacao (4.25)
que dao resultado diferente de zero para a escolha que fizemos. Outras escolhas poderiam
ser aplicadas dando uma multiplicidade distinta, por exemplo: iy = 15 = i € i3 = iy = J,
porém, neste caso, teriamos que nos preocupar com a simetria do diagrama, ou seja, com a
quantidade de formas para a construcao do diagrama com os quase-momentos assim definidos.
Esse problema nao existe ao escolhermos todos os quase-momentos iguais a ¢ e temos uma
completa simetria do diagrama com relagao aos quase-momentos externos.

No caso dos diagramas com insercao de campo composto, ao escolhermos i; = is = 7 na
equagao (4.70), temos trés possibilidades para j: j =0, j = 2i e j = —2i, pois j € Z. Ficamos
entao com

§=0 j=2i j=—2i

i--%-i: L; i--%-i: %; i--%-i: % (4.96)
Todas as possibilidades descritas em (4.96) sao consistentes do ponto de vista das restrigdes
estabelecidas pelos deltas e com o paralelo em relagao a funcao de 4 pontos. Note que nos dia-
gramas de 4 pontos todas essas possibilidades estao incluidas ao somarmos os quase-momentos
externos de duas “pernas”. Assim, nao podemos descartar nenhuma das possibilidades se qui-
sermos um formalismo geral para todas as funcoes de vértice. Observe também que j = 2i e
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j = —2i sao possibilidades com o mesmo “peso”, o que nos leva a seguinte redefinicao para a
construcao da funcao de vértice com insercao de campo composto

24 —21 0

Z‘-.%-i + 7,’--%-2‘ +7 i--%-i = gT, (4.97)

ou simplesmente

2i 0
3
i--%-i +7 i--%-i = ET- (4.98)
Em suma, para todos os diagramas de 2 pontos escolheremos #; = i, = i; para todos os

diagramas de 4 pontos escolheremos i; = iy = i3 = i4 = %; mas, para os diagramas com insercao
de campo composto usaremos a regra de construcao exemplificada acima devido a consisténcia
das trés opcoes possiveis.

Dessa forma, podemos escrever

i AN , 1 N +8
COX = SN0 [T 260,0) + 210, 0;.0,0) + 277/ (K, 0,050, 1) +

)

+271'(k, 20,050, p) + 41'(k, 1,30, )], (4.99)

onde utilizamos o fato de que: I'(k,i,j;0,u) = I'(k, j,i;0,1). Note também que para utilizar
a expressao acima na teoria sem massa, basta fazer yu = 0 e usar as solugoes para as integrais
correspondentes a esse caso, 0 que ocorrera para todos os outros diagramas.

Temos também

7 \\ /7 i N2 6N 20
XX = +108+ Ag”{h(k,%;aau)+212(k’0;07ﬂ)+

+ Ar1(k,0;0, ) I'(k,0,0; 0, 1) + 471 (K, 24; 0, p) ' (k, 24,050, 1) +
+ 4I(k,0;0,0) ' (ki35 0, 1) + AL (k, 2050, ) I' (K, 3,450, ) +

+ Y 20k Lo )+ 4T (kL Lo )T (K, L+ 0,1 — 50, ) +

l=—00

+2(I'(k, L+ i,1 — i;0,1))°] } (4.100)

O préximo diagrama nessa construgao é dado por
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AN -t BN+422 . . .
/@ = 5—1—)\30 [14(k,2i,3;0, 1) + 214(k, 0,4; 0, ) + 2715(k,0,0,4; 0, 1) +

+ 714(k, 2i,0,4; 0, 1) + 714 (K, 0, 24,05 0, ) + 315 (k,i,4,0; 0, ) + Iy (k, 4,4, 2050, 1) +
+ 214(k,23,0,4;0, 1) + 21 (k, 2, 23,4 0, ) + 271 (K, 24,3, 05 0, pu) + 2714 (K, 24,1, 2i; 0, p) +
+ 41} (k,0,0,4;0, 1) + 471 (k,0,4,0;0, 1)) . (4.101)

%

onde fizemos uso da paridade das funcoes de Green que compoem as integrais.
Para a funcao de dois pontos, temos

N+2
O - %)\2 [Dy(k,is 0, 1) + 3D4(k, 0,450, 1) + 37 D4 (k,0,0:0, )], (4.102)

onde temos que: Dj(k,0,;0, 1) # Di(k,,0; 0, u1).
Lembrando que estamos interessados na derivada da funcao de vértice de 2 pontos em

relacao a k?, temos
e 18 T Ok? I
(4.103)

(O

Para a teoria massiva tomamos a derivada em k* = 0 e para a teoria sem massa em k? = k2,
exatamente como realizado no capitulo 2.
Ainda para a fungao de 2 pontos, a derivada do diagrama em 3 loops é reescrito como
= 23 0

o (00
ok? \; i) 108 ok

i

N+2. ., 0
= —+/\2— |:D3(k?, i;0, 1) + 3D5(k,0,4; 0, 1) + 37 D5(k, 4, 0; o, ,u)]

(N +2)(N +8)

5 |:D5(k’,i; o, 1) + Di(k,0,i;0, 1) +

+ 2D (k,0,i; 0, 1) + 27 DL (k, 1, 1; 0, u)]

(4.104)
k2

Para os diagramas com insercao de campo composto, seguindo a descricao que definimos
em (4.97), temos
0

2i —2i
1 N+2A
§(i—é—i+i—é—i) +7'2_5_1T+§[T[(k,QLO’,,M)+27’[(k’,0,0,lu,) +

20 (k,0,0; 0, 1) + 21'(k, 24, 0; 0, 1) + 471" (K, i, 330, )] .~ (4.105)
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Temos também

N +2\"\?
é—z +1__§ —i—TZ__é_i = <—+> 5 {7‘]2(k 2i; 0, 1) + 271%(k,0; 0, 1) +

6
+ 41(k, 0 o, ) ' (k,0,0;0, 1) + 41 (k, 2i; 0, u)I'(k, 21,0; 0, 1) +
+ 4A7I(k,0;0, )T (ki 050, ) + 471(k, 2050, ) I (K, iy 050, 1) +

+ > [2r(I' (k1 Lo, ) 4 AT (k, L Lo, ) T (R, 1+ 4,1 — 6.0, pn) +

l=—00

+2r(I'(k, L+, — i;0,p))°] } (4.106)

Por ultimo, temos

N +2)2
é z+z é +7_1 @ :—+_[7—I4(k2220,u)+

+ 2714(k, 0,40, 1) + 205(k,0,0,4; 0, ) + I (k, 24,0, 40, ) + I3 (k, 0,24, 450, 1) +
+ 371 (k,i,4,0;0, 1) + 714 (k, 1,0, 2050, p) + 2715 (K, 24,0, 4; 0, ) + 2715 (k, 20, 2,45 0, 1) +
+ 217 (k,2i,1,0; 0, ) + 217 (k, 20,4, 26; 0, ) + 4715 (k,0,0, 40, p) + 417 (k,0,4,0; 0, )] -
(4.107)

Em relagao as integrais acima que apresentam uma dependéncia nula nos quase-momentos,
vale salientar que isso ocorre pela combinacao dos quase-momentos no diagrama e nao por
termos feito ¢ = 0, o que nao é permitido nessa construcao.

A partir de agora precisaremos especificar em qual teoria (massiva ou ndo-massiva) estamos
trabalhando, pois as solugoes das integrais sao distintas.

4.4 Regularizacao dimensional com os quase-momentos
externos diferentes de zero

Embora o grau de divergéncia (polos em €) das integrais de Feynman nao seja alterado ao
aplicarmos os quase-momentos externos iguais a zero, tal escolha leva ao completo cancelamento
das parcelas dos diagramas restritos a DBC'. Sendo assim, no intuito de podermos utilizar as
mesmas de forma unificada e, posteriormente, para o modo zero, os resultados da regularizacao
dimensional das integrais serao apresentados para um valor qualquer de quase-momento externo.
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4.4.1 Regularizacao dimensional na teoria massiva
Comecando pela teoria massiva, a primeira integral a ser regularizada refere-se ao diagrama
de 1 loop da funcao de 4 pontos que é dada por
o dd—lq
I(k,i;o,n) =0 / . .
( g l:zoo (g + k)2 + 02 +14)? + p?][g® + %1 + pi?]

(4.108)

Reescalando os momentos de acordo com % — q e ﬁ — k, definindo também r =

aplicando um parametro de Feynman (ver (2.120)), podemos escrever

7 e
o

© a1 Ji-1
[(k,i;r,/L)ZT/LGZ/ dﬂf/ 1 . . 27
= Jo {@+2xk - q+xk?+r2[(l + xi)> + (1 — x)i?] + 1}
(4.109)

onde e =4 —d.
Um resultado tipico e apropriado utilizado na regularizacao dimensional é expresso pela
seguinte férmula

/ d'q _ SaT(§)T (e = §)(m? — k) (4110)
(> + 2k - g +m?)> 2 I'(a) ’ '
onde S, é a area de uma esfera de raio unitario em d dimensoes. Utilizando a expressao acima
podemos escrever

_ -1 -1
I(k,i;r,p) = rﬂ_g%F (dT) r (2 — dT> X

X /1 dx i [l 4 zi)* + z(1 — z)(k* 4+ r*i®) + 1}%‘2. (4.111)

l=—00

Fatorando r?, podemos identificar o somatdério no resultado acima com uma generalizacao da

funcao térmica [82]

Dafa,b) = Y [(n+a)* + 077, (4.112)

onde estabelecemos a correspondéncia
a(r) = wi, (4.113a)
b(x) = rVa(l—x) (k2 +r%2) + 1, (4.113b)

Podemos observar que no limite n — 00, o termo dentro da soma em (4.112) comporta-se

como n~2*. Consequentemente, o somatério converge para a > =. A ideia entdao é utilizar

2
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uma continuacao analitica para D,(a,b) na qual a divergéncia no limite o« — % tenha uma
representagao conveniente no contexto da regularizacao dimensional [35, 83, 84]. Temos entao

VT LY\ 1o
D,(a,b) = =—— |T —— )b+ fola,b)| . 4.114
(@.0)= oo [T (o= 5 )1+ fulat) (1114)
A divergéncia de (4.112) no limite o — % estd agora presente no polo em a = % da funcao
r (a — %), ao passo que a fungdo f,(a,b) é regular nesse mesmo limite. A funcao f,(a,b)
pode ser representada de diferentes maneiras. Por exemplo, Nemirovsky e Freed utilizaram a

expressao dada em [35], a qual pode ser escrita aqui da seguinte forma

4T > : -1
ola,b) = =——— du(u? — b?)"°Re [e2rutia) _ 1] 4.115
fulast) = s [ dutel =) "R | ] (4.115)
Nao ¢é dificil constatar que a maneira como os parametros a e b aparecem no resultado acima
dificulta bastante a aplicagdo da equagao (4.114), tornando-a invidvel no calculo das integrais de
Feynman em ordens de [oops mais elevados. Em contrapartida, utilizaremos uma representacao
alternativa que é dada por

m™m

fala,b) =4 Z cos(2mma) <T>a7§ Ka_%(27rmb), (4.116)

onde K,(z) é a fungao de Bessel modificada de segunda espécie.

Tal representacao foi deduzida por Boschi-Filho e Farina [84] com o objetivo de generalizar
o resultado obtido por Ambjorn e Wolfram [83]. O fato de termos uma representagao para
fala,b) envolvendo uma fungao especial de Bessel, cujas propriedades ja sao bem conhecidas
[78], facilitara consideravelmente as nossas andlises.

Voltando ao resultado (4.111), usaremos (4.114), juntamente com (4.113) para reescrever

- d—1
](l{?,Z’;T, M) = M_E%F (T) \/7_T><

X /01 dz {r (g) (1= @)(K + %%) + 175 + fo . (a, b)} (4.117)

vl

Sabendo que Sy = ﬁ, podemos escrever

V11

r <d> Sy=m2 = /aT (E) Sy 1 (4.118)

2 2

e realizando uma expansao em € no argumento da funcao I', chegamos ao seguinte resultado

1
I(k,i;r p) = ,u_e& {(1 — E) / defz(1 —z)(K* +r??) +1]72 + %FET Dk, ir)|, (4.119)
0

€ 2 2
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onde definimos .
FU)(kiyr) = T_Qa/ drfi, (7" + @i, h(k,i,7)), (4.120)
0

com

h(k,i,r) =r~ 'l —x) (k2 + r2i2) + 1. (4.121)

Salientamos que estamos diferenciando 7/ de 7 devido aos seus papéis diferenciados com respeito
as condic¢oes de contorno. Nesse caso especifico, fazer 7/ = 0 em Fc(fl)(k, i;7) indica que temos
a mesma expressao definida na integral IQ(T/) para condigoes de contorno periédicas (77 = 0) e,
portanto, toda a andlise realizada no contexto de PBC para esse termo de correcao com i = ()
também é valida aqui, inclusive no que diz respeito aos limites r — 0 e r — oo. Voltaremos a
tratar desses limites assintéticos, também para ¢ # 0, quando formos analisar explicitamente o
papel do comprimento finito L nas fungoes de corre¢ao (segao 4.6.1).

Expandindo agora o resultado (4.119) até O(e") e aplicando k = 0, visto que estamos com
uma teoria massiva, podemos escrever

5S4

10, g5 ) = =

1
{1 _ E/ dzIn[z(1 — z)r?i* + 1] + %FO(T :0)(07 iﬂ’)} ) (4.122)
0

A préxima integral a ser regularizada também estéd relacionada ao diagrama de 1 loop da
funcao de 4 pontos. Temos entao

ddflq
I'(k,i,j;a,,u)za/ ‘ . :

[(q + k)2 + 0% + 12][q* + 0252 + 1]
Ao contrario da integral I, I’ ndo possui a soma no quase-momento, mas sim dois quase-

momentos externos livres (i e j). Reescalando os momentos, como realizado em I, podemos
escrever

(4.123)

dd—lq
I'(k,i,j;r,p) = Er/ - - . 4.124
(ks jims o) = p [(q + k)% +r2i2 4+ 1][¢% + r2j2 + 1] ( )
Utilizando um parametro de Feynman podemos escrever
1 dd—lq
I/(k:>i7j;7na ,u) ::u_er/ dﬂf/ . . . 2" (4125)
0 {¢*> +2q - (xk) + xk? + r?[x(i? — j2) + j2 + 1}

Aplicando agora a expressao (4.110), fazendo k = 0 e expandindo em € até O(e°) chegamos
finalmente a

Syr [t
I, jir ) = p dT daler??® + (1 — 2)r2? + 1] 2. (4.126)

0
Com o resultado acima vemos que I’ é regular para ¢ — 0. Podemos observar também que
o grau de divergéncia dessa integral, em relagao a divergéncia lider do diagrama, foi alterado
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devido a auséncia da soma no quase-momento interno. A integral restante em (4.126) é simples
de resolver, mas como ¢ e j estao relacionados a combinacoes distintas dos quase-momentos
externos no diagrama em (4.44) é mais conveniente, por enquanto, deixar a expressao como
esta.

Nos deteremos agora apenas as solugoes das integrais restantes, deixando suas resolucoes
para o apéndice A.

A partir da expressao para a integral D3 dada em (4.54), podemos identificar a insercao da
integral I para escrever

di1g q+kj+z7“1)
Ds(k,i;r p) = Z/ (@t 1) (4.127)

]7—00
onde os momentos ja foram reescalados de acordo com o realizado anteriormente.

Estamos interessados aqui na derivada de Ds(k,i;7, 1) em relagao a k? em k* = 0. Assim,
a solucao que nos interessa é dada por

2

S
= y2d g C 4.12

9
1120k?

onde definimos: W™= (i:r) = G5 = (i:r) + HT =V, ) — 4F"=%(i;r). Observe que temos
um g associado a derivada por termos reescalado o momento k (isto é, f — k). Novamente,
o rétulo 77 = 0 indica que temos a mesma expressao encontrada em PBC, sendo que 14 o
quase-momento ¢ é tomado igual a zero. Ainda temos que

Dg(k?,i;T, M)

G(T R —2/ dm/ dyyln[ y)i* 4 yr- +%T’_2] - %? (4.129)

HéTl:O)(i;r) = 2/0 dx/o dyy fi ((1 - y)i,r_l\/y(l —y)r* +y+ %) 7 (4.129b)

F(T _0)(2 r) = %Fgfo)(l{: i)

, (4.129¢)

k2=0
onde definimos de forma generalizada

g Q+k]+27")
ET)(k,i,7) ——7‘ Z/ PRI (4.130)

j=—00
As expressoes definidas em (4.129a-4.129¢) sao bem comportadas, desde que nao tomemos

o limite 7' — 0. Respeitada essa condicao, as expansoes em € sao bem definidas e podemos
usar a teoria de perturbacao para calcular os observaveis fisicos. Os argumentos para essa
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conclusao serao apontados quando analisarmos o comportamento da fungao Fo(flzo)(k, i,7) nos
limites L —+ oo e L — 0.

Vamos agora apresentar a solucao da integral D} dada em (4.55). Essa integral pode ser
reescrita como

o B 4 g+ Eyisr, 1)
Di(k, 1,77, 1) = 22Er/dd1 AR A
(ko i, 5 1) = p q(q2+r2]2+1)

Assim como em D3 os momentos foram reescalados. Temos entao que a regularizacao dimen-
sional para derivada de D} em relagao a k2, tomando depois k? = 0, é dada por

(4.131)

0 Pl 0S5 . 2 ...

M28k2D3</€,Z,]§T, 0 s =—u? . [77(@73;7“) - ;EO(Z,j;T):| , (4.132)
onde definimos,
1 1 -1
P(i, jir) = / dedy (1 —y)Jy |——— — 1| +yr®®+ (1 —y)r’>+1p ;  (4.133a)
0 z(1—x)
. o

‘Ca(27]7r) = @‘le(kvlmﬁr) k2:0a (4133b)

com (r'=0)
. r 1 Fom T (g4 ki)
Losglki jir)=— [ d¥? . 4.134
:6( ,Z,j7T) Sd/ q [q2+r2j2+1]ﬂ ( )

A préxima integral, definida em (4.50), pode ser reescrita como

. o — _ Iq+ K, 147 1)
Lk, K i, 7; = QEEj/ddl ’ - 4.135
4( ) 7@7]77‘au) 1% r q[(q—kf)2—|-7”2(l—i)2+1”(]2+7’2l2+1]’ ( )

l=—o00

onde vemos novamente a insercao da integral I na expressao acima. A regularizagao de I é
dada por

S2 1 =
Lilir w) = i35 {1 - % - e/ dz In[z(1 — 2)r22 + 1] + e 03 r)} . (4.136)
€ 0
Observe que I4(i, j;r, 1) = I4(i;r, 1), ou seja: o segundo indice de quase-momento externo nao
influencia no resultado da regularizacao dimensional.
E fécil verificar que a integral I}, definida em (4.51), também pode ser reescrita em termos
de I como segue

I(g+K.Lr,1)
(= FP+ P+ i@+ P+ 1]

Iy(k, K i, g, L, ) =u2er/dd1q (4.137)
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Podemos escrever sua solugao como

2 1
LG gira) = w5 [yl (1= g (4.133)
0
de onde vemos que I}(3,j,l;r, p) = 1(i, 757, 10).

Visando o enfoque nas grandezas relevantes, deixaremos a apresentacao da solucao da in-
tegral I, definida em (4.52), apenas para o apéndice A, visto ser ela regular para € — 0 e,
portanto, nao possui papel fundamental nesse contexto.

Em se tratando da ordem de trés loops, a primeira integral que contribue com essa ordem
para a fungao de vértice de 2 pontos é dada em (4.57). Em termos da integral I, podemos
escreveé-la como

Ds(k, ;7 1) Z /dd ! (:]L’ i:;a(llz]l) e (4.139)

l=—

Lembrando que para a renormalizacao na teoria massiva precisamos da derivada da fungao de
2 pontos em k? = 0, a regularizacao dimensional da integral acima lé-se

0
1120k?
A proxima contribui¢ao para o diagrama em 3 loops da fungao de 2 pontos vem da integral

DY apresentada em (4.58). Reescalando os momentos e identificando a inser¢ao da integral I,
como feito anteriormente, obtemos

S3 3

De(ki- —_y3e2d 1 C 2 =0 4.140
5( 7Z7r7u) o M Ge2 |i 4+26 0 (Z,T) ( )

- _ _ I(g,i;m, 1)
Di(k,i, jir, p) = u? 36r/dd ! g5, . 4.141
Assim, como resultado final para a derivada dessa integral em k? = 0, escrevemos
0 . S3r . 2
2ak2 —a - (k’,l,] T, NJ) et = 2_6 P(Zaj; T) - ;‘Cé)(zaj; T) ) (4142)

onde P(i,7;7r) e L{(i,5;7) estao definidos em (4.133a) e (4.133b).
Temos ainda a integral dada em (4.59), a qual, em termos de I e com o reescalamento de
seus momentos, pode ser representada como

DYk, i) = 2 / n
1,057 = T
5 I 7]7 ,,LL ,LL <q2+r2-2+1)

I + g2, L+ 457, 1)
% d 1 ) P ’ 4.143
" Z / Q1+QQ+/€) +7’2(l—|—j)2—|—1][q§—|—r212+1] ( )

l=—00

cuja regularizagao dimensional é dada por
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0 Sir

WDg(k,i,j;T‘, 1) = —u

2
i) — =L0(7, 1 . 4.144
o de P(],Z,T) r 0(]aZaT) ( )

Note que uma das diferengas em relagao a Dy, é o fator ;11 ao invés de um fator % Outra diferenca
muito importante ¢ a troca de ¢ por j nos argumentos de P e £{, em rela¢ao ao mesmo argumento
em D} dadas as definigoes (4.133a), (4.133b) e (4.134). Essa troca, que surge naturalmente,
é nao-comutativa e é imprescindivel para o cédlculo dos expoentes criticos, pois possibilita os
cancelamentos necessarios no processo de renormalizagao das fungoes de vértice. Outro ponto
a ser evidenciado aqui é que a integral 5;: possui a mesma solucao de DY, pois a diferenga entre
elas s6 aparece em ordem €’ ou superior. Assim,

8 — L. 76537”
DS(kalaj;r7u) = —u Bed

. 2
i) — =Lo(g,4m) | 4.14
R 9L i)~ L4 i) (4145

A dltima contribuigao do diagrama em 3 loops vem da integral DZ’. Porém, assim como
a integral I}, DI’ é regular para ¢ — 0 e, portanto, sé serd exibida no apéndice A, uma vez
que nao influencia no calculo dos expoentes criticos. Isso finaliza a nossa discussao sobre a
regularizacao na teoria massiva. A seguir discutiremos a regularizacao no caso de campos de
massa nula.

4.4.2 Regularizacao dimensional na teoria sem massa

Com o parametro de massa p igual a zero e com os momentos externos no ponto simétrico
(ver (2.145)), a escala de momento x, que surge naturalmente por estarmos numa teoria sem
massa, tem valor arbitrario, mas nao pode ser feita igual a zero. O mais comum é fazer Kk = 1,
mas isso nao é de fato necessario. Deixaremos, portanto, a escala k aparecer explicitamente no
resultado das integrais. O propagador livre, na teoria sem massa, é obtido a partir da equacao
(4.18) com p = 0, enquanto que os tensores SZ(IT)Z , € Sz(f)l ,.is.iy DETIANECEM 08 mesmos. Portanto,
o andlogo nao-massivo da integral (4.45) é dado por

) B B o dd—lq
thion=0=0 3 | o 0

Podemos utilizar agora um parametro de Feynman e o resultado (4.110) para resolver a parte
integral nos momentos continuos. A soma nos quase-momentos ¢é realizada através da repre-
sentacao da fungao térmica generalizada dada em (4.114). Depois de usarmos a identidade
(4.118) e expandirmos parcialmente em €, a contribui¢ao dessa integral para o diagrama em 1
loop para a funcao de vértice de 4 pontos torna-se

I(k,1;0) = % { (1 — g) /01 dx [l’(l — ,]j‘)(kz —0—021'2)}_5 4 gF (2 — %) FgT/O)(k,Z';O')(} : |
4.147
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onde definimos .
FU)(ki0) = 0_26“/ drfi o (7" + @i, W'(k,i,0)), (4.148)
0

W(k,i,o) =o'\ o(l —2)(k2 + 02i2). (4.149)

No ponto simétrico, a expressao (4.147) fica

1 . ,
Ips(k,i;0) = /f_E% {(1 - %) / do [z(1—2)(1+7%%)] 2 + %F (2 — %) Fg 0)(&',2';?)} ,
0

€

onde 7 = 2. Expandindo em € e permitindo termos até O(e’) finalmente encontramos 10
Ips(k,i;0) = KE% {1 + g - gln[l 72 %F()(T/:O)(n,iﬁ)} . (4.151)
O andalogo nao-massivo da integral (4.46) ¢ dado por
i d"q
I'(k,i,j;o,p=0)= 0/ T BT et o (4.152)

Aplicando um parametro de Feynman e resolvendo a integral em ¢ através de (4.110), ficamos
com

I'(ki, j;0) = U—F <2 — %) r <1 + E) /1 dx {x(l — 2)k* + o[z (? — %) +j2]}—(%+§)

2\/m 2 2/ /)
(4.153)
Expandindo em € e colocando a expressao no ponto simétrico, obtemos
/ P — Sdr _9.9 _9 .9 _1
Ipg(K,i,5;T) = K~ 5 das [2(1 — x) + 27" + (1 — 2)7°5%] 2. (4.154)
0

Nos limitaremos agora em apresentar os resultados finais da regularizacao dimensional para
as proximas integrais. Deixamos para o apéndice B a resolucao das mesmas.

Na sequéncia da regularizacao dimensional das integrais de Feynman sem massa, conside-
remos a integral dada em (4.54) com p = 0. Em termos de I, escrevemos

I(g+k,j+1;0)
Ds(k,i;0,u=0)=0 /dd ! : 4.155
( Z ) (4.155)

j=—o00

Assim como na teoria massiva, estamos interessados na derivada de D3(k,i; o) em relacao a k2,
mas agora em k? = k2. Logo, a solucao que nos interessa é dada por

9
oK?

S2 5
== [1 + —€— 2¢ WOT V(k,i:7)|, (4.156)

Ds(k,i;0
a(k, 55 0) I 8¢ 4




4.4. Regularizacao dimensional com os quase-momentos externos diferentes de zero 118

onde: W\ =k, i;7) = +In(1 4 7%%) — F(()TIZO)(R,Z';F) + 207" (k,i; 7). Temos ainda as
seguintes defini¢oes

(' =0) '
Fy (/{,i;?)z/ dyyfé(l— \/y 11—y 1—|—7“2)), (4.157a)
0

0
FIr =k, i;7) = == F 70 (k, i 7) , (4.157b)
com o analogo de (4.130) definido por
- F(TIZO)(q—i—k; j+i;0)
FUO(kiro) = — /ddl . S L9 4.1
a,pB ( 727 0) Sd j_Z:OO q (q2 + 0_2j2>5 ( 58)

O rétulo 7 = 0 indica que as mesmas defini¢oes podem ser encontradas em PBC, embora 14
seja mais conveniente defini-las com i = 0. Esse paralelo ja é um indicativo de que as defini¢oes
acima sao bem comportadas para a = 0. Os argumentos para essa conclusao serao detalhados

. . . . s ~ =0
ao analisarmos os limites assintéticos da fungao £

4.6.2).
Vamos agora para o resultado da regularizacao, na teoria sem massa, da integral Dj; dada
m (4.55). Em termos de I podemos escrever

Dy(k,i,j;0,p=0) = O/dd‘lq

(k,i;0) para L — oo e L — 0 (ver segao

I(qg+k,i;0)
(¢ +0%5%)

Assim como para Ds, queremos a derivada de Dj em relagao a k? em k? = k. Dessa forma

(4.159)

9, . B SETT (=, A4 o
@D{S(kvzuﬁn M) o = —r dT |:7D(Z,],T’) - ﬁMB(KJJZ’j;T)] ) (416())
onde definimos
Dl i 2 [ 2.:2 2213
P(i,j;T) = ;/ dy (1—y) [y(1 —y) +y7@ + (1 = y)7°5°] (4.161a)
0
b 0 o
Ma<li,l,j;0) = —5Ma 1(1{7,Z,j;0'> ) (4161b>
com
(r'=0) :
o o Fo T (q+ ki 0)
o5 (ks d*t 2 4.162
M 5( 1, J;0 ) Sd/ q [q2+0_2j2]ﬁ ( )
A préxima contribuicao para a funcao de 4 pontos é dada por
. + K+ 7;0)
Lk, K —0) = g (q ’ . 4.163
( 727] o, K =0 Z / +0.2(l )2][q2+0—212] ( )

l=—c0
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A regularizagao da integral acima até O(e!) pode ser transcrita como

2¢2 2
Temos ainda uma contribuicao singular em € para a funcao de 4 pontos dada pela integral
expressa em (4.51) com p = 0. A integral I} na teoria sem massa pode ser reescrita como

sz 3 e ,
Lips(k,i;7) = k224 [1 + ~e —eln(1 +7i%) + eFO( Dk, i;7)| . (4.164)

o 8 I(g+ K, l;0)
Lk K i jlyo) =0 [ d* s : 4.1
4( y K51, 7, 70) U/ Q[(q _ ]{?>2 + 02i2][q2 + 0_2]-2] ( 65)
Como resultado da regularizagao, obtemos
/ - 72652 T 2.2 -2 211
Lips(k i, 5T) = K= dy[ (1=y)+yri+ (1 —y)rj] . (4.166)
0

Assim como na teoria massiva, a integral I} é regular para e — 0 e, por isso, nao iremos exibir
sua regularizacao dimensional aqui.
Continuando com a apresentacao dos resultados para a regularizacao dimensional das inte-

grais de Feynman na teoria nao-massiva, vemos que em termos da integral I, podemos escrever
(4.57) como

Ds(k,iso,pu=0)=0 Z /dd ! <qfao;)<]l — (4.167)

l=—0c0

Cuja derivada em relacao a k? em k? = k2 lé-se

3
e [1+2<—:—3W (m,i;?)], (4.168)

k2=k?2 Ge 6e?

0
k2
A préxima contribuicao para o diagrama em trés loops da funcao de 2 pontos vem da integral
DL apresentada em (4.58). Na teoria sem massa podemos reescrevé-la como

D5(k77'7f)

- o (g 50))
D’k,,;,:O:/d‘“ g, —. 4.169
5( t,70,0, 1 ) o Q[(q I k>2 I 0_2]2] ( )
Como resultado final para a derivada da integral acima em k? = k2
9, o LT =, 4 o
Ok2 Dg(k,l,j;T’) - ’ CilE |:,P(Z7];T) - %MB(H,Z,j;T) ) (417())
k2=x2

Ainda temos a integral dada em (4.59), a qual, em termos de I, na teoria sem massa, pode
ser escrita como

Dg(k,i,j;o',lu:()) :U/ﬂx
(g + %)

I -
X o Z/ di-1g (9 + ¢, 1+ 750) . (4.171)

(g1 + g2+ k)* + 0*(1 + 5)*[g3 + 021]

l=—00
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Assim,

3

%D"(k,i,j;?) s = —/1_36% P(j,4;7) — %M'O(,%,j,i;?) . (4.172)
Note agora que, na teoria sem massa, uma das diferencas de D7 em relacao a integral Df é o
fator 1 3, a0 invés de um fator 2. Observe também que, assim como ocorreu na teoria massiva, ha
a troca de ¢ por j nos argumentos de P e M}, em relacio ao mesmo argumento em D%, dadas as
definigoes (4.161b) e (4.161a). Ressaltamos que essa troca, que é ndo-comutativa, possibilitara
os devidos cancelamentos no processo de renormalizacao das func¢oes de vértice.

~ . . . . - . ~
Em concordancia com a teoria massiva, a integral Dy possui a mesma solugao de D?, logo

0 —un .. _653?7T—,‘_ 4 L
552 D5 (k,1,3;7) LT Fe |PUET) = — Mk 55T | (4.173)

A contribuigao da integral DY’ na teoria sem massa também é regular para e — 0 e, portanto,
pode ser desprezada.

4.5 Diagramas em termos das solucoes das integrais de
Feynman

Nesta secao utilizaremos os resultados encontrados na regularizacao da integrais de Feyn-
man, para reescrever os diagramas expressos simbolicamente na se¢ao 4.3 em termos dessas
solugoes.

4.5.1 Diagramas na teoria massiva

Substituindo os resultados (4.122) e (4.126), encontrados para as integrais massivas I e I’
em (4.99) e absorvendo os fatores S; numa redefini¢cao da constante de acoplamento, ficamos
com

7 \\ 7 7 N 8 —€ 1 L
i ’/O‘ - 1J8r o {Me {1 N % g/o dz Infz(1 - 2)r*(2i)* + 1] + %Fo( “(0, 2@';7“)}
e 1
. Cis -1 e’ el 2/0:\2 _1 e T
2 1= L+ 20 +orus 42 / B S S
+ € 2 + 2f2( r ) + T/JJ 2 + T/'l’ 2 . i [.%7" ( 'l) =+ } 2 4 U 5 r2i2 = - }

(4.174)

Reorganizando a expressao acima, podemos escrever

AN sl N +38 € € (n),.
_//Q\ (3‘7)‘)1—8)\{ . [1—5-#5% (Z,T)]}, (4.175)

%
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onde definimos,

4r
r2¢2 41

—~

Diyr) = +2f,(0,r7") +

1
¢ 3

NI

1
{27‘7‘ + 27"7'/ dx [xr*(2i)? + 1]_% +
0
1
#0200 - [ o wlet - 0@ + 1} @ame
0

Em relagao as expressoes acima, é importante notar que a multiplicidade da equagao (4.175)
é a mesma que em (4.95). Outro ponto interessante é que, a menos do fator 30, a equacao
(4.175) é simbolicamente idéntica ao resultado encontrado em PBC (ver (3.23) e (3.35a)),

sendo que para condigoes de contorno periddicas a fungao CY), que denominamos de correcao
2

de tamanho finito, reduz-se apenas a funcao f%. A funcao ((f) carrega toda a informagao
2

referente as condigoes de contorno de Neumann (7 = 1) ou de Dirichlet (7 = —1) e o seu
comportamento tera fundamental importancia quando tratarmos dos limites assintéticos r» — 0
er— oo.

Utilizando agora as mesmas solugoes para I e I’ na expressao (4.100), encontramos

SN ¢t (N2 + 6N +20) » fu* € € .(r),.. 2
OO =6y 108 A [1 558 (z,r)} . (4.177)

i/ i

Como I’ é regular para € — 0, as parcelas em O(e") que surgem do termo Y I'I’ em (4.48) ja
foram desprezadas na construcao da expressao acima.

Ainda para a funcao de vértice de 4 pontos, temos que, ao utilizar os resultados (4.136) e
(4.138) em (4.101), desprezando também as contribuigoes regulares da integral I}, chegamos a

—2e

i\\ ’i_ 5N+22 2 M € ) /-
Z.,’@\ o (302) 54 A { 2¢2 [1 5 ‘1’5% (Zar)} ) (4.178)

(2

onde vemos também a mesma multiplicidade dos outros dois diagramas da fungao de 4 pontos.
Agora, para a derivada da fungao de vértice de 2 pontos em 2 loops, substituindo (4.128) e
(4.132) em (4.103) para k* = 0, obtemos

d N +2 —M726 € ~ ()
k2 <[‘9‘i) = A2 { S [1 —1 W (i; r)} } : (4.179)
k2=0

onde,

~ (1) ;.
Wy (i57) = WO(T _0)(z’; r) + 6r {[P(O,i; r)+ 7P (i,0;7)] — %[/Jg(o,i; r) + 7Ly (7, 0; r)]} )

(4.180)
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Frisamos que a expressao em (4.179) estd escrita exatamente da mesma maneira que em

~ (1)
PBC (ver (3.28) e (3.35¢)), sendo que para condi¢oes de contorno periddicas o termo W,

(7;7), que carrega toda a informagao do tamanho finito nesse caso, reduz-se simplesmente a
WOTIZO) (7;7). Logo, a segunda parcela em (4.180) surge, unicamente, pela imposigao de NBC
ou de DBC' as superficies do sistema. Note também que, mesmo para DBC ou seja, 7 = —1,
esse termo nao se anula pois: P(0,4;7) # P(i,0;7) e L£5(0,4;1) # L4(4,0;7).

Ainda para a fungao de 2 pontos, substituindo (4.140), (4.142), (4.144) e (4.145) em (4.104)

e descartando os termos regulares oriundos da integral D', obtemos

o (00~ )

onde os comentarios feitos em relagao ao grafico em 2 loops, também valem para o grafico em
3 loops acima.

Temos ainda os diagramas com insercao de campo composto. Substituindo as solugoes para
I'el em (4.105), ficamos com

o 108

(N+2(N+8) { —gj [1 -~y gﬁ N r)} } . (4.181)

%( i-é.i + i-é.i ) +7 i_é.i = (§T) MA{”_G [1—§+ 6(‘”(%‘;7")]}-

Observe que a multiplicidade da construcao acima é a mesma encontrada em (4.97) e que, fora
isso, a expressao tem seu paralelo com PBC' confirmado (ver (3.32) e (3.35a)), com CY) — f1.
2

Temos também que

2i —2i

1 é + é +

Sl i-—et—i T i-\et-i T -
2

onde substituimos as solugoes para I e I’ em (4.106) deixando de fora as parcelas em O(€®) que
surgem do termo Y I'l’ em (4.83).

Por tltimo, temos que, ao substituir os resultados encontrados para I, e Ij em (4.107),
rejeitando os termos que vém da integral [}, encontramos

B () (e e sl

(4.183)
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—l—TZ = A% x

x 2 _ [1 - g +e<§)(z‘;r)] } (4.184)

Todos os diagramas estao agora numa representacao conveniente para procedermos com a
renormalizacao e calculo dos expoentes criticos na teoria massiva.

4.5.2 Diagramas na teoria sem massa

Substituindo os resultados (4.151) e (4.154), encontrados para as integrais nao-massivas [ e

I' em (4.99), e redefinindo a constante de acoplamento para absorver a constante Sy, chegamos
a

3 3

AN +t N+8, [r€ € €. o9 70
==*° 1+ £ = Sm(20)2 +1) + <F 2i;7)| +
4/0\' T )\U{e [+2 2n[r(z)+]+2 (K, 24,7
+

w\»—t

2 2

—€ . = 1
+ o~ [1 + o+ SR, o;r)} + 2m€g/ dz [x(1 — 2)]”
€ 0

+ 2m_€g/ dr [o(1 — x) + 27%(20)%] 2 +4/<_eg/ dr [2(1 — ) +a7%® + (1 — 2)7%%]” é} '
0

0
Reorganizando a expressao acima, podemos escrever

NPENPE N+8
A)————A
.,’Q\ . (30 ) 18 { €

1 K3

[1 n % + %Z?(m, @';F)] } , (4.186)

onde definimos no caso sem massa

—(r 1 1 ) 1 1
C(%)(H’i;?) =3 {2TT/ dr [z(1—z)]72 + 27'7/ dr [2(1 — x) + 272(20)%] 72 +
0 0
1
N 47‘/ da [2(1 — z) + 272 + (1 — 2)7%?%) 72 + 25 (5, 0;7) +
0

+ B0k, 2057) — 472 1)} (4.187)
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Assim como ocorreu no caso massivo, verificamos que a multiplicidade da expressao em
(4.186) é a mesma que em (4.95). Em condigdes de contorno periddicas, a funcao Z(J), que
denominamos também de termo de correcao de tamanho finito para o caso sem massa, reduz-se
apenas a fungao FéTl:O) (k,0;7). Lembramos que um dos nossos objetivos, tanto no caso massivo
quanto no sem massa, € entender o que ocorre com a fungao de correcao nos limites assintoticos
L — oo e L — 0, para conectar a validade da expansao em ¢ com a ocorréncia do crossover
dimensional.

Efetuando agora a substituicao das expressoes para I e I’ da teoria sem massa em (4.100),
encontramos

= N2+ 6N + 20 — A 2
‘/,CX)\ ‘2(30)\)( +108+ ))\2{"1 [1+§+§ (;)(/@z;F)}} , (4.188)

onde também descartamos as parcelas provenientes do termo » . I'l’ por conta de sua regulari-
dade. O outro diagrama nao-trivial em 2 [oops da fungao de 4 pontos tem a seguinte expressao
regularizada

// i 54 262

onde foram desprezadas as contribuigoes regulares da integral I}.
Para a derivada da funcao de vértice de 2 pontos em 2 loops temos

N N+22, (w2 s
'qe) — (3o 2t AQ{“ {1+;e+ecé’(n,z‘;7)]}, (4.189)

CN+2
k2=x2 18

— g2 5 —(7
\? { ge {1 +le- 277" )(H,i;F)] } , (4.190)

. vy, B
W(() )(m,z';?) = WO( O)(H,Z;T) — 5T {[P(O,z;r) +7P(1,0;7)] +

_ %[Mé(n,o,m) + T/\/lf)(/i,i,();?)]}. (4.191)

E importante notar que a expressao (4.190) exibe um perfeito paralelo com a teoria sem
massa para PBC, sendo que para condigoes de contorno periédicas o termo Wéﬂ(/{, i;T), que
carrega toda a informacao do tamanho finito nesse caso, reduz-se simplesmente a WéTl:O) (K, 1;T),
com i =0 e k = 1. Logo, a segunda parcela em (4.191) surge também aqui pela imposigao de
NBC ou de DBC' as superficies que delimitam o sistema. Note também que, assim como no
caso massivo, esse termo nao se anula para 7 = —1 pois: P(0,4;7) # P(i,0;7) e Mj(k,0,4;T) #

M(k,1,0;7).
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Ainda para a funcao de 2 pontos, em termos das solugoes das integrais nao massivas, veri-

ficamos que
_ (NV+2)(N+38) \3 { —K 3

2 (60
ak2 1 1 k2=x2 108 662

onde também descartamos as contribuiges que surgem da integral DY’
Para os diagramas com insercao de campo composto, procedendo com a rotina ja bem
definida no caso massivo, obtemos

[1 +2¢ — 3V (s, i;r)} } . (4.192)

2 —2i 0
%( i'é‘i + i‘é-i > +7 z’-é—z‘ = (§T) Mx\{ﬁ6 [1+E+§Z?(/€,iﬁ)]};

2 6 € 2
(4.193a)
2 —2i
(B BB ey S )] Y
2 G = -1 G = -1 T = = -1 27— 6 2 2% R, 15T 3
(4.193b)

29 —21

0
1 é - ) é 3r\ N+2,
5(1 i T i>+7i l(?)T)\X

X {”26 [1+ge+ezg)(/@,iﬁ)]}. (4.193¢)

2€2

Com isso explicitamos todos os diagramas necessarios ao calculo dos expoentes criticos em
termos das solugoes das integrais de Feynman também na teoria sem massa.

4.6 Limites assintoticos do termo de correcao de tama-
nho finito em NBC e DBC

Neste ponto estamos interessados em descobrir qual o limite de validade da expansao em
e quando fazemos L (distancia de separagao entre as placas delimitadoras do sistema) tender
a valores muito grandes ou muito pequenos. Sabemos que o diagrama que gera divergéncias
em todos os outros diagramas na teoria A¢* é o da funcao de 4 pontos em 1 loop, sendo assim,
basta analisarmos o seu termo de correcao.
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4.6.1 Limites assintoticos na teoria massiva

Na teoria massiva obtivemos

i\\ /’i_ N_|_8 ufe € 6(7—) )
Q = BoA) 5 A{ - [1 5T 5% (z,r)] . (4.194)

)

Com o auxilio da referéncia [78], o termo de corre¢ao de tamanho finito definido em (4.176)
pode ser reescrito da seguinte forma

1 4 4
C(T)(i;'r) == {27’7’ + il E— Qf%(O,'Fl) +

+
3 L+ VA2 +1 V22 41
. /1 2,2
+ FéT —0)(()’ 2i;r) — 2 ﬁ arcsinh(ri) — 1] } ., (4.195)

(A

Para enterdermos o que acontece com a expressao anterior, para L — oo e L — 0, é
;. . . . ~ _ =) . . ~
necessdrio primeiro analisarmos as fungoes f1(0,77!) e FéT )(0,22;7“), cujas representagoes
2

gerais sio dadas em (4.116) e (4.120), respectivamente. E importante relembrar que r—* = B
% corresponde a variavel de escala y.

Comecemos nossa andlise pelas defini¢oes (4.116) e (4.120), que nos levam a

£
2

X

i/l —a) (k2 +r%2) + 1
< K- (2mr*1\/x(1 — o) (k2 + r22) + 1) . (4.196)

1 oo
FU (ki) = 47“6/ dx Z cos[2mn (7’ + ix))
? 0

n=1

Note primeiro que

F{(0,05m) = v fy o (707, (4157)
de onde obtemos
F{(0,057) = 478 3 cos(2mn’) () K

€ €
b 2
n=1

(2mnrt). (4.198)

A expressao (4.198) mostra claramente que nao ha polos, quando ¢ — 0, para a funcao
r )(O, 0;7). No limite 7~} — oo, podemos usar em (4.198) a expansio assintética da funcao
2

lim K, (z) ~ ,/%e—f ll +0 G)] .

de Bessel na forma
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Dessa forma, podemos escrever

72n71'r 1

E G

Utilizando agora uma simples desigualdade, podemos mostrar que o termo acima se anula no
limite requerido, isto é,

F7(0,0;7) (4.199)

lim Zcos (2mn7’)——=— < lim Zcos (2mnr)e 2 5 0. (4.200)

Para o nosso caso especifico temos 77 = 0, o que nao altera a nossa conclusao. Portanto, a
fungao f1 (0,771) tende a zero no limite L — cc.
Observe agora que, mesmo para a funcao F (k, i;7), podemos fazer diretamente € = 0 sem

que qualquer divergéncia seja observada. Sendo assim, voltando agora a (4.196), para € = 0,
k=0e7 =0, temos

1 o
FO(T :O)(O, isr) = 4/ dx Z cos|2mniz] Ky <27m7“_1\/17(1 —x)r¥i® + 1) : (4.201)
0 1

Como a integral em z é limitada ao intervalo 0 < z < 1, podemos tomar o limite 7! — oo, e
utilizar novamente a expansao da funcao de Bessel nesse limite. Com isso obtemos

vn r

Vemos entao que, na soma, o modo n = 1 é o que mais contribui. Dessa forma, embora a funcao
cosseno seja oscilante no intervalo, a exponencial domina, indo a zero para r — 0 (L — 00).
Logo, Llim FO(T :0)(0, 2i;1) — 0.
— 00
Ainda, em (4.195), observamos que
val
lim vitréd arcsinh(ri) = 1, (4.203)

r—0 r

I e 2mni 2 1 —r22x(x — 1
F=0(0,i7) = 273 / de—COS( mnir) o (2T =t = 1)) (4.202)
0

n=1

e assim, a ultima parcela naquela expressao é identicamente nula. Nao é dificil verificar que
todos os outros termos em (4.195) também se anulam no mesmo limite, fato que independe da
condi¢ao de contorno. Dessa forma, podemos escrever um resultado crucial para nossa analise

lim Ci (4;7) — 0, (4.204)

r—0
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ou seja, no limite L — oo, recuperamos todos os resultados conhecidos da teoria massiva para
o sistema totalmente infinito.

Agora para r — oo (L — 0), as corre¢oes de tamanho finito ficam cada vez maiores a
medida que L diminui a ponto de terem a mesma ordem do polo ¢! em (4.194), modificando
a singularidade dominante da funcao de correlacao de 4 pontos. Para vermos mais claramente
como isso ocorre, vamos considerar a seguinte identidade [78§]

1 1
\/w2 + (2nm + tw)?  2nw
1

3 Z [\/w2 + (2nm — tw)?  2nm

w

ZKo(nw) cos(nwt) = %4—5 In (E) +2w—1+t?+§ Z

n=1

+

] . (4.205)

valida para valores positivos de w. v é a constante de Euler-Mascheroni d/ada por 0.577216. . ..
Através das identificagoes: w = 2mr~'\/z(1 —2) (k2 +r%2) + Ll et = W, podemos escre-
ver (4.196), com 7’ = 0, como

N Pl 22) - |
F()(T_O)(k,i;r):2’y+2/ dx ln[ Vel 2 KR+ r20F) +
0
1
1
dx +
\/ (12)? + r2[x(1 — ) (k% + r2i2) + 1]
R 1 1
+ dx -——| +
/o ; [\/(n—ix)2—|—'r’—2[x(1—x)(k2+r2z’2)+1] n]

! - 1]  (4.206)

Vn+iz)2 +r2z(l —z) (k2 +r22) +1] n

1
+ /ld:ci
0 —

Note que, de acordo com (4.197), ao fazer k = 0 e i = 0 em (4.206) teremos uma expressao
correspondente para f% (0,771), a saber

—1 oo
1y T 1 1

Ao analisar a expressao (4.207), podemos perceber facilmente que para r~! = 0 o somatério
se anula. Assim, no limite r~! — 0, restam apenas a divergéncia linear em r e a logaritmica
com In(r~!). Entretanto, em (4.206), a coisa ¢ um pouco mais complexa, pois, fazendo 7 — 24,
k = 0 e tomando o limite r~! — 0, seus dois tltimos termos tornam-se
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+

1 1
\/n2+4z n)r n

- %] = 2;?”4(% +1), (4.208)

n=1

1 00 oo
lim dx (Z Z >
r~1=0 Jq
o0
>
AR
onde ((2n + 1) é a funcdo Zeta de Riemann que pode ser definida pela seguinte série: ((s) =
> ey D~ para Re(s) > 1.

E evidente que a série resultante em (4.208) diverge para i > 1, o que vem a ser, a primeira
vista, um inconveniente, dado que estamos interessados em compreender o limite de validade
da expansao € quando L — 0. Porém, esse termo divergente é artificial, isto é, nao é dotado
de relevancia fisica para o problema. Note que ele surge devido a escolha que fizemos para
os quase-momentos externos no sentido de unificar NBC com DBC. Por exemplo, em PBC
também temos a funcdo (4.206), mas a escolha i = 0 elimina este nimero divergente. Da
mesma forma, para NBC com ¢ = 0 essa divergéncia nao ocorre, como veremos no proximo
capitulo ao tratarmos o modo zero. Embora a opcao ¢ = 0 para DBC nao seja apropriada,
esse numero divergente também ¢é irrelevante nesse caso, pois, como concluiremos ao final do
capitulo, as grandezas fisicas que serao calculadas nao dependem do quase-momento externo i,
o que é natural, pois qualquer dependéncia desse tipo seria fisicamente inconsistente. Assim,
como a série nao depende de r, no que diz respeito a analise do limite fisico da teoria, ela pode

ser considerada regular no limite requerido em comparagao com os polos em e.
Voltando a (4.206), aplicando também k = 0 e ¢ — 2i, encontramos

\/n2+4z (i+n)x

V1 ¥ 122
=-—1+ vitre arcsinh(ri) — In(2r), (4.209)
)

2

/1 - [\/x(l — )20 2

Tal expressao nos leva a um resultado finito quando » — co, visto que nesse limite

arcsmh(m) In(r). (4.210)
T

Temos ainda que

1 —1 VT4
St e s (4.211)

x
V(2iz)?2 + (1 — 2)(20)% +r2 2ri?
O resultado acima também é finito para r — oo.
A partir dos resultados acima, podemos escrever a seguinte expressao para a funcao de
correcao de tamanho finito no limite r — oo
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VIt oo
——— arcsinh(r)
)

—1
+4ln (%) n

+2> i*((2n + 1) + termos ﬁnitos} . (4.212)

n=1

r—00

7 1
lim ¢\ (i;7) ~ 3 {27"(1 +7)—2
2

Vemos entao que, para 7 = 1, o termo dominante em (4.212) ¢ linear com r, sendo propor-
cional a (%)’1. Assim, temos
lim ¢V (i;r) ~ —= = . (4.213)
1L

Observe que em (4.212) também aparecem termos divergentes proporcionais a In(r~!). No
entanto, essa divergéncia é mais fraca se comparada a divergéncia linear para L — 0. Te-
mos, portanto, o mesmo regime encontrado em PBC. Assim, todas as andlises realizadas na
referéncia [41] com respeito a quebra da expansao em € devido a singularidade no termo de
correcao em PBC podem ser reproduzidas aqui para NBC.

Por outro lado, para 7 = —1 (DBC), a divergéncia linear é cancelada e, portanto, ficamos

Ccom
,r,fl
4In | —
+ n( 5 ) +

+ 2 ZiZ”C(Qn + 1) + termos ﬁnitos} . (4.214)

n=1

V14122 . ,
——— arcsinh(ri)
i

Utilizando agora (4.210), chegamos a

lim ¢V (i) ~ 2In(uL) — —oo. (4.215)
L—0 "2

Sendo assim, o regime de crossover dimensional para DBC' é equivalente ao encontrado em
ABC, visto que os dois ocorrem para uma divergéncia logaritmica quando L — 0. No limite
ultravioleta, o mapeamento entre a regularizacao dimensional e a regularizacao pelo corte A
nos momentos nos leva a seguinte correspondéncia: % — In2. Portanto, podemos inferir
que o termo de correcao de tamanho finito torna-se comparavel a singularidade dominante do

diagrama de 4 pontos em 1 [oop quando ln% ~—In(r7!)=In (M%), ou seja, quando LA ~ 1.
Em termos do parametro de rede a temos A ~ %, o que implica em L ~ a.

Em resumo, a redugao de L (com p? oc t, fixo) até magnitudes préximas do parametro de
rede a produz dois tipos de comportamentos sigulares dependentes da condicao de contorno
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imposta. Esses dois comportamentos, linear (NBC) e logaritmico (DBC), geram o mesmo
tipo de crossover dimensional observado por SL para PBC e ABC' [41], respectivamente, onde
a correcao de tamanho finito domina sobre o polo em e¢!. Assim, para que a teoria seja
consistente, gerando os expoentes criticos corretos, é necessario evitar esse limite de crossover

dimensional que ocorre quando L ~ a.

4.6.2 Limites assintoticos na teoria sem massa

Na analise realizada acima, nao consideramos o limite ¢ — 0, visto que ele é inconsistente
na teoria massiva (ver segao 2.7). Para podermos acessar a regiao r—* — 0 para t — 0, devemos
utilizar a teoria sem massa, onde esse limite é consistente por construcao. Lembramos que na
teoria sem massa & = 0o e temos invariancia por escala no regime infravermelho.

Ao calcularmos as integrais restantes em (4.187), podemos reescrever o termo de correcao
na teoria sem massa como

—(r 1 1 1
C( )(/-@, ihT) = 3 {QFWT + 8r arctan (2_ﬂ> + 477 arcsin (\/W

+ B0k, 25 7) — Infdr?i® + 1]} , (4.216)

) +2F 70 (5, 0,F) +

onde 7 = £ = . Similarmente ao caso massivo podemos escrever

1 oo
FU) (ki 0) = 40_6/ dx Z cos[2mn(7’ + ix)]
? 0

n=1

anrn 2 %
Vel —az) (k2 + 022'2)]
x K- (27m0_1\/x(1 “ R+ a2z'2)) . (4.217)

Observe agora que, diferentemente da teoria massiva, o termo com raiz quadrada em (4.217)
diverge nos limites de integracdo x = 0 e x = 1. Porém, na referéncia [41], foi verificado que

F g/)(k,i = 0;0) nao possui nenhum polo associado ao limite ¢ — 0, inclusive no regime
2

ultravioleta. De forma similar, apresentamos no apéndice B uma prova para a validade dessa

regularidade quando i # 0, onde tomamos por base a seguinte desigualdade

?(TIZO)(IC i;0) =40"¢ /1 dxi o 5 X
2 T 0 o 1y/x(1 — x)(k? + 02:2)

n=1

x K¢ (27m0_1\/x(1 —x)(k? + 02@'2)) > FETIZO)(k,i;U). (4.218)

2
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Aplicando entao € — 0, de acordo com o que esta descrito no apéndice B, podemos escrever
a seguinte expressao

=1 \
e (ko) = ————— Z —[cosh(mno ™ (k* + 0%i%)2)shi(mno ! (k* + 0%i?)
5 (kz—i—a?zQ )z S m

— sinh(rno ' (k? 4 0%i%)2)chi(rno ' (K* + 0%%)2)]. (4.219)

N

) +

onde as fungoes shi(z) e chi(z), definidas no apéndice B (ver expressoes (B.62) e (B.63)), sao
conhecidas como o seno e o cosseno hiperbdlicos integrais, respectivamente. Sabendo agora
que, para z real, temos

1
lim [cosh(z)shi(z) — sinh(z)chi(z)] =~ B +0(27?), (4.220)
Z—00
podemos escrever
8 — 1
Jim 7k 50) ~ e 2o (4.221)

Vemos entao que, no limite L — oo, a funcao Fj (r'=0) (k,1;0) tende a zero, o mesmo valendo
quando ¢ = (. Vale observar que, colocar as funcoes no ponto simétrico k? = k2, onde k pode
ser feito igual a 1, nao altera os resultados acima. Todos os outros termos em (4.216) também
se anulam para L — 00, o que independe da condicao de contorno. Dessa forma, podemos
escrever para a teoria sem massa que

11mg1 (n,i;?) — 0. (4.222)

T—0 "2

Portanto, assim como no caso massivo, temos que, para L — 00, recuperamos o mesmo resul-
tado do sistema totalmente infinito.

Para entender o que acontece no outro extremo (L — 0), usaremos a identidade (4.205).

Através das substituigoes w = 2mo ™' \/x(1 — ) (k2 4+ 0%2%) e t — W

FéT/:O)(/f, 2i;0) como

, podemos reescrever

, 1 -1 _ 2 2 7\ 2
Fy = (k, 2i; 0) =27+2/ dz In [‘7 Vol = o) (s + o(2) >] +
0

2
1 dl" 1 +
\/ 2ix)? 4+ 07 2[x(1 — ) (K% 4 02(2i)?)]
L > 1 1
dx - —
’ /0 ; [\/[n— (2iz)]? + o 2[x(1 — ) (K? + 02(20)?)] 7 i

1 oo 1

dx - — 4.223
My e e e n] 4229
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Temos também que

I ! (1 — z)k? ! 1
F=0 k,0;0) =2 +2/ dx In ? il + dx
0 ( ) =2 0 2 0 Vo 2x(l — z)k?
+2/1d i ! S PR
x ——1. (4
0 ~|/n?+o2(l—z)k? n

No limite L — 0 (67! — 0), o somatério no tltimo termo em (4.224) é nulo e, desde jd, nao
nos preocuparemos com ele. Porém, em (4.223), os dois dltimos termos nos dao como resultado:
25" i®"((2n 4 1); sendo este o mesmo termo encontrado no caso massivo. Dessa forma, o
mesmo argumento utilizado na se¢ao anterior é valido aqui, onde ressaltamos que a dependéncia
em ¢ pode ser eliminada por uma escolha conveniente dos quase-momentos externos.

Voltando aos termos restantes, ao analisar a funcao FéTl:O)(/-@, 2i; 0), encontramos

1 -1 1 — 2 2(9;)2 T 1 4022
/dm - [a Val = 2) (W + 0*(20) >] i | 1225)
0 2 20
cujo resultado é finito para ¢ — oo. Temos também que
1 1 ]
dx ' —— =2 <g> arcsin ., (4.226)
o V@2 +o 2 w(l—a) (2 +0%(20)7)] K 4(2)%i2 41

resultado também finito para ¢ — oo.
Focando agora na fungao FO(T :0)(/1, 0; o), encontramos

[N N -

2 o

Temos também que

/0 dz \/U_%(ll —= " (%) — 7. (4.228)

Os dois tultimos resultados acima sao divergentes para 7 — co. Dessa forma podemos escrever
para o caso sem massa

r 1 -
(l)(/{, iT) ~ = {QW?(l +7)+6In(F ) +2 Z i?"¢(2n + 1) + termos ﬁnitos} . (4.229)
n=1

lim ¢
im ¢ 3

T—00
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Temos, portanto, um comportamento similar ao do caso massivo. Note que o termo logaritmico

também estd presente em (4.229), como na teoria massiva. Entretanto, para NBC (7 = 1), a

lei de poténcia L~! é dominante, nos levando ao mesmo regime de crossover da teoria massiva,

o qual é equivalente ao encontrado em PBC', ou seja,

—(r=1) 4% 1
T

li 3 T) ~ — — . 4.2
?LIEOC Ky 0;T) 3 (4.230)

Observe que as tnicas diferengas em relagao ao caso massivo (ver (4.213)), é a presenca de
um fator multiplicativo 7 a mais, que surge devido a integracao do parametro de Feynman,
e o aparecimento da escala k no lugar da massa u, o que ja era esperado. A equivaléncia
massivo/nao-massivo continua a ocorrer para DBC' (1 = —1), pois nesse caso a divergéncia
linear também é cancelada. Temos portanto

lim CY (1, i7) ~ 21n(kL) — —oc. (4.231)

Vemos entao que o resultado acima é totalmente equivalente ao encontrado na teoria massiva
e, consequentemente, o paralelo com ABC também é satisfeito em todos os aspectos. Desse
modo, completamos a nossa andlise para diferentes valores de L em ambas as condicoes de
contorno (NBC e DBC). A equivaléncia entre as teorias massiva e nao-massiva é portanto
estabelecida no que diz respeito ao crossover dimensional.

Na nossa andlise para o caso nao-massivo, acessamos as regioes (ii) e (iii) da varidvel de
escala % ao fazer L variar de infinito a valores finitos seguindo a prescrigao ja realizada por SL
em PBC e ABC. Vimos entao a persisténcia de termos de correcao em L mesmo no limite
L 0. Contanto que evitemos valores pequenos para L, a expansido em e ainda permanece
valida nesse limite. Portanto, nao consideraremos mais, para NBC e DBC, a conjectura
fenomenoldgica para as trés regides de escala. Para L suficientemente grande, podemos variar
% de zero a infinito sem invalidar o método perturbativo. Os termos de correcao permanecerao
bem comportados e, portanto, nao existe nenhuma inconsisténcia na utilizagao da regularizacao

dimensional com a expansao em € no calculo das integrais de ordens 2 e 3 loops.

4.7 Renormalizacao na teoria massiva com NBC e DB(C

As divergéncias no regime ultravioleta que vimos no capitulo 2, e que persistiram no trata-
mento com PBC e ABC, também sao encontradas ao impormos N BC ou DBC' aos campos.
Temos ainda um niimero finito de divergéncias primitivas na dimensao critica d. = 4. Portanto,
um nimero também finito de constantes de renormalizacao serao necessarias e o procedimento
de renormalizacao é o mesmo apresentado no capitulo anterior. Temos entao que

£
2

M
F%E7M) (kh il? kl,’7 Z;’a 9, M) - (ZC(I’T)> <Zg;)) F(E,M)(k:lﬂ il7 k;” ZE” >\7 Ho; A)7 (4232>
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onde os indices | = 1,2,...,FE el’ = 1,..., M rotulam os momentos externos k; e kj,, assim
como os modos i; e i), dos quase-momentos associados com o campo ¢ e 0 campo composto ¢,
respectivamente. Nao incluiremos o indice 7 nas funcoes I' para simplificar a notacao.

As constantes de renormalizacao multiplicativas (Z?) e <Zg2)> podem ser determinadas

por condigoes de normalizagao semelhantes aquelas consideradas em (2.132), e devem refletir
os diferentes valores das funcoes de vértice de acordo com a condicao de contorno considerada.
Portanto, embora a massa renormalizada p ja seja independente das condigoes de contorno,
visto que 7 nao aparece explicitamente na funcao de vértice de 2 pontos, é interessante torna-la
também independente do quase-momento externo i. Ao mesmo tempo, devemos incluir nessas
novas condicoes de normalizacao as multiplicidades que surgem nesse formalismo. Propomos
entao o seguinte conjunto de condicoes de normalizagao para as funcgoes de vértice

TP (k=0,i: g, 1) = p® + %% = (1 + 1%2); (4.233a)
irﬁ?(/{:, it g, 1) =1; (4.233D)
Ok? k2=0
'Y (k =0,i: g, 1) = 30g: (4.233¢)
TV (k= 0,0k =0,j:g, 1) = ;r, (4.233d)

onde, seguindo a estrutura de construgao apontada anteriormente, temos

— 1
T (ki K s g 0) = 5 (TR (ki 2039, ) + DR (kK =24 9, ) | +

+ T (ki K05 g, ). (4.234)

. 2,1 . :
Para cada uma das funcoes I’g% ) descritas acima temos

D (0,4,0,2i5 g, 1) = TR (04,0, 23 9, ) = 5 (4.235)

r>1(0,4,0,0: g, 1) = 1. (4.235D)

Um detalhe importante nas condigoes acima é que a unica funcao de vértice que possui o
propagador da inser¢do (perna em “zigue-zague”) com momento e quase-momento nulo é
re(0,4,0,0; g, 1).

Mesmo com o sistema submetido a condicoes de contorno de Neumann ou Dirichlet, te-
mos liberdade na escolha do parametro p para A e A fixos, o que nos remete as equagoes de
Callan-Symanzik associadas as transformacoes infinitesimais do grupo de renormalizacao em
uma teoria massiva. Podemos investigar entao como as equagoes de Callan-Symanzik refletem
as modificagoes nas condigoes de normalizagao dadas em (4.233) para NBC ou DBC, nesse
formalismo unificado.
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4.7.1 Equacoes de Callan-Symanzik com NBC e DBC

A partir da equagao (4.232), podemos escrever

0 (E,M) T 9 O\ E2 (oM
— UL (kyy i, ki p, g) = (Z ) (Z >
(Mau)w\ r Ry, ks iy 07, ) Mau A o P2 X

x F(E,M) (kla Z.la kl,’a Z;’a Hga )\7 A)] : (4236)

Apés realizarmos a derivada, obtemos

a T a E T T E,.M . .
(Ma—u + B )8_9 - 575}) + M’Y<(1>2)> FER )(kz,’lz,kf/%/;u,g) =

O N
= U (ﬂ) (Zé )) F%E,M—i-l)(kla i, ks 150, 0,05 1, g),  (4.237)
Ot ) s

() o1 Z(")
onde as funcoes de Wilson sao definidas por: (7 = ug—i, %(1:) = ,uahgi‘l’ e 75;2) = —u I;#‘I’Q ,

além disso, também utilizamos

0
F(E7M+1)(k:lv il? k;’v i;’a 07 0; Ko, )" A) = a_MQF(E’M)(k:la il: ]{52/, Z.E’; Ho, )‘a A)7
0

lembrando que a derivada acima implica numa insercao de campo composto em momento e

quase-momento nulo. Tomando agora F = 2 e M = 0, usando também as condigoes (4.233a)

e (4.233d), podemos determinar o coeficiente que multiplica FE%E’MH), ou seja,

al“l’z T -1 ~\T
I (a_0> (Zé )> = [2 — 7 )] T (4.238)
/A
onde definimos para NBC e DBC

75 =75

1+ (%)2] : (4.239)

Em termos das constantes de acoplamento u e uy adimensionalizadas através de g = p‘u e
A = ufup, podemos reescrever (4.237), com auxilio do resultado (4.238), no formato conhecido
para as equagoes de Callan-Symanzik (ver (2.175))

a T a E T T . .
g + 87 gy = 397 W) + My <u>] D (ki i K s 1, ) =

= 122 [2 =30 @) T (s v, K 1, 0,05, w). (4:240)
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Temos agora todas as fungoes de Wilson presentes na equagao anterior descritas em termos de
parametros adimensionais, a saber:

M\
B () = —e (algi) , (4.241a)
u
(r) (), 010 Zg)
Yo (u) =B (u)— =, (4.241D)
. Ol Z\7)
Vc(p?)(u) = 8D () —au@ . (4.241c)

Exceto pela dependéncia nas condi¢oes de contorno através do parametro 7, essas funcoes sao
muito similares as equagoes dadas em (2.149).

A tnica diferenca entre (4.240) e a correspondente para o sistema infinito (2.175) é a presenca
da funcao /7\51:) (u) que, de acordo com (4.239), é essencialmente uma versao reescalada de 7((;) (u),
como ocorre em PBC' e ABC (ver (3.41)). No limite L — oo (¢ — 0), recuperamos as equagoes
de Callan-Symanzik do sistema infinito.

E importante lembrar que o mesmo argumento que foi utilizado em relacao a expressao
(3.42), para o sistema submetido a PBC', também é vélido aqui, ou seja, quando consideramos
os momentos externos no regime ultravioleta (% — 00), o lado direito da equagao (4.240)
também pode ser desprezado ordem a ordem na expansao diagramatica. Logo, a teoria massiva
serd invariante por escala desde que a constante de acoplamento seja colocada no ponto fixo
nao trivial ug;), dependente agora das condi¢oes de contorno de Dirichlet ou Neumann e de
L. Portanto, as solugoes de (4.240) serao obtidas de forma andloga aquelas para um sistema
infinito e as leis de escala provenientes dessas solucoes permitirao o calculo dos expoentes criticos
através das equagoes (2.159) e (2.172), pela utilizacdo do ponto fixo ul) associado ao regime

ultravioleta.

4.7.2 Funcao (3, ponto fixo e expoentes criticos na teoria massiva

Vamos agora calcular explicitamente os expoentes criticos para o nosso sistema na teoria
massiva. Seguiremos de perto os passos realizados para o caso do sistema infinito descrito no
capitulo 2, pois, em termos de equacoes simbdlicas, existem poucas diferencas em relagao ao
NoSSO €aso.

Vimos que as condigoes de normalizacao foram modificadas em relacao as condigoes impostas
em PBC para incluir as multiplicidades que surgem no formalismo. As quatro condig¢oes de
normalizagao dadas em (4.233) sdo suficientes para determinarmos g (constante de acoplamento
renormalizada), Zd(f) e Z;Z). E importante lembrar que apesar de continuarmos utilizando o
simbolo p para a massa, esta ja estd renormalizada e a equacdo (4.233a) é uma reafirmacao da
redefinicao da massa.
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Voltando as equagoes de Callan-Symanzik, ja no limite ultravioleta (equa¢ao homogénea),
vemos que as principais fungoes a serem calculadas sao as fun¢oes de Wilson dadas em (4.241).
Assim como no caso do sistema infinito é conveniente definir

(1)
a ln Z 2
_(T) — T ¢
75 () =~ w) (—au ) , (1242

onde 7((;;) = Z;T) Z;?.
Inicialmente, vamos expandir a constante de acoplamento nao renormalizada adimensional

u(()T), e as constantes de renormalizagao Z(;T) e 75;2) em termos da constante de acoplamento

renormalizada adimensional u da seguinte forma

u” = u(l + a7 u + afu?); (4.243a)
70 =14 Put (4.243¢)

Nao estamos usando o simbolo 7 para u para que a notacao nao fique muito carregada, o que
nao acarretara nenhum problema no prosseguimento dos calculos.
A partir de (4.233b), vemos que é necessério calcular

0
— T (L -
akQF (k727)‘7”)

onde, comparando com (4.31), podemos escrever

=1- B2 + B{ud, (4.244)
k2=0

. N+2\ 8
By = p (—+) =3 [Ds(k, i;0, 1) + 3D5(k, 0,45 0, p1) + 37D5(k, 4, 0; 0, u)l (4.245)

18 ok?

k2=0

Utilizando a expressao (4.179), chegamos a

(r) _
2 144e

l——+eW

N+2 € ~ (1)
— 1 0

(i; r)] . (4.246)

Também temos que

3 (N+2)(N+8) 0
108 0k?

B = p [D5(k,z';a, 1) + Di(k, 0,450, 1) +

+ 7DL(k,1,0;0, 1) + 4D7(k,1,0; 0, ) + 47 D5 (k, 0,4; o, ,u)} (4.247)

k2=0

De acordo com (4.181), ficamos com:
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B = (N + 21)0(é7\f +8) {_L [1 _ ;e mN/ff) (i 7“)} } . (4.248)

Agora, para a funcao de 4 pontos nao-renormalizada podemos escrever
T (k =0,i;\0,p1) = opBug — AW + (ADT + AP )3, (4.249)
onde, comparando com (4.32), escrevemos
N +8

a0 = g (Y2 [r o+ 2105000+ 200 0,000+

+ 271'(k, 2i,0; 0, ) 4 4I' (K, 4,3 0, M)]

. (4.250)

k2=0
Utilizando agora (4.175), encontramos

N +38 € €
() _ _ L g
AP = 3{ —[1-5+ 5 (z,r)]}, (4.251)

onde podemos ver que a multiplicidade aparece explicitamente.
Utilizando (4.32), é possivel mostrar que

36
+ 4Tj(k7 0; g, u)ll(ka 07 07 g, :u) + 47—](1{:7 2Za g, M)I/(k7 22, Oa g, M) +

N?2 4+ 6N +20
Aél)(ﬂ:f( = )[12(k72i;a,ﬂ)+212(k70?‘77“)+

+ AI(k, 0;0, p)I' (ki) 0, 1) + 41 (K, 205 0, p) ' (k, i, 4; 0, u)} (4.252)

k2=0
Do calculo da integrais acima e da construgao exibida em (4.177), obtemos

N2 +6N + 20 1 €
A(l)(T) — 3 - [1 _
2 36 s

Da equagao (4.32), podemos concluir ainda que

—~

¢ r)] }2 . (4.253)

N

€
2

. 5N + 22 ,
AP = u%TJF [w, 2i; 0, 11) + 214(k, 05 0, 12) + 27 L4 (k,0,0; 0, ) +
. (4.254)

+ 2714(k, 2i,0; 0, p) + 415 (k, i, 4; 0, u)}
k2=0
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Pela utiliza¢ao de (4.178), encontramos
(@)(r) _ o J 5N +22 € D
Ja para a funcgao de vértice com insercao de campo composto, escrevemos a seguinte ex-

pansao simbdlica

— 3 T T T
F = 0,60 o) = S O+ (O O, (a256)

Comparando a ultima equagao com (4.33), obtemos

] N+2 |
Cf ) — %Mf (%) {[(kj, 2i;0, 1) + 2I(k,0; 0, 1) + 271 (k,0,0; 0, 1) +
+271'(k, 2i,0;0, 1) + 41 (k, 1, 4; 0, ,u)l ., (4.257)
k2=0
que com o uso de (4.182), reduz-se a
(n_3 N+2[ € ]
cy = 27‘{ o 1 2+2C% (;7)| ¢, (4.258)
Além disso, temos que
N +2)\°
Cél)(T) = g:uge (T+) |:]2(k7 2150, /’L) + 212(k7 0; o, M) +
+ 471k, 0;0, ) I'(k,0,0; 0, ) + 471 (k, 24; 0, p)1'(k, 24,050, 1) +
+ AI(k,0;0, p)I' (ki) 0, ) + 41 (k, 205 0, p) ' (k, i, 4; 0, u)} (4.259)
k2=0
Empregando agora (4.183), concluimos que
W 3 N+2 21 € € (1) 2
1)(r ), .
C — 57- (—6 ) {Z [1 ~3 + 5% (2;7’)} } . (4.260)
Finalmente, o tltimo coeficiente de ') pode ser escrito na forma
N+2
052)(7—) = %MZET_I— |:I4(k’ 240, :u) + 2I4<k7 0; o, ,LL) + 27]4/1(]{:7 0,0;0, /1“) +
+ 2714 (k, 2i,0; 0, p) + 414 (k, i, 4; 0, u)} (4.261)
k2=0
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Fazendo uso de (4.184), resulta na seguinte expressao

@) _ 3 JN+2 €
Note que os coeficientes A e C' carregam explicitamente a multiplicidade introduzida pela
troca da representacao das funcoes base de senos e cossenos por exponenciais para condigoes
de contorno de Neumann e Dirichlet.
Utilizando as condigoes de normalizagao e lembrando que, de um modo geral, temos F%E’L) =

E
Z;Z ég ['P:L) | chegamos as seguintes expressoes para os coeficientes em (4.243)

T A(T)
o) = %; (4.263a)
(r) AP\ 1 W) | 4@ (r)
b = B (4.263¢)
b — 2BPal” — B, (4.263d)
b2
7 = 3—70{ ) (4.263¢)
T 2 T T T 2 (T 2)(7
& = 2+ d)Cr - 2P0+ P, (42691

Repare que a maioria das expressoes simbodlicas acima nao correspondem perfeitamente ao que
é encontrado em PBC ou ABC. Isto é devido a redefinigao das condigoes de normalizagao para
absorver as multiplicidades que surgem no desenvolvimento da técnica. Ressaltamos porém que
essa é apenas uma aparente discordancia pois, a partir das expressoes acima encontramos

N +8 € €
(1) [1 S ] 4.264
N Ge 2 2% (2,7“) ’ ( 20 )

. N+8\> (N2+2IN+86) N+2 (N2+16N+64) () .
% ( >—( )4 i )i, (4.265)

6e 36¢ T2¢ 36¢

onde descartamos os termos regulares que ainda persistiam em ag).

Temos agora

()
- 1— =
b2 144¢ 1w

(N +2)(N +8) {1_7

N +2 [ Y (i;r)] ; (4.266)

by = —

3 (.
15062 €+ §e§( )(@; T):| . (4.267)
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~ (1)
Observe que em bz(f) o termo W, (¢;7) ja foi cancelado.

Temos ainda

C(T)—N+2 E
L 6e 2

SR (4.268)

[ NFIW+5)  (N+2)EN+13) (N2 + 7N +10)
2 362 72 36¢

De fato, todos os coeficientes mantém uma estrutura inteiramente analoga aos seus correspon-
dentes em condigoes de contorno peridédicas ou antiperiodicas. A diferenca esta nas expressoes

7). (4.269)

l\.’)\»—‘/-\

~ (T
explicitas dos termos de correcao de tamanho finito, isto é, (Y) (;7) e Wy (i;7), os quais sdo
2

dados por

—~

¢ (i) =

4 4
{27"7'—}- 7 + L + 2f%(077“_1) +

1+V4r2i2 +1  r2i2+1
V14122

1

co|>—x

D=

+ F7=9(0,2i:r) — 2

arcsinh(ri) — 1]}; (4.270)

~(7) =0, . , . 2 . .
Wo (ir)=W5 (i) +6r {[7’(0,2; r) + 7P 05 )] = ~[L£6(0, 4 1) + 7L (7, 0; 7’)]} :
(4.271)
onde temos 7 = 1 para NBC' e 7 = —1 para DBC.
Queremos calcular agora as funcoes de Wilson. Lembrando que elas estao relacionadas a
u(()T), Zg) eaZe que estes estao relacionados a u(” e aos coeficientes dados acima, podemos

¢2
escrever
B () = —eu{l — a{Vu + 2[(al7)? — a{)u?}: (4.272a)
70 () = —euf2bu + (3657 — 26 a7 )u); (4.272D)
72 () = eufel” + 2657 — (7)) = a7 u}. (4.272¢)
Assim, substituindo os coeficientes encontrados chegamos a
N +8 3N + 14
B () = —eu + T+ L4 S| @ %u? (4.273)

7y (u) =

N+2 ~ (1) N+8[ —~(
(N+2) , { ‘ +[1+

= 1-S4e W, (i;r) — —— W, (i;7r) — Q‘é )(z 7“):| u} . (4.274)
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N+2
A P S

N N+2
#2 Ci )(Z;T) U — ( )u2'

6 2 273 12
Note que todas as fungoes de Wilson sao regulares para ¢ — 0, embora ainda dependam dos
termos de correcao de tamanho finito.

A condicao para encontrarmos o ponto fixo da teoria é dada por: 5(7)(u<(;)) = 0, onde ull)
é o ponto fixo na teoria massiva. Assim, o ponto fixo nao trivial no regime ultravioleta é dado
por

(4.275)

—~

1
_Eg

SIS

ul = N6fr - { € {% +% T)(z';r)} } (4.276)

Note que o ponto fixo ainda exibe uma dependéncia na condi¢ao de contorno.
O expoente critico n denominado de dimensao anomala pode ser calculado através da ex-
pressao

Do (N+2) 6(3N +14) 1
Wé)(u(oo))—ﬂ—me {1+€|:W—Z:|}, (4277)

onde observamos a completa independéncia das condigoes de contorno. A expressao acima ¢é
a mesma encontrada para o sistema totalmente infinito em d dimensoes, assim como o mesmo
encontrado em PBC e ABC, o que reafirma o carater universal desse expoente critico.

Ainda temos que:

(V+2) [1 6N—+18} (4.278)

M )y — WY T2
Yoz (toc) (N+8) | T (Nrse"

Note que 72;) (ug))) ja nao depende do termo de correcao que surge da condicao de contorno

de Dirichlet ou de Neumann. Podemos entao encontrar o expoente critico do comprimento de
correlagao (v) utilizando a seguinte relagao de escala

v =2-70 ) —n. (4.279)

Sendo assim, temos

1 N N+2 N (N 4+ 2)(N?+ 23N +60) ,
v=— €
2 4(N +38) 8(N +8)3
O expoente critico acima também ¢ idéntico ao expoente encontrado para o sistema totalmente
infinito em d dimensoes e em PBC' e ABC, logo, pelas relacoes de escala entre os expoentes,
todos os outros também serao os mesmos, ou seja, totalmente independentes das condicoes de

contorno impostas as placas delimitadoras do sistema.

(4.280)
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4.8 Renormalizacao na teoria sem massa com NBC e
DBC

Nesta se¢ao, abordaremos o mesmo tipo de sistema com geometria de superficies planas e
paralelas separadas por uma distancia L com o campo nas superficies submetido a condicao de
Neumann ou de Dirichlet. Entretanto, tomaremos agora a massa do propagador como sendo
nula. Com p = 0, estamos exatamente no ponto critico e, consequentemente, o comprimento de
correlagao ¢é infinito (£ ~ p~1). Como é préprio da teoria sem massa, dois tipos de divergéncias
aparecem. O primeiro tipo esta ligado ao regime ultravioleta. Tais divergéncias ja foram abor-
dadas na secao anterior e, como vimos, podem ser removidas através da renormalizacao. O
outro tipo de divergéncia é de carater fisico e estd associado ao regime infravermelho. Dessa
forma, as condigoes de normalizagao na teoria sem massa nao devem ser tomadas em momento
externo nulo. Ressaltamos que isto nao impede que os quase-momentos externos sejam nulos.
A restricao para os quase-momentos externos estd associada a condi¢ao de contorno e nao ao
regime infravermelho, o que é confirmado por SL em [41], onde todas as condi¢oes de norma-
lizacao sao tomadas em quase-momento externo nulo para condi¢oes de contorno periddicas e
antiperiodicas.

De acordo com a prescri¢ao ja realizada para o sistema infinito (Capitulo 2), com a massa
nula, uma nova escala de momento é introduzida (k) e devemos calcular as fung¢oes no ponto
simétrico definido em (2.145). Porém, ao contrério do sistema infinito e diferentemente de PBC
ou ABC, as condigoes de normalizacao sao modificadas para

T (k = 0,5 9,1 = 0) = 0% (4.281a)
0

F k =1; 4.281b

ak,Q ( 77’7 g) K22 ) ( )

F%)(k‘ = K,i;9) = 304; (4.281c)

F 2 1)(k = K,1,7;9) = 2 (4.281d)

onde, similarmente ao caso massivo, definimos

1

5 [T (i K 20 9) + TRV (ki K, —2irg) | +

F(21 (k,i, K, j;9) = =
+ 7TV (ki K 0,g). (4.282)

Para cada uma das funcoes F ) descritas acima, temos

T (i, 20,205 9) = T8 (1, i, —2k, 205 g) = —

;; (4.283a)
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TV (k,4,0,0:9) = 1. (4.283D)

As caracteristicas basicas que diferenciavam a teoria sem massa da teoria massiva no sistema
infinito, com relagao as suas constantes de renormalizacao, continuam validas; mesmo com a
imposicao de condigoes de contorno ao sistema. Como resultado, assim como ocorreu em PBC
e ABC, teremos uma pequena modificagdo na equagao (2.130), isto é,

Fg{E7M)<kla ilapl/a Zg’v R, g) = (Zg-))E/Q(Zg;))MF(E7M)(kla Z'l7pl/7 Z;’a )‘7 A): (4284>

onde usamos a mesma notagao empregada na equacao (3.36).

As constantes de renormalizacao podem ser calculadas seguindo passos semelhantes aos da
teoria massiva. Porém, as constantes A, Zg), Zg;) dependem agora de x e nao de u. As solugoes
das integrais de Feynman que devem ser empregadas sao aquelas calculadas com pu = 0 e com
os momentos externos no ponto simétrico. Um fato interessante nesse formalismo em relacao
as solucoes das integrais de Feynman, é que apenas as singularidades subdominantes e termos
regulares em € sao diferentes daqueles obtidos com p # 0.

4.8.1 Equacoes do grupo de renormalizacao com NBC e DBC

O efeito da aplicacao de condicoes de contorno de Neumann ou Dirichlet aos campos nas
superficies confinantes nao altera o fato de que as condi¢ées de normalizacao sao arbitrarias.
Por conseguinte, a tnica restrigao para tais condigoes é tornar a equagao (4.284) finita. Assim,
podemos variar £ deixando A e A fixos. Considerando variagoes infinitesimais em k, obtemos
equacoes diferenciais para as fungoes de vértice que conduzem a descricao do comportamento
dos observaveis fisicos no ponto critico. Lembramos que o quase-momento externo ¢ também é
fixo e podemos associar qualquer valor inteiro positivo para ele.

Derivando a equagao (4.284) em relagao a In k para X e A fixos, apds algumas manipulagdes
algébricas, chegamos as equagoes do grupo de renormalizacao para o nosso caso

0
il (1)
Ham + 7 (u)

0o FE - . .

e~ 58 (W + MR ) | T (o dju ) =0, (4.285)
onde as unicas modificagoes com relacao ao sistema infinito aparecem na dependéncia em 7 e L
das fungoes de Wilson escritas de forma anédloga aquelas dadas na equagao (4.241) para o caso
massivo.

4.8.2 Funcao [, ponto fixo e expoentes criticos na teoria sem massa

De acordo com o que foi visto, as expressoes simbodlicas para as funcoes de Wilson con-
tinuarao as mesmas se utilizarmos as equacoes em sua forma adimensional, ou seja, através
da adimensionalizacao da constante de acoplamento. Além disso, no caso sem massa devemos
fazer 1 = 0 e k? = k2. Assim, o que de fato mudard serao as expressoes explicitas, ja que as
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solugoes das integrais sem massa sao diferentes das massivas. Portanto, as expansoes dadas em

(4.243) continuam vélidas nos permitindo escrever

0 (7),,2 (1)
akQF UURIPY s =1— By u} + By uy,
onde,
. 5N +2 0
By = ™ 18 k2 {D:-z(’€ i0) +3D5(k, 0,4; 0) + 37Dy (k, 4, 0; U>] K2
- JAN+2)(N+38) 0 . :
Bé ) — 8 TE 12 Ds(k,i;0) + Dy(k,0,1;0) +
+ 7D4(k,i,0;0) 4+ 4Dz (k. i,0;0) + 47 D% (k,0,1; Uﬂ
k2=k2
Utilizando (4.190) e (4.192) obtemos, respectivamente
’ N+2 5 —(7) -
n (N+2)(N+38) 1 [
By = 108 T 6e? [1 + 26— 3Ty (“’wﬂ ‘
Agora, para a funcao de 4 pontos nao-renormalizada podemos escrever
POk = ki3 A, 0) = ox[3up — AP + (AP + AP,
onde,
. N+38 .
Ag ) _ € N+eo {[(k, 2i;0) + 21(k,0;0) + 271'(k,0,0;0) +
+271'(k, 2i,0;0) + 41 (k, 1, 1; U)]
52— 2
N2 +6N +20
AP e + = + []2(k,2@';a) +2I%(k,0;0) +

+471(k,0;0)I'(k,0,0;0) + 471 (k, 2i;0)1'(k, 2i,0;0) +

+ 41(k,0;0)'(k,i,i;0) + 41 (k, 2i;0)I'(k, 1, 1; 0)}

k2=x2

(4.286)

(4.287)

(4.288)

(4.289)

(4.290)

(4.291)

(4.292)

(4.293)
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2 BN + 22
K —_—

2)(T
ADO) _ .

[[4(/{7 2i;0) + 214(k,0;0) 4+ 271 (k,0,0;0) +

+ 2714(k, 2i,0;0) + 41, (k, i, i; U)}

(4.294)

k2—p2

A partir de (4.186), (4.188) e (4.189), chegamos respectivamente aos resultados simplificados
abaixo

N + 8 € €—(1
(1) _ [ € ex(n, .- }
A 3{ 6 ' T a4 mET (4.285)
N?+6N +20\ (1 € | €x(n) ’
(T a
Aé)():?’( 3 ){E[”Té% twim)] - (4.296)
SN + 22 3 =(r), . _
A@@) _ o it ) : , 4.2
5 39 52 + et eCy (R T (4.297)
Ja para a funcao de vértice com insercao de campo composto no caso sem massa temos
= 3 T T T
T (k= i, ji A, ) = 57— 7w + (G0 + ), (4.298)
onde,
N+2
C}T) _ %He g_ |:[(k»7 2i; 0) + 2[(]{;7 0; 0, pJ) + 27’[’(1{3, 0,0; (7) +

+ 271'(k, 2i,0;0) + 4I'(k, 1, 1; 0)1 ., (4.299)
E2—2
T N +2\?
g = 7 (—6 ) {Iz(kz,%; o) +2I%(k,0;0) +
+471(k,0;0)I'(k,0,0;0) + 471 (k,2i;0)1'(k, 2i,0;0) +
+41(k,0;0)'(k,i,4;0) + 41 (k, 2i;0)I'(k, 1, 1; 0)} (4.300)
k2—k2
N+2
P = %R2E—; [z4<k, 2i;0) + 214(k, 05 0) + 27 I3k, 0,0; 0) +
+ 2714(k, 2i,0;0) + 41y (k, i, i; 0)} (4.301)
k2=x2
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De acordo com (4.193a), (4.193c) e (4.193c), encontramos, respectivamente

(T) :§ N+2 6 E—( ‘._:| 4 2
Cy 57 { o 2% (K, ;7)) ¢ (4.302)
2
W@ _ 3 (N+2 1[1 €, 70 -.—} 4
s =37 ( 5 ) { + 5 + QC% (k,3;T)| p - (4.303)
@@ _3_JN+2 3 -,
= - 1+ - 1 ; . 4.304
Cs 27{ 152 + 26+6<§ (K,4;T) (4.304)

E facil ver que as multiplicidades em todas os diagramas sao mesmas observadas no caso
massivo.

Podemos agora substituir as expressdes acima nas equagoes dadas em (4.263), para obter
com isso os seguintes coeficientes

a\” = NGJQS 15+ 50 (i) (4.305)

ol = (NGJE 8)2 cik +3§6N 86) 1 <Ngr 8) ¢, is7). (4.306)
b7 = —]\1[ 412 {1 + Ze - QGW(()T)(H,Z';F)} : (4.307)

bgT) = _W +1§2)<6]e\;+ 8) [1 Z g Z(% (m,z,r)] : (4.308)

(1)

Observe que em by’ o termo W(()T)(/{, i;7) ja foi cancelado. Agora,

N+ 2 €  €—(r
(1) [1 =) —} 4
o = o —|—2+2 1 (k,3;7)] ; (4.309)

7 (N+2)(N+5) (2N? + 11N + 14) n (N? + 7N + 10)
C =
2 36¢2 72¢ 36¢
Podemos observar que, assim como ocorreu na teoria massiva, todos os coeficientes sao analogos

aos seus correspondentes em PBC ou ABC, diferindo pela definicao dos termos de correcao de
tamanho finito, os quais sao dados aqui por

(m,i;?). (4.310)

I\J\H’ ~

r

1
2

O oy 1 1 1 ('=0) (. (-7
Ci' (K, 4;T) = 3 {27“71’7’ + 8T arctan <2m> + 477 arcsin (Wﬂ) +2F) (K, 0;T) +

+ By, 2057) — In[47%? + 1]} - (431)
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T T'= P 3_ = P - _
W[() )(/i, iT) = Wé 0)(,%, i;T) — ST {[77(0, i;T) +7P(i,0;7)] +

— i[MB(/ﬁ, 0,4;7) + TMy(k, i, O;F)]} . (4.312)

rm

Utilizando os coeficientes acima podemos escrever as fungoes de Wilson na teoria sem massa,
ou seja,

N +8 €=(r), . _ (BN + 14)
() = — _[ 80 (k5 } 2 T, .
BT (u) eu + 5 1+ < 5 + 2C§ (k,5;7)| u TR (4.313)
My (N+2) 5 = _N+87 T
Yy (u) = o U 1+4e 2eW, (05 T) T [1 4W0 (/{,z,r) 2(’% (ﬁ,z,r)}u .
(4.314)
_ N +2 T, (N +2)
() () — 1 =) Ju- 2 431
Vg2 (u) = G +2+ Cl( ;7)) | u TR (4.315)

Note que, assim como ocorreu na teoria massiva, todas as fun¢oes de Wilson sao regulares para
€ — 0, embora ainda dependam dos termos de correcao de tamanho finito.

A condicdo para encontrarmos o ponto fixo nesse caso é dada por: A (u*(7)) = 0, onde
u*(7) é o ponto fixo da teoria ndo massiva. Assim, aplicando a condicdo acima, encontramos
que o ponto fixo nao trivial estavel no regime infravermelho em NBC' e DBC' é dado por

Ge S3BN+14) 1 1o, . _
(") = P el e )| b 4.316
B N+8{ +€[ (NteE 3 2% WET) (4.316)

Note que o ponto fixo ainda exibe uma dependéncia da condi¢ao de contorno.
O expoente critico n na teoria sem massa pode ser calculado através da relacao

D (N+2) 6(3N +14) 1
0 == g {1 Pl o

Resultado idéntico aquele do sistema infinito.

A funcao 7((;2) (u*(M) pode ser expandida em €, o que fornece o seguinte resultado

AELR AT w319

T (W) = (N+8) | T (N2

o qual é idéntico ao caso massivo. Podemos entao encontrar o expoente critico do comprimento
de correlagao (v) utilizando a seguinte relagao de escala

v =270 ) -, (4.319)
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resultando na expressao

1+ N+2 e+<N+2>(N2+23N+60)2
2 4(N+38) 8(N +38)3

Note que todos os expoentes sao idénticos aqueles da teoria massiva, e concordam com os
resultados obtidos para o sistema de tamanho infinito. E importante perceber que todos os
expoentes sao independentes das condi¢oes de contorno.

Através dos resultados acima, vemos que a teoria sem massa é completamente equivalente
a teoria massiva também para um sistema restrito a condicoes de contorno de Neumann ou de
Dirichlet. Nao temos motivos para inferir que em loops mais altos essa equivaléncia nao ocorra.
Além disso, ambas as formulacoes nos levam aos mesmos expoentes criticos com a mesma classe
de universalidade (d, N) do sistema infinito, assim como ocorre para PBC ou ABC.

Outro ponto importante refere-se a variavel de escala % Devido a equivaléncia que acabamos
de constatar, vemos que, de fato, a regiao que mencionamos no capitulo anterior, definida por
% < 1, nao deve ser considerada inacessivel para o método perturbativo. Vimos que, mesmo
na temperatura critica (teoria sem massa) o escalamento de sistemas com uma geometria de

placas planas e paralelas, quando % — 0 para L finito, é consistente e bem comportado.

UV =

(4.320)



Capitulo 5

Formalismo com quase-momentos
externos nulos (o modo zero em NBC)

5.1 Introducao

Através do formalismo unificado para N BC' e DBC apresentado no capitulo anterior, fomos
capazes, nao s6 de encontrar os expoentes criticos para o sistema abordado, mas também
de estabelecer a equivaléncia entre a teoria massiva e nao-massiva. Porém, para construi-lo,
deixamos de lado o modo zero referente a imposicao de que todos os quase-momentos externos
sejam iguais a zero. Cabe agora, por completeza, aplicar tal restricao, que s6 da resultados
diferentes de zero para a condi¢ao de contorno de Neumann (7 = 1), e assim analisar quais sao
as suas implicacoes, principalmente com respeito aos limites assintoticos do termo de correcao
do tamanho finito.

Comecemos o tratamento do modo zero analisando a fun¢ao base para N BC| isto é:

u™(2) = D; cos (% jz) , (5.1)
onde 7 =0,1,2,3,---. Assim, para o modo zero, vemos que:
u=V(2) = D,. (5.2)

Logo, um valor “plausivel” para D, pode ser encontrado impondo a condicao de ortonormali-
dade (4.7), ou seja:

L
| as b er =1, (5.3)

0

o que nos da: Dy = \/% . Enquanto que, para j # 0, como visto anteriormente, temos:

ué-Tzl)(z) = \/%COS (%]Z) . (5.4)

151
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Com respeito a constante Dg, vale ressaltar que o valor encontrado pela aplicacao da
condicao de ortonormalidade nao tem relevancia fisica, pois nenhuma interpretacao de carater
probabilistico relacionada a particulas se faz necessaria nesse contexto. Sendo assim, qual-
quer outro valor mais conveniente pode ser adotado para Dy, o que equivalera apenas a uma

translacao da funcao constante u((f:l)(z). Redefiniremos, portanto, o modo zero por:

uW V() = Dy = \/% (5.5)

(r=1)

Note que a escolha acima é conveniente pois, ao fazermos agora j = 0 em u; (z), recuperamos

o valor redefinido para o modo zero. Dessa forma podemos escrever:

_ 2
U§-T_1)(Z) = \/;COS <%]Z> ) ] = 07 ]-7 27 37 e (56>

=1 ~ . . ~
Portanto, adotado esse novo valor para uéT )(z), todas as construgoes feitas anteriormente sao

agora validas para esse caso especifico. Logo, podemos aplicar diretamente o valor zero para
qualquer indice dos quase-momentos externos nos tensores dados em (4.13) e (4.15).
Lembrando agora que:

=1 1 . .
Si(l,i2,23,i4 - 2L Z 0(tay + Blas): (5.7)
a1==1
as==+1
B=+1

onde: 14 =11 * iy e, j+ = i3 +i4. Ao fazermos um dos indices da expressao acima igual a zero,
obtemos:

— 1 . . . . . . . . . . . .
(()71.17272-3 =7 [0(i1 + d2 +i3) + 6(i1 — do 4+ i3) + 0(iy +ig — i) + 0(i1 — ip — i3)]. (5.8)

) na expressao acima em relac¢ao a equagao dada em (4.28).

Note a diferenca entre a constante (1

Temos também que:

(r=1)

0,0,i1,i2 —

[6(i1 + i2) + 8(i1 — in)] (5.9)

1o

(r=1) 4 (r=1) _ : .

0’070’0 - Z, 50’07071;1 —_— O paT‘a /Ll E Z+ (510)

E importante observar que, embora as expressoes com resultados nao nulos tenham mudado por

um fator constante, elas mantiveram a mesma dependéncia em L, assim como a sua estrutura
~ =1

com relacao aos deltas, comprovando que podemos alterar o valor de u((f )(z) sem perder a

consisténcia fisica do problema. Portanto, de acordo com os resultados acima, podemos utilizar

o formalismo ja construido para os quase-momentos externos diferentes de zero também para o
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caso onde todos os quase-momentos externos sao tomados iguais a zero. A diferenca principal
é que o valor da multiplicidade sera alterado devido a redefinicao de u(() 1)(z), mas, Ccomo
mostrado no capitulo anterior, a multiplicidade nao é dotada de significado fisico, sendo possivel
absorveé-la nas condicoes de normalizagao sem malores dificuldades.

Outro ponto importante refere-se ao tensor S P , que, de uma forma mais geral, pode ser

escrito como:

ST = 0y — d2) + 8(ix + ia). (5.11)
De fato quando tratamos os quase-momentos diferentes de zero, utilizamos simplesmente
SZ(1 & = 0(iy — iz), pois naquele caso a outra possibilidade era sempre nula. Agora, para

0s quase-momentos externos iguais a zero, as duas possibilidades indicadas em (5.11) sao con-
sistentes, ja que, nessa construcao, nao especificamos o valor dos quase-momentos, incluindo
assim o caso i1 = i3 = 0 como possibilidade. Frisamos porém que, dentro do formalismo
abordado no capitulo anterior, todas as possibilidades de “fluxo” de quase-momentos ja sao
contadas desde o principio, sendo assim, a possibilidade inserida acima, especificamente no
tensor de dois indices, ja estd inserida nos tensores de 4 indices ao construirmos os diagra-
mas naquele contexto (ver (4.29), (4.35) e (5.9)). A tnica ressalva é com relagdo ao primeiro
termo da fungao de vértice de 2 pontos que, por nao possuir vértice de interacao, a segunda
possibilidade referente ao modo zero ainda nao esté incluida na contagem. Entao, para que o
formalismo seja consistente também nesse caso, devemos escrever:
STV (R + 0% + p2) = [0(i — i) + 0(i1 +i2)] (K + 0% + pi2), (5.12)
onde o = F. Para i; =iy = 0 (modo zero), obtemos:
STV + 022 4 p2) = 2 (K2 + 1?). (5.13)
A partir de (5.13) vemos que a multiplicidade que surge para a fungao de 2 pontos em 0 loop é
dada pelo fator multiplicativo 2. Lembramos que na contrugao do formalismo unificado (quase-
momentos externos diferentes de zero) nao foi necessario alterar a condigdo de normalizagao
para a derivada da fungao de 2 pontos. Porém, agora, assim como em (5.13), deve aparecer
naturalmente um fator global de 2 em todos os diagramas da funcao de vértice de 2 pontos, que
¢ a multiplicidade referente a SZ para o modo zero, ao aplicarmos 7; = i3 = 0. Sendo assim,
a condicao de normalizagao para a derivada da funcao de 2 pontos também sofrera alteragao
para absorver essa multiplicidade.
Levando em consideragao a expressao dada em (4.53) com 7 = 1, temos:

N+2 . . 1y 1_
il"e'-iQ =13 —— N |8(i_)Ds(k,iy; 0, 1) + 3D} (k‘,%,;;d,ﬂ) +

#8)Dathivion ) +30; (15 o) | G0
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Podemos ver que as duas primeiras parcelas na expressao acima estao relacionadas com §(i; —is)
e as duas ultimas com 0(iy 4 i2), 0 que gerard a multiplicidade correta ao fazermos i; = iy = 0.
Desse modo, chegamos a:

N+2
SO, =2 <1—§> X2 [Dy(k, 07, ) + 3D (k,0,0; 7, )] (5.15)

Ainda, para a funcao de 2 pontos em 3 loops, temos que:

N 4+ 2)(N +8) X3 ) . ,
'__®__' — ( 1)0(8 )? Z [5(&1@1 —OéQZQ)D5(k;705121;0-7 M)+

a1==%1
as==+1
—I—Dg /{37 &1@1—0(2@2)0[17;1+042i2;0_7u 4
2 2
n 2Dg (k‘, Oélil — OéQiQ’ C(lil + 0622-2;0_’ Iu) i
2 2
— Q111 — Qiaty Qql Qol
+2Dg(/€, 112 22’ 11‘;‘ 22307M>+

1l — Qigly

+ 2Dy’ (k> T,alil;a, uﬂ . (5.16)

Agora, para i; = i, = 0, obtemos:

N +2)(N+8
"@‘ = 5! +1>o(8 RIS [Ds5(k,0; 0, ) + Dy (,0,0; 0, ) + 2D% (K, 0,0; 0, ) +
0 0

+2Dj (k,0,0; 0, ) + 2DY' (k,0,0; 0, u)] - (5.17)

Os dois diagramas acima concordam perfeitamente em relacao a multiplicidade exibida em
(5.13). Note que utilizamos a mesma construgao com os quase-momento externos diferentes de
ZETO.

Para os diagramas da funcao de vértice de 4 pontos, fazendo iy = iy = i3 = iy = 0 em (5.7),
encontramos:

0
0= 8a . (5.18)

A partir da expressao (4.44) com 7 = 1; fazendo todos os quase-momentos externos iguais
a zero, chegamos a:

0 N , 0 N 8
X = (80)\)1—;)\ (K, 00, 1) + I (k, 0,050, 1)]. (5.19)
0

0/
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Realizando o mesmo procedimento com a expressao dada em (4.48), obtemos:

0 N , 0 N2 N +2
OO = o 20 32 (121010, 1) 200,020, (5,0.0: 0 ) +
0 “ Yo

+ i [zf(k,z,z;a,u)f}. (5.20)

l=—00

Da expressao (4.49), encontramos, ainda para a func¢ao de vértice de 4 pontos:

0~

N -0 5N + 22
/@ = (80)\)%)\2 [I4(k,K',0,0;0,u) + I} (k,K',0,0,0; 0, 1) +
0 S0

+ 217 (k,K',0,0,0;0, )] . (5.21)
Para o caso dos diagramas com insercao de campo composto, temos:
J

1 . .
i1--§-i2: 5 Z 5(2041 + B]) (522)
=

Aplicando iy =iy = 7 = 0 em (5.22), obtemos:

0

0_§_0 = 2 (5.23)

Vale ressaltar que, no modo zero, o valor das multiplicidades esta diretamente ligado ao fato
de aplicarmos os quase-momentos externos iguais a zero nos diagramas construidos especifica-
mente para o formalismo unificado, ou seja, sao multiplicidades artificiais no sentido de que se
construissemos novamente os diagramas, fazendo, desde o principio, os quase-momentos exter-
nos nulos, essas multiplicidades nao seriam as mesmas. Um bom exemplo disso é a expressao
dada em (5.19), que possui uma multiplicidade 8, mas se construida com os quase-momentos
externos nulos desde o principio, apresentaria multiplicidade 2. Outro importante exemplo
esta relacionado a insercao de campo composto pois, se considerassemos os quase-momentos
externos iguais a zero desde o comeco, a expressao (4.69), que nos permitiu definir o vértice
devido a inserc¢ao, seria dada por:

1
(2m)d-1

(@ (k,0))? = [y 59 )11 (1, 00 (1, 0). - (5.21)

Logo, comparando a expressao acima com (4.69), vemos que a parte relacionada aos quase-
momentos fica reduzida ao nimero 1, assim:
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0

v Feo— 1 (5.25)
que é o mesmo resultado encontrado para o sistema totalmente infinito [17], assim como para
PBC e ABC'. O resultado acima é importante para mostrar tanto a consisténcia da teoria em
relacao a resultados bem conhecidos, quanto para reafirmar que a multiplicidade que surge pela
utilizacao do formalismo unificado nao possue relevancia fisica. Sendo assim, para que haja
compatibilidade entre os diagramas de campo composto e as expressoes para os diagramas das
outras fungoes de vértice, utilizaremos a mesma constru¢ao dada em (4.97) fazendo todos os
quase-momentos externos iguais a zero, em conjunto com (5.23), ou seja:

0 0 0

% o--%-o + 0--%-0 + 0--%-0 = 4. (5.26)

Vemos entao que, assim como ocorreu nos outros casos, podemos utilizar a mesma construgao do
formalismo unificado, mas, teremos uma multiplicidade diferente. Para os diagramas de campo
composto, a multiplicidade tem valor 4, ao invés de % quando os quase-momentos externos sao
diferentes de zero. Assim, para os préximos diagramas, utilizando o mesmo fator de conversao
(%), podemos levar a funcao I'® em I'®Y de maneira similar ao realizado no capitulo anterior.
Tomando por base as expressoes dadas em (4.81), (4.83) e (4.84), ficamos com:

%(0_5_0 n 0_5_0 )+ 0_5_0 .y (N+2) NI(k, 050, 1) + I'(k,0,0: 0, 1)) (5.27a)

6

0 0 0
é é é N+2\? 5 (1
- d-0to-Ned-0 |t o0-Ne-0=4 6 A {[ (k,0;0, 1); +

+21(k,0;0, )T’ (k,0,0;0,p) + > [T’ (k,l,l;a,u)]Q}; (5.27b)

l=—00

é é +o @ 0o=4 N+2>/\2[[4(kk‘/000#)

+ I (k,K,0,0,0;0, 1) + 217 (k, K,0,0,0; 0, )] . (5.27¢)
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5.2 Expoentes criticos na teoria massiva para o modo
Zero

Como, do ponto de vista simbdlico, a altera ao que ocorre nas equacoes de Callan-Symanzik

para o modo zero é dada apenas por: 7(1) — 7(1, , as fungoes de Wilson encontradas em (4.240)
continuam sendo definidas por:

T=1) -1

BTV (u) = —e (811&%) ; (5.28a)
T_ _ dn Z™=Y

f&*%o:whww(—ﬁﬁ>—>; (5.280)
Oln Z(T”

() = =80 (w) (8—j> . (5.28¢)

Aqui também podemos definir:

—(t=1)
— — (9 InZz 2
767 ) = w—ww(—fﬁ?—), (5.29)

(=1 T= T= z 7
onde novamente temos: Z ((;2 ) = Z(; DZ(E)Q Y. Como neste capitulo sé trataremos com N BC),
nao explicitaremos mais o indice 7 nao equagoes.
De acordo com as expansoes dadas em (4.243), temos também que:

B(u) = —eu{l — ayu + 2[(a1)? — agju*}; (5.30a)
Yo(u) = —eu[2byu + (3bs — 2bgay )u’); (5.30b)
Y2 (u) = eu{cs + [2¢2 — (c1)® — arcy]u}. (5.30¢)

As mudancas fundamentais relacionadas as multiplicidades do modo zero serao refletidas
nas condicoes de normalizagao que, no caso massivo, serao dadas agora por:

TP (k= 0,i = 0;g, ) = 20 (5.31a)
0 @
— TP (k,i = 0; =2 5.31b
ozl ke Ky =039, 1) P (5.31b)
F}?(k =0,i=0;g,1) = 80g; (5.31c¢)
FR (k:*O i=0,j=0;g,u) =4, (5.31d)

onde, seguindo a estrutura de construgao apontada anteriormente, temos:
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_(2’1) . . 1 , . .
PR ( :0,2:07]:O,Q,M)E§ [Fgl)(k‘:o,l:07j:0,g,ﬂ)+

+ Tk = 0,0 =0, = 09, 0)| + TV (k= 0, = 0,5 = 0:9,0). (5.32)

Em paralelo ao realizado no capitulo anterior, vamos considerar que a expansao da derivada
da funcao de 2 pontos nao renormalizada é dada simbolicamente por:

0

— TP (ki =0\, p) = 2 — Byu? + Bsu3, (5.33)
Ok? K220
onde,
N+2 0
_ 2e . .
By =2 T@{D3(l€7oa g, M) +3Dg(k70701 leu>:| k2:07 (534>
e7
BS - 21“ 108 k2 D5(k,OaUaM)‘*‘Dé(k,O»O,@H) +
+ Q(Dg<k> 07 O; g, ,u) + Eg(ka 07 O; g, M) + 2Dg/(k7 07 O; g, ,u):| (535>
k2=0
Agora, para a funcao de 4 pontos nao-renormalizada podemos escrever:

T@(k=0,i=0;\0,u) = ouSuy — Ajul + (Ad + A§2))uf;], (5.36)

onde,

N +38
v = s S 100+ 1000000 || (5.372)
k2=0
N2 +6N + 20
A = gy T ) {P(k, 0;0, 1) + 20(k, 0; 0, p)I'(F, 0, 0; 7, 1)
S W LEonP)| i (53m)
l=—00 k2=0
5N + 22
AgQ) = 8N26(—;—) |:I4(k:7 0; o, N) + Iéllufv 0,0;0, ILL) + 214,1/(]{:’ 0,0;0, /L):| (537C)
k2=0

Ja para a funcao de vértice com insercao de campo composto em quase-momento zero temos:
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_(2’1)

TV (k=0,i=0,7=0:\0,u) =4 — Crug + (CV + C )2, (5.38)

onde,

; (5.39a)

k2=0

Cy = 4p° —— [](k,o; o, 1)+ I'(k,0,0; 0, u)]

N +2\?
cf = 4y (—*) {ﬂac,o;a, )+ 20(k,0; 7, 1)/ (K, 0,0; 0, 1) +

6
b S WktEa P} G
l=—00 k2=0
N+2
oY = MT* [14<k, 0;.0, 12) + I4(k, 0,05 0, ) + 21} (0, 05 0, u)} (5.39¢)
k2=0

Precisamos explicitar agora os resultados das integrais massivas para o modo zero em k% = 0
para substitui-los nas expressoes acima. Isto se torna uma tarefa muito simples ao lembrarmos
que ja temos os resultados das mesmas para os quase-momentos externos diferentes de zero.
Logo, basta tomar os quase-momentos nulos nas solugoes finais das integrais apresentadas no
capitulo anterior. Dessa forma, ficamos com:

S,
I(k=0,i=0;rp1) = p <241 g + gf%((),r’l) . (5.40)
€

A solucao acima difere do resultado encontrado para PBC apenas pela definicao de r, pois

aqui temos: r = MLL, e em PBC temos: r = Z—’i A préxima integral é dada por:
S,
I(k=0,i=0,j=0rpu)=pu" g (5.41)
Para a derivada de D3, obtemos:
0 , S2 € H—0) , .
g Dalki = 0| = L= S T =0 N, G4
k=0

onde a fungao WO(T/:O)(Z'; r) estd definida apds a expressao (4.128). A solugao acima também é
idéntica ao resultado em PBC, diferindo pela definicao do fator r. Na sequéncia, temos uma
integral que nao possui paralelo em PBC"

0

——D5(k,i=0,5=0;7r,p) = —M’QGSLQT P - g/.’,’ (r) (5.43)
,u2(9/<;2 3 ) ) s Iy o 4 r 0 ) .

comP=P(i=0,j=0;7r)e Li(r)=Ly(i=0,j =0;r).
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No caso dos diagramas de I'® ainda temos as derivadas das seguintes integrais:

0 S3 63

——Ds(k,i=0; =¥l |- = W“O =0:7)] . 5.44
u28k2 5( b 77na,u) o 2 662 4 ( ,7’) ( )
As duas préximas integrais sao dadas por:
0 S3r [ 2 |
——Di(k,i=0,j=0; =—p =l \p_Zrl 5.45
28/{‘2 ( ) 3T :u) o M 26 _P r 0(7")_ ’ ( )
e?
0 S3r T 2 1
———Dl(k,i=0,7=0; =y \p_ 2 . 5.46
120k2 (ki 'J Ty ) - H e _P . 0(7”)_ ( )

. =" s . L - . .

Lembramos que a solugdo para D-, até a ordem em ¢ pretendida, é igual a solugao para DY e

que DY’ é regular para e — 0, sendo entao desprezada para o calculo dos expoentes criticos.
Continuando com a apresentagao das solugoes das integrais para o modo zero, temos:

2

, —2e S, _
Tk =00 = 0;r,p) = > 25 11— 5+ ef3 (07 )| (5.47)

A préxima integral é dada por:

25T

2¢
A integral I}, que aparece na construgao dos diagramas, é regular para e — 0 e, portanto, pode
ser desprezada. Outro ponto importante é que, seguindo o que foi realizado no capitulo anterior,
a constante de acoplamento sera redefinida para absorver os fatores de S; que aparecem nas
integrais.

Substituindo as solugdes das integrais I, I’ I, e I}, nos coeficientes da expansao para a
fungao de vértice nao-renormalizadas de 4 pontos (5.36), obtemos:

Li(k=0,i=0,j=0rp)=p (5.48)

m—ﬁ{N¥8ﬁ—g+ggwﬂ} (5.49a)

N2+ 6N +20\ (1 ’
%nzg( HON ¢ ){ZP_§+§%@ﬂ}; (5.49b)
Agy_g{aﬁ;fzb__g+egwﬂ}j (5.49¢)

onde definimos:

M= Vi=0r)=r+ f1(0; rh). (5.50)
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Pela substituigdo das mesmas integrais nos coeficientes da expansao em (5.38), temos:

O = {N(; 2 [1 - g + %C%(T)} } , (5.51a)
o =4 (%)2 {% - S50 )] }2 . (5.51b)
P = {]\172;2 [1 - % + ey (r)} } . (5.51¢)

Substituindo agora as solugoes das integrais Dz, Dj, Ds, Di e DZ, nos coeficientes da
expansao em (5.33), obtemos:

N+2 € ~
g =—2 Tide [1 —5teWo (7“)] ; (5.52a)
NN 48) [ L[ e 3 -~
By =2 o L=+ W ()| (5.52b)
onde,
~ ~(r=1) (+/=0) 2 .
Wo (r) = W, (i =0;7) =W, (r)+6r|P— ;ﬁO(T) ) (5.53)

E
. - - EL z
Utilizando as condigoes de normalizacao, lembrando que F%’ V=7 2 deQF(E’L), chegamos as
seguintes expressoes simbdlicas:

A
a = gl; (5.54a)
AN 1
ag = 2 (?) - §<Agl> + APY — 2b,; (5.54b)
B
2
B B
C
= Zl; (5.54e)
c; 1
¢ = (a1 + cl)zl - Z(cg” + . (5.54f)

Substituindo agora as expressoes explicitas para os coeficientes, encontramos:

N +38 € €
ap = T - 5 + 5(%(7“) 3 (555&)
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. (NgEr 8)2 (N ?))1616\/ +86) N7;€2 . (N2 + ;ssiv + 64) () (5.55h)
2:—% [1—2+6Wo ('r’] (5.55¢)

by = — +1§2)(6]6\;+ 8) {1 . ; Ci(r )} (5.55d)

a= 2oLt 0): (5.55)

.Y — (N + gég +5 N+ 2)7(22€N +13) N (N? +37éj + 10)Cé ). (5.556)

Podemos observar que todos os coeficientes estao escritos de maneira similar aos seus corres-
pondentes em PBC', assim como no formalismo para os quase-momentos diferentes de zero com
DBC e NBC. Sendo assim, a partir de (5.30), podemos escrever diretamente:

Bu) = —eu + %[ —g —§ (r )] ? %lﬁ; (5.56a)
Yo(u) = (N742— 2>u2 {1 — ZEL + € T/T/O (r) — ? [H— V?/o (r) — C%(r)} u} : (5.56b)
o (1) = % [1 - % + ggé (r)} w— <Nl—“;2)u2. (5.56¢)

Note que a estrutura das fungoes B(u), 74(u) e F2(u), é a mesma encontrada para NBC no
formalismo unificado.

O ponto fixo nao trivial na teoria massiva pode ser obtido pela utilizacao da condicgao:
B(ts) = 0. Dessa forma temos:

uoo:N%gg{l—i—e{%—i—%—%(;(r)}}. (5.57)

Logo, lembrando que: 1 = 74(us ), podemos escrever a dimensao anomala, até O(e?), como:
(N+2) 6(3N +14) 1
== 1 _—— = /. 5.98
av+82 U T T vree? 1 (5.58)

Note que a expressao acima é independente do termo de correcao de tamanho finito.

Temos também que: v~ =2 — 72;) (u((;)) — 17, e que:

(5.59)

_ (N+2) 6N + 18
T (o) = (R g) ¢ { (N+8)2€]

Também independente da condi¢ao de contorno. Assim, temos:
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1+ N+2 +(N+2)(N2+23N+60)2
= €
2 ' 4(N +38) 8(N + 8)3

O expoente critico acima também é idéntico ao expoente encontrado para o sistema totalmente
infinito em d dimensodes, logo, pelas relacoes de escala entre os expoentes, todos os outros
também serao os mesmos. Concluimos entao que para o modo zero, na teoria massiva, todos os
expoentes criticos também sao totalmente independentes das condi¢oes de contorno impostas
as placas delimitadoras do sistema, o que reafirma a universalidade dos expoentes criticos do
bulk.

(5.60)

UV =

5.3 Expoentes criticos na teoria sem massa em modo
Zero

Com o intuito de completar a correspondéncia entre a teoria massiva e sem massa, deixando
evidente que nao ha “quebra” na expansao perturbativa em € no ponto critico (u = 0), desde
que a distancia entre as placas (L) nao seja tao pequena, apresentamos abaixo as condigoes de
normalizacao da teoria sem massa:

T (k= 0,i=0;g, 1= 0) = 0; (5.61a)

0 @
spalr (ki=0ig,1=0) o 2 (5.61Db)
Ty (k= k,i=0;g, 1 = 0) = 8og; (5.61c)
Ty (k= ki =0, = 0;9, 1= 0) = 4, (5.61d)

onde, seguindo a estrutura construida no capitulo anterior, escrevemos:

1
S [TRV k= ki =0, = 0,9) + T (k= i = 0,5 = 0;.9)|

T (k= ki = 0,5 = 059) = 5

+ TPk =rki=0j=0g). (562

Como pode ser observado, as condigoes de normalizagao sofreram algumas modificagoes em
relagao ao caso massivo. Por exemplo, a escala de momento agora é k ao invés da massa pu, que
é tomada como zero. Ainda assim, as funcoes de Wilson, em sua representacao adimensional, e
os coeficientes das expansoes das funcoes de vértice nao sofrem alteracao. O que mudard serao
as solucoes das integrais de Feynman. Portanto, podemos reiterar que:

Blu) = —e (ag;“) (5.63a)
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31n Z(z)
- : 5.63b
o) = o) (7522 (5.630)
0ln Z
() = =800 (522 (5.63¢)
De forma conveniente, definimos também
81n7¢2
el =~ (5. (5.60)
onde 7¢2 = ZyZ4. Lembrando que estamos omitindo o indice indicativo da condicao de

contorno (7) pois, em modo zero, s6 precisamos tratar com NBC (17 = 1).
Podemos expressar ug, Z4 € Z4 em termos de uma expansao na constante de acoplamento
renormalizada adimensional u escrevendo:

ug = u(1l + ayu + agu?); (5.65a)
Zg =1+ bou® + byu®; (5.65b)
Zg2 =1+ ciu+ cou’. (5.65¢)

Com isso, as expressoes simbolicas para as funcoes de Wilson tornam-se:

Bu) = —eu{l — ayu + 2[(a1)* — agju®}; (5.66a)
Yo(u) = —eul2byu + (3bs — 2bsa1)u’]; (5.66b)
Ve (u) = eufer + 205 — (1)? — arer]ul. (5.66¢)

As fungoes de vértice nao-renormalizadas escritas em termos de uma expansao em wug re-
dundam em:

9 @(k,i=0;\) = 2 — Boud + Bsuj, (5.67a)
3%2 k2=x2
T@(k=k,i=0;\0) =0k [Sug — Ajul + (Al + A;z))ug], (5.67b)
T = 1,0 = 0,j = 01, 0) = 4 = Crug + (CF + C§)ui, (5.67c)

onde, por conformidade com a expansao diagramatica, verifica-se que:

; (5.68a)

k2=x2

By = 2% ——Z — |:D3(k, 0;0,u=0)+3D5(k,0,0;0,u = O)}
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By — 2HSE(N+ 2)(N+8) 0

[Dg,(k:,();a,,u =0)+ Dy(k,0,0;0,1=0) +

108 ok?
+2(D4(k,0,0;0, 41 = 0) + D (k, 0,0; 0, o = 0) + 2D (k,0,0; 0, pu = 0)} ; (5.68b)
k2=p2
N +8
Ay = 8k ; Pwmau=m+rwmmmu=ﬂ : (5.68¢)
k2—p2
N2 4+ 6N + 20
Ayzgﬁx +§6+ )¥%h&mu:®+ﬂﬂh&mu=mf%ammuzm
+ > (kLo p= 0>]2} . (5.68d)
l=—00 k2=p2
5N + 22
A?z8#4—i;—%h%ﬂmM:OHJﬂ&Qm@u:m+2&%&mmu:0ﬂ ;
k2=x2
(5.68¢)
N+2
Cy = 4k° ;_ {I(k‘, 0;0,u=0)+I'(k,0,0;0,u = O)} ; (5.68f)
k2—pc2
N +2\?
02(1) = 4K (T) {12(]{70;0.7“ = 0) + 2[(]@0,0’,/1 = 0>[/<k7070;0-7:u = 0) +
+ > (kLo p= 0>]2} . (5.68g)
[=—00 k2—p2
N +2
o) = MT* {w, 030, 1 = 0) + I4(k, 0,0;0, 0 = 0) + 217 (k, 0,050, pr = 0)]
k2=p2
(5.68h)

Vamos agora explicitar os resultados das integrais para o modo zero com k% = x2, ou seja, no
ponto simétrico. Utilizando as solugoes finais das integrais sem massa com os quase-momentos
externos diferentes de zero, e aplicando @ = j = 0, obtemos:

S o
bg@:mrib+g+§ﬂ D(k,0;0)] . (5.69)
€

Note que a solugao acima difere do resultado encontrado para PBC' apenas pela definicao de
o, visto que nesse caso 0 = 7, ja em PBC verifica-se 0 = 2% A outra integral que contribui
para o diagrama da funcao de 4 pontos em 1 loop é dada por:

g
IEDS(T e 247

)= ne 20T

(5.70)
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onde 7 =2

Procedendo da mesma maneira com as integrais referentes aos diagramas da funcao de
vértice de 2 pontos, é facil constatar que:
a — 2% Sz 5 (7-/:0)
2 PS: —RTge 1+46—26W0 (k;0)|, (5.71)
onde definimos: W(ST/ZO)(K; o) = WO(T/:O)(R,@' =0;0)=—-F, (k,i=0;0)+ ZFS(TIZO)(/{J =
0;0). E interessante ver que a solugao acima é idéntica ao resultado em PBC, diferindo
pela definigdo do fator . Em contraste com a identificagdo com PBC' observada em (5.71),
€sCrevemos:

Dy(k,i = 0;0)

(7'=0)

2_
il {1 — _i/\/t()(?)} : (5.72)
PS 8 T
com P =P(i =0,j =0;7) = 1 e My(F) = My(i = 0,j = 0;7).

Para os diagramas de I'® ainda temos as derivadas das seguintes integrais:

—=Di(k,i=0,j = 0;T)

) | . S
S Ds(ki=050)| = —n 2L [1 +2¢ — 3eWT = (ks 0)} : (5.73)
PS

9 53 4 o]
G Dhlki=0j=07)] = —n™ ZZ” IR (5.74)

Ps -

e7

) 53 4 ]
Dy (ki = 0,5 = 0:7)| ==k cg:r L— M@ (5.75)

PS L J

) . -, . L. \ .
€
Ratificamos que a solugao para Dy, até a ordem em e pretendida, é igual a solugao para DY, e
que DY’ é regular para ¢ — 0, sendo entao desprezada para o calculo dos expoentes criticos.
roximos resu ao relativos as integrais divergen iagram unca

Os proximos resultados sao relativos as integrais divergentes dos diagramas da funcao de 4
pontos em 2 [oops em modo zero. Ao aplicar i = j = 0 nas solugoes encontradas no capitulo
anterior, obtemos:

SQ 3 (7'=0)
Iips(o) = Kk~ 52 1+ Jete eF =0 (k,0,0)|; (5.76)
_ o %
1sp(F) = K =5~ (5.77)

A integral I}, que aparece na constru¢ao dos diagramas, ¢ regular para ¢ — 0 e, portanto,
vamos negligencia-la.

Recordando que as expressoes simboélicas dadas em (5.54) também sao validas nesse cendrio,
e de posse dos ultimos resultados, encontramos, apds absover os fatores S; numa redefinicao da
constante de acoplamento:
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(h:ﬂé§@+§+ggwy (5.784)
. (N6J£8)2+ (2N2+7223€N+86) +% (¥)2&(?); (5.78b)
= —]\1[4—262 {1 + Ze - QEWO(F)] ; (5.78c¢)
by — — +1§;g+ 8) [1 + Ze + geZO(r)] : (5.78d)
c = N6t 2 [1 + ; + CO( )] (5.78¢)
o) — (N + ;23(612\7 +5) N 2N? +712le + 14 N (N? +37é\6f + 10)50(?% (5.781)
onde definimos:
Co(F) = Zg:”(z’ =0;7) = a7 + F\" =0 (7); (5.79a)
WmmzWT%pﬂﬂ:Wﬁﬂﬁ—%wP—%Mﬁﬂw. (5.79b)

Mais uma vez, todos os coeficientes apresentam-se com a mesma estrutura encontrada no
formalismo unificado para DBC' e NBC' e, por consequéncia, a mesma estrutura encontrada
em PBC ou ABC'. Por conseguinte, é imediato escrever:

Blu) = —eu + % 1+ g + %ZO<7=)] u? — wu? (5.80)
Yg(u) = (N;; 2)u2 {1 + Ze — 2eWo(T) — % [1— 4Wo(7) — 2¢,(7)] u} : (5.81)
Ve (u) = Ng_ 2 [1 +tot QO( )] u— %u? (5.82)

Note que, assim como ocorreu na teoria massiva, todas as funcoes de Wilson sao regulares para
e — 0, embora ainda dependam dos termos de correcao de tamanho finito.
O ponto fixo é determinado ao utilizarmos a condi¢ao: f(u*) = 0. Dessa maneira:

ut = NGj 5 {1 +e [% — % - %ZO(F)] } . (5.83)

Consequentemente,
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e (N+2) o, 6(3N +14) 1
ﬁ—7¢(u)—m€ {1+€|:W—Z:|}, (5.84)

onde verificamos a completa concordancia com a teoria massiva.
Para o expoente v temos a relacdo: v~ =2 — 7 (u*) — 1. Sendo que 4 (u*) é dado por

_ . (N +2) 6N + 18
A 22 :
Vg2 (") (N+8)6 (N+8)2€ , (5.85)
obtemos como resultado
1 N+2 (N +2)(N%+ 23N +60) ,
S 5.86
YT AN ) T 8(N + 8)° (5.86)

O que mostra que a teoria sem massa ¢ totalmente equivalente a teoria massiva no que diz
respeito ao calculo de quantidades universais, como é o caso dos expoentes criticos, também
para o modo zero.

5.4 Limites assintoticos em modo zero

No que se refere aos limites assintéticos (L — oo ou L — 0), no modo zero é necessério
analisar as seguintes expressoes:

Ci(r)y=r+ f%(O;r_l); (5.87)

2

CoF) =77 + FT=0(p), (5.88)

as quais representam o termo de correcao do diagrama em 1 loop da funcao de 4 pontos no caso
massivo e sem massa, respectivamente.

De acordo com as subsecoes 4.6.1 e 4.6.2, as funcoes f% (0;7 N e FO(TIZO) (7) vao a zero quando
L — o0, assim como r e 7. Em vista disso, o termo de correcao correspondente a cada teoria
(massiva e sem massa) anula-se no referido limite. O efeito percebido pela aplicagao do limite
L — o0 nos remete aos resultados encontrados para um sistema infinito em d dimensoes, o que
vem a ser uma demonstracao de consisténcia da teoria.

No outro extremo, isto é, no limite L — 0, conforme as subsecoes supracitadas, é de facil
identificacao que:

%ir% Ci(r) ~ 2r 4+ 2In(r~1) 4 termos finitos; (5.89)
— 2

%irr(l) Co(T) ~ 277 + 2In(7 1) + termos finitos, (5.90)
%
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onde utilizamos as equagoes (4.207) e (4.224) para produzir os resultados em (5.89) e (5.90),
respectivamente.

Segundo os limites acima, a divergéncia dominante é dada por r na teoria massiva e por
7T na teoria sem massa, pois ambos os termos sao proporcinais a % Logo, a equivaléncia
de NBC' com PBC, no que diz respeito aos limites assintéticos, é claramente confirmada.
Consequentemente, o mesmo regime de crossover dimensional é obtido, evidenciando assim a
completa concordancia entre o formalismo unificado (quase-momentos externos diferentes de
zero) e o tratamento especifico apresentado para o modo zero.

Através da analise realizada neste capitulo, verifica-se também a completa independéncia
da escolha dos quase-momentos externos para o calculo de grandezas universais, respeitando-se,
obviamente, as restri¢oes que a condicao de contorno impoe. E notério que os expoentes criticos
calculados, tanto neste, quanto no capitulo anterior, exibem apenas uma dependéncia em N
(nimero de componentes do parametro de ordem ®) e em d (dimensao do sistema, d = 4—¢). De
fato, a classe de universalidade encontrada para o sistema completamente infinito corresponde
exatamente ao par (N, d), sendo a mesma obtida em PBC e ABC e agora, como conclusao
dos nossos resultados, esse mesmo par caracteriza o sistema submetido a NBC ou DBC.



Capitulo 6

Condicoes de Neumann e Dirichlet na
criticalidade Lifshitz m-axial

6.1 Introducao

No presente capitulo, passaremos a considerar, como objeto de estudo, sistemas que exibem
interacoes competitivas do tipo Lifshitz m-axial. Abordaremos, portanto, os efeitos do tama-
nho finito com a aplicagao de condigoes de contorno de Neumann ou de Dirichlet em tais siste-
mas. Faremos nossa andlise exatamente no ponto critico de Lifshitz (teoria sem massa) assim
como em sua vizinhanca (teoria massiva). Em contraste com o modelo estudado nos capitulos
anteriores, o Lifshitz m-axial é composto por dois subespagos. Em um dos subespacos nao
permitiremos a competicao, impondo apenas interagoes do tipo Ising em suas d — m diregoes
espaciais. Ja no outro subespaco, nas m dimensoes restantes, além da tradicional interacao J;
entre os primeiros vizinhos, um acoplamento .J5, de sinal contrario a .J;, é permitido entre os
segundos vizinhos gerando a competicao entre os possiveis estados de orientacao dos spins na
rede.

Uma descricao fenomenoldgica em termos de campos continuos para sistemas sem com-
peticao foi apresentada no capitulo 2. Naquele contexto, vimos que apenas os trés monomios
(V®)2, &% e ®1) presentes na densidade lagrangiana (2.28) sao relevantes para descrever as
singularidades dos observaveis fisicos desse tipo de sistema na criticalidade. Contudo, siste-
mas competitivos no ponto de Lifshitz exigem termos com derivadas de ordem superior para
serem adequadamente descritos. Esses termos passam a ser relevantes na teoria e a densidade
lagrangiana, ainda em termos de uma teoria A¢*, deve ser modificada para [74]:

2
2 =2V + @(vm@? + l(v(d_m@f + 2y Api (6.1)
2 2 2 2 4!
Estamos novamente considerando o parametro de ordem ® como sendo um vetor de N com-
ponentes com simetria O(N). Note que os trés ultimos termos acima descrevem a parte nao
competitiva do sistema. A massa p continua dependendo da temperatura reduzida ¢ através de

170
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1% ~ t e A mantém o seu papel de constante de acoplamento. J4 os dois primeiros termos estao
relacionados com a competigao ao longo do subespaco m-dimensional. O coeficiente dy depende
da razao Jy/J;. Para um determinado valor dessa razao, dy se anula, o que especifica e define a
regido critica para o comportamento Lifshitz m-axial [74]. O ponto de Lifshitz é caracterizado
entao por 0g =0 e p =0 (T =1Ty), onde T}, é a temperatura critica de Lifshitz. Observe ainda
que, na regiao critica (dp = 0), ocorre a completa separacao do subespaco competitivo do nao
competitivo, os quais ficam totalmente identificados por (V2,®)* e (V(g_m)®)? [85], respec-
tivamente. Essa separacao é traduzida matematicamente pelo desacoplamento dos momentos
paralelos e perpendiculares aos eixos competitivos nas integrais de Feynman. Note ainda que
a contribuicao das derivadas de ordens diferentes para a dimensao da densidade lagrangiana,
também deve ser diferente. Em relacao a esse fato, percebemos a grande importancia do coe-
ficiente og, fazendo com que o primeiro termo a direita em (6.1) tenha a mesma dimensao que
os outros termos. Porém, podemos tornar a contribuicao do coeficiente oy desnecessaria, ao
fazermos uma redefinicao dimensional ao longo dos eixos competitivos. Utilizaremos, portanto,
a proposta de Albuquerque e Leite [86], ao considerarmos oy como um parametro adimensional
fixado em oy = 1. Assim, a dimensao dos momentos ao longo das diregoes paralelas aos eixos
competitivos deverd ser a metade da dimensao dos momentos perpendiculares a esses eixos. O
propagador livre no espaco dos momentos passa entao a ser dado por:

1
(kZ)Q +p2_|_lu2’

Go(k,p) = (6.2)

onde k e p sao os momentos pertencentes aos subespagos reciprocos competitivo e nao-compe-
titivo, respectivamente.

A redefinicao dimensional dos momentos ao longo dos eixos onde ha competicao pode ser
explicitada pela condicdo [k] = [p]'/? = A2 onde k simboliza a escala de momento ao longo
das m direcoes competitivas e p representa a escala de momento ao longo das d — m diregoes
restantes. Com essa defini¢ao, o elemento de volume no espaco dos momentos tera sua dimensao
dada por [d¥™qd™k] = A%"2. Uma anéalise semelhante & realizada na secdo 2.6 mostra que no
ponto de Lifshitz a constante de acoplamento tem dimensdo [A\] = A**2 7 onde A é uma escala
de momento arbitraria. Logo, a dimensao critica até a qual a teoria pode ser renormalizada
¢ dada por d. = 4 + % e o parametro usado na expansao dos expoentes criticos passa a ser
ep=4+% —d

Seguindo o que foi realizado na se¢ao 2.6, podemos verificar que, no subespaco competitivo,
devido a adimensionalizagao de 0y, a condi¢ao dada em (2.112) passa a ser

s
> +r <4, (6.3)
onde s é o expoente de um termo dinamico qualquer no subespago competitivo e r é o expoente
do campo. Através da condicao acima, torna-se facil verificar que os operadores relevantes para
o modelo Lifshitz m-axial sao os descritos em (6.1).
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A anisotropia produzida pela presenga do primeiro termo em (6.1) induz dois tipos de
escalamento no sistema. Cada um deles relacionado a um subespago com um determinado
comprimento de correlacao. Portanto, denominaremos &74 e &0 como os comprimentos de
correlacao ao longo do subespaco competitivo e nao-competitivo, respectivamente. Os expo-
entes criticos 714 € vp4 estarao associados ao primeiro subespago enquanto que 77y € Vo ao
segundo. A dependéncia em m dos expoentes criticos calculados perturbativamente em termos
de poténcias de ¢, introduz uma nova classe de universalidade representada pelo conjunto de
parametros (N, d, m).

A anédlise que foi feita acima para o caso anisotrépico (d > m) também pode ser realizada
para o caso isotropico. Para esse caso temos d = m, entao o terceiro termo a direita em
(6.1) nao aparece. Consequentemente, nos propagadores relacionados, ndo teremos a escala de
momento p, referente ao subespaco nao competitivo, ja que agora todo o espaco possui interagoes
competitivas. Também verifica-se que o elemento de volume terd a dimensao [d"k] = A™/2. A
fim de investigar de modo mais geral o efeito do tamanho finito nos dois tipos de subespacos,
consideraremos neste trabalho apenas o caso anisotrépico (d > m).

Uma formulagao na qual o escalamento dos momentos em ambos os subespagos é realizada de
forma independente foi apresentada por Leite [75]. Dois conjuntos de condigoes de normalizacao
e equacoes de grupo de renormalizacao foram propostos e as leis de escala para os expoentes
criticos foram obtidas independentemente em cada subespaco. Recorrendo a uma aproximacao
especial, realizada em cada loop para o caso anisotropico, foi possivel calcular as integrais de
Feynman analiticamente e determinar os expoentes criticos em termos de expansoes em ordens
de € L-

Abordaremos no restante deste trabalho os métodos decritos anteriormente para analisar o
crossover dimensional, devido a uma limitagao espacial, e calculo dos expoentes criticos de sis-
temas competitivos no ponto de Lifshitz (teoria sem massa), assim como em suas proximidades
(teoria massiva). Consideraremos novamente uma geometria do tipo filme fino determinada
pela delimitacao espacial do sistema por duas superficies planas e paralelas separadas por uma
distancia L. O parametro de ordem estara sujeito a condigoes de contorno de Neumann (N BC)
ou de Dirichlet (DBC') em ambas as superficies. Para simplificar essa primeira investigagao dos
efeitos causados por N BC' ou D BC' no modelo Lifshitz m-axial, vamos considerar finita apenas
uma das dimensoes do sistema. Mesmo com essa simplificagao, existem duas possibilidades de
introduzirmos o tamanho finito L, pois podemos impor que:

Configuragao 1 - A delimitagao espacial de uma das dimensoes do sistema € realizada no
subespaco nao-competitivo;
ou,

Configuragao 2 - A delimitacao espacial de uma das dimensoes do sistema € realizada no
subespaco competitivo.

Em ambos os casos, teremos ainda os subespacos competitivo ou nao-competitivo infinitos,
respectivamente.

A primeira configuracao é mais simples de ser estudada, pois, com algumas pequenas modi-
ficacoes, todos os elementos empregados na analise de sistemas finitos sem competicao perma-
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necerao uteis e por esse motivo, vamos nos concentrar apenas nesta no presente capitulo. Ja a
segunda configuracao exige uma generaliza¢ao para a fungao térmica (4.112), na qual aparecem
nao apenas poténcias quadraticas, mas também poténcias quarticas no indice 7 do somatorio.
Isto ocorre devido a existéncia de um quase-momento quartico nos propagadores. Deixaremos
essa tarefa para futuras investigagoes do modelo Lifshitz m-axial com NBC' e DBC. E impor-
tante mencionar que Silva e Leite deduziram uma nova representagao para a funcao térmica
mais geral e a aplicaram na regularizagao das integrais de Feynman do modelo submetido a
condigbes de contorno periddicas (PBC') e antiperiédicas (ABC') utilizando também a segunda
configuragao. Fizeram também a andlise do crossover dimensional e cédlculo dos expoentes
criticos [87]. Tal trabalho, que possibilitou o célculo exato dos expoentes criticos até ordem
de 2 loops, permite-nos conjecturar que a aplicagao da técnica por eles desenvolvida também é
aplicavel no caso de NBC' e DBC.

Voltando a primeira configuracao, comecaremos a aborda-la utilizando a teoria nao-massiva
(€14 € &2 infinitos) e analisaremos como o crossover dimensional ocorre para valores pequenos
de L. O célculo dos expoentes criticos seguird de forma andloga ao realizado em [75]. Em
seguida, usaremos a correspondente versao massiva da teoria apresentada por Carvalho e Leite
[88]. Nosso intuito é demonstrar a equivaléncia entre as duas teorias também nesse caso e com
isso verificar se o crossover dimensional ¢ ditado apenas pelo limite L — 0, e nao pelas variaveis

de escala &% e - sendo consistente com a descricdo realizada no capitulo 4 para sistemas sem
L4

competicao.

6.2 Formulacao da teoria no ponto de Lifshitz m-axial
com NBC e DBC

Consideremos a densidade lagrangiana (6.1) no ponto de Lifshitz, o qual é caracterizado
por 0o = 0 e u =0 (T = Ty). De acordo com a primeira configuragdo, apenas o subespago
nao-competitivo apresenta uma dimensao compacta de extensao L. Assim, torna-se conveniente
reescrever (6.1) da seguinte forma:

1 1 1/0 _,, A
Z = §(an‘1’)2 + Q(V(d—m—nq’)Q +3 <&q’($ ya 2)) + @‘1’4(1‘/7% z), (6.4)

onde z é a coordenada ao longo da dimensao compacta e p é um vetor perpendicular ao eixo
z. As superficies limitrofes serao colocadas, por conveniéncia, em z = 0 e em z = L. As
coordenadas do subespaco competitivo sdo representadas por z’.
O efeito do tamanho finito L serd estudado através das condigoes de contorno de Dirichlet
(DBC):
®(2',p,0)=®(2',p, L) =0,
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ou de Neumann (NBC):

%@(m',p, z) = %@(m',p, z) = 0.
z=0 z=L

De maneira equivalente ao abordado no capitulo 4, podemos utilizar a representacao da teo-
ria no espaco dos momentos para expressar as grandezas fisicas relevantes. Devido a imposicao
de um dominio compacto (coordenada z), teremos, ao longo do eixo que o representa no espago
reciproco, o aparecimento de momentos discretos (quase-momentos).

Seguindo o que foi apresentado na secao 4.1, o campo ® pode ser decomposto em termos
de componentes de Fourier de forma andloga ao exibido na equacao (4.4). A representacao
das funcoes base u§-T)(z) em termos de exponenciais ainda é conveniente nesse caso e, portanto,
utilizaremos os resultados advindos de sua aplicacao. A identificacao do rétulo 7 com a condicao

de contorno aplicada permanece, a saber: 7=1= NBC e 7= —1= DBC. As regras basicas
para a construcao dos varios diagramas de Feynman permanecem idénticas aquelas apresentadas
nas equagoes (4.19) e (4.20), com os tensores Sz(;)m e SZ»(;)Z»Q’Z-SM dados em (4.24) e (4.26). Esse

nivel de equivaléncia no tratamento do sistema competitivo ocorre porque ainda temos uma
estrutura tensorial do tipo O(N)x(tamanho finito). Isto significa que teremos também as
mesmas multiplicidades que apareceram nos diagramas do capitulo 4, o que, de fato pode ser
corrigido ao definirmos as condigoes de normalizacao. Deixaremos de lado, por equanto, a
aplicacao, no modelo Lifshitz m-axial, do modo zero referente a NBC.

A diferenga crucial em relagao ao que foi estudado nos capitulos 4 e 5 surge no propagador
livre da teoria, o qual passa a incluir o momento quartico do subespago competitivo como segue:

1

Golk,p,j) =
O( 7p7]) (k2)2+p2+o_2j27

(6.5)

onde 0 = . Comparando a equagao acima com (4.18), podemos observar que nada muda com
respeito ao quase-momento oj, sendo j € Z7.

Em relacao aos diagramas com insercao de campo composto, a descricao exibida na segao
4.2 a partir da equagao (4.62), continua sendo valida, porém, os propagadores devem ser alte-
rados, como descrito em (6.5), para incluir também o momento qudrtico referente ao subespago
competitivo. Por conseguinte, o tensor relacionado aos quase-momentos, especifico para a in-
ser¢ao de campo composto, é dado por (4.82).

As expansoes diagramaticas das funcoes de vértice 1PI expressas em (4.31), (4.32) e (4.33)
nao sao alteradas devido as mudancas no propagador, pois ainda estamos considerando uma
teoria com interacao A¢*. Como estamos tratando inicialmente da versao sem massa da teoria,
devemos renormalizar as func¢oes de vértice com os momentos externos diferentes de zero em pelo
menos um dos subespacos a fim de evitar as divergéncias no regime infravermelho. No capitulo
4, definimos tais momentos no ponto simétrico construido a partir de uma escala arbitraria
k. Devido a anisotropia do sistema, caracterizada agora no espacgo reciproco pela presenca
do momento quartico, introduziremos escalas de momento diferentes para cada subespaco.
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Podemos definir entao x; e ko como as escalas nos subespacos nao-competitivo e competitivo,
respectivamente. Para remover de forma independente as divergéncias no regime ultravioleta
presentes em cada subespaco dois conjuntos de condi¢oes de normalizacao sao necessarios para
as fungoes de vértice [75]. No primeiro conjunto, tomamos os momentos externos p; ao longo do
subespago nao-competitivo no ponto simétrico PS; determinado a partir de p; - p; = %%(4& ;i—1),
enquanto escolhemos k; = 0 no subespaco competitivo. Os quase-momentos externos, como
antes, podem ser escolhidos convenientemente como: i; = iy = i para ['® e iy = iy = i3 =
is = i para ', Para os diagramas referentes ao campo composto ®2, podemos fazer também
iy = iy = i como em I'®, mas, devemos levar em conta a construcio apresentada em (4.97),
que é motivada pela observacao das tres possibilidades para j: j =0, j = 2i e j = —2¢. Dessa
forma, o primeiro conjunto de condi¢oes de normalizacao é dado por:

Fg)(l)(ovi;go = 0_22-27 (66&)
81“(2) k=0,p,i; =1 6.6b
a_pg R(l)( - 7p7lygl) , 2_ ’ ( . )

pT=KT
4 .

ng)u)(kz' = 0,p:, 15 g1) P 3091, (6.6¢)
_(271) A _§
FR(I)(p17p27p 7Z7]agl> P5, - 27-7 (66d>

onde definimos:

)1)

=(2 .. o 1
Ury (1,02, 054,55 01) =

2, o 2 . .
[F%(ll))(m,pz,p', i,24;91) + F%(l)) (p1,p2, 0,1, —2i;91)| +

DN | —

+ T8 (01,920 1,05 1), (6.7)

Para cada uma das funcoes Fg’ll)) descritas acima temos:
C o, . : T
ng(ll))(/ﬂ, K1,2K1,1,21;91) = ngll))<,€1’ K1, —2K1,1, —2i;g1) = 5; (6.8a)
T (k1 51,0,4,0:91) = 1. (6.8b)

O ponto simétrico P.S; inclui o momento externo p’ referente ao campo composto ®? obedecendo

a: p? = (p1+p2)* = ki,

O segundo conjunto de condicoes de normalizacao é construido de forma andloga. Defi-
nimos inicialmente o ponto simétrico PSy através de k; - k; = %%(451» ; —1). Nesse caso, os
momentos do subespago nao-competitivo podem ser feitos iguais a zero. Portanto, fazendo
a mesma escolha para os quase-momentos, levando em consideracao também as condicoes de
contorno, escrevemos:

Tl (0,5 g2) = 0?32, (6.9a)
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0 2
2 1@ (k,p=0,i; —1, 6.9b
a<k2> ( D= 92) s ( )
Fg)@)(kiapi = 0,4;91) psy 3092, (6.9¢)
(2,1 3
FR(Q) <k17 k27 k 77‘7.] g2) 75, = 57-7 (69(1)
onde temos analogamente (k'2)* = [(k1 + k2)?]*> = k3 na tltima equagao. Assim, temos as

mesmas defini¢oes listadas em (6.76) com a troca de k1 por Ks.
Segue da separacao em dois conjuntos de condigoes de normaliza(;éo que as constantes de

renormalizacao Zg()n), ZgQ)(n) e, consequentemente, 751;)(") A () )Z ()

32(n devem ser distintas,
onde o indice n identifica o subespaco tratado. Quando n = 1, estaremos nos referindo as
constantes de renormalizacao do subespaco sem competicao enquanto que n = 2 refere-se as
constantes do subespaco competitivo. E importante mencionar que as constantes de acopla-
mento, representadas agora por g,, também sao consideradas distintas para cada subespaco.
O procedimento para determinacao das constantes de renormalizacao segue os mesmos pas-
sos delineados na se¢ao 2.7. Definimos A,, como os cortes nos momentos em termos dos quais as
divergéncias no ultravioleta sdo expressas no subespago nao-competitivo (n = 1) e competitivo

(n = 2). Portanto, o correspondente & equagao (2.146) e (4.284) serd aqui escrito como:

£ M
FgaE(%)(Ql(n),jl,Qz/(n),Jl';limgn) = (Zg()n)) ’ (Zé?( )> Féf)’M)(ql(n),jl,Qw(nyJz';/\n,An)y
(6.10)

onde gy ([ =1,...,E) e Queny (I'=1,..., M) estao associados aos momentos externos devido
a uma funcao de vértice de F pontos e a insercao de M campos compostos ®?, respectivamente.
A mesma correspondéncia também esta sendo usada para os indices de quase-momento j; e
Jr. Chamamos atencado para o fato de que ¢1)(Qr)) refere-se aos [(I’) momentos ao longo
do subespaco nao-competitivo enquanto que gy2)(Qr(2)) sdo os [(I') momentos ao longo do
subespaco m-dimensional.

A fungao de vértice renormalizada (F%E(g)) em (6.10) é escrita em termos de uma expansao
em poténcias da constante de acoplamento renormalizada (g,). Na pratica, devemos escrever
expansoes semelhantes aquelas em (4.243)

ul) = (1 + afu, + af)u?); (6.11a)
250, =1+ 05)u2 + b (6.11b)
75{2)(”) =1+ cDu, + 2. (6.11c)

Nao estamos usando o simbolo 7 para u, ou g, para simplificar a notacao, ja que a discussao
a seguir nao apresenta ambiguidades. As escalas de momento k; e ko foram utilizadas para
adimensionalizar as constantes de acoplamento através de g, = K Fu, e N\, = K'Cug,. A
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substituigao de (6.11) em (6.10) e a subsequente aplicagao das condigdes de normalizagao (6.6)
e (6.9) permitem a determinagao dos coeficientes a;,, by, € ¢;, ordem a ordem na expansao
em u,. Os resultados dessa manipulagao algébrica sao, simbolicamente, os memos encontrados
em (4.263), onde devemos acrescentar apenas o indice n visto que os momentos externos das
integrais de Feynman estao sendo colocados nos pontos simétricos PS; (n = 1) ou PSy (n =
2). Mostraremos os resultados explicitamente quando formos célcular os expoentes criticos do
modelo.

Em contraste com as condi¢oes de normalizacao para uma teoria sem competicao, temos
duas escalas de momento diferentes que podem ser escolhidas livremente. Tal liberdade de
escolha produz dois conjuntos de equagoes de grupo de renormalizagao andlogas aquelas dadas
em (2.147). Usando novamente o indice n para distinguir um subespago do outro, podemos
condensar esses dois conjuntos da seguinte forma:

0 N \"E2 /o -M .
ol (20 (B00) " T i e i =0 (012
n )\nyAn

Realizando a derivacao com relacao a In k,, e mantendo os parametros A\, e A,, fixos, obtemos
as equacoes do grupo de renormalizacao:

0 0 E
v (7) Y _z2.m (7) (E,M) : . _
|:/€n alﬂn + 571 (gn) agn 9 7«1)(71) (gn) + M’V@Q(n) (gn):| FR(n) (QZ(n)7jl7 Ql’(n)a Jl’7 Rn, gn) - 0,
(6.13)
onde definimos as func¢oes de Wilson como:
Ign
BT (gn) = (Fon ) , (6.14a)
Okn ) 5, A
~{) (gn) | Kn 0 In Z\) (6.14b)
P(n) 85371 ® (n) AL ’
() 9 . 0
yq)Q(R)(gn) = | Fng— In Zg5 . (6.14c)
n AnsAn

A equagao (6.13) estd relacionada com transformacoes infinitesimais do grupo de renormalizacao
e através dela podemos determinar como as funcoes de vértice escalam com os momentos
externos. Tal escalamento gera dois fluxos nas constantes de acoplamento (um para g; e outro
para gs) os quais sao controlados pela fungao ﬂﬁf) (gn). No regime infravermelho, as constantes
gn fluem para os pontos fixos g dados pela condicao B,(LT) (¢%) = 0. Além disso, as fungoes de
vértice escalam de forma homogénea, fornecendo uma teoria invariante por escala e de onde
podemos extrair os expoentes 772 € V72 para o subespago sem competicao e os correspondentes
N4 € Vr4 Para o subespago competitivo.
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Para os nossos objetivos de célculo, é mais conveniente escrever as equagoes dadas em (6.13)
em termos das constantes de acoplamento w, adimensionais. Portanto, usando g, = K}“u,,
podemos reescreve-las como:

- 0
" Ok,

i o E . EM .
+ B () 5= = S Vg (10n) + vabs(n)(un)} L0 (g Gt Quiays I s i) = 0,
(6.15)

onde as funcoes de Wilson passam a ser escritas de uma forma semelhante aquelas dadas em
(4.241):

-1
dlnul”)
(1) - _ On 6.16
50 () = —ney ( = ) , (6.16a)
T olnZ g)n
vfp? y(un) = @S”(un)—au Ly (6.16b)
i VA
14y (1) = =87 ) 2 (6:16¢)
Além disso, a fim de obter os expoentes v e vy, é interessante definir:
=(7) — _am dIn 751:2) (n)
Yoz () (tn) = =B () ———— (6.17)

ou,,

Substituindo as expansoes dadas em (6.11) nas definigoes (6.16a-b) e (6.17), chegamos aos
seguintes resultados:

B (wn) = —=nepun {1 — aiJu, +2[(ai7)* — ag)u}; (6.184)
W) () = —nerua 265w, + (36 — 2687)al7) )ui2); (6.18h)
751;) () (Un) = nerun{cl”) + [2¢5) — (2 — ol e, ). (6.18c)

Podemos observar a grande semelhanca das expressoes acima coma as equagoes dadas em
(4.272), exceto que a fungao 5,(17) (uy), assim como as demais fungoes de Wilson, agora dependem
explicitamente do subespago no qual as transformagoes do grupo de renormalizagao estao sendo
realizadas. Entretanto, é necessario frisar que as integrais de Feynman de 1 e 2 loops que
contribuem para a funcao de vértice de 4 pontos e geram, portanto, os coeficientes a@ e a;z nao
possuem dependéncia em n nos seus propagadores (ver (6.5)). Além disso, como os resultados
devem ser calculados nos pontos simétricos PS1 ou PS2, sendo que a escala de momento &,
¢ arbitraria, podemos aplicar k,, = 1 e, consequentemente, os resultados dessas integrais nos
pontos simétricos serao iguais. Logo, os pontos fixos em ambos os subespacos, antes vistos como
distintos, terao o mesmo valor, pois a dependéncia de 5n ( ») em n é cancelada ao utilizarmos
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a condigao para o ponto fixo ( (T)( *) = 0). Na préxima segdo mostraremos de fato como tal
procedimento ocorre ao calcularmos as integrais citadas.

Depois que obtivermos o ponto fixo nao trivial da teoria, poderemos calcular os expoentes
criticos relacionados com os comprimentos e fungoes de correlagao a partir de equagoes andlogas
as listadas em (2.159) e (2.172), ou seja:

T = 74 oy (12, (6.19a)
=20 —n, — 79 (ul). (6.19D)

Nas equagoes acima utilizamos a notagao: 1, = np2; Mo = Npa € V1 = Vg Vo = V4. Segue
também da andlise das equagoes em (6.15), todo o conjunto de relagoes entre os demais expo-
entes criticos [75]. Para cada subespaco podemos escrever leis de escala semelhantes as de um
sistema sem competicao. Empregando o indice n para distinguir um subespago do outro, temos
as expressoes:

oy =2—-n (d — %) Up, (6.20a)
B, = %yn [n (d . %) o+ nn} : (6.20b)

5 :n(d—%)—l—Zn—nn
" n(d—%)—?n—knn’
T = Un(20 — 0p). (6.20d)

Antes de calcularmos explicitamente 7,, até ordem €5 e v, e os demais expoentes listados acima

até ordem €7, vamos regularizar dimensionalmente as integrais de Feynman e analisar sob
quais condigoes podemos computar os expoentes criticos perturbativamente sem a existéncia
do crossover dimensional.

(6.20¢)

6.3 Integrais de Feynman sem massa: regularizacao e
diagramas

Como ja apontado, em virtude de estarmos fixando o tamanho finito em uma das dire¢oes
do subespaco nao-competitivo, as regras de Feynman que tratam dos quase-momentos nao
sao alteradas. O que de fato muda relaciona-se com os momentos continuos, onde devemos
generalizar a conservagao destes para incluir o subespago competitivo utilizando, portanto, o
propagador dado em (6.5) nas integrais ja referidas no capitulo 4. Assim, a contribuigao mais
relevante para a funcao de vértice de 4 pontos em 1 loop dada pela integral de Feynman (4.146)
serd modificada, com a inclusao da integracao sobre os momentos quarticos do subespaco m-
dimensional, para:

dd_m_lqdmk
I.(K', P, j;0) =
(K Pjio) =0 Z /{ F+ K22+ (q+ P+ 02(L+ )22 + ¢ + 027

(6.21)
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onde adicionamos o rétulo L para fazer mencao ao modelo Lifshitz, distinguindo-a da integral
I estudada em capitulos anteriores.

Seguindo o mesmo raciocinio utilizado na construcao da integral I, podemos reescrever
também, com as devidas modificacoes, a integral dada em (4.123) para o caso Lifshitz m-axial,
ou seja:

ddfmfl q dmk

0/ {[(k+ K" + (¢ + P)* + 0?2 }H[(k?)* + ¢* + 0%5%]
As duas integrais acima sao elementos fundamentais na manipulacao das integrais de ordens
mais elevadas no ntmeros de loops, porquanto, estas tltimas podem ser reescritas em termos de
Iy, e I1. Em consequéncia disso, Iy, e I} sao o ponto de partida para o estudo do limite que leva
ao crossover dimensional. Sendo assim, nos deteremos agora ao calculo, primeiro de I, e depois
de I}, no intuito de encontrar uma expansao em termos do parametro perturbativo e€;,. Para
que tal expansao seja 1til para as integrais em loops mais altos, consideraremos inicialmente
todos 0os momentos externos arbitrarios, e s6 ao final aplicaremos os pontos simétricos.

Observando a integral I, em (6.21), vemos que o momento quartico traz uma dificuldade
adicional, pois agora o resultado dado em (4.110) nao mais se aplica. No entanto, Leite [75]
propos a denominada aproximacao ortogonal que consiste em considerar os momentos per-
tencentes ao subsespaco competitivo como sendo ortogonais entre si. Assim, devemos fazer
k- K' =0 em cada loop de integracao e dessa maneira todas as poténcias impares em k e K’
sao removidas do termo [(k + K’)?| que passa agora a ser aproximado por:

[(k + K/)2]2 ~ (1{32)2 + 2]{32K/2 + (K’Q)Q.

E importante dizer que a aproximagao ortogonal para o modelo Lifshitz m-axial é ainda a tinica
forma de calcular analiticamente a integral I;, assim como as demais integrais do modelo. A
homogeneidade nos momentos externos das fungoes diagramaticas é mantida apds a aplicacao
dessa aproximacao. Além disso, os resultados, para um caso particular da segunda configuracao
(m = 1) com condigdes de contorno periédicas e antiperiédicas, sao exatos até ordem de 1 loop
[87]. Nessa situagao, onde o tamanho finito é imposto na tnica dire¢ao competitiva permitida
no sistema, a integral no momento quartico, que nao possue solucao exata, transforma-se num
somatorio de um quase-momento quartico, o que, com a nova representagao encontrada por
Silva e Leite para a funcao térmica generalizada, é factivel. No limite de L — oo para o
resultado exato, obtem-se o mesmo resultado encontrado por Leite com o uso da aproximacao
ortogonal até ordem de 1 loop.

Utilizando, portanto, a aproximacao ortogonal e introduzindo a parametrizacao de Feynman
dada pela equagao (2.120), podemos reescrever (6.21) de forma conveniente como:

1 )
IL(K', P, j;0) :O'/ dx Z /ddmqu
0

l=—00

d™k
. 2
% / {(k?)? + 2k2(x K?) + x(K”?)2 4+ ¢*> + 2q - (xP) + xP? + o2(1? + 2xlj + xj2) }? (6.23)

I(K', Pi,j;0) = (6.22)
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A integral em ¢ e o somatorio em [ seguem os mesmos principios adotados na subsecao 4.4.2.
Ja para a integral no momento k podemos fazer uso do resultado deduzido na ref. [75], isto é:

PE ST e
/ [(k2)? 4 2ak® +2]7 ~ 4 r'(8) (0" —a?) ; (6.24)

onde S, corresponde a area de uma esfera de raio unitario em um espaco com m dimensoes.
Portanto, podemos reescrever (6.23) como:

I.(K',P,j;0) = %mr (%) r (2 . %) /01 dzx

o dd—m—lq
X = (6.25
7 Z /{q2+2q~ (zP) 4+ xP? 4+ o2(12 + 2xlj + x5%) + 2(1 — x)(K™?)?}*~ % (6.25)

l=—00

Aplicando agora o resultado (4.110), no qual devemos fazer d — d—m—1, e usando a identidade

r (d_Tm> Sy = /AT (%) Sy (6.26)

obtida a partir de (4.118) e a definicdo € = 4+ 3 — d, podemos resolver a integral em ¢. Esse
procedimento nos fornece o seguinte resultado:

o SuSim d— 1
IL(K,P,j;a):—8\;7_T P(%)F(—2m>r<§+%)x

X/o dz o Z {02(l+jx)2+x(1—x) [(K'2)2+P2+02j2]}_

[=—00

[SIES
n
oS

(6.27)

Chegamos agora ao ponto de utilizar a representacao para a funcao térmica generalizada dada
em (4.114) para o solucionar o somatério acima. Dessa forma temos:

, . SiSd—m— (M d—m
I.(K',P,j.0) = Tdr <Z> r (T) x

1
x {r (%)/O dr [1(1 — 2)]" F[(K?) + P’ + %%+ +F£2£:°)(K’,P,j;a)}, (6.28)

onde ampliamos a definigao dada em (4.148) para incluir a contribuicao referente ao momento
K’ do subespaco competitivo:

1
RO P o) =0 [ do gy, (74 wi.o el D[R+ PP o7]) . (629
0 2

com f1,,(a,b) definido em (4.116). Lembramos que a indicagao 7 = 0 em (6.28) significa que
a mesma expressao ¢ encontrada no tratamento com condigoes de contorno periddicas [87]. A
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fim de realizarmos a expansao de (6.28) no parametro dimensional €¢; de maneira consistente,

reescrevemos d_Tm =2 — 7 — % e usamos a seguinte expansao para a fungao Gama:

I'(a+ bx) =(a) [1 + bzy(a) + O(a?)] (6.30)

com (z) correspondendo & fungao dilogaritmica. Desse modo, ja é possivel realizar uma
expansao parcial em termos de €7, aplicavel nas integrais de loops superiores que sao dependentes
de I, temos entao:

IL(K', P, ji0) = Smé%r <T> : (2 - T) é {<1 + lighmer) [(K™)?2 + P? +0%2] % +

+ 2P P o) b, (631)

onde definimos: .

sl =1+ 5 [¢(1) ! (2 - %)] . (6.32)

O fator multiplicativo %F (%) r (2 — %) em (6.31) acompanha a quantidade de loops de
integracao, isto é, se uma integral contribui para um diagrama com [ loops, estard associado a
ela o mesmo fator elevado a [. Portanto, podemos absorvé-lo numa redefinicao da constante
de acoplamento u,, pois, conforme vimos no capitulo 2, se a interacao é do tipo \¢?*, uma
expansao no nimero de loops corresponde a uma expansao em poteéncias de u,. Daqui por
diante estaremos sempre utilizando essa propriedade, mesmo sem mencionar, para removermos
esse fator de cada integral de Feynman.
Desprezando termos de ordem €, ou superior em (6.31), podemos escrever:

: 1 : € : €L (/= :
IL(K'.P.ji0) = — {1 + [ig]mer — EL In [(K™)? + P? + 0%%] + ELFé K’ P,j 0)} .
L
(6.33)
Para utilizarmos as condigoes de normalizagao exibidas em (6.6) e (6.9), precisamos calcular
o resultado anterior nos pontos simétricos PS; e PS;. Assim, para o primeiro conjunto de
condigoes, fazemos P? = k? e K’ = 0, enquanto que, para o segundo conjunto de condigoes,
aplicamos (K"?)? = k3 e P = 0. Nos dois casos, deixamos ainda o quase-momento associado a
j com valor arbitrario. Sem perda de generalidade, podemos fixar as escalas de momento em
K1 = kg = 1, cujo efeito é fazer com que (6.33) tenha o mesmo resultado nos dois pontos de
simetria:
. . 1 . €L . €L ~(r'= .
Ipsi(7:0) = I ps,(js0) = — |1+ [iahmer = 5 In(1 4+ 0%%) + SR (1,0, 530)] . (6.34)
L

Um ponto importante, no que diz respeito a andlise do crossover dimensional para o mo-
delo Lifshitz m-axial, ¢ que a definigdo (6.29) reduz-se a (4.148) quando utilizamos os pontos
simétricos. Desse modo, FO(T :O)(l,(), J; o), exibido em (6.34), é igual aquele apresentado em
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(4.151) com k = 1. Logo, no que depende desse termo de corre¢ao, nada muda em relagao
ao que foi visto no capitulo 4. Além disso, podemos observar em (6.34) que, nos pontos de
simetria, hd ainda uma completa separacao entre os termos associados ao bulk e os termos de
corre¢ao de tamanho finito. Note também que [is],, surge como efeito das interagoes compe-
titivas. Para m = 0, ou seja, na auséncia do subespago competitivo, a definigdo (6.32), que
nao deve ser confundida ou associada com os quase-momentos, resulta em [is]o = 1/2, 0 que
recupera a expansao conhecida para a integral Ips(k = 1,i;0) apresentada em (4.151).

Vamos agora proceder com o desenvolvimento da integral I} apresentada em (6.22). Utili-
zando a aproxiamcao ortogonal, podemos escrever:

1
I (K', Pi, j;0) :0/ dx/ddmqu
0
d"k

X / {(k?)? + 2k2(xK?) + o(K?)? + ¢% + 2q - (xP) + 2P? + o2[x(i® — j2) + j2]}* (6.35)
Resolvendo a integral em k através de (6.24), obtemos:
S m m 1
o= S5r ()0 (=) [Lae
d—m—1
X 0/ {®+2q- (xP)+2xP%+ 02[;;2'2 _j2q> 2t (1 —2) (K2 s (6.36)

Recorrendo agora a expressao (4.110) para resolver a integral em ¢, encontramos:
.. Smsd—m m m €r, ]_ €r,
I'(K' Pi,j: :—r(—)r<2————)r S &
L P gio) = = =T 1 2) \ata)”
1 1_ep
X O’/ dx {:r;(l — ) [(K’Q)2 + PZ} + o?[z(i* — j?) —|—j2]}_2 > (6.37)
0
Realizando as devidas expansoes e desprezando os termos lineares em €7, podemos escrever:
! 1
I(K' P jo)= %/ dz {z(1—2)[(K"?)* + P’ + z0*® + (1 — z)0”5%} 2. (6.38)
0

Ainda precisamos calcular o resultado anterior nos pontos simétricos PS; e P.S;. Temos entao:

1 1
It ps, (4, 5;0) = I} pg, (i, j;0) = z/ dz [z(1 —z) +20®i* 4+ (1 — x)0?5°] 2. (6.39)
0

2
Comparando o lado direito da expressao acima com (4.154), vemos que, ao aplicar os pontos
simétricos em I, o resultado é o mesmo encontrado para a integral I’ do caso sem competicao.
Isso evidencia que a integral I}, assim como a integral I’, surge estritamente como resposta as
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condigoes de contorno aplicadas, nao sendo afetada pelas interacoes competitivas. Portanto,
os resultados apresentados na subsecao 4.6.2, com respeito aos limites do termo de correcao de
tamanho finito quando L — co e L — 0, continuam vélidos nesse novo contexto. Logo, desde
que evitemos valores pequenos para L, podemos usar o método perturbativo para calcular os
expoentes criticos em termos de expansoes em €y,.

Todas as outras integrais de Feynman em 2 e 3 loops podem ser escritas para o caso Lifshitz
pela mesma extensao aplicada a integral (4.146) para encontrar (6.21), ou seja, adicionando os
respectivos momentos quérticos (externos e internos) nos propagadores e integrando sobre os
momentos qudarticos internos. Dessa forma, de posse das expansées para Iy, e I} em termos de
€1, e com o auxilio do apéndice B, a resolugao dessas integrais segue de forma semelhante. Por
isso, nos limitaremos a apresentacao dessas integrais e dos resultados finais da regularizacao
dimensional.

As contribuicoes de 2 loops para a funcao de vértice de 2 pontos podem ser determinadas a
partir da generalizagdo de (4.155) e (4.159). Escrevemos portanto:

, > 8 In(k+K' g+ P,j+i;0)
Dy (K' Pi o) = § At gdm™ kL ’ ’ 2/ 6.40
3L( ) 7Z70) 0_].:00/ q [(k2)2_|_q2+0—2j2] ) ( )
. . I(k+ K',q+ P,i;0)
D, (K' Pi j.o)= d*tgd™k ’ L 6.41
SL( 5 ,Z,],U) U/ q [(k2)2+q2+02j2] ( )

Devido as condigoes de normalizagao (6.6) e (6.9), estamos interessados nas derivadas das

integrais acima com relagao a P? e (K’?)? nos pontos de simetria. Definindo:

OD3(K'=0,P,i;0)
oP?

)
P2=1

a.ﬂDgL(Z.; 0')

oDy (K' =0, P,i,j;0)
or?

O, D5 (1, 7;0) =

J

P2=1
e7
. 8D3L(K,,P:O,i'0')
O0x, D31 (1;0) = ’ :
2 3L( ) a(K/Q)Z (K2)21
. oD, (K',P =0,1,j;0)
O, Db (1,7:0) = SLA LA ,
2 3L( J ) a(K/Q)Q (KP)P—1
podemos expressar essas derivadas de maneira geral por:
1 "
Or, D1 i30) = —— [1 n % 4 2ia)mer, — 2e, W0 (5 a)} , (6.42)
L
o

/ . . T/ - 4 )/ -
00,0440, 550) = = [Pl o) = =My, jio) | (6.43)
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Observe que nao ha diferenga entre os resultados para n = 1 e n = 2. A tnica mudanga em
(6.42) com relagao aos resultados correspondentes no capitulo 4 é o fator [is],, associado ao
bulk. Dessa forma temos que:

Tl= . ]- . =t 7',: . Tl= .
Wé O)(z;a) = iln(l + 0%i?) — Fé 0)(2;0) + 2F0/( 0)(2;0).

Devido a definicao (6.29) e a alteragao no propagador livre, ampliamos também a defini¢ao
dada em (4.157b) para incluir o momento do subespago competitivo, ou seja:

F7 = i;0) = 0, F " (K' = 0, Pis0) = 00, F (K, P =0,430),  (6.44)

K1t a,l K2+ a,l
onde, em analogia com (4.158), definimos:

o
X
=EET(F)T(2- %)

> FU™NK + kP +q,j+i0)
A gd ™k =2 ’ ’ 2 (6.45
X Z / q (B2 + ¢2 + 0252]7 ( )

F()(:é:o)(K/7 Pijo) =

j=—00

Os termos P(i, j;0) e M{(i, j;0) em D}, sdao os mesmos que aparecem em (4.160) para k = 1,
sendo que a definigdo em (4.161b) é também ampliada para:

Mgé(,&al% 0_) = aklMoz,l(K/ =0, P4, j; U) = 8’62/\/1(1,1([(/7 P =0,1,7; 0—)7 (646>
onde temos:
F(TIZO)(K’ +k,P+gq,i;0)

Ma K,,P7 .’ 7 = 2 /dd—m—l dmk: o -
AP35 0) = s T (o = ) 1R TR T ¢+ o
(6.47)

Ainda, para a funcao de vértice de 2 pontos, as contribuicoes relevantes do diagrama em 3 loops
) s b s
para o calculo dos expoentes criticos sao dadas em termos das seguintes integrais:

’ . . > d—m—1 _ 1m [IL(k7Q7l;O->]2
D““'R“ﬂ—“é;/ﬁ R ([ Oy S e R S
’ / - _ d—m—1 __ ym []L(k:v(.Iai;g)]Q
D5L(K,P,Z,],O')—O'/d qd k{[(k—K’)2]2+(q—P)2—|—U2j2}’ (6.49)

1
D// K/ P L — dd—m—l dmk
b P0) = [
= o In(ky + ko, qu + @, L+ 45 0)
% dd m—1 dml{? L .
° > / B+ ho + KR+ (0 + @2 + P2+ 02+ )2} [(B3)% + 63 + 0207

l=—0

(6.50)
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Para sermos “economicos” com as equagoes, nao iremos exibir a integral Eg 1, Visto que ela
difere de DY, por j — —j, 0 que ndo acarreta alteragao no resultado até a ordem requerida. A
integral DY, para o caso Lifshitz m-axial, que corresponde a DY’ dada em (4.61) para o sistema
sem competicao, nao contribui para o calculo dos expoentes criticos, pois é regular no limite
er, — 0 e, portanto, torna-se desnecessaria sua apresentacao aqui.

As expansoes em €; para as derivadas das integrais acima nos pontos simétricos foram
deduzidas através da utilizacao da aproximacao ortogonal e sao dadas, respectivamente, por:

1
Ow, D5 1(i;0) = [1 + == 4 3lig)mer, — 36LW0 =0(; 0)} ) (6.51)
66L 2
/ . . o7 a7 . 4 / . .
mpmmmb—gﬂmmw—%Mmmﬁ, (6.52)
oT |=,. . 4 L
0w, D2 (1,7;0) = . {P(],Z;U) — %Mo(j,z;a)} . (6.53)

Verificamos novamente que, nos pontos de simetria, as solugoes independem do subespago
tratado.

As contribuicoes relevantes, em ordem de 2 loops, para a funcao de vértice de 4 pontos
podem ser obtidas de (4.163) e (4.165) pela inclusdo dos momentos quarticos, o que resulta em:

b ) b b ) 7 - J .
1 a | (K @—P>+ﬂa—w%

IL(K+Fk, P +q,l+j;0)

(TS

, dd m- 1qdmkIL(K+k g+ P,lo)
K’ K, PP', K H — . (6.55
i b 0) /f Ta-Pr iR @Rt ro 0

As integrais acima sao calculadas usando novamente a aproximacao ortogonal. Nesse caso,
devemos ter K -k = K’ -k = 0. Suas expansoes finais em €, j4 nos pontos simétricos, sao
dadas, respectivamente, por:

Ii1.ps,(i50) = 37 {145 +2lislmer — w1 +0%7) + e, FT = (i0) (6.56)
g ! 1
iy ps (1:330) = oo [ (1= 9) + 9o + (1= 0?7 . (6.57)
0

A integral I}, que corresponde a Ij em (4.52), ndo serd escrita aqui devido a sua regulari-
dade para e, — 0, o que a torna desnecessaria para o calculo dos expoentes criticos que sera
apresentado na proxima secao.
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Como fizemos na subsegao 4.5.2, de posse dos resultados da regularizacao dimensional das
integrais de Feynman, podemos escrever os diagramas relevantes em termos destes resultados.
Listamos entao:

1i \:Q: Z = (3o, )Nl—;;S,\ { 1 [1 + [ia)mer + ELE% (4 )} }; (6.58a)

€L

(N2 46N +20) ), ?
QQ (307) o An{q [1+[22]mq+ S (z,a)} . (6.58b)

BN +22 , (1
@ (30, 5—1:/\ {26L [1 + % + 2filmer + 1Ly (i )] } . (6.58¢)

a,/m( 9 ) - ngQV{ ! [1+ L+ 2ig]mer 2, W )H; (6.58d)

8€L

) (N+2)(N+8) 5 A2 {6 ! [1 + L4 3lia)mer — 3€LW(()T)(@'; a)] } ;

i 108 eL 2
(6.58e)
2i —2 0
1 3 N+ 2 1 —(
5(1'-5-1' + i-é—i )+T i-é—i = (57) T+)\n {g [1 + [ia]mer + ELQ% (4 )] } ;
(6.58f)
2 —2 0
2
—< ——é-z "’z--é-i) +Tz‘--§- = (gT) (% )\ix
2
<AL [+ e+ L] | 055
2 —2 0

1/ . - - - - - (3T\N+2,
§<z i T i>+7'i i—<2> 6 — A X

L[HE +2[¢2]meL+eng)<i;a)H, (6.58h)

L
2¢2 2

X
—N—
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onde, analogamente as defini¢oes dadas em (4.187) e (4.191), temos, respectivamente:

N

+

1
2

—(r 1 1 ) 1
i) = {27’0/ dz [2(1 — 2)] % + 270/ do [2(1 — 2) + 20(20)]
0 0
1
+ 40/ dz [z(1 — 2) + 20?2 + (1 — 2)0%?] 2 + 2F ~(0;0) +
0

+ E779(2i;0) — In[40%? + 1]} . (6.59a)

W[()T)(i; o) = WO(TIZO) (i;0) — gaﬂ {[5(0,2'; o) +7P(i,0;0)] +
— i[./\/1’0(0, i;0) + TMy(i,0; 0)]} . (6.59b)

om

A expressao em (6.59a), apés a resolucao das integrais restantes, pode ser reescrita como:

1 _
{20‘7‘(‘7’ + 80 arctan (— + 2F0(T *O)(O; o)+

1
+ 470 arcsin | ————
20@) (\/4021'2 + 1)
+ F7=9(24: o) — In[40?i?® + 1]} . (6.60)

io) = %

1
2

Vale ressaltar que, mesmo com a inclusao do subespaco competitivo, as fungoes que contri-
buem para o termo de correcao de tamanho finito nao foram alteradas, dados os resultados da
regularizacao dimensional exibidos aqui para as integrais de Feynman e pela comparacao direta
de (6.60) com (4.216). Sendo assim, todas as manipulac¢oes delineadas para o sistema sem
competicao, no que diz respeito ao tamanho finito e as condigoes de contorno, sao apropriadas
e podem ser utilizadas nesse cenario, pois, apenas o termo de bulk foi alterado. Portanto, é
suficiente considerar o = 7 finito para garantir a validade da expansao em er.

6.4 Expoentes criticos para o modelo Lifshitz m-axial
com NBC e DBC

A partir dos diagramas expressos em termos das solugoes da regularizagao dimensional,
podemos calcular os expoentes criticos usando a estrutura apresentada na secao 6.2. Para che-

garmos ao nosso objetivo, vamos primeiramente calcular as fungoes de Wilson. Os coeficientes

aﬁf e ag,z podem ser obtidos de expressoes como (4.263a-b), sendo que devemos substituir as

integrais que constituem A7, AV AP o B pelas respectivas integrais correspondentes
do caso Lifshitz calculadas na secao anterior. Portanto, implementando as modificacoes pelo

uso dos resultados dados em (6.58), obtemos as seguintes expressoes:
» N+38
PRC

. €r,—(r),.
=5 1+[12]mq+§g§)(z;0) : (6.61a)

[N
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m_ (N+8\> 3N+14 2 (N+8
%”_( 65L> 2der, +6L( 6‘) [H + Cl( )}- (6.61D)

Como podemos observar, os coeficientes acima nao dependem do subespaco tratado. Substi-
tuindo os resultados anteriores na equagao (6.18a), escrevemos a fungao beta de Wilson como:

N +38

) = i, ey — N T PRRLEA LY
By (up) Ny, {EL 5 [1 + [io)mer + 5 C% (1;0)| up + g Un (- (6.62)
Aplicando agora a condigao para o ponto fixo (B,ST)(ufl) = 0), obtemos:
_— 66L 3(3N+ 14) . €r—=(7) .
U, = N i 3 |: (N T 8)2 €r, [Zg]mEL B C% (Z,O') . (663)

Podemos observar claramente que a dependéncia em n na expressao anterior nao existe. Por-
tanto, a condicao que utilizamos para determinar o ponto fixo nao-trivial da teoria fornece um
resultado independente do subespaco no qual estamos aplicando as condi¢oes de normalizacao.
Dessa forma, vemos que o reescalamento no infravermelho faz com que as constantes de acopla-
mento u; e up convirjam para um mesmo valor dado pelo ponto fixo estdvel expresso em (6.63).
Sendo assim, podemos definir simplesmente que u} = u*, para caracterizar essa propriedade.

Considerando a func¢ao de Wilson exposta em (6.18b), devemos calcular os coeficientes bng) e
bi(;f através das equagoes (4.263b-c). Nestas, recolocamos Bg) e B?()T) em termos das expressoes

(6.58d) e (6.58¢e) associadas ao caso Lifshitz m-axial. Seguindo tal procedimento, chegamos a:

20 = T 44e; {1 T % [ [iz]m + W (m)}}, (6.64a)
7 (N+2)(N+8) €r , 3 ),
byn = — 120607 L= +3lialmer + SenCy (G0 - (6.64b)

Substituindo 557 e b{) em (6.18b), obtemos:

u? {1 + % 261XV, )]t

N +38 N ‘ o
N 1; [1 — 41X (6,0) ] — Aliz]n — 2C (G 0>] Un} , (6.65)
onde, por conveniéncia algébrica, definimos: [XéT) (i,0)|m = —[in]m + W(()T)@_; o).

Realizando procedimento analogo ao anterior, encontramos para os coeficientes c§2 e C;T,z,

constituintes da fungdo de Wilson dada em (6.18c), as seguintes expressoes:

_ : L=
cy = 6e, 1+ [ig)mer + 5 C%

(i; )] , (6.664)
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N24+7N+10 N+2 N?*+7N+10 1—(+

(1) , (7).

_ _ ot =) ] 6.66b
“n 3662 e, 18¢, [alm + 5637 0) (6.66b)
Usando ¢\ e {7
expressa por:

na equacao (6.18c), calculamos a ultima fun¢do de Wilson que pode ser

_(7) N +2

. N+2
Tos,(Un) =1 G [1 + [io]mer + 2

o (6.67)

Observe que, embora o ponto fixo nao dependa de n, as funcées de Wilson vé,TBL(un) e VgQ)n(un)

dependem explicitamente do parametro que distingue o subespago sem competicao (n = 1) do
subespago competitivo (n = 2).

Os expoentes criticos podem ser obtidos entao pelo uso das equagoes dadas em (6.19). Susbs-
tituindo, portanto, o ponto fixo u} = u* relacionado em (6.63) no resultado (6.65), obtemos,
para o caso Lifshitz m-axial:

€r,—=(7)
5 ¢

1 (z';a)] Uy — N

772 N + 2 2 €r, 6(3N + 14)
P e ) R E U ] 6.68
=y TN 182t 2 T TN Tee (6.68)
Substituindo agora u* em (6.67), calculamos:
=n—— —_ . 6.69
7¢2n(u) nN+8€L|: + (N+8)26L ( )
A partir de (6.19), podemos calcular vy e vy até ordem €2 :
1 N+2 (N +2)(N?+ 23N +60) ,
=y = — . 6.70
vy 2] 2+4(N+8)6L+ (N 1 8)3 €L ( )

Os demais expoentes listados em (6.20) podem ser calculados pela substituigao dos resulta-
dos (6.68) e (6.70). Obtemos portanto:

4—N (N +2)(N? + 30N + 56) ,

UTRToN T A(N +8) L (6.71a)
b1 =P = % - 2(N3—|— 8) €L + S ;(]2\[)(3];7): 1)6%, (6.71Db)
0 =0 =3+¢€r + N22j(L]\}L:—N8; 60 €2, (6.71¢)

E importante perceber que os fatores relacionados com o indice n foram cancelados, resultando,
ao contrario do que ocorreu com 1, € V,, em expoentes criticos idénticos nos dois subespacos.
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Essa igualdade ¢ coerente, visto que esses expoentes criticos estao associados as funcgoes res-
posta, que mensuram caracteristicas do sistema como um todo, por exemplo, a capacidade
térmica. Duas outras caracteristicas dos expoentes reultantes da teoria no ponto de Lifshitz
m~axial merecem destaque aqui. Em primeiro lugar, os expoentes criticos calculados nao pos-
suem dependéncia tanto nas condicoes de contorno quanto no tamanho finito L. O outro ponto
importante, o qual surge em consequéncia do primeiro, refere-se a igualdade dos nossos resul-
tados com aqueles encontrados na referéncia [75], calculados para um sistema infinito, assim
como os encontrados na referéncia [87], desenvolvidos para um sistema submetido a condigdes
de contorno peridédicas e antiperiddicas. Tal equivaléncia nos mostra que a presenca de uma
dimensao compacta no sistema nao altera a classe de universalidade caracterizada pelo conjunto
de parametros (IV,d,m), mesmo que o sistema esteja submetido a condi¢oes de contorno mais
“rigidas”, como ¢ o caso das condicoes de contorno de Neumann ou Dirichlet. Frisamos porém
que as conclusoes e caracteristicas abordadas acima sé sao validas se estivermos fora da regiao
de crossover dimensional, associada a pequenos valores de L.

6.5 Formulacao da teoria na regiao critica de Lifshitz
m~axial com NBC e DB(C

Prosseguindo com a nossa andlise sobre o efeito do tamanho finito no crossover dimensional
e na classe de universalidade para sistemas do tipo Lifshitz m-axial, vamos agora considerar
o sistema acima da temperatura critica, isto é, uma teoria massiva. Estamos ainda na regiao
critica de Lifshitz pois, embora tenhamos nesse caso p? > 0, manteremos dy = 0 na lagrangiana
(6.1). Mesmo com a massa u diferente de zero, a instabilidade causada pela condi¢ao dp = 0
no espaco dos momentos elimina os termos quadraticos dos m eixos competitivos e permite a
redefini¢ao da escala de momento ao longo desses eixos com dependéncia quértica [75].

Para abordarmos o problema do tamanho finito e da aplicagao das condigoes de contorno de
Neumann e Dirichlet na teoria massiva, iremos nos basear no trabalho de Carvalho e Leite [88],
os quais propuseram um método de renormalizacao e analise das equacoes de Callan-Symanzik
para a teoria de campos massivos para descrever sistemas competitivos na linha critica de
Lifshitz. Nessa situagao, dois conjuntos de condigoes de renormalizagao, semelhantes a (6.6) e
(6.9), continuam sendo necessarios para a remogao das divergéncias no regime ultravioleta em
ambos os subespacos competitivo e nao-competitivo.

Com o desenvolvimento das se¢oes anteriores, vimos que, na teoria sem massa, duas escalas
de momento (k1 e ko) foram utilizadas na construgao dos pontos simétricos PS; e PSSy, nos quais
as fungoes de vértice foram renormalizadas, sendo que, sem perda de generalidade, fizemos nulo
o vetor momento externo do subespaco que nao estava sob o processo de renormalizacao. Tal
aplicagao produziu uma natural sepacao em dois conjuntos independentes de partes de vértice
1PI renormalizadas. Em consequéncia, a teoria com parametros finitos (renormalizados) para
os dois subespagos com dois comprimentos de correlagao distintos ({12 € £r4), puderam se
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originar da mesma lagrangiana. No contexto da teoria massiva as escalas k1 e kg perdem a
utilidade, pois, como feito no caso sem competicao, a renormalizacao se dara com todos os
momentos externos nulos. Logo, ¢ imprescindivel definirmos consistentemente novas escalas de
momento.

Para constituirmos dois novos parametros que déem conta das sutilezas de cada subespaco,
podemos estender o procedimento realizado para o caso sem massa. Nesse intuito, Carvalho
e Leite introduziram uma componente vetorial a mais no espago dos momentos e utilizaram
um procedimento denominado de redugao dimensional. Com isso, as escalas desejadas entram
naturalmente na teoria em termos dos parametros de massa p; (no subespago sem competigao)
e p2 (no subespago competitivo). A redugao dimensional mencionada consiste num método de
geracao de massa () a partir de um vetor momento p de dimensao mais alta. Esse procedi-
mento nos permite fazer p> — p? + p2, onde a tltima parte estd agora numa dimensao mais
baixa. Esse tipo de reducao dimensional esta implicito nos capitulos anteriores ao utilizarmos o
parametro de massa. Entretanto, em sistemas com subespacos inequivalentes, como é o caso de
sistemas competitivos do tipo Lifshitz, temos uma sutileza a mais, devido ao aparecimento da
combinaciao P?+ (K'?)2. Nesse caso especifico, para aplicarmos a redugiao dimensional devemos
primeiro aumentar o alcance do indice n de um vetor momento p(,) e atribuimos ao indice extra
o valor “—1(n)”; identificamos a massa como sendo essa nova componente do momento, ou seja,
P—1(n) = Mn € introduzimos fatores extras da unidade imagindria i para estabelecer essa nova
componente como real, assim, 0_i(n) = ip_i(n) = ipt,. Dessa maneira, o parametro de massa
pode ser incorporado a um vetor do tipo P? + (K?)? de duas formas: ao longo do subespaco
com n =1 (p_1(1) = 1), ou ao longo do subespago com n = 2 (p_y(2) = p2). No primeiro caso
temos P? + (K'?)? — P? + (K?)? + 2. J4 no segundo caso tal conclusao nao é tao simples
por conta do momento qudrtico, visto que, por analogia devemos ter (K + pal(z))Q, sendo
assim, P%+ (K"?)? — P?+ K" + u3 com a condigio adicional {K’Z,pzm)} = 0, onde tomamos
emprestado a notagao de anticomutacao, geralmente utilizada para nimeros de Grassmann, na
ultima equag@o. Contudo, podemos definir o produto escalar para o indice “—1(2)” como sendo
simplesmente K™ + p§1(2) e assim chegarmos a mesma reducao dimensional no subespago com-
petitivo. Portanto, aplicando essa construcao, p1 e s terao naturalmente a mesma dimensao
canonica dos respectivos momentos em cada subespaco. Denominando entao M como uma
escala de massa arbitréria, podemos escrever ] = M e [j] = M. Consequentemente, esses
parametros devem entrar na densidade lagrangiana com poténcias diferentes para refletir a re-
defini¢do na escala de massa ao longo do subespago competitivo. Definindo pg,, (n = 1,2) como
o correspondente nao-renormalizado de p,, reescrevemos a densidade lagrangiana encontrada
em [88] da seguinte forma:

1

4!/\n<I>4, (6.72)

1 170 _\° 1
ZL==-(V2®)?+ - (Vigrmn1®)’ += | =—® — 12" P2

onde separamos a derivada em z para enfatizar que o tamanho finito estda ao longo do eixo z
no subespaco nao-competitivo. Observamos também que estamos considerando constantes de
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acoplamento A\; e Ay distintas, similarmente ao realizado no caso sem massa.

Com a escolha de 1 ou 2 para o indice n, determinamos quais sao os parametros originais na
densidade lagrangiana (6.72). De fato, para construirmos a teoria no subespago nao-competitivo
com a massa j; € a constante de acoplamento g; renormalizadas, devemos comecar com fipq €
A1. Devido a liberdade de escolha no parametro de massa jiq, a transformagao do grupo de re-
normalizagao para esse subespaco se apresentard andloga a encontrada no caso sem competicao,
e, portanto, poderemos determinar os expoentes criticos associados com o comprimento de cor-

relacao &7o. A temperatura reduzida t;, = T;—ZL entra na teoria através de u? ~ tr, o que em
1

ordem zero no nuimero de [oops nos da &0 = \/§,u1_1 x t;?. Em contrapartida, quando n = 2,
estaremos considerando inicialmente os parametros o2 € Ay 0 que resultard numa teoria finita
com os correspondentes parametros us e go renormalizados e expoentes criticos associados com

&r4. Neste caso, temos ué ~treépy = \/§,u2_1 x t;i em zero loop. Note que, a dimensao de
&r4 € de comprimento elevado a um meio.

O método de Carvalho e Leite foi inicialmente utilizado em sistemas do tipo Lifshitz sem
restricoes espaciais, mas, com os novos resultados desenvolvidos a partir do capitulo 4, podere-
mos amplid-lo para incluir o tamanho finito L através das condigoes de contorno de Neumann
(1 = 1) ou Dirichlet (7 = —1), assim como fizemos no caso sem massa. Novamente, temos
que para cada valor de n na teoria bare, divergéncias quadraticas e logaritmicas no regime
ultravioleta ocorrerao, as quais podem ser escritas em termos do corte A, nos momentos.
Tais divergencias serao removidas através da redefinicao da massa e da constante de acopla-
mento, além das constantes de renormalizacao multiplicativas Zg()n) e Zg;)(n)' Desse modo, as
fungoes de vértice multiplicativamente renormalizéveis sao expressas em termos das funcgoes e
dos parametros originais nao-renormalizados na seguinte forma:

£ M
F%E(’i\;[)<QI(n)7jlv Ql’(n)a Jl/; Gn, /Ln) = (Zg-()n)> ’ (Zgz)(n)> Fgf)’M) (ql(n)a jl> Ql’(n)a Jl’; Homn, )\na An)7
(6.73)
onde os argumentos q(n), Qin), Ji € Jr possuem os mesmos significados apresentados no trata-
mento da teoria sem massa. Comecando pelas condigoes de normalizagao no subespaco rotulado
por n = 1, escrevemos:

Dty (0,5 11, g1) = pif + 0%, (6.74a)
a%rgg)w =0 i) =1 (6.74D)
Tt (0,45 11, 1) = 301, (6.74¢)
ngll))(oaiaj;ﬂhgl) = §T, (6.74d)

2
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onde a funcao Fg(lf) estd definida de acordo com as expressoes (6.7) e (6.76), ou seja:

_(2’1)

. 2,1 o 2,1 . .
FR (1) (07 vy J5 KU1, gl) = FS{(I)) (07 2, 227 M, gl) + FS%(I)) (07 Z, _227 M1, gl)] +

+ Trgka))(oai70;ul791), (6.75)

1
2

~ 2,1 . .
onde, para as funcoes FE,% 1)) descritas acima, temos:

. . . . 7—
ngll))«)a Z, 227 M1, gl) = F532’(11)) (07 4 _27" H1, gl) - 5’ (676&)

As varidveis k e p em (6.74b) simbolizam os momentos nos subespagos competitivo e nao-
competitivo, respectivamente. Nas outras equacoes ja aplicamos £ = p = 0. Com o conjunto
de condigoes de normalizacao (6.74) s6 é possivel remover as divergéncias ultravioletas das
integrais de Feynman relacionadas ao subespaco sem competicao. Assim, para eliminarmos
as divergéncias que surgem das integrais associadas ao subespago competitivo, o conjunto de
condicoes a ser considerado é:

Fg)(g)@ 05 pa, g2) = piy + 074, (6.77a)
O T kp=0ipme)| =1 (6.77b)
a<k2)2 R(2) o

Fg)@)(O,i; {12, g2) = 304, (6.77c)
=(21) 0 3
U'ri2)(0,4, J; p2, g2) = 57 (6.77d)

onde a poténcia quartica de s em (6.77a) reflete diretamente a redefini¢ao da escala de massa no
subespago competitivo. A definigdo (6.75) e, consequentemente, (6.76) sao vélidas em (6.77d)
ao trocarmos n = 1 por n = 2.

Sendo os parametros de massa f; e o arbitrarios, podemos nos valer da liberdade na escolha
dos mesmos para construirmos as equacgoes de Callan-Symanzik associadas as transformacoes
infinitesimais das duas escalas nos distintos subespagos. A partir de (6.73), levando em consi-
deracao que os parametros \, e A, sao independentes de p,, podemos escrever o analogo da
equacgao (4.236) para o caso Lifshitz m-axial, isto é:

0 BM .
(M”(‘) ) Fg%(vn))(ql(n)a.]la Quny, Jvs Gns fn) =
n An7An

P SNE2 o \M .
- (M"au> |:(Zé()n)) (Zéﬂ)(n)> Tl @y s Q) Jes oy Aus M) | - (6.78)
n An)An
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Apo6s realizarmos a derivacao com respeito a p,, seguindo de perto o que foi feito na subsecao
4.7.1, e procedermos com a adimensionalizacao da constante de acoplamento renormalizada
(ndo-renormalizada) através de: g, = ul“Lu, (A, = utug,), onde u, € uy, sao as respectivas
constantes de acoplamento adimensionais, obtemos:

0 E
(1) P ) (1) (E,M) ) B
Gy O ) i = gy () M %pz(n)(“")] Ty @y Jis Quimys T o fin)
= M?Q’Ln 2n — /’?EI)T()TL) (un)] Fg:gE(’T]L\;[+1) <Ql(n)ajl7 Ql’(n)a Jl’a 07 Oa In, :un)7 (679>
onde

o?i?
W) =) |1+ T
As funcgoes de Wilson /BT(LT)(un), 7((1:()”) (u,) e 7<(1>T2)(n) (un) em (6.79) apresentam-se idénticas as ex-
pressoes escritas em (6.16). Note que, assim como ocorreu no caso sem competicao, a fungao
/7\1(1)?,1) (u,) é, simplesmente, uma versao reescalada de Vg()n)(un). No limite L — oo, ou seja,

o — 0, vemos que ;?g()n) (un) — ’yg(zl)(un), o que faz com que a equagao (6.79) corresponda a

encontrada por Carvalho e Leite para um sistema com as d dimensdes infinitas [88]. Indepen-
dentemente do subespago tratado, o lado direito das equacoes de Callan-Symanzik pode ser
desprezado quando os momentos externos sao tomados no regime ultravioleta, o que torna a
equagao homogénea e a teoria invariante por escala no ponto fixo us.,, 0 qual consideraremos,
em principio, dependente do subespaco.

Para o cédlculo dos expoentes criticos na teoria massiva, utilizaremos o mesmo procedimento
registrado nas secoes anteriores. As representacoes simbdlicas para as fungoes de Wilson, dadas
em (6.18), continuam 1teis nesse caso. Sendo assim, ¢ necessério ainda expressar e regularizar as
integrais de Feynman massivas relevantes a esse calculo, para com isso encontrar os coeficientes
s, B7%s e 7%, De posse desses coeficientes poderemos determinar, explicitamente, as
fungoes de Wilson para o caso massivo, assim como o ponto fixo u.,, €, naturalmente, calcular
os expoentes criticos pela substitui¢ao de u} por te, em (6.19).

6.6 Integrais de Feynman massivas: regularizacao e dia-
gramas

A partir das integrais de Feynman apresentadas para o caso sem massa na se¢ao 6.3, torna-se
simples escrever seus correspondentes massivos, pois os propagadores livres em cada subespago
sao alterados simplesmente pelo acréscimo da massa a eles relacionada. Assim, as contribuicoes
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relevantes, incluindo ja os dois subespacos através do parametro n, podem ser escritas como:

oo ddfmflqdmk,
(K P j o u,) =
L( y 47,050, b ) O-IZOO/ {[(k+K/)2]2+(q+P)2+02(l+j)2+N?LR
1
ey 5
dd_m_lqdmk
(K Py, ;0 i) = / - ' ;
WKL B jionin) =0 | G0 R T (g7 PR+ 028 ¢ @R 1 @+ o2 1 ]
(6.80D)
. S _ IL(k+ K',q+ P,j +i;0, )
Dy (K' P i:o, u,) = A tgdm kL ’ ’ o 6.80
3L( , 155,00, 1 ) Uj;oo/ q [(k2)2+q2+0-2j2+lu%n] ! ( C)
. - I(k+K',q+ P,i;0, jin)
D: K/apav;an: /ddldka : -777n; 6.80d
BBt i) = [l G g (0500

Ik, q.5;0,1)) .
{{(k = K22 + (g — P)* 4+ 02(l —i)? + p2r}’

D5 (K',Pyisou,) =0 Z /dd_m_lqdmk

l=—0

(6.80¢)
. e I1(k,q, 0, )
DL (K',Pi, jio,u,) =0 | d=™ 'qd™k (k. q,%; 0, . (6.80f
5L( ) 727J707M> ‘7/ q {[(k—K’)2]2—|—(q—P)2+U2j2+,u%” ’ ( )
1
D// K/ P.i i L) = dd—m—l dmk,
(K P o [ D7+ af o ]
- . I (ki + ko, qu 4 qo, L+ 450, 1)
« dd m—1 Ak L ) ’ ?
22;/ BT+ ko + KPP+ (au+ o + PP+ 024 ) + g2
1
X ; (6.80
(G M
00 ddfmflqdmk
I,.,(K.K' PP ij: n) =
2n(K, K PP L g5 o, i) le_;x)/{[(K'—k)2]2+(q—P)2+02(l—i)2+N%n} X
(B2 4+ ¢ + o212 4 p2n) 7
dmLgdm™k I (K + k,q+ P l; 0, u,)
I' (K K,P,Pijlou = ’ —
4L( ) y £y y 4y ]y 050, W ) g {[(K’—k)2]2—|—(q—P)2+02Z2+M?L"}
1
(6.801)

X .
[(k2)2 4+ ¢ + 0252 + p2n]
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Devido a fundamental importancia das contribuigoes I, e I, tanto para a anélise do cros-
sover dimensional quanto para a regularizacao das demais integrais, exibiremos aqui apenas a
regularizacao destas. Comecgando pela integral I, podemos reescalar todos os seus momentos
em termos do parametro p, para reescrevé-la da seguinte forma:

dd m—1 dm/{?
IL(K' P, j;rn, pin) = "%y / : X
( JiTns fin) " Z {l(k+K"N)22+ (¢g+ P2 +r2(l+j)*+1}
1
6.81
. [(k2)2+q2+r2z2 1]’ (6.81)
onde definimos r, = ;% O reescalonamento mencionado é dado por: - = P,

para o subespaco competitivo e nao-competitivo, respectivamente. Aphcando um parametro
de Feynman em (6.81) seguido da aproximagao ortogonal, obtemos:

IL(Klapaj;Tna,un) - nELrn/ dz Z /dd me 1

l=—0
d™k
{(k?)2 +2k2(x K?) + 2(K"?)? + ¢+ 2q - (2P) + P>+ r2(l+ zj)? + (1 — z)r2j2 + 1}%
(6.82)
A integral no momento k& pode ser realizada com o auxilio de (6.24), o que nos da:
Sm !
I P i i) = i, 20 (ST (2= 1) /0 drx
ddfmflq
X T —. (6.83
g Z / {2 +2q- (xP)+2P?2 4+ 2(1 —2)[(K?)2 + 71252 + r2(l + xj)2 + 1}*7 % (6.83)

Integrando em ¢ através do uso da equagao (4.110) e utilizando (6.26) em conjunto com a
definigao € = 4 + 7 — d, chegamos ao seguinte resultado:

. e SmSdem o (m m €y 1 e
! . — ner, _ — —_ J—
TL (K Py s pin) = g™ =0 F( )F(2 1 2)F<2+2 X

/ dxr, Z {r2(l+aj)* +2(1 —2) [(K?)?+ P+ 1) ]—1—1}_%_%. (6.84)

[=—00

Utilizando a representagao da func¢ao térmica generalizada dada em (4.114) para o solucionar
o somatorio, encontramos:

. o S Saeme (M m €
! . nery, S
IL(K', P gy, ftn) = jiy, 8 F(4>F<2 4 2>X

X {r (Z)/O dr {(1—2)[(K?)? + P?+ 02 +1} ¢ + Py V(K P rn)}, (6.85)
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onde ampliamos a defini¢ao dada em (4.120), incluindo o momento K’ do subespago competi-
tivo, ou seja

1
B Pgira) =12 [ fyp (7 4 o all= D[P+ PR ] +1).
0
(6.86)

Utilizando a expressao (6.30) para expandir a fungao gama, podemos escrever um resultado
parcial para I, em termos de €y, aplicavel nas integrais de loops superiores. Temos portanto:

IL(K' P, js o, i) = ST”?%F (%) r (2 - %) X
—ney,

1 €

X ”’;— {(1 —eL+ [z'Q]meL)/ de {x(1—2z)[(K?)?+ P+ 0%*]+1} % +
L 0

+ RGO, Py}, (687)

onde [is];, ¢ 0 mesmo definido em (6.32). Realizando agora as tltimas expansoes, admitindo

apenas termos até ordem €}, e anulando os momentos externos K’ e P, obtemos:

,u—neL
€L

IL(anaj;Tnvﬂn): {1—€L+[22]mEL——/ dz ]n ( )ri]2_|_1] +
n %LFO(T/:O)(O, 0, j: rn)} . (6.88)

Smsdf'm

Note que o fator multiplicativo r (%) r (2 — %) ja foi removido da expressao anterior
tendo em vista que podemos redefinir a constante de acoplamento para absorvé-lo, o que sera
feito em todas as outras integrais. Deixaremos os comentarios sobre a dependéncia do resultado
acima no parametro n para quando tratarmos do diagrama da fungao de 4 pontos em 1 loop,
onde aparecerd o termo de corre¢ao de tamanho finito em sua forma completa.

Para atestarmos a compatibilidade, no que diz respeito aos termos de correcao de tamanho
finito, da teoria massiva e nao-massiva, é necessario ainda a regularizagdo da integral ;. A
referida integral, exibida em (6.80b), pode ser reescrita através do reescalamento dos momentos,
como feito em I, do seguinte modo:

I (K' P, j;rn, pn) =

dd m 1qdml€
e /{ k+ KPP+ (g + PP+ + 1[(F)* + ¢* +r35° + 1]
(6.89)

Utilizando um parametro de Feynman seguido da aproxiamc¢ao ortogonal, podemos escrever:

I (K Pyiy gy r, pin) = ”eLrn/ dx/dd m=lg

/ {()? + 2k2(xK72) + o(K2)? + ¢? +2q (IP)+IP2+T2[ GRS DR I ESy e
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Integrando em k com a ajuda de (6.24), obtemos:

Spn 1
I (K Py i) = 1", 2P0 () T (2 - %/ dox
0

d—m—1
X / d d _ . (6.91)
{@?+2q- (xP)+2P?2 4+ 2(1 — 2)(K?)2 4+ r2[z(i2 — j2) + 52| + 1}*~ 7

Utilizando agora a expressao (4.110) para resolver a integral em ¢ e realizando as devidas
expansoes, onde desprezamos os termos lineares em €y, encontramos:

1 1
I(K' P, firg, in) = u;’”%" / dr {z(1 —z)[(K?)* + P?] +rpz(® — j°) + %] + 1} 2.
0
(6.92)
Pelo fato de estarmos tratando de uma teoria massiva podemos aplicar K’ = P = 0, o que
resulta em:

1
17(0,0,4, 370, fin) = M;"EL%”/ dz [ar2i® + (1 —z)rij* + 1}‘% : (6.93)
0

A regularizacao das outras integrais massivas segue os mesmos passos descritos no apéndice
A, exceto pela inclusao dos momentos quarticos. Aplicando entao a aproximagao ortogonal, da
mesma forma como realizado para I, e I; acima, o procedimento torna-se similar. Portanto,
nos limitaremos agora em listar os resultados da regularizacao das demais integrais. Para as
derivadas das integrais da fun¢ao de 2 pontos em 2 e 3 loops escrevemos:

. _ 1 5) , S—0) .
Ok, D3 1.(15 70, i) = —Mn%q@ [1 + e+ 2iomer + et Wy " (is Tn)} ; (6.94a)
o —one, Tn o 2 o
O Dy (1, 53 s fin) = =g {P(zwm) — T—EG(%J;’”n)] , (6.94b)
, Cane, 1 7 . 3 =0, .
Ok D5 1.(457, 1) = —Hng L6_2 [1 - ZEL + 3[ig)mer + §ELW()( 0)(Z; Tn)} ) (6.94c)
€L
/ . . —3TLEL 7ﬁ’r], . . 2 / . .
8knD5L(Z>];rnnun) = —Hy Z P(Za];rn) - T_‘CO(Za]”“n) ) (694d)
" .. —3ner, T'n L 2 (s 0.
akn 5L('Laj7 r'rm#’n) = — U, E P(]7Z7 Tn) - T_EO(j, (3 Tn) ) (694@)

onde definimos para o caso massivo:

8D3L(K, = Oa Pai;rnaun>
P

Ok D3 (4570, pin) =

I

P2=0
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oD} (K'=0,P,i,j;0)

alﬂDéL(iaj;rna,un) =

op? .

. aD3L(K/7P:OJ7;;Tn7,U/n)
akzD?)L(Z;rm,un) = )
8([(/2)2 (K/2)2:0

L oD, (K',P = 0,4, ];0)
Ous Dl (1,5 s i) = T .
ko 3L( J /'L) 8(K’2)2 (K?)2=0

Em analogo para as integrais em 3 loops. Temos ainda que:
WO(T,:O)(Z'; Tn) = G[()TIZO) (t;7rn) — H(()TIZO) (157r) — 4F(/)(T,:0)(i; Tn),

7/=0) (

onde as fungoes G((]TIZO) (i;7rn) € H(() i;7,) sdo dadas por:

G =0 (i; ):—1—2/1d /1d In |y(1—y)i® + 2, 129) o), (6.95a)
0o (Gra) =5 e | dyyIn y(L— )yt e 95a

H = (iyr,) = 2/0 dx/o dyy f1 ((1 —y)i, Tnl\/y(l — Y2 +y + M) - (6.95D)

z(1—x)

As expressoes acima sdo equivalentes as que foram definidas em (4.129) para o caso sem com-
peticao.

Devido a defini¢ao (6.86) e a alteragao no propagador livre, ampliamos também a defini¢ao
dada em (4.129¢) para incluir o momento do subespago competitivo, ou seja:

FI = (i 1,) = 8y F = (i), (6.96)
onde, em analogia com (4.130), definimos:

Tn
X
=T ()T (2- %)

FUN K Pisr,) =

(r'=0)

= . EY UK 4+ k,P+q,j+i:r,)
A" gd ™k ’ ’ L (6.

j==o0

Os termos P(i,j;1mn) e Ly(i,J;7,) sdo os correspondentes dos apresentados em (4.133a) e
(4.133b), respectivamente, sendo que a definicao em (4.133b) é também ampliada para:

L,(4,§57n) = Ok, Lan (i, jin) (6.98)
onde temos:
(7'=0) ’ .
- n o Fa (K'+k,P+q,i;r,)
Log(K' Pi,j;r,) = r /dd m=lgqm, LGN
4( ) Sms%r (%)F(Q_%) [(k2)2 + 2 +r252 +1)8
(6.99)




6.6. Integrais de Feynman massivas: regularizacao e diagramas 201

Por ltimo, temos as contribuicoes relevantes para a funcao de vértice de 4 pontos em 2
loops, isto é:

1 3 !
Lip (6570, i) = M;2"6L2—2 {1 —5e + 2[ig)mer — eL/ dz In[z(1 — 2)r2i® +1] +
€L 0

+ e B0 rn)} . (6.100a)

1

1
fiL(@j;rmun):uf”“%/o dy [yrai® + (1 —y)rag® + 17z, (6.100Db)

Temos agora todos os elementos necessarios para expressar, de forma conveniente, os dia-
gramas de Feynman em termos de uma expansao em €;. Portanto, utilizando os resultado da
regularizagao dimensional de I, e I} para o caso massivo, podemos escrever:

1 N , 1 N —ner, ) .
,Q = (30\,) 1:; 8)\n {M" [1 — €, + [i2)mer + %Ci (i rn)] } : (6.101)
2

N €r,

onde, analogamente a (4.176), definimos:

4r,,

+ F=024:,) — /01 dr In[z(1 — 2)r2(2i)* + 1]} . (6.102)

¢ +2£1(0,77") +

NIEE

1 ! |
)(@ Tn) = 3 {ZT’nT + 2rn7/ dr [xr2(20)* +1]72 +
0

A expressao acima, apos a resolucao das integrais restantes, pode ser reescrita como:

C(T)(z’ Th) ! 2r, T + AraT

yTn) = 5 nT

3 3 1+ \/4r2i> + \/r2 2+
V14722

TnZ

+2f1 2+

+ B0 24:r,) — 2

arcsinh(r,i) — 1] } . (6.103)

Em relacao a dependéncia do diagrama acima em n, chamamos a atencao para a irrelevancia
do fator multiplicativo p ™", o qual sera naturalmente cancelado devido a adimensionalizagao
da constante de acoplamento. Ainda assim, o resultado (6.101) mostra-se dependente do su-
bespaco, o que fica explicito pelo parametro r, em ((;) (i;7,). Essa dependéncia relaciona-se

2

com os comprimentos de correlacdo em cada subespaco por: r; ! = Bl gf ery,! = ’;2 o éL
L4

Entretanto, na teoria massiva, temos como fixos &1 e €4 enquanto variamos L, de modo que
podemos escolher valores finitos para r,,;! livremente. O resultado dessa liberdade ¢, de forma

préatica, o mesmo de escolhermos u, = 1 desde o comego, ou seja r, — o. Dessa forma, a
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dependéncia em n observada nao impoe qualquer efeito fundamental e, consequentemente, as
funcgoes FO(T/:O)(O,O, JiTn) € f%(O,'r’g 1) tornam-se totalmente equivalentes as apresentadas em
(4.195), possuindo os mesmos limites assintéticos quando L — 0o ou L — 0, o mesmo podendo
ser dito sobre todos os outros termos em (6.103). Pelo mesmo motivo, podemos afirmar que a
integral I} surge, também no caso massivo, como resposta as condi¢oes de contorno aplicadas,
nao sendo afetada pelas interacoes competitivas. Em resumo, a existéncia de dois subespacos
distintos é, de fato, sentida apenas pelo bulk que é alterado pelo aparecimento de [is),,, sendo
um resultado compativel com o sistema sem competicao para m = 0.

Comparativamente ao caso sem massa, vemos que a inclusao do subespaco competitivo nao
tem efeito relevante sobre o termo de correcao de tamanho finito. Todos os cédlculos apresen-
tados na subsecao 4.6.1, no que diz respeito ao tamanho finito e condi¢oes de contorno, sao
igualmente validos. Dessa forma, fica estabelecido, também para o caso Lifshtz m-axial, a com-
pleta equivaléncia entre as teorias massiva/nao-massiva com relagdo ao crossover dimensional
e célculo de quantidades universais, sendo suficiente considerar o = % finito para garantir a
validade da expansao em e€;.

Voltando a exibi¢ao dos demais diagramas em termos das solugoes das integrais de Feynman,
listamos:

2 —ner, 2
QO (302, OV +20) 1o {"" [1—eL+[m]meL+ S G )}};

108 €1,

(6.104a)

SN + 22 p, 2nee 3 . () ¢
n 1— Zep 42 DG Y (6.104

@ (30\,) 1 )\n{ 2 { €L + 2[ia]mer —i‘GLCE (45 70) (6.104b)
N+2 —2ner, 5 ‘ ~ (1) ‘

( e— ) A2 { 'L;"E [1 + 1L + 2[io|mer + €L Wo o (45 rn)} } ; (6.104c)

L

( @) N+21)O<év+8>)\f;x
~ (7)

o T  Bfismer + e Wy (ir)| Le (6.1040)
6EL 4L 2/mCL 2L 0 sy I'n 3 .

24 —21 0

(55)5 - (3) X,

{ pne [1 —€r + [ia]mer + = 5 C(T (1; rn)} } ; (6.104e)

€L
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T .
(BB B
ey, 2
X {MZL |:1—€L—|—[22]m6L+€2C (i Tn)]}, (6.104f)
5 *“ 5 X
72neL
X ZEL 1 2€L+2[22]m€L+€LC (Z;rn):|}7 (6.104g)

onde definimos analogamente a expressao dada em (4.180):

~ (1) . = .
Wo (i57m,) = WO( 0)(z;rn) +

+ 6r, {[73(0, i;rn) + 7P(i,0;1,)] — —[E' (0,4;7,) + 7L (4, 0; rn)]} . (6.105)

Tn

6.7 Funcoes de Wilson no caso Lifshitz m-axial massivo
com NBC e DBC

Com os resultados explicitos para os diagramas de Feynman, podemos agora encontrar as
fungoes de Wilson e, consequentemente, o ponto fixo associado ao caso massivo. Os coeficientes
nas expansoes das funcoes de Wilson, podem ser obtidos utilizando ainda as equacoes simbdlicas
dadas em (4.263), sendo que devemos substituir as solugoes dos diagramas que constituem cada
termo pelas respectivas solugoes correspondentes do caso Lifshitz massivo. Portanto, imple-
mentando essas modificacoes pelo uso dos resultados encontrados na secao anterior, obtemos
as seguintes expressoes:

(l(T) _ N +38

1n —

1= er + [ialmer + ¢ (67| (6.1064)
6€L 273

N+8 2 AN? + 73N + 298 (N—|—8)2 . 1 .
o (7).

N a > . 106b
o ( ) 7o el (LU S S CEE (6.106b)

Substituindo os resultados anteriores na equagao (6.18a), escrevemos a funcao beta de Wilson
massiva como:

6€L

N +38

3N + 14
57@(1%) = —nu, {eL - [1 — €1 + [ia]mer + Q (Z;Tn)] Up + ———u?

u } . (6.107)

6 12 "
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Aplicando agora a condicao para o ponto fixo (ﬁr(f)(uoon) = 0), obtemos:

6er [, [3BN +14)
Uson = T AT L oNo
N +8 (N +8)2

—~

¢

N[

. 1. m,.

+ 1 — [ig)m — 3 (t;7m0) | €L ¢ - (6.108)
Como podemos escolher livremente valores finitos para r,, a dependéncia do ponto fixo em n
¢ irrelevante e, portanto, podemos fazer u.,, independente do subespaco sob consideracao, ou
seja, Uson = Us. LOgO, a teoria invariante por escala no regime ultravioleta é obtida fazendo
as duas constantes de acoplamento renormalizadas adimensionais u; € uy iguais a Uee.

Temos ainda:

- N +2 5 , 1~
bgrz = ik, {1 — L + 2¢p, [[m]m + 5 Wo (i rn)} } : (6.109a)
) (N +2)(N +38) 13y (N+2)(N+8) (N+2)(N+38)r.. €L (7).
b — / 13 - [zl + L¢ )]
1296€7 48 108¢p, 432¢y, 273
(6.109b)
n N+2 , "
cﬁg _ O [1 —er + [ia)mer + E—LCE ) (i; rn)} , (6.109¢)
66L 272
n  (N+2)(N+5) 4AN?+3IN+46 (N+2)(N+5) [, L.,
— — mt+ = ;1) | - (6.109d
“n 3662 T2eL 18¢; lizhn + 56,7 () | - (6:109)
Utilizando as expressoes acima e o ponto fixo u,, calculamos:
N +2 6(3N +14) 1
(1) 2 .
—n—— 2] S e ? 11
Voo (Uoo) n2(N T 8)2€L { teL { (N + 8)2 4} } ’ (6.110a)
_(7) N +2 6(N +3)
Tz (1) nN+8€L[ (N 82" (6.1100)

Comparando os resultados encontrados acima para as func¢oes de Wilson no ponto fixo u.,
com as equagoes (6.68) e (6.69), vemos que sao idénticos aos encontrados para o caso sem
massa e, como estes sao resultados suficientes para o caculo dos expoentes 7, e v,, todos
os expoentes criticos sao exatamente os mesmos nas formulagoes massiva e nao-massiva da
teoria para n = 1 ou n = 2. Esse resultado reafirma o principio da universalidade, sendo este,
portanto, aplicavel também em sistemas com interacoes competitivas do tipo Lifshitz. Note que
o conjunto de parametros (N,d, m), que caracteriza a classe de universalidade para o modelo
Lifshitz m-axial com d dimensoes infinitas, nao é alterado pelo fato de termos uma dimensao
compacta, visto que as contribuigoes de tamanho finito foram totalmente canceladas no calculo
das grandezas universais. Outro ponto importante a ser mencionado é que, como introduzimos
uma dimensao finita apenas ao longo do subespaco sem competicao, os termos de corregao de
tamanho finito, relacionados a aplicagao das condigoes de contorno de Neumann (7 = 1) ou de
Dirichlet (7 = —1), permaneceram iguais aos encontrados no capitulo 4 e, portanto, o crossover
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dimensional manifesta-se, também nesse caso, em termos do limite do mesmo parametro L, isto
é, para pequenos valores de L.

Tendo em vista a grande quantidade de informacoes e equagoes trazidas por este trabalho,
e evitando tornarmo-nos enfadonhos desnecessariamente, nos limitaremos em fazer mencao a
alguns resultados da teoria massiva e ndo-massiva com os quase-momentos externos nulos (modo
zero). A primeira coisa a ser dita, e que corrobora com o fato de ser excessivo reproduzir os
calculos também nesse contexto, é que, a regularizacao dimensional das integrais sem massa
e massivas, para o modo zero em Lifshitz m-axial, sao facilmente obtidas ao aplicarmos os
quase-momentos externos iguais a zero nas solucoes das integrais ja exibidas nas secoes 6.3 e
6.6, respectivamente.

Dada a prescricao realizada no capitulo 5 para o modo zero, onde lembramos que este modo
fornece resultados nao nulos apenas para NBC' (1 = 1), é facil notar que todos os métodos que
foram 14 utilizados sao completamente aplicaveis nesta situacao e, portanto, as multiplicidades
que aparecem naquele capitulo sdo as mesmas para o caso Lifshitz em modo zero. Além disso,
nenhuma alteracao relevante ocorre em relacao ao que ja foi apresentado neste capitulo para
o modelo Lifshitz m-axial, o que implica que o termo de bulk é alterado da mesma maneira.
Devemos lembrar que as solucoes das integrais dos casos com e sem competicao, em modo
zero ou nao, diferem sobretudo nesse termo, onde a inclusdo de [is],, caracteriza a mudanga.
Portanto, os resultados obtidos para os expoentes criticos de um sistema competitivo do tipo
Lifshitz m-axial, assim como o regime para a ocorréncia do crossover dimensional continuam
0s mesmos em modo zero.

Por fim, frisando as similaridades, é pertinente lembrar que, no caso onde os quase-momentos
externos sao diferentes de zero (sistema com ou sem competigao), as contribuicoes referentes
a esses elementos discretos foram completamente canceladas. Também, as contribuicoes de
tamanho finito em modo zero no caso nao-competitivo foram eliminadas ao calcularmos as
grandezas universais. Nao é de se admirar, portanto, que o mesmo ocorra para o modo zero
do modelo Lifshitz m-axial. Assim, no que diz respeito a classe de universalidade e crossover
dimensional, todas as conclusoes expressas nas se¢oes anteriores sao validas também neste caso,
o que denota a eficicia do método aplicado.



Capitulo 7

Formulacao de subtracao minima no
ponto de Lifshitz do modelo CECT

7.1 Introducao

No presente capitulo, estamos interessados em calcular os expoentes criticos para o caso
isotropico do modelo CECT por subtragao minima. E importante relembrar que o modelo
CECIT isotrépico corresponde a um modelo de rede, em d dimensoes, com interagoes ferro/
antiferromagnéticas alternadas até um nimero n de vizinhos em todas as direcoes. No entanto,
para alcancarmos esse objetivo, algumas consideragoes e modificagoes, em relagao ao modelo m-
axial, se fazem necessarias, uma vez que abordaremos o comportamento critico de Lifshitz mais
geral. Vamos entao, em principio, generalizar os principais conceitos discutidos no capitulo
6 sobre o modelo m-axial, o que nos permitirda descrever e tratar adequadamente o modelo
CECI.

Ja vimos no capitulo anterior que as interacoes competitivas sao caracterizadas por derivadas
de ordens mais altas do campo (parametro de ordem). Estamos aptos entao, estendendo o que
foi feito até agora, a descrever o modelo CECI. Seja m,, o nimero de direcoes espaciais cujas
interagoes competitivas vao até o n-ésimo vizinho. O subespaco competitivo m,,-dimensional
serd entao representado na densidade lagrangiana por poténcias (ordem da derivada) do gra-
diente indo até a ordem 2n, agindo sobre o campo escalar ¢, o que generaliza o que fizemos
para o modelo m-axial. Levando isso em consideracao, assim como as simetrias referentes ao
dado sistema, podemos generalizar (6.1). Temos, portanto, que a densidade lagrangiana para
o modelo CECT é

206
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L L
1 1 . 1
LTS DAL Ry Y ML
n=2 n=2

1 L—-1 n—-1 1 1
n’ 2 2 42 4

n=3 n'=2

(7.1)

O comportamento critico de Lifshitz do modelo CECT ¢é traduzido, em semelhanca ao caso
m-~axial, quando aplicamos a condi¢ao dy, = T, = 0, que serd utilizada daqui por diante. Uma
grande simplificacao ocorre devido a essa condicao, pois todos os subespacos tornam-se ortogo-
nais entre si. Desse modo, os diferentes subespacos passam a ser caracterizados por diferentes
poténcias de momento. Por exemplo, o subespaco m,,, na regiao critica, seré caracterizado pela
poténcia de momento K (25) O ponto de Lifshitz é atingido ao fazermos a massa pu = 0, ou seja,
T = Ty, onde T}, é a temperatura critica do sistema. Temos também que todas as poténcias
pares de momento até 2L (L = numero maximo de vizinhos acoplados) sao relevantes para
a descricao do sistema, o que ocorre devido a redefinicao dos momentos para cada subespaco
quando fazemos o,, adimensional. Essa redefinicao esta diretamente ligada ao conceito de ope-
radores relevantes descrito inicialmente no capitulo 2 e revisitado no capitulo 6. Observamos
que a construgao da lagrangiana apresentada em (7.1), assim como a descrigao geral de seus
parametros, pode ser encontrada em [76].

Embora o nosso interesse esteja voltado para o caso isotrépico do modelo, o que é conseguido
ao fixarmos um tnico valor (de 1 a L) para n, podemos extrair informagoes importantes do caso
anisotrépico ao fazermos uma analise similar a do caso m-axial. Encontramos, por exemplo,
que a dimensao critica, para o caso anisotropico nesse modelo geral, é dada por

d0:4+i {(”_1)}%, (7.2)

n

e, portanto, podemos definir o parametro perturbativo como

L
(n—1)
e =d.—d=4+ my, — d. 7.3
Prosseguindo, agora para o caso isotrépico (d = m,,), temos que a dimensao critica é

d. = 4n, (7.4)

e, por conseguinte, o parametro perturbativo é dado por

€n =4n —d =4n —m,,. (7.5)
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Temos ainda que o propagador livre para o modelo C ECT anisotrépico da teoria critica (massa
nula) é dado por

1
Go= =3 R (7.6)
2 n=al(km)?I" +4
Observe que o propagador do caso isotrépico pode ser encontrado facilmente da equagao (7.6)
ao ajustarmos a escala de momento ¢ em ¢ = 0 e fixarmos, na soma, um unico valor n = n/,

fazendo [(kgu))2]" = 0, [(k))?)" , 0 que nos da

1
(k)™

Como as integrais de Feynman dependem fundamentalmente dos propagadores, podemos
perceber que as mesmas se apresentarao de maneira distinta do que vimos até agora. Porém,
todos os outros objetos mateméaticos descritos no capitulo 2, tais como os diagramas de Feyn-
man, fungoes de Green e funcoes de vértice 1PI, sao facilmente generalizados para descrever o
modelo C'ECT e, dessa forma, teremos os mesmos diagramas com as mesmas divergéncias pri-
mitivas. Também, toda a discussao acerca do grupo de renormalizacao e da renormalizabilidade
das partes de vértice primitivamente divergentes, a partir das constantes de renormalizagao,
é vélida e pode ser aplicada nesse caso [76]. Com isso em mente, podemos dirigir a nossa
atencao para as relagoes de escala que, como vimos anteriormente, sao resultados que podem
ser extraidos pela aplicacao do grupo de renormalizacao.

Go = (7.7)

7.2 Relacgoes de escala para o modelo CEC'I isotrépico

Recorrendo as constantes de renormalizagao multiplicativas, temos que as partes de vértice

. - 02) ~
renormalizadas, com excecao de Fg%( )), sao dadas por
n

FS‘%]\([;?) (pi(n)a Qj(n) » ns Hﬂ) = ZQQ?ZA%IMFEYLN)’M) (pi(n)a Qj(n)a )‘m An) (78>

O leitor deve estar atento ao fato de que, embora a expressao acima seja semelhante
a equacao (6.10), ndo temos aqui os quase-momentos, pois nao estamos impondo nenhuma
condicao de contorno, ou seja, trata-se de um sistema infinito. Outra diferenca é que, como
no caso isotrépico o n é fixo, temos um tnico comprimento de correlagao para o sistema, como
também um valor Unico para a dimensao anomala, visto que todas as diregoes possuem agora
o mesmo tipo de interagao competitiva.

Podemos definir novamente g, e A\, em termos de u, e ug,, mas devemos incorporar a
possibilidade de interacoes além dos segundos vizinhos, assim temos: g, = u,(k>")"/% e \, =
uOn(/{i")G”/ 2 onde ¢, = 4n — m,. Entdo, em termos de u, e ug,, a equacao do grupo de
renormalizacao fica
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0 0 1 (VM) _
(%na—nn + ﬂ(n)a—un = 5 VY0 (Un) + Mgz (“”)) Trgy =0, (7.9)
onde temos ainda que
Ou,
_(, 9un 1
Bn) ('fn 8nn> , (7.10)
6 In Z¢(n>
Vo (n) = By —7—"= (7.11)
e
8 ln Zd)? N
7¢gn)(un) = —Bn) “ou (7.12)

sao as fungoes de Wilson para o caso isotrépico do modelo CECI. A funcao f(,) pode ser
reescrita em termos de quantidades adimensionais na forma

-1
By = _€n<8ln uO") : (7.13)

ou,,

Observe que a fungao f(,), em (7.13), nao possui o fator n que estd presente em (6.16) que
é seu paralelo no caso m-axial (anisotrépico). Essa peculiaridade vem & tona através das
transformacoes do grupo de renormalizagao do caso isotrépico.

Resolvendo a equagao do grupo de renormalizagao no ponto fixo da teoria (8, (u;,) = 0),
encontramos as relacoes de escala do modelo C'ECT isotropico. Os meandros da obtencao
dessas relagoes podem ser encontrados em [75, 76]. Temos, portanto, que o nosso primeiro
expoente critico do caso isotropico é dado por

M = Ve (U°)- (7.14)

Também temos que

vyt =20 — g, (U, (7.15)

ou ainda, por conveniéncia

vt=2n-n,— Vo7 )(u*), (7.16)

onde temos definido Ve? )(un) por

01n(Z¢,z Z¢) ) 8ln7¢2
’)/qb%n) (un) = ﬁ(n) aun ,B(n) 8un . (717)

Ainda temos que
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Yo = Vn(2n —ny), (7.18)
Qp = 2 — My, (7.19)
1
B, = Eun(mn —2n+n,) (7.20)
e

n 2 — In
5, = w (7.21)

My — 2n + Tn

Manipulando as expressoes acima, chegamos também as seguintes relacoes entre os expoentes
criticos: v, = B, (0, — 1) € ay + 26, + v = 2.

E f4cil verificar que as leis de escala para o modelo C'EC isotropico se reduzem aquelas
do comportamento critico usual, ou seja, aquele descrito por uma teoria de campo escalar
¢*, ao aplicarmos n = 1. Logo, podemos ambranger o comportamento critico usual dentro do
universo dos sistemas que exibem o ponto de Lifshitz, denominando-o de comportamento critico
de Lifshitz isotropico do primeiro cardter, sendo esse, por consequéncia, o caso particular mais
simples.

7.3 Subtracao minima para o caso isotrdpico

O método de renormalizagao por subtracao minima de pdlos dimensionais, introduzido por
't Hooft e Veltman [89], é uma maneira elegante de extrairmos as divergéncias das fung¢oes 1PI
no caso sem massa, apés termos procedido com a regularizacao dimensional das integrais diver-
gentes. Desde que, em subtragao minima, nao fixemos o momento externo, o que nao ocorre,
por exemplo, na renormalizacao por condi¢oes de normalizagao, a identificagao dos termos que
devem ser cancelados para obtermos uma funcao de vértice renormalizada é automatica. Outra
vantagem, é que os coeficientes que aparecem nas equacoes do grupo de renormalizacao apre-
sentam uma forma particularmente simples. Além disso, a prépria funcao I'® é utilizada como
condigao para a renormalizacao e nao sua derivada.

Considerando a teoria interagente ¢* N-vetorial, vamos escrever as constantes de renorma-
lizacao, as quais dependem de uyg, € €,, em termos de uma expansao na constante de acopla-
mento adimensional renormalizada u,,, ou seja,

Uop = Un[1 + arn(€n)tn + a2 (€,)u2], (7.22)

Zgny = 14 bin(€n)tin + bon(€n)us, + ban(en)u,, (7.23)
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7¢? =1+ Cin(€n)Un + Con(€0)U2. (7.24)

Podemos agora utilizar as expressoes acima para obtermos as funcées de Wilson (), Vo ©
Vg2 )), referentes ao caso isotropico, em termos da expansao em u,. Temos entao
n

By (Un) = —€ntin[l — a1, + 2(af, — az,)ull, (7.25)
Vo (Un) = —€ntin[2b215 + (3b3n — 209 a1, )], (7.26)
%an) (Un) = €ptin]cin + (200, — €3, — A1nCin)Un]. (7.27)
Ja vimos que as funcoes de vértice 1 PI a serem renormalizadas sao ng)), ng)) e FEZ’)U, 0 que nos
leva a
2 2
Zg Lo iy thom, 5n) = T (ki3 i, ), (7.28)
4 4
23 Do i tons 1) = T (Kt i), (7.29)
= 2,1 2,1
Z¢§n>FEn) >(l~c1(n), K2y Dn)i Yons Kin) = F;(nf(klm, K2y Pn)s Uns Fin), (7.30)

onde, simbolicamente, temos

T2 Ky ton, Kn) = k2 (1 = Bogud,, + Baauj,), (7.31)
T (Ko on, i) = K" uon[1 — Argtin, + (A + AR, ), (7.32)
ng’)l) (kl(n)’ kQ(n)’p(n); Uon K'n) =1- Can[)n + (Cérlz) + Oéfz))u(%n (733)

Dadas as expressoes acima, obtemos

Ay = —N il 8/@26” Iy —kl(n) g + I —kl(n)  Ka + 1 —kQ(n) Ko ) (7.34)
18 R Kn, Kn
N? 4+ 6N + 20 ki, +k
ASB = ( +108 + )/<;2”E" [122 (1(")—2<")> + 2permut.1, (7.35)

SN + 22 k k k k
AS@) _ ( + )/<;2"E" [14( 1(n)7 2(n)7 3(n)7 4(n)> + 5permut}, (7.36)

54 Kn = Kn  Kn  Kp
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(N+2) , )
B — nen] ) .
2m 18 K 3 P s (7 37)
(N+2)(N+38) 5 k)
B3, = e el —= |, )
3 108 K 5 - (7 38)
N +2 ki, + kon
Ch, = 1—211”6" |:]2 (M) + 2permut} , (7.39)
N +2)? ky, . +k
ol = (N+2)° K2 | I3 o T e + 2permut. |, (7.40)
108 n
N +2 k k k k
02(721) _ 4t g2 | 1, 1<">, Q(H), 3(n>, I Spermut. | . (7.41)
36 K;n K;n K;n H;TL
As integrais I, I3, I; e I5 do caso isotréopico tém suas formas explicitas dadas por
dm k
I, = , 7.42
= | e (742
dm”k’ldm”k’Q
I3 = , 7.43
= | o (7:49)
dm"kldm"kQ
I, = 7.44
o= | R ()
e
dmn ]{Zl dmn ]{ZQ dmn ]{Zg
I = . 7.45
= | T 1 PR (749)

Observe que, como nao foram fixados os momentos externos, algumas das integrais acima
admitem permutagoes desses momentos, o que precisa ser levado em conta, por isso a indicacao

permut.

Tudo o que foi feito nesse capitulo até agora nao discrimina a utilizacao ou nao de apro-
ximagoes nas solucoes das integrais, pois o algoritmo para o cédlculo dos expoentes criticos,
assim como as leis de escala obtidas através do grupo de renormalizacao, nao depende do re-
sultado das integrais de Feynman. Assim, um passo importante para entendermos a novidade
desse estudo, é, antes de continuarmos a descricao do método de subtracao minima, calcular a

integral de Feynman I, do caso isotrépico sem aproximacao.
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7.4 Solucao exata das integrais de Feynman para o caso
isotropico
Comecemos utilizando os parametros de Feynman em (7.42), o que nos leva a

ren) [ . ek
L= /) e d e . 4
’ F<n>r<n>/o w1 =) / (02 + 20k + k) (7.46)

A expressao entre parénteses no denominador da integral em k acima, pode ser reescrita por

k? + 22Kk + (zk')? + 2k”? — (2k')? = (k + 2k')* + 2(1 — 2)K”. (7.47)

Fazendo agora a mudanga de variavel

qg=k+zk (7.48)
obtemos
I'(2n) ' ~1 —1/ d™q
Ih = ————— drx" (1 —a)" . 7.49
= Tt J, 0= [ G 7
Utilizando a relagao (2.122) em (7.49), podemos escrever ainda
1 [(Z)0(2n — 22) 1 _ _ mn_
I = =S, —2 2 /d N — )" (1 — @)K 7.50

Sabemos porém que m,, = 4n — €,, 0 que nos leva a

_1 F(Qn—%)l—‘(%) ! JZ:En_l —In_ll’ . 21—
L2 = 3 Sm =T /0 dra" (1 —2)"Mz(l — 2)k? 77 (7.51)

Podemos escrever a integral em x como uma expansao em ¢€,, da seguinte forma

/O dr™ (1 — 2)" Yz (1 — 2K F = /0 dea" (1= )" = DL () + OE), (752

onde

L,(k) = /0 dzz™ (1 — 2)" tn[z(1 — 2)k"?]. (7.53)

Observe que a integral acima depende explicitamente do valor de n, mas nao precisamos calcula-
la, pois uma outra vantagem do método de subtracao minima é que as integrais desse tipo sao
naturalmente canceladas no processo de renormaliza¢ao. O primeiro termo a direita em (7.52)
¢é a forma integral da funcao especial beta, que possui solucao em termos das funcoes gama, ou
seja,
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B(n,n) = /o dra" (1 —2)" ' = % (7.54)
Fazendo o uso da expansao
[(a+ bx) = T'(a)[1 + ba(a) + O(z?)], (7.55)

onde ¢(z) = LInD(z) e ¥(2n) = ¢(1) + Zizl 1/p, e substituindo (7.52) em (7.51), chegamos
ao nosso resultado final para a integral I,

I = é{1 - %” lw(zn) — (1) + %Ln(k/)] } (7.56)

onde redefinimos a constante de acoplamento para absorver o fator .S,, .
As outras integrais tém suas solucgoes exatas, dadas por

A R GO CION l{1 + € [Bn - L3”(k/)} } (7.57)

ATBn)I(n+1) €, A,
onde
['(2n)'(n)
A = - .
" TG (7.58)
2n—1 n 2n—1
1 1 1 1 1
B,=D(n)—5> —+Y ==Y (7.59)
2p=1p p=1p 2p:0n+p
e
1 1
D(n) = S(2n) — (n) + 50(1). (7.60)
Ainda temos que
1
LonlW) = [ dgy™ 1= )" Inly(1 = p?), (761
0
que também depende do valor de n.
L=0is oy - L2 p g Qf ! (7.62)
"o R AN O A ) & |

onde a integral L, (k") estd definida em (7.53). Temos ainda que

e . L(2n)['(2n) 1 3L3, (k)
R OO 17 | R
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onde
2n—1 n 2n—1
1 1 3 1
Co=2D(n)—=Y =+ = Z (7.64)
2p:1p 2p:1p o n+p
e a integral Ls, (k') esta definida em (7.61). A resolucao exata dessas integrais encontra-se no

apéndice C.

7.5 Expoentes criticos do modelo CEC'I: caso isotrépico
exato

Para calcularmos os expoentes criticos, precisamos conhecer os coeficientes das expansoes
(7.22), (7.23) e (7.24). A fim de encontrarmos tais coeficientes, utilizaremos as equagoes (7.28),
(7.29) e (7.30). As fungbes de vértice 1Pl nao renormalizadas sdo dadas por (7.31), (7.32) e
(7.3
)

3), onde devemos substituir wug, por sua expansdo em termos de u,. Por exemplo, para

Fg( apods termos realizado essas substituigoes, ficamos com
2
PS‘%() k‘ [1 + blnun (bgn - Bgn)ui + (bgn - 2a1ntn + Bgn - blntn>Ui], (765)
de onde concluimos que by, = 0, ou seja, nao existem pdélos cujo residuo € linear em wu,;
ban, = [Ban]s, onde o subscrito S, indica que tomaremos apenas a parte singular de Bs, e

b3y, = [2a1,Bay, — Bayls, onde ja utilizamos o fato de que by, = 0. Note que a principal diferenca
desse método para condigoes de normalizacao esta no fato de tomarmos sé a parte singular para
os coeficientes, e por isso chama-se de subtracao minima. Para os outros coeficientes, temos

a1 = [Anls, (7.66)
aan = [—2bop + 2a1, A1, — ALY — AP, (7.67)
Cin = [Cinls, (7.68)
Can = [a1nCin + c1nC1n — CS) — O] (7.69)

Utilizando entao (7.57), chegamos a

(N +2) B . LT'(2n)['(2n) 1
bon = 18 {13 =(-1) IEDCESR ;[1 + (’)(en)]}s. (7.70)

Admitindo apenas a parte singular, obtemos
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L L(N+2) T@En)r@2n) 1
bon = (=15 IBn)(n+1) e (7.71)

Para ay,, temos

ann = [Ap]s = & 1; 8) { {12 — éu + O(En)]] + 2pe7"mut.}s, (7.72)

onde utilizamos o resultado de I, dado por (7.56). Note que as permutagoes possuem a mesma
parte singular, o que nos da um fator de 3 no total. Com isso temos

N+8 1
a1y = T+ = (7.73)

O coeficiente b3, pode ser encontrado ao impormos que a parte singular referente & O(u2) em
(7.65) se anule por subtragdo minima, ou seja, bs,, = [2a1, B2, — Bsy)s. Isto nos leva a

= (B2 0 3t ()
3

vl S oG,

(7.74)

Vale ressaltar que nao podemos, nesse caso, simplesmente desprezar a parte em O(e) da
integral Bs,, pois o coeficiente ay, carrega consigo o fator 1/¢,, o que torna toda a expressao
singular. Note ainda que a integral B, sé possui termos singulares, dado o fator de 1/¢2 em
sua expressao. Rearranjando a equagao acima, ficamos com

et (] [t )
+ %[ N +8)(N +2)(— 1)”p€;s§12(r7§2f)1) (216 N 3;4)} " .
UL L))

Observando (7.75), notamos que o primeiro termo, que carrega a integral logaritmica, é identi-
camente nulo, o que justifica o fato de nao precisarmos calcular essa integral. Entao, para bz,
temos

p _ (CDWV 4 8)(N +2)0(20)0(20) .i[i (
e 6480 (3n)C(n + 1) €n

+
N | —

[\~

3

_.
l\DIH

o

3

_.

[u—

~

| I
—~
\]
\]
(o
N~—

€n

%IH

p=
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Utilizando agora a expressao (7.67) para o coeficiente asg,, encontramos

_ l K T Fagn ermu
- { ( ) +2p t} X
(N2 +6N+20) (BN+22) (N +8)
{ ) ( 108 L 108 )}
] 8)> (N?+6N+20) (5N +22)
_%{ o7 18 }+ (7.77)
e e e etan — )
(N +8)? (5N +22) Sk
T[w(%) O e T {D(”) - pzzl 13} }

Note que aqui também o primeiro termo ¢é nulo, o que implica no cancelamento das integrais
logaritmicas. Entao, com mais algumas passagens algébricas, chegamos a

N+ 8)? 1 1 ni1 (N +2)T(2n)C(2n)
(on =~ =) BT {(_D 2I'(3n)C'(n + 1)

_ (5N + 22)D(n)} 1w

€n

Como o coeficiente ¢y, = [C1y]s € Cy,, = T2 {E + O(e )}’ vemos facilmente que

N+2 1

Por 1ltimo, temos que ¢, é dado por

['(2n) 1 iy + k2,
n= =~~~ — |Ln| ———— 2 t.
Co ()T (n) Gn[ ( + 2permut. | X

y [(N+2)2 N (N+2) (N?+10N +16) (N+2)2]

Kn

108 36 216 216
(7.80)

L0810 0201y [0 22F
(N+2) (N+2)(N+8) (N+2)?] (N+2)
LTI 7 T } ST D(”)}’

onde podemos verificar novamente o cancelamento do termo que carrega as integrais logaritmicas.
Podemos entao reescrever ¢y, como
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C(N+2)(N+5) 1 (N+2)D(n) 1
Cop = 36 B (7.81)

Levando em conta todos esses coeficientes, podemos escrever

B (N +38) (N +8)? 1 i1 (N +2)T(2n)T(2n)
fon = “"{1 LT { 362 | 18, <<_1) : 9T (3n)T(n + 1)

- (5N+22)D(n))]ui}, (7.82)

(N+2) T@nl(2n) 17 ,
Zogy =1+ {(_1) 72 T(3n)C(n+1) ';] nt

. { (=1)"(N +8)(N +2r(2n)l'(2n) 1 {1 - (D(n) . %2"‘1]13 - %2”‘1 nip” }Ui

648 (3n)C(n + 1) €n Lén — prd
(7.83)
_ N +2 (N +2)[(N+5) 2
70 =14 —D ) .84
oy - b€, tn ¥ { 12¢, { 3en ()| pun (7.84)

Temos ainda que as fungoes de Wilson sao agora dadas explicitamente por

By (1t ) = —un{en _ W > 8 + 5 [(5N +92)D(n) + (=1)" (1\; F*(;z)rr(fz)f%”)} 2 }
(7.85)
(=)™ YN +2r@n)T2n) [ , (N +8) 181 138 1
Vo) (un) = 36F(3n)F(n I 1) |:Un — —6 (D(n) + 5 pzzl 2—9 5 p;o - _’_p)un:|7
(7.86)
Tor, () = X1 D) (7.87)

Podemos obter agora, através da condicao S, (u;) = 0, que o tnico ponto fixo estdvel no
regime infravermelho é dado por

.6 2T(30)T(n + 1)(5N +22)D(n) + (—1)*(N + 2T2n)T2n)] 4
tn = gt T 12 (N +8)°T(3n)T(n + 1) e (788)

Substituindo entao o ponto fixo em (7.86), obtemos
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B o (F1)MHN 4 2)T(2n)0(2
Tin = Yo (Un) = 36T £ 1) { {N 8"
20 (3n)0(n +1)(5N +22)D(n) + (=1)"(N +2)P2n)0(2n) , ?
* 12( (V + 8T G3n)T(n + 1) ) n} * s
(N +8) 1841 138 1 6 '
B (D("Hé;{o_ip 0 n+p) {N+8
19 2I'Bn)I'(n + 1)(BN +22)D(n) + (—1)"(N + 2)I'(2n)I'(2n) ]| , s
12| (N F ST B+ 1) J] }
o que nos leva a forma final para o expoente critico 7, até O(e3), ou seja,
_(=D)MYN +2)r(2n)T(2n) ,
Ny = N+ 8 G + 1) e:[1+ €, F(N,n)l, (7.90)
onde F(N,n) é dado por
(n+1)(5N +22)D(n) + (—1)™(N + 2)I'(2n)I'(2n)
F(N.n) N+8 { T(3n)T(n + 1) * o

2n—1
1 1 1
—( azg——zw)-
p=0
Sabemos ainda que v, ! = 2n—n, _7¢>§ )(uj;) Fazendo entao a substituicao do ponto fixo dado

por (7.88) na expressao (7.87) e considerando apenas os termos até O(e?), encontramos

.. (N+2) 6(N+2)
Tt Un) = Ty o (N +8)2
o0(3n)D(n + 1)(5N +22)D(n) + (—1)"(N + 2)T(2n)T(2n)

T2AN+2) (N £ 89T (30T (n +1) n

D(n)ée+
(7.92)

1

Substituindo entao (7.92) e (7.90) na expressao para v, - e considerando aqui também apenas

os termos até O(€?), obtemos

1 (N+2)
I e T (N8
(N +2) TnT(2n) (N +2)

(N +8)? (_1)n+12F(3n)F(n+ 1) 1, 3P+ I(N,n) 2, (7.93)
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onde

J(N,n) =

20 (3n)T'(n + 1)(5N + 22)D(n) + (=1)"(N + 2>F(2”)F(2”)} , (7.94)

(N +8)I'(3n)I'(n+ 1)

Podemos obter agora o comportamento assintético de 7, e v, para n > 1, através da
utilizagao das seguintes expressoes

I(2) ~ V271(2)* 2 exp(—2) |1+ é + (9(1/22)} (7.95)
(z) ~In(z) — % +0O(1/2%), (7.96)

onde estamos considerando z > 1 nas expressoes acima. Aplicando entao (7.95) e (7.96) em
(7.90) e (7.93), ficamos com

nl(N—l—Q) 3 /16\" 9 (20N+88)
e e A [% (2—7) ] {1 ~ v rsz e (7.97)
1

Observe que tanto 7, quanto v, vao a zero para n — oQ.
Encontrados os expoentes criticos 1, e v, torna-se facil obtermos os outros expoentes criticos
através das relagoes de escala. Sabemos que 7, = v,(2n — n,,), portanto

(N +2) (N+2) [(N+2)
m(N+8) " n(N+82| 4n

Temos também que «,, = 2 — m,,v,. Mas, m,, = 4n — €,, o que nos leva a

—3D(n) + J(N,n)| €. (7.99)

o, =2+ €,v, —4nuv,,. (7.100)

Utilizando entao a relacao (7.100), obtemos

(4—N) (N +2)

B T@n)T(2n) (N —4)
TN+ 8) " n(N +8)?

T'Bn)I(n+1) 4n

(_ )n—i—l n*

(7.101)

—6D(n) +2J (N, n)} e

Temos agora que 3, = %Vn(mn —2n +m,), ou ainda

Bn=1- %(an + Yn)- (7.102)
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Substituindo entao (7.99) e (7.101) em (7.102), chegamos & conclusdo que o expoente critico
B, é dado por

1 3
2 (N +8)"
(N +2) (—1) ['(2n)T'(2n) - 3( 1

N T 8 NEONCEE 5+ D(n)) + J(N, n)} ;. (7.103)

ﬂn: +

Para finalizarmos, temos ainda que o tltimo expoente critico (d,,) é dado por (7.21), o que pode
ser reescrito como

_bn—€, — 1y

Op = . 7.104
2n — €, + 1 ( )
Utilizando a expressao acima, indo até O(€?), obtemos
1 1 (N +2)I'(2n)L(2n) 1
6 =3+ —€, — — [2(=1)" ! - — e 7.105
i et L et A ey s T e R (7.105)

O nosso objetivo nesse capitulo foi entao alcangado, pois temos todos os expoentes criticos
do modelo C'EC'T isotrépico, calculados pelo esquema de subtragao minima, sem fazer uso de
aproximagoes na resolugao das integrais até a ordem €2 (para o expoente critico 7, fomos até
O(e3)). E de fécil verificacao que os expoentes do caso exato nos dao o resultado para o modelo
sem competicao quando fazemos n = 1.

Vale salientar que os expoentes criticos listados acima ja tinham sido calculados pela técnica
de condigoes de normalizacao na referéncia [76], sendo idénticos aos obtidos aqui por subtracao
minima, embora os calculos intermedidrios, incluindo: ponto fixo e fungoes de Wilson, sejam
distintos. Essa equivaléncia entre os expoentes calculados por dois esquemas de renormalizagao,
nos da confianca sobre os resultados obtidos. Nossos resultados podem ser encontrados na
referéncia [90].



Capitulo 8

Conclusoes e perspectivas

Os expoentes criticos para sistemas delimitados por superficies planas e paralelas foram
calculados até ordens de pelo menos 2 [oops, usando a descrigao fenomenoldgica da teoria de
campos escalares. Para isso, definimos um formalismo de partes de vértice 1PI, o que, por si
s6, estd além do quadro tedrico anterior para condigdes de contorno de Neumann (N BC') e de
Dirichlet (DBC). Através destas condigoes, impostas ao parametro de ordem, o comprimento
L, referente a separacao entre as superficies, foi introduzido nas nossas analises. Tanto a
formulagao massiva quanto a nao-massiva da teoria foram empregadas nesse estudo. Um fato
ja bem estabelecido no estudo de fenomenos criticos em sistemas infinitos é a independéncia
dos observaveis fisicos em relacao a esses dois tipos de formulagao, o que da suporte a hipétese
da universalidade. Mostramos, portanto, que essa equivaléncia ainda persiste em sistemas de
tamanho finito com geometria de superficies planas e paralelas, através da obtencao dos mesmos
valores para os expoentes criticos em ambas as formulacoes. Desse modo, conseguimos também
estabelecer novos critérios para a determinacao do crossover dimensional.

Abordamos trés tipos de sistemas neste trabalho. No primeiro deles, tinhamos apenas in-
teragoes ferromagnéticas (usando novamente a linguagem do magnetismo) enquanto que no
segundo, o sistema apresentava um subespaco no qual as interacgoes ferromagnéticas e antifer-
romagnéticas competem entre si, conforme ilustrado de forma simples pelo modelo ANNNI.
Para o terceiro sistema nao aplicamos condigoes de contorno, em contrapartida, suas interagoes
competitivas foram estabelecidas até um niimero n de vizinhos num espaco com d dimensoes. Na
abordagem do ultimo sistema, trabalhamos o caso isotrépico (d = m,,), onde m,, é o nimero de
dire¢des competitivas, com o caculo exato das integrais de Feynman. A aplicagao de condicoes
de contorno a esse tipo de modelo vem a ser uma perspectiva natural para futuros trabalhos.

Para o tratamento de sistemas sem competicao, partimos de uma densidade lagrangiana
escrita em termos do parametro de ordem ® com interacao do tipo ®* e simetria O(N), onde N
¢ o nimero de componentes de . Seguimos entao com a extensao do procedimento empregado
por Nemirovsky e Freed (NF), no qual computamos as fungoes de vértice 1PI de 2 e 4 pontos
até ordens de 3 e 2 loops, respectivamente. O aparecimento de multiplicidades, assim como de
integrais de Feynman que nao ocorrem para outros tipos de condi¢oes de contorno mais simples,
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na construcao dos diagramas de Feynman, foram trabalhados de forma original. Além disso,
foi possivel, exceto para o caso de quase-momentos nulos, unificar as condigoes de contorno
dentro de um mesmo escopo formal. A estrutura tensorial das partes de vértice também sofreu
profundas modifigoes, apresentando uma simetria do tipo O(N) X (tamanho finito). Mesmo
nessas condicoes, o trabalho foi realizado sem a necessidade de inclusao de termos de superficie.
Tal inclusao s6 se justificaria se nao fosse possivel a renormalizacao das partes de vértice da
maneira usual, ou seja, se partes de vértce do tipo tadpole nao fossem canceladas naturalmente,
o que de fato nao ocorreu, embora os argumentos para isso tenham sido mais complexos que no
sistema infinito equivalente ou mesmo em condicoes de contorno periédicas ou antiperiodicas.

Na formulacao massiva da teoria, o comprimento de correlagao £ é mantido finito e todas as
integrais de Feynman foram expressas em termos de uma parte singular (polos em €) mais outro
termo de corregdo dependente da varidvel de escala L/{. A parte singular corresponde & mesma
obtida para um sistema infinito. Esse fato foi consistentemente confirmado ao observarmos que
o termo de correcao tende a zero no limite L/ — oo. O outro extremo do limite assintético
(L/§ — 0) também foi analisado e pudemos checar o mesmo tipo de crossover dimensional
relatado por NF em consequéncia da corregao de tamanho finito ser proporcional a (L/£)~! em
NBC e aln(L/€) em DBC. E de fato interessante perceber que, embora os termos de correcao
encontrados para NBC' e DBC sejam bastante distintos dos encontrados para condicoes de
contorno periddicas (PBC') e antiperiddicas (ABC'), existe uma equivaléncia, quanto ao limite
assintotico L — 0, a saber: NBC com PBC e DBC com ABC'. No entanto, o limite £ — oo
é inconsistente com a teoria massiva devido as divergéncias no limite infravermelho e as nossas
andlises nesse caso restringiram-se apenas a L — 0.

A fim de acessar a regiao L/{ — 0 com L finito, recorremos a formula¢ao nao-massiva
da teoria na qual ja temos & = oco. Novamente, as integrais de Feynman possuem uma parte
singular mais um termo de correcao dependente de L. Para L finito, mostramos que esse
termo ¢é regular e nenhum crossover dimensional ocorre, em contraste com as previsoes da
conjectura de escalamento em tamanho finito quando L/ — 0. Porém, no limite L — 0,
obtivemos um comportamento similar ao do caso massivo, com o termo de correcao variando,
respectivamente, como L~ para NBC e In L para DBC. Portanto, concluimos que o crossover
dimensional decorre apenas de valores pequenos para L. Uma comparacao entre NBC e DBC
mostra que tais valores sao ainda menores em DBC, sendo da mesma ordem de grandeza do
parametro de rede do sistema. Mantendo L finito, obtivemos os mesmos expoentes criticos de
sistemas infinitos.

Longe dos regimes de crossover, a equivaléncia completa entre os expoentes criticos, ao
utilizarmos as formulacoes de campos massivos e sem massa, demonstraram pela primeira vez
para NBC e DBC| no presente trabalho, que a conjectura fenomenoldgica que apontava para a
falha da expansao €, resultando na regiao de escala L/§ — 0, é incorreta. Tal conclusao reafirma
o que foi colocado por Silva e Leite com respeito a PBC e ABC: “O papel privilegiado dado
a varidvel L/¢ como o indicador da validade dos resultados obtidos da expansao € nao é mais
aceitavel”. O fato de ser apenas L o parametro importante a ser levado em conta, emerge de
forma natural de nossas discussoes.
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O segundo tipo de sistema de nosso interesse correspondeu aqueles com interagoes competi-
tivas exibindo um ponto critico de Lifshitz. Com a finalidade de calcular os expoentes criticos
referentes a esse tipo transicao de fase, consideramos novamente uma teoria de campos esca-
lares com interacao ®* seguida de uma nova extensio do método de NF. Diferentemente de
sistemas sem competicao, as derivadas segundas do parametro de ordem ao longo do subespago
competitivo passam a ser necessarias para uma descricao satisfatéria do problema na regiao
critica de Lifshitz. Ja no subespago nao-competitivo, continuamos com os mesmos termos rele-
vantes ao estudo de sistemas sem competicao. Devido a essa anisotropia espacial, as funcoes de
vértice escalam de forma distinta em cada subespaco, resultando em diferentes comprimentos
de correlagao &9 € €14.

H4&, pelo menos, duas maneiras de introduzirmos o tamanho finito nesse tipo de sistema. A
mais simples delas, e que foi de fato implementada, consiste em tornar finita uma das dimensoes
ao longo do subespaco nao-competitivo. A partir dai, com o arcabouco gerado no capitulo 4,
regularizamos as integrais de Feynman até ordens de 3 loops com auxilio da aproximacao
ortogonal e as expressamos em termos de uma parte singular (com polos em €;) mais outra
regular, correspondendo aos termos de correcao de tamanho finito. Os resultados decorrentes
dessa andlise sao inteiramente equivalentes aos de sistemas sem competicao, tanto no que se
refere a obtencao dos expoentes criticos, quanto ao crossover dimensional. Desde que evitemos
valores pequenos de L, podemos calcular os expoentes criticos em termos de expansoes em €y,.

A outra maneira de analisarmos o tamanho finito em sistemas com competicao, o que
também incluimos como perspectiva, consiste em compactar uma das dimensoes ao longo do
subespago competitivo. A fim de simplificar esse estudo, podemos considerar, inicialmente,
apenas a conjuntura uniaxial. Nesse caso, as regras de Feynman devem ser modificadas para
incluir os quase-momentos quarticos ao longo do eixo competitivo. Com essa finalidade, um
novo procedimento para representar de forma conveniente os somatérios nos quase-momentos
deve ser implementado. Para condigées de contorno periédicas (PBC') ou antiperiédicas (ABC)
ja existem representacoes que dao conta de alguns casos particulares, as quais sao dadas em
termos de integrais de Mellin-Barnes, usualmente empregadas na andlise de fungoes especiais.
De posse dessas representacoes, vemos ser factivel, ao menos a investigacao do problema mais
simples de forma sistematica, sendo uma possibilidade a regularizacao das integrais de Feyn-
man de forma exata até a ordem de 2 loops. Sendo assim, poderemos expressa-las novamente
em termos de uma parte singular mais o termo de correcao. No caso especifico de PBC' ou
ABC, o estudo j& realizado por Silva e Leite, com respeito ao termo de correcao, tanto na
formulagao massiva quanto na nao-massiva, mostrou que o crossover dimensional é novamente
regido apenas por valores pequenos para L e que, evitada essa regiao, os expoentes criticos 1y, e
v até a ordem €2 podem ser calculados perturbativamente. Desse modo, a extensao do estudo
realizado nesse trabalho, no sentido da aplicacao de NBC' e DBC' dentro de um formalismo
unificado, estda também alinhado com o nosso panorama de possibilidades.

O nosso objetivo neste trabalho foi investigar como o confinamento de um campo escalar
entre duas superficies planas e paralelas pode alterar os valores dos expoentes criticos. Para isso,
consideramos apenas as condigoes de contorno de Neumann e de Dirichlet. Outras restrigoes



225

espaciais mais complexas, como condi¢oes mistas, onde aplicamos NBC' em uma superficie
e DBC na outra, podem ser utilizadas com as ideais trazidas pela presente tese. Como as
condigoes de contorno que foram utilizadas sao mais condizentes com a realidade fisica, por
exemplo, de filmes finos, pois refletem um acoplamento distinto entre os spins das superficies em
relagao a interagao spin-spin no interior do sistema, até mesmo uma investigagao experimental
de nossas conclusoes torna-se plausivel.

Ao mencionarmos interagoes competitivas no capitulo 6, nos referimos apenas a acopla-
mentos antiferromagnéticos J, < 0, entre spins com seus segundos vizinhos intercalados por
acoplamentos ferromagnéticos, e J; > 0, entre spins mais proximos, compondo o modelo m-
axial. Porém, a generalizacao desse modelo ao incluir outra interacao ferromagnética J3 > 0,
entre terceiros vizinhos ao longo da mesma direcao com uma determinada combinacao de va-
lores para as razoes —Jy/J; e J3/Ji, origina uma regiao critica de Lifshitz no diagrama de
fases, dentro da qual temos um ponto multicritico conhecido como ponto de Lifshitz de terceiro
cardter [91]. Se os acoplamentos Jy e J3 sao estendidos a subespagos com, respectivamente,
ms e mg dimensodes de um sistema d-dimensional (d > mgy 4+ m3), teremos um sistema ms-axial
com um ponto de Lifshitz de terceiro carater genérico e uma nova classe de universalidade
caracterizada pelo conjunto de parametros (N, d, ms, m3). Nao é dificil imaginar a extensao
do procedimento para incluir um numero L de acoplamentos Ji, Js, ..., Jp cujos sinais sao
alternados (J; > 0,Jo < 0,J3 > 0,...), de modo que as interacoes ferromagnéticas e anti-
ferromagnéticas sejam intercaladas entre si [92-94]. A construgdo mais geral que podemos
ter consiste em estender cada uma dessas interagoes J, para um subespago m,-dimensional,
onde 25:1 m, = d. O sistema pode ser, portanto, chamado de my-axial, com um ponto de
Lifshitz de L-ésimo cardter genérico (modelo CECT), cuja classe de universalidade é dada por
(N,d,my,ma,...,mg). A descricdo fenomenolégica em termos de campos escalares também
pode ser aplicada a esses tipos de sistemas. Nesse caso, a regiao critica de Lifshitz é tal que,
para um dado subespago com m, dimensoes, o termo dinamico nao-nulo mais relevante na
densidade lagrangiana corresponde a (V7 ®)?. Observamos que as dimensées canénicas dos
momentos de ordens mais elevadas foram redefinidas de modo que o termo dinamico assim
definido e, consequentemente, os propagadores sao dimensionalmente consistentes, conforme
ilustramos no capitulo 7, onde utilizamos apenas a configuracao mais simplificada (d = m,,).

A discussao sobre a descricao mais geral de sistemas com interacoes competitivas, que é
representada por um modelo simples de rede denominado modelo CEC'I, pode ser encontrada
na referéncia [76]. Este modelo consiste numa modifica¢gdo do modelo de Ising, incluindo os
modelos ANNNI e m-axial como casos particulares. O comportamento critico genérico de
Lifshitz do L-ésimo carater, evidentemente, estende a compreensao do comportamento critico
do segundo carater m-axial [75], que por sua vez é uma extensao do modelo ANNNI.

Os expoentes criticos calculados no ultimo capitulo deste trabalho sdo também exemplos
de grandezas que exibem um carater universal, ou seja, sao independentes das caracteristicas
microscopicas dos sistemas considerados. Vimos que, na verdade, o fator determinante na dife-
renciagao dos sistemas que podem ser descritos pelo modelo C ECT é a classe de universalidade
que, para o caso isotropico, é dada por N e d = m,,. A propriedade de universalidade dos expo-
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entes criticos ¢ uma consequéncia natural da aplicagao das técnicas do grupo de renormalizacao
aos sistemas que exibem transigoes de fase, o que abrange também os sistemas com interagoes
competitivas do tipo Lifshitz de L-ésimo carater, também objeto do nosso estudo.

Através das analogias existentes entre a teoria de campos e a mecanica estatistica, conse-
guimos calcular os expoentes criticos isotrépicos exatos do modelo CECT até O(e2) (até O(e3)
para o expoente critico 7,) aplicando, para isso, o método de subtra¢ao minima como meio de
tornar a teoria renormalizada. Também utilizamos regularizagao dimensional para expressar as
integrais de Feynman em termos de polos dimensionais. Tais integrais foram calculadas exata-
mente. B importante frisar que o método de subtragao minima nao tinha ainda sido aplicado
para encontrar os expoentes criticos exatos do modelo CECI, embora esses mesmos expoen-
tes ja tenham sido calculados pela técnica de condigoes de normalizagao [76]. Vale ressaltar
também que os expoentes criticos do caso isotrépico exato, calculados aqui [90], s@o idénticos
aqueles das referéncias citadas acima.

Existem algumas vantagens na utilizacao do método de subtracao minima em relacao ao
método de condigdes de normalizagdo [17]. A primeira e notdvel vantagem é o fato de néo
precisarmos calcular as integrais logaritmicas que aparecem no processo de resolugao, pois
estas sao canceladas no decorrer do calculo. Outra vantagem é que como, por construcao,
sabemos que tais integrais devem ser canceladas, torna-se facil e imediato a verificacao de erros
algébricos, o que é muito importante, dado a quantidade de expressoes que devem ser obtidas até
o resultado final, o que traz ainda mais confiabilidade nos coeficientes obtidos para as expansoes
e, consequentemente, no resultado para os expoentes criticos. Outra vantagem estd ligada a
nao especificacao, em subtracao minima, da escala de momento k. Com isso nao precisamos
inserir o conceito de ponto simétrico como é feito em condi¢oes de normalizacao. Ainda temos
que o processo de renormalizacao é realizado pelo isolamento apenas dos termos divergentes, o
que deixa explicito quais sdo os unicos termos que devem ser subtraidos (subtragcdio minima),
para que a teoria seja renormalizada.

O tratamento de sistemas m-axiais com tamanho finito sujeitos a PBC, ABC, NBC e
DBC, pode ser visto como uma consequéncia natural das nossas andlises para sistemas mais
simples, a ser realizado posteriormente com o auxilio das formulagoes de Leite e Carvalho
(76, 95, 96]. O primeiro caso a ser considerado é andlogo ao realizado no capitulo 6, porém, por
simplicidade, é conveniente comegar com PBC ou ABC. Fazendo uma das dimensoes finitas
ao longo do subespaco sem competicao mi-dimensional e aplicando PBC' ou ABC, teremos o
componente z do vetor k; discreto (quase-momento). As integrais de Feynman relacionadas com
o propagador referente a k; podem ser regularizadas com o auxilio da aproximacao ortogonal
e 0 somatério nos quase-momentos, resultante desse procedimento, pode ser identificado com
(4.112). Os expoentes criticos seriam entao calculados em termos de expansoes em poténcias
de um novo pardmetro dimensional e, = 4 4+ S>F_ [(n — 1)/n]m,, — d.

Outra perspectiva desse trabalho, relaciona-se com a possibilidade de tornar compacta uma
das dimensoes do segundo subespaco, no qual ja existem interacoes competitivas. Nesse caso,
é o componente z do vetor ks que passa a ser discreto. Utilizando novamente a aproximacao
ortogonal, podemos resolver as integrais em todos os momentos continuos para cada loop nos
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diagramas de Feynman e chegaremos a um somatoério nos quase-momentos correspondente a
uma generalizacao de (4.112), a qual inclui quase-momentos quérticos. Essa generalizacao ja
foi proposta e utilizada por Silva e Leite no caso m-axial com PBC e ABC. E importante
dizer que condigoes de contorno em subespagos com indice n > 2 conduzem a somatérios bem
mais complexos, cujas representacoes nao dispomos no momento. Um dos nossos objetivos
para trabalhos futuros consiste em também desenvolver novas representagoes para esses tipos
de somatérios, o que pode gerar aplicagoes em varias areas onde o estudo de limitagoes espaciais
se insere.
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Apeéendice A
Regularizacao dimensional das
integrais de Feynman na teoria massiva

Como as integrais I e I’ massivas ja foram calculadas explicitamente no capitulo 4, passa-
remos a regularizagao dimensional das contribui¢oes da ordem de 2 loops da funcao de vértice
de 4 pontos. Vamos comecar com a integral I, dada em (4.50) e que pode ser reescrita aqui
como

: I(g+ K, 1+ j;m1)
Ii(k K E d g . — ) Al
( L1, 7575 1) “r / [(q— k)2 +r2(1 — )2 + 1][¢% + r212 + 1] (A1)

l=—00

Como a integral é massiva podemos fazer desde ja k = k' = 0, simplificando a expressao para:

I(q, 1+ jsr, 1)
1,(0,0, d'q ’ — : A2
( 1 ] 7",U T Z / q +7a21 )2+1][q2+r212+1] ( )

l=—00

Novamente, a vantagem de termos identificado a integral (4.108) no integrando acima deve-
se ao fato de ja termos a regularizagao dela em (4.119). Portanto, podemos escrever:

1 € 1 0 dd—lq
] . — _265 - 1__ d
4@, g5 m ) = =S L( 2)/0 $rl;/[q2+r2(l_i)2+ux
1 1
X ; e+ 3
(@+r22+ D) {x(l —2)[®>+r2(l+ 7)) + 1}z 2

SFTE3G G|, (AL3)

512

onde,

('=0)
F, 0) (¢, 757 Z / di'q F% (qJH_j "D . (A.4)
32 ’ Sd q +72(1 —1)% + 1][g? + r21% + 1]
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As singularidades (polos em ¢) da integral (A.3) originam-se do primeiro termo, enquanto
que o segundo produz apenas termos regulares (de ordem €°), podendo, portanto, ser desprezado
na nossa analise. A fim de mostrarmos a regularidade desse termo, consideremos inicialmente
a definigdo (4.120), juntamente com (4.116)

™m

1 o0
FST/=0)(q,j; r) = 4r6/ dx cos(2mmjx)
5 0 mZ::l Vel = 2)(@ +r7%) + 1

x K¢ (27rm7‘*1\/x(1 —x)(¢g* +1%j%) + 1> . (A5)

Da expressao acima, segue imediatamente que

£
2

X

1 [e¢)
~(7_l:0) . — —€ '/Tm
f% (qajar)—4r /0 de[

S VA @
< Ky (2mmr o D@ 12 1) > TV i), (A

Como o integrando ¢ simétrico em torno de x = % noés podemos escrever

€
1 o] 2

~( ) 2 w™m
F g, g :STE/ o
(@) 0 Z r1/x(l —z)(¢® +1r2%)2) + 1
x K¢ (27rm7’ "Wl —x)(q? + 72 )—l—l). (A7)

No limite ¢ — oo, escolhemos um parametro real A < 1 tal que ainda tenhamos \¢g> — 0.
A ideia é dividir os limites de integracao em duas partes: na primeira, integraremos no intevalo
(0, \), considerando os argumentos das fungoes até ordem z e, na segunda, a integral serd sobre
o intervalo (A, 2) Desde que r seja finito, podemos usar a expansao assintética da funcao de
Bessel na segunda parte

[e'e) A 5
. f(r'=0) L\ Q€ Tm
lim fo (q.4;7) =8 /0 dw( — > X

o ria(? +r22) + 1

£
2

> ™
X Ke (2mmr—'\/z(q® +12§2) + 1 +/ dx X
2 < \/ (q %) ) A\ (r—l\/x(l _x)(q2+7n2j2)+1>

x\/ T : exp (—Zer’l\/x(l —z)(¢> + 1?52 + 1> . (A8)

47Tm7"—1\/a;(1 —z)(¢®>+r?2) + 1
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O segundo termo pode ser desprezado no limite considerado, pois ele decai muito mais ra-
pidamente que o primeiro termo. Realizando a mudanca de varidvel y = 1 + z(¢* + r%5?),
simplificamos o resultado acima para
87"7E € _ e _1
lim f (q gir) = j2 Z (mm)z dyy 1K (2mmr—\/y). (A.9)

q—00 q +r

Usando a seguinte identidade encontrada em [78]

/100 dra™2(z — 1)K, (avz) = T(0)2"a " K,_,(a), (A.10)

e considerando que estamos fora da regiao de crossover dimensional, isto é, r < co, chegamos
ao seguinte resultado

Z(wm) 1Ke 1(2mmr™h), (A.11)

m=1

8rl=2
li
lim f¢ =g, jsr) = 7
o qual é claramente regular para ¢ = 0. como fglzo)(q,j;r) > FéTl:O)(q,j;r), vemos que a
2 2
integral na definigdo (A.4) nao possui divergéncias no limite ultravioleta, podendo de fato ser
desprezado em I4(, j, 7, pt). Assim, podemos escrever a expressao (A.3) na forma

. — 2 1 € ! €
Ly(i, i p) = 1S <1 - 5) / dz [2(1 —z)] 72 %
0

[e.e]

er/( 4 _ (A.12)

¢+ r22)[q? + r3(l —1)? + 1] [q2 T4+ w(ll—@} 5

l=—0

Introduzindo dois parametros de Feynman em sequéncia, reescrevemos o resultado anterior
como

1—4(7;,.7';7'7 :u) 2€Sd_ (1 PN E 5 / dz/ dw 1 — ]5/ dyy(l N )
2
dd 1

71

[SILY

o0

<7 g:/t

(A.13)

2+g
l=—00 }

CHy(l—2)r22+yzr2(l—i)2+ (1 —y)r2(l+j5)*+y+ x(ll yx)

© /dz/d:z: [2(1 —2)]7% x
5

[M1—Aﬂﬁ+yw<ww> e TR

A integracao no momento ¢ resulta em

o S5 (1 _ E) F('

o0

1
></ dyy(l—y): " r )
0

l=—00
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Antes de realizarmos a soma podemos simplificar a expressao anterior notando que na integral
em y temos um polo devido ao termo (1 — y)z~! para ¢ — 0. Sendo assim podemos fazer
y = 1 no argumento da soma, o que é o mesmo que fazer uma expansao em torno de y =1 e
pegar apenas o primeiro termo da expansao. Aplicando o que foi descrito e utilizando (4.114)
chegamos a seguinte expressao

L(i;r, ) =u‘2653{<1 2) % / da [#(1 — )] ¢ / Cdyu(1— )i x

x /0le [2(1 — 2)r2® + 1 ( —%) err_g /da: [x(1_x)]—§/oldyy(1_y)z—l x
><r—2€/0 dz fi. (zi,r‘l\/z(l— 7"222—|—1>}. (A.15)

Note que agora I, nao depende mais de j. Expandindo em € e desprezando termos a partir de
€%, chegamos ao resultado

1 ! e

Li(isr,p) = ,u_2€2— {1 — == 6/ dz In[z(1 — 2)r%* + 1] + EF(S =0 r)} : (A.16)
€ 0

Vamos agora resolver a integral expressa em (4.51). A integral I; pode ser reescrita como:

g+ K, 1)
2+r27;2+1][q2+r2j2+1]'

Lk, K iy gy L, p) = u‘2€7"/dd‘1q[(q vy (A.17)

Por se tratar de uma integral massiva, podemos desde ja fazer k = k' = 0. Ficamos entao com:

. _ _ I(q,l;r, 1)
. _ 2e d—1 IR
Li(i, 4, lr, ) = p r/d e R g L R ] (A.18)

Substituindo (4.108) na expressao acima encontramos:
Y 1 ddflq
I, g, S (1——>/d 1— —5/ X
467 L) = d{ 2) ), [z(1 —=)] @+ 22+ (@452 + 1)

(r'=0)
1 r F& 7 (q,l;r)
=+ [dT 5 : . (A19
[q + 22 + ]5 2 / et rE D@+ 22+ 1) (A-19)
z(l x)

A dltima integral da expressao anterior é regular para € — 0, o que pode ser percebido em
comparagao com o que ocorreu com Iy e, portanto, o tultimo termo pode ser desprezado. Note
também que nas integrais restantes podemos aplicar diretamente ¢ = 0 como uma forma de



239

simplificar os cédlculos, visto que estamos em busca apenas dos termos divergentes (Obs: Essa
simplificagdo nao se aplica a teoria sem massa por conta da escala k). Assim temos

) r ddflq
40, Gy, ) = pm 2 Sy . A.20
(b gir ) = p de/(q2+r2i2+1)(q2+r2j2+1) (A.20)

Observe que a dependéncia em [ desapareceu. Utilizando um parametro de Feynman temos:

/ -2 d''q
I, j; °S d A21
a6 girs ) = d/ y/q+ D gt T (A.21)

Integrando agora em ¢ chegamos a:

1_ e

1o R ) 1 e _ € /1 2.2 . i-s
1306, jiryp) = p SdQ\/— ( +5 F(Q 2) i dy [yr®i® + (1 —y)r®j® + 17272, (A.22)

to

Expandindo em e, novamente notamos que precisamos apenas do primeiro termo. Ficamos

entao com:
1

Iy(i, jsryp) —/ dy [yr?i® + (1 —y)r?j? + 1]z, (A.23)

onde utilizamos T'(3) = /7 e absorvemos o fator S; numa redefini¢ao da constante de acopla-
mento, como realizado em todos os outros casos.

Agora, vamos mostrar que a integral I} nao possui polos em € e, por isso, foi descartada,
desde o capitulo 4, no calculo dos expoentes criticos. Para isso, € suficiente trabalharmos com os
quase-momentos externos iguais a zero, visto que, o grau de singularidade exibida pelas integrais
calculadas aqui independe desse fator. O grau de singularidade estd, em primeira instancia,
relacionado com a quantidade de propagadores. Lembramos que o fato de nao podermos aplicar
0s quase momentos externos iguais a zero nos capitulos 4 e 6 vem da condicao de contorno de
Dirichlet, o que é materializado como um fator externo as integrais. Comegando com a expressao
dada em (4.52), fazendo todos os quase-momentos externos nulos, podemos escrever

[// dd 1 Q7mrlu) A24
(rop) == Z/ N&+rm2+ 12 (4.24)

m=—0oQ
Um ponto importante a ser mencionado, e que ja indica a regularidade da expressao acima, é
que a integral I estd escrita em termos da integral regular I, ao contrario de I}, que é escrita
em termos de I, que por sua vez ¢ divergente.
A partir da expressao dada em (4.124), nao é dificil ver que

, . B Sdr € 1 € ! s 9 o 1.
I'(g,m;r ) = p=* NG (2—§>F(§+§)/0 de(z(l — z)g” + rizm” + 1] . (A.25)

Aplicando o resultado acima em [}, assim como, um parametro de Feynman, obtemos
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" —eS T2 € 5 € ! _1l_ e
I, ) = p2 2%F(2—§>F(§+§>/O dz [2(1 — z)] "3 5 x

1 9]
/dyy(l—y)‘5+2 >
0

/ " g
S T (R R

(A.26)
Resolvendo a integral em ¢ acima, ficamos com
2.2 1
I ) = 2 24 pe (2 - f) T(1+ e)/ dr [x(1 — 2)] 3 5 x
AT 2 0
1 . 0 1 1 1— y —(1+e€)
dy y(1 —y)"2+s 1— 2y 7 .
<, oo y)QQJZ;{P( )t
(A.27)

Realizando agora a soma chegamos no resultado

S2 7“2 € 1 1 1 € 1 1 €
V =p 22l _12(2- = ~ — )]z — ) 2T
Ii(r,p) = p 4\/%F (2 2) r (2 +6)/0 dz [z(1 — z)] /0 dy y(1—y) 22 x

—(1+42¢)
r?(xy — 1) —(+9 =1+ 1]y —1
e

!  fee—n -1y -1
T (3+¢ fuee (0’ \/ x(xy — 1) )

Observando a expressao acima, fica explicito que nenhum termo em I} é divergente para ¢ — 0.
Assim, como queriamos confirmar, a integral I; nao contribui para a parte singular das fungoes
de vértice, podendo ser desprezada. Tal conclusdo é vélida inclusive para a integral Ij sem
massa, pois, fazer a massa nula nao influencia no grau da divergéncia, mas sim nas constantes
de proporcionalidade dos termos sublideres das integrais.

Continuando com a regularizacao dimensional das integrais de Feynman na teoria massiva,
temos a seguinte integral

(A.28)

Da(h. 0. ) = o i / A1 gd? g, y
77’7 U? = a . . .
’ a (1 + g2 + B2 + 02(j1 + jo + 0)° + 7]

J1,j2=—00
1

X
lat + 057 + 1][g5 + %5 + 1]

. (A.29)
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A integral acima tem seu paralelo em PBC' e podemos identificar a inser¢ao de I no integrando
de modo que podemos escrever:

a1 Lq+k,j+isr 1)
Ds(k,i;7r, 1) = Z /d ErrEe1) (A.30)

]7—00

Note que os momentos ja foram reescalados de acordo com o realizado para I e I’. Substituindo
o resultado (4.119), a expressao acima torna-se:

Ds(k,i;r, p) = p*~ 265; [(1——>/ dr[z(1 - z)] TZ/ 2+7~] +1)

1 /= .
x -+ S P (ki) [ (A1)

[+ kP2 72+ + i

onde definimos de forma generalizada:

(' 0) . .
de1 (g+k,j+i;r)
F (kzr T.E /d q+rj—i—1} . (A.32)

J=—00

Depois de inserir mais um parametro de Feynman, resolver a integral no momento ¢ e utilizar
a identidade (4.118), semelhantemente ao que fizemos com a integral I, obtemos o seguinte
resultado para Ds:

Dy(k,i;r, 1) = MQ_QGS—‘% {(1 - 5) L _2\5/)7_; i;)% £9) /01 da[z(1 — 2)] " /01 dy (1 — )5

. S I—y . (r'=0) ;. -
CNL2 20 52 _ 2 € .
x erOO [y(l DK+ 2 [y + (L= y)(j +1) ]+y+—x(1_x)} +5Fe (k,w’)}

Nosso interesse é na derivada de Ds(k,i;r, 1) com relagdo ao mdédulo quadrado do momento
externo k, tomando em seguida k = 0. Lembrando que o momento estd escalado com a massa
i (ou seja, ﬁ — k), realizamos a derivagao da seguinte forma:

0 )
WD?)(]% LT, N)

D) P Lot

o0

></ dyy(l—y)eir >

0 P

»

. . . 1-— Yy 7%76 € '—=0) , .
21 .9 1— 2 —FQ(T ) (5.
P =) ] SR

(A.34)
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onde definimos:

7'/: . a TIZO .
Fim=0(i5r) = @Fc(u Yk, isr)
Empregando a representacao (4.114) no somatdrio em j da expressdo acima, e expandindo o
argumento das funcoes I' em € com a omissao dos termos de ordem €', chegamos a:

(A.35)

k=0

s2 ' E
= 2L (] g {/ dedy y(1 —y)> +
4e 0

- e/ol drdy y(1 —y)? In {y(l —y)it +yr’ + %rﬂ +

0 )
WD?)(]% LT, N)

k=0

€

_§/Oldx 1n[x(1—x)]/oldyy(1—y)é+

+ 6/0 dady y(1 - ) f1,. ((1 —y)i, \/y(l —y)i2+yr2+ U=y y))r—2> +

r(l—2x
1

- 1(7'=0) ..
I 26F§ (7 7‘)} . (A.36)

Notando que todos os termos que estao multiplicados por um fator € podem ser calculados em
e=0eque F ;(T =0) (7;7) é regular em € = 0 para r finito, podemos simplificar a expressao acima
2
para:
0

y —4€ 1 € T'= .
gDk ir)| = [1 = o )] (A.37)

k=0 8¢ 4

onde definimos: W\ =V (i:r) = GV =V (i) + H =0 (i, r) — AR =" (i: ), além de:

(/=0) ! ! (1—-y) 1
Gy (i) = —2/ dx/ dyyln [y(l —y)i*+yr? + —)r_2] - =, (A.38a)
0 0

x(1—2x

(]

Hér/=0)<z-; r) = 2/0 dx/o dyyf% ((1 — )i, Tl\/y(l —y)r?i+y+ %) » (A.38D)

Vamos agora calcular a integral D} dada em (4.55) que pode ser reescrito como:

o 3 4 I(g+k,i;m, 1)
Di(k i, j:r, 1) = 2267’/0ldl AR A
3( J N) 2 q(q2_’_7n2j2+1)

Assim como em D3 os momentos foram reescalados. Depois de substituir o resultado (4.119),
inserir um parametro de Feynman e resolver a integral no momento ¢ utilizando a identidade
(4.118), a expressao acima torna-se:

(A.39)
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bS[0 (PRI
D3<k77n]ara ,u) =H € 2\/7_1' (1 2) ; dx [x(l x)] X

1
51 _ 2 s L oN2:2 2.9
x/o dy y [y(l y)k +y(x(1_x) 1>+(1 y)reic + yrsi —|—1} +
+ 5 Loakyinjin)}, (A40)

onde definimos,

('=0) .
v T e Fa g+ ki)
Lop(k,i,j;7r) = sd/d (o PPN P R (A.41)

Assim como para Dj precisamos da derivada de Dj em relagao a k?, tomando depois k = 0.
Dessa forma temos:

o ...
WD?)(kvza];ra H’)

1
3 €

4
/d [az(l—xn—%/oldyy%(l—y) (s ) e e s

l1—=x

€ o
+§£§(l,j,7“)}, (A.42)

onde temos,
. 0 .
E:J(Zv]; T) = %ﬁa,l(ka 1,75 T) o (A43>
Desprezando termos a partir de ordem €' ficamos com:
0 . 9T . 2., .
M2a—k2D§(l€,Z,];7’, 1) . =k [P(Z,];T) — ;ﬁ{)(z,j;r)} : (A.44)
com P(i, j;r) definido por:
1 1 -1
P(i,j;r) = / dxdy (1 —y) {y {— — 1] +yr?i? + (1 — y)r2j? + 1} . (A.45)
0 z(1—x)

Continuando com a regularizagao dimensional das integrais de Feynman na teoria massiva,
vamos calcular agora a primeira das integrais que contribuem com a ordem de 3 loops para a
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fungao de vértice de dois pontos dada em (4.57). Em termos da integral I, podemos escrevé-la

COINO:
D (l{? 2 /dd 1 (Q7l7r 1)]2 (A 46)
=y P2+ '

l=—00
Substituindo (4.147) na integral acima e mantendo apenas as duas primeiras ordens na expansao
em €, obtemos:

! dz 2 0
X{A hﬂ—xﬂf+r%%+ué}*f&1€1 %””7+0<)}‘(A4U

Nao é uma tarefa dificil mostrar que:

[/o1 [z(1 — :C)(qui r212) + 1]5} 2 = (1+ 2¢) /01 P r%jx m]e + O(é?). (A.48)

Portanto, podemos escrever:

82 1 0 ddflq
. — ,,2—3ed 1
D5(kuz7rau> K 2 {( —i_6>/0v dxrl;o/[<q_k)2+r2<l_l)2+l]x

1 _
x e+ eSaFC T (ki) + O(€) ¢ (A49)

1
[qz + 7202 + l,(l_l,)}
Novamente, introduzimos um parametro de Feynman e resolvemos a integral em ¢, seguido da
identidade (4.118), produzindo o resultado:

STe-HrCiit) T
D ;. — ,,2—3e-d 2 2 2 1 / / 1—
5(kazvralu) H 2 { 2ﬁr(€) ( +E) o dx 0 dy(

00 1— 3 o '
X T Z {y(l — )k +yr*(l—di)?* + (1 — )r2l2+y+—y} —i—eF;(’lO)(k,z;r)}

1

o

z(1—x)

l=—00
(A.50)
Calculando a derivada com relacao a k%, obtemos:

—3e 2 2 -2 L (1-y) T /(r'=0) (-
- - - < FE ] . A. 1
<y kl yi) +y(l—y)i +r 7y +r ﬂ1—@] +eFm V(i) oo (AL

l=—o00

0

Wl%(k’ BT, M)

k=0

o0
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Realizando agora o somatério em [ através da representacao da fungao térmica generalizada, a
expressao acima torna-se:

53 2__
= u3662{ Q(GF 1+e/d:z:/ dyy(1l —y)°x
k=0
_ e , (1—y) 172
3e i _
X T {F(2> [y(l y)z +r 2y 4+ x(l—x)} +

+f%+%€ (—yi,rl\/y(l—y)r2i2+y+H>} — F( _0)( r)} (A.52)

Finalmente, realizamos a expansao em € e identificamos os termos resultantes com as funcoes
paramétricas (A.38a) e (A.38b). Dessa forma, chegamos a:

0 .
WDE)(]{% urT, N)

0

WDE:(ka (S M)

1 3 7/=0)
- = —pu3 6 — [1 ~1 + WO (z 7’)} ) (A.53)

A proxima contribuicao para o diagrama em trés loops da funcao de 2 pontos vem da integral
DL apresentada em (4.58). Reescalando os momentos e identificando a inser¢ao da integral I,
como feito anteriormente, podemos reescreve-la como:

- - - I(q,i;r, 1))
Dy (k, i, j; :236/&“ Ulg b7, . A.54
5( ,Z,]J“,[L) K r q[(q—k)2+r2j2+1] ( )
Substituindo (4.119) e utilizando (A.48) em (A.54) chegamos a
Si d"'q
Di(k,i, jyr,p) = ,u2_366—2 (1+€)r / d:z:/ - +
[(q — k)2 + 1252 —l—l][q—i—r —i—( >
Fi'= g, i:r)

re [ dlq 2 A.55
/ ERETE T

Aplicando um parametro de Feynman ao primeiro termo e integrando em ¢ obtemos:

o LS [(+ar(2—5)T (=1 + %)
Dy(k,i, gy, 1) = pi? 36—5’{ <2\/—F> 2+ 5) /d;z:/ dy (1—vy

Ly 7h s
X {y(l — y)k2 + yr?i? + (1-— y)rzﬂ +y+ :E(l——yx)} + Eﬁg,l(k‘,i,j; 7“)} . (A.56)
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Para utilizarmos condigoes de normalizagiao precisamos da derivada de Di em relagao & k?
fazendo depois k = 0. Temos entao:

o . _ a8t A+ =5 TG+
Qang (k‘,’L,j 7"[1,) k:()_ H 6_2{ 2\/_FE / d$/ dyy 1 y
2 -2 2,2 1 —y (%)
X |yr<g® 4+ (1 —y)rsi +y+:1:(1—:1:) —eﬁa(zyr) . (A.57)

onde L’ (i,7;r) estd definido em (A.43). O termo L’ (i,7;r) nao possui polos para € — 0,
2 2
sendo regular nesse limite. As integrais restantes também sao regulares para € — 0. Como sé

precisamos dos termos divergentes, temos como resultado final para a derivada dessa integral
em k =0:

= —,u_
k=0
onde P(i, j;r) estd definido em (A.45).

Temos ainda que resolver a integral dada em (4.59), a qual, em termos de [ e com o
reescalamento de seus momentos, pode ser escrita como:

sl {P(i,j;r) - %%(z’,j;r)} : (A.58)

9 '

Dhthsi i) = - [ ot
1,757 = r
5\R: 8, 5T, 1 2 ( 2+T2'2+1)

X d*q d — . (A.59
" Z / ql—i—qQ—I—k) +7“2(l+j)2+1][q§+r2l2+1] ( )

l=—0c0

Seguindo os mesmos passos utilizados para a resolucao das outras integrais relacionadas
a funcao de 2 pontos, ou seja: substituicao de I, com a posterior aplicacao de parametros de
Feynman; integracao nos momentos internos e resolucao da soma nos quase-momentos internos;
derivacao em relacao a k? em k = 0; expansao em e onde desprezamos termos em €°, chegamos
a seguinte expressao:

0

QakQ D//(k7 Za] T M)

r 2
= {P(j,i;r) - —ﬁé(m';r)} : (A.60)
k0 € r
Um ponto a ser evidenciado aqui é que a integral ﬁg possui a mesma solugao de DY, assim
temos:

9
1120k?

Ainda temos a integral DY a ser resolvida. Assim como a integral I}, DY é regular para
e — 0 e, portanto, foi descartada desde o capitulo 4, pois nao influencia no calculo dos expoentes

= —M_
k=0

- ..
D5(k;77’7];/ra:u)

T . 2 ., ..
L pGan - 2oan|. e
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criticos. Para confirmar essa afirmacao, vamos agora delinear os passos mais importantes de
sua resolucao em termos de uma expansao em €. A partir de sua forma mais béasica dada em
(4.61) podemos reescrever a integral D2 do seguinte modo

D/// k- 2 3e 2 /
(ki ) Z q3+r2‘12+1]

ddflq
X X
Thz / [(qu 4 g3 + k)2 4725 + 1][qf + 72(11 + 12)? + 1]
y / ddflq2
(@1 + g2 + k)2 + 203 +1][g5 +r2l5 + 1]

(A.62)

Note que, na expressao acima, ja fizemos todos os quase-momentos externos iguais a zero (ver
argumentacao para I). Podemos perceber que a integral acima nao possui uma representacao
em termos das integrais mais basicas I e I'. Aplicando um parametro de Feynman no argumento
da ultima integral e integrando em ¢y, podemos escrever

Dy (ks i) = u2‘3€§d—\/:—:F (2—§> ( ) Z / T TQZQH] /lda: (1 — 2)] 735

3 / o .
o)+ as+ R+ 28 + [ +2(0 + L) + 1]
1

{la+ k7 + o8 - B) + B+ i)

X (A.63)

+5°

D=

Utilizando agora outros dois parametros de Feynman em sequéncia e integrando em ¢, obtemos

2/ dy/ dzzl—z’%

l\)\b—‘
l\.’)\m

7 2736537" 2 € !
Dy (kyrop) = p= =T (2——>F<1+6) dz [2(1 —z)]
0

47r 2
. Z / R Z {0 = 208 4 2yl + R 2(1 = )20+ 1)? o+ 2yr?03 +
r2(1=2) 0 o, e, (1—2) A
+m[x(l1_l2)”2] mﬂ—[zy(qsw) (1= 2)k] } . (A64)

Computando a soma em [y, chegamos a
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I

X

SQ 1 € 1 1
DY (kyr,p) = p? 34— d’ / dr [z(1 —z)] "2~ 2/ dy / dz z(1—z) 2%
() = 300 v o (

X[(“—W“ =) IRUGHERW I
(z(l—y)—I— — )y i
‘ [(( (1—z)+zy—|— ) ( 1—zl+zyyl+8 3)) +T2<Z(1 )—1|—zy—|—8 3)

1
—5—¢

+z— [ey(as + k) + (1—z)k]2)} +

= Z/ ‘mr—ﬁf)]} (A.65)

lo=—00

. Ql—@k+wm%+k e

onde a e b sao dados por

z(1 =yl
(1= 2)+ 2y + §3)

a (A.66)

O T P
(ca-2+a+863)) \(0-2+a+r3)) 20w+

X ((1 — 2)k* + zy(gs + k)* + x((ll__zq?)

Utilizando um novo parametro de Feynman, obtemos
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X

[w + & _Cw)zy(l - zy)} o r? i /dd‘lqs {q§ +2g Y {Mzﬁy(l — y)] +

r2 St a r2c
[(17;;1})2 L+ylz2—y) —1] - z)] %2 + %(1 422 4
L-w {z(l =21 —g)+ . Z)} - [z T %} }_3_6 +
+ 7? biw / dd—lqg,[q;j:ﬂ%} ., (A.68)
onde definimos
a= {w + <174_201’“)211;(1 - zy)] : (A.69)
czz(l—y)ﬁ—zy#—i_;;. (A.70)

O dltimo termo da integral acima é regular para ¢ — 0, assim como I’ ( — %) e as integrais

paramétrica em z, y e z. Portanto, o ultimo termo ja pode ser omitido dos calculos, visto que
0 nosso objetivo é obter os termos divergentes.
Resolvendo a primeira integral em g3, ficamos com

53 r € 3 1_ ¢ 1 1
"ni.. _ ,2-3eMd 3 = 55 N
DI (ksrop) = 1 o r <2 2) r (2 ) /0 dr [z(1—x)] /0 dy /o dz z(1—2)

_3_,

x{ ((1— )+zy+(1 ;)] E/Oldw(l—w)—é%{w+(1_w>zy(1—zy)} T

r2c

[

+5

2

(1-
H R <2_y>—1]—z)}%+?(1+r2zg)+

a
lo=—00

(1-w)

2 - -+ S22 i

L -w) {Hu} _k {<1w)22y(1y)r}ge, (A.T1)

ar?c z(1—x) a
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Antes de realizarmos a soma em I, podemos derivar a expressao em relacao a k? e, por ser
uma teoria massiva, aplicar, depois do processo, k% = 0. Assim temos

9>y

S3r
MQakQ(k;T,u)

3 3 3 € 3 1 1 e 1
— 32 p (2—-)F 142 /d 1 /d
. i o 5 < —|—2€> i r[z(l—z)] 22 0 Y X

X /01 dz 2(1 — 2)"2F8 {ﬂ (z(l —y) + 2y + 8 - ;m 16/01 dw (1 —w) 2+ x

o I 1 (=0 R e

r2c
1 [(1—w) , ’ 2 w 272 (1 —w)
- S| ) 30 e S -0 +
2=—00
3
(1=2)],  (1-w 1-2) "
l . (A2
* x 2+ ar?c Z+l’(1—l‘) ( )
82D///
Vemos entao que, para € — 0, Tl;(k‘;r, i) ¢é regular. Logo, podemos descartar sua
K k2=0

contribuicao.

Sendo assim, temos regularizado todas as integrais massivas necessarias aos
nossos calculos.



Apeéendice B
Regularizacao dimensional das integrais
de Feynman na teoria sem massa

Seguiremos passos semelhantes aos realizados na teoria massiva para regularizarmos as
integrais de Feynman com o parametro de massa y igual a zero e com os momentos externos no
ponto simétrico. Assim, nessa sequéncia de regularizagao dimensional das integrais de Feynman,
temos agora a seguinte integral a ser resolvida

. + K+ o)
Lk, k' —0) = Ej ddl <q : . B.1
( 0,050, [ o / +a2(l )2}[612_’_0212] ( )

l=—00

Substituindo o resultado (4.147) na integral acima e introduzindo uma parametrizacao de Feyn-
man, podemos reescreveé-la como

. S € !
/ . . €
[4(k,k,z,j,a)——€ {(1+2)a/0 dzx

d—1
XZ/ 2 2 262i q2 N\212 2 2 '25—'—
=) @+ 2 (—zk) + 2k + (1= 2)022 + zo2(1 —0)?*[(q + F')* + o2(1 + j)?]>
&
2

ET R i) b, (B2

onde definimos:

~0) 14

| E + k14 j;0)

o 1, (4 ) , .
GT=O(k, K i, j;0) =73, Z/ [(q — &) + 0*(1 = 0)?][¢* + o21?] ()

Assim como no caso massivo, divergéncias no regime ultravioleta da integral acima podem
/
. .. . . - =0
ser estudadas considerando o limite ¢ — oo do integrando. Analisando a funcao T )(q +
k', j; o), vemos que uma desigualdade andloga a do caso massivo pode ser escrita aqui como

_( . 7": .
7 g 5i0) > FE =g, js o), (B.4)

2
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onde, nesse caso, temos

£
oo 2

1
—(7'=0) . _ m
fe q,5;0 5406/ dx

X Kg <27rm0_1\/x(1 —z)(q% + 02j2)> . (B.5)

Sendo assim, seguindo os mesmos passos delineados no apéndice anterior, nao é dificil mostrar
que

lim f(

. 80'_% s _ e _1
lim £ ( Jji0) = 7 +0]22 ™m 2/ dyy 1K< (2mmo™"\/y), (B.6)
onde a variavel y agora é dada por y = z(¢? + 025%). Considerando que estamos fora da regiao
de crossover dimensional, isto é, 0 < oo, chegamos ao seguinte resultado para ¢ — oo

€

80172 c
TN (rm)E Ky (2nma Y, (B.7)
q m=1

) .
(q,7;0) =

o qual é claramente regular para ¢ = 0. Como ?(; =0 (q,j;0) > Fgl:O
2

)(q,j; o), vemos que a
integral na defini¢ao (B.3) nao possui divergéncias no limite ultravioleta, podendo, de fato, ser
omitida na sequéncia da regularizagao de I4(k,k’,i,7;0).

Avangando para o préximo passo no célculo de (B.2), empregaremos outra parametrizac¢ao
de Feynman e reescreveremos a integral como:

ey S T (2+5) [ ' )51 d-1
I4(k’k’z’]70)_?<1+§>W/o dz/o dyy(1 —y) O’Z/d

l=—00

{q® +2¢[(1 — )k — yzk] + yzk? + (1 — y)k2 + y(1 — 2)0212 + yzo2(1 — )2 + (1 — y)o2(l +j)2}2j(LB !

A integral em ¢ é realizada com auxilio de (4.110) e depois de usarmos a identidade (4.118),
chegamos ao seguinte resultado:

S2 € F(Q —i—e 571
2\/7_T€<1+§> % /dz/ dyy(l —y)z

<o > {lyzk*+(1—y)k?) = [(1=y)k —yzk]*+y(1—2)0*P+yzo? (1—i) >+ (1—y)o(1+5)*} 7.

l=—00

[4(k7 k/> Z?jv U) =

(B.9)
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Existe um polo em y = 1 no integrando quando ¢ = 0. Portanto, tal como fizemos para a
integral I, massiva, podemos tomar y = 1 no termo entre chaves no somatorio e desse modo
estaremos considerando apenas as ordens € 2 e e ! da expansao. Identificando o somatdrio
com a representacao da funcao térmica generalizada em (4.114), realizando a expansao em e,

desprezando os termos de ordem € e calculando a expressao no ponto simétrico, obtemos:

—2€ 3 o
Lips(k, i) = "262 {1 + 56— eln(l+74%) + PTGk, 07) | (B.10)

Vamos agora resolver a integral expressa em (4.51) com = 0. A integral I} na teoria sem
massa pode ser reescrita como:

o 3 I(g+ K, l;0)
I/ k k‘/ : _ dd 1 L i B.11
4( Y, ’U) U/ q[(q_k>2+0-22'2][q2+0-2j2] ( )
Substituindo (4.147) na expressdo acima encontramos:
dd—lq
]/ kgkja.a 717 - _d 1+_ / E+
sk Kod gy lo) = o ( 2) ((q — k)2 + 022[¢* + 0%52][(q + K')? + o222
FET/ZO)(q + KL O')
o £ » 7
—S, | 4%t 2 . (B2
R K i e B

A 1ltima integral da expressao anterior é regular para ¢ — 0 e portanto pode ser desprezada
desde ja. Utilizando dois parametros de Feynman em sequéncia, temos:

2+ F
LK i o) = o (1 /dy/ dz 2(1 — 2)51x
€

/ {¢® +2q[(1 — 2)k" — yzk] + yzk? + (1 — z)k’2 + 92022 + 2(1 — y)o252 + (1 — 2)0202}> 5
(B.13)

Integrando agora em ¢ e observando que temos também aqui um polo para z = 1 em € — 0,
podemos fazer z = 1 na integral em y chegando a:

oy Si PE+gT(2—35) [ -
]4(]{’27]’0-)_2\/%6 F(%) /O dZZ(l—Z) X

1
X / dy [y(1 — y)k2 + yo?i® + (1-— y)asz]_%_G. (B.14)
0

Note que a dependéncia em k' e em [ desapareceu, como no caso massivo. Expandindo em ¢ e
calculando no ponto simétrico ficamos com:
— 1
1

L. T . 97
Iy ps(K,i, ;7)) = K~ 22—6 dy [y(1 —y) +y7i® + (1 — y)r5%] 2, (B.15)
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Assim como na teoria massiva a integral I} é regular para ¢ — 0 e, portanto, ndo precisamos
calcula-la.

Continuando com a regularizacao dimensional das integrais de Feynman na teoria nao-
massiva, vamos calcular agora a primeira das integrais que contribuem com a ordem de 2 [oops
para a funcao de vértice de dois pontos dada em dada em (A.29) com p = 0. Em termos de I,
escrevemos:

) 1 Ilg+k,j+10
Ds(k,i;o0,u=0)=0 Z /dd g ((q2—|—02j2) ) (B.16)

Substituindo o resultado (4.147) para a integral de 1 loop, obtemos:

Dy(k, i ) = S:{(1—§> /Oldx[x(l—x)]_§ «

dd_lq € (7'=0) .
xa =+ =SqF. k,i;o) s, (B.17
Z / (@ +022)[(g+ k)2 +02(j +4)2)s 277 51 ( )¢ (BAT)

]_—OO

onde definimos o andlogo de (A.32) através de:

F ™%+ k
FU (ko) = 2 Ej i1 g+ ””). (B.18)
7 (¢ + 02%)7

j_OO

A aplicacao da parametrizacao de Feynman e a realizacao subsequente da integral em ¢ com o
utilizacao da identidade (4.118) conduzem a:

Ditico) = {(“5) = ;}i((;ﬂ) [t [y -y

x o 3 {y(l— g+ ol + (1 =)+ 0} + S “(k,m} (5.19)

2

j=—o00

A funcao acima deve ser derivada com relacao a k? e depois tomamos k? = k2.

usamos a representagao (4.114), resultando em:
0

ok? o _S? {“_26 (1-3) 112(1%—(_5)5)/016195 [w(1—2)]7 /01 dyy(1 —y)x

X [F(é) (1= )2+ (1= y)) "+ 72 (= )i 7y — )Py (1 - y))]

Em seguida,

[SH )

Ds(k,i;0)
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onde definimos: 5
FIT=0 (s i:7) = —_p=0) k,i;7
o ( ) Ok2 a,l ( )k2:’{2

A definicdo acima é bem comportada para o = 0. Logo, podemos tomar ¢ = 0 no termo

(B.21)

F ;(T/ZO)(F;, i;7) do resultado anterior. Além disso, se definirmos
2

7/=0)

F(() (k,1;7) = /01 dyyf% ((1 - y)i,?_l\/y(l —y)(1 +?2i2)> (B.22)

e realizarmos a expansao em ¢, chegaremos ao seguinte resultado:

5_26 5 (7'=0) -
=5 1+ 1€ 2¢W, (k,3;7) |, (B.23)
E2—p2

0 )
@D:a(k, (3 U)

onde definimos WéT/:O)(/{, 7)) = $In(1472%%) — F(()TIZO)(/{, i) + QF(;(T’:O)(H’ i: 7).

Vamos agora calcular a integral D} dada em (4.55) na teoria ndo-massiva (u = 0). Dj pode

ser reescrita como: .
I(q+k,i;0)

(¢*+0%%)
Depois de substituir o resultado (4.147), inserir um parametro de Feynman e resolver a integral
no momento ¢ utilizando a identidade (4.118), a expressao acima torna-se:

Dj(k,i, j; o) = S?‘% {# (1-3) L= §r> (Fgg_i ) /O da [2(1 — 2)] 5 %

1 . 1,
X / dy y2~t [y(1 — ) k? + (1 —y)o?j* + ygzﬂ 27 4 % M 1 (k, i, j; a)} , (B.25)
0

%%mﬁmuzmza/flq (B.24)

onde definimos,
(r'=0) -
. o o Fa T (q+ ki 0)
aplk,ijio)=— [ d¥! 7
M ’/8( 7Z7]?U) Sd/ q [q2 + O'2j2]5

Assim como para D3 precisamos da derivada de D} em relagao a k%, tomando depois k* = k2.
Dessa forma temos:

(B.26)

a / ..
ng(/ﬁ i,J;0)

_53 o € F(2—§)F(—%+e)
_—{m(l—§>(1—26) T X

k2=k2 €



256

onde temos,

0

M,a("iuihj; U) = wMa,l(kaiaj;o-) _ (B28>
Desprezando termos a partir de ordem €' ficamos com:
0 . 0T =, 4 L
@Dé(l{?,l,]ﬂ“, M) o2 ==K 2 ? [73(2,],7") - ﬁMé]("@lu];T)] ’ (B29>
com P(i, j;7) definido por:
=2 iy 5 11
P(i,j;7) = ;/ dy (1 —y) [y(1 —y) +y7° + (1 —y)7°5°] . (B.30)
0

Partindo agora para a ordem de 3 loops, a partir da expressao escrita em (4.57), podemos
escrever para i = 0, em termos da integral I, a seguinte equagao

l;0)]?
Ds(k,i;o,u=0)=0 Z /dd ! Ig,l;0) (B.31)

2+ 02(l— )7

l=—

Substituindo (4.147) na integral acima e mantendo apenas as duas primeiras ordens na expansao
em €, obtemos:

s d'"q
Ds(k,i;0) = _2{ (1+¢) Z/ (g — K —i—aQ(l—z)][q +02l2]

+ eSaF 0 ki o) + 0(62)} . (B.32)

Novamente, introduzindo um parametro de Feynman e resolvendo a integral em ¢, seguido da
identidade (4.118), chegamos ao seguinte resultado:

Ds(k,i;0) = 53{ c (1+€)F(2—§)F(—%+%) /Oldy (1—y)'x

Calculando a derivada com relacao a k% no ponto simétrico, obtemos:

_Si) o T2-9T(-+%) /1 3¢\ [ 6
k2—2 {2\/_(1+ 2 I'(e) (5_5)/0 dy y(1 —y)°x

X Z )&%+ 01— yi)* +y(1 — y)o®] (3+%) —|—€F( )(m,i;a)}. (B.34)

l=—0c0

0
WDE)(]{; 1 O')
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Realizando agora o somatdério em [ através da representacao da fungao térmica generalizada,
a expressao acima torna-se:

S3 (o3 (2—¢ 3 1
oo g R an (5) [ v
v o (o=
’ + 3e :| +
(%)

- EFQ(TIZD)(,%,Z';U)}. (B.35)

0

@Dﬂlﬁ 1 U)

X “Ml—w3+aﬁml—wﬁ}

2

Finalmente, realizamos a expansao em e chegando a:

0 - KO (7'=0), . . —
gz Do) == [ 2e = 3T 7")] , (B.36)
onde novamente temos: W™~ (k,i;7) =  In(1 + 722) — F(TIZO)(R i:7) + 2F Y (k0 7)
. 0 ’ 9y ) 0 3 by 0 s Uy .

A préxima contribuicao para o diagrama em trés loops da funcao de 2 pontos vem da integral
D{ apresentada em (4.58). Na teoria sem massa podemos reescrevé-la como:

[(q,1;0))?
[(q— k)% + 0252

%%mﬁmuzmzﬂ/ﬂ*q (B.37)

Substituindo (4.147) em (B.37) chegamos a:

Dikiiio) = 3 {ot1+0 [ oy =

2 + 0—2j2] [q2 + 0—21'2]6 +

. T g d0)
+ d*— 2 - . (B.38
o [ d g o B99)

Aplicando um parametro de Feynman ao primeiro termo e integrando em ¢ obtemos:

€2 2/ (e)
13
X [y(1— y)k? +yo?i2 + (1 —y)o?2]> 7 +e M 1 (K, 4, 5 a)} . (B.39)

3 1+l (2—5) T (=L +2%) /t
waﬁﬂzi{d+a< 2><2+n/deX
0

Para utilizarmos condigoes de normalizagao precisamos da derivada de D} em relagao a k*
fazendo depois k? = k2. Temos entao:
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E2—p2 €2 QﬁF(e)

X [y — )R+ yo®i® + (1 — o ) et (i, a>} - (B.A0)

:_S_ﬁ{a<1+e>F( —§)F<§+§>/O (L x

onde M%(/{,i,j;o) estd definido em (B.28). O termo M%(li,i,j;(}') nao possui polos para
e — 0, sendo regular nesse limite. As integrais restantes também sao regulares para ¢ — 0.
Como s6 precisamos dos termos divergentes, temos como resultado final para a derivada dessa
integral em k? = k2

0 o
@Dé(lﬁldﬂ”)
onde P(i, j;7) estd definido em (B.30).
Temos ainda que resolver a integral dada em (4.59), a qual, em termos de I na teoria sem
massa pode ser escrita como:

4 /
- _ - T T) — — 3T B.41
s R P(i,j;T) WTMO(H,@J,T)] , ( )

D!(k,i,j:o M:Q)zg/ﬂx
VR bl ) (q% +O_27/2)
= _ Iy + g2, L + 35 0)
x oy [d B . (B.42
Olzoo/ e (g1 + g2 + k)2 + o2(1 + 7)?][q3 + 021?] ( )

Seguindo os mesmos passos utilizados para a resolugao das outras integrais relacionadas
a funcao de 2 pontos, ou seja: substituicao de I, com a posterior aplicacao de parametros de
Feynman; integragao nos momentos internos e resolugao da soma nos quase-momentos internos;
derivacao em relacao a k? fazendo depois k? = x2; expansao em € onde desprezamos termos em
€?, chegamos a seguinte expressao:

O
%D\’)(kvz?];?ﬂ)

— 4
— Pl - M| (Bay
22 8¢ T

. . . . -/ . ~ .
Assim como na teoria massiva, a integral Dy possui a mesma solugao de DY, assim temos:

0 — ..
%Dg(/m,];r)

3 T | =, . 4 ’ L
e —_— P ,; - _M 77; . B44
L= o [P - Myt i) (B.44)

Ainda temos a integral Dy’ a ser resolvida, porém, assim como mostrado no caso massivo, a
derivada da integral Df’ é regular para € — 0 (fazer p = 0 nao altera o grau da divergéncia) e,
portanto, pode ser omitida, pois, esta nao influencia no calculo dos expoentes criticos. Sendo

assim, temos ja todas as integrais sem massa, necessarias aos nossos calculos, regularizadas.



259

Agora queremos observar o comportamento da fungao F' S':O)(q, j; o) quando L — oo. Nesse
caso, como foi dito no capitulo 4, nao podemos fazer e = 0 inretamente. Ainda assim, é possivel
mostrar que essa funcao vai a zero nesse limite. Partindo da defini¢ao de FS/:O)(q, J;0o), ou
seja ’

£
2

1 00
F=0 ,Ji0) = 40_6/ dr Y cos(2mnjx o
2 (4,7:0) 0 Z (2mnjz) o 1/z(1 — 2)(¢ + 0252

x K¢ <27m0_1\/:v(1 —z)(q% + 02j2)) , (B.45)

n=1

ja vimos que a seguinte desigualdade pode ser estabelecida

+(r'=0)

: ,J;0) =40"¢ dx = 5
< (¢,5;0) /0 Z [0_1\/x(1 —2)(¢? +J2j2>] X

n=1

< Ky (20 /ol =)@+ 777)) > F{ =0 (q.ji o). (B46)

2

0)

~  (r'= .
Vamos, portanto, nos concentrar no comportamento da funcao f (5 (q,j;0) para ol — oo.

Temos entao

[e's] 1

7(;:0)((]7]'; o) = 807§(q2 +0%j2)73 Z(ﬂ'n)é /2 dxz(1l — x)]*i X

x K- (27m0_1(q2 + an)%\/M) . (BAT)

onde usamos a propriedade do integrando ser simétrico em torno de x = % Definindo uma nova

o

< . ~ , _ .oy L
varigvel de integracao através de z(1 —x) = ¥ e reescrevendo v = § e b = 2mno~ ' (¢* 4+ 0°5%)z2,

reduzimos a integral em x da seguinte maneira:

/oé ot~ 516 (/i) =2 vt~ ().

2

Na expressdao acima, a integral a direita j& foi previamente estudada [78] e de uma forma
generalizada, temos

4
+ 7T2“_1c_(“+1)COSGC(7TV)F(M + D via(c), (B49)

! 2
/ dyy' ™" (L —y*)' Ky (ey) =272 (p+ 1) T(—v)i (1; v+ 1 p+ 2 C—) +
0
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para Rey > —1 e Rerv < 1. 1Fy corresponde a funcao hipergeométrica gaussiana, enquanto
que I,_,41 ¢ a funcao de Bessel modificada do primeiro tipo. Tomando p = —%, podemos
reescrever a funcao hipergeométrica em termos da fungao de Struve [78]:

3 b2 2v —y—1 b

A partir da identidade I'(1 4+ v)I'(—v) = —mcosec(nv) e do resultado anterior, obtemos:

/01 defz(l—2)] 2K, (b\/x(l — x)) = 2" r2h 2 cosec(mv) {I;,, (g) — L, (g)} (B.51)

A funcao cosec(mr) possui um polo em v. Portanto, para calcularmos essa integral em v =
5 = 0, realizaremos expansoes em v nas fungoes de Bessel e Struve acima. Comecemos pela

primeira delas, na qual consideramos a seguinte representagao integral [78]:

1)1 p
I = ——22 [ (1—+#*)7"cosh(zt)dt. B.52
9 = o [ (=) coshe (B.52)
Usando as expansoes a” = 1 +vina + O(v?), (1 —v) =1 — (1) + O(v?) e desprezando os
termos de ordem 2, depois de algumas manipulacoes, chegamos a:

I (2)=— (g)é [1 +vy(l) —vin <%>] E sinh z — V% In 2 sinh z+

1 [!sinh(zt) !
— — h In(1 — . (B.
—1—1/2/0 T dt 1//0 cosh(zt)In(1 —t)dt| . (B.53)

A dltima integral acima pode ser colocada em uma formato mais apropriado. Consideremos
primeiramente o objeto f,(\) = fol Inte**'dt. Derivando com relacio a A\ e integrando por
partes, obtemos

d 1 1

L) = =S L0+ (1 — ).

A1) = £+ (=)
Resolvendo a equacao diferencial, encontramos Af.(\) = % fo’\(l — etz)%, de modo que podemos
escrever: . o~ .

1 i 1—1)| —si
/ cosh(zt) In(1 — #)dt — / sinhz( t)] sh 2 g, (B.54)
0 < Jo

Substituindo esse resultado na funcao de Bessel modificada e continuando com a expansao em
v, Vemos que:

2
2 V22

1 .
{sinhz + vsinh z[Y(1) — Inz — In(2)] + V/ Slrllliztt)
0

1 . o o
_V/ sinh[z(1 tt)] smhzdt . (B53)
0

dt +
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Seguiremos um procedimento semelhante para a fungao de Struve, cuja representagao inte-
gral é dada por [78]:

Lo(2) = % /0 " sinh[z cos @] (sin ¢)*dg, (B.56)
com Rea > —%. Realizando a mudanga de varidvel cos¢ = t e pondo o = v — %, podemos
reescrever a integral acima como:

L, 1(2)= M /1(1 — t%)Y"sinh(zt)dt (B.57)
Y72 ml(v) Jo ' '

Um procedimento similar ao executado para a representacao da funcao de Bessel modificada
(B.52) conduz a:

1(2) = 2\/% v[I+v(nz—In2—(1))] [sinhz/ol(l — %)t +

+/01 sinh(zt) — sinhz<1 B t%”dt]  (B.58)

1—12

A primeira integral acima pode ser resolvida através da mudanca de varidvel t> = ¢/, de onde
identificamos a representagao para a fungao beta de Euler [78]. Expandindo em v e mantendo
apenas os termos até ordem 1Y, obtemos:

/01(1 2yl = % {1 e (¢(1) 4 (%))} | (B.59)

O primeiro termo da expansao em v da segunda integral em (B.58) ¢ de ordem ° e ja podemos
tomar v = 0. Depois de algumas manipulagoes algébricas, podemos reescrever essa integral
como:

/1 sinh(zt) — Sinhz(1 _ 2yar
0

1—1t2 1+t

+/01 sinh[z(1 —tt)] — sinh zdt}  (B60)

1 ! sinh
— 3 [— ln2sinhz+/ s (Zt)dt—l—
0

v=0

A substitui¢ao desses dois ultimos resultados em (B.58) resulta na seguinte expansao em v para
a funcao de Struve:

2 [sinhz 1 ! sinh(zt)
L, 1(z)=2 —{ 5 (1+1/1nz—21/1n2—y¢(§))+y/0 T dt+

w /01 sinh|(1 _?] - Smhzdt] . (B.61)
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Utilizando a referéncia [78] e combinando os resultados (B.55) e (B.61) com a integral (B.51),
além de usarmos v = § e b = 2mno~(¢* + 02j2)2, podemos mostrar que

s

X
2mno—1(q? + 0252)2

/01 dr[z(1 — :L‘)]fiKg (27ma*1(q2 + g2j2)% x(1— x)) _ 95

1
12 252\ .
o= (@ +0%5) 2 ginh ¢

X cosec <%> cosh[?wna_l(q2+02j2)§]/ dt +

0

1
—1(,24 .22\
™o (¢7+07) 2 coght — 1

— sinh[rno(¢* + azjz)%] v + In[rno(¢* + 02j2)%] + / fdt ,
0
(B.62)
onde usamos as relagoes v = —¢(1) ey = —2In2— (%) para a constante de Euler-Mascheroni.

A primeira integral do lado direito do resultado acima é definida como a integral seno hi-
1

perbdlico cujo simbolo é shi(mno~t(¢* + 0%5%)2). J4 o termo entre parénteses multiplicando

sinh(rno~1(¢? + o jQ)%) é definido como a integral cosseno hiperbolico, sendo representada por

chi (ﬂna’l(q2+a2j2)%). Usando a expansao cosec (%) = %+%+0(62), vemos que a expressao

acima é regular no limite ¢ — 0. Portanto, podemos tomar € = 0 na fungao de correcao (B.47)

e escrever:

=1

205" Zfeosh(mno (g + 0%2))shi(nno (¢ + 022)}) +

m(¢? + 022z

— sinh(mno ' (¢* + (f2j2)%)chi(7rn(7_1(q2 + 02j2)%)]. (B.63)

o , 8
"=, gr0) = d

2

1

Para analisar o limite 0~! — 00, vamos reescrever o termo entre colchetes acima (definindo

2 = mno (g% + 0252)2) em um formato apropriado:

z —Zz

cosh z shiz — sinh zchiz = e5(Shiz —chiz) + 62 (shiz + chiz). (B.64)

o0 e

Se usarmos a representacao da fungdo gama incompleta I'(0, z) = f Ttdt, podemos reduzir a

z
expressao anterior para:

cosh zshiz — sinh zchiz = %F(O, z) —

—Zz

2

e

(0, —2). (B.65)

O primeiro termo da expansao assintética de I'(0, z) é dado por lim I'(0, z) ~ ? Desse modo,

Z—00
obtemos:

1
lim (cosh zshiz — sinh zchiz) = —, (B.66)

Z—00 z
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que corresponde ao limite 0~ — 0o (L — o). Portanto, concluimos que:

o0

. (r'=0), . 8 1
1 ’ JJiO0) R —. B.67
Jim fo (g, j;0) (@ 1 o7 %) 2 (B.67)
Logo, como queriamos demonstrar, F' S(T/:O)(q, j; o) vai a zero no limite requerido. Assim, todas

~ '—0 . . , L.
as outras fungoes dependentes de F E(T )(q, J; o), que surgiram no calculo dos expoentes criticos,
2
também possuem o mesmo limite.



Apéndice C

Regularizacao dimensional das integrais
de Feynman na teoria sem massa do
modelo CECI (caso isotropico exato)

Como a integral I5 ja foi solucionada no capitulo 7, passaremos direto para a integral I3 que
pode ser escrita em termos de /5 como

dmk
I = / o L+ K). (C.1)
(ki)
Utilizando na integral acima a expressao (7.51), tendo resolvido a integral em x da mesma
através de sua identificacao com a forma integral da funcao especial beta, ficamos com

Iy = é[l + D(n)en]/ T Z,T;L;]l:ﬂ(k%)n, (C.2)

onde D(n) é dado por (7.60). Aplicando agora os parametros de Feynman; integrando sobre k;
e fazendo m,, = 4n — ¢,,, encontramos

Ig - Smn

26,

[1+ D(n)e,)

F2n—e,/2)0(—n+e,) 1, . 5y . -
T'(n)C(en/2) /0 dyy= > (1 —y)"My(1 — )K" (C.3)

Expandindo a integral em y, assim como as fungées gama, até O(e,) e absorvendo o fator S,
através de uma redefinicao da constante de acoplamento, obtemos

 m . L(2n)['(2n) 1 L3, (k)
I3 = K" (-1) NEINCESY ';{1+6n|:Bn— m ]}, (C4)

onde A, B, e L, (k) estao definidos pelas expressoes (7.58), (7.59) e (7.61), respectivamente.
A integral I, que estd explicitamente escrita em (7.44), pode ser expressa em termos da
integral I da seguinte forma

264
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dm"kl ,
1= | G e k) ()
Assim, obtemos
1 dm"kl
to= 004 D) | G e o

Aplicando agora dois parametros de Feynman sucessivos; resolvendo a integral em ki, pela
utlizacao de (2.122) e fazendo ainda m,, = 4n — ¢,, chegamos a

I = 572”" fn(en)rr(?:);(;f(g%) /0 dyy*" (1 —y) " /* x
X /0 dz 2" N1 — 2)" Heyk” + (1 — y)kT — (2yk')* — 22y(1 — y)k'ky — (1 — y)?kE 1.
(.7)

A integral em z pode ser reescrita por

2(1—2)

onde

{--- Y ={2yk” + (1 — )k — (zyk')* — 22y(1 — y)K'ks — (1 — y)*kZ}. (C.9)

Observe que somamos e subtraimos o valor do argumento da integral em z para y = 1, o que
elimina o problema da singularidade da integral em y para y = 1, quando fazemos ¢, = 0,
assim como retira a dependéncia em k% da integral I,. Com isso, redefinindo a constante de
acoplamento para absorver o fator S, , obtemos

L= %{1 + [Dm) - %Ln(k’)} S jé%}, (C.10)

onde L, (k") estd definido em (7.53).
Por ultimo, temos a integral I5 dada por (7.45), que pode ser reescrita em termos de Iy
como

dmnk’l nN12
I = /W[]g(lirk)] , (C11)

0 que nos leva a
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L= L[4 2D(n)en]/ (k%)”[gllzn—l?k')ﬂen' (C.12)

2
€n

Utilizando entao os parametros de Feynman, a expressao (2.122), para resolver a integral em
kq; realizando as devidas expansoes em termos de ¢, e absorvendo o fator S, através de uma
redefinicao da constante de acoplamento, finalmente obtemos

I'(2n)I'(2n) 1 3Ls,, (k")
I = K (—1)" S 1+e,|C, — —22 1

5 (=1) ED S R oA, | [’ (C-13)
onde (), esta definido em (7.64).
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