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Resumo

Sob certas hipéteses simplificadoras, 0 modelommtieo que descreve o escoamen-
to de agua e 6leo em reservatérios de petréleo gpeErdepresentado por um sistema néo line-
ar de Equacdes Diferenciais Parciais composto per equacao eliptica de pressao (fluxo) e
uma equacao hiperbdlica de saturagéo (transp@é&jido a complexidades na modelagem
de ambientes deposicionais, nos quais sdo incla@omsdas inclinadas, canais, falhas e po-
cos inclinados, ha uma dificuldade de se constrmirmodelo que represente adequadamente
certas caracteristicas dos reservatorios, esparigdnguando malhas estruturadas sdo usadas
(cartesianas ogorner poinj. Além disso, a modelagem do escoamento multfas&ssas
estruturas geoldgicas incluem descontinuidadesanavel e instabilidades no escoamento,
associadas a elevadas raz6es de mobilidade esefieitorientacdo de malha. Isso representa
um grande desafio do ponto de vista numérico. Nsqmte trabalho, uma formulacéo funda-
mentada no Método de Volumes Finitos é estudadaposgta para discretizar as equacgdes
eliptica de presséo e hiperbdlica de saturacée. ieéaolver a equacéo de pressao trés formu-
lacBes robustas, com aproximacao dos fluxos potiptad pontos sédo estudadas. Essas for-
mulacdes sdo abeis para lidar com tensores de gleiidade completos e malhas poligonais
arbitrarias, sendo portanto uma generalizacdo dedo® mais tradicionais com aproximacgao
do fluxo por apenas dois pontos. A discretizacaeglaacdo de saturacdo é feita com duas
abordagens com caracteristica multidimensional.uBm abordagem mais convencional, 0s
fluxos numeéricos sdo extrapolados diretamente maerficies de controle por uma aproxima-
cdo de alta resolucdo no espaco (22 a 42 ordemjlaisana estratégia do tipo MUSCL. Uma
estratégia baseada na Técnica de Minimos Quadéadlssda para a reconstrucao polinomial.
Em uma segunda abordagem, uma variagdo de umaresquenérico Verdadeiramente Mul-
tidimensional é proposto. Esse esquema diminuiedoetle orientacdo de malha, especial-
mente para malhas ortogonais, mesmo embora algaltaade robustez possa ser observada
pra malhas excessivamente distorcidas. Nesse éporchulacdo, os fluxos numéricos séo
calculados de uma forma multidimensional. Consgsteuma combinag&o convexa de valores
de saturacao ou fluxo fracionario, seguindo a tego do escoamento através do dominio
computacional. No entanto, a maioria dos esquema®iricos achados na literatura tem
aproximacéao apenas de primeira ordem no espaguerrama solucéao implicita de sistemas
algébricos locais. Adicionalmente, no presenteotexina forma modificada desses esquemas
“Verdadeiramente” Multidimensionais € proposta em aontexto centrado na célula. Nesse
caso, os fluxos numéricos multidimensionais saoutatios explicitamente usando aproxima-
cOes de alta ordem no espaco. Para 0 esquema foopogbustez e o carater multidimensio-
nal também leva em conta a distorcdo da malha par de uma ponderacdo adaptativa. Essa
ponderacao regula a caracteristica multidimensidadbrmulacédo de acordo com a distor¢cao
da malha. Claramente, os efeitos de orientacaoalleanséo reduzidos. A supresséo de 0sci-
lacGes espurias, tipicas de aproximacdes de aleamrsao obtidas usando, pela primeira vez
no contexto de simulacdo de reservatérios, umatégta de limitacdo multidimensional ou
Multidimensional Limiting Proces@VILP). Essa estratégia garante solu¢cdes monoipas
dem ser usadas em qualquer malha poligonal, seatdoaimente aplicada em aproximacoes
de ordem arbitraria. Por fim, de modo a garanfinggies convergentes, mesmo para proble-
mas tipicamente ndo convexos, associados ao mddeBuckley-Leverett, uma estratégia
robusta de correcdo de entropia é empregada. @gdesbo dessas formulacdes € verificado
com a solucéo de problemas relevantes achado®raura.

Palavras chave Anisotropia e heterogeneidade. Escoamento bifgsieo e agua). Reserva-
térios de petrdleo. MPFA. Multidimensional Limitirfgrocess (MLP). Fluxo ndo convexo.
Métodos verdadeiramente multidimensionais. Corregientropia.



Abstract

Under certain simplifying assumptions, the probteat describes the fluid flow of olil
and water in heterogeneous and anisotropic petrolegervoir can be described by a system
of non-linear partial differential equations thaiprises an elliptic pressure equation (flow)
and a hyperbolic saturation equation (transpomnie B the modeling of complex depositional
environments, including inclined laminated layetsannels, fractures, faults and the geomet-
rical modeling of deviated wells, it is difficulbtproperly build and handle the Reservoir
Characterization Process (RCM), particularly byhgsstructured meshes (cartesian or corner
point), which is the current standard in petrolergservoir simulators. Besides, the multi-
phase flow in such geological structures includes proper modeling of water saturation
shocks and flow instabilities associated to highoiiity ratios and Grid Orientation Effects
(GOE), posing a great challenge from a numericaitpaf view. In this work, a Full Finite
Volume Formulation is studied and proposed to éisoe both, the elliptic pressure and the
hyperbolic saturation equations. To solve the pmessquation, we study and use three robust
Multipoint Flux Approximation Methods (MPFA) thateaable to deal with full permeability
tensors and arbitrary polygonal meshes, makinglatively easy to handle complex geologi-
cal structures, inclined wells and mesh adaptmvty natural way. To discretize the saturation
equation, two different multidimensional approaches employed. In a more conventional
approach, the numerical fluxes are extrapolategictyr on the control surfaces for a higher
resolution approximation in space{2o 4" order) by a MUSCL (Monotone Upstream Cen-
tered Scheme for Conservation Laws) procedure.astlsquares based strategy is employed
for the polynomial reconstruction. In a second apph, a variation of a “Truly” Multidimen-
sional Finite Volume method is proposed. This sahehiminishes GOE, especially for or-
thogonal grids, even though some lack of robustnassbe observed for extremely distorted
meshes. In this type of scheme, the numerical iBusomputed in each control surface in a
multidimensional way, by a convex combination of Saturation or the fractional flow val-
ues, following the approximate wave orientatiorotlyghout the computational domain. How-
ever, the majority of the schemes found in litematis only first order accurate in space and
demand the implicit solution of local conservatmoblems. In the present text, a Modified
Truly Multidimensional Finite Volume Method (MTM-RW) is proposed in a cell centered
context. The truly multidimensional numerical flgxare explicitly computed using higher
order accuracy in space. For the proposed schémeapbustness and the multidimensional
character of the aforementioned MTM-FVM explicitBkes into account the angular distor-
tion of the computational mesh by means of an adgapteight, that tunes the multidimen-
sional character of the formulation according te g¢inid distortion, clearly diminishing GOE.
The suppression of the spurious oscillations, glpiom higher order schemes, is achieved
by using for the first time in the context of resmr simulation a Multidimensional Limiting
Process (MLP). The MLP strategy formally guarant@esotone solutions and can be used
with any polygonal mesh and arbitrary orders ofrapination. Finally, in order to guarantee
physically meaningful solutions, a robust “entrdpy strategy is employed. This produces
convergent solutions even for the typical non-canfhex functions that are associated to the
Buckley-Leverett problem. The performance of thepased full finite volume formulation is
verified by solving some relevant benchmark prolgdem

Key words: Oil and water displacements. High order finitéutwmoe methods. Multipoint flux
approximation methods. Multidimensional Limitingoeess (MLP). Truly multidimensional
methods. Entropy fix.
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Combinacao entre limitadores de volume de conegale face para

um volume de controle genéri(fo
Fator de correcao para malhas distorcidas
Operador gradiente

Matrizes e Vetores

Matriz, sem significado fisico, com uma cole¢adetenos conheci-
dos

Matriz Jacobiana

Matriz do sistema algébrico global nos esquemastnaoos MPFA

Vetor de termos desconhecidos do sistema algéplabal nos es-
guemas numericos MPFA

Vetor de termos conhecidos do sistema algébridoagjlvos esque-
mas numéricos MPFA

Vetor, sem significado fisico, com uma lista dedexz



CFL
CPR
CVFEM
DG
DMP
EbFVM
EC
EDP
EV
ENO
FCT
FDM
FEM
FIM
FPR
FPS
FVM
GOE
HF
IMEX
IMPES
LLF
MLP
MOOD
MPFA
M-SMU
MUSCL
PAD
S

SFV
SFD
SKUA
SMU
™
TMSEC-1
TMSEC-2
TMSIC
T™MU
TPFA
TV
UHF
VPI

Lista de Acronimos e Siglas

Courant-Friedrichs-Levy

Correction Procedure via Reconstruction
Control Volume Finite Element Method
Discontinuous Galerkin

Discrete Maximum Principle

Element Based Finite Volume Method
Esténcil Convencional

Equacdes Diferenciais Parciais

Esténcil com Viés

Essentially Non-Oscillatory

Flux Corrected Transport

Finite Difference Method

Finite Element Method

Fully Implicity Method

Funcéo Polinomial Reconstrutora

Full Pressure Support

Finite Volume Method

Grid Orientation Effects

Half Faces

IMplicit-EXplicit

Implicit Pressure-Explicit Saturation

Local Lax-Friedrichs

Multidimensional Limiting Process
Multidimensional Optimal Order Detection
Multi-Point Flux Approximation

Modified Smooth Multidimensional Upstream
Monotonic Upstream-Centerd Scheme for Conservataws
Physical Admissible Detection

Sistema Internacional

Spectral Finite Volume

Spectral Finite Difference

Subsurface Knowledge Unified Approach
Smooth Multidimensional Upstream

Truly Multidimensional

Truly Multidimensional Scheme with Explicit Coa#ids 1
Truly Multidimensional Scheme with Explicit Coaéids 2
Truly Multidimensional Scheme with Implicit Coafits
Tight Multidimensional Upstream

Two-Point Flux Approximation

Total Variation

Upstream Half Faces

Volume Poroso Injetado
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Figura 1. Volume Elementar Representativo para uma rodexvatorio saturada com agua e
0leo com indicacdo das vazdes massicas.

Figura 2. Dominio computacionafd com indica¢do de fronteiras de Dirichlef, e Neu-
mannl, (I =T, +) e pocos: injetol, e produtorT ;.

Figura 3. Curvas de permeabilidade relativa em funcédo taagio de dgua com razdo de
mobilidade M = 5: (a) para o modelo de Brooks-Cordiizando varios expoentes; (b) para
modelo de van Genushten; (c) para o modelo dopigtdo com varios valores de razdao de
mobilidadesM.

Figura 4. Curvas de fluxo unidimension&|, para diferentes razées de mobilidade e expoen-

tes do modelo de Brooks-Corey: (a) sem influéneigrvidade; (b) com influéncia da gravi-
dade com& =2 (Durlofsky, 1993).

Figura 5. Reservatdrio simplificado para o modelo de Bugkleverett.
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Figura 6. Algoritmo da estratégia IMPES.

Figura 7. Dominio apresentado na figura 2 na forma disci@gaindicacdo do volume de
controle Q_ ; (b) indicacdo da superficie de contrble e normal a fac#J, NU :

Figura 8. Aproximacéo da mobilidade total na fdde (a) do tipoupwind (b) obtida com
uma média ponderada pelos volumes de controle atithpdos pela facél; (c) obtida com

a média das mobilidades atribuidas aos vérticésyladas por meio de uma média ponderada
pelos volumes de controle da vizinhanca proxima.

Figura 9. Dominio unidimensional usado para descricdo daesa numerico do tipo TPFA.

Figura 10. Situacdes em que o TPFA produz solucdes ndo ogeves: (a) tensor de perme-
abilidade diagonal, porém néo alinhado com a a@d da malha; (b) malha cartesiana com
tensor ndo diagonal.

Figura 11. Regido de interacdo: (a) Fragmento da malha egida de interacdo associada ao
vérticel; (b) Indicacdo das meias-arestas onde as vazéeskdiladas.

Figura 12. Regides de suporte de presséo para o0 MPFA-Qlugs regides de interacao as-
sociadas aos veérticée J nas quais o fluxo sobre a arekla calculado; (b) area de suporte
(tons escuros) da aproximacéo linear da pressaoccpda regido de interacgéo.

Figura 13. Areas das sub-regides de interacéo “suportadsla’fpncdo de forma que apro-
xima o campo de pressao: (a) funcao linear no MBEB) funcédo bilinear no MPFA-FPS.



Figura 14. Ponto de quadratura onde a continuidade dosdléxonposta para a meia face
El (i.e., onde o fluxo utilizado no célculo da vaZioalculado): (a) representacdo da vazao
calculada no ponto de quadratura da meia aregtaetalhe com outros possiveis pontos de
quadraturag.

Figura 15. Volume de controle auxiliar no esquema MPFA-FHRpfragmento de malha com
regido de interacdo associada ao veéiti¢b) indicacdo das vazdes atraves das supertieies
controle auxiliares.

Figura 16. Parametrizacdo do volume de controle auxiliaa palMPFA-FPS: (alocalizagao
do ponto de quadratura através dee volume de controle auxiliar=0,8; (b) Volume de

controle auxiliar conc=0,1.

Figura 17. Volume de controle auxiliar no esquema MPE#®iched (a) Fragmento de ma-
Iha com regido de Interacéo associada ao vért{tg Indicacdo dos fluxos através das super-
ficies do volume de controle auxiliar.

Figura 18. Condicao de pressao prescrita (Dirichlet): (ajhamaom a regido de interacéo

avaliada; (b) indicacédo das arestas com condicamu®rno de Dirichlet para os esquemas
MPFA-FPS; (c) indicacdo das arestas com condi¢&md®rno de Dirichlet para os esque-
mas MPFAEnriched

Figura 19. Condicéo de fluxo prescrito (Neumann): (a) fragtoede malha com a regido de
interacdo avaliada; (b) indicacdo das arestas aordicdo de contorno de Neumann para 0s
esquemas MPFA-FPS; (c) indicacédo das arestas codicéo de contorno de Neumann para
os esquemas MPF&nriched

Figura 20. Intervencao no volume de controle correspondantgoco produtor: (a) fragmen-
to de malha com indicacdo do volume de controlecado ao poc¢o produtor; (b) niveis de
tempo convencional e fracionado, apenas para o foctor.

Figura 21. Aproximacgdo de uma funcdo “suave” exata com estaefinidos a esquerda e a
direita para esquemas numeéricos de diferentes smeraproximacdo espacial: (a) primeira
ordem; (b) segunda ordem; (c) terceira ordem; (dytq ordem.

Figura 22. Diagrama representativo das etapas que definen@®passos necessarios na es-
tratégia do tipo MUSCL (van Leer, 1979).

Figura 23. Estratégias de reconstrucéo para formulacbesoa@is/as: (a) reconstrucao fun-
damentada no Teorema da Divergéncia, proposta pdofBky et al. (1992); (b) reconstrucéo
fundamentada na técnica de Minimos Quadrados;o{ajne de controle espectral, com sub-
divisdo do volume de controle primario; (d) métatodiferencas finitas espectrais, com re-
construcdo obtida a partir de pontos de definigifiuko e da solucéo.

Figura 24. Malha com indicacao dos volumes de controlezaiilos na concepg¢ao da fungao

limitadora para cada fad&: (a) limitador de face onde apenas os volumeodeae LeR
sdo empregados; (b) limitador de volume de contalke todos os volumes de controle em

torno del, vizinhangal\?li, séo utilizados.



Figura 25. Estratégia MUSCL.: (a) fragmento de malha coma#gs L, R, L' eR", utili-
zados na reconstrucéo da variavel. Os estéQp& SNU , & esquerda e direita de cada fice

séo indicados; (b) indicacéo dos vetores positgoe d

tadores.
Figura 26. Diagrama de Sweby para algumas estratégias @tagéo: (a) indicacdo de regido
TVD; (b) indicacéo da regido onde o limitador prodyproximacdes TVD com alta ordem.

_¢» Utilizados na definicao dos limi-

Figura 27. Fragmento de uma malha ndo estruturada onde @stoaios o ponto médian,
da facdJ e o pontoc onde a variavel é reconstruida sobre a face

Figura 28. Grafico da relagdo entre a fungéo limitadgra e o parametrgy;, definida na
equacaderro! Fonte de referéncia ndo encontrada.

Figura 29. Fragmento de malha utilizada no desenvolvimeatesratégia MLP: (a) indica-
cdo da face genérid¢d e do vértice genérigoonde valores extremos sdo avaliados em relacéo

a vizinhangaM, ; (b) vista em perspectiva onde se vé o polinémierpolador e 0 maximo
valor contido no volume de controle.

Figura 30. Comparacéo entre os graficos obtidos em cadantarda estratégia MLP para
aproximacdes de até segunda ordem. As duas cwkasrgem para o valor unitario no eixo
das ordenada em valores “infinitos” dg,, /A .

Figura 31. Algoritmo que representa a estratégia MLP e riogéde deteccdo de valores ex-
tremos para aproximacdes com polinémios de grau um.

Figura 32. Algoritmo que representa a estratégia MLP aungen&acritérios de deteccéo de
valores extremos para aproximagdes com polinémeagau maior do que dois.

Figura 33, Curvas de fluxo em modelo 1-D com gravidade, onde
F, = fv-fAK(p,—0,) g e varia comS,. Estados a esquerda e direita (pontos verme-

Ihos) séo indicados: (a) com estados a direitactibopsdnico; (b) com estados a esquerda do
ponto sbnico; (c) com estados em a esquerda eitadio ponto sénico.

Figura 34. Curvas de fluxo sem gravidade e sua derivadaueigéb deS,, ondeF, = f v:

(a) com indicacéo dos estados a esquerda e aadjpeimtos vermelhos) e ponto de tangéncia
onde ocorre o choque; (b) e (c) indicacdo dos estadesquerda e a direita (pontos verme-
Ihos); (d), (e) e (f) velocidades caracteristicasifvas.

Figura 35. Pontos de quadratura na face genddicéa) para aproximacao de segunda ordem;
(b) para aproximacdes de terceira e quarta ordem.

Figura 36. Casos onde a orientacdo da malha em relacéderitayio do escoamento (onda)

pode influenciar no valor de saturacdo de aguaolp@ra o volume de controR: (a) malha
distorcida e orientacdo do escoamento na horizdffamalha ortogonal e orientacédo do es-
coamento inclinada.



Figura 37. Definicdo de uma regido de interagdo associadadire J: (a) visdo geral da
regido de interacdo em relacdo a malha; (b) indaps pontos auxiliares e entrada de mas-

sa has meias faces) e EJ.

Figura 38. Vazdes nas meias faces a montadi#)(e avaliada EJ): (a) A <1 devido a va-
zao na meia face adjacente ser de menor intenstitadae na meia face avaliada; (b1
devido a vazdo na meia face a montante ser de nmd@nsidade do que na avaliada; (c)

A =0 devido a massa na face a montante sair do volememtroleL ; (d) A =0 devido a
vazao na meia face a montante ser nula.

Figura 39. Regides de interacdoe J: (a) regides de interacdo em relacdo a orientdgdo
escoamento; (b) influéncia do escoamento sobrerabinagées convexas que definém e

f - Aproximacao TM na regido de interagéd® unidimensional na regido de interagao

We

Figura 40. Graficos das func¢fes limitadoras TMU (Tetral, 2005) e SMU (Hurtadet al,
2007).

Figura 41. Esquema Verdadeiramente Multidimensional, ceatram vértice, com coeficien-
tes explicitos: (a) fragmento de malha com voludesontrole duais e a distribuicdo das ve-

locidades normais as meias faces que concorrenpparentroidesM e W ; (b) velocidades
médias associadas aos ridse W .

Figura 42. Regibes de interacdo associadas a facga) visao geral do fragmento de malha
com indica¢do do volume de controle no qual a €imaliscreta € resolvida; (b) regido de

interacdoJ e vazdes sobre as meias faégse ZJ ; (c) regido de interacdb e vazdes sobre
as meias facegl e Gl.

Figura 43. Indicacdo das extrapolacdes (tipo MUSCL) parmeiss faces avaliada e & mon-
tante. As setas com linhas continuas indicam agolacao: (a) para a regido de interaggo
(b) para a regido de interacéo

Figura 44. Regides de interagdbcom distribuicdo de velocidade entre as meiassfa@d
velocidades em sentido horéario e anti-horario namaeregiao de interacdo; (b) apenas um
sentido (anti-horario) é observado para a mesmaaelg interacao.

Figura 45. Regifes de intera¢cd@o (a) com indicacdo da meia face avaliag@aoutras & mon-
tantei-1 ei-2. O mesmo raciocinio se aplica aos volumes dealeravaliadoC e a montan-

teC-1eC-2; (b) com indicacéo das extrapolacdes até os palgagiadratura nas apro-
ximagodes de segunda ordem.

Figura 46. Regibes de interacdce J para duas malhas: (a) fragmento de malha quadsangu
com regides de interacdo definidas; (b) detalheed&éio de interacdd com indicacdo das
velocidades nas meias faces; (c) fragmento de niadimgular com regides de interacéo defi-
nidas; (d) detalhe da regido de interag&om indicacéo das velocidades nas meias faces.

Figura 47. Malhas onde a multidimensionalidade da soluc@amgliada ou restringida: (a)
nao ha influéncia da distor¢cdo angulélrs 90, )((6?) =1; (b) o volume de controlé esta



mais & montante da meia fad€, 8<90', x(8)>1; (c) o volume de control& esta menos
a montante da meia fack, >90', x(6)<1.

Figura 48. Graficos que relacionam o anguib formado entre as meias faces avaliada e a
montante com o fator multiplicadQ((H) para as duas estratégias apresentadas nas equacoes

(282) e (283).
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Figura 49. Escoamento monofasico unidimensional em resaiodiéterogéneo e isotrdpico:
(a) dominio computacional e representacdo das khadmms; (b) malha triangular utilizada
com 4x2 subdivisdes.

Figura 50. Escoamento monofasico em reservatdrio heterogératotropico: (a) dominio
com dois materiais; (b) uma das malhas utilizadas(16x16 subdivisbes) na avaliacdo de
cada formulacéo.

Figura 51. Graficos de taxa de convergéncia: (a) para o oameppressao utilizando as nor-
mas do maximo valok,, e L,; (b) para o campo de velocidade utilizando a nokma

Figura 52. Campo de pressao obtido com malha quadrangutar6&x64 subdivisbes em
reservatorio heterogéneo e ortotropico: (a) usamdnétodo TPFA; (b) usando o método
MPFA-O.

Figura 53. Reservatorio heterogéneo e muito anisotrépico ftom quadrado: (a) dominio
com dois materiais; (b) uma das malhas quadraregutaio-estruturadas utilizadas na solucao
(com 16x16 subdivisdes).

Figura 54. Campo de pressdo com diferentes métodos paramento monofasico em re-
servatorio heterogéneo e muito anisotrépico corn firadrado. Uma malha quadrangular,
nao estruturada e com aproximadamente 16x16 sgbdwié utilizada: (a) TPFA; (b) MPFA-
O; (c) MPFA-FPS; (d) MPFA=nriched

Figura 55. Campo de pressdo para escoamento monofasicosemva®rio heterogéneo e
anisotrépico com furo quadrado. Uma malha quadiangodo estruturada e com aproxima-
damente 64x64 subdivisdes é utilizada: (a) TPFAMBFA-O; (c) MPFA-FPS; (d) MPFA-
Enriched

Figura 56. Elevacdo do campo de pressao para escoamentdasiocnoem reservatorio hete-
rogéneo e anisotropico com furo quadrado: (a) obtmm o MPFA-FPS; (b) obtido com o
MPFA-Enriched

Figura 57. Dominio computacional e indicacdo de condi¢cdesatgorno para o modelo de
Buckley-Leverett.

Figura 58. Graficos com erros obtidos para véarias densidddenalha adotadas na solugéo
do modelo de Buckley-Leverett: (a) compara aprogénade 12 ordem e varias estratégias
com aproximacgdo de 22 ordem; (b) compara aproxiond€d? ordem e varias estratégias com



aproximacdo de 32 ordem; (c) compara aproximacab®dwmdem e varias estratégias com
aproximacéo de 42 ordem; (d) compara aproximac¢at®dedem e os melhores resultados
obtidos para alta ordem.

Figura 59. Comparacao entre a solucdo semi-analitica e Gedugumeéricas do modelo de
Buckley-Leverett. Aproximagdes com 12 ordem e gaaldordagens com 22 ordem no erro de
truncamento sdo apresentadas.

Figura 60. Comparacao entre a solucdo semi-analitica e Gedugumeéricas do modelo de
Buckley-Leverett. A aproximacédo de 12 ordem € compam o0s melhores resultados obtidos
para 22 e 42 ordem no erro de truncamento.

Figura 61. Comparacao entre a solucdo semi-analitica e Gedugumeéricas do modelo de
Buckley-Leverett. A aproximacao de primeira ordeoipara com a tradicional aproxima-
céo de 22 ordem (MUSCL/vanAlbada) e duas variaseaproximacéo de 42 ordem no erro
de truncamento (com esténcil convencional e & mtgjta

Figura 62. Esténcis para aproximacdo de 42 ordem em mathstugada quadrilateral: (a)
esténcil convencional; (b) esténcil a montanteraado para a posi¢cao do poco injetor.

Figura 63. Perfis de saturacdo de agua para o modelo deldBuickverett com gravidade.
Solugdes com 12 ordem e 22 ordem, com limitadaasAlbada e MLP-vk, sdo comparadas
com uma solucao de referéncia obtida de Durlof4@®38): (a) solugdes obtidas com malha
quadrangular com 10 subdivisdes; (b) solu¢des abwdm malha quadrangular com 20 sub-
divisbes.

Figura 64. Perfis de saturacdo de agua para o modelo deldBuickverett com gravidade.
Solugdes com 12 ordem e 22 ordem, com limitadaasAlbada e MLP-vk, sdo comparadas
com uma solucao de referéncia obtida de Durlof4@®38): (a) solu¢des obtidas com malha
quadrangular com 40 subdivisdes; (b) solu¢des abwdm malha quadrangular com 80 sub-
divisbes.

Figura 65. Dominio computacional e malhas utilizadas papaoblema de % de cinco pocos:
(a) indicacao da fronteira de Neumann e po¢osangprodutor; (b) malha triangular estrutu-
rada com 18x18 subdivisdes; (c) malha ndo estmducam aproximadamente 32x32 subdi-
visdes e 1.143 volumes de controle quadrangulares.

Figura 66. Graficos de producéo de 6leo para malha triangaan 18x18 subdivisdes (648
volumes de controle). Resultados com as diverdaat&gias para tratamento de poco séo
comparados com os resultados sem qualquer tratanfapwista geral; (b) detalhe mostrando
onde ocorrem oscilagdes.

Figura 67. Graficos de producdo de Oleo para malha quadi@angam 32x32 subdivisdes
(1.143 volumes de controle): (a) resultados obtmhra estratégiariobI na aproximacao de

A(S,); (b) resultados obtidos para estratégimb2 na aproximacéo dé (S,).

Figura 68. Escoamento bifasico de agua e 6leo em resemwvasatropico e heterogéneo: (a)
dominio com condi¢Bes de contorno; (b) malha qupldar cartesiana com 64x64 subdivi-
sdes; (c) campo de permeabilidade.



Figura 69. Solucdo de referéncia obtida com malha triangulao estruturada e uniforme
com aproximadamente 120x120 subdivisbes (37.996ned de controle).

Figura 70. Escoamento bifasico de agua e 6leo em meio lyéteeo para diferentes ordens
de aproximacao no espaco: (a) solucdo com apro&onade 12 ordem; (b) solucdo com apro-
ximacao de 22 ordem e limitador de face van Alb&dasolugcdo com aproximacéo de 22 or-
dem e limitador de volume de controle MLP-vk.

Figura 71. Escoamento bifasico de agua e 6leo em meio lyéieeo para diferentes ordens
de aproximacao no espaco: (a) solucdo com apro&imnde 32 ordem e limitador de volume
de controle MLP; (b) solucdo com aproximacéo derdém e limitador de volume de contro-
le MLP.

Figura 72. Distribuicdo de ordens de aproximacdo obtidas @pdacdo da estratégia MLP:
(a) aproximacdes de 22 ordem com MLP-vk; (b) apnaxides de 32 ordem com MLP; (c)
aproximacoes de 42 ordem com MLP.

Figura 73. Malhas empregadas para o problema de % de cogms gom escoamento do tipo
pistdo: (a) malha quadrangular estruturada com@6uBdivisbes; (b) malha triangular estru-
turada com 20x20 subdivisoes.

Figura 74. Saturacdo de 4gua com 12 ordem para diferemasdade aproximacgéo do fluxo
numerico e da mobilidade total: @&dr com mobilidade total a montante; @&jir com estra-
tégia ‘mobZ’; (c) stdr com estratégiariob2; (d) TMSIM/TMU com mobilidade total a mon-
tante; (e) TMSIM/TMU com estratégianbb®’; (f) TMSIM/TMU com estratégia mobZ; (g)
TMSIM/SMU com mobilidade total a montante; (h) TMMBSEMU com estratégiatiob?’; (i)
TMSIM/SMU com estratégiamiob?2.

Figura 75. Perfis de saturacdo de agua com 12 ordem decagushtidos em malha quadran-
gular estruturada (20x20 subdivisdes) e aproximdgdobI para a mobilidade total: (a)
TMSIC/TMU; (b) TMSIC/SMU; (¢) TMSEC-1/TMU; (d) TMSE-1/SMU; (e) TMSEC-
2/TMU; (d) TMSEC-2/SMU.

Figura 76. Perfis de saturacdo de dgua com 12 ordem decaguvétidos em malha triangu-
lar estruturada (20x20 subdivisbes) e aproximag&obI para a mobilidade total: (a)
TMSIC/TMU; (b) TMSIC/SMU; (¢) TMSEC-1/TMU; (d) TMSE-1/SMU; (e) TMSEC-
2/TMU; (d) TMSEC-2/SMU.

Figura 77. Perfis de saturacdo de 4gua obtidos em malhaapgdar estruturada (20x20
subdivisdes) e aproximacambbl para a mobilidade total: (atdr, 12 ordem; (b)ktdr, 22
ordem (MLP-vk); (c) TMSEC-2/TMU, 12 ordem; (d) TMSE2/TMU, 22 ordem (MLP-vK);
(e) TMSEC-2/SMU, 12 ordem; (d) TMSEC-2/SMU, 22 ond@/ILP-vk).

Figura 78. Malhas quadrangulares estruturadas, diagonaladefmmao escoamento, com indi-
cacao dos pocos injetores e produtores.

Figura 79. Perfis de saturacdo de agua obtidos em malhaan@dar estruturada diagonal
(20x20 subdivisdes) e paralela (28x28 subdiviséeg)roximacaorfiobI para a mobilidade
total: (a)stdr, 12 ordem; (b) TMSEC-2/TMU, 12 ordem; (c) TMSEGI, 12 ordem; (d)



stdr, 22 ordem (MLP-vk); (e) TMSEC-2/TMU, 22 ordem (M\R); (f) TMSEC-2/SMU, 22
ordem (MLP-vk).

Figura 80. Dominio computacional com dois meios de diferentdores de permeabilidade:
(a) sem rotacdo com indicacdo dos pocos injetoo@upores; (b) rotacionado em°3graus e
malha quadrangular estruturada com 51x51 subdwisde

Figura 81. Perfis de saturacdo de agua para o problema&si@dcos, sem rotacdo do domi-
nio. Diferentes estratégias de aproximacdo, comegira ordem de acuracia, sdo usadas: (a)
stdr, obtida de Kozdoet al (2011); (b) TMU, obtida de Kozdcet al (2011); SMU, obtida

de Kozdoret al (2011); (d)stdr reproduzido corryl(SN) a montante; (e) TMU reproduzido
com A(S,) & montante; (f) SMU reproduzido coA{S,) & montante.

Figura 82. Saturacdo de agua em dominio sem rotacédo paremtés estratégias de aproxi-
magdo com 12 ordem de acuracia:stay com A(S,) a montante; (b) TMU coml(S,) a

montante; (c) SMU comi(S,) & montante; (djtdr e moblparaA(S,); (6) TMU emobl
paraA(S,); () SMU emoblparaA(S,); (g) stdre mob2para A(S,); (h) TMU e mob2
paraA(S,); () SMU emob2parai(s,).

Figura 83. Saturacdo de agua em dominio rotacionado em &@°diferentes estratégias de
aproximacdo com 12 ordem de acuracia:stdy com )I(SN) a montante; (b) TMU com

A(S,) & montante; () SMU com (S,) & montante; (djtdr e moblparaA(S,); (€) TMU
e moblparaA(s,); () SMU emoblparaA(S,); (g) stdr e mob2paraA(S,); (h) TMU e
mob2paraA(Ss,); (i) SMU emob2parai(s,).

Figura 84. Gréficos de corte de aguwadter cuj para diferentes estratégias de aproximagao
da mobilidade total: (a) aproximacdes unidimens®oa standard(stdr); (b) aproximacoes
do tipo TMU; (c) aproximagdes do tipo SMU; (d) camgcdo entre os melhores resultados
para as aproximacostdr, TMU e SMU.

Figura 85. Saturacdo de agua em dominio rotacionado em &@°diferentes estratégias de
aproximagéo com 22 ordem de acuracia e limitadoPMk: (a)stdr e moblpara A (SN) (b)

TMU e moblparaA(S,); () SMU emoblparaA(S,); (d) stdr e mob2paraA(S,); (e)
TMU e mob2para4(S,); (f) SMU emob2paraA(s,).

Figura 86. Gréficos de corte de aguadter cuj para diferentes estratégias de aproximacéao
da mobilidade total: (a) abordagestdr, TMU e SMU com aproximacao do tipmobI para

A(S,); (b) abordagenstdr, TMU e SMU com aproximagc&o do tipmbb2 para A(S,).

Figura 87. Escoamento bifasico de agua e 6leo em reservatérnogéneo e anisotropico
para problema de ¥4 de cinco pocos: (a) solucaef@eéncia; (b) dominio computacional
com indicagdo dos poc¢os injetor e produtor; (c)h@ajuadrangular estruturada com 32x32
subdivisbes adaptada de Hermeline (2007).



Figura 88. Escoamento bifasico de agua e 6leo em resemwdtdmogéneo e anisotropico
para problema de %2 de cinco pogos para a malhar@heem mobilidaderhob®: (a) abor-
dagemstdr com aproximacdo de 12 ordem; (b) abordagem SMUfmdd 12 ordem; (c)
abordagem TMU, 12 ordem; (d) abordaggdr com aproximacao de 22 ordem (MLP-vk); (e)
abordagem SMU-modif. 2, 22 ordem (MLP-vk); (f) ateagem TMU, 22 ordem (MLP-vKk).

Figura 89. Curvas de producédo obtidas em malha quadrandisi@rcida com 32x32 subdi-
visdes para escoamento bifasico de agua e Oleesmnvatdrio homogéneo e anisotrdpico.
Abordagens convencionatdr) e TMSEC-2 (TMU, SMU e SMU-modif.2) sdo comparadas
para 12 e 22 ordem.

Figura 90. Indicacéo de valores negativos para perfis deagio obtidos com aproximacao
de 22 ordem em malha Hermeline: (a) com funcaadduhora van Albada; (b) com funcéao
limitadora MLP-vk.

Figura 91. Analogo “Barreiras do Boqueirdo” (Alagoas), obtie Guimaréest al (2002).

Figura 92. Dominio que representa o reservatério andlogordSelo Boqueirdo™: (a) repre-
sentacdo do dominio com indicacdes das litologl@smalha quadrangular ndo estruturada
com 3484 volumes de controle.

Figura 93. Escoamento bifasico de agua e 6leo em resemvadélogo, heterogéneo e aniso-
tropico para 72 dias: (a) campo de presséo, dadeae(b) campo de saturacao de agua.

Apéndices

Figura A.1. Problema de transporte, hipoteticamente linegrcgndicao inicial com descon-
tinuidade da varavel transportada; (b) diagrarhaom identificacdo de linhas caracteristicas,
onde a propriedade é constante, e uma linha (@@@erorrespondente a propagacéo da des-
continuidade.

Figura A.2. Curvas do modelo de Buckley-Leverett: (a) Fluxacikonal com indicacdo dos
pontos de mudanga de concavidag¥ e tangénciaS*"; (b) derivada do Fluxo Fracional

com indicagdo de dois valores de saturacdo ondbtée o choque; (c) Linhas caracteristicas
para o problema néo linear com onda de rarefacao.

Figura A.3. Problema de transporte néo linear do tipo Pig&@ocondicdo de entropia satis-
feita coma, > a,; (b) diagrama,t correspondente a satisfacdo da entropia; (c) dighmde

entropia ndo € satisfeitar, <ay; (d) diagramax,t correspondente a néo satisfagéo da entro-
pia.

Figura A.4. Problema de transporte ndo linear com relacoestitativas de Brooks-Corey:
(a) condicao de entropia satisfeita cép < S:"; (b) diagrama,t correspondente a satisfa-
¢do da entropia; (c) a condicéo de entropia naisfeita, §, > S:"; (d) diagramax,t cor-
respondente a ndo satisfacdo da entropia.



Figura B.1. Fragmento de malha com regides de interacaaqqu@aiyo regides de interacéo

que envolvem o volume de control®; (b) uma das regides de interacdo com indicacao de
pontos auxiliares e uma das meias faces onde dsvao calculados.

Figura B.2. Regiao de interagao e suporte triangular: (aifdsnda regido de interacéo (em
amarelo) associada ao vértite (b) delimitacdo do suporte triangular de pregsfo verme-
Iho); (c) suporte triangular com indicacdo de vesarormais.

Figura B.3. Regido de suporte triangular para o MPFA-O: ¢preo fisico; (b) espaco mape-
ado.

Figura B.4. Regido de suporte completo para o MPFA-FPS e MPhiched (a) espaco
fisico; (b) espaco mapeado com indicacdo do poatguadraturg em relacdo a coordenada
naturals .

Figura B.5. Regido de suporte completo para o MPFA-FPS e MPhiched (a) espaco
fisico com indicacdo do volume de controle auxiiara o0 MPFA-FPS; (b) espaco mapeado
com indicacao do volume de controle auxiliar paMRFA-FPS; (c) espaco fisico com indi-
cacao do volume de controle auxiliar para o MAE#Aiched (d) espaco mapeado com indi-
cacao do volume de controle auxiliar para o MAE#iched

Figura C.1. Fragmento de malha com indicacdo do volume deaeravaliadol e sua vi-
zinhancaM, . O indicei varia de 1 até o nimero de volumes de controlesiderados para
cada ordem de aproximagao.

Figura C.2. Fragmento de malha adjacente ao contorno coroaQ@io da aresta avaliadlh:
(a) para saturacdo prescrita nos pontos de quaalré) para o uso de volumes de controle
ficticios em contornos onde um fluxo nulo ou simaeér prescrito.

Figura C.3. Descricao do algoritmo para decomposicao ortdgde&ram-Schmidt. O texto
em negrito, azul, € uma referéncia a comandos d@abh® (http://ocw.mit.edu, 2010).

Figura D.1. Malhas com 16x16 subdivisdes empregadas pardagjdmude escoamento bifa-

sico de agua e Oleo em reservatorio homogéneosetaipico para problema de % de cinco
pocos: (a) malha Chevron (Eigestad e Klausen, 200b)malha adaptada de Hermeline
(2007).

Figura D.2. Escoamento bifasico de agua e 6leo em reserwatdérnogéneo e anisotropico
para problema de ¥ de cinco pogos. Curvas de pioduara aproximagdes de 12 ordem obti-
das com a malha Chevron e combinagédo convexd gmas abordagens TM. Para todos os
casos, as duas estratégias de aproximacéao parhilddade (‘mobI e “mob2) sdo verifica-
das: (a) producao de 6leo; (b) detalhe da curvara@ucéo de 6leo; (c) 6leo acumulado; (d)
detalhe da curva de 6leo acumulado.

Figura D.3. Escoamento bifasico de agua e 6leo em reserwatdérnogéneo e anisotropico
para problema de % de cinco pocos: Curvas de p@odugra aproximagdes de 22 ordem obti-
das com a malha Chevron. ExtrapolagdoSjenas abordagens, convenciorstt() e TM e

combinacédo convexa er§,. Para todos os casos, as duas estratégias denaq@cér para a



mobilidade (mobI e “mob2) sao verificadas: (a) producéo de o6leo; (b) detala curva de
producéo de 0leo; (c) 6leo acumulado; (d) detathewiva de éleo acumulado.

Figura D.4. Curvas de producéo para aproximacoes de 22 asdedas com malha Chevron.
Extrapolagdo de5, nas abordagens, convenciorsat() e TM e combinacéo convexa efy).
Para todos os casos, as duas estratégias de apcénimara a mobilidadenfobI e “mob2)

séo verificadas: (a) producéo de 6leo; (b) detddheurva de producado de 6leo; (c) 6leo acu-
mulado; (d) detalhe da curva de 6leo acumulado.

Figura D.5. Escoamento bifasico de agua e 6leo em reserwdiérogéneo e anisotropico
para problema de ¥4 de cinco pogos. Curvas de piioduara aproximagdes de 22 ordem obti-
das com a malha Chevron. Extrapolagéofgenas abordagens, convenciorstt() e TM e

combinacédo convexa erf),. Para todos os casos, as duas estratégias denagcar para a

mobilidade (mobI e “mob2) sao verificadas: (a) producéo de o6leo; (b) detala curva de
producéo de 0leo; (c) 6leo acumulado; (d) detathewiva de éleo acumulado.

Figura D.6. Escoamento bifasico de agua e 6leo em reservdiérogéneo e anisotropico
para problema de ¥4 de cinco pocos. Curvas de piioduara aproximacgdes de 12 ordem obti-
das com a malha Hermeline e combinacéo convexd emas abordagens TM. Para todos os
casos, as duas estratégias de aproximacao parhilédade (‘mobI e “mob2) séo verifica-
das: (a) producéo de 0leo; (b) detalhe da curvaraiducdo de 6leo; (c) 6leo acumulado; (d)
detalhe da curva de 6leo acumulado.

Figura D.7. Curvas de producao para aproximagdes de 22 asdadas com malha Hermeli-
ne. Extrapolagdo d§, nas abordagens convenciorsttd() e TM e combinagéo convexa em

S,- Para todos os casos, as duas estratégia de rapgéd para a mobilidadenfob e

“mob2) séo verificadas: (a) producéao de Oleo; (b) detala curva de producao de 6leo; (c)
6leo acumulado; (d) detalhe da curva de 6leo acachoul

Figura D.8. Escoamento bifasico de agua e 6leo em reserwdiérogéneo e anisotropico
para problema de ¥ de cinco pocos: Curvas de péioduara aproximacdes de 22 ordem obti-
das com a malha Hermeline. Extrapolagadsgenas abordagens, convenciorsiti() e TM e

combinacdo convexa erf),. Para todos os casos, as duas estratégias denagcér para a

mobilidade (fmob e “mob?2) sdo verificadas: (a) producéo de 6leo; (b) detala curva de
producao de 0Oleo; (c) 6leo acumulado; (d) detatheuwlva de 6leo acumulado.

Figura D.9. Escoamento bifasico de agua e 6leo em reserwdiérmogéneo e anisotropico
para problema de % de cinco pocgos: Curvas de paodugra aproximagdes de 22 ordem obti-
das com a malha Hermeline. Extrapolacéofgeas abordagens, convenciorsiti) e TM e

combinacédo convexa erf),. Para todos os casos, as duas estratégias denagcar para a

mobilidade (mobI e “mob2) sao verificadas: (a) producéo de o6leo; (b) detala curva de
producéo de 0leo; (c) 6leo acumulado; (d) detathewiva de éleo acumulado.

Figura D.10. Escoamento bifasico de agua e 6leo em reserwdidémogéneo e anisotropico
para problema de % de cinco pogos: Curvas de pdiodogra aproximacgdes de 12 e 22 ordem
com abordagem convencionaitdr) e abordagem TM (SMU-modif. 2) com estratégia de
aproximacdo da mobilidadenbb?: (a) producdo de dleo para a malha Chevron; (lepO



acumulado para a malha Chevron; (c) producdo de gaea a malha Hermeline; (d) Oleo
acumulado para a malha Hermeline.

Figura D.11. Escoamento bifasico de agua e 6leo em reserwdidémogéneo e anisotropico
para problema de % de cinco pogos: Curvas de pdiodogra aproximacgdes de 12 e 22 ordem
com abordagem convencionatdr) e abordagem TM (TMU) com estratégia de aproximaca
da mobilidade thob?: (a) producéo de 6leo para a malha Chevron; (p @cumulado para

a malha Chevron; (c) producdo de 6leo para malhanélme; (d) Oleo acumulado para a
malha Hermeline.
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Tabela D.1 Aproximacédo de 12 ordem no espaco e Euler preigreso tempo para o mode-
lo de Buckley-Leverett.

Tabela D.2 Aproximacéo de 22 ordem no espaco e Euler preigreso tempo para o mode-
lo de Buckley-Leverett. Os resultados obtidos catrapolacéo do tipo MUSCL er§, e f,

sao, respectivamente, apresentados a esquerdaesta db tabela. Ambos limitados com a
estratégia van Albada.

Tabela D.3 Aproximacéo de 22 ordem no espaco e Euler preigreso tempo para o mode-
lo de Buckley-Leverett. Os resultados obtidos catrapolacéo do tipo MUSCL er§, e f,

sao, respectivamente, apresentados a esquerdaesta db tabela. Ambos limitados com a
estratégia MLP.

Tabela D.4 Aproximacéo de 32 ordem no espaco e Euler preigreso tempo para o mode-
lo de Buckley-Leverett. Os resultados obtidos catrapolacdo do tipo MUSCL er§, e f,

sao, respectivamente, apresentados a esquerdaesta db tabela. Ambos limitados com a
estratégia MLP.

Tabela D.5 Aproximacéo de 42 ordem no espaco e Euler preigreso tempo para o mode-
lo de Buckley-Leverett. Os resultados obtidos catrapolacdo do tipo MUSCL er§, e f,



sao, respectivamente, apresentados a esquerdaedta dh tabela. A estratégia MLP e um
esténcil com viés a montante séo utilizados.

Tabela D.6 Aproximacéo de 42 ordem no espaco e Euler preigreso tempo para o mode-
lo de Buckley-Leverett. Os resultados obtidos catrapolacdo do tipo MUSCL er§, e f,

sao, respectivamente, apresentados a esquerdaedta dh tabela. A estratégia MLP e um
esténcil convencional sdo utilizados.

Tabela D.7. Aproximacéo de 22 ordem no espaco e Euler preigreso tempo para o mode-
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sao, respectivamente, apresentados a esquerdaesta db tabela. Ambos limitados com a
estratégia MLP-vk.

Tabela D.8 Aproximacéo de 32 ordem no espaco e Euler preigresao tempo para o mode-
lo de Buckley-Leverett. Os resultados obtidos catrapolacéo do tipo MUSCL er§, e f,

sao, respectivamente, apresentados a esquerdaesta db tabela. Ambos limitados com a
estratégia MLP-vk.

Tabela D.9 Aproximacéo de 42 ordem no espaco e Euler preigreso tempo para o mode-
lo de Buckley-Leverett. Os resultados obtidos catrapolacdo do tipo MUSCL er§, e f,

sao, respectivamente, apresentados a esquerdeeéaadh tabela. A estratégia MLP-vk e um
esténcil com viés a montante séo utilizados.

Tabela D.10 Aproximacéo de 42 ordem no espaco e Euler preigreso tempo para o mo-
delo de Buckley-Leverett. Os resultados obtidos eatrapolagéo do tipo MUSCL er§, e

f, sdo, respectivamente, apresentados a esquerdisega@da tabela. A estratégia MLP-vk e
um esténcil convencional séo utilizados.

Tabela D.11 Aproximacédo de 22 ordem no espaco e Runge-K2#tar{lem) no tempo para o
modelo de Buckley-Leverett. Os resultados obtidma extrapolagéo do tipo MUSCL ef),
(limitada com van Albada) e erfy, (limitada com MLP-vk) sé@o, respectivamente, aprese
dos a esquerda e a direita da tabela.

Tabela D.12 Aproximacdes de 32 e 42 ordem no espaco e Runtae-#e 22 ordem no tempo
para o0 modelo de Buckley-Leverett. Os resultadas a#fidos com extrapolacdo do tipo
MUSCL em f,, e estratégia MLP.

Tabela D.13 Coordenadas dos numeros aleatorios utilizadas gefimir o campo de perme-
abilidade.



Introducéo

1.1. Apresentacéo

A utilizacdo de modelos computacionais representa ferramenta técnica poderosa
na industria petrolifera moderna. Varias estragédima “explotacdo” podem ser simuladas e
avaliadas antes mesmo que o primeiro po¢o sejarpdd em campo. Contudo, a relevancia
de ferramentas computacionais vai além da faséatdiejpmento. No gerenciamento do reser-
vatério, durante sua vida produtiva, a simulacaoérica é frequentemente associada a técni-
cas de ajustes historicos e de otimizacéo (Afatsd, 2010). Isso eleva o desempenho pro-
dutivo dos reservatérios de hidrocarbonetos (Baxlend 995). Segundo Islaat al. (2010),
as decisOes sobre varios aspectos da engenhagaateatorios, desde testes em pocos a de-
finicdo das estratégias de producdo, sdo tomadasbese na resposta de simuladores. Os
autores também destacam que a industria petrobferajue mais usa modelos computacio-
nais, mesmo quando se compara a areas que tradicemte dependem, em grande escala,
de ferramentas numéricas, como pesquisas espageaslicdo do clima.

Apesar dos beneficios obtidos com a simulacdo riaapéam especial, 0 modelamen-
to do escoamento em reservatorios de hidrocarb®netsa ndo € um tarefa facil. Mesmo
para modelos mais simples com apenas duas fasespressiveis e imisciveis, muitos desa-
fios, do ponto de vista fisico e matematico, sdoeatados (Kozdort al, 2011). Variacdes
abruptas, de propriedades como a permeabilidagesaidade sdo comuns e podem ocorrer
em escalas com varias ordens de grandeza (CheidBleint, 2001; Kozdoret al, 2011).
Além disso, efeitos de contra fluxo, devido a ag@dorcas gravitacionais ou de capilaridade,
também podem ser observados (Kozdbal, 2011). Para problemas com razdes adversas de
mobilidade, instabilidades fisicas sdo frequentdéenariroduzidas nas solugées, produzindo
“canais” ou “barreiras” néo fisicas, referenciadws literatura como rfumerical finger$
(Toddet al.,1972; Yanosik e McCracken, 1979; Ko e Au, 197%rtlet al, 1991).

O modelo matematico adotado nesses simuladoresistmrem geral, em um sistema
de Equacoes Diferenciais Parciais (EDP), fortemaotplado e com elevada néo linearidade
(Kozdonet al, 2011), o que também configura grandes desafmgue se refere a sua solu-
¢do. Uma forma “monolitica” dessas equac¢fes gomezaad mais comumente encontrada nos
simuladores comerciais (Eclipse, 1997; CMG, 2008ipEe, 2009). No entanto, em simula-
dores de linha de fluxd&sfreamlinese em muitas aplicacées ndo comerciais, formazgag
da podem ser convenientemente obtidas sob a indjwodig certas hipoteses simplificadoras
(Toddet al, 1972; Peaceman, 1977; Yanosik e McCracken, 1R@®ards e Rogers, 1998;
Edwards, 2006; Hurtadet al, 2007; Chuelet al, 2010; Kozdoret al, 2011; Khoozaret al,
2011).
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Uma forma particularmente utilizada na literatura groposta por Peaceman (1977).
Nesta formulagdo, uma equacgéo de transporte oatdeagdo, com natureza eminentemente
hiperbolica, é definida para cada fase transpoadaanto o campo de presséo é obtido pela
solucdo de uma equacédo de fluxo com natureza pealoiu eliptica. Embora haja véarias
estratégias para a solucdo desse sistema de eguesp@ares (Kou e Sun, 2010), o método
IMPES (mplicit Pressure-Explicit Saturatign simples de implementar e eficaz para uma
larga faixa de problemas, € frequentemente utitizégko inclui o presente trabalho, como
detalhado no proximo capitulo. Segundo Kozdbal. (2011), a forma segregada do modelo
matematico possibilita que métodos numéricos, a@aps a solucdo de equacdes hiperbdli-
cas e elipticas, respectivamente, possam naturtdmnsenincorporados ao contexto de simu-
lacdo de escoamento multifasico em reservatorigetiéleo.

Embora novos recursos tecnoldgicos possibilitenrodatagem de ambientes geolégi-
cos mais complexos, incluindo camadas inclinadasais, fraturas e falhas além da modela-
gem de pocgos direcionais, utilizando malhas congpartais ndo estruturadas e adaptativas, a
grande maioria dos simuladores de fluxo que sev@mallstria do petréleo ndo acompanha-
ram esse advento tecnoldgico (Roreral, 2002; Fainstein e Matos, 2004, Moog, 2013).
Procedimentos numeéricos bem tradicionais aindgeégervados nesses simuladores (Eclip-
se, 1997; CMG, 2006). A utilizacdo de diferencagds de dois pontos no calculo dos fluxos
de Darcy e esquemas numericos de primeira ordemgpaoximar os termos advectivos na
equacgao de transporte sao exemplos bem conheosdss @bordagem mais conservadora
(Edwards e Rogers, 1998; Aavatsmarlal, 1998).

A aproximacao de fluxos por dois pontosTawo-Point Flux ApproximatiofTPFA) é
um procedimento simples, de baixo custo computatiercom robustez comprovada em di-
versas areas (Pletchatral, 1995; Peaceman, 1977; Aziz e Settari, 1979; Ertetkal, 2001).

No entanto, em aplicacdes voltadas para a modelalgesscoamento em reservatoérios de
petroleo, uma discretizacdo convergente, sé € \mdsguando malhas denominadas k-
ortogonais sdo adotadas, i.e., malhas cartesianado tipocorner point alinhadas com as
direcbes principais do tensor que representa a gadmiidade da rocha (Ponting, 1992;
Schlumberger, 199@pud Aavatsmark, 2007). Na pratica, esse fato restrimgeso desses
simuladores a utilizacdo de malhas estruturadasnsotes de permeabilidade diagonais
(CMG, 2006; Eclipse, 2009). Além disso, a represgitt adequada da complexidade geomeé-
trica, caracteristica dos reservatorios, fraturpe@s horizontais e inclinados, é prejudicada
em relacdo ao que se teria se malhas nao estrasyaaligonais (em problemas 2-D) ou po-
liédricas quaisquer, fossem empregadas nos domaupyputacionais. Segundo Beckner
(2011), a flexibilidade proporcionada por malhas eétruturadas faz com que certas estrutu-
ras geologicas complexas necessitem de muito nehalsis (elementos ou volumes de con-
trole) para uma representacdo discreta acuradaitd® @a como exemplo, um reservatorio
cuja dsicretizacdo envolve 1,6X16élulas com uma malha do tiporner point enquanto
apenas 1,19xf@élulas sdo necessarias usando uma malha natestaucom refinamento
local adequado.

Quanto ao uso de aproximagdes de primeira ordem gstermos advectivos, essas
sao rotineiramente empregadas em diversas areBsndmica dos Fluidos Computacional
(Patankar, 1980; Versteeg e Malalasekera, 1995 Heleet al, 1998; Maliska, 2004; Huynh,
2011). Sua robustez e simplicidade de implementgmdioum lado, justificam sua intensa
aplicabilidade. Por outro lado, a baixa resolucée sblucdes, proporcionada pela aproxima-
céo “pobre” de primeira ordem, pode ser um problemareas de atuacédo onde descontinui-
dades na solucéo sdo esperadas e malhas pouadasfisdo tradicionalmente empregadas.
Erros grosseiros na avaliacdo de variaveis impt@sama simulacdo do escoamento em reser-
vatérios de petrdleo como o tempo de irrupcéo de &g poco produtobfeakthrough, po-
dem ocorrer devido a excessiva dissipacdo num@gtieaende a suavizar descontinuidades.
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Adicionalmente, a construcdo unidimensional deipgede aproximacdo, mesmo em proble-

mas multidimensionais, induz a forte dependéncgastducdes com a orientagdo da malha
adotada. Segundo Lamine e Edwards (2010), os ef@#ssa dependéncia sado particularmen-
te mais relevantes quando a raz&o entre mobilidadek/ersa e 0 escoamento ocorre trans-
versal a orientacédo da malha.

As restricbes mencionadas acima, predominantenodservadas nos simuladores de
reservatorio de petroleo, sdo uma consequéncigpdalé¢ discretizacdo comumente adotado
em seus algoritmos. O condicionamento de solucdesistentes ao uso de malhas k-
ortogonais e o viés observado nas solucbes nuragdeaido, respectivamente, ao uso de
esquemas TPFA e discretizagbes de primeira ordemtain a aplicabilidade desses simula-
dores a modelos menos realistas e com caractasistiais simples. Alternativas académicas
tém sido intensamente debatidas na literatura hiasad décadas. Em geral, tais propostas
objetivam produzir simuladores mais robustos e apiicacfes mais generalizadas. No en-
tanto, mesmo com esse advento tecnoldgico, a SjAmilde escoamentos multifasicos em
reservatorios de petréleo ainda representa umadaérepandes desafios e com muito a ser
feito.

Esses desafios motivam o desenvolvimento do presetitalho. Para um entendimen-
to mais geral de algumas estratégias ja empregafilasde conferir robustez aos simuladores
voltados para a industria do petréleo, o estadarttarelacionado a tematica abordada € su-
cintamente descrito na proxima secdo. Estratégiasericas recentemente desenvolvidas,
que, em principio, ndo sdo relacionadas a simulde&@scoamento em reservatorios, também
sdo discutidas. A adequacgdo dessas novas tecrokggaalgoritmos ja existentes pode mi-
nimizar ou eliminar certos problemas recorrenteseferida area. Por fim, os principais obje-
tivos e contribui¢cdes almejados com o presentalinabe a forma com que esse é organizado
sao descritos nas ultimas sec¢des deste capitulo.

1.2. Revisao Bibliogréafica

Nas ultimas décadas, muitos esforcos tém sidosfamosentido de melhorar a acuracia
das solu¢cbes numéricas obtidas, bem como a redanté® os dados vindos da geologia e sua
representacdo nos simuladores voltados para atiredpstrolifera. Alguns seguimentos da
literatura propuseram adequacdes entre a malha msedsimulacdes e os dados vindos das
analises geoldgicas. O uso de coordenadas geagiagipara honrar as estratigrafias (Malis-
ka e Czesnat, 2003) e a separacao entre “malhagiess! e a malha de simulacdo (Mallison
et al, 2013), caracteristico da estratégia SKBAlfsurface Knowledge Unified Approach
sao exemplos disso. Novas formulacdes numérichgstas para lidar com malhas e tensores
de permeabilidade arbitrarios, também tém sidausatemente propostas.

Em meados da década de 1990, Crumptaal.,, (1995) propuseram uma formulacéo
numeérica consistente para lidar tensores nédo diég@m problemas de difusdo com coefici-
entes descontinuos. Isso possibilitou a obtencasotleebes convergentes para problemas
onde o TPFA nao converge. Além disso, a formulag@éposta por Crumptoet al. (1995)
reproduz, exatamente, solucdes lineares por partgsge nao necessariamente ocorre para
outras formulagdes numéricas (Reesl, 2004apud Carvalho, 2005; Lipnikoet al, 2007;
Queirozet al, 2013). Apesar da restricdo as malhas estrutsyadaferida proposicao serviu
de inspiracdo para uma infinidade de esquemas moséundamentadas na aproximacao
dos fluxos difusivos por multiplos pontos. Uma adédiva a formulacao proposta por Crump-
tonet al (1995), fundamentada no Método de Diferencagdsr{rinite Difference Method
FDM) e também convergente para tensores nao disgdonapresentada por Hyma al.
(1997). No entanto, a solugéo simultanea de pressétocidade representa um elevado custo
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computacional em relacdo a outras formulacées dergéOs métodos de Elementos Finitos
(Finite Element Method FEM) e oControl Volume Finite Element Methg@VFEM), tam-

bém sédo frequentemente empregados para essaddwlidlguns autores (Maliska, 2004;
Hurtadoet al, 2007) referenciam o CVFEM contelement Based Finite Volume Method
(EbFVM), uma vez que, segundo esses autores, essanolatura € mais adequada. Os traba-
Ihos de Malteet al (1995) e Huratdet al (2007), bem como suas referéncias, séo relevantes
aplicacdes de FEM e CVFEM ou EbFVM, respectivameardearea de petroleo.

Variantes das ideias de Crumptenal, (1995), fundamentadas no Método de Volu-
mes Finitos inite Volume Method FVM), foram propostas, independentemente, paafa
smarket al, (1998) e Edwards e Rogers (1998). A imposicacafginuidade de fluxo nas
superficies de controle e a aproximacao dessessflpar multiplos pontos, como na proposta
de Crumptoret al. (1995), sdo caracteristicas marcantes dessesness|ugiméricos, deno-
minados na literatura (Aavatsmagk al, 1998) como MPFANlulti-Point Flux Approxima-
tion), ou Flux Continuous Finite Volumi@&Edwards e Rogers, 1998). A concepc¢do desses me-
todos implica em flexibilidade para lidar com temsoe malhas arbitrarios, configurando,
portanto, uma generalizacdo dos tradicionais métddRi-A. Apesar disso, a utilizacdo dos
métodos MPFA mais classicos, como o MPFA-O, MPFAUHUMPFA-Z (Aavatsmarlet al,
1998; Aavatsmark e Eigestad, 2006), pode prodesultados onde o Principio do Maximo
Discreto Discrete Maximum Principle BPMP) é violado (Edwards e Zheng, 2008; Cletn
al., 2008; Kuzminet al, 2009). Problemas resolvidos com malhas distoscidajo meio é
caracterizado por elevada razéo de anisotropiz@adicOes passiveis a essas violacdes (Le
Potier, 2005; Nordbotteat al, 2007). Nesses casos, ocorre uma violacdo da dadenda
termodinamica e oscilagdes espurias podem seicagl#s nas solu¢cdes numéricas, resultan-
do em comportamentos sem significado fisico, comggbes absolutas com valores negati-
vos ou calor fluindo de uma regido de baixa tentpeagpara uma de alta temperatura, em
problemas de transferéncia de calor (Yuan e SIZ€Ug).

Na tentativa de mitigar esses problemas, para cesadiadores, uma nova geracao de
esquemas numeéricos do tipo MPFA foi proposta. Adages espurias nos campos de pres-
sbOes geradas pelo MPFA-O sdo minimizadas ou eldasaor formulacfes alternativas do
MPFA (Edwards e Zheng, 2008; Cheh al, 2008; Aavatsmarlet al, 2008; Gao e Wu,
2010). Nos chamados MPFA com suporte completo dssfp, ndo ha garantia de que as
solugdes satisfacam o DMP, especialmente em pralsl@mm elevada anisotropia e malhas
gue nao sao k-ortogonal (Zheng, 2010). No entaerto,muitos casos, essas oscilacdes séo
substancialmente amenizadas. Os métodos MPFA{HRISAfessure Suppoyt proposto por
Edwards e Zheng (2008), MPH&ariched(Chenet al, 2008), MPFAPiamond(Gao e Wu,
2010) e o MPFA-L, com o esténcil compacto e origmtaa direcéo principal da anisotropia
em cada volume de controle (Aavatsmatkal, 2008) sao outras variagdes encontradas na
literatura.

Outras estratégias, também com caracteristicas TRFAPFA, fazem uso de opera-
dores néo lineares para garantir apenas a poattiwidas solucdes (Lepotier, 2005; Lipnikov
et al, 2007). Nesses casos, valores extremos positdmadmissiveis, violando a condicao
DMP. O método né&o linear proposto por Lepotier BJ0@ revisitado por Lipnikowet al
(2007), preserva a positividade das solu¢gbes maode coeficientes que também dependem
da presséo (caracterizando a nao linearidade), mesmproblemas lineares. Uma métrica
para determinar o ponto de colocacdo (interpolagéo)cada volume de controle também
contribui para a positividade das solucdes. Héemanto, formulacdes néo lineares capazes
de lidar com malhas poligonais quaisquer e queersp o DMP, i.e., valores minimos e
maximos sao honrados (Kuzmehal.2009; Sheng e Yuan, 2012; Gao e Wu, 2015).

Em geral, a construcdo dos métodos MPFA nao liseagatrados na ceélulag]l-
centeredl, requer a contribuicdo de valores de pressdciasks aos vertices do volume de
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controle ou de outros pontos auxiliares denominddrsnénicos (Lipnikovet al, 2007;
Sheng e Yuan, 2011, Gao e Wu (2015). Existem, tan&y algumas variantes de métodos
nao lineares livres de interpolacdes em pontodiares (Lipnikovet al, 2009). Para os que
dependem de técnicas de interpolacéo, valoresianesilsdo escritos como funcdo das pres-
sOes associadas aos volumes de controle da vigalpmdxima. As interpolacdes que garan-
tem coeficientes positivos contribuem para a podade das solugbes (Lepotier, 2005;
Lipnikov et al, 2007; Yuan e Sheng, 2008). No entanto, nem sengampos lineares por
partes sdo reproduzidos de forma exata com edsategis de interpolacdo (Lipnikev al,
2007). Segundo Queiret al, (2014), o uso de interpolacdes que preservanearidade das
solugdes, como as propostas por Gao e Wu (201)ciaglas ao método ndo linear proposto
por Lepotier (2005), por exemplo, implica na reprghib exata de campos lineares por partes.
Os autores também observaram que, infelizmenterantia de positividade das solucdes é
perdida com o uso das interpolacfes obtidas deeG&a (2010). No entanto, o0 desempenho
dessa combinacdo, em termos de reducéo de oseilagpérias, é superior ao obtido com os
métodos MPFA-FPS, MPFEnrichede MPFADiamond mesmo para problemas muito de-
safiadores. Adicionalmente, algumas formulagfeslingares séo restritas a aplicacdes com
malhas triangulares (Lepotier, 2005; Lipniket al, 2007). Além disso, a nao linearidade
desses métodos requer 0 uso de um processo ibecptdy preserve a positividade das solu-
cbes convergidas obtidas. O método de ponto filxaa(® tem essa propriedade, mas a baixa
taxa de convergéncia implica num custo computatioastante elevado quando se compara
com o custo computacional dos métodos MPFA lineares

No que se refere a aproximacdo dos termos adveat@@quacao de transporte, uma
opcao atrativa as formulacbes de primeira ordemdiglm as aproximacdes de alta ordem,
com estratégias do tipo MUSCIMénotonic Upstream-Centerd Scheme for Conservation
Lawsg, utilizadas em diversas areas da fisica e engen{&pekreijse, 1987; Durlofslet al,
1992; Batteret al, 1996; Kim e Choi, 2000; Chistov e Popov, 200&42it al, 2009; Delis e
Nikolos, 2012). Problemas de aerodinamica e dindamas gases sao resolvidos, no contexto
dos Métodos de Diferencas Finitas e Volumes Finitom esse tipo de estratégia, desde me-
ados da década de 1970 (van Leer, 1974; van L@€9).1Em geral, as aproximacdes de mai-
or ordem, proporcionadas por essa estratégia, asgatlas em reconstru¢des polinomiais lo-
cais, utilizando dados conhecidos associados ahadnica proxima (Goosh, 1997; Clainal,
2011). A condicéo inicial ou a solucdo no instaseetempo presente déo esse suporte. Os
trabalhos de van Leer (1979) e Colella e Woodwa®84) séo pioneiros, respectivamente, na
obtencdo de aproximacgOes de segunda (reconstrungio)le terceira ordem (reconstrucao
quadréatica).

A reconstrucdo de quantidades conservadas, prasitiv caracteristicas consiste em
uma das principais etapas na obtencdo de solugdedricas de alta ordem (van Leer, 1979;
Colella e Woodward, 1984; Barth e Frederickson,01.9rocedimentos numéricos como o
Essentially Non-OscillatoryENO), proposto por Hartest al (1987) e aprimorado em (Ab-
grall, 1994; Friedrich, 1998; Hu e Shu, 1999) eecentemente propostdultidimensional
Optimal Order DetectiofMOOD), discutido nos trabalhos de Clainhal, (2011), Diotet al.
(2012), entre outros, sdo importantes exemplo® dsm natureza estritamente matematica
e, em geral, independente da fisica simulada @@moth, 2011), a reconstrugédo da variavel
€ comumente empregada em formulagdes conservatematsadas no verticedll-vertey ou
na célula ¢ell-centeredl Os trabalhos de (Delanaye e Essers, 1997; G&6SH). Reconstru-
cOes baseadas no Teorema da Divergéncia de Gaussxgmplo, sdo extensamente utiliza-
das para aproximacoes de segunda ordem em tralzalhosituados na literatura (Durlofsky
et al, 1992; Durlofsky, 1993; Edwards, 2006; Diskin boimas, 2010; Delis e Nikolos,
2012). A obtencado dos gradientes se da de formplesne sem que seja necessario resolver
sistemas algébricos locais. Na variante propostdbpdofsky et al. (1992), informacfes as-
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sociadas ao volume de controle avaliado e viziminedeterminados sao utilizadas para defi-
nir as funcdes de suporte para o calculo dos greieSuportes mais robustos (vizinhanca de
Neumann), também baseados no Teorema da Divergéaoiapresentados por Delis e Niko-
los (2012). Eventualmente, aproximacdes de terceilam também sdo obtidas com base
nesse procedimento (Betchen e Straatman, 20103eNaso, um sistema algébrico local para
cada volume de controle deve ser resolvido a finoliter os coeficientes do polinGmio re-
construtor, 0 que torna o procedimento um pouca e@nplexo.

Reconstrugdes baseadas na técnica de minimos daadeanbém sdo extensamente
empregadas na literatura (Goosh, 1997; Goosh é\ltana, 2002; Blazek, 2001; Mavripli,
2003; Mandal e Subramanian, 2008; Mandal e Radl,)2@hara qualquer ordem de aproxima-
céo, em reconstrucdes k-exatas, por exemplo (BaFRtederickson, 1990), sistemas algébri-
cos locais devem ser resolvidos. O tamanho daszestrem cada sistema algébrico local,
depende da ordem de aproximacao pretendida, amplEed num elevado custo computacio-
nal aparente para ordens mais elevadas. No entapi&-processamento de parametros ex-
clusivamente geométricos eleva a eficiéncia dessmegdimento. Além disso, essa alternativa
€ caracterizada pela robustez das aproximacdesnonpgara malhas com elevado grau de
distorcdo, o que ndo ocorre com reconstrucdes d@se® teorema da divergéncia, como
observa Diskin e Thomas (2010).

Alternativamente, ha na literatura estratégias swjporte de reconstrucdo € restrito
apenas ao proprio elemento discreto ou volume digate avaliado, mesmo para ordens mais
elevadas de acuracia. Em principio, essas estatpgrecem ser vantajosas em relacdo ao
procedimento baseado num suporte menos local. Aulagdo mais popular, com esse tipo
de reconstrucéo, voltada para solucédo de problel®asansporte € o Método de Galerkin
Descontinuo oiscontinuous GalerkifDG), proposto e avaliado em uma série de publica-
cbes (Cockburn e Shu, 1989; Cokbetral, 1989; Cockburn e Shu, 1998). Tendo fundamen-
tacdo em preceitos variacionais (FEM), DG utiliaagbes de forma, definidas no interior de
cada elemento discreto, sendo, portanto, desneitessdso de elementos da vizinhanca para
promover a reconstrucdo da variavel. Possiveisodésaidades nessa varidvel sdo admitidas
apenas nas fronteiras entre os elementos discN#gse caso, Resolvedores Aproximados de
Riemann (Leveque, 1992; Lyra, 1992; Blazek, 20@b) wilizados para o calculo dos fluxos
numericos, o que torna a referida formulacédo ceasiga (Wang, 2002), tal como aquelas
fundamentadas no FVM. Segundo Wang (2002), umalgrdasvantagem no uso de DG sao
as integrais de superficie e de volume, inerentesné@todo e computacionalmente caras.
Aplicacdes de DG para a modelagem do escoamegdisidnfem reservatorios de petroleo séo
encontradas nos trabalhos de Riviere (2000), RiveeWheeler (2002), Bastian (2002), Etn
al. (2010), Bastian (2013), entre outros. Nessaxagiles, o fluxo de Darcy € obtido com
Elementos Finitos Mistos (Eik e MikySka, 2011) ou mesmo DG aplicado a solsjawlta-
nea das equacoes de presséo e velocidade (RROE®). Essas formulacdes sdo caracteriza-
das por produzir campos de pressao e velocidadeocems arbitrarias (Riviere, 2008), de-
pendendo do grau da funcao de forma utilizada.

Os Métodos de Volumes Finitos EspectraisSpectral Finite VoluméSFV), propos-
to por Wang (2002) e extensamente estudado emsoptralicacées (Wang e Liu, 2002;
Wanget al, 2004; Suret al, 2006; Wang e Liu, 2006; Liat al, 2006; Abeele e Lacor,
2007; Breviglieri e Souza, 2010), apresenta caratizas semelhantes ao DG. Contudo, €
completamente fundamentado no FVM. A variavel der@sse é reconstruida a partir de in-
formacgGes contidas apenas no volume de control@adwalsso é possivel devido a uma sub-
divisdo do chamado volume de controle espectrailifve de controle da malha priméria) em
pequenos subvolumes de controle menores. A equmgéidolica discreta €, portanto, resol-
vida para cada subvolume de controle. O nUmeraideiasées e sua disposicdo sao defini-
dos de acordo com a ordem de aproximacéo desejstae diretamente relacionadas com a
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estabilidade da solucéo (Abeele e Lacor, 2007; kbeteal., 2007). Adicionalmente, Resol-
vedores Aproximados de Riemann séo utilizados, emal,capenas nas superficies do volume
de controle espectral (Brevigliet al, 2010). Nas interfaces internas, utiliza-se adlanali-
tico, o que representa vantagem em termos de caostputacional (Wang, 2002). Algumas
excecOes sao verificadas em circunstancias patesyltal como discutido nos trabalhos de
Wang (2002) e Brieviglieret al. (2012). Embora essa estratégia de reconstrucéa sdo
excessivamente utilizada em malhas triangularetraédricas, algumas aplicacées também
foram propostas para malhas quadrangulares @labj 2004; Cheruvet al, 2007).

Uma aplicacdo do SFV no contexto do escoamentsibif&m meios porosos foi feita
por Ramirez (2014) para dominios unidimensionagsquais um campo de velocidade cons-
tante foi imposto. Nesse caso, se tem a velocidade em qualquer ponto do dominio avali-
ado. Nao ha ainda estudos sobre o acoplamento doc&hR métodos do tipo MPFA, por
exemplo, de modo que se tenha um campo de vel@sdadculado a partir da distribuicdo de
pressao em problemas multidimensionais.

O Método de Diferencas Finitas EspectraisSpectral Finite DifferencéSFD), pro-
posto por Liuet al (2006), surgiu como uma evolugcédo do SFV e taméénteiramente fun-
damentado no FVM (May e Jameson, 2006; Belaal, 2012). A localidade dos dados ne-
cessarios a reconstrucao se mantém, tal qual niogloseDG e SFV. Além disso, no SFD, a
subdivisdo do volume de controle da malha prim@ia é necessaria, tal como no SFV. Des-
sa forma, alguns problemas de estabilidade nag&@sunuméricas, relacionados a esse “par-
ticionamento” sdo superados. Os célculos de inedeavolume e de superficies também néo
sao requeridos, o que torna o SFD atrativo emaelag DG (Balaet al, 2012). O recente-
mente proposto Procedimento de Correcéo via Recgast (Gao e Wang, 2013) Qorrec-
tion Procedure via Reconstructig@PR) diminui, em relacdo ao SFD, o nimero degsodé
quadratura necessarios a obtencéo de ordens mdmee dois.

Comparacbes entre DG, SFD e CPR na solucdo déeprab hiperbolicos lineares
evidenciam o elevado custo computacional das iaitegm DG, bem como o baixo custo
computacional devido a necessidade de menos pdetsslucao e de fluxo no CPR (Liang e
Plesniak, 2013; Yet al, 2013). Yuet al, (2013) também destacam que, para varios experi-
mentos numéricos, os valores absolutos dos ertaoelzom SFD sédo, em geral, menores do
que os obtidos com DG e CPR.

Para todas as estratégias de reconstru¢cdo menagriadcoes limitadoras néo linea-
res sdo frequentemente utilizadas na tentativaadentr solucdes com monotonicidade (Le-
veque, 1992). A acdo da funcédo limitadora, em emyide descontinuidade, faz com que a
aproximacao inicialmente de alta ordem, seja reldupara primeira ordem, que é caracteri-
zada pela monotonicidade. Regifes suaves do esotmpemanecem com aproximacdes de
alta ordem. Dessa forma, descontinuidades na sopmdem ser representadas sem que 0sci-
lacBes espurias ocorram. Nesse caso, 0 campo wgEsalo dominio computacional € apro-
ximado com alta resolucao (Leveque, 1992).

Ha na literatura varias opcoes de funcdes limi@sl¢van Leer, 1979; Zalezak, 1979;
Roe, 1983; van Albadet al, 1982; Sweby, 1984; Barth e Jespersen, 1989; &takkshnan,
1995; Woodfieldet al, 2004; Bergeet al, 2005; Cada e Torrilhon, 2009; Clahal, 2011,
Park e Kim, 2011; Park e Kim, 2012; Drittal, 2012), Dentre essas, destacam-se as fungdes
limitadoras de face e de volume de controle (Beeggal, 2005). As limitadoras de face tém
um carater unidimensional e sdo baseadas na @@li;extremos locais, levando em conta
apenas informacdes dos volumes de controle que artithpm cada superficie de controle
(van Leer, 1979). Em alguns casos, a acdo desseSeful limitadoras ndo € completamente
eficaz para produzir solugcbes monotbnicas (Wodatlitlal, 2004; Bergeet al, 2005). A
falta de “multidimensionalidade” na avaliacdo degiveis extremos locais é uma causa fre-
quente disso (Claiat al, 2011). Contrerast al (2015) avaliaram problemas onde isso ocorre
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para o contexto do escoamento bifasico de agueoech reservatorio de petréleo. Os autores
verificaram que, para alguns problemas envolvendibas distorcidas ou tensores de perme-
abilidade muito anisotrépicos, as solucdes deatlem so séo livres de oscilacdes espurias
quando um limitador baseado na avaliacéo de todardanca do volume de controle (Wo-
odfield et al, 2004) é invocado junto com o limitador de facetigo van Albada (L6hner,
2001). No entanto, essa composicéo entre limitaddeeface e de volume de controle pode
adicionar excessiva difusdo numeérica, chegandoseadacterizar a aproximacao de alta or-
dem (Contrerast al, 2015).

Funcdes limitadoras de volume de controle foranpgstas por Zalezak (1979) para
aplicacdo em estratégias do tiplux Corrected TransporfFCT), previamente proposta por
Boris e Book (1972). Nesses casos, em geral, nfasdd numérica é introduzida as solucdes
obtidas (Woodfieldet al, 2004). Por outro lado, para um dado volume deralan valores
extremos sdo detectados, mesmo que sejam provenigatvertices ndo pertencentes a face
avaliada. Parlet al (2010) propuseram um procedimento de limitac@ayalia a existéncia
de valores extremos em todo o volume de contralesdmo na proposta de Zalezak (1979).
O procedimento de limitagdo tem um carater “muttigiisional”, sendo, portanto, chamado
na literatura déMultidimensional Limiting Proces@VLP). Variacdes do MLP para limitacdo
de ordens arbitrarias também podem ser encontratasrabalhos de Park e Kim (2011) e
Park e Kim (2014). Com base em experimentos nuogrms autores afirmam que solucdes
acuradas sao observadas para problemas hiperbéiitgeral (Parkt al, 2010; Park e Kim,
2012). Aplicacdes da estratégia MLP voltadas pateea petrolifera podem ser encontradas
nos trabalhos de Souz al. (2015a) e Souzat al. (2015b). Comparacoes entre o MLP e
funcdes limitadoras mais tradicionais exaltam ceadggenho dessa nova estratégia de limita-
cdo. Além disso, a abordagem multidimensional dd®Mlita que oscilagfes espurias sejam
produzidas, mesmo quando escoamentos transversaathas distorcidas sdo simulados. O
mesmo nao se verifica para o limitador de facezatlo (Souzeet al, 2015a). A extensao
natural do MLP para aproximac¢des com ordem maiajuindois é outro atrativo da estrate-
gia, embora Claiet al (2011) afirmem que a limitacdo de ordens arb#saainda € um tema
mal resolvido na literatura.

Algumas estratégias encontradas na literatura témo @roposta mais do que a sim-
ples acao de limitar extremos. A estratégia MOO®,gxemplo, funciona como um “geren-
ciador” de aproximacoes de alta ordem (Ckial, 2011; Diotet al, 2012; Diotet al, 2013;
Berthon, 2014; Louberet al, 2014; Dumbseet al, 2014). Assim como na estratégia ENO
(Hartenet al, 1987), etapas como reconstrucédo, limitagcéo (e&essariamente para o ENO),
calculo de fluxos numeéricos e avanco no tempo estéitidos em uma estrutura maior. O
diferencial do MOOD ¢ a proposta de limitagiposteriori(Clainet al, 2011), o que nédo é
comum na literatura (Claiet al, 2011). No MOOD, apds 0 hovo campo ser calcuadei-
soriamente em um instante de tempo futuro, sentalg@oa priori e com aproximacao de alta
ordem, uma busca por volumes de controle “probliewsdt € feita. A violagcdo do DMP é o
parametro que indica se o volume de controle édoynoblematico. Para aqueles volumes de
controle que violam o DMP, a ordem de aproximac@8orénuida e a equacgéo discreta € re-
solvida novamente, apenas nos volumes de controldematicos, utilizando dados do ins-
tante de tempo conhecido. Uma vez que nao ha mhismes de controle problematicos, o
campo de solucdo no instante de tempo futuro @itiefimente obtido. A avaliacdo de ex-
tremosa posterioritem alguns problemas. Diet al. (2012) observaram que a auséncia de
limitacdo a priori produz comportamentos fisicoadimissiveis como massa especifica e
pressdes absolutas negativas numa clara violacgegimda lei da termodinamica. Para re-
solver esse problema, critérios para deteccacsta fadmissivel oRhysical Admissible De-
tection(PAD) foram introduzidos a medida que o MOOD fendo aplicado as distintas areas
onde leis de conservacgao sao relevantes. A teatdé\aplicacdo da estratégia MOOD na so-
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lucdo do modelo de Buckley-Leverett, estudada poiz&et al. (2012), evidenciam um pro-
blema a ser ainda solucionado. Extrapola¢gdes deoatem, sem limitagda priori, de satu-
racdo de agua, por exemplo, podem levar a valagativos da variavel que € usada como
argumento na funcgéo fluxo fracionario (i.e., a satéo). Isso pode levar a uma completa des-
conexdo com a fisica simulada ja que saturacOesinag produzem fluxos fracionais positi-
vos, sem significado fisico. Nesse caso, critéRé®, especificos, devem ser estudados e
definidos para esse problema.

Apébs as etapas de reconstrucdo da variavel e podiaritacdo, quando necessario,
os fluxos discretizados nas superficies de contiteleada volume discreto séo calculados.
Seguindo a nomenclatura adotada em Leveque (1882)s fluxos serdo referenciados como
fluxos numéricos ao longo deste texto. Para garantiservacdo no calculo desses fluxos
numéricos, mesmo quando ha descontinuidade naigidagde transportada, um Resolvedor
Aproximado de Riemann deve ser usado (Wang, 2@ABesolvedor Aproximado de Rie-
mann proposto por Roe (1981) é largamente usadhysive em aplicacdes voltados para
escoamento bifasico em reservatorios de petrdlaovétho, 2005; Edwards, 2006; Nikitin e
Vassilevsky, 2012). No entanto, em muitos casosgesfica violagdo da entropia, especial-
mente em problemas cujo fluxo é definido por unrecfio ndo convexa (Leveque, 1992; La-
mine, 2009). Algumas técnicas de corre¢do sdo eyagas no calculo do fluxo numérico de
modo a satisfazer a entropia e consequentemena@tigaa convergéncia da aproximacao
numérica. A correcdo de entropia proposta por SRsteer (1989) e largamente usada em
diversas areas (Wang, 2002 e Serna, 2009), fouadegao modelo de Buckley-Leverett por
Lamine (2009). O autor destaca a necessidade dessgao para problemas onde efeitos
gravitacionais séo relevantes e a curva de fluxesgmta mudanca de sinal na derivada (pon-
to sonico). Nesse caso, uma variante do fluxo deHreedrichs, denominadbocal Lax-
Friedrichs (LLF) é usado no lugar do fluxo de Roe (1981)agtndo a satisfacdo da entropia
(Leveque, 1992; Carvalho, 2005). Serna (2009) mopd contexto da magneto-dinamica,
uma forma modificada da correcdo de entropia tiaaid (Shu e Osher, 1989). A autora in-
voca o fluxo do tipo LLF seguindo outros critéradém da existéncia do ponto s6nico. Resul-
tados com coeréncia fisica sdo observados parasaahordagem.

Por fim, a susceptibilidade das solugbes numéacasentacdo da malha adotada é
um problema em diversas areas onde a simulacdevamee (Todcet al, 1972; Levyet al,
1989; Powellet al, 1993). Devido a certas caracteristicas inereagsroblema fisico na si-
mulacdo de escoamentos em reservatorios de petedie® efeito pode ser ainda mais impor-
tante. Instabilidades s&o observadas na solucé&wdelos que governam escoamentos multi-
fasicos em meios porosos quando razdes de moldlidddersas sdo consideradas (Tetld
al., 1972). Esse fendmeno foi relatado inicialmemterabalho de Toddt al. (1972) e poste-
riormente avaliado por Yanosik e McCracken (19FK3),e Au (1979) e Bajor e Cormack
(1989). Brancet al. (1991) apontam, com base em analise de estatslideear das equacoes,
“gatilhos” que deflagram as instabilidades. Os @#dazem uma analise abrangente da in-
fluéncia de caracteristicas fisicas e numéricastgueam as instabilidades mais ou menos
pronunciadas. Efeitos de capilaridade, razdo entrigilidades, ordem de aproximacao e refi-
namento da malha s&o alguns dos parametros awaliado

Na década de 1970, Yanosik e McCracken (1979) e Ka (1979) utilizaram, no
contexto do FDM, esténcis de nove pontos em domibidimensionais para aproximar a
equacao de pressdo em problemas de escoamentodbd@smeios porosos. O carater multi-
dimensional dos esténcis aumentados, em relacést@acil tradicional de cinco pontos (Pie-
ceman, 1977), minimizou certos Efeitos de OrierdalgiMalha para problemas com razéo de
mobilidades adversa. Apesar dos resultados proressas estratégias sao restritas as malhas
cartesianas e, assim como os esquemas TPFA, de geaalp ndo admitem a representacéo
da permeabilidade por tensores nao diagonais. Nlow8g anos, novos seguimentos tém sur-
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gido na literatura a fim de resolver ou amenizaegsoblema. O chamados esquemas numé-
ricos Verdadeiramente Multidimensionaigifly Multidimensiongl ou Orientados pelo Esco-
amento Flow Oriented sdo uma tentativa de minimizar os efeitos dasliglades descritas
por Toddet al (1972).

As ideia de Colella (1990) e Schneider e Raw (19&@ginalmente propostas no con-
texto de dindmica dos fluidos, foram, respectivamesdaptadas por Edwards (2003) e Hur-
tadoet al. (2007), pela primeira vez, para aplicacdes emasseato multifasico em reserva-
torios de petroleo. Formulagcfes centradas no eétiede-centeregd com aproximacdo de
primeira ordem, foram utilizadas nos dois casos.pgdmo em comum entre as ideias de Co-
lella (1990) e Schneider e Raw (1986) € o caratétisdimensional dos fluxos numéricos cal-
culados nas superficies de controle. Essa multitiioealidade se da por meio de uma com-
binacdo convexa dos valores de saturacdo da adlaxouracionario, cuja proporcao é defi-
nida de acordo com a orientacdo do escoamentoddisscasos, 0 carater unidimensional,
tradicionalmente empregado no célculo de fluxosémguas, como nos trabalhos de Edwards
(2006) e Chuelet al (2010), é recuperado nos casos em que a orientec@scoamento é
normal a superficie de controle (Hurtagtaal, 2007; Lamine e Edwards, 2010; Kozdxiral,
2011). Por outro lado, uma diferenca marcante exstrduas propostas é a necessidade da so-
lucdo de sistemas algébricos locais no esquemarimena&laptado por Hurtadz al. (2007).

Na proposta adaptada por Edwards (2003), a varraudidimensional € obtida de forma
explicita, sem a solucdo de sistemas algébricasslog definicdo da orientacdo do escoa-
mento, necessaria a composicao convexa, se d&, caess, por uma direcao preferencial mé-
dia da velocidade, calculada sobre a face aval@@dgundo Lamine (2009), resultados com
oscilacdes espurias podem ser observadas quantlasmalito distorcidas, associadas a va-
riacOes significativas de velocidade séo levadasa@ma no célculo dessa direcdo preferenci-
al média.

Extensdes da proposta de Edwards (2003) para mallzasquer e aproximacoes de
alta ordem podem ser encontradas nos trabalhosaaené e Edwards (2010) e Lamine e
Edwards (2013), respectivamente. Nos dois casasufacdesnode-centeredado utilizadas.

A aproximacao proposta por Hurtadbal. (2007) foi adaptada por Kozdat al (2011) e
Keilegavlenet al. (2012) para formulagde=ll-centeredcom aplicacdo em malhas estrutura-
da e nédo estruturada, respectivamente. Nos das,ca@sroximacdes de primeira ordem foram
consideradas. No entanto, no trabalho de ®&taal. (2005), uma variante com aproximagao
de segunda ordenmode-centereddesse esquema numérico € proposta para probkenas
transferéncia de calor.

Recentemente, Eymast al. (2011) propuseram uma forma diferente das proposta
Verdadeiramente Multidimensionais encontradasteeatura. Para obter a multidimensiona-
lidade do fluxo numérico em cada superficie derotgt os autores fazem uma combinacgéo
linear entre valores de vazao total, calculadososlas as faces da vizinhanca préoxima a face
avaliada. Diferente das propostas de Edwards (206Rirtadcet al, (2007), que definem um
peso para a combinagdo convexa em cada regiddedaci#io, o peso usado por Eymeral.
(2011) é definido uma vez e valido para todos oblpmas avaliados. Nessa proposta 0 peso
€ obtido por meio da avaliacao da “isotropia” dm ele truncamento na malha adotada, i.e., 0
parametro que pondera os diversos valores de \at@oé obtido de modo que o erro de
truncamento em uma malha alinhada seja 0 mesmadooétn uma malha transversal em um
problema de um quarto de cinco pocos, por exeniptmardet al, 2011). Embora os resul-
tados apresentados pelos autores sejam muito maness ha ainda uma forte dependéncia na
construcdo do método, e do peso para a combiniagiw,lem malhas estruturadas e cartesia-
nas, além da aproximacéao ser essencialmente deigiordem.
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Algumas dentre as técnicas numéricas descritaga 8eg80 constituem a base do pre-
sente trabalho. Os objetivos almejados, bem conamaibuicdo deste trabalho para o estado
da arte aqui descrito sdo apresentados nas segiestes.

1.3. Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo geral pradunvos” algoritmos que promo-
vam uma solucado robusta e com alta resolucdo paradelo matematico que governa o es-
coamento bifasico (agua e 6leo), incompressivaliscivel em reservatérios de petréleo in-
deformaveis, heterogéneos e anisotropicos. A ideieobustez, mencionado acima, consiste
na diminuicdo da dependéncia dos resultados prdosizia forma como certas propriedades
fisicas sao representadas ou no tipo de malhadedptaa obter esses resultados. Tensores de
permeabilidades cheios e razbes de mobilidade sakl/epor exemplo, além de malhas nao
estruturadas ou estruturadas com elevado grausttggdio, podem influenciar consideravel-
mente o0s resultados obtidos para os algoritmosudérgg@mente utilizados em simuladores
comerciais voltados para a indastria do petrolealté resolucéo pretendida, também menci-
onada acima, se caracteriza pela obtencéo dea@sslacurados, em malhas pouco refinadas,
preservando, no entanto, a monotonicidade das G@dugndependente das caracteristicas
fisicas ou numéricas consideradas.

Para alcancar essa meta, alguns objetivos espacéiio estabelecidos: no que se refe-
re a equacgao de pressao, pretende-se estudar el@mplos de uma nova geracdo de formu-
lacbes, consistentes para lidar com tensores aeepéilidade e malhas quaisquer; comparar
essas formulacdes entre si e com a tradicionalneenpeegada nesse contexto; verificar qual,
dentre essas formulacdes, produz resultados maistas, inclusive para meios com elevada
anisotropia e alta heterogeneidade. Para a aprodomo termo de mobilidade total, que € o
parametro de acoplamento entre as equacdes escalseeem resolvidas, pretende-se inves-
tigar diferentes estratégias de aproximacéo pa@ tesmo; comparar essas alternativas, in-
clusive com aquela tradicionalmente empregada, déona verificar a influéncia de cada
proposta sobre os resultados obtidos.

Na aproximacado da equacéao de saturacao, ondeodesth a contribuicdo do presen-
te trabalho, como melhor descrito na proxima sedéerentes formas de intervencdo sao
almejadas. No que se refere a aproximacdo de @leanono espaco, pretende-se investigar
estratégias, fundamentadas no Método de Voluméaws;ipara reconstruir a variavel com
aproximacao de alta ordem (22 a 42 ordem no ertoudeamento); avaliar diferentes formas
de calcular os fluxos numeéricos (reconstrucao mewel priméria ou no fluxo) com a estra-
tégia de reconstrucdo adotada; investigar a inflaédo esténcil, usado na etapa de recons-
trucéo, sobre os resultados obtidos; estudar restestégias de limitagdo com caracteristicas
multidimensionais, recentemente propostas na titexacomparar essas estratégias com as
comumente empregadas em aproximacoes de alta ora@ontexto de escoamento multifa-
sico em reservatorios de petroleo. Outra intervepgétendida para a equacgao de saturacéo é
o emprego de técnicas Verdadeiramente Multidimeassoou Orientadas pelo Escoamento,
nas quais o fluxo numérico é aproximado levanderse&onta dados distribuidos ao longo da
orientacdo do escoamento. Nessa abordagem, pretenideestigar as principais estratégias
existentes na literatura; propor uma “nova”’ esgiatéu uma caracteristica diferente para
uma estratégia ja existente; comparar os resultalbliidos, por meio da estratégia proposita,
com os obtidos com outras formulacdes estudadasfirRopretende-se investigar algumas
técnicas encontradas na literatura para tratarotermbe fonte pontuais, com certa “rigidez”
para uma aproximacdo adequada. Adicionalmente,nova estratégia para obter solucdes
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que satisfacam a entropia também é investigadaesddtados obtidos com essa abordagem
sdo comparados com os obtidos sem qualquer esrpsig garantir a satisfacdo da entropia.

1.4. Contribuicdes do Trabalho

A contribuicdo do presente trabalho se da na azaiale diferentes estratégias para
aproximar a mobilidade total, na equacao de pregsém uma série de intervencdes na equa-
cao de transporte (saturacdo). No que se refgueodtianacdo da mobilidade total, se observa
gue a forma com que esse parametro é aproximdtlennia os resultados numéricos obti-
dos. Tal como discutido no Capitulo 3 e verificads solucdes numéricas apresentadas no
Capitulo 4, a adocao dessas “novas” estratégiaprd@imacao reduzem efeitos de orientacdo
de malha, para certos problenm@snchmarkem relacdo a estratégias tradicionalmente usadas.

Dentre as intervencdes propostas para a equacgaiutacao, destacam-se: 0 emprego
de aproximacfes com ordem maior do que 2 no ertoudeamento; a ado¢cdo de um novo
limitador com natureza multidimensional na deteagécextremos locais, originalmente pro-
posta para uso no contexto de aerodinamica; aagép de uma variante Verdadeiramente
Multidimensional com aproximacao de alta ordem etratamento de pogo para evitar ocor-
réncia de oscilacdes espurias nas curvas de produca

A reconstrucao polinomial do tipo k-exata, fundatada na técnica de minimos qua-
drados (Barth e Frederickson, 1990), € usada paoximmacdes de segunda a quarta ordem
no erro de truncamento. Esse tipo de abordagempmexto do Método de Volumes Finitos,
nao € comumente encontrada na literatura de siGukaq reservatorios de petroleo. Por ou-
tro lado, aproximagdes coMescontinuous Galerkjrpara ordens arbitrarias séo fartamente
encontradas nesse segmento da literatura (Ri26f); Riviere e Wheeler, 2002; Bastian
2002; Riviere, 2008; Erat al, 2010; Bastian, 2013). No entanto, o elevadoocosmputaci-
onal associado a essa estratégia de reconstrugéas mezes € visto como uma desvantagem
(Wang, 2002; Liang e Plesniak, 2013; ¥ual, 2013). Além disso, mesmo para aproxima-
cbes de segunda ordem, tdo frequentemente encasmmaditeratura de engenharia de reser-
vatorios, reconstrugdes fundamentadas na técnindrdmos quadrados sdo mais robustas do
que as baseadas no Teorema da Divergéncia de (Baslgs e Thomas, 2010), utilizado nos
trabalhos de Durlofsky (1993), Edwards (2006), besere Edwards (2013), dentre outros.

O Multidimensional Limiting Proces@MLP), proposto por Parkt al. (2010) para
aplicacbes em aerodindmica €, no presente trabalbarporado a literatura voltada para si-
mulacdo de escoamentos em reservatérios de petEsea estratégia de limitacado é caracte-
rizada pela robustez e acuracia das solugfes, masragroblemas cujo meio é anisotropico
e malhas com acentuadas distor¢cdes e desalinhadas airecdo do fluxo sdo adotadas.
Além disso, o MLP é naturalmente extensivel a dpragdes com ordens arbitrarias (Park e
Kim, 2011; Park e Kim, 2014), sendo portanto umegeknte alternativa para limitar as apro-
ximagoOes de alta ordem estudadas nesse trabalho.

A formulacdo Verdadeiramente Multidimensional prstaopor Hurtadet al (2007),

é reproduzida no presente trabalho com algumasgdees. Além de centrada na célula, como
na abordagem de Kozdat al. (2011), essa “nova” variante também tem caratimassdo
esquema numérico apresentado nos trabalhos de &1{@2&03) e Lamine e Edwards (2013).
Uma delas é a aproximacao das variaveis nas stipsrtie controle, calculadas sem que seja
necessario resolver um sistema algébrico locatgméo de interacdo. Essa abordagem repre-
senta uma diferenca marcante das estratégias paegums Hurtadet al (2007) e Kozdomet

al. (2011). Aproximacg@es de alta ordem também foratizadas nos fluxo numéricos para
essa classe de métodos. Adicionalmente, uma mackiic propria do presente trabalho, com
relevancia apenas em malhas distorcidas, consistere forma adaptativa com que a funcéo
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de controle garante a combinacdo convexa nas apagies Verdadeiramente Multidimensi-
onais. Esse procedimento leva em conta distorg@assl na malha de modo que um fator de
correcdo eleva ou diminui a multidimensionalidads dproximacfes. Essa modificacdo €
adaptada a funcéo de controle proposta por Hugtdb(2007), dada sua suavidad&mooth
Multidimensional Upstream SMU), cuja relevancia é exaltada na literatlanr(ine, 2009;
Kozdonet al, 2011; Keilegavleret al, 2012). Naturalmente, em malhas ortogonais, esse f
tor adaptativo é unitario e a funcéo de controldJSMecuperada.

Por fim, Tendo em vista alguns problemas de osmlapservados nas curvas de pro-
ducéo para aproximacoes de alta ordem, uma sequéagrocedimentos é proposta no pre-
sente trabalho visando promover uma espécie dantesto nos poc¢os produtores. Dessa
forma, um fator de relaxacéo, tal como descritobate (2005), € associado com um proce-
dimento preditor-corretor, conhecido como passtidrgirio, implementado tal como descrito
em Leveque (1992), para problemas hiperbolicosenal,ge Carvalho (2005), para aplicacdes
em escoamento bifasico em reservatorios. Um fraoi@mto no passo de tempo também é
proposto de modo que a “rigidez” do termo fontevgue, 1992) seja amenizada. Assim,
todo o dominio avanca no passo de tempo submetidndicdo de CFL e os volumes de con-
trole associados aos poc¢os produtores marcham emitrao mais lento, submetidos a um
passo de tempo mais conservador, cuja definicdbeea influéncia do termo fonte. Essa
juncao de procedimentos € sempre utilizada apemayalumes de controle associados aos
pocos produtores e eliminam ou minimizam substéneiate as oscilagdes espurias observa-
das em algumas problemasnchmark

Todas as formulagBes numéricas empregadas no f@dsmmalho sdo fundamentadas
no Método de Volumes Finitos. O volume de contdbereto, para o qual a equacgao apro-
ximada é formulada, € coincidente com o elementondbna gerada. Isso caracteriza uma
formulacdo centrada na célula cell-centered Os algoritmos sdo todos implementados em
linguagem Matlab® (Otto e Denier, 2005). Por seaudimguagem de prototipagem rapida, os
algoritmos abordados podem ser implementados daeafonais direta, i.e., utilizando uma
série de funcdes disponibilizadas na bibliotecaalgtataforma. Em linguagens de codifica-
cdo mais tradicionais, toda operacdo, especialmmmte matrizes, deve ser implementada
pelo usuério. A geracdo das malhas adotadas el@izes;do dos resultados obtidos séo, res-
pectivamente, feitas com os softwares de uso BMSH® (Geuzaine e Remacle, 2009) e
Vislt® (LLNS, 2005).

1.5. Escopo do Trabalho

Além do presente capitulo, que tem carater intdrthyto trabalho é dividido em mais
quatro capitulos e quatro apéndices. No Capitutb@pdelo matematico adotado e suas hi-
poteses simplificadoras séo apresentados. As s&cnigmericas empregadas na solucédo das
equacdes governantes introduzidas no Capitulod2deécritas em detalhes no Capitulo 3.
Apesar de extenso, esse capitulo é descrito segaisdquéncia na qual o algoritmo resolve o
acoplamento entre as equacdes governantes. Ingritdma estratégia “macro” de solucao é
apresentada (estratégia IMPES). Em seguida, agd8cnuméricas usadas para resolver os
problemas eliptico e hiperbdlico também sdo descriflo Capitulo 4 experimentos numéri-
cos envolvendo problemas de referénbenChmarksencontrados na literatura séo resolvi-
dos para escoamento monofasico e bifasico (Agleog &m uma primeira etapa, problemas
representando escoamento monofasico séo resolvnsas formulagdes numéricas adota-
das. Essas sdo, portanto, comparadas no que ee aefertas caracteristicas como taxas de
convergéncia, monotonicidade da solucéo, reproddedcampos lineares, dentre outros as-
pectos. Na sequéncia, os problemas envolvendorasoba bifasico sédo resolvidos. Os resul-

41



tados obtidos com os procedimentos numeéricos agpoptos também sdo comparados com
os resultados obtidos com formula¢cées conhecidadisenatura. Positividade e resolucdo dos
resultados, bem como minimizacao de efeitos det@agéo de malha sdo aspectos relevantes
nesses casos. Por fim, conclusdes e sugestoetrgizatnos futuros sdo apresentadas no Ca-
pitulo 5.

A lista de Apéndices tem a funcdo de trazer esglaentos adicionais ao texto cor-
rente. Dessa forma, o entendimento do texto n&ejédicado sem sua consulta. No Apéndi-
ce A, se tem uma visao geral sobre linhas caratiter$ para problemas lineares e nao linea-
res, como € o caso do modelo de Buckley-Leveretd@des importantes para a representa-
cao fisica correta desse modelo simplificado tams@&ondiscutidas. No Apéndice B, diferen-
tes formas de calcular os gradientes de pressaocogagsquemas do tipo MPFA sao deduzi-
dos em detalhes. A técnica de reconstrucdo, necegsda aproximacdes de alta ordem, é
descrita em detalhes no Apéndice C. Por fim, dadasplementares a alguns exemplos nu-
méricos apresentados no Capitulo 4 sdo disporatidig no Apéndice D. Esses dados nao
sdo, necessariamente, essenciais para a avaliag@sedmpenho das formulac¢des investiga-
das no referido capitulo. Tabelas e graficos s@esaptados nos quais certos parametros sao
comparados de modo a se definir a melhor configuragnsiderada para cada exemplo.
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Modelo Matematico
—_—————————————

2.1. Introducéo

Reservatorios de petrdleo séo, em geral, caraatiErizpor apresentarem geometrias
complexas e conter hidrocarbonetos constituidasifdeentes componentes nas fases liquida,
gasosa ou ambos, além de agua conata (@lah, 2010). Modelos matematicos sdo comu-
mente empregados na industria petrolifera paragéredio comportamento desses hidrocar-
bonetos dentro das rochas reservatorio (Helmigy)199esar da complexidade dos fenéme-
nos envolvidos nessa area, modelos matematicossingies também podem ser considera-
dos para uma variedade de aplicacdes praticas (@han 2006; Islaret al, 2010). No pre-
sente capitulo, as equacdes bésicas que goverresooamento bifasico (Agua e 6leo) em
rochas reservatério sdo descritas. Conceitos fuent@is, necessarios ao entendimento do
fendbmeno simulado também séo sucintamente aprdssnta

2.2. Conservacao da Massa e Lei de Darcy

O modelo matematico adotado no presente texto éebao a partir de hipoteses
simplificadoras, impostas sem que se perca gedadai Inicialmente, assume-se que a rocha
reservatério tem uma distribuicdo uniforme de espa@zios. A relagédo entre o volume total
desses espacos vazidg,,.. € 0 volume do reservatorio avaliatlg,.., ... define a porosi-

dadeg da seguinte forma (Aziz e Settari, 1979):

Vo
e azlos 1
v (1)

Reservatorio

Assume-se também que apenas dois componentesqdea), cada um em sua res-
pectiva fase, ocupam o volume de vazios arbitrada p rocha. A fragcdo de um desses com-
ponentes, no volume de vazios, define a saturagsseccomponente no meio poroso, levando
a seguinte relagéo (Aziz e Settari, 1979):

§=— 2)

43



ondeVy representa o volume ocupado pelo componiemmi = “w” ou “0”, representando

as fases agua e 06leo, respectivamente. Assimflaag@es e outras variaveis sao referencia-
das pelos referidos subscritd§, (e S,, por exemplo). Todos os espagos vazios da rocha sa

portanto, preenchidos por agua e 6leo. Uma consegudessa hipotese é a equacao de res-
tricdo que segue (Aziz e Settari, 1979; Fanchil2@henret al, 2006):

St3=1 (3)

A rocha é considerada indeformavel, de modo que@sfmladep se mantém constan-
te para qualquer intervalo de ten{mbt] , simplificando substancialmente a solucdo do mode-

lo matematico. Os fluidos também sdo considerattmsnpressiveis e imisciveis.

Devido a imiscibilidade dos fluidos, os componeritgsa e 6leo permanecem nas fa-
ses de mesmo nome. N&o ha, portanto, transferéacizassa entre as fases. Adicionalmente,
o termo de difusdo, caracteristico de equacdeal{pbcas) governantes de processos misci-
veis é, nesse caso, desnecessario. Efeitos térmlieassorcao, dispersao e capilaridade sao
desconsiderados. Por fim, a quantidade de movinmrentoeio poroso é regida por uma forma
generalizada da lei de Darcy, valida para escoasar regime laminar, incompressivel e
com uma relacao linear entre as forgas viscosage®eidade do fluido (Bear, 1988). A con-
dicdo de ndo deslizamento € aplicada entre a liaiska fe a rocha, que por sua vez deve ser
considerada rigida (Helmig, 1997).

Com a adocéao dessas hipoteses, um balanco de énfesgapara cada componemte
em sua respectiva fase. As vazdes massicas qaeemsaem do volume elementar represen-
tativo ilustrado na figura 1 séo definidas paradado intervalo de tempo. Maiores detalhes
desse procedimento podem ser encontrados em Haoeii) e Chewet al. (2006).

Vazao Massica
da fasa

Fluido

Figura 1. Volume Elementar Representativo para nomiaa reservatério saturada com agua e 6leo cosaind
¢do das vazdes massicas.

Tomando, o dominio computacionfd 0 9:?, ilustrado na figura 2, onde o modelo
matematico é valido, tem-se, apds algumas manipesaglgébricas, a equacdo de conserva-
cdo da massa, para cada componente ou,faserita da seguinte forma:

o(ao
%:-D[@q\zﬁq, i=w,0 (4)
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onde p e g sdo, respectivamente, a massa especifica e o tirfunte (pogo injetor) ou
sumidouro (pogo produtor) de cada fasg velocidadev, , também definida para cada fase, €

regida pela lei de Darcy em uma forma generalijétdmig, 1997; Pinde e Gray, 2008),
dada como:

v,=-AK(Op-p0). i=wo (5)

Na equacédo (5)§ € a aceleragédo da gravidade. A permeabilidaddwasta rocha é
representada pelo tenscbfr(i), que, utilizando coordenadas cartesianas, podesseito,

para o modelo bidimensiona®(0 %), como segue:

K, K

e

yX yy

O tensorK (7() apresentado na equacao (6) deve ser simétigo«(K ) e satisfazer

a condicao de elipticidade (Crumptenal, 1995; Edwards e Rogers, 1998; Aavatsmeirk
al., 1998). Para isso, suas entradas ou componentes der tais qué, K, > K5

Fronteira de
Neumann/

/®

Poco Produtorf; ,

Q
Pogo Injetor,T,

Fronteira de
Dirichlet, I,

Figura 2. Dominio computacion& com indicagdo de fronteiras de Dirichlef e Neumanr
(I=r,+r,)epogos: injetoi, e produtorl .

Ainda com respeito a equacgao (E])Qi e A, sao, respectivamente, o gradiente de pres-

sdo e a mobilidade de cada fase considerada. Esse parametro representa uma medida
de qudo mével cada fase € em relacdo a outra (-2061), sendo definido como:

kri

45



ondek, e u, sé&o, respectivamente, a permeabilidade relatwscasidade absoluta da fase

A permeabilidade relativa € um parametro empitdido a partir de amostras submetidas a
escoamentos unidimensionais (Dake, 2001). Em gesag parametro é expresso como uma
funcdo da saturacdo da fase molhante (agua nonpeesxto) e da, de forma normalizada, a
medida de permeabilidade dessa fase em relac@&®z & molhante (6leo). Essa dependén-

cia com respeito a saturagéq,(s) , pode ser definida com relagbes constitutivassate-
das na literatura (Helmig, 1997; Pinder e Gray,808s chamadas relagbes paramétricas de

Brooks-Corey (Corey, 195d4pud Kozdonet al, 2011) sdo frequentemente encontradas em
aplicacdes na literatura e sdo definidas da segtonna:

kNV = KN,max( %)nw ’ KO = K,max(l_ %)no (8)

onde o0s expoentesg, e n, sao parametros que podem assumir diferentes sadodepender

das propriedades dos fluidos considerados no pr@bkemulado (Lamine e Edwards, 2010;
Kozdonet al 2011). Os parametrds, ... € K sdo valores, entre 0 e 1, que estabelecem

0, max
limites maximos para as fungoks e k,,, respectivamente. Embora se assuma valores unita-
rios para esses parametros na maioria dos problacag@€micos, aplicacbes com valores di-
ferentes de 1 podem ser encontradas no trabalkthaezanet al (2011). A saturacéo efeti-
va, S, € uma normalizac¢éo da saturacdo da fase mollgnéen relacéo aos valores de satu-

racéo irredutivel de agug,, e residual de ole&,, , sendo, portanto, definido como:

ro

_ (SN_ %/I)
> -8, 5) ©

O modelo de van Genuchten (1980ud Pinde e Gray, 2008) também é frequente-
mente empregado na literatura. As equacdes pdeses molhante e ndo-molhante sao defi-
nidas da seguinte forma:

2+3¢

K =Ko (S) € 5 Ko = K om(l- %)2(1— S} (10)

Nesse modelo, o parametgopode assumir valores entre 2 e 3 (Bastian, 2002
cacdes desse modelo podem ser encontradas ndbdeaba Bastian e Helmig, (1999), Bas-
tian (2002) e Fucilet al (2004).

Um terceiro tipo de relacdo constitutiva encontradditeratura produz solugcdes do
tipo pistdo piston-like. Esse tipo de relagéo leva a pronunciados efd@azientacdo de ma-
Ilha (Yanosik e McCraken, 1979; Choagal, 2004; Hurtadeet al, 2007a). A dependéncia
das permeabilidades relativas em relacéo a satudacase molhante é dada como:

— : . —
K, = Sy ok, =1-k, 11
™w hﬂ (]:_ Eii) + Eﬁ k; Iﬂ ( )

Na equacdo (11)M é arazdo de mobilidades, dada, como 0 nome sygdeerazao
entre as mobilidades da fase molhante e ndo mell{@henet al, 2006; Slaret al, 2010).
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Permeabilidade Relativa para agua e éleow\;(e kro

Uma expressdo envolven

do apenas as viscosidadeslddase também € comumente utili-

zada na definicdo desse parametro (Fanchi, 200dinkese Edwards, 2010):

M :A_WD&

A Hy

Na figura 3, se vé

(12)

0 comportamento de modelos dagabilidades relativas da agua

e do 6leo em funcéo de valores de saturagéo danaibante,S, .

Modelo de Brooks-Corey para Razéo de Mobilidade M = 5
o
T T T T T T T

Modelo de van Genushten para Raz&o de Mobhilidade M = 5
V=l £}

0 01 02 03 04 05

06 07 08 09 1

SaturagZo de Agua, S, Saturago de Agua, S,
(a) (b)
Modelo de Permeabilidade Relativa do tipo pistédo
1 ==
| \ﬁ\
L 09— N
L |
_:5 08F-—-—-—-—-- it
o
© —o—k,, M=1)
© 07 B
% -k (M=1)
© 06 | —8— k,,(M=10)
o
g P k., (M = 10)
S 7 | —— Ky, M=100)
T
g 0.4 | ---%--- Kk, (M = 100)
2 0l —x— Kk, (M =1000)
S [ | oseeen Ky (M = 1000)
3
S 02F-——-—--—-L-—--—
£
€ 0lf------L--&°--
0
0

Figura 3. Curvas de permeabil

Saturagdo de Agua, S,

(€)

idade relativa em&arda saturacdo de dgua com razao de mobilidad&:NMaF

para o modelo de Brooks-Corey, utilizando varigsoextes; (b) para modelo de van Genushten; (c)gpara:
delo do tipo pistdo com varios valores de razamdhilidadesM.

Nas figuras 3a e 3b, os modelos de Brooks-CoreaneGenushten, respectivamente,
sdo mostrados para diferentes valores paramétAcazao de mobilidade ndo altera o com-

portamento das curvas, e

mbora seja relevante npartamento das mobilidades.
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No modelo do tipo pistagiston-likg, apresentado na equacao (11), com curvas mos-
tradas na figura 3c, a razdo de mobilidades infiizea comportamento das curvas. Nos trés

modelos, as saturagdes irredutivel de agyjae residual de ole®, séo, respectivamente,
0,1 e 0,25 (Pinde e Gray, 2008).

2.3. Escoamento Bifasico em Rochas Reservatorio

O modelo matematico que compreende a equacam@hbicada com a equacéo (5), €
resolvido de maneira acoplada em alguns casosh{@u¢ 1977; Bastian e Helmig, 1999;
Ertekinet al, 2001; Fanchi, 2001). Nesse tipo de abordagembalanco é feito para cada
componente considerado (agua, 6leo ou gas, se 0 ¢aso) resultado em um sistema de
equacdes parabdlicas. No presente texto, uma fagélsegregada € usada, tal como propos-
to por Pieceman, (1977) e tem sido frequentemesaedauna literatura (Edwards e Rogers,
1998; Edwards, 2006; Hurtadgd al, 2007; Lamine e Edwards, 2010; Kozdanal, 2011,
Kou e Sun, 2010; Khoozast al; 2011). Nesse caso, as equacdes (3) a (5) saurcas e
apos manipulagfes algébricas se tem, de modo dentenuma equacéo eliptica, cuja solu-
céo produz o campo de pressdes e uma equacamedpaitz, que fornece a distribuicdo de
saturacdo no domini@ . A equacao de pressao é entdo escrita da sefrima:

O0@=Q com V=-AKOp+ K(4,0,+1,0,) G (13)
onde Op representa o gradiente de presséie, A +4, é a mobilidade total € =V, +v, € a
velocidade total. A vazdo total especifica de #@jeu producdo € representada por
Q=Q,+Q,ondeQ =q/a .

Para obter a equacgéo de saturacéo, as equac@&)3ao novamente combinadas e
manipuladas algebricamente de modo que se tem:

) ~
¢t =-0F,(8)+Q (14
onde o fluxoF,(S,) , considerando o termo de gravidade, é dado por:

F.(S) = v+ tAK(p,—0,) T (15)

Na equacéo (15)f, € o fluxo fracionario de agua, que é uma funcaeatiaracéo de
agua e representa a fracdo de massa da fase neoltergportada no meio poroso. Para en-
tender a definicAo desse parametro, deve-se coasidema amostra cilindrica de rocha de
secao transversal e permeabilidade absolutg, inicialmente saturada com 6leo. Em um
processo de embebimento, ou seja, injecdo de &uacha para retirada do Oleo residente
(Pinder e Gray, 2008), o fluxo fracionario de aguacada ponto da amostra rochosa, € dado
pela razdo entre as vazdes de agua e total (vazagua + vazao de Oleo). Em uma aplicacéo
mais generalizada onde pressdo cappare o termo de gravidade sdo consideradgse
escrito da seguinte forma (Crichlow, 1977; Fan2@1; Slaret al, 2010):
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AOK = _ _ =
. 1+\7EﬁA[Dp° (2.~ p,) 3] A
"=y o

w

(16)

Na equacéo (16)j é um vetor unitario e juntamente cofp define o vetor normal a

area da secéo transversal da amostra rochosa t@m@adeexemplo ilustrativo. Nos casos em
que os termos de gravidade e capilaridade séo mdecados, o fluxo fracionario é escrito
de uma forma mais simples (Fanchi, 2001; Gétead., 2006), como segue:

fW = 1A = ﬂ (17)
1+% A
A

w

Segundo Fanchi (2001), mesmo quando se considavalgde, capilaridade ou am-
bos, na definicAo do modelo matematico, os terﬁipcs—(,ow—,oo) g que representam essa
fisica na equacao (16), podem ser consideradoopelevantes e, consequentemente, des-
prezados, apenas na definicdo do fluxo fracionéjiolsso ocorre porque os referidos termos
sdo multiplicados pelo inverso da vazéo toiaAV (hA ). Em alguns casos, se admite que a

vazéo total seja suficientemente elevada, tornadoneerador da equacéo (16) aproximada-
mente unitario chegando a equacéo (17). De fao,asorre em muitas publicacdes encon-
tradas na literatura (Durlofsky, 1993; Bastian dntig, 1999; Fuciket al, 2004; Hurtado,
2005; Hoteit e Firoozabadi, 2008; Lamine, 2009; kdbun, 2010; Goumigt al, 2011; Friis

e Evje, 2011). No entanto, ndo ha nenhuma refeagnessas publica¢cbes, a respeito de uma
possivel simplificacao.

Alguns autores incorporam o termo de gravidade emnimero adimensionay’
(Durlofsky, 1992; Rosland, 2013). Tomando um domimnidimensional, como o ilustrado
na figura 5, onde o modelo apresentado na equadde (alido e a gravidade atua no sentido
contrario a orientacéo detem-se que/ =v e K =K. Nesse caso, se o ternfgv € coloca-
do em evidéncia na equacao (15), o fluxo unidinmeraina direcda pode ser escrito da se-
guinte forma:

F(S) = v(1+ k&) (18)

onde o parametro adimensior@l é dado como:

K(o,=p,)9
A"

G = o1

Na figura 4, o fluxoF,(S,) unidimensional € mostrado para 0s mesmos valeres-d
turacao irredutivel e residual usados na figuraD®@rentes expoentes na relacédo de Brooks-
Corey sao utilizados de acordo com os valores ddstaos trabalhos de Lamine e Edwards
(2010), Durlofsky (1992), Kozdoet al. (2011). A influéncia da gravidade, atuando coatra
diferenca de pressédo pode ser vista nas curvaguta #ib. Essas curvas podem ser compara-
das com as da figura 4a, onde ndo héa essa infludadmportante salientar que a acéo da
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w

Fluxo, F

gravidade contra o gradiente de presséo produamaxho ponto de estagnacdo ou ponto so-
nico (Leveque, 1992) associado a mudanca de sinddrivada da fungéo de fluxo.

—

A dependéncia d€,, V e A, com a saturagdo de ag&% faz com que a equacéo
(14) apresente forte ndo linearidade, representandaesafio para sua solugcédo. Adicional-
mente, devido a natureza hiperbdlica da referideagfip, perfis descontinuos de saturagéo
podem ser obtidos mesmo que a condicao inicial ssgae (Aziz e Settari, 1979; Ewing,
1983; Cheret al, 2006).
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Figura 4. Curvas de fluxo unidimensiorfg) para diferentes razdes de mobilidade e expoentesodelo de
Brooks-Corey: (a) sem influéncia da gravidadecoh influéncia da gravidade cogi =2 (Durlofsky, 1993).

O modelo matematico descrito pelas equacfes ({B})eesta completamente deter-
minado quando condi¢des iniciais e de contornop@das sdo utilizadas. Tomando a figura
2 como referéncia, as condicdes de contorno parpuacao de pressdo podem ser definidas
da seguinte forma: para o contorno externo, cadttpelos contornos de Dirichl€t, e de
Neumannl , de modo qud =, O, e, nl, =0, admite-se, respectivamente, pres-
sao prescrita e vazao prescrita, tal como:

p(xt)=g em er[ O't] ;

v, On+ yOn= g eml %[ O} (20)

Nos contornos internos, que definem os pocos igsete produtores, a pressao tam-
bém pode ser prescrita da seguinte forma:

p(x)=g em ' x[0f; p@t=¢g emrl,x[ 0f (21)
As fungbes escalares,, 9., 0, € 0., has equacdes (20) e (21), séo valores conhe-

cidos, definidos nas fronteiras de Dirichlet, Neama& pocos injetor e produtor, respectiva-
mente. Para a equacao de saturacado, a condi¢dias énlada como:
S(%0)=F em Q (22)
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onde S ¢é a distribuic&o inicial de saturagdo de aguaCerparat =t,. Nas fronteiras onde
ha injecdo de agua, tem-se um valor conhecidogaaturacdo de 4g®y , tal como segue:

S(%9=§ emTl, oul, (23)

E importante observar que a saturacdo de aguaséripaena fronteira de Dirichlet pa-
ra a equacéo de saturacdo. No entanto, a mesnegpdecfronteira no dominio pode estar
submetida a uma condicdo de Neumann, simbolizaadaovconhecida, em relacdo a equa-
céo de presséo.

2.4. Modelos Simplificados

Na presente secdo duas particularizacdes do motsiematico segregado, descrito
nas equacoes (13) e (14), sdo apresentadas.

2.4.1.Escoamento Monoféasico

Para aplicacbes em escoamentos monofasicos, assuques, na equacao (13) a mo-
bilidade total é unitaria. Adicionalmente, descdasando efeitos gravitacionais, se obtém:

-0f{AKDp)=Q (24)
Naturalmente a equacao (14) ndo € resolvida, umawe apenas uma fase satura o

meio poroso.

2.4.2.Modelo de Buckley-Leverett

Uma forma mais simplificada da equacao (14) paeobtida assumindo-se que o
escoamento da fase molhante € essencialmente ensional e em uma rocha disposta hori-
zontalmente e com permeabilidade homogénea, carstoatio na figura 5.

Saturacdo de agua

o s

Figura 5. Reservatorio simplificado para o modeld@dickley-Leverett.

Efeitos de gravidade e capilaridade também saoodsgterados e o gradiente de
pressdes (e consequentemente a velocidade) € menatalongo do dominio. Essas hipoteses
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simplificadoras levam ao modelo de Buckley-Levefetiveque, 1992; Helmig, 1997; Dake,
2001; Fanchi, 2001), definido como:

0S, .10
W " (f = 2
ot +qoax( W) =0 (25)

Deve-se notar que na forma simplificada da equéZ@ondo ha necessidade se resol-
ver a equacao de pressdo, uma vez que o campdodalades é conhecido em todos os pon-
tos do dominio. Embora a forma divergente ou ceasi®n, na qual esta apresentada a equa-
cao (25), seja ideal para discretizacdo com tésmaanéricas, € na forma ndo conservativa
que se determina a velocidade caracteristica dacéquhiperbdlica (Leveque, 1992). Dessa
forma, a equacéo (25), dada em termos da velocic@eteristicay tem a seguinte forma
(ver Helmig, 1997 para maiores detalhes):

s, |

9S, _vof,(S,)
ot -

a(S\N)a—%:O, com a(8S,) s 9S

26
™ (26)
A equacgao (26) se caracteriza pela propagacacs|fmeie) de uma concentragao ou
saturacdo de massa de agua ao longo de direc@esecaticas, nas quais a referida variavel
€ constante (Leveque, 1992; Helmig, 1997). No msedransiente, uma massa de agua inva-
de o dominio computacional, ilustrado na figur@e, meio da superficie esquerda, represen-

tando um poco injetor corSW( %, t) = S,. A massa de agua varre o 6leo residente na rocha
para a superficie a direita, que representa um pagutor. A descontinuidade na saturacéo

de &gua, definida j& na condi¢&o inicial, carazéenim problema de Riemann (Helmig, 1997),
dado por:

0) = 1-S, se x< X% 57
S.(x0)= S se xx (27)

onde S, e S, séo, respectivamente, as saturacoes irredutivauie e residual de dleo, co-
mo ja mencionado. A variavel independerteepresenta a posicdo em um dominio essenci-
almente unidimensional (ver figura 5), coxp representando a posi¢éo inicial da desconti-
nuidade na distribuicdo de saturacao de agua.

Alguns conceitos fundamentais sobre equacdes Milgab sdo introduzidos no

Apéndice A. No capitulo seguinte, todas as técniceséricas utilizadas no presente traba-
Iho, para a solugao de problemas como o discutinhoaa séo apresentadas.
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Formulacdo Numeérica
——

3.1. Introducéao

O modelo matematico apresentado no capitulo antadimite solucbes analiticas, ou
semi-analiticas, apenas sob condi¢cdes muito reatri{Chenet al, 2006; Pinder e Gray,
2008). Na maioria das aplicacdes, estratégias ncmsedevem ser empregadas (Helmig,
1997). Caracteristicas préprias do fendmeno inyadt, tais como alta heterogeneidade e
anisotropia da rocha e ndo convexidade do flux@e&dxo, que ndo ocorrem em outras fisi-
cas, como aerodinamica, por exemplo, demandam daugerramentas numéricas adequadas
para tratar particularidades especificas de cadacéq governante que constitui o sistema de
equacOes escalares aqui abordado. A forte naaitlaele presente na equacao de transporte e
no seu acoplamento com a equacéao de pressao tarobétitui um desafio do ponto de vista
numeérico.

Ao longo deste capitulo, as estratégias numéritiézadas para a solucdo do modelo
matematico descrito no capitulo anterior sdo aptadas. Uma abordagem fundamentada no
Método de Volumes Finitos (Patankar, 1980; Verste&tplalasekera, 1995; Maliska, 2004),
cell-centered é adotada para todas as aproximacfes. Os esqnemasicos utilizados para
resolver as equacOes de transporte e de press@pientados a seguir. Antes, porém, a
estratégia para tratar o acoplamento entre essag@p € discutida, j& na secao que segue.

3.2. Estratégia IMPES

Ha na literatura uma variedade de estratégiazadiéis na solugcdo do modelo mate-
matico segregado introduzido no capitulo antefiw. presente texto, a estratégia IMPES
(Implicit Pressure-Explicit Saturatignproposta por Sheldagt al, (1959) e Stone e Garder
(1961), é utilizada, dada sua simplicidade de impl#acdo e robustez para escoamentos
incompressiveis ou levemente compressiveis (Ehah 2006).

Para problemas de baixa e média complexidadeatéggt IMPES é muito popular
na indastria do petroleo e funciona de acordo comaigoritmo representado na figura 6
(Edwards e Rogers, 1998; Edwards, 2006; Hurttdal., 2007; Monteagudo e Firoozabadi,
2007; Kou e Sun, 2010; Chuehal, 2010; Kozdoret al, 2011; Khoozart al, 2011).

A partir de uma distribuicéo inicial de saturac@@sdicao inicial), a mobilidade total

A(S,) é calculada nas superficies de controle. Ha etitra uma variedade de formas para

esse tipo de aproximacgao (Aziz e Settari, 1979n®@et al, 1991; Hurtado, 2005; Friis e
Evje, 2011; Nikitin e Vassilevsky, 2012). Para urteda classe de formulacdes numéricas, 0s
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campos de pressao e velocidade séo resolvidostaimaamente (Durlofsky, 1993; Hymanh

al., 1997; Riviere, 2008). Em outros casos, a equdedmressao € resolvida implicitamente e
em seguida, o campo de velocidade é calculadocgaptiente com a lei de Darcy (Crumpton
et al, 1995; Edwards e Rogers, 1998; Aavatsneard, 1998). H4 ainda, técnicas fundamen-
tadas no Método de Elementos Finitos onde a veldei@ obtida implicitamente apos a de-
terminacdo do campo de pressao (Maltal, 1995). Conhecido o campo de velocidade, a
saturacao € calculada explicitamente. No caso mpdeestimado para a simulacdo néo ser
atingido, a mobilidade total € atualizada com ooncampo de saturacao, recomeg¢ando o pro-
cesso descrito.

Condicgo Inicia S, (%0)

!

Solucadmplicita da
Equacéo de Presséo

Célculo do Campg

| de Velocidades |—————>
(Lei de Darcy)

SolugéoExplicita da
Equacédo de Saturac

2 Final

tl’\+l :tﬂ +At

Fim

Figura 6. Algoritmo da estratégia IMPES.

A abordagem explicita da equacao de saturacamngesty tamanho do passo de tem-
po (ver secdo 3.4). Efeitos de capilaridade e deald, incorporados a fisica do problema
também levam a passos de tempo severamente e§Ghenret al, 2006; Kou e Sun, 2010).
Na também popular estratégia completamente imgla@itFully Implicity Method (FIM) o
acoplamento presséo-saturacao é resolvido simaltzer@e. Nesse caso, ndo ha, do ponto de
vista de estabilidade linear, limite para a deéiniglo passo de tempo (Aziz e Settari, 1979;
Collinset al, 1992; Dawsomt al, 1997), embora processos iterativos sejam natesg@ara
solugéo das nao linearidades decorrentes do aceplajrelevando mais ainda o custo com-
putacional por passo de tempo (Bastian, 2013)uRolado, a estratégia IMPES se caracteri-
za por um baixo custo computacional por passordedeprincipalmente em problemas com
grandes dimensdes e aproximacdes de alta ordemtébtprdo e Firoozabadi, 2007; Kou e
Sun, 2010). Por outro lado, os largos passos dpaedmitidos pelo FIM podem reduzir o
“esforco” computacional, tornando essa estratégmpetitiva, em relacdo ao IMPES. A me-
lhor estratégia, naturalmente, depende da relagfie e tempo de simulacdo requerido e o
tamanho do dominio ou fisica envolvida no probleRe.ainda as estratégias do tipo IMEX
(IMplicit-EXplicit) que tratam os termos lineares implicitamente &iaw os termos nao li-
neares explicitamente (Aschatral, 1995; Boscarino, 20G&pudKou e Sun, 2010).

Versb6es modificadas da estratégia IMPES podemrsemé&adas em Forsyth (1991,
apudHelmig, 1997), Hurtado (2005) e Chenal (2006). Nas duas ultimas citacoes, as dife-
rentes escalas de tempo nas quais os fenOmenesepfados pelas equacdes de pressao e
saturacao ocorrem séo levadas em conta para redoasto computacional da estratégia ori-
ginal. Sabe-se que, em geral, 0 campo de presades mais lentamente do que o campo de
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saturacdes no interior dos reservatorios (Gial, 2006). Nos métodos IMPES modificados
mais modernos Hurtado (2005) e Cletral (2006), a equacao de pressao €, portanto, atuali-
zada menos vezes que a equacao de saturacao eipodorcalculo de um passo de tempo
adaptativo a partir de algum critério que leva emsieracédo a fisica do problema, de modo
a reduzir o custo computacional sem perda aprda@vacuracia.

Na secao 3.3.1, diferentes formas de aproximar lailiclde em cada superficie de
controle sdo discutidas.

3.3. Equacao de Pressao na Forma Discreta

A solucdo aproximada da equacao de pressao, seguviétodo de Volumes Finitos,
é obtida a partir da forma integral da equacao, @3)ongo de todo o dominiQ ilustrado
na figura 2. Isso produz:

jﬂ [@dQ = jQ QdQ 128

Para obter a forma discreta da equacao (28), ondomistrado na figura 2 € discreti-
zado em V. volumes de controle poligonais, tal como se végquaa 7a.

Dominio
discretizada

Volume de
controle genérico

(@) (b)

Figura 7. Dominio apresentado na figura 2 na falisereta: (a) indicagé@o do volume de contr@le; (b) indi-

cacdo da superficie de contrdle e normal a faceJ, N, -

A integral no lado esquerdo da equacéo (28) podeepeesentada como um somato-
rio de integrais em cada volume de contrQlg, logo, a equagao (28) pode ser escrita como:

Me _ Mye
Zl Lz[ 0mdQ, = Zl jQE QA (29)
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Considerando apenas um unico volume de controlérgen representado no presente

texto comoL , e usando o teorema da divergéncia de Gauss o@sagierdo da equacgao (29)
, obtém-se:

[, Dmde =] vihd =] Qd (30)

onderl ; representa as superficies do volume de contreteedo Q. .

As duas ultimas integrais da equacdo (30) poderaeximadas utilizando o Teore-
ma do Valor Médio, como:

jrivmdr 0y ¥, ON, (31)

N
J, Q80 0QQ 32

onde,V,, é a velocidade total aproximada na superficieotrale formada pelos vertice
J (ver figura 7b), eN,J representa o vetor area normal a feElcecom o somatorio realizado
sobre todas as faces que compde a superficie laha)leosm(iE € o valor médio aproximado do

termo de injec&do ou producéo especifica no volueneodtrole genérica .
Considerando uma superficie de controle arbitr&ias aproximacdes dadas nas
equacoes (31) e (32), a equacao de pressao naddsonata pode ser escrita como segue:

> VN, =QQ; §33

1307

ou, alternativamente, escrita explicitamente entdondo gradiente de pressédo. A lei de
Darcy, estabelecida na equacéo (5), € substitgidgumacao (33), e apds alguma manipulacao
algébrica (Cheet al, 2006), se obtém:

> —/Hg(ip—pg) N, = QQ; (34)

1300

onde p € a uma massa especifica média, definida em fudg8anobilidades envolvidas,
como segue (Chegt al, 2006):

_ A +
5= Pt AP,

; (35)

A velocidade total de Darcy,, € definida em cada superficie de contidle repre-

sentada, em uma forma generalizada, na equacana(Sgcéo 2.2. Na secao 3.3.2, a forma
convencional de aproximacao dos fluxos discrettabekecidos na equacao (33) € sucinta-
mente apresentada. Nessa abordagem, o fluxo ensopddicie de controld é representa-
do por uma diferenca entre dois pontos, sendo cantanweferenciada na literatura (Aavats-
mark et al., 1998; Edwards e Rogers, 1998; Lipnibal, 2007; Gao e Wu, 2010) pdwo-
Point Flux ApproximationfTPFA). Dado que alguns inconvenientes sdo obdesvaom o
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TPFA quando malhas com algum grau de distorcdocepnsotes de permeabilidade cheios
(ndo diagonais) sdo adotados, outras formulacoeeneas, disponiveis na literatura, ditas
convergentes para tensores e malhas arbitraridetaredo apresentadas posteriormente.

3.3.1.Aproximacéao das Mobilidades

Um passo importante da estratégia descrita na seténor é a forma como as mobi-
lidades s&o aproximadas na equacao de pressadgtmas aplicacdes observadas na litera-
tura, a mobilidade é simplesmente obtida a padisaturacdo calculada sobre a fRt@o
instante de tempo anterior (Aziz e Settari, 197%@nBet al, 1991; Kozdoret al, 2011; Niki-
ti e Vassilevsky, 2012). Nesses casos, a mobilitiztdéé obtida como:

Ay =4 (S,) (36)

onde §(N£ é a saturagao atribuida a fa¢e partir do volume de controle, dada a orientagéo
do escoamento, como ilustrado na figura 8a.

 Orientacéo do
escoamento

(@) (b) ()

Figura 8. Aproximagao da mobilidade total na fekcda) do tipoupwind (b) obtida com uma média ponderada
pelos volumes de controle compartilhados pela fiog) obtida com a média das mobilidades atribuéaes
vértices, calculadas por meio de uma média pondegralbs volumes de controle da vizinhanca préxima.

Aproximacdes de primeira ou de alta ordem podenusadas como argumento da
equacio (36). E consenso que esse tipo de aprdidnfiagilita a ocorréncia de efeitos de ori-
entacdo de malha (Bramd al 1991). Hurtado (2005) compara esse tipo de ap@gdo com
uma aproximacdao linear da mobilidade, onde o vatorcada superficid do volume de con-
trole dual (formulacdmode-centeredé interpolado por valores conhecidos, obtidosima
vizinhanga proxima, sem um viés a montante. Segonalator, a aproximagao linear propor-
ciona resultados mais satisfatorios.

Além da forma tradicional de aproximar a mobilidadel, dada pela equacéo (36),
duas formas alternativas de aproximacédo dessavehsao propostas no presente trabalho.
Essas proposicdes sao descritas ao longo dessaesegénparadas com a aproximacao dada
pela equacao (36) no capitulo de aplicacdes pgumsiproblemabenchmark

Na primeira proposta, a mobilidade total na felcé aproximada por uma média pon-
derada pelos volumes de controle que compartilhaefieaida face, tal como ilustrado na fi-
gura 8b. Dessa forma, volumes de controle maiesesscem mais influéncia sobre a mobili-
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dade total calculada em cada face avaliada. A mdabi¢ total na fackl, é portanto, obtida
da seguinte forma:

; A (St a(3,) 2
(N Q[+Q§

(37)

onde Q. e Q. sdo os volumes, ou areas em dominios 2-D, dosneslule controld e R,
respectivamente. As mobilidades totdjse A, sao obtidas, respectivamente, com as satura-
¢Oes médias§, e S, , atribuidas aos volumes de contrbles R, representadas no presente

L R

texto pelas barras superiores.
Numa segunda proposta, aproxima-se a mobilidadé ieta média dessas variaveis
previamente atribuidas aos vértites], tal como segue:

(38)

A mobilidade total em cada vértice é calculada, @wom trabalho de Friis e Evje
(2011). Uma média ponderada pelo volume, ou area-Bnde cada volume de contraié,
(comi=1,... W 6 eN, éonumero de vizinhos em torno do vértice comadt® que com-

partilha o vértice avaliado € utilizada como segquaga o vérticd, por exemplo (ver figura
8c):

M,

Z/‘M' (3% )QMi

A= (39)

v

2%

Assim como na equagao (34, representa o volume de cada volume de controle

M, em torno do vértice avaliado.

3.3.2.Método de Volumes Finitos com Aproximacdo do Fluxgor Dois
Pontos (TPFA)

O esquema numérico TPFA, tradicionalmente empregadsimuladores comerciais
voltados para a industria do petréleo, € brevemegserito nessa secdo. Apesar desse tipo de
aproximacdo ser bastante conhecido e amplamenteitdesa literatura (Peaceman, 1977;
Aziz e Settari, 1979), a motivacdo dessa introduédapenas didatica. Os esquemas
numéricos do tipo MPFA, descritos na se¢do segusateuma generalizacdo do TPFA e, por
isso, preservam algumas caracteristicas aqui altesda

Para entender o principio do TPFA e como essa epagfo recai naturalmente em
meédias harmoénicas nas superficies de controle,agmiento de malha de um dominio
unidimensional, ilustrado na figura 9 é usado coeferéncia. O fluxo na face é definido a
partir de uma permeabilidade equivalente, calculadare a referida face, e pressoes

associadas aos volumes de controle adjacehtes,R. Para simplificar o entendimento na
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deducao do fluxo na interfa@, e sem perda de generalidade, a contribuicadoaladgde é
desconsiderada.
Considerando um meio poroso homogéneo, ilustradigonea 9, uma aproximacgéao

linear do fluxo usando os valores de presséo nowpale colocagéﬁ e R, seria suficiente
para definir a vazad, (N, na interface entre os volumes de controle (Edwardogers,

1998). No entanto, havendo uma descontinuidadeemagabilidade, o que é comum em
reservatorios de petroleo, é importante definioggradiente de pressdes adequadamente de
modo que haja ainda continuidade do fluxo na iaterfentre os volumes adjacentes. Nesse
contexto, o calculo do fluxo, apresentado na equédd), se da em trés etapas bem definidas.

Figura 9. Dominio unidimensional usado para dedordp esquema numérico do tipo TPFA.

Na primeira etapa, o fluxo na interfag é calculado segundo a contribuicdo dos

volumes de controlé e R, onde as vazdes de cada lado da superficie delopbdem ser
escritos como:

B Pe — B;

(Vé ENE)I: ==-2 KI: (A—XE} (40)
I _ Pg~ Pe

(eme)ﬁ_zK{ o J (41)

As vazdes representadas nas equacdes (40) e @lraia um, funcdo de duas
incognitas. Uma dessas é o valor da pressdo no poriliar € (“provisorio”) e a outra o
ponto de colocacdo em cada volume de controle gugpartilha a referida face. A segunda
etapa é concretizada com a imposicado da equacéantiauidade na interface avaliada, onde

(Vé [N@)ﬁ = —(V(eDNe)é. Assim, se obtém a seguinte relagao:

_ Pe =P |- o | BT R
e

A pressao no ponto auxiligs, pode, portanto, ser escrita como fungéo da presssio

dois pontos de colocacao adjacentes, tal como nacéq (43). Isso permanece valido para
aplicacdes de esquemas numericos do tipo TPFA emindws bidimensionais.
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PcKe | PeKg

AX- A)gi
%=—f?—ff— (43)
_ L4 R
Axﬁ A)ﬁEQ

Por fim, a pressado no ponto auxiliar € substiteitaum dos balancos ja formulados
na primeira etapa, cuja pressado auxiliar era umauds incognitas. A equacdo (44) € o
resultado de todo o procedimento.

: 2K K,
= A R R
R L L R

(44)

Esse procedimento € equivalente a uma aproximasgwda o Método de Diferencas
Finitas (Peaceman, 1977) com a permeabilidade teafane representada por uma média
harménica entre as permeabilidades dos volume®mkeote que compartilham a face. Isso
significa que o uso de formulag¢des fundamentadasontinuidade dos fluxos, imposta em
cada interface entre os elementos discretos fajirsmaturalmente, uma média harmdnica
para a permeabilidade na superficie de controlgur® Edwards e Rogers (1998), esse pro-
cedimento pode ser visto como um tipo de mudancasdela (pscaling na definicdo da
permeabilidade.

Embora aproximacdes como a apresentada na eq@basejam simples e robustas
e, até a Ultima década, amplamente utilizadas emlailores comerciais (Aavatsmark, 2002),
algumas restricbes sédo observadas quanto a aptealei de esquemas numeéricos do tipo
TPFA. Na figura 10, duas dessas situacdes saoaillzst. Nos dois casos, esquemas numeéri-
cos do tipo TPFA produzem solu¢des ndo convergedmsdo inabilidade desse tipo de
aproximacdo em representar termos de difusdo cauzad

Figura 10. Situacdes em que o TPFA produz solug@esonvergentes: (a) tensor de permeabilidadewig
porém nao alinhado com a orientacao da malha; gifyarxcartesiana com tensor néao diagonal.

Na figura 10a, o tensor de permeabilidade é didgmuaém as dire¢cdes principais
desse tensor estdo desalinhadas com a orientadéagdtento de malha ilustrado. Na figura
10b, apesar da malha ser cartesiana, o tensomchegelidade adotado ndo é diagonal (ten-
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sor completo). O fluxo calculado na fddeinevitavelmente, também produz termos de difu-
séo cruzada.

Em muitos casos, a representacdo da permeabilizadzcha é restrita a tensores dia-
gonais e as malhas empregadas na discretizacaessatorios sdo, em geral, cartesianas
(CMG, 2006; Eclipse, 2009). De acordo com Poin{ih§92), malhas néo ortogonais sao
permitidas em simuladores fundamentados em aprgi@sado tipo TPFA. No entanto, para
uma discretizacdo correta, essas aproximacdes dsgeram uma malha do tip@drner
point’ com as direcdes principais do tensor de permialié alinhadas localmente com a
orientacdo da malha adotada.

3.3.3.Método de Volumes Finitos com Aproximacao do Fluxpor Multiplos
Pontos (MPFA)

Alternativas eficientes ao tradicional esquema migod PFA, descrito na secéo ante-
rior, sdo as formulagées com aproximacdo do fluso mpultiplos pontos, referenciadas na
literatura comoMulti-Point Flux Approximation(MPFA). Aproximacdes com Diferencas
Finitas envolvendo um esténcil de nove pontos, emikios bidimensionais, sdo usuais ha
muitas décadas (Hirsch, 1992; Pletobieal, 1998), inclusive na area de petréleo (Yanosich e
McCracken, 1979; Ko e Au, 1979). No entanto, apmagdes do tipo MPFA podem ser natu-
ralmente empregadas em malhas poligonais quaisqesmmo as nao conformes (Aavats-
mark, 2002; Cheet al, 2008). Os métodos MPFA também tém um caratereceativo na
construcdo dos fluxos nas superficies de contesi®m como o CVFEM, também chamado
de EbFVM (Hurtadeet al, 2007). Por outro lado, os esquemas numéricosAviaie funda-
mentados na imposicéo de continuidade de fluxmagd da descontinuidade da propriedade
de material (permeabilidade da rocha), atribuidaedementos da malha primal. Sob certas
condicOes, essa caracteristica torna os MPFA apglags Métodos de Elementos Finitos
Mistos ouMixed Finite Elemen{Klausen e Eigestad, 2004; Klausen e Winther, p09ésse
ponto, os métodos MPFA diferem do EbFVM, onde esstiicdo ndo é necessaria (Hurtado
et al, 2007).

A estratégia de aproximacéao do fluxo por multiglostos nas superficies de controle,
tal como as descritas a seguir, foi inicialmentgppsta por Crumptoet al. (1995), com res-
tricdo a malhas cartesianas. Edwards e Rogers Y £988vatsmarlet al (1998) propuseram,
independentemente, uma generalizacdo das idei&uieptonet al. (1995) para malhas
quaisquer. Deve-se notar que 0s passos necessdigmsetizacdo da equacao de pressao com
esquemas numeéricos do tipo MPFA seguem o mesmagimento jA descrito na secdo
anterior para o TPFA. A comparacdo entre os doigaimentos numéricos ressalta a
semelhanca entre as duas formulacdes e evideneiao QUPFA, de certa forma, € uma
generalizagcdo de esquemas tradicionais como Dgasefinitas ou Volumes Finitos com
aproximacao do fluxo por dois pontos (TPFA).

O esténcil com mais pontos (nove em malhas estadsrquadrilaterais em dominios
bidimensionais), necessario as aproximacoes davipbBA, diminui os efeitos de orientacao
de malha e melhoram a acuracia da solu¢cdo, mesamaguws chamados tensores nédo diago-
nais ou completos sdo necessarios para represepéameabilidade da rocha. Tal melhoria é
decorrente da aproximacdo do fluxo, em cada sepede controle, fazendo uso de mais do
gue dois pontos de modo que termos de difusdoadausgam representados adequadamente,
0 gue ndo ocorre nos esquemas numeéricos do tipd {BRimptonet al. 1995; Edwards e
Rogers, 1998; Aavatsmast al, 1998). Apesar das primeiras estratégias MPFA (MBPFe
MPFA-L) garantirem convergéncia em problemas ond®BA n&o converge, i.e., para ten-
sores completos ou malhas com distor¢cao angulaiges sem significado fisico sédo produ-
zidas com o MPFA-O, por exemplo, quando o tens@eaimeabilidade adotado tem elevada
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razao de anisotropia e € desalinhado com a orégmi@dg malha utilizada (Edwards e Zheng,
2008; Cheret al, 2008). Diante dessas limita¢cdes, novas famikaesdgjuemas numéricos do
tipo MPFA (Lipnikovet al, 2007; Sheng e Yuan, 2008; Edwards e Zheng, 2D0&net al,
2008; Gao e Wu, 2010), mais robustos, tém sidogstas para resolver esses problemas de-
safiadores, inerentes a simulacéo de escoamentoaias reservatorio.

Na presente secéo, trés variantes de formulacoéipadPFA sdo apresentadas. A
forma mais tradicional, denominada MPFA-O, ondetiza uma aproximacao linear para a
presséo (suporte triangular) e duas outras vasamaen aproximacao bilinear para a pressao
(suporte completo): MPFAull Pressure SupportMPFA-FPS) e MPFA=nriched propos-
tos, respectivamente, por Edwards e Zheng (20@)emet al. (2008). De modo a inserir as
referidas formulacfes no contexto de escoamendsibd de agua e 6leo em reservatorios de
petroleo, o termo de mobilidade total € considerado na equacao eliptica a ser disalatiza
Mais uma vez, sem perda de generalidade, o terngoadédade é omitido para simplificar a
deducéo das equacdes.

Suporte Triangular para a Pressdo: MPFA-O

Assim como em todo método de volumes finitos, o camacteriza o MPFA-O é a
forma como sao aproximados os termos de fluxo nagp (34). Tomando o fragmento de
malha ilustrado na figura 11, as vazdes (fluxosgrados nas faces) nas superficies de con-
trole, para as trés variantes de MPFA aqui abosjad® definidas em cada meia face perten-
cente a chamada regido de interacdo (Aavatsetadt, 1998). Essa regido € estabelecida
segundo um poligono dual que compreende os poeta®ldcacdo e 0s pontos auxiliares,
localizados, respectivamente, nos volumes de dengérdaces em torno de um dado vértice,
como ilustrado na figura 11 (Aavatsmaitial, 1998).

Ponto de
colocaca W
. :
— et Meia faceEl
F - v _
Mg i
Ponto 5
auxiliar /. R
Z \\ /’ f—
b ,r E
Regido de interaca ,
L
(@) (b)

Figura 11. Regido de interagdo: (a) Fragmento daantam regido de interacdo associada ao vért{®@ Indi-
cacdo das meias-arestas onde as vaz@es sdo cadculad

Dessa forma, para a regido de interacdo genéssaciada ao veérticke (ver figura
11b), as vazdes sdo contabilizadas para cada swsafl , ZI, EI e Ol) que concorrem
para o verticé. A vazao na meia facgl , por exemplo, é estabelecida como segue:

VEI ENEI = _/]El ~K|_i Prez DNE (45)

Ll
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onde V., A, e N, sfo, respectivamente, a velocidade total, a naaiié total e o vetor

normal associados a meia faEé¢. Os parametroX . e ipﬁﬁz sdo, respectivamente, a per-

meabilidade absoluta atribuida ao volume de cantrok o gradiente de presséao definido na
regido de interacdo associada ao verticea partir de informagdes contidas no volume de

controle L e das meias faced e El .

Na equacao (45), uma etapa importante do métodsistema definicdo dos gradien-
tes aproximados nos volumes de controle que dizaneto dominio computacional. Em ge-
ral, nos esquemas numéricos do tipo MPFA, o cangppréssdes, e, consequentemente, seu

gradiente, sdo dependentes da pressao no centédutial e de pressbes em pontos auxilia-
res, tal como ilustrado nas figuras 12b e 13. Nso @do MPFA-O, 0 campo de pressdes é
aproximado por um conjunto de fungdes linearesniizfs nos tridngulos constituidos pelos
pontos de colocacdo e por dois pontos auxiliarbsesas superficies de controle, conforme
ilustrado na figura 12b (triangulos em tom escuro).

W

Regido de Interacéo

Area de suporte da
funcéo linea

(@) (b)

Figura 12. Regifes de suporte de pressado para &\NPFa) duas regides de interacdo associadaséatses!
eJ nas quais o fluxo sobre a arelst@ calculado; (b) area de suporte (tons escuroapasimacao linear da
pressao para cada regido de interacéo.

Nesta figura, os pontos de colocacéo e os pontakaaes sdo representados, respec-
tivamente, por letras maitsculas com “chap@u’R,W, M), e com “barra” Z,E, O, F). Os
vértices sao referenciados pelas letrasl. No calculo do gradientépﬁﬁz, por exemplo, 0s

pontosE e Z s&o os pontos auxiliares.

Considerando o triéngquI:EZ (figura 12b em tons escuros), o gradiente de pesss
é obtido, como:

. 1 _ - -
UPe; = - 50 ( PNz + BN+ R '\EL) (46)
LEZ

onde o parametr@ .., representa a area (volume, em 3-D) do triéngﬂ]ﬁz, 0s vetores
Nz, N.. e N,; sdo normais com dimensao das faces do trianguiEZ e P P, € Pe
sao as pressdes nos pontos de colocacao e awiti@spectivamente, para o referido suporte
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triangular. A deducédo do gradiente apresentada@nagéo (46), usando o Teorema da Diver-
géncia, e de uma forma alternativa, onde os triasgie suporte sdo mapeados em um espa-
co de referéncia, sdo detalhados no Apéndice B.

Visto que a vazdo em cada meia face é definidagmlacdo (45) e o gradiente de

pressdes é escrito, para o triéngulﬁEZ, pela equacéao (46), a contribuicdo do eleménto
para a meia fac&l (ver figura 12), pode ser escrita como:

/1@ lSI:
2Q.__

LEZ

Ve (N, = =Ag K.Opg, TN, = ( RNz+ RN+ B #I\LIE) On, (47)

A vazdao definida na equacéo (47) é calculada maoaas meias faces pertencentes a
regido de interagdo associada ao vérticdbessa forma, considerando as contribuicées dos
volumes de controle a esquerda de cada meia faagjadro vazdes sdo descritas na forma
matricial como:

Ve Ng | [Ax 0 O Of[p:] [Bs O O B,|[pe
V5, DE‘@, 0 A, O 0 || ps + B, B, O 0 ||ps (48)
Ve [N, 0 0 A; 0]ip 0 B, B; 0]|p:
V,, [N,, 0 0 0 A,llp 0 0 B, B.,llp,

onde os termo#, ; e B ; sdo coeficientes que dependem dos parametrossfidecinteresse.
No caso do escoamento bifasico de 6leo e aguanedse

A= (rszﬁgﬂ)ma T ( K;E)D% - (ts;)&o)w ,

(Ez ROE WFO
A44:/]ZI(|S2MQNZF)ENZI; a;:AEl(KL 41 DNEI’ 34:AEI(1‘&4 E)DI\EI’

A b (@)
RSN HE S L U RE Y

ROE ROE WFO
R C Y A D RN C

\WFO NiZF NiZF

Escrevendo a equacéao (48) de forma compacta, cd#ém-

Vewy = AD +BD (50)

onde v, € um vetor com as vazdes, calculadas nas meies Fg ZI, El e Ol, e que

considera a contribuicdo dos volumes de contrelegaerda da mesma. A matiz € consti-
tuida de parametros fisicos e geométricos, semdorero de linhas igual ao nimero de mei-
as faces e o numero de coluna igual ao niumero Idenes de controle envolvidos na regiao
de interacdo avaliada. A matriz também tem como entrada parametros fisicos e ggemé
cos. No entanto, o niumero de colunas também é aguatimero de meias faces consideradas
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em cada regido de interacdo. Para o MPFA-O, azraté sempre quadrada. Os vetopes
p sao, respectivamente, as pressdes nos pontosodagd® (;, ps, B; € P;,) € Nos pontos
auxiliares (o5, pz, B5 € P:).

Seguindo um raciocinio analogo ao desenvolvido pagquacéo (47), a vazéao calcu-
lada na meia fac¢éE , segundo a contribuicéo do volume de controlecitdiR, é dada, por:

_ - A
~Ag K Prge Ne =

—

[N

v SR (PNt R Nt BN O (51)

2Q .

ROE

mi

IE |

Para os volumes de controle a direita das mei&s fqee concorrem paita as vazdes
sao escritas matricialmente como:

Ve (Ng 0 ¢, 0 0|Ip D, D, 0 0|fpe
VoMNg|_| 0 0 Gy Ops| | O Dy Dy 0 ]pg (52)
vlﬁ ENIIf 0 0 0 C3,4 pW 0 0 D3,3 D3,4 p,f
\7|Z [le C4,l 0 0 0 pm D4 1 0 0 D4 4 pz

onde os termo<; ; e D, ; tém definicdes semelhantes aos teridpse B ;, sendo dados,
por:

Az (K:Ngz ) (N2 Al Ky Neg ) N Ae | Ko Ne )ONe
Cl,z _E ( ~2RQ;OEE) IE : C2’3 - |o( K&)v;z) Io; Q,4 _F ( »Ki_):ii) NF :
C AIZ(K[NEZ)ENIZ D _Alé(Kﬁaﬁ’)DNE D _’LE(K”RH ER)DNE
* 2Q LEZ | " ZIIQTE ’ v ZzRTE | (53)
/1|o (Kw NWT:) [NKS . _ /]lé (ISW Hév”v) [Nlé _ Alﬁ ( ~M N M*) Nf .
i ZQWEE) , . ZQWEG , e ZQMzﬁ ,
o e (KaNe J0Ne - A (KN )TN, - A (K Ne)ON
W ZQMZﬁ ’ " mﬁEZ ’ v ZzLEz

A equacéo (52) também é escrita em uma forma cdmpammo feito na equacao (50)
para a contribui¢cdo dos volumes de controle a edguas meias faces avaliadas.

U = Cf) +Dp (54)

Nas equacdes (50) e (54), nota-se que as vazéeepgaondentes do valor das pressbes
nos pontos de colocagéo e nos pontos auxiliarediguea 12). As matrize€ e D sédo ana-
logas as matrizes e B, respectivamente, tendo, contudo parametros sigageomeétricos,
respectivamente, dos volumes de controle a dieeBiaesquerda de cada meia face avaliada
como entrada. Impondo continuidade dos fluxos etag@s meias faces da regido de intera-
cadol , como se vé na equacéo (55), um sistema locajubzées algébricas € obtido.

DEsq =70 Dir (55)
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A solucao desse sistema algébrico possibilita escigs pressdes nos pontos auxilia-
res como funcéo das pressdes nos pontos de capcpgEisao, de fato, as incognitas de uma
formulacdo centrada na célula. Para isso, manipetaalgébricas sdo necessarias para sepa-
rar os termos associados aos pontos de colocagéelds associados aos pontos auxiliares,
produzindo:

Gp=Hp (56)

As matrizesH e G podem ser obtidas facilmente substituindo as €epsa(b0) e (54)
na equacao (55) e separando os termos associaslpsos de colocacadi(=A +C ) da-
queles associados aos pontos auxilia@s (B - D). Invertendo a matris , as pressées nos

pontos auxiliarep podem ser escritas como funcdo das pressdes ntusie colocacap,
como:

P=GHp (57)
Substituindo a equacéo (57) nas equacoes (50)) ead4quacdes que definem as va-
zBes nas meias facdd , ZI, El e Ol, sdo obtidas como funcédo apenas das pressdes nos

pontos de colocagéao.

Ve = AP +BG HP (58)
vy, =CP+DG*Hp (59)

Agrupando todos os parametros de natureza figjemmeétrica associados as pressoes
desconhecidas, as equacdes (58) e (59) podemcsggiesomo:

l)Esq = TEscp (60)
vy = TpP (61)
onde T,,=A+BG™H e T, =C+DG'H, podem ser interpretadas comuatrizes de

transmissibilidade. As equacdes (60) e (61) reptaseas contribuicbes aos volumes de con-
trole L, R, W e M das vazbes calculadas em suas meias faces da degidteracédo avalia-

da.

Considerando as contribuicbes de cada meia fatenpgente a cada regido de intera-
cdo, definida em cada vértice que constitui o dandiiscreto, o sistema algébrico global
pode ser escrito, como:

MP.=ug (62)

onde a matriz de transmissibilidade globé), tem dimensdes j,= WV, (numero de volu-

mes de controle). Cada linha@essa matriz representa as contribuigcdes sobgsino volu-
me de controle avaliado, cujos coeficientes s@abetdcidos nas expressdes que definem as
vazbes nas superficies de controle, que, por syaséie dependentes dos volumes de controle

associados gsésimas colunas ndo nulasidasima linha avaliada. O vetor;, representa o
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“carregamento” global do sistema, cujas entradases@nos de fonte/sumidouro, i.e., pocos
de injecdo e producéo, e condigdes de contorrm, eepresenta o campo de pressfes nos
pontos de colocacao dos volumes, aqui assumidosembiides dos volumes de controle.
Tomando como exemplo a vazdo calculada sobre a faeaEl (ver figura 12b).
Existe contribuicdo para o volume de contrble(a esquerda da meia face), por meio da va-
280V, [N, assim como também h4 contribuicdo para o volueneodtroleR (a direita da

meia aresta) por meio da vaz&ég [N, . Dessa forma, as linhas das matriZeg e T, , cor-
respondentes as vazdes[N. e V., [N, nas equagBes (60) e (61), sdo adicionadas, respec-
tivamente, as linhas da matriz globdl, correspondentes as posi¢des dos volumes de con-
trole L e R. Em ambos os casos, as colunadvie que recebem as entradas vindaside

e T,, Séo aquelas associadas aos volumes de colityafe, W e M (ver figura 12).

Na secéo a seguir, duas variantes de esquemagoddBFA com suporte completo
de pressdo sdo apresentadas. Devido a semelhamca g@yocedimento descrito para o
MPFA-O, alguns detalhes dessa classe de esquemasions sdo apenas mencionados,
sempre com a devida referéncia ao procedimentetghddo na presente sec¢ao.

Suporte Completo para a Pressdo: MPFA-FPS e MPFEnriched

Apesar das semelhancas com os esquemas MPFA-Q@yragld¢cbes com Suporte
Completo para a Pressédo (MPFA-FPS) ou “EnriquetiddBFA-Enriched aproximam o
campo de pressao, em cada sub-regido de inteidgdoodo que ndo haja zonas de extrapo-
lagéo na fungéo que define esse campo, conformgadoda figura 13b.

Segundo Chemt al (2008), essas zonas de extrapolacdo contribugemnfente para
solugdes do campo de pressBes com oscilagfes aspguie sdo frequentes em problemas
cujo tensor de permeabilidade apresenta elevada i@ anisotropia ou no caso de malhas
computacionais com elevada distor¢do angular. @ont importante observar que, o uso de
uma funcéo de interpolacao bilinear (que usa quadrdgos) requer um grau de liberdade a
mais do que a aproximacdo da pressdo adotada wdan@tPFA-O com suporte triangular,
tal como ilustrado na figura 13a.

pol)

Volume d

controle auxiliar .

ressao
P C

| )

(@) (b)

Figura 13. Areas das sub-regides de interaco tragas” pela funcdo de forma que aproxima o canepores-
séo: (a) funcédo linear no MPFA-O; (b) funcdo biéineo MPFA-FPS.
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Nesse caso, 0 vértide, comum aos volumes de controle interceptadosrpgido de
interacdo avaliada, passa a conter uma incognita ras formulacdes MPFA-FPS e MPFA-
Enriched Um balanco em um volume de controle auxiliar {mea® na figura 12b) define a
equacao que complementa o sistema algébrico laral gsses métodos. A forma com que
esse volume de controle auxiliar é definido € aqypal diferenca entre os dois esquemas
numéricos com suporte completo de presséo, aqudatims. Detalhes adicionais séo apre-
sentados ao longo da presente secao.

Seguindo o procedimento adotado na descricdo doAMPFas vazdes [N sdo defi-
nidas nas meias faces dentro de cada regido dagateassociada a um vértice genétlico
Tomando a regido de interacao ilustrada na figdkg &s vazdes nas meias fadés e ZI ,

escritas com contribuicdes do volume de contiole pontos auxiliare€, Z e | , sdo, res-
pectivamente, definidas como:

VEI ENEI = _AEI ~K|_i Pez DNE (63)

Viz Nz = Az KO N (64)
Comparado ao MPFA-O, a principal diferenca obsexvaas formulacées com supor-
te completo para a pressao consiste na forma cendefse o gradiente de pressﬁf]pEEIZ

por exemplo, no interior das sub-regides de inBeraEnquanto a distribuicdo de pressao no
MPFA-O se d& por uma funcéo linear, cujo gradiént®nstante (ver Apéndice B), nas for-
mulacdes com suporte completo, a pressdo é repmdaepor uma funcéo bilinear em cada
sub-regido de interacdo. Consequentemente, o gtadie pressédo, estabelecido nas equacgdes
(63) e (64) depende da posicdo (ponto de quadjainde ele é avaliado. Na figura 14b sao

ilustradas possibilidades para o ponto de qua(dfzqunormalizado(o,]], ao longo da meia
face El .

W

VazaoVs [Nz

Vazaov., (N,
(a) (b)

Figura 14. Ponto de quadratura onde a continuidaddluxos é imposta para a meia fa€k (i.e., onde o fluxo
utilizado no célculo da vazao é calculado): (ajesentacdo da vazao calculada no ponto de quaaideauneia
aresta; (b) detalhe com outros possiveis pontagidératuraq .

Qualquer ponto na meia faddl , excluindo o vérticd , pode ser usado como ponto

de quadratura na equacao (63), como se vé na figlraAinda tendo como referéncia a figu-
ra 14b, qualquer ponto na meia fagle, excluindo o vérticd , também pode ser usado para o
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calculo do gradiente na equacéo (64). Segundo EdveaZheng (2008), os pontos de quadra-
tura definidos enE e Z, para as equacdes (63) e (64), respectivamentatgen uma apro-
ximacao de segunda ordem. No entanto, variacopesigao do ponto de quadratura propici-
am uma diminuicdo nas oscilacdes espurias, carstactas de problemas com elevada razdo
de anisotropia e malhas que nédo séao k-ortogonaisidd e Zheng (2008), mesmo para es-
guemas numericos com suporte completo de presséao.

Seguindo o procedimento adotado independentememté&ghwards e Zheng (2008) e
Chenet al. (2008), o campo de pressoes e, consequentemeuntgraliente sdo definidos no
interior de cada sub-regidao de interagdo, em uragesge referéncia (mapeado) com coorde-
nadasé e 7. As equacdes (63) e (64) sao, portanto, esciii@®C

L c op c 0p

Vg ENEI __/19 (7—1}6_5':4'7—1/2'_%': (65)
Lo c ap - ap

V. N, =—A_| 7.528 + 7858 (66)
1Z 1Z |Z[ 12 af[ 22 a/][

As derivadasop/0¢ e 0p/dn, avaliadas na sub-regido de interagcdo associagta-ao
lume de controle , s&o definidas como:

o =(pe-m)a-n)+(n - p)r (67)
g—zé(pz—pﬁ)(l—f%(n— R)¢ (68)

onde os valores dé e 17 sao definidos de acordo com o ponto no qual cealdiente € ava-
liado (ver figura B.4 no Apéndice B). Uma abordagerais detalhada pode ser vista em
Edwards e Zheng (2008) e no Apéndice B. Os terffigs 7,. e 7,- sdo os componentes
do tensor de Piola (Edwards e Zheng, 2008), estaidel para as vazdes calculadas nas meias

facesEl e ZI, a partir do volume de controle. Esses termos sdo definidos nas equacoes
(69) a (72) como uma relacdo entre o tensor degaditdade absoluta, associado ao volume

de controle tomado como referénclg, , a inversa da matriz Jacobiadg. ., que converte
as coordenadas estabelecidas no espa¢co mageadpara o espaco dimensiongly e 0s
vetores normais as meias faces avaliadgse N, (ver Apéndice B).

~ 7-/[ - 7-’|:
K”J_}”DNE :{ 11}; L(A\]il,,[le, :{ 12} (69)
L LEIZ 71/2|_ L~ LEIZ 7-2/2|_
) 1 (ayY  c(ox) .. 9xa
/i —— (_VJ + kny—] ol XY (70)
det(JEElz) on on onaon
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det(JA”) FY3 Y\ 9 0 0

leE _ 1 kxy 0X ay 0xay) _ kXXayay kyya_xa_x (72)
oé an 6/7 oé oé on o¢ on

As deducdes das equacdes (70) a (72) também sibadkts no Apéndice B.
Por meio de um raciocinio analogo ao utilizada efangtdo das equagdes (65) e (66),
as vazoes nas outras meias faces, associadas-@Eg&ids de interacdo pertencentes aos vo-

lumes de control®R, W e M , podem ser escritas, como:

Vie INg =—A¢ (7? g_? . +712h§_5 J (73)
Vo Noy =g, ( 528 R +7§§‘§—2 J (74)
v, N, =-1, (7;;“ %‘;W w7 g;’ VJ (75)
Vo (N == (ZQN g_?w +7ZXVZ—SW] (76)
Vy (N, =2y, ( i g_? ) 12 g_; ) } (77)
Ve (N =4, (7:2“7' 2_? ) +7 g_,F; ) } (78)

A construcao do gradiente de pressdes no espageacha e a definicdo dos compo-
nentes do tensor de Piola para os volumes de t®RoW e M seguem 0 mesmo racioci-
nio empregado na obtencéo das equacdes (67) a (72).

As vaz0es nas meias faces avaliadas, obtidas @wmtabuicdo dos volumes de con-
trole a sua esquerda, sdo definidas associandypuasg@es (65), (73), (75) e (77) com as equa-
cOes (67) e (68), e adotando=1 e 7 =1-q em cada sub-regido de interacdo avaliada (ver
figura B.4 no Apéndice B). Dessa forma, as equa¢8®8fs (73), (75) e (77) séo reescritas,
como:

Ve Ne ==Ag | Z: (o R = )+~ 9( p- )+ 7 ( p- 0] (79)
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Voi [Nél :_/‘GI[ 12§(Q( - Qg)-l_(l_ Q( P- E))+7;2R( P~ 9)} (80)

Ve (N =4 [72,\,( a( - R)+(-9( p- B))+7?2N( P~ 9)} (81)
Uy Ny =4y | 72 (o - R )+ (- 9( = )+ 72 ( p- p)] (82)

Os pontos de quadratura nas equacgdes acima s@ideotes com 0S pontos auxilia-
res em cada meia face avaliada (gerl na figura 14b).

Organizando as equacg0es (79) a (82) na forma madtrassim como foi feito para o
MPFA-O na equacéao (48), obtém-se:

| [A: 0 0 o)(p][B, 0 0 8 B
v’l ch’n - 0 Az,z 0 0 pé + Bz,l Bz,z 0 0 Bz,s p(i (83)
Ve, (N, 0 0 A; 0/|n 0 B, By 0 Byl '
v,N,| |0 0 0 A,llp,] | O O B, B, B, EZ

|

onde os termog\ ; e B ; sdo dados, por:

1]

A=A 07 A=A A A @0 AFhy d 3

B, =~ (Z:5a-775); B,,= A (1~ 9 775;
Bis = Mg [(1-0) 7ii + 7L B,.= A (1- 9775
B,, =~y (7:50-725); B,o= Ay [ (1- 97 5+7 5); (84)
B,, = A, (1-0) 711"; Byy= Ay (72 a-772);
I [(1-Q) 7 + 7], B.s= Ay (1- 975
-y (7 a-723); B,s= My [(1- Q75 +7% |

Escrevendo a equacao (83) de maneira compactan-iaté
DEsq = AFPS6 +B pd Au (85)

onde v, € a matrizA s seguem o mesmo padrdo estabelecido para o sistigetarico
local obtido com o0 MPFA-O, sendo esses, respecwen um vetor com as vazodes, calcula-
das nas meias facdsl , Ol , Fl e ZI (contribuicdo dos volumes de controle & esquezda)
uma matriz constituida de parametros fisicos e g&wens. Na matrizA .5, 0 numero de

linhas é igual ao niumero de meias faces e o nudeeoolunas é igual ao niamero de volumes
de controle envolvidos na regidao de interacdo adalital como no MPFA-O. Na matriz
Brrs 0 NUmMero de colunas € igual ao nimero de meias faansideradas em cada regido de
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interacdo mais um. Essa diferenca ocorre devidgrao de liberdade adicional, resultante da
utilizagdo da funcdo com suporte completo, carestien dos esquemas numéricos MPFA-
FPS e MPFAENriched este Ultimo comentado mais adiante. Deve-se noga matrizB ¢

nao € quadrada como ocorre no MPFA-O. Isso imglmauma restricdo adicional, descrita a
seguir. Os vetore e p,, Sdo as pressdes desconhecidas nos pontos de ¢émoca

(P;» Pss Ry, € Py,) € nos pontos auxiliarepy, pe, Py, P € R), respectivamente.
Novamente, fazendo um raciocinio analogo paraemtse as vazdes nas meias faces

El, Ol, FI e ZI com a contribuicdo dos volumes de controle loadlis & sua direita, se
obtém as equacdes (86) a (89).

Ve Ne =-A¢| Z:f(a( r - p)+(1- 9( - 8))+Z5( p- p)] (86)
Vo Mo ==Ao| 72" (ol - R)*+(1- 9( o= )+ 7¥( p- p)] (87)
Ve Ne ==A [ 7" (a( p - p)+ (- d( p- p))+Z" (P~ p)] (88)
v, N, ==A; | 7.5 (o .- R)+(- d( p- ©))*+Zs ( p- p)] (89)

Assim como foi feito na equacéo (83), a forma mmripara as referidas equacdes é
dada como segue:

%M [0 G, 0o o](p] [D. B, 0O 0 D, EE
Yol [0 0 Cpy 0/p| | 0 D Dy 0 Dyylf @

G N[ | 0 0 0 Cullp | 0 0 Dy Dy Dyl ¥
v,N,| |[C, 0 0 oOflp,] |D, O 0 D, D, IOT

(90)
onde os coeficiente§, ; e D, ; sdo dados, por:

Co= At Coa=Ae® i ComA T Cufd, @y

Dy, =—Ae (ﬂfq_y/u&); D,,=A¢ (1-0) 73

Dy =-Ae| (1-0) 7, + 7.5 D,,= Ao (7Ha-74);

D5 =46 (1_‘1)7?2/\/; D,s=~4s [( )7/1\/2\/ +7’2Y;’} (91)
D,5=Ae (1~ q)/];M D; 4= A (7 a-7 )

Dys==Ae [(1_ a) 75 +7/1'2w] Di=Az (Tll:zq_TIZ:Z);

D, =4, (1-0) 733 Dys= Az [(1_ a) 7% +7/2|:2]
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Adicionalmente, a equacao (90) na forma compadefigida, por:
DDir = CFPSf) +D FPSp Aw (92)

A imposicao da continuidade de fluxo sobre as miaiess da regido de interagdo ava-
liada € o procedimento natural a ser feito, assimac foi feito na equacao (55), para o
MPFA-O, ou mesmo, na equacao (42), para o TPFAomairdo unidimensional. Assim, se-
parando os termos associados as pressoes nos gentotocacao f., Py, P; € p;) dos

termos associados as pressdes nos pontos auxfligre®;, p-, p; € p, ), tem-se:

GepsP ax=H FPp (93)

No entanto, diferentemente da mat@z obtida na equacao (56) para o MPFA-O, a
matriz G .5 apresentada no sistema algébrico local da eqy@8iiméo é quadrada. Confor-
me mencionado anteriormente, o grau de liberdadeeri@e | ( p, ), caracteristico dos es-
gquemas MPFA-FPS e MPFBrriched requer uma equacao a mais para permitir a sollgao
referido sistema algébrico. A linha adicional nastnresG . e H..s na equagéo (93) é
obtida a partir do balango de massa no volume de&ate auxiliarQ,_, , ilustrado nas figuras
15 e 17, respectivamente, para as formulagcbes MHF&e MPFAENriched

Vazao no volume
de controle auxilic

L

(b)

Figura 15. Volume de controle auxiliar no esquen®A-FPS: (a) fragmento de malha com regido deagéer
associada ao vértide(b) indicacdo das vazdes através das superfleiesntrole auxiliares.

Nos dois esquemas numeéricos, a integral da eqa8josem o termo de gravidade,
apenas para simplificar a apresentacéo, no volemwewtrole auxilialQ,,, € dada, por:

jQ 0mdQ,, =0 (94)

Novamente, assim como foi feito para obter a equ&8d), os Teoremas da Diver-
géncia e do Valor Médio sdo empregados na equé@ggoessa forma, a equacdo que go-
verna o balan¢o de massa no volume de controléaypode ser escrita como:
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=

DZ N, =0 (95)

ondey; ENJ. representa a vazao calculada em uma face genéricalume de controle auxili-

ar (ver facegh, por exemplo, na figura 15b).

As vazdes nas faces auxiliares séo calculadasitsifdd devidamente as coordena-
das naturai§ e /7 de acordo com o ponto de quadratura desejadoidesasdo a sub-regido

de interacdo associada ao volume de contrgléustrada na figura 15b, a vaz&o calculada na
face gh é definida fazendd e 7 assumirem as seguintes relagoes:

§=1-c; n=1-¢(1-7) (96)

onde 0s parametros e r representam, respectivamente, o tamanho do vollarentrole
auxiliar, (0]] e um ponto de quadratura definido ao longo daamesle a “vazao auxiliar’ €
calculada. Ambos indicados na figura 16a.

O valor der varia entre(O,]] e o referido parametro é equivalente ao pontoude g
draturag nas meias faces, porém atuando no volume de t®mtuxiliar. E facil verificar

7

quer =1 implica emn =1 e a “vazao auxiliar” & calculado no porgo(ver figura 15b).

~

w

Orientagdo de L L
(@) (b)

Figura 16. Parametrizacdo do volume de controldiaugara o MPFA-FPS: (d)ocalizacdo do ponto de qua-
dratura através de e volume de controle auxiliar=0,8; (b) Volume de controle auxiliar com=0,1.

Parar =0 se temy =1-c 0 que equivale a um ponto de quadratura coinedeorn

0 pontoh. Assim, utilizando um raciocinio analogo ao usada@onstrucao das equacgdes (79)
a (82) e (86) a (89), poréem com a equacao (96hidefd o ponto de integracdo, a vazéo na
aresta auxiliargh pode ser escrita como:

Ty BNy, = Ay 725 (o1-1)( - ) +(1- €a-7))( p- p))+
75 (c(p - n)+(1-9(n- n))]

Analogamente, para as outras faces do volume deotmauxiliar ilustrado na figura
15b, as vaz0bes sao definidas como:

(97)
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Vi th:_/]hBC[j—l/zﬁ(C( R - FE)-I-(:I'_ ()( P~ E))+

75 (e(-7)(p - ) +(1- d1-1))( R - R))| .

Vg (Ng ==Ag Zlé(c(l—r)( R )+ da))(e- B))+ (99)
7.5 (c(m~R)+@-9( - p))]

U N, ==4,6 7.7 (o p - p)+(1- 9( p- p))+ (100)
73 (c(@-1)( s - ) +(1- 1-7))( R - F%))J

] :—Adc[flw o1-7)( ) (1- ¢2-7))( p- 9))+ (101)

73 (e( - R ) +2-9(p- p))]

Vua[ﬂluéz—ﬂ—c[z;ﬁ C(F%_ l%/)-'-(1_ ()( P~ B))+ (102)
722 (e(t=)(Ro = R)+ (1= d2-1)) (R - p)) |

Voo Noyg = A o8 7 (d1-7)( = B ) +(2- €1-7))( p- p))+ (103)
72 (e(p - i)+ (1-9( R - p))]

Vammam?/\fam{%m (d p- p)+-9( - p))* (104)

7 (c(-7)(p - 1)+ (1= {1-7)) (- )]

Substituindo as vazdes definidas nas equacoes (@D¥) na equacao (95) produz:

Z v, [N, :(TéhD )+(YBDN“)) (‘ﬁDl\A) ( )+(7}6m}L)+
00 aux ) (105)

Dessa forma, os coeficientes da Ultima linha dtersia algébrico local, definido na
equacao (93), podem ser obtidos como:

Hy, = /lghc[jjf c(1-7)+7,5 c] +Az c{?’l; o7 Hd1- r)} (106)

Hy, = Ae€| Zi5c(1-7)+ 7,5¢|+ Ay 4 7 for 75 d1-7) (107)
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Hes=A; c[?}‘{vc(l— 7) +7’1gvc] +Ag, C{Tl‘z"’ o7 1~ r)} (108)

He o = Al 73 c{1-7)+ 733 |+ Ay { 738 0+ 733 {1-7) ] (109)

G, = Aghc[jﬂ: C(l_ T) _7?2- (1_ C)} +Aq ({7?; ((l_ T) _712 ( 1- ()} 110
AhBC[yIzEC_szzE (1_ C(l_ T))] A C{Zzé 0_7/25(1_ ((1_ T))} =

G, = _/]lac[ 1f (1_ C(l_ T)) _7/12?{ C} —A ({7/1;(1_ C) _Tzsc(l_ T)} (111)
e 72 (1 o(11)) - 7] A 71 47 1-1)]

G,,= /lauc[jﬂv c(1-7)+ 7y c} + A, C{Tlgv 7 (1~ ¢1- r))} o
/]m§C|: 11’\7I C(l_ T) _712M (1_ C)] Az ({712/' 0_7/2’\; (1_ ((1_ T))} e

Gy = ~Ad 711 (1- o(1-7)) 7,5 ¢ A 775 (1 9- 775 {1-7) 113

_Amfc[ i (1_ C(l_ T))_ZzM C]_/‘amc[j/lg (1_ (:)_7-/2'\2/I C(l— T)}

AeC| 78 (1-¢(1-1)) - 725 (1= 9 |+ 4, 4 7:5(1- 9+ 755+ ( +1)) |
Aot 7 (1-¢(1-7)) - 733" (1- 9 |+ Aa d 723 (1- 9+ 7522 { +1))]
A 72" (1= e(1-7))= 725" (1= ) [+ Au] 722" (1= )+ 72 (1- o{1-7))

(114)
Uma vez que a matriG .. € invertivel com os coeficientes adicionais, ddoe nas

equacdes (110) a (114), as pressdes nos pontdm@sxpodem, portanto, ser escritas como
funcao das pressfes nos pontos de colocagao, como:

pAux = G;:lPSH FP@ 116)

Por fim, substituindo a equacéo (115) nas equa@m®se (92), as vazdes nas meias
faces da regido de interacdo avaliada sao escoitas:

Veoy T A +B (oG ol (R (116)

Uy =CrpP +D n G e (117)
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Assim como no MPFA-O, a contribuicdo de cada maie fpode ser inserida na ma-
triz globalM_ , definida para todo o dominio computacional.

Uma variante do MPFA-FPS foi proposta por Cheal. (2008) que chamou este mé-
todo de MPFAEnriched A diferenca fundamental entre o MPEhfichede o MPFA-FPS
proposto por Edwards e Zheng (2008), esta na fadotada para o volume de controle auxi-
liar, conforme ilustrado na figura 17.

Vazao no volume de 3
controle auxilia

NI
mi

L

(b)

Figura 17. Volume de controle auxiliar no esqueni-Enriched (a) Fragmento de malha com regido de
Interagdo associada ao vérticéb) Indicacdo dos fluxos através das superfidegolume de controle auxiliar.

Nessa formulacdo, apenas uma raza@ssociada ao tamanho do volume de controle
auxiliar (analogo a variavelno MPFA-FPS), é a variavel paramétrica. Esse petrané de-
finido de acordo com a seguinte razéo (Céteal, 2008):

N_.
£= ‘ f’b‘ (118)
[N
Assim, para cada sub-regido de interacdo avaliada, vazao auxilialvgE ENQB, por
exemplo, é definida, fazendp e 7 assumirem as seguintes relagdes:
£ £
=1-—; =1-— 119
¢ > > (119)

As expressoes apresentadas na equacao (119) sdarésnadas, no espaco mapeado,
do ponto médio de cada superficie de controle ianxNer Apéndice B para maiores deta-
Ihes). Naturalmente, essas coordenadas sao depemderparametre (tamanho do volume
de controle auxiliar).

Tomando a figura 17b como referéncia, no MAE#iched o equivalente a equacéo
(105) é dado por:

>V, TN = (Vs TG )+ (3 TN + (v, TON) + (7 T, =0 (120)

00T aux
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Uma vez que a geometria do volume de controle iauxib MPFAEnNrichedé dife-
rente da adotada no MPFA-FPS, os componentes dortde Piola também mudam. Essa
variacdo se da apenas na avaliagdo das vazoesmaticses de controle auxiliares. Dessa
forma, os componentes para o volume de conttoledo definidas como (ver deducdo no

Apéndice B):

A 1 ayay 6x6x
KW o 2] 2
det(J .. 0¢ 0 Wa an
(9:05) &an £on 121
K Ox 0y _0x0y _ axay
Y\ “anon afan on 65
RL=- 1 {k( j ( j L OYOY o OXOX,
2 T+ V| ™ yy XX yy
det(J._. 0 0 oéad o& on
(Ieer)| "\0€ ¢ gon o an 122)
K 0X 0y 0xdy_0Xx0y
Y afaf ofon dnaé
0 1 ¢ 0y 0y i 0XOX axay 0 X0y
=k +k,—— |-k 123
% det(JEEIZ)K " 0& an Wafanj *y[afan anafﬂ (123)

Cada vazéao na superficie de controle auxiliar dematda no somatoério da equacgéo
(120) é obtida substituindo as coordenadas da équdd9) nas equacdes (67) e (68), que
definem os gradientes de pressao no ponto de queadealequado. Isso produz:

Vg5 (N :‘/‘Qb{(f‘ﬁ +7€§)E( - q){l—gj( n- Q)}+

(124)
(5025 £(p. - ) 1) n)]|

Vi (N = - bd{(ﬁi?w\zi){g( P - Fh)*( -—ZJ( P l%)}+ 2
(2t + 28 -9 {1-S(n - )]

Ny =g (24 22) S(n —R) (15 ) n- 0 .
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o=t (£2 +2) £~ R) (15 (0 )
(2 422 ) (0= )+ (1-5 (- 0|

Consequentemente, os termos adicionais no sistéggharigo local equivalente ao
produzido na equacédo (93) para o0 MPFA-FPS sdoapess nas equacdes (128) a (136),
para o MPFAEnriched O sobrescrito “$” diferencia os termos obtidosddPFA-FPS (sem
sobrescrito) dos obtidos para o MPEAriched

(127)

e, = gt (25 v+ 1) (128)
HE, =Abd£_(7€?+2ﬂ1§+ﬂ;§)ﬂ (129)
Hes = Ags :(Rﬂv 2R + Rﬁﬁ)i (130)
HZ, = /'agf_(ﬁ’l“f +2R} +5’€2M;)ﬂ (131)
G, = )Igbg[( &+ L)~ (REr ) (1_£ﬂ .
’ ? (132)
e (&5 22) 5 (e 23 1-5 )
GS,= —Amg[(]qf " Rjg)(l—gj -(®5+ .78;"2)%} _
(133)
e (25 + &) (15 |- (=2 2205
G, = A (R + 2E) S () 1-5 )+
’ 2 (134)
e (] + 222 -2+ 22) 15 |
G, = )Igb{(]efl +je1£2)(1_fj + (Rfﬁ 7352)5} +
’ ? (135)

o] (402 125 - 22) )
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Y R
(136)
e (105 (Y w200 &) | A (3-8 (i + 2l )|

O procedimento para escrever as vazoes apenasfoogém das pressdes nos pontos
de colocacdo e montagem da matriz global segugmor analogo ao j& desenvolvido para o
MPFA-O e MPFA-FPS.

Condicdes de Contorno

Para que o problema fique bem definido, é necessannposicdo das condicbes de
contorno adequadas. Na presente secao, estrategrasicas usadas para a implementagéo
de condi¢cbes de contorno de Dirichlet (Pressdescptas) ou Neumann (Fluxos prescritos)
sao apresentadas. O procedimento descrito temrfoscesquemas MPFA-FPS e MPFA-
Enriched No entanto, a abordagem é a mesma para o MPF&s@itb no inicio desta secao.
Naturalmente, para regides de interacao adjacantesntorno tal como ilustrado nas figuras
18 e 19, a construcao do sistema algébrico looalpoo apresentado nas equacdes (83) e (90)
recebe influéncia da condi¢ao de contorno aplicada.

Fronteira de

MPFA-FPS

(@) (b) (c)

Figura 18. Condicéo de presséo prescrita (Dirithl@} malha com a regido de interacédo avaliadan(ticacao
das arestas com condicédo de contorno de Dirichlet ps esquemas MPFA-FPS; (c) indicacdo das acestas
condicdo de contorno de Dirichlet para os esquéniRsA-Enriched

Na figura 18 vé-se que duas das trés meias fagesanecorrem para o vértide estao
submetidas a condi¢céo de contorno do tipo DiriciNesse caso, as pressées nos pontos me-

dios E e F, além do proprio vérticé , tem valor conhecido, sendo, portanto, desnedessar
escrevé-las como funcdo dos pontos de colocacgao f®ta na equacao (115), por exemplo.

O valor da press&o no ponto auxil@rnio esta sobre o contorno e deve ser relacio-
nado com os valores das pressdes nos pontos dmcétd. e R. Portanto, para o volume
de controle a esquerda da meia fa@de a vazao é escrita como:

Vs (Noy ==, 72t (o R~ ) *+(2- 9( b= 0))+Z( - 8)] (137)
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Novamente, os termag,, e 7, s&o definidos de acordo com as relagGes apresenta-

das nas equacbes (70) e (72). E importante desaean relacdo apresentada na equagio
(137) também € valida para o MPE&riched uma vez que a vazéo néo € calculada na su-
perficie de controle auxiliar. Analogamente, parolume de controle a direita da meia face

Ol , a vazdo é definida como:
Vo ENlé = _/]lé [Zlé(Q( - FA) +(1_ Q( P- P)) +7:5( P~ 9)} (138)

Aplicando a equacao da continuidade sobre a megeQa (V5 (N5, +V5[N; =0)
possivel escrever a presséo auxil@r como funcéo das pressdes nos pontos de colocagéo
P, € Py, bem como das pressdes nos pontos auxiligiesp: e p,, cujos valores sao co-
nhecidos.

Fronteira de
Neumann

(@) (b) (€)

Figura 19. Condicéo de fluxo prescrito (Neumana)fiagmento de malha com a regido de interaca@medaa
(b) indicacao das arestas com condicdo de contlemMdéeumann para os esquemas MPFA-FPS; (c) indicacéo
das arestas com condig&o de contorno de Neumaamgasquemas MPHAnriched

Substituindop,, em todas as vazdes calculadas sobre as meiasfacegiao de inte-

racdo avaliada, essas passam a ser funcdo apenaxa@gnitas nos pontos de colocacao e
outros termos conhecidos. Esses ultimos devemitonstvetor de termos independentes no
sistema de equacdes algébrico global.

A imposicdo da condicio de contorno de NeumanrsegsimentodE e IF (ver fi-
gura 19) torna desnecessario escrever a contiraid@dluxo como funcédo das pressdes nos
pontos de colocagcédo e nos pontos auxiliares l@dz nos dois lados dessas meias faces.

Dessa forma, a vaz&o nas meias fdéeg IF , tomadas como exemplo, séo dadas por:
\7|E ENIE = JlE (_.); _Vﬁ DNfl = Jlfl (_39 (139)

ondeo (X) e o, (X) s&o funcbes conhecidas.

Finalmente, o mesmo procedimento pode ser feito @mmlume de controle auxiliar
(figura 19b e 19c), onde a continuidade do fluxmposta §; EN,g =0y (3()) e um sistema
algébrico local é definido para a regido de int&odc.
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3.4. Equacao de Saturacao na Forma Discreta

Na presente secédo, é discutida a solucdo numexieguhcao que governa o transpor-
te de 4gua em um meio poroso inicialmente satupadaleo e agua. A forma discreta da
equacéao (14), introduzida no capitulo 2, é obtidameio do Método de Volumes Finitos,
conforme mencionado anteriormente. Estratégiasauareentar a resolucdo dos resultados em
regides suaves e importantes critérios fisicos camsatisfacdo do principio do aumento de
entropia, e uma abordagem “multidimensional” dasxmacdes nas superficies de controle
de cada volume de controle discreto, também caestietapas dessa metodologia.

Dessa forma, integrando a Equagéo de Saturagdomimio Q , ilustrado na figura 2,

obtém-se:

) Lq"%—sf” 0ot =~ [ D1, (v+A.K(p,-p,)0)]oQot+[ [ Qpot  (140)

A integral no dominioQ pode ser representada por um somatoério de insegnaica-
da volume de controlé da malha ilustrada na figura 7a, com volu@e e porosidadey.,

como feito para a equacao de pressao. Desta faregyacao (140) pode ser entdo reescrita,
como:

LZJ %aSNOQ ot =
= (141)

J\/VC vac

‘LZI O 1, (v+2.K (0, p.) 6) Joyot+ [ Zj QoQ 0t

Considerando novamente um volume de controle g}mé}i (figura 7b) e utilizando
o0 Teorema da Divergéncia no primeiro termo do l@ideito da equacao (141), obtém-se:

[, Seana-

1t (142)
_LJ [ v+/1 K(0,~0,) Q)]EFIBF[GH?”J;JQE QoQ.dt
Utilizando o Teorema do Valor Medio, obtem-se agisdes relagoes:
_Loj (V+2.K(p0,—p,) @) 70T 0t=
1 ¢t (143)
_J't > 1, (V+AK(p,~p,) §) N 0t
@ 0130r,
_ QW
2 LO [, Qo= L ot (144)
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onde Q, representa o valor médio do termo de fonte ou dound (pogos de injecio ou pro-

ducéo) associado ao volume de controle avaliado.
Assim, substituindo as equacgtes (143) e (144) nagéy (142), a Equacgao de Satura-
céo para um volume de controle pode ser escritarmea semi-discreta, como:

1
?Q;

[ Brgt=-t [ 3 1, (v+AK(0,- ) 6) N ot

t —
Qat (145)
b Ot @_Q,: 130T, J-t" 0

A discretezacdo no tempo da equacéao (145) podebida com as aproximacoes des-
critas na secao que segue.

3.4.1.Discretizacéo no Tempo

Integrando a equacéo (145) no intervalo de tempe ¢re t,, utilizando uma apro-
ximacdao do tipo Euler Progressivo, obtém-se:

ta_SN - n+l _
[, Srot=sr- 8, (146)

onde I e § sdo, respectivamente, os valores de saturagagudena volume de controle
L L

L nos instantes de tempotl en.

Substituindo a equacédo (146) na equacao (14%emda algumas manipulacdes algeé-
bricas, obtém-se a equacdo na forma discreta, poowimacao de primeira ordem no tempo,
da seguinte forma:

Se= S, —%Z f(wA, Kp.—0) 9 D“Nﬁiﬁw (147)

Por conveniéncia de notag&o, o sobrescrito quearshturacao no instametempo
onde a variavel € conhecida) sera suprimido nagmes equacdes do presente texto. A au-
séncia dessa indicacdo sera, na verdade, um indick saturagdo com valor conhecido, i.e.

S;E = §, - A saturacdo em um instante de tempo futuro coatiom o sobrescrito+1. Em

alguns casos, a equacdao (147) pode ser escritarerost do chamado fluxo numérico (Leve-
que, 1992), na forma que segue:

- At 1 AtQ
=S, -—— > | A ON, W 148
S(NE %E 98 |JDI'|:|:f \ ]+ 98 (148)

onde os termosZ, = fw(\7 +AK (0= P0) g) séo calculados em cada fddepertencente a
fronteiral’ . do volume de controle avaliado. Em geral, o qéieréincia um método de volu-

mes finitos de outro € o0 modo pelo qual esses fls@o calculados. O fluxo fracional da agua
f, € escrito, em cada arestad, como uma funcao nao linear da saturacado da &guano

instante de tempo em que a variavel é conhecidiohdlimente, € importante notar que a
aproximacao para a equacao (145) se da na fornt@iexp.e., o valor da saturacdo de agua

no instante de tempo futurﬁf{l € calculado a partir de informacdes conhecidamstante
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de tempo vigente ou da condigé&o inicial ou de cmmmtd:rnposta,SWL e f”u (SNU ) . Portanto, o

passo de tempdt deve atender a uma condicdo de estabilidade adiegBara tal, a condi-
cdo de estabilidade linear de Courant-FriedrichgyLCFL) é utilizada como referéncia
(Hirsch, 1992; Leveque, 1992). Esse critério ébetéido de acordo com as expressoes des-
critas por Colella (1990) e Hurtado (2005). A iéfheia de aproximagdes de alta ordem na
definicdo do passo de tempo também é considereglainsio a adaptacédo proposta por Park e
Kim (2012). Dessa forma, o critério de estabilidadetado deve satisfazer a seguinte rela-
cao:

C
2k +1)

axH(AfW (S.)/AS.), Y D”Njug < (149)

10

O intervalo de tempo maximo permitido para o avamgéempo no metodo explicito,
é, portanto, obtido como:

Q.
A<C L (150)

max(|(a, (S.)/88),, % ON)(2+)

130r;

onde ' é o nimero de Courant, a razad,(S,)/AS, é a representacdo discreta de
of,,(S.)/9S,. e surge naturalmente ao se definir a velocidadacteristica (Leveque, 1992)

em cada fac&) do volume de controlé (ver figura 7b). De modo a garantir 0 menor passo
de tempo, dentre os possiveis para o volume deotemivaliado, o maximo valor da veloci-

dade caracteristica integrada em cada Eac%nm;?l?(‘(AfW(Sw)/A %).3 W, DNJD, é considera-

do. A relagao entre o volun@; e o vetor normal a cada falde N, , é equivalente a norma

do vetor posigé@(‘ utilizado em aplica¢des unidimensionais (Hirsd@92), especialmente

nos casos em que a malha utilizada é estruturadgooal e uniforme. Esse vetor é definido
entre os centroides de dois volumes de controlesertes e que compartilham a arésta

De acordo com Gregaat al. (2008apud Park e Kim, 2012) e Dumbser (20&pud
Park e Kim, 2012), formula¢des explicitas com apnaxdes de alta ordem requerem passos
de tempo com uma restricdo severa. Uma forma deadapasso de tempo de acordo com a
ordem de aproximacao empregada é sugerida poreRé&rk (2012), como j& mencionado. O

termo (2« +1) nas equagdes (149) e (150) leva em conta o graoltdmio reconstrutok

utilizado para obtenc&o de aproximagoes de altanoréEm esquemas de primeira ordem,
€ nulo (polinbmio de grau zero), e o critério dmledidade volta a ser equivalente ao usado
por Hurtado (2005).

Uma alternativa a aproximacéo do tipo Euler Praives que € de primeira ordem no
tempo, € a estratégia de mdultiplos estdgios ouxapagdo do tipo Runge-Kutta (Hirsch,
1992; Gottlieb e Shu, 1998; Bastian, 2002; Lamd®€)9). Essa estratégia € comumente utili-
zada para representar a integracdo no tempo enulfaydes explicitas, como a apresentada
na equacao (148). O limite de estabilidade lindafinido na equacéo (150) para estimar o
passo de tempo, pode ser relaxado ou a resolucérdo que varia no tempo pode ser me-
Ihorada de acordo com a ordem (consequentementeralme estagios) adotada (Hirsch,
1992; Gottliebet al, 2001). Apesar de ordens arbitrarias poderemts@tas, com diferentes
pesos em cada estagio (Gottletbal, 2001), no presente texto, aproximacdes de segeinda
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terceira ordem séo consideradas, além da aproxardigdipo Euler Progressivo. A equacao
(148) pode, portanto, ser escrita para a aproximded&segunda ordem, como (Gottlieb e Shu,
1998):

o AQ, (S,
sl=s, ——U; [ A(s) m}%;
o8 L AtQ (S(Nl)) (151)
Sz?:%%ﬁ +% - ;(gL o {fj( %)D N}Jr_; A L

Da mesma forma, a aproximagao de terceira ordetempo € obtida com trés esta-
gios, definidos por (Gottlieb e Shu, 1998; Lami2@)9):

Wos g I Ao

s i 2 A 8o o 152)

Embora se comente na literatura (lvan e Groth, 2Cldin et al, 2011; Diotet al,

2012) sobre a relevancia de aproximacoes de alienono tempo para problemas lineares,
Durlofsky (1993) ressalta que, na pratica, pardlproas de escoamento bifasico em meios
porosos, aproximacdes de alta ordem no tempo matée&essenciais quanto no espaco. La-
mine (2009) afirma que aproximac¢des no tempo colarERrogressivo possibilitam, para os
casos avaliados por ele, resultados mais eficiedtegue os obtidos com Runge-Kutta de
terceira ordem. Nas aplicacdes abordadas no Capitybara alguns exemplos, as referidas
estratégias sdo comparadas, onde se percebe ggerano uso de aproximacdes com Run-
ge-Kutta tem por consequéncia uma suavizacao d@esedescontinuas. Essa suavizagao se
intensifica com 0 aumento da ordem de aproximadatada.

3.4.2.Tratamento de Pocos

Nos volumes de controle associados aos pocos predub ultimo termo da equacao
(148) e diferente de zero. Nos termos de fonter@dawuros, frequentemente ocorrem escalas
de tempo menores do que a dominante no resto dinaonevido a variagdes bruscas na
variavel primaria (Leveque, 1992). Isso leva a didar‘'rigidez” do termo fontes{iff source
term). Chichlow (1977) afirma que formulacfes expl&iffodem ocasionar severas oscila-
¢bes em volumes de controle associados aos pog@ssnanatendendo a condicdo de CFL
estabelecida globalmente na equacédo (149). Volueesontrole muito pequenos ou taxas
elevadas de injecdo ou producdo sdo causas fregupata essas inconsisténcias. O autor
destaca ainda, com base em Coats (Bp6@i Crichlow, 1977), que as oscilacdes espurias nas
curvas de producdo podem ser eliminadas pelo usondeaproximacgdo implicita no volume
de controle “problematico”. Em geral, uma abordageplicita € a solucdo mais adequada
para esse tipo de problema, dada sua estabilidadadicional (Leveque e Yee, 1988). No
entanto, segundo Kou e Sun (2010), formulacdesiditgd podem demandar maior custo
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computacional, especialmente para problemas delgsatdimensdes ou aproximacdes com
alta resolucao (Bastian, 2013), devido aos prosessmtivos, inerentes, em se tratando de
problemas nao lineares, a esse tipo de abordagams(idet al, 1997; Monteagudo e Firoo-
zabadi, 200ApudKou e Sun, 2010).

No presente trabalho, os volumes de controle amdogiaos pocos produtores sao
avaliados com uma formulacéo explicita, tal commppsto para o resto do dominio e fre-
guentemente empregado em importantes publicac@mteadas na literatura (Edwards e
Rogers, 1998; Edwards, 2006; Hurtadal, 2007b; Lamine e Edwards, 2010; Eymatal,
2012; Lamine e Edwards, 2013; Kozdenal, 2011; Khoozaret al, 2011; Nikitin e Vassi-
levsky, 2012). Nesses trabalhos, ndo h& qualquacdoea tratamento especial nos volumes
de controle associados aos pocos. No entanto,gvée ou minimizar oscilacdes espurias
nas curvas de producao oriundas dessa particudaridaas estratégias sdo aqui associadas. A
primeira intervencédo é o uso de um passo fracinoalvolumes de controle onde ha termo
fonte. Essa estratégia € descrita em Leveque (198 aplicacdes em equacdes hiperbdlicas
em geral e foi adaptada por Carvalho (2005) parantexto de simulagdo de escoamento em
reservatorios de petroleo. Esse procedimento densim uma equacao “preditora”, onde o
termo fonte é desconsiderado, dada, por:

SHEEN -%:M[[ﬁ( S )N (153)

onde 7 é um parametro de relaxacdo (Date, 2005) queresepte texto, assume os valores
0,5 ou 1 e pode ser conveniente como se vé, nduBagi nas discussdes sobre a estratégia
aqui descrita. Quando esse parametro é igual aidfinui-se o passo de temgki obtido
para o resto do dominio de acordo com a equac®). (@8gundo Leveque (1992), quando ha
dependéncia do termo fonte na derivada da vargielria, esse procedimento se torna in-
viavel. O autor também afirma que esse fracionamedat equacdo discreta nem sempre &
eficaz para a suavizacéo da “rigidez” do termodoltma vez que o termo fonte na equacao

de saturacdo dependente apenas da vazadQottida com as velocidades totais de Darcy,
da variavel primaria, por meio da relag@9 = Qf, (S,) e, em alguns casos, da posigdoa
equacao “corretora” que envolve o termo fonte EmEfaisada e € escrita como:

rQ, (S,
SRS Reciey) (154)
L L m[
Deve-se notar na equacéo (154) que, novamenteampto de relaxacdo € incor-
porado e que o termo fon@, é fungado deSNE ao inves dcﬁfvE . No Capitulo 4, os resultados

obtidos d&o suporte a essa definigao.

A segunda intervencdo na equacdo (148) consistanertffatiamento” do passo de
tempo calculado convencionalmente com a equaca).(Uma vez que a mudanca da varia-
vel priméaria nos poc¢os produtores ocorre em umal@sie tempo incompativel com a defini-
da para o resto do dominio, como j& mencionadprag®e, aqui, a determinacdo de um pas-
so de tempo auxiliapt, , quando a saturacdo de agua no pogo produtordoifisante. Na

figura 20a, um fragmento de malha é€ ilustrado amticacdo de um volume de controle asso-
ciado ao poco produtor. Ao lado (figura 20b), unstiavem perspectiva do mesmo fragmento
onde se vé uma representacdo do nivel de tempw f{rit-1), e, para o volume de controle
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associado ao poco, niveis intermediariks-1), representando esse passo de tempo auxiliar
com o qual a solugcdo marcha até coincidir com @geste tempo global.

O critério para o fatiamento do passo de tempaizo convencionalmenté(), em
passos de tempo menorés (), também tem como inspiragdo o critério de estiule CFL

(ver secao 3.4.1). No entanto, para a intervenedequacao associada aos pocos produtores,
a contribuicdo do termo fonte é inserida na relagdtoe o passo de tempo e o numero de
Courant. Tradicionalmente, isso ndo ocorre (Hird&92; Leveque, 1992). Dessa forma, as-
sumindo que ndo ha contribuicdo da gravidade, apssra simplificar o entendimento e sem
perder generalidade, a equacéao de saturacédo taesurifuncdo da velocidade caracteristica
(ver Apéndice A), ao invés de ser escrita na fodimargente, comumente empregada (Leve-
que, 1992; Pletcheat al, 1997). Isso leva a:

08, 0L,V 7c _
- +63N goms‘” Q, (155)

Utilizando o Método de Volumes Finitos, seguindan@smos passos descritos na se-
cdo 3.4.1, a forma discreta da equacao (155) daobtimo:

" At of j B _ - AtQ
=8 —— —w ] + W 156)
SNL SNL WLQI: 'JDH{OSN 13 v % N WLQI:

onde o0 nimero de Courant em cada fdado volume de controlé , ilustrado na figura 20a,
pode ser obtido pela seguinte relagéo:

C=£{M—Wj v, N, (157)
wl_Ql: aSN 13

A equacdo (157) é utilizada para calcular o passighpo, onde, obviamente deve-se
considerar o menor dentre os passos de tempo sl@idadodas as facés do dominio com-
putacional. Isso leva a equacéo (150) na secéb. 3.4.

Na proposta do presente trabalho, para promoveratamento de po¢co, um namero
equivalente ao nimero de Courad{ () para as facel dos volumes de controle associa-

dos aos poc¢os produtores € escrito como:

=ﬂ(ij T (158)
WLQI: OSN N ¢QE

E importante observar que o valor atribuido ao manue Courant equivalente é o
mesmo atribuido ao convencional. A insercdo doddonte é a Unica mudanca estabelecida.

Portanto, dada a referida intervengéo, o passerdpd, agora auxiliar/t, ), para cada face
IJ, pode ser escrito a partir da equacdo (158). Geremido todas as faces dos volumes de
controle associados aos poc¢os produtores (no kes@do, apenak ), obtém-se:

At = #C o
e maxﬂ(afw/asw)IJ V, DN,JH+ Q

(159)
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Deve-se notar que para valores muito pequenostdeagiio,Q, tem valores proxi-

mos de zero e a equacéao (159) recai na equacay @LeOdefine o passo de tempo convenci-
onal At. No entanto, na equacéo (150), todas as facesrdnob computacional séo levadas
em conta, enquanto que na equacao (159), apefeeagios volumes de controle associados
aos pocgos produtores séo consideradas. Para @vitpasso de tempo auxiliar que ndo satis-
faca a condicdo de CFL calculada convencionalmargeguinte relacédo é utilizada nas equa-
cOes (153) e (154):

At =min(At,,,,At) (360

Aux?

Assim, enquanto a saturacdo de agua nao for reevas pocos produtores, 0 passo
de tempo recebe o valor convencionat, ParaAt, <At, os pocos produtores avangam

com At, . e o resto do dominio avanga cdh, tal como ilustrado na figura 20b.

Poco produtor

(@)

Figura 20. Intervencédo no volume de controle cpordente ao poc¢o produtor: (a) fragmento de maiha ¢
indicacdo do volume de controle associado ao poaaupor; (b) niveis de tempo convencional e fragtm
apenas para o pogo produtor.

Uma vez que os volumes de controle associadopa@gss produtores e o resto do
dominio tem passos de tempo diferentes, a marchanmeo auxiliar (niveik) ocorre até o
ultimo nivel alcancar o nivel de temper1 (ver figura 20b). Por fim, como observacao rele-
vante, o passo de tempo auxiliar, , ndo precisa necessariamente ser multiplo do hesso

tempo convencionaht .

3.4.3.Esquemas TVD

A ideia de uma solugdo onde nenhum novo extremal lbeve ser criado durante a
marcha no tempo, i.e., 0 maximo valor ndo deve atame o minimo valor ndo deve diminu-
ir, foi inicialmente proposta por Harten (1983).si2eforma, nos chamados esquemas TVD

(Total Variation Diminishiny a variag&o total oliotal Variation (TV) da solug&cS,, dada

pelas equacgbes (161) para um dominio unidimensionakiderando um problema de valor
inicial submetido a condicdes iniciais e de contoadequadas, ndo deve aumentar ao longo
do tempo.
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TV = j“’ dx (161)

95,
0Xx

Na forma discreta, a equacéo (161) pode ser esonta segue:

TV=3S.-§ 16Q)

Portanto, um método numeérico € dito TVD'@é( S‘*l) < T\/( S). Por consequéncia,

a monotonicidade da solucdo é preservada e essa dd oscilacfes espurias. Harten (1983)
provou que todo esquema monétono € TVD e que tegloeena TVD preserva a monotonici-

dade. No entanto essa constatacdo sO pode sedarpaea dominios unidimensionais (Lyra,

1992; Leveque, 1992).

De acordo com o teorema de Godunov, esquemas rmaddineares e mondtonos
usados para resolver EDPs podem ser no maximoimeifa ordem de acuracia (Leveque,
1992). Desta forma, aproximacdes de ordem maiouqueausam o aparecimento de oscila-
cOes espurias nas solucdes obtidas em regidesendrificam elevados gradientes da varia-
vel calculada. A ideia central por tras da constouge um método de alta resolugéo e que
seja TVD, é tentar obter uma aproximacéao de ordens alta em regies suaves do escoa-
mento, evitando ainda oscilagdes nas proximidadegrddientes acentuados, apresentando
nestas regides propriedades similares aquelas tml@sémondtonos de ordem mais baixa
como os métodos de ponderacdo a montante de mioreiem. Em tais esquemas a solugéo
€, em geral, de segunda ordem em regifes suavssutd@o e de primeira ordem proximo a
“descontinuidades”. A transi¢cdo para métodos derorthais alta é feita a partir da utilizacdo
de fungdes limitadoras de inclinagéo para as veisalependenteS, ou a partir da limitagéo

do fluxo f”u (SN) (ver secao 3.4.4) de maneira adaptativa (Levebt@@? apud Carvalho,
2005).

3.4.4.Aproximacoes de Alta Ordem com uma Estratégia dopo MUSCL

A estratégia MUSCL, proposta por van Leer (1979 mdbtencdo de uma aproxima-
cdo de segunda ordem, foi inicialmente pensada mpathas estruturadas. Essa estratégia
consiste na reconstrucdo da variavel em cada volleneontrole avaliado. Para isso, uma
distribuicdo linear (que proporciona aproximacdessdgunda ordem) é definida a partir da
média dos valores associados aos volumes de ai@olizinhanga proxima. Existe, no en-
tanto, varias outras técnicas de reconstrucédo milgpis na literatura (Goosh, 1997; Cokburn
et al, 1989; Sonar, 1998; Wang 2002; leu al, 2006; Diskin e Thomas, 2010; Betchen e
Straatman, 2010; Delis e Nikolos, 2012; Gao e Wa&@4,3), inclusive para aproximacodes
com ordens arbitrarias e suporte restrito ao voldmeontrole avaliado, tal como discutido
na subseca@Beconstrucao da Saturacao: Técnicas disponiveis

Na figura 21, uma funcéo suave é ilustrada ao lalggoma malha unidimensional re-
presentando a solucédo exata de um dado fendmecwo. figoroximacdes numeéricas de pri-
meira ordem, com distribuicdo constante da variagelolume de controle, até quarta ordem,
obtida com um polinbmio cubico, também séo ilustsadPara evitar conflitos de nomenclatu-

ra, saturagbes com barra sobresciia, e til sobrescritoS, , sdo utilizadas, respectivamente,

para diferenciar os valores médios (projetado#)dttos aos volumes de controle dos valores
reconstruidos em cada faldeavaliada. Essa nomenclatura sera adotada ao timpeesente
texto.
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Solucado aproximac (12 orden) Solucacaproximad (22 ordenn)

Solucéao “suave” exa Solucao “suave” exa
FacelJ

() (b)

Solucéo aproximar (32 order) Solucao aproximac (42 orderr)

Solucao “suave” exa Solucao “suave” exa
() (d)

Figura 21. Aproximacgéo de uma funcéo “suave” erata estados definidos a esquerda e a direita pgteee
mas numeéricos de diferentes ordens de aproximageial: (a) primeira ordem; (b) segunda ordemteg(@ei-
ra ordem; (d) quarta ordem.

De acordo com a proposta de van Leer (1979), axiapacdes de alta ordem sao ob-
tidas de acordo com as etapas apresentadas na 2iguinicialmente, a variavel é reconstrui-
da, a esquerda e a direita da face avaliada, contlean de aproximacéo desejada como se vé
nas figuras 21b a 21d. A reconstrugcdo da variaveita a partir de dados associados aos vo-

lumes de controld. e R, e seus respectivos vizinhos préximos. Fica @ aproximacdes
de maior ordem representam melhor a funcdo quealeso fendbmeno simulado (Colella e
Woodward, 1984; Barth e Frederickson, 1990). Namot também é facil verificar que os
valores extrapolados até a fakk (aproximacfes de alta ordem), por meio dos poliom
reconstrutores, sdo propensos a produzir valorégr@sado que 0s maximos valores meédios
(ou menores do que os minimos valores meédios, émsotontextos), atribuidos aos volumes
de controle da vizinhanga proxima. Uma consequétis®o é o surgimento de extremos lo-
cais, produzidos no célculo das saturacbes nosmeslule controle avaliados em instantes de
tempo futuros (Leveque, 1992). Nas aproximacoeproeeira ordem, esses extremos nao
ocorrem, dada a distribuicdo constante da variénetodo o volume de controle. Assim, o
campo de saturagOes calculados no instante de termpo preserva a monotonicidade da
solucéo produzida.

Para assegurar que a aproximacao de alta ordesfagatum principio do maximo
discreto (van Leer, 1979), funcdes limitadoras indeares, i.e., que dependem da variavel a
ser determinada, séo utilizadas apods a etapa desteagdo. Esses limitadores minimizam ou
eliminam os termos de ordem mais alta, tornandar@xanacao de primeira ordem nas regi-
0es de choque de saturacéo (ver subsecdes segardanaiores detalhes).

Num passo seguinte, o Resolvedor Aproximado de &ien{Godunov, 1958pud
Hirsch, 1992) é utilizado como discutido na se¢@d.5). Na figura 22, as etapas definidas
por van Leer (1979), na estratégia MUSCL, séo aptadas.
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Reconstrucéo i
Polinomie?l S;u © S, Resolvedor Atualiza-
LY + Procedimento Aproximado d e
SN(X %) de limitacao, Riemann ¢
€aso necessario (ver seca.4.5)
(ver secéo 3.4.4)

§I|\'/1+1

variavel
(ver secai.4.9)

Figura 22. Diagrama representativo das etapas &fugech os trés passos necessarios na estratétjodo
MUSCL (van Leer, 1979).

Nas aproximacdes de primeira ordem, valores mégiogtados sobre os volumes de
controle a esquerdaS( ) e a direita §, ) da arestalJ sdo os argumentos do termo
L R

jTJ (QNL , SVR) na equacao (148). Nesse caso, ndo ha necessalagimodstrucéo da variavel.

Reconstrugcdo da Saturacgdo: técnicas disponiveis

Dentre as muitas estratégias de reconstrucao disgema literatura, muitas tem o
suporte de reconstrucao definido no volume de ctnavaliado e naqueles que compde sua
vizinhanca “préxima”. A reconstrucdo com esténdéyatativo, proposta por Durlofsket al
(1992), cujo esténcil é ilustrado na figuras 23a, reconstrucdo k-exata (Barth e Frederick-
son, 1990) com esténcil de segunda ordem ilustntadmura 23b, sdo exemplos desse tipo de
abordagem. Vantagens e desvantagens dessa eatidgagiconstrucdo, em relacdo a outras
estratégias mais locais, como DG, SFV (figura 23€]) (figura 23d) e CPR, sao discutidas
no capitulo 1.

No presente trabalho, a chamada reconstrucdo ‘teexatroduzida por Barth e Fre-
derickson (1990) e aprimorada por Goosh (1997)ilizada para promover a reconstrucao da
variavel e, consequentemente, produzir aproximagéesta ordem para o fluxo numérico na
equacdao (148). O procedimento de reconstrucao esgsema numerico € fundamentado na
expansado da variavel em uma série de Taylor, peita cada volume de controle que constitui
a vizinhanca considerada. A equacéao resultanteqaal@a volume de controle representa um
polindbmio reconstrutor cujos coeficientes sao aspmnentes do gradiente, hessiana, deriva-
da terceira, etc. Isso resulta e, equacdes, senddV,, o numero de volumes de con-

trole em torno do volume de controle avaliado. @ero de coeficientes a se determinar, em
cada uma dessas equacdes, depende da ordem denapéaxdesejada. Dessa forma, para
gualquer ordem de aproximacéo, um sistema algélmoed deve ser resolvido para cada vo-

lume de controle avaliado, de modo que os coetiesedo polinbmio reconstrutor sejam de-

terminados.

Dadas as frequentes situacdes em que 0 niumeraidedes € maior do que o numero
de incognitas (sistema sobredeterminado), técrmoagencionais empregadas na solucéo de
sistemas algébricos (Eliminacdo de Gauss, Métodpadss-Seidel, etc) ndo se aplicam. Nes-
se caso, a Técnica de Minimos Quadrados (Golulm é.@an, 1983), detalhada no Apendice
C, é comumente empregada. Por um lado, isso implitama elevac¢do do custo computaci-
onal quando se compara com estratégias baseadaanenia da Divergéncia. No entanto,
segundo Diskin e Thomas (2010), a reconstrucdcabasea Técnica de Minimos Quadrados
produz solucdes mais robustas, especialmente quaalias com elevado grau de distorcéo
séo utilizadas.

A partir de uma visao geral das principais técnamseconstrucao disponiveis na lite-
ratura, sucintamente apresentadas na secdo Isttatégia de reconstrucdo k-exata, baseada
na Técnica de Minimos Quadrados (Barth e Fredengkk990) € adotada no presente texto.
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Suporte ondé
o gradiente é
definido

(a) (b)

Sub-volume de controle Ponto de fluxo

Volume de controle
espectral

Vazao interna

Ponto de solucdo

(© (d)

Figura 23. Estratégias de reconstrucdo para fogdetaconservativas: (a) reconstrucdo fundamentadaor
rema da Divergéncia, proposta por Durlofskl. (1992); (b) reconstrucdo fundamentada na técraddidi-
mos Quadrados; (c) volume de controle espectral, subdivisdo do volume de controle primario; (dyodé
de diferencas finitas espectrais, com reconstrabéida a partir de pontos de definicdo do fluxaesdlucéo.

Para aplicacdes onde se deseja formulacdes exausinie baseadas no Método de
Volumes Finitos, flexibilidade para lidar com madhdistorcidas e compatibilidade com for-
mulacdes do tipo MPFA, essa estratégia de rec@astrparece ser a mais atrativa, mesmo
com a aparente desvantagem proporcionada pelcisi@macteristico de ordens mais eleva-
das (ver Apéndice C).

Reconstru¢éo Baseada na Técnica de Minimos Quadraglo

Para entender melhor a estratégia de reconstrug@ogta por Barth e Frederickson
(1990) e adotada no presente texto, a figura 28méda como referéncia. Como ja mencio-
nado na subsecao anterior, expansdes em Sérieylte 3@ a base dessa estratégia. O valor
médio de saturacdo de agua (ou outra variavel, afhuwxo fracional) associado a todo vo-
lume de controlev, que define a vizinhancga é escrito como a varidssbciada ao volume
de controlel mais a variacdo dessa variavel até o termo covagpatim a ordem pretendida.
Uma forma generalizada de escrever a equacioaeufiara cada volume de contrele é
dada como segue:
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(a9 —%8) (163)

onde QNE e QNM_ sao, respectivamente, os valores integrais médrogetados), atribuidos ao

volume de controle avaliado e da vizinhancai, (ver figura 23b e Apendice C). O parame-
tro w, . representa uma ponderacdo com o inverso da destardizada para tornar a re-

construcdo mais local, diminuindo a influéncia dafres de saturacdo de agua correspon-
dentes a volumes de controle mais distantes (€taah, 2011). Os termos diferenciais s&o os

. . . ~ . . ~ ~a Aﬁ _a_,g ~
coeficientes a se determinar da funcéo polinomizg parametros&Mi Yo €X'y sao de

natureza geomeétrica, sendo pré-processados. Osatimwas” @ e B nos somatérios da

equacéao (163) assumem valores entre 1 e ogrdo polindbmio a ser reconstruido. Isso de-
fine cada termo diferencial aproximado e o geomm@tpara a ordem de aproximacgao deseja-

da. As vérias equacOes de restricdo, escritasmadelar o polindmio reconstrutor ein
constituem um sistema algébrico local, do tipd=b (ver Apéndice C), no qual os termos
diferenciais formam um vetor de incognitak)(como ja mencionado, e 0s termos geomeétri-
cos e valores médios de saturagdo de 4gua (ouffiasionario) sdo entradas, respectivamen-
te, da matrizU e do vetor de termos conhecidos

No Apéndice C todo o procedimento de reconstrug@io adotado € descrito em deta-
lhes. Isso inclui a definicdo dos valores integraédios nos volumes de controle, a dedugéo
da equacao (163) a partir da expansédo em Sériayder{ver equacdo C.23 no Apéndice C),
além da montagem e algoritmo de solucdo do sistdg#brico local obtido. O apéndice é
finalizado com a verificacdo dos coeficientes dlindmio reconstrutor para cada ordem con-
siderada.

Uma vez definido o polinbmio reconstrutor, a vaeiéavaliada é, portanto, extrapola-
da até o ponto de quadratura (ou pontos, em oxkeaproximacdo maiores do que dois) nas
superficies de controle, com a acuracia desejauagétal, para regides suaves, solucdes de
alta ordem sdo muito mais acuradas do que as shtaa esquemas numéricos de primeira
ordem. No entanto, em regifes ndo suaves, especi@ma presenca de descontinuidades na
solugdo numérica, ha uma degradacdo na acuraciapdasimacoes, seja pelas oscilagcdes
espurias, geradas nas aproximacdes de alta ordemglo uso de fungbes limitadoras que
diminuem a ordem de aproximacdo de modo a satistaitérios de monotonicidade (Leve-
que, 1992; Goosh, 1997; Delis e Nikolos, 2012).daderma, uma solucédo de alta resolucéo
é o ideal. Nesse caso, existe uma combinagédo agifeseonde se pode ter alta ordem e regi-
0es onde a necessidade de monotonicidade impde deuaproximacdes de primeira ordem
(Leveque, 1992). Na préxima secdo algumas das snfiitegdes limitadoras disponiveis na
literatura séo brevemente discutidas.

Aspectos Gerais de Funcdes Limitadoras

As varias estratégias de limitacdo encontradagteratura, tentam produzir solucées
de alta ordem e que satisfazem o teorema de Godu969apud Hirsch, 1992; van Leer,
1979; Zalezak, 1979; Roe, 1983; van Albadaal, 1982; Sweby, 1984; Barth e Jespersen,
1989; Venkatakrishnan, 1995; Woodfiedtial, 2004; Bergeet al, 2005; Cada e Torrilhon,
2009; Clainet al, 2011; Park e Kim, 2011; Park e Kim, 2012; Dabttal, 2012). Estratégias
nao lineares séo utilizadas para esse fim (Hird®92; Leveque, 1992; Lyra e Morgan,
1994). Para a maioria das estratégias presentitenadura, voltadas apenas para aproxima-
cbes de segunda ordem, a intensidade do gradiglitado na reconstrucao da variavel, €
reduzida quando necessario. Essa reducgdo (limjt&céaficiente para que ndo ocorram ex-
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tremos locais e, consequentemente, oscilacdeohagss obtidas. Dependendo da estratégia
de limitacdo adotada, mais ou menos difusdo numériificial pode ser inserida na aproxi-
macédo de alta ordem de maneira adaptativa, serass@@mente, torna-la estritamente de
primeira ordem ao longo de todo o dominio. Em neablsiruturadas e ortogonais, essas estra-
tégias estdo bem definidas e sdo bastante rob&stasutro lado, quando consideramos ma-
lhas ndo estruturadas e n&o ortogonais, a redacéounacia da solucao e dificuldade de con-
vergéncia sao efeitos colaterais frequentes (Bezigal, 2005). Para aproximacdes com or-
dem maior do que dois, as técnicas de limitacoodiseis na literatura sdo ainda um tema
pouco discutido (Clairet al, 2011). Os trabalhos de Cada e Torrilhon (20089inCet al.
(2011) e Park e Kim (2012) sao propostas relevaaesesse tipo de aplicacéo.

Tipicamente, existem duas estratégias de limitalp@itadores de face e de volume
de controle como ilustrado na figura 24.

Figura 24. Malha com indicagéo dos volumes de otmtrtilizados na concepgéo da fungdo limitadora pada
facelJ: (a) limitador de face onde apenas os volumeodeae L e R sdo empregados; (b) limitador de vo-
lume de controle onde todos os volumes de congmi¢orno del_, vizinhangal\?li , séo utilizados.

Nos chamados limitadores de fatacé-based limitgr representados pay,, , apenas
informacdes associadas aos volumes de controleagnpartiiham uma face genéritd sao

considerados (volumes de contrdlee R na figura 24a). Nos limitadores de volume de con-
trole (control volume-based limitgrcom notacdq/, , toda a vizinhanca (de face e de vértice)

de um volume de controle genéridfo (ver figura 24b) é considerada na avaliacdo de cad
facelJ (Zalezak, 1979; Woodfieldt al. 2004). Em geral, esse tipo de estratégia propimia
aproximacdo excessivamente difusiva em relacadimiadores de face (Woodfieldt al
2004). Recentemente, algumas excecdes, quantos@diéxcessiva, sao verificadas para esse
tipo de limitador (Park e Kim, 2012), tal como disdo mais adiante. Nas duas abordagens,
algum critério de monotonicidade é invocado na epgé&o dos limitadores. Em alguns casos,
a solucéo aproximada so é livre de oscilacdes iespirediante a combinag¢édo dos dois tipos
de limitadores (Woodfielét al, 2004). No capitulo de aplicacbes essa necessfiatadevi-
dente.

Ha ainda esquemas numéricos de alta ordem quenewitzsso de funcdes limitadoras
(Bergeret al, 2005). Nos esquemas do tipo ENO (Haeel, 1987) e WENO (Litet al,
1994) um esténcil adaptativo € usado na etapacdestucio. Dessa forma, um esténcil que
envolva regides de descontinuidade é desconsiddeadm do possivel (Wang, 2002).
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Funcdes Limitadoras de Face

Na aproximacdo proposta por van Leer (1979), aadestreconstruidos a esquerda
SNﬁ ea direitaé\Nfe da faceld (ver figura 25a) sédo obtidos a partir da varia@agsociada aos

respectivos volumes de controle que compartilhaefaida face ENE e §Né), e uma combi-
nacdo do que o autor chamou de gradiente cenﬁtﬁj@“‘ e gradienteupwind E]SLN’:’W" (a

montante da face) projetados, respectivamenteyetoges posigé«fim e aL,ﬁ (figura 25b).

Estado a direita da
facelJ

Estado a esquerda da
facelJFace avaliada

(@) (b)

Figura 25. Estratégia MUSCL: (a) fragmento de malh os pontod. , R, L' e R', utilizados na reconstru-
¢do da variavel. Os estadgﬁm e SNU , @ esquerda e direita de cada ficgdo indicados; (b) indicacdo dos

vetores posigéaﬂm e GL,[ , utilizados na definicdo dos limitadores.

E importante notar que os gradientes mencionadwsnecessariamente sio os gradi-
entes definidos na etapa de reconstrucdo, utilzand@écnica de Minimos Quadrados, por
exemplo. No entanto, esse ultimo é indispensavel paélculo do gradientgowind como
detalhado mais adiante.

A concepcao do gradiente centrado tem uma forctaistica unidimensional, uma
vez que, em problemas com apenas uma dimensamgtdiada com malhas de espacamento
uniformemente, foram considerados na proposta delLear (1979). Assim, fazendo uma
expansdo em Seérie de Taylor até o termo da prirdenigada (para erro de truncamento de

segunda ordem), é possivel escrever a saturagggudeno volume de controR, §N , obti-
R

e

da a partir do valor da saturacédo de agua e seiegta (§NE e ES‘SE ™), no volume de contro-

le L, como:

S, =S +0§"0g (164)
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O gradiente centrado projetado no vetor posi(}go pode, portanto, ser aproximado
pela diferenca entre os valores médios de satudecagua, por:

Os",= S, - § (165)

Utilizando um raciocinio analogo, o gradienfevind projetado no vetor posigéﬁ{,ﬁ
pode ser definido como:

0SP0, =$ - § (166)

Para malhas ndo estruturadas, o valor da satudegagua no pontd' ndo é natu-
ralmente conhecido. Em formulacdes centradas ngacglvariavel €, em geral, associada ao
centroide de cada volume de controle (ver figura P&ssa forma, dado que o porito é

obtido por extrapolacéo a partir das mformagoespuntosL eR,é possivel definir a dife-
ren(;aSNE SM a partir de um ponto de vista geomeétrico (Deliilolos, 2012), i.e., o gra-

diente centrado, projetado no vetor posi@ﬁg, somado ao gradientgwind projetado no
vetor posigéoﬁL,E € equivalente ao dobro do gradiente, obtido noqalimnento de reconstru-

¢cdo com a Técnica de Minimos QuadradBSWﬁ , projetado no vetor posigé@m. A figura
25b pode ajudar o entendimento dessa relacdo,agleeser escrita como:

(S -5)+(%-"8)=20 sO4 (167)
O gradientaupwindé, portanto, dado por:
S-S =20§04-(5-"5) (168)

A razao entre variagcdes consecutivas de saturagagud, i.e., os gradientggwinde
centrado, projetado em seus respectivos vetoresdopslefine o chamado fator de suavidade
para uma dada aresth(Sweby, 1984; Blazek, 2001), estabelecido como:

_ is&vﬁpw [E[-ﬁ S, - 2

S S (169)
0SS, S, - S,

Esse parametro € um indicador de quao elevadorédiegte no campo de saturacao
de agua. Muitas funcdes limitadoras encontraddgearatura séo definidas tendo o fator de

suavidade como argumento de entrad:w(r) , € devem atender aos critérios estabelecidos
a seguir (Bergeet al, 2005):

p(r<0)=0; p()=1 mzqy(ij; Os[M m(r)}s z (170)

r
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Limitador ¢

25 —

As relacdes entre algumas das funcdes limitadddasicas encontradas na literatura e
o fator de suavidade sao apresentadas no diage@aeby (Sweby, 1983). As regides TVD
(figura 26a) e TVD para esquemas de alta orderaréig6b) também séo indicadas.

e i od
------ SuperBee
—+— Barth-Jespersen

| —%— van Leer
—&— van Albadal
—8— van Albadaz
| == Venkatakrishnan| g

2.5 3 35 4

Fator de suavidade

Regido TVD

(@)

Limitador ¢

28

.1

. iV 0
e 51 inEIBES
—+— Barth-Jespersen

-
T

0.5F

—%7— van Leer i

—&— van Albadal

—&— van Albadaz

------------ Venkatakn'shnanl A

Ao o0

Regido TVD
para alta ordem

05 1 1.5 2 2.5 3 35 4

Fator de suavidade

(b)

Figura 26. Diagrama de Sweby para algumas esteatélgi limitagdo: (a) indicacéo de regido TVD; (lali¢a-

¢éo da regido onde o limitador produz aproximadd43 com alta ordem.

Nas equacdes (171) a (177), as relagbes cujosagdio ilustrados na figura 26 sdo
apresentadas (Venkatakrishnan, 1995; Léhner, ZB&geret al, 2005).

ﬂninmod = min (1’r)

q%uperBee: min [ maX( l’r) ! 2’ E]

r+

%arth-Jespersenz %(I’ + 1) mln{ mm( 1%) ) m“{

2r

%anLeer = r +1

i+
W/anAlbadal_ r2 +1

_zr
W/anAIbadaZ_ r2 +1

1 : 4 4
ﬁ/enka’(akrishnan:E(r +1) mln|:¢(mj 1¢(m]:| , com ¢(m) =
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(172)

(173)

(174)

(175)

(176)

o'+ 20

= 177
o’ +w+ 2 (177)



Dependendo da relacéo utilizada, o esquema nuneit@arna mais ou menos difusi-
Vo, uma vez que o limitador diminui a magnitudegdadiente. H4, no entanto, limitadores
chamados de compressivos (e pouco difusivos) gegach a maximizar o valor do gradiente
e que tentam, ao mesmo tempo, produzir aproximagdeshonrem o critério TVD para a
aproximacéo de alta ordem (Bergaral, 2005). Os limitadoreSuperbegRoe, 1983) e
Barth-JesperseliBarth e Jespersen, 1989) sdo exemplos classioositeados na literatura.
Outras funcdes limitadoras, com base logaritmé@a,encontradas no trabalho de Cada e Tor-
rilhon (2009).

Definidos os gradiente centradagwind além dos critérios necessarios a concepgao
de funcdes limitadoras, pode-se escrever o valeatlaacdo de agua a esquerda da arksta
segundo a estratégia MUSCL. Como ja mencionado,aamdinacdo entre os referidos gra-
dientes, devidamente limitados, define a aproximaghalta ordem como:

S =S, +ﬂ(1+f)¢(;lj+(1‘€)¢( ')}(_%[ -%) (178)

onde £ é um parametro livre que define formalmente armardea aproximagdo do método.
Segundo Blazek (2001 =-1 proporciona um método de ponderacdo a montanseglen-
da ordem,e =1 produz uma aproximagdo de diferengas centrais=é/3 é equivalente a

uma aproximacdo a montante de segunda ordem cermpdndos. Essa Ultima produz resulta-
dos mais acurados do que os obtidos com os vgiwessamente mencionados (Carvalho,
2005). Maiores detalhes sobre a obtencédo da eq@a¢@ppodem ser encontrado em Hirsch
(1992) e Blazek (2001).

A equacéo (178) pode ser simplificada, definida@o

§,=8+22(3-7%) (179)

Analogamente, a reconstrucdo da saturacao de &ljteita da arestd] pode ser ob-
tida, por:

§,=8,+2(3%,-78) (180)

onde o gradientepwind para o volume de controlR é obtido com raciocinio analogo ao
desenvolvido para obter a equacéo (168), sendqg dadwm:

S-S =205,04-(5-"3) (181)
O limitador de facey,,, comum as equages (179) e (180), tem a seguoimtef

0, =3 H1re)+(1-2) 1) @52

r

O critério de simetria apresentado na equacéo (I(0)/r = (1/r) (Sweby, 1984;
Bergeret al, 2005), é utilizado de modo a colocar a fumpﬁo) em evidéncia.
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Apesar da estratégia proposta por van Leer (19%@)ugir excelentes resultados em
malhas estruturadas e ortogonais, sua aplicacdmairas ndao estruturadas ou com algum
grau de distor¢cdo angular pode causar diminuicamraem das solucdes aproximadas (Delis
e Nikolos, 2012). Isso ocorre devido a forma comgm@adientesipwinde centrado sdo cons-
truidos.

E importante notar que a diferenca apresentadaueec@o (165), que define o gradi-
ente centrado, e consequentemente o gradignténd ndo necessariamente produz uma re-
construcdo da varidvel no ponto médio da aresta ayjproximacgdo de segunda ordem. Na
figura 27, um fragmento de malha é mostrado ondermo m representa o ponto médio da
face I1J onde a variavel deveria ser reconstruida para ajmnaximacado formal de segunda
ordem.

Ponto médio da
faceld

Figura 27. Fragmento de uma malha néo estrutunadia €80 mostrados o ponto médio, da facdJ e o ponto
C onde a variavel é reconstruida sobre a face

O pontoT indica onde, de fato, a reconstrucao é feita,iderendo a malha n&o or-
togonal apresentada na figura 27 utilizando a tégfiea MUSCL convencional. Uma alterna-
tiva proposta por Delis e Nikolos (2012), para pbtgalor reconstruido da variavel no ponto
meédio m, mesmo em malhas distorcidas, é a reconstruca@ritavel no ponto médio por
extrapolagdo a partir do pon@, onde a variavel € conhecida devido a reconstrogéween-
cional. Esse procedimento foi utilizado por Queif2@14) em aplicaces voltadas para esco-
amento bifasico em meios porosos e melhorando radderente a resolugcédo dos resultados
obtidos, especialmente em malhas muito distorcidas.

Funcdes Limitadoras de Volume de Controle

Os limitadores de volume de controle, como o nongere, sdo fundamentados na
avaliagdo de extremos em todo o volume de cont@dalados relacionados a sua vizinhanga
de face e veértice, séo verificados para garangr@io haja oscilacées espurias na proximida-
de de descontinuidades no campo de saturacdo de@guerta forma, estratégias de limita-
cao com essas caracteristicas tem um apelo mudtidiional, enquanto os limitadores de face
sdo essencialmente unidimensionais. Uma abordalgessica de limitadores de fluxo de vo-
lume de controle foi proposta por Zalezak (1976 @aplicacdo no esquema numerico FCT
(Flux Corrected Transpo)t previamente proposto por Boris e Book (1973)odfield et al.
(2004) propuseram uma estratégia de limitacdo gseca um limitador de gradiente do vo-

lume de controlelZ, por exemplo) com um limitador que atue apenaacall, afim de as-
segurar a monotonicidade das solucbes. Dessa fagrguacdes (179) e (180) sao reescritas
com os limitadores de facg,, , substituidos poW . e W, respectivamente, onde se tem:

Vo= Y=t (183)
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O limitador de volume de controlg. , tomado como exemplo, € uma fungao que de-

ve variar suavemente entre 1, onde se tem aprodionde alta ordem, até 0, onde uma apro-
ximagdo de primeira ordem e obtida. O paramgtroé definido na equacao (184), variando

de modo a produzir, junto cogh, , solugdes livres de oscila¢des espurias.

1 seé@’ax—svm‘”)gc
0 s, 2 ar ), <
W: =141 s&y<y. <( 49) (184)
v /0 se &y, <o
(1—yﬁ)/5 se( FI)<y. <1

onde ¢ € um namero muito pequeno, que evita divisbezpa. Seguindo a recomendacao
de Woodfieldet al. (2004),¢ =10° no presente texto. O parameyro que rege a atuagao do
limitador é definido, por:

(N 185
yL SLnax _ %Imm ( )

Nas equacgdes (184) e (18 e S™ sdo o maximo e minimo valores médios
(projetados) de saturacdo de agua, considerands tmivolumes de controle com vizinhanga

imediata (faces e vértices) do volume de contrlbleéver figura 24b), exceto o prépriﬁ.
Consequentemente, o denominador na equacao (8Bseata a maxima diferenca entre os
valores de saturacdo de 4gua dentre os volumesnti®le em torno do volume de controle

L para cada passo de tempo. Em problemas multidiomens, a saturacao de agua é limita-
da para todo volume de controle do dominio companat, se a seguinte relacdo é satisfeita:

O<y. <1 (186)

O comportamento da funcao limitadaga com respeito aos valores gie pode ser

verificado no grafico ilustrado na figura 28.

Vale ressaltar que o uso de um esquema numérisegimda ordem em todo o domi-
nio computacional, exceto onde a equacao (186lieadp, ndo é uma estratégia muito segura
do ponto de vista numeérico, uma vez que a tranggie primeira e alta ordens é abrupta.
Uma forma de assegurar que essa transicado oc@varsante consiste na utilizacdo de um
fator o definido pelo usuario, e cuja variacéo se d4, por:

0<y.<1-9, com 0<d< 0 (187)

De acordo com Woodfieldt al (2004), um valor razoavel para o parameilronde
robustez e acuracia sejam obtidos de forma ecailéoéd =0, 2. Valores ded préximos de

zero tornam o esquema numérico menos difusivo,ariquque valores proximos de 0,5 adi-
cionam mais difusdo numérica e garantem que as@swbtidas sejam livres de oscilacdes
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espurias. No entanto, a resolucdo dessas solucdesomprometida tal como ocorre em es-
guemas numéricos de primeira ordem.

A
Yy

1o

(- O —
0 o -5 1 ¥

Figura 28. Grafico da relacéo entre a funcdo lidata, e o parametrg/, , definida na equagéo (184).

Recentemente, a estratégia de limitacdo propost&/podfieldet al (2004) foi utili-
zada por Contrerast al. (2015), para aplicagdes em problemas envolvendscoamento
bifasico de agua e 6leo em reservatoérios de petrllma variante (Lohner, 2001) do limita-
dor de face proposto por van Albaglaal. (1982) foi utilizada nas combinacdes apresentadas
na equacao (183). Para problemas com elevada daz@nisotropia no campo de permeabili-
dades ou com malhas com elevado grau de distaac@toordagem multidimensional discuti-
da acima eliminou oscilagbes espurias ndo conpets forma convencional da estratégia
MUSCL. Os autores ressaltam ainda que essa gadmtizgonotonicidade nao tornam as so-
lucBes obtidas tao difusivas quanto as obtidas@esguema numérico de primeira ordem.

Procedimento Multidimensional de Limitacao (Estratgia MLP)

O Processo Multidimensional de Limitacdo Blltidimensional Limiting Process
(MLP), proposto por Parkt al (2010), consiste em uma estratégia de limitagaolimear,
baseada na avaliacdo de extremos locais em tadanhanca de cada volume de controle que
constitui o dominio computacional. Assim, soluc@em alta resolucdo podem ser obtidas
sem oscilacdes espurias, mesmo que o campo désslapresente gradientes elevados. Essa
caracteristica, nos limitadores MLP, deve ser asseg independente da orientacdo do esco-
amento em relacdo a malha adotada, originada deematmultidimensional de alguns pro-
blemas. Assim como no método proposto por Woodgeldl. (2004), essa “multidimensio-
nalidade” do MLP, na prevencéo de extremos loca@mesenta uma generalizacao na atuacao
das funcdes limitadoras tradicionais (Van Albadal, 1982; Venkatakrishnan, 1995), que,
em geral, tém carater unidimensional e sdo basemddsteccao de valores extremos locais,
avaliando apenas a face do volume de controle onitlexo numérico € calculado (Park e
Kim, 2012b).

Na comparagdo com essas estratégias convencimadisitacdo, em aproximacoes
de segunda ordem do tipo MUSCL, a estratégia MhPgeral, produz resultados mais acu-
rados. Enquanto particularidades muito locais doasento sdo capturadas com os limitado-
res do tipo MLP, funcdes limitadoras convencionaigalmente “suavizam” esses detalhes do
escoamento (Pamt al, 2010). Isso € mais evidente quando o0 escoanemt@ma natureza
multidimensional ou a malha apresenta elevadardé&onos volumes de controle (Park e
Kim, 2012b) ou elementos finitos (Park e Kim, 201¥p contexto de simulacéo de escoa-
mento Bifasico em Reservatorios de Petréleo, o NMiiRmpregado, pela primeira vez, por
Souzaet al, 2015a, onde se obteve resultados mais acuradgeedos obtidos com uma es-
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tratégia convencional de limitacdo (Van Albastaal, 1982; Lohner, 2001), especialmente

para malhas com elevada distor¢do e meios hetezog@&nanisotropicos. Aplicagbes do MLP

para DG também sao verificadas na literatura (Bafkm, 2011; Park e Kim, 2012a; Park e

Kim, 2014), porém no contexto de aerodinamica. BPatander o fundamento basico da estra-
tégia MLP, o fragmento de malha ilustrado na figz9a é tomado como referéncia.

Valor extrapoladg
méaximo no volume
de controle[

Volume de controle
avaliado

Vizinhanca do
verticej Polinémio
reconstruto

() (b)

Figura 29. Fragmento de malha utilizada no desemaehto da estratégia MLP: (a) indicagdo da facegea
1J e do vértice genérigoonde valores extremos sao avaliados em reIau;t”ztinnah]avnt;a|\7Ii ; (b) vista em perspec-

tiva onde se vé o polindémio interpolador e 0 maxiralmr contido no volume de controle.

Assim, o volume de controle genéridfq de vérticesj (onde j =1,...,4), tem cada

vertice compartilhado poM, volumes de controle, sende= 1,24, (ndmero de volu-
mes de controle em torno do vérti¢gg. Nesse caso, o fluxo numérico de alta ordem oa fa

IJ tem como argumento de entrada, a saturacédo desafyapolada, até o ponto de quadratura
da referida face, como se vé na figura 35a. Apgssse fluxo numérico ser calculado na face
IJ, a avaliacdo de possiveis valores extremos, nai@gn MLP, é feita em todos os vértices

do volume de controld_ . Segundo Park e Kim (2012b), em aproximacdes raseéle se-
gunda ordem), valores extremos ocorrem nos vértioesvolumes de controle, tal como re-
presentado na figura 29b. Dessa forma, para catlaevé¢ que constitui o volume de contro-

le avaliado, a relagéo a seguir deve ser satisfeita
SN,min < %vj s §1,max @8

onde S, .., representa o valor minimo de saturacio de guéred®dos os valores médios
associados aos volumes de contigleem torno do vértic§g (M, O j). Isso também inclui
o volume de controld., como se vé na figura 29a. O raciocinio € anapaya §Nymax, porém

com o0 maximo valor. A saturacdo de égﬁ,@ extrapolada, com aproximacdo de segunda
ordem, até o vérticg é definida, usando a projecéo do tipo MUSCL, como:
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S, =8 +0s 0g, (189)

onde GSNE € o gradiente de saturacdo, obtido com a Técmddidimos Quadrados para o

volume de controld_, a partir de dados associados ao proprio volumeodeole e a vizi-
nhanca proxima (ver Apéndice C). O modulo do vemsicdo aﬁj representa a distancia

entre o centroide do volume de contrblee o vértice avaliadq .

Com base na premissa estabelecida na equacéo §188)liacdo de possiveis valores
extremos locais em cada vértigese d4, para a estratégia MLP, como:

min lﬁ] se SN,. ‘Svﬁ > (
1, se §,-§ =0

MLP

O parametro. .c representa uma funcao limitadora do tipo MLP pargrtice |

pertencente ao volume de contrale E importante notar que a fungéo limitadora ddarem
cada vérticej varia entre 0 e 1. Paﬁl“ﬂ}" =0 se tem uma aproximacgado de primeira ordem,

usualmente obtida na representacao de um chogsstwiacoes a fim de garantir alta resolu-
cao sem oscilagBes espurias. P;éjf‘éfp =1, obtido independente das razdes na equacéao (190)

serem maiores do que 1, a aproximacéao é de faattalerdem. Em geral, isso ocorre em re-
gibes suaves do campo de solucéo. Adicionalmenrimitador, valido de fato para o volume

de controleL, é obtido pela avaliacdo do menor valorﬂﬁLP em torno del. (OjOL), de

modo que:
MLP _—_ H MLP
v =min(2,) 301
Em todas as faced do volume de controlé, o valor atribuido ay!"" é usado na
extrapolagéo do tipo MUSCL d§,, de modo, que:
S, =S te0g 04, (192)

onde &ﬁ , € 0 vetor cujo modulo representa a distancia entrentroide do volume de con-

trole L e 0 ponto de quadratura na fade (ponto médio para aproximagéo de segunda or-
dem). A aproximacéo da equacéao (192) €, portante, dle oscilagcdes, mesmo para gradien-
tes acentuados em uma abordagem “multidimensionatjyue ndo necessariamente ocorre
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com funcdes limitadoras convencionais (baseadas/alkacdo apenas da face), como se vé
no capitulo de aplicagdes.

Uma variante do limitador MLP, ainda voltado exolamente para limitacdo de
aproximacoes de segunda ordem, foi proposta paréPmm (2012a). Nessa variante, a fun-
cao proposta por Venkatakrishnan (1995), ja aptadama equacao (177), é utilizada para
produzir uma funcao limitadora também do tipo MpBrém mais difusiva do que a definida

na equacado (190). Assim, em cada vértjceo volume de controlé , a razdol,, /A, €
usada, como (Venkatakrishnan, 1995):

A 2+ 20+
ﬁl\éLP—vk = | = (f 20+¢ (193)
I A o +wo+2+e€

inf

ondeA.

inf

representa a diferen@j - _S'VE em cada vérticqd . Da mesma formal,,, também

sup
representa uma diferenca. No entanto, essa setr@aaesaturacdo meédia no volume de con-

trole L e o maximo (ou minimo) valor médio de saturacireess atribuidos aos volumes de
controle em torno do vérticg. Na equacao (194) essa relacdo é melhor represepiar:

(194)

sup

Sumax— S» S€ § - §>C
sN,min__Svﬁ’ se ~§,i—_§<0

O parametras representa um namero pequeno, utilizado pararaliitesdes por zero
na equacao (193). Venkatakrishnan (1995) e, recemtie, Park e Kim (2012a), usam a rela-

~ 3 - P ~ . .
caoe’ =X (Ax) para definir essa constante, on#de é um parametro livre que pode variar

de acordo com o problema. No presente texto assenfe-=5 em concordancia com Park e
Kim (2012a). O valor médio dentre as areas (comgmio da aresta em 2-D) das faces do
volume de controle avaliado é representado pelanpatroAx (Park e Kim, 2012a). Os dois

parametros s&o definidos de modo que em regibeesus,,,, A, ~AX € ﬁj’“ELP‘Vk =1 (Ven-

katakrishnan, 1995).

Apoés alguma manipulacdo algébrica, chega-se numaafde representar a equacao
(193) frequentemente encontrada na literatura @&la2001; Mandal e Subramanian, 2008;
Delis e Nikolos, 2012; Park e Kim, 2012a; Park enK2012b).

2 2 2
MLP_Vk — 1 (Asup +& )Ainf +2A iansup

b A NG+ 20 +Asu;Ainf+£2

sup inf

(195)

Novamente, a funcao limitadora valida para o voluleecontroleL é obtida com o
minimo valor dentre os calculado em cada vérficende se obtém:

MR = min(ﬁ MLP- vk) (196)

L goc \ L
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A equacao (192) &, portanto, usada com a devidstisugdo. Na figura 30, os grafi-
cos que relacionam a razag,, /A, com o limitador obtido em cada vértige para o MLP
“tradicional” e sua variante “vk” (Venkatakrishnasfio comparados.

Fica claro que para uma dada faixa de valoreAggA, . (aproximadamente entre
0,5 e 2), se tem menores valores da funcgéo Iinﬁ&a@fwv“ do que da funcéo tradicional
41" . Paral, /A >2 o inverso ocorre, tornando inclusive a variante’ fmais compres-
siva, ja que o valor defj“’LlLP‘Vk chega a maximizar o valor do gradiem@f’f"vk >1). Na re-

gido com razdd,, /A, <0,5, as duas estratégias de limitagdo tem praticantentesmo
comportamento. Isso também ocorre para valoresorelgvados de,,,/A ., onde as duas

curvas tendem a um ponto em comum. Naturalmerste, s reflete no limitador valido para
o volume de controley™” ou /""", obtidos, respectivamente com as equacdes (191) e

(196).
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Figura 30. Comparacéo entre os gréaficos obtidosata variante da estratégia MLP para aproximagdeséd
segunda ordem. As duas curvas convergem para ouratario no eixo das ordenada em valores “indisiitde

Asup/A inf *

Na figura 31, o algoritmo da estratégia de limitabdLP ou MLP-vk é apresentado.
Cada volume de controle (VC) é avaliado, por meicseus vérticeg, onde se objetiva de-
tectar algum valor extremo local. Caso o volumeal®role seja identificado como “proble-
matico” (Park e Kim, 2012a), a variavel é recorigfiivem cada fack (figura 29a) com a
acao da funcao limitadora (MLP “convencional” ou RHK). Em caso contrario (geralmente
em regides de suavidade no campo de solucéo)iavelaé extrapolada sem a agédo da funcéo
limitadora, ou com esta unitaria, em todas as fdoaslume de controle avaliado.

Para aproximag¢des com ordem maior do que dois,igfiewl adicionais sdo impostas
para deteccdo de volumes de controle ditos “pradiens”. O critério utilizado na equacéao
(188), em muitos casos, omite a violagdo do Priaaip Maximo Discreto em aproximagoes
com funcbes quadraticas, cubicas, etc. (Park e ROfh4). Em aproximacdes com funcdes
lineares (segunda ordem), a avaliacédo do valoef@d sobre o vérticg¢, a partir do volume
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de controleL, em relacéo aos valores medios atribuidos a girgheincaM, (ver figura 29a)

é suficiente. Nesse caso, a satisfacdo do Prind@pMaximo Discreto e consequentemente a
condi¢cdo MLP, definida na equacéo (188), é verficapenas para o volume de controle ava-
liado (Park e Kim, 2012a; Park e Kim, 2014).

Avalie 0 VC para cada vértigepertencente ao VG
Soin< S, < S, deve ser satistei
: J ,

Valor
extremo
detectado?

Sim (regidonac suavi) Calcule o limitador

MLP ouMLP-vk

Nac (regido suav)

Calcule a saturacdo com aproximacao ge
Calcule a saturacdo com aproximacao de alta ordenlimitada no ponto de quadratur
alta ordem no ponto de quadratura & -3¢ & T,
o oo 28 Sy, = S 0§ O,
sMJ - % +U §( Dgu

~,!| Calcule o Fluxo Numérico e atualize a variayet
no tempo (usando Euler ou Runge-Kutta)

Figura 31. Algoritmo que representa a estratégi@MIlcritérios de deteccao de valores extremosgpaoi-
macdes com polinémios de grau um.

Em aproximacdes de maior grau (terceira ordem dorjn& necessario que as extra-
polacdo no vérticej, a partir de todos os volumes de controle quetitoem a vizinhanca

M, sejam avaliadas em relacéo aos valores mediostadojs, também atribuidos a essa vizi-

nhanca. A condicdo MLP é, portanto, estendida fmatas os volumes de controle que com-
pbde M, (Park e Kim, 2014). Dessa forma, valores extrefpodximos” aos pontos de qua-

dratura podem ser detectados. Esse critério adiciomminado na literatura (Park e Kim,
2011; Park e Kim, 2012a; Park e Kim, 2014) comodogio MLP aumentada cdugmented
MLP (A-MLP) é definido como segue:

siv,min < Svj ,min s N%J s ~%,maxS _\§,ma> (197)

onde SNi’mm e é\Nj,max séo, respectivamente, os valores minimo e maxeantrel os projetados

no vértice j, a partir da vizinhan¢d, (O DMi ), com a ordem de aproximacéo pretendida.
O valor extrapolado no vérticg com ordem maior do que dois é definido, em ummé#or
mais simplificada, como segue (Park e Kim, 2012ak I8 Kim, 2014):

~ -

S(4,)=5+2%(q,)+ 2% (8, )+ 29(d )+ 29 (¢ (198)
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onde 2% (&E]j), 20 (am), até 2 (am) representam a projecéo, no vetor posidﬁg),
do gradiente, matriz Hessiana e outros termos dienomais alta d&§,, respectivamente. O
polindbmio reconstrutor tem grax € proporciona uma aproximacao com orderil no erro
de truncamento (ver Apéndice C). O sobresddo(2) ,...(«) é uma referéncia ao grau do

polindbmio usado na reconstrucdo da variavel. Palaon entendimento, os termos polinomi-
ais de grau um (aproximacédo de segunda ordem)uedgia (aproximacao de terceira ordem)
sao dados por (Park e Kim, 2012a; Park e Kim, 2014)

Z0(d,)=08,m, 29(3)=5 ¢, A0, (199)

ondeH,, € a matriz Hessiana, definida no volume de camttotomo:

OZSN 62%
2
H, = o0x 0xo0y (200)
L aZSN 62%
oxoy oy |

Outra diferenca em relacdo as estratégias MLP dedtpara aproximacdo apenas de
segunda ordem é que a funcéo Iimitad&l%‘“"“’, definida em cada vértic¢ para a condi-

cdo MLP aumentada, assume um valor binario, O oN&b. ha uma gama de valores de
ﬁjALTMLP em funcéo da razaa, /A, como se vé no grafico da figura 30. Os termos que

inf ?
produzem ordem maior do que dois (matriz Hessiateaneos com derivadas de maior or-

dem) sdo anulados ou nao, a depender da satisfacéondicdo definida na equacao (197).
Dessa forma, tem-se:

A-MLP _
iL

{1, se a equacdo (197) é satisfeita 00

0, se a equacédo (197) nao é satisi

Usando um procedimento anélogo ao usado nas equddiB e (196), a funcao limi-
tadora aplicada a ordens maiores do que @is,valida para o volume de controle avaliado,

é definida como:

o, = min(ﬁ.’*:M”’) (202

ooc v it

Adicionalmente, Park e Kim (2012a) propdem queuasdes limitadoras, para ordens
maiores do que dois, atuem de forma hierarquicaxtfapolacdo da varidvel sobre um ponto
de quadraturay,, por exemplo, é dada por:

Sualdq)= S o2 (4, )0 20( g, )+ 02, )| (203)
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E importante notar que a funcéo limitadora que & termo de grau um, proporcio-

nando aproximagcéo de segunda ordgf{ ou ¢/"""™), é diferente das fungdes limitadoras

gue atuam nos termos com grau maior ou igual a@@s..,@({). A forma hierarquica pro-
posta por Park e Kim (2012a) faz com que os temheograu trés ou maior sejam desconside-
rados se a avaliacéo @%2) indicar violacdo da condicdo MLP aumentada paedoger ver-

tice | do volume de control& . Por fim, Park e Kim (2012a) também propdem dotgéros
adicionais, recomendados para deteccéo de valiresn®s em reconstrucdes com grau mai-
or do que dois 2.

No primeiro critério, a equacao (198), que extlagovariavel até o vérticg com a
ordem desejada € decomposta nas partes constaede,d de maior ordem, como:

S (d,)= 5 +29(9,)+29( 9, )+ 29( g )+-+2"(d) (204)
Constante Linear Maior ordem

A equacéo (204) pode ser convenientemente eseritaodo mais compacto, por:
S"’j(df,j)z_svﬁ-'-[( g,i)+‘/q( 9,) (205)

onde [(6Ej) e ﬂ(aij) representam, respectivamente, as partes linear adém mais

alta. Caso a condicdo MLP aumentada seja violadguatguer vértice do volume de contro-
le avaliado, o seguinte critério passa a ser al@ken cada veérticg .

se SNi((ij)>_$V’mm e[(agj)> Oeﬂ(agj)< o Max. loch

Y (om,05) ' '
£ =0,{ ou (206)
se §, (Et,-)<_%,max e[(ag'j)< Oeﬂ(agyj)> o Min. loc)l

(om;0j)

Caso uma das alternativas na equacao (206) sdjentaxa, significa que ha um valor
extremo local (maximo ou minimo) proximo ao vértealiado. O limitador para esse vértice

é, portanto, ativadoéj‘E’M“’ =0.

O segundo critério paraoﬁ(m) visa evitar que a fungao limitadora seja acionada,

um dado vértice, em regides suaves do campo ded&eolDessa forma, a relacdo que segue
deve ser satisfeita para cada vértice desativando a fungéo limitadora, i.éf‘f“"“’ =1,

mesmo que o critério da equacdo (206) seja confionf@ark e Kim, 2012a).

L

‘ﬁ <0.001 o

L
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Na figura 32, o algoritmo da estratégia MLP pameos maiores do que dois € apre-
sentado.

Avalie o VC para cada vértigepertencente ao Ve , a condicdo MLP aundmte
S S S S 9= SrwS  Srar deve ser satisfeita

v

. Ha (k) _
Valor Sim Avalie o detector Avalie as extremoseﬁ =0
extremo de extremos para equacoes
detectado? ple>?) (206) e (207 Verifique a
= orden k-1
B N Nao ha —1
N&c (Regiéo suav) extremos| @t =

Calcule a saturagdo com aproximacgaojde Calcule a saturagdo com aproximacéo de
alta ordem no ponto de quadratura alta ordeniimitada no ponto de quadratura
Sua= S 2+ 20 47 Suq =S 7400 [ 20+ 4 2]

Calcule o Fluxo Numérico e atualize a variavel
no tempo (usando Euler ou Ru-Kutta)

Figura 32. Algoritmo que representa a estratégi@Mumentada e critérios de detecgdo de valoresneodr
para aproximac¢des com polindmios de grau maiorugodpis.

3.4.5.Fluxo Numérico e Resolvedores Aproximados de Rieman

No contexto do Método de Volumes Finitos (e DifggnFinitas), algumas das estra-
tégias mais populares para a discretizacdo do®seadvectivos da equacao de transporte sao
aguelas baseadas no método de Godunov e 0s esquemascos ditos centrais. Esses es-
quemas séo caracterizados, respectivamente, posfumeéricos com ponderagdo a montan-
te, também chamados de fluxo do tigpwind (van Leer, 1979; Roe, 1981; Steger e War-
ming, 1981) e aqueles do tipocal Lax FriedrichgLLF) com adi¢do de dissipagdo numérica
(Kurganov e Tadmor, 2000; Kurganev al, 2001). Enquanto nos esquemas numericos cen-
trais, a velocidade de propagacdo da perturbagd@xetce influéncia explicita sobre a dis-
cretizacdo, devido a simetria aparente do estéaunil respeito ao sinal da velocidade de pro-
pagacao, nos Métodos de Ponderagcdo a Montdpteirid), a discretizacdo é feita seguindo a
orientacdo da malha e direcionada de acordo camabda velocidade de propagacao da per-
turbagcédo (Hirsch, 1992). Nos dois casos, dois estado avaliados. Esses séo definidos a
esquerda e a direita, como se vé na figura 21 ¢ségé4) para aproximacoes de primeira a

quarta ordem em uma representacao unidimensiorfalx® numérico_7, € entéo calcula-

do nas interfacel) dos volumes de controle, onde ocorre a descodtdei na variavel, de
acordo com a estratégia e ordem de aproximacaacdmot

Para dar uma visdo mais geral de como o fluxo namérdefinido no presente texto,
uma aproximacao de primeira ordem é tomada coneoérefia. Nas aproximacdes de baixa
resolucdo, ainda utilizada na maioria dos simulkgl@omerciais voltados para a simulacéo
de escoamentos em reservatorios de petroleo (Lasritevards, 2010), a variavel primaria é
constante em cada volume de controle, como ilustredfigura 21a. Nesses termos, um es-
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guema numeérico do tipdpwind € preferencialmente empregado na solucao da em(b48)
. Esse Resolvedor Aproximado de Riemann, tambérhenitio como Fluxo de Roe (Leve-
que, 1992) € dado como segue para a ordem de ayagid mencionada:

A (§W,)DN,J, se a,20
j;vRoeDNU - - _L )
Fo (8 )Ny, se @, < C

1J

(208)

O parametraa,, , que determina a ponderacgéao no referido fluxoyé@acidade carac-
teristica, definida em um contexto unidimensioramlequacédo (26). No presente casp, €
calculada para a face avaliada como segue (Lev&§9@2; Durlofsky, 1993; Helmig, 1997):

a, =aﬁ“—(SW)m.J (209)
as,

Quando necessario, i.e., para corre¢cdo de umavpbsgilacdo da entropia, um fluxo
numerico do tipd.ocal Lax-FriedrichgLLF) é utilizado como segue (Leveque, 1992):

FU5m, =%[(ﬁw (S)* 7 (3,)) TN -maxar (5 —‘@)} (210)

onde o termcmax|au|(§w - SV) representa a dissipagdo numérica, caracteristiesque-
R L

mas numeéricos centrais (Leveque, 1992).

Tradicionalmente, a corre¢do de entropia, proppstaShu e Osher (1989), é empre-
gada no modelo de Buckley-Leverett (Lamine, 200@)ssa estratégia o sinal da velocidade
caracteristica,, € avaliado nos estados a esquerda e a direitaddefacdJ avaliada. Nas
figuras 33a a 33c sao ilustradas inclinacdes (ddas) tangentes a pontos correspondentes
aos dois estados calculados para uma face geeénican modelo unidimensional.

2

(b) (©)
Figura 33. Curvas de fluxo em modelo 1-D com gradé ondeF, = f v- f A K(p,~p,) g e varia coms, .

Estados a esquerda e direita (pontos vermelhoshd@ados: (a) com estados a direita do pontocsdi(ib)
com estados & esquerda do ponto s6nico; (c) cadassem a esquerda e a direita do ponto sénico.

O comportamento do fluxé&,, (definido com velocidade total unitaria) em fungko
saturacdo de agua se da, nesse caso, para um rooghetpavidade (Lamine, 2009), o qual se
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caracteriza pela presenca de um ponto de estagoacamico, i.e., onde ocorre uma mudan-
¢a de sinal na derivada desses fluxo (ver se¢do 2.3

Enquanto os dois pontos, correspondentes aos siaidos, estdo a esquerda (figura
33a) ou a direita (figura 33b) do chamado pontacsbra solugdo numérica se d4 em concor-
dancia com o processo fisico esperado, satisfazenulimcipio da entropia (Leveque, 1992;
Lamine, 2009). Na figura 33c, os estados para @ d&aliada sédo observados em diferentes
lados do ponto sénico. Isso caracteriza uma muddasaal nos fluxos possiveis para a face
avaliada, o que pode ocasionar violacdo do priaalpi entropia na solucao produzida (Hel-
mig, 1997; Lamine, 2009). Para essa situacao xo ftio tipo LLF € usado, adicionando mais
difusdo numérica, no sentido de corrigir a violaga@ntropia como ja mencionado.

Nas figuras 34a a 34c, na auséncia de um pontoc{miavidade desconsiderada), a
correcdo de entropia proposta por Shu e Osher (189 atua. No entanto, a violagao da
entropia ndo ocorre apenas quando ha ponto séaicarma que representa o fluxo (Leveque,
1992; Helmig, 1997; Serna, 2009).

/

0 R
S,
c) (
/ \ /\
dS, oS, oS,
0 0-- 0---
S, O°F, S, S
(d) oS, e)( ) (f

Figura 34. Curvas de fluxo sem gravidade e suaaldasiem funcéo d§,, ondeF, = f v: (a) com indicac&o

dos estados a esquerda e a direita (pontos vershahmonto de tangéncia onde ocorre o choque;(()iedi-
cacéo dos estados a esquerda e a direita (pomtosles); (d), (e) e (f) velocidades caracteristigasitivas.

Avaliando a curva da derivada do fluxo com relag&aturacao de agua, ilustrada nas
figuras 34d a 34f, para um modelo sem gravidade, dlaro que o ponto de inflexdo nessas
figuras representa a mudanca de concavidade nasdi@4a a 34c, caracteristico de fluxos
nao convexos (Leveque, 1992). Para esses casogloaslades caracteristicas calculadas a
esquerda do ponto de inflexado (ver figura 34d)tese como resultado saturagcées maiores
proporcionando maiores velocidades caracteristasssimn como menores saturacdes propor-
cionam menores velocidades caracteristicas. Isstifida uma regido onde um choque, ou
frente de saturacdo é produzida. Por outro ladandm os estados (pontos vermelhos) séo
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definidos a direita do ponto de inflexao (ver figd4e), valores elevados de saturacéo impli-
cam em baixas velocidades caracteristicas, assito atenores valores de saturacdo propor-
cionam velocidades caracteristicas maiores. Eggaoraa referida curva, caracteriza uma
zona de rarefagao (Leveque, 1992). Segundo Hell8#@7(, quando os estados sao definidos
a esquerda e a direita do ponto de inflexdo, cdnstrado na figura 34f, a entropia pode ser
violada. O autor também destaca que se a satudacd@igua utilizada como argumento em um
dos estados for menor ou igual do que o valor tleasghio correspondente ao ponto de tan-

géncia §*™ na figura 34a, a entropia é satisfeita. No entemtefinigdo desse ponto se da

com um procedimento néo linear, seguindo o Métald/eélge (1952apudFanchi, 2001).

No contexto de magneto-dinamica, Serna (2009) grap@a correcao de entropia com
aplicabilidade em modelos com e sem gravidade.tératinvoca” o fluxo do tipo LLF para
mudanca de sinal na primeira deriva, calculadadwis estados da face avaliada, tal como
Shu e Osher (1989). Uma caracteristica adiciorsdadestratégia, leva em conta a avaliacdo
de mudanca de sinal na segunda derivada (ver f8fiifaigualmente obtida para cada estado.

O fluxo numérico proposto por Serna (2009) e adlpto contexto de escoamento
em reservatorios de petréleo por Soetal. (2015a), € definido na equacéo (211). Os fluxos
numéricos de RoaJpwind) e LLF sdo dados, respectivamente, pelas equé2é&se (210).

of _
% (s, 2e(s,)<0
. AL N, se { ou
oy Ny =97 P _ (211)
ATCRLTERE:
f;vfj"eDN,J, caso contrario

Nas aproximacdes de alta ordem do tipo MUSCL, #&val primaria € reconstruida
como descrito na secéo 3.4.4 para que se tenhanathar representacédo do campo aproxi-
mado. Apds a etapa de reconstrucéo e tomandora fducomo referéncia, a variavel prima-

ria S§,, ou o fluxo fracionériofW(SW), podem ser definidos em cada ponto de quadratura.

J  Ponto de quadratura 3 Ponto de quadratura

() (b)

Figura 35. Pontos de quadratura na face geniri€a) para aproximacéo de segunda ordem; (b) jmacxiana-
¢Oes de terceira e quarta ordem.

A reconstrucdo da variavel é, portanto, dada platdferet al, 1995; Clainet al,
2011; Ivan e Groth, 2011):
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Su(@)=s e rdravs | 5 a) a1

C

ondex € o grau do polinbmio reconstrut(n}m ¢ 0 vetor posicdo em? que define a distan-

cia entre o centroide do volume de contrblee o ponto de quadraturgver figura 35), com
i=1,2,.../, (ntmero de pontos de quadratura por face).

As diferengcasAx e Ay, sdo os componentes do vetﬁﬁ . Na aproximacédo de segun-

da ordem, apenas um ponto de quadratura € corthidel@ nas aproximacdes de terceira e
quarta ordem, dois pontos de quadratura sdo ceoadme por superficie de controle (Goosh,
2002). A avaliacdo proposta na equacgédo (211) éamor, feita em cada ponto de quadratura
(Caraeni e Hill, 2010; Claiet al, 2013). Assim, uma vez que se tem a variavelngooida
em cada um desses pontos, o fluxo numérico ndJacebtido como segue:

o, (& 1O (2

w s (Suelag (8]«
- Y@ i (S0 8 )T, se M (213)
w, N OS%V(SNEJ) a%(sﬁ,i)<0

Nq

> jfv”viR"e(SNE’i, Svévi)DT\lJ , caso contrario

i=1

onde w é o peso de Gauss associado a cada ponto de tyuadrgiizado para a integragao
numérica de Gauss na fddgGoosh, 2002). Para uma integragéo de segundmprde=1 e

S.. = §, (respectivamentes, ;= §, ). Nas integrais de terceira e quarta ordem, tem-se
o =w, =0,5 (Goosh e van Altena, 2002; Caraeni e Hill, 2010).

3.4.6.Formulacbes Verdadeiramente Multidimensionais

Os fluxos numéricos em equacdes hiperbdlicas dizadas sdo convencionalmente
definidos com ponderacao da variavel, utilizandenag um dos volumes de controle, deter-
minado pela direcdo do escoamento, que compartibdacel] avaliada (Aziz e Settari,
1979; Leveque, 1992; Fanchi, 2001; Cleeral, 2006; Islaret al, 2010). Alternativamente,
os dois volumes de controle também séo utilizadesamamados esquemas numéricos cen-
trados (ver secdo 3.4.5). Essa forma simples ddepagdo é predominantemente utilizada
nos esquemas numericos, independente da orierdagd&coamento ou grau de distorcdo da
malha, como se vé na figura 36.

Mesmo para aproximacoes de alta ordem, apesatrdéegsa de reconstrucéo da vari-
avel ter uma natureza multidimensional, devido antjdade de volumes de controle (vizi-
nhanca) utilizada na etapa de reconstrucao (véosgd.4), a variavel é extrapolada, com a
resolucdo desejada, até o ponto de quadraturacedlfaa partir de um dos volumes de con-
trole que constitui sua adjacéncia (Edwards e Rpded98; Edwards, 2006; Chueh al,
2010; Kou e Sun, 2010). Essa forma unidimensioaaptoximacdo produz resultados passi-
veis a orientacdo da malha utilizada, especialmgnémdo essa é estruturada (Letyal,
1989). Em areas como aerodinamica, esse tipo lgimia tem sido investigado e algumas
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estratégias numéricas foram propostas nos trabdihasvyet al. (1989), Powell e van Leer
(1989) e Powelkt al. (1993).

Orientagéo do X:I%%gide o, O 0O
escoamento
® @
Orientacéo do O O O
escoamento
@ R .I\7I
l][ o, () Q
[
® - @ @
O O ra O
(a (b)

Figura 36. Casos onde a orientagdo da malha egéicefaorientacdo do escoamento (onda) pode infaremo

valor de saturacao de agua obtido para o volunoeieole R: (a) malha distorcida e orientacdo do escoamento
na horizontal; (b) malha ortogonal e orientacd@stmamento inclinada.

No contexto de Simulacdo de Escoamentos em Redeostle Petrdleo, o chamado
Efeito de Orientacdo de Malha @urid Orientaton Effec(GOE) foi observado pela primeira
vez por Todcet al. (1972) em configuragcdes de um quarto de cinco fdcadicionalmente
utilizados na literatura como exemplos de veriff@apara esquemas numéricos. Segundo 0s
autores, diferentes resultados foram observadasdquaalhas cartesianas, com orientacdes
paralela e diagonal a orientacdo do escoamen@mnfempregadas. Os autores também rela-
cionaram a influéncia da malha adotada sobre ags@d obtidas com a razao entre as mobi-
lidades das fase#! . Segundo Branckt al. (1991), para razdes de mobilidade adversas
(M >1), instabilidades, inerentes a equacao de traresspoe esta sendo resolvida, tornam o
GOE mais pronunciado. Essas instabilidades nagdesgem com o refinamento da malha,
tornando a solucédo nao convergente (Yanosik e Mt€ma 1979; Ko e Au, 1979; Bajor e
Cormack, 1989; Branét al, 1991). Como consequéncia disso, solu¢des nursépicaco
confiaveis, mesmo para problemas muito simplespsaguzidas (Branét al, 1991). Ko e
Au (1979) se referem as instabilidades na frentsatiéracdo, proximo ao pogo injetor, como
dedos numéricosn@imerical fingery que ocorrem para razfes de mobilidade adversas. O
autores ressaltam que esses distlrbios numériocdsizgam um tipo de heterogeneidade em
meios homogéneos, gerando perfis de saturacdo rema fibe “bala” ullet-like) ou “chifre”
(horn-like). Por outro lado, razbes de mobilidade favoray®is<1) ou unitaria ndo defla-
gram essas instabilidades. No entanto, a influéheimnalhas cartesianas paralelas ou diago-
nais sobre as solugbes obtidas permanece de fooderada (Yanosik e McCracken, 1979;
Brandet al, 1991), tal como ocorre nos problemas de aeroda@@ronde ndo ha instabilida-
de oriunda de razdes entre mobilidades.

A relacdo entre a difusdo numeérica da equacaoetiiseras instabilidades fisicas que
deflagram os chamadosimerical fingerdoi inicialmente avaliada, para escoamentos imisci
veis, por Branckt al. (1991). Os autores fizeram uma analise de estall#i linear das equa-
cOes de fluxo e transporte e, diferente de outrabagdes desse género (Chuoke et al., 1959;
Perinne, 1961; Hickernell e Yortsos, 1986; Yortsosluang, 1986; Chikhliwala e Yortsos,
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1988), incluiram os efeitos do erro de truncamebassa forma, pdde-se avaliar se pequenos
erros, inerentes a equacgao na forma discreta,etres¢ quao rapido é esse crescimento para
alguns parametros fisicos e geométricos adotadssmaacao.

Além da razdo de mobilidade, que, como ja ditoladed a instabilidade e acentua
dramaticamente o GOE, fatores como a estratégigmximacao das mobilidades nas super-
ficies de controle e as relagfes constitutivasideredas na formulagcdo do problema também
podem favorecer ao crescimento das instabilidades.escoamentos do tipo pistgus{on-
like), nos quais ha uma menor zona de transi¢cdo ensataracdes das fases molhante e ndo
molhante, o GOE é mais pronunciado (Yanosik e Mckana, 1979; Ko e Au, 1979; Bajor e
Cormack, 1989). No que se refere a ordem de apepdmespacial adotada, kbal. (1981
apudBrandet al, 1991) sugerem que, em geral, esquemas numérmcaliadordem produ-
zem tanto GOE quanto os de primeira ordem. No &mt&nandet al (1991) também apon-
tam estudos onde aproximacgdes de alta ordem redazeftuéncia da orientacdo da malha
em certos casos (Toadd al, 1972; Frauenthadt al, 1985; Taggart e Pinczewski, 1987). A
densidade da malha também é citada por Bearad. (1991) como um fator de extrema rele-
vancia no crescimento das instabilidades, uma uezogerro de truncamento € inversamente
proporcional ao numero de volumes de controle {ouero de subdivisdes no caso de Dife-
rencas Finitas) que constitui a malha. Quao mdisada a malha, mais severo é o GOE
(Christie, 198%pudBrandet al, 1991). Ainda de acordo com Braetlal. (1991), a existén-
cia de uma difusdo de natureza fisica, como efigtoapilaridade, praticamente ndo interfere
no GOE, exceto em malhas refinadas ou onde osegatter velocidades sdo muito baixos.

Muitas estratégias tém sido propostas na literatargentativa de solucionar os pro-
blemas causados pelas instabilidades ou mesmd3@fio(Yanosik e McCracken, 1979; Ko
e Au, 1979; Bajor e Cormack, 1989; Bourgeat e Keelil995; Chert al, 1991; Maliska e
Czesnat, 2003). Na secédo a seguir, algumas dedsaiggias sdo brevemente comentadas. Os
esquemas numeéricos ditos Verdadeiramente Multidsioaais ouTruly Multidimensional
(TM), também chamadas de Orientados pelo Escoan{atwards, 2003; Hurtadet al,
2007; Lamine e Edwards, 2010; Kozdenal, 2011; Kozdoret al, 2012; Eymarcet al,
2011), que constituem a base da estratégia propospeesente trabalho, também sdo apre-
sentados nas principais variantes encontradagenatlira.

Estado da Arte para Formulacdes Verdadeiramente Muidimensionais (TM)

A multidimensionalidade das solucdes e consequeriémizacdo do GOE para o
contexto de escoamento multifasico em meios portesuossido almejada desde as observa-
cOes feitas por Todet al. (1972). O conceito de solucédo VerdadeiramenteiMolensional
(TM) nédo deve ser confundido com o conceito de tagéio Multidimensional, discutido na
secao 3.4.4. No presente caso, ha uma busca povdiezir solucbes numéricas inteiramente
comprometidas com a fisica do problema simuladn, gee nenhum tipo de viés seja produ-
zido pela orientacdo da malha empregada. Sendstietizacdo do dominio um procedimen-
to inerente a maioria dos métodos numéricos (exxetditosmeshlessonde a discretizacéo
convencional ndo é praticada), o desafio consastminimizacdo do GOE para o uso de ma-
lhas quaisquer. Além das intervencgfes proposta¥ aoosik e McCracken (1979) e Ko e Au
(1979) na equacéo que define os fluxos de Dareygepnente discutidas na secédo 3.3.3, traba-
Ihos envolvendo diferentes técnicas para o trattoraan mobilidade total também s&o encon-
tradas na literatura (Vinsome e Au, 1979; Brahdl, 1991; Hurtado, 2005). Nessas técnicas,
ganhos substanciais na reducdo do GOE sado obssnide Ultimos vinte anos, estratégias
de carater multidimensional tém sido aplicadasuagdip de transporte nas formulacdes se-
gregadas. Nesses casos, os fluxos numéricos nadisigs de controle tém sido ponderados
de acordo com a orientacdo do escoamento, obsamaadadjacéncias da face avaliada. Essas
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estratégias sdo comumente denominadas na liteomaMass Weighted-low Orientedou
Truly Multidimensional (Schneider e Raw, 1986; Trat al, 2005; Lamine e Edwards,
2010).

As primeiras aplicacdes de formulacdes ditas TMamexto do escoamento bifasico
de 4gua e 6leo em reservatoérios de petréleo foestasfpor Edwards (2003), restritas a ma-
Ihas estruturadas e com aproximacdo de primeiranardCom base na proposta de Colella
(1990), essa estratégia foi generalizada para sgl@isquer por Lamine e Edwards (2010) e
estendida para aproximacdes de alta ordem por leamikdwards (2013). Hurtadd al
(2007) adaptaram as ideias de Schneider e Raw ) 1&8&inalmente propostas no contexto
da dinamica dos fluidos computacional, e propusenara formulagdo TM com aproximacao
de primeira ordem e aplicavel a malhas quaisquarafbos os trabalhos, formulactesie-
centeredoram empregadas.

Enquanto na adaptacdo de Edwards (2003), os flexdsdimensionais nas superfi-
cies de controle sdo escritos apenas em funcaardemptros conhecidos, na estratégia adota-
da por Hurtadeet al. (2007), a composicao multidimensional que defimgacfluxo € funcéo
de um valor conhecido, associado ao volume de @enddjacente, bem como de um outro
fluxo desconhecido. Isso implica na necessidadsedeesolver um sistema algébrico local,
formado por todas as aproximagfes na regido degde avaliada. Esse sistema é formado
por matrizes com dimenséo igual ao niumero de fqwesoncorrem para cada vertice da ma-
Iha considerada, como ilustrado na figura 37a.

Regido de interacao _
Vazao na meia
face avaliadaEJ

Orientacdo do

escoamento .
Vazao na

meia face a
montante, Z.

[
B

() (b)

Figura 37. Definicdo de uma regido de interacdocda ao vérticel : (a) visao geral da regido de interacao
em relacédo & malha; (b) indicacdo dos pontos avedlie entrada de massa nas meias Ades EJ .

De certa forma, os coeficientes que compdem o fluxnérico em cada meia face séo
obtidos implicitamente. Por isso, esse tipo deatigia € denominada no presente texto de
Truly Multidimensional Scheme with Implicit Coaffits (TMSIC). E importante destacar
que coeficientes obtidos implicitamente ndo é anmaesoisa de uma aproximacado implicita,
em relacdo a marcha no tempo, para a equacaoutacsat. Apesar da necessidade de solu-
cdo de sistemas algébricos locais, a equacdo deagad aproximada com a estratégia
TMSIC continua sendo explicita no que se referavamco no tempo.
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Uma variantegell-centereddo esquema numérico adaptado por Hur&da (2007),
foi publicada por Kozdoet al. (2011), também com aproximacdo de primeira orderas
paco. Devido a formulacédo adotada no presente g&xtmteiramenteell-centereda varian-
te proposta pelos autores €, portanto, usada cefaeténcia para entendimento do método
(figuras, argumentos de entrada nas equacoes, etc).

E importante notar que a estratégia TM utilizadamzdonet al. (2011) faz a contri-
buicdo sobre a facé)l de maneira seccionada. Um fluxo numérico é caloufsara cada

meia face El e EJ na figura 37) e ambos s&o adicionados posteriagen®iferente de
Edwards (2003) que avaliou a influéncia da multefisionalidade na saturacdo de agua e
fluxo fracionario, Kozdoret al. (2011) fazem a combinacéo linear convexa apenias @a
fluxo fracionario. Nesse procedimento, regidesrderacdo sdo associadas a cada vértice da
malha, como se vé na figura 37.

Assim, tomando como exemplo o vértide a regido dual é delineada pelos centroides
dos volumes de controld.( R, W e M ) e os pontos médios auxiliareg (O, F e Z) das

meias faces em torno do referido vértice. O fluxmérico na meia fac&J, por exemplo, é
dado, por:

Jo INg, = fue, Ve, [N, (214)

—

onde os parametrogZ.,, V., e N_, sdo, respectivamente, o fluxo numérico, a velatida
total e o vetor normal associados & meia fade O fluxo fracionario TM Fw@ , calculado na

meia faceEJ, é definido pela combinac&o linear convexa aptasema equaco (215). Essa
combinacdo compreende um fluxo fracionario conlecadsociado ao volume de controle

adjacente (:), obtido da condicéo inicial ou passo de temperént e outro fluxo fraciona-

rio desconhecido, definido no ponto de quadrataranéia face a montant) (ver figura
37b).

fo, = (L) £+t (215)

Wey

O parametro de ponderacag.,, estabelecido para a meia fdEd, é funcdo da razéo
N\, definida entre as vazdes calculadas nas meias éamontante e avaliada, onde se tem:

}
|

A= (\7\7[;3; monane A :% (216)
J

I'I'Hl N<

J
avaliada BJ

Para garantir que a combinacéo da equacéo (2Ebilsdato convexa, uma funcéo de
controle, com acéo limitadora, € empregada, prodiazum valor normalizado entre 0 e 1
para . A funcdo de controle proposta por Schneider e R&®86) e adotada por Tran al.

(2005), Hurtadcet al. (2007) e Kozdoret al. (2011), faz com que o pesw’(A) assuma
bruscamente o valor unitario para toda raadmaior do que 1, tal como se vé a sequir:
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1, se N>1,
VIN
w™ (/\):min(l, max( O/\)): ((ﬁm)—mtame ,se A< 1 (217)
v
avaliada
0 se AN<O0

Kozdonet al (2011) nomeiam essa fungéao de controle cdmght Multidimensional
Upstream(TMU). E importante destacar que o que esta sehdmada de funcéo de controle
no presente texto €, em geral, chamado de fungétadiora. No entanto, essas fun¢cfes néo
devem ser confundidas com as func¢des limitadoréizagias para garantir monotonicidade
em aproximagoes de alta ordem (Kozeétval, 2011).

Nos casos em quA € maior do que 1, de acordo com a equacao (Zfl,é),z fwu'
dado quen; =1. Nessa circunstancia ha um desacoplamentf, deem relacéo &f,, . Para

entender a relacdo entre a razZdoe a multidimensionalidade do fluxo numérico caddal
em cada meia face, possiveis combinacdes entrazées nas faces a montante e avaliada,
apresentadas na equacao (217), sao ilustradaguna 88.

{

Orientagdo do 1};?:?9 na

escoamento Z)
Vazéao na
facegy

Figura 38. Vazdes nas meias faces a montahl¢ € avaliada EJ): (a) A <1 devido & vaz&o na meia face
adjacente ser de menor intensidade do que na awafaliada; (b)\ >1 devido a vazao na meia face a mon-
tante ser de maior intensidade do que na avalfapi&y = 0 devido & massa na face a montante sair do volume

de controleL ; (d) A =0 devido a vazdo na meia face a montante ser nula.

As magnitudes das vazdes nas discussoes a segassiciadas aos tamanhos das se-
tas sobre as meias faces ilustradas na figura 88riheiro caso, ilustrado na figura 38a,

uma fracdo de massa entra no volume de contrplgor meio da meia face a montai@ié, e
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deixa o referido volume de controle pela meia fagdiadaEJ. Dessa forma, a aproximacao
de fWEJ se da com contribuicdo dos dados a montante eéeh face avaliadd, e f, .

Sendo a vazdo na meia fad@ menor do que a vazdo na meia face avalladao pesoA,
estabelecido na equacao (216), € menor do queségidnda condicdo na equacédo (217), de-

fine o pesow™" (A).

No caso ilustrado na figura 38b, mais uma vez masta no volume de controle

por meio da meia face & montart@ e sai pela meia face avalia@ . No entanto, a vaz&o
na meia face a montante é maior do que a vazédoeiwm face avaliada. Considerando as

equacdes (216) e (217), tem-se gué" (A)=1. Ha uma predominancia da informag&o
associada a meia face a montante, em relacao raneféo associada ao volume de controle
L, sobre a meia face avaliada. Nesse caso, ocalesacoplamento dé, no calculo de

L

f

Weg

Nas figuras 38c e 38d, a aproximagéof@s € equivalente a produzida por uma for-

mulacdo unidimensional de primeira ordem com pagiy a montante. Na figura 38c, a
vazao sai do volume de contrdle pela face & montante. Assim, a Unica informacama-

tante da meia face avaliada é a associada ao valententrolel . Admitindo gue a massa
gue sai pela meia face a montante implica em umr vedgativo para a vazao utilizada na
equacao (216), tem-se que a terceira condicaowkc@q (217) € utilizada. Consequentemen-

te, w™ (A)=0ef, =f,.

Na figura 38d, o escoamento esta alinhado comeatagao da malha. Nao h4, portan-
to, vazao na face a montante e, naturalmenteyacéid descrita para o caso anterior se repete.
O esquema TM recai em uma aproximagédo convenciamdimensional (Hurtadet al,
2007; Kozdoret al, 2011; Keileglavert al, 2012). Isso indica que a formulacédo é TM ape-
nas quando necessario.

Na figura 39 as duas regides de interacdo sao awlastjuntas. Na regido de interacao

associada ao vértice (ver figura 39b),fWEI é definido, para a meia fad8 como uma com-

binacéo do fluxo fracionario avaliado no centrolde na meia fac®l . J& na meia fac&J,
de acordo com a discusséo anterior, o fluxo simpese tem um carater unidimensional. No
entanto, o fluxo numérico calculado sobre a fatarm|J permanece TM.

Hurtado (2005) prop6s algumas fun¢bes de contaie matureza continua, i.e, o de-
sacoplamento observado no caso ilustrado na fig8bando ocorre. Kozdoet al. (2011)
nomearam dé&mooth Multidimensional Upstrea(@MU) a fungdo que produziu, segundo
(Hurtado, 2005), os melhores resultado. A funcadaJSylportanto, definida como:

N
(A+1)

WSMU (/\) -

(318

Nessa abordagem, para qualguer valor\danclusive aqueles maiores do que 1, ha
contribuicdo dos dois termos da combinacéo lineavexa. Isso implica em uma suavidade
nos resultados numeéricos em alguns casos, comusseva no capitulo de aplicacoes.
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0 o o

Regido de
intera(;él\

&

Orientacdo do

escoamento \
O O ‘o) \

(@)

Figura 39. Regibes de interadéeJ: (a) regifes de interagdo em relacéo a orientdg&scoamento; (b) in-
fluéncia do escoamento sobre as combinagdes C(mqewadefinemfwé e fVWb . Aproximag&o TM na regido de

interacdd e unidimensional na regido de interadéo

Na figura 40, a relacao entre a razéce o pesow(/\) € mostrada para duas fungdes
de controle mencionadas.

Na funcdo correspondente a estratégia TMU podeeseomo a ponderacéo é brus-
camente posta como unitéria para qualquer rax&di. Com a fungéo de controle do tipo
SMU, diferentes valores d&, mesmo que maiores do que 1, produzem difereateses de
w(N). Dessa formap (A) =1 s6 € obtido quandd — o .

14—~ T Fm =--- - - - T - =
1 1 1 1
<12 | | | ™U
A e T [ -
E | | | — S
g | | | |
S : : :
© | | | |
E | ‘ ‘
o | | |
7777777 - - — = — = e - == - - = ]
18..0'8 | | | |
c | | | |
2 I | |
. | | | |
o6Fr-4- -1 - -
S i ' | ;
= | | | |
Q | | | |
Eoat /-0 R _
3 1 1 1 1
o | | | |
$ | | | |
gozff R :
| | | |
1 1 1 1
0 L L L Il
0 2 4 6 8 10
Peso calculado com razéo entre as vazles, A

Figura 40. Gréficos das func¢des limitadoras TMUa(let al, 2005) e SMU (Hurtadet al, 2007).
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Fazendo um raciocinio analogo ao desenvolvido @later a equacédo (215), os fluxos
fracionais para as outras meias faces pertencamegido de interacdh ilustrada na figura
39b, sédo dadas por:

fu, = (L=, f, + 5, f, (219)
fu, =(L-m4) f + 5,1, (220)
o, =(L-my) £, vty (221)

Escrevendo a equacéo (215) juntamente com as expuf0) a (221) na forma ma-
tricial, separando os termos conhecidos dos naleenisios chega-se a:

1 00 -w,|Mw]| [t-w) o o o ™
We 10 0 |Jh | | 0 (1-w,) O 0 o, (222)
0 0 1 -wy|lf, 0 0 0 (L) || f.,
W, 0 0 1 J|f (1-m,) 0 0 0 £

De maneira compacta, o sistema algébrico da eqagap pode ser escrito, como:
AT, =Bf , (223)

onde os vetore§, ef, representam, respectivamente, os valores de ftagmnario calcu-

lados nos centroides dos volumes de contréle, (f,, ., f, e f, ) e pontos meédios auxilia-
res nas facesf(_, f, ., f, e f, ) associados a regido de interacdo avaliada. Assm,
fluxos fracionais nos pontos auxiliares de cadaanf@te pertencente a regido de interacao
avaliada séo obtidos, como:

f =A"Bf (224)

Assim, os fluxos numéricos na equacao (148) podermaculados para cada meia fa-
ce do volume de controle avaliado. E importantsaksr que, quanto maior a densidade da
malha, mais sistemas algébricos locais, como ceaptado na equacédo (223), devem ser re-
solvidos. Nao ha na literatura, até o0 momento, diseussao detalhada sobre a influéncia da
solugéoa priori desses sistemas locais na elevacéo do custo cacignal.

Na estratégia TM proposta por Edwards (2003) erapeada nos trabalhos de Lamine
e Edwards (2010) e Lamine e Edwards (2013), naoekassidade de se resolver o sistema
algébrico local apresentado na equacéo (222). Gammencionado, a combinacdo convexa
da variavel em cada superficie de controle é famtessiderando apenas variaveis conhecidas.
Tomando o fragmento de malha ilustrado na figuravdise que para uma formulagcéo cen-
trada no vértice, a variavel é associada aos eérfic, B e T, por exemplo) e as faces do

volume de controle dual sdo definidas entre osraelets da malha primal (facbﬁVV, por
exemplo).
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Para calcular a variavel a esquerda da Ade (ver figura 41) é necessario estimar
qual volume de controle, dentfee B compdem a combinagéo convexa junto com o volume
de controlel . Analogamente, um volume de controle, de@re Z , também deve ser defi-
nido para compor, juntamente com o volume de clntig a aproximacao TM para o estado
a direita da face avaliada.

A definicdo de quais volumes de controle sdo cenadbs a montante no calculo de

cada estado na fad&M se da com base na avaliacao da orientacdo da dadiecestimada
sobre o ponto médio dessa face (seta clara sotaeeaVM ). Lamine e Edwards (2010)
usam médias aritméticas das velocidades normdiécés que compartilham os Vértiods e

M, respectivamente, mostradas na figura 41a. A nuafiaselocidades normais as faces que

concorrem para os pontd e W levam a uma velocidade média, atribuida a caddasses
pontos como se vé na figura 41b. Uma nova médra estvetores velocidade média calcula-

dos em cada centroideh?l( e W), define a velocidade média final sobre a facdiada (ver
seta sobre o pont& na figura 41).

Malha dual
(volume de controle)

&

O
Orientacdo do
escoamento

Velocidade normal média na meia face Velocidade média associa-
compartilhada pelo centroidé da ao centroid

(@) (b)

Figura 41. Esquema Verdadeiramente Multidimensja®aitrada no vértice, com coeficientes explicitak:
fragmento de malha com volumes de controle duaidistribuicdo das velocidades normais as mei&s fque

concorrem para os centroid® e W ; (b) velocidades médias associadas aos\hios W .

A orientacdo desse vetor resultante estabeledg sessume valor 0 ou 1. Como con-

sequéncia, isso define se a combinacdo convexguarels, por exemplo, da faveM é es-
tabelecida entre§, e S, (se a seta sobre o ponio sai del para3 na figura 41b) ou entre

S, €8S, (seasetasobreo ponio sai de4 para2 na figura 41b). Dessa forma, as combi-
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nacdes convexas para a saturacao de égwuaou diretamente para o fluxo fracion%, :
M M

considerando o estado a esquerda daViéide s3o dadas como:
Sw =(1_£Mv?/)$w +5mw[fﬁ S, +(1-¢¢) §] (225)
fus = (17 &) T + [ e T +(1-0e) T ] (226)

O parametro, . tem a mesma aplicabilidade do pesp, na equacao (215), i.e., de-

fine a proporcédo entre as superficies de contnaéaala (| ) e adjacenteB ). Detalhes sobre
como essa proporcao se da podem ser encontradosneime (2009).

Deve-se notar que essa “dicotomia” ndo existe tratégia proposta por Schneider e
Raw (1986), adaptada por Hurtadbal. (2007), Kozdoret al (2011) e Keileglavemt al
(2012). A avaliacdo dos termos que compdem a cagémconvexa € restrita a cada regido
de interacdo como ilustrado na figura 39b.

Embora a obtencéo de coeficientes explicitos pasegcama vantagem para as estra-
tégias TM de Edwards (2003) e Lamine e EdwardsQR@lforma com que a orientacdo do
escoamento é definida, usando médias de velocidentesis as faces, pode apresentar pro-
blemas do ponto de vista numérico. Segundo Lan2d@9), oscilacbes espurias séo verifica-
das nos experimentos numéricos quando significarsteacdes no campo de velocidades ou
malhas muito distorcidas séo consideradas. Issoeyatevido ao fato do esquema nao res-
peitar a regra de positividade dos coeficienteslaudo a segunda lei da termodinamica lo-
calmente. Possivelmente, isso ocorre devido a @naarrespondéncia entre a orientacdo do
escoamento definida segundo as médias de velosidadma orientacdo do escoamento defi-
nida de forma mais local, levando em conta apenaszbes nas faces a montante e avaliada,
tal como é feito por Hurtadet al. (2007), Kozdoret al (2011) e Keileglavent al (2012).

Nas secOes a seguir, duas novas estratégias Tlgkgdostas. Caracteristicas presen-
tes nos esquemas numéricos de Hurttda. (2007) e Lamine e Edwards (2010) sdo combi-
nadas de modo que se tenha uma multidimensionalidadariavel definida apenas com va-
lores conhecidos sem, no entanto, ter que ressistamas algébricos locais, como feito por
Kozdonet al (2011). A definicdo da orientacdo do escoameagoirsdo medias de velocida-
des, como feito por Lamine e Edwards (2010), tamédlasnecessario. Adicionalmente, uma
nova estratégia para reduzir o GOE em problemasnoalhas ndo ortogonais também é in-
corporada as duas estratégias propostas a sequir.

Estratégia Verdadeiramente Multidimensional com Cofcientes Explicitos (TMSEC-1)

Na presente secdo uma variarmel-centered das formulagées TM apresentadas na
secao anterior € proposta. Importantes caractasgstios esquemas numéricos discutidos nos
trabalhos de Edwards (2003), Hurtagtal. (2007), Lamine e Edwards (2010), Kozdstral
(2011) e Lamine e Edwards (2013) sédo conservadassd\proposta, a aproximacdo TM em
cada meia face da regido de interacao avaliadisaépf meio apenas de valores conhecidos.
Uma combinacgdo linear convexa simples, com doidgsoreé empregada de acordo com a
orientacdo do escoamento. Os coeficientes queemefrs fluxos numéricos sao, portanto,
explicitos. Dessa forma, ndo h4 necessidade déveesistemas algébricos locais como na
estratégia TMSIC. Essa primeira proposicao € chamadpresente texto deuly Multidi-
mensional Scheme with Explicit CoefficientecTMSEC-1). Aproximacdes de primeira e se-
gunda ordem séo consideradas para essa propbstantadescrito a seguir.
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Dado o fragmento de malha ilustrado na figura é8i0es de interacdo sao definidas
para os vértice$ e J, assim como feito para a estratégia TMSIC. Maia uez, cada regiao
de interacdo é delineada pelos centroides e pantokares, definidos no meio de cada face.

Regido de interacao
Orientacdo do
escoamento

(@) (b)

Figura 42. Regibes de interacdo associadas alfacé) viséo geral do fragmento de malha com indioadp
volume de controle no qual a equacéao discretacdvida; (b) regido de interacad e vazdes sobre as meias

facesEJ e ZJ; (c) regido de interacéb e vazdes sobre as meias faédse Gl .

Tomando como exemplo a regido de interacadustrada na figura 42c, se tem mas-
sa saindo do volume de contrdle pela meia faceEl . Também se observa massa entrando

no mesmo volume de controle por meio da meia @ceSeguindo um raciocinio analogo ao
desenvolvido, na se¢ao anterior, para fundamengstratégia TMSIC, fica claro que dados

associados aos volumes de contrble(adjacente) eC (a montante) estdo a montante em

relacdo a face avaliadd&(). Dessa forma, considerando uma aproximacao TMrideeira
ordem, definida apenas por valores conhecidosixo firacionario no ponto de quadratura da
meia face avaliada é escrito como uma combinag&arliiconvexa de valores dg, projeta-

dos nos volume de controle adjacente e a montahteymo se observa a seguir:

fo, =15 ) f + 1 £, (227)

onde, assim como na equacao (21152', € o fluxo fracionario TM de primeira ordem. O peso

w,, e definido como nos trabalhos de Hurtatlal (2007), Kozdoret al (2011) e Keilegla-

ven et al (2012). As funcbBes de controle, TMU, apresentaalaaquacao (217), ou SMU,
apresentada na equacao (218), também sdo empregadefinicdo adequada desses pesos.
No que se refere a regido de interagdeer figura 42b), o raciocinio é anélogo ao de-

senvolvido para a figura 38c na estratégia TMSI@s$4 sai do volume de contrdlepela

meia face & montant&Zl . O volume de control&/ n&o contribui para a abordagem TM.
Assim, a Unica informacdo a montante em relacdeia face avaliada € a variavel associada

ao volume de controle adjacerite Por issow, = 0. O fluxo fracionario na meia fadgJ &,
portanto, definido por:
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fu, =(1-7%,) fu 95,1, (228)

Uma vez quewi, =0, da equagdo (228), tem-se qlﬁ% = fWE, tal como em uma

aproximacédo convencional, do tippwind com caracteristica unidimensional.
Seguindo a proposta de Lamine e Edwards (201Q)raxianacdo TM também pode

ser feita para a saturagdo de dgua. Para a mei&faa versdo TM de§, € dada por:

Sw, =(1-75) S+ S, (229)

O fluxo fracionéario passa, portanto, a ser TM pelacdo dada a seguir:

f=f.(5,) (230)

Wgy =)

Em aproximacdes de alta ordem (com extrapolac&gpddUSCL), o procedimento
utilizado por Lamine e Edwards (2013) é aqui adépi@ara um contexto centrado na célula.
Os termos da combinacéo linear convexa presensesquecoes (227) e (228), ou mesmo na
equacao (229), para o caso em @jee TM, sdo extrapolacdes lineares a partir do cieter

do volume de controle avaliado até as respectivaasiaces avaliada e a montante. Na figu-
ra 43 essas extrapolacdes sao indicadas por $iatess (continuas). Uma indicacdo da com-
binacdo entre os valores extrapolados tambémtéaitizs(seta com linha tracejada).

Extrapolacao do
centroide[ paraa

Extrapolacdo do meia faceg|

centroideyy para a
meia facezj

Ponderacéo
entre os valores
extrapolado

Orientacdo do
escoamento

A\

Extrapolagdo do
centroideC parad
meia faceg

Extrapolag&o do centroide
para a meia fadeJ
(@) (b)

Figura 43. Indicacdo das extrapolacdes (tipo MUSEra as meias faces avaliada e a montante. Assata
linhas continuas indicam a extrapolacao: (a) paesido de interacad ; (b) para a regido de interagéio

As composic¢des apresentadas com aproximacao deiggiordem nas equagodes (227)
e (228) sao escritas com aproximacao de segundenpmbmo:

fo =1y ) f, +wf,

wg, El

(231)
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fo, =(1-w,) £+ f (232)

Wg, EJ Wo,4

onde f, e f

We,

sao os valores TM dos fluxos fracionarios com @pnacéao de alta ordem,
obtidos nas meias facdd e EJ, respectivamente (ver figura 43). O parémei;g é o flu-

xo fracionario obtido na meia fadél como uma funcéo da saturagépa , extrapolada de

acordo com as equacdes (179) e (180), apresemtadagao 3.4.4.
Analogamente, os parémetrd@él e fvsz séo os fluxos fracionarios, de alta ordem,

calculados nas meias faces a montante, para asragiibs apresentadas nas equacoes (231)
e (232). Assim comd,,,_, os fluxos fracionariodf, e f, também s&o obtidos a partir dos

valores reconstruido§, e S, nas face$Gl e ZJ, respectivamente.
Gl Z)
Vale ressaltar que os termdg e f, ndo devem ser confundidos, uma vez que o
primeiro é uma composi¢do TM definida sobre a rfeaia avaliada. szWEI , € um dos termos

levados em conta nessa composicdo. No entantoiuelrmente, € possivel se té;a = fwa'

Isso ocorre paray;, =0, como ilustrado na figura 43a. Dessa forma, axam@cdo TM re-

cai na aproximacéao convencional de segunda ordem.

Aproximacdes com ordens maiores do que dois po@ertrigialmente deduzidas fa-
zendo um raciocinio analogo ao desenvolvido paapraximacao de segunda ordem. Natu-
ralmente, a reconstrucdo adequada e o niumero despaa quadratura envolvido na integra-
cdo em cada meia face devem ser observados. Na 3d¢B, esse procedimento € detalhado
para uma aproximacao de até quarta ordem em esgurmericos convencionais, i.e., sem
o carater TM.

As estratégias TMSIC e TMSEC-1 podem ser companaolagie se refere ao nimero
de operacdes de ponto flutuante para se obterefigientes necessarios ao céalculo dos fluxos
numéricos. Na estratégia TMSIC, esses coeficiesiespara cada regido de interacdo, obti-
dos apds o calculo da inversa de uma mairie posterior multiplicacdo dessa por uma se-
gunda matrizB , conforme se vé nas equacdes (223) e (224). Ess&®m0s coeficientes sao
obtidos diretamente, ja que sédo definidos expfioiiate, como se vé nas equacdes (227) e
(228), por exemplo.

Para aproximacfes de primeira ordem, onde a eXaigimdo tipo MUSCL néo € ne-
cessaria, apenas a quantidade de operactes deflptrdate (somas e multiplicages) é con-
tabilizada para a operacdo observada na equacédp (A2a malha estruturada e regular, co-

mo a ilustrada na figura 38 é usada como referé8eigundo Hunger (2007), a relag&oB
quando A™* é desconhecido, requém,ir]3 +m @)/2 multiplicagdes e(mf\r]3 -m @)/2
somas. Nesse casm, e n, sdo, respectivamente, o nimero de linhas da matre o nu-

mero de colunas da matrB. As duas matrizes tem numero de linhas e colujnsss ao
namero de meias faces pertencentes a cada regiatedecdo, como se vé na equagao (222).
A decomposicédo de Cholesky € recomendada pelo patarpromover a inversao da matriz
A, dado seu desempenho em relacdo a outras técUitesvez que existe uma regido de
interacdo para cada veértice da malha, o nimeromase multiplicacbes cresce com o refi-
namento da malha.
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Estratégia Verdadeiramente Multidimensional com Cofcientes Explicitos (TMSEC-2)

Nesta secdo, uma segunda estratégia TM com caréisiealculados explicitamente é
descrita. A proposi¢cdo é aqui chamadaddy Multidimensional Scheme with Explicit Coef-
ficients 2(TMSEC-2). Assim como na proposta apresentad&gé&osanterior (TMSEC-1), na
estratégia TMSEC-2 ndo ha necessidade de montageigiio de um sistema algébrico lo-
cal para cada regiao de interacao avaliada.

Como se sabe, na estratégia aqui chamada de TMSIzaridveis sdo escritas inici-
almente com dependéncia em outras variaveis, tandedconhecidas. As equacdes (233) a
(237) sdo um exemplo dessa abordagem. Apds a sdliacdistema algébrico local para uma
dada regido de interagao, tal como se vé no pnoesdo descrito entre as equacdes (223) e
(224), essas variaveis passam a ser definidas spenéuncao de termos conhecidos. A pro-
posta aqui € produzir esse resultado sem que segssario resolver o referido sistema algé-
brico. A avaliagdo da estrutura das matrizes obtaden a abordagem do tipo TMSIC funda-
menta a criacdo de uma equacédo geral, explicita, qzala meia face avaliada. Nesse caso,
aproximacoes idénticas as do tipo TMSIC s&o ohtifllEsn disso, aproximag¢des com segun-
da ordem de acuracia também sdo naturalmente a@bgintcomo se verifica no final desta se-
cao.

Algumas possibilidades de distribuicdo de velocddadm uma regido de interacéo
genérica sao ilustradas na figura 44. A avaliaggsek cenarios leva ao entendimento de co-
mo reescrever explicitamente a aproximacao doit8IC.

Velocidades
Regido de nas meias Regido de
interaca faces interaca:

(@) (b)

Figura 44. Regides de interaciioom distribui¢do de velocidade entre as meiasfdeg velocidades em senti-
do horério e anti-horario na mesma regido de igéra(b) apenas um sentido (anti-horario) é obseryara a
mesma regido de interacéo.

Inicialmente, a saturacdo TM no ponto de quadraderaada meia face da regido de
interacdal, ilustrada na figura 44a, € escrita, segundoratégia TMSIC, da seguinte forma:

S, =(1-w,) S+ w S, (233)

Sp, =(1- ) S+ W, § (234)
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Sy, =(1-w,) S, + W, §, (235)
S, =(1-w) §, + W, § (236)

S, =(1-w,) §+w g (237)

Alguns conceitos fundamentais devem ser introdgzigiotes de avaliar a relacéo
TMSIC — TMSEC-2. Para cada meia face avaliada,dmnuma, uma ou mais meias faces

ditas & montante. Para entender esse conceitojgafame OJ, no fragmento de malha ilus-
trado na figura 44a, € tomada como exemplo. Odeud velocidade (ver setas) nessa meia

face é o mesmo observado nas meias f&k® ZJ, i.e., nessas trés meias faces a velocida-
de é distribuida no sentido anti-horéario. Assinmgesee dizer que as meias fade$ e ZJ
estdo & montante em relacdo a meia fade Da mesma forma, a meia faZzd esta a mon-
tante em relacdo meia fags e, analogamente, a meia fa@d também esta & montante em
relacdo a meia facEJ , porém no sentido horario (ver figura 44a).

O numero de meias faces a montante em relacdo aen@ameia face avaliada é€,
nesse texto, representado pof, - , com UHF significand@pstream Half Face<O niumero
total de meias faces, em cada regiéo de inter&gdefinido por A/ ,,. , com HF significando
Half Faces Deve-se notar que para cada meia face pertenaeetgdo de interagdbna fi-
gura 44a, tem-seV . # V. . Seguindo 0 mesmo raciocinio, para as mesmas faees
na figura 44b,. V. = V. . Essa relagdo é relevante para a obtencdo daimpigio ex-

plicita pretendida nesta secéo.
Outro entendimento importante esta no que aconfgaedo uma dada meia face nao

esta & montante em relacédo a meia face avaliadeafao a meia fac&J na figura 44a, se
observa que a meia facd) , por exemplo, ndo estd a montante em relacdo afaxs avali-
ada. A massa sai do volume de contidlepelas referidas meias faces. Nesse caso, a Unica

informacdo & montante para a meia face avali&@ih), representada na equacéo (236) se-
gundo a estratégia TMSIC, € composta exclusivanyeitevariavel associada ao volume de

controleU . Isso é equivalente a uma aproximagao unidimeasbtoadicional, onde se tem:
W; =0 e §, =g (238)
Por outro lado, quando se avalia a meia fBde se observa que a meia faGé esta

a montante, como ja mencionado. Assim, substitueamuacdo (236) na equacédo (235) e
fazendo algumas manipulacdes algébricas, se obtém:

S, =(1-w,)S +w(-w) s+ ww.s @3

A saturacdo TM definida na equacéo (239), paraia faee FJ, ainda é dependente
de SNE , que também é um valor a ser determinado. No Enttendo em vista a equacgao

(238), a equacéao (239) pode ser reescrita como:

S, =(l-wy) S WS (240)
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A aproximacdo da equacado (240) € equivalente asquia obtida com a estratégia
TMSEC-1 para a meia facEJ . Essa equivaléncia ocorre quando a meia faceaaaatem
apenas uma meia face a montante, como discutidodmana secao.

Em um caso um pouco mais complexo, a meia @deilustrada na figura 44a, tem
as meias face€J e ZJ a montante. A aproximacdo TM da variavel segun@steatégia
TMSEC-2 é, portanto, obtida substituindo a equ28@) na equacao (233), que por sua vez
é substituida na equacéo (234). Adicionalmente,itaeka w,, =0, com argumentos seme-

lhantes aos empregados para definir a equacédo. @83 algumas manipulacdes algébricas,
se obtém:

S, =(1-v5) S+ w(1- W) S+ wow S 40

Deve-se observar que para a meia f@dea aproximacéo TM, estabelecida na equa-
cdo (241), envolve dados associados a trés voldme®ntrole. Todos a montante da meia
face avaliada (ver setas na figura 44a)

Um terceiro caso, ilustrado na figura 44b, envalue situacdo extrema, porém pos-
sivel de ocorrer. Nesse caso, ha um escoamenioogieim torno do pontd. A relagcéo
Noe =NV, oOcorre para todas as meias faces avaliadas. Temdasta a distribuicdo de

velocidades ilustrada na figura 44b, as saturagéssneias faces sdo aproximadas segundo a
estratégia TMSIC, onde se obtém:

S, =(17 W) S+ W, G, (242)
S, =(1-v6) 8.+ W, § (243)
S, (17 W) §,+ W §, (244)
Se. =(1-W) &+ W § (245)
Su, =(1-W,) S+ W § (246)

Mais uma vez, pretende-se reescrever essas apgbpasidem que seja necessario
propriamente resolver um sistema algébrico locakdd caso ndo ha nenhum pesaual a
0, tal como observado nos dois casos anterioreenimto, independente disso, o procedi-

mento desenvolvido até aqui se repete. Assim, tdmarmeia fac€EJ , por exemplo, tem-se

as meias faceZJ, GJ, FJ e OJ a montante. Substituindo as equacdes (243) a (2:46)
equacao (242), se obtém:

Se =) S+ w| (- w) §+ (- W) s+
We; [(1_ w,) Se T W [(1_ W) %t W 8 ﬂﬂ

(247)
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ApOs passar todos os termos relacionadcﬁvga para o lado esquerdo da equacao
(247) e algumas manipulacdes algébricas, se obtém:

= 1
S 7 (1_WEJ\NZJV\6J We; V%J) [(1_ V\éJ) §/E W (1_ \%) % *
We, W, (1_ V\éJ) %’m W, W, Vé[;l(l_ V¥J) \% + (248)

Wes Wz Vi Wi, (1_ V%J) %R}

As aproximacdes obtidas nas equacdes (240), (2424& podem ser escritas como
uma formulagéo generalizada para cada meia fadedaaA figura 45a € tomada como refe-
réncia, inclusive para a nomenclatura usada.

. . Meia facei Saturagao recgnstruida
Meia facei-2 na meia facg §,
C

Extrapolacéo da variavel {J
em aproximacdes de
segunda orde

Meia facei -1

(@) (b)

Figura 45. Regibes de interacdiqa) com indicacdo da meia face avaliadautras a montaniel ei-2. O

mesmo raciocinio se aplica aos volumes de cordraladoC e a montant€€ -1 e C-2; (b) com indicacao
das extrapolac@es até os pontos de quadraturprasnaacdes de segunda ordem.

Assim, para cada meia face em uma dada regiaotel@géo, a variavel§, ou f,)

pode ser calculada com aproximacao de primeirangrdegundo a orientacdo do escoamen-
to, por:

(
[EEY
3
X
&
I
.
VR
=
iR

Su =(W—HE] (1-w) g, + wmj(l— W) %, (249)

1_|j_=le

Relacionando a equacéo (249) com a figura 45a servwdque a meia face avaliada é
referenciada por. As meias faces a montante séo, portantd,, i-2, ..., i -V ,. Da

mesma forma, o volume de controle imediatamente@tante, adjacente a meia face avalia-
da, é referenciado po€, assim como outros, mais a montante, €&8el, C-2, ...,
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C-N,- As satura(;(”)eﬁNé, SNH, etc, sdo aproximacOes de primeira ordem, conr valo

projetado sobre todo o volume de controle.
Deve-se notar que a equacéao (248) é prontamentaamm a equacdo (249). Basta

assumir qud =EJ, i-1=2ZJ, i-2=GJ e assim por diante. No que se refere aos volumes

de controleC =L, C-1=U e C-2=M . Como todas as meias faces tém pesatiferen-
tes de zero, ja queV . = NV =, 0 produtorio no denominador da equacéo (249) éamé

diferente de zero.
O mesmo néo ocorre com as equacgdes (240) e (24lyemqueN . Z NV, (ver

figura 44a). Nesses casos, pelo menos um pesmulo, fazendo com que o denominador na
equacao (249) seja unitario. Mesmo quando néo lesrfeces a montante da meia face ava-
liada, a equacgéo (249) recai na aproximacao t@watiunidimensional, tal como pode ser

observado fazendo=GJ no cenario ilustrado na figura 44a. Nesse cadq,. =0 e a
equacéao (238) € obtida.

Uma forma equivalente a apresentada para a eq@248p porém com aproximacao
de segunda ordem no erro de truncamento, podeseaimente obtida como:

max WJHE)( k-1

S, =m{(l- w) S, + M V.vmj(l- W) Q} (250)

1—|j_:le

ondeS, ¢ a saturagdo TM com aproximag&o de segunda grrconfundirS, com S, ).

As saturag(”)eSNN, , SN , etc, sdo extrapolacdes avaliadas nos pontosatEajura das meias
C C-1

facesi, i —1, etc, a partir dos respectivos volumes de contigieontanteC, C -1, etc, tal
como indicado na figura 45b (setas tracejadas)fiRgré importante observar que as equa-
cOes (249) e (250) podem ser facilmente escritedote fluxo fracionario como variavel.

Comparacéo Entre as Estratégias TMSIC, TMSEC-1 e TBEC-2

Na presente secdo, diferentes variantes da es&rdt®lgsdo comparadas no que se re-
fere & aproximacao da variavel nas meias faceadbewwlume de controle avaliado.

A estratégia comum aos trabalhos de Hurtedal (2007), Kozdoret al (2011) e
Keileglavenet al (2012), aqui chamada de TMSIC, é comparada coduas proposi¢coes
apresentadas na secao anterior, nominadas TMSETMSEC-2. Na figura 46 dois frag-
mentos de malha séo ilustrados e tomados com@nefarpara a comparagao entre as referi-
das estratégias.

Dado que a abordagem de Hurtadal (2007) énode-centeredpor razdes didaticas,

e sem que se perca generalidade, as analises aivgsrsdo todas feitas com abordagem
cell-centeredtal como nos trabalhos de Kozdetral (2011) e Keileglavent al (2012) e nas
proposicdes apresentadas na secao anterior.

Inicialmente, o caso ilustrado na figura 46a éiadal A distribuicdo de velocidades,
mostrada para a regido de interaddoa figura 46b, é frequentemente encontrada em pro
blemas classicos como o de ¥ de cinco pocos corhantartesiana (Edwards e Rogers,
1998).
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Regido de _ N
interaca
e @

Orientacdo do
escoamento

(@) (b)

Regido de
interacédo

Orientacdo do
escoament

©) ' (d)

Figura 46. Regibes de interadaeJ para duas malhas: (a) fragmento de malha quadeangpnm regides de
interacdo definidas; (b) detalhe da regido deagé) com indicacdo das velocidades nas meias facefsac)
gmento de malha triangular com regides de interdefinidas; (d) detalhe da regido de interat@dom indica-

¢do das velocidades nas meias faces.

Assim, considerando a estratégia TMSIC com aprogdéimale primeira ordem, os va-
lores TM deS, para as meias facds], OJ, FJ e ZJ, pertencentes a regido de interagio

sao obtidos da seguinte forma:

S, =(1- W) S+ W § (251)
Sp, =(1- ) S+ W, § (252)
(253)

. :(1_ V\h) $Vm + WJV@J

FJ

EU)(
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Su, =1 W) S+ W, § (254)

Nota-se que as equacdes (251) a (254) sao depesadkntvalores conhecidos, associ-
ados aos respectivos volumes de controle a monentdores desconhecidos, associados as
respectivas meias faces a montante. Escrevendyasdes (251) a (254) na forma matricial,
tal como na equacdao (222), se obtém:

100 -w,][S] [(1-w,) o o o |[%
-w;, 1 0 0 ol | 0 (1-wy) 0 0 |]S, (255)
0 01 -wl||l§, 0 0 0 (w)l||s,
-w,, 0 0 1 ||g (1-wy,) 0 0 0 |g,

As saturagdesS, , §, . S, e S, séo, portanto, obtidas com a determinagéo da

inversa da matriz do lado esquerdo da equacédo €8bhseguinte multiplicacdo dessa pela
matriz do lado direito da referida equacao. Conuxil@ do Wolfram Mathematica® (Wol-
fram, 1991), as saturacdes nos pontos de quadiddsrmeias faces pertencentes a regido de
interacaal séo definidas como:

S| Tt o o o %
e, | _ | Woo (1-w,) 00 |]3 (256)
e 0 0 (1-w,)||s,
S, 1 o o o0 J|g

Uma vez que a forma matricial apresentada na equaé®) ¢ dependente apenas de
valores conhecidos de saturacdo, associados agse®lde controle pertencentes a regido de
interacdal, as equacodes (251) a (254) podem ser reescrisegdante forma:

0T N (257)
S, =(17 W) S+ W, § (258)
S, =(1-w) S, +w § (259)
S, =S (260)

yA| L

Para a configuracéo ilustrada na figura 46b, dism& da regido de interacdcse-
gundo as duas variantes TM propostas no preseat@to, recaem no mesmo resultado obti-
do com a estratégia descrita nos trabalhos de Koetdal (2011) e Keileglavest al (2012).

Na proposta TMSEC-1, a variavel TM é simplesmestgi como uma combinacao
convexa entre dois valores conhecidos, associaogaumes de controle ditos adjacente e a
montante, tal como descrito na pagina 123 e eqed@2¥) a (232). Quanto a avaliacdo das

meias facesEJ e ZJ, as aproximacdes dﬁv@ e SNﬁ com TMSEC-1 recaem nas equagoes
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(257) e (260), respectivamente. Nas duas meias,faceassa sai do volume de contrble
pelas respectivas meias faces ditas a montanten Ass pesosv;; e W,, sdo nulos e a Unica

informac&o a montante para as duas aproximacossti@cao associada ao volume de con-

trole adjacentd. (ver figura 46b). Da mesma forma, empregandoratégia TMSEC-2, na
qual a variavel em cada meia face € definida pglegio (249), as equacdes (257) a (260)
também sé&o igualmente reproduzidas. Nesse casdyénéderenca entre as trés estratégias
avaliadas. No entanto, tomando uma segunda coa@garde malha e distribuicdo de veloci-
dades, ilustrada nas figuras 46c¢ e 46d, diferesigagicantes aparecem a depender da estra-
tégia TM empregada. As equagles definidas para i face da regido de interagio
segundo a proposta TMSIC, sao dadas da seguimefor

S, (1 W) S+ W, §, (261)
S (17 wy) S+ W (262)
S, =(1- ) S, + W, S, (263)
S =17 W) S+ Wy S (264)
Sy, =(1-wy) §, + W, § (265)
Sy, =(1- ) S, + W, &, (266)

Assim como feito na equacédo (255), as equacdeg €@8366) sdo escritas em uma
forma matricial, na qual se obtém:

(1 00 0 0 -w,]l™
W, 1 0 0 0 0|3
0 01-w, 0 0[S, |._
0O 00 1 -w, O]l|s [
0 00 0 1 -w,llg
0 00 0 -wy, 1|z
] (s, (267)
(1-w,) 0o o0 0 0 0
0 (1-w,) 0 0O 0 0 ||
0 0 0 (1-w) 0 0 || S
0 0 0 0 (Twy) 0 |ls,
0 0O 0 0 0 (Fwy)||s,
0 o 0 o 0 (Fw,) S%
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Mais uma vez, seguindo o procedimento descrito @a@so anterior, necessario a ob-
tencdo da equacéo (256), as saturacdes nos pentpsdraturas das meias faces pertencen-
tes a regido de interacddver figura 46d) sdo escritas da seguinte forma:

%NEJ I (1— W, ) 0 0 0 0 We; | SNE
e We, (1— V\LEJ) (l— V\%) 0 0 0 V5 W, SNF"e
‘?N@J _ 0 0 0 ( 1=, ) Way ( v, ) Wes Vi SNQ (268)
Su 0 0 0 0 (Twy) wy |[S,
s 0 O 0 O 0 1 1ls.
SN@ B O O 0 0 0 ' - SNL)

Deve-se notar que, apos a solucdo do sistema mlgélafinido na equacédo (267), no-
vamente as saturacfes nas meias faces sédo fured@sage valores conhecidos, associados
aos volumes de controle pertencentes a regidotde@dol. Nesses termos, as equagdes
(233) a (266) podem ser reescritas como:

S, =17 W) S+ W § (269)
S, T(1- W) St (1 w) §+ W WS 270)
S, (1) S, w(1- W) S+ ww S 07
S =17 W) S+ W § (272)
Su, = S (273)
Se, = S (274)

Essas mesmas aproximacoes, porém obtidas comatégist TMSEC-1, sdo definidas
da seguinte forma:

S, =17 W) S+ W § (275)
Su, =(1- W) S, + W, § (276)
S, = (17 v5,) §, + W, 8, (277)
S =17 W) S, * W § (278)
S, = S, (279)
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= §, (280)

Assim como nas equacdes (257) e (260), para o pomaso avaliado (ver figura
46a), as equacdes (279) e (280) também tém umecarditimensional. Isso ocorre devido a

massa sair do volume de contrtle pelas meias face&J e OJ. Dessa forma, a Unica in-
formacdo a montante para essas meias faces éwelassociada ao referido volume de con-
trole, SNU (ver figura 46d), tal como ocorre nas formulagdess tradicionais.

Por outro lado, comparando as equacgdes (269) a €@ as equagdes (275) a (280),
fica evidente a diferenca entre as equacdes (2118 em relacdo as equacdes (276) e (277)
respectivamente. Na estratégia TMSIC, utilizadammzdonet al (2011) e Keileglavest al
(2012), o acoplamento entre as equacdes em algumias faces produz uma certa robustez a
essas aproximacdes. Nesse caso, as saturacbesinasanesF) e GJ, por exemplo, sao
uma composu;ao dos dados associados aos volumesnttele R, L e U (ver equacéo

(270)) eW, M eU (ver equacdo (271)), respectivamente. O mesmdtadslé obtido com
a estratégia TMSEC-2, onde o valor da variavel adaaneia face é definido pela equacéo
(249). Por outro lado, as aproximacbes com TMSE@pitesentadas nas equacdes (276) e

(277), sdo compostas, respectivamente, por dadosiados aos volumes de contrile L e

W, M. A consequéncia dessa diferenca pode ser obsemgaeremplo, apresentado na se-
céo 4.3.4 (escoamento tipo pistdo com elevada @z awbilidade).

Basicamente, o que diferencia as estratégias TMSICMSEC-2 da estratégia
TMSEC-1 € que nas duas primeiras, o calculo dawariem cada meia face € influenciado
por todas as meias faces com velocidade a morgantelacdo a meia face avaliada. Na es-
tratégia TMSEC-1, apenas uma meia face a montaotegderada na composi¢cao multidi-
mensional, independente da configuracdo de malfiatebuicdo de velocidades. Tomando

como exemplo a meia fag®J na qual a massa vai do volume de cont\;ﬁlqaara 0 volume
de controle@. A vaz&o calculada sobre as meias fdddse ZJ seguem a mesma orientacéo
de GJ. Dessa forma, os dados & montante dessas trés faeés contribuem para o célculo
implicito (TMSIC) ou explicito (TMSEC-2) dSNGJ , tal como se vé na equacgao (271).
Deve-se observar também que na avaliacdo da mu@ath, apenas a meia facg)
tem vazdo com orientacdo semelhante (ver figura. 48u isso a aproximacao obtida com

TMSIC e TMSEC-2, apresentada na equacdo (272)fmitigh & obtida com a estratégia
TMSEC-1.

Modificacdo para Malhas Distorcidas

Na presente secdo, a aproximacdo TM que convelgiente segue a orientacdo do
escoamento apenas pela razécentre as vazdes nas meias faces avaliada e antenéa
modificada. O efeito da multidimensionalidade deogpnacdo em cada superficie de contro-
le € aumentado ou diminuido em func¢éo da distodgémalha adotada. Dependendo do an-

gulo @ entre as referidas meias faces (ver figura 47)fator multiplicador0< x(6) < 2

modifica a razao\ e, consequentemente, o pesc™.
A modificacdo, aqui proposta, é restrita a funcdaantrole do tipo SMU devido ao
seu comportamento suave (ver figura 40). Para gaalgzao/\ , hd um valor correspondente

de w". Assim, a influéncia de um fator multiplicadgn{8) sobre a razéd\, elevando ou
diminuindo seu valor, sempre vai proporcionar umonpeso w" "W (Modified Smooth
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Multidimensional Upstreajn O mesmo n&do ocorre para a fungdo de controlgpdoy ™"
na qual se temw™" =1 para qualquer razas >1 (ver figura 40). Nesse caso, eventuais
valores de)((e) >1, representando um aumento na multidimensionalidadaproximacao,

n&o influenciamy ™" se A, definido pela raz&do entre vazdes, ja tiver vahitario ou mai-
or do que um.

o 0 o
ig-f_g
_WE
4 o

O—F=0; —O

|
SR
o O O
(@)

Figura 47. Malhas onde a multidimensionalidadeddiacgio € ampliada ou restringida: (a) ndo ha infti€da
distorg&o angulard =90', x(8)=1; (b) o volume de control& esta mais & montante da meia faée,

6<90, x(6)>1; (c) o volume de controlé estd menos & montante da meia faEg 8>90°, x(8)<1.

Assim, o pesow*™ originalmente calculado pela equaco (218), éificado pela
influéncia da distor¢cdo angular da malha, senddaptw, dado como:

M-SMU _ X(e)/\

Y Tex(o)n]

(281)

Tomando a figura 47 como referéncia, o valor TMSjeé definido na meia facéF ,
dependendo da orientagdo do escoamento, pela cagibirconvexa entrSNM e 5%, em

aproximacdes de primeira ordem, Sy e SN em aproximacodes de alta ordem. O raciocinio
M L

é analogo pard,. A ideia dessa intervengdo € que para malhasaréeg onded =90 (fi-

gura 47a), se tenhg(6) =1, e consequentemente;" " = 9°M. Apenas a razo entre as

vazdes nas meias face avaliada e a montante detemd quao multidimensional € a apro-
ximacgdao. Por outro lado, distor¢des na malha daméioenciar a combinacéo linear convexa
dada pelas equacgbes (227) a (229), (231) e (23BHpender do angulé formado entre as

meias facesIF e JZ, no exemplo ilustrado na figura 47. P#&& 90 , o volume de controle
L esta mais proximo da meia fadé onde o fluxo numérico é calculado (ver figura 47b)
Nesse caso, a contribuigéo 8¢ ou f, a partir desse volume de controle deve ser mais at
ante. Na presente proposta, o valor maximo admﬁhia)((e) € 2, dobrando o valor dé&
quando o angul@ tende para 0. Seguindo 0 mesmo raciocinio, paesao ilustrado na figu-
ra 47c, onded >90', a contribuicdo da varidvel avaliada a partir dtume de controle.
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sobre o fluxo na meia facgF deve ser reduzida. Assim’,(é?) tende a zero para um angulo

@ proximo del80.
A relacéo entre o angul e o fator multiplicador)((é?) €, no presente trabalho, dada

pelas seguintes funcdes:

Xx.(6)= max{ 0( 2—%)} (282)

X,(6) = max{ 0( i i/%i 1}} (283)

Na figura 48, os graficos relacionando o angulalideorcdod com os fatores multi-
plicadoresy, (8) e x,(6) s&o ilustrados.
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Figura 48. Gréficos que relacionam o angéldormado entre as meias faces avaliada e a morgante® fator
multiplicador )((9) para as duas estratégias apresentadas nas eq{28g)es (283).

E possivel verificar que, na préatica, a diferengtaesas duas propostas pqréﬁ) esta

no valor do fator multiplicador para um dado angigodistorcdod. No entanto, ambos tém
em comum o valor unitério para malhas ortogonélis 90°). No capitulo de aplicagbes, o
efeito das funcbes apresentadas nas equacdesg423B) sdo observados. Os resultados
obtidos com a combinacdo convexa, definida comso peodificadow" "V, sdo devida-
mente comparados com os resultados obtidos comprasimacdes TM definidas com os pe-
sosw™V (Schneider e Raw, 1986; Trahal, 2005) ew " (Hurtadoet al, 2007; Kozdon

et al, 2011).
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Aplicacoes

4.1. Introducéao

No presente capitulo as técnicas numeéricas apesento longo deste trabalho tém
seu desempenho avaliado na solugao de problempsspos na literaturdbénchmark). Em
alguns casos, ha a necessidade de adaptacéo denppkem relacdo a abordagem original.
Essas adaptacdes compreendem mudanca na malh&éagieseconstitutivas adotadas nas
publicacbes de referéncia. Assim, caracteristieascplares da formulacdo avaliada podem
ser melhores exploradas. Inicialmente, problemasrgpresentam o escoamento monofasico
em reservatorios de petrdleo, heterogéneos, abjgods ou com as duas caracteristicas, sao
avaliados. O desempenho das formulacdes baseaddétado de Volumes Finitos do tipo
MPFA, reproduzidas da literatura (Aavatsmatlal, 1998; Edwards e Zheng, 2008; Clen
al., 2008) e descritas na sec¢éo 3.3.2, é confromtachoo desempenho obtido com o tradicio-
nal Método de Volumes Finitos TPFA, largamente asewh simuladores comerciais para
aproximar os fluxos de Darcy (Peaceman, 1977; Rgpnti989%pudAavatsmark, 2002).

Nas aplicacdes voltadas para o escoamento bifadgms algoritmos ja existentes na
literatura ou aqui propostos séo avaliados pelagra vez no contexto da simulacdo de es-
coamentos em reservatorio de petroleo, incluindtuagdes limitadoras do tipo MLP, pro-
postas por Par&t al. (2010), a correcéo de entropia, proposta por S2020), e uma varian-
te das formulagOes ditas Verdadeiramente Multidsiterais com correcdo para malhas dis-
torcidas, além das solugbes obtidas com ou semtantiento de pogo apresentado na segéo
3.4.2. As equacdes que representam as relacOa#dores utilizadas nos problemas de es-
coamento bifasico foram todas apresentadas noutaf@te aqui sdo apenas referenciadas
com possiveis mudancas em seus coeficientes.

Em alguns problemas, ha a necessidade de quantifiGarros nos campos de pressao,
vazao ou saturacao, obtidos numericamente, enicebagalores de referéncia. Esses, por sua
vez, podem ser a solucdo analitica do problemaolug&s numeéricas obtidas com malhas
muito refinadas e uma formulagéo classica e robdisggonivel na literatura, uma vez que
nem sempre se tem a solugéo analitica do problésnaormas do maximog_ ), L; (E,)e

Lo (E, ) sdo empregadas na quantificacdo desses errosenéssariamente no mesmo pro-
blema. Cada uma das referidas normas é dada, tigapsente, pelas seguintes relacdes

(Carvalho, 2005):
E; =max|u(X)- (284)
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E|l_11 —_i=1 o (285)
Qi
M )
2 (u(®)-1) o
Sy =k (286)

ondeu(i) e U sdo os valores da pressdo, velocidade normakaoiasaturacéo, calculados

em cada ponto de colocacdo com coordermadabtidos por meio das solucdes analitica e
numérica, respectivamente. O parame@oé o volume (area em 2-D) de cada volume de

controlei onde a solugéo € avaliada. Na avaliagédo dos pam@so campo de velocidadé€s,
é substituido pof,, que representa a area de cada face (comprimardcedta em dominios

2-D) que constitui o volume de controle. Essa mcaifio se d4 uma vez que a velocidade é
obtida nas faces dos volumes de controle. As tdganvergéncia nas aproximagcdes nume-
ricas dos campos de pressdo, velocidade e satuRy¢&ado calculadas, como:

_log E: (h)/EX (h)]
log(h,/h)

, com u=p,v,§ e Fo 1; (287)

ondeh é o tamanho médio do volume de controle em cagg&b coordenadx €y). Esse
parametro é equivalente/sx = Ay em uma malha cartesiana regular. Mesmo em ma#ms n
estruturadad) é aproximadamente equivalente ao tamanho do dominicada dire¢cao coor-
denada, dividido pelo nimero de subdivisbes addtb@p 1/16; 1/32; etc.).

4.2. Escoamento Monofasico

Na presente secdo, a equacdo (24) é resolvida mwamente para trés problemas
benchmarkencontrados na literatura. Os dois primeiros cé&wmssolugdo analitica conheci-
da. Dessa forma, a representacao exata de campases e a obtencdo da taxa de convergén-
cia esperada, para cada formulagéo, é avaliadaobt@suidades no campo de permeabilida-
de, distorcbes na malha e anisotropia sdo fatareggdem implicar na inabilidade de se ob-
ter solugOes lineares por parte e com taxa de cg@éneia de segunda ordem (Aavatsmark,
2002; Lipnikovet al, 2007). No terceiro caso, 0 respeito ao princgue extremos (valores
méaximos ou minimos) é avaliado para um meio heéreg, com elevada anisotropia e sujei-
to a condicBes de contorno que delimitam o maximadremo valores admissiveis para se ter
coeréncia com a fisica envolvida no problema.
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4.2.1.Escoamento Monofasico Unidimensional em ReservatoriHeterogé-
neo e Isotrépico

Inicialmente, avaliam-se as formula¢des numéridasaalas no presente trabalho para
resolver a equacéo de pressao, quanto a sua cag@aeunh reproduzir, exatamente, um campo
de pressdes com distribuicdo linear. Para issoptablema adaptado de Reetsal (2004
apud Carvalho, 2005) é utilizado na presente secaday@es dessbenchmarkpodem ser
encontradas nos trabalhos de Eigestad e Klaus&)(20Queirozt al, (2014). O problema
consiste em um dominio com dimensdes [0,2]x[Old$triado na figura 49a. Esse é constitui-

do de dois materiais isotropicos com diferentesreal de permeabilidade, cujos tensafes
e K, (ver figura 49a) sdo dados, respectivamente, por:

10 2 0
K,= , X<1,  K,= , x>1 (288)
01 0 2

Condicoes de contorno de valor prescrito (Dirighleom pg,=0 em x=0 e

Py =1 em x=2, séo atribuidas as fac€g , a esquerda e a direita do dominio ilustrado na

figura 49a, respectivamente. Adicionalmente, unradig@o de fluxo nulo é atribuida as faces
I, superior e inferior do referido dominio.

Ty
[ D Ao !/_ SRS I PRI 2PN

YN
g
N
N

pEsq pDir

(@) b) (

Figura 49. Escoamento monofasico unidimensionales@rvatério heterogéneo e isotrépico: (a) dondain-
putacional e representacdo das duas rochas; (bprmangular utilizada com 4x2 subdivisfes.

A solucgéo analitica, utilizada como parametro deréacia no célculo das normas de
erro, € dada da seguinte forma:

pEsq+ M &X, se ij
(BTN LS
1 Kl 1
p(x)= @8
Poy — M (|—X), se X> ]
(,-1)-%z1,
Kl
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ondel, e | sdo os comprimentos do trecho a esquerda da diescdade de material e do
reservatorio inteiro, respectivamente (ver figugm) Os escalare&; e K,, multiplicam

uma matriz identidadé e definem os tensores apresentados na equagjo (288

Em problemas com natureza unidimensional (ver digd®a), cuja distribuicdo de
permeabilidade se da de forma descontinua, solugdaséricas ditas lineares por parte (Aa-
vatsmarket al, 1996; Eigestad e Klausen, 2005; Gao e Wu, 2@H0) exatas em cada trecho
do dominio, & montante e a jusante da descontideidaso confere a formulacdo numeérica
uma caracteristica relevante (Aavatsnetril, 1996).

Na tabela 1, se verifica que as formulacbes TPFRFAMO, MPFA-FPS e MPFA-
Enrichedproduzem, para o problema em discusséo, errosatgnies ao “zero de maquina”,
l.e., conseguem reproduzir a solucdo exata, pdegpadma malha triangular, estruturada,
com 16 volumes de controle (ver figura 49b) ézailia. No entanto, para qualquer densidade
de malha utilizada, a mesma solucéo é obtida.

Tabela 1. Erros, segundo as normas do maximg € L,, para o campo de pressdes e velocidades obtidos co
0s esquemas numéricos TPFA, MPFA-O, MPFA-FPS e MBh#ched

Método EP E’ EN
TPFA 1,65x10" 5,80x10™ 3,43x10"
MPFA-O 2,33x10° 1,39x10% 3,75x10"
FPS 7,77x10% 2,22x10% 2,47x10"
MPFA-Enriched 1,33x10" 5,64x10% 2,60x10"

E importante ressaltar que muitas formulacdes nicasérmesmo do tipo MPFA, n&o
sdo habeis para obter esse tipo de aproximacas @Res, 2004 apud Carvalho, 2005;
Chang e Yuan, 2009). Queiret al. (2014) observam que formulagbes centradas n#acélu
com construcao nao linear do operador eliptico gtiep 2005; Lipnikowet al, 2007; Chang
e Yuan, 2009), podem né&o preservar a linearidadesdacdes. Em geral, nessas formula-
¢cOes, a vazdo em cada face do volume de contcestruida também com o auxilio de va-
lores nodais de pressao. Esses, por sua vez,tsfipoiados e escritos com dependéncia nas
pressdes associadas aos volumes de controle emmdercada né. Para certas estratégias de
interpolacdo, possiveis descontinuidades na distdb de permeabilidade sdo suavizadas
(Lipnikov et al, 2007; Chang e Yuan, 2009). Nesses casos, adsoapyoximada n&o repro-
duz exatamente campos lineares por parte (Queiralz 2014).

4.2.2.Escoamento Monofasico em Reservatério HeterogéneoLevemente
Anisotrépico

No problema, obtido de Edwards e Rogers (1998gservatorio é levemente aniso-
tropico (ortotropo) e heterogéneo. Dois materiaimgdem um dominio quadrado de dimen-
sées [0,19 com descontinuidade em=0,5, como mostrado na figura 50a. Os tensores de

permeabilidade considerados séo dados, como:
50 0 1 1 0 1
K, = ;X< K= , x> 9
- {o 1} 2 - {o 10} 2 @
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A solugéo analitica, que também € aplicadalejmcomo condicéo de contorno de Di-
richlet, &€ dada por:

2(xYy), se x< 0,k
p(xy)=1"" (201)
2 (xy), se x>0,
onde z (x,y) e p,(x y) sdo, respectivamente, obtidos por:
K KY 4 K> 4
A= s T X =~ ——— Yy (292
Kz K7 Ky -2 K71yy+1 K2 K1_2 ﬂy.kl
i K> K> ) i K K )]
Yy
./72(X, Y):1+ Ky -1 4x + 4x -
Ky KX \KY KX K
— =2+ L -2+ +1
Ky “)ky K2 kY
b ) 4t - (293)

K;X 4y2
(K -2 K—1W+1
K KY
Os parametro¥K,* e K}, nas equacbes (292) e (293) sédo os componentznédia

do tensor de permeabilidadg,, & esquerda da descontinuidade. Analogamétifee K3’
sdo componentes do tendy, a direita da descontinuidade, como indicado gnardi 50a.

N U e
: S
| SssreZate
! e
AYY Kz .E""
..."‘
Nug g
...“-
A
Ny
(@) (b)

Figura 50. Escoamento monofasico em reservatotardgineo e ortotropico: (a) dominio com dois nigter
(b) uma das malhas utilizadas (com 16x16 subdisjsde avaliacdo de cada formulacéo.
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No presente caso, uma malha quadrangular distoroltala de Edwards e Rogers
(1998) é empregada com densidades variando eatfe?8 subdivisdes em cada direcég)(
Erros e taxa de convergéncia para os esquemasinasaqui abordados sao, portanto, apre-

sentados nas tabelas 2, 3 e 4. Os erros séo opptdasas normas do maximo valdr, (),
apenas para a pressad,.g para pressdo e velocidade. A taxa de convergpacsapressao e
velocidade é calculada segundo a equacao (287).

Tabela 2. Erros e taxas de convergéncia para ocdmpressao, segundo a norma do maximo valoy, (para
os esquemas numeéricos TPFA, MPFA-O, MPFA-FPS e MPhrched

Norma
. do Max. _ _ _ _ -
Método ftaxa de h—}é h _%6 h= 32 h —%4 h_%ZS
converg.
EP 5,49x10° | 6,09x10" | 6,55x10" | 6,75x10" | 6,86x10"
TPFA
RP -1,48x10" | -1,05x10" | -4,30x10° | -2,34x1C°
EP 1,35x10° | 5,45x10° | 1,65x10° | 4,68x10° | 1,27x10°
MPFA-O
R® 1,31 1,72 1,81 1,88
MPEA- EP 1,34x10° | 5,14x10° 1,60x10° | 4,54x10° | 1,27x10°
FPS R? 1,38 1,67 1,82 1,83
MPEA- EP 1,37x10° | 5,30x10° | 1,57x10° | 4,56x10" | 1,52x10°
Enriched  RP 1,37 1,75 1,78 1,58

Tabela 3. Erros e taxas de convergéncia para ocdmpresséo, segundo a normapara 0os esquemas numé-
ricos TPFA, MPFA-O, MPFA-FPS e MPFAariched

Norma L,
Método /taxa de h=}é h=%6 h= 39 h:}{54 h:%28

converg.
= 1,42x10" | 1,39x10' | 1,49x10' | 1,50x10" | 1,50x10"

TPFA
RY 3,04x10° | -9,47x10° | -8,16x10° & -2,15x10°
EP 4,74x10° | 1,50x10° = 4.14x10° | 1,08x10° | 2,74x10°
MPFA-O

RP 1,66 1,85 1,94 1,97
MPEA- EP 4,78x10° | 1,61x10° | 4,58x10" 1,20x10* | 3,08x10°
FPS R 1,56 1,81 1,92 1,97
MPEA- EP 4,63x10° | 1,53x10° | 4,34x10" 1,14x10* | 2,94x10°
Enriched  R? 1,59 1,82 1,91 1,96

Conforme esperado, a solu¢cdo numérica do problemdiscussao nao converge, para
pressao ou velocidade, quando o TPFA é usado.tér¢® angular da malha, associada aos
tensores de permeabilidade adotados, produzem semémw representados pelo TPFA. Isso
leva a solugcdo numérica de outro problema fisiomacdemonstrado em Carvalho (2005).
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Iogz(erro)

Comparando os resultados obtidos com as formulad@épo MPFA, se verifica nas
tabelas 3 e 4 e figura 51, taxas de convergénciapteximadamente, segunda ordem para o
capo de pressao. A avaliacao dos erros na velagidadicam uma taxa de convergéncia de
ordem maior do que um. Apenas a norigaé empregada nesse caso. Embora seja menos

conservadora, em relacdo a norma do maximo valp), @ normaL, é largamente emprega-

da na literatura nesse tipo de andlise (Crumptaal, 1995; Lipnikovet al, 2007; Cheret
al., 2008; Edwards e Zheng, 2008; Gao e Wu, 2010).

Taxa de Convergéncia para o Campo de Velocidade

T T T ey i 10 T T \ T T \ T
I I I , horma I I I
0F---- ] max I I I TPFA, normal ,
| | | TPFA,normaL2 | | |
! ! ! 8-~ 1T T TTT T T T T —+—MPFAQ, normalL, B
! ! ! —+— MPFA-O, norma L ! ! !
‘ ‘ i max | | | —o— MPFA-FPS, normaL2
! ! ! ---+--- MPFA-O, norma L, 6l - - ] ) B
! ! ! ! T ! —s— MPFA-Enriched, norma L ,,
5l - - - ___|--_]—e—MPFAFPS, nomal ! ! ! ‘ ‘ ‘ ‘
| | | | | | | | | |
i i i ---e---MPFA—FPS,normaL2 a4k - - -+ i S
| | | —s+— MPFA-Enriched, norma L | | | | | | |
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|
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| | |
.10 ! ! ! !
3 35 4 4.5 5 55 6 6.5 7
Iogz(h)
(a) (b)

Figura 51. Gréficos de taxa de convergéncia: (8 pa&ampo de pressao utilizando as normas do maxator
L. e L,; (b) para o campo de velocidade utilizando a notma

Ainda de acordo com os dados apresentados naadabel 4, a formulacdo MPFA-O
proporciona o menor erro dentre 0s obtidos consqaamas numéricos do tipo MPFA. Uti-

lizando a normd.,, obteve-se um erro de 2,745¢1para o campo de pressao e 1,72péra

o campo de velocidade (ver tabelas 3 e 4). Ambtsgasdcom malha de 128x128 subdivi-
soes.

Os esquemas numéricos MPFA-FPS e MErAichedtém comportamentos similares
para a referida norma de erro (ver figura 51a)uPeas melhorias sdo observadas na avalia-
céo da presséo para o MPEAfiched Da mesma forma, essa leve melhoria também é vista
na avaliacao da velocidade com o uso do MPFA-FPS.

Para os erros obtidos com a norma do maximg,(apresentados na tabela 2 apenas

na avaliacdo da pressao, se observa, em geralesemgenho equilibrado entre os métodos
do tipo MPFA, avaliados até a malha de 64x64 sukide. Para a malha com 128x128 sub-
divisdes, o MPFAENrichedapresenta uma pequena degradacao na taxa degé&msiar com
erro de 1,52x10 e taxa de convergéncia de 1,58.
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Tabela 4. Erros e taxas de convergéncia para ocdmpelocidade, segundo a hormapara 0s esquemas
numéricos TPFA, MPFA-O, MPFA-FPS e MPEXriched

Norma L,
Método /taxa de h=}é h=%6 h= 745 h:%4 h=%28
converg.
= 2,80 2,73 2,86 2,87 2,87
TPFA .
R 3,74x10° | -6,78x10° | -6,58x10° | -3,53x10°
= 2,29x10' | 7,46x10° | 2,22x10° | 6,29x10° | 1,72x10°
MPFA-O
R 1,62 1,74 1,82 1,87
MPEA- = 2,47x10" | 9,44x10° | 3,33x10° | 1,12x10° | 3,78x10°
FPS R’ 1,38 1,50 1,56 1,57
MPEA- E/ 2,55x10" | 9,59x10° | 3,50x10° | 1,23x10° | 4,31x10°
Enriched Ry 1,41 1,45 1,50 1,52

As formulagdes MPFA-O e MPFA-FPS apresentam, amros,de 1,27x10 e taxa
de convergéncia de 1,88 e 1,83, respectivamentdighliaa 52, a distribuicdo de presséo é
ilustrada para os esquemas numéricos TPFA (figa BPFA-O (figura 52b).

0.4925

0.9843

1.476

-0.4910 0.0007790 -0.4909Q 0.0008745 0.4927 0.9845 1.476
Meax: 1.476 Max: 1.476
Min: -0.4210 Min; -0.4209
() (b)

Figura 52. Campo de pressao obtido com malha quigdlier com 64x64 subdivisGes em reservatério hgéero
neo e ortotrépico: (a) usando o método TPFA; (Bpds o método MPFA-O.

Os esquemas numéricos MPFA-FPS e MMfhiched reproduzem exatamente o
campo de pressédo apresentado na figura 52b. Emqaargolu¢cdes com os métodos MPFA
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apresentam a mesma distribuicdo de pressao, a@eatitida com o método TPFA sofre for-
te influéncia da malha adotada, como se pode vigura 52b.

4.2.3.Escoamento Monofasico em Reservatorio Heterogéned/lito Aniso-
tropico com Furo Quadrado

O problema obtido de Queir@z al (2014) envolve um dominio quadrado de dimen-
sées [0,13, porém com um furo quadrado no centro com dimeanb’tj@,a qz. Dois materi-

ais K, e K, com elevada razdo de anisotropia compdem essenidoritiistrado na figura
53a.

int
r D

o
A

()

ext
r D

(@) (b)

Figura 53. Reservatorio heterogéneo e muito adigimo com furo quadrado: (a) dominio com dois niaitsr
(b) uma das malhas quadrangulares ndo-estrutunéitizadas na solucao (com 16x16 subdivisdes).

A descontinuidade na permeabilidade ocorre»>n0,5 e 0s tensores que represen-

tam essa propriedade, para cada tipo de rochajefiodos como (Lipnikowet al, 2007;
Herbin e Hubert, 2008):

[cos§ -sing][ 100 Off co8  sifh
: . , se x< 0,¢
< (xy) |sind cosf || O 0.0)- sid cds (204)
SU5Y) = 2 2
+ -(1-
Y rex (=) % , com £=10, se x> 0,F
__(1_‘9))(1)/1 )§+£Yf
onde os parametra®, x, e y, séo dados por:
U -3 3
0=—; X =X+107; y, = y+10 (295)

As condicdes de contorno de Dirichlet, impostasesals fronteiras disjuntdsy® (ex-
terna) ely' (interna), sdo, respectivamenf,, =0 e P,, =2. Dado que a distribui¢do de
pressdo no dominio deve variar entre 0 maximo yatdbuido ar'y', e o minimo valor, atri-
buido alry®, pressdes aproximadas maiores do que 2 e menmigsed) violam a fisica re-
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presentada no problema. A solucdo analitica ndonéecida. Malhas quadrangulares nao
estruturadas, com aproximadamente 8x8 a 64x64\88bds sao utilizadas nas simulacdes.
Na figura 53b, uma dessas malhas é ilustrada.

De modo geral, o problema tem caracteristicas nmiegafiadoras, mesmo para for-
mulacdes potencialmente robustas para lidar cosotes e malhas arbitrarios. Na tabela 5,
os valores maximos e minimos de pressao sdo atadesrpara cada formulacéo avaliada.

Tabela 5. Valores maximos e minimos de pressaogsatliferentes métodos e densidades de malha adotad

Valores
, max. e _ _ _ _
Método TR h=lg h=Ys h=20  h=X,
pressao
Puax 1,99 1,99 1,99 1,99
TPFA , o
Puin. 5,99x10° 2,05x10 1,99x1¢¢ | 1,61x10°
Priax 2,74x1G 2.48 2,50 2,52
MPFA-O
Puin, -2,05x16 -3,16 9,08x10 -1,06
MPFEA- Puac 1,93 2,04 2,03 2,28
FPS Py, -2,80x10" -4,43x10 | -9,76x10° | -8,90x10°
MPEA- P 1,98 2,03 26,46 8,66
Enriched Puin. -9,77x10" | -7,82x10' -28,62 -11,37

A extrema variagdo na permeabilidade entre asedifes rochas, além da elevada ra-
zao de anisotropia, em cada uma dessas, faz comsaués métodos do tipo MPFA néo se-
jam capazes de honrar os valores extremos impassontornos e, consequentemente, pre-
servar a positividade da solucao.

Nos resultados obtidos com o TPFA os valores desfcehonram os limites fisicos do
problema (tabela 5). No entanto, isso € uma coiseipda incapacidade do referido método
em representar as componentes tangenciais dogderd® permeabilidade, que, na forma
como sao descritos na equacao (294), sdo tensongsletos ou ndo diagonais. Seguindo
exemplos usados por Nikitin e Vassilevski (2012pbfemas cuja permeabilidade é represen-
tada por um tensor cheio, tém apenas os valoresaganal principal levados em conta no
calculo das vazdes para solugbes com TPFA. Desse fefetivamente outro problema, é
resolvido. Nas figuras 54 e 55, a distribuicdo desgho € ilustrada para os quatro métodos
abordados nas malhas com aproximadamente 16x1&62 &uibdivisdes, respectivamente.
Como se Vvé nas figuras 54a e 55a, a solucdo coRPFA Testoa da solucao obtida com o
MPFA-FPS (figura 54c e 55c), que teve o melhor mg&mho, dentre os métodos avaliados.

Os métodos MPFA-O e MPFBnriched apresentam, em geral, o pior desempenho
dentre os métodos avaliados. Para 0 MPFA-O, a fahapresentacéo das variagbes abruptas
de presséo € esperada. As zonas de extrapolagépreaentacdo da pressao, devido as fun-
cOes lineares (com suporte triangular), produzesasegscilacdes, tal como descrito na se¢éo
3.3.2. Extremos de 2,74x46 -2,05x16 sdo obtidos para a malha menos refinada. No entan-
to, apesar das elevadas oscilacdes, presenteslama® malhas avaliadas para o MPFA-O, o
comportamento esperado para a solucédo do problemeistém, como se vé nas figuras 54b
e 55b. O mesmo nédo ocorre com o TPFA para nenhasiandlhas avaliadas, como ja men-
cionado. Surpreendentemente, o MPEAdchedné&o é habil para representar adequadamente
o problema em discussao, apesar do suporte conge#eoessao, equivalente a proposta de
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Edwards e Zheng (2008) para o MPFA-FPS (ver se@@®)3Embora nas malhas com 16x16
subdivisbes e 32x32 subdivisbes o0s resultados segumvalentes aos produzidos com
MPFA-FPS, para malhas mais refinadas a solucdaatteazada por elevadas oscilaces
espurias (ver figuras 55d e 56b). Essas ocorreecedmente no lado do dominio cuja aniso-
tropia varia em cada volume de controle, como axtticna equacéo (294).

2.057e-007  0.5000 1.000 1.500 2.000 -3.162 -1.751 -0.3406 1.070 2.480
[ — [ — L —
Merx: 2.000 Max: 2.480
Min: 2.057e-007 (a) Min; -3.162 (b)

-0.4430 0.1790 0.8011 1.423 2.045 -0.7825 -0.07877 0.6249 1.329 2.032
Max: 2.045 Max: 2.032
Min; -0.4430 Min: -0.7825
(c) (d)

Figura 54. Campo de pressao com diferentes mépmtasescoamento monofasico em reservatorio hetezogé
e muito anisotrépico com furo quadrado. Uma malledgangular, ndo estruturada e com aproximadamente
16x16 subdivisdes é utilizada: (a) TPFA; (b) MPFA(E) MPFA-FPS; (d) MPFA=nriched
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Extremos entre 26,46 e -28,62 sdo observados paraha de 32x32 subdivisbes e,
com valores um pouco mais moderados, as oscilagdsen entre 8,66 e -11,37 para a malha
mais refinada (64x64 subdivisdes) dentre as adstaalacomo observado na figura 55b. Em
contraponto, 0 MPFA-FPS apresentou um extremo n@xien 2,28, com malha de 64x64
subdivisdes (ver figura 55a) e minimo de -4,43%1t malha de 16x16 subdivisdes.

1.616e-010  0.5000 1.000 1.500 2.000 -1.068 -0.1691 0.7295 1.628 2,527
Merx: 2.000 Max: 2.527
Min: 1.616e-010 (a) Min: -1.068 (b)

-0.08903 0.5046 1.098 1.692 2.286 -11.37 -6.364 -1.354 3.656 8.665
Max: 2.286 Max: 8.665
Min: -0.08903 Min: -11.37
(© (d)

Figura 55. Campo de pressédo para escoamento mimeoédis reservatorio heterogéneo e anisotrépicofaom
qguadrado. Uma malha quadrangular, ndo estruturadeneproximadamente 64x64 subdivisGes é utilizéga:
TPFA; (b) MPFA-O; (c) MPFA-FPS; (d) MPFEnriched
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Dados esses resultados, 0 MPFA-FPS é a formulagéina” para a solucédo da equa-
cao de pressédo nos exempb@enchmarkcom escoamento bifasico e tensor anisotrépico-abor
dados no presente trabalho. Para meios isotropictdPFA-O é empregado. E importante
ressaltar que apesar da falha destacada paraenf@esoblema, o MPFEnrichedse mos-
trou habil a reproducédo de campos lineares poeparthonrou a taxa de convergéncia espe-
rada, para pressao e velocidade, nos problemaseapados na se¢ao anterior.

Surface
Var: Pressure

.2236

—1.692

H 1.008

—0.5046

-0,08903

(@

Surface

Var: Pressure
8,665

—3.656

HJ 354

— 6,364

-11.37

Figura 56. Elevagao do campo de pressdo para esottamonofésico em reservatorio heterogéneo etafiiso
pico com furo quadrado: (a) obtido com o0 MPFA-F@$0btido com o MPFA=nriched

Também é relevante destacar que os chamadas m&i@&das mais ortodoxos, dentre
0s quais se destacam o MPFA-O, MPFA-L (Aavatsrerial, 2008; Caoet al, 2009),
MPFA-FPS e MPFA=nriched ndo séo propostos com a intenséo de definitivearedminar
as oscilacbes espurias, resultantes de certadeslaptre o gradiente de pressao, o tensor de
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permeabilidade e orientacdo da malha para meio ranisotropicos (Zheng, 2008). Ocorre
que para algumas formulagdes, dentre as citadaSAMP MPFA-FPS e MPFAEnriched,

h&a uma promessa de amenizacao das oscilacoes,sotrgmas “patologicas”, quando com-
parado aos resultados obtidos com o MPFA-O. Dewmsaaf algum grau de oscilagdo em
problemas como o avaliado na presente secao séngsgeerado para as formulacées numeri-
cas aqui adotadas. Por outro lado, também ha eratlita uma gama de formula¢cdes com
construcdo do tipo MPFA que, dada a natureza de@ustrucdo, garantem o respeito aos
extremos impostos pelas condigdes de contorno {lezpa005; Lipnikovet al, 2007; Chang

e Yuan, 2009; Sheng e Yuan, 2011; Chang e Yuarg; ZHeng e Yuan, 2012). No entanto, o
preco pago por essa vantagem é o uso de um openaai@rico ndo linear, mesmo para pro-
blemas lineares. Procedimentos iterativos sdo eqagos para se obter uma solugdo conver-
gente e isso pode demandar muito tempo computdcesecialmente em problemas com
elevada razéo de anisotropia (Quekbal, 2014).

4.3. Escoamento Bifasico (agua e 6leo)

A equacao (14) é resolvida na presente secaoamilz todas as técnicas numéricas
apresentadas na secao 3.4. Seis exerbploshmarkencontrados na literatura, sdo avaliados
para testar o desempenho desses procedimentosiniNorp exemplo, 0 modelo simplificado
de Buckley-Leverett é resolvida para as aproximag@el? a 42 ordem. As diferentes técnicas
de limitacdo detalhadas na secédo 3.4.4 tambémosApacadas para as aproximacdes de alta
ordem. O modelo com gravidade também é verific&ltratamento de poc¢o descrito na se-
cdo 3.4.2 é avaliado para um problema de ¥4 de @giacos no segundo exemplo. Em segui-
da, as aproximacdes de alta ordem sdo novameritadagpara um problema que envolve
escoamento bifasico (agua e 6leo) em meio muiterbgéneo. Nesse problema a habilidade
das aproximacdes de alta ordem em represéntgrs e regides de baixa permeabilidade &
avaliada. Nos ultimos exemplos as formulacdes Tddas variantes sdo testadas em compa-
radas em diferentes problemas. Por fim, um analegeeservatorio € utilizado para um séti-
mo caso, com propoésito apenas ilustrativo.

4.3.1. Problema de Buckley-Leverett

Na presente secdo, o modelo simplificado de Buekéaserett, adaptado de Carvalho
(2005), é resolvido numericamente utilizando apragdes de 12 a 42 ordem para o erro de
truncamento. Nesse caso, a forma simplificada dervatorio de petréleo consiste em um
dominio homogéneo e isotropico com permeabiliddde| e dimensdes [0,1]x[0,1/2], tal
como ilustrado na figura 57.

I_N,

Saida de 6leo

Injecdo de agua (presséo conhecida)

VIN| =0
r

N

Figura 57. Dominio computacional e indicacdo dedagiies de contorno para o modelo de Buckley-Leteret
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Condicdes de contorno de fluxo e saturacdo de agii@rios sao prescritas na face
esquerda do dominio computacional, representaridg@io de dgua na rocha inicialmente
saturada por 0Oleo. Fluxo nulo também é prescrisofaees superior e inferior desse dominio,
representando superficies selantes. Na face dieeppmessao é conhecida e tem valor nulo.
Nesse problema, as saturacOes, irredutivel de éguesidual de 6leo, sdo dadas por
S, = S, =0,1. A razdo de mobilidade B =1 e o modelo de Brooks-Corey com expoentes

n, =n, =2 é empregado como relagdo constitutiva.

O escoamento € avaliado para um tempo adimengier@R VPI (Volume Poroso In-
jetado) com namero de Courafit=0,6. As solugBes numéricas sdo comparadas com a solu-

cdo semi-analitica de Welge (198pud Pinder e Gray, 2008). Uma sequéncia de malhas
quadrilaterais, com 16 a 256 subdivisdes na dirégdgitudinal, € utilizada para obter essas

solugdes numéricas. Para quantificar os errosymanty, apresentada na equacgéo (285), foi

empregada. Taxas de convergéncia também sdo oldldasmo apresentado na equacao

(287). No entanto, como esperado, a descontinuidad®lucéo degrada a taxa de conver-

géncia nominal esperada para cada ordem de aprgiiniBastian e Helmig, 1999).

Nos graficos apresentados na figura 58, os errbdasbcom a normaLpodem ser
observados para as diferentes densidades de nutedas. As aproximacdes de 12 a 42 or-
dem s&o comparadas para diferentes abordagenalddssvdos erros e taxas de convergéncia
para cada uma das abordagens podem ser consuftasidabelas D.1 a D.12, contidas no
apéndice D.

Para a aproximacao de 22 ordem, a acuracia dagseslobtidas com as funcdes limi-
tadoras van Albada (Lohner, 2001; Carvalho, 200%) (Parket al, 2010) e MLP-vk (Park
e Kim, 2012a) é avaliada. Para cada uma dessaguwagdes, extrapolacdes e§) e f,

também sé&o comparadas. O mesmo ocorre nas apré@amegm 32 e 42 ordem para o erro de
truncamento. No entanto, apenas as fungdes liméadio tipo MLP e MLP-vk sédo avalia-
das, dada sua flexibilidade para atuacdo em omierasuracia arbitrarias (Park e Kim, 2012).
A influéncia da integracdo numérica no tempo (‘egés 3.4.1) também é avaliada. Nas tabe-
las de D.1 a D.10, os resultados séo obtidos cooxiapacao do tipo Euler progressivo para
discretizar o termo temporal. Os resultados maisaalos entre os obtidos com esse tipo de
aproximacdo sdo novamente avaliados com a aprodiond& Runge-Kutta (22 ordem), apre-
sentada na equacgao (151).

Tendo em vista os graficos da figura 58 e dadossaptados nas tabelas D.1 a D.12,
se observa que, em geral, os erros diminuem cafiramento da malha. Apenas duas exce-
cOes foram observadas para as aproximagoes d@@2&rdem, com extrapolacdo ef) e

limitadas com a funcdo MLP. O erro segundo a ndrinaumentou moderadamente entre as
malhas de 64 e 128 subdivisdes. Nos dois casos) @@tou a diminuir para a malha de 256
subdivisdes (ver figura 58a e 58b).

Devido a descontinuidade no campo de saturacdacteaistico do problema de Buc-
kley-Leverett, as taxas de convergéncia, para madg, ndo alcancaram o valor nominal
para as respectivas ordens de aproximacao espagmegadas. Essa degradacdo na taxa de
convergéncia tem sido observada na literatura pa@ucdo do modelo de Buckley-Leverett
com aproximacdes de 12 ordem (Bastian, 1999; Bestldelmig, 1999) e ordens mais eleva-
das (Bastian, 2002; Contrerasal, 2015). Dessa forma, no presente texto, o paranaetr
avaliacdo de desempenho entre as ordens de apgaraa valor do erro na norma adotada,
obtido com as vérias densidades de malha utilizadas

Como esperado, todas as aproximacdes de alta gnadelnzem resultados mais acu-
rados do que os obtidos com a tradicional aproXd@mate 12 ordem. A diminuicdo dos erros
nos resultados obtidos com MUSCL/van Albada, pengdo, em relacdo a aproximacao de
12 ordem, é substancial como se observa na figura 5
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Erro (Ll)

Erro ("1)

Taxas de Convergéncia para norma L 1 Taxas de Convergéncia paranormal

-2 ‘! -2 T T T T T T T

| 1% Ordem : 1% Ordem

| —5— 2% Ordem (extrap. em Sw, vanAlbada), Euler | 22 Ordem (extrap. em Sw, vanAlbada), Euler
af---- : | 2% Ordem (extrap. em fw, vanAlbada), Euler N : o —<— 3% Ordem (extrap. em Sw, MLP), Euler

: —¥— 2% Ordem (extrap. em Sw, MLP), Euler : """" 7~ 3% Ordem (extrap. em fw, MLP), Euler

| %= 28 Ordem (extrap. em fw, MLP), Euler ! — 3% Ordem (extrap. em Sw, MLP-\k), Euler

! —>— 2% Ordem (extrap. em Sw, MLP-\k), Euler A & 3" Ordem (extrap. em fw, MLP-), Euler
>4r o 7: © | =% 2% Ordem (extrap. em fw, MLP-\k), Euler I !

} 2% Ordem (extrap. em Sw, vanAlbada), RK2 }

: 2% Ordem (extrap. em fw, MLP-\k), RK2

|

Erro (Ll)

Log2(1/h) Log2(1/h)

(@) (b)

Taxas de Convergéncia paranorma L Taxas de Convergéncia para norma L
0 T T T ’4‘ T T
: 1% Ordem i : : 12 Ordem
I 2% Ordem (extrap. em Sw, vanAlbada), Euler I I | =8 2% Ordem (extrap. em fw, MLP-\k), Euler
o R S Ordem, EV (extrap. em Sw, MLP), Euler || AP K |~ 3% Ordem, (extrap. em fw, MLP), RK2
: """ ¥ 42 Ordem, EV (extrap. em fw, MLP), Euler : : —>— 42 Ordem, EV (extrap. em fw, MLP), Euler
DY A :,,,,+4a0rdem,EC(extrap.emSw,MLP),Euler H S T T —— T
: 5= 4% Ordem, EC (extrap. em fw, MLP), Euler : :
N 4® Ordem, EV (extrap. em Sw, MLP-), Euler ‘ |
B 17771+ 4% Ordem, EV (extrap. em fw, MLP-k), Euler || |
: 4 Ordem, EC (extrap. em Sw, MLP-\k), Euler :
-4 yi 42 Ordem, EC (extrap. em fw, MLP-k), Euler || !
A I

Erro (Ll)

\ 4% Ordem (extrap. em fw, MLP), RK2
i Y | | | |
,,,,,, —— =

Log2(1/h) . Log2(1/h)
() (d)

Figura 58. Gréaficos com erros obtidos para var@asillades de malha adotadas na solucao do modBlacee
kley-Leverett: (a) compara aproximacao de 12 ordemrias estratégias com aproximacao de 22 ordgm; (
compara aproximacdo de 12 ordem e varias estratégia aproximacao de 32 ordem; (¢) compara aprggima
de 12 ordem e varias estratégias com aproximacad alelem; (d) compara aproximacédo de 12 ordenmeees
Ihores resultados obtidos para alta ordem.
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Em geral, uma malha com 64 subdivisdes, para umxiapacédo de 12 ordem, produz
resultados equivalentes aos obtidos com uma malli® dubdivisdes com aproximagéo de 22
ordem. Essa diferenca de duas densidades de nzeitig@rh foi observada por Bastian e
Helmig (1999). Os ganhos de acuracia nas aproxiesagé terceira e quarta ordem, por outro
lado, ndo foram satisfatorios quanto aqueles dgpaaagéo entre 12 e 22 ordem, mencionados
anteriormente.

No que se refere a influéncia da variavel extragmlaas aproximacoes de alta ordem,
observam-se diferentes comportamentos para caéanatd aproximacao ou mesmo estraté-
gia de limitacdo empregada. As aproximacdes dedZhosdo comparadas nos graficos ilus-
trados nas figuras 58a e 59. Nessa Ultima, osspeefisaturacdo sado ilustrados para diversas
variantes no que se refere a variavel extrapoladdratégia de limitacao.

Solugdo do Modelo de Buckley-Leverett
I I
Solugéo Semi-Analitica

1% Ordem,

o i ---g--- 22 Ordem (extrap. em S w VanAlbada), Euler
P i, | —+— 2% Ordem (extrap. em S , MLP), Euler |
i —— 2% Ordem (extrap. em f . MLP), Euler
09 - i: ———— #--- 2% Ordem (extrap. em S w MLP-\K), Euler
|

—— 2% Ordem (extrap. em f W MLP-\K), Euler

Saturacéo de Agua (Sw)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Comprimento do Resenatorio

Figura 59. Comparacédo entre a solu¢éo semi-amaditiolucdes numéricas do modelo de Buckley-Léaveret
Aproximacg@es com 12 ordem e varias abordagens éamd2m no erro de truncamento sdo apresentadas.

Para a variante MUSCL/van Albada, observa-se quermas obtidos com extrapola-
cdo emS, sao, em geral, menores do que os obtidos compekagbes emf,,. Nas aplica-

¢cbes com MUSCL/MLP (tabela D.3 no apéndice D),exdfiga um comportamento contrario.
Os erros obtidos com a extrapolagéo émséo universalmente menores do que os obtidos

com a estrapolacdo e®,. O mesmo é observado para a variante MUSCL/MLPN&ken-
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tanto, ha densidades de malha (64 e 256 subdiyisdege a extrapola¢do e, apresenta

erros moderadamente menores. Comparando essasriegddes, observa-se que a aproxima-
¢ao do tipo MUSCL/MLP-vk com extrapolagéo efip € a mais acurada (ver figura 59).

Para aproximacgOes de 32 ordem, apenas as varMhie® MLP-vk sdo comparadas
como ilustrado na figura 58b. Nos dois casos, obserse menores erros com extrapolacéo
em f . Quanto a melhor estratégia de limitagéo, nesse @aariante MUSCL/MLP é a mais
indicada. A aproximacao no termo de tempo do tipode-Kutta, 22 ordem, produziu, em
geral, 0s menores erros e consequentemente a rselbgéo para a aproximacao de 32 ordem
no espaco (ver figuras 58b e 58d). Na figura 6@réilgle saturagcédo para a aproximacéao de 32
ordem no espaco e 22 ordem no tempo é ilustrado gam a solugcdo semi-analitica e outras
solugdes de 12, 22 e 42 ordem. A solugéo obtidaacaptoximacéo de 22 ordem, extrapolacao
de f, e limitagdo com MLP-vk permanece mais acuradaymeguando comparada com a

melhor aproximacéao para 32 ordem.

Solugéo do Modelo de Buckley-Lewerett

1.1 T I I
! Solugé@o Semi-Analitica
N L 1% Ordem, Euler |
T i = e 2% Ordem (extrap. em S w Van Albada), Euler
|
' | —+— 2% Ordem (extrap. em f w MLP-\K), Euler
0.9 ---—-———- +- 5
| | —#%— 3% Ordem (extrap. em f , MLP), RK2
y| |
e .| ---0--- 4% Ordem, EV (extrap. em f _, MLP), Euler
08" Ng. - w
A | T T T

Saturacdo de Agua (Sw)

o 0.2 04 0.6 0.8 1
Comprimento do Resenatoério

Figura 60. Comparacéao entre a solucdo semi-aradittolucdes numéricas do modelo de Buckley-Leveret
aproximacado de 12 ordem é compara com os melhesekados obtidos para 22 e 42 ordem no erro deatru
mento.

Nas aproximacdes de 42 ordem, além da variavedpoltada e estratégias de limita-
¢ao, a influéncia do uso de um esténcil com viématante (EV) também é investigada. Ob-
servando os graficos da figuras 58c e 61, alématedas do apéndice D (tabelas D.5a D.6 e
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D.9 a D.10) é possivel ver que, de modo geral,codegsum esténcil com viés a montante,
ilustrado na figura 62b, produz menores erros go@odparado com o esténcil convencional
(EC), simétrico, ilustrado na figura 62a. A mellaonios resultados € particularmente mais
significativa quando a extrapolacéo é feita pffa

Em relacdo ao desempenho das estratégias MLP evKllePa determinagédo da me-
Ihor variavel para extrapolacao, a aproximacao®derdem segue a mesma tendéncia obser-
vada na aproximacdo de terceira ordem, i.e., odhared resultados sdo obtidos com
MUSCL/MLP e extrapolacédo er,, .

Solugéo do Modelo de Buckley-Lewerett
I I I
Solucao Semi-Analitica

1% Ordem
---8--- 22 Ordem (MUSCL/vanAlbada)
—b— 4% Ordem, EC (extrap. em f . MLP)

—— 4% Ordem, EV (extrap. em f , MLP) |

Saturacdo de Agua (Sw)

0.6 0.8 1
Comprimento do Resenatorio

Figura 61. Comparacao entre a solucdo semi-amaét®olucdes numéricas do modelo de Buckley-Leveket
aproximacdo de primeira ordem é compara com actoardil aproximacédo de 22 ordem (MUSCL/vanAlbada) e
duas variantes da aproximacao de 42 ordem no enrmiiccamento (com esténcil convencional e a megjtan

Por fim, os resultados apresentados nas tabeldselD112 (apéndice D), obtidos com
22 ordem no tempo (Runge-Kutta), s&o comparadosasomesultados apresentados nas de-
mais tabelas, onde a aproximacao do tipo Eulerrpssiyo € utilizada. Esses dados sugerem
o melhor desempenho com Euler progressivo nas iapag&es de 22 ordem, o que também
foi observado por Lamine (2009) em seus testese€mu € verificado nas aproximacgdes, no
espaco, com 42 ordem. A utilizacdo de alta ordertempo produz certa suavidade na repre-
sentacdo do choque diminuindo a acuracia da sollR@a aproximacdes de 32 ordem no
espaco, a aproximacéao do tipo Runge-Kutta (22 orgeoduziu erros, de modo geral, meno-
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res, como ja mencionado e ilustrado nos graficdgydea 58b. Nas densidades de malha com
64 e 128 subdivisbes, no entanto, ainda se obsems menores para a aproximagao no tem-
po do tipo Euler progressivo (ver figura 58b). Emalgbemas com solucao suave, aproxima-

¢cOes de alta ordem no tempo séo fundamentais camstrado nos experimentos numericos

de Clainet al. (2011).
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Figura 62. Esténcis para aproximagéo de 42 ordema&liva. estruturada quadrilateral: (a) esténcil eonional;
(b) esténcil & montante, orientado para a posiggmodo injetor.

As observacdes feitas para esse exemplo servem Efaréncia para as proximas
aplicacdes. Dessa forma, a escolha do tipo dealifoitou varidvel extrapolada para cada or-
dem de aproximacao é feita de acordo a discusgamee presente secdo, exceto quando es-
pecificado o contrario.

Verificagdo da Influéncia da Gravidade no Modelo ddBuckley-Leverett

Uma variacdo do problema apresentado na secadoaiequi investigada. Nesse ca-
so, o0 efeito gravitacional é incorporado ao modiel@Buckley-Leverett de acordo com a pro-
posta de Durlofsky (1993). Tendo a figura 57 coeferéncia, a acdo da gravidade se d& na
direcdo horizontal, com sentido contrario a origitadex (agindo da direita para a esquer-
da). Algumas propriedades atribuidas a esse modetecdo anterior sdo alteradas para man-
ter a coeréncia com a proposta do referido autess® forma, as viscosidades da agua e do

6leo s&o, respectivamentg, =0,2 e 1, =1. As massas especificas da agua e do 6leo, con-
sideradas quando o efeito gravitacional é incogmrasdo, respectivamentgy, =1 e
P, =0,8. As saturacdes irredutivel de agua e residualle® $ho nulas§, = S, =0) e a
relagéo constitutiva segue o modelo de Brooks-Coogy expoentesy, =n,=2. As solu-

¢bes numéricas sdo produzidas com tempo adimehsier®25 VPI e numero de Courant
C =0,6.

E importante ressaltar que para esse caso nédo aeBados erros ou taxas de con-
vergéncia tal como na secao anterior. O objetivo acapenas verificar a validade do termo
gravitacional no modelo aqui adotado. Para issoesdtados obtidos com 12 ordem e 22 or-
dem, com limitadores van Albada e MLP-vk, sdo camabas com o resultado de referéncia
obtido por Durlofsky (1993) usando uma aproximag&®? ordem no espagco em uma malha
triangular com 80 subdivisdes.

Nos gréficos apresentados nas figuras 63 e 64s essaltados podem ser observados
para malhas quadrangulares com 10, 20, 40 e 80vesims.
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Solug&o do Modelo de Buckley-Lewerett (10 subdivisdes)

O  Durlofsky (1993)
—%— 1% Ordem i
---8--- 22 Ordem (MUSCL/vanAlbada)
—%*— 22 Ordem (MUSCL/MLP-\K)

Saturacéo de Agua (Sw)

0 0.2 04 06 0.8 1
Comprimento do Resenatdrio

(@)

Solucdo do Modelo de Buckley-Lewerett (20 subdivisdes)

O  Durlofsky (1993)
—%— 12 Ordem |
---8--- 2% Ordem (MUSCL/vanAlbada)

Saturacédo de Agua (Sw)

Comprimento do Resenatorio

(b)

Figura 63. Perfis de saturagao de dgua para o mdddBuckley-Leverett com gravidade. Solu¢des cbor-1
dem e 22 ordem, com limitadores van Albada e MLPsék comparadas com uma solugéo de referéncaaobti
de Durlofsky (1993): (a) solu¢des obtidas com mgladrangular com 10 subdivisfes; (b) solu¢besiabti
com malha quadrangular com 20 subdivisdes.
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Solucéo do Modelo de Buckley-Lewerett (40 subdivisdes)

O  Durlofsky (1993)
—%— 1% Ordem i
---8--- 22 Ordem (MUSCL/vanAlbada)
—*— 22 Ordem (MUSCL/MLP-K)

Saturacédo de Agua (Sw)

Comprimento do Resenatorio
(a)

Solucao do Modelo de Buckley-Lewerett (80 subdivisdes)

1 ' A : : T T
- ! } O  Durlofsky (1993)
0.9~ o T ~1 —¥— 1% Ordem i
0.8 ism | | ~=-8--- 2% Ordem (MUSCL/NvanAlbada)

Saturacédo de Agua (Sw)

Comprimento do Resenatorio

(b)

Figura 64. Perfis de saturagao de dgua para o mdddBuckley-Leverett com gravidade. Solu¢des cbor-1
dem e 22 ordem, com limitadores van Albada e MLPs@k comparadas com uma solugéo de referéncaaobti
de Durlofsky (1993): (a) solu¢Bes obtidas com mgladrangular com 40 subdivisfes; (b) solucbesiabti
com malha quadrangular com 80 subdivisdes.
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Em todas as aproximacoes o efeito da acdo da gdwe/iél reproduzido. As aproxima-
¢cOes de 12 ordem apresentam o “espalhamento” tfisidoente de saturacdo, mesmo para a
malha mais fina adotada. Dentre os resultadosagtidm aproximacdes de 22 ordem, os com
limitador do tipo MLP-vk representam melhor a sémgle referéncia para todas as densida-
des de malha avaliadas. Dessa forma, o desempepéoas do limitador MLP-vk, frente ao
limitador do tipo van Albada, se mantém tal comasegdo anterior, onde o termo de gravi-

dade nao foi considerado.

4.3.2.Escoamento Bifasico em ¥ de Cinco Pogos em Resedviat Isotropi-

co e Homogéneo

O problema obtido de Durlofsky (1993) consiste enawersao adimensional de um
quarto do padrdo com cinco poc¢os (um injetor erquatodutores em arranjo simeétrico).
Admite-se um meio isotropico e homogéneo, cnx | , para o dominio com dimensdes
[0,1]%, tal como ilustrado na figura 65a.
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Figura 65. Dominio computacional e malhas utilizagara o problema de % de cinco pocgos: (a) indicdaa
fronteira de Neumann e pocos injetor e produtgrpalha triangular estruturada com 18x18 subdigs®
malha ndo estruturada com aproximadamente 32x3fssies e 1.143 volumes de controle quadrangulares

Dada a simetria caracteristica do problema abordamalicdes de contorno com flu-
X0 nulo sé@o prescritas em todo o contofnp Vazéo e saturagdo de agua unitarias séo pres-

critas no volume de controle associado ao pocgoomjecalizado no canto inferior esquerdo
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do dominio (ver figura 65a). No poco produtor, l@ao no canto superior direito do domi-
nio, presséo nula € imposta. Os valores da saturaed@utivel de dgua e residual de 6leo sao
dados porS,, = §, =0. O modelo de Brooks-Corey é adotado como relagastitutiva tal

como apresentado na equacdo (8). Os expoentesagasae Oleo sdo, respectivamente,
n,=n,=2. O ndmero de Courant utilizado féi = 0,6 e os resultados foram obtidos para

um tempo adimensional de 1,0 VPI.

E importante destacar que nesse estudo de cadwaniietensio em avaliar o desem-
penho das formulagbes numéricas abordadas no tedsabalno. Apenas as propostas para
tratamento de poco, descritas na secdo 3.4.2n#8uéricia das estratégias de aproximacao
para a mobilidade total sdo avaliadas. As duasasalbstradas nas figuras 65b e 65c sao
empregadas para esse fim.

As curvas de producéo apresentadas nas figura$B6agam obtidas com MPFA-O,
para solucéo da equacao de pressao, e uma apréxirdagipo MUSCL de 22 ordem para a
equacao saturacdo. Quando nenhum tratamento deépagotado, oscilacbes mais severas
nas curvas de producdo séo observadas com exggap@msS, e fungdo limitadora do tipo

MLP-vk. Por isso essa configuracdo foi adotada pa@esente caso.
Para efeito de comparagédo, as curvas de producdleasdo apresentadas em quatro
propostas, descritas em detalhes na secao 3.42sd,egportanto, formulacdes:

* sem nenhum tratamento no poco;
* com passo fracionado e termo de relaxacao gon0,5 (ver secéo 3.4.2);

e com passo fracionado sem termo de relaxagéeX);
* com passo fracionado e termo de relaxag&o0,5, associado ao um passo de tempo
At reduzido apenas no pocgo produtor (ver se¢céo 3.4.2)

Os quatro casos acima foram obtidos para as duaséggas de aproximacdo de mo-
bilidade total, descritas na secao 3.3.1. A aprag#éo definida na equacao (37) é referencia-
da nos graficos comarfobI. A segunda proposta, definida nas equacdes (889 é refe-
renciada comorfiobZ. Todas as curvas sdo comparadas com uma solecédeténcia, ob-
tida com malha triangular, ndo estruturada e umécom aproximadamente 120x120 subdi-
visBes (37.996 volumes de controle). Para essg&mwlde referéncia, o método MPFA-O é
empregado na solucédo da equacao de pressdo e oaondét ponderacdo a montante de pri-
meira ordem € usado para aproximar a equacao uagib. As duas formulagcbes séo reco-
nhecidamente robustas na literatura (Aziz e Setti9; Lipnikovet al, 2007; Gao e Wu,
2010).

Nas solucdes obtidas com a malha triangular (\grrdi 65b), a associacdo entre o
passo fracionado, o termo de relaxagde 0,5 e 0 passo de tempo reduzido localmente

(“passo frac., relx = 0,5 &t red”) produziu as curvas com menor tendéncia a osHlpara

as duas estratégias de aproximacéo da mobilidéaletmob e “mobZ, como se observa na
figura 66. As solugbes sem nenhum tratamento de (fsem Trat. po¢t) e com passo fraci-
onado sem o termo de relaxacdp. ffac, relx = ) apresentam maior tendéncia a oscilacao.
Isso indica que o uso do passo fracionado, tal coefioido em Leveque (1992) e Carvalho
(2005), néo é suficiente para conter certos nideisscilacdo para o presente problema, utili-
zando a malha ilustrada na figura 65b e configueagiescritas anteriormente. O uso do ter-
mo de relaxacada =0,5 sugerido em Date (2005) contribui para a minindpadas oscila-
cOes. Nesse caso, também se observa que a utlidegém passo de tempo local, como des-
crito na secao 3.4.2 nao faz muita diferenca eata@el ao resultado obtido apenas com o pas-
so fracionado e o termo de relaxacéo.
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Produc&o de Oleo em Malha Triangular

1.1 T T T T T
Referéncia
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Figura 66. Gréficos de producéo de Gleo para ntalmagular com 18x18 subdivisfes (648 volumes ddroe
le). Resultados com as diversas estratégias @deartento de poco sdo comparados com 0s resul@hogual-
quer tratamento: (a) vista geral; (b) detalhe namsto onde ocorrem oscilacdes.
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Producg&o de Oleo em Malha Quadrangular

- Referéncia
-------- sem Trat. poco ("mobl1")
passo. frac., relx = 0,5 e At red. ("mob1")
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(a)
Producg&o de Oleo em Malha Quadrangular
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-------- sem Trat. poco ("mob2")
passo. frac., relx = 0,5 e At red. ("mob2") ||
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0.8

Producéo de Oleo
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Volume Poroso Injetado (VPI)
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Figura 67. Gréficos de producéo de 6leo para nwlladrangular com 32x32 subdivisées (1.143 volurees d
controle): (a) resultados obtidos para estratégiad? na aproximagao dd (SN) (b) resultados obtidos para

estratégiarhob2 na aproximagdo dél (S, ).
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No que se refere a influéncia do tipo de aproxirogg@ra os termos de mobilidade,
como se Vé nos graficos da figura 6@reakthroughobtido com a estratégianbbI é mais
proximo da curva de referéncia do que o obtido aamstratégiarfiobZ. Isso ocorre devido a
localidade dos dados utilizados com a estratégieb? em relagédo a estratégimbb2. Essa
tltima estratégia tende a ser mais difusiva por usg média entre valores de mobilidade
nodais, calculados com ponderacdo dos volumes riteot® da vizinhanca proxima (ver se-
céo 3.4.2).

Um segundo caso envolve solugdes discretas oltmlasa malha quadrangular ndo
estruturada ilustrada na figura 65c. As oscilag@@sscurvas de producdo sdo mais severas do
qgue na malha triangular da primeira avaliacdo,@omé pode ser visto na figura 67.

Nesse caso, para evitar conflito na leitura doBagrs, apenas o pior e o melhor cena-
rio sdo comparados nos gréficos da figura 67 parapaoximacfes de mobilidade total
“mobZ? (figura 67a) e mobZ (figura 67b). Nota-se que a associacdo entreop@asionado,
fator de relaxacédo comr =0,5 e At reduzido no poco produtorgasso frac., relx = 0,5 e

At red”) suaviza substancialmente as oscilagbes espilts®a suavizagdo € muito mais in-
tensa para a aproximacéo da mobilidade totali2, onde quase toda oscilacao € contida.

4.3.3.Escoamento Bifasico de Agua e Oleo em Reservatéiigotropico e
Muito Heterogéneo

Este problema, adaptado de Cheell. (2010), consiste em um reservatorio isotropi-
co, com dimensdes [04]cuja permeabilidade é dada por uma distribui¢@atéria (ver fi-
gura 68c), definida como:

K(X)=k(X 1, com k(x)= min{ ma ZN:CD (3(),0.0}1 }4 (296)

onde o parametrd(X) é dado por:

_ |)_€_Xand| i
( 0.05 (297)

Os vetores posicéa e X,,, correspondem, respectivamente, as coordenadasdde c

centroide dos volumes de controle da malha adaadia 40 pontos no interior do dominio
cuja distribuicdo é aleatodria (Chuehal, 2010). Para garantir que as solucdes a segstr po
sam ser reproduzidas, os valoresXlg, sao apresentados na tabela D.13 (ver apéndice D).

Uma malha cartesiana quadrangular com 64x64 s#ddis] ilustrada na figura 68b, é utiliza-
da.

d(X) =exp

Condic¢des de contorno de fluxo prescrito nulo sébluddas as faces superior e infe-
rior, como indicado na figura 68a. Nas faces estpuerdireita, fluxo unitario e pressao nula
séo, respectivamente, prescritos. Um valor unitdeicaturacdo de dgua também € prescrito
na face esquerda do reservatorio, representangec@o® de agua na rocha. Os resultados séo
obtidos para o tempo adimensional de 0,3 VPI e ndisbe Courant”” =0, 6.

A ordem de aproximacao é levada em conta na daéirdp passo de tempo como se
observa na equacéo (150). A razdo entre mobilidadetada para esse problem&/é=5.
Adicionalmente, os valores da saturacdo irredutidel agua e residual de Oleo séo
S, = S, =0 e 0 modelo de Brooks-Corey com expoentes dados, pem, =2, é utilizado.
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Aproximacdes de 12 a 42 ordem no espaco sdo endpsega solucdo desse problema.
Nos resultados com aproximacgao de 22 ordem, @&media dos limitadores de face e de volu-
me de controle é comparada no que se refere aidagaae representacdo dos detalhes do
escoamento. O limitador de face do tipo van Alb@déner, 2001) é utilizado, em uma estra-
tegia do tipo MUSCL, em uma abordagem orgjeée a variavel extrapolada. Ainda para a
aproximacédo de 22 ordem, o limitador de volume atgrole do tipo MLP-vk (Park e Kim,
2012Db) é utilizado para extrapolactes ém

T, My

N ]

”/.i?_"’Zf”_/:7{{;’5/}//2’//-7//4(/747/,4//;VA%/
VIN=0
(a) (b)
Pseudocolor

Var: NormPermedakbili

. 0.9500

-0.7125
—0.4750

—0.2375

l 0.0000

(©)

Figura 68. Escoamento bifasico de agua e 6leo senvatorio isotrépico e heterogéneo: (a) dominia condi-
¢Oes de contorno; (b) malha quadrangular cartesiame64x64 subdivises; (c) campo de permeabilidade

E importante observar que essa configuracio gaeioeh o tipo de limitador com a

variavel extrapolada (e a ordem de aproximacaajyazia, para as respectivas estratégias de
limitacdo, os melhores resultados no modelo unidgiomal de Buckley-Leverett abordado
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na secao 4.3.1. Tais resultados sao usados aqoi wma referéncia para a escolha do limita-
dor e variavel a ser extrapolada. Seguindo a mesfeaéncia, as aproximacgdes do tipo
MUSCL com 32 e 42 ordem s@o ambas obtidas compekdigiio emf, e limitadas com a

estratégia MLP (Par&t al, 2014). Em todos os casos, a equacao de pressdoldda com a
formulagdo MPFA-O, descrita na secéo 3.3.3.

Uma solucao de referéncia, ilustrada na figurdd@d®btida com malha triangular, ndo
estruturada e uniforme com aproximadamente 120sWLBdivisbes (37.996 volumes de con-
trole). Para isso, 0s esquemas numéricos MPFA1wendde primeira ordem foram empre-
gados na solugdo das equacdes de pressao e satveapactivamente.

Pseudocolor
Var: WaterSaturation

0.0000 0.2417 0.4833 0.7250 0.9666

Figura 69. Solucao de referéncia obtida com malaagular, ndo estruturada e uniforme com aproxanshte
120x120 subdivisdes (37.996 volumes de controle).

Como se vé nas figuras 69 a 71, a distribuicdd@iaade permeabilidade (ver figura
68c) faz com que o fluido menos viscoso, injetadaaservatédrio, avance facilmente nas re-
gibes de alta permeabilidade. Os chamditdgersfisicos sdo, portanto, formados. E esperado
que, para maiores ordens de aproximacao, mais bémdbs sejam essdmgers De fato,
todas as aproximacdes de alta ordem (figuras Mbe 771) representam melhor as abruptas
variacbes na saturacdo de agua do que a aproxirdacgomeira ordem (figura 70a). Isso
ocorre devido a excessiva difusdo numérica, praf@iaproximacdes de baixa ordem.

A solucdo com aproximacédo de 22 ordem com o liroitale face de van Albada re-
presentou, de forma mais bem definida, certos lietado escoamento quando se compara a
aproximacao de mesma ordem, obtida com o limitstld?-vk (ver figuras 70b e 70c).
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De forma geral, os resultados obtidos com aproximale 32 ordem, ilustrado na figu-
ra 71a, produzem aproximagdes com mais resolucapeas obtidos com 22 ordem, para
qualquer tipo de funcao limitadora.

<

Pseudocolor
Var: WaterSaturation

0.0000 0.2188 0.4376 0.6564 0.8752

(@)

Pseudocolor
Var: WaterSaturation Var: WaterSaturation

Pseudorcolor

0.0000 0.2368 0.4736 0.7104 0.9472 0.0000 0.2360 04719 0.7079 0.9438

(b) (©)
Figura 70. Escoamento bifasico de agua e 6leo emmeéerogéneo para diferentes ordens de aproxonaza

espaco: (a) solucdo com aproximacao de 12 ordgmeplilcdo com aproximacgéo de 22 ordem e limitaddade
van Albada; (c) solugcdo com aproximacéo de 22 omlémitador de volume de controle MLP-vk.
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O uso de uma funcéo limitadora que avalia a ocoi@éte extremos em toda a vizi-
nhanga do volume de controle tem uma tendénciarragoiooduzir solugdes com mais difuséo
numeérica (Woodfielet al, 2004; Bergeet al, 2005). Por outro lado, distor¢des na malha ou
algumas caracteristicas do escoamento podem lesalugbes ndo mondétonas quando um
limitador com natureza unidimensional, como o vdbada, é utilizado tal como observado
por Contrera®t al (2015). Esse tipo de situacdo é abordado no gmabldescrito na secéo
4.3.6.

No resultado obtido com aproximagéo de 42 ordamstrddo na figura 71b, o campo
de saturacéo de agua, como um todo, tem maiomugEsndo que os resultados obtidos com
ordens inferiores de aproximacao. E importanteadastque a escolha de um esténcil com
viés a montante para a reconstrucéo das derivenias, o ilustrado na figura 62, é fundamen-
tal para esse desempenho, tal como também se coackecdo 4.3.1, para 0 modelo unidi-
mensional de Buckley-Leverett.

Pseudiﬁcélgrh Pseudocolor
Var: WaterSaturation Var: WaterSaturation
0.0000 0.239-4 0.4789 0.7 }83 0.9578 0.0000 0.2{104 0.4§08 0.721 3 09617
(a) (b)

Figura 71. Escoamento bifasico de agua e 6leo eimmeéerogéneo para diferentes ordens de aproxonaga
espaco: (a) solucdo com aproximacao de 32 ordénitador de volume de controle MLP; (b) solu¢cdo com
aproximacéo de 42 ordem e limitador de volume a¢rcle MLP.

Na estratégia de limitagdo do tipo MLP, a func&eithdora atua sobre o volume de
controle, baixando a ordem de aproximacado quanbiwegextremos sdo detectados (Park e
Kim, 2012). Na figura 72, tem-se uma visado geractdmo essa funcao limitadora atua no
dominio computacional para as aproximacdes deoadi@m aqui consideradas. Comparando
as figuras referentes a cada ordem, verifica-seapundorme a ordem de aproximag&do aumen-
ta, mais vezes a funcéo limitadora atua. No entastga atuacédo ocorre preferencialmente na
regido apos a frente de saturacao.

Dessa forma, em geral, a excessiva atuacédo dadioriha aproximacao de 42 ordem
ndo prejudica a resolucéo de detalhes localizadis &€montante do choque.
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Pseudocolor
Var; Order
4,000

—-3.250

— 2,500

—1.750

l 1.000

Figura 72. Distribuicdo de ordens de aproximacdmab apds atuacdo da estratégia MLP: (a) aproXiesage
22 ordem com MLP-vk; (b) aproximacdes de 32 ordem BILP; (c) aproximacdes de 42 ordem com MLP.

4.3.4.Escoamento Bifasico de Agua e Oleo (Tipo Pistdo) eReservatorio
Homogéneo e Isotrépico

O problema com o padréo de ¥ de cinco pocos em is@idpico K =1) e homo-
géneo é novamente avaliado na presente se¢do. Midamitario ilustrado na figura 65a é
tomado como referéncia. Tal como na secéo 4.3.3,aondi¢cdo de contorno de fluxo nulo &
atribuida em todo o contornio, . Vazao unitaria € prescrita no poco injetor e giiesnula €
atribuida ao poc¢o produtor. Nesse caso, apesamgdicsidade geométrica e de propriedade
de rocha, a relacdo constitutiva do tipo pistguston-likg, adotada de Yano-
sik e McCracken (1979) e representada na equagjotdina o problema desafiador. A razéo
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de mobilidade adversa, aqui definida coiMo=100 (Hurtadoet al, 2007), e o0 uso de uma
malha com orientacao preferencial propiciam o suegiio de instabilidades na solucéo nu-
mérica.

Para avaliar o desempenho de cada formulacdo alariiante a essas instabilidades,
duas malhas séo utilizadas. Uma malha quadrangegtmyturada com 20x20 subdivisdes,
ilustrada na figura 66a e uma malha, também comx@®@ubdivisbes, ilustrada na figura
66b. Nota-se que a malha triangular tem mais gtaugerdade do que a malha triangular.

(@) (b)

Figura 73. Malhas empregadas para o problema deéithdo pocos com escoamento do tipo pistdo: (#)ana
guadrangular estruturada com 20x20 subdivisdesnéiha triangular estruturada com 20x20 subdivisdes

Os esquemas numeéricos standatdif e TMSIC, com abordagens TMU e SMU, e
aproximacdo com 12 ordem de acuracia sdo compapadagiferentes formas de aproximar
a mobilidade total (mobilidade a montanteydbI e “mob2). Os perfis de saturacdo de agua
sao ilustrados na figura 74, para um tempo adimaakde 0,2 VPI e solu¢do com a malha a
quadrangular ilustrada na figura 73a.

Nesse caso, fica evidente a influéncia do tipoptexamacao para a mobilidade total
sobre o desempenho da formulacéo avaliada. Mesesguema numérico com natureza uni-
dimensional ¢tdr), apresenta reducdo do GOE para a estratégidZ, como se pode ver na
figura 74c. Ainda para a formulac&tdr, a mobilidade & montante apresentou o pior resulta
do, i.e., com maior tendéncia do escoamento emirsagurientacdo da malha adotada. Nos
esquemas numéricos TM, a estratégiob produziu os melhores resultados para as abor-
dagens TMU (ver figura 74e) e SMU (ver figura 74bgntre esses, no entanto, 0 esquema
numérico TMSIC/SMU produziu o melhor resultado,tipeanente sem GOE, como se pode
ver na figura 74h. A aproximagcdo com mobilidade @ntante também produziu os piores
resultados, nesse contexto (ver figura 74d e 749).

Em uma segunda avaliacdo, as formulacées TM (TMBMSEC-1 e TMSEC-2) sdo
comparadas para as duas malhas ilustradas na fi§ufBendo em vista os resultados apre-
sentados na figura 74, apenas a aproximagdmbl para a mobilidade total é empregada.
Como se observa na figura 75, para a malha quadeangstruturada, os trés esquemas nu-
méricos TM apesentam, qualitativamente, o mesmdtae® nas abordagens TMU e SMU.
Por outro lado, 0 mesmo n&o ocorre quando a madrgtilar estruturada ilustrada na figura
73b é empregada (ver figura 76). Uma vez que aartabingular é transversal ao escoamen-
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to, € esperado que, em geral, o perfil de saturdedmgua receba a influéncia dessa forma de
orientagcdo da malha considerada. Na figura 76,mane&, se observa que as formulacdes
TMSIC e TMSEC-2 sdo menos passiveis a essa inf@uando, em relacdo a formulacéo
TMSEC-L1. Isso fica mais evidente para a abordagettd.T

(9) (h) (i)

Var: WaterSaturation

0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.000
1 [l 1
Max: 1.000
Min: 0.0000

Figura 74. Saturacdo de agua com 12 ordem parantés formas de aproximacao do fluxo numérico mala
bilidade total: (astdr com mobilidade total a montante; @ijir com estratégiafiob®’; (c) stdr com estratégia
“mobZ; (d) TMSIM/TMU com mobilidade total & montante)(TMSIM/TMU com estratégiatiob?’; (f)
TMSIM/TMU com estratégiarhob2; (g) TMSIM/SMU com mobilidade total a montant&) TMSIM/SMU
com estratégiarfiob’; (i) TMSIM/SMU com estratégiarhob?2.
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Conforme discutido na subsecéo da pagina 123,mogt@ com coeficientes explicitos
TMSEC-1 utiliza sempre dois pontos na combinacdeali convexa que da a caracteristica
multidimensional dessa aproximacdo. Isso ndo nagassente ocorre com as aproximacoes
TMSIC e TMSEC-2.

—~~
o
~

(e)
Var: WaterSaturation
0.0000 O.QISOO 0.5900 O??OO 1.000
Mo 1.000
Min: 0.0000

Figura 75. Perfis de saturacdo de agua com 12 aldeanuracia, obtidos em malha quadrangular estddu
(20x20 subdivisdes) e aproximacdndb para a mobilidade total: (a) TMSIC/TMU; (b) TMSIEMU; (c)
TMSEC-1/TMU; (d) TMSEC-1/SMU; (e) TMSEC-2/TMU; (f)MSEC-2/SMU.
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Como se vé na figura 46 e discussao naquela segéoa malha triangular, mais do
que dois pontos definem a combinagdo convexa papraximacao do tipo TMSIC. Conse-
guentemente, 0 mesmo ocorre para TMSEC-2, umawezsse reproduz o TMSIC, porém
com coeficientes explicitos, i.e., sem resolvdegisis algébricos locais.

~~
&

(e)
Var: WaterSaturation
0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.000
1 [l 1
Max: 1.000
Min: 0.0000

Figura 76. Perfis de saturacdo de agua com 12 addeanuracia, obtidos em malha triangular estrdaufa0x20
subdivisdes) e aproximacdmbb? para a mobilidade total: (a) TMSIC/TMU; (b) TMSEMU; (¢) TMSEC-
1/TMU; (d) TMSEC-1/SMU; (e) TMSEC-2/TMU; (d) TMSEZISMU.
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Dado o desempenho da variante TMSEC-2, aqui prapest relacdo ao TMSEC-1,
na figura 77 resultados obtidos com aproximacde$?de 22 ordem no erro de truncamento
sdo comparados.

Var: WaterSaturation
0.0000 O.QISOO 0.5900 O??OO 1.000

Mo 1.000
Min: 0.0000
Figura 77. Perfis de saturacéo de agua obtidos @&hmnquadrangular estruturada (20x20 subdivisdepy@
ximacao fmobZX para a mobilidade total: (&}dr, 12 ordem; (b}tdr, 22 ordem (MLP-vk); (¢) TMSEC-2/TMU,
12 ordem; (d) TMSEC-2/TMU, 22 ordem (MLP-vk); (EWSEC-2/SMU, 12 ordem; (d) TMSEC-2/SMU, 22
ordem (MLP-vK).
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Esses resultados séo obtidos para a malha quatiadgufigura 73a, com estratégia
de limitagdo MLP-vk e mobilidade total calculadanca estratégiatiob. O comportamen-
to verificado na aproximacao de 12 ordem se repate a aproximacdo de alta ordem. No
entanto, nota-se uma melhora na acurdcia das ssluespecialmente para os esquemas nu-
meéricos TM.

Por fim, uma Gltima avaliacdo para esse caso dersis comparar os resultados obti-
dos com malhas diagonal e paralela ao escoamestdu@s malhas quadrangulares estrutu-
radas, com indicacdo dos pocos injetores e praekjteéo ilustradas na figura 78. A formula-
cdo menos passivel ao GOE deve apresentar a mégi@nda entre os resultados obtidos
com as duas malhas, dado que a fisica simuladgasesma.

Poco
Malha produtor
diagonaj\
~
™~ LS
O aa
S Malha
LA
P paralela

PALRNUEY
S T b T

EASNESMESNNE
Pt bl P T
Y f‘; Y

] ] Pt

PN T b 5k N el

EANESHE @ ARSI S
ol bl e Tt T L™

FaAF ST ETINANES F
PALESIESALD PN

Poc
injetor

Figura 78. Malhas quadrangulares estruturadaspuig@ paralela ao escoamento, com indicacéo dgspo
injetores e produtores.

Nessa aplicacdo foram empregadas aproximacdes al@*18rdem para 0os esquemas
numéricosstdr, e TMSEC-2 com abordagens TMU e SMU. Na figuraa&bbreposi¢cdo dos
dominios, tal como ilustrado na figura 78, € apressa para cada caso simulado. Se observa
gue dentre as aproximag0Oes de 12 ordem (ver figi®as 79c), a abordagem TMU apresenta
a menor diferenca entre as isolinhas obtidas conalaa diagonal (linhas escuras) e com a
malha paralela (linhas brancas). Como esperadwnaufacéostdr apresentou a maior passi-
vidade dos resultados a orientacdo da malha engaeljas aproximacdes de 22 ordem (ver
figuras 79d a 79f), a abordagem SMU praticamenteapdiesenta diferenca entre os resulta-
dos obtidos com malha diagonal e paralela. Issmdeg o bom desempenho ja observado na
figura 77f, também para malha quadrangular diagakaésar da boa concordancia entre os
resultados obtidos nas diferentes malhas, a abemdd®/U (ver figura 79e) apresentou vari-
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acOes nas isolinhas que nao condizem com o companta esperado para um escoamento
em meio homogéneo e isotropico.

Var: WaterSaturation
0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.000
1 [l 1

Max: 1.000
Min: 0.0000

Figura 79. Perfis de saturacdo de agua obtidos @&hmmuadrangular estruturada diagonal com 20x@0igid
s@es (linhas escuras) e paralela com 28x28 subdi/@dinhas brancas) e aproximagéwwb? para a mobilida-
de total: (a)tdr, 12 ordem; (b) TMSEC-2/TMU, 12 ordem; (c) TMSEGIW, 12 ordem; (d¥tdr, 22 ordem
(MLP-vk); (e) TMSEC-2/TMU, 22 ordem (MLP-vk); (MSEC-2/SMU, 22 ordem (MLP-vK).
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4.3.5.Escoamento Bifasico em Meio Homogéneo e Isotrépicom 3 Pogos

O presente problema, obtido de Kozddral. (2011), consiste em um meio isotropico,
com dimensdes [-0,5;0%5¢ inicialmente saturado por 6leo. Duas regidesyler e externa
(ver figura 80), tém diferentes tensores de perihdatie, definidos por:

10 N
IScirc = |:O 1:|’ ISext = 1?) 18—6 (298)

Embora existam duas regibes com propriedades tdistio escoamento € restrito a re-
gido circular, o que torna o problema, de certemégrhomogéneo. Condicdo de contorno de
fluxo nulo é imposta em todo o contorno. Um pogetor € localizado no centro do dominio,
Como ilustrado na figura 80a, no qual vazao umitarprescrita. Dois po¢os produtores 1 e 2,
a esquerda e a direita, respectivamente, sdo giam@nte postos (ver figura 80). Presséo
nula é prescrita nos dois e suas coordenadas Bamas como:

X 2 Y1, ={¥0,3cos(y 6); 0,3sinf/ § (299)

Na proposta de Kozdoet al. (2011), o dominio é rotacionado em varios angales
quanto a posi¢ao dos pocos permanece fixa. O empleegma malha cartesiana quadrangu-
lar com 51x51 subdivisdes torna esse teste umdeeedorma de avaliacdo da formulacéo
numerica quanto sua passividade a efeitos de ag@&ntde malha. A assimetria provocada
pela posicdo dos pocos produtores em relacdo atagdo da malha pode trazer resultados
bem diferentes do esperado, fisicamente, pararaasde producdo. No presente texto, ape-

nas a rotagdo do dominio €86, além do dominio sem rotacao, é avaliada (verdi§0).
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Figura 80. Dominio computacional com dois meiosliferentes valores de permeabilidade: (a) seméotac

com indicacdo dos pocos injetor e produtores;qtacionado em 30graus e malha quadrangular estruturada
com 51x51 subdivis@es.

Adicionalmente, a relacdo de Brooks-Corey, defimdaequacéo (8), € adotada como
relagé@o constitutiva. Os coeficiente para aguaee 68o, respectivaments, =4 e n, = 2.
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Além disso, a razédo entre viscosidades e o tempmudacio adotados séo, respectivamente,
M =100 e 0,1VPI, exceto quando definido com outros valores. A gidare é considerada
unitaria.

Inicialmente, a influéncia do tipo de aproximacaaermo de mobilidade total(SN)
€ investigada. Os resultados obtidos com as ttést@gias empregadas na aproximacao de
A (SN) , definidas nas equacodes (36) a (39) sdo comparbdlddggura 81 o perfil de saturacéo
de dgua com aproximacao de primeira ordem € illstpara o dominio sem rotacdo em rela-
¢ao a posicao dos pocos. Os resultados obtidokgrutonet al. (2011), mostrados nas figu-
ras 8la a 81c, sdo reproduzidos qualitativamentea&@proximag¢do a montante dtés”)
como se observa nas figuras 81d a 81f. Para essgaaproximacao do tipo SMU proporci-

ona os melhores resultados no que se refere aéac@rde GOE. Todas as aproximacdes
TM, nessa secao, sdo obtidas com a abordagem TNMSg©posta no presente trabalho.

Var: WaterSaturation

0.0000 O.QISOO 0.5900 O??OO 1.000
Mo 1.000
Min: 0.0000

Figura 81. Perfis de saturagdo de dgua para ogmnabdle trés pogos, sem rota¢do do dominio. Difeserstra-
tégias de aproximag&o, com primeira ordem de aleyrs@o usadas: (a) stdr, obtida de Kozelpal (2011); (b)

TMU, obtida de Kozdoet al (2011); SMU, obtida de Kozdat al (2011); (d)stdr reproduzido comi (S, ) a
montante; (€) TMU reproduzido cor(S,) & montante; (f) SMU reproduzido coA(S,) & montante.

No entanto, a vantagem da aproximacéao do tipo Stdhid as outras estratégias nao e
invariavel. Na figura 82, os perfis ilustrados figaras 81d a 81f s&o novamente comparados
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com outros perfis, obtidos com as estratégias oexspacao para mobilidade totambbl e
“mob2, definidas, respectivamente, nas equacdes (839)e

Var: WaterSaturation

0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.000
1 [l 1
Max: 1.000
Min: 0.0000

Figura 82. Saturacdo de agua em dominio sem rofagaadiferentes estratégias de aproximacgao camuéfn
de acuracia: (a&tdrcom A(S,) a montante; (b) TMU cond (S,) & montante; (c) SMU comi(S,) a montan-

te; (d)stdremoblparaA(s,); (¢) TMU emoblparaA(S,); (f) SMU emoblparai(S,); (g) stdre mob2
paraA(S,); (h) TMU emob2paraA(S,); (i) SMU emob2parai(s,).
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Nota-se como a estratégia TMU, em especial, temO& Gduzido quando outras
formas de aproximar a mobilidade total s&o empregddssa diferenca fica mais evidente na
figura 83, onde os resultados séo obtidos comemtagdo da malha rotacionada em 30° com
relacdo a posi¢ao dos pocgos, tal como ilustradiguea 80b.

Var: WaterSaturation
0.0000 0.2500 0.5000 0.7500 1.000
1 [l 1
Max: 1.000
Min: 0.0000

Figura 83. Saturacdo de agua em dominio rotacioead®0° para diferentes estratégias de aproximamdal?®
ordem de acuracia: (a)drcom A(S,) a montante; (b) TMU comi (S,) & montante; (c) SMU com (S, ) a

montante; (dstdremoblparaA(S,); (e) TMU emoblparaA(s,); (f) SMU emoblparaA(S,); (g)stdre
mob2paraA(S,); (h) TMU emob2para(S,); (i) SMU emob2parai(s,).
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Corte de Agua

Corte de Agua

Nesse caso, dada a assimetria do escoamento e@oré@arientacdo da malha, nota-
se, nos gréficos ilustrados na figura 84, uma elifea entre as curvas de corte de agaef
cut) para os dois pocos produtores. Esse comportardestoa, fisicamente, do esperado uma
vez que 0 meio é isotrépico e homogéneo. A difexemire as curvas obtidas para cada poco
produtor é mais acentuada para formulacdes masvpasao GOE. Assim, o afastamento
entre as curvas obtidas em cada poco produtor éndicador da passividade da formulagéo
ao GOE. Nesses termos, se observa que para a &gdouradicional, com aproximacao uni-
dimensional owstandard(stdr), a estratégiatiob2 produz os melhores resultados, tal como
se vé na figura 84a. O mesmo ocorre para as apagies do tipo TMU, onde praticamente
ndo ha GOE com a estratégrmdb2 (ver figura 84b). Por outro lado, para as apragdes
do tipo SMU, ilustradas na figura 84c, a mobilidadeontante propicia os melhores resulta-
dos. No entanto, quando se compara a aproximacd 8Mida com mobilidade a montante,
com a aproximacdo TMU, obtida com a estratégialdZ, se observa que essa ultima formu-
lagéo apresenta os melhores resultados, tal caistoaitlo na figura 84d.
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(©) (d)
Figura 84. Gréficos de corte de aguater cuj para diferentes estratégias de aproximacao diidzaate total:

(a) aproximacdes unidimensionaisstandard(stdr); (b) aproximacdes do tipo TMU; (c) aproximacdesigo
SMU; (d) comparacéo entre os melhores resultad@sgsaaproximacdesdr, TMU e SMU.
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Para as aproximacfes de 22 ordem, os perfis deagab de agua apresentam, como
esperado, menos “espalhamento” em relacado aosadssiimostrados na figura 83. As apro-

ximagdes do tipo MUSCL s&o obtidas com extrapolaigi&, e estrategia MLP-vk como
funcéo limitadora. As aproximagdes TM sdo feitaglmeo fracionario f,,, onde se verificou

0os melhores resultados no que se refere a minidozég GOE. Na figura 85 esses perfis sdo
ilustrados para as aproximac¢@&dr, TMU e SMU no dominio rotacionado em 30°. Paraacad
uma dessas abordagens, as estratégiabl e “mobZ, propostas no presente trabalho, sdo

empregadas para aproximar a mobilidade t8(8, ) .

Var: WaterSaturation
0.0000 O.QISOO 0.5900 O??OO 1.000

Mo 1.000
Min: ©.0000

Figura 85. Saturacéo de agua em dominio rotacioead80° para diferentes estratégias de aproximamac2?
ordem de acuracia e limitador MLP-vk: &@iremoblparaA(S,); (b) TMU emoblparaA(S,); (c) SMU e

moblparaA(S,); (d) stdremob2paraA(S,); (€) TMU emob2parai(S,); (f) SMU emob2para(S,).

Tendo em vista os perfis de saturacdo de aguaaitiest na figura 85, as abordagens
SMU com A(S,) aproximado pela estratégiatb?® e stdr com A(S,) aproximado pela
estratégia rhob2 parecem receber a menor influéncia da orientalgémalha em relacéo a
posi¢do dos poc¢os. Por outro lado, as curvas de deragua correspondentes, ilustradas na
figura 86, indicam que as abordagens TMU e SMU pwhilidade total fhobI apresentam

as menores defasagens entre os momentbeed&throughem cada poco produtor. Avalian-
do a figura 86a, é possivel ver que ha ainda underada melhoria da abordagem SMU (li-
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nhas em vermelho) em relacdo a abordagem TMU diehaazul). Para as abordagstus, a
estratégiathobZ, para aproximacgao dﬁ(SN) apresentou os melhores resultados.
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Figura 86. Gréficos de corte de aguater cuj para diferentes estratégias de aproximacao ddidzate total:
(a) abordagenstdr, TMU e SMU com aproximacéo do tipmbb? para A (SW) (b) abordagenstdr, TMU e

SMU com aproximac&o do tipartob2 para (S, ).
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Quando se compara esses resultados com os da gdrostdr, obtidos na aproxima-
céo de 12 ordem (ver figura 84d), se observa qpraimacdo de 22 ordem diminuiu o espa-
camento entre as curvas de corte de agua. No entsst ocorre apenas com a aproximacgao
do tipo ‘mob2 para a mobilidade total.

4.3.6.Escoamento Bifasico de Agua e Oleo em Reservatotitomogéneo e
Anisotropico

No pressente exemplo, adaptado de Lamine e Ed20d8), um reservatério homo-
géneo e anisotropico é considerado para uma adapti;problema classico de % de cinco
pocos. O reservatério com dimensées fjl)strado na figura 87b, tem o tensor de permea-
bilidade com razé&o de anisotrop'{@X/Kyy =10 e dire¢Oes principais inclinadas em um angu-

lo de 45° em relacéo as dire¢cdes cartesianas. D@ssa, a permeabilidade € representada
por um tensor completo, definido da seguinte forma:

cos( 45) -se(1 4”5) {10 0} coés 21)5 s(en)l
ser( 45) coé 433 0 1 -se(n 4)5 c(os")l

Condic¢des de contorno de fluxo nulo séo atribuedésdas as faces do contorfiQ

do reservatério. Vazao e saturacdo de agua umsitséi@prescritas no poco injetor. A razao de
mobilidades considerada M =50. Valores de saturacao irredutivel de agua e rabidel
6leo séoS,, = S, =0 e o modelo de Brooks-Corey, apresentado na eq8jaege as rela-

cOes constitutivas com expoentes=5 e n, =1. A simulac¢éo ocorre até 0,4 VPI.

Nesse exemplo, a influéncia exercida pela distodgaimalha sobre os resultado é ava-
liada. Dessa forma, a malha obtida de Hermelin@{R0lustrada na figura 87c, € utilizada. A
equacao de presséo é resolvida com o MPFA-FPS, alatésotropia do problema. Para a
solucédo da equacéo de transporte, a abordagemcoraisncional (ndo multidimensional) é
comparada com a variante TMSEC-2, proposta no presebalho. A intervengao que leva
em conta a distorcdo da malha para adaptar a imatigionalidade da solugdo também é
considerada. Todos os resultados foram comparahosima solugéo de referéncia (ver figu-
ra 87a), obtida com uma malha triangular ndo estda com aproximadamente 120x120
subdivisdes (37.996 volumes de controle). Neste, s métodos MPFA-O e de ponderagéo
a montante de 12 ordem foram usados para resobdspectivamente, as equacdes de pressao
e saturacao.

Dada a quantidade de variantes a se verificariag@d@as preliminares foram feitas pa-
ra duas malhas quadrangulares, estruturadas ecdisisy com 16x16 subdivisdes (ver figura
D.1 no apéndice D). Os graficos obtidos nessadsagdals estdo presentes no apéndice D.
Esses resultados sdo indicadores de que a combinagéiexa feita para o fluxo fracionario,
nos esquemas numéricos TM, produzem os melhoraka@ss. Dentre as estratégias para
aproximacdo da mobilidade total, a nominadzohI também se mostrou mais eficaz, tal
como ja verificado em outros exemplos apresentadete capitulo. As estratégias de corre-
cdo para malhas distorcidas também foram avaligdag, 0 presente problema, no referido
apéndice. Se observou nessas comparacdes quatagatSMU-modif.2, definida na equa-
céo (283), apresentou os melhores resultados pataas malhas adotadas.

Na presente secdo, a malha quadrangular distazoimia32x32 subdivisdes, adaptada
de Hermeline (2007) e ilustrada na figura 80c,ikizatla para produzir os resultados. Apro-
ximacOes de 12 e 22 ordem sdo comparadas paragosmes numéricostdr, TMSEC-
2/SMU, TMSEC-2/SMU-modif.2 e TMSEC-2/TMU.

K= (300)
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Figura 87. Escoamento bifasico de agua e 6leo senvatdério homogéneo e anisotrépico para problenia de
cinco pocos: (a) solucao de referéncia; (b) doménimputacional com indicacdo dos pocos injetoroeytor;
(c) malha quadrangular estruturada com 32x32 sididis adaptada de Hermeline (2007).

Nas figura 88 os perfis de saturacéo sédo apresenpaata aproximacoes de 12 e 22 or-
dem (com limitador MLP-vk). E possivel perceber ocamdistor¢do da malha desvia o campo
de saturacéo de agua em relacédo ao poco prodigsimApara cada ordem de aproximacao
avaliada, a depender da formulacdo empregada,damrmsnomento diferente pareboeak-
through Se observa, no entanto, que a utilizacdo dosdogtdM minimiza esse desvio, co-
mo se vé nas figuras 88b, 88c, 88e e 88f e noggsafla figura 89. As aproximacdes de 22
ordem, em geral, também minimizam essa disperséo.

Observando as curvas de producéo ilustradas neaffy fica claro que dentre as
funcdes de controle empregadas na estratégia Tiwhcdo TMU produziu os melhores resul-
tados, i.e., mais proximos da solugédo de referédéia funcdo de controle SMU-modif. 2,
proposta no presente trabalho, apresentou ressltadinores do que os obtidos com o SMU.
E importante mencionar que embora as curvas commgtbdo ainda parecam relativamente
distantes da solucéo de referéncia, nota-se (cdosdovtambém as curvas do apéndice D) que
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a medida que se refina a malha, as solu¢des nasgnoduzidas se aproximam mais da so-
lugéo de referéncia.

(e)
Var: WaterSaturation
0.0000 O.QISOO 0.5900 O??OO 1.000

Mo 1.000
Min: ©.0000

Figura 88. Escoamento bifasico de 4gua e 6leo semv@drio homogéneo e anisotropico para problenia de
cinco pocos para a malha Chevron com mobilidadetT: (a) abordagenstdr com aproximacgéo de 12 ordem;
(b) abordagem SMU-modif. 2 , 12 ordem; (c) abordag®U, 12 ordem; (d) abordagestdr com aproximacao
de 22 ordem (MLP-vk); (e) abordagem SMU-modif.2p&lem (MLP-vk); (f) abordagem TMU, 22 ordem
(MLP-vK).
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Comparagéo entre esquemas stdr e MultiD. Todos com Mob1

T T T T
Referéncia |
16+ —&— 1a Ordem - stdr A
—a— 1a Ordem - proj. Sw' MultiD em fw {SMU)
—s7— 1a Ordem - proj. S o MultiD em f s (SMU-modif.2)
14+ —&— 1a Ordem - proj. Sw, MultiD em fw (TMU) i
-—-4r-—2a Ordem MLPvk - stdr
wemiemn= 28 Ordem MLPvk - proj. Sw, MultiD em fw (SMU)
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Figura 89. Curvas de producéo obtidas em malhargogdlar distorcida com 32x32 subdivisdes paraasco
mento bifasico de agua e 6leo em reservatdrio hémame anisotrépico. Abordagens convencicstdl)(e
TMSEC-2 (TMU, SMU e SMU-maodif.2) sdo comparadasapk e 22 ordem.

Uma segunda avaliagdo consiste na comparacao edigeempenho dos limitadores
van Albada e MLP-vk no que se refere a producasotlezdes positivas em malhas distorci-
das. Na figura 90 sdo mostrados perfis de satu@gifados com a malha adotada.

8

Figura 90. Indicac&o de valores negativos paraspdefsaturacdo obtidos com aproximacédo de 22 oedem
malha Hermeline: (a) com func¢éo limitadora van Alisa(b) com funcéo limitadora MLP-vk.
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Nos resultados obtidos com o limitador van Albaddores negativos sao observados.
Os volumes de controle sdo marcados (ver setap délucdes obtidas com MLP-vk sdo mo-
notonas, como se observa na figura 90b e tabela 6.

Tabela 6. Valores maximos e minimos para aproxiegmgde 22 ordem usando fung¢des limitadoras baseadas
avaliacdo da face (van Albada) e do volume de on(MLP-vk) para o escoamento bifasico de aguee &m
reservatério homogéneo e anisotrépico para probtEnia de cinco pocos.

Limitador van Albada Limitador MLP-vk
Estratégia de Maximo Minimo Maximo Minimo
mobilidade Valor Valor Valor Valor
=Sl 1,00 -3,45x10° 1,00 0,00
mobT
Estrategia 1,00 -3,03x10° 1,00 0,00
mobZ2

A forma construtiva da funcédo limitadora MLP-vk temm carater multidimensional.
Possiveis ocorréncias de extremos sdo avaliadéasdana vizinhanca do volume de controle.
Por outro lado, nas funcdes limitadoras baseadasagma avaliacdo das superficies de con-
trole, valores extremos que ndo estejam diretansms@ciados a superficie de controle avali-
ada podem nao ser “percebidos” pela funcdo limmadGonsequentemente, solugcbes nao
positivas podem ser produzidas. A distor¢cdo da anatfotada contribui para esse tipo fen6-
meno, como afirmam Delis e Nikilos (2012). E impate mencionar que um efeito colateral
da avaliacdo multidimensional, caracteristica ddisaggias como o MLP e outras encontra-
das na literatura (Woodfielet al, 2004), € uma difusédo artificial mais elevadapaida as
solugdes numéricas de modo a garantir que esssfagam o DMP. Os efeitos dessa difusdo
artificial foram observados no exemplo da secad4pdra um escoamento em meio muito
heterogéneo.

4.3.7.Escoamento Bifasico de Agua e Oleo em ReservatoAmalogo, Hete-
rogéneo e Anisotropico

O ultimo exemplo, adaptado de Guimaraesl (2002), ndo tem um carater den-
chmark Esse caso consiste apenas em uma aplicacaaptatalgumas formulacdes aborda-
das no presente trabalho. O analogo de reservatériominado “Barreiras do Boqueirdo”,
localizado no estado de Alagoas, € uma formacdmditica com diferentes litologias, tal
como ilustrado na figura 91.

Figura 91. Anélogo “Barreiras do Boqueirao” (Alaghabtido de Guimaraet al (2002).

O reservatorio te 56n de comprimento e 6,81 de altura. Andlises estratigraficas
(Guimaraest al, 2002) indicam que trés litologias compdem o rdéeanalogo: uma argila
(clay) isotrépica com permeabilidadg, e porosidade 0,3; um arenito grossoafse sands-

tong ortotrépico com permeabilidadg, e porosidade 0,195. As dire¢des principais desse
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tensor séo rotacionadas em 15° (anti-horario) éagde as direcfesey. A terceira camada,
mais permeavel, é constituida também por um medairépico (nedium sandstoherotacio-
nado em 30° (anti-horario), e uma porosidade d&. W2 figura 92a, uma representacédo do
reservatorio € ilustrada com indicacdo de cadidgia. Os tensores correspondentes a cada
material também sé&o indicados. Condicao de conterdeumann é aplicada em toda a fron-
teira, com excecdo das superficies associadas@os |njetor e produtor, com indicacéo
Qrjetr € Poroauor N@ figura 92a, respectivamente. A vazao massitauata a superficie inje-
tora (completacdo com aproximadamente 0,86 m deaale de 0,kg/dia e a pressdo no
poco produtor é de 22Rgficnf. As viscosidades do 6leo e da agua sdo, respecie,

M =5cp e 4, =0,5p. Na mesma sequencia, as massas especificas tlegkessao, res-

pectivamente,o, =888,7kg /m’ e p, =1000kg /n?. A gravidade atua na diregéo vertical

com g=9,81m/< (ver figura 92a). Adicionalmente, o modelo de \@enuchten (1980

apudPinde e Gray, 2008), apresentado na equacao&Ldi)izado como relacéo constitutiva.
O parametro livre nesse model@ & 2. As saturacdes irredutiveis de agua e residuélete

sdo S, = §, =0,1. Todas as grandezas mencionadas acima foram tidagepara unidades
do sistema internacional (SI) de modo a produzia 8olugdo com coeréncia dimensional.

0 3 0 — 48 7’5 K3: 85 25,98 anetor
;51:{’ } K2l e o 1 25,98 55

CLAY

pprodutor

COARSE SANDSTONE

(@)

(b)

Figura 92. Dominio que representa o reservatoiogo “Serras do Boqueirdo”: (a) representacaoahoinio
com indicac¢des das litologias; (b) malha quadraarguéio estruturada com 3484 volumes de controle.

Dada a anisotropia de dois dos trés materiaisneliaacéo desses tensores em relacéo
a orientacdo de ey, esses materiais sao representados por tensargsetos (ver figura
92a). Concomitante a isso, uma malha quadrangdélarestruturada com 3484 volumes de
controle é empregada na discretizacdo do domirgorgpresenta o reservatorio analogo, tal
como ilustrado na figura 92b. Dessa forma, a geda@tegular do reservatorio pode ser
honrada sem que seja necessario uma grande quEntidavolumes de controle. A combina-
céo dos tensores completos com a malha néo esnlatuequer o uso de formulacdes robus-
tas para a solucdo do problema descrito acima. Baoa as formulacbes MPFA-FPS e
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MUSCL/MLP sdo empregadas para a solucdo numérsaalaacdes de pressao e saturacao,
respectivamente. Na figura 93 sdo apresentadosrmpos de pressdo e saturacdo de agua
para um periodo de 72 dias. Se observa na figuaa@hfluéncia da acdo da gravidade nas
isolinhas de pressdo. O modelo de Buckley-Levemtt gravidade foi verificado na secao
4.3.1. No campo de saturacéo, ilustrado na fig8ka Se observa a massa de agua avancando
ao longo da camada denominadadrse sandstoriecom dire¢des principais inclinadas em
15°. Observa-se também parte dessa massa de agueapdo a camada denominadae*
dium sandstorigeprovavelmente devido a acdo da gravidade.

r/ // // [/

Pseudocolor
Var; Pressure
0.0000 3.525|e+016 7651 Ie+016 1 .1::18|e+01 7 1.580e+017

Mane, 1.530e+017
Min: 00000 (a)

Pseudocolor
Var, WaterSaturation

0.1000 02519 0.4038 0.5557 0.7076
Max: 07076
Min: 0.1000 (b)

Figura 93. Escoamento bifasico de agua e 6leo senvatdrio analogo, heterogéneo e anisotrépico fiarhas:
(a) campo de presséao, dadoay (b) campo de saturacéo de agua.

E importante ressaltar que embora ndo se tenhasalmgéo para fazer a devida com-
paracao, acredita-se que as formulacdes empregadasbter as solucdes ilustradas na figu-
ra 93 sdo mais acuradas e convergentes do quéesm@om uma formulacdo TPFA associ-
ado acupwindde 12 ordem, frequentemente empregados em simetadomerciais voltados
para a industria do petroleo.
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Conclusao e Trabalhos Futuros
—————————————

5.1. Conclusao

No presente trabalho, foi estudada uma formulagi®étodo de Volumes Finitos
cell-centerecpara a discretizagédo das equacdes que descregscoamento bifasico de agua
e Oleo em reservatorios de petréleo heterogénaassetropicos. O modelo adotado descreve
0 problema através de um sistema de equacdes adgregvolvendo uma equacao de pres-
sdo e uma de saturacado, acopladas atraves dadeeleaile Darcy. Uma estratégia tipo IM-
PES foi utilizada para a solugéo sequencial dexgaascoes.

Para a discretizacdo da equacao de pressao, fgdealaobustas para lidar com ten-
sores de permeabilidade e malhas arbitrarios fadotadas da literatura (MPFA). Essas
formulacdes foram comparadas com a aproximacasicdado Método de Volumes Finitos
(TPFA), largamente empregada em simuladores natirid(petrolifera. Conforme esperado,
nos experimentos numericos, feitos com problebesmehmarkda literatura, verificou-se que
todas as formulacdes avaliadas, sdo capazes dezprediucdes exatas para campos lineares
de pressao (ver secao 4.2.1) inclusive para rdseios com permeabilidade descontinua.
Para as formulagdes com aproximacao de fluxo pdtipios pontos (MPFA-O, MPFA-FPS
e MPFAEnriched, taxas de convergéncia de 22 ordem no campoedsdw e ordem superior
a 1 no campo de velocidade foram obtidas, mesn® yoarreservatério com tensor de per-
meabilidade ortotropico, heterogéneo e utilizandahas distorcidas (ver secédo 4.2.2). O
mesmo nao ocorreu com a aproximacao do tipo TPBWdd a sua inabilidade em represen-
tar termos de difusédo cruzada adequadamente pemtesida distor¢do imposta a malha ado-
tada ou da anisotropia do meio.

Na avaliacdo da positividade das solu¢cées em praideom elevada razédo de aniso-
tropia, conforme esperado, apenas o TPFA apressntogdes mondétonas. No entanto, essas
nao condizem com a fisica do problema devido ailidade desse método em aproximar
fluxos com tensores completos de permeabilidade qgedes 3.3.2 e 4.2.3). Nenhum dos
meétodos do tipo MPFA foi habil para produzir sokeg@nondtonas para esse problema, mes-
mo 0s mais robustos MPFA-FPS e MPEA¥riched O desempenho do MPFA-FPS foi supe-
rior ao dos outros métodos da mesma classe. Natentascilagdes espurias também foram
observadas, violando o Principio do Maximo Discr@®1P). As solu¢cbes obtidas com o
MPFA-O apresentaram oscilagcdes espurias intensagogam diminuindo com o refinamen-
to da malha. No entanto, mantiveram amplitudes ragaido que as observadas para o0 MPFA-
FPS. A aproximacao linear da pressédo (com supaategtilar), caracteristica do MPFA-O,
implica em regides em que a pressao nao € intelpaasim extrapolada (ver secdo 3.3.3).
Dessa forma, € esperado que oscilacbes espurigmmcpara problemas com elevada razao
de anisotropia e malhas que néo séo k-ortogongsikiov et al, 2007; Cheret al, 2008;
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Edwards e Zheng, 2008). Por outro lado, contradaasl expectativas, o MPHAariched

gue tem suporte completo de pressao, tal como cAMHFS, apresentou elevados niveis de
oscilacdo para malhas mais refinadas. Apesar d&rgpasemelhanca, os métodos MPFA-
FPS e MPFAEnNrichedtém formas diferentes de aproximar a pressao oiw®$ harmonicos.
Provavelmente, o baixo desempenho do ME/ichedem relacdo ao MPFA-FPS, para o
referido problema, seja resultado dessa diferddgea analogia pode ser feita com as duas
interpolacdes propostas por Gao e Wu (2010) qusaapker semelhanca entre si em sua forma
construtiva, apresentam resultados bem distintadyisive no que se refere a obtencdo de
taxas de convergéncia em problethaschmarkKGao e Wu, 2010).

A equacao de transporte (saturacao) foi discretizatdizando duas abordagens. Na
mais convencional, onde o fluxo numérico ndo segodentacdo da onda, aproximacdes de
12 a 4@ ordem para o erro de truncamento foramadds. Nas aproximacdes de alta ordem,
uma nova estratégia de limitacdo (MLP e variantePMk), proposta por Pamt al (2010) e
Park e Kim (2012a), no contexto das equac¢Oes der,Hol aplicada pela primeira vez a si-
mulacdo de escoamentos em reservatorios de pet@leesempenho dessa estratégia foi
comparado com o obtido para uma estratégia maieocional de limitacdo encontrada na
literatura (Lohner, 2001; Carvalho, 2005). Alémsdisresultados obtidos com a extrapolacéo
de S, e f,, seguindo uma metodologia do tipo MUSCL, tambérarfocomparados. Con-

forme esperado, para a solugdo numérica do moadeRudkley-Leverett com caracteristica

unidimensional (ver secao 4.3.1), as taxas de cgémeia nominais das aproximacodes utili-

zadas ndo foram alcancadas. Isso se deu devidscardi@uidade caracteristica da solugéo
desse problema. No entanto, como reconhecidoeratlira, (Bastian, 2002), os erros absolu-
tos obtidos com cada ordem de aproximacdo séo dicador do desempenho das mesmas,
no espaco e no tempo. Isso também é verdade paliéesentes estratégias de limitacdo e
variaveis extrapoladas.

Como esperado, foi verificado, portanto, que toalmsaproximacdes de alta ordem
apresentaram desempenho superior a tradicionatiap@gdo de 12 ordem. Tal como relatado
por Bastian e Helmig (1999), no caso do problemBulkley-Leverett, para a aproximacao
com erro de truncamento de 12 ordem, € necessddamalha com o dobro do refinamento
para a obtencdo de erros equivalentes aos obtaosuma formulacdo de segunda ordem.
Comparando apenas as aproximacoes de 22 ordemswgdos obtidos com a estratégia de
limitacdo MLP-vk produziram erros menores do quelasdos com as estratégias MLP e van
Albada (convencional). No que se refere a variéxélapolada, em geral, para os resultados
obtidos com MLP e MLP-vk, se observou nas extrajg@a def,,, aproxima¢cdes mais acu-

radas nas regides de expansao e posterior ao chivagiaproximacdes limitadas com a estra-
tégia van Albada, as extrapolagdes §mnforam, em geral, mais acuradas. Nas aproximacdes

de 32 e 42 ordem, o limitador MLP, atuando na pslagéo def, produziu os melhores re-

sultados. O uso de um esténcil com viés a montapenas nas aproximacdes de 42 ordem,
proporcionou solugcdes com menores erros, especignpara malhas mais refinadas (ver

secado 4.3.1). Adicionalmente, a utilizacdo de apragdes de alta ordem no tempo (Runge-
Kutta de 22 ordem) produziu erros maiores quangapeoado com a integracdo através do

meétodo de primeira ordem do tipo Euler progressivo.

Ainda na secédo 4.3.1, o modelo de Buckley-Levexati forca gravitacional incorpo-
rada foi verificado. Resultados numeéricos obtidasad? e 22 ordem (com diferentes estrate-
gias limitacao) foram comparados com uma solucaef@eéncia obtida de Durlofsky (1993).
Todas as aproximacdes reproduziram o perfil degefda. Contudo, a aproximagdo com 22
ordem limitada com a estratégia MLP-vk produzisalsicbes mais proximas da referéncia.
A acédo da gravidade € novamente abordada no Uikamplo (secao 4.3.7) para um analogo
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de reservatério. Embora néo se tenha uma solucéfaténcia nesse caso, 0s resultados para
0 campo de pressao e saturagao séo condizentes egperado.

No problema envolvendo o escoamento em um meioonmgiterogéneo (ver secao
4.3.3), os resultados obtidos com aproximacao ded®m e funcao limitadora van Albada
representararfingersfisicos e regides de baixa permeabilidade de fomas definida, em
relacdo as solugdes com aproximacdo de mesma olidetagda com o MLP-vk. Nesse caso,
para um problema com caracteristicas multidimeassomma funcao limitadora que avalia a
ocorréncia de extremos em todo o volume de con{kld® e MLP-vk) impde mais difusao
numerica a solucdo do que uma estratégia que $azawsaliacdo apenas nas faces do volume
de controle (limitador van Albada). Apesar dissaproximagdes de 32 e 42 ordem represen-
taram as heterogeneidades do reservatério com mesiolucéo do que qualquer aproximacgao
de 12 ou 22 ordem. Certos detalhes do escoamentassds apenas com a aproximacao de 42
ordem (ver sec¢éo 4.3.3).

Em uma segunda abordagem na discretiza¢gédo da eqd@g@turacao, esquemas nu-
méricos multidimensionais ou TM foram comparadogs@uema numérico aqui chamado de
TMSIC (Kozdonet al, 2011) foi comparado com as duas propostas apeses no presente
trabalho (TMSEC-1 e TMSEC-2). Nessas o fluxo nuotég calculado de forma explicita,
seguindo a orientagdo do escoamento. Nessas abosjagproximacoes de 12 e 22 ordem no
espaco foram avaliadas. Por outro lado, apenaxiapagdes de 12 ordem sdao empregadas
com TMSIC na literatura voltada para problemasstma&amento em reservatorio de petroleo.
Os resultados obtidos para problemas desafiadarésechtura (ver secao 4.3.4 a 4.3.6) indi-
cam que os esquemas numéricos TMSIC e TMSEC-2ayees 0os melhores desempenhos,
especialmente quando malhas triangulares foramegagas. Isso ocorreu devido a forma
construtiva desses esquemas TM. Enquanto a abond&ai$SEC-1 emprega apenas dois
pontos na combinacdo linear convexa, para todaa®ss, as outras abordagens sao “flexi-
veis” para usar mais pontos, a depender do tipmalba e orientagdo do escoamento. Duas
estratégias empregadas na aproximacao da mobilidededescritas na secdo 3.3.1, também
foram comparadas, além da influéncia da extrapoldgdS, e f, nas aproximagdes de 22

ordem. Predominantemente, a aproximacgdo da matditiatal nominadamiob produziu

os melhores resultados. Em todos os casos testadgeoximacdo TM de 22 ordem, com
estratégia de limitagdo do tipo MLP-vk, produzisuleados mais acurados. As curvas de pro-
ducéo obtidas foram mais proximas da solucéo aeéedia do que a abordagem, de mesma
classe, com aproximacao de 12 ordem (ver secd®).4Adbservou-se também que, para alguns
casos, a aproximacao de 12 ordem TM obteve deséimmealhor do que a abordagem con-
vencional owstandard(“stdr’ nos graficos) de 22 ordem. Novamente, a proxigeddas cur-
vas de producao em relacao a solucéao de referéneraindicador dessa conclusao.

A forma adaptativa para o calculo dos fluxos nuoaSrimultidimensionais, proposta
no presente trabalho para o tratamento de mals&wrddas, também foi avaliada. Para um
problema anisotropico do tipo ¥4 de cinco pocos $eefo 4.3.6), a aproximacao TM modifi-
cada (com correcdo para malhas distorcidas) prodesultados menos susceptiveis a orien-
tacao preferencial de malhas distorcidas do queoedagem de mesma classe do tipo SMU.
No entanto, as duas estratégias tiveram desemp@ohao que a estratégia do tipo TMU
para aproximacdes de 12 e 22 ordem. Associadm at@ssbém foi observado que extrapola-
cdes emS,, porém com combinagédo convexa dn produzem os melhores resultados para

o problema e malhas avaliados. Essa configuragadgiliaada por Lamine e Edwards (2013)
em aproximacodes de 22 ordem. Os autores tambéatdesb bom desempenho desse tipo de
abordagem.

Na comparacao entre as diferentes estratégiasmdadéo, a abordagem do tipo MLP
proporcionou solugdes positivas mesmo para malisesrcddas. O mesmo nao foi observado
para as aproximacdes de 22 ordem com o limitaddicional baseado na avaliacdo da face
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(limitador van Albada). Para essa abordagem, v&loegativos de saturacao foram observa-
dos, conforme observado na tabela 6 (ver seca®)4.3.

Por fim, no presente trabalho, foi sugerida umahinatédo de estratégias para tratar
oscilagbes nas curvas de producdo quando formdaexdaicitas sdo utilizadas. Solucdes
com moderada ou excessiva oscilacdo foram obsengata um problema simples de % de
cinco pogcos em meio isotropico e homogéneo. DudBamdoram utilizadas para esse fim.
Como se Vvé na secdo 4.3.2, tais oscilacdes forautidae e, em outro caso, minimizadas.
Comparando as interven¢des propostas, 0 uso de fras@nario, tal como apresentado por
Leveque (1992) e Carvalho (2005), ndo foi sufi@godéra minimizar as oscilacdes observa-
das. Por outro lado, a intervencao de um fatoretixacdo, como proposto por Date (2005),
para tratamento de termos fonte “rigidos”, fez whi@renca substancial na minimizagcédo das
referidas oscilacdes. A terceira intervengado quesiste em utilizar um passo de tempo local
para os volumes de controle associados ao pocaotproger secédo 3.4.2) ndo fez muita dife-
renca em relacdo a atuagéo do passo fracionanoiads ao fator de relaxagao.

De forma, geral, os resultado obtidos no preseabalho parecem promissores, espe-
cialmente no que se refere a abordagem Verdadeitanhultidimensional e as aproxima-
¢cbes com ordem maior do que 2. No entanto, algworadusdes discutidas nessa secao seri-
am mais sedimentadas com a realizacdo de maisireepeos numeéricos, em problemas com
diferentes caracteristicas e tipos de malha. Poo tado, as analises efetuadas aqui, de certa
forma, abrem caminhos para o surgimento de noveatientas numéricas aplicadas a indus-
tria do petroleo. A aplicabilidade das formulacésgidadas no presente trabalhno em modelos
de fisica mais complexa ou a investigacdo de nforasulagbes e procedimentos numeéricos
podem ter como ponto de partida os resultadosdasgutidos. Na secao seguinte, séo listadas
possibilidades para extensao imediata do presetiallo.

5.2. Trabalhos Futuros

A extenséo do presente trabalho pode ser visualieadvarias frentes. No que se re-
fere a equacdo de pressdo, novos métodos, conégitsando lineares, podem ser usados
para resolver o problema eliptico. Algumas promosgiacutidas na literatura ja possibilitam
solugdes que respeitam o DMP e reproduzem, de fexaia e sob certas restricoes, solugdes
lineares por parte (Gao e Wu, 2015). Alguns incarerges relacionados ao custo computa-
cional desses métodos ainda € um desafio. A agocidesses métodos com aproximacgoes
de alta ordem usando limitadores do tipo MLP padldsibha solucdes bastante acuradas e que
honram o DMP, tanto para os campos de pressaoadarsaturacao.

Modelos que contemplam reservatorios fraturaddgzando modelos com reducao
dimensional foram recentemente desenvolvidos pa&iashanisotropicos e com malhas arbi-
trarias (Ahmedet al, 2014). Os autores adaptaram o MPFA-O para tidar as equacdes
adicionais do referido modelo e utilizaram um métdd ponderacdo a montante de primeira
ordem para aproximar a equacao de transporte. ¥taaséio possivel do presente trabalho é
a insercdo de uma abordagem TM para resolver dgonabdo escoamento bifasico de agua e
0leo em reservatorios fraturados. AproximacgOedtdeoadem também representam uma con-
tribuicdo nesse caso de grande interesse pratiacagadustria.

Os esténcis utilizados no presente trabalho, ptagaos e ndo otimizados, para a re-
cuperacao dos gradientes e dos outros termos @enamthis alta podem ser um problema
para a representacdo acurada das descontinuidadegecisticas do modelo de Buckley-
Leverett. Algumas formulacdes baseadas no métogoldmes finitos, recentemente propos-
tas na literatura (Gao e Wang, 2013) produzem @ualias reconstrutores envolvendo apenas
informacgdes da célula avaliada, tal como num méf@o(Yu et al, 2014). O acoplamento
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desses métodos com formulacdes MPFA € uma possined para a continuacéo deste traba-
Iho.

No que se refere a abordagem TM das equactesrdparée, apesar dos resultados
promissores obtidos, os efeitos de orientacéo dieanméio foram reduzidos satisfatoriamente
com as propostas abordadas. Uma nova classe ddasdiM foi proposta por Eymaet al
(2012). Nesse trabalho os autores propdem um gdroeatb diferente das abordagens de
Hurtadoet al (2007) e Lamine e Edwads (2010). Nesse casomaatentativa de produzir
erros de truncamento com um carater isotropicojmmimando a variacdo de difusdo com o
angulo do escoamento em relacdo a malha. No entapi@posta foi publicada apenas para
malhas estruturadas e aproximacdes de primeiranoimda hd um campo vasto de pesqui-
sa para esse novo método. Isso representa um capana a evolucdo das abordagens estu-
dadas no presente trabalho.

Por fim, a insercdo de mais fisica ao modelo maieméesolvido no presente traba-
Iho, incluindo capilaridade e a extensao para urdeteBlack Oil, além de uma abordagem
implicita da equacéo de saturacdo também configaoatnibuicdes futuras relevantes.
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Apéndices

Apéndice A

Conceitos Fundamentais sobre Equacdes Hiperbdlicas

No presente apéndice, alguns conceitos fundamesabi® equacdes hiperbdlicas e
linhas caracteristicas sdo sucintamente introdezilomando a equacéao (25) como referén-
cia, alguns conceitos fundamentais sobre equagpesbblicas podem ser introduzidos. Na
hipotese de seus coeficientes ndo serem dependiniemiavel primaria, a equacao (25) é
dita linear (Helmig, 1997). Nesse caso, para cadopdo dominio, linhas caracteristicas, em
um diagramax,t (ver figura A.1b), sdo todas definidas em umaaigicecao, descrevendo

também uma Unica solugdo para o problema de treespo

S 1 t
Choque Choque\
S
Linhas
caracteristicas
v -
S, = constante
S(x0) | —>
S
Xo X Xo X
(a) (b)

Figura A.1. Problema de transporte, hipoteticamiméar: (a) condicao inicial com descontinuidadevdravel
transportada; (b) diagramé com identificacdo de linhas caracteristicas, apgeopriedade é constante, e uma
linha (tracejada) correspondente a propagacaostadenuidade.

Nas equacdes ditagiasi-linearescomo, de fato, € o modelo de Buckley-Leverett, os
coeficientes sdo fungbes ndo linearesSJe Diferentes direcdes caracteristicas podem ser

observadas no diagramat, uma vez que a inclinacdo de cada linha caratiterié funcao
de §,, como ilustrado na figura A.2c. Isso diminui o é@legde inclinacdof, que as linhas
caracteristicas fazem com o eixo das abscissasdfiy 1b).
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Figura A.2. Curvas do modelo de Buckley-Leveret}:Kluxo Fracional com indicacdo dos pontos de mgala
de concavidad&™ e tangénciaS[*"; (b) derivada do Fluxo Fracional com indicacda@ldis valores de satu-
racéo onde se obtém o choque; (c) Linhas cardatasdgara o problema nao linear com onda de iGxefa

Analogamente, para baixas velocidades caractass{iouco se avanca exm mesmo
para um grande avanco émaumentando o referido angulo. A inclinacéo deadathas ca-
racteristica no diagramgt é definida como segue (Helmig, 1997):

B.= arctar{ ;{a(SW)] (A.1)

Para relacfes constitutivas néao lineares (no caksgdes de Brooks-Corey com expo-
entes quadraticos), a funcao fluxo fracional, @gmportamento é ilustrado na figura A.2a,
apresenta uma mudanca de concavidade em um poirtileddo correspondente a saturacéo

de aguaS, = S*. A velocidade caracteristica, definida na equd2&p e utilizada na equa-

¢do (A.1), se eleva com o aumento §ig na faixa que compreend®, < S, < $*. Conse-
guentemente, as linhas caracteristicas reduzemduscao, de acordo com a equacao (A.1)
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e se interceptam ermg, onde a descontinuidade foi inicializada (figur&@. No grafico da
derivada do fluxo fracional, isso ocorre enquanﬁcbw/asvzV >0 (ver figura A.2b). Por outro
lado, na faixa de valores definida p§f™ < S,<1- S, a velocidade caracteristica diminui
com o aumento d&,. Isso leva a um aumento na inclinagéo das linhescteristicas para

0%f,/0S2<0. As vérias linhas caracteristicas partindoxgdormam uma onda de rarefag&o

ou expansédo (Helmig, 1997). Valores de saturac&agda iguais ou menores (quando hou-
ver) do ques,;, assim como os iguais ou maiores (quando houverguel-S, tem deriva-
da nula (ver figura A.2c). Consequentemente, d&$ircaracteristicas tem inclinacéo infinita
(verticais) para qualquer valor de saturacdo de agueferida regido (ver figura A.2c). Dian-
te disso, € perceptivel que para equacdes hipealsaiido lineares varias solucdes para a satu-
racdo de agua podem ser obtidas em um mesmo @@rdaator destaca que a condicao de
Rankine-Hugoniot e a satisfacdo da entropia saorit&sios necessarios a obtencdo de uma
Unica solucdo para representacao da frente desatur

A condicdo de Hankine-Hugoniot determina a veladelde propagacédo da desconti-
nuidade na saturagédo de agua. Essa relacdo, ygedamle é uma representacdo da velocida-
de de propagacédo do choqur,,, € obtida fazendo um balango em um volume de @entr
infinitesimal onde ocorre a descontinuidade daavati (regido do “choque”). Ainda tomando
o modelo de Buckley-Leverett como referéncia, dtneleS, e §, como as saturacdes de

agua a montantaupstream e a jusantedpwnstrearpdo “choque”, respectivamente (ver fi-
gura A.1a). Para simplificar o raciocinio e sem sg@@erca generalidade, a velocidade total
é tida como unitéria e a influéncia da porosidaddegconsiderada. Assingy 0of,/0S,

(Helmig, 1997). Os fluxos fracionaid,, (wa) e f, (SWR), sdo dependentes &, e S, ,

respectivamente. A velocidade de propagacédo dajtedigpode ser obtida com manipulacdes
algébricas simples (Leveque, 1992 e Helmig, 198#bma que segue:

fWR (SWR)_ fWL( S"’L) — A]CW(SW)
S~ Sy AS

ru =

(A.2)

Deve-se notar que para o caso em §jle= §,_, a velocidade de propagacao do “cho-

que” é a propria velocidade caracteristitg, Oa =of,,(S,)/0S, (Leveque, 1992). A rela-
cdo entre o0 “salto” na saturacdo de agua e a deldeide propagacao do “choque” é depen-
dente do fluxo fracional. Isso caracteriza um pseodisico real (Helmig, 1997). No entanto,
a condicdo de Rankine-Hugoniot ndo é suficienta gaterminar a unicidade da solucéo ob-
tida e se essa é fisicamente correta. Para asseguaasolucao Unica que satisfaca a fisica do
problema, uma condi¢do adicional deve ser impdstondicdo admissivel ou, mais comu-
mente chamada, condi¢cdo de entropia, assegura splagdo obtida satisfaz a fisica do pro-
blema (Leveque, 1992). Assim, dados dois estadssj@erdaS, e a direitaS, da descon-

tinuidade emS,,, a condi¢cao de entropia, grosseiramente falanddigase a velocidade obti-

da pela condicdo de Rankine-Hugoniot € menor oaliga que a velocidade caracteristica
avaliada a montante do choque e, ao mesmo tenmpaiog ou igual a velocidade caracteristi-
ca a jusante do choque para tdgpentre S, €S, como ilustrado na figura A.3c e estabe-

lecido como segue (Leveque, 1992):
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f(s)-t(s), . WS- 1(s)
S-s TR

Na figura A.3, duas situacdes séo ilustradas comnesyectivos diagramast, para o

modelo de Buckley-Leverett com relacdo constitutieatipo pistdo, mostrada na equacéo
(11).

(A.3)

S/v t
a, Choque Cho
qu
—>s, ™
a, >ag Linhas
caracteristicas
= constante
a. S
S,
X X X
(a) (b)
SN t
a, Choque Choqu
— s, AN
Linhas
ag <ag caracteristicas
= constante
a. S
S,
X X
(c) (d)

Figura A.3. Problema de transporte néo linear plo fistdo: (a) condi¢céo de entropia satisfeita epre a,;
(b) diagramax,t correspondente a satisfa¢éo da entropia; (c) dighmde entropia néo € satisfeitg, < a,; (d)
diagramax,t correspondente a nao satisfacéo da entropia.

No primeiro caso (figura A.3a), a velocidade cardstica a montante é maior do que

a velocidade caracteristica a jusante do “choqlssb caracteriza satisfacdo da entropia e
correta formacado do “choque”. No diagrama (figura A.3b), se vé as linhas caracteristicas,
referentes as regies a montante e a jusanteddiypara a linha que representa o “choque”.
Por outro lado, na figura A.3c, a velocidade camastica a montante € menor do que a velo-
cidade caracteristica a jusante do choque. Nesse waa solucdo que nao satisfaz a fisica do
problema é obtida. No diagramat (figura A.3d), as linhas caracteristicas assosiadeegi-

ao a montante do “choque” se afastam da linha epiesenta a descontinuidade &n Na

regido apés a descontinuidade, as linhas caraatasiseguem o mesmo comportamento vis-
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to no caso anterior (comparar com a figura A.3bthOque estabelecido na condi¢ao inicial
se desfaz com o tempo (Helmig, 1997).

Satisfacédo

S, da entropi\
Choque\

Linhas
caracteristic

S, = constant¢

X X ;
() (b)
Entropia 4
S violada\
Choque v
SN > %ang Choque\ A
Linhas
caracteristicas | s
= constante
S, = f
f >
X X X
() (d)

Figura A.4. Problema de transporte nao linear aalatdes constitutivas de Brooks-Corey: (a) condigien-
tropia satisfeita cong, < S"; (b) diagrama,t correspondente a satisfagéo da entropia; (c) dighmde

entropia ndo é satisfeit®, > S:"; (d) diagrama,t correspondente a ndo satisfagéo da entropia.

No caso onde as relagbes constitutivas sao ddBtipoks-Corey ou van Genushten,
apresentadas nas equacoes (9) e (10), respectitearharuma regido de expansao ou rarefa-
céo, seguido de um choque. Na figura A.4 dois ¢casmaparando a satisfacdo da entropia,
sdo novamente ilustrados com seus respectivosadiagrx,t. As figuras A.2a e A.2b tam-
bém auxiliam no entendimento da comparagéo entieiesasos.

No primeiro caso, a entropia é satisfeita uma wez @ valor da saturacdo imediata-
mente & montante do choque coincide com o pont@migencia mostrado na figura A.2a.
Esse ponto estabelece o limite entre a regido ooolge a expansao e a regido corresponden-
te a saturagao irredutivel de agua. A descontideigm S, separa as duas regioes. Na figura
A.4Db, se vé a distribuicdo de linhas caracteristazan o “leque” de rarefagdo definido entre
1-S .. e o valor correto d§,.

o,res
Na figura A.4c, o patamar que surge préximo ao aubdgomparar com a figura A.4a)
é tipico de uma solucdo com violacdo da entropevdfjue, 1992). Nesse caso, 0 valor da
saturacdo de agua imediatamente a montante do etggué maior do que o Unico valor
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(S°") que produz a solugdo compativel com a fisicardblema (Helmig, 1997). Na figura
A.4d, a regido onde a entropia é violada € cainaetéa por linhas caracteristicas constantes
que vao do ponto onde a saturacdo a montanteéptara curvadf,,/dS, x S,, ilustrada na

figura A.2b, até onde o choque ocorre.
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Apéndice B
Gradientes de Presséo nos Esquemas Numéricos MPFA

Tomando a malha ilustrada na figura B.1 como ref@e regides de interacédo sdo as-

sociadas aos veértices que definem o volume deater®. Em cada regido de interacao, va-
z0es sao calculadas nas meias faces envolvidasgies de interacao ilustradas contribuem
para que a equacédo de pressao na forma discratsasisfeita para o referido volume de con-
trole e outros de sua adjacéncia.

Meias faces

(b)

Figura B.1. Fragmento de malha com regifes deaigser. (a) quatro regides de interacdo que envobveatu-

me de controleR ; (b) uma das regifes de interacdo com indicacgmdios auxiliares e uma das meias faces
onde as vazdes sdo calculados.

Nos esquemas numericos do tipo MPFA, detalhadeec¢i@o 3.3.3, a aproximacgao do
gradiente de pressao constitui uma parte relevanfgocedimento de discretizagao e, prati-
camente, faz a distincdo entre cada um dos métdmwslados. No presente Apéndice, o0 pro-
cedimento de aproximacdo desses gradientes, empseg@s métodos MPFA-O, MPFA-
FPS e MPFAEnrichedsao apresentados em detalhes. No caso do MPFA«€@erado termo
€ obtido de duas formas distintas, fundamentadbemoema da Divergéncia e na transforma-
céo do gradiente, definido em um espaco de refex@aca um espaco fisico, em concordan-
cia, respectivamente, com as abordagens de Aav&tghal. (1998) e Edwards e Rogers
(1998). A aproximacéo do gradiente de pressao r@sdos MPFA-FPS e MPFEnriched
sdo deduzidos apenas com base na transformac&monieicadas, seguindo a metodologia
adotada por Edwards e Zheng (2008) e Giieat (2008), respectivamente.

Gradiente de Pressao para o MPFA-O

No MPFA-O, a presséao é aproximada por uma funcéati(Aavatsmarkt al, 1998;
Edwards e Rogers, 1998), cujo suporte €é ilustradbgura B.2 para uma dada subregido de

interacdo. Essa aproximacao envolve a pressao eponto de colocacadM , por exemplo)
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e pressfes em pontos auxiliares, estabelecidosmo médio de duas faces adjacentes que
constituem o volume de controle avaliadb € F , por exemplo).

()

Figura B.2. Regido de interacdo e suporte triamg(d limites da regiéo de interagéo (em amaratspciada ao
vértice | ; (b) delimitagdo do suporte triangular de pregs#io vermelho); (c) suporte triangular com indicagdo
de vetores normais.

Conforme ja mencionado, duas formas de abordagegnadiiente de pressédo sdo aqui
apresentadas para o MPFA-O. Na primeira abordagéatada nos trabalhos de Aavatsmark
et al (1998), o Teorema da Divergéncia é utilizado cdrase para discretizacdo do gradien-
te. Dessa forma, integrando o gradiente de prass&uporte triangular ilustrado na figura
B.2c e usando o Teorema da Divergéncia, tem-se:

I DpaQ, =Jr ) pror ., (B.1)

ZFM Z

Considerando que a distribuicdo de pressao naegider de interagdo tomada como
exemplo é linear (figura B.2b), o gradiente de gfiesé, portanto, constante e pode sair da
integral de volume na equacao (B.1). Adicionalmesgeo Teorema do Valor Médio for utili-
zado no lado direito da mesma equacao, o gradienpeessao pode ser escrito como segue:

Gp=o—Y AN 3.2

ondeQ__. € o volume (area em 2-D) do suporte triangulatiddo na figura B.2c. As pres-

sbesp e os vetores normais, sdo correspondentes aos pontos médios de cadddae
porte triangular j& mencionado. Dada a distribuig@ar de presséo, os valores plepodem

ser escritos como uma média dos valores de pressdioelecidos nos extremos de cada face
do tridngulo ilustrado na figura B.2c. Assim, a&gfio (B.2) pode ser escrita como segue:

Op=so—[ (P + &) Ny +(B+ B) Net( R+ ) ;] (8.3)

ZFM
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Utilizando a identidadeN ;, + N, + N_. =0, os vetoresN_. e N.. podem ser iso-
lados e substituido na equacgédo (B.3). Apos manjpakaalgébricas, os vetores que multipli-
cam p., (N, = N;), sdo substituidos pa¥,;., cancelando com o termp, N, obtido

com as primeiras substituicbes. O gradiente desoeem uma forma mais simplificada, é
entdo obtido tal como em Aavatsmatial. (1998) e Aavatsmark (2002).

1
2Q__

ZFM

Op=-

(P N+ B Ny + BN, (B.4)

Em uma abordagem alternativa, adotada por EdwaRiggers (1998) e Edwards e
Zheng (2008), o gradiente de pressédo é escrito conaodiferenca de potenciais. Além disso,
o triangulo que da suporte a presséo na sub-reigidoteracdo € mapeado em um espaco de
referéncia, como ilustrado na figura B.3.

E

2 Espaco mapeado

Espaco fisic

y M >
3®
L> N—"1 £=n=0 . ¢

" (@) (b)

Figura B.3. Regiao de suporte triangular para o MPE (a) espaco fisico; (b) espaco mapeado.

Dessa forma, relacionando os pontos do espaco figicsuporte triangular ilustrado
na figura B.3a com os pontos do triangulo de ladatarios ilustrado na figura B.3b, com

AZFM o a123, a distribuicdo linear de pressdo pode ser espata 0 espaco de referéncia
como segue:

p(&n)=npé+ pr+ p(1-¢-n) (B.5)

Deve-se notar que a pressao na equacao (B.5) assvah@r previamente atribuido a
um dado vértice do triangulal23 quando o par ordenado de coordenadas natérasy
coincide com esse vértice. Em qualquer outro paigatro do triangulo, o referido valor é
uma combinacdao linear entre os trés valores dsfwgaeviamente atribuidos aos vértices. A
equacgao (B.5) pode ser manipulada de modo quetrébdigdo de pressao seja escrita em
funcao de diferencas entre seus valores, produzindo

p(én)=(p-p)é+(R- B)7+ B (B.6)

Consequentemente, o gradiente de pressdo no edpagderéncia € definido como
um vetor de termos constantes (diferencas de messiforma que segue:
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Op;,, =[§—§ j—ﬂ =[(p-p) (p-p)] (B.7)

Dado que o gradiente de pressao da equacao (Ba/gssito no espaco de referéncia,
€ necessario mudar a base para uma representagdpagm fisico no qual a equagéo de pres-
sao € definida. Para isso, deve-se ter que asartamtds no espaco fisico também podem ser
escritas como funcao dge 77, i.e., 0 mapeamento € biunivoco, de modo quense te

X(&.7) = xE+ %7+ %(1-E=n) (B.8)
y(&.1)= i+ v+ w(1-€-n) (B.9)

Considerando a dependéncia estabelecida nas egu@:8) e (B.9) e a Regra da Ca-
deia aplicada sobre a equacéo (B.7), consequessa dependéncia, o gradiente de pressao
no espaco de referéncia pode ser relacionado cogsma variavel no espaco fisico na forma
que segue:

dp_0pax, apay

(B.10)
0§ 0xo0& 0yoé
Op _0pdx_ dpdy (B.11)
an o0xon ayon
Escrevendo as equacgdes (B.10) e (B.11) na formi@cragtse obtém:
o) [ox ay)(ap
oé 0§ 0¢ || ox = =
= = Up;,, =30p, (B.12)

[ |ox ayl|op
on an an ||dy

ondeJ € uma matriz Jacobiana que proporciona a mudanbase para o gradiente de pres-
sao. E facil notar que o gradiente de pressao pacedisico é obtido multiplicando a matriz
inversa deJ pela equacéo (B.12), de modo que se tem:

Op,,, =J70p;,, (B.13)

A inversa da matriz Jacobiana, obtida com a madgizofatores dividida pelo deter-
minante deJ, é dada como segue:

oy _oy
3= 1 an ¢ 1 {(yz_yg) (ys_ yl)}

(B.14)

Tdet(d)| _ox  ax | de(9)| (x-%) (x%-%)

an o9&
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Para o suporte triangulaZFM , o determinante da matriz jacobianat(J), equiva-

le ao dobro da area de supo2€__. . Adicionalmente, a inversa da matriz Jacobiana par

-1

referido suporte,J_., pode ser escrita em fungcdo de vetores normédscas do triangulo

»ZFM (ver figura B.2c), onde se obtém:

3i =1 [Ny N | (B.15)

ZFM ZQZ'EM Mz

Por fim, utilizando a equacéo (B.15) e escreversddiferencas de pressao da equacao
(B.7), fazendo as devidas relacd®s €3, Z =1, F =2), o gradiente de pressio, para o su-
porte aZFM , é escrito na forma que segue:

_ 1 . . (pz_p,\;,)
P, e Nell )7 ®)
1 _ -
20 [(pz—pM)NMZ-l_(QE_ Fbl) NEM:|

ZFM

E facil verificar que a equacio (B.4) recai na €§oaB.16) apenas pela substituicdo
da identidadeN,. =-N_. = N... O gradiente de press&o para qualquer suporteidiefia
regido de interacdo ilustrada na figura B.2b, ogmteoutras regides de interacdo, € obtido
da mesma forma. No entanto, a correspondéncia asfpeessdes nos pontos de colocacao e
auxiliares com os pontos no triangulo de referéigsrado na figura B.3b, deve ser obser-
vada.

Embora o suporte para o MPFA-FPS e MPEAichedsejam diferentes do abordado
na presente se¢do, muitos passos do procedimentadbnca de base aqui descritos se man-
tém, com as devidas adaptacdes como se pode veegies seguintes.

Gradiente de Pressao para o MPFA-FPS e MPFEnriched

Nos esquemas numéricos com suporte completo dsdpreslotados no presente tex-
to, uma funcéo bilinear é utilizada em cada suligcede interacdo como se vé na figura B.4a.
De modo anélogo ao feito para o MPFA-O, ha um sgmacao da regido de suporte em um
espaco de referéncia. No presente caso, um quadeatdmo unitario é utilizado como ilus-

trado na figura B.4b comLEIZ ~ 01234.

E importante destacar que ha outras formas detse @suporte completo para a pres-
s&o, inclusive com funcdes lineares. E o caso ojpogta pioneira de Crumpten al (1995),
dos esquemas numéricos MPFA-D (Gao e Wu, 2010neamo de uma variante do MPFA-
Enriched(Chenet al, 2008). Uma vez que a auséncia de regifes dapeiaicdo caracteriza
0 suporte completo da pressao, funcdes de basguleaes podem ser estabelecidas sem so-
breposicdo, de modo que nenhuma parte da sub-régigderacdo fique sem a representacao
da variavel.
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Espaco
mapeado

NI

Espaco fisic

L.

X

() (b)

Figura B.4. Regido de suporte completo para o MPP&-e MPFAENriched (a) espaco fisico; (b) espaco
mapeado com indicacdo do ponto de quadratera relacdo a coordenada natuyal

No caso das funcdes bilineares, a distribuicdprdssao no espaco de referéncia se da
Ccomo segue:

p(&.7)=(1-¢)(1-n) p+£&(1-n) p.+(én) B+ (=€) p, (B.17)

Analogamente, as coordenada® y também sdo escritos em funcaodde 7.
x(&.7) = (1-€)(1-n) x +&(1=n) % +(én) % +n(1-&) % (B.18)

y(&1)=(1-&)(1-n) w+&(1-1) v, +(&n) w+n(1-€) v, (B.19)

Diferente do que se viu para o MPFA-O, onde aibistgdo de pressao é linear com
gradiente constante, na distribuicdo bilinear desgio, o gradiente muda de acordo com o
ponto onde ele € avaliado. Isso se deve aos terrapados da equacao (B.17). Dessa forma,
para cada sub-regido de interagdo, o gradienteedsdo no espaco de referéncia é dado co-
mo segue:

3—?=(1-f7)(p2— p)+7( - R (B.20)
g—2=(1-5)(p4- p)+é(p- ) (B.21)

Mais uma vez, o gradiente de pressdo no espaco fisobtido utilizando a equacédo
(B.13). No entanto, a inversa da matriz Jacobiabtia com um raciocinio andlogo ao usado
na equacao (B.14), é dada como segue:

210



oy oy

3= 1 on o0& _
dei(3)| _ox  ox

1 [(1-8)(Ya=w)+E(¥- %) (=7 ( %= w)+7( ¥- ¥
det(J) | (1-€) (% —x)+&(%=%) (L-7)( %= %)+n( %~ %)

Assim, tomando a figura B.4a, a vaz&o na meia faceavaliada em um ponto de
quadratura, definido entre os pontBse | , com [E, I), e com contribuicdo do volume de

controle L é definida como:

Ve (Ng, = =g K I, 0p, N (B.23)

LEIZ

onde o par ordenado no espaco de referénciaadiilinas equacdes (B.20), (B.21) e (B.22), é
dado como segue (ver figura B.4b):

¢=1L n=1-q (B)2

Da mesma forma, a vaz&o calculada sobre a meidZageer figura B.4a), ainda com
contribui¢cdo do volume de controle, é obtida na forma que segue:

—

Vy (N, ==A, K322 0Op., [N, (B.25)

1z ~L" LEIZ

Nesse caso, as variaveis paramétrifas, assumem 0s seguintes valores:
§=1-q, n-=1 (B)2

Seguindo o procedimento utilizado por Edwards engi{@008), as equacdes (B.23) e
(B.25) séo escritas de uma forma mais simples petodo chamado Tensor de Piola. As
componentes desse tensor sao obtidas pela relag&ooetensor de permeabilidade (no

< _ e o vetor normal & area onde o

qual se assume simetria), a inversa da matriz b _

fluxo é integradoN,, e N, respectivamente. Esses (ltimos s&o escritos sagoe a fim
de simplificar o procedimento (Edwards e Zheng, 800

oy _oy

| o e

NEl = ax ! NIZ - ax (827)
o o0&

Dessa forma, reescrevendo as equacdes (B.23) ®) {BaZXorma matricial, utilizando
as coordenadas paramétricas apresentadas nas exj(B¢®) e (B.26), respectivamente e
assumindo as relacdes da equacédo (B.27) para eafae®s respectivos vetores normais as

meias face€! e IZ, se obtém:
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[ oy _oaylfap] [ ay
. _ K- kil an o |l a&

_ox ox |lap[]_ox

an o0& ||on an

oy _ady|[ap] [_ay

- Ay ke Kyl an ag|]ag| ] ae
Uy Ny = -z | o Dol O e (B.29)
ool 1) ox ax ||op| o

a9 Jlon) | 8¢

ondek, k. e k; s&@o os componentes do tensor de permeabilidadeias ao volume de

controle L. Ap6s manipulacdes algébricas nas equacoes (B.#B)29) e segregando todos
os termos que multiplicam apenap/d¢, dos termos que multiplicam apendg/dn e os
termos que multiplicam ambos, chega-se a relacécegue:

o _|op
{VEI EKIEI}:{_AEI }{le_ 7:2? 0¢ (B 30)
Vv;IN;J [ O 7. 7) '
0/7

onde os componentes do Tensor de Piola sdo dadus segue (Edwards e Roger, 1998;
Edwards e Zheng, 2008):

A 1 I oy c [ OX ox ady
Tt = K| 22|+ = | —2K o B.31
Yodet(d,) ( Uj W( /7] “on 6/7] (531
A S Y ) +ik 0X|' )i 2X 3y (B.32)
? det(d,, )| \o¢ o Y& 0&
ie_ L |yifox0y, 0xay) (10 dydy, i 9xdX (.33)
2 det(d., )| Y\ogon onog) ofan & an

As vazbes no volume de controle auxiliar (ver seé&:803) seguem 0 mesmo racioci-
nio desenvolvido até aqui. Deve-se apenas resspltans faces onde as vazfes sdo integra-
das tem um fator multiplicadar, tal como ilustrado na figura B.5. Esse fator eduama-

nho da face de integracdo em relacdo as meias Eces|Z , por exemplo, como se vé na
equacdao. Além disso, as coordenadas paramétfi@ag recebem outros valores que corres-

pondem ao ponto de quadratura na face do voluncertteole auxiliarg ou b, por exemplo
(ver figura B.5b), tal como segue para a f@te A posicdo do ponto de quadratura no volu-
me de controle auxiliar tem a mesma funcdo da variavgina figura B.4. O mesmo racio-

cinio se aplica a fackb e demais faces do volume de controle auxiliar.
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&=1-c; n=1-c(1-1) (B.34)

N, = (B.35)

Como ja mencionado na secao 3.3.3, a diferenca BIBAMENrichedem relacdo ao
MPFA-FPS, esta na definicdo do volume de controidiar usado para a equacao de balan-
co adicional, necessaria aos esquemas com suponi@eto aqui abordados. Dessa forma, o
Tensor de Piola para as vazfes no volume de cerdtddiliar (figura B.5c) recebe algumas
modificagOes provenientes da geometria desse volieneentrole e posi¢cédo do ponto de qua-

dratura (ponto médio da fa@b na figura B.5c).

Vazao no

volume de

controle Espaco na
auxiliar fisico

Espaco de
referéncia

m

N—"7
(@) (b)

Vazao no

controle fisico
auxiliar
Espaco de
7 referéncia

L

X

L N—7

(© (d)

Figura B.5. Regiao de suporte completo para o MPP&-e MPFAENriched (a) espago fisico com indicagao
do volume de controle auxiliar para o MPFA-FPS;gf)aco mapeado com indicacdo do volume de controle
auxiliar para o MPFA-FPS; (c) espaco fisico comdagdo do volume de controle auxiliar para o MPFA-
Enriched (d) espago mapeado com indicagéo do volume deatermuxiliar para o MPFAnriched

213



O célculo da vaz&o auxiliar na fage tem coordenadas paramétricas, no espaco de

referéncia, dadas como segue:

(B.36)

Adicionalmente, o vetor normal a essa face podésémente deduzido como segue:

£
on _
()4
_g_
on

of| _|"\a¢ " an 837
8% g(%_%j |
& an 9f

Assim, escrevendo a vaz&o na fage na forma matricial, tal como feito na equacao

(B.28), produz:

|9y _oyl[op

0 N Jw |k Kyl On of|jo¢
b g det(JEElZ) kg ki | _9x 0x ||0p
on o& J(on

22
a& on

(ax axj
g - —
o 0f

(B.38)

Mais uma vez, apos alguma manipulacao algébrisaparando os termos associado
apenas adp/dé, 0p/dn e ambos, chega-se as componentes do Tensor de [Ri@ o

MPFA-Enriched

&L =- 1 {ki( j ( ] OYOY, p 9XOX,
17 1 ) XX xx
det{J.__ oé a Wa on
(LEIZ) §an §an (8.39)
K 2ax dy _0x0y_ axay
Y\ onan ofon on 6{
: 1 6y0y 6x0x
= om IR R
det(J-__ )| “\o “0& a Wa an
(LEIZ) 4 §an §on (B.40)
K 2ax dy _0xdy_0xady
Y\ “0FdE afdn onoé
{_ 1 c Oy oy ¢ 90X 90X Ox0y 0Xxdy
= thy o "k ot B.41
% det(J., )K & on Wagaq] X{agan on afﬂ (B.41)
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Apéndice C
Estratégia de Reconstrucao para Aproximacdes de AtOrdem

A aproximacao acurada da saturacdo de &jyaonsequentemente dos fluxos nume-

ricos calculados em cada superficie de conttdlgver figura C.1), se da, com frequéncia,
para formulagdes conservativas, por meio de reaaiss polinomiais locais (Claet al,
2013). Na presente secéo, a estratégia inicialnpFofeosta por Barth e Frederickson (1990),
para solucéo de equacdes hiperbolicas, € desprittetalhes. Extensdes desse procedimento,
para aplicacdes em formulagdes centradas na @fel@dmenos fisicos mais complexos (ad-
veccao-difusdo) podem ser encontradas nos trabdéh@®osh e van Altena (2002); Goash

al. (2007); Goosh e Michalak (2009); Ivan e Grothl(20 e Clairet al (2013).

i-6simo volume de controle M. Superficie de
controle 1J

Volume de
controle
avaliado

Figura C.1. Fragmento de malha com indicagdo donelde controle avaliadb e sua vizinhanc;zk?li .0
indicei varia de 1 até o numero de volumes de controlesiderados para cada ordem de aproximacao.

Tomando, para auxilio a nomenclatura, o fragmeatmedlha ilustrado na figura C.1,
a definicdo da Funcéao Polinomial Reconstrutora jFp&a cada volume de controle avalia-

do L, com correspondente vizinhanlg, ondei = 1,2,. /A, (ndmero de vizinhos consi-

derados), é fundamentada em trés principios baficas e Groth, 2011). Inicialmente, uma
FPR deve representar exatamente fungcdes com grausendox o0 grau da FPR obtida.
Reconstrugbesk:exata”, como sao referenciadas na literatura (BarFrederickson, 1990;
Barth, 1993; Goosh e van Altena, 2002), produzenoxamacdes numéricas com erro de

truncamento de order@(Ai“l). Um segundo critério requer que o valor integrétio da

FPR seja igual ao valor integral médio da varideebnstruida em cada volume de controle

L. A preservacao do valor integral médio ou consgrvada média (Goosh, 1997; Goosh e
van Altena, 2002) é estabelecida como segue:

EL:»S‘N(Q) dzﬁ:_ﬁfg,ﬂ(ﬁx‘?‘) @ =9 C.0)
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onde, o polinémio reconstrutak , de grauk , € definido como uma funcéo dos vetores posi-
cao X. e X, que correspondem, respectivamente, as coordedadzentroide do volume de

controle L (ver figura C.1) e de algum ponto em sua vizinhgmgxima. O valor integral
médio de saturacdo de agua, calculado no voluntemteole L , € representado chN£ eo

volume (area em dominios 2-D) do volume de contawkdiado € representado pQr. . Por

fim, o terceiro critério envolve o nimero de volue controle vizinhos (esténcil da recons-
trucdo) e a localidade da aproximacao polinomial. Eincipio, sdo necessarios tantos volu-

mes de controleM,, quantos forem os coeficientes desconhecidos meepgdo de® . No

entanto, na pratica, volumes de controle adiciosaé utilizados para definir o suporte da
FPR, 0 que torna a reconstru¢cdo mais robusta, iaBpeate quando malhas distorcidas ou
desalinhadas com os gradientes envolvidos na spdwlado consideradas (lvan e Groth,
2011).

Clainet al (2013) recomendam, por garantia de robustez,wporge dentro do inter-
valo que segue:

N, O)(k+1)(k+2)/2(k + Y(x+ I] (C.2)

Os autores, no entanto, ndo fazem qualquer distiagéie o nimero de volumes de controle
vizinhos ideal a reconstrucdo em malhas triangsilaregjuadrangulares. Breviglieri (2010)
recomenda, para aplicagcdes em Volume de Contrgedchsl, diferentes relacbes para a ob-
tencdo do esténcil de reconstrucdo nos chamadomeslde controle simplex (triangulos e
tetraedros) e aqueles obtidos por produtos temsdgaadrangulos e hexaedros). Essas rela-
¢Oes sdo dadas, respectivamente, por:

k+d)!
‘WEsténcH,iang :%’ Esténcibyagr = (K+1)d CB)
onded representa o numero de dimensdes do dominiog13 gara 1-D, 2-D e 3-D, respec-
tivamente). Deve-se notar que no contexto de Voldme&ontrole Espectral, o esténcil da
reconstrucdo € o mesmo para malhas estruturadas estruturadas, uma vez que a recons-
trucdo polinomial se da apenas com o volume de@enavaliado, por meio deV

ou NV

Esténcibyyagr

sténci}nang
subdivisbes em volumes de controle menores (W2082; Wang e Liu,

2002; Suret al, 2006). Goosh e van Altena (2002) recomendamasppara malhas triangu-
lares, a adocao de trés volumes de controle vigiplaoa dar suporte a aproximacoes de se-
gunda ordem; nove, para terceira ordem e quat@wze quarta ordem. Nos trés casos, o nu-
mero de volumes de controle considerados estacddatmtervalo estabelecido por Clah

al. (2013), apresentado na equacédo (C.2). Diante,dispresente texto, a equacédo (C.2) é
adotada para definir o esténcil da reconstruc@g (. +1), dada sua aplica¢cdo mais geral,

especialmente quando malhas estruturadas e néituestias sdo usadas. Isto €, nem sempre
0 esténcil estabelecido para uma dada ordem deiag@gdo com uma malha estruturada se
mantém em uma malha ndo estruturada. Nas tabe2ath& uma estimativa do nimero de
volumes de controle utilizados nas simulagcbes &ewalo triangulos e quadrangulos, malhas
estruturadas e ndo estruturadas e aproximacdesgdada ordem (FPR lineares) até quarta
ordem (FPR cubicas). Tendo em vista os critéritabetecidos acima, em especial o repre-
sentado pela equacado (C.1), os coeficientes dadaBRobtidos fazendo uma expansédo em
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série de Taylor de§, (%), tendo como referéncia o valor de saturagéo da &guno cen-
L

troide do volume de controle (Goosh, 1997; Goosh e van Altena, 2002).
1 o -
o, lo #(x-x) @0 ——J%“’-—I[ﬁ (x

(w353 () %ﬂ[(x—%)(ww

ay 163 39° ©4
2280 (r-n) #3238 (e xV+ 228 () )+
30%, 0's,

At %)+ }Onﬁ

) (=) o

O valor da saturacdo de agua no centroide do votleremntrole avaliado, bem como
suas derivadas sao os coeficientes da FPR a sengete Considerando que a FPR deve ser

tal que .78(7(—7%)— %(”)9: C(A”ﬁ(*l), 0 numero de termos considerado na expanséo da

equacao (C.4) deve satisfazer o numero de graliseddade requerido pela ordem de apro-
ximacao desejada e sugerido na equacéo (C.2). Amturques% e os termos diferenciais,

avaliados no centroide do volume de contrioléponto de referéncia), sdo constantes, a equa-
cdo (C.4) pode ser escrita em uma forma mais campawde se obtém:

1 o as, L10°8) =, 9° ¢ —

il Q. = = W

QEJL (x=%) o SVﬁ+axﬁ : ay v 2 0% |, £ >0y, v
EGZSN e 19° B4 10° 09 : _16 S 10°
2ay2£yL 60X |, X 200 XyL LX’E 60V e

(C.5)

Os chamados momentos de &rég™; (Goosh e van Altena, 2002), apresentados na
equacao (C.5), sdo, portanto, definidos como unorvaitegral médio dos monémios

(x=%)"(y=¥)" no volume de controlé :

Xy" :Qilfgi(x— x[)n( y— ¥)m . (C.6)

Tomando, ainda, a equacédo (C.1) como referéncpms8ivel reescrever a equacao
(C.5) na forma que segue:

s o .98 ,08] 19 %I A 162 =
S"VE_$VE7L(9X| 6y| ¥+2 6x2| )4 §/+
10°s,| = . 19°S, 19° % L1009 (€
6 ox ﬁxﬁ“L_zaxzaJ£ T iC 6)?‘[ A
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E importante destacar a diferenca entre os parémﬁ};ﬁr es,. Enquanto§,vE repre-
senta um valor médio da saturacéo de agua, defmidmlume de controle avaliad§, € o

valor pontual (calculado erk. ) da variavel em questao. E facil perceber queoasmhrame-
tros sO serédo iguais no caso da FPR ter grau zero.
Para cada volume de contrdie , pertencente ao esténcil compativel com a ordem de

aproximacéox +1, tem-se uma equacao adicional. Essas equacdesbiédas tal como a
equacao (C.4) e, novamente, tomando como referécentroide do volume de controle
avaliado, . . Isso produz:

0 2 2 92

a—i”ﬁ(y %)+ ajﬁ( %) axﬁJﬁ(X [8% y)

1023N 2 3% 3 363§/ ,

2 9y E(y ya) QWE( >1:) +§'axzaJE(X_ >§) ( y- y)+
3 63SN 5 3SN .

§axay2£( x)(y= %) 3oy E(y ¥) +} D,

(C.8)

Seguindo o procedimento usado por Goosh (1997groms(x—x.) e (y-y;) séo
substituidos, respectivamente, p(or— X )+(>$;Ii - )g) e (y— yMi)+( Y, ~ y[). Isso evita

gue 0s momentos de area de cada volume de corlfrpleejam calculados em relacdo ao

volume de controld._ .
Feitas as devidas substituicdes e manipula¢cGebraigé e considerando novamente a
equacdao (C.1), porém no contexto do volume de alenM, , tem-se:

[ (o= )5 vl 9

2 0x ﬁ[XMT*mM (5 =t)+ (5 - Xﬂ+

(C.9)

S e 73 =) % (s e ) ol

%662? E[y_hzﬁi“LZVmi (ymi B yi)+(ymi _yﬁ)2}+

Assim como na equacéo (C.7), os terrmf)y’“h;Ii sdo valores integrais médios, calcu-

lados em cada volume de contrcﬂiaI seguindo a forma apresentada na equacao (C.6). Os
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termos(xm - )&) e (yM_ - yi) sao constantes e podem ser avaliados fora daahtsgfinida

sobre o volume de controld, . Adotando uma forma mais compacta de escrevezroms

—

geomeétricos da equacao (C.9) em um Unico pararocetnoa formax" ymmi , a equacao para

cada volume de control!; é reescrita como segue:

3S, L1080 5 oty

=g +— e ) K + Xy +

M T ST B ey LA TR | T eyl I
10°S,| = 10°S| = 63§ N
= N X +— Xy o+ C.10
20y |0 e o | T 2axayl, " (€19
1 0%,
2axay2 yz”” 6 ay3 VBLM

% =% +( X, = %) (C.11)
S =Y (% — %) (C.12)
)/(\zni,mi :%+2mi ()&/I - )E)+( X )L()2 (C.13)
Mes =%+ % (%~ ) v (- Hela- Al - €14
?E,Mi :y_;li+2y (y - ){) ( Y, ~ ¥)2 (C.15)
;‘Q'E,mi :ﬁiﬁ?%i()goIi - >E)+3_)§“ni ( % - {()2+( X - 3()3 (C.16)
e = v + 2% (5 - ¥+ w (- A+
- . (C.17)
6 2%, (1) (e (v - )
W e =+ 20 (%= v) s (- o)
- 5 (C.18)
e 23, () + (% - 1) (5 - o
Ven =Ye +3% (%~ %)+ 3% (% - ) [y - ) (.19)
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Uma forma mais geral de determinar os termos gemuogtx" ymmi, valida para
quaisquer pares de expoentes, é apresentada por Goastral (2007) como:

o =Ef om g -4) g - (779, || e

c!(m-o)! e .

n-k,,mc

O valor integral médic(x y ) na equacgdo (C.20) também pode ser definido de
M,

uma forma generalizada, como:

XYy, :Zh:{l,(hh—ll),(- Y, )l i{ﬁ(—ﬂ’;—hﬁjﬁm ytdy, H (C.21)

1=0 j=0

Por fim, para escrever as equacodes de restricadefueem a FPR sem o termo pon-
tual S, , com dependéncia apenas nos termos diferenciagdoees medios atribuidos aos
L

volumes de controle do esténcil em a subtragdds, - §, é feita para cada volume de

controle I\7|i (Goosh, 1997). Os termos dessa subtracdo séo gathss equacdes (C.10) e

(C.7), respectivamente. Adicionalmente, um termgalederacaown;, . , proposto por Barth

(1992) para aplicagcdo em malhas ndo estruturadesnsgderado nas equacdes de restricdo
resultantes. Esse parametro reduz a influénciaadesdrelacionados a volumes de controle
distantes do volume de controle avaliado, mantenttucalidade da reconstrucdo, especial-
mente em malhas muito distorcidas (lvan e Groti 1200 termo de ponderagédo para cada

volume de controle da vizinhanca teé dado como:

1
Wi =7 @ (@)2

— -

Xa, %

Na equacédo (C.22), o expoergepode elevar a influéncia do termo de ponderagao
w. . . Na literatura, esse parametro admite valoregéht 2, sendo 0 a auséncia da ponde-

racdo. Segundo Goost al (2007), o valor ideal para se obter rapidamensxa de conver-

géncia do método @ =1. Goosh e van Altena (2002) e Clainal (2011) usama=2.
Uma forma mais geral de apresentar a equacao tliedespara cada volume de con-

trole |\7|i, gue define a FPR do volume de contrdilepode ser escrita na forma que segue
(lvan e Groth, 2011; Claiet al, 2013):

EERTEEY) (C.23)

onde k é o grau do polinémio reconstrutor. Escrevendquaedo (C.23) para cada volume
de controleM,, um sistema de equacdes algébricas local € paatuzi
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YUd=Yb (C.24)

onded € o vetor de incégnitas a se determinar. Comog@acionado, essas sao as derivadas
de S, até a ordem compativel com a aproximagdo desefslaalores médioS, e S,
Mj L

sao conhecidos da condic¢ao inicial ou do passerdpd vigente. Sua diferenga, como estabe-
lecido na equacgéo (C.23), constitui o vetor de ¢sroonhecido® . Os termos que compdem
a matrizU sdo de natureza geométrica e, portanto, tambémecmios. A matriz quadrada
diagonal Y contém os parélmetro:s;EMi referentes a cada volume de controle da vizinhanca

considerada.

Tomando como exemplo uma FPR de terceiro graupopaiz uma aproximacéo de
quarta ordem nos fluxos numéricos, o sistema algehycal apresentado na equacao (C.24),
para um esténcil deV, _ +1 volumes de controle (o avaliado e seus vizinhagdd como:

U=[uled gl d e d] (C.25)

T

_|os, oS, 10°g 09 10° S 10° S 10° S 10° S 10°
d= = = = = = =
ox 9y 20X 0¥y 20y 60X 200y 208§y 60 Y],
(C.26)

o=f5-s) (nw) (ad - (e e

Nyiz

W i, 0 0

vl O Ve 0 (C.28)
I 0 0 WﬁMm,:_

As matrizesU =2 ulY=d e yl*=4 da equagio (C.25), com tamanhdg,

linhas por 2, 3 e 4 colunas, respectivamente, téas entradas dispostas na forma que segue:
(ea=%) | | (e-x) (%) |

(’A‘ﬁ,mz‘Tﬁ) (Aﬁ,Mz__XZ) (>§a2‘ >E) ( Y%, Y)
U (R x) () 7 (mx) o (nmy) | €2
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U[;Vm A _

?LMF%) (i, ) | Vew, - ¥
U= = (;sz-%) (e, =) (Tm;‘f) (C.20
(i %) (B, %) (Jea,, -~ 9)
| (;LM1—§) (;Z\Yg,ml—73{) (/X?ml‘@) A9ﬁ,ml‘_§7 _
(;LM2‘§ (;Z\y[,mz_7¥) (/X:;I:,MZ 7) (A)?ﬁ,mz‘_ﬁ)
(e

(C.31)

Na equacao (C.29), a matriz apresentada no ladaaliexpressando apenas diferen-
cas entre coordenadas, € consequéncia do primeinzenio de area nas duas coordenadas
consideradas ser nulo, ou se,=y; =%, =7, =0 (Goosh, 1997). Isso ocorre quando o

ponto de colocagad, € definido no baricentro do volume de controlessEforma de apre-

sentar as entradas do sistema algébrico local @rmoem procedimentos de reconstrugdo com
acuracia apenas de segunda ordem (Blazek, 200%; dtoal, 2009; Caraeni e Hill, 2010;
Diaz et al, 2009; Mandal e Rao, 2011).

Tratamento de Volumes de Controle Adjacentes ao Céorno

Nos casos em que o volume de controle avaliaddeetdluéncia do contorno, ha
duas formas (contorno de Dirichlet e de Neumans3aleestricdo ser incorporada ao sistema
algébrico local correspondente (Goosh e Van Alt@882). Seguindo o procedimento des-
crito em (Goosh e van Altena, 2002), nos contodeBirichlet, a equacao (C.10) é reescrita
para cada ponto de quadratura estabelecido schneesficie de controle avaliada (ver figura
C.2a).

A gquantidade de pontos de quadratura em cada fuipekd depende da ordem de
aproximacao pretendida para a FPR (Gaatshl, 2007). Em cada uma dessas equacoes, 0

valor médioéNM_ , apresentado na equacao (C.10), é substituidovpkloprescrito de satura-

¢do de 4gus, , atribuido aoj -ésimo ponto de quadratura sobre a superficiealalicom
Cj

| :1,...,j\/q (numero de pontos de quadratura). Os terxios'; ; , também presentes na

m

equacéao (C.10), sao substituidos pela difere{rxgia—&)n(yq - y£) , uma vez que essa €

constante nas integrais apresentadas na equagjo\(@le ressaltar qua e m variam de 0
até o grawk da derivada considerada, como se vé na equacZ®)(Tendo como referéncia
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a superficie de control&l , ilustrada na figura C.2a, suas equacfes deq@&stsdo obtidas
Como segue:

(s e [ G e v 9353 [ -
2o [le e - 0)- 353 [(v - o 3]s
el ) ]S [0 - o )4
oo b 1)l ) 453 (- o))

(C.32)

Assim como feito na equagao (C.23), o valor deragéo no pontox. (Smﬁ) é elimi-
nado pela subtracdo da equacéo (C.7).

O

I

Volume d | o @) |

olume de controle N I

Ponto de quadratura ficticio ou “fantasma” \ I

(saturagéo de agua Contorno bo] | -0
prescrita) Contorno o-77

(@) (b)

Figura C.2. Fragmento de malha adjacente ao cantaym indicacéo da aresta avalidda (a) para saturacéo
prescrita nos pontos de quadratura; (b) para deswlumes de controle ficticios em contornos andefluxo
nulo ou simetria é prescrito.

Nas faces onde uma condicdo de fluxo nulo é ptasgocha selante ou simetria de
dominio), volumes de controle ficticios ou “fant@$nsdo utilizados (LeVeque, 2002), tal
como ilustrado na figura C.2b. Devido a simetriavatiacdo nula da variavel, imposta sobre

a face IJ, as saturacbes de agua nos volumes de controle |\7|i sao iguais, logo
QNM_ - SVE =0. A equagéao (C.23) é entdo reescrita como segue:

K 60/*',5
Wi, 2.2 axaaig

K
a=1 =1

(?mi Vi —?ﬁ) =0 (C.33)

C
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Goosh e van Altena (2002) também discutem a imposile condicdes de contorno
com fluxo ndo nulo prescrito. No entanto, essaigést ndo é aplicavel a fisica aqui simulada
(no que se refere a equacéao hiperbdlica de satyralg@iamente).

Técnica de Minimos Quadrados Aplicada a ReconstrugaPolinomial

Uma vez definido o sistema algébrico local, apregknna equacao (C.24), é frequen-
te que o numero de equacdes de restricdo sejamsupemumero de incognitas (coeficientes
da FPR). O sistema algébrico torna-se, portantaresdeterminado. A técnica de Minimos
Quadrados tem sido usada para resolver o sistegébrialo apresentado na equacgdo (C.24)
(Barth, 1991; Barth, 1992; Goosh, 1997; Goosh eAltéana, 2002; Mauvriplis, 2003; Berto-
lazzi e Manzini, 2004; Diaet al, 2009; Caraeni e Hill, 2010; Mandal e Rao, 2011).

Procedimentos como decomposicdo ortogonal de Gehmidt (Anderson e Bo-
nhaus, 1994pudBlazek, 2001) e o algoritmo de fatoracdo Housedroldawson e Hanson,
1974) minimizam o erro entre a matikz=YU e o vetor de termos conhecidas Yb, por
meio da decomposi¢cdo da matizem uma matriz ortogon& e uma matriz triangular ,
sendo X =QR . Dessa forma, o vetor de incognitas que defin®R pode ser calculado da

seguinte forma:
d=R"Q'a ou d=R™'Q"(Yb) (C.34)

Seguindo o algoritmo obtido em (http://ocw.mit.ed010), a decomposi¢cao ortogonal
de Gram-Schmidt (adotada no presente trabalhadeéclemo descrito na figura C.3:

Descri¢ao do algoritmo em linguagem Matlab®

[ o @[] 5|ze(A Obtém o numero de linhas e colunaside
Q _zeros(j\/%w,j\/@[) Inicializa a matrizQ
R :Zeros(j\/@[,j\/@[) Inicializa a matrizR
for i, =1:N,,, Varre asV - colunas da matriA
X= A(’ ) Obtém o valor dey para cada coluna d&
for joom =1: NV, = Faz y perpendicular &(:,1: 4V, 1)

B(jcont’i cont) = ( ’] com) DA( con) !
X=X~ B ( jcont’ cont) D_Q( "J cont) ’

End

B( lcont ! cont) = norm (X);

Q5icont) = X/ R(i contd cong ; Normaliza y
End

Figura C.3. Descricédo do algoritmo para decomposigfogonal de Gram-Schmidt. O texto em negrital,az
uma referéncia a comandos do Matlab® (http://octeahii, 2010).

Maiores detalhes sobre as expressdes que definemtraslas das matriz€3 e R,
inclusive para aplicagbes em trés dimensodes, padensontrado em (Blazek, 2001).
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Uma vez que os coeficientes da FPR sdo conheaidaalor da variavel primaria,
bem como de suas derivadas, podem ser facilmemitdosppor meio de extrapolagéo, em
qualquer ponto do volume de controle avaliado (Baogan Altena, 2002).

225



Apéndice D
Dados Complementares aos Exemplos Numéricos

No presente apéndice, tabelas e graficos complamealkyuns resultados apresenta-
dos no capitulo 4.

Erros e Taxas de Convergéncia para a Solucédo do Meld de Buckley-Leverett

As 12 tabelas apresentadas nessa secéo sao esesienéxemplo numerico apresen-
tado na secao 4.3.1. Nessas tabelas, erros, cdsudagundo a norma,le taxas de conver-
géncia sado obtidos para a solucdo numérica do maldeBuckley-Leverett. Aproximacdes
de 12 a 42 ordem sao avaliadas. Nas aproximac¢asaderdem (22 a 42 no espacgo), os resul-
tados obtidos com a extrapolacéo das variaggie f, sdo comparados. Diferentes estraté-

gias de limitacdo para essas extrapolacdes tamBénngestigadas. Por fim, os resultados
obtidos com a aproximacéo de alta ordem no tentpizando o método de Runge-Kutta, sdo
comparados aqueles obtidos com a tradicional apapdo de primeira ordem do tipo Euler
Progressivo.

Tabela D.1. Aproximacdo de 12 ordem no espacoe&r pubgressivo no tempo para o modelo de Buckley-
Leverett.

Subdisoes B RY
16 5,42x107
32 3,29x1¢ 7,20x10"
64 2,78x10°7 2,43x10"
128 1,23x10 1,17
256 9,33x10° 3,98x10"

Tabela D.2. Aproximacgdo de 22 ordem no espacoe&r pubgressivo no tempo para o modelo de Buckley-
Leverett. Os resultados obtidos com extrapolacaiipdaMUSCL emS, e f, s&o, respectivamente, apresenta-

dos a esquerda e a direita da tabela. Ambos liostadm a estratégia van Albada.

Reconstrugao erg,

Reconstrugao enf,

NUmero de

Subdivisdes ESN RLS;N Eiﬂ RSN
16 2,79x107 3,11x10°
32 2,04x10 4,51x10" 1,81x10° 2,35x10"
64 9,50x10° 1,10 1,10x10 7,18x10"
128 6,11x10 6,36x10" 4,81x10° 1,19
256 2,47x10° 1,30 2,55x10° 9,15x10"
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Tabela D.3. Aproximacgéo de 22 ordem no espacoer Bubgressivo no tempo para o modelo de Buckley-
Leverett. Os resultados obtidos com extrapolacéipdaMUSCL emS, e f, séo, respectivamente, apresenta-

dos a esquerda e a direita da tabela. Ambos linstadm a estratégia MLP.

Reconstrugao erg,

Reconstrugao enf,

NUmero de

Subdivisdes EEN RLSlN ESN REN
16 4,25x107 2,96x10°
32 3,20x10 4,09x10" 2,27x10° 3,82x10"
64 1,04x107 1,62 9,40x10° 1,27
128 1,15x1G -1,45x10" 8,69x10° 1,13x10"
256 4,15x10° 1,47 3,06x10° 1,50

Tabela D.4. Aproximacgdo de 32 ordem no espacoer Bubgressivo no tempo para o modelo de Buckley-
Leverett. Os resultados obtidos com extrapolacéipddMUSCL emS, e f, séo, respectivamente, apresenta-

dos a esquerda e a direita da tabela. Ambos linstadm a estratégia MLP.

Reconstrugao erg,

Reconstrugao enf,

subdisdes - RY £} R
16 4,43x10° 2,69x10°
32 3,35x10 4,03x10" 1,87x10° 5,24x10"
64 1,07x107 1,64 9,30x10° 1,00
128 1,14x10 -9,14x10° 6,34x10° 5,52x10"
256 4,06x10° 1,48 2,57x10° 1,30

Tabela D.5. Aproximacgéo de 42 ordem no espacoer Bubgressivo no tempo para o modelo de Buckley-
Leverett. Os resultados obtidos com extrapolacéipddMUSCL emS, e f, séo, respectivamente, apresenta-

dos a esquerda e a direita da tabela. A estratfigfae um esténcil com viés a montante sao utilisado

Reconstrugao erng,

Reconstrugao enfi,

Subdisses - RY £} R
16 6,13x10° 2,42x10°
32 5,29x1F 2,12x10" 1,61x10° 5,87x10"
64 2,95x10° 8,42x10" 9,20x10° 8,07x10"
128 2,81x10 7,01x10° 4,68x10° 9,75x10"
256 4,59x10° 2,61 2,12x10° 1,14

227



Tabela D.6. Aproximacéo de 42 ordem no espacoer Bubgressivo no tempo para o modelo de Buckley-
Leverett. Os resultados obtidos com extrapolacéipdaMUSCL emS, e f, séo, respectivamente, apresenta-

dos a esquerda e a direita da tabela. A estratigfae um esténcil convencional séo utilizados.

Reconstrugao erg,

Reconstrugao enf,

NUmero de

Subdivisdes EEN RLSlN ESN REN
16 4,71x107 2,48x10°
32 2,97x10 6,65x10" 1,42x10° 8,04x10"
64 2,79x107 9,01x10? 1,14x10° 3,16x10"
128 7,74x10 1,84 4,53x108 1,33
256 3,46x10° 1,16 3,34x10° 4,39x10"

Tabela D.7. Aproximacdo de 22 ordem no espacoe&r pubgressivo no tempo para o modelo de Buckley-
Leverett. Os resultados obtidos com extrapolacaiipdaMUSCL emS, e f, s&o, respectivamente, apresenta-

dos a esquerda e a direita da tabela. Ambos liostadm a estratégia MLP-vk.

Reconstrugao erng,

Reconstrugao enfi,

L R .
16 2,61x107 2,43x10°
32 2,00x1G 3,84x10" 1,46x10° 7,34x10"
64 8,36x10° 1,25 9,24x10° 6,60x10"
128 6,19x10 4,33x10" 4,29x10° 1,10
256 2,24x10° 1,46 2,27x10° 9,18x10"

Tabela D.8. Aproximacdo de 32 ordem no espacoe&r pubgressivo no tempo para o modelo de Buckley-
Leverett. Os resultados obtidos com extrapolacaipddMUSCL emS, e f, s&o, respectivamente, apresenta-

dos a esquerda e a direita da tabela. Ambos liostadm a estratégia MLP-vk.

Reconstrugao erg,

Reconstrugao enf,

NUmero de

Subdivisbes ESN RLS;N Eiﬂ RSN
16 2,92x10°7 3,10 x10°
32 2,20x10 4,08x10" 1,68x10° 8,83x10"
64 8,93x10° 1,30 1,19x10° 4,97x10
128 6,55x10 4,47x10" 4,36x10° 1,44
256 2,35x10° 1,497 2,79x10° 6,44x10"
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Tabela D.9. Aproximacéo de 42 ordem no espacoer Bubgressivo no tempo para o modelo de Buckley-
Leverett. Os resultados obtidos com extrapolacéipdaMUSCL emS, e f, séo, respectivamente, apresenta-

dos a esquerda e a direita da tabela. A estratfigfavk e um esténcil com viés & montante sao atias.

Reconstrugao erg,

Reconstrugao enf,

NUmero de

Subdivisdes EEN RLSlN ESN REN
16 5,38x107 2,66x10°
32 4,85x10 1,49x10" 1,50x10° 8,26x10"
64 2,76x10° 8,13x10" 1,06x10% 5,00x10"
128 2,62x10 7,51x10" 4,30x10° 1,30
256 3,62x10° 2,85 2,75x10° 6,44x10"

Tabela D.10. Aproximacédo de 42 ordem no espacdex progressivo no tempo para o modelo de Buckley-
Leverett. Os resultados obtidos com extrapolacéipdaMUSCL emS, e f, s&o, respectivamente, apresenta-

dos a esquerda e a direita da tabela. A estratfiglavk e um esténcil convencional sdo utilizados.

Reconstrugao erng,

Reconstrugao enfi,

L R .
16 3,64x10° 2,47x10°
32 2,33x1G¢ 6,43x10" 1,51x10° 7,09x10"
64 1,17x107 9,93x10" 1,41x10° 9,88x10°
128 6,46x10 8,56x10" 5,24x10° 1,42
256 3,42x10° 9,17x10" 3,79 x10° 4,67x10"

Tabela D.11. Aproximacgéo de 22 ordem no espacmgdri{utta (22 ordem) no tempo para o modelo de Buc-
kley-Leverett. Os resultados obtidos com extragmadp tipo MUSCL enf§, (limitada com van Albada) e em

f,, (limitada com MLP-vk) s&o, respectivamente, apresios & esquerda e a direita da tabela.

22 Ordem (RK 22 Ordem)
Reconstrugao erg,

22 Ordem (RK 22 Ordem)
Reconstrugao ent,,

(van Albada) (MLP-vk)
i L R
16 2,81x10°7 3,56x10°
32 1,75 x1G 6,83x10" 1,92x10° 8,90x10"
64 1,17 x10 5,80x10" 1,45x10° 4,05x10"
128 4,92x16 1,24 5,41x18 1,42
256 3,20x10° 6,20x10" 3,93 x10° 4,61x10"
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Tabela D.12. Aproximagdes de 32 e 42 ordem no esp&unge-Kutta de 22 ordem no tempo para o matgelo
Buckley-Leverett. Os resultados sdo obtidos comaprtacéo do tipo MUSCL enfi, e estratégia MLP.

32 Ordem (RK 22 Ordem)
Reconstrucéo enf, (MLP)

42 Ordem com esténcil a
montante (RK 22 Ordem)
Reconstrucéo eni,, (MLP)

NUmero de Sub-

divisdes EEN RSN ESN REN
16 2,72x10° 2,69x10°
32 1,68x10 6,95x10" 1,54x10° 8,04x10"
64 9,95x10° 7,55x10" 1,05x10° 5,52x10"
128 4,84x16 1,03 4,10x16 1,35
256 2,51x10° 9,47x10" 2,77x10° 5,65x10"

Valores Randémicos Empregados na Definicdo de um @go de Permeabilidade Alta-

mente Heterogéneo

A tabela D.13 é referente ao problema da sec¢é&d, 4Btido de Chueét al, 2010.
Coordenas de 40 pontos séo obtidas randomicamarstewariavek , , na equacao (297).

Tabela D.13. Coordenadas dos numeros aleatérlaadtis para definir o campo de permeabilidade.

Numero d(,) PONT " coord.x Coord.y | 'Numero d(,) PONT coord.X Coord.Y
to aleatorio to aleatério

1 0.06018 0.03962 21 0.67025 0.92613
2 0.33745 0.02573 22 0.51256 0.92821
3 0.29532 0.09682 23 0.81006 0.92724
4 0.51338 0.03944 24 0.97193 0.93648
5 0.98229 0.00573 25 0.99667 0.96861
6 0.01467 0.22609 26 0.45101 0.81827
7 0.13862 0.23962 27 0.72480 0.54037
8 0.00517 0.46858 28 0.73380 0.58614
9 0.13844 0.50653 29 0.75604 0.51306
10 0.06018 0.03962 30 0.95022 0.40503
11 0.27925 0.42609 31 0.89267 0.42674
12 0.27943 0.30335 32 0.92285 0.38729
13 0.57375 0.15583 33 0.92842 0.44185
14 0.47727 0.35446 34 0.88750 0.24644
15 0.46690 0.33195 35 0.88950 0.20167
16 0.56287 0.23862 36 0.33980 0.65287
17 0.58190 0.21840 37 0.33012 0.72934
18 0.09196 0.86258 38 0.27307 0.72277
19 0.88750 0.72277 39 0.65754 0.47811
20 0.49867 0.67829 40 0.60988 0.58296
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Graficos de producédo de oleo para duas malhas distidas empregadas na solucao de
escoamento bifdsico em meio homogéneo e anisotra@pic

Os graficos apresentados nessa se¢do sdo refeaenf@eblema descrito na secéo
4.3.6, adaptado de Lamine e Edwards (2010). Duéisasiaom 16x16 subdivisdes, ilustradas
na figura D.1, sdo empregadas para a producadoedostados abaixo. O desempenho das
formulacdes e suas variantes, observados nessksogyralefinem, preliminarmente, qual
dentre as varias abordagens avaliadas, propicdagd® mais proxima da solucdo de referén-
cia (ver dados dessa na secédo 4.3.6). Dessa fapeaas as solucdes obtidas com as melho-
res abordagens sao apresentadas e discutidasama4s8®. Nesse caso, uma malha mais re-
finada € empregada.

LT
T AT A
SERNIZRNIIAN NN % N N
AV LAY LA LN
//\\//\\//\\//\\
//\\//\\//\\//\\
//\\//\\//\\//\\
LN RN RN
LN N NN
DY LYY DY N
LY DY Y N
LY DY YD
RN TZERNEN
SENRNTZENIZINTINN N T
(a) (b)

Figura D.1. Malhas com 16x16 subdivisbes empregpdassimulacdo de escoamento bifasico de aguene ol
em reservatorio homogéneo e anisotrépico paragmbbe ¥4 de cinco pocgos: (a) malha Chevron (Eidesta
Klausen, 2005) (b) malha adaptada de Hermeline7(200

Dentre as configuracdes adotadas para produzs essd@tados preliminares, estao:

* Comparacéo entre os resultados obtidos com a fag@odtandard(stdr) e os obtidos
com as formulagées TM,;

e Comparacdo entre os resultados obtidos com asntesiaa formulacdo TMSEC-2.
Dentre essas, estdo as abordagens TMU, dada peladeq(217), SMU, dada pela
equacao (218), SMU-modifl, dada pelas equacdes £€882) e SMU-modif2, dada
pelas equacdes (281) e (283);

» Comparacao entre as estratégias para aproximagaohibdade total fnob (equa-
céo (37)) e hobZ (equacdes (38) e (39));

* Nas aproximacgfes de 22 ordem, comparacao entesokados obtidos com a extra-
polagdo da saturacéo de agyjae os obtidos com fluxo fracionarify,;

* Nas aproximacfes TM, comparacao entre os result@otatos com a combinacéo li-
near convexa feita na saturacéo de agy@ no fluxo fracionariof,, .

Nas figuras D.2 a D.11, as curvas de producaoaeebleo acumulado sédo apresentadas
juntamente com a solucao de referéncia.
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Figura D.2. Escoamento bifasico de agua e dleceservatério homogéneo e anisotropico para probteEmé
de cinco pocos. Curvas de producdo para aproximaigé? ordem obtidas com a malha Chevron e cog@mna
convexa emf,, nas abordagens TM. Para todos os casos, as diségias de aproximagdo para a mobilidade
(“mobI e “mob2) séo verificadas: (a) producédo de 6leo; (b) detala curva de producao de 6éleo; (c) 6leo
acumulado; (d) detalhe da curva de éleo acumulado.
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Figura D.3. Escoamento bifasico de agua e Gleceservatério homogéneo e anisotropico para probtEné
de cinco pogos: Curvas de produgéo para aproxireai®@2 ordem obtidas com a malha Chevron. Extig@ol
de S, nas abordagens, convenciorsiti) e TM e combinag&o convexa e§). Para todos os casos, as duas
estratégias de aproximacao para a mobilidadelfT e “mob2) séo verificadas: (a) producédo de 6leo; (b)
detalhe da curva de producéo de 6leo; (c) dleo alauto; (d) detalhe da curva de 6leo acumulado.
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Figura D.4. Curvas de producédo para aproximac6@8 dedem obtidas com malha Chevron. Extrapolagdo d
S, has abordagens, convenciorsitif) e TM e combinagdo convexa efy). Para todos os casos, as duas estra-
tégias de aproximagédo para a mobilidadeqBI e “mob2) séo verificadas: (a) produgédo de 6leo; (b) dhetal

da curva de producéo de 6leo; (c) 6leo acumulatjajd€talhe da curva de 6leo acumulado.
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Figura D.5. Escoamento bifasico de agua e dleceservatério homogéneo e anisotropico para probtEné
de cinco pogos. Curvas de produgdo para aproxireai®a? ordem obtidas com a malha Chevron. Extigfol
de f, nas abordagens, convenciorsiti) e TM e combinag&o convexa efy). Para todos os casos, as duas
estratégias de aproximacao para a mobilidadelfT e “mob2) séo verificadas: (a) producédo de 6leo; (b)
detalhe da curva de producéo de 6leo; (c) dleo alauto; (d) detalhe da curva de 6leo acumulado.
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Figura D.6. Escoamento bifasico de agua e dleceservatério homogéneo e anisotropico para probtEné
de cinco poc¢os. Curvas de producéo para aproximai®é? ordem obtidas com a malha Hermeline e cambi
cdo convexa enf,, nas abordagens TM. Para todos 0s casos, as ds#égias de aproximacéo para a mobili-

dade (fmobT e “mob2) séo verificadas: (a) producéo de 6leo; (b) detala curva de producéo de 6éleo; (c)
6leo acumulado; (d) detalhe da curva de 6leo acohoul
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Figura D.7. Curvas de produgéo para aproxima¢6@8 dedem obtidas com malha Hermeline. Extrapolagfo
S, nas abordagens convenciorsitl) e TM e combinag&o convexa eg). Para todos os casos, as duas estra-

tégia de aproximacao para a mobilidadadb e “mob2) sao verificadas: (a) producédo de 6leo; (b) detala
curva de producéo de 6leo; (c) 6leo acumuladodétglhe da curva de 6leo acumulado.
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Figura D.8. Escoamento bifasico de dgua e 6lecesarvatdrio homogéneo e anisotropico para probtma
de cinco pocos: Curvas de producao para aproxirea®@?2 ordem obtidas com a malha Hermeline. Ettiap
¢do de§, nas abordagens, convenciorsiti) e TM e combinacéo convexa efy). Para todos os casos, as duas
estratégias de aproximagédo para a mobilidadelfT e “mob2) sdo verificadas: (a) producéo de 6leo; (b)
detalhe da curva de producéo de 6leo; (c) 6leo aladto; (d) detalhe da curva de 6leo acumulado.
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Figura D.9. Escoamento bifasico de dgua e 6lecesarvatdrio homogéneo e anisotropico para probtEma

de cinco pocos: Curvas de producao para aproxireat®@? ordem obtidas com a malha Hermeline. Eottiap
¢ado def, nas abordagens, convenciorsiti) e TM e combinacéo convexa efy). Para todos os casos, as duas
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detalhe da curva de producéo de 6leo; (c) 6leo aladto; (d) detalhe da curva de 6leo acumulado.
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