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RESUMO

A presente dissertacdo teve por objetivo analisar os efeitos de uma sequéncia
didatica para a construcdo do conceito de quadrilateros notaveis, utilizando o
software de Geometria Dinamica GeoGebra como recurso didatico. O estudo, que
compreendeu uma replicagcdo de pesquisa do trabalho de Camara dos Santos
(2001), foi desenvolvido com 30 estudantes de uma turma do sexto ano do ensino
fundamental de uma escola da rede publica da cidade de Recife, capital do Estado
de Pernambuco, Brasil. Nesse sentido, utilizamos como sustentacao tedrica a teoria
de Van-Hiele (1957) para o desenvolvimento do pensamento geométrico, por
apresentar uma articulacdo adequada com o0 nosso objeto de estudo, ou seja, com o
conceito de quadrilateros notaveis. Considerando o objetivo que se buscou alcancar,
analisamos os dados obtidos, isto €, as produc¢des dos alunos, que compreendeu as
atividades propostas na sequéncia didatica, os documentos escritos (as fichas de
atividades), as gravacdes realizadas no GeoGebra e os resultados da pré e pos-
testagem. Além disso, estes testes se efetuaram em dois momentos: no primeiro,
antes da aplicacédo da sequéncia didatica, e no segundo, apos o término do trabalho
com a sequéncia. Dessa forma, no que se refere ao desenvolvimento dos niveis de
pensamento geométrico, considerando a teoria de Van-Hiele (1957), verificamos um
progresso importante nesse processo, pois parte consideravel dos estudantes
participantes avancou entre 0s niveis iniciais, por meio da sequéncia didatica (sendo
verificado entre 17% do total de alunos). Observamos, também, que alguns alunos
ndo alcancaram a passagem do primeiro para o segundo nivel, mas, esses alunos
progrediram significativamente dentro do préprio nivel, deixando-os bem proximos
do nivel seguinte (43% dos estudantes). Além disso, nos foi possivel identificar
alunos trabalhando nos dois niveis ao mesmo tempo (40% dos alunos), tal fato € um
indicio de que podem existir faixas de transicdo entre os niveis vanhielianos, como
foi verificado por Camara dos Santos (2001). Nessa pesquisa, 0 GeoGebra mostrou-
se um importante recurso didatico aos processos de ensino e de aprendizagem da
Geometria, sobretudo, para o desenvolvimento dos niveis de pensamento
geomeétrico no 6° ano do ensino fundamental, tendo a teoria vanhieliana como
sustentagao.

Palavras-chave: GeoGebra. Van-Hiele. Quadrilateros notaveis. Ensino
Fundamental.



ABSTRACT

This present dissertation aimed to investigate the effects of a didactic sequence for
notable quadrilaterals concept construction, using the GeoGebra Dynamic Geometry
software as a didactical resource. The study, that is a replication of Camara dos
Santos (2001) research and it was developed in a class with 30 students of sixth
grade class of elementary public school in Recife city, capital of Pernambuco State,
Brazil. In this sense, we used as theoretical support the Van-Hiele (1957) theory for
the development of geometric thinking by presenting appropriate links with our object
of study, this is, with the concept of notable quadrilaterals. By considering the
objective that we sought to achieve, we analyzed the obtained data, that is, the
productions of the students, which included the activities proposed in the didactic
sequence, written documents (worksheets), GeoGebra recordings and the results of
pre and post-testing. Besides, these tests were performed in two stages: first, before
didactic sequence application of, and, secondly, after the final work with the
sequence. In this way, which regard to the development of levels of geometric
thinking, considering Van-Hiele (1957) theory, we verified an important progress in
this process, because a considerable part of the participating students had advanced
among initial levels, through didactic sequence (being checked around 17% of the
total of students). We also observed some students did not reach the passage from
first to second level, but, these students had a significantly progress inside their own
level, what made them being close to the next level (43% of students). Futhermore,
was possible to identify students working on two levels at the same time (40% of
students), this fact indicates that may exist transition zones between vanhielians’
levels, as Camara dos Santos (2001) verified. In this research, GeoGebra was an
important didactical resource for geometry teaching and learning process, mostly, for
the development of levels of geometric thinking in the 6th grade of elementary
school, having the Van-Hiele theory as support.

Keywords: GeoGebra. Van-Hiele. Notable quadrilaterals. Elementary School.
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CAPITULO |

1 INTRODUCAO

Neste capitulo, apresentamos a problematica investigada em nosso estudo, e

também, a estrutura da obra.

1. 1 Buscando iniciar a discussao

Este estudo tratou-se de uma pesquisa de mestrado cujo objetivo principal foi
analisar os efeitos de uma sequéncia didatica na construcdo do conceito de
quadrilateros notaveis, utilizando como recurso didatico o software de Geometria
Dinamica GeoGebra. A pesquisa foi desenvolvida em uma turma do sexto ano do
Ensino Fundamental em uma escola da rede publica do municipio de Recife —
Pernambuco, Brasil.

Essa dissertacdo consistiu ainda numa replicagdo de pesquisa, pois
utilizamos os instrumentos de coleta de dados elaborados e aplicados por Camara
dos Santos (2001), em uma pesquisa semelhante desenvolvida também em uma
escola publica de Recife. Nesse sentido, aplicamos a sequéncia didatica e o pré-
teste e pos-teste produzidos pelo mencionado pesquisador.

Para dar sustentacdo ao estudo, consideramos como referencial tedrico
principal a teoria de Van-Hiele para o desenvolvimento do pensamento geomeétrico,
desenvolvida em 1957, pelos educadores matematicos holandeses Pierre Marie
Van-Hiele e Dina Van-Hiele Geodolf.

A relevancia da Geometria para o0 homem, no que diz respeito ao seu
desenvolvimento humano e a constituicdo de sua cidadania, € dificil de ser avaliada,
tendo em vista que a Geometria é empregada em inumeras situacfes, desde
utilizacbes mais cotidianas até mesmo em aplicacbes mais sofisticadas, dentro e
fora da sala de aula. Para tanto, faz-se necessario refletir sobre 0 modo como esse

conhecimento matematico esta sendo tratado nos mais diversos espacos de
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escolarizacdo, em todos os seus niveis, que se constituem ambientes importantes
para a introducdo dos estudantes no conhecimento geométrico (BORBA; COSTA,
2013).

E importante ressaltar que a Geometria, durante anos, foi excluida da
abordagem dos conteudos matematicos escolares, ficando, também, ausente nos
livros didaticos, nos guias de orientacdo curricular e nos cursos de formacgédo de
professores de Matemética. Tal fato gerou a auséncia de embasamento geométrico
em alunos e professores (LORENZATO, 1995; PEREIRA, 2001; CAMARA DOS
SANTOS, 2009). Na realidade, o desenvolvimento dos atos de observar,
experimentar e construir, propiciados pelo conhecimento geométrico, em geral,
parecem que ndo ocorrem, de modo adequado no ensino basico brasileiro
(ITACARAMBI; BERTON, 2008).

Na estrutura curricular das instituicdes brasileiras de ensino, a Geometria
enfrentou mudancas influenciadas pelo formalismo derivado da tendéncia légica e
dedutiva do raciocinio, especialmente nos anos de 1960, pela énfase do “algebrizar”
geomeétrico, consequéncia do Movimento da Matematica Moderna, e pela ilustracao
de aspectos e operacBes da Algebra, fatores esses que favoreceram a omiss&o
geométrica’ no ensino da Matematica (ITACARAMBI; BERTON, 2008). Por outro
lado, tal fato € um cenério do passado que vem sendo superado, principalmente a
partir das recomendacdes dos Parametros Curriculares Nacionais de Matematica
(BRASIL, 1998), que passaram a enfatizar o trabalho com a Geometria, somando-se
as diversas pesquisas da area de Educacdo Matemética, em especial as que se
relacionam ao uso das tecnologias no ensino da Geometria, que surgem a cada dia.

No entanto, apesar das orientacdes dos Parametros Curriculares Nacionais
de Matematica - PCN de Matematica (BRASIL, 1998), dos progressos com as
pesquisas na area educacional e, sobretudo, da importancia do conhecimento

geométrico, tanto em aspectos intuitivos?, que nos possibilitam refletir sobre

! Cf. LORENZATO (1995).

2 Aspectos referentes a intuicdo, isto é, a aprendizagem da Geometria contribui com o
desenvolvimento da intuicdo da crianga, por exemplo, por meio da resolucdo de problemas que
envolvem tal conhecimento (ITACARAMBI; BERTON, 2008).
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circunstancias do cotidiano, quanto pela perspectiva de se ter um conhecimento
mais elaborado, a Geometria ndo € utilizada como uma das orientadoras da
construcdo do conhecimento mateméatico (MOCROSKY; MONDINI; ESTEPHAN,
2012). Tal fendbmeno pode ser justificado pela auséncia de conexao entre os estudos
educacionais no campo geométrico e o curso diario das classes de Matematica.

Um dos fatores que influencia o distanciamento progressivo® entre as
pesquisas em Educacdo Matemética e a realidade da sala de aula é a dificuldade de
transposicao das experiéncias vivenciadas nas pesquisas com a sua aplicacao, do
ponto de vista pratico, no cotidiano escolar. Como consequéncia, a aprendizagem da
Geometria pode ser afetada e comprometida (CAMARA DOS SANTOS, 2009).

Além disso, avaliagbes em larga escala, a exemplo do Sistema de Avaliacdo
Educacional de Pernambuco (SAEPE?), tém evidenciado que a maioria dos
estudantes esta completando os primeiros anos do ensino fundamental com um
saldo negativo em determinadas expectativas de aprendizagem que abrangem a
Matematica. Na Geometria, por exemplo, quase 15% dos alunos, que estavam
concluindo o quinto ano em 2011, conseguiam associar objetos do dia a dia as suas
formas geométricas (OLIVEIRA; ALMEIDA, 2012). Tal sistema de avaliacdo tem
evidenciado que os estudantes do ensino bésico apresentam dificuldades de
compreensao dos conceitos geométricos, sobretudo os quadrilateros notaveis,
quando tais conceitos sdo abordados em situacdes-problema (PERNAMBUCO,
2012a).

Dessa forma, os baixos desempenhos apresentados pelos discentes nessas
avaliacbes podem constituir um forte indicio de que a Geometria continua sendo
trabalhada de forma inadequada nas aulas de Matematica, isto €, que pouca
importancia € dada a Geometria pelas escolas, o0 que significa que esse
conhecimento é ensinado de forma que ndo possibilita uma aprendizagem

significativa. Tal fato tem feito com que varios pesquisadores no pais se debrucem

® Cf. CAMARA DOS SANTOS (2001).

* Sistema de Avaliacdo Educacional de Pernambuco, desenvolvido para realizar monitoramento do
padréo de qualidade do ensino e apoiar as iniciativas de promoc¢éo da igualdade de oportunidades
educacionais (Fonte: http://www.saepe.caedufjf.net).
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sobre o ensino de Geometria, buscando situacfes que facilitem o trabalho do
professor em sala de aula, proporcionando aprendizagem aos alunos.

E importante destacar que além do modo como certo contetido é abordado
em sala de aula ou o fato de ndo ser abordado, existem outros fatores que
contribuem para que o aluno apresente dificuldades conceituais e de aprendizagem.
Algumas das dificuldades podem surgir em decorréncia da natureza dos objetos que
estdo em evidéncia, de entraves especificos que, em geral, ndo sdo analisados em
profundidade. Ao refletir sobre as provaveis explicagcbes para erros e entraves
conceituais e de aprendizagem, faz-se necessario discutir acerca de o que surge da
préopria especificidade daquele objeto de conhecimento e que pode ser intensificado
ou deixar de ser estabilizado, pelo modo como é vivenciado no ambiente escolar e o
que por sua particularidade ndo € complexo, todavia, pode estar em falta ou é
evidenciado de modo reduzido ou sem coeréncia.

Segundo os PCN de Matematica (BRASIL, 1998), o conceito matematico de
quadrilateros notaveis deve ser abordado na educacédo basica ja nos anos iniciais do
ensino fundamental, porém, no sexto ano, deve ser realizada a sistematizacao
desse conceito pelos alunos. Da mesma forma, os Parametros Curriculares de
Pernambuco (PERNAMBUCO, 2012b) também orientam que quadrilateros notaveis
(dentro do conteudo Figuras Geométricas) devem ser trabalhados nos anos iniciais
do ensino fundamental, de modo que leve o aluno a realizar identificacdo de
propriedades comuns e diferentes entre as figuras geométricas, mas, sem enfatizar
suas denominacfes. No sexto ano, o aluno deverd reconhecer e nomear 0S
quadrilateros notaveis e demais tipos de poligonos, além de conhecer as
propriedades dos quadrilateros notaveis e utiliza-las para classificad-los. Assim, é
evidente que de acordo com os dois documentos oficiais, os discentes do sexto ano
ja deveriam ter consolidado esse objeto matematico.

Conceicédo e Oliveira (2014) desenvolveram uma pesquisa, que tinha por
finalidade analisar o nivel de conhecimento geométrico dos professores de
Matematica das escolas estaduais do municipio de Sé&o Vicente Ferrer

(Pernambuco). Esses pesquisadores observaram que o0s docentes apresentam
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varias lacunas conceituais no que diz respeito aos quadrilateros notaveis, que é um
dado muito preocupante, pois sdo esses professores que ensinam Geometria aos
nossos discentes no ensino basico. Os autores ainda argumentam que essas
lacunas apresentadas pelos docentes parecem influenciar os resultados
apresentados pelo SAEPE.

Ja Benites (2010), por exemplo, em sua pesquisa realizada com estudantes
do sexto ano do ensino fundamental em Dourados — Mato Grosso do Sul, discute
gue esses estudantes apresentam varias dificuldades na compreenséo de definicbes
e conceitos geométricos, principalmente, no que se refere ao estudo dos
quadrilateros notaveis, no qual, eles conseguem apenas reconhecé-los pelas suas
aparéncias globais. Assim, os dados de Benites (2010) corroboram com os achados
de Usiskin (1994), no sentido de que ao término deste nivel de ensino, o
conhecimento geométrico dos alunos resume-se ao conhecimento de algumas
figuras.

Tal contexto analisado é bastante inquietante, tendo em vista a importancia
da Geometria no desenvolvimento do estudante e, também, na solucédo de inUmeros
problemas da humanidade, no passado e nos dias atuais. Para tanto, necessita-se
investigar sobre o fenbmeno, buscando meios adequados para minimiza-lo,
favorecendo, desse modo, a aprendizagem geométrica dos estudantes do ensino
basico.

Um caminho possivel é o desenvolvimento de pesquisas sobre a utilizacdo de
softwares no ensino da Matematica. Igualmente, considerando essa logica, Motta
(2008), Gitirana (2009), Costa e Lacerda (2012), em suas investigagdes, mostraram
que o uso de softwares educativos pode ser um mecanismo relevante para a
melhoria do ensino da Matematica, sobretudo na construcdo de conhecimento pelo
aluno, levando-o a refletir sobre a importancia das tecnologias presentes na
atualidade.

Motta (2008) investigou a contribuicdo do software SuperLogo para a
aprendizagem geomeétrica de 20 estudantes do sétimo ano do ensino fundamental

de uma escola da rede particular de Vitoria — Espirito Santo, além de analisar o
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comportamento dos estudantes durante o uso do software. Por meio dos registros
das producdes dos estudantes nas diversas atividades realizadas, o pesquisador
observou que o software favoreceu a aprendizagem de conceitos geométricos
(figuras geométricas planas e espaciais, angulos e poligonos), além de estimular a
interacdo entre os estudantes, contribuindo com o seu desenvolvimento cognitivo.

Gitirana (2009) pesquisou sobre a utilizacdo de softwares educacionais
(Function Machine, DynaGraph e o DG Paralelo e o DG cartesiano) em sala de aula,
focando seus efeitos na aprendizagem do conceito de funcéo real de variavel real. A
autora trabalhou com alunos brasileiros do 2° ano do ensino médio, organizados em
guatro duplas. Os alunos, em grupo, desenvolveram um conjunto de atividades
utilizando os softwares disponibilizados. Os resultados do estudo apresentaram que
os softwares educacionais utilizados favoreceram a compreensdo do conceito de
funcao, além de favorecer os estudantes a refletirem sobre elementos matematicos.

Costa e Lacerda (2012) em sua pesquisa analisaram o impacto do GeoGebra
na aprendizagem de alguns conceitos geométricos (triangulos e angulos) em uma
turma do oitavo ano do ensino fundamental, formada por 30 estudantes, em uma
escola publica estadual de um municipio do Alto Sertdo da Paraiba. Nesse sentido,
eles aplicaram um conjunto de atividades organizadas em oficinas, que foram
desenvolvidas por 15 estudantes da turma no Laboratério de Informética da escola.
Em seguida, foi aplicado um teste com toda a turma, incluindo os alunos que
participaram das oficinas e 0s que nao participaram (que tiveram aula convencional).
Os resultados da analise do teste mostraram que o grupo que utilizou o GeoGebra
apresentou melhor desempenho do que o outro grupo (que usou o papel e o lapis).
Assim, esses autores concluiram que o GeoGebra contribui com a aprendizagem de
conceitos geometricos.

No ensino de Geometria, por exemplo, existe um numero consideravel de
softwares que podem ser utilizados nos processos de ensino e de aprendizagem,
como é o caso do GeoGebra, que foi desenvolvido por Markus Hohenwarter e uma
equipe de programadores na University of Salzburg (Austria) e na University of

Florida Atlantic (Estados Unidos). Este é um software que trata a Geometria de
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forma dindmica (mas que também retne a Algebra e o Célculo) e que pode ser
empregado no desenvolvimento de varias tarefas educativas, para o favorecimento
da aprendizagem dos estudantes (LOPES, 2011). Dessa forma, na Matemética, o
GeoGebra pode ser utilizado como um recurso importante na realizacédo de diversas
atividades de analise e de investigacao.

Além disso, outro aspecto que pode contribuir com a melhoria dos processos
de ensino e de aprendizagem da Geometria € a aplicacdo, em sala de aula, de
sequéncias didaticas, considerando a teoria de Van-Hiele para o desenvolvimento
do pensamento geométrico. De acordo com essa teoria, 0 aluno avanca em seu
pensamento geomeétrico segundo niveis hierdrquicos, por meio de atividades de
ensino organizadas, de modo adequado, pelo professor.

Em seus estudos, Santos (2007), Moraco e Pirola (2007) e Bueno e Guérios
(2010) comprovaram que por meio do desenvolvimento de sequéncias didaticas, em
sala de aula do ensino basico, sustentadas pela teoria vanhieliana, h4 uma melhoria
consideravelmente da aprendizagem dos estudantes, isto €, na compreensdo do
conceito de figuras planas, especialmente no caso dos quadrilateros notaveis.

Diante deste contexto, buscamos nesta proposta investigativa de mestrado,
analisar os efeitos de uma sequéncia didatica na constru¢cdo do conceito de
quadrilateros notaveis, utilizando o software de Geometria Dindmica GeoGebra
como recurso didatico para o desenvolvimento dos niveis iniciais® de pensamento

geomeétrico, nos estudantes do 6° ano do ensino fundamental.

1.2 Estrutura da obra
A presente dissertacdo € constituida por um total de sete capitulos. No
primeiro capitulo, ja anunciado, iniciamos a discussdo sobre a pesquisa, e

apresentamos nossa justificativa sobre o tema escolhido.

® Os niveis iniciais de Van-Hiele correspondem aos dois primeiros niveis. Nesse sentido, a finalidade
do estudo foi que os estudantes evoluam do primeiro nivel para o segundo, por meio da sequéncia
didatica.
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No segundo capitulo, abordamos algumas consideracdes sobre Ensino de
Geometria e Tecnologia. Nesse sentido, apresentamos um panorama do atual
ensino de Geometria no Brasil e também sobre a utilizagdo das tecnologias no
ensino desse ramo de conhecimento da Matematica. Discutimos sobre Geometria
Dinamica e descrevemos o software GeoGebra, que foi o recurso didatico utilizado
para o desenvolvimento da sequéncia didatica em nossa pesquisa. Ainda,
mostramos semelhancas e diferencas entre o GeoGebra e o Cabri-Géomeétre.

No terceiro capitulo, discutimos alguns conceitos de Geometria Plana no
contexto da Matematica, sobretudo, no que se refere aos quadrilateros notaveis, que
compdem o objeto matemético de interesse dessa dissertacao.

No quarto capitulo, apresentamos o referencial tedrico que € a sustentacao
para a analise do pensamento geomeétrico dos estudantes do ensino basico, em
especial, em relacdo aos niveis iniciais de pensamento. Tendo o estudo de Van-
Hiele (1957) como referéncia principal, apresentamos no capitulo uma discusséo
sobre os niveis de pensamento geométrico, as propriedades e as caracteristicas da
teoria vanhieliana, além das fases de aprendizagem.

No quinto capitulo, discorremos sobre a abordagem metodologica dessa
dissertacdo. Nele, caracterizamos a pesquisa, apresentamos 0s participantes do
estudo, mostramos uma analise refinada da sequéncia didatica e do pré-teste e pos-
teste, além de descrevermos as etapas do estudo e seus respectivos objetivos.

No sexto capitulo, apresentamos a analise e interpretacdo dos dados
produzidos nesse estudo, e posteriormente, no sétimo capitulo, discorremos as

conclusdes construidas a partir dos resultados encontrados.
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CAPITULO I

2 TECENDO ALGUMAS CONSIDERACOES SOBRE ENSINO DE GEOMETRIA E
TECNOLOGIA

Neste capitulo, discorremos acerca da problematica do Ensino de Geometria
no Brasil. Também, refletimos sobre algumas questdes referentes a tecnologia

educacional, a geometria dinamica e ao software GeoGebra.

2.1 O Ensino de Geometria no Brasil

Nos ultimos anos, podemos observar o grande progresso com as pesquisas
no ambito da Educacdo Matematica no Brasil, em especial, no campo do ensino da
Geometria. Tal progresso tem proporcionado melhorias evidentes no contexto da
sala de aula da Matemética, auxiliando o professor em seu trabalho pedagogico na
organizacao de situacoes didaticas que favorecam a aprendizagem dos estudantes.

Apesar de todos esses avancos, parece que a Geometria continua sendo
explorada de forma equivocada na educacdo basica, tanto no ensino fundamental
quanto no ensino médio, o que tem gerado uma grande inquietacdo tanto em
professores quanto em pesquisadores no contexto da Educacdo Matematica,
favorecendo, assim, para um amplo debate acerca do assunto em diversas regides
do pais (QUARTIERI; REHFELDT, 2007; ALENCAR, 2010; BEZERRA; BARBOSA,
2013).

Dentre os fatores que influenciam este abandono, podemos mencionar 0s
problemas com a formacdo de professores de Matematica, tendo em vista que 0s
docentes, enquanto licenciandos, tiveram poucas vivéncias com a Geometria
(CAMARA DOS SANTOS, 2009). Nessa mesma linha de estudo, pesquisadores
como Lorenzato (1995) e Barbosa (2011), afirmam que 0S nossos professores se

veem diante de um dilema: ensinar Geometria sem conhecé-la ou nao ensina-la? Na
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maioria das vezes, escolhem a segunda opc¢do, abordando, assim, apenas a
Aritmética e a Algebra nas suas aulas.

Hoje, é possivel perceber que os atuais livros didaticos ja apresentam uma
abordagem coerente dos conteudos geométricos trazendo, inclusive, exemplos que
articulam os outros conteudos/conceitos matematicos relacionados a Geometria. No
entanto, na maioria das vezes, muitos docentes acabam n&o abordando a
Geometria em suas aulas ou abordam-na de maneira incoerente, por apresentarem
varias dificuldades conceituais desse campo da Mateméatica (BARBOSA, 2011).
Entdo, a Geometria ndo encontra espaco no ensino da Matematica, ficando como
um apéndice curricular®, passando a ideia de que se trata de um contetdo dificil ou
sem importancia para a aprendizagem dos alunos. Assim, parece que 0s estudantes
tém contato somente com o que os livros abordam, deixando de construirem de
forma adequada um novo saber (PEREIRA, 2001; CAMARA DOS SANTOS, 2009).

O Movimento da Matemética Moderna também contribuiu com a atual
condicdo de abandono do ensino da Geometria na escola brasileira. Esse
movimento, que surgiu na década de 60 no Brasil, evidenciou as estruturas que
constituem o conhecimento matematico baseado na Algebra, na Loégica e na
Topologia, destacando a Teoria dos Conjuntos.

Tal proposta, de algebrizar a Geometria, entra em declinio no fim da década
de 70, porém, provocou a eliminacdo do paradigma antecedente, que era marcado
pela légica e deducdo, com demonstracdes (BRASIL, 1998; MACCARINI, 2010;
REGO; REGO; VIEIRA, 2012). “Desta forma, caminhamos durante quase quarenta
anos sem um modelo que restabeleca o lugar do ensino da geometria no nosso
sistema educacional” (CAMARA DOS SANTOS, 2009, p.179).

No final dos anos de 1970, surgem projetos fundamentados nas vivéncias dos
estudantes, abrangendo o trabalho com figuras planas e espaciais e atividades de
acordo com um viés mais dindmico, por meio de composi¢des, decomposicdes,
diminuigBes, expansdes e andlise de simetrias. Neste periodo, também surgem

varias experiéncias baseadas na teoria de Van-Hiele e na utilizacdo de materiais

® Cf. Camara dos Santos (2009).
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manipulaveis, numa tentativa de resgatar a Geometria em sala de aula (REGO;
REGO, VIEIRA, 2012).

Outro fator que também contribuiu para a negligéncia com a Geometria foi a
Lei de Diretrizes e Bases do Ensino de 1° e 2° graus de 1971, a lei 5.692/71. A patrtir
desse periodo, tal lei concedeu autonomia aos estabelecimentos de ensino do pais a
elaborarem os programas dos diversos componentes curriculares, concedendo a
muitos professores a possibilidade de excluir a Geometria de suas abordagens de
conteudo em sala de aula, que ndo se sentiam preparados para abordar conteudos
geomeétricos em seus programas. Além disso, entre os professores que a
consideravam em seus planejamentos pedagdgicos, colocavam a abordagem desse
campo no fim do ano letivo, num ensaio inconsciente para ndo ensina-la, isto €, os
conteudos e conceitos geométricos acabavam sendo abandonados, considerando
como justificativa a grande extenséao dos tépicos e quantidade insuficiente de aulas
(PAVANELLO, 1993).

E importante destacar que ndo ha consenso entre os professores de
Matematica sobre quais conteudos e conceitos da Geometria devem ser abordados
na educacdo basica, nem como devem ser esta abordagem e o seu tempo de
duracdo. “Nao ha uma concordancia com respeito ndo so aos detalhes, mas também
a natureza da geometria que deveria ser ensinada, desde a escola elementar até a
faculdade” (USISKIN, 1994, p. 25).

Partindo do pressuposto de que a Geometria esta presente em varios
contextos da sociedade, como por exemplo, na arquitetura, nas artes plasticas, no
design, na topografia, na industria, no meio ambiente, nos objetos que utilizamos,
nas brincadeiras das criancas, entre outros; podemos observar que por meio de
conhecimentos geométricos (paralelismo, perpendicularismo, etc.), o ser humano
conseguiu solucionar inameros problemas do dia a dia, desde os mais simples, até
0s mais complexos (SANTOS, 2007; ITACARAMBI; BERTON, 2008; REGO, REGO,
VIEIRA, 2012).

Além disso, alguns estudos indicam que a aprendizagem da Geometria €

fundamental ao desenvolvimento das criancas, pois esse conhecimento estimula os
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esquemas cognitivos, favorecendo o avanco do estagio operatério concreto para o
operatorio formal. Nesse sentido, o conhecimento geométrico contribui com o
desenvolvimento da visualizagdo do espaco, da verbalizagdo e da intuicdo
necessaria a resolucéao de problemas (FAINGUELERNT, 1995).

Dessa forma, na compreensdo dos conhecimentos geométricos pelos
estudantes no ambiente de sala de aula, o método de resolucdo de problemas, que
leva 0 aluno a uma postura em relacdo ao conhecimento mateméatico, e o de
situacao-problema, que leva o discente a constru¢cdo do conhecimento a partir de um
novo conceito matematico, trazem uma contribuicdo bastante significativa para a
aprendizagem, no que diz respeito a constru¢cdo do conhecimento matematico pelo
aluno, e de seu desenvolvimento intelectual (CAMARA DOS SANTOS, 2002).

Indubitavelmente, ha inUmeros outros motivos para abordar a Geometria no
ensino da Matematica que ndo mencionamos aqui. No entanto, ressaltamos que por
meio da Geometria, a crianga compreende o ambiente onde esta inserida e que é
relevante promover situacdes de aprendizagem que abordem tal conhecimento.
Desse modo, por meio de intervencdes pedagodgicas adequadas, que utilizem, por
exemplo, sequéncias didaticas fundamentadas na teoria vanhieliana, o professor
poderd contribuir para que seus alunos avancem entre 0s niveis de pensamento

geomeétrico.

2.2 O uso das Tecnologias no Ensino de Geometria

Nos ultimos anos, em decorréncia da globalizagdo e do avango tecnoldgico,
podemos verificar que as tecnologias estdo cada vez mais presentes na nossa
sociedade, sendo utilizadas em diversas situacdes, em especial no dia a dia das
pessoas. Essa presenca tem favorecido transformacgdes sociais consideraveis, por
exemplo, nas maneiras de organizagéo, de producéo de bens, de comercializacéo,
de diversdo, de ensino, de aprendizagem, e até mesmo na maneira pela qual as

pessoas se relacionam umas com as outras (MORAN, 2012).



34

Novas demandas da sociedade pressionam, fortemente, a escola a tomar
uma nova postura diante de sua fungcdo como formadora, isto é, atribuicbes que
conduzem a escola, a preparar os cidadaos para uma convivéncia adequada em
uma sociedade do conhecimento e da tecnologia (SOUZA, 2010), ou como diria
Bauman (2003) para a convivéncia na modernidade liquida’.

Contudo, notamos que essas exigéncias nas escolas tém aparecido de
maneiras diversas. Enquanto algumas escolas entendem que a adequacdo as
tendéncias da sociedade atual passa pela inclusdo de uma disciplina de informéatica
no curriculo, de modo que possibilite aos alunos a aprendizagem dos recursos, tais
como, softwares e acesso a internet, outras escolas entendem que basta que se
utilize o computador no ensino dos diferentes componentes curriculares, como, por
exemplo, o uso do computador no ensino de Geometria (PENTEADO, 1999).

Apesar de algumas escolas brasileiras ja fazerem uso de algumas tecnologias
(computadores, projetor multimidia, TV, etc.) e de certa infraestrutura (como por
exemplo, o laboratério de Informatica), apenas um numero muito pequeno de
docentes emprega esses recursos e esse ambiente em sua pratica pedagdgica,
tanto no planejamento quanto na organizacdo das intervencbes pedagodgicas a
serem desenvolvidas nas aulas de Geometria, “abrindo méao” de suas contribui¢cdes
para a aprendizagem desse conhecimento (BITTENCOURT; BITTENCOURT, 2010).

E importante destacar que também h& escolas que nido apresentam
infraestrutura e também nao dispdem desses recursos tecnologicos por diversos
fatores, que aqui ndo cabe menciona-los, pois ndo foi objetivo deste trabalho discuti-
los. Nesse sentido, essas auséncias de infraestrutura e de tecnologias inviabilizam o
uso pedagdgico das tecnologias nas aulas de Geometria.

As tecnologias podem ser bons aliados nas intervencdes pedagdgicas e nas

situacBes de construcdo das aprendizagens dos alunos. Nao como o0 ponto central,

" O titulo “modernidade liquida” deriva da modernidade da sociedade que passa por diversos avancos
em todos os campos, mas, discutivel em relagdo aos seus comportamentos e a sua realidade
enguanto meio social. Ao sugerir a questdo da liquidez, Bauman faz referéncia aos préprios liquidos
que ndo apresentam um formato, pois se adaptam de acordo com o reservatdrio no qual é colocado.
Tal fato ndo ocorre com os solidos, tendo em vista sua dureza, sendo necessario receber algum tipo
de pressao para se adequar a novos formatos (BAUMAN, 2003).
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mas, como um recurso que tem a capacidade de oferecer condi¢cdes para 0s
processos de ensino e de aprendizagem. Todavia, essa capacidade s6 sera utilizada
plenamente se a tecnologia for pensada didaticamente. Para isso, é necessario que
o professor tenha definido as finalidades de aprendizado dos estudantes,
considerando, nessa perspectiva, as expectativas e tematicas que se objetiva
alcancar e, também, os percursos a serem trilhados para que os estudantes
aprendam (PADILHA, 2010).

E relevante mencionar que o professor de Matematica, ao ministrar aulas com
tecnologias, precisa fazer uma reflexdo sobre seu uso didatico, analisando sua
complexidade no planejamento pedagdgico. Dessa forma, sera possivel utilizar as
tecnologias como recursos nos quais o0 estudante € o ator na construcdo do
conhecimento, e o professor é o protagonista na elaboracédo das situacdes didaticas
e das intervencdes pedagogicas a serem exploradas em sala de aula.

Aqui também destacamos a importancia do papel da gestdo escolar e da
equipe pedagdgica nesse processo, apoiando o professor de forma efetiva acerca
do uso das tecnologias na classe de Matematica. Sem a contribuicdo desses
profissionais, o trabalho docente pode ficar comprometido.

Assim, nos processos de ensino e de aprendizagem de Geometria, o aluno é
0 sujeito ativo, que constréi sua propria aprendizagem; a tecnologia o suporte
didatico, o recurso que auxilia o trabalho do professor e do aluno; o docente o
mediador, promovendo condicdes para que €SSesS processos ocorram
(GIANCATERINO, 2009).

2.3 O que € Geometria Dinamica?

Geometria Dinamica pode ser compreendida como um atributo dindmico e
interativo de ambientes computacionais, que podem ser utilizados como recursos
para os processos de ensino e de aprendizagem de Geometria. Inicialmente, esse
termo foi utilizado pelos americanos Nick Jackiw e Steve Rasmussen no final dos

anos de 1980, funcionarios da empresa Key Curriculum Press, para diferenciar
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softwares de Geometria Dinamica (GD) de outros softwares de Geometria
(ZULLATO, 2002).

Os primeiros softwares de GD produzidos no final dos anos de 1980 foram o
Cabri Géometre e Geometer’'s Sketchpad (BELLEMAIN, 2000). Atualmente, ha uma
grande diversidade de softwares de Geometria Dinamica (Cinderella, Dr. Geo,
Euklid, Régua e Compasso, Geometry Interventor, Geometric Supposers, Geometric
SuperSupposer, GeoGebra, etc.), que apresentam diferentes logicas estruturais,
diversas possibilidades de acesso (livre ou comprado), que exploram ndo apenas a
Geometria Plana, mas também as Geometrias Espacial e Discreta, Algebra, Calculo
Diferencial e Integral. Para Neri (2012), esse fato permite se falar hoje em
Matematica Dindmica, ndo se limitando apenas em Geometria Dindmica.

Os softwares de GD possibilitam realizar construcbes e manejos de
representacdes de objetos geométricos na tela do computador. Nesse aspecto, 0
desenho produzido pelo estudante pode ser arrastado e modificado por meio do
mouse, sendo que suas propriedades podem ser alteradas ou ndo. Na sala de aula
de Matematica, esses ambientes podem tornar-se relevantes apoios ao ensino e a
aprendizagem, tendo em vista que promovem a potencializacdo do estudo das
propriedades geométricas, permitindo a formacdo de conceitos (MARQUES;
BAIRRAL, 2012).

Na Matematica, a palavra “dinamica” remete as no¢des de movimentacdo e
de transformacdao, logo, por meio das constru¢des nos softwares de GD, o estudante
visualizara diferentes formatos geométricos, auxiliando-o a compreender de forma
mais adequada a natureza dos objetos geométricos. Apds 0s processos de
producado, os desenhos de pontos, de segmentos de reta, de circunferéncias, etc.,
poderdo ser arrastados, e o aluno poderd analisar, combinar e relacionar as
propriedades, estabelecer conjecturas, criando novos horizontes de busca (BORBA,;
SILVA; GADANIDIS,2014).

Nasser e Tinoco (2010a, p. VIII) destacam que:

Muitos experimentos mostram que esta postura dindmica ajuda a sanar a
dificuldade na aprendizagem de geometria. Na era da imagem e do
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movimento, a geometria ndo pode continuar a ser a ensinada de forma
estatica, seguindo estilo introduzido por Euclides. Em geral, os alunos néo
manipulam os objetos geométricos, estando habituados apenas a ver as
figuras nos livros. Neste caso, 0s conceitos geométricos sao apresentados
apenas através de figuras bem regulares e simétricas, com lados paralelos
as bordas das péaginas do livro. Como consequéncia, as criangcas podem
formar uma imagem incompleta de determinado conceito.

Nesse pensamento, Borba, Silva e Gadanidis (2014) apontam para outra
contribuicdo da Geometria Dindmica em relacdo a Geometria Estatica (GE)®, que
reside na diferenga entre construcdo e desenho. Segundo esses autores, na GE,
ndo ha significado nas distin¢gdes entre desenho e construcéo, todavia, na GD, por
meio do recurso arrastar dos softwares, essas diferencas ganham sentido para os
estudantes.

Dessa forma, em um processo de construcao, “a figura sempre preserva suas
propriedades fundamentais quando um dos elementos moéveis que a compdem é
arrastado” (BORBA; SILVA; GADANIDIS, 2014, p.24). Agora, “se arrastarmos uma
figura e ela ndo mantiver suas propriedades fundamentais, a figura € apenas um
desenho” (IBIDEM).

Assim, as tarefas que levam os estudantes a construirem objetos por meio de
softwares de Geometria Dinamica produzem situacdes de reflexdo nas aulas de
Matematica. Um dos softwares que contribui para o alcance desse objetivo € o
GeoGebra, como evidenciam inameros estudos. Tal ambiente de GD foi empregado

neste trabalho, em especial, no desenvolvimento da sequéncia didatica.
2.4 GeoGebra: um software dinamico a Geometria

O software GeoGebra foi produzido em 2001 pelo austriaco Markus
Hohenwanter, pesquisador da Universidade de Salzburg (Austria). No entanto, logo
depois desse periodo, o software passou a ser aprimorado e melhorado por um

grupo de programadores da Universidade de Florida Atlantic (Estados Unidos), sob a

® Geometria trabalhada apenas por meio de livro, caderno, lapis, régua e compasso.
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coordenacdo de Markus Hohenwanter e Judith Hohenwanter. O nome do software
surgiu a partir da fuséo dos termos Geometria e Algebra.

Para Hohenwanter e Hohenwanter (2009, p.6), o GeoGebra é “[...] um
software de matematica dindmica que junta geometria, algebra e calculo. E
desenvolvido para aprender e ensinar matematica nas escolas [...]" Nesse sentido,
esse software ndo se limita apenas ao ensino da Geometria, podendo ser utilizado
no ensino de outras areas do conhecimento matemético. Logo, além de dinamico,
também €& um programa didatico, podendo ser baixado gratuitamente na internet em
escolas, como também na propria casa do estudante.

O GeoGebra apresenta tanto os recursos tradicionais de um software de
Geometria Dindmica (como pontos, retas, segmentos de reta, semirretas, etc.), como
também é possivel inserir, de forma direta, equacdes e coordenadas. Dessa forma,
esse software apresenta a possibilidade de analisar um mesmo objeto matematico
por meio de trés diferentes perspectivas, isto €, a partir de trés representacdes:
algébrica, geométrica e grafica, que mantém um didlogo dinamico entre si (CATTAI,
2007; HOHENWANTER; HOHENWANTER; LAVICZA, 2008).

Além disso, o GeoGebra foi desenvolvido por meio da programacdo Java,
podendo ser executado em diferentes sistemas operacionais, desde o Microsoft
Windows, Linux, até o Macintosh (HOHENWANTER 2009).

No software € possivel construir pontos, retas, segmentos de reta, semirretas,
vetores, secOes conicas, funcdes. As funcdes podem ser modificadas
dinamicamente, mesmo que ja tenham sido concluidas pelo estudante. Assim, é
possivel estabelecer propriedades dos objetos de estudo (COSTA; LACERDA,
2012). A Figura 1 apresenta o slogan do GeoGebra.

Figura 1 — Slogan do GeoGebra.

GeaGebro

Fonte: HOHENWANTER, 2009.
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Nesse software € possivel construir representacdes de figuras geométricas de
forma bem simples, utilizando apenas o mouse do computador. Mesmo sendo
concluidas as constru¢cdes dos objetos geométricos, o estudante pode mover e
manipular de diferentes formas, por meio do recurso arrastar. Também, é possivel
realizar medicbes de éareas, de comprimentos, de perimetros, de angulos, de
distancias, de inclinagbes, etc.; e modificar os objetos produzidos, sendo que a
atualizacao das medic¢des ocorre de forma imediata.

De acordo com Baldini (2004, p. 31-32), em um software de GD:

[...] € possivel criar e construir figuras que podem ser transformadas a partir
do deslocamento de seus elementos primitivos (vértices, centros, lados etc),
conservando as propriedades. Essas transformagfes séo visiveis em tempo
real, fato que é impossivel com a utilizacao do lapis e papel, a menos que
se faca uma infinidade de constru¢des sucessivas 0 que certamente levaria
qgualquer um a exaustdo. Ele permite aos alunos visualizarem, na tela do
computador, diferentes desenhos correspondentes a uma mesma
descricdo. Possibilita, ainda, a manipulacdo e observacdo dos objetos
construidos, aspectos esses importantes na construcdo dos conceitos
geomeétricos, bem como na construcédo da percepcao espacial.

Todas as caracteristicas mencionadas por esse autor podem ser
evidenciadas no GeoGebra, que consiste em um software de facil utilizacao,
podendo contribuir com a aprendizagem dos estudantes, além de incentivar a
discussé@o e a socializacdo de informacgédo entre eles. O professor de Matematica
pode usar o GeoGebra em diversas atividades de sala de aula, em especial, na
construcdo de representacdes de figuras. Portanto, pode ser um relevante recurso
para os estudantes registrarem suas aprendizagens, servindo, assim, como um
instrumento de avaliagao por parte do docente.

No que se refere a interface do GeoGebra, podemos observar que ela esta
organizada em cinco partes. A primeira corresponde a janela da Algebra, que
apresenta equacdes das figuras produzidas pelo estudante, além de coordenadas e
valores das medicdes. A segunda é a barra de menus, que é a regido que apresenta
janelas com funcbes especificas, por meio das quais, o estudante pode abrir
arquivos, salvar, fechar arquivos, configurar ferramentas, etc. A terceira € a barra de

ferramentas, que possui as ferramentas a serem empregas na producao dos objetos
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de estudo. A quarta compreende a area de trabalho, exibindo pontos, segmentos de
reta, vetores, secdes conicas e funcdes elaboradas pelo estudante. Por fim, como
quinta parte do software, encontramos um campo de entrada, funcionando como um
espaco para o aluno escrever coordenadas de pontos, funcdes e comandos. A

Figura 2 apresenta a interface do software GeoGebra.

Figura 2 — Interface do software GeoGebra.
M <: Barra de Menus S

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

D Janela de Algebra b Janela de Visualizagio

{} i

Barra de Ferramentas

=

Janela da Algebra
2 Area de Trabalho

enracz:| Campo de Entrada &

Fonte: Software GeoGebra versdo 5.2

Como € possivel observar na Figura 2, o GeoGebra apresenta uma
guantidade consideravel de ferramentas, que possibilitam o estudante realizar
diversos tipos de construcdes de objetos geométricos. O Quadro 1 apresenta
algumas dessas ferramentas e suas respectivas fungoes.

E importante destacar que o GeoGebra nido se limita apenas a essas
ferramentas apresentadas no quadro. Em cada icone ha a opcdo de o estudante
escolher outras ferramentas, como por exemplo, no icone referente a “Reta

Perpendicular”, existem as seguintes opcoes: “Reta Paralela”, “Mediatriz”, “Bissetriz”,
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“Reta Tangente”, “Reta Polar ou Diametral”’, “Reta de Regresséo Linear” e “Lugar

Geomeétrico”.
Quadro 1 — Ferramentas do GeoGebra
FERRAMENTA FUNCAO REPRESENTACAO
Mover Move os objetos construidos %
Ponto Cria um novo ponto A
. |
Reta Cria uma reta a partir de dois pontos /

Reta Perpendicular

Cria uma reta perpendicular

.
—L
Poligono Cria um poligono T\.
.
Circulo Cria um circulo a partir do centro e de um de seus a
pontos )/
W
Elipse Cria uma elipse o
. /]
Angulo Cria um angulo (i:_
y 0
W
Reflexdo Estabelece a reflexdo em relacdo a uma reta .
N
Texto Insere texto na area de trabalho
ABC
W)
Controle Deslizante Estabelece controle deslizante a2

<1

Mover Janela

Move janela de visualizacdo

ik

<l

Fonte: Software GeoGebra versédo 5.2

2.5 GeoGebra e Cabri-Géomeétre: uma breve comparacgéo

Como nosso trabalho consistiu em reaplicar uma sequéncia didatica que foi

construida para ser desenvolvida no software Cabri-Géométre, porém, utilizando

outro software de GD, no caso, o GeoGebra, destacamos a importancia de
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apresentar um breve topico, discutindo sobre alguns pontos em comum e em
divergéncia entre os dois programas.

No que se referem as aproximacdes, ambos 0s softwares apresentam uma
area de trabalho, na qual os estudantes constroem as representacdes das figuras
geométricas, e também se dispde de um grande numero de recursos. Por meio do
mouse do computador, o aluno pode exercer uma interagdo com as suas
construcbes. Esse recurso, denominado por arrastar, € o aspecto central de
aproximacao entre o GeoGebra e o Cabri (LOPES, 2011).

Entre as divergéncias, enquanto que o Cabri-Géometre é um software
licenciado, o GeoGebra é um software livre, sendo bem mais acessivel do que o
primeiro. Além disso, o Cabri é um software centrado em constru¢cées geométricas,
sendo que oferece somente figuras geométricas, mas, em algumas vezes, permite
gerar coordenadas de pontos, equacdes e graficos de certas funcdes. No caso do
GeoGebra, é possivel trabalhar em duas perspectivas, a primeira geométrica e a
segunda algébrica. Assim, nesse segundo software é possivel realizar construcdes
geomeétricas e articula-las com a parte algébrica, com equacdes, funcdes, graficos,
etc. (PEREIRA JUNIOR; SOUTO PEREIRA, 2009).
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CAPITULO Il

3 DISCUTINDO ALGUNS CONCEITOS DE GEOMETRIA PLANA NO CONTEXTO
DA MATEMATICA

Neste topico, discutiremos sobre os quadrilateros notaveis, que foi o objeto
matematico investigado em nosso estudo. No entanto, mesmo que de forma breve,
discorreremos também sobre outros conceitos importantes do campo da Geometria
Plana, que sdo explorados na sequéncia didatica: reta, segmento de reta, semirreta
e triangulos. Nesse sentido, apresentaremos as caracteristicas desses elementos,
como sua definicdo, sua representacdo e suas propriedades.

Decidimos por discutir sobre esses elementos, pois sdo conceitos a serem
mobilizados pelos estudantes na resolucdo das atividades referentes ao conceito
dos quadrilateros notaveis, e também por estarem relacionados ao campo

conceitual® desse conceito.

3.1 Retas

Segundo Barbosa (2006), em um plano®®, as figuras geométricas basicas sdo
0S pontos e as retas. Assim, consideremos que o plano € composto por pontos,
sendo as retas definidas como subconjuntos distinguidos de pontos do plano. A
Figura 3 exibe a representacédo de uma reta r, qualquer.

Ainda de acordo com esse autor, 0s pontos e as retas em um plano

apresentam as seguintes propriedades:

° Segundo o psicélogo francés Gerard Vergnaud, os conceitos matematicos se desenvolvem dentro
de campos conceituais, nos quais, esses conceitos estabelecem uma inter-relacdo, ndo sendo
isolados. Nesse sentido, nos processos de ensino e de aprendizagem de certo conceito € necessario
analisar as relagdes intrinsecas dele com outros conceitos (BORBA, 2009, p.59). Por exemplo, o
campo conceitual dos quadrilateros notaveis abrange os conceitos de: reta, segmento de reta,
semirreta, &ngulos e tridngulos.

1% |maginamos um plano como a superficie de uma folha de papel que se estende infinitamente em
todas as direcdes. Nela um ponto é representado por uma pequena marca produzida pela ponta de
um lapis, quando pressionada sobre o papel (BARBOSA, 2006, p.2).



44

a) Dada uma reta qualquer a, entdo, existem pontos que pertencem a essa reta
e outros pontos que ndo pertencem;

b) Consideremos dois pontos quaisquer distintos M e N, logo, ha uma reta b,
anica, que os contém.

c) Dadas duas retas a e b, distintas, entdo, elas se intersectam em um unico
ponto P, desse modo, essas retas apresentam um ponto em comum.

d) Consideremos as retas ¢ e d, distintas, logo, elas se cortam em um Unico
ponto Q, ou, elas ndo se cortam em nenhum ponto™.

e) Sejam M, N e P, trés pontos dados em uma reta a, portanto, apenas um
desses pontos encontra-se localizado entre os demais pontos.

Além disso, toda reta € designada por uma letra minascula do nosso alfabeto.

Figura 3 — Representacdo de uma reta r qualquer, em um plano

Fonte: Autoria propria.

3.1.1 Posic0des relativas

De acordo com o posicionamento em que estejam em um plano, as retas

podem ser classificadas em dois tipos: paralelas e concorrentes.

1 Caso a intersecédo dessas retas ocorra em dois pontos, entdo, elas coincidiriam.
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As retas paralelas séo retas coplanares, isto é, retas incluidas no mesmo
plano, podendo ser encontradas de dois modos:

a) quando apresentam todos os pontos em comum (logo, sdo retas
coincidentes), como mostrado na Figura 4;

b) quando ndo apresentam nenhum ponto em comum, entdo, nao Sao

coincidentes (Figura 5).

Figura 4 — Representacéo de retas paralelas coincidentes

r=s

Fonte: Autoria propria.

Figura 5 — Representacdo de retas paralelas néo coincidentes

r

Fonte: Autoria propria.

Nesse sentido, podemos afirmar que em um plano duas retas séo paralelas,
se e somente se, coincidirem, compondo apenas uma reta, ou nao coincidirem, ndo
apresentando pontos em comum.

Em relacdo as retas concorrentes, duas retas t e v sdo consideradas

concorrentes quando elas apresentam um unico ponto em comum (Figura 6).
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Figura 6 — Representacdo de duas retas concorrentes

Ml

Fonte: Autoria propria.

Além disso, existe um caso patrticular de retas concorrentes, chamadas retas
perpendiculares.

No que se refere as retas perpendiculares, consideremos duas retas
concorrentes x e z em um plano, dizemos que elas sdo perpendiculares quando
formam um angulo reto, isto é, um angulo*? que possui uma medida de 90° (Figura
7).

Figura 7 — Representacdo de duas retas perpendiculares

Fonte: Autoria propria.

3.2 Segmento de reta e semirreta

Um segmento de reta MN € o conjunto de pontos da reta estabelecida pelos

pontos M e N, composto por M e N e todos os pontos entre M e N. Nesse sentido, a

12 Nesse trabalho, também apresentamos uma discusséo sobre o conceito de angulo.
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ordem dos pontos representados no segmento de reta ndo interessa, ou seja, O
segmento de reta MN também € o segmento de reta NM (Figura 8). Todavia, se a
ordem dos pontos for um diferencial, 0 mais adequado seria tratarmos o segmento
como segmento de reta orientado (LIMA; CARVALHO, 2010). Além disso, os pontos

M e N sdo chamados por extremidades ou extremos do segmento.

Figura 8 — Representacdo do segmento MN

M

Fonte: Autoria prépria.

Podemos utilizar os segmentos de reta para formar varias figuras planas, a
exemplo do triangulo, que é constituido por trés pontos que ndo estdo vinculados a
uma mesma reta e pelos trés segmentos definidos por esses pontos (BARBOSA,
2006)*. Além disso, como veremos mais adiante, nos triangulos, os trés pontos sdo
denominados de vértices e 0os segmentos sao os lados.

Para representar um segmento de reta fazemos uso dos seguintes simbolos:
MN ou MN.

Agora, uma semirreta € o conjunto formado pelos pontos do segmento MN e
por todos os pontos P, de tal forma que N esta entre M e P, sendo M e N pontos
distintos da reta. Assim, o ponto M é chamado origem da semirreta (Figura 9). As

semirretas podem ser designadas por S, -

B Aqui fazemos uma ressalva, pois, esse autor ndo considerou nessa definicéo do triangulo, o interior
da figura. Nesse sentido, outra definicédo correta para triangulo é considera-lo como a porcao do plano
delimitada por trés segmentos de reta.
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Figura 9 — Representacdo da semirreta de origem M

Ml

Fonte: Autoria propria.

Aqui chamamos aten¢do para o fato de que dois pontos M e N podem
estabelecer duas semirretas, que possuem o segmento MN (a primeira pode ser a

semirreta de origem M, e a segunda, a semirreta de origem N).

3.3 Angulos

Na maioria das vezes, a definicdo mais utilizada para angulo € a que segue:
“chamamos de angulo a figura formada por duas semirretas com a mesma origem”
(BARBOSA, 2006, p.29).

Todavia, h& dois modos de pensar o &ngulo: como uma grandeza, quando se
trata da medida; e como um ente matematico’®, quando se refere a sua
representacao.

Enquanto grandeza geométrica, o angulo €é considerado como uma
caracteristica de objetos, podendo ser comparados a outros objetos semelhantes,
tendo como referéncia a igualdade ou a desigualdade (BELLEMAIN; LIMA, 2002).
Nessa perspectiva, acreditamos que uma definicdo possivel e mais adequada para
esse conceito seria considera-lo como um atributo de uma regido delimitada por
duas semirretas, distintas e ndo opostas, com uma mesma origem™. A Figura 10

apresenta a representacdo de um angulo.

* Ente matematico é um objeto matematico que permite a producéo de outros objetos.
!> Chamamos atencéo para o fato de que essas duas semirretas formam dois tipos de angulos: a) o
angulo interno a regido delimitada pelas semirretas; b) o &ngulo externo a essa mesma regiao.
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Figura 10 — Representacdo de um angulo

M
<+ ® 0

Fonte: Autoria Propria.

N&o queremos aqui dizer que a definicdo utilizada por Barbosa (2006) esteja
incorreta, pois se fosse realizado um estudo matematico sobre as duas versoes,
chegariamos a conclusdo de que as duas sao validas, no entanto, possivelmente,
acreditamos que a nossa estd mais adequada e articulada com o campo das
grandezas. Porém, em sala de aula, se o0 uso das duas definicbes néo for trabalhado
de modo adequado, tal fato pode gerar incompreensdes e incertezas nos estudantes
do ensino basico.

Analisando a Figura 10, podemos observar que as semirretas S,,, € Sg,

constituem os lados do angulo, e o ponto O € a origem comum e o vértice do angulo.
Ha diferentes modos de designar um angulo. No caso dessa figura, podemos
representa-lo por MON, NOM, O, ou simplesmente por uma letra do alfabeto
grego.

O angulo pode apresentar diferentes unidades de medida, entre elas,
podemos mencionar o grau e o radiano. Em nosso dia a dia, encontramos com mais
frequéncia o uso da unidade de medida grau. Enquanto que o radiano e o pi sé&o
trabalhados em contextos mais formais da Matematica, a exemplo do seus usos no
circulo trigonométrico.

Dessa forma, tendo como parametro a sua medida em grau, o angulo pode
ser classificado em:

a) angulo agudo — quando sua medida é menor que 90°;

b) angulo reto — angulo que tem medida igual a 90°;
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c) angulo obtuso — quando sua medida € superior a 90° e inferior a 180°.

Além disso, hd os angulos complementares e os angulos suplementares.
Quando a soma das medidas de dois angulos € igual a 90°, esses angulos sao ditos
complementares. Agora, quando a soma entre suas medidas for igual a 180°, eles

sdo chamados de angulos suplementares.

3.4 Triangulos

Certamente, os triangulos constituem uma das figuras geométricas mais
relevantes, sendo considerados os elementos basicos para a producdo de diversas
outras figuras, que fazem parte dos estudos da Geometria no ensino basico. Apesar
de apresentarem uma aparéncia bem simples, dispdem de uma diversidade de
caracteristicas e propriedades no ambito da Matematica, logo, em consonancia com
0s documentos curriculares oficiais, recomendamos que o trabalho com os
triangulos sejam iniciados nos anos iniciais do ensino fundamental.

Nessa perspectiva, para os estudantes do 6° ano do ensino fundamental, a
definicdo de triangulo parece ndo ser desconhecida. Consideremos trés pontos
distintos M, N e P, e que ndo estdo na mesma reta. Em seguida, fagamos as
ligagOes entre os segmentos de reta MN, NP e MP. Assim, podemos chamar a uniéo
de todos esses segmentos e a porcdo do plano formada por eles de triangulo.
Analisamos pela Figura 11, que a extremidade é o elemento em comum que existe

entre dois dos segmentos quaisquer do triangulo (LIMA; CARVALHO, 2010).

Figura 11 — Representacdo de um tridngulo
M

Fonte: Autoria propria.



51

Pela Figura 11, verificamos que os segmentos de reta MN, MP e NP sdo os
lados do triangulo e os pontos M, N e P sédo os seus vértices. Carvalho e Lima
(2010) argumentam que se concebermos as semirretas estabelecidas pelos lados do
triangulo, encontraremos os angulos internos do triangulo.

Agora, na representacdo de um triangulo, podemos empregar MNP, MPN,
NPM, NMP, PNM, e PMN.

3.4.1 Elementos dos triangulos
Além dos vértices, angulos internos e lados, os triangulos apresentam outros
elementos, como a bissetriz, a mediana e a altura. O Quadro 2 apresenta uma

sintese explicativa sobre esses novos elementos.

Quadro 2 — Outros elementos do triangulo

ELEMENTOS DESCRICAO

Bissetriz Bissetriz de um triangulo é um segmento que liga o vértice de um angulo desse
tridngulo ao lado oposto a ele, dividindo esse angulo em dois angulos de
medidas congruentes. No estudo dos angulos, a hissetriz de um angulo é uma
semirreta que parte do vértice do angulo e o divide em dois angulos de medidas

congruentes.

Mediana Mediana de um tridngulo é um segmento que liga um de seus vértices ao ponto
médio do lado oposto.

Altura Altura de um tridngulo é o segmento que liga um vértice do triangulo ao lado

oposto ou a seu prolongamento, sendo perpendicular a este.

Fonte: NASSER; TINOCO (2010a, p.56; 2010b, p.37).

3.4.2 Classificacdo dos triangulos

Segundo Dolce e Pompeo (2005), os triangulos podem ser classificados a
partir de dois parametros: o primeiro, em relacdo a medida dos seus angulos; e o
segundo, no que se refere ao comprimento dos seus lados. O Quadro 3 mostra tal

classificacao.
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PARAMETROS DE
CLASSIFICACAO

TIPOS DE
TRIANGULOS

DESCRICAO

REPRESENTACAO

Com base na medida
dos angulos do
tridngulo

Acutangulo

Os trés angulos do
triangulo tém medidas
menores que  90°
(chamados angulos
agudos)

R
/ N\
/N

N

VA

Retangulo

Apresenta apenas um
angulo reto (que
possui medida de 90°)

Obtusangulo

Possui um dos angulos
com medida maior que
90° (angulo obtuso)

De acordo com a
medida do
comprimento dos lados
do tridngulo

Equilateros

Os trés lados do
triangulo possuem a
mesma medida de
comprimento (séo
congruentes)

Is6sceles

Apenas dois lados do
triangulo apresentam a
mesma medida de
comprimento
(congruéncia).

Escalenos

Os trés lados do
triangulo tém medidas
diferentes de
comprimentos.

3.5 Quadrilateros

Fonte: Autoria prépria.

Para a definicdo dos quadrilateros, vamos considerar quatro pontos quaisquer

em um plano, os pontos M, N, P, Q, mas, com o requisito de que trés deles nao

devem estar contidos em uma mesma reta. Logo, denominamos de quadrilatero

MNPQ o conjunto de pontos pertencentes aos segmentos de reta MN, NP, PQ e QM

(LIMA; CARVALHO, 2010) e também a por¢do do plano formada por todos esses
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segmentos de reta. A Figura 12 apresenta dois exemplos de representacfes de
quadrilateros.

Figura 12 — Exemplos de quadrilateros
*

Fonte: Autoria propria.

No campo da Geometria, podemos encontrar duas familias de quadrilateros, a
dos quadrilateros notaveis e a dos quadrilateros ndao notaveis. Os notaveis sao
formados pelos paralelogramos e pelos trapézios, enquanto que 0s nao notaveis,
sdo constituidos pelos quadrildteros que nao pertencem as familias dos

paralelogramos e dos trapézios. Nesse sentido, fazem parte do grupo dos
quadrilateros ndo notaveis, os quadrilateros ndo convexos.

Dessa forma, na Figura 12, o quadrilatero do lado esquerdo é do grupo dos
notaveis (um trapézio), ja o da direita é da familia dos ndo notaveis (um quadrilatero

nao convexo). Além disso, segundo Januario (2013), os quadrilateros apresentam as
seguintes propriedades:

em todo quadrilatero, a soma dos angulos internos é igual a 360°;
[ ]

todo quadrilatero apresenta somente duas diagonais;

todo quadrilatero possui quatro veértices, quatro angulos internos e
guatro lados.

Outro exemplo de quadrilatero ndo notavel € a trapezoide, que consiste hum
quadrilatero sem lados opostos paralelos, como representado na Figura 13.
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Figura 13 — Representagcdo de uma trapezoide

Fonte: Autoria propria

Aparentemente, a trapezoide lembra um trapézio (quadrilatero notavel), no
entanto, ndo o é, pois como veremos mais adiante, para ser trapézio, € necessario
gue ela tenha um dnico par de lados opostos paralelos (o que nao é possivel de ser

verificado).

3.5.1 Quadrilateros notaveis

Fazem parte da familia dos quadrilateros notaveis o trapézio e o

paralelogramo, sendo que este ultimo inclui também o retangulo, o losango e

o

quadrado. A seguir, apresentamos cada um deles.
3.5.1.1 Trapézio

Concordamos com Nasser e Tinoco (2010b) ao afirmarem que o trapézio é
um quadrilatero notavel que apresenta exatamente um par de lados opostos
paralelos, esses lados sdo comumente chamados de bases do trapézio. A Figura 14

apresenta um exemplo de representacdo de um trapézio.

Figura 14 — Representacdo de um trapézio

Fonte: Autoria propria
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Como € apresentado no Quadro 4, os trapézios podem, ainda, ser

classificados em trés tipos.

Quadro 4 — Tipos de trapézios

TIPOS DE DESCRICAO REPRESENTACAO
TRAPEZIOS
Trapézio escaleno Trapézio que ndo apresenta congruéncia

entre as medidas dos comprimentos dos
lados opostos ndo paralelos

Trapézio is6sceles Trapézio que apresenta os lados opostos ® »
ndo paralelos iguais (s&o congruentes)

Trapézio retangulo Trapézio com dois angulos retos r

Fonte: Autoria propria.

Em relacdo as propriedades, os trapézios isOsceles apresentam diagonais
congruentes; os trapézios retangulos apresentam dois angulos internos retos. Além
disso, em qualquer trapézio os angulos adjacentes a um mesmo lado transverso sao
suplementares.

Outra propriedade que € valida ndo apenas aos trapézios, mas para todos os

quadrilateros, € a de apresentarem duas diagonais.

3.5.1.2 Paralelogramo

Podemos definir o paralelogramo como sendo um quadrilatero notavel que
apresenta os dois pares de lados opostos paralelos entre si (BARBOSA, 2006). Na
Figura 15, observamos um exemplo de representacdo de um paralelogramo.

O paralelogramo apresenta algumas propriedades, entre elas, podemos

mencionar: a) possui lados opostos iguais (congruentes); b) os angulos internos
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opostos sdo congruentes; c¢) dois angulos internos vizinhos quaisquer sao
suplementares; d) suas diagonais se cortam ao meio, em seus respectivos pontos
médios. Dessa forma, se um quadrilatero notavel apresentar essas propriedades,

entdo, ele € um paralelogramo.

Figura 15 — Representa¢cdo de um paralelogramo

Fonte: Autoria prépria.

3.5.1.3 Retangulo

Segundo Tinoco (1999), o retangulo é um quadrilatero notavel que possui 0s
quatro angulos internos de medidas congruentes, logo, sao retos (medem 90°). A
Figura 16 exibe um exemplo de representacao de um retangulo.

Os retangulos sdo considerados como paralelogramos, pois, também
apresentam as seguintes propriedades: os seus lados opostos sdo congruentes; 0s
angulos internos opostos sao congruentes; e as diagonais cortam-se ao meio. Nessa
perspectiva, poderiamos também definir que retangulo é todo paralelogramo que
tem angulos internos retos.

Figura 16 — Representa¢cdo de um retangulo
| L]

Fonte: Autoria prépria.
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Além disso, as medidas das diagonais dos retangulos séo congruentes (o que
ndo é observado em alguns casos de paralelogramos, isto é, nos paralelogramos

gue ndo possuem angulos retos).

3.5.1.4 Losango

O losango é um quadrilatero notavel que apresenta todos os lados de
medidas iguais, logo, sdo congruentes entre si (NASSER; TINOCO, 2010a). Na
Figura 17 h& a representacdo de um losango.

Os losangos também sao incluidos no grupo dos paralelogramos, porgue
seus lados opostos sao iguais, 0s seus angulos internos opostos possuem a mesma
medida, suas diagonais cortam-se ao meio. Assim, consideramos que 0s losangos
sao todos os paralelogramos que apresentam todos os lados congruentes.

Todavia, o0s losangos apresentam duas propriedades que ndo séo
evidenciadas em alguns paralelogramos quaisquer: as diagonais sao
perpendiculares entre si, e também estdo localizadas nas bissetrizes dos angulos
internos.

Figura 17 — Representacdo de um losango

Fonte: Autoria propria.

3.5.1.4 Quadrado

O quadrado é um quadrilatero notavel que possui todos os lados iguais entre
si e todos os angulos internos congruentes (LIMA; CARVALHO, 2010). A Figura 18

mostra um exemplo de um quadrado.
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Figura 18 — Representacdo de um quadrado

.

Fonte: Autoria propria

Da mesma forma como nos casos dos retangulos e dos losangos, 0s
guadrados apresentam dois lados opostos paralelos, os angulos internos opostos
apresentam congruéncia, e as diagonais se cortam ao meio, entdo, séo vinculados
ao grupo dos paralelogramos. Os quadrados também sdo retangulos e losangos,
pois apresentam propriedades iguais. Nesse sentido, dizemos que quadrado é todo
paralelogramo que é retangulo e losango ao mesmo tempo.

Além disso, as diagonais dos quadrados sdo congruentes entre si,
perpendiculares e ainda sédo as bissetrizes dos angulos internos.

Na pagina a seguir, representamos por meio de um diagrama de Venn (Figura
19), os grupos dos quadrilateros notaveis definidos nesse texto.

Chamamos atencdo para o fato de que é importante, em sala de aula, o
professor realizar um trabalho sistematico sobre o estudo dos quadrilateros notaveis,
fazendo uso de diversas atividades que explorem essas figuras em seus diversos
formatos e posicdes. Dessa forma, o estudante ndo apresentara dificuldades, como
por exemplo, em compreender que um quadrado também ¢é paralelogramo,
retangulo e losango, n&o ficando “preso” as figuras prototipicas™®.

Nossas pesquisas desenvolvidas na pos-graduacdo (COSTA; CAMARA DOS
SANTOS, 2015a; 2015b) tém evidenciado que estudantes de diferentes anos
(séries) escolares tém dificuldades de identificar esses quadrilateros em posicdes

diferentes das que foram vivenciadas nas aulas de Matematica. E importante discutir

' Figuras prototipicas sdo representacdes que correspondem a uma organizacdo regular de

contorno, orientacdo e forma (CLEMENTE; TORREGROSA; LLINARES, 2015, p.2), enquanto que
figuras desenhadas em posicdo prototipica sédo, geralmente, figuras com o lado maior paralelo as
bordas horizontais da folha de papel.
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qgue independentemente da forma ou do posicionamento das figuras geométricas
planas, suas propriedades permanecem as mesmas (Se iSSO nao ocorresse, ao
mudarmos, por exemplo, a posi¢cdo do sofa em nossa sala, ele deixaria de ser um

sofd).

Figura 19 — Representacao dos grupos dos quadrilateros notaveis
Quadrilateros Notaveis

Paralelogramo

Retingulo | Quadrado | |osango

Trapézio

Fonte: Autoria propria.

O trabalho do professor é fundamental para romper com esses estereétipos
acerca dos quadrilateros notaveis, isso, por meio da exploracdo da Geometria
Dinamica.
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CAPITULO IV

4 A TEORIA DE VAN-HIELE

Neste tdpico expomos a nossa sustentacdo teodrica, discutindo a teoria de
Van-Hiele para o desenvolvimento do pensamento geométrico. Decidimos por essa
opcdo tedrica para fundamentar nosso estudo, por consistir a teoria
desenvolvimentista mais coerente ao Nnosso objeto matematico de interesse, isto €,

ao estudo do conceito de quadrilateros notaveis.

4.1 A teoria vanhieliana para o progresso do pensamento geomeétrico

Inspirados pela teoria da Epistemologia Genética de Jean Piaget, os
pesquisadores holandeses Pierre Marie Van-Hiele e Dina Van-Hiele Geodolf
desenvolveram a teoria do desenvolvimento do pensamento geométrico, como o
produto de suas teses de Doutorado em Matematica e Ciéncias Naturais pela
Universidade Real de Utrecht, na Holanda.

Esses professores observaram que seus alunos do ensino bésico
apresentavam varias dificuldades no que se refere a aprendizagem da Geometria,
desse modo, se enveredaram a estudar as causas desse fato (SALVADOR et al.,
1989), e o resultado foi a “A teoria vanhieliana para 0 progresso do pensamento
geométrico”. No entanto, com a morte de Dina, logo apds o término de sua tese, foi
Pierre que promoveu a reformulacdo e o aperfeicoamento da teoria (KALEFF et al,
1994), discutindo sobre a funcdo da intuicdo no ensino da Geometria (CAMARA
DOS SANTOS, 2001).

A partir das discussdes de Piaget sobre a evolucao da inteligéncia, Van-Hiele
(1957) percebeu a existéncia de diferentes niveis de pensamento sobre os conceitos
de Geometria, explicando que o estudante avanca por diversos niveis de
pensamento no seu desenvolvimento, iniciando pelo reconhecimento das figuras

geométricas a partir de suas aparéncias fisicas e concluindo no estudo abstrato da
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Geometria (OLIVEIRA, 2012).

Todavia, diferentemente de Piaget (1999), que estabeleceu intervalos de
idades mais ou menos proximas para estagios de progresso da inteligéncia, Van-
Hiele (1957) observa que os niveis de progresso do pensamento geométrico sao
influenciados pela educacéo e incentivo norteados pela escola e ndo pela maturacéo
biolégica e pela idade do sujeito.

O principal aspecto que diferencia a teoria piagetiana da teoria vahieliana é
que enquanto a primeira € uma teoria do desenvolvimento cognitivo, isto €, do
desenvolvimento da inteligéncia, a segunda é uma teoria da aprendizagem,
especificamente da aprendizagem geométrica. Piaget estava preocupado em
entender 0os mecanismos mentais que 0 sujeito emprega para compreender a
realidade, investigando também o processo de construcdo do conhecimento. Nesse
sentido, ele identificou quatro elementos que influenciam no desenvolvimento da
inteligéncia: maturidade bioldgica, experiéncia com a realidade fisica, préticas
sociais e equilibracdo, sendo o primeiro e o Ultimo os mais determinantes para a
mudanca de estagios de desenvolvimento cognitivo (PIAGET, 1999). Van-Hiele
voltou seu trabalho para as estruturas do pensamento geométrico do individuo,
preocupando-se em analisar 0 que ocorre com essas estruturas durante a
aprendizagem da Geometria pelo estudante. Assim, percebeu que a instrucdo e o
estimulo recebidos sdo determinantes para que o individuo alcance certo nivel de
desenvolvimento do seu pensamento geométrico (VAN-HIELE, 1957).

Nesse sentido, as experiéncias de ensino, as metodologias, as intervencoes
pedagogicas, o0s recursos didaticos empregados, 0s instrumentos avaliativos
adotados e as tematicas trabalhadas em sala de aula, constituem aspectos
fundamentais dos processos de ensino e de aprendizagem da Geometria. Além
disso, o docente deve considerar o nivel de pensamento do estudante no processo
de organizacdo, planejamento e de construcdo desses aspectos nas situagdes
didaticas.

Desse modo, Van-Hiele (1957) organizou uma teoria capaz de funcionar

como uma orientadora de aprendizagem geométrica, servindo ainda para analisar as
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expectativas de aprendizagem dos estudantes acerca desse campo do
conhecimento matematico. Para tanto, Van-Hiele (1957) considerou duas questfes
importantes na constru¢do de sua teoria: a) a meta do ensino da Geometria é
proporcionar que o estudante produza uma teia de conexfes favorecendo que
pensamentos sejam expressos. Nessa teia, as conexdes estdo relacionadas por
meio de uma estrutura que apresenta um formato I6gico e dedutivo; b) o estudante
devera produzir essa teia de conexdes, nesse sentido, ndo caberia ao docente
produzir essa teia e entrega-la pronta ao estudante.

Camara dos Santos (2009) discute algumas razGes para que essa teia de
relacdes ndo seja oferecida pronta aos estudantes, mas que seja construida por
eles:

e Em primeiro lugar, esta teia pronta a ser empregada nao permitiria ao
estudante entender essas conexdes, pois elas ndo tém relagdes com as
proprias experiéncias. Desse modo, rapidamente o estudante esqueceria 0s
conceitos ensinados.

e Em segundo lugar, a teia ndo apresentaria qualquer articulagdo com a
realidade proxima do estudante, tendo em vista que ela seria produzida em
pequenas porcdes e o estudante ndo teria a capacidade de articular o que
aprendeu recentemente com as conexdes da teia prontamente introduzida.
Por fim, muito embora o estudante obtenha éxito ao utilizar essa teia
acabada, ele ndo sera capaz de elaborar uma teia com um arcabouco
relacional dedutivo em um campo diferente, isto €, em momentos diferentes
das situacdes que geraram o aprendizado.

Ainda segundo esse autor, a construgcdo dessa teia relacional dedutiva
demanda um extenso caminho em que se podem verificar distintos niveis de
pensamento geométrico. Além disso, todos esses niveis possuem especificidades,
nos quais 0s objetos matematicos admitem também posicdes diferentes.

Apesar de ter sido elaborada nos anos de 1950, apenas na década seguinte
(década de 60) foi que a teoria vanhieliana comecou a despertar interesse em outros

paises, muito provavelmente pela dificuldade de traducdo do idioma em que foi
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escrito (holandés). Inicialmente, na Unido Soviética modificou-se o curriculo de
Geometria ainda nos anos de 1960, para se ajustar a teoria de desenvolvimento do
pensamento geomeétrico proposta por Van-Hiele. Em seguida, na década de 70, a
teoria ganha uma maior atencao no cenario internacional, ap0s as traducdes da obra
para o inglés pelo norte-americano lzaak Wirsup, professor da Universidade de
Chicago (Estados Unidos), em 1976. Além disso, em 1973, Hans Freudenthal,
professor da Universidade Real de Utrecht, destacou o trabalho vanhieliano no seu
livro intitulado Mathematics as an Educational Task'!’ (CROWLEY, 1994; ALVES;
SAMPAIO, 2010; OLIVEIRA, 2012).

A teoria de Van-Hiele consiste em uma teoria preconizando que 0s
estudantes evoluem na aprendizagem em Geometria segundo niveis hierarquicos de
pensamento; assim, um estudante ndo consegue alcancar um nivel mais avancado
sem antes ter passado por niveis anteriores menos avancados. Para tanto, essa
teoria pode contribuir com a pratica pedagdégica do professor de Matematica, no
sentido que favorece a analise das dificuldades apresentadas pelos alunos, além de
possibilitar um olhar mais detalhado acerca das suas expectativas de aprendizagem
(USISKIN, 1994).

4.1.1 Os niveis vanhielianos

Como pode ser observada na Figura 20, a teoria est4 organizada em cinco
niveis de desenvolvimento, de modo que, a0 mesmo instante em que o0s estudantes
estudam Geometria, eles evoluem a partir de uma sequéncia hierarquica desses
niveis de aprendizagem de conceitos, em que cada nivel possui sua especificidade,
marcada por um elo entre a linguagem e os objetos de estudo (VAN DE WALLE,
2009). Assim, o aluno se move do nivel inicial (primeiro nivel) até o mais avancado
(quinto nivel), por intermédio de situacdes educacionais adequadas, organizadas
pelo professor (CROWLEY, 1994).

Além disso, a ascensdo de um nivel para outro depende das vivéncias

' Traducado: Matematica como tarefa educacional.
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desenvolvidas na escola, por meio de atividades apropriadas propostas em sala de
aula. Assim, dito de outra forma, Van-Hiele sugere, de acordo com sua teoria, a
mudanca de um nivel “menos avancado” para um nivel “mais avancado” depende
mais de uma aprendizagem coerente do que da idade ou da maturagéo bioldgica do
estudante (NASSER; SANT'ANNA, 2010).

Figura 20 — Niveis do pensamento geométrico, segundo Van-Hiele

5° Nivel

4° Nivel

Fonte: Autoria propria.

E importante destacarmos que nesta dissertagdo, optamos por chamar o0s
niveis de Van-Hiele por: primeiro nivel, segundo nivel, terceiro nivel, quarto nivel e
quinto nivel. Tal escolha se sustenta na existéncia do uso de diferentes termos aos
niveis de pensamento geométrico vanhieliano, que identificamos nas literaturas
nacional e internacional. Acreditamos que esses termos utilizados nas pesquisas
para os niveis ndo sao sindbnimos, diferenciando-se em seus significados. Contudo,
ndo é objetivo de nosso estudo discutir sobre isso na dissertacao, todavia, nao

descartamos a possiblidade de realizamos futuramente um estudo tedrico mais
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refinado sobre essa temética.

Para Van-Hiele (1957), no primeiro nivel, os alunos reconhecem as figuras
geomeétricas pelas suas aparéncias ou formas globais e ndo por suas propriedades
ou caracteristicas proéprias, isto €, 0 pensamento ocorre, geralmente, por meio de
consideracfes visuais. Assim, 0s objetos da Geometria sdo considerados em sua
totalidade, sem consideracdes claras sobre as propriedades dos seus elementos.
Entdo, as figuras geométricas sdo distinguidas pelo aspecto global, sendo possivel
chama-las de triangulo, quadrado, entre outros, no entanto, os estudantes nao
compreendem as propriedades, que possibilitam a sua identificacéo.

O aluno consegue, por exemplo, identificar um quadrado ou um retangulo e,
inclusive, os construir sem falhas, mas um quadrado ndo é considerado como um
retangulo, tendo em vista que divergem em suas aparéncias. Desse modo, as
atividades propostas em sala de aula pelo professor devem promover a evolucao
para o segundo nivel, no qual os estudantes reconhecem as figuras pelas suas
propriedades.

Assim, no proximo nivel, o aluno ira distinguir um losango pelas suas
propriedades (lados com medidas iguais, diagonais perpendiculares que se
interceptam no ponto médio) e ndo por sua aparéncia fisica. Van-Hiele (1957)
discute ainda que na transicdo do primeiro nivel para o segundo, a manipulacdo de
figuras leva o estudante a elaboracdo de uma estrutura mental que desenvolve o
seu pensamento, promovendo a passagem entre os dois niveis. E tipico do primeiro
nivel, que os alunos utilizem de um vocabulario geométrico, realizem a identificagdo
de determinadas formas e a reproducao de certa figura (KALEFF et al, 1994).

No segundo nivel, o aluno ndo reconhece mais as figuras pelas suas
aparéncias, mas sim, por suas propriedades gerais. Dessa forma, elas sao
consideradas como portadoras de propriedades. Assim, se 0 estudante desenha
mesmo com falhas, um quadrildtero notavel em seu caderno e se essa figura
apresenta todos os angulos retos, entdo ele é capaz de considerar o quadrilatero
notavel como um retangulo. Todavia, nessa fase, o aluno ainda ndo consegue

ordenar logicamente as propriedades das figuras o que faz com que, por exemplo,
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um quadrado ndo seja reconhecido como um losango (CAMARA DOS SANTOS,
2009).

Novamente, Van-Hiele (1957) recomenda que se o professor possibilitar a
manipulacéo®® de figuras geométricas pelo aluno, tal fato promovera o avanco do
estudante para o préoximo nivel de pensamento geométrico, que é definido pela
ordenacgdo logica das propriedades das figuras, isto €, pelo estabelecimento de
relacdes entre as caracteristicas das figuras geométricas.

Vérias pesquisas fundamentadas pela teoria de Van-Hiele mostram por meio
de diversos testes sobre os niveis vanhielianos, que muitos alunos e parte dos
professores de Matemética da educacao basica encontram-se até os dois primeiros
niveis da teoria de Van-Hiele, apresentando vérias dificuldades de aprendizagem em
Geometria (INOUNE, 2004; SANTOS, 2007; BENITES, 2010; OLIVEIRA; ALMEIDA,
2012; COSTA; CONCEICAO; OLIVEIRA, 2014; CAMARA DOS SANTOS, 2015a;
2015b).

Inoue (2004), em sua pesquisa, buscou analisar o processo de producdo do
conceito de quadrilateros notaveis por meio de uma sequéncia didatica e analisar a
evolucdo dos niveis de pensamento geomeétrico de uma turma do sétimo ano do
ensino fundamental de uma escola da rede publica municipal de Itajai — Santa
Catarina. Nesse sentido, a pesquisadora aplicou uma sequéncia didatica baseada
nos niveis vanhielianos, mas também fez uso de um pré e pos-teste para verificar os
avancos do pensamento geométrico de 28 alunos, participantes do estudo. No pré-
teste, que contou com a participacdo de 24 sujeitos, a pesquisadora observou que
apenas 83,33% se encontravam no primeiro nivel vanhieliano, os demais estudantes
ainda nao conseguem reconhecer as figuras geométricas pela sua aparéncia.

Santos (2007) realizou uma pesquisa que contou com a participacdo de 28
alunos do quinto ano de uma escola publica da rede municipal de Paulista — PE. Em
um primeiro momento, a pesquisadora aplicou um pré-teste para analisar as lacunas

e dificuldades sobre Geometria, sobretudo, o topico referente a categorizacdo e a

® Essa manipulacdo compreende desde a manipulacdo de materiais concretos produzidos, por
exemplo, no laboratério de Matematica, até mesmo a manipulagdo de objetos representados em
softwares de Geometria Dinamica.
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nomeacdo de figuras geométricas. A questdo analisada nesse trabalho solicitava
gue os estudantes identificassem dentre cinco figuras geométricas apresentadas, as
que eram triangulos, isso, segundo a autora, considerando o aspecto global da
figura, caracteristica do primeiro nivel vanhieliano. Entre as figuras exibidas, trés
eram triangulos (um equilatero, um escaleno e um isdsceles), um era um trapézio e
a outra uma figura qualquer com seis lados.

Com base nos resultados, Santos (2007) percebeu que a maior parte dos
discentes do quinto ano ndo era capaz de reconhecer perfeitamente o triangulo:
apenas 4% reconheceram todos os trés triangulos, 92% reconheceram parcialmente
(identificando um ou dois triangulos) e 4% dos participantes do estudo néo
identificaram nenhum dos triangulos. Nesse sentido, esses primeiros resultados
mostram que os alunos se encontram no primeiro nivel de Van-Hiele.

Benites (2010) analisou em qual nivel proposto por Van-Hiele se encontravam
26 estudantes do sexto ano do ensino fundamental de uma escola publica da rede
estadual do municipio de Ponta Pord — Mato Grosso do Sul. Nesse sentido, esses
alunos foram solicitados a responderem uma avaliacdo diagnodstica constituida por
nove atividades referentes aos trés primeiros niveis vanhielianos. Os resultados
obtidos na pesquisa mostram que a maioria dos alunos se encontra no primeiro nivel
de Van-Hiele, no qual ocorre o reconhecimento das figuras geométricas pela
aparéncia.

Oliveira e Almeida (2012) analisaram de forma pedagodgica os dados
apresentados pelo Sistema de Avaliacdo Educacional de Pernambuco (SAEPE), em
2011, na area de Mateméatica pelos estudantes do quinto ano do ensino
fundamental. Entre os inimeros resultados expressos nos relatérios do SAEPE,
esses autores perceberam que menos de 15% dos alunos, que cursavam 0 quinto
ano do ensino fundamental em 2011, eram capazes de estabelecer associacfes
entre objetos do cotidiano e as figuras geométricas, que é uma caracteristica do
primeiro nivel vanhieliano.

Conceicéo e Oliveira (2014) analisaram o nivel de pensamento geométrico de

sete professores de Matematica de duas escolas da rede estadual do municipio de



68

Vicente Ferrer - PE. Nessa pesquisa, 0s autores aplicaram dois testes relacionados
aos niveis de Van-Hiele. O primeiro teste era composto por cinco questdes
referentes ao reconhecimento de figuras geométricas pela sua aparéncia, e o
segundo, também formado por cinco quesitos, explorava o uso das propriedades
das figuras. Entre os resultados, esses autores observaram que apenas um
professor se encontrava no segundo nivel de Van-Hiele, os demais ainda estavam
no primeiro, apresentando pouca compreensdo dos conceitos geométricos
trabalhados nos testes.

Diante disso, Conceicao e Oliveira (2014) conjecturam que essa defasagem
se transpfe para as aulas de Matematica do ensino basico, nas quais, é dada pouca
énfase a Geometria, sendo que, em geral, os professores confundem o seu ensino
com o ensino de Grandezas e Medidas. Tal fato tem contribuindo para que os alunos
apresentem dificuldades com relacdo a compreenséo dos conceitos geométricos.

Costa e Camara dos Santos (2015a) desenvolveram um primeiro estudo que
contou com a participacdo de 300 estudantes do ensino médio do Estado de
Pernambuco, que abrangeu os municipios de Recife, Limoeiro e Cabo de Santo
Agostinho. Para cada série (ano) dessa etapa da educacao basica participaram 100
sujeitos. Esses alunos tiveram que responder a um problema sobre os quadrilateros
notaveis, no qual foi solicitado a construcdo de duas figuras geométricas, a primeira
deveria ser um retangulo e a segunda uma figura de quatro lados que néao se
constituisse com um retangulo. A atividade tinha a intencdo de analisar se 0s
estudantes consideravam a especificidade das figuras, isto é, se eles faziam
referéncia as propriedades na diferenciagdo entre elas. Os resultados mostraram
que quase dois ter¢cos dos alunos nédo reconheceu o quadrado como retangulo, o
que € uma evidéncia do primeiro nivel vanhieliano, isto é, esses alunos nédo sao
capazes ainda de reconhecer os quadrildteros notaveis como detentoras de
propriedades.

Em um segundo estudo, Costa e Camara dos Santos (2015b) analisaram o0s
niveis de pensamento geométrico de 22 estudantes de uma turma do 6° ano do

ensino fundamental, também em uma escola publica de Recife — PE, a partir do
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teste de sondagem aplicado na primeira pesquisa. Esses autores verificaram que,
em média, 10% dos estudantes participantes do estudo ndo conseguiram identificar
0s quadrilateros notaveis por meio de sua aparéncia global.

No terceiro nivel de Van-Hiele, o aluno consegue ordenar logicamente as
propriedades das figuras, percebendo que elas se deduzem umas nas outras, isto €,
gue elas podem se articular. Desse modo, ao assinalar as caracteristicas das figuras
geométricas, o estudante desenvolve observacbes e experimentacdes, como
exemplo disso, destacamos o estabelecimento de propriedades empregadas para
reconhecer formas e classes (BARBOSA, 2011). Entdo, nesse nivel, o sujeito é
capaz, por exemplo, de estabelecer uma relacdo entre a propriedade da soma dos
angulos internos de um triangulo qualquer (que diz que a soma das medidas dos
angulos internos de um triangulo é igual a 180°) com outra propriedade, que € a
soma dos angulos internos de um quadrilatero notavel qualquer (na qual a soma das
medidas desses angulos é igual a 360°). Além disso, o estudante reconhece um
quadrado como um losango, pois percebe que, em certa situagdo, esses
quadrilateros apresentam as mesmas propriedades. Todavia, ele ainda nao
compreende o significado proprio da demonstracdo (CAMARA DOS SANTOS,
2001).

No quarto nivel, o aluno é capaz de compreender a dedu¢cdo como um meio
de situar a teoria da Geometria no contexto de um sistema axiomatico, além de
entender o significado intrinseco da demonstracdo. A correlacdo e a funcdo de
termos ndo definidos, definicbes, axiomas, postulados e teoremas também sédo
compreendidos. Desse modo, consegue construir varios tipos de demonstracdes por
diversos caminhos, além de estabelecer a distincdo entre uma proposicdo e sua
reciproca, motivo pelo qual as definicbes e os axiomas sdo essenciais, sendo
possivel distinguir quando uma condicdo € suficiente e também quando é
necessaria. Tais aspectos sdo caracteristicas do processo dedutivo. Ainda nesse
nivel, o estudante € capaz de reconhecer um paralelogramo que tem quatro lados
congruentes como um losango (ONTARIO, 2006).

No quinto nivel, que é definido por processos basicamente matematicos, o
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discente consegue compreender diferentes sistemas axiomaticos, bem como
construir a diferenga entre uma propriedade e sua reciproca. Existe uma analise das
diferencas e ligacdes entre sistemas axiomaticos distintos. Como exemplo, podemos
citar a Geometria Esférica, que possui seu proprio grupo de teoremas e axiomas e
se norteia em linhas delineadas sobre uma esfera, ao invés de um plano. Nesse
sentido, o estudante é capaz de trabalhar com geometrias nao euclidianas. Além
disso, o sujeito desenvolve um olhar abstrato do campo geométrico. No quinto nivel,
o aluno € um especialista em Matematica em nivel de graduacdo, que estuda
Geometria como area do conhecimento matematico (VAN DE WALLE, 2009).

Para Van-Hiele (1957), o progresso do pensamento geométrico ndo esta
relacionado apenas a maturidade ou a idade do sujeito, mas sim as atividades
educativas e as situacOes didaticas organizadas pelo professor. O Quadro 5,
elaborado por Ontario (2006) e traduzido e adaptado do francés para o portugués
pelo autor desta dissertacdo, apresenta um resumo dos niveis vanhielianos. O

quadro original de Ontario (2006) pode ser observado no Anexo I.



Quadro 5 — Niveis de pensamento geométrico de Van-Hiele

Descricdo

Comportamentos observaveis

Exemplo de afirmacéo

Primeiro nivel

Percepcdo e classificacdo de
figuras geomeétricas pela
aparéncia.

- usa vocabulario geométrico;

- reconhece, nomeia, compara e reproduz figuras geométricas de acordo com sua
aparéncia global;

- apresenta dificuldades em representar mentalmente uma figura geométrica (as
figuras sdo observadas, mas ndo conceituadas; cada uma € percebida
globalmente, como uma entidade);

- as classes ou grupos de figuras geométricas séo iguais.

“E um quadrado, pode ser visto
claramente... seus lados séo
todos iguais e isso é certo”.

Segundo nivel

A partir da analise das figuras
geométricas pode-se descobrir
as propriedades.

- reconhece algumas das propriedades comuns e distintas das figuras
geométricas;

- nomeia propriedades de figuras geométricas, mas ndo em subclasses dentro de
uma familia de poligonos;

- generaliza as propriedades de uma figura geométrica para todas as figuras
geométricas da mesma familia;

- classifica as figuras geométricas com base em suas propriedades.

“Esta figura € um quadrado
porque apresenta quatro
vértices, quatro angulos retos,
quadro lados iguais e dois
pares de lados paralelos”

Terceiro nivel

Estabelecimento de ligacBes
entre as figuras geométricas e
entre as propriedades de uma
dada figura geométrica.

- deduz algumas das propriedades de uma figura geométrica;

- reconhece e estabelece subclasses de figuras geométricas;

- elabora e verifica certas hipéteses;

- compreende e utiliza as relagdes de inclusdo e exclusao;

- desenvolve listas de propriedades que sdo necesséarias e suficientes para
descrever uma figura geométrica qualquer;

- formula argumentos mateméaticos claros e suficientes usando o vocabulério
causal (p. ex., por que, porque, assim) e consequéncia légica (p. ex. se... entdo...
desde gue... entdo...).

“E um quadrado, mas também
um  losango, porque a
propriedade que descreve o
losango é, todos os lados sdo
congruentes entre si. Entdo eu

acho que o quadrado é uma
espécie de losango”.

Quarto nivel

Estudo das definicbes, das
provas, dos teoremas, axiomas
e postulados.

- apresenta evidéncias, ndo se limitando a memorizagao;
- prova um enunciado de diferentes maneiras;
- inclui subclasses de figuras geométricas e suas relacoes.

“Um paralelogramo com dois
lados adjacentes congruentes
deve ser um losango”.

Quinto nivel
Estudo da Geometria Abstrata.

- utiliza sistemas dedutivos abstratos;
- trabalha com Geometria Nao-Euclidiana;
- faz ligacdes entre os conceitos e desenvolve, as vezes, novos postulados.

Fonte: ONTARIO, 2006, p. 13-14.

71
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4.1.2 Propriedades da teoria

Van-Hiele (1957) também verificou a existéncia de algumas propriedades que
especificam a sua teoria, além de conceber um entendimento do que existe de
particular em todos os niveis do pensamento geométrico. Nesse sentido, essas
propriedades sdo muito importantes para guiar os professores na organizagao das
intervengbes pedagodgicas, a serem desenvolvidas em sala de aula. Segundo
Crowley (1994), foram identificadas cinco propriedades, que sdo mencionadas a
seqguir:

a) Sequencial — como toda teoria do desenvolvimento, um sujeito devera
obrigatoriamente se deslocar pelos diversos niveis, gradativamente. Um estudante
que passa de um nivel “menos avancado” para um “mais avancado”, devera
incorporar as logicas dos niveis anteriores.

b) Avanco — a passagem de um nivel para outro sé ocorrera se os conteudos
escolares e as opcdes metodoldgicas de ensino adotadas forem adequados, e nao
da idade do estudante. Nao existe uma metodologia capaz de levar o estudante a
“saltar” um nivel, o que existe sdo metodologias que favorecem o avanco e outras
gue atrasam ou ainda que impossibilitem a progressao de um nivel para outro.

c) Intrinseco e extrinseco — 0s objetos matematicos assumem status
diferentes em cada nivel. Tomemos como exemplo 0s niveis iniciais vanhielianos,
isto é, o primeiro e o segundo niveis. No primeiro, as figuras geométricas sao
percebidas apenas pela sua aparéncia global ou forma, enquanto que no segundo,
elas sé@o analisadas e percebidas como detentoras de propriedades.

d) Linguistica — cada nivel apresenta simbolos linguisticos especificos e
também sistemas de relagbes particulares que conectam esses simbolos. Nesse
sentido, uma relacdo que é considerada adequada em um determinado nivel pode
ser alterada em outro nivel. Como exemplo, podemos mencionar 0 caso do
quadrado. Uma figura geométrica pode apresentar diversos nomes, no caso do
quadrado, ele também é um paralelogramo, um retangulo e um losango. No entanto,

um estudante que esteja nos niveis iniciais ndo consegue compreender e perceber
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essa relacdo. Apenas no terceiro nivel de Van-Hiele, ele tera condicdes de realizar
essa acomodacéo.

e) Combinacdo inadequada - ocorre quando o estudante estd em
determinado nivel e o curso que ele frequenta se encontra em outro nivel, dessa
forma, a aprendizagem e a evolucdo pretendidas podem nao ocorrer. Ou seja, 0
docente, o material didatico adotado, o assunto abordado e a linguagem utilizada em
sala de aula, se tudo isso se apresentar em um nivel mais elevado que o estudante,
consequentemente, ele ndo tera condicdbes de conduzir as estruturas de

pensamento aplicadas do nivel.

4.1.3 Fases de aprendizagem

Como foi discutido anteriormente, para Van-Hiele (1957) a evolucao
sequencial dos niveis ocorrera diante de situacfes educacionais adequadas e ndo
da maturacdo e da idade do aluno. Nesse sentido, a metodologia e o planejamento
pedagogico adotado no curso, incluindo outros elementos como o contetudo a ser
trabalhado, o material didatico utilizado, constituem consideraveis campos de
interesse pedagodgico. Diante disso, Van-Hiele propés também uma sequéncia de
fases de aprendizagem que, se consideradas pelo projeto pedagogico a ser
desenvolvido em sala de aula, possibilita o avanco dos niveis de pensamento
geométrico. De acordo com Nasser e Sant’anna (2010), foram propostas cinco
fases, que séo citadas a seguir:

a) Interrogacdo ou informacdo — nessa fase, docente e discente dialogam e
realizam tarefas que abrangem os objetos de interesse do referente nivel. S&o
realizadas observacdes, questionamentos e é principiada uma linguagem propria do
nivel. S&o tipicos dessa fase 0s seguintes questionamentos: O que é um quadrado?
O que é um losango? Quais suas diferengcas? O que tém em comum? E possivel
que um quadrado seja um losango? O inverso podera ocorrer? Por qual motivo?
Com esses questionamentos o docente toma conhecimento das atuais

aprendizagens dos estudantes acerca de determinado assunto, e os estudantes
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tomam ciéncia do direcionamento dos trabalhos em sala de aula.

b) Orientacdo dirigida — os estudantes trabalham o conteddo por meio do
material didatico disponibilizado e organizado sequencialmente pelo docente. Tais
tarefas mostrardo pouco a pouco aos estudantes a logica especifica do nivel. Nesse
sentido, a proposta pedagogica consistira na aplicacdo de curtas atividades com a
intencéo de provocar solugdes particulares. Como exemplo, o docente solicitaria aos
estudantes que utilizassem o software GeoGebra para produzir um losango que
apresenta diagonais iguais, depois, para produzir um maior e outro menor.

c) Explicacdo — nessa fase, 0 estudante explicita e socializa seu ponto de
vista acerca das ldégicas analisadas, se fundamentando em suas praticas
vivenciadas em outros momentos antecedentes. A funcdo do docente € reduzida,
ficando apenas responsavel pela orientacdo dos estudantes e a utilizacdo de um
vocabulario mais coerente e definido. No decorrer dessa fase, observa-se o
processo de ligacbes de niveis. Nessa fase os estudantes discutem uns com 0s
outros e também com o docente sobre as figuras geométricas e suas propriedades
gue sao exploradas nas tarefas anteriores.

d) Orientacédo livre — nessa fase, o estudante desenvolve atividades mais
dificeis, ganhando prética ao observar suas estratégias de resolucéo dos problemas.
Além disso, os objetos de interesse ficam evidentes para os estudantes. E durante
esta fase que, por exemplo, o estudante discute o0 motivo de a medida da area de
um losango qualquer ser obtida a partir da metade do produto das medidas dos
comprimentos das suas diagonais.

e) Integragcdo — nessa fase, 0 estudante revisa e extrai as aprendizagens
construidas anteriormente com a finalidade de estabelecer um olhar global da nova
teia de objetos e ligacOes. Nesse sentido, o docente tem o papel de oferecer
condicbes para que o estudante desenvolva essa perspectiva geral. Ao término
dessa fase, 0 estudante desenvolvera uma nova estrutura em seu pensamento

geomeétrico.
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4.2 Caracteristicas da teoria vanhieliana

A teoria vanhieliana pode ser considerada tanto uma teoria da aprendizagem
como também uma teoria do ensino. No primeiro caso, como teoria da
aprendizagem, ela descreve 0s niveis de pensamento geométrico; no segundo,
como teoria de ensino, ela orienta a pratica pedagdgica do docente, considerando o
progresso das fases de aprendizagem. Nesse sentido, a teoria de Van-Hiele
consegue dar conta dos processos educacionais, isto €, dos processos de ensino e
de aprendizagem (OLIVEIRA, 2012).

Diante desta constatacdo, é possivel elencar algumas caracteristicas da
teoria de Van-Hiele, que a tornam uma relevante teoria educacional. O Quadro 6
apresenta uma sintese dessas caracteristicas, que foram descritas por Usiskin

(1982), traduzida e adaptada pelo autor desta dissertacao.

Quadro 6 — Caracteristicas da teoria de Van-Hiele™.

CARACTERISTICA DESCRICAO
Carater cientifico A teoria é capaz de relatar e prenunciar o comportamento do
estudante e ainda e designar as acGes para se obter os niveis de
pensamento.
Elegancia A estrutura apresenta uma ldégica estruturante muito simples. A

passagem de um nivel “menos avancado” para um nivel “mais
avancado” obedece aos mesmos preceitos elementares, apresentando
0 aspecto elegante das formas.

Alcance A teoria possui grande alcance, pois se preocupa tanto com a questao
da aprendizagem geométrica, buscando tanto compreender as
dificuldades de aprendizagem do estudante, como também suas
possiveis solucdes.

Ampla aplicabilidade A teoria apresenta uma ampla e simples aplicabilidade, pois
proporcionou mudancas substanciais nos curriculos escolares de
Geometria em diferentes nagBes como a antiga Unido Soviética, os
Estados Unidos da América e a Holanda.

Fonte: USISKIN, 1982, p. 6-8.

% O original desse texto encontra-se no Anexo |I.
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CAPITULO V

5 ABORDAGEM METODOLOGICA

Neste capitulo apresentamos o delineamento metodoldgico tracado para o
desenvolvimento da nossa pesquisa. Nesse sentido, iniciamos com 0s objetivos do
estudo, e em seguida, o caracterizamos. Posteriormente, anunciamos 0s sujeitos
participantes, 0 campo da pesquisa e suas respectivas etapas de desenvolvimento.
Por fim, centramos nosso olhar para os instrumentos de coleta de dados, isto €,

realizamos uma analise refinada da sequéncia didatica e do pré-teste e pos-teste.

5.1 Objetivos do estudo

Como ja mencionamos, o objetivo geral desse estudo consistiu em analisar 0s
efeitos de uma sequéncia didatica na construcdo do conceito de quadrilateros
notaveis, utilizando o software de Geometria Dindmica GeoGebra como recurso
didatico para o desenvolvimento dos niveis iniciais de pensamento geométrico nos
estudantes do 6° ano do ensino fundamental.

Para tanto, essa pesquisa também apresentou 0s seguintes objetivos
especificos:

e identificar os niveis de pensamento geométrico em que se encontram 0S
alunos participantes do estudo (antes e aplds a aplicacdo da sequéncia
didatica);

e verificar as estratégias utilizadas pelos alunos na realizacdo das atividades
propostas pela sequéncia didatica;

e verificar os avancos de niveis de pensamento geométrico dos alunos (do

primeiro nivel para o segundo nivel).
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5.2 Caracterizacdo da pesquisa

O presente estudo consistiu em uma replicacdo de pesquisa, tendo em vista
que utilizamos 0s mesmos instrumentos de coleta de dados da pesquisa
desenvolvida por Camara dos Santos (2001), isto €, aplicamos os pré-teste e pos-
teste e a sequéncia didatica elaborados por esse pesquisador na sua investigagao.

Para Lennan e Avrichir (2013, p. 41-42), replicar “significa pesquisar
novamente com a finalidade de observar, investigar, experimentar, comparar 0s
resultados, validar e definir claramente as teorias [...]". Assim, segundo essas
autoras, a replicacéo de um estudo é realizada de forma a analisar se os resultados

do estudo inicial sdo possiveis de se reproduzirem:

[...] a replicacdo pode consolidar a generalizacdo dos resultados da
pesquisa original. Como consequéncia, 0s cientistas sociais poderiam
alicercar o conhecimento em fundamentos soélidos e fazer significativos
progressos, pois as descobertas seriam especificas e reproduziveis [...]. A
extensdo da nova pesquisa poderia modificar o desenho do estudo original,
como na definicdo das varidveis dependentes e independentes. Isso se
justificaria pelo objetivo de averiguar se os resultados prévios sédo validos e
podem ser extrapolados para outras populacdes, categorias de produtos,
periodos de tempo, novas localizagdes geograficas ou se sdo somente
idiossincrasias ou peculiaridades localizadas [...] (LENNAN; AVRICHIR,
2013, p.42).

Em seu estudo, Camara dos Santos (2001) buscou analisar as implicacoes
didaticas do software Cabri-Géometre no progresso dos niveis de pensamento
geomeétrico de Van-Hiele. O pesquisador fez um recorte nos niveis vanhielianos,
centrando a pesquisa para 0s niveis iniciais do pensamento geométrico. Para isso,
elaborou uma sequéncia didatica fazendo uso da nocéo de situacao-problema, além
de um pré-teste e pos-teste para verificar se houve ou ndo avanco na aprendizagem
geomeétrica dos estudantes.

A sequéncia didatica foi aplicada em duas turmas do sexto do ensino
fundamental de uma escola publica da rede federal na cidade de Recife —
Pernambuco. Além disso, os participantes da pesquisa eram alunos do préprio

pesquisador, que ja desenvolvia um trabalho sistematico na escola.
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E importante destacar que a sequéncia didatica foi construida considerando
as especificidades do Cabri-Géometre, ou seja, a sequéncia foi organizada para ser
desenvolvida com auxilio do mencionado software.

O que nos motivou a realizar a replicacdo desses instrumentos foi o fato de
estarmos interessados em analisar se 0 que pode promover o desenvolvimento do
pensamento geomeétrico € a sequéncia didatica e ndo o software de Geometria
Dinamica, como observou Camara dos Santos (2001) em sua pesquisa.

Assim, a nossa finalidade também € verificar se a sequéncia pode ser
utilizada para outro tipo de software de Geometria Dindmica, ou se necessitara
realizar alguma modificacdo nela para tornar vidvel sua aplicacdo, e também
analisar se ela pode promover avan¢os (ou ndo) no pensamento geométrico dos
estudantes do ensino basico.

Desse modo, o que basicamente diferencia a nossa pesquisa do estudo de
Camara dos Santos (2001) é que, enquanto, aqui estavamos interessados em
analisar os efeitos da sequéncia didatica nos niveis de pensamento geométrico de
Van-Hiele, o pesquisador Camara dos Santos se interessou em investigar os efeitos
do software no pensamento geométrico vanhieliano.

Para tanto, decidimos também utilizar uma variavel didatica diferente da
empregada por Camara dos Santos (2001), que consistiu no software de Geometria
Dinamica, no caso da nossa pesquisa, utilizamos o GeoGebra, que apresenta
pontos comuns e diferencas com o Cabri-Géometre, que foi empregado no estudo
de Camara dos Santos.

Além disso, decidimos utilizar o GeoGebra entre os varios tipos de softwares
de Geometria Dinamica como recurso para o desenvolvimento da sequéncia
didatica, por dois motivos. Em primeiro lugar por se tratar de um software livre,
sendo possivel baixa-lo na internet facilmente, e em segundo lugar, por observamos,
por meio de um levantamento de producdes cientificas, que em varias pesquisas
sobre o0 ensino de Geometria, ha uma ampla discussao sobre o uso desse software
nos processo de ensino e de aprendizagem da Matematica (HOHENWARTER;
HOHENWARTER; LAVICZA, 2008; ARAUJO; GOMES, 2011; LOPES, 2011;
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CATANEO, 2012; COSTA; LACERDA, 2012). Tais pesquisas mostram ainda que o
GeoGebra contribui com a aprendizagem geométrica dos estudantes do ensino
basico. Entdo, foram esses dois aspectos que nos motivaram a utilizar o GeoGebra
em nossa pesquisa.

Diante desse contexto, neste trabalho, o caminho metodoldgico, que
compreendeu uma abordagem qualitativa, buscou por meio de uma sequéncia
didatica promover o progresso do pensamento geométrico de estudantes do sexto
ano do ensino fundamental.

Dessa forma, concordamos com Trivifios (1987) que discute que a pesquisa
gualitativa busca analisar e compreender um fendmeno social em sua complexidade,
sendo que no campo educacional, esse fenbmeno é denominado de fenémeno
educacional.

E importante salientar que neste estudo ndo deixamos de apresentar uma
perspectiva quantitativa, pois acreditamos que ela discrimina os dados produzidos
na pesquisa de forma mais refinada (SANTOS FILHO, 2013).

5.3 Sujeitos participantes e campo da pesquisa

A guestao central desta pesquisa foi analisar os efeitos gerados pela vivéncia
dos estudantes com uma sequéncia didatica. Nosso objetivo foi analisar os efeitos
da sequéncia na construcdo do conceito de quadrilateros notaveis, por meio do
percurso desenhado pelas discussdes norteadas em nosso referencial tedrico.

Nesse contexto, escolhemos estudantes do sexto ano ndo apenas por se
tratar de uma replicacdo de pesquisa, mas pelo fato de, atualmente, varias
pesquisas, entre elas, a de Costa e Camara dos Santos (2015b) e também
avaliacdes de larga escala, a exemplo do SAEPE (2010), como ja foi discutido no
capitulo da introducdo desse trabalho, mostrarem que os alunos do sexto ano
apresentam dificuldades de aprendizagem com relagéo ao conceito de quadrilateros

notaveis, demostrado nos baixos desempenhos nesses testes avaliativos.
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No entanto, alunos de outros niveis escolares, como 0os do ensino médio
também apresentam essas dificuldades. Em um estudo que realizamos
recentemente (COSTA; CAMARA DOS SANTOS, 2015a), no qual aplicamos as
questdes do pré-teste e pos-teste de Camara dos Santos (2001), com 300 alunos do
ensino médio, do 1° ao 3° ano, do Estado de Pernambuco, observamos, por
exemplo, que aproximadamente dois tercos dos estudantes nd&o reconhecem o
quadrado com sendo um retangulo, sendo que os alunos do 1° e 3° anos foram os
que apresentaram o0s piores desempenhos no teste. Esse dado € bastante
preocupante, pois de acordo com os PCN de Matematica (BRASIL, 1998) € no sexto
ano, que deve ser formalizado o conceito de quadrilateros notaveis.

O campo de pesquisa deste estudo foi uma turma do sexto ano da Escola da
rede plblica de Ensino Fundamental e Médio Ernest Huet (EFEH)?° situada no
municipio de Recife — PE. Na época da coleta de dados, a turma era constituida por
30 estudantes, sendo 15 meninas e 15 meninos, com faixa etaria que variava entre
10 e 11 anos.

A EFEH oferece a educacédo basica do 6° ano do ensino fundamental ao 3°
ano do ensino médio desde o final dos anos de 1960 no referido municipio. Sua
infraestrutura compreende: 14 salas de aula, biblioteca, laboratorio de Informatica,
laboratério de Quimica, laboratério de Fisica, laboratério de Biologia, miniauditério e
quadra poliesportiva. Dessa forma, a coleta de dados foi realizada no laboratoério de
Informatica da escola supracitada. Além disso, a escola possui cinco professores de
Matematica, desse total, apenas um leciona no sexto ano do ensino fundamental.

E importante destacar que na andlise dos dados, para preservarmos a
identidade dos participantes, cada estudante recebeu um cédigo, formado por uma
letra e dois numeros. A letra escolhida foi a “A”, em referéncia a palavra aluno. Os
nameros variavam entre 01 e 30, que corresponde a quantidade de estudantes da
turma. Desse modo, a turma investigada era composta pelos alunos: A01, A02,
A03,..., A30.

% Esse nome é ficticio para proteger a identidade da instituicao.



81

Além disso, os alunos ja apresentavam certa familiaridade com o GeoGebra,
pois o professor ja tinha trabalhado com eles algumas atividades referente a
Algebra.

5.4 Etapas do estudo

O estudo foi realizado em trés etapas. Na primeira, aplicamos o pré-teste com
os estudantes do 6° ano, que tinha por objetivo identificar os niveis de pensamento
geomeétrico em que se encontram o0s alunos participantes do estudo antes da
aplicacdo da sequéncia didatica. Assim, o pré-teste foi aplicado no dia 22 de marc¢o
de 2015, sendo que os alunos levaram em média 30 minutos para respondé-lo.

A seguir, foi realizada a aplicacdo da sequéncia didatica com o GeoGebra,
versdo 5.2, no laboratério de Informatica da escola. Os estudantes foram
organizados em dupla, nesse sentido, no total foram 15 duplas formadas nesse
momento.

A sequéncia didatica foi aplicada pelo professor titular da turma analisada e
nao pelo pesquisador, autor do estudo. Decidimos por ndo aplicar a sequéncia, pois
havia grande probabilidade de que os estudantes se sentissem mais a vontade com
0 seu professor e também com o contrato didatico? ja estabelecido por ele, ao
desenvolverem as atividades propostas pela sequéncia. Dessa forma, esse docente
foi orientado previamente pelo pesquisador acerca da aplicacdo da sequéncia com
seus alunos.

Decidimos que as atividades seriam realizadas em dupla, devido dois fatores.
O primeiro, em decorréncia da importédncia das discussdes e das reflexdes
estabelecidas entre os membros de cada dupla durante a vivéncia da sequéncia,

favorecendo a construcdo do  conhecimento. Nesse  sentido, 0

2! Estudo das regras e das condi¢Bes que condicionam o funcionamento da educacéo escolar, quer
seja no contexto de uma sala de aula, no espaco intermediario da instituicdo escolar quer seja na
dimensdo mais ampla do sistema educativo. No nivel de sala de aula, o contrato didatico diz respeito
as obrigacfes mais imediatas e reciprocas que se estabelecem entre o professor, os alunos (PAIS,
2011, p.77) e o saber em jogo. Para um maior aprofundamento sobre o tema, recomendamos a
leitura do texto de Brousseau (1988).
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pesquisador/observador/professor consegue identificar como o0s estudantes
resolveram as atividades no trabalho em grupo (MELO, 2009).

Leal (2005) discute que no trabalho em dupla, os estudantes constroem
hipoteses, debatem e discorrem acerca de suas ideias de modo mais frequente, sem
a necessidade de realizar disputa com os demais grupos sobre o discurso. Dessa
forma, a frequéncia da circulacdo do docente entre as duplas é bem menor do que
guando estdo organizados em equipes. Todavia, ao circular entre as duplas, ele tem
melhores oportunidades de compreender as estratégias empregadas pelo estudante
e de realizar de forma mais direta suas intervencdes pedagogicas, orientando o
aluno a refletir sobre o seu percurso de resolucao.

Como segundo fator determinante, consideramos que as atividades
desenvolvidas em dupla podem favorecer a permuta de informacdes, a
apresentacao e a discussao sobre as atividades vivenciadas entre os estudantes.
Além disso, no trabalho em dupla, os pares comungam as deliberacdes
estabelecidas, sendo os protagonistas da qualidade do que é construido em dupla,
de acordo com suas perspectivas e esforcos (DAMIANI, 2008).

Durante o desenvolvimento das atividades, os estudantes foram orientados a
gravarem suas producbes em uma pasta contida na area de trabalho do
computador, que apresentava o nome da dupla. Além disso, essas duplas
receberam uma ficha de atividades, por meio da qual, deveriam fazer registros de
suas producdes acerca da sequéncia. A finalidade aqui era verificar as estratégias
utiizadas pelos alunos na realizagdo das atividades propostas pela sequéncia
didatica, por exemplo, se eles faziam referéncia (ou ndo) as propriedades das
figuras geométricas em seus registros.

Além disso, realizamos a filmagem e gravacdo de uma das duplas, cujo
objetivo foi analisar a forma como os alunos discutiam as atividades e também as
estratégias de resolucao utilizadas. Todavia, ndo foi possivel utilizar a flmagem e a
gravagao em nossa pesquisa porque a turma investigada fez muito barulho, o que

impossibilitou de realizamos a analise desses dados.
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E importante destacar que tanto a flmagem como a gravacéo sé foi possivel
por meio da permissao registrada dos pais dos estudantes a partir de um termo de
livre consentimento e esclarecimento (ver Apéndice V).

A turma investigada estudava no turno da manha e semanalmente tinha cinco
aulas de Matematica, com duracdo de 50 minutos cada, distribuidas em trés dias.
Desse modo, eram duas aulas seguidas na segunda-feira, com duragcdo de uma
hora e trinta minutos (07h20min as 09h), duas aulas geminadas na quarta-feira,
novamente com duracdo de uma hora e trinta minutos (07h20min as 09h), e uma
aula na quinta-feira, com duracéo de cinquenta minutos (10h10min as 11h).

No total, foram 09 aulas utilizadas para a aplicacdo da sequéncia didatica,
logo, foram 7,5 horas de dados filmados e gravados. Nesse sentido, a sequéncia foi
aplicada durante duas semanas, em especial, entre os dias 08 de junho e 17 de
junho de 2015.

Enquanto pesquisador, buscamos 0 maximo possivel que nossa presenca no
laboratério ndo interviesse os trabalhos com a sequéncia didatica. Todavia, em
certos momentos, o professor nos consultava para tirar algumas davidas sobre as
atividades. O mesmo ocorreu com 0s estudantes, que ora nos chamavam por
“professor”, ora por “tio”. Tal fato € uma comprovacdo de que o trabalho com as
tecnologias na Educacéo, e no caso de nossa pesquisa, do uso do computador nas
aulas de Matematica ndo é algo tdo simples, o exige um grande esfor¢co do
professor, sendo necesséario, em diversas situacdes didaticas, o apoio de um
professor auxiliar, que apoie o seu trabalho docente.

Por fim, aplicamos o pés-teste com os estudantes no dia 01 de julho de 2015
em uma Unica aula de Matematica, que objetivou identificar os niveis de pensamento
geomeétrico em que se encontram o0s alunos participantes do estudo apos a
aplicacdo da sequéncia, e ainda, verificar os avancos de niveis de pensamento
geométrico dos alunos (do primeiro nivel para o segundo nivel).

Nesse sentido, € possivel evidenciar que os dados da pesquisa foram

produzidos por meio de diversos métodos, entre eles, pode-se mencionar: analise de
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registros escritos (fichas de atividades), analise dos pré-teste e pds-teste e analise

da sequéncia didatica.

5.5 A sequéncia didatica

As atividades propostas na sequéncia didatica consistem em situacdes-
problema, por meio das quais os alunos puderam construir suas proprias estratégias
na resolucdo dos problemas indicados, fazendo uso (manipulacdo) do GeoGebra
para legitimar (validar) suas producdes.

Todas as atividades propostas pela sequéncia foram testadas previamente
pelo pesquisador do estudo, fazendo uso do software GeoGebra. A intencdo era
analisar se seria necessario realizar alguma adaptacdo nos problemas, pois como
discutidos anteriormente, a sequéncia foi elaborada para ser desenvolvida no Cabri-
Géometre, considerando suas especificidades.

Realizamos algumas adaptacfes na sequéncia didatica, mas que nao
modificaram sua logica. As alteragGes consistiram em mudancas no enunciado das
atividades, como por exemplo, o primeiro item da primeira atividade da primeira fase
da sequéncia didatica que solicita “Construa o segmento AB” modificamos para
“Considere um segmento de reta MN”. Ou seja, apesar de o enunciado da questéo
ter sido alterado, o sentido semantico do item nédo foi modificado. A sequéncia
didatica original pode ser observada no Anexo lll, enquanto que a sequéncia didatica
com modificagdes encontra-se no Apéndice I.

A sequéncia didatica foi aplicada utilizando como recurso o software
GeoGebra. Desse modo, a sequéncia foi divida em trés fases: a) introdutéria, b)
intermediaria e c) avancada. Em todas essas fases, os estudantes tiveram a
liberdade de elaborar seus préprios caminhos de solucdo. Em cada fase, também,
os alunos foram orientados a analisarem as estratégias elaboradas por eles na
realizagdo de cada atividade, refletindo sobre o seu desempenho. Assim, a
sequéncia possibilitou a reflexdo do estudante acerca de suas construgoes,

configurando-se um importante recurso analitico.
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Na conclusdo de cada fase, os estudantes foram orientados a entregar ao
aplicador da sequéncia (o professor da disciplina), as fichas de atividades, que
continham os seus registros escritos. E importante destacar que o GeoGebra possui
a opcao de gravar (salvar) as acdes realizadas pelos alunos. Entéo, as atividades de
cada aluno foram gravadas (salvas) em dispositivo portatil de armazenamento (HD
externo), acdo que nos possibilitou fazer um acompanhamento e uma apreciacao
das producdes dos estudantes no desenvolvimento das atividades.

Para analisar o progresso dos alunos, no que diz respeito aos seus niveis de
pensamento geométrico, utilizamos um pré-teste e um pos-teste, objetivando
verificar em quais niveis de pensamento geométrico estavam os estudantes antes
da pesquisa, e também, depois dela. Tal teste sera explicitado mais a frente.

Para ajudar na analise das a¢cbes das duplas de alunos, foram realizados
registros de filmagem das atividades propostas no laboratorio de Informatica,
desenvolvidas por uma dupla de alunos, nas diversas situagOes de aprendizagem.
Como dito anteriormente, ndo foi possivel analisamos os dados produzidos pelas
filmagens e pelas gravacdes, em decorréncia do barulho da turma investigada.

A segquir, discutiremos sobre as atividades referentes as trés fases da
sequéncia didatica. Destacamos que consideramos também a analise realizada por

Céamara dos Santos (2001) sobre a sequéncia didatica.
5.5.1 Primeira fase — introdutoria

Essa fase, constituida por trés atividades, objetiva promover a manipulacao
dos componentes do GeoGebra, sendo que o0s conceitos abordados sao: ponto
médio, paralelismo e perpendicularismo. A finalidade aqui € a familiarizacdo dos
estudantes com o software supracitado.

Atividade 01 — Ponto Médio e Paralelismo

a) Considere um segmento de reta MN.
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b) Considere um ponto P na metade do segmento de reta MN.
c) Mova o ponto P, e verifique se ele permanece na metade do segmento de
reta MN.

d) Mova os pontos M e N e analise 0 que ocorre. Registre suas consideracdes:

e) Escolha um ponto Q, fora do segmento de reta MN.
f) Escolha uma reta paralela ao segmento de reta MN, passando por Q.

g) Mova os pontos M, N e Q, analisando o que ocorre.

h) Grave o arquivo como AO01.pf

A atividade 01 tem por finalidade introduzir o estudante no GeoGebra, além
de construir a no¢gdo de ponto médio como um componente que surge por meio de
propriedades geométricas, e inicia-lo na construcdo de paralelas. Desse modo, a
orientacdo de se ter o ponto P na metade do segmento de reta MN, objetiva ndo
levar o estudante a procurar o recurso ponto médio na barra de menu, mas
possibilitar que o aluno construa o ponto, posicionando em um local de modo que
visualmente ele aparenta estar na metade do segmento de reta MN.

O item c da questdo pretende validar o que o0 estudante construira
anteriormente. Para tanto, ao determinar o ponto médio por meio do aspecto visual,
ao mover esse ponto, 0o aluno ndo conseguira estabelecer a equidistancia entre os
extremos do segmento de reta, pois 0 ponto marcado muda de posicdo em relacao
aos extremos M e N. No entanto, se 0 estudante estabelecer esse ponto por meio de
uma propriedade néo visual, o deslocamento ndo ocorrera.

O item f objetiva promover familiaridade do estudante com a construcao de
paralelas, por meio do uso deste recurso na barra de menu. O item g possibilita que
o aluno verifique sua construcao, possibilitando que ele realize alguma correcédo que
julgar ser necessaria. Isso é valido, pois se a construcdo da reta paralela ndo tiver
ocorrido por meio de uma relagcdo com o ponto Q, a reta paralela construida nao

mantera as propriedades almejadas.
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Atividade 02 — Simétrico de um ponto em relacdo a outro

a) Considere os pontos M e Q.

b) Considere a reta a que passa por M e Q.

c) Escolha um ponto N da reta a diferente de M, de modo que a distancia de M
até Q seja a mesma de Q até N.

d) Aproxime o ponto M do ponto Q.

e) O ponto N se aproxima também?

f) Em caso negativo, elimine o ponto N, considere outro e tente novamente.

g) Comente como vocé criou o ponto N, de modo que atenda a condi¢ao

necessaria:

h) Grave o arquivo como A02.pf

A Atividade 02 pretende iniciar o aluno na nog¢do de ponto simétrico em
relacdo a outro ponto, sendo que essa nocao sera empregada para analisar se as
diagonais dos paralelogramos se interceptam ao meio. No item (c) busca-se que os
estudantes facam a representacao do ponto N por meio do aspecto visual, mantendo
disténcias visuais iguais. Assim, o item (d) e o item (e) pretendem desequilibrar os
discentes, gerando um conflito, possibilitando que elaborem outro caminho de
resolucdo. Agora, para analisar a equidistancia entre o ponto N e os pontos M e Q,
os estudantes devem fazer uso da nog¢do de ponto médio, que foi discutida na
Atividade 01.

Atividade 03 — Perpendicularismo e Paralelismo

a) Considere os pontos M e N.
b) Considere uma reta b que passa por M e N.
c) Trace retas perpendiculares a e b, que passem por M e N.

d) Mova os pontos M e N.
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e) O gue se pode observar nas retas perpendiculares que foram construidas?

Que relacdo ha entre elas?

f) Grave o arquivo como A03.pf

A atividade 03 objetiva rever a discussdo sobre paralelas e perpendiculares,
além de possibilitar que o estudante analise que se duas retas séo perpendiculares
a uma terceira reta, entéo, essas retas perpendiculares sdo paralelas entre si. Esse
aspecto é de grande relevancia no estudo com os quadrilateros notaveis, do tipo
retangulo e quadrado.

No término da primeira fase, na sala de aula, e no caso especifico dessa
pesquisa, no laboratério de Informatica, é relevante que o docente sistematize o que
foi trabalhado e discutido nas aulas, sobretudo da propriedade analisada na
Atividade 03. Além disso, os estudantes ainda precisam observar que o aspecto

visual ndo é suficiente para construir figuras adequadas.

5.5.2 Segunda fase — intermediaria

Essa fase, composta por trés atividades, pretende explorar a nogcao de

angulos e de construcao de circunferéncias, auxiliando a terceira fase.

Atividade 01 — Angulos e bissetrizes

a) Escolha um segmento de reta MN.

b) Considere uma reta perpendicular ao segmento de reta MN, pelo ponto M. Em
seguida, trace um ponto K na reta construida.

c) Considere uma reta perpendicular ao segmento de reta MN, pelo ponto N.

Depois, trace um ponto W nessa reta.
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d) Mova os pontos da figura e analise se as retas permanecem perpendiculares
ao segmento MN. Reinicie a construgdo se ndo permanecerem cOmo
perpendiculares.

e) Que relacdo ha entre os angulos KM Ne W NM ? Eles séo iguais? Qual a
medida deles?

f) Escolha um segmento de reta AB.

g) Crie o angulo PAB de modo que ele meca 45°.

h) Mova os componentes de sua figura, se a medida do angulo modificar,
reconstrua a figura.

i) Comente como vocé fez para ter o angulo de 45°.

j) Grave o arquivo como BO1.sf

A atividade 01 da segunda fase objetiva explorar a construcdo de angulos e

suas medidas, além de iniciar a nogdo de bissetriz. A opc¢ao das perpendiculares se

justifica pelo evento de explorar-se, sobretudo, com angulos retos, no caso dos

quadrados e dos retangulos. Além disso, a nocéo de bissetriz abordada nos itens f, g

e h, ainda nasce por meio do angulo reto, servindo entdo como apoio para se obter o

angulo de 45° ao se construir o angulo de 90°.

E importante destacar que ao orientar os alunos a moverem as figuras da

tarefa, 0 que se pretende obter € a validacdo do que foi construido a partir das

propriedades, além de romper com a compreensdo presente de que dos angulos

sao iguais se somente estiverem na mesma posicdo, no que se refere a borda da

folha de papel.

Atividade 02 — Noc¢ao de circunferéncia

a)

Crie um ponto K e uma reta a, passando por ele.
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b) A partir do ponto K, crie a reta perpendicular a reta a, passando pelo ponto K.
Nomeie a reta construida por b.

a) Na reta a, estabeleca dois pontos M e N de modo que a distancia do ponto K
até o ponto M seja igual a distancia do Ponto K ao ponto N (KM=KN).

b) Sobre a reta b, estabeleca dois pontos P e Q de modo que (KM=KN=KP=KQ).

c) Desloque os pontos da figura e analise a relacédo estabelecida entre eles. O
que ocorre com essa relacdo? Ha alguma modificagdo? Em caso positivo,
reinicie.

d) Considere outros trés pontos (R, S e T) de modo que a relacdo de distancias
(KM=KN=KP= ... =KS=KT) seja mantida.

e) O que se pode afirmar acerca dos pontos M, N, P, Q, R, S e T, em referéncia
ao ponto K? Observe a regido do plano formada por todos esses pontos.
Como poderiamos chama-la de modo que a relacdo de distancias seja

satisfeita?

f) Grave o arquivo como B02.sf

O objetivo dessa atividade é trabalhar a construcdo da nocdo de
circunferéncia como o lugar geométrico dos pontos que estabelece a relacdo de
equidistancia com um dado ponto. Em geral, a ideia de circunferéncia é explorada
com os alunos, no entanto, a relacao de equidistancia € pouco trabalhada em sala
de aula, evidenciando-se a questao visual do formato da circunferéncia. Essa nocao
de circunferéncia € essencial para o trabalho com constru¢cdes de quadrados e
losangos, por meio de seus lados.

No término da tarefa, no ambiente de sala de aula, é importante que o
docente trabalhe a construgéo o conceito de circunferéncia, considerando a nocao
estabelecida acima.

Atividade 03 - Equidistancia
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a) Crie trés pontos M, N e P nao alinhados.

b) Considere o ponto K, de modo que ele esteja a mesma distancia dos
pontos M, N e P.

c) Mova os pontos da figura e analise se eles permanecem com a mesma
distancia. Em caso negativo, reinicie.

d) Justifique sua resolucéo do problema.

e) Grave o arquivo como B03.sf

O objetivo dessa atividade é fazer que o estudante determine o centro de uma
circunferéncia por meio de trés pontos dela. A nocdo de ponto médio, determinada
na Atividade 01 da primeira fase, contribui para retomar o conceito de mediatriz. Dito
de outra forma, o estudante devera estabelecer a equidistancia dados os pontos
determinados, considerados dois a dois, ponderando que todos 0s pontos que estao
sobre cada uma das mediatrizes possuem a mesma distancia.

Além disso, ao término da tarefa, em situacéo de sala de aula, € fundamental
que o docente sistematize a aquisicdo do centro de uma circunferéncia pelo

encontro de duas mediatrizes.

5.5.3 Terceira fase — avancada

A terceira fase, que é formada por um total de oito atividades do tipo
situacdes-problema, compreende a exploracdo efetiva dos quadrilateros notaveis
(retangulo, quadrado, losango, paralelogramo e trapézio), bem como de suas
propriedades. As atividades propostas nesse momento exigem do docente um
especial cuidado, no sentido de incentivar os estudantes a procurarem suas proprias
resolugBes para as tarefas. Além disso, o docente deve estimular os estudantes a
empregarem o0 GeoGebra para validarem suas construcbes, a partir da

movimentacdo dos pontos das figuras.
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Atividade 01 — Paralelogramo

a) Crie trés pontos M, N e P n&o alinhados.

b) Crie o paralelogramo MNPQ.

c) Mova os vértices do paralelogramo. Observe se ele permanece um
paralelogramo, e em caso negativo, reinicie a construcao.

d) Determine a medida dos lados e dos angulos do paralelogramo MNPQ.

e) Mova os vértices do paralelogramo, analisando o que ocorre.

f) Considere o ponto C, centro do paralelogramo.
g) Crie e determine as medidas dos segmentos MC, NC, PC e QC.

h) Mova os pontos do paralelogramo, analisando o que ocorre.

I) Grave o arquivo como CO1.tf

Essa atividade pretende construir o paralelogramo por meio de trés de seus
vértices, que em geral, pode nao representar grandes dificuldades para o estudante.
Na alternativa f é apresentado um momento de conflito, por meio do qual os
estudantes devem compreender que o centro do paralelogramo se localiza no ponto
de interseccéo de suas diagonais.

Além disso, essa etapa € um momento de constatacdo, no qual o estudante
averiguara que “as diagonais de um paralelogramo interceptam-se ao meio, para
todo paralelogramo”, isso por meio da determinacdo das medidas e da
movimentacao dos pontos.

Um estudante que esteja no segundo nivel vanhieliano, isto é, que seja capaz
de reconhecer as figuras geométricas como detentoras de propriedades, podera
responder a questdo da seguinte forma: primeiramente, o aluno cria os trés pontos
solicitados (M, N e P). Em seguida, por meio do recurso “Reta definida por dois
pontos”, ele constroi a reta a que passa pelos pontos M e N. Com o recurso “Reta
perpendicular” cria a reta b, que passa pelos pontos N e P, perpendicular a reta a. A
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seguir, por meio do “Reta paralela”, o estudante estabelece a reta c, paralela a reta
a, e gue passa pelo ponto P; e também a reta d, paralela a reta b, que passa pelo
ponto M, e corta a reta ¢ no ponto Q. No resultado dessa construgcdo temos o
paralelogramo MNPQ.

Em seguida, por meio dos recursos “Distancia, comprimento ou perimetro” e
“Angulos”, o aluno determina as medidas dos comprimentos dos lados e dos angulos
do paralelogramo MNPQ. Nesse momento, o aluno podera mobilizar algumas
propriedades do paralelogramo, como “os seus lados opostos sédo paralelos”, “o0s
seus lados opostos sdo congruentes”, “0s seus angulos opostos sdo congruentes”,
etc. Uma importante propriedade dos quadrilateros, que o estudante também podera
observar, é que “a soma dos angulos internos de um quadrilatero vale 360°".

Posteriormente, para determinar o ponto C, centro do paralelogramo, o aluno
estabelecera as diagonais desse quadrilatero notavel, por meio do recurso
“Segmento definido por dois pontos”, e em seguida, determinara o ponto C a partir
do “Intersecéo de dois objetos”.

Finalmente, medira os comprimentos dos lados MC, NC, PC e QC com o
recurso “Distancia, comprimento ou perimetro”. Nesse momento, o aluno concluira
gue o centro do paralelogramo se encontra na intersec¢ao das diagonais, e a partir
da medicdo dos segmentos, ele verificara que “em todo paralelogramo, as diagonais
cortam-se ao meio”, como apresentado pela Figura 21.

Agora, um aluno que esteja no primeiro nivel de Van-Hiele, ou seja, que
reconhece as figuras geométricas apenas em funcdo de suas aparéncias e nado por
suas propriedades, podera responder o problema do seguinte modo: inicialmente, o
aluno constréi os trés pontos dados (M, N e P). Em seguida, ele cria o ponto Q e liga
0s pontos, formando o paralelogramo MNPQ.

Dando continuidade a construcdo, o estudante determina o ponto C, centro do
paralelogramo, e posteriormente, cria os segmentos MC, NC, PC e QC (Figura 22)
por meio do recurso “Segmento” do software, ligando os pontos. No final, esses

segmentos sdo medidos a partir do recurso “Distancia, comprimento ou perimetro”.
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Figura 22 — Paralelogramo MNPQ e medidas dos segmentos MN, NC, PC e QC
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E importante reforcar que nesse caso, o aluno considerou como parametro,
para a construcao, a aparéncia do paralelogramo, que corresponde ao primeiro nivel
vanhieliano. Van-Hiele (1957) discute que nesse nivel a crianca € capaz, por
exemplo, de reconhecer um quadrado ou um retangulo, e até de reproduzi-los sem
falhas, porém, um quadrado nao € reconhecido como um retangulo.

Assim, no caso do paralelogramo, o aluno pode reconhecé-lo e reproduzi-lo
sem erros, mas, por exemplo, ele ainda ndo consegue perceber que “em todo
paralelogramo, as diagonais cortam-se ao meio”.

Ainda no primeiro nivel de Van-Hiele, se o estudante ndo for capaz de
reconhecer o paralelogramo pela sua aparéncia, ele podera produzir outro tipo de
quadrilatero notavel ou até mesmo outra figura geométrica que nao corresponde a
um quadrilatero notavel. Tal fato foi observado nas pesquisas desenvolvidas por
Costa e Camara dos Santos (2015a; 2015b).

Nesse sentido, o aluno podera construir um trapézio ou um quadrado,
considerando essas figuras como paralelogramo. Desconsideramos aqui que O
aluno construiria um retdngulo ou um losango, pois aparentemente é um
paralelogramo?.

O estudante também podera construir outra figura que ndo se configura como
paralelogramo. Nesse sentido, podera produzir um tridngulo, uma circunferéncia ou
um poligono com cinco ou mais lados. Tal fato exige um estudo mais refinado para

compreender o que levou o aluno a desenvolver tais construcdes.

Atividade 2 — Retangulo |

a) Crie um segmento de reta MN.

b) Crie um retangulo MNPQ.

c) Mova os pontos M, N, P e Q. Observe se ele permanece um retangulo, e em
caso negativo, reinicie a construgao.

d) Justifique por que a figura construida € um retangulo.

22 Se analisamos as propriedades do retangulo e do losango, veremos que eles séo paralelogramos.
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e) Grave o arquivo como CO2.tf

Essa atividade consiste em uma tarefa classica de construcdo de retangulos
por meio da construcdo de perpendiculares e paralelas, que geralmente nao
representa grandes dificuldades para o estudante. Na letra d, o estudante pode
apelar para a definicdo classica de retangulo, pela existéncia de quatro angulos
retos, para explicar a sua producéo.

Se o aluno estiver no segundo nivel de Van-Hiele, ou seja, é capaz de
reconhecer o retangulo por meio de suas propriedades, ele podera responder o
problema do seguinte modo: primeiramente, o aluno constréi os dois pontos
solicitados (M e N) e, em seguida traca o segmento MN por meio do recurso
“Segmento definido por dois pontos”. Depois, a partir do “Reta perpendicular”, ele
constréi as retas perpendiculares a e b que passam pelos pontos M e N,
respectivamente. Posteriormente, o aluno traca a reta c, paralela ao segmento de
reta MN, que intercepta as retas a e b nos pontos Q e P, respectivamente. Como
resultado dessa construcao tem-se o retangulo MNPQ (Figura 23).

Nessa constru¢cdo do retangulo, o aluno utilizara, além da definicdo de
retangulo (que apresenta quatro angulos retos), a construgao de perpendiculares e
paralelas. Isso € valido, pois 0 aluno encontra-se no segundo nivel de Van-Hiele.

Um aluno que esteja no primeiro nivel da teoria de Van-Hiele, isto €, que
reconhece o retangulo por sua aparéncia, poderd responder esse problema da
seguinte forma:

Inicialmente, o estudante constroi os dois pontos dados (M e N) e, em
seguida, cria os pontos N e P. Depois, ele liga os pontos, formando um retangulo, o
MNPQ (Figura 24).

Também no primeiro nivel vanhieliano, se o aluno nado for capaz de
reconhecer o retangulo pela sua aparéncia, ele podera construir outro tipo de
quadrilatero notavel ou ainda outra figura geométrica que ndo corresponda a um

quadrilatero notavel.




Figura 23 — Retangulo MNPQ
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Figura 24 — Retangulo MNPQ
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Dificilmente o aluno construira um quadrado, pois segundo Van-Hiele (1957),
o aluno que reconhece um quadrado como um retangulo esta no terceiro nivel da
sua teoria, no qual ocorre a ordenacdo das propriedades das figuras geométricas.
Nesse caso, 0 aluno podera produzir um losango ou um paralelogramo. Isso decorre
de esses quadrilateros notaveis também apresentarem quatro lados, assim como o
retangulo. O trapézio também podera ser considerado retangulo pelo estudante, por
apresentar a mesma caracteristica mencionada.

O aluno ainda podera construir outra figura que seja um quadrilatero notavel.
Assim, poderd construir um triangulo, uma circunferéncia ou um poligono com cinco
ou mais lados. Da mesma forma como no caso do paralelogramo (questao anterior),
tal fato necessita um estudo mais aprofundado para entender o que fez o estudante

a realizar essas producdes.

Atividade 03 — Retangulo II

a) Crie um segmento de reta RS.

b) Considere um retangulo de modo que RS seja sua diagonal.

c) Mova os pontos R e S. Observe se a figura permanece um retangulo, e em
caso negativo, reinicie a construgao.

d) Justifique por que sua producao € um retangulo.

e) Grave o arquivo como CO03.tf

Essa atividade busca promover um desequilibrio, por meio de uma situagcao
em que os estudantes demonstram determinada disposi¢cdo a produzir o segmento
de reta RS na posicao horizontal, de acordo com o nivel de evolu¢cdo do pensamento
geométrico em que estejam. Tal fato pode fazer com que alguns estudantes
reconhecam RS com um dos lados do retangulo, ao invés de sua diagonal.

A resolucdo desse problema necessita a construcdo de um angulo reto fora

do segmento de reta construido RS. Nesse sentido, o estudante deve criar uma reta
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qualquer passando por um dos pontos fornecidos para, depois, estabelecer a
paralela a essa reta contendo o outro ponto criado.

Estando no segundo nivel vanhieliano, o estudante é capaz de solucionar
problema da seguinte forma:

Apoés construir os pontos R e S, o aluno constréi uma reta a, por um dos
pontos fornecidos, por exemplo, no ponto R. Em seguida, ele desenha a paralela a
essa reta, reta b, que passa pelo outro ponto construido, o ponto S.

Posteriormente, o aluno traca duas retas perpendiculares as retas a e b,
formando o retangulo RJSI (Figura 25).

Figura 25 — Retangulo RJSI
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Um estudante que esteja no primeiro nivel de Van-Hiele podera resolver essa
questdo do seguinte modo: primeiramente, 0 estudante constréi os dois pontos
solicitados (R e S), e em seguida, produz os pontos C e D. Depois, ele liga os pontos
R, D, S e C (construindo os segmentos relativos aos lados), formando o retangulo
RDSC (Figura 26).
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O aluno também confundir a diagonal com um dos lados do retangulo. Nesse
sentido, ele pode resolver a questdo de duas formas: a) sem utilizar a construcao de
perpendiculares e paralelas (Figura 27) e b) com a utilizacdo de perpendiculares e
paralelas (Figura 28).

O aluno pode desenhar outros tipos de quadrilateros notaveis, considerando-
0s como retangulos no que se refere a aparéncia. Além disso, podem confundir a
diagonal com um dos seus lados. Entre esses quadrilateros notaveis, mencionamos:

paralelogramo, losango, quadrado e o trapézio.

Figura 26 — Retangulo RDSC
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Além disso, o aluno ainda podera construir outras figuras geométricas que
ndo se configuram como quadrilateros notaveis, como o tridngulo, a circunferéncia e
um poligono com cinco ou mais lados. Do mesmo modo como nos casos anteriores,

ele podera confundir a diagonal com um dos lados da figura.
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Figura 27 — Retangulo RSBC (primeira solucao)
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Figura 28 — Retdngulo RSBC (segunda soluc¢é&o)
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Atividade 04 — Quadrado |

a) Crie um segmento de reta MN.

b) Considere um quadrado MNPQ.

c) Mova os pontos M, N, P e Q. Observe se a figura permanece um quadrado, e
em caso negativo, reinicie a construcao.

d) Justifique por que sua producao € um quadrado.

e) Grave o arquivo como C04.tf

Nessa atividade, a definicdo do quadrado produzida na escola, “de que um
quadrado € um paralelogramo que apresenta os quatro lados iguais e 0s quatro
angulos retos”, € aceitavel para a solucdo do problema. Além disso, 0s conceitos de
perpendiculares, paralelas e de circunferéncia, trabalhados nas duas primeiras fases
da sequéncia, sdo explorados nessa tarefa.

Estando no segundo nivel da teoria de Van-Hiele, o aluno poderéa resolver a
atividade por meio de duas estratégias. Na primeira estratégia, o estudante explora,
primeiramente, as no¢des de congruéncia de dois lados e de angulo reto.

Apébs construir um segmento de reta MN, o aluno estabelece a circunferéncia
de centro M e raio MN (congruéncia de lados), por meio do recurso “Circulo dados
centro e um de seus pontos” do GeoGebra. Em seguida, o estudante constréi as
retas:

e a, perpendicular ao segmento de reta MN, que passa pelo ponto M

(dngulo reto N M Q) e que corta a circunferéncia nos pontos Q e R;

e b, também perpendicular a MN, mas, passando pelo ponto N.
Depois, ele estabelece a reta c, paralela ao segmento MN, que passa pelo
ponto Q e intercepta a reta b no ponto P, formando assim o quadrado MNPQ (Figura
29).
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, Figura 29 — Quadrado MNPQ (primeira estratégia)
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Na segunda estratégia, o aluno mobiliza as no¢des de congruéncia de trés

lados (MN, MQ e NP) e de dois angulos retos (NAQ e MNP).

A partir do segmento MN, ele constrdi a circunferéncia de centro M e raio MN
e a circunferéncia de centro N e raio NM. Posteriormente, o estudante estabelece as
retas a e b, que sédo perpendiculares ao segmento de reta MN, passando pelos
pontos M e N, respectivamente, e cortando as duas circunferéncias nos pontos Q e
P. Finalmente, ele cria o segmento de reta PQ para formar o quadrado MNPQ
(Figura 30).

Um aluno que esteja no primeiro nivel vanhieliano, que reconhece o quadrado
apenas pela sua aparéncia, podera resolver esse problema da seguinte forma:

Inicialmente, o aluno estabelece o segmento de reta dado MN, e em seguida,
cria os pontos P e Q. Para finalizar o trabalho, ele liga os pontos M, N, P e Q,
gerando o quadrado MNPQ (Figura 31).

Caso o aluno ndo reconheca ainda o quadrado pela sua aparéncia, ele

podera construir outros tipos de quadrilateros notaveis, como o trapézio, o retangulo,
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o losango e o paralelogramo. Também, poderd criar outras figuras geométricas que

ndo se constituem quadrildteros notaveis, como o tridngulo, a circunferéncia ou um

poligono com cinco ou mais lados.

Figura 30 — Quadrado MNPQ (segunda estratégia)
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Fonte: Autoria propria

Van-Hiele discute que se o aluno considerar o quadrado como um retangulo,

ou como losango ou paralelogramo, ele ndo estara mais no primeiro nivel do

modelo, pois é capaz de ordenar logicamente as propriedades desses quadrilateros

notaveis, estabelecendo relacdes entre elas (caracteristica do terceiro nivel).

Nesse sentido, um aluno do primeiro nivel, que ao ser solicitado para construir

um quadrado, produz outro quadrilatero notavel (um retangulo ou um losango ou um

paralelogramo ou um trapézio), entdo, ele ainda ndo é capaz de reconhecer

visualmente essa figura. Dessa forma, sua producdo pode ser resultado, por

7

exemplo, de um “chute”. Assim, é necessario um estudo mais refinado, para se

compreender 0s reais motivos que levaram esse aluno a realizar tal construgéo.



Figura 31 — Quadrado MNPQ
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Atividade 05 — Quadrado I

a) Crie um segmento de reta MN.

b) Considere um quadrado MONA, de maneira que MN seja sua diagonal.
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c) Mova os vértices do quadrado. Observe se a figura permanece um quadrado,

e em caso negativo, reinicie a construcao.

d) O que se pode afirmar acerca de sua producao?

e) Grave o arquivo como CO05.tf

Um estudante que esteja no segundo nivel vanhieliano podera solucionar

essa atividade por meio da seguinte estratégia:

Apoés construir o segmento de reta dado MN, o estudante obtém a mediatriz

desse segmento de reta, como a finalidade de mobilizar a perpendicularidade das

diagonais do quadrado. Nesse sentido, por meio do recurso “Ponto médio ou
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centro”, ele estabelece o ponto médio do segmento de reta MN, o ponto C, no qual
traca a reta perpendicular a. Em seguida, constréi a circunferéncia de centro C e raio
CN (ou raio CM).

Observemos que a circunferéncia construida corta a reta a nos pontos O e A,
qgue correspondem aos outros vértices do quadrado. Dessa forma, o segmento AO
consiste na outra diagonal do quadrado.

Para finalizar a tarefa, o aluno estabelece o quadrado MONA (Figura 32),

ligando os pontos M, O, N e A, por meio do recurso “Poligonos”.

Figura 32 — Quadrado MONA (primeira soluc&o)
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E importante destacar que, por meio dessa estratégia, o estudante explora as
propriedades das diagonais do quadrado como recurso para a solucéo da tarefa.

Estando no primeiro nivel da teoria de Van-Hiele, o aluno podera apresentar a
seguinte estratégia de resolucao de problema:
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No inicio, apGs estabelecer o segmento de reta MN, o aluno cria os pontos O
e A, de modo que eles, quando ligados, formam a outra diagonal do quadrado. Em
seguida, o aluno obtém o quadrado MONA (Figura 33).

Figura 33 — Quadrado MONA (segunda solucéo)
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Fonte: Autoria propria

O aluno também poderé confundir a diagonal do quadrado com um dos seus
lados, nesse sentido, poder& apresentar a producdo ilustrada na Figura 34.

O estudante podera construir outros tipos de quadrilateros notaveis,
considerando-os como quadrados no que se refere a aparéncia. Aléem disso, podem
confundir a diagonal com um dos lados do quadrilatero notavel. Entre esses
quadrilateros notéveis, citamos: paralelogramo, losango, retangulo e o trapézio.

O estudante também podera produzir outras figuras geométricas que nao se
constituem como quadrilateros notaveis, a exemplo do triangulo, da circunferéncia e
de um poligono com cinco ou mais lados. Além disso, ele podera confundir a
diagonal com um dos lados da figura. Outra estratégia de resolugdo que pode ser

verificada, mas que diverge das condi¢Bes determinadas no enunciado € a seguinte:
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Figura 34 — Quadrado MNOA
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Fonte: Autoria propria

Partindo da identificagdo da diagonal do quadrado como a bissetriz do angulo

reto, o aluno inicia a construcao pelo lado MO e pela bissetriz do angulo reto AM O
(Figura 35). Desse modo, ele nédo inicia a producéao pela determinacédo da diagonal
do quadrado. Aqui ressaltamos que apesar de essa estratégia de resolucao
apresentar coeréncia, o aluno que fizer uso dela ainda encontra-se no primeiro nivel
de pensamento geométrico, pois parece que ainda ndo consegue estabelecer a
diferenca entre a diagonal e o lado do quadrado.

Além disso, como o aluno ja havia experimentado a producdo de um
retangulo por meio de sua diagonal, era de se esperar que ele ndo empregasse 0
percurso de pdér o segmento de reta MN na horizontal e considera-lo como um dos
lados do quadrado. E possivel observar, contudo, que ha casos que o aluno
considera ainda a aparéncia da figura. Assim, o aluno podera construir o quadrado
ilustrado na Figura 36. Nesse caso, € bastante evidente a necessidade de por em
realce que o quadrado construido devera ser denominado como MNOA e ndo como

MONA (como solicitado no enunciado).



Figura 35 — Quadrado MONA construido por meio da bissetriz
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Figura 36 — Quadrado MNOA
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Atividade 06 — Quadrado Il
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a) Crie os pontos R e C.

b) Considere um quadrado ROSA, de maneira que R seja um dos seus vértices
e C seja seu centro.

c) Mova os vértices do quadrado. Observe se a figura permanece um quadrado,
€ em caso negativo, reinicie a construcao.

d) Movendo os pontos da figura, o que se pode afirmar?

e) Grave o arquivo como CO06.tf

Nessa atividade, o simples emprego da definicdo de quadrado, comumente
apresentada na escola, ndo consegue dar conta da producédo da figura, como nos
quadrados das tarefas antecedentes. Nesse sentido, é importante que o estudante
estabeleca as conexdes das propriedades das diagonais do quadrado, isto &, deve-
se reconhecer a congruéncia e a perpendicularidade das diagonais, e também, que
elas se interceptam em seu ponto médio, que corresponde ao centro do quadrado.

Um aluno que esteja no segundo nivel de Van-Hiele e que € capaz de
estabelecer as relagbes das propriedades das diagonais do quadrado,
reconhecendo que elas sdo congruentes, perpendiculares e que se interceptam no
ponto médio, centro do quadrado, poderd apresentar a seguinte estratégia de
resolucéo do problema:

A estratégia a ser utilizada consiste em determinar os trés outros vértices do
quadrado por meio do corte da reta perpendicular a reta RC que passa pelo ponto C,
e da circunferéncia de centro C e raio RC.

Entdo, inicialmente, apos estabelecer os pontos solicitados R e C, o aluno
constroi uma circunferéncia de centro C e raio CR. Em seguida, ele determina uma
reta a, que passa pelos pontos R e C, dividindo a circunferéncia ao meio,
interceptando-a, assim, nos pontos R e S.

Para finalizar o trabalho, o aluno define uma reta b, perpendicular a reta a e

gue passa pelo centro C da circunferéncia, cortando-a nos pontos O e A, que
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correspondem aos outros dois vértices do quadrado. Em seguida, ele liga os pontos

R, O, S e A por meio do recurso “Poligono” do GeoGebra, formando, assim, o

quadrado ROSA (Figura 37).

Figura 37 — Quadrado ROSA (primeira solucéo)
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E importante ressaltar que uma variante desse percurso consiste em obter o

vértice S como o simétrico do ponto R em referéncia ao ponto C, e depois, encontrar

0S outros veértices pelo mesmo processo, isto €, pelo estabelecimento do simétrico

de A ou de O.

Estando no primeiro nivel da teoria de Van-Hiele, o estudante poderé resolver

o problema do seguinte modo:

No inicio, apos definir os pontos R e C, ele estabelece os vértices O, Se A, e

em seguida, obtém-se o quadrado ROSA (Figura 38).

Também, o estudante podera confundir o centro do quadrado com um dos

seus vértices, desse modo, podera apresentar a construcéo delineada na Figura 39.
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Figura 38 — Quadrado ROSA (segunda solucéo)
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Figura 39 — Quadrado RCSA
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O aluno podera produzir outros tipos de quadrilateros notaveis, tratando-os
como quadrados no que se refere a aparéncia. Além disso, podem confundir o
centro do quadrado com um dos seus vertices. Entre esses quadrilateros notaveis,
referimos: paralelogramo, losango, retangulo e trapézio.

O aluno ainda podera produzir outras figuras geométricas que divergem dos
quadrilateros notaveis, como o tridngulo, a circunferéncia e o poligono com cinco ou
mais lados. Além disso, ele podera confundir o centro do quadrado com um dos

seus vértices.

Atividade 07 — Losango |

a) Considere os pontos T e C.

b) Considere dois outros pontos | e A, tais que TICA seja um losango.
c) Mova os pontos da figura. Ela permanece sendo um losango?

d) Justifique.

e) Caso a figura ndo permanece um losango, reinicie a construcao.
f) Justifigue por que sua figura € um losango.
g) Grave o arquivo como CO7.tf

Nesse problema é pedido que o estudante produza um losango a partir de
dois vértices opostos dados. Assim, a medida do comprimento do lado néo
possibilita solucionar o problema, logo, € imprescindivel aplicar as propriedades das
diagonais desse quadrilatero notavel. Para tanto, pode-se resumir ao fato de que as
diagonais do losango interceptam-se ao meio perpendicularmente, e explorar a
nocao de ponto médio. Além disso, a no¢ao de ponto médio € mobilizada por meio
da nocao de circunferéncia e pela identificacdo de pontos simétricos.

No segundo nivel da teoria de Van-Hiele, o estudante que é capaz de recorrer
as propriedades das diagonais do losango, consegue estabelecer que as diagonais

desse quadrilatero notavel se cortam ao meio e que sdo perpendiculares, podera
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utilizar a seguinte estratégia de resolucdo: inicialmente, ap0s criar os pontos
solicitados T e C, e estabelecer o segmento de reta TC, formado por esses pontos, 0o
estudante constréi a mediatriz desse segmento de reta (por meio do recurso
“Mediatriz” do software), que o corta no ponto O. Além disso, ele percebera que os
pontos T e C sdo simétricos entre si em relacdo ao ponto O. Tal fato sera
determinante na resolucao do problema.

Em seguida, o estudante escolhe um ponto A na mediatriz, que corresponde a
um dos vértices do losango. Depois, por meio do recurso “Reflexdo em relagdo a um
ponto”, ele determina o simétrico do vértice A em relacdo ao ponto médio, que é o
ponto |. Para finalizar o trabalho, o estudante liga os pontos T, I, C e A, por meio do
recurso “Poligono”, formando, assim, o losango TICA (Figura 40).

E importante ressaltar que nessa estratégia, o estudante explora a

identificacdo de pontos simétricos e a nocéo de circunferéncia.

, Figura 40 — Losango TICA (primeira solucao) \
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No primeiro nivel vanhieliano, o aluno podera resolver o problema da seguinte

forma: inicialmente, apds criar os pontos T e C, ele determina os pontos | e A, e em
seguida, define o losango TICA (Figura 41).
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O aluno podera construir outros tipos de quadrilateros notaveis, como o

trapézio, o retangulo, o quadrado e o paralelogramo. Além disso, podera produzir

outras figuras geométricas que nao sao quadrilateros notaveis, como o triangulo, a

circunferéncia ou um poligono com cinco ou mais lados.

Atividade 08 — Losango I

a) Estabeleca uma reta a e dois pontos G e A, fora da reta a.

b) Considere o losango GABI, de maneira que o ponto | esteja sobre a reta a.

c) Mova os pontos da figura. Observe se a figura permanece um losango, e em

caso negativo, reinicie a construgao.
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d) Explicite como vocé produziu o losango GABI.

e) Grave o arquivo como CO08.tf

Neste caso, enfatiza-se a congruéncia de seus lados como principal
propriedade mobilizada. O percurso de resolugcdo mais coerente compreende em
estabelecer a circunferéncia de centro em G e raio GA. O outro vértice do losango &
determinado pela interseccao dessa circunferéncia com a reta a.

Um aluno que esteja no segundo nivel da teoria de Van-Hiele podera realizar
a seguinte estratégia de solucao da questédo: inicialmente, o aluno constréi a reta a e
os dois pontos G e A. Em seguida, ele estabelece duas circunferéncias: a primeira,
com centro em G e raio GA, e a segunda, com centro A e raio AG. Observemos que
para cada circunferéncia, a reta a foi cortada em dois pontos: a) a circunferéncia
com centro em G, nos pontos | e Y; b) a circunferéncia com centro em A, nos pontos
BeZ

Posteriormente, o aluno tragca o segmento de reta IA, que consiste em uma
das diagonais do losango procurado. Em seguida, ele estabelece uma reta
perpendicular a essa diagonal, passando pelo ponto médio de IA. Essa reta
perpendicular corresponde a segunda diagonal do losango, que corta a
circunferéncia de centro A e raio AG nos pontos G e B (que sdo 0s outros vertices
desse quadrilatero notavel). E para finalizar o trabalho, o aluno estabelece o losango
GABI (Figura 42) por meio do recurso “Poligono”.

Estando no primeiro nivel vanhieliano, um estudante podera apresentar o
seguinte percurso de resolucdo: primeiramente, o estudante traca a reta a e, apos
estabelecer os pontos G, |, B e A, liga-se esses pontos, gerando o losango solicitado
(Figura 43). O estudante poderd criar outros tipos de quadrilateros notaveis, como o
trapézio, o retdngulo, o quadrado e o paralelogramo. Ainda, podera construir outras
figuras geométricas que ndo se constituem quadrilateros notaveis, como o triangulo,

a circunferéncia ou um poligono com cinco ou mais lados.




17 Cadaggh

Figura 42 — Losango GABI (primeira solucao)
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117

-

Janela de Algebra

b Janela de

= Cbnica
@ Cc{x-3.06F +(y-1.18F=3.
@ di(x-4T2F + (y-1.98F =3,
= Ponto
L@ A={4.72,1.98)
@ B=(291,2.31)
@ C=(3.06,1.18)
@ G6={3.06,1.18)
@ 1=(1.25,1.51)
@ X=(-3.32,-0.98)
@ Y=(3.76,2.88)
@ I=(53,3.72)
= Quadrildtero
@ pol1=2
= Reta
@ a4T7x+8.62y=7.16
@ e 347x-04Ty=-11.18
- Segmento
L@ a,=184
L@ b=35
@ b,=184
2 g=1584
2 i=1.84

©r C&6.ggb

Figura 43 — Losango GABI (segunda solugéo)

Fonte: Autoria propria

Arquivoe Editar Exibir Opcdes Feramentas Janela Ajuda

Janela de Algebra

» Janela de

= Ponto

e A=(4.62,21)
B=(3.24,2.68)
B, ={55,4.04)
G=(3.22,1.56)
1={1.76, 2.08)
Quadrildtero

@
-
L@

@

i
]
o
)

o ar-1.96x+ 3.74y =433
=l Segmento
L@ 8,=15
@ c=15
@ d=16
@ i=155

Entrada:|

Fonte

: Autoria propria



118

5.6 O pré-teste e pds-teste

Para analisar como os estudantes avancaram (ou n&o) nos niveis de
pensamento geomeétrico, aplicamos um pré-teste e um pos-teste. O teste pretendia
analisar em que nivel de pensamento geométrico estavam os estudantes antes e
depois da intervencdo pedagogica.

Diferentemente da pesquisa de Céamara dos Santos (2001), na qual o
intervalo de tempo entre a aplicacéo entre o pré-teste e o pos-teste foi de cerca de
guatro meses, em nosso estudo, o intervalo foi de trés meses. Além disso, o teste &
formado por cinco quesitos, que exploram a construcdo de quadrilateros notaveis.

O primeiro quesito é formado por duas situacdes. Na primeira situacdo, pede-
se que o estudante produza um retangulo, e em seguida, uma figura que ndo seja
um retangulo (ao lado do retangulo construido inicialmente). Na segunda situacédo, o
estudante é orientado a explicitar sua produg&o por escrito.

A questdo de o estudante ter que construir uma figura que ndo se constituia
um retangulo fundamenta-se na hipotese de que ao se produzir de modo intencional
uma figura que nao disponha de determinadas propriedades, uma “figura incorreta”,
0 estudante é movido a justificar sua compreenséo dessas propriedades (CAMARA
DOS SANTOS, 2001).

Um estudante que esteja no segundo nivel de Van-Hiele, que € capaz de
reconhecer as figuras geométricas por suas especificidades (propriedades), podera
construir um losango (Figura 44) e um trapézio (Figura 45) como “néo retangulos”.
Se analisarmos, por exemplo, as propriedades do retangulo e do losango, veremos
que as diagonais do losango sdo sempre perpendiculares e se cortam em seu ponto
médio, 0 que nem sempre é observado com o retangulo (suas diagonais também
podem ndo ser perpendiculares). Comparando o retangulo com o trapézio,
observaremos, por exemplo, que enquanto as diagonais do primeiro quadrilatero
notavel se cortam em seu ponto médio, esse aspecto ndo € verificado com as

diagonais do segundo (nesse caso, o trapézio).
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Entre as possiveis figuras consideradas como “ndo retangulo” que um aluno
do primeiro nivel vanhieliano podera construir, destacamos o quadrado, o retangulo
em posicdo ndo prototipica®, o paralelogramo, o losango, o trapézio, o triangulo, a
circunferéncia e um poligono de cinco ou mais lados. Aqui destacamos que 0O
parametro a ser utilizado na diferenciacdo das figuras € a sua aparéncia ou sua
forma, ou seja, os alunos consideram que as figuras divergem por apresentarem

aparéncia e formas diferentes.

Figura 44 — Losango considerado como nao retangulo

Retangulo Mo retangulo

D C
éx“"m
B

Fonte: Autoria prépria

Figura 45 — Trapézio considerado como ndo retangulo

Retdngulo Mio retdngulo

G

Fonte: Autoria propria

Na andlise das justificativas dos estudantes referentes a segunda situacao,
utilizaremos a categoria tragada por Camara dos Santos (2001). Nesse estudo, 0
pesquisador classificou as explicagbes dos estudantes em trés categorias:

%% Posic&o prototipica: com o lado maior paralelo as bordas horizontais da folha de papel.
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a) pragmatica — o estudante faz uso apenas da forma ou aparéncia da figura
na justificativa (exemplo: o aluno pode afirmar que o retangulo e o quadrado séo
diferentes, pois possuem formas diferentes);

b) aplicativa — o aluno utiliza a definicho comum da figura na explicacao
(exemplo: o aluno pode argumentar que o retangulo apresenta quatro angulos
internos congruentes e que o losango tem quatro lados congruentes);

c) relacional — o estudante emprega as propriedades das figuras na
explicitacdo (exemplo: o aluno pode dizer que o retangulo e o losango sao
diferentes, porque as diagonais do primeiro sdo concorrentes, e as do segundo sao
perpendiculares).

No segundo quesito é apresentada ao estudante uma relacdo de onze
quadrilateros notaveis distintos (Figura 46) e em posi¢cdes diferentes. A atividade
busca classificar esses quadrilateros notaveis em diversas familias (retangulos,

trapézios, quadrilateros, quadrados, paralelogramos e losangos).

Figura 46 — Quadrilateros utilizados no segundo item no teste
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Fonte: CAMARA DOS SANTOS, 2009, p.207.
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Um aluno do segundo nivel vanhieliano podera, por exemplo, apresentar a

classificagao ilustrada no Quadro 7.

Quadro 7 — Classifica¢ao realizada por um aluno do segundo nivel

FIGURAS
Reténgulos C,DEFH,IJ
Trapézios Al L
Quadrilateros AB CDEFG,HIJL
Quadrados C,E
Paralelogramos B,C,D,EFGH,J
Losangos C,E

Fonte: Autoria prépria

Neste tipo de resposta, 0 estudante buscard caracteristicas intrinsecas as
figuras, bem como de suas propriedades, como parametro para a categorizacao.
Um estudante que esteja no primeiro nivel de Van-Hiele podera classificar os

quadrilateros como esta delineado no Quadro 8.

Quadro 8 — Classificagdo realizada por um aluno do primeiro nivel

FIGURAS
Retangulos D, J
Trapézios AD,FJ
Quadrilateros AB CDEFG,H,IJL
Quadrados C
Paralelogramos B
Losangos G, E

Fonte: Autoria propria

Podemos perceber nesse tipo de resposta que o aluno se baseia fortemente
na percepcdo global da figura. Além disso, no caso das figuras que foram
categorizadas em outras familias, como alguns retangulos classificados como
trapézios, tal fato ocorre, pois o aluno ainda ndo é capaz de reconhecer as figuras

pelas suas aparéncias.
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No terceiro quesito, o estudante é orientado a produzir dois quadrados
diferentes entre si. A finalidade dessa atividade é analisar se o0s estudantes
mobilizam as propriedades das duas figuras para distingui-las.

Um aluno do segundo nivel de Van-Hiele podera distinguir as duas figuras
pelo seu posicionamento na folha de papel, a exemplo de produzir um losango

(Figura 47) e considera-lo um quadrado em posicionamento distinto.

Figura 47 — Losango considerado um quadrado em posicéo diferente
H

Fonte: Autoria prépria

Um estudante do primeiro nivel vanhieliano podera diferenciar as duas
producdes apenas pelo seu tamanho. Ele também podera produzir outros tipos de
quadrilateros notaveis, a exemplo do paralelogramo, do trapézio e do retangulo,
mas, considerando-os diferente do quadrado por apresentarem aparéncias
diferentes. Tal fato exige um estudo mais aprofundando, que busque compreender
0S reais motivos que levam o estudante a essas producdes.

E importante ressaltar que todo quadrado se configura como um retangulo,
mas nem todo retangulo é um quadrado. Nesse sentido, se a questdo solicitasse
que o aluno produzisse dois retangulos diferentes e na construcéo, ele fizesse um
retangulo “padrdo” e um quadrado, seria uma evidéncia de que o aluno era capaz de
reconhecer um quadrado como um retangulo.

Esse fenbmeno representaria um avango em seu pensamento geomeétrico,
pois 0 aluno seria capaz de perceber que as propriedades das figuras se deduzem
umas nas outras (caracteristica do terceiro nivel vanhieliano).

No caso especifico do quesito proposto (produzir dois quadrados diferentes),

se 0 aluno criar um quadrado e um retangulo “padréo”, tal producdo nao seria
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adequada, logo, esse estudante ainda ndo é capaz de articular as propriedades
desses quadrilateros notaveis.

No quarto quesito € pedido que o aluno construa um losango ABCD, dados
dois pontos A e B indicados em dois nés de uma malha quadriculada, como ilustrado
na Figura 48. Essa tarefa objetiva analisar os critérios utilizados pelo aluno, e se ele

faz uso das propriedades das diagonais do losango na producéo.

Figura 48 — Vértices A e B marcados na malha quadriculada

A

Fonte: CAMARA DOS SANTOS, 2009, p.208.

Um estudante do segundo nivel de Van-Hiele utilizar4 as propriedades das
diagonais do losango na construcdo da figura. Nesse sentido, partindo dos vértices
A e B, ele estabelecera as diagonais, que sao perpendiculares, e chegando a
definicdo do seu ponto médio, o ponto E, o estudante estabelecera os simétricos dos
vértices disponibilizados na questédo (A e B). Para finalizar, ele ligara os pontos A, B,
C e D, formando o losango ABCD (Figura 49).

Um aluno do primeiro nivel de Van-Hiele respondera a questédo fazendo uso
de sua percepcéao sobre a aparéncia do losango, como exibido na Figura 50.

Além do losango, o aluno podera produzir outras figuras, como o trapézio, o
paralelogramo, o retangulo e o triangulo. Essas constru¢gdes constituem uma forte
constatacdo de que o aluno apresenta dificuldades em entender o que é um
losango, e ainda, de suas caracteristicas, 0 que necessita uma pesquisa mais

aprofundada.
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Figura 49 — Losango ABCD
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Fonte: Autoria propria

Figura 50 — Losango ABCD construido pela percepc¢ao
A

\

Fonte: Autoria propria

O sexto quesito exibe um losango que teve um pedaco apagado (Figura 51),
e 0 aluno devera analisar se é possivel reconstitui-lo (ou nao). Além disso, ele
deverd explicitar sua resposta. O objetivo da atividade foi verificar se o aluno

mobiliza as propriedades das diagonais do losango na construcao.

Figura 51 — Losango ABCD com um pedaco apagado
B

N

\ ‘
Fonte: CAMARA DOS SANTOS, 2009, p.209.
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Um aluno do segundo nivel vanhieliano fard uso das propriedades das
diagonais do losango na producéo da figura, como desenhado na Figura 52. Dessa
forma, pelo ponto médio das diagonais ja disponibilizado no problema, o aluno
definird os simétricos dos veértices A e B, que séo os pontos C e D, para em seguida,

estabelecer o losango ABCD por meio da ligacdo dos seus vértices.

Figura 52 — Losango ABCD
B

Fonte: Autoria propria

Um estudante do primeiro nivel vanhieliano responderé o problema utilizando
a percepcao global da figura, como ilustrado pela Figura 53. O estudante podera
também construir outras figuras além do losango, entre elas: o trapézio, o
paralelogramo e outros poligonos com cinco ou mais lados. Novamente, esse fato é
uma forte evidéncia de que o estudante apresenta dificuldades em compreender o

que € um losango.

Figura 53— Losango ABCD construido por percepgéo global
B

Fonte: Autoria propria
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CAPITULO VI

6 ANALISANDO E INTERPRETANDO OS DADOS PRODUZIDOS

6.1 Andlise da sequéncia didatica

Como j& mencionamos anteriormente, a sequéncia didatica foi composta por
trés fases, sendo a primeira destinada para o estudante se familiarizar com o
GeoGebra, a segunda trabalhou os conceitos de angulos e de circunferéncias,
auxiliando a terceira fase, que por sua vez, consistiu em explorar os conceitos de
quadrilateros notaveis.

No desenvolvimento da sequéncia no Laboratério de Informatica da escola, a
turma foi organizada em duplas, assim, como ela (a turma) era composta por 30
estudantes, obtivemos 15 duplas. O professor de Matemética da turma investigada
foi o responsavel por escolher e organizar/montar as duplas. O Quadro 9 apresenta

a distribuicdo dos alunos em duplas.

Quadro 9 — Distribuicdo dos alunos investigados em duplas

Duplas Estudantes
D01 A03 e A22
D02 A20 e A23
D03 A0l e A27
D04 A06 e A18
D05 Al5 e A25
D06 Al9 e A24
D07 A04 e A09
D08 Al6 e A30
D09 A02 e AO8
D10 AlOe Al4
D11 Al2 e A26
D12 A05 e A13
D13 A07 e Al1
D14 Al7 e A21
D15 A28 e A29

Fonte: Dados da pesquisa.
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A sequir, apresentamos a analise dos dados produzidos em cada fase da
sequéncia didatica. E importante destacar que realizamos uma analise mais refinada
apenas da terceira fase da sequéncia didatica, pois foi a etapa que explorou de

forma efetiva o conceito de quadrilateros notaveis e também de suas propriedades.

6.1.1 Primeira fase

A primeira fase da sequéncia didatica € constituida por trés atividades, nas
quais, foram abordados os seguintes conceitos: ponto médio, paralelismo, simétrico

de um ponto em relag&o a outro e perpendicularismo.

6.1.1.1 Primeira atividade

A primeira atividade dessa fase teve por objetivo introduzir os conceitos de
ponto médio e paralelismo. Nesse sentido, em um primeiro momento, a atividade
solicitava que os estudantes construissem um segmento de reta MN, em seguida,
ele deveria considerar um ponto P, na metade desse segmento de reta. Em seguida,
deveriam mover o ponto P, verificando se permanece na metade do segmento de
reta MN. Ainda, os alunos deveriam mover os pontos M e N, analisando o que
ocorre.

A atividade ndo apresenta nenhuma complexidade, dessa forma, nenhuma
das duplas apresentaram dificuldades em realizar as construgdes.

No GeoGebra, o segmento de reta MN pbde ser obtido diretamente pelo
recurso “Segmento”, mas também pelo recurso “Ponto”, na qual, o estudante
estabelece inicialmente os pontos M e N, para depois, tracar o segmento de reta
formado por esses pontos, por meio do recurso “Segmento”.

O ponto P pbde ser construido tanto pelo “Ponto” como pelo “Ponto Médio ou
Centro”. O ponto Q foi produzido por meio do “Ponto”, enquanto que a reta paralela
ao segmento de reta MN pOde ser estabelecida pela ferramenta “Reta Paralela”

(sendo essa primeira mais adequada para a construcéo) ou pelo “Reta”.
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Quatro duplas (D01, D02, D11 e D14), ao moverem o ponto P, perceberam
gue ele ndo permanecia mais na metade do segmento de reta. Isso deve ter
ocorrido, pois essas duplas utilizaram o recurso “Ponto” do GeoGebra para
estabelecer o ponto P na metade do segmento de reta MN (que nao fixa o ponto,
permitindo-o que se movimente ao longo do segmento de reta), ao invés de usarem
ferramenta “Ponto Médio ou Centro” do GeoGebra para estabelecer o ponto P na
metade do segmento de reta MN (que fixa o ponto).

Dez duplas (D01, D02, D04, D05, D06, D08, D10, D11, D12 e D15) afirmaram
gue ao deslocarem os pontos M e N, o ponto P também se moveu, mas sempre
permanecendo no meio do segmento, isto €, P continuava sendo o ponto médio do
segmento de reta. Tal fato pode ser verificado se P tiver sido estabelecido tanto por
meio de “Ponto” como por “Ponto Médio ou Centro” do GeoGebra. Aqui ha indicios
gue esses estudantes conseguiram estabelecer a equidistancia entre os extremos
do segmento de reta, provavelmente por ter estabelecido o ponto P por meio de uma
relacdo de equidistancia.

Para uma dupla de alunos (D07), ndo foi possivel mover o ponto P,
provavelmente por terem o construido a partir do “Ponto Médio ou Centro”, nesse
sentido, essa dupla ndo conseguiu verificar a equidistancia entre os extremos do
segmento de reta. Ela ainda afirma que se fosse possivel mover o ponto P, ele
“ficaria na metade do segmento de reta de todo jeito” (DO7), provavelmente, por
perceber que ele é o ponto médio.

A dupla D09 argumentou que “a reta se movimenta e P deixa de ficar entre o
segmento” (D09). Enquanto que a dupla D13 justificou que “os pontos M e N,
guando movidos, alteram a direcdo do segmento de reta” (D13).

No segundo momento da atividade, os estudantes foram solicitados a
estabelecerem um ponto Q, fora do segmento de reta MN. Em seguida, deveriam
estabelecer uma reta paralela a esse segmento de reta, passando por Q. Por fim,
teriam que mover os pontos M, N e Q, e analisar o que ocorreria.

Para quatro duplas de alunos (D01, D03, D04 e D09), o ponto Q se moveu ao

longo da reta paralela construida, e ao moverem os pontos M e N, o segmento de
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reta MN nao ficava mais paralelo a nova reta. Tal fato pode ter ocorrido porque
essas duplas construiram a reta paralela a partir do recurso “Reta” do GeoGebra, ao
invés do recurso “Reta Paralela”, além de ndo terem estabelecido uma relacdo da
reta paralela com o ponto Q.

Cinco duplas (D07, D10, D12, D13 e D15) afirmaram que ao moverem 0S
pontos M, N e Q, 0 segmento de reta e a nova reta continuam sendo paralelos entre
si, provavelmente por terem estabelecido uma relagdo de equidistancia da reta
paralela com o ponto Q, além de terem utilizado o “Reta Paralela” na construcao.
Enquanto que a dupla D11 registrou que “Quando movemos os pontos M e N, a reta
paralela continua sendo paralela. Quando movemos o ponto Q, dependendo do
movimento, [a reta] deixa de ser paralela” (D11).

A dupla D02 explicou que “o ponto Q saiu da reta ao ser movido; e movendo
os pontos M e N, o ponto O continuou no meio do segmento de reta” (D02). J4 a
dupla DO5 justificou que “os pontos continuaram no mesmo lugar, mas o segmento
de reta mudou de tamanho” (D05). Aqui fica evidente que essas duplas ainda se
preocuparam apenas com O que ocorreria com 0 segmento de reta, ndo analisando
a relacéo de paralelismo com a reta que continha o ponto Q.

Além disso, mais duas duplas nao fizeram referéncia ao paralelismo, que
foram D06 e D08. A dupla D06 observou que “o ponto Q ndo entra no segmento de
reta MN, e os pontos M, N e Q ndo se mechem” (D06), e a dupla D08 afirmou “o

ponto Q esta fora do segmento” (D08).

6.1.1.2 Segunda atividade

A segunda atividade da primeira sequéncia buscou introduzir o estudante na
nocdo de ponto simétrico em relagcdo a outro ponto. Dessa forma, inicialmente,
solicitou que os estudantes construissem dois pontos M e Q, e uma reta a, passando
por esses dois pontos. Em seguida, deveriam escolher um ponto N da reta a,

diferente de M, sendo a distancia entre M e Q igual a distancia entre Q e N.
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Apoés realizarem essas construcdes, os alunos deveriam aproximar o ponto M
do ponto Q, e analisar o que ocorre, isto é, verificar se o ponto N também se
aproxima. Caso contrario, eles deveriam refazer as construcdes, e por fim, comentar
como estabeleceram o ponto N, de modo que a condicao seja atendida.

No GeoGebra, os pontos M e Q podem ser criados a partir do recurso
“Ponto”, e a reta a por meio do recurso “Reta”. Em seguida, o ponto N, diferente de
M (MQ=QN) pode ser estabelecido pelo “Ponto”, sendo que na andlise da
equidistancia entre o ponto N e os pontos M e Q, é necessario utilizar a ideia de
ponto médio. Nesse sentido, o ponto Q seria 0 ponto médio do segmento de reta
MN.

Para quatro duplas de alunos (D01, D02, D09 e D14), ao se aproximar 0
ponto M do ponto Q, o ponto N ndo se aproximou do ponto Q, afirmando que o N
ficou parado, sem mexer: “quando nés movimentamos o ponto M, o ponto N ndo se
mexeu” (D09); “O ponto M e Q, vamos dizer que € a origem da reta, e assim para
manter a mesma distancia, o N se move quando movemos o ponto M, porém o
ponto N quando movemos o ponto M nédo se mexe” (D14).

A dupla D01, ao refazer o ponto N, fez uso do recurso “Reflexdo em Relacao
a uma Reta” do GeoGebra para analisar a equidistancia entre os pontos, explicando:
“Nés colocamos reflexdo em relacdo ao ponto, M era o objeto e Q o centro da
reflexdo. Entdo um ponto N surgiu em simetria ao ponto M, de modo que, se
movéssemos o ponto M, o ponto N também se moveria” (D01). A dupla D04 também
fez uso da ferramenta “Reflexdo em Relagdo a uma Reta”, desenvolvendo o mesmo
percurso da dupla DO1.

Trés duplas (D02, D07 e D15) fizeram referéncia ao ponto médio na solucao
da atividade, fazendo uso do “Ponto Médio ou Centro” do GeoGebra: “usando o
ponto médio ou centro” (D02); “Selecionamos o ponto médio ou centro e criamos 0
ponto M e N e o0 ponto do centro e o ponto Q” (D07); “Fazendo o ponto N ser o
centro de Q e M, o ponto médio” (D15).

Duas dessas duplas verificaram que o ponto N também se aproxima do ponto

Q, quando o ponto M é movido em direcdo ao ponto Q: “Quando aproximamos o
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ponto M do ponto Q, o ponto N se aproxima também, mas ele fica parado” (D07); “N
se aproxima, pois ele € o ponto médio” (D15).

Outras cinco duplas (D03, D05, D06, D08 e D13) também perceberam que o
ponto N se aproxima de Q, quando o ponto M é movido. Em suas justificativas
relacionadas a equidistancia dos pontos, tais duplas fazem referéncia a medida dos
segmentos MQ e QN como meio para a solugéo da atividade: “ Antes de fazermos o
ponto N, medimos a distancia com a méo (M e Q), marcamos essa distancia, criando
o ponto N. Quando mexemos o ponto M, o N também se movimenta”’ (D05); “N6s
vimos que dava a mesma distancia e botamos o ponto N” (D06); “Aproximei o M
para o Q e o N ficou na mesma distancia de M e Q” (D08); “N6s colocamos o ponto
N na reta a, com a mesma distancia entre MQ e QN” (D13).

Duas duplas (D10 e D12), que observaram que o ponto N se aproximava do
ponto Q, quando o ponto M era movimentado, utilizaram a malha quadriculada do
GeoGebra como meio para analisar a equidistancia entre os pontos: “Colocando a
reta na malha quadriculada é possivel saber a distancia de M e Q e de Q e N” (D10);
“Consideramos na malha que um quadradinho= 1cm. Colocamos M numa distancia
de 19cmde Q e 19 cm de Q a N” (D12).

Além disso, a dupla D11 fez referéncia as medidas dos eixos dos segmentos
de reta MQ e QN em sua justificativa para a constru¢cdo do ponto N: “Criamos o

ponto N de acordo com as medidas dos eixos” (D11).

6.1.1.3 Terceira atividade

A terceira atividade da primeira fase da sequéncia didatica trabalhou
construcbes de paralelas e perpendiculares, de modo que os estudantes
compreendam que duas retas perpendiculares a uma terceira reta sdo paralelas
entre si. Para tanto, a atividade solicitou que os estudantes construissem dois
pontos M e N, e uma reta b que passa por esses pontos. Em seguida, eles deveriam

produzir duas retas perpendiculares a b, passando pelos pontos M e N.
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Depois de realizarem essas construcdes, os alunos deveriam mover 0s
pontos M e N, e analisar o que ocorre com as retas perpendiculares, estabelecendo
a relacdo que existe entre elas.

No software GeoGebra, os pontos M e N podem ser produzidos por meio do
recurso “Ponto”, e a reta b a partir de “Reta”. Enquanto que as retas perpendiculares
podem ser tracadas pelo recurso “Reta Perpendicular”.

Seis duplas (D01, D07, D09, D10, D11, D14) de estudantes conseguiram
estabelecer que duas retas perpendiculares a uma terceira reta sdo paralelas entre
si, representando um importante avanco em seu pensamento geomeétrico: “Quando
movemos 0s pontos, as retas a e ¢c também se moveram, de modo que continuaram
perpendiculares. Elas sdo paralelas entre si” (D01); “Quando movemos M e N as
retas A e B podem se juntar ou se aproximar, ou se distanciar. Elas sdo paralelas
entre si” (DO7); “Em relacéo a reta B elas sdo perpendiculares mas em relacdo a e ¢
elas sdo paralelas” (D09); “Que mesmo mexendo 0s pontos, as retas continuam
sendo perpendiculares. Entre elas ha uma relacdo de paralelismo (A e B) e de
perpendicularismo (A e C, B e C)” (D10); “Quando movemos continua sendo retas
perpendiculares. Que as retas perpendiculares A e B séo paralelas” (D11); “As retas,
ao mover os pontos M e N, se movem, continuando a formar um angulo de 90°. Mas
também percebi que as retas a e b, ndo so sao retas perpendiculares (em relacdo a
M e N), como também sao paralelas entre si (A e B)” (D14).

Quatro duplas (D06, D08, D13 e D15) verificaram que as retas continuam
perpendiculares a uma terceira reta, no entanto, ndo verificaram que elas sao
paralelas entre si: “Quando se movem elas continuam sendo perpendiculares” (D06);
“As retas perpendiculares a e b continuam sendo perpendiculares a reta b1, q que
estd com os pontos M e N” (D08); “Sempre formara um angulo de 90°" (D13);
“Continua perpendicular, continuando em cima dos pontos” (D15).

Duas duplas centraram-se em apenas observar 0 que ocorria com 0S pontos
M e N ao serem movidos, ndo estabelecendo, dessa forma, a relagéo entre as retas

perpendiculares: “Ao mover o M tudo se move menos os pontos A, B e N e ao
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mover N acontece o0 mesmo” (D02); “Quando mexemos o ponto M, duas retas se
mexem ao mesmo tempo, assim como o ponto N” (D05).

Uma dupla (D03) observou que as retas perpendiculares sdo concorrentes
com a reta que contem os pontos M e N: “Elas tem uma relacdo de retas
concorrentes” (D03); outra dupla afirmou que as retas perpendiculares sempre se
encontram com a reta que estabelecem a relacdo de perpendicularismo: “Estarao
sempre se encontrando com a reta b” (D12).

Além disso, uma dupla notou apenas que os pontos M e N ndo se movem,
provavelmente por terem fixado os pontos na reta b: “Ndo se movem pois

construiram uma perpendicular que ndo pode sair de seu local de criagdo” (D04).

6.1.2 Segunda fase

A segunda fase da sequéncia didatica é composta por trés atividades, que

exploram os conceitos de angulo, circunferéncia e equidistancia.

6.1.2.1 Primeira atividade

A primeira atividade da segunda fase da sequéncia didatica explorou a
producdo de angulos e suas medidas, além de trabalhar o conceito de bissetriz.
Dessa forma, em um primeiro momento, a atividade pediu que o0s estudantes
construissem um segmento de reta MN, duas retas perpendiculares ao segmento de
reta.

A primeira reta perpendicular deveria passar pelo ponto M, na qual ainda
deveria ser tragado um ponto K, e a segunda reta perpendicular passaria por N, na
qual também seria estabelecido um ponto W. Em seguida, os alunos foram
solicitados a moverem o0s pontos da figura e observar se as retas permanecem

perpendiculares ao segmento de reta MN, caso contrario, deveriam refazer a
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construcdo. Além disso, deveriam estabelecer a relacdo entre os angulos K M Ne
W ICI M.

Em um segundo momento da atividade, os alunos foram orientados a
produzirem um segmento de reta AB, e a construirem o angulo PAB com medida de
45°, Depois, eles (os estudantes) deveriam mover os componentes da figura,
analisar o que ocorre com a medida do angulo, e explicar como construiram PAB.

No GeoGebra, o segmento de reta pode ser construido por meio do recurso
“Segmento”, e as duas retas perpendiculares a partir do “Reta Perpendicular’. Os
pontos K e W podem ser estabelecidos pelo recurso “Ponto”.

Do mesmo modo, o segmento de reta AB pode ser obtido a partir do recurso
“Segmento”. Para obter o angulo PAB era necessario que os estudantes
construissem, por meio do recurso “Reta Perpendicular”, duas retas perpendiculares
ao segmento AB, a primeira passando por A e a segunda por B. A seguir, com 0
recurso “Bissetriz”, os alunos construiram a bissetriz do angulo A, que corta, no
ponto P, a reta perpendicular que passa por B, obtendo, assim, o angulo PAB com
medida igual a 45°.

No primeiro momento da atividade, cinco duplas de alunos (D01, D02, D08,
D11 e D14) perceberam que as retas construidas permanecem perpendiculares ao
segmento de reta MN: “Movemos 0s pontos e as retas continuam perpendiculares”
(D01); “As retas continuam sendo perpendiculares” (D02); “As retas continuam
paralelas (retas do KM e do WN) e continuam perpendiculares (reta b e segmento
MN) e (reta c e segmento MN)” (D08); “Ja as retas perpendiculares sdo paralelas e
também sao finitas. Quando n6s mechemos elas continuaram perpendiculares”
(D11); “Percebemos que como as retas sdo paralelas, e permanecem formando um
angulo de 90° graus com M e N. se fecharmos os pontos K e W, com M e N
formariamos um retangulo” (D14).

Aqui chamamos atencdo para o fato de que as duplas D08, D11 e D14, na

atividade analisada, estabeleceram que duas retas perpendiculares a uma terceira
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reta, entdo, elas sao paralelas entre si. Além disso, D14 evidenciaram que 0s pontos
M, N, K e W podem formar um retangulo.
Doze duplas (D01, D03, D05, D06, D07, D08, D09, D10, D11, D13, D14 e

D15) perceberam que os angulos K M Ne W N M séo iguais e medem 90°: “Os dois
sdo angulos retos, iguais e de 90°” (D0O1); “Os angulos KMN e WNM séo retos, ou
seja, tem 90°” (D03); “Os dois séo de 90° e eles sao iguais” (D05); “Sao retos” (D06);
“Sao angulos retos” (D07); “A relacdo € que eles sdo iguais e perpendiculares”
(D08); “Os angulos sao retos e possuem 90°" (D09); “Que os dois estdo ligados ao
mesmo segmento de reta (M e N) e que eles tem a mesma medida (90°) angulo reto”
(D10); “Séao retos (angulo reto) e iguais” (D11); “Séo angulos retos, sim, 90°” (D13);
“Sim, eles sao iguais, pois, [...] permanecem formando um angulo de 90° graus com
M e N” (D14); “S&o pontos em forma de 90°. Podem ser chamados de pontos
perpendiculares” (D15).

Além disso, houve trés duplas de alunos (D02, D04 e D12) que afirmaram que
0s angulos nao sao iguais, provavelmente por terem construido as retas
perpendiculares por meio do recurso “Reta”, ao invés do recurso “Reta
Perpendicular”: “Nao séo iguais” (D02); “Eles ndo se completam. Eles ndo séo
iguais” (D04); “Estardo sempre se cruzando. Nao séo iguais” (D12).

No segundo momento da atividade, referente a constru¢cdo do angulo com
medida de 45°, trés duplas dos estudantes (D01, D06 e D14) construiram um
quadrado, e a partir de sua diagonal (que divide os angulos internos ao meio),
conseguiram obter o angulo PAB: “Movemos os componentes da figura, de modo
que o angulo ndo mudou. Pensamos que 45 é metade de 90, entdo usamos o
quadrado para calcular a metade do espaco que usariamos para fazer um angulo de
90°” (D01); “Nés colocamos o ponto C na diagonal do ponto A” (D06); “Selecionamos
trés pontos, A B e P, com isso fazemos um angulo de PAB. Como 45° graus €: a
metade de um quadrado, assim podemos aumentar e diminuir o angulo que néo ira
mudar sua medida” (D14).

Trés duplas (D04, DO7 e D13) fizeram uso do recurso “Angulo com Amplitude

Fixa” para construir o PAB. Tal recurso permite o estudante construir um angulo sem
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esforcos a partir de dois pontos, apenas digitando (preenchendo) o valor da medida
do angulo desejado em uma janela que surge na tela do GeoGebra: “Usando o
angulo com amplitude fixa, escolhendo os pontos B, A e criamos o P” (D04); “Eu
primeiro selecionei 3 pontos e depois usei a ferramenta angulo com amplitude fixa”
(D0O7); “N6s colocamos na aba de angulos e escolhemos a opcdo angulo com
amplitude fixa” (D13).

Duas duplas (D09 e D12) fizeram uso da malha quadriculada do GeoGebra
para a construcdo do angulo, o que também pode facilitar consideravelmente a
producado: “Utilizamos a malha e fizemos a metade de um angulo de 90°” (D09);
“Retirei a malha e formei um triangulo. Depois movi os pontos B e P” (D12).

Quatro duplas (D02, D03, D11 e D15) construiram retas perpendiculares aos
pontos A e B, respectivamente. Em seguida, a partir do angulo A formado pelo
segmento de reta AB e a perpendicular que passa por A (com medida de 90°),
criaram um segmento de reta até o ponto P, que dividiu o angulo A pela metade:
“Vimos onde era o angulo de 90° graus e dividimos na metade” (D02); “Nés
sabiamos o que era um angulo de 90°, mas ndo sabiamos o0 que era de 45°.
Percebemos que 45 é a metade de 90, entdo fizemos a metade de 90°” (D03); “No6s
conseguimos fazer o angulo 45° por um auxilio de uma reta e do eixo que formava
um angulo reto (90°), dai n0s pegamos a metade desse angulo que formou um
angulo de 45°. Quando mechemos o ponto A o angulo ficou o mesmo, quando
mechemos o0s pontos P e B o tamanho do angulo mudou” (D11); “Primeiro se
constroe um segmento de reta depois construimos um ponto de 45° do segmento e
assim faz um angulo” (D15).

Ainda, trés duplas (D05, D08 e D10) construiram o &ngulo apenas por meio
da aparéncia visual: “N6és movemos o ponto P, até termos 45°” (D05); “Criamos 0s
pontos A, B, P, e ligamos eles assim: Desenho. Colocamos o angulo e ficou assim:
desenho. Clicamos em mover e formamos 45°" (D08); “Nés fizemos a figura e
tentamos medir seu &ngulo e o mudamos para 45°” (D10).
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6.1.2.2 Segunda atividade

A segunda atividade da segunda fase da sequéncia didatica buscou explorar
0 conceito de circunferéncia. Assim, em um primeiro momento, a atividade solicitou
que os alunos criassem um ponto K e uma reta a, passando por esse ponto. Em
seguida, a partir do ponto K, eles deveriam produzir uma reta perpendicular a reta a
(chamada reta b), passando em K. Ainda na reta a, os estudantes deveriam tracar
dois pontos M e N de forma que a distancia do ponto K até o ponto M seja a mesma
distancia entre o ponto K e o ponto N, isto €, satisfazendo a condicdo de KM=KN.

Depois, sobre a reta b, os alunos deveriam construir dois pontos P e Q, de
modo que KM=KN=KP=KQ. A seguir, a atividade pedia que eles (alunos)
deslocassem os pontos das figuras e analisassem a relacdo estabelecida entre os
eles. Se houve alguma modificacdo, os estudantes deveriam refazer a questao.

Em um segundo momento da atividade, os estudantes deveriam produzir
outros trés pontos R, S e T, de forma que a relacdo de distancias fosse mantida
(KM=KN=KP= ... =KS=KT). Na atividade, era questionado ainda sobre a relacdo dos
pontos M, N, P, Q, R, S e T com o ponto K, e também sobre a regido do plano
estabelecida por todos esses pontos.

No software GeoGebra, o ponto K pode ser criado por meio do recurso
“Ponto”, enquanto que a reta a pelo recurso “Reta”. A reta b, perpendicular a reta a,
pode ser tracada pelo recurso “Reta Perpendicular”, e os pontos M e N a partir do
“Ponto” ou pelo recurso “Ponto Médio ou Centro”.

Por sua vez, os pontos P e Q podem ser produzidos por meio do recurso
“Circulo dados Centro e Um de seus Pontos”, nesse caso, K seria 0 centro do
circulo, e M ou N um dos seus pontos. O circulo construido, que consiste em uma
circunferéncia, corta a reta b em dois pontos, que sao os pontos P e Q.

Para obter os pontos R, S e T, podemos utilizar o recurso “Bissetriz”,

produzindo duas retas perpendiculares entre si, que passam na bissetriz do angulo

A

K. Tais retas cortam o circulo nos pontos R, Se T.
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No primeiro momento da atividade, ao deslocarem os pontos, quatro duplas
de alunos (D01, D02, DO7 e D14) observaram a relacdo de equidistancia
(KM=KN=KP=KQ): “Deslocamos o0s pontos e eles continuaram na mesma distancia”
(D01); “Nao modifica” (D02); “Todos os pontos tem, todas as medidas iguais mesmo
modificando o lugar” (D07); “Quando movemos o ponto K para o lado, € como se as
retas aumentassem de modo que 0s pontos continuam iguais a antes (com a mesma
distéancia de K)” (D14).

Trés duplas analisaram apenas a relacdo de perpendicularismo entre os
segmentos de reta (KM, KN, KP e KQ), se tal relacdo permaneceu ou nhdo com 0
deslocamento dos pontos: “Eles n&o ficaram mais perpendiculares e ndo tem mais a
mesma distancia” (D06); “Se mexermos o ponto M ou K as retas continuam
perpendiculares, mas se mexermos as outras (N, Q, P) elas deixam de ser
perpendiculares” (D10); “A relacdo que continua perpendicular” (D15).

Uma dupla (D11) observou apenas o movimento entre as retas, ndo fazendo
referéncia também a relacdo entre os pontos que foram deslocados: “As retas nao
se desgrudam, mas nédo ficam unidas no ponto K. Quando mechemos uma reta a
outra meche também, mas o ponto K ndo é mais o centro” (D11).

No segundo momento da atividade, doze duplas (D01, D02, D03, D05, D06,
D08, D09, D10, D11, D12, D13 e D14) perceberam que os pontos M, N, P, Q, R, S e
T apresentavam a mesma distancia em relacdo ao ponto K, isto é, perceberam que
sdo pontos equidistantes: “Todos tem a mesma distancia” (D01); “Que tem a mesma
distancia” (D02); “Todos tém a mesma distancia para K” (D03); “A distancia da reta
MK é a mesma de QK” (D05); “Tem a mesma distancia” (D06); “Todos os pontos tem
a mesma distancia” (D07); “O ponto K é o meio e 0s outros pontos tem a mesma
distancia do ponto K” (D08); “Possuem a mesma distancia ao ponto K” (D09); “Que
eles tem a mesma distancia em relacéo ao ponto K” (D10); “Que todos tem a mesma
distancia em relagdo ao ponto K” (D11); “Estéo todos 2cm de distancia de K” (D12);
“Todos tem a mesma distancia” (D13); “Estéo todos 2 cm de distancia do ponto K

(contamos pelos quadrados da malha)” (D14).
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Apenas duas duplas (D04 e D13) observaram que a regido do plano formada
por todos esses pontos pode ser chamada de circunferéncia: “Formam uma
circunferéncia, circulo” (D04); “Circunferéncia” (D13). Sete duplas apresentaram
outras nomenclaturas para essa regiao: “Setor circuncircular” (D01); “Ponto central”
(D02); “seria parecido com um octégono” (D06); “Poligono” (DQ7); “poderiamos
chama-la de hexagono” (D11); “forma quadricular” (D12); “Todos formam uma forma
quadrangular” (D14). Aqui fica evidente que apesar desses estudantes terem
utiizado o conceito de circunferéncia na atividade, eles tém dificuldades em
reconhecé-la pelo nome “circunferéncia”, o0 que comprova que ndo é um conceito tao

simples de se trabalhar no ensino basico.

6.1.2.3 Terceira atividade

A terceira atividade da segunda fase da sequéncia didatica buscou fazer com
gue os estudantes determinassem o centro de uma circunferéncia por meio de trés
pontos. Nesse sentido, a atividade, inicialmente, solicitou que o0s estudantes
criassem trés pontos M, N e P de forma que eles (os pontos) sejam néo alinhados.
Em seguida, deveriam construir o ponto K, de maneira que ele esteja a mesma
distancia dos outros pontos (M, N e P).

Depois, os alunos deveriam mover os pontos construidos e analisar o que
ocorreria, isto €, se 0s pontos permaneciam com a mesma distancia, e caso
contrario, deveriam refazer a atividade. Por fim, era necessario justificar a solu¢do do
problema.

No GeoGebra, os trés pontos M, N e P podem ser determinados a partir da
construcdo de um triangulo qualquer, por meio do recurso “Poligono”, sendo esses
pontos, os vértices do triangulo. Dessa forma, o ponto K seria 0 circuncentro desse
triangulo, possuindo, assim a mesma distancia dos pontos M, N e P.

Para estabelecer o ponto K, ou seja, o circuncentro do triangulo, devemos
determinar as mediatrizes de cada lado do triangulo, por meio de retas

perpendiculares a cada lado do triangulo, passando no ponto médio dos segmentos
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de reta MN, NP e PM (mas antes, é necessario definir os pontos médios desses
segmentos de reta a partir do recurso “Ponto Médio ou Centro”). Podemos produzir
as retas perpendiculares por meio do recurso “Reta Perpendicular’. Essas retas (as
mediatrizes do triangulo) se interceptam no ponto K (circuncentro do triangulo), que
€ equidistante aos pontos M, N e P (vértices do triangulo).

Além disso, a partir das medianas do triangulo, é obtido o centro da
circunferéncia inscrita nesse triangulo.

Apenas uma dupla de estudantes (D05) fez uso da construcdo de um
triangulo, como explicado anteriormente, nessa atividade: “Nos criamos um triangulo
e no seu meio colocamos um ponto K, que possuia a mesma distancia dos outros 3
pontos/vértices. Quando movemos o poligono, 0os 4 pontos se mexeram juntos”
(DO5).

Apos tracar os pontos M, N e P, uma dupla (DOl) construiu uma
circunferéncia a partir desses pontos, fazendo uso também do ponto médio na
producdo: “Colocamos 3 pontos, depois circulo definido por 3 pontos, por ultimo
utilizamos ponto médio ou centro” (D01).

Cinco duplas (D02, D03, D06, DO7 e D13) fizeram referéncia apenas a
circunferéncia na constru¢cdo, mas ndo mencionando o ponto meédio: “Os pontos
sempre continuardo com a mesma medida, pois em qualquer ponto da
circunferéncia tem a mesma distancia” (D02); “Mexa ele como se estivesse fazendo
um circulo que a distancia ira permanecer” (D03); “Movemos, mas se mexeram.
Movemos denovo e ndo conseguimos. Depois conseguimos fazendo um circulo”
(D06); “NOs selecionamos a ferramenta: circulo dado centro e um de seus pontos, e
depois acrescentamos 2 pontos” (D07); “Nés fizemos um circulo, pois o raio tem
sempre a mesma medida” (D13). E importante destacar que D02, D03, D06 e D13
centraram-se em analisar 0 que ocorreu com 0s pontos da figura ao serem movidos,
isto €, observaram que a equidistancia entre os pontos permaneceu mesmo quando

eles eram movimentados.
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Uma dupla (D12) fez mencédo a diagonal da figura: “Para conseguirmos o
resultado, os pontos estavam a direita, em baixo e a diagonal do ponto central para
nao se alinharem e cada um tinha 1cm de distancia do ponto central” (D12).

Uma dupla (D14) utilizou varios recursos do GeoGebra, buscando revalidar
sua construcdo: “Tentamos fazer usando o ponto médio ou centro, e 0 Reflexdo e
relacdo de um ponto, mas ndo deu certo. Também tentamos usar Distancia,
comprimento e perimetro, mas ndo conseguimos. Nesta atividade ndo obtemos um
bom resultado. Porém achamos que tem algo a ver com poligonos regulares” (D14).
Apesar de esses alunos terem utilizado diferentes recursos do software, eles
afirmam que nao conseguiram solucionar a atividade.

Uma dupla (D15) observou a relacdo de equidistadncia entre os pontos:
“Permanece a mesma distancia, pois K e o ponto médio dos trés, caso contrario iria
ficar desregula” (D15). No entanto, trés duplas (D09, D10 e D11) ndo conseguiram
verificar essa relagcdo: “No momento em que movemos esses pontos sua distancia
até o ponto K muda” (D09); “Que, eles ndo ficam com a mesma distancia, quando
mexemos eles” (D10); “A medida do ponto K aos outros pontos € de 3.7. quando
mechemos a medida mudou, mas os pontos M, N e P ficaram imoveis, pois
utiizamos um segmento para medirmos com um auxilio de instrumento do
Geogebra” (D11).

Por fim, duas duplas ndo conseguiram mover o0s pontos da figura,
provavelmente por terem construido o triangulo por meio do recurso “Poligono
Rigido” do GeoGebra, que sé permite mover o triangulo como um todo: “Eles se
movem, pois ndo estdo alinhados” (D04); “Porque os pontos nao estdo ligados”
(D08).

6.1.3 Terceira fase

A terceira fase da sequéncia didatica € composta por oito atividades, que

trabalham de forma efetiva o conceito de quadrilateros notaveis.
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6.1.3.1 Primeira atividade

A primeira atividade da terceira fase da sequéncia didatica objetivou construir
um paralelogramo a partir de trés de seus vértices. Dessa forma, em um primeiro
momento, a atividade solicitou que os estudantes criassem trés pontos M, N e P ndo
alinhados e, em seguida, um paralelogramo MNPQ. ApoOs a construcdo, os alunos
deveriam mover os vértices do paralelogramo e observar o que ocorre. Se a figura
nao permanecesse um paralelogramo, eles deveriam refazer a producéao.

A atividade solicitou ainda que os estudantes determinassem a medida dos
comprimentos dos lados e a medida dos angulos do paralelogramo MNPQ, além de
mover novamente o0s vértices, analisando o que ocorreria. A finalidade aqui era fazer
com que eles (os alunos) percebem algumas propriedades desse quadrilatero
notavel, como: (i) lados opostos congruentes e (ii) angulos internos opostos
congruentes.

Em um segundo momento, a atividade orientou que o0s participantes da
pesquisa construissem um ponto C, de modo que esse ponto fosse o centro do
paralelogramo. Depois, os estudantes deveriam criar e determinar as medidas dos
segmentos de reta MC, NC, PC e QC, e também mover os pontos da figura,
verificando o que ocorreria. Nesse sentido, eles poderiam evidenciar que: (iii) as
diagonais de todo paralelogramo se cortam ao meio.

No item 5.5.3 dessa dissertacdo vimos como o0s estudantes podem resolver a
atividade no software GeoGebra, estando no primeiro nivel ou no segundo nivel de
pensamento geométrico de Van-Hiele.

Analisando as producdes das duplas de alunos no GeoGebra, verificamos
que quatro duplas (D01, D02, D13 e D14) apresentaram constru¢des caracteristicas
do segundo nivel de Van-Hiele conforme o item 5.5.3, no qual, ocorre o
reconhecimento das figuras geométricas por meio de suas propriedades. Na Figura
54 encontramos um exemplo para esse tipo de producéo (dupla D02).

Assim, verificamos que a dupla D02 construiu o paralelogramo considerando

suas propriedades ((i) lados opostos congruentes, (i) angulos internos opostos
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congruentes e (iii) as diagonais de todo paralelogramo se cortam ao meio), assim,
nessa atividade, ela trabalhou no segundo nivel de pensamento geométrico
vanhieliano. Aqui os estudantes utilizaram o recurso da malha quadriculada do

GeoGebra, que pode ter contribuido para eles terem éxito na atividade.

, Figura 54 — Paralelogramo MNPQ construido pela dupla D02
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Seis dessas duplas (D03, D05, D07, D09, D10 e D15) apresentaram
producdes tipicas do primeiro nivel vanhieliano, isto é, que construiam o
paralelogramo a partir do seu aspecto global, como previsto no item 5.5.3. Na Figura
55 encontramos uma ilustracdo para esse caso, apresentando a producgao da dupla
D10.

Nesse caso, observamos que apesar da facilidade do GeoGebra em
determinar as medidas dos comprimentos dos lados e as medidas dos angulos do
paralelogramo, possibilitando que o estudante realizasse corre¢des no desenho, de
forma que suas propriedades fossem respeitadas, a dupla D10 construiu o
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paralelogramo apenas considerando sua aparéncia fisica. Tal fato pode ser
verificado pelos lados opostos desse quadrilatero notavel, que ndo sdo congruentes,
e pelos angulos internos opostos, que ndo também nédo séo iguais. Logo, essa dupla
ainda nao reconhece o paralelogramo a partir de suas propriedades (por exemplo: (i)
lados opostos congruentes e (ii) angulos internos opostos congruentes), estando no

primeiro nivel de Van-Hiele.

Figura 55 — Paralelogramo MNPQ construido pela dupla D10
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Como previsto no capitulo V (item 5.5.3), identificamos duplas de estudantes
(cinco no total) que ndo produziram paralelogramos, pois ainda ndo conseguem
reconhecer esse quadrilatero notavel nem pelo seu aspecto global, como também
pelas suas propriedades. E o caso das duplas D04, D06, D11 e D12 que
construiram trapezoides, e a dupla D08 que fez um quadrilatero ndo notavel. As
Figuras 56 (dupla D12) e 57 (dupla D08) ilustram esses dois tipos de producdes.
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Figura 56 — Trapezoide considerado como paralelogramo pela dupla D12
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Figura 57 — Quadrilatero ndo notavel considerado como paralelogramo pela dupla D08
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As producdes das duplas de estudantes D12 e D8 evidenciam que eles
apresentam dificuldades em compreender o conceito de paralelogramo, o que exige
a necessidade do professor de Matematica realizar um trabalho mais sistematico em
sala de aula.

Agora, analisando os registros dos estudantes nas fichas de atividades,
notamos que nenhuma das duplas de alunos fez referéncia explicita as propriedades
(i) e (i) do paralelogramo, se centrando em apenas observar se 0 quadrilatero
notavel deixava de ser paralelogramo ou ndo, ao moverem 0s seus veértices.

Desse modo, quatro duplas de alunos (D01, D11, D14 e D15) verificaram que
movendo os vértices da figura, ela continua sendo um paralelogramo: “Criamos o
paralelogramo MNPQ, movemos suas vertices e ele continuou um paralelogramo.
Colocamos as medidas e os angulos dele. E quando movemos os pontos os angulos
se autocorrigem” (D01); “O paralelogramo permanece um paralelogramo. M=obtuso,
Q=obtuso, P=agudo, N=agudo” (D11); “Ao fazer um poligono regular, sendo um
paralelogramo, assim, se movermos o0s veértices nao deixard de ser um
paralelogramo. Determinamos a medida dos angulos e lados, sendo eles, os lados
cada um de 3.16 e os angulos 90°. Ao movermos o0s vértices, 0os lados mudam, mas
as medidas de cada lado sao iguais. Ja os angulos ndo” (D14); “Ele continua um
paralelogramo, com outro formato, mas continua” (D15).

Duas duplas (D02 e D03) afirmaram que a figura deixa de ser paralelogramo
ao terem seus vértices deslocados: “Ele ndo permanece um paralelogramo.
P=71,57°/N=71,57°/M=108,43°/Q=108,43°. Ao movermos um Vértice, todos o0s
angulos mudam menos o oposto” (D02); “Se mexer s6 um lado ele ndo é mais um
paralelogramo. Mas se mexer todos os lados é possivel. Mas se fizermos retas
paralelas, funciona” (D03).

Sete duplas (D05, D06, D08, D09, D10, D12 e D13) observaram se as
medidas dos comprimentos dos lados ou se as medidas dos angulos alteravam com
0 movimento dos vértices da figura: “O tamanho de 2 arestas aumenta/diminui,
depende para que lugar vocé mexe o veértice. Como a aresta, o angulo do vértice
mexido aumenta/diminui” (DO05); “4; 2,8; 4; 2,83. 45° e 135° Os angulos
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mudam”(D06); “As medidas e os angulos mudam de acordo com paralelogramo”
(D08); “Os angulos e as retas (lados) deixam em um momento de serem paralelas”
(D09); “Quando movemos o vértice M os angulos ndo mudam, porém quando
movemos 0S outros, isso ndo acontece” (D10); “A largura e o movimento Sao
alterados a partir dos movimentos” (D12); “As medidas dos angulos e lados mudam”
(D13).

Duas duplas (D04 e DO7) registraram apenas os valores das medidas dos
comprimentos dos lados e dos angulos das figuras: “Lados: MQ=6.34, MN=4.1,
NP=6.91, PQ=4.14; Angulos: QMN=81.04°, MNP=99.21°, NPQ=79.94°, PQM=99.8°;
Perimetro: 20” (D04); “MN-8.06, PM-5.32, PQ-7.34, QN-5.01; M=53.26°, N=119,43°,
Q=59,79°, P=127.52°" (DO7). Aqui chamamos atencao para o fato de que a dupla
D04 fez referéncia a medida do perimetro da figura que construiu, no entanto, o
conceito dessa grandeza geométrica néo foi trabalhado na sequéncia didatica.

Em relagdo ao segundo momento da atividade, evidenciamos que nenhum
dos estudantes fez mencéo a propriedade (iii) do paralelogramo, discutindo apenas
sobre mudancas nos segmentos de reta MC, NC, PC e QC e dos angulos internos, o
comportamento do ponto C, e que a figura deixava de ser paralelogramo com a
movimentag&o dos pontos.

Nove duplas (D01, D02, D03, D06, D07, D08, D09, D12 e D14) observaram
se no deslocamento dos pontos da figura, houve mudanca nas medidas dos
segmentos de reta MC, NC, PC e QC e dos angulos internos: “Colocamos o ponto C
no centro do paralelogramo e criamos os segmentos MC, NC, PC, QC e
determinamos suas medidas. Quando movemos 0s pontos, notamos que eles se
autocorrigem e que MC=QC e NC=PC” (D01);
“MC=4.24/NC=5.83/PC=5.83/QC=4.24. A forma e a medida muda” (D02); “A
distancia muda” (D03); “MN=141; NC=141; PC=3,16; QC=3,16. O comprimento
muda” (D06); “O ponto centro ndo muda de lugar, mas as medidas dos segmentos:
MC, NC, PC, QC se alteram” (D07); “As medidas mudam de acordo com o ponto C”
(D08); “Além dos lados e dos angulos deixarem de ser paralelas, a distancia de MC,

QC, PC e NC muda” (D09); “O tamanho dos segmentos mudam a partir de nossos
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movimentos” (D12); “Criamos um ponto no centro do paralelogramo, com isso ao
ligarmos o ponto C aos seus vértices e movimentar, em algumas posi¢des, podera
formar uma piramide de base quadrada, mesmo assim os lados mudam, mas todos
ficam com a mesma medida e o angulo permanece” (D14).

Cinco duplas (D04, D05, D10, D13 e D15) analisaram o comportamento do
ponto C, quando os outros pontos eram movimentados: “Os pontos se moveram € 0
ponto C quando ndo tinha contanto com uma vértice ficava no centro da figura”
(D04); “O ponto que vocé move, move-se sozinho, e portanto o ponto C nao
continua no meio do paralelogramo” (D05); “Quando nés movemos 0s veértices, 0
ponto C n&do continua sendo o centro do paralelogramo. Nao conseguimos colocar
exatamente o ponto C no centro” (D10); “O ponto C acaba saindo do centro” (D13);
“O ponto C vai junto, afinal € o ponto meédio” (D15).

Além disso, uma dupla (D11) notou que a figura deixava de ser um
paralelogramo com o deslocamento de seus pontos: “O paralelogramo deixa de ser
paralelogramo e dependendo qual ponto vocé move a distancia dele para o ponto C

diminui ou aumenta” (D11).

6.1.3.2 Segunda atividade

A segunda atividade da terceira fase da sequéncia didatica objetivou construir
um retangulo a partir da construcao de perpendiculares. Nesse sentido, inicialmente,
a atividade pediu que os alunos produzissem um segmento de reta MN, e a partir
dele, construissem o retangulo MNPQ. Em seguida, eles deveriam mover todos os
pontos da figura, analisar se permanecia como retdngulo, e caso contrario, isto €, se
o quadrilatero notavel deixasse de ser um retangulo quando os seus pontos fossem
deslocados, os estudantes deveriam refazer a construcao.

Além disso, a questédo solicitava a justificativa da producéo, isto €, o porqué
da figura construida ser um retangulo. Assim, poderiamos verificar se 0os estudantes
faziam referéncia a aparéncia global ou a definicdo usual (quadrilatero notavel que

possui 0s quatro angulos internos congruentes) ou as propriedades do retangulo ((i)
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os lados opostos congruentes, (ii) os angulos internos opostos congruentes, (iii) as
diagonais se cortam ao meio, (iv) as diagonais sao congruentes).

Podemos evidenciar no item 5.5.3 desse trabalho as possibilidades de
solugcéo para a atividade no GeoGebra por um estudante que esteja no primeiro
nivel de pensamento geométrico e também por um aluno do segundo nivel.

Verificando as constru¢cées das duplas de estudantes desenvolvidas no
software GeoGebra, observamos que sete duplas (D01, D02, D03, D06, D09, D12 e
D14) apresentaram producdes caracteristicas do segundo nivel de Van-Hiele, no
qual, as figuras geométricas sdo consideradas a partir de suas propriedades, como
previsto no item 5.5.3. Na Figura 58 esta ilustrado um exemplo para esse caso, com

a producéo da dupla DO3.

Figura 58 — Retangulo MNPQ construido pela dupla D03
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Fonte: Dados da pesquisa

Pela Figura 58, evidenciamos que D03 construiu o retangulo MNPQ a partir
da construcdo de retas perpendiculares, ndo apresentando dificuldades na

producdo. Além disso, essa dupla fez uso da definicdo do retangulo e de duas
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propriedades: (i) os lados opostos congruentes, (i) os angulos internos opostos
congruentes. Dessa forma, na atividade analisada, a dupla D03 atuou no segundo
nivel de pensamento geométrico vanhieliano.

Identificamos sete duplas de estudantes (D04, D05, D07, D08, D10, D11, D13
e D15) que apresentaram producdo no GeoGebra tipica do primeiro nivel de Van-
Hiele, caracterizado pelo reconhecimento das figuras planas pelo seu aspecto fisico.
No Figura 59, podemos encontrar uma ilustracdo desse fenémeno, com a producgao
da dupla D11.

Figura 59 — Retdngulo MNPQ construido pela dupla D11
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Fonte: Dados da pesquisa

Pela Figura 59, notamos que a dupla D11 construiu o retangulo apenas
considerando sua aparéncia fisica, ndo fazendo referéncia as suas propriedades.
Nesse sentido, na atividade analisada, tal dupla estava trabalhando no primeiro nivel
de pensamento geométrico de Van-Hiele.

Nessa atividade, ndo identificamos duplas que tivessem construido outra

figura que nao se configurasse como sendo um retangulo.
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Em seguida, analisamos as producdes dos estudantes deixadas nas fichas de
atividades, referentes as justificativas acerca da figura construida ser um retangulo,
e evidenciamos que as duplas fizeram uso do aspecto global, da definicdo usual e
de algumas propriedades desse quadrilatero notavel. Além disso, algumas duplas
analisaram o comportamento do retangulo, quando seus pontos eram descolados,
se ele permanecia ou ndo como retangulo.

Duas duplas (D11 e D12) fizeram uso apenas de uma das propriedades do
retangulo ((i) os lados opostos congruentes) em sua justificativa, que é uma
caracteristica do segundo nivel de pensamento geométrico de Van-Hiele: “Porque
tem dois lados paralelos iguais” (D11); “Porgque todos os lados paralelos séo iguais”
(D12).

Trés duplas (D06, D10 e D13) utilizaram somente a definicdo usual da figura
em sua explicacdo: “Porque tem 4 vertices, todos [0s angulos sédo] retos” (D06);
“Porque tem 4 lados e todos seus angulos sdo retos” (D10); “Porque € um
quadrilatero” (D13).

Também, duas duplas (D02 e D04) fizeram referéncia apenas a aparéncia do
retangulo na justificativa, que € uma caracteristica do primeiro nivel vanhieliano: “[...]
para formar um retangulo precisa de dois lados iguais grandes e dois iguais s6 que
pequenos” (D02); “Ele possui quatro lados, dois lados menores com a mesma
medida e dois maiores de medidas iguais” (D04).

Cinco duplas (D01, D03, D07, D09 e D14) usaram tanto a definicdo usual
como um das propriedades do retangulo (i) em suas explicagdes: “E um retangulo
porque cotém 4 angulos retos e seus lados paralelos séo iguais” (D01); “Para isso
vocé tem que colocar 4 angulos retos e todos os lados opostos terem a mesma
medida” (D03); “Porque ele € um poligono quadrilatero, lados opostos iguais e 0s
outros lados opostos iguais também” (D07); “Os angulos tem 90°, os lados opostos
sao iguais” (D09); “Retangulo: como diz o0 nome, “retangulo” que significa todos os
angulos retos. E um poligono que tem seus lados opostos iguais” (D14).

Duas duplas (D05 e DO08) utilizaram a aparéncia e a definicdo do retangulo

nas justificativas: “Porque tem 4 lados 2 maiores e 2 menores e possui 4 angulos de
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90°” (D05); “Porque ele é guadrilatero e possui duas retas paralelas longas e duas
retas paralelas curtas” (D08).

Além disso, seis duplas (D01, D02, D03, D11, D14 e D15) analisaram o
comportamento do retangulo, quando seus pontos eram deslocados: “Criamos 0o
retangulo MNPQ, movemos os pontos e ele continuou um retangulo” (D01); “Ele ndo
permanece um retangulo” (D02); “Nao é possivel, a ndo ser que vocé mova os 4
pontos de modo para ele continuar sendo um retangulo” (D03); “Ele ndo permanece
um retangulo quando movemos os pontos” (D11); “Comecamos a tentar pelo o
poligono regular, mas de todo jeito iria formar um quadrado. procuramos mais
solugdes, como o poligono rigido, e o semideformavel, que chegou perto, mas néo
trouxe uma solucédo. Depois um segmento de comprimento fisico e também fixamos
o poligono, porém ndo encontramos um resultado. Porém, o que chegou bastante
perto foi o poligono rigido que permanece um retangulo” (D14); “Ele vai continuar um
retangulo, pois mesmo movendo ele ndo mudara” (D15)

Ainda nessa atividade analisada, chamamos atencéo para as producdes das
duplas D02, D11 e DO7. A dupla D02 no GeoGebra produziu um retangulo fazendo
uso das suas propriedades, todavia, nas fichas de atividade, ao justificar sua figura
como retangulo, fez referéncia ao seu aspecto global. Enquanto que D11 e D07
construiram o retangulo no GeoGebra a partir de sua aparéncia fisica, mas, nas
fichas de atividade, mencionaram um das propriedades desse quadrilatero notavel.
Esses indicios parecem evidenciar que para a atividade analisada, esses estudantes
estavam trabalhando transicao entre os niveis iniciais de pensamento geométrico de

Van-Hiele.

6.1.3.3 Terceira atividade

A terceira atividade da terceira fase da sequéncia didatica buscou construir
um retangulo a partir de uma de suas diagonais. Tal fato estabelece um conflito nos
estudantes, pois ha certa tendéncia em considerarem a diagonal como um dos seus

lados na construcdo da figura. Primeiramente, a atividade orientou que os alunos
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criassem um segmento de reta RS, e depois um retangulo de forma que RS seja sua
diagonal. Em seguida, eles deveriam mover os pontos R e S e verificar se a figura
continuava sendo um retangulo (caso contrario, deveriam refazer a producéo). No
final da atividade, os estudantes deveriam explicar por que sua figura € um
retangulo.

As possibilidades de resolucéo para essa atividade no GeoGebra segundo 0s
niveis de pensamento geométrico de Van-Hiele foram discutidas no item 5.5.3.

Na analise das construcbes realizadas no GeoGebra pelas duplas,
evidenciamos que quatro delas (D01, D03, D10 e D14) demonstraram o pensamento
geométrico caracteristico do segundo nivel de Van-Hiele, pois em suas produc¢des
fizeram uso das propriedades do retangulo, como ilustrado na Figura 60.

Figura 60 — Retangulo RJSI construido pela dupla D03
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Pela Figura 60, constatamos que a dupla considerou um angulo reto fora do

segmento de reta RS. Nesse sentido, ela construiu uma reta qualquer que passa
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pelo ponto S, e em seguida, tracou a perpendicular a essa reta, passando também
no ponto S. A dupla considerou duas propriedades do retangulo para sua
construcdo: (i) os lados opostos congruentes, (i) os angulos internos opostos
congruentes. Essas evidéncias demonstram que esses estudantes estdo, no item
estudado, atuando no segundo nivel de pensamento geométrico de Van-Hiele.

Aqui destacamos o fato de que a dupla D10, que nessa atividade produziu o
retangulo atuando no segundo nivel de Van-Hiele, enquanto que na atividade
anterior, ela estava trabalhando no primeiro nivel. Tal fenébmeno € um indicio de que
a sequéncia didatica pode ter promovido um avan¢co do pensamento geométrico
desses alunos, para o retangulo.

Averiguamos que oito duplas (D02, D04, D05, D07, D09, D11, D13 e D15)
apresentaram producdes caracteristicas do primeiro nivel de Van-Hiele, isto &,
construiram o retangulo no GeoGebra por meio do aspecto global desse quadrilatero
notavel, desconsiderando suas propriedades. Podemos observar na Figura 61 uma
ilustracédo desse fendmeno (producédo da dupla DO5).

Dessa forma, notamos que a dupla D05 fez uso apenas da aparéncia fisica do
retangulo para construi-lo, assim, ela ndo considerou as propriedades dessa figura
na producdo, o que nos dé& indicios que esses estudantes estdo trabalhando no
primeiro nivel vanhieliano, isso para a atividade analisada. Ainda, identificamos trés
duplas (D06, D08 e D12) que ao invés de produzirem retangulos, construiram
paralelogramos (ndo retangulos). A Figura 62 tem uma ilustracdo para esse caso,
com a producao da dupla DO06.

Nesse segundo caso, podemos analisar que a dupla D06 apresentou
dificuldades em construir um retangulo a partir de sua diagonal, o que pode ter
contribuido para produzir um paralelogramo. Outro aspecto que nos chamou
atencdao foi que essa dupla ativou o recurso da malha quadriculada do GeoGebra, o
que poderia ter ajudado na construcdo do retangulo. Mesmo assim, DO6 criou um
paralelogramo (ndo retangulo). Na atividade anterior, referente ao primeiro
retangulo, essa dupla ndo apresentou dificuldades em construir esse quadrilatero

notavel.



Figura 61 — Retangulo RJSI construido pela dupla D05
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Figura 62 — Paralelogramo (n&o retangulo) considerado como retangulo pela dupla D06
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Tal resultado reforca a necessidade do professor de Matematica realizar um
trabalho mais sistematico, elaborando situagcdes em que os estudantes tenham
contato, por exemplo, com atividades que solicitem a construcdo dos quadrilateros
notaveis a partir de suas diagonais em ambientes de Geometria Dinamica.

Ainda nesse item, ndo identificamos nenhuma dupla utilizando o segmento de
reta RS como lado do retdngulo, como tinhamos antecipado no capitulo anterior. Tal
fato parece mostrar que os estudantes investigados nao apresentam dificuldades em
reconhecer RS como uma diagonal do quadrilatero notavel evidenciado na atividade.

Em um segundo momento, realizamos a analise das justificativas em relacéo
a figura produzida se configurar como um retangulo. Nosso interesse aqui era
verificar se os estudantes mencionavam a aparéncia fisica ou a definicdo usual ou
as propriedades da figura em suas explicacdes.

Trés duplas de estudantes (D11, D12 e D15) fizeram uso apenas de uma das
propriedades (os lados opostos sdo congruentes) do retangulo nas justificativas:
“Porque tem dois lados paralelos iguais” (D11); “Porque tem todos os lados paralelos
iguais” (D12); “Pois os lados opostos sdo iguais” (D15). Aqui chamamos atencao
para as duplas D11 e D15, que na atividade anterior fizeram referéncia apenas ao
gue ocorria com o retangulo, quando seus pontos eram deslocados. Esses indicios
parecem mostrar que houve avango no pensamento geomeétrico desses estudantes,
por meio da sequéncia didatica.

Duas duplas (D06 e D10) fez uso exclusivo da definicdo usual da figura na
explicacéo: “Por causa que ele tem 4 vertices” (D06); “Porque tem 4 angulos retos”
(D10). Observamos apenas uma dupla (D02) utilizando apenas a aparéncia fisica do
retangulo em sua justificativa: “porque tem dois lados iguais grandes e dois
pequenos” (D02).

Duas duplas (D01 e DO03) utilizaram a definicho e uma propriedade do
retangulo: “E um retangulo porque contém 4 angulos retos e seus lados paralelos
sao iguais” (D01); “O Retangulo precisa ter todos os lados opostos iguais e angulos
de 90°. Porém fizemos um quadrado. passamos um tempo pensando: quadrado &

retangulo? Concluimos que sim e fechamos a tarefa” (D03).
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Pelo registro deixado pela dupla D03 na ficha de atividade, notamos que essa
atividade gerou um desequilibrio, possibilitando que estudantes refletissem sobre
sua construcao, e concluissem que um quadrado € um retangulo, pois apresentam
propriedades em comum: (i) lados opostos paralelos congruentes e (ii) angulos
internos opostos congruentes. Para tanto, esses alunos conseguiram estabelecer
uma relagdo entre as propriedades dos dois quadrilateros notéveis, que € uma
caracteristica do terceiro nivel de Van-Hiele, no qual, o aluno consegue realizar a
ordenacdo das propriedades das figuras geométricas. Tal fato representa um
significativo avan¢o no pensamento geomeétrico desses estudantes.

Apenas uma dupla (D05) fez uso da aparéncia e da definicdo da figura na
explicacdo: “Nés fizemos um retangulo a partir da fungéo poligono rigido. Ele tem 4
lados 2 maiores e 2 menores e 4 angulos 90°” (D05).

Seis duplas (D01, D02, D06, D08, D11 e D13) analisaram se o0 retangulo
permanecia (ou ndo) como retangulo, quando seus pontos eram movimentados no
software: “Fizemos o segmento RS e depois construimos um retangulo e RS era a
diagonal. Movemos os pontos RS e a figura continuou um retangulo” (D01); “Nao
continua sendo um retangulo” (D02); “o segmento RS faz com que qualquer
movimento de RS continue sendo um retangulo” (D06); “Usamos s ferramenta
“poligono rigido”, movemos e continuou um retangulo s6 que virado” (D08); “Nao,
pois quando mechemos os pontos deixa de ser um retangulo” (D11); “Porque nos
utilizamos o poligono rigido, entdo ele continua sendo um retangulo” (D13).

Duas duplas (D07 e D14) explicaram como construiram o retangulo: “Usamos
a ferramenta: Poligono Rigido, para fazer um retangulo, depois fizemos o segimento
de reta para fazer RS ser a diagonal do retangulo” (D07); “NGOs tentamos de varios
modos, mas ndo achamos um resultado. Porém o poligono rigido trouxe um bom
resultado” (D14).

6.1.3.4 Quarta atividade
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A guarta atividade da terceira fase da sequéncia didatica teve por finalidade
construir um quadrado a partir da construcdo de circunferéncia e de paralelas e
perpendiculares. Dessa forma, em um primeiro momento, a atividade solicitava que
0s estudantes criassem um segmento de reta MN, e a partir dele, construissem um
quadrado MNPQ. Depois, eles deveriam deslocar os pontos M, N, P e Q e verificar
se a figura permanece um quadrado, caso contrario, deveriam refazer a atividade.
Em um segundo momento, os alunos foram orientados a explicitarem porque a
figura produzida se configurava como um quadrado.

Os percursos de solugcédo para essa atividade no GeoGebra em relacdo aos
niveis vanhielianos podem ser observadas no capitulo V, item 5.5.3.

Analisando as producbes dos estudantes desenvolvidas no software
GeoGebra, notamos que apenas duas duplas de alunos (D03 e D12) apresentaram
0 pensamento geomeétrico tipico do segundo nivel de Van-Hiele, isto €, fizeram uso
das propriedades do quadrado em suas producdes. No entanto, essas duplas ndo
fizeram uso dos conceitos de circunferéncia e de paralelas e perpendiculares. Na
Figura 63 podemos encontrar uma ilustracdo para esse caso (com a dupla D03).

Assim, constatamos que apesar da dupla D03 ndo terem mobilizado os
conceitos de circunferéncia e de paralelas e perpendiculares (trabalhados nas fases
anteriores da sequéncia didatica) conforme antecipado no item 5.5.3, ela fez uso de
duas propriedades do quadrado na construcdo: (i) dois lados opostos paralelos
congruentes e (i) angulos internos opostos congruentes. Tal fato é uma
caracteristica do segundo nivel de pensamento geométrico vanhieliano.

Notamos dez duplas (D01, D04, D05, D07, D09, D10, D11, D13, D14 e D15)
demonstrando o0 pensamento geométrico caracteristico do primeiro nivel de Van-
Hiele, pois fizeram uso apenas do aspecto global do quadrado em suas construcoes.
A Figura 64 apresenta um exemplo desse fenémeno (com DO1).

Nesse segundo caso, verificamos que a dupla DO1 fez uso apenas da
aparéncia fisica do quadrado na construcdo, logo, desconsideraram as propriedades
desse quadrilatero notavel, que corresponde a caracteristica do primeiro nivel de

pensamento geométrico de Van-Hiele.



Figura 63 — Quadrado MNPQ produzido pela dupla D03
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Ainda, identificamos trés duplas (D02, D06 e D08) que construiram retangulos
(ndo quadrados) ao invés de quadrados. Esse dado nos chamou atencdo, pois
dificilmente um estudante que esteja atuando no primeiro nivel de Van-Hiele, que
reconhece as figuras geométricas por meio de sua aparéncia fisica, consideraria um
retangulo (ndo quadrado) como um quadrado, 0 mesmo poderia ser verificado com
um aluno que trabalhe no segundo nivel de Van-Hiele. A Figura 65 ilustra esse caso,
com a producao da dupla DO6.

Por apresentarem propriedades em comum, todo quadrado pode ser
considerado com um retangulo, mas o inverso nem sempre pode proceder. Nesse
sentido, um retangulo que ndo tenha todos os lados congruentes entre si (com a
mesma medida dos comprimentos dos seus lados), mesmo que ele apresente
angulos internos opostos congruentes e diagonais que se cortam ao meio, ndo pode

ser considerado como um quadrado.

_ Figura 65 — Quadrado MNPQ produzido pela dupla D06
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Como observado na Figura 65, apesar da facilidade que a malha quadriculada
no GeoGebra poderia proporcionar na construcéo, a dupla construiu um retangulo
(n&o quadrado) como um quadrado, o que reforca a necessidade de um trabalho
sistematico pelo professor de Matematica, de forma que essas dificuldades sejam
superadas.

Em seguida, analisamos as explicagdes dos estudantes registradas nas fichas
de atividade, nas quais, deveriam justificar por que sua producdo é um quadrado.
Novamente, buscamos evidenciar se os alunos se referiam ao aspecto global ou a
definicdo ou as propriedades do quadrilatero notavel abordado na atividade.

Apenas uma dupla de alunos (D04) fez referéncia a uma das propriedades do
quadrado em sua construgédo: “Movendo da forma correta fica com 4 lados iguais e
paralelos” (D04). Essa dupla percebeu que quando os pontos do quadrado séo
deslocados, ele (o quadrado) continua com quatro lados paralelos iguais, que é uma
das propriedades desse quadrilatero notavel.

Aqui chamamos atencéo para o fato de que no GeoGebra, D04 construiu o
quadrado a partir do seu aspecto global. Todavia, ao justificar sua construcao, a
dupla fez referéncia a uma das propriedades do quadrilatero notavel. Essas
evidéncias indicam que esses alunos estdo atuando na transi¢cdo dos niveis iniciais
de pensamento geométrico de Van-Hiele, isso para a atividade analisada.

Treze duplas (D01, D02, D03, D05, D06, D07, D08, D09, D11, D12, D13, D14
e D15) mencionaram a definicdo usual do quadrado em suas justificativas: “E um
guadrado porque todos os lados sao iguais e tém 4 angulos retos” (D01); “Porque o0s
quatro lados séo iguais” (D02); “A nossa producdo é um quadrado porque tém
angulos de 90° e todos os lados de comprimento igual” (D03); “Porque tem 4 lados
iguais da mesma forma e tem 4 angulos de 90°” (D05); “Porque ela tem 4 lados, 4
vertices” (D06); “Porque ele tem 4 lados iguais e € um poligono” (D07); “Porque tem
guatro lados iguais” (D08); “Porque os quatro lados sao iguais e apresentam angulos
de 90°” (D09); “Porque tem todos lados iguais” (D11); “Porque todos os seus lados

sao iguais” (D12); “Porque todos os lados sdo iguais” (D13); “Quadrado: € um
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poligono onde tem todos os 4 lados iguais, e todos os angulos retos” (D14); “Pois
tem os 4 lados iguais” (D15).

Mais uma vez, chamamos atencao para as justificativas das duplas D02, D06
e D08 que construiram um retangulo (ndo quadrado) ao invés de um quadrado no
ambiente do GeoGebra. As explicacbes de D02 e D08 apresentam elementos da
definicdo usual do quadrado, enquanto que a justificativa de D06 pode ser utilizada
como definicdo mais geral para os quadrilateros notaveis.

Nessa atividade, ndo foram identificadas duplas fazendo uso da aparéncia
global do quadrado em suas justificativas, que pode representar um avanco no
pensamento geométrico desses estudantes.

Além disso, seis duplas (D01, D02, D06, D10, D11 e D14) observaram se a
figura construida permanecia quadrado (ou n&o), quando seus pontos eram
movimentados: “Criamos o quadrado MNPQ, movemos 0s pontos e continuou um
guadrado” (D01); “Nao permanece” (D02); “qualquer movimento de qualquer vértice
ele se matém sendo um quadrado” (D06); “Quando movemos vértices a figura
continua um quadrado” (D10); “Quando movemos permanece um quadrado” (D11);
“ApOs a construcdo de um segmento M e N, para produzir um quadrado MNPQ, que
permaneca um quadrado quando movemos os veértices fizemos um poligono regular,

usando o segmento” (D14).

6.1.3.5 Quinta atividade

A quinta atividade da terceira fase da sequéncia didatica teve por objetivo
produzir um quadrado a partir da utilizagcdo das propriedades das suas diagonais.
Nesse sentido, os estudantes deveriam mobilizar os conceitos de mediatriz,
perpendicularidade e circunferéncia.

Inicialmente, a atividade pediu que os alunos produzissem um segmento de
reta MN, e depois, um quadrado MONA, de forma que MN seja a diagonal desse
quadrado. Em seguida, eles deveriam deslocar os vértices do quadrado, analisar se

a figura permanecia como um quadrado, e caso negativo, deveria refazer a
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producdo. Por fim, a atividade questionava os estudantes acerca do que se pode
afirmar da construcéo.

No item 5.5.3 dessa dissertacdo, podemos encontrar as possibilidades de
resposta a serem realizadas pelos estudantes para essa atividade no software
GeoGebra, no primeiro nivel e no segundo nivel de Van-Hiele.

Analisando as constru¢gbes dos estudantes desenvolvidas no GeoGebra,
percebemos que nenhuma dupla fez o quadrado a partir das propriedades desse
quadrilatero notavel, ndo evidenciando, assim, estudantes atuando no segundo nivel
de pensamento geométrico de Van-Hiele.

Identificamos uma dupla (D07) fazendo uso da definicdo usual do quadrado

em sua producdo, como podemos verificar na Figura 66.

B

7 CO54f.ggh ==
Arquivo Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
b Janela de Algebra b Janela de Visualizacio
Ndmero
distanciaAN = 6 M Mo=6
distanciaBC =6 2y
Ponto
@ A={1,-3)

Figura 66 — Quadrado MONA produzido pela dupla DO7
DEEE R NEEE -
@ M={1,3)

L@ N={T,3)
L@ 0=(1,3)
Quadrilatero
® poi1=36 AM=6 ¢ NO=6
Segmento a
@ a=849
L@ a,=6

800

=
g

ane
oo
X1

[
i@ TextoAC ="MO = 6" b
- @ TextoAN="AN=6" A m N
; AN=6

@ TextoBC="NO=6"
@ TextoDA="AM=6"

Entrada: ki)

Fonte: Dados da pesquisa

Pela Figura 66, notamos que a dupla considerou um dos elementos da

definicdo usual do quadrado na solucdo, que consiste no aspecto de que esse
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quadrilatero notavel possui todos os lados iguais entre si. Além disso, ela fez uso da
malha quadriculada do GeoGebra que a auxiliou na criacéo da figura.

Doze duplas (D01, D02, D03, D04, D05, D06, D08, D10, D11, D12, D14 e
D15) apresentaram 0 pensamento geométrico caracteristico do primeiro nivel
vanhieliano, isto €, fizeram uso apenas da aparéncia fisica do quadrado em sua
producdo. Desse total, nove duplas (D01, D02, D04, D08, D10, D11, D12, D14 e
D15) construiram o quadrado como previsto no item 5.5.3, e trés duplas (D03, D05 e
D06) apresentaram outro tipo de solucdo, na qual, estabeleceram a diagonal do
quadrado a partir de uma reta que passa por dois vértices opostos.

As figuras a seguir apresentam uma ilustracdo para esses dois casos
mencionados. Dessa forma, na Figura 67 temos um exemplo de uma dupla (D02),
que construiu o quadrado conforme previsto no item 5.5.3, e na Figura 68
encontramos também uma ilustracéo da construcdo de uma dupla (D06), que obteve

a diagonal por meio de uma reta que corta dois vértices opostos do quadrado.

Figura 67 — Quadrado MONA produzido pela dupla D02
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Figura 68 — Quadrado MONA produzido pela dupla D06
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Fonte: Dados da pesquisa

Aqui chamamos atengédo para as duplas D02, D06 e D08 que na primeira
atividade referente a construcdo de um quadrado, produziram retangulos ao invés de
quadrados. Todavia, na segunda atividade elas construiram quadrados por meio do
aspecto global da figura, o que da indicios de que essas duplas avancaram em seu
pensamento geométrico em relacdo a atividade anterior.

Ainda, verificamos que duas duplas (D09 e D13) fizeram retangulos ao invés
de quadrados, como ilustrado na Figura 69 com a producdo da dupla D13. Esse
dado nos chama atencdo, pois em relacdo a atividade anterior, essas duplas
demonstraram o pensamento geométrico do primeiro nivel de Van-Hiele, isto é,
produziram o quadrado a partir da aparéncia fisica.

Em um segundo momento da analise da atividade, verificamos as
justificativas das duplas deixadas nas fichas de atividades, referentes ao que os

estudantes poderiam afirmar sobre sua producéo.
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Figura 69 — Retangulo MONA considerado quadrado pela dupla D13
7 CO5if.ggh felo=s)
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Nesse sentido, notamos que cinco duplas de alunos (D01, D06, D07, D09 e
D15) fizeram referéncia a definicdo usual do quadrado em suas justificativas: “E um
guadrado, pois, ele tém todos os lados iguais e 4 angulos retos” (D01); “Que um
quadrado ele s6 precisa ser quadrilatero, seus lados serem todos retos e ter 4
vértices” (D06); “E um quadrado, porque tem 4 lados iguais e é um poligono” (D07);
“E um quadrado, ambos os lados sdo paralelos” (D09); “Por ter todos os lados
iguais” (D15). E importante lembrarmos que D09 construiu um retangulo ao invés de
um quadrado no ambiente do GeoGebra.

Uma dupla (D08) estabeleceu uma importante relagéo entre o quadrado e os
triangulos equilateros: “Que é um quadrado definitivo feito por dois tridngulos
equilateros” (D08).

Nessa atividade, ndo observamos estudantes fazendo uso das propriedades e
do aspecto global do quadrado em suas explicacoes.
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Onze duplas (D01, D02, D03, D04, D05, D10, D11, D12, D13, D14 e D15)
analisaram o que ocorria com a figura, quando seus vértices eram deslocados,
centrando-se em observar se ela (a figura) deixava de ser quadrado (ou n&o):
“Criamos o quadrado MONA e o segmento MN era sua diagonal. Movemos o0s
vértices e ele continuou um quadrado” (D01); “N&o continua sendo um quadrado.
Porgque ao mover os vértices de quadrado pode formar vérias figuras” (D02); “Ao
mexermos, ele continua quadrado” (D03); “Novamente movendo de forma correta
fica o quadrado MONA” (D04); “Ao mover 1 veértice do quadrado, toda a figura se
movimenta, seu tamanho se altera, e inclusive a reta se move” (D05); “Ele continua
um quadrado quando movemos os vértices M e A, porém quando tentamos mover
os vértices O e N ele ndo se move” (D10); “Que permanece um quadrado. mas
guando mechemos os vértices OM ON NA AM, o vértice ndo meche. Quando
mechemos o0 segmento NM, o vértice meche mas continua um quadrado” (D11);
“Mesmo movendo 0s vértices conseguimos obter o mesmo resultado com outras
medidas” (D12); “Que a opcao poligono rigido s6 altera a posi¢cdo, mas nao muda os
lados” (D13); “Ao fazermos um poligono regular, sendo um quadrado, e tracamos
um segmento na diagonal, nos pontos M e N, assim ao movermos o poligono ele

permanecera um quadrado” (D14); “mesmo movendo continuara quadrado” (D15).

6.1.3.6 Sexta atividade

A sexta atividade da terceira fase da sequéncia didatica teve por finalidade
construir um quadrado a partir das relagbes das propriedades das diagonais desse
quadrilatero notavel. Desse modo, primeiramente, a atividade orientou que 0s
estudantes construissem os pontos R e C, e em seguida, o quadrado ROSA, de
forma que R fosse um dos seus vértices e C 0 seu centro. Depois, eles deveriam
mover os Vértices do quadrado, analisar e registrar se a figura permanecia um
quadrado, e em caso contrario, deveriam reiniciar a construcao.

As possibilidades de solucdo no que se refere os niveis de Van-Hiele para

essa atividade no GeoGebra podem ser verificadas no item 5.5.3 desse texto.
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Agora, analisando as construcdes realizadas pelas duplas de estudantes no
GeoGebra, observamos que nenhuma das duplas demostrou explicitamente que
estabeleceu as relacdes das propriedades das diagonais do quadrado, isto é, que
elas sdo perpendiculares, congruentes e se cortam no centro do quadrado (que € o
ponto médio das diagonais).

Uma dupla (D12) fez uso da definicdo usual do quadrado em sua produgéo,
como podemos observar na figura 70.

Figura 70 — Quadrado ROSA construido pela dupla D12
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Fonte: Dados da pesquisa

Como verificado na Figura 70, a dupla D12 considerou um dos elementos da
definicdo usual do quadrado em sua construcdo: o quadrado possui todos os lados
iguais.

Nas produgdes, doze duplas (D01, D02, D03, D04, D06, D07, D09, D10, D11,
D13, D14 e D15) demonstraram o pensamento geométrico do primeiro nivel de Van-

Hiele, pois construiram o quadrado considerando seu aspecto global (Figura 71).
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Figura 71 — Quadrado ROSA construido pela dupla D10
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O gue nos chamou atencéo na producdo de D10 foi que essa dupla construiu
um quadrado em formato ndo padréo, diferentemente das demais duplas, que
fizeram quadrados prototipicos. Tal fendmeno representa uma importante autonomia
em relacdo as figuras em posic¢ao prototipica.

Também, encontramos uma dupla (D05) que construiu um retangulo (ndo
guadrado) ao invés de um quadrado (Figura 72), e uma dupla (D08) que produziu
um trapézio (Figura 73). Esses resultados reforcam a necessidade de um trabalho
sistematico em sala de aula, de forma que essas dificuldades apresentadas pelos
estudantes sejam superadas por meio da Geometria Dinamica.

Ao analisarmos os registros das duplas de alunos nas fichas de atividades,
verificamos que elas centraram-se em verificar se a figura continuava quadrado (ou
nao), e ainda se o ponto C continuava (ou ndo) no centro do quadrado, quando 0s

vértices eram deslocados.



Figura 72 — Retangulo ROSA considerado quadrado pela dupla D05
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Figura 73 — Trapézio ROSA considerado quadrado pela dupla D08
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Onze duplas (D01, D03, D04, D05, D06, D07, D10, D11, D12, D14 e D15)
observaram gque a figura permanecia quadrado quando seus vértices eram movidos:
“Criamos os pontos R e C e consideramos o quadrado ROSA, de modo que R era
um vértice e C era o centro. Movemos 0s vértices e continuou um quadrado.
podemos afirmar que C continua sendo o centro” (D01); “O quadrado continua um
guadrado e C continua no centro” (D03); “Movendo de uma forma correta continua a
figura [um quadrado]” (D04); “Quando movemos o quadrado, a partir do ponto “O”
ele se movimenta ao redor do ponto “P”, mas quando mexemos o0 ponto “R”, o
guadrado se move normalmente” (D05); “Nds tentamos uma primeira vez que nao
deu certo mas nos fizemos uma segunda tentativa e ele de certo usamos a
ferramenta poligono regular e quando movemos um ponto 0S outros se mover para
continuar um quadrado” (D06); “Permanece um quadrado, mas o ponto C nao fica
no seu centro e a distancia de R para C, O para C, S para C e A para C se alteram”
(D0O7); “Que o ponto C continua sendo o0 seu centro e permanece um quadrado”
(D10); “Que continua um quadrado. os vértices ndo mechem. Os pontos S e A néao
mechem, mas 0s outros sim, porém a figura continua um quadrado” (D11); “Que,
apesar dos movimentos, a figura permanece um quadrado” (D12); “Ao produzirmos
um poligono regular, em forma de quadrado, ROSA, e colocarmo o ponto C no
centro, assim quando movemos 0s veértices o poligono permanece um quadrado,
mas o ponto C permanece no mesmo lugar onde foi posto” (D14); “Que movendo ou
nao continuara um quadrado com o centro C” (D15).

Trés duplas (D02, D09 e D13) perceberam que a figura deixava de ser um
guadrado, quando seus vértices eram deslocados, provavelmente, porque nao
utilizaram o recurso “Poligono” do GeoGebra: “Ao mover os pontos, o quadrado
pode virar qualquer figura” (D02); “Vai deixar de ser quadrado e o ponto C deixa de
ser o centro” (D09); “Que o ponto C néo fica no centro” (D13).

Além disso, uma dupla (D08) analisou apenas o comportamento do ponto C,
verificando que ele saiu do quadrado, quando os vértices foram descolados: “O
ponto C sai do quadrado, por causa que ndo tem alguma ligacdo existente com o

quadrado” (D08). Tal fato deve ter ocorrido, provavelmente, porque essa dupla
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construiu inicialmente o quadrado (com o recurso “Poligono”), e depois, criou o

ponto C (com o recurso “Ponto”).

6.1.3.7 Sétima atividade

A sétima atividade da terceira fase da sequéncia didatica buscou construir um
losango a partir de dois de seus vértices opostos, sendo necessario o emprego das
propriedades das diagonais do losango. Nesse sentido, a atividade pediu,
inicialmente, que os estudantes criassem dois pontos T e C, e em seguida, outros
dois pontos | e A, de forma que TICA seja um losango. ApGs a construcao desse
losango, os alunos deveriam mover 0s seus pontos e analisar se a figura
permanecia sendo um losango. Caso contrario, deveriam refazer a construcdo. A
atividade ainda orientava que os estudantes deveriam justificar por que a figura
permanecia como losango, quando seus vértices eram deslocados, e também por
que sua figura era um losango.

No item 5.5.3 dessa dissertacdo, podemos consultar as possibilidade de
resolucdo para essa atividade no GeoGebra, em relacao a teoria de Van-Hiele.

Em um primeiro momento, realizando a analise das produc¢des das duplas de
alunos desenvolvidas no mencionado software, verificamos que nenhuma dupla da
turma investigada construiu o losango por meio de suas propriedades, que € uma
caracteristica do segundo nivel de pensamento geométrico de Van-Hiele.

Cinco duplas (D01, D05, D10, D12 e D14) fizeram uso da definicdo usual do
losango em sua construcdo. Na Figura 74 podemos encontrar uma ilustragcao para
esse caso, com a producédo da dupla DO1.

Pela producdo, podemos perceber que D01 fez uso da definicdo usual do
losango, compreendida com uma figura que apresenta todos os lados de medidas
iguais (congruentes entre si).

Nove duplas (D02, D03, D04, D06, D08, D09, D11, D13 e D15) demostraram
0 pensamento geomeétrico tipico do primeiro nivel vanhieliano, porque construiram o

losango a partir de sua aparéncia fisica, como exemplificado na Figura 75.
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Figura 74 — Losango TICA construido pela dupla D01
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Figura 75 — Losango TICA construido pela dupla D13
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Pela Figura 75, percebemos que D13 construiu um losango em desacordo
com a definicdo usual desse quadrilatero notavel, pois os lados da figura produzida
ndo sdo iguais entre si. Além disso, a propriedade do losango de que os lados
opostos sdo congruentes também néo se verifica na producéo.

Ainda, identificamos uma dupla (D0O7) que ao invés de um losango, produziu

um paralelogramo (n&o losango), como ilustrado na Figura 76.

Figura 76 — Paralelogramo TICA considerado losango pela dupla D07 _
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Apesar da facilidade com a malha quadriculada no GeoGebra, que poderia
ajudar na construcado do losango, DO7 acabou produzindo um paralelogramo, que
nao se configura como um losango, pois os lados nédo sao congruentes entre si.

Em um segundo momento, analisamos as justificativas dos estudantes,
guando questionados se a figura construida permanecia como um losango ao ter
seus pontos deslocados, e ainda por que a figura se configurava como um losango.

Uma dupla (D09) fez referéncia apenas a propriedade de um tipo de losango,

demostrando, assim, o pensamento geométrico do segundo nivel de Van-Hiele:
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“Tem dois angulos agudos e dois obtusos” (D09). No entanto, na constru¢cdo no
GeoGebra, essa dupla produziu um losango a partir de seu aspecto global, que é
uma caracteristica do primeiro nivel vanhieliano. Esses indicios evidenciam que para
a atividade analisada, D03 estava atuando na transicdo entre os dois niveis.

Uma dupla (D02) parece ter estabelecido a relacdo entre as propriedades do
losango e do quadrado, que € uma caracteristica do terceiro nivel de Van-Hiele:
“porque um losangulo é um quadrado” (D02). Aqui chamamos atencédo para o fato
de que apenas um tipo de losango, com angulos de medidas iguais, é considerado
um quadrado.

Logo, os losangos com angulos obtusos e agudos ndo se configuram como
um quadrado. Todavia, todo quadrado é losango.

Outra dupla (D14) também demonstrou 0 pensamento geomeétrico
caracteristico do terceiro nivel de Van-Hiele, no qual, ocorre a ordenacdo das
propriedades das figuras geométricas: “Ele permanece um losango, pois um
quadrado é um losango, um retangulo e um quadrado ao mesmo tempo. Um
quadrado é um losango, mas um losango ndo é obrigatoriamente um quadrado.
losango: um poligono diverso que pode ter angulos diversos com 4 lados” (D14).
Pela justificativa apresentada por D14, observamos que essa dupla conseguiu
perceber que o losango e o quadrado apresentam propriedades em comum, O
mesmo pode ser verificado com o retangulo e o quadrado. Esses dados mostram
gue esses estudantes avancaram significativamente em seu pensamento geométrico
por meio da sequéncia didatica.

Trés duplas (D06, DO7 e D12) mencionaram somente a definicdo usual do
losango em suas explicagdes: “Sim porque um losango ele tem 4 lados iguais, tem 4
vértices e todos os seus lados séo retos” (D06); “Possui 4 lados e € um poligono”
(D0O7); “Todos seus lados sao iguais” (D12). Aqui chamamos atencado para o fato de
qgue nas producdes desenvolvidas no GeoGebra, D06 fez o losango a partir de sua
aparéncia fisica, D07 construiu um paralelogramo (ndo losango) e D12 construiu um

losango com base em sua definicdo usual.
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Seis duplas (D01, D03, D05, D10, D11 e D13) se basearam na definicdo e em
uma das propriedades do losango, caracterizando o segundo nivel de pensamento
geométrico de Van-Hiele: “Porque ainda era um quadrilatero com os lados iguais e,
no minimo, 2 angulos iguais” (DO1); “E um losango pois tem angulos de 90° e lados
de medida igual” (D03); “Sim. Pois ele continua tendo 4 lados e possui 2 angulos
agudos e 2 obtusos” (D05); “A figura € um losango porque todos os seus lados sao
iguais e seus angulos opostos sao iguais e ndo sao retos” (D10); “Sim. Porque tem 4
angulos de 90° e todos os lados iguais” (D11); “Porque € um quadrilatero de lados
iguais, mas angulos diferentes” (D13).

Nesse caso, D03 e D11 em suas produ¢cbes mencionaram o losango com
angulos de medidas iguais (que também é um quadrado), enquanto que as demais
duplas referendaram o losango com angulos nao retos (ndo quadrado).

E importante destacar que no GeoGebra, D03, D11 e D13 construiram o
losango a partir da aparéncia global da figura, enquanto D01, D05 e D10 apelaram
pela sua definicdo. Esses indicios parecem mostrar que essas duplas estavam
trabalhando na transicédo dos niveis iniciais, no periodo da pesquisa, para a atividade
verificada.

Das oito duplas de alunos que fizeram referéncia ao comportamento da figura,
guando seus pontos eram descolados, sete (D01, D02, D04, D06, D07, D13 e D15)
perceberam que a figura continuava um losango: “Fizemos o losango TICA e
movemos seus pontos e ele continuou um losango” (D01), “[ao] se mover 0s quatro
pontos continua um losangulo” (D02), “movendo de uma forma correta para
continuar a figura continua um losango” (D04), “guando nos mechemos no losango
ele continua normal” (D06), “Sim. Pois se movermos a figura continua com 4 lados e
um poligono” (D07), “Sim. Porque noés utilizamos a opc¢éo poligono rigido” (D13),
“Sim. Pois mesmo se os forem movidos o0s pontos continua um losango, sendo
diferente” (D15); e uma dupla (D09) verificou que a figura deixava de ser um
losango: “ele deixa de ser um losangulo” (D09).

6.1.3.8 Oitava atividade
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A oitava atividade da terceira fase da sequéncia didatica teve por objetivo
construir um losango a partir da congruéncia de seus lados, mobilizando também a
ideia de circunferéncia. Nesse sentido, inicialmente, a atividade solicitou que o0s
estudantes estabelecessem uma reta a e dois pontos G e A, fora dessa reta. Em
seguida, eles deveriam construir o losango GABI, de forma que o ponto | esteja
sobre a reta a. A atividade pediu ainda que os estudantes movessem 0s pontos da
figura, analisando se ela (a figura) permanecia um losango, e em caso negativo,
deveriam refazer a construcdo. Por fim, os estudantes deveriam explicar como
produziram o losango.

Podemos observar as possibilidades de resposta para essa atividade no
GeoGebra acerca dos niveis vanhielianos no capitulo V desse trabalho, item 5.5.3.

Analisando as producbes dos estudantes realizadas no GeoGebra,
evidenciamos que apenas uma dupla (D04) de alunos demostrou na construgédo o
pensamento geométrico caracteristico do segundo nivel de Van-Hiele, isto é,
fazendo uso das propriedades das diagonais do losango (que cortam-se ao meio e
sdo perpendiculares entre si). No entanto, essa dupla construiu o losango GBAI, ao
invés do GABI, para isso, apresentou um tipo de solucao diferente do que tinhamos
antecipado no capitulo V para esse nivel de pensamento geométrico, pois D04 nao
fez uso da nocdo de circunferéncia, mas sim o uso do paralelismo e do
perpendicularismo (Figura 77).

Em sua construgdo no software, apds estabelecer a reta a por meio do
recurso “Reta”, D04 cria os pontos G e A, com o recurso “Reflexdao em Relagéo a
uma Reta”, que constréi dois pontos a partir de dada uma reta, sendo que esses
pontos ficam a mesma distancia em relacdo a essa reta. Logo, se tragcarmos um
segmento de reta GA, poderiamos verificar que a reta a corta GA no seu ponto
médio, estabelecendo ainda a relacdo de perpendicularidade.

Em seguida, com o recurso “Reta”, a dupla tragou duas retas, sendo a

primeira passando entre o ponto G e o ponto | (na reta a), e a segunda entre A e I.
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Nesse momento da construcdo, os estudantes consideraram a congruéncia dos

lados do losango, assim, os segmentos de reta Gl e Al sdo congruentes entre si.

Figura 77 — Losango GBAI construido pela dupla D04
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Fonte: Dados da pesquisa

Por meio do recurso “Reta Paralela”, D04 construiu uma reta paralela ao
segmento de reta Gl, passando por A e B (na reta a), e em seguida, tragcou outra
reta paralela ao segmento de reta Al, passando entre B e G. Os segmentos de reta
GB e BA também s&o congruentes entre si e com Gl e Al (GB=BA=AI=GI). O
resultado dessas construcdes foi 0 losango GBAI.

Na atividade anterior, também referente a construcdo de um losango, D04
produziu um losango a partir de sua aparéncia global, dessa forma, notamos que
essa dupla avancou significativamente em seu pensamento geométrico por meio da

sequéncia didatica.
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Quatro duplas (D01, D10, D12 e D14) fizeram uso da definicdo usual do
losango em sua constru¢cdo, como podemos observar na Figura 78, com a producao
da dupla D14.

Figura 78 — Losango GABI construido pela dupla D14
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Fonte: Dados da pesquisa

Pela Figura 78, notamos que D14 fez uso da definicdo do losango em sua
construcdo, compreendendo-o como uma figura que possui todos os lados
congruentes entre si. Na atividade anterior, essas duplas também apelaram a
definicdo usual do losango na construcéao.

Oito duplas (D02, D03, D06, D07, D09, D11, D13 e D15) se basearam apenas
no aspecto global da figura para construir o losango GABI, que € uma caracteristica
do primeiro nivel vanhieliano. Na Figura 79, encontramos uma ilustracdo para esse
caso, com a producao da dupla D09. Em comparagdo com a Atividade 07, entre
essas duplas, apenas D07 que nao fez uso da aparéncia fisica usual do losango em

sua construcdo, pois produziu um paralelogramo (ndo losango). Entdo, esses
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indicios parecem mostrar que essa dupla avancou em seu pensamento geometrico

(comparando suas produgfes nas duas atividades referentes a construgdo de um

losango).
_ Figura 79 — Losango GABI construido pela dupla D09
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Fonte: Dados da pesquisa

Além disso, identificamos duas duplas (D05 e D08) que produziram outros
tipos de quadrilateros notaveis que ndo se configuram como losangos. D05 construiu
um paralelogramo (Figura 80) e D08 fez um trapezoide (Figura 81).

Na atividade anterior, DO5 construiu um losango a partir de sua definicao
usual, enquanto que D08 construiu um losango com base em sua aparéncia global.

Agora, analisando as explicagcdes das duplas de estudantes referentes ao
modo como produziram o losango, constatamos que dez duplas (D01, D03, D05,
D08, D09, D10, D12, D13, D14 e D15) inicialmente construiram a reta a, na qual,
tracaram o ponto |, e em seguida, por meio do recurso “Poligono Regular” ou do
recurso “Poligono” estabeleceram o losango GABI: “Fizemos uma reta e 0s pontos

G e A fora dela. Fizemos um losangulo GABI, de maneira que o ponto | estava sobre
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a reta, colocando a reta em posicao diagonal” (D01); “Foi facil. Fizemos a reta e 0s
pontos. Depois fizemos um poligono rigido” (D03); “NOs criamos a reta “a” e la

criamos o ponto “I” e depois fizemos um poligono rigido a partir desse ponto e no

poligono, colocamos os pontos G, A e B, de forma que obtemos um losango com o

ponto | na reta * (D05); “Criando a reta a, colocando o ponto | nessa reta, e
posicionamos os pontos formando um losango” (D08); “Utilizamos a reta como apoio
para os pontos | e B e utilizamos a ferramenta de poligono” (D09); “Construir
fazendo 1 reta e depois os poligonos” (D10); “Fizemos a reta a passando pelos
pontos B e |, depois fizemos o lango GABI” (D12); “Nés utilizamos a opcéo poligono
rigido” (D13); “Fizemos uma reta, e colocamos o ponto | na reta, e fizemos um
lozango GABI, de modo que ele seja regular” (D14); “Apenas ligamos os pontos até

formar um losango” (D15).

Figura 80 — Paralelogramo GABI considerado losango pela dupla D05
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Figura 81 — Trapezoide GABI considerado losango pela dupla D08
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Fonte: Dados da pesquisa

Trés duplas (D02, D06 e D07) disseram que estabeleceram primeiramente o
losango, para em depois tracar a reta a: “Primeiro criamos os pontos, logo ap6s
usamos o poligono e depois fizemos a reta” (D02); “Nés usamos a ferramenta
poligono regular e criamos 2 pontos que seria GA e automaticamente se criou mas 2
pontos que foram o que nds fizemos a reta no caso BI” (D06);“Selecionamos:
poligono rigido. Fizemos o losango, e depois fizemos a reta “a” (D07).

Esses registros apresentam que nenhuma dessas treze duplas mencionou
que fez uso das propriedades das diagonais do losango, nem das nocdes de
circunferéncia, de perpendicularismo e de paralelismo.

Além disso, cinco duplas registraram o comportamento da figura, quando
seus pontos eram deslocados. Desse total, quatro (D01, D02, D11 e D14)
verificaram que a figura continua losango, provavelmente por terem utilizado o
recurso “Poligono Rigido” do GeoGebra: “Movemos os pontos e a figura continuou
um lésangulo” (D01), “Permanece, mas ao mover o ponto “I” a reta “a” também se

move” (D02), “A figura permanece um losangulo” (D11), “E assim ele permanece um



183

losango em gquando movemos seus vértices” (D14); e uma dupla (D10) observou o
contrario, que a figura ndo permanece losango, possivelmente, por ter trabalhado
com o recurso “Poligono”: “Que quando movemos os pontos | e B eles continuam na

reta, porém nao continuam sendo um losango” (D10).

6.2 Analise do pré-teste e do pds-teste

Como ja mencionado anteriormente, para analisar como 0s estudantes
avancaram (ou ndo) nos niveis de pensamento geomeétrico por meio da sequéncia
didatica, aplicamos um pré-teste e um pds-teste. O teste buscou identificar os niveis
de pensamento geométrico em que se encontram os participantes do estudo, antes
e apos a aplicacdo da sequéncia didatica. Entre um teste e outro, houve um intervalo
de 101 dias, que equivale a pouco mais de trés meses. A seguir, apresentamos 0s
resultados referentes aos cinco itens do teste.

6.2.1 Primeira questao

No primeiro item pediu-se aos estudantes que construissem um retangulo, e
em seguida, uma figura diferente de um retangulo (em um primeiro momento). Os
estudantes deveriam explicitar suas producdes por escrito (em um segundo
momento). Aqui estavamos interessados em analisar as estratégias utilizadas por
eles para realizar a diferenciagdo entre suas construgcbes. Na Tabela 1 séo

apresentados o0s quadrilateros notaveis produzidos pelos alunos como “nao

retangulos”, no pré-teste e no pos-teste.

Tabela 1 — Figuras geométricas consideradas como “nao retangulo”

FIGURAS PRE-TESTE POS-TESTE
Trapézio 3% 27%
Paralelogramo 3% 7%
Losango 13% 13%
Quadrado 81% 53%

Fonte: Dados da pesquisa
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Pela tabela, em relacdo ao pré-teste, podemos constatar que, da mesma
forma como na pesquisa de Camara dos Santos (2001), o quadrilatero notavel mais
escolhido como um “né&o retangulo” pela maior parte dos estudantes foi o quadrado,
sendo construido por 81% dos participantes no nosso estudo, ou seja, quatro
quintos do total ndo reconheceram o quadrado como um retangulo.

Esse fenbmeno pode ter ocorrido, provavelmente, pois o quadrado e o
retdngulo (padréo) apresentam diferencas em suas aparéncias fisicas, caracteristica
essa tipica do primeiro nivel de Van-Hiele. No pds-teste, esse indice caiu para 53%,
ou seja, menos de trés quintos do total de participantes, 0 que representa um
avango no pensamento geomeétrico em relagdo ao teste anterior.

Em seguida, o quadrilatero notavel mais frequente como um “nédo retangulo”,
ocupando o segundo lugar, foi o losango. Isso foi observado em 13% dos alunos,
tanto no pré-teste como no pos-teste, todavia, em Camara dos Santos (2001), o
losango s6 apareceu no pos-teste. Nesse caso, a opcao pelo losango parece ser
uma tentativa desses alunos buscarem caracteristicas proprias da figura, como
mecanismo para distinguir esses dois quadrilateros notaveis.

Em terceiro lugar, o trapézio foi considerado como um nao retangulo por 3%
dos estudantes no pré-teste, e por 27% no pds-teste. Novamente, parece que 0s
estudantes procuram por caracteristicas intrinsecas ao quadrilatero notavel, bem
como de suas propriedades como uma forma de promover a distincdo. Essa € uma
tendéncia propria do segundo nivel de Van-Hiele. Por fim, em quarto lugar, o
paralelogramo foi escolhido no pré-teste por 3%, e no pds-teste por 7%.

Nesse primeiro momento do item analisado, ao realizamos uma comparacao
entre os resultados produzidos pelo pré-teste e pelo pos-teste, constatamos uma
relevante melhoria do desempenho por parte dos estudantes, ap0s a aplicacdo da
sequéncia didatica.

Na andlise das justificativas dos estudantes referentes as suas producoes,
categorizamos as respostas em trés classes: a) pragmatica, quando o estudante
menciona a aparéncia fisica ou formato da figura em sua resposta; b) aplicativa, na

qual, a definicdo usual da figura é utilizada como justificativa; c) relacional, quando o
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aluno cita as propriedades das figuras produzidas. Como ja dito anteriormente, essa
categoria foi elaborada por Camara dos Santos (2001).

Inicialmente, realizamos a categorizacdo das respostas relacionadas a
primeira construcdo, isto €, a partir da categoria anunciada, analisamos o0s
argumentos dos estudantes para explicarem o motivo da figura ser um retangulo. A

Tabela 2 exibe a classificacdo para o pré-teste e para o pos-teste.

Tabela 2 — Categorizacao das respostas referentes a primeira construcéo

CLASSES PRE-TESTE POS-TESTE
Pragmatica 64% 20%
Aplicativa 23% 43%
Relacional 13% 37%

Fonte: Dados da pesquisa.

Pela Tabela 2, observamos que no pré-teste, 64% dos estudantes estavam
no nivel pragmatico, ou seja, mais de trés quintos do total fizeram referéncia apenas
a aparéncia da figura, que é uma caracteristica do primeiro nivel vanhieliano. Tal
indice caiu para 20% no pos-teste. Uma ilustracdo da esfera pragmatica esta

apresentada nas Figuras 82.

Figuras 82 — Justificativas dos alunos A06 e A20 sobre a primeira figura na esfera
pragmatica (pré-teste e pos-teste).
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Fonte: Dados da pesquisa.

Pela Figura 82a, observamos que o aluno A06 no pré-teste, em sua
resposta, faz referéncia a folha de papel, argumentando que o retangulo lembra o
formato de uma folha de papel. J& na Figura 82b, constatamos que o estudante A20
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no pos-teste, faz mencdo aos tamanhos dos lados do retangulo, apontando que ha
lados grandes e pequenos, logo, também justifica sua producdo por meio da
aparéncia da figura. Aqui fica evidente que, no item analisado, esses alunos estao
trabalhando no primeiro nivel de Van-Hiele, no qual, o estudante reconhece as
figuras geométricas a partir dos seus aspectos globais.

Ainda no pré-teste identificamos 23% dos participantes atuando no nivel
aplicativo, fazendo uso da definicdo do quadrilatero notavel, e 13% no nivel
relacional, baseando-se nas propriedades da figura, que corresponde ao segundo
nivel de Van-Hiele. No pés-teste, esses indices apresentaram crescimento, sendo
43% no nivel aplicativo e 37% no nivel relacional. A seguir, podemos observar dois

exemplos para essas classes nas Figuras 83 e 84.

Figuras 83 — Justificativas dos alunos A08 e AO1 sobre a primeira figura na esfera aplicativa
(pré-teste e pOs-teste)
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Fonte: Dados da pesquisa

Na Figura 83a, evidenciamos que no pré-teste, o aluno A08 afirmou que sua
figura € um retangulo, pois apresenta quatro angulos retos, que medem 90°, fazendo
uso da definicdo usual do retangulo, como podemos observar no tépico 3.5.1.3
dessa dissertacdo. O mesmo pode ser verificado na explicagcdo do aluno A0l no

pos-teste (Figura 83b). Nesse item analisado, como os alunos néo fazem referéncia
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as propriedades das figuras, logo, ainda ndo alcancaram o segundo nivel

vanhieliano.

Figuras 84 — Justificativas dos alunos A12 e A28 sobre a primeira figura na esfera relacional
(pré-teste e pos-teste)
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Fonte: Dados da pesquisa.

Constatamos, pelas Figuras 84a e 84b, que os estudantes Al2 e A28
explicam que a figura desenhada é um retangulo, porque possui lados opostos
congruentes. Tal aspecto € uma das propriedades do retangulo, como pudemos
observar no item 3.5.1.3 desse trabalho. Dessa forma, evidentemente esses
estudantes estdo atuando no segundo nivel de Van-Hiele, que é caracterizado pelo
reconhecimento das figuras geométricas por meio de suas propriedades.

Até aqui, notamos que ha um consideravel avanco no pensamento
geométrico dos estudantes provocado pela sequéncia didatica, pois se no pré-teste,
mais da metade da turma fez referéncia a aparéncia do retadngulo na justificativa, isto
€, uma grande quantidade de estudantes situados no primeiro nivel de Van-Hiele, e
no pos-teste, houve uma reducéo consideravel desse numero de alunos atuando
nesse nivel.

Além disso, ocorreu crescimento dos indices das classes aplicativa e
relacional, o que significa que no pds-teste houve mais estudantes mencionando a
definicdo usual e as propriedades do retangulo em suas respostas. Esse fato
representa um importante progresso na aprendizagem dos estudantes, pois segundo
Van-Hiele (1957), o aluno que é capaz de reconhecer as figuras geométricas por

meio de suas propriedades pode ter alcancado o segundo nivel de sua teoria. Logo,
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no pos-teste, evidenciamos um crescimento do percentual de estudantes
trabalhando no segundo nivel vanhieliano.

Posteriormente, categorizamos as justificativas dos estudantes em relacao a
segunda figura produzida (o “ndo retangulo”). A Tabela 3 apresenta essa

categorizacao.

Tabela 3 — Categorizacdo das respostas referentes a segunda constru¢ao

CLASSES PRE-TESTE POS-TESTE
Pragmética 17% 0
Aplicativa 76% 7%
Relacional 7% 23%

Fonte: Dados da pesquisa

Evidenciamos pela Tabela 3 que no pré-teste havia 17% na classe
pragmatica, 77% (quase quatro quintos) na aplicativa, e 7% na relacional. No poés-
teste, encontramos novamente 76% dos alunos trabalhando na classe aplicativa, e
23% na relacional. Além disso, ndo identificamos alunos situados na classe
pragmatica. Algumas ilustracfes dessas classes estdo apresentadas nas Figuras 85,
86 e 87.

Figura 85 — Justificativa do aluno A06 sobre a segunda figura na classe pragmatica (apenas
pré-teste)
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Fonte: Dados da pesquisa.

Apesar do estudante A06 ter produzido um trapézio com um “ndo-retangulo”,
em sua justificativa, demonstrada na figura acima, ele se referenda em um trapézio

de circo, mencionando, nesse caso, a aparéncia desse instrumento como meio de
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diferenciacéo. Entdo, no item estudado do pré-teste, tal aluno atuou no primeiro nivel

de Van-Hiele.

Figuras 86 — Justificativas dos alunos A03 e A19 referentes a segunda figura na classe
aplicativa (pré-teste e pos-teste)
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Fonte: Dados da pesquisa.

O aluno A03 construiu um quadrado como um “ndo-retangulo”, e sua
justificativa apresentada pela Figura 86a, podemos verificar que ele argumentou que
0 quadrado ndo é um retangulo, pois possui todos os lados iguais. Aqui é evidente
que esse aluno faz uso da definicdo usual de quadrado (rever item 3.5.1.4) como
mecanismo de distincdo entre suas figuras produzidas. Tal fenbmeno também
ocorreu no caso do aluno A19, no pos-teste (Figura 86b). Diante disso, esses alunos

ainda nao alcancaram o segundo nivel vanhieliano nesse item investigado.

Figuras 87 — Justificativas dos alunos A16 e A22 acerca da segunda figura na classe
relacional (pré-teste e pds-teste)
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Fonte: Dados da pesquisa.
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O aluno A16 construiu um losango como um “ndo retangulo” no pré-teste, e
em sua resposta (Figura 88a), explicou que sua figura ndo € um retangulo, pois nao
possui quatro angulos retos, mas sim, dois angulos agudos e dois angulos obtusos.
Notamos aqui que esse aluno faz referéncia a uma propriedade existente para
alguns tipos de losangos, logo, ha outros tipos de losangos que ndo apresentam
essa propriedade. O quadrado, por exemplo, que € um tipo especial de losango,
apresenta todos os angulos internos retos, sendo também um tipo especial de
retangulo. Diante disso, apesar de A16 ter mencionado as propriedades de alguns
tipos de losango nesse item, ele ainda ndo alcancou o segundo nivel de Van-Hiele,
entdo, estaria atuando na transi¢cao entre os niveis iniciais vanhielianos.

No caso do segundo aluno no pos-teste, A22 produziu um trapézio isésceles,
explicitando, como pode ser observado na Figura 88b, que esse quadrilatero notavel
diverge do retangulo por ndo possuir quatro angulos retos e ainda porque nem todos
0s seus lados opostos sao paralelos. No item 3.5.1.1 desse texto, podemos concluir
que essas propriedades sao validas para esse tipo de trapézio. Assim, verificamos
que A22 atingiu o segundo nivel de Van-Hiele, para o item analisado.

Esses dados também mostram que o0s alunos avancaram em seus
pensamentos geométricos por meio da sequéncia didatica, porque ha uma
consideravel reducdo de alunos trabalhando na esfera pragmética (que apresenta
caracteristicas do primeiro nivel de Van-Hiele), uma estabilidade no indice da esfera
aplicativa e um crescimento na esfera relacional (que apresenta evidéncias do
segundo nivel vanhieliano). Nesse sentido, h&d estudantes que alcancaram o
segundo nivel de Van-Hiele, e outros estudantes que avancaram no proprio primeiro
nivel, ficando bem préximos de atingir o nivel seguinte.

Em relacdo a pesquisa de Camara dos Santos (2001), observamos algumas
diferencas referentes aos nossos dados. Por exemplo, esse pesquisador nao
identificou nenhum estudante atuando no nivel relacional durante o pré-teste.
Enquanto que no poés-teste, ele ndo encontrou nenhum estudante no nivel
pragmatico. Em nosso estudo, ndo observamos alunos trabalhando nesse mesmo

nivel apenas na segunda producdo. Além disso, da mesma forma como no estudo
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desse pesquisador, identificamos alunos na transicdo entre os dois niveis de
pensamento geométrico investigados.

Conforme previsto no Capitulo V deste trabalho, tanto no pré-teste como no
poOs-teste, 0s estudantes construiram quadrados, losangos, paralelogramos e
trapézios e os consideraram como “ndo retangulos”, fazendo referéncia a aparéncia
dessas figuras, bem como as suas propriedades. Sendo que no pds-teste, houve
uma reducédo de nimero de alunos utilizando o aspecto global nas explicagbes, e um
aumento da quantidade de alunos aplicando as propriedades. Assim, fica evidente
gue os alunos avancaram entre 0s niveis iniciais de pensamento geométrico.

Ainda, ndo foram identificados alunos construindo retangulos em posicao
“ndo prototipica”, circunferéncias e poligonos com cinco ou mais lados como “ndo
retangulos” no pré-teste e no pos-teste.

Para tornar a andlise desse item mais completa sobre o primeiro item dos
testes, elaboramos mais trés quadros que apresentam a relacdo dos estudantes,
com base nas suas producdes. Nesse sentido, no Quadro 10, é possivel
observarmos quais os alunos que construiram, por exemplo, um quadrado no pré-

teste e no pos-teste.

Quadro 10 — Relacdo dos alunos e suas respectivas producdes no pré-teste e no pos-teste

Figuras Pré-teste Pés-teste
Trapézio A06 A03, A05, A07, A09, A10,

A22, A24, A26
Paralelogramo Al4 A01, Al4

Losango

AO01, A08, A13, Al6

A04, A08, A13, Al6

Quadrado

A02, A03, A04, A05, AO7,
A09, A10, All, Al12, Al5,
Al7, A18, A19, A20, A21,
A22, A23, A24, A25, A26,
A27, A28, A29, A30

A02, A06, All, Al2, Al5,
Al7, Al18, A19, A20, A21,
A23, A25, A27, A28, A29,
A30

Fonte: Dados da pesquisa.

Pelo Quadro 10, evidenciamos que dos 24 estudantes que construiram um
qguadrado no pré-teste, 08 produziram trapézios e 01 elaborou um losango no pos-

teste. Como ja tinhamos mencionado anteriormente, esses dados nos mostram que
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parecer existir uma tendéncia em buscar caracteristicas proprias das figuras como
um meio de diferenciagéo.

Dos 04 estudantes que fizeram losangos no pré-teste, 01 desenhou um
paralelogramo no pos-teste. Ainda, houve um aluno (A06) que no pré-teste construiu
um trapézio, mas, no pos-teste, produziu um quadrado. Esse caso nao se trata de
uma regressdo de pensamento geométrico, mas, de um avango dentro do préprio
primeiro nivel, pois como vimos anteriormente (Figura 93), em sua justificativa no
pré-teste, A0O6 fez uso da aparéncia de um trapézio de circo, enquanto que no pos-

teste, ele menciona a definicdo usual do quadrado, como estd ilustrado na Figura 88.

Figura 88 — Justificativa do aluno A06 sobre a segunda figura no pés-teste

A de seu colega ndo € um retangulo:

-, s 2 7

Lyt LD NP
m;’_ In econde 2
Aqca. Maﬁh_ﬁm

7.

Aluno A06 (pOs-teste)

Fonte: Dados da pesquisa.

O Quadro 11 apresenta a relacdo dos alunos, considerando suas respostas a

primeira figura construida.

Quadro 11 — Relacgéo dos alunos organizada segundo o tipo de resposta referente a primeira
construcao

Esferas Pré-teste Pds-teste

Pragmatica A01, A02, A03, A04, A05, | Al18, Al9, A20, A21, A30
A06, A07, A13, Al8, Al9,
A20, A21, A23, A24, A25,

A27, A28, A29, A30

Aplicativa A08, A09, A10, Al4, Al6, A01, A02, A03, A07, A0S,

Al7, A26 All, Al4, A15, A16, A23,
A24, A25, A27
Relacional | All, A12, A5, A22 A04, A05, A06, A09, A1,
Al12, A13, A17, A22, A26,
A28

Fonte: Dados da pesquisa.
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Observamos pelo Quadro 11 que dos 19 estudantes que estavam na esfera
pragmatica no pré-teste, 08 passaram para a esfera aplicativa e 05 para a esfera
relacional no pés-teste. Dos 07 alunos situados na esfera aplicativa no pré-teste, 04
ficaram na esfera relacional no pos-teste. Ainda, dos 04 estudantes que estavam na
esfera relacional no pré-teste, 02 (A1l e Al5) passaram para a aplicativa no pos-
teste. Lembremos que All e Al5 produziram apenas quadrados nos dois testes,
logo, permanecem no primeiro nivel de Van-Hiele.

Tendo em vista as justificativas para o segundo quadrilatero notavel

produzido, temos no Quadro 12 a relacao dos estudantes participantes.

Quadro 12 — Relac¢do dos alunos organizada segundo o tipo de resposta referente a
segunda construcdo

Esferas Pré-teste Pés-teste
Pragmatica A04, A06, A26, A29, | -
A30

Aplicativa A01, A02, A03, AO05, | A0, A02. A03, A04, A05,
A07, A09, A10, All, | A06, A07, All, Al2, Al3,
Al2, Al13, Al4, AI15, | Al4, Al5, Al7, Al8, Al9,
Al7, Al18, Al19, A20, | A20, A21, A23, A24, A25,
A21, A22, A23, A24, | A27, A28, A30

A25, A27, A28
Relacional A08, A16 A08, A09, A10, Al6, A22,
A26, A29

Fonte: Dados da pesquisa

Analisando o Quadro 12, podemos notar que dos 05 estudantes que estavam
na classe pragmatica no pré-teste, 03 situaram-se na classe aplicativa e 02 na
relacional, no pos-teste. Além disso, dos 23 alunos localizados na classe aplicativa
no pré-teste, 3 (A09, A10 e A22) avancaram para a classe relacional no pés-teste.
Destacamos que no pré-teste esses alunos construiram quadrados, enquanto que
no pos-teste, produziram trapézios. Tal fato ocorreu, pois A09, A10 e A22 fizeram
uso das propriedades do trapézio em sua resposta, demonstrando assim, que
progrediram do primeiro nivel para o segundo nivel de Van-Hiele, por meio da
sequéncia didatica, na atividade analisada.

No caso dos alunos All e Al5, eles permaneceram na esfera aplicativa, logo,

na questado analisada, ndo avancaram para o segundo nivel de Van-Hiele.
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6.2.2 Segunda questéao

No segundo item foram apresentados aos estudantes onze quadrilateros
notaveis de diferentes formas e de diversas posi¢des. A atividade compreendeu em
classificar essas figuras em diferentes familias de quadrilateros, como esta ilustrado

na Figura 89.

Figura 89 — Quadrilateros utilizados no segundo item no teste
\ A / / / c
/ B /
N
D /\ /F >

E

_—\ /G/
-

AN

Fonte: CAMARA DOS SANTOS, 2009, p.207.

Nesse sentido, os alunos foram orientados a organizarem as figuras a partir
das seguintes categorias: retangulos, trapézios, quadrilateros, quadrados,
paralelogramos e losangos.

Nesse item, buscamos verificar se 0s alunos conseguiriam considerar as
figuras geométricas a partir de grupos de familia, durante a categorizacdo. Na
Tabela 4 estéo ilustradas as figuras consideras como retangulos pelos alunos no

pré-teste e pos-teste.
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Tabela 4 — Figuras geométricas consideradas como retangulos
FIGURAS PRE-TESTE POS-TESTE

B % 3%
C 3% 23%
D 90% 100%
E 3% 20%
F 80% 93%
G 3% 0

H 13% 3%
J 87% 93%

Fonte: Dados da pesquisa

Pela tabela, observamos que a maioria dos alunos conseguiu reconhecer o
retangulo em sua forma prototipica, que geralmente é trabalhada em sala de aula no
ensino basico, sendo evidenciado em 87% dos participantes no pré-teste e em 93%
no poés-teste. No caso dos retangulos em posicdo ndo prototipica, ocorreu uma
pequena reducdo do indice no pré-teste em comparacdo aos demais retangulos, isto
€, 85% dos alunos reconheceram-no como retangulos, enquanto que no pos-teste,
houve um crescimento desse indice, sendo constatado em 97% dos alunos. E
importante destacar que o0s retangulos em formato nao prototipico ndo sao
comumente explorados na escola.

Dessa forma, no caso do reconhecimento dos retangulos, realizando uma
comparacao entre os dois testes, observamos um crescimento no indice, isto €, no
poOs-teste houve mais estudantes reconhecendo o retangulo do que no pré-teste, o
que nos da indicio de que houve um avanco no pensamento geométrico dos
estudantes.

Os paralelogramos também foram considerados como retangulos,
apresentando frequéncias de 8% no pré-teste e 2% no pos-teste. Tal fato pode
ocorrer, porque o paralelogramo e o retadngulo apresentam aparéncias fisicas em
comum, além de possuirem propriedades comuns. No caso do losango, ele foi
considerado como retangulo por 3% dos participantes no pré-teste, sendo que no
pos-teste, houve um crescimento desse indice, passando para 20% da turma
investigada. Esse crescimento no indice dos losangos também pode representar um

avanco no pensamento geométrico dos estudantes.
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O quadrado foi reconhecido como retangulo no pré-teste por apenas 3% dos
estudantes. No pés-teste, esse indice apresentou um crescimento consideravel,
alcancando 23% do total de participantes. Aqui também h& evidéncias de avancos
no pensamento geométrico desses estudantes. Tal resultado diverge do estudo de
Camara dos Santos (2001), que evidenciou nenhum aluno considerando o quadrado
como retangulo no pré-teste e no pos-teste. Além disso, tanto no pré-teste como no
pés-teste, nenhum aluno reconheceu os trapézios como retangulos.

No que refere a classificacdo no grupo dos trapézios, observamos que 90%
dos alunos participantes conseguiram reconhecer o0s trapézios em diferentes
posicdes no pré-teste. No pos-teste esse indice subiu para 96%. Tal crescimento
nesse indice pode ser um indicativo de que os estudantes avancaram em seu
pensamento geométrico. Os paralelogramos em diversos formatos também foram
identificados como trapézios, sendo observado por 3% dos alunos no pré-teste e por
7% no poés-teste. Esse fenbmeno parece ter ocorrido, pois para os estudantes esses
dois tipos de quadrilateros notaveis possuem aparentemente lados “tortos”. Na

Tabela 5 estdo apresentados os quadrilateros notaveis identificados como trapézios.

Tabela 5 — Figuras geométricas consideradas como trapézios
FIGURAS PRE-TESTE POS-TESTE

A 90% 97%
B 3% 7%
G 3% 7%
H 3% 7%
I 90% 93%
L 90% 97%

Fonte: Dados da pesquisa

Em relacdo & categorizagcdo das figuras geométricas na familia dos
quadrilateros, notamos que a maioria dos estudantes conseguiu reconhecer as onze
figuras como quadrilateros, tanto no pré-teste (em média 75%) como no poés-teste
(79%). Nesse sentido, fica evidente que ha um crescimento do niumero de alunos
que realizaram tal classificagdo, 0 que pode representar um avangco em seu
pensamento geométrico. A Tabela 6 contém as figuras geométricas consideradas

como quadrilateros pelos estudantes tanto no pré-teste como no pos-teste.
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Tabela 6 — Figuras geométricas consideradas como quadrilateros
FIGURAS PRE-TESTE POS-TESTE

A 60% 67%
B 70% 7%
C 80% 90%
D 80% 87%
E 80% 87%
F 80% 90%
G 73% 7%
H 67% 73%
I 80% 73%
J 80% 83%
L 60% 63%

Fonte: Dados da pesquisa

Pela tabela, observamos que os paralelogramos foram identificados como
quadrilateros por 70% dos estudantes no pré-teste, sendo que no pds-teste, esse
namero subiu para 76%. Os trapézios foram reconhecidos como quadrilateros por
67% dos participantes no pré-teste e por 68% no pos-teste. Os quadrados (em forma
prototipica) foram considerados por 80% no pré-teste e por 90% no pdés-teste. Os
losangos (em posicao prototipica) foram identificados por 80% no pré-teste e por
87% no pos-teste. Os retangulos foram reconhecidos por 80% dos alunos no preé-
teste e por 82% no poés-teste. Esses dados mostram que houve crescimento dos
indices para todas as figuras fornecidas classificadas como quadrilateros, o que
parece fornecer evidéncias avancos no pensamento geométrico dos estudantes.

Em seguida, ocorreu a classificacdo dos onze quadrilateros na familia dos
quadrados. Foi possivel observamos que o quadrado em posi¢cao prototipica foi
considerado como quadrado por 93% da turma no pré-teste e por 97% no poés-teste.
O losango (quadrado) em formato prototipico foi reconhecido como quadrado por
67% dos estudantes no pré-teste e por 70% no pds-teste. Aqui, tanto no caso do
reconhecimento do quadrado como do losango, observamos crescimentos dos
indices, o0 que pode evidenciar que 0s alunos avancaram em Seu pensamento
geométrico. Além disso, o paralelogramo em posicdo similar ao losango padréo foi
identificado por 3% do total de participantes tanto no pré-teste como no pés-teste.
Na Tabela 7, podemos verificar as figuras geométricas reconhecidas como

quadrados pela turma no pré-teste e no pos-teste.
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Tabela 7 — Figuras geométricas consideradas como quadrados
FIGURAS PRE-TESTE POS-TESTE

C 93% 97%
E 67% 70%
F 3% 3%

Fonte: Dados da pesquisa

Dando continuidade, a turma categorizou as figuras geométricas na classe
dos paralelogramos. Verificamos que os paralelogramos foram reconhecidos por
73% dos alunos no pré-teste e por 83% no poés-teste. O losango padréo foi
considerado como paralelogramo por 20% dos participantes no pré-teste e por 17%
no pés-teste. O quadrado em posicdo prototipica foi identificado como paralelogramo
por 20% dos estudantes no pré-teste e no poés-teste. Os retangulos foram
reconhecidos no pré-teste por 23% e no poés-teste por 24%. Tais dados parecem
confirmar que houve um avanco no pensamento geomeétrico desses estudantes.
Além disso, os trapézios foram identificados como paralelogramos por 7% da turma
no pré-teste e por 8% no poés-teste. Esse resultado parece ocorrer, pois o trapézio e
o paralelogramo apresentam lados tortos, o que pode levar os estudantes a
considerar o trapézio como um paralelogramo. Na Tabela 8, observamos os

quadrilateros notaveis considerados como paralelogramos.

Tabela 8 — Figuras geométricas consideradas como paralelogramos
FIGURAS PRE-TESTE = POS-TESTE

A 7% 10%
B 7% 87%
C 20% 20%
D 20% 23%
E 20% 17%
F 27% 27%
G 67% 80%
H 7% 83%
I 7% 7%

J 23% 20%
L 7% 7%

Fonte: Dados da pesquisa

Por fim, os estudantes classificaram as figuras geométricas no grupo dos
losangos. O losango (na posicéo prototipica) foi identificado por 67% da turma no

pré-teste e por 80% no pos-teste. O quadrado padréo foi reconhecido como losango
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por 13% no pré-teste e por 27% no pos-teste. Camara dos Santos (2001) verificou
em sua pesquisa que 3% dos estudantes reconheceram o quadrado como sendo um
losango no pré-teste, sendo que no poés-teste 33% dos alunos conseguiram realizar
essa identificacdo. Em ambos o0s casos, 0s estudantes parecem demostrar um
importante avan¢co em seu pensamento geométrico, tendo em vista que, em geral,
na sala de aula de Matematica, o losango € abordado na posi¢ao prototipica, isto é,
0s seus lados ndo estdo paralelos as bordas da folha de papel. Tal aspecto pode
dificultar o reconhecimento do quadrado como losango por parte dos estudantes.

O retangulo em posicdo inclinada (posicionamento similar ao do losango
padréao) foi considerado losango por 3% no pré-teste e por 17% no poés-teste. Os
demais retangulos foram identificados como losangos apenas no poés-teste por 3%
do total.

Os paralelogramos (ndo losangos) foram reconhecidos como losangos por
12% no pré-teste e por 17% no pos-teste. Esse fendmeno também foi observado por
Camara dos Santos (2001) tanto no pré-teste como no pés-teste. No pré-teste, o
pesquisador verificou 25% dos estudantes considerando os paralelogramos (néao
losangos) como sendo losangos, todavia, no pés-teste esse indice caiu para 8%. Em
ambos 0s casos, parece que 0s estudantes apresentam uma compreensao de
losangos como um tipo de retangulos “tortos”.

Além disso, os trapézios ndo foram considerados losangos tanto no pré-teste
como no poés-teste. Na Tabela 9, podemos observar as figuras geométricas

consideradas como losangos pelos estudantes nos testes.

Tabela 9 — Figuras geométricas consideradas como losangos
FIGURAS PRE-TESTE POS-TESTE

B 7% 13%
C 13% 27%
D - 3%

E 67% 80%
F 3% 17%
G 23% 27%
H 7% 13%
J - 3%

Fonte: Dados da pesquisa
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Em relacdo as nossas previsbes de possiveis respostas aos testes
mencionadas no capitulo V dessa dissertacdo, observamos aproximacdes nas
producbes dos estudantes, tanto para o primeiro nivel (Quadro 09) como para o
segundo nivel (Quadro 08) de pensamento geométrico de Van-Hiele.

Como exemplo, podemos mencionar os alunos Al5 e A25, que no pré-teste
apresentaram uma resposta bem proxima da nossa.

No pré-teste os alunos A15 e A25 ndo reconheceram o quadrado como sendo
um losango, e também né&o consideraram o losango padrdo como um quadrado.
Essas evidéncias parecem mostrar que os alunos estavam no primeiro nivel de Van-
Hiele. Todavia, no pés-teste, esses mesmos alunos demostraram avangos no seu
pensamento geométrico em relacdo ao seu desempenho no pré-teste, como Al5
que considerou o quadrado como sendo um losango, o que nao foi verificado no preé-
teste. Tal fato representa um significativo avanco no pensamento geométrico desse
estudante.

No entanto, nos dois testes, esse estudante nédo reconheceu os quadrados e
os losangos como retangulos, e também nao identificou os retangulos, os losangos e
os quadrados como sendo paralelogramos. Nesse sentido, ha evidéncias de que
Al15 nado alcangou o segundo nivel de Van-Hiele, todavia, avancou dentro do
primeiro nivel, ficando mais préximo de alcancar o nivel de pensamento geométrico
seguinte, isso para a questao analisada nos testes.

O aluno A25 também apresentou importante avanco em seu pensamento
geométrico no pos-teste. No pdOs-teste, ele reconheceu o losango padrdo como um
quadrado (0 que ndo ocorreu no pré-teste), apesar de nao ter considerado o
quadrado como um losango. Ele ainda identificou os trapézios como quadrilateros (o
gue nado ocorreu no pré-teste). Dessa forma, esses dados evidenciam que, no item
analisado, A25 também n&o conseguiu alcancar o segundo nivel vanhieliano,
todavia, avancou dentro do primeiro nivel.

O Aluno A01 também apresentou no pré-teste uma resposta proxima daquela
que tinhamos previsto para o primeiro nivel de Van-Hiele, sendo o Unico diferencial,

o fato de ele ter incluido o quadrado, o losango e os retangulos na familia dos



201

paralelogramos. No poés-teste, sua resposta se aproxima de nossa previsdo para o
segundo nivel vanhieliano, o que evidencia que houve avan¢go em seu pensamento
geométrico. Observamos que A0l reconheceu o losango como quadrado, no
entanto, o inverso ainda ndo ocorreu (ele ndo reconheceu o quadrado como
losango). No pés-teste, o aluno identificou o quadrado e losango (em posicoes
prototipicas) como retangulos, mas, iSSo hdo ocorreu no pré-teste.

Nos dois testes, AO1 considerou o0 quadrado e o losango como
paralelogramos, todavia, ndo reconheceu o0s paralelogramos padroes como
paralelogramos. Dessa forma, os dados parecem mostrar que A0l avangou dentro
do primeiro nivel, ficando bem préximo de alcancar o segundo nivel de pensamento
geométrico de Van-Hiele.

Outros participantes do estudo que demonstraram avancos em seu
pensamento geométrico foram os estudantes A03, A06, Al4, A23, A24, A26 e A29.
No item analisado, esses alunos ainda ndo conseguiram alcancar o segundo nivel
de Van-Hiele, todavia, progrediram significativamente dentro do primeiro nivel,
ficando proximos de atingirem o nivel seguinte de pensamento geométrico.

O aluno A03 reconheceu os paralelogramos como retangulos no pré-teste, no
entanto, no poés-teste, isso ndo foi evidenciado. No poés-teste, ele considerou os
quadrados e os losangos como retangulos (isso néo foi constatado no pré-teste). No
pré-teste, AO3 identificou os quadrados, os losangos e o0s retangulos como
paralelogramos (0 que nao ocorreu no pos-teste). Além disso, no pos-teste,
reconheceu os quadrados como losangos e os losangos como quadrados (o0 que
nao foi notado no pré-teste). Esses dados apresentam indicios de que esse
estudante avancou em seu pensamento geometrico.

O aluno A06, por sua vez, reconheceu o losango como quadrado no pos-
teste, sendo que isso ndo foi verificado no pré-teste, demonstrando, assim,
progresso em seu pensamento geometrico.

O estudante Al4 no poés-teste considerou o quadrado e o losango como
retangulos, porém, esses aspectos ndo foram verificados no pré-teste, demostrando

gue houve avango no seu pensamento geometrico.
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O aluno A23 tanto no pré-teste como no pés-teste reconheceu o quadrado
como losango e o losango como quadrado. Além disso, no pré-teste, ele considerou
apenas um tipo de retangulo na classe dos quadrilateros; no pos-teste, ele ampliou
para outros tipos, excluindo apenas os trapézios. Assim, ha evidéncias de que A23
progrediu em seu pensamento geometrico.

Por sua vez, o aluno A24 no pGs-teste considerou o losango e o quadrado
como retangulos, e também reconheceu o quadrado como losango. No pré-teste,
esse fenbmeno nao foi verificado. Todavia, nos dois testes, ele ndo conseguiu
reconhecer o0s quadrados, o0s losangos e o0s retangulos na classe dos
paralelogramos. Logo, esses dados demostram que A24 avangou em seu
pensamento geométrico, mas que ele ainda ndo atingiu o segundo de pensamento
geomeétrico de Van-Hiele.

Por fim, os estudantes A26 e A29 reconheceram o quadrado como sendo um
losango no pés-teste, todavia, no pré-teste isso ndo ocorreu, o que pode representar
significativo avan¢co no pensamento geométrico desses alunos. Porém, A26 e A29
ainda ndo conseguiram reconhecer o quadrado e losango como retangulos, e
também néo identificaram os retangulos, os quadrados e os losangos na familia dos
paralelogramos, evidenciando que eles ainda ndo atingiram o segundo nivel
vanhieliano, mas progrediram dentro do primeiro nivel.

E importante destacar que houve alguns estudantes, em média de 33% do
total de participantes, que ndo demonstraram nesse item que avancaram em Seu
pensamento geométrico, pois apresentaram a mesma resposta nos dois testes,
como é o caso, por exemplo, do Aluno A02.

Além disso, observamos que tanto no pré-teste como no pés-teste, A02
reconheceu os retangulos (figuras D, F e J), os trapézios (figuras A, I, L) e os
quadrilateros (todas as figuras). O estudante considerou o quadrado padrdo e o
losango (quadrado) na classe dos quadrados. Ele ainda identificou o losango
(quadrado) como sendo um losango, excluido desse grupo, o quadrado padréo.

Além disso, identificou os paralelogramos (figuras B, G e H). Nesse item analisado,
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ndo € possivel afirmar se o estudante avancou em seu pensamento geométrico,

tendo em vista que apresentou a mesma producgao para os dois testes.

6.2.3 Terceira questao

No terceiro item, os estudantes foram orientados a produzirem dois
quadrados diferentes. O objetivo com essa questdo foi identificar os critérios
utilizados pelos alunos na diferenciacéo entre as figuras.

Como primeiro resultado, todos os estudantes escolheram o quadrado para a
primeira figura no pré-teste e no pés-teste. Aqui fica evidente que os estudantes ndo
apresentam grandes dificuldades em reconhecer um quadrado, seja pela sua
aparéncia fisica, seja pelas suas propriedades. Na Tabela 10 apresentamos o0s
quadrilateros notaveis considerados pelos estudantes para a segunda figura, nos

dois testes.

Tabela 10 — Quadrilateros notaveis escolhidos para a segunda figura pelos estudantes no
pré-teste e no pbs-teste

FIGURAS PRE-TESTE POS-TESTE
Quadrado 60% 53%
Losango 30% 47%
Retangulo 7% -
Paralelogramo 3% -

Fonte: Dados da pesquisa

Pela Tabela 10, verificamos que no pré-teste a maioria dos estudantes
pesquisados, em média 60%, diferenciaram as duas producdes apenas pelo
tamanho das figuras, ou seja, produziram dois quadrados de tamanhos diferentes.
Todavia, no pré-teste esse indice reduziu para 53%. As evidéncias parecem mostrar
gue houve um avanco no pensamento geométrico desses estudantes, contribuindo
com a reducdo do indice.

Esses primeiros resultados do item sao diferentes da pesquisa de Camara
dos Santos (2001), que observou que a porcentagem de estudantes que realizaram
a diferenciacdo entre as duas figuras somente pelo seu tamanho foi diminuida de

48% (no pré-teste) para 31% (pos-teste).
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O losango foi reconhecido como um quadrado diferente da forma padréo por
30% dos estudantes no pré-teste, e por 47% no poés-teste. Esses dados parecem
mostrar que houve avan¢o no pensamento geométrico dos estudantes, é notério o
crescimento do numero de alunos diferenciando as duas figuras (quadrado e
losango) pela sua posicao na folha de papel, evidenciando uma relevante autonomia
no que se refere as figuras prototipicas.

Em comparacdo com o estudo de Camara dos Santos (2001), notamos
algumas diferencas. Em nosso estudo, no pré-teste havia um em cada trés
estudantes diferenciando as duas construcdes pela posicdo na folha de papel,
enquanto que em Camara dos Santos havia um em cada cinco alunos. Todavia, nos
dois estudos, foi notado que no pos-teste aproximadamente a metade dos
participantes foi capaz de realizar essa diferenciacao.

No pré-teste, o retangulo foi escolhido como sendo um quadrado por 7% e o
paralelogramo por 3%. Porém, no pos-teste nenhum estudante apresentou tais
escolhas. Tal fenbmeno parece demostrar um avango no pensamento geométrico
desses estudantes.

Como base no que tinhamos previsto no Capitulo V desta dissertacdo, nos
testes, os alunos escolheram quadrados, losangos, retangulos e o paralelogramo
como segunda figura no item, fazendo referéncia ao aspecto global das figuras, e
também, de suas propriedades.

No pOs-teste ficou evidente o crescimento do numero de estudantes
buscando caracteristicas intrinsecas do losango como meio de diferenciagdo com o
qguadrado. Desse modo, ha indicios de que eles (os alunos) progrediram em seu
pensamento geométrico.

E importante destacar que nao verificamos estudantes escolhendo trapézios
como segunda figura tanto no pré-teste como no poés-teste.

Agora, para refinar a analise desse item, elaboramos um quadro que mostra a
lista dos alunos investigados, de acordo com suas construgfes. Dessa forma, no
Quadro 13, podemos verificar quais os estudantes que, por exemplo, escolheram o

losango como segunda figura tanto no pré-teste como no poés-teste.
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Quadro 13 — Relacdo dos estudantes e suas respectivas constru¢des no pré-teste e no pos-

teste
Figuras Pré-teste Pés-teste
Quadrado AO0l1l, AO02, AO03, | A01, A02, A07,

A06, AO07, AO08, | A08, A09, A1l0,
Al10, A11, A12, | All, A12, A15,
A15, Al7, A18, | Al7, A20, A22,
A20, A22, A23, | A27, A28, A29,

A25, A28, A30 A30
Losango A05, Al13, A16, | A03, A04, AO05,
A19, A21, A24, | A06, Al3, Al4,
A26, A27, A29 Al6, Al18, Al9,
A21, A23, A24,
A25, A26
Reténgulo AQ09, Al14 -
Paralelogramo A04 -

Fonte: Dados da pesquisa

Pelo Quadro 13, podemos observar que dos 18 alunos (A01, A02, A03, A06,
AO07, A08, Al10, All, Al2, Al5, Al7, A18, A20, A22, A23, A25, A28 e A30) que
produziram um quadrado como segunda figura no pré-teste, 05 (A03, A06, A18, A23
e A25) construiram um losango no pos-teste.

Parece ficar evidente que ha uma tendéncia entre o estudante A18 em buscar
caracteristicas implicitas das figuras como mecanismo de diferenciacéo,
demonstrando assim significativo avanco no seu pensamento geométrico. Tal fato
pode ser generalizado para os demais estudantes.

Dos 09 estudantes (A05, A13, Al16, A19, A21, A24, A26, A27 e A29) que
produziram losangos como segunda figura no pré-teste, 07 (A05, Al4, Al16, Al9,
A21, A24 e A26) construiram novamente losangos no pos-teste, representando
significativa autonomia em relacéo as figuras prototipicas.

Observamos que AO05 explicou sua producdo no poés-teste, afirmando que
“ndo existem quadrados diferentes, mas pode ter alteracdo de tamanho ou posi¢céo
do quadrado” (A05). Aqui fica bastante evidente a autonomia desse estudante em
relacdo as figuras prototipicas, representando que ele avangou em seu pensamento
geomeétrico.

Os outros 02 estudantes (A27 e A29) que produziram losangos no pré-teste,
escolheram quadrados no pos-teste, evidenciando que, no item analisado, eles

estdo na faixa de transi¢cdo entre os niveis iniciais de Van-Hiele.
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Além disso, dos 02 alunos (A09 e Al4) que construiram retangulos no pré-
teste, 01 (A09) produziu um quadrado, ndo demonstrando avan¢co em seu
pensamento geométrico no item, e o outro (A14) fez um losango, representando que
progrediu em seu pensamento geometrico.

Por fim, o estudante (A04) que escolheu um paralelogramo como segunda
figura no pré-teste, optou por um losango no pos-teste, apresentando também que

avancou em seu pensamento geométrico.

6.2.4 Quarta questao

No quarto item os estudantes foram orientados a construirem um losango
ABCD (como lustrado pela Figura 49) a partir de dois nés dados em uma malha
quadriculada, que representam dois dos seus vértices.

A finalidade desse item era identificar as estratégias empregas pelos alunos
na resolucéo do problema, isto é, se na producédo do losango, eles faziam referéncia
apenas a aparéncia global da figura ou se aplicavam as propriedades, nesse caso,
fazendo uso das diagonais do losango. Nesse sentido, elaboramos trés categorias
para as producoes:

a) perceptiva — quando o estudante faz referéncia apenas a aparéncia global do
losango na construcao;

b) reflexiva — quando o aluno aplica as propriedades do losango na producéo,
isto é, das suas diagonais.

c) divergente — quando o estudante produz outro tipo de quadrilatero notavel,
que diverge do losango.

Na Tabela 11, podemos encontrar a categorizacdo das producbes dos
estudantes referente ao item analisado. Embora o item tenha disponibilizado uma
malha, a maioria dos estudantes ndo conseguiu produzir adequadamente o losango
no pré-teste.

Pela tabela, observamos que a maior parte dos participantes no pré-teste, em

média 57% (quase trés a cada cinco alunos) se encontrava na classe perceptiva,
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isto é, na construcdo do losango esses estudantes fizeram referéncia apenas ao
aspecto global da figura, que é a caracteristica do primeiro nivel de pensamento
geométrico de Van-Hiele. No entanto, esse indice reduziu no pés-teste para 40% (o

que corresponde a dois entre cinco alunos).

Tabela 11 - Categorizacdo das constru¢des dos estudantes em relacao a producao do
losango por meio de dois pontos dados
CATEGORIAS PRE-TESTE POS-TESTE

Perceptiva 57% 40%
Reflexiva 37% 57%
Divergente - 3%
N&o respondeu 6% -

Fonte: Dados da pesquisa

No pré-teste, foram identificados 37% (quase dois entre cinco estudantes) de
estudantes trabalhando na esfera reflexiva, referente a uso das propriedades do
losango na sua construcdo, que se refere ao segundo nivel vanhieliano. No pés-
teste, houve um aumento do nimero de alunos atuando nessa esfera, cerca de 57%
do total (quase trés entre cinco estudantes).

Esses primeiros resultados referentes ao item, notamos que ha divergéncia
em relacdo a pesquisa de Camara dos Santos (2001), na qual, foi verificado menos
da metade atuando na classe reflexiva no pré-teste, enquanto no pos-teste, tal
indice cresceu para 80% da turma (correspondendo a quatro entre cinco
estudantes).

Além disso, 3% dos estudantes produziu um paralelogramo (ndo losango) ao
invés de um losango no pos-teste, ficando na esfera divergente. E importante
destacar que 6% dos estudantes ndo responderam o item no pré-teste.

Nesse item, os dados produzidos evidenciam que 0s estudantes avangcaram
significativamente em seu pensamento geométrico, pois ha um aumento do numero
de alunos na classe reflexiva e uma reducao de estudantes na esfera perceptiva.

Em relacdo a previsdo de respostas do Capitulo V desse trabalho,
identificamos alunos construindo losangos por meio de suas propriedades e também

por sua aparéncia global. Também, observamos um estudante produzindo um
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paralelogramo, todavia, ndo evidenciamos nenhum participante construindo
trapézios, retangulos e triangulos.

Agora, objetivando tornar a analise mais detalhada dos dados referentes ao
item, estabelecemos um quadro que apresenta a relacdo dos estudantes
participantes da pesquisa, com base em suas producdes. Assim, a partir do Quadro
14, é possivel observamos quais alunos, por exemplo, construiram losangos apenas

por meio do aspecto global da figura.

Quadro 14 - Categorizacao das constru¢des dos estudantes em relacéo a producao do

losango por meio de dois pontos dados
Categorias Pré-teste Pos-teste
Perceptiva A03, AO05, A09, | A05, All, Al2,
Al10, All, AIl3,| Al3, Al4, A15,
Al4, Al6, Al7,| Ale, Al8, A19,
Al18, A19, A20, | A20, A24, A26
A23, A24, A25,
A26, A29
Reflexiva A01, A02, AO06, | A01, A02, A0S,
A07, A08, Al2, | A04, A06, AO07,
Al5, A21, A22,| A08, A09, A1l0,
A27, A28 Al7, A21, A22,
A23, A25, A27,
A28, A29
Divergente - A30

N&o respondeu A04, A30 -

Fonte: Dados da pesquisa

Pelo Quadro 14, evidenciamos que dos 17 estudantes (A03, A05, A09, A10,
All, Al13, Al4, Al6, Al7, A18, A19, A20, A23, A24, A25, A26 e A29) que
produziram losangos por meio da aparéncia da figura (esfera perceptiva) no pré-
teste, 07 (A03, A09, A10, Al7, A23, A25 e A29) construiram losangos a partir das
suas propriedades (esfera reflexiva), entre eles, o aluno Al7. Esses indicios
parecem mostrar que esses estudantes avangaram em seu pensamento geométrico,
para o item analisado.

Analisando as produc¢des do estudante Al7, percebemos que ele avancou
significativamente em seu pensamento geomeétrico, pois no pré-teste, esse

participante construiu um losango a partir da aparéncia fisica, sendo que a figura
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ficou bem semelhante ao retangulo, em posicdo ndo prototipica. JA no pos-teste,
pelas marcacoes deixadas, A17 aplicou a propriedade das diagonais do losango na
producdo. Dessa forma, esses dados parecem evidenciar que o aluno avangou entre
0s niveis iniciais de Van-Hiele (do primeiro para o segundo).

Dos 11 estudantes (A01, A02, A06, AO7, A08, A12, Al5, A21, A22, A27 e
A28) que estavam na classe reflexiva no pré-teste, 09 (A01, A02, A06, A07, A0S,
A21, A22, A27 e A28) permaneceram nessa classe no pos-teste, isto &, nos dois
testes, esses estudantes produziram losangos com base nas propriedades da figura,
representando uma significativa consolidacéo do trabalho na supracitada classe.

Ainda em relac&o a esse grupo (que construiu o0 losango na classe reflexiva),
observamos que 2 (Al2 e Al5) desses alunos produziram os losangos na classe
perceptiva, fazendo uso da aparéncia fisica da figura na construcao.

Ao analisamos as producdes, evidenciamos que os estudantes Al12 e Al5,
provavelmente, estdo trabalhando na faixa de transi¢@o entre os niveis de Van-Hiele,
no item analisado.

Além disso, dos 02 participantes (A04 e A30) que nao responderam o item no
pré-teste, um (A04) construiu um losango na esfera reflexiva, e o outro (A30)
produziu um paralelogramo (losango) no pés-teste, respectivamente.

No caso do estudante A04, provavelmente, ele ndo respondeu o item no preé-
teste por ter dificuldades com o conceito de losango. No pés-teste, ele parece fazer
referéncia as propriedades da diagonal do losango na construcédo, evidenciando
avanco em seu pensamento geometrico.

No que diz respeito a A30, que produziu um paralelogramo (que nao se
configura como um losango) no pés-teste, os indicios indicam que ele apresenta

dificuldades com o conceito de losango, isso no item analisado.

6.2.5 Quinta questao

O quinto item apresentava um losango ABCD, que teve uma parte apagada

(Figura 51), e os estudantes eram questionados se era possivel reconstruir esse
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quadrilatero notavel (ou néo), sendo que eles deveriam explicitar suas respostas.
Nessa questdo, o objetivo era analisar as estratégias empregadas pelos discentes
na reconstrucdo da figura, isto é, se eles faziam referéncia ao aspecto global da
figura ou se utilizavam das suas propriedades. A Tabela 12 apresenta a primeira

parte das respostas dos estudantes.

Tabela 12 — Respostas dos estudantes em relacdo a possibilidade de reconstrucéo do
losango apagado, da quinta questao do pré-teste e do pds-teste
E POSSIVEL PRE-TESTE POS-TESTE
RECONSTRUIR

O LOSANGO?

Sim 87% 93%
Nao 10% 7%
N&o respondeu 3% -

Fonte: Dados da pesquisa

Pela Tabela 12, evidenciamos que no pré-teste, 87% dos estudantes
disseram que era possivel reconstruir o losango, 10% afirmaram que néo era viavel
refazer o losango que teve um pedaco apagado, e 3% né&o respondeu o item. No
pos-teste, 93% disseram que era possivel refazer o losango, enquanto que 7%
foram contrérios.

Entre os discentes que afirmaram que era possivel reconstruir a figura no pré-
teste e no pés-teste, observamos trés tipos de justificativa:

a) referéncia ao aspecto global — quando o estudante faz uso da aparéncia

fisica do losango na justificativa;

b) uso implicito das diagonais do losango — quando o aluno menciona as

diagonais do losango de forma implicita em sua explicacao;

c) apelo a ideia de simetria — quando, na justificativa, o discente menciona o

conceito de simetria.

A Tabela 13 apresenta a porcentagem de estudantes com base nessas
categorias. Dessa forma, notamos que um primeiro grupo de estudantes fez uso
apenas da aparéncia global da figura, afirmando que sO seria necessario ligar os
pontos e a figura estaria reconstruida. Tal fato foi verificado entre 65% desses

participantes no pré-teste e 61% no pos-teste.
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Tabela 13 — Tipos de justificativas dos estudantes que confirmaram a possibilidade de
reconstrucéo do losango nos dois testes 2*

TIPO DE JUSTIFICATIVAS PRE-TESTE POS-TESTE
Referéncia ao aspecto global 65% 61%

do losango

Uso implicito das diagonais do 31% 39%
losango

Apelo a ideia de simetria 4% -

Fonte: Dados da pesquisa

O segundo grupo de discentes fez uso implicito® das diagonais, justificando
gue era necessario determinar a medida dos comprimentos dos segmentos de reta
gue formam as diagonais para reconstruir o losango apagado. Tal resposta foi
observada entre 31% da turma no pré-teste e entre 39% no pds-teste. Além disso,
no pré-teste, 4% dos estudantes fez apelo a ideia de simetria na sua justificativa, no
entanto, no pds-teste, ndo identificamos alunos que fizessem uso dessa ideia.

Em comparagdo com a pesquisa de Camara dos Santos (2001), notamos
diferencas percentuais no que se referem os dados. Por exemplo, o pesquisador
identificou no prée-teste 40% dos estudantes se referindo, de algum modo, as
diagonais do losango, sendo que no poés-teste tal indice chegou a 80%. Outro dado
interessante verificado foi que no pés-teste 33% dos discentes fizeram uso da ideia
de simetria na explicacao, sendo que esse conceito nao foi trabalhado na pesquisa.

Em relacdo a nossa previsdo de respostas discutida no capitulo V dessa
dissertacéo, verificamos estudantes fazendo uso do aspecto global do losango e

também do uso de suas diagonais nas justificativas.

** No pré-teste, o total de estudantes que confirmaram ser possivel reconstruir o losango foi de 26,
enguanto que no pés-teste foi de 28. Nesse sentido, o célculo percentual foi calculando consideram
essas quantidades.

% Aqui utilizamos o termo implicito, pois, os estudantes ndo mencionam diretamente o termo
“diagonal”, mas sim segmentos de reta ou linha.



212

CAPITULO VII
7 CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo apresentamos as consideracfes finais obtidas a partir dos

dados produzidos na pesquisa, além de algumas perspectivas para estudos futuros.

7.1 Buscando concluir a discussao

Esta pesquisa de mestrado buscou analisar os efeitos de uma sequéncia
didatica na construcdo do conceito de quadrilateros notaveis, utilizando o software
de Geometria Dindmica GeoGebra como recurso didatico. Para tanto, o estudo foi
aplicado com 30 estudantes de uma turma do 6° do ensino fundamental de uma
escola publica da cidade de Recife, capital do Estado de Pernambuco, Brasil.

A sustentacao tedrica utilizada para a realizacdo de nosso estudo considerou
os trabalhos de Van-Hiele (1957), Salvador et al. (1989), Crowley (1994), Kaleff et al.
(1994), Usiskin (1994), Camara dos Santos (2001; 2009), Inoue (2004), Ontério
(2006), Santos (2007), Van de Walle (2009), Alves e Sampaio (2010), Benites
(2010), Nasser e Sant’anna (2010), Barbosa (2011), Oliveira (2012), Conceicdo e
Oliveira (2014), Costa e Camara dos Santos (2015a; 2015b), entre outros, sobre a
teoria do desenvolvimento do pensamento geométrico, construida pelos educadores
matematicos holandeses Pierre Marie Van-Hiele e Dina Van-Hiele Geodolf.

Para alcancarmos 0 nosso objetivo, a dissertacdo contemplou uma replicacéao
de pesquisa, fazendo uso dos instrumentos elaborados por Camara dos Santos
(2001) para a coleta de dados, em um estudo analogo realizado também em uma
escola publica de Recife-PE.

Decidimos reaplicar esses instrumentos, pois nos interessamos em verificar
se a sequéncia didatica construida por Camara dos Santos (2001) seria capaz de

proporcionar o desenvolvimento do pensamento geométrico de estudantes do 6°
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ano, por meio de outro software de GD, diferente do utilizado no estudo pioneiro.
Hipdtese essa que foi confirmada em nosso estudo.

A partir dos dados produzidos, analisamos as producdes dos estudantes
referentes as atividades propostas pela sequéncia didatica, desenvolvida no
GeoGebra, e também relacionadas as questbes do pré-teste e pds-teste. No pré-
teste e pOs-teste, buscamos identificar os niveis de pensamento geométrico em que
se encontravam esses alunos, antes e apds a intervengdo pedagodgica proposta pela
sequéncia didatica. Na sequéncia didatica, objetivamos verificar as estratégias
utilizadas pelos participantes do estudo na realizacao das atividades.

Também, nesse estudo, buscamos verificar os avancos de pensamento
geométrico dos estudantes.

Na analise das producdes referentes a sequéncia didatica, evidenciamos que
as estratégias utilizadas pelos estudantes no desenvolvimento das atividades,
centraram-se em trés campos: a) pragmatico, no qual, os estudantes fazem
referéncia somente ao aspecto global dos quadrilateros notaveis (verificado em 40%
das duplas de alunos); b) aplicativo, quando os alunos utilizam a definicdo usual da
figura geométrica (observado em 47% da turma); c) relacional, no qual, os
estudantes mencionam as propriedades dos quadrilateros notaveis nas producdes
(evidenciado em 13% do total de participantes).

Em relacdo ao pensamento geométrico dos estudantes antes da aplicacdo da
sequéncia didatica, no pré-teste, verificamos que todos os estudantes estavam no
primeiro nivel de Van-Hiele, no qual, ocorre o reconhecimento das figuras
geométricas apenas pela sua aparéncia fisica. Contudo, no pés-teste, foi possivel
notarmos estudantes atuando ja no segundo nivel vanhieliano.

Assim como na pesquisa de Camara dos Santos (2001), no que se refere ao
desenvolvimento dos niveis de pensamento geométrico, considerando a teoria de
Van-Hiele (1957), verificamos um progresso importante nesse processo, pois parte
consideravel dos estudantes participantes avancou entre 0s niveis iniciais (do
primeiro nivel para o segundo nivel), por meio da sequéncia didatica (sendo

verificado entre 27% do total de alunos participantes do nosso estudo).
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Observamos, também, que alguns alunos nao alcancaram a passagem do
primeiro para o segundo nivel, mas, esses alunos progrediram significativamente
dentro do préprio nivel, deixando-os bem préximos do nivel seguinte (43% dos
estudantes). Diante dessa constatacdo, conjecturamos a possibilidade da existéncia
de subniveis no primeiro nivel vanhieliano. Nesse sentido, investigaremos essa
hipétese em uma nova linha de investigacéo, isto €, em nivel de doutorado.

Foi-nos possivel ainda identificar alunos trabalhando nos dois niveis (30% dos
alunos), tal fato € um indicio de que podem existir faixas de transicdo entre os niveis
vanhielianos, como também foi verificado por Camara dos Santos (2001).

Além disso, em algumas atividades da sequéncia didatica (no que se refere
as justificativas), alguns estudantes demostraram 0 pensamento geométrico
caracteristico do terceiro nivel de Van-Hiele, no qual, ocorre a ordenacdo das
propriedades das figuras geométricas (por exemplo, reconhecer um quadrado como
um retangulo e com um losango, pois apresentam propriedades em comum). No
entanto, tal aspecto ndo foi observado no pés-teste. Esses indicios parecem mostrar
gue um mesmo aluno pode estar em diferentes niveis de pensamento geométrico de
Van-Hiele, mas isso, de acordo com o tipo de atividade e com o tipo de conceito
matematico explorado, como foi constato pelos pesquisadores Gutiérrez, Pastor e
Fortuny (1991).

Nessa pesquisa, observamos que 0 progresso de niveis ndo ocorre em um
pequeno periodo de tempo, levando semanas e meses, como bem discutem Nasser
e Sant’anna (2010). Essas autoras afirmam que o desenvolvimento do pensamento
geométrico é ainda marcado pelas experiéncias dos estudantes, pelo contexto
social, pelas relacdes estudante-professor e estudante-estudante, do numero de
aulas de Geometria, etc.

De modo geral, julgamos que o0s objetivos tracados no estudo foram
alcancados. Todavia, algumas questdes necessitam uma discussao mais refinada
em estudos posteriores, sobretudo, em relacdo a superacao de vérias dificuldades

referentes a pregnéncia das figuras prototipicas para os quadrilateros notaveis,
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como verificados nesta dissertacdo e também no estudo de Camara dos Santos
(2001).

Também buscaremos realizar em pesquisas futuras um estudo tedérico sobre
0s niveis de Van-Hiele, tendo em vista que verificamos na literatura do ambito da
Educacdo Matematica a existéncia de diferentes nomes dados aos niveis, sendo
utiizados como sindnimos. No entanto, acreditamos que essa nomenclatura
apresenta divergéncias no que se refere a sua natureza.

Outro aspecto que merece uma discussao em pesquisas futuras refere-se a
alguns tipos de producdes dos estudantes realizadas na sequéncia didatica e no
pré-teste e pos-teste. Como por exemplo, podemos mencionar a oitava questao da
terceira fase da sequéncia didatica, na qual, os estudantes foram orientados a
produzirem um losango. Nessa atividade, identificamos duplas de estudantes que
construiram um trapézio ou um paralelogramo (ndo losango) ao invés de um
losango.

Diante desses resultados produzidos, surgem algumas inquietacfes para
trabalhos futuros: O que leva esses estudantes a realizarem essas producdes?
Como a teoria de Van-Hiele explicaria esses dados? Quais conceitos geométricos
esses estudantes deveriam mobilizar para terem éxito nessas atividades? Qual(is)
Geometria(s) eles vivenciaram nos anos iniciais do ensino fundamental? Quais
situacOes didaticas foram exploradas? Que tipos de atividades foram trabalhados em
sala de aula?

E importante destacar que nessa dissertacdo nosso foco centrou-se nos
niveis iniciais de pensamento geométrico, de acordo com a teoria de Van-Hiele, por
meio da aplicacdo de uma sequéncia didatica no software GeoGebra. Também,
sugerimos como tema para estudos futuros, realizar uma andlise dos efeitos
didaticos do GeoGebra para o desenvolvimento do pensamento geométrico dedutivo
e do pensamento geométrico abstrato, referentes aos quarto e quinto niveis da
teoria de Van-Hiele, respectivamente. Tendo em vista que sdo niveis quase nunca

investigados por pesquisas no ambito da Educacdo Matematica.
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Outro fendmeno que observamos em nossa pesquisa foi a importancia do
desenvolvimento de atividades em dupla, principalmente, quando essas atividades
estdo atreladas a ambientes de Geometria Dinamica. Durante a aplicacdo da
sequéncia didatica no GeoGebra, evidenciamos que os alunos discutiram entre si
sobre as atividades, realizaram socializacdo de informacdes, construiram
conhecimento coletivamente, além de refletirem acerca de uma melhor estratégia de
resolugéo.

Por fim, ressaltamos a relevancia do professor de Matematica realizar um
trabalho sisteméatico com a Geometria em sala de aula, sendo que a Geometria
Dindmica um caminho, contribuindo como um elemento de superacdo das
dificuldades de aprendizagem apresentadas pelos estudantes do 6° ano do ensino
fundamental em espacos de Geometria Estatica.

Nessa perspectiva, nossa experiéncia com o GeoGebra apresentou que esse
software € um importante recurso didatico aos processos de ensino e de
aprendizagem da Geometria, sobretudo, para o desenvolvimento dos niveis de
pensamento geomeétrico no 6° ano do ensino fundamental, tendo a teoria vanhieliana
como sustentacao.

Para isso, ndo descartamos que a participacdo da direcdo e da equipe
pedagdgica da escola é fundamental nesse processo, apoiando o trabalho do
professor, tornando, assim, as aulas de Geometria Dindmica possiveis e viaveis de
serem desenvolvidas em sala de aula.

Esperamos que esta dissertacdo possa contribuir de alguma forma com o
desenvolvimento de outras pesquisas no campo educacional, e sobretudo, com o
trabalho de nossos colegas de profissdo, professores de Matematica do ensino
basico, nas intervencdes pedagogicas e na transposicao das situacdes vivenciadas

nesse estudo com o cotidiano tdo complexo das suas classes de Matematica.
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ANEXOS

ANEXO | — Original do Quadro 5 (Ontario, 2006).

Description

Niveau 0 - Visualisation
Perception et classement des formes
géométriques selon leur apparence

Comportements observables

L'éléve :

« utilise du vocabulaire géométrique;

« reconnait, nomme, compare et reproduit
des formes géométriques d'aprés leur
apparence générale;

a de la difficulté & se faire une représen-
tation mentale d’'une forme géométrique
(Les formes sont observées, mais ne sont
pas conceptualisées. Chacune est percue
de facon globale, comme une entité.);

dasse ou regroupe des formes
géoméatriques qui se ressemblent.
Exemple d'énoncé :

C'est un carré, on le voit bien... Ses cdtés
sont tous pareils et if est droit.

Niveau 1 - Analyse

Début de I'analyse des formes
géométriques pour en découvrir
les propriétés

Léleve :

« reconnait certaines propriétés communes
et distinctes des formes géométriques;
nomme les propriétés des formes
géomatriques, mais ne voit pas les
sous-classes a l'intérieur d'une famille
de polygones;

généralise les propriétés d'une forme
géométrique donnée a I'ensemble des
formes géométriques de la méme
famille;

dlasse les formes géométriques en fonc-
tion de leurs propriétés.

Exemple d'énoncé :

Cette figure est un carré parce qu'elle a
quatre sommets, quatre coins droits,
quatre cotés égaux et deux paires de
cdtés paralléles.

Description

Niveau 2 — Déduction informelle
Ftablissement de liens entre les formes
gé i et entre les prop

d'une forme géométrique donnée

Comportements observables

Léleve :

= déduit certaines des propriétés d'une
forme géométrique;

reconnait et établit des sous-classes de
formes géométriques;

émet et vérifie certaines hypothéses;
comprend et utilise les relations
d'inclusion et d’exclusion;

développe des listes de propriétés qui
sont nécessaires et suffisantes pour
décrire une forme géométrique
guelconque;

formule des arguments mathématiques
dlairs et suffisants en utilisant le vocabulaire
de causalité (p. ex., parce que, car, donc)
et de conséquence logique (p. ex, si...
alors, puisque... donc).

Exemple d'énoncé :

C'est un carré mais c'est aussi un trapéze,
«car la propriété qui décrit le trapéze est qu'au
moins deux cdtés opposés sont paralléles.
Je crois donc que le carré est une sorte

de trapéze.

Niveau 3 — Déduction
Etude des définitions, des preuves, des
théorémes, des axiomes et des postulats

Léleve :
= présente une preuve sans se limiter
a la mémorisation;
« prouve un énoncé de différentes facons;

- comprend les sous-classes de formes
dométri et leurs

Exemple d'énoncé :
Un parallélogramme qui a deux cotés
adjacents congrus doit &fre un losange.

Niveau 4 - Rigueur
Etude de la géométrie de facon abstraite

Léleve :
- utilise des systémes dédudtifs abstraits;
= travaille avec la géométrie

non eudlidienne;

« fait les liens entre les concepts et développe
parfois de nouveaux postulats.

224



ANEXO II - USISKIN, 1982

specificacion as a fifch property of the levels.

Propecty 5:  (zttainnent) The learning process leading to
complate understanding at the mext higher level
ham [ive phases, approximacely but noc strictly
seguential, enbicled:

Inguiry

directed orientation

explapatcion

[ree oriencation

Imtegracion

It is net the intent of this stedy co exaning che movement from
one level to the next. The interested reader may wish to look ac
Hoffer {1982). The writings of the wan Hiales serve to indicate that
the process of moving from one level to the mexet takes mors time than
can be spacned in an hour or even a shoct upit of teaching. For
imstance, Dima (1957) reports 20 lessons eo get From level 1 ce level 2
{our numbering) snd 30 lesscos to get from level ¥ to level 3, working
with 1Z-yagr=olds, This is about & half yesr of leascms 1f studied
continuously.

Properties of the theory., From the descripticos of the wan Hiele
theory piven thos far, the reader may have noted that this theory pos-
aefsen three appaaling chiacacteristics: elegance, comprehensivensas,
and wide applicability. By elegance we mean that tha theory invalves
a rather sinple scructure described by reascnably succinct Statements,
ench with broad sffact. For instance, the same principles apply for
mevement [eom level 1 to 2 as Erom I ko 3 and so on, digplayviog an
elagance of ferm. And the simplicity of structure i evident when one
nates that the fipuras of level 1 ave the building blocks for prapertie:

at lewel 2, which in twen are erdered dn level 3, the ardering being an

espential prerequisite Sof the upderatending of & mathemarical sreaten
at level 4, one of those cbjeces conpared at level 5.

4oy theoty which covers the whole of learning of geonetry, and
which sesks to aeplainm net oaly why students have trouble in learning
but also what could be dene to remove thess stumbling biocks, must be
callad comprehensive. P.M. van Hiele asseres in Begrip en Inzicht
that the thecry applies to all of mathematical understanding and gives
examples imvelving the learning of functions and other dem=gesmacric
notioms. Yet the theory has not been detailed emough in cther arcas
to make it that comprebensive. From peraonal comsunieation, we know
that Mayberry felt restriceed by the lack of breadth even of geonetrie
content in the published arcicles of wan Hiele. For this same ceason,
the study of Burger et al, (1981) has vestricted the domain to tri=
anglea and quadrilaterals. gcill, the theory purpoctis to ba quite
Colpt ahenstive,

With attempts to apply the theoty in gecsetry eurricula in
countries as diverse as the Natherlanda, the Seviet Uniom, aod the
United States, the theory is obvicusly seen &5 beth widely and easily
applicabla.

Significantly, these properciss of a theory (elegance, compra-
hensiveness, soed wide applicabllity} do not lend themselvwes fo baing
cesced. Yot they are probably the major reasess for the speed with
which the van Hiele theory hos beccme known in the Undced States.
Thus nany mathematics edecators are accepting apd veing this chacry
on Che basis of charasteristics of the theory rather then & testing
of its individual components.

fn amalogous sitwation would be il someane had a theory for curing
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all cancer, reguiring merely the introdoction of a single substance
Into the blocdstrean in sons carefully sdministersd way, That weuld
ba an elegant cure, acd comprehensive in the sense thae 10 appliad
ee all concera. I it sere accepbed in many placas, the cheery would
have gained the quality of wide applicability. Indeed there exists
sach a theery, and the sebstance is laetrile. Yet lastrile has mot
withstood more careful sccutiny, Just because a theory is elegant,
conprebensive, and hag been used by many does oot inawre chat the
thaory 18 correct.

In the medical sicuation, one looks for experiments that test
the ability of the thecry to satisfy ies claims. The van Hiele theory
fnclwdes deseriptions of behaviors of etudents ae various levels ard
pradicts certain other bebaviors of thosa ptudents. Descriptiva
accuracy end predictive power ave Important attributes I'Jt: thiaor ies
that purport to be scientific {as opposed to theories that are only
Tha fundamantal cse of this

speoulative) . o{ect is to test the

ability of the van Eiale th.m'rx o deseribe and Eodi.ct the E:rfucmnn.r.e

of students in :mun:dﬂ school gRORECDY. Referring back to the ques-

tions to be addressed by the project, as stated on pages L and I of this
ceport, the first two questions are each designed Eo test the extént co
which a level can be identified for gach student and to test the [ixed

sequence property of che levels. Questiens 3, £, and 5 cest the ability
of van Hiele levels to predict geometry performance. Questions 6 and 7
relate to the ssparation property of the levels and provide a somewhat

leas fornal vest of the validicy of that propercy.
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ANEXO Ill — Sequéncia didatica (original)

Primeira fase

12 Atividade

1) Construa o segmento AB;

2) Construa o ponto M no meio de AB;

3) Desloque o ponto M e certifique-se de que ele continua no meio do segmento AB;
4) Deslocar os pontos A e B e observar o que acontece. Escreva suas observacoes:

5) Construa um ponto D, fora do segmento AB
6) Construa uma reta paralela ao segmento AB, passando por D
7) Desloque os pontos A, B ou D, observando o que acontece.

8) Salve o arquivo com o nome A01.fig

22 Atividade

1) Crie os pontos A e P;

2) Construa a retar que passa por A e P;

3) Construa um ponto B da reta r, de tal forma que a distancia de AP seja a mesma de PB;
4) Aproxime o ponto A do ponto P;

5) O ponto B também se aproxima?

6) Se ndo, apague o ponto B, crie outro e tente outra vez.

7) Explique como vocé construiu o ponto B, para que ele satisfaca a condicdo solicitada:

8) Salve o arquivo com o nome A02.fig

32 Atividade
1) Crie os pontos A e B;
2) Construa a reta s que passa por A e B;
3) Construa as retas perpendiculares a s, que passem pelos pontos A e B;
4) Desloque os pontos A e B;
5) Qual a relagao que existe entre as duas retas perpendiculares que vocé construiu?

6) Salve o arquivo com o nhome A03.fig
Segunda fase

12 Atividade

1) Construa o segmento AB;

2) Pelo ponto A, construir a perpendicular ao segmento AB. Sobre essa reta construir o ponto X.
3) Pelo ponto B, construir a perpendicular ao segmento AB. Sobre essa reta construir o ponto Y
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4) Desloque os pontos da figura e verifique se as retas continuam sendo perpendiculares ao
segmentos. Se ndo continuarem, recomecar a construgao.
5) Os angulos XAB e YBA séo iguais? Quanto eles medem?

6) Construa um segmento MN.

7) Construa o &ngulo PMN de tal forma que sua medida seja de 45°.

8) Desloque os elementos de sua figura, se o angulo ndo continuar com 45°, refaca a figura.
9) Expliqgue como vocé fez para obter o angulo de 45°?

10) Salve o arquivo com o nome BO01.fig

22 Atividade

1) Construa uma reta r e um ponto P sobre ela.

2) Pelo ponto P, construir a perpendicular a reta r, que passe pelo ponto P. Chame essa reta de s.

3) Determinar sobre a reta r, dois pontos A e B de tal forma que a distancia do ponto P ao ponto A

seja a mesma do ponto P ao ponto B (PA=PB).

4) Determinar sobre a reta s, dois pontos C e D de tal forma que (PA=PB=PC=PD).

5) Movimente os pontos da figura e verifique se essa relacdo continua ocorrendo. Se ndo, recomecar.

6) Determinar outros trés pontos (E, F e G), que mantenham a mesma relacdo de distancias
(PA=PB=PC=........ PF=PG).

7) O que vocé pode dizer sobre os pontos A, B, C, D, E, F e G, em relagdo ao ponto P? Como
poderiamos chamar a regido do plano formada por todos os pontos que satisfacam a mesma
relacdo?

8) Salve o arquivo com o nome B02.fig

32 Atividade

1) Construa trés pontos A, B e C ndo alinhados.

2) Determine o ponto P, que esteja a mesma distancia dos pontos A, B e C.

3) Deslocar os pontos da figura e verificar se eles continuam mantendo a mesma distancia. Se néo,
recomecar.

4) Expligue como vocé resolveu o problema.

5) Salve o arquivo com o nome B03.fig
Terceira fase

12 Atividade

1) Construa trés pontos A, B e C ndo alinhados.

2) Construa o paralelogramo ABCD.

3) Deslocar os vértices do paralelogramo. Se ele nao permanece um paralelogramo, recomecar a
construgao.

4) Medir os lados e os angulos do paralelogramo ABCD.

5) Deslocar os vértices do paralelogramo, observando o que acontece.
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6) Determinar o ponto O, centro do paralelogramo.
7) Construir e medir os segmentos AO, BO, CO e DO.
8) Deslocar os pontos do paralelogramo, observando o que acontece.

9) Salvar o arquivo com o nome CO03.fig

22 Atividade

1) Construir o segmento AB.

2) Construir o retangulo ABCD.

3) Deslocar os pontos A, B, C e D. Se a figura ndo continua sendo um retangulo, recomecar a
construcao.

4) Explicar porgue sua figura é um retangulo.

5) Salvar o arquivo com o0 nome CO02.fig.

32 Atividade

1) Construir o segmento GH.

2) Construir um retdngulo de forma que GH seja sua diagonal.

3) Deslocar os pontos G e H. Se a figura ndo continua sendo um retangulo, recomecgar a construcao.
4) Explicar porque sua construcao é um retangulo.

5) Salvar o arquivo com o0 nome CO03.fig.

42 Atividade

1) Construir o segmento AB.

2) Construir o quadrado ABCD.

3) Deslocar os pontos A, B, C e D. Se a figura ndo continua sendo um quadrado, recomecar a
construgao.

4) Explicar porque sua figura € um quadrado.

5) Salvar o arquivo com o nome CO04.fig.

52 Atividade

1) Construir o segmento TC.

2) Construir o quadrado TOCA, de modo que TC seja sua diagonal.

3) Deslocar os vértices do quadrado. Se a figura ndo continua sendo um quadrado, recomegar a
construcao.

4) Que conclusdes vocé pode tirar de sua construcdo?

5) Salvar o arquivo com o0 nome CO05.fig.

62 Atividade
1) Construir os pontos P e O.
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2) Construir o0 quadrado PITA, de modo que P seja um de seus vértices e O seja seu centro.

3) Deslocar os vértices do quadrado. Se a figura ndo continua sendo um quadrado, recomegar a
construgao.

4) Deslocando os pontos da figura, que conclusdes vocé pode tirar?

5) Salvar o arquivo com o nome CO06.fig.

72 Atividade

1) Construir os pontos M e N.

2) Construir o losango MANO.

3) Deslocar os pontos da figura. Ela continua sendo um losango?
4) Por qué?

5) Se ela ndo continua um losango, recomecar a construcao.
6) Explique porqué sua figura € um losango.

7) Salvar o arquivo com o0 nome CO07.fig.

82 Atividade

1) Construir uma reta r e dois pontos L e O, fora daretar.

2) Construir o losango LOJA, de modo que o ponto A esteja sobre aretar.

3) Deslocar os pontos da figura. Se ela ndo continua sendo um losango, recomegar a construcao
4) Expligue como vocé construiu o losango LOJA.

5) Salvar o arquivo com o0 nome CO08.fig.




230

ANEXO IV — Pré-teste e pds-teste

QO01) Vocé desenhou um retangulo. Seu colega desenhou uma figura de quatro lados que ndo é um
retngulo. Nos espagos abaixo, desenhe como poderia ser a sua figura e a figura de seu colega:
SUA FIGURA: FIGURA DE SEU COLEGA:

Justifique por qué:
Sua figura é um retangulo: A de seu colega ndo é um retangulo:

Q02) Em uma folha de caderno estdo desenhadas varia figuras de quatro lados:

NS S
/Y

. A\ />
V

N\ /G/




Tente separar por familias, as figuras da folha de caderno:
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FIGURAS

Reténgulos:

Trapézios:

Quadrilateros:

Quadrados:

Paralelogramos:

Losangos:

QO03) Construir no espaco abaixo, dois quadrados diferentes:

QO04) Utilizando os vértices A e B ja marcados, desenhe o losango ABCD:

A
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B
QO05) O losango ABCD teve um pedaco A M\
apagado. Vocé pode reconstrui-lo? N |
[J Sim J Nao

Expliqgue como: Porqué:
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APENDICES

APENDICE | — Sequéncia didatica (com alteracées)

Primeira fase — introdutoria
Atividade 01 — Ponto Médio e Paralelismo

a) Considere um segmento de reta MN.

b) Considere um ponto P na metade do segmento de reta MN.

¢) Mova o ponto P, e verifique se ele permanece na metade do segmento de reta MN.
d) Mova os pontos M e N e analise 0 que ocorre. Registre suas consideraces:

e) Escolha um ponto Q, fora do segmento de reta MN.
f) Escolha uma reta paralela ao segmento de reta MN, passando por Q.
g) Mova os pontos M, N e Q, analisando o que ocorre.

h) Grave o arquivo como A01.pf

Atividade 02 — Simétrico de um ponto em relagéo a outro

a) Considere os pontos M e Q.

b) Considere a reta a que passa por M e Q.

¢) Escolha um ponto N da reta a diferente de M, de modo que a distancia de M até Q seja a
mesma de Q até N.

d) Aproxime o ponto M do ponto Q.

e) O ponto N se aproxima também?

f) Em caso negativo, elimine o ponto N, considere outro e tente novamente.

g) Comente como vocé criou o0 ponto N, de modo que atenda a condi¢do necessaria:

h) Grave o arquivo como AQ2.pf

Atividade 03 — Perpendicularismo e Paralelismo

a) Considere os pontos M e N.

b) Considere uma reta b que passa por M e N.

c) Trace retas perpendiculares a e b, que passem por M e N.

d) Mova os pontos M e N.

e) O que se pode observar nas retas perpendiculares que foram construidas? Que relacdo ha
entre elas?

f) Grave o arquivo como A03.pf

Segunda fase — intermediéria

Atividade 01 — Angulos e bissetrizes

a) Escolha um segmento de reta MN.
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b) Considere uma reta perpendicular ao segmento de reta MN, pelo ponto M. Em seguida, trace
um ponto K na reta construida.

c) Considere uma reta perpendicular ao segmento de reta MN, pelo ponto N. Depois, trace um
ponto W nessa reta.

d) Mova os pontos da figura e analise se as retas permanecem perpendiculares ao segmento
MN. Reinicie a construcdo se ndo permanecerem como perpendiculares.

e) Que relagio ha entre os angulos KM N e W N M ? Eles séo iguais? Qual a medida deles?

| |

f) Escolha um segmento de reta AB.

g) Crie 0 angulo PAB de modo que ele mega 45°.

h) Mova os componentes de sua figura, se a medida do angulo modificar, reconstrua a figura.

Comente como vocé fez para ter o dngulo de 45°.

Grave o arquivo como BO1.sf

Atividade 02 — Nocéao de circunferéncia

a)
b)

c)

d)
e)

f)
9)

Crie um ponto K e uma reta a, passando por ele.

A partir do ponto K, crie a reta perpendicular a reta a, passando pelo ponto K. Nomeie a reta
construida por b.

Na reta a, estabeleca dois pontos M e N de modo que a distancia do ponto K até o ponto M
seja igual a distancia do Ponto K ao ponto N (KM=KN).

Sobre a reta b, estabelega dois pontos P e Q de modo que (KM=KN=KP=KQ).

Desloque os pontos da figura e analise a relacdo estabelecida entre eles. O que ocorre com
essa relacdo? Ha alguma modificagdo? Em caso positivo, reinicie.

Considere outros trés pontos (R, S e T) de modo que a relacdo de distancias (KM=KN=KP= ...
=KS=KT) seja mantida.

O que se pode afirmar acerca dos pontos M, N, P, Q, R, S e T, em referéncia ao ponto K?
Observe a regido do plano formada por todos esses pontos. Como poderiamos chama-la de
modo a relacdo de distancias seja satisfeita?

h)

Grave o arquivo como B02.sf

Atividade 03 - Equidistancia

a)
b)
<)

d)

Crie trés pontos M, N e P nédo alinhados.

Considere o ponto K, de modo que ele esteja a mesma distancia dos pontos M, N e P.

Mova os pontos da figura e analise se eles permanecem com a mesma distancia. Em caso
negativo, reinicie.

Justifique sua resolucéo do problema.

e)

Grave o arquivo como B03.sf

Terceira fase — avancada

Atividade 01 — Paralelogramo

a)

Crie trés pontos M, N e P n&o alinhados.
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b) Crie o paralelogramo MNPQ.

¢) Mova os vértices do paralelogramo. Observe se ele permanece um paralelogramo e, em caso
negativo, reinicie a construcao.

d) Determine a medida dos lados e dos angulos dos paralelogramos MNPQ.

e) Mova os vértices do paralelogramo, analisando o que ocorre.

f) Considere um ponto C, centro do paralelogramo.
g) Crie e determine as medidas dos segmentos MC, NC, PC e QC.
h) Mova os pontos do paralelogramo, analisando o que ocorre.

i) Grave o arquivo como COL.tf

Atividade 2 — Retangulo |

a) Crie um segmento de reta MN.

b) Crie um retangulo MNPQ.

c) Mova os pontos M, N, P e Q. Observe se ele permanece um retangulo e, em caso negativo,
reinicie a construcao.

d) Justifigue por que a figura construida € um retangulo.

e) Grave o arquivo como CO02.tf

Atividade 03 — Retangulo Il

a) Crie um segmento de reta RS.

b) Considere um retangulo de modo que RS seja sua diagonal.

c) Mova os pontos R e S. Observe se a figura permanece um retangulo e, em caso negativo,
reinicie a construcao.

d) Justifiqgue por que sua producdo € um retangulo.

e) Grave o arquivo como CO03.tf

Atividade 04 — Quadrado |

a) Crie um segmento de reta MN.

b) Considere um quadrado MNPQ.

¢) Mova os pontos M, N, P e Q. Observe se a figura permanece um quadrado e, em caso
negativo, reinicie a construcao.

d) Justifigue por que sua producdo € um quadrado.

e) Grave o arquivo como CO04.tf

Atividade 05 — Quadrado I

a) Crie um segmento de reta MN.

b) Considere um quadrado MONA, de maneira que MN seja sua diagonal.

¢) Mova os vértices do quadrado. Observe se a figura permanece um quadrado e, em caso
negativo, reinicie a construcao.

d) O que se pode afirmar acerca de sua producdo?
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e) Grave o arquivo como CO05.tf

Atividade 06 — Quadrado llI

a) Crie ospontosR e C.

b) Considere um quadrado ROSA, de maneira que R seja um dos seus vértices e C seja seu
centro.

¢) Mova os vértices do quadrado. Observe se a figura permanece um quadrado e, em caso
negativo, reinicie a construcao.

d) Movendo os pontos da figura, o que se pode afirmar?

e) Grave o arquivo como CO06.tf

Atividade 07 — Losango |

a) Considere os pontos T e C.

b) Considere dois outros pontos | e A, tais que TICA seja um losango.
¢) Mova os pontos da figura. Ela permanece sendo um losango?

d) Justifique.

e) Caso a figura ndo permanece um losango, reinicie a construcao.
f) Justifique por que sua figura € um losango.
g) Grave o arquivo como CO7.tf

Atividade 08 — Losango |l

a) Estabele¢ca uma reta a e dois pontos G e A, fora da reta a.

b) Considere o losango GABI, de maneira que 0 ponto | esteja sobre a reta a.

¢) Mova os pontos da figura. Observe se a figura permanece um losango e, em caso negativo,
reinicie a construcao.

d) Explicite como vocé produziu o losango GABI.

e) Grave o arquivo como CO08.tf



APENDICE Il — Fichas de atividade

Primeira fase — introdutéria

Atividade 01 — Ponto Médio e Paralelismo
d) Registre suas consideragoes:

g) Registre suas consideracdes:

Atividade 02 — Simétrico de um ponto em relagéo a outro

g) Registre suas consideracdes:

Atividade 03 — Perpendicularismo e Paralelismo
e) Registre suas consideracdes:

Segunda fase — intermediéria
Atividade 01 — Angulos e bissetrizes

e) Registre suas consideracdes:

i) Registre suas consideracdes:

f) Grave o arquivo como BO1.sf

Atividade 02 — Nocéo de circunferéncia
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e) Registre suas consideracdes:

Atividade 03 - Equidistancia

d) Registre suas consideracdes:

Terceira fase — avancada

Atividade 01 — Paralelogramo

e) Registre suas consideracdes:

h) Registre suas consideracdes:

Atividade 2 — Retangulo |

d) Registre suas consideracdes:

Atividade 03 — Reténgulo Il

d) Registre suas consideracdes:

Atividade 04 — Quadrado |

d) Registre suas consideracoes:
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Atividade 05 — Quadrado I

d) Registre suas consideracdes:

Atividade 06 — Quadrado Il

d) Registre suas consideracdes:

Atividade 07 — Losango |

d) Registre suas consideracdes:

Atividade 08 — Losango |l

d) Registre suas consideracdes:
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APENDICE Ill — Carta de apresentagéo

PROGRAKA DE POS-GRADUACED EM EDUCACED
BEATERZATICA F TECMOLOGICA

S cOUMATEC

CURSO DE MESTRADO

Ao (A) Senhor (a):
Coordenador (a) do Conselho Escolar da Escola Ernest Huet - EFEH

Assunto:
Apresentacdo de Projeto de Pesquisa

Por meio desta apresentamos o projeto de pesquisa “Efeitos de uma sequéncia didatica na
construcdo do conceito de quadrilateros notaveis com o uso do GeoGebra: um estudo sob a
Otica da teoria vanhieliana”, que € desenvolvida pelo discente do Programa de Pds-Graduagdo em
Educacédo Matematica e Tecnoldgica — Curso de Mestrado da Universidade Federal de Pernambuco,
André Pereira da Costa. Tal mestrando é orientado pelo Professor Doutor Marcelo Camara dos
Santos.

O objetivo do estudo é analisar os efeitos de uma sequéncia didatica na construcdo do
conceito quadrilatero, utilizando o software de Geometria Dindmica GeoGebra como recurso didatico
para o desenvolvimento dos niveis iniciais de pensamento geométrico nos estudantes do 6° ano do
ensino fundamental. Nesse sentido, a pesquisa sera realizada por meio da aplicacdo de um pré/pos-
teste (cuja finalidade é verificar se havera ou ndo avangcos no pensamento geométrico dos
estudantes) e também de uma sequéncia didatica a serem aplicados nas turmas de 6° ano da
instituicdo. No caso da sequéncia, ela sera aplicada no laboratério de informatica da escola, sendo
que os alunos se organizarao em dupla para resolver as questdes propostas.

A expectativa € que o estudo seja desenvolvido no 1° Bimestre do ano letivo 2015. Para o
desenvolvimento da sequéncia pelos alunos serdo necessérias, em geral, seis sessdes de
aproximadamente 100 minutos cada uma. Além disso, o pré e pés-teste pode ser aplicado em uma
sessdo de no méximo 50 min cada um.

Na pesquisa, a sequéncia didatica sera aplicada pelo professor titular da turma a ser
analisada e ndo pelo pesquisador, pois, ha grande probabilidade de que os estudantes se sintam
mais a vontade com o seu professor e também com o contrato didatico ja estabelecido por ele, ao
desenvolverem as atividades propostas pela sequéncia. Dessa forma, esse docente sera orientado
previamente pelo pesquisador acerca da aplicacdo da sequéncia com seus alunos.

Os dados da pesquisa serdo produzidos por meio de diversos métodos, entre eles, pode-se
mencionar: andlise de registros escritos (fichas de atividades), andlise dos pré e pés-testes, andlise
dos dados obtidos pela gravacdo do GeoGebra, filmagens. E importante salientar que durante as
sessdes serdo realizadas filmagem de uma dupla de alunos em cada turma, cujo objetivo € analisar o
conflito séciocognitivo estabelecido entre os membros do grupo durante a vivéncia da sequéncia,
favorecendo a construcdo do conhecimento.

Para tanto, pedimos consentimento para que desenvolve o estudo a partir da coleta de dados
()& mencionados anteriormente). Informamos que o0 aspecto ético deste estudo garante a
manutencdo da identificacdo das pessoas e da instituicdo participantes do estudo.

Além disso, nos comprometemos, enquanto pesquisadores, em permitir, aos participantes,
um retorno dos dados produzidos no estudo. Pedimos também o consentimento para a exposi¢ao
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desses resultados, em modo de pesquisa, conservando siléncio e moral, com base no termo de
consentimento livre a ser rubricado pelo participante. Explicamos que essa autorizagdo é um pré-
requisito.

Desde ja, ficamos gratos por sua atencdo e contribuicdo no processo de formacgéo deste
futuro mestre em Educac¢@o Matematica e Tecnoldgica em nosso pais. Em caso de duvida vocé pode
entrar em contato conosco pelo telefone-celular pelos e-mails apresentados em anexo.

Recife, [ /

Atenciosamente,

André Pereira da Costa
Mestrando

Prof. Dr. Marcelo Camara dos Santos
Professor orientador



242

APENDICE IV — Termo de livre consentimento

PROGRAKA DE POS-GRADUACED EM EDUCACED
MATERATICA E TECMOLGGIDA

wll EOUMATEC
1 UFPE
CURSO DE MESTRADO

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Estamos convidando seu filho (a) para participar de uma pesquisa a ser realizada na Escola
de Ensino Fundamental e Médio Ernest Huet - EFEH, com o tema “Efeitos de uma sequéncia
didatica na constru¢do do conceito de quadrilateros notaveis com o uso do GeoGebra: um
estudo sob a Gtica da teoria vanhieliana”. Para tanto, necessitamos do seu consentimento.

O objetivo do estudo é analisar os efeitos de uma sequéncia didatica na construcdo do
conceito quadrilatero, utilizando o software de Geometria Dindmica GeoGebra como recurso didatico
para o desenvolvimento dos niveis iniciais de pensamento geométrico nos estudantes do 6° ano do
ensino fundamental. Nesse sentido, a pesquisa sera realizada por meio da aplicagcdo de um pré/pos-
teste (cuja finalidade é verificar se havera ou ndo avangos no pensamento geométrico dos
estudantes) e também de uma sequéncia didatica a serem aplicados nas turmas de 6° ano da
instituicdo. No caso da sequéncia, ela sera aplicada no laboratério de informatica da escola, sendo
que os alunos se organizarao em dupla para resolver as questdes propostas.

A identificacdo de seu filho(a) serd resguardada, porque cada aluno sera considerado por
uma letra e um namero. Nao havera nenhum dano fisico ou moral para o seu filho. Mas trata-se um
momento de reflexdo e debate juntos aos educadores matematicos.

O responsével pelo estudo é um estudante de mestrado do Programa de P6s-Graduagcdo em
Educacédo Matematica e Tecnoldgica da UFPE e o professor Marcelo Camara dos Santos, orientador
da pesquisa. Pedimos o0 seu consentimento para o desenvolvimento da pesquisa e também para a
organizagdo de artigos cientificos. Se o (a) senhor (a) responsavel estiver de acordo, por gentileza,
assine este documento, que possui duas coOpias (sendo uma sua e a outra do responsavel pela
pesquisa).

Caso nao aceite, ndo se preocupe, pois, ndo sofrera nenhuma penalidade.

Desde ja, ficamos gratos pela sua compreensao e colaboragédo!

Pesquisadores responsaveis:

CONSENTIMENTO DA PARTICIPAGAO DA PESSOA COMO SUJEITO

Eu, , RG/CPF
, assinado abaixo, estou de acordo que meu
filho(a) atue na pesquisa como participante. Fui notificado acerca do estudo e de sua metodologia e,
todas as informacdes relacionadas ndo deverdo ser referendas ao nome de meu filho, em caso de
publicacdo e divulgacédo. Foi-me assegurado a possibilidade de retirar a autorizacdo em qualquer
instante.

Recife, ............ ,..de de 2015.




