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“l, at any rate, am convinced that He (God) does not throw dice ”,
Albert Einstein

“It cannot be for us to tell God how he is to run the world. ”,
Niels Bohr



Resumo

Nas ultimas décadas o topico de otimizacdo tem ampliado suas aplicacBes e tem sido bastante
aprimorado devido principalmente ao crescimento da capacidade computacional. Entretanto, na maioria das
aplicagdes na engenharia, a abordagem tradicional é considerar modelos deterministicos. Porém algum grau
de incerteza ou variacdo de parametros na caracterizacdo de qualquer sistema estrutural é inevitavel.
Infelizmente a abordagem deterministica pode levar a solugdes cujo desempenho pode cair
significativamente e/ou restricdes podem ser violadas devido a perturbagdes decorrentes de incertezas. Neste
trabalho, serdo examinadas algumas abordagens para a consideragdo das incertezas no processo de
otimizacdo e assim obter projetos robustos e confidveis em estruturas com comportamento ndo lineare. Um
projeto robusto é aquele que apresenta, além de bom desempenho, uma baixa variabilidade as incertezas do
problema. As medidas de robustez utilizadas aqui foram: a média e a variancia da funcdo de interesse.
Quando se usa ambas as medidas, a busca por um projeto robusto 6timo, surge como um problema de
decisdo com multiplos critérios (otimizagdo multiobjetivo robusta). Para o calculo dos pardmetros estatisticos
serdo empregadas duas técnicas de andlise de propagacdo de incerteza, o método de Monte Carlo (MC) e 0
método da colocacdo probabilistica (Probabilistic Collocation Method - PCM). Quando se considera além da
robustez, a confiabilidade estrutural, tem-se entdo, um problema de otimizacdo robusta baseada em
confiabilidade (RBRDO, Reliability-Based Robust Design Optimization). Neste tipo de problema, alguma
restri¢do associada a probabilidade de falha esta presente em sua formulagdo. Dois métodos para o calculo da
probabilidade de falha da estrutura foram investigados: 0 MC e o FORM (First Order Reliability Method).
Para avaliar a restricdo de confiabilidade em um procedimento de otimizagdo, serdo utilizadas duas
abordagens: uma abordagem chamada RIA (Reliability index approach), onde é necessario calcular a
probabilidade de falha (ou indice de confiabilidade) de cada novo projeto e uma abordagem denominada
PMA (Performance Measure Approach), para lidar com este tipo de restricdes sem a necessidade do célculo
direto da probabilidade de falha. Serdo abordados aqui, problemas que envolvem andlise ndo-linear,
utilizando o POD (“Proper Orthogonal Decomposition™) para a reducdo da ordem do modelo computacional
e consequentemente, o tempo computacional. As estruturas consideradas sao trelicas planas e espaciais e

estruturas 2D (estado plano) com as consideracdes das nao linearidades fisicas e geométricas.

Palavras-Chave: Andlise ndo linear; Modelo de Ordem Reduzida; Anélise de Confiabilidade; Calculos
das Estatisticas; Otimizagdo Robusta; Otimizacdo Multiobjetivo; Otimizacdo Robusta Baseada em
Confiabilidade.



Abstract

In recent decades the optimization topic has expanded its applications and has been greatly enhanced
due mainly to the growth of the computational power available. However, in most engineering applications,
the traditional approach is to consider deterministic models. However some degree of uncertainty or
variation in the parametric characterization of any structural system is inevitable. Unfortunately, the
deterministic approach can lead to solutions whose performance may degrade significantly and/or constraints
may be violated due to perturbations caused by uncertainties. In this thesis, some approaches will be
examined for the consideration of the uncertainties in the optimization process and thus obtaining robust and
reliable designs of structures with nonlinear behavior. A robust design is one that has, in addition to good
performance, a low variability of the problem uncertainties. The robustness measures used here were the
mean and the variance of the function of interest. When using both measures, the search for a robust
optimum design comes as a decision problem with multiple criteria (robust multi-objective optimization). To
calculate statistical parameters two techniques of uncertainty propagation analysis will be employed: the
method of Monte Carlo (MC) and the Probabilistic Collocation Method (PCM). When considering the
structural reliability, in addition to the robustness, it leads to a Reliability-based Robust Design Optimization
(RBRDO) problem. In this type of problem, some constraints related with the probability of failure are
present in its formulation. Two methods for the approximated computation of the failure probability of the
structure were investigated: the MC and the FORM (First Order Reliability Method). To evaluate the
reliability constraint in an optimization procedure, two approaches will be used: an approach called RIA
(Reliability index approach) where it is necessary to calculate the probability of failure (or reliability index)
of each project and an approach called PMA (Performance Measure Approach), to handle such a restriction
without the direct computation of the probability of failure. To reduce the order of the computational model,
problems involving nonlinear analysis using the Proper Orthogonal Decomposition (POD) will be addressed
here, resulting in reduced computational time. The structures considered are plane and space trusses and 2D

structures (plan analysis) with the considerations of physical and geometrical nonlinearities.

Keywords: Nonlinear Analysis; Reduced Order Model; Reliability Analysis; Statistics computation;
Robust Optimization; Multiobjective Optimization; Probabilistic Collocation Method; Reliability-Based
Robust Design Optimization.
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1. Introducao

Esta tese tem o intuito de investigar, desenvolver e implementar procedimentos gerais para a
otimizacdo estrutural uni e multiobjetivo deterministica e robusta (estocastica), com ou sem
restricbes de confiabilidade (probabilidade de falha), incorporando um procedimento de
aproximacdo através do método de reducdo de ordem POD (Proper Orthogonal Decomposition)
(CARDOSO, 2009), nas andlises estruturais que levam em conta as ndo linearidades fisica e
geométrica do problema. As estruturas consideradas sdo trelicas espaciais e planas com
comportamento elasto-plastico e chapas 2D (estado plano) com ndo linearidades fisica e

geomeétrica.

1.1. Considerac6es Gerais e Relevancia

Técnicas de otimizacdo tém sido extensivamente usadas para obter projetos viaveis e
econémicos nos mais variados campos das engenharias. Atualmente as abordagens tém se tornado
cada vez mais realistas, tendo sido comumente empregadas na solucdo de problemas ndo triviais da
engenharia pratica, incluindo o projeto de estruturas 6timas através de simulacdo computacional. No
entanto, apenas recentemente dois pontos tém sido abordados de forma mais incisiva.

A primeira questdo diz respeito ao aprimoramento simultaneo de vérios fatores relacionados ao
desempenho e custos (fungdes objetivo) em geral conflitantes, além das varias restricGes a serem
satisfeitas, quase sempre envolvidas no desenvolvimento de projetos 6timos de problemas reais.
Otimizadores de propdsito geral ndo resolvem tais problemas. Uma classe de estratégias baseadas
no denominado conceito de Pareto (ARORA et al., 2007), constitui a abordagem adequada quando
problemas de otimizacdo multiobjetivo (‘Multiobjective Optimization” - MO) devem ser resolvidos.

Nas ultimas décadas, distribuicdes eficientes de pontos de Pareto para problemas bi-objetivos
tém sido obtidas gracas ao desenvolvimento de algoritmos eficientes tais como o NBI (“Normal-
Boundary Intersection”) (DAS e DENNIS, 1996) e o NNC (“Normalized Normal Constraint™)
(MESSAC et al, 2003). Mais recentemente, uma técnica para a obtencao de distribui¢Ges eficientes

de pontos de Pareto para problemas n-objetivos tém sido desenvolvidas (MOTTA, 2009; MOTTA



et al, 2012) atraves de uma modificacdo do método NBI original, chamada NBIm. Essas estratégias
juntamente com abordagens classicas (Método da soma ponderada e Método min-max) (ARORA et
al., 2007(a)) serdo aqui implementadas e analisadas.

Outra questdo importante sdo as incertezas embutidas de varias formas nos problemas dos mais
variados campos da engenharia. Na maioria das aplicacdes, a abordagem tradicional é considerar
modelos deterministicos e incluir fatores de seguranca, cuja magnitude estd relacionada a
variabilidade (incerteza) dos parametros do problema. Algum grau de incerteza ou variagcdo nas
caracteristicas de qualquer sistema estrutural € inevitavel, alguns fatores de seguranca consideram
estas aleatoriedades de forma empirica, outros se baseiam em confiabilidade utilizando casos
padroes. Independente disto, a utilizacdo de fatores de seguranca torna o0s problemas
deterministicos, porém os projetos resultantes ndo possuem probabilidade de falha conhecida, com a
excecdo dos casos especificos que possam ter sido utilizados para a definicdo dos fatores de
seguranca. A abordagem deterministica pode levar a solucdes cujas restricdes podem ser violadas e,
além disto, o desempenho pode cair significativamente devido as perturbacGes decorrentes de
incertezas.

Uma ferramenta aplicada no ambito estrutural considerando as incertezas nos objetivos (custo,
desempenho, etc.) e nas restricbes (confiabilidade), além das ndo linearidades do problema, para
obter projetos 6timos em desempenho, robustez e confiabilidade, foi desenvolvida e implementada
em ambiente MATLAB (Mathworks, 2012). Esta classe de problema é chamada otimizacao robusta
baseada em confiabilidade (“Reliability-Based Robust Design Optimization” - RBRDO ou R2BDO)
(ARORA et al., 2007(b); RATHOD et al, 2011).

Para o célculo dos parametros (momentos) estatisticos serdo empregadas duas técnicas nao
intrusivas de andlise de propagacdo de incerteza, 0 método de Monte Carlo (MC) e o método da
colocacdo probabilistica (“Probabilistic Collocation Method” - PCM) (RAMAMURTHY, 2005). O
MC é um dos métodos mais tradicionais para este tipo de analise, porém é inviavel para ser aplicado
diretamente em modelos complexos de alto custo computacional, devido ao grande numero de
analises necessarias. O PCM é uma ferramenta desenvolvida visando uma andlise de incerteza
eficiente, mesmo em modelos complexos e computacionalmente custosos. A ideia basica do PCM &
aproximar a resposta do modelo em funcdo das variaveis aleatdrias, por fun¢bes polinomiais, e
estimar os pardmetros estatisticos por integracdo numérica. Sera ainda estudado o comportamento
do MC para o calculo das estatisticas de funcdes especificas, atraves do uso de diferentes técnicas

de amostragem.



Para avaliar as restricdes de modo apropriado, considerando as suas variaces decorrentes de
incertezas do problema estrutural, deve-se avaliar a confiabilidade estrutural atraves de algum
procedimento para restringir a probabilidade de falha (ou indice de confiabilidade) da estrutura. O
procedimento para o calculo da probabilidade de falha é chamado de analise de confiabilidade. Dois
métodos para conduzir a analise de confiabilidade serdo investigados: 0 MC e o FORM (First Order
Reliability Method). Quando se considera além da robustez, a confiabilidade estrutural, tem-se
entdo, um problema de otimizagéo robusta baseada em confiabilidade (RBRDO).

Para avaliar a restricdo de confiabilidade em um procedimento de otimizacdo foram utilizadas
duas abordagens: uma chamada RIA (Reliability index approach), e outra denominada PMA
(Performance Measure Approach). Na abordagem RIA (mais tradicional), em uma otimizacéo
baseada em confiabilidade, a confiabilidade estrutural € obtida através do célculo do indice de
confiabilidade (via FORM) ou a probabilidade de falha, para cada novo projeto. Ja a abordagem
PMA avalia as restricbes de confiabilidade estrutural durante o processo de otimizacdo, sem a
necessidade do célculo direto do indice de confiabilidade (ou probabilidade de falha) por isso é dita
mais eficiente (YOUN e CHOI, 2004).

Ferramentas para a obtencdo de projetos 6timos robustos, para problemas de otimizagdo
multiobjetivo que consideram as incertezas do problema, ja foram desenvolvidas e utilizadas com
sucesso em pesquisas passadas. As analises envolvidas em sua maioria eram estruturas de trelicas
com comportamento linear (Afonso et al, 2009; Motta, 2009; Motta et al, 2010; Motta et al, 2011b;
Motta et al, 2012b; Motta et al, 2012c). Neste trabalho foi desenvolvida a inclusdo das restricdes de
confiabilidade.

Nesta tese as analises estruturais lineares e ndo lineares sdo realizadas através de simulacdo
computacional utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF) (ZIENKIEWICZ e TAYLOR,
2000; COOK et al, 2003). Para a reducdo do custo computacional, serdo resolvidos problemas que
envolvem analises estruturais utilizando o método POD (“Proper Orthogonal Decomposition’)
(Ramamurthy, 2005) para a reducdo da ordem do modelo computacional e consequentemente, o
tempo computacional. As estruturas consideradas inicialmente s&o trelicas planas, devido a
simplicidade na implementagdo dos métodos de solugdo das analises ndo-lineares. Para este caso
foram desenvolvidas as ferramentas para as analises ndo-lineares, bem como usando o modelo
aproximado via POD no ambiente MATLAB (Mathworks, 2012). Na sequéncia foi investigado o
problema RBRDO com estruturas com comportamento mais complexo, com anélises via MEF de
solidos 2D (estado plano) com comportamento nédo linear fisico e geométrico. Para este tipo de
aplicacdo foi utilizado o programa chamado HYPLAS (de SOUZA NETO et al, 2008),



desenvolvido em FORTRAN na Universidade de Swansea, para problemas de mecanica dos solidos

2D com comportamento elasto-plastico e considerando grandes deformagdes.

1.2. Metodologia

Como ja mencionado, os problemas de otimizacao estrutural considerados abordardo modelos
estruturais de trelicas planas e espaciais elasto-plasticos ndo lineares e modelos bidimensionais
(estado plano) com ndo linearidades fisica e geométrica. Para a solucdo do problema RBRDO, foi
construida uma ferramenta computacional flexivel que soluciona o problema RBRDO recebendo
como parametros os procedimentos para a modelagem geométrica, a analise estrutural e a analise de
sensibilidade, utilizando modelo de ordem reduzida via o método POD.

Os algoritmos para os célculos dos parametros estatisticos das func@es de interesse, assim como
também a probabilidade de falha (via analise de confiabilidade) foram aproveitados e adaptados
para serem utilizado pelos métodos de otimizacdo multiobjetivo (MO). Também foram
implementados os procedimentos de analise de sensibilidade para a avaliacdo dos gradientes das
estatisticas e das restricbes de confiabilidade. Os procedimentos de obtencdo de pontos de Pareto
utilizam a programagdo quadratica sequencial (“Sequential Quadratic Programming” - SQP)
(POWEL, 1978) como otimizador.

Os problemas lineares e ndo lineares inicialmente resolvidos consideraram trelicas planas com
pequenas deformacBes e material com comportamento elasto-plastico. Durante o periodo de
intercdmbio (programa de doutorado sanduiche do CNPq) na Swansea University (SU), foram
estudadas ferramentas mais avancadas, desenvolvidas pelo préprio grupo da SU (de SOUZA NETO
et al, 2008) para tratar modelos mais complexos e fiéis a fisica do problema, considerando as nédo
linearidades tanto fisicas quanto geométricas.

Mesmo as estruturas de comportamento linear, mas que apresentam grande nimero de graus de
liberdade, podem levar a problemas de otimizacdo que demandam um tempo computacional
consideravel, quando as incertezas sdo consideram. Além disso, as obtencdes dos pontos de Pareto
para os problemas RBRDO estdo associados a um grande nimero de avaliacbes de funcdes e
calculos de gradientes, assim sendo o tempo total de CPU no procedimento de otimizagdo pode
torna-lo inviavel em aplicagOes préaticas. Para amenizar esta dificuldade, técnicas de aproximacao
baseadoas em métodos de reducdo de modelo (ROM — Reduced Model Order) (AFONSO, 2003;
ALBUQUERQUE, 2005; AFONSO et al., 2009, MOTTA, 2011) foram incluidas na metodologia,
para as etapas de analise estrutural e de andlise de sensibilidade requeridas pelo algoritmo. O uso de



modelos substitutos no processo de otimizacdo visa produzir um grande ganho de desempenho

computacional, sem grandes perdas de acurdcia do modelo.

1.3. Escopo do documento

Este documento consiste de sete capitulos organizados conforme descrito a seguir.

Ap0s este capitulo introdutdrio, no segundo capitulo € descrita a analise nao linear via MEF e a
utilizacdo do modelo substituto POD. Este capitulo foca na metodologia utilizada para as analises
ndo lineares realizadas pelo programa HYPLAS, a formulagdo das anélises de trelicas podem ser
encontrada em (MOTTA, 2009). Serdo apresentadas as principais equagdes da mecéanica dos solidos
(quase-) estatica ndo linear e 0 uso do FEM para sua solucdo. Além disso, serdo especificadas as
equacOes das variaveis de estado que serdo utilizadas para a consideracdo das deformacdes finitas.
Em seguida, seréo descritas a formulacdo e os fundamentos da plasticidade computacional para a
andlise elasto-plastica estrutural: critério de escoamento, lei de fluxo, lei de endurecimento, etc.
Ainda neste capitulo, serd descrita uma metodologia para a utilizacdo de modelos de ordem
reduzida aplicada a analise estrutural ndo linear. Neste sentido, sera utilizado o método POD a fim
de obter uma aproximacao de baixa ordem Otima para a realizagdo das analises nao lineares.

O capitulo terceiro apresentara formas de tratamento estatistico das incertezas. Nele sdo
apresentados os métodos MC e o PCM para o calculo das estatisticas da funcdo de interesse, média
e desvio padrdo. Posteriormente, é feita uma introducdo sobre analise de confiabilidade e dois
métodos para obtencdo da probabilidade de falha e/ou indice de confiabilidade serdo descritos: o
MC e o FORM.

No quarto capitulo serdo apresentadas as formulacGes dos problemas de otimizacdo uni-
objetivo (que consideram apenas uma funcdo objetivo) e multiobjetivo (que consideram mais de
uma fungdo objetivo). Neste contexto, serdo brevemente descritos os métodos utilizados para a
solucdo de problemas de otimizacdo multiobjetivo, utilizados neste trabalho. Ao final do capitulo
quatro, serdo descritos como as incertezas serdo incorporadas na formulacdo do problema de
otimizacdo, através de tratamentos estatisticos, utilizando as ferramentas descritas no capitulo trés.
Primeiro, a consideracdo das incertezas nos objetivos da otimizacdo, através do uso das estatisticas
da fungdo de interesse (desempenho, custo, etc.). Esta abordagem leva a uma formulagdo de
otimizacdo robusta (RDO — “Robust Design Optimization”). Em seguida, serdo descritas duas

diferentes abordagens para a inclusdo das incertezas nas restricdes, na forma de problemas de



otimizacdo baseados em confiabilidade (“Reliability-Based Design Optimization” - RBDO), sdo
elasaRIA e aPMA.

No quinto capitulo serdo apresentados trés exemplos utilizando os conceitos de otimizagdo e
métodos aqui apresentados. Sendo eles uma trelica espacial com comportamento linear, uma trelica
2D com material elasto-plastico e uma estrutura solida bidimensional considerando as néo

linearidades fisicas e geométricas.

No sexto capitulo serdo descritas algumas conclusées atingidas no decorrer da pesquisa e serdo
sugeridos alguns trabalhos para pesquisas futuras. Apos este capitulo, serdo listadas as referéncias

utilizadas no decorrer da tese.

1.4. Lista de Acronimos

Capitulo 2

MEF Método dos Elementos Finitos

MRP Método dos residuos ponderados

NR Newton-Raphson

POD Método da decomposicdo ortogonal prépria (Proper Orthogonal Decomposition)
ROM Método de reducdo de modelo (Reduced Order Model)

SVD Decomposicdo em valores singulares (Singular Value Decomposition)

PCA Analise em componentes principais (Principal Component Analysis)

KL Decomposicao de Karhunen-Loeve

RBM Método da base reduzida (Reduced Basis Method )

Capitulo 3

pdf Funcéo de distribuicdo de probabilidade (Probability Density Function)
DoE Plano de amostragem (Design of experiments)

LHS Método de geracdo de variaveis aleatorias (Latin Hipercube Sampling)
nva NUmero de variaveis aleatorias

MC Método de Monte Carlo

PCM Método da colocacgéo probabilistica (Probabilistic Collocation Method)
ELS Estado limite de servigo

ELU Estado limite altimo

Pf Probabilidade de falha



MPP

FORM
HL-RF
SORM

Capitulo 4

SQP
nvp
NIP
MO
POM
WS
NBI
ECMI
NNC
NC
NU
NBIm
CVvT
nobj

Ponto de maior probabilidade de falha (Most probable failure point)

Método de confiabilidade de primeira ordem (First Order Reliability Method)
Algoritmo de otimizagdo para FORM (HASORF, LIND, RACK-WITZ, FIESSLER)
Método de confiabilidade de segunda ordem (Second Order Reliability Method)

Programacdo quadrética sequencial (Sequential Quadratic Program)
NUmero de variaveis de projeto

Algoritmo de ponto interior ndo linear (nonlinear interior-point)
Otimizacdo multiobjetivo (Multiobjective Optimization)

Problema de otimizacdo multiobjetivo

Soma ponderada (Weight Sum method)

Método da intersecdo do contorno normal (Normal-Boundary Intersection)
Envoltoria convexa do minimo individual

Meétodo da restricdo normal normalizada (Normalized Normal Constraint)
Meétodo da restricdo normal (Normal Constraint)

Reta normal a Linha Utdpica

Método da intersecdo do contorno normal modificado

Método de amostragem (Centroidal Voronoi Tessellation)

namero de objetivos do POM

RBRDO Otimizagdo robusta baseada em confiabilidade (Reliability-Based Robust Design

Optimization)

RDO
RMO
RBDO
RIA
PMA
AMV

Otimizacdao robusta (Robust Design Optimization)

Otimizacao multiobjetivo robusta (Robust Multiobjective Optimization)
Otimizacdo baseada em confiabilidade (Reliability-Based Design Optimization)
Abordagem de indice de confiabilidade (Reliability index approach),
Abordagem de medida de desempenho (Performance Measure Approach)
Método de avaliacdo de confiabilidade PMA (Advanced mean-value)



2. Analise nao linear

Atualmente, procedimentos para analises baseadas no MEF para a solucdo de problemas néo
lineares de grande escala se tornaram bastante consistentes e bem estabelecidos. Através destes sdo
obtidas simulacfes mais realistas, que consideram uma relacdo nédo linear entre o carregamento e 0s
deslocamentos. Esta ndo linearidade, com o aumento da aplicacdo das cargas, advém tanto das
mudancas na geometria do problema (ndo linearidade geométrica), quanto da ndo linearidade da
relagdo tensdo-deformacdo do material (ndo linearidade fisica). Estas duas fontes basicas de ndo
linearidades sdo consideradas em métodos de analise avancados que tratam de grandes deformacdes
e da plasticidade, tornando o processo de solucdo dos problemas mais complexos. Este campo da
mecénica dos sélidos é conhecido como Plasticidade Computacional, e tem tido grandes avangos
nas ultimas décadas (OWEN e HINTON, 1980; BONET e WOOD, 2007; LUBLINER 2008; de
SOUZA NETO, et al 2008). Este capitulo foca na metodologia utilizada para este tipo de analises
ndo lineares realizadas pelo sistema HYPLAS descrito e explicado em (de SOUZA NETO, et al
2008). A formulacdo das analises de trelicas podem ser encontrada em (MOTTA, 2009).

2.1. Mecéanica dos solidos

Definindo um corpo de dominio Q (indeformado) e de contorno 62, submetido a uma forca de

corpo b e a um carregamento g no contorno, o tensor de tensdes de Cauchy & no corpo e 0 campo de
deslocamentos u=[u,,u,,u,] seguem a (equacao de equilibrio) lei conservagdo de momento:

2

d-u
V.o(u)+b= pF em @(Q) 2.1)

q-o(u)n=0em p(0Q)

onde X =[X,,X,,X;] é o sistema de coordenadas espaciais (originais), n € um campo vetorial normal

ao contorno deformado, p é a densidade volumétrica do corpo, t o tempo e ¢(Q2) é o dominio

deformado do corpo. Além disso, ¢(0Q) é o contorno deformado do corpo que se divide em duas



partes, uma onde o deslocamento u é prescrito, chamada condi¢Bes de contorno essenciais e outra
onde o carregamento ¢ € prescrito, chamada condic¢Ges de contorno naturais. A eq. (2.1) é a equagao
fundamental dos problemas da mecénica dos solidos tratados neste trabalho.

Ha pelo menos duas formas de formular os problemas na mecanica do continuo. A primeira
considera o sistema de coordenada fixo (espacial) e o corpo deformado se desloca neste espaco,
chamada versdo Euleriana. Na segunda visdo, um sistema de coordenada de referéncia (chamado
material — p) é usado de forma que qualquer ponto p do corpo tenha suas coordenadas fixas neste
sistema de referéncia, esta € a versdo Lagrangeana. Uma funcdo ¢, relaciona um ponto material (no

espaco de referéncia) e as coordenadas espaciais (verdadeiras), um para um, como mostrado na

Figura 2.1.
A
X, ¢

7 T

p. ] U( p’t)

-1
R

X, g
Figura 2.1. Sistema de coordenadas espacial (x) e de referéncia (p).
x(p,t) =o(p.1)

_ (2.2)
p(x,t) = ¢ (x,1)
Com isso podemos definir o campo de deslocamentos u e o gradiente de deformac@es F, para

uma particula p (posicéo de referéncia) no tempo t, como:

u(p,t) =o(p,t)-p

dx du 2.3
F(pt)=A,o(pt)=—=1+— 23)
dp dp

A Equacdo (2.1) pode ser reescrita com relacdo ao sistema de coordenada de referéncia (ou do

material — p):

VP+b= ‘@ emQ
P+b=p—g (2.4)

q=PmemoQ
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onde m & um vetor unitario normal ao contorno indeformado, i.e. no sistema de referéncia e

b =bJ
5= ]
Py (25)
q=qJ
J =det(F)
além disso, P é o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff dada por
P=JoF ' (2.6)

onde o sobrescrito “-T ” indica a matriz inversa da transposta de F.
No caso de problemas estaticos (ou quase-estaticos) pode-se eliminar o termo de aceleracao
dependente do tempo, podendo-se reescrever a Equacao (2.1) no dominio como:

V.6+b=0em ¢o(Q)

(2.7)
g—o(u)n=0em p(0Q)

O sistema de equacdes diferenciais de equilibrio Eg. (2.1) (chamado forma forte) pode ser
solucionado utilizando o método dos residuos ponderados (MRP) (ou, analogamente, o principio
dos trabalhos virtuais). Um campo de deslocamento u solugdo para o problema Eq. (2.7), também é

solucdo para o seguinte problema:

J (V,o(u)+b)ndv + J. (¢—o(u)n)yda=0 (2.8)
»(Q) ()
para todas as possibilidades de funcdo de ponderacdo # (deslocamentos virtuais) pertencente ao

dominio do campo de deslocamento que respeite as condi¢des de contorno essenciais. Utilizando a
integracdo por partes, a Equacdo (2.8) pode ser reescrita e a chamado forma fraca do equilibrio é

obtida tal como a seguir:

_[ [o(u)V - byldv - I [gn]da=0. (2.9)

»(Q) o(eQ)

Para mais detalhes vide (ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 2000; de SOUZA NETO et al, 2008).
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Utilizando uma aproximacao do campo de deslocamentos U formada por funces teste (N;) e um
namero finito de fungdes de ponderagéo (77, ), pode-se obter uma aproximacéo da solu¢éo u como se

segue:
0=> N;(X)a (2.10)
i=1
Assim a Eq. (2.9) pode ser reescrita de modo aproximado da seguinte forma:

[ [e@V,m—bnJiv— [ [gn]da=0,i=1..n (2.11)

»(Q) »(06Q2)

onde a; sdo chamados de grau de liberdade generalizados e n é o numero de graus de liberdade da
solucéo.
O MEF, apresentado a seguir, consiste na aplicacdo da versdo de Galerkin do MRP, onde as

funcdes de ponderagdo s&o iguais as funcdes testes (N, =1,).

2.2. Metodo dos Elementos Finitos em Mecanica dos Solidos néo linear quase-
estatica

No MEF o dominio do problema é dividido (discretizado) em subdominios, chamados
elementos. Cada elemento € formado por um conjunto de nds e funcdes de interpolacdo. As formas
das funcdes de interpolacdo, chamadas de funcbes de forma, e o nimero de fungbes em um
elemento definem diferentes tipos de elementos. Neste trabalho serdo considerados apenas 0s tipos
béasicos de elementos, onde é definida uma funcéo de interpolacdo (ou forma) associada a cada nd

do elemento. Estas fun¢des sdo definidas de tal forma que:

Ni(x(pj)):l se i=]

2.12
N; (X(p;))=0 se i=j (212)

para i, j=1,..,nn, onde X; € a coordenada do no j e nn € o numero de nos. Além disso, as fun¢des de

forma sdo nulas em todo o resto do dominio exceto no dominio do elemento considerado.

Assim, pode se reescrever a aproximagdo do campo dos deslocamentos como:
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0’ (x) =_nzn:Ni(x)uij (2.13)

onde u’ é o deslocamento do n6 i na dire¢do j = 1,..,nd e nd é o nimero de dimensdes do

problema. Neste trabalho iremos utilizar apenas problemas bidimensionais planos, com a excegéo
de trelicas espaciais as quais suas equacdes nao serdo detalhadas. Pode-se entdo, escrever de forma
matricial as funcdes de forma N e o operador dos gradientes das funcdes de forma ou fungdes testes

B (B=V,N) para um elemento () com nne nds (ou funcbes de forma) por elemento, num

problema bidimensional, respectivamente, como:

Npg =[N O N 0 Ny 0
|0 N.. 0 N, 0 Ny
Nl,l O Ni,l 0 Nnne,l 0 (214)
© le 0 Ni,2' 0 Nnne,2
BR0O=I\, o. N, 0. N 0
12 i2 - nne,2
Nll 0 Ni,l' 0 Nnne,l
onde
N”:% (2.15)
Codx

Desta forma, a aproximacdo do campo de deslocamentos, Eq. (2.10) e (2.13), pode ser reescrita

como:
a(x) =N(x)u (2.16)

onde u € o vetor de deslocamentos, 0s possiveis deslocamentos sdo chamados de graus de liberdade.

A equacdo de equilibrio (2.11) na forma matricial via MEF (versdo espacial) pode ser expressa

como:
i( J [Bo(0) —bN]dv - j [gN]da |=0 (2.17)
Ho@) 0(20)

Por fim a equacdo final, para a solugdo de um problema de mecénica dos sélidos ndo linear

quase-estatico via MEF pode ser expressa como:
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1 (U)=F (2.18)

¢ 0 vetor das forcas internas e F

ext

onde F

int

0 vetor das forcas externas, dados por

Fo= { [ [BGE(u)]dvj

T (2.19)
Fext:ZL [ [o°Nfv+ | [qu]da]
&1\ o(@) ()

2.2.1. Solucgéo do problema néo linear

Na maior parte das analises estruturais ndo lineares o carregamento € feito em passos de carga,
assim o problema é resolvido de forma incremental, e as equacfes para cada incremento de carga
sdo resolvidas de forma iterativa. A técnica iterativa por si s, gera apenas um ponto solugdo. Na
pratica, por vezes é preferivel obter a curva completa da resposta carregamento/deslocamento
(caminho do equilibrio). Esta abordagem é importante para problemas estruturais onde as solucdes
sdo dependentes do caminho de equilibrio (“path-dependent™), ou seja, quando o comportamento da
estrutura para um determinado carregamento depende do histérico de carregamento. Para tanto, é
atil combinar os procedimentos de solugdo incremental e o iterativo. A solucdo incremental de cada
passo é usada como o ponto inicial do procedimento iterativo para préximo incremento de carga.
Um bom ponto inicial melhora significativamente (e até viabiliza) a convergéncia do procedimento
iterativo (CRISFIELD, 2000; de SOUZA NETO et al, 2008). Assim, o procedimento da analise ndo
linear utilizado € dito incremental e iterativo.

Hé& varios métodos para o célculo do incremento do passo de carga. O sistema HYPLAS adota
um incremento constante com uma reducdo do incremento (1/2), quando ocorre algum erro no
procedimento iterativo (nimero de iteragdes maximo atingido, falha na atualizacdo das varidveis
internas, problemas no sistema de equacdes, etc..). Outra opgdo mais robusta é utilizar
procedimentos como o método de comprimento de arco (arc-length), onde o incremento esta
relacionado aos deslocamentos, ao invés do carregamento. O “arc-length” é indicado, inclusive,
para problemas de instabilidade. O procedimento, apesar de estar disponivel no codigo utilizado
(HYPLAS), ndo foi empregado na presente pesquisa, para mais detalhes vide (de SOUZA NETO et
al, 2008). Esquemas mais avancados de solugdo de problemas ndo lineares estruturais podem ser

visto em (LEON et al, 2011). A solucdo do problema estrutural de um passo de carga (ou
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incremento de carga — A) pode ser resumida em encontrar um campo de deslocamentos de tal forma
que as forcgas internas se equilibrem com as forcas externas.

Fo (U)= AF

ext

(2.20)

O procedimento iterativo mais popular e eficiente, empregado para a solucdo deste tipo de
problema, € o método de Newton-Raphson (NR). O método de NR iterativamente aproxima a
equacdo ndo linear através de uma linearizacdo no ponto atual da solugdo e o resolve. Na analise
estrutural ndo linear, para problemas onde o vetor de forcas externas ndo depende do deslocamento,
isto pode ser formulado como:

oF
Fint(uk)+|:a_lljt:| Auk+1: ﬂ“Fext , ou KkAuk+1 = Rk (221)

int

onde K, = é a matriz de derivadas das forcas internas em relagdo aos deslocamentos nodais

Uy

Uy
na iteracdo atual (k) e é chamada de matriz tangente (“consistente”, no caso onde o algoritmo de

atualizacdo plastica é considerado) e R, =AF,, —Fmt(uk) é 0 vetor de carga residual (ou de

e
desequilibrio). Existem outros métodos utilizados para resolver sistemas de equacdes de elementos
finitos ndo lineares, como os métodos Newton modificado (Owen e Hinton, 1980; Zienkiewicz e
Taylor, 2000) e quase-Newton (Haftka et al., 1990), além de técnicas mais avancadas para a
definicdo dos incrementos de carga, porém estes ndo serdo abordados neste trabalho, para mais
detalhes vide (LEON et al, 2011).

2.2.2. Grandes deformacoes

Ha diversas medidas de deformacGes ndo lineares utilizadas em problemas estruturais. Neste
trabalho, nos problemas de grandes deformacgdes, sera utilizado o tensor de deformacdes

logaritmicas (de Hencky ou naturais) (Hencky, 1933):

g :%In(FFT) (2.22)
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onde F é o gradiente das deformacdes ja mencionado, Equacao (2.3). Como sera visto adiante, o

tensor de deformagdes logaritmicas ¢,_ definido na Eq. (2.22), é particularmente atraente quando se

trabalha com problemas elasto-plasticos.
Os tensores de tensdes de Kirchhoff (z) e de Cauchy (&) podem ser expressos,

respectivamente, como:

T= D 8L (2.23)
c=1)"
onde D° é o tensor elastico. Através de uma vetorizacdo do tensor de tensdes de Kirchhoff e do
tensor de deformacgOes (simétricos), € possivel reescrever a Eq. (2.23) de forma matricial para um

material isotrépico, como:

7=D°%,
T, 1-v v 1% 0 0 0 &y
Ty, v 1-v v 0 0 0 &y
Ty | 2G 1% v 1-v 0 0 0 Ega (2.24)
,| (1-2v)) 0 0 0 1-2v 0 0 | &,
Tys 0 0 0 0 1-2v O Exg
Ty 0 0 0 0 0 1-2v)ig,

onde G é o modulo de cisalhamento dado por,

G= E
2(1+v)

(2.25)

Além disso, E é o modulo de elasticidade (ou de Young) e v é o coeficiente de Poisson.

2.3. Plasticidade Computacional

O fendbmeno da plasticidade ocorre em materiais que possam sofrer deformacdes permanentes,
i.e., depois de submetido a um carregamento suficiente para que ocorra a plastificagdo, o material
ndo retorna totalmente para a configuracéo inicial ao ser descarregado. A deformagéo remanescente
é dita deformacéo plastica. Em andlises estruturais, onde a estrutura € composta por materiais que
apresentam comportamento plastico, é necessario calcular durante cada iteragdo, alem do campo de

deslocamentos, o tensor de deformacgdo plastica. Ao se plastificar, as deformacgdes ocorridas no



16

material podem ser divididas em deformacéo elastica e deformacdo plastica, esta ultima depende
fundamentalmente de variaveis internas («) relacionadas ao histérico de deformacédo da estrutura.

Assim, pode se dizer que de forma incremental a integracdo das forgas internas é funcdo dos

deslocamentos e das varidveis internas na iteragéo anterior F,, (ut,at‘l) :

Para se definir completamente o modelo de plasticidade, para um determinado material plastico,
é necessario conhecer trés principios basicos que regem o comportamento pléstico deste material
(de SOUZA NETO et al, 2008), séo eles:
1. Critério de escoamento,
2. Leidefluxoe
3. Lei de endurecimento
Existem alguns modelos bésicos de materiais plasticos, estabelecidos de acordo com critérios

de escoamentos classicos.

2.3.1. Critério de escoamento

O critério de escoamento é definido pela funcdo de escoamento F que indica regime elastico (
F <0) ou regime plastico (F = 0).

Abaixo listamos alguns critérios usados para diferentes tipos de materiais e a respectiva funcao
de escoamento F utilizada, onde oy € a tensdao de escoamento, o; Sd0 as tensdes principais (i = 1,2,3)

e o é um parédmetro relacionado ao historico de tensdes e indica o endurecimento do material.

e Critério da Tensdo Normal Maxima

F(o,a)=0,-0,(a) (2.26)
o Critério de Tresca

F(o,)=(0,—0,)—0o, (@) (2.27)
e Critério de von Mises

F(o,0)=0, -0, () (2.28)
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onde o, é atensdo efetiva von Mises dada por

O =J?E= \/%((0-1 _0-2)2 + (o, _0-3)2 + (o, _01)2) (2.29)

onde J, é o0 segundo invariante do tensor de tensdes desviadoras de Cauchy.

e Critério de Mohr-Coulomb
F(o,a) = (0, —0,) —2ccos(a) + (o, + 0,)sin(a) (2.30)

onde ¢ é a coesdo e a 0 anglo de atrito do material.

e Critério de Drucker-Prager

% _

N

F(o,a)=3ko, + K, (2.31)

onde k; e k, sdo constantes que dependem do angulo de atrito e da coeséo do material, o, é a

tensdo efetiva von Mises e o, é a tensdo média hidrostatica.

e Critério de Green

F(e)=2¢In(B)’c, +3 3-2p J, -, (2.32)

3(1-3/B)

onde f é o coeficiente de porosidade do material.

No processo iterativo, o incremento de deformacdo (Ae) € inicialmente considerado totalmente
elastico (preditos elasticos). Quando F > 0 significa que houve uma deformacédo plastica, entdo o
tensor de incremento da deformagéo plastica (Ae”) € ajustado, assim como é atualizado o vetor a,
tal que F = 0 e as leis de fluxo e de endurecimento sejam respeitadas (apresentadas na sequéncia).

O critério de von Mises é o0 mais indicado para materiais metalicos, devido a boa concordancia
com o resultados experimentais e a continuidade da superficie de escoamento. Os critérios de Mohr-
Coulomb e de Drucker-Prager séo utilizados para modelar solos (areia) e materiais frageis, como
rocha e concreto, enquanto que o critério de Green € utilizado para materiais porosos. Para 0s casos

considerados neste trabalho foi utilizado apenas o modelo de von Mises.
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2.3.2. Lei de endurecimento

A lei de endurecimento determina a variagdo na superficie de escoamento a medida em que ha

incrementos de deformagcdo plastica e em geral pode ser representada por uma fungdo como o, («) .

Quando ocorre um incremento de deformacdo plastica (decorrentes de incremento de tensdo) a
superficie de escoamento é atualizada (através do parametro o apresentado na secao anterior) de tal
forma que as tensdes resultantes permanecam sobre a superficie de escoamento (F = 0). A
atualizacdo da superficie de escoamento pode se da através de dois modelos basicos (OWEN e
HINTON, 1980):

e Endurecimento isotropico — A superficie de escoamento se expande uniformemente.
Este modelo é muito utilizado devido a sua simplicidade apesar de nao representar bem
0 comportamento de muitos materiais, pois um endurecimento no sentido da tracdo nao
provoca um endurecimento para compressao, vide Figura 2.2.

e Endurecimento cinematico — A superficie de escoamento translada no espaco da
tensbes. Este tipo de endurecimento é utilizado em modelos sujeitos a carregamentos
ciclicos, fadiga, problemas sismicos, etc., pois consegue reproduzir o efeito de
Bauschinger (Hill, 1950), vide Figura 2.2.

A Figura 2.2 ilustra a atualizacdo da superficie de escoamento no espaco das tensdes principais
(bidimensional) para uma trajetéria de tensdes ABC, de acordo com o modelo isotropico e

cinematico de endurecimento.

........... Isotropico

- — = . Cinemético

Figura 2.2. Endurecimento isotrépico e cinematico.
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A escolha do modelo a ser utilizado depende ndo apenas do tipo de material, como também do
tipo de aplicacdo considerada. H& ainda modelos mais avancados chamados endurecimento
distorcional (Phillips et al., 1975, Ortiz e Popov, 1983; Feigenbaum e Dafalias, 2007). Nestes, a
superficie de escoamento pode expandir, transladar, rotacionar e até mudar sua forma. Estes

modelos podem ser utilizados para qualquer material.

2.3.3. Lei de fluxo

Se um material ultrapassar a tensdo de escoamento, passa a ter um comportamento plastico e
dissipar energia, sendo a parcela de energia “perdida” denominada energia plastica. A energia
elastica de deformacéo é totalmente recuperavel, designando esse processo conservativo. A energia
plastica é dissipativa devido a fenbmenos de origem térmica e/ou de contato a nivel atbmico
(CHUNG, 1988).

Para se conhecer o estado de tensdes de um ponto de um corpo ao se deformar plasticamente
(apds o escoamento), é preciso conhecer a parcela da deformacéo total que é plastica. Para o calculo
do incremento de deformacédo pléstica (A&®), é necessario conhecer a chamada funcao de potencial

plastico (g), que informa a diregdo do escoamento (direcéo de A&”).

de"; _dy( o9 (2.33)
dt dt | d; |

onde y € um escalar positivo chamado de multiplicador da taxa de deformacdo pléstica ou
multiplicador plastico e esta diretamente relacionado a magnitude da deformacdo plastica total.
Adotando um esquema totalmente implicito (Backward Euler) para discretizacdo no “tempo”, onde
todos os termos sdo calculados em relacdo a configuracdo atual, a lei de fluxo pode ser expressa
como (de SOUZA NETO et al, 2008):

AP, = Ay (2.34)

Pode-se utilizar esta mesma equacdo para o caso de grandes deformacgOes, utilizando
deformacgdes logaritmicas (de Hencky ou naturais), Equacdo (2.22), e considerando uma

discretizacdo aproximada exponencial, tal como detalhado em (de SOUZA NETO et al, 2008).
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Em geral utiliza-se como potencial plastico a funcdo de escoamento, g = F . Diz-Se neste caso

que a lei do fluxo é associativa. A Eg. (2.34) no caso associativo é chamada de condicdo de
normalidade, pois indica que a deformacdo plastica se da na direcdo normal a superficie de
escoamento (na direcdo do gradiente da funcdo de escoamento). Pode-se mostrar que a lei
associativa satisfaz a condicdo de normalidade da termodindmica (SCHONAUER, 1993)
equivalendo ao principio da maxima dissipacdo plastica (LUBLINER, 1984; 1986). Modelos de
fluxo associativos simulam de forma adequada o comportamento de metais. Para outros tipos de
materiais, como solos e rochas, modelos ndo-associativos tém sido aplicados com boa concordancia
experimental (de SOUZA NETO et al, 2008).

2.3.4. Caso particular: Trelicas

Nos elementos de barra de trelicas s6 atuam tensdes normais entdo o tensor de tensdes podem ser

considerados escalares o =0, , isto simplifica bastante o estudo da plasticidade para este tipo de

estruturas. Além disso, no caso de serem consideradas pequenas deformacgdes e carregamento
monotdnico independente no tempo, itens importantes do estudo da plasticidade sdo bastante
simplificados. Assim o problema pode ser resolvido através de uma formulacdo elastica nao linear.

O modelo de plasticidade von Mises para o caso de trelicas podem ser escritos como:
o Critério de escoamento: F(oy,&") =0, — 0o, (")
o Leidefluxo: Ae®, =Ay
e Célculo da tensdo normal: o, =D°(¢—¢”) =0 (&)
Entdo, pode-se definir previamente uma fungdo o, =o(e), a partir da curva de endurecimento,

que relaciona as tensdes normais e as deformacGes totais, ndo sendo necessaria assim a

determinacdo do multiplicador plastico. Com isso, o célculo da resultante das forcas internas
F. (u) para um dado vetor de deslocamento (u) pode ser feito através de trés passos simples:

1. Calculo das deformagdes (multiplicagdo matricial): €=T, u

2. Célculo das tensoes (curva do material): o, = o(g)

3. Calculo das forcas internas (multiplicacdo matricial): F, =T, o,

Onde T, e T, sdo matrizes globais constantes (pois ndo foram consideradas as néo

linearidades geométricas) que dependem apenas de parametros geométricos da estrutura de
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dimensdo (ndof xne), onde ne € o numero de elementos e ndof o numero de graus de liberdades.

Os relativos vetores locais t,° e t,° do elemento e podem ser escritos como:

M, =[—cos(6°) —cos(6,’) —cos(6,°) cos(67) cos(6,’) cos(6y) ]

t° =ie|\/|9e (2.35)
L
tLe — AEMHE

onde 6° é o angulo segundo a direcéo i da barra e, L® e A° sdo, respectivamente, o comprimento

e a area da secdo transversal da barra e. Onde os graus de liberdades locais sdo definidos conforme
Figura 2.3.

X2

v

Figura 2.3. Graus de liberdades locais do elemento de trelica.
As matrizes globais T, e T, sdo montadas a partir das conectividades dos elementos, relacionando

os graus de liberdades locais (j) e globais (i), da seguinte forma:
[T].=t° (2.36)

onde i é o grau de liberdade global e j o grau de liberdade local do elemento e. A Eq. (2.36) é vélida

para ambas as matrizes globais T, e T,.

2.4. Plasticidade com grandes deformagoes

Para o desenvolvimento das equacGes considerando grandes deformacdes e plasticidade sera
utilizado um modelo de plasticidade multiplicativo. O termo “multiplicativo” vem do fato do

gradiente de deformacéo F ser decomposto multiplicativamente tal como segue:
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g dx do”
de® dp (2.37)
F=F°F’

onde F° é o gradiente de deformacdes elasticas e FP o gradiente de deformacOes plasticas, a
configuracdo ¢ é uma configuracdo intermedidria, relacionada a deformacdo permanente (plastica)
no ponto. As deformagdes plasticas estdo relacionadas com um “deslizamento puro” entre os
cristais do sélido, enquanto que as deformacdes elasticas medem as deformacGes dos cristais em si
(de SOUZA NETO et al, 2008). Adotando a divisdo multiplicativa de F e deformacgdes
logaritmicas, pode-se obter de forma elegante uma decomposicédo aditiva das deformacdes de forma
equivalente ao caso de pequenas deformacdes, para mais detalhes vide (de SOUZA NETO et al,
2008):

e=&"+¢&". (2.38)

O tensor de tensbes de Kirchhoff pode ser calculado em funcdo da parcela elastica das

deformacdes, como:

=D =D (e —&") (2.39)

2.4.1. Modelo constitutivo de von Mises

Nesta subsecdo sera abordado a solugdo do problema de atualizacdo das variaveis de estado
(tensdes e deformacdes) para um modelo de plasticidade von Mises, associativo e de endurecimento
isotropico. Além disso, para o caso de grandes deformacbes, sdo utilizadas deformacdes
logaritmicas, as quais sdo compativeis com a decomposicdo aditiva das deformacdes totais em
elasticas e plasticas. Para obter a parcela plastica do incremento da deformacdo, Eq. (2.34), através
deste modelo, a Unica varidvel interna («) que se precisa determinar € o incremento do multiplicador

plastico Ay (de SOUZA NETO et al, 2008).

Para a formulagdo do modelo de von Mises serd utilizada apenas o tensor de tensdo desviadora

(s) dada por:

s=dev(r)=7—pl (2.40)
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onde p é chamado de pressdo hidrostatica ou tensdo media e é dada pela média das tensdes

principais (p=tr(s)/3), | é a matriz identidade (3x3) e 7= é o tensor de tensbes de Kirchhoff

calculado conforme Eqg. (2.39).
A equacdo do critério de escoamento de von Mises pode ser reescrita em funcdo do tensor das

tensOes desviadoras como:

FG.2,)=33,(5) -0, (5,) (2.41)

onde J,(s) =(s;S;)/2=]s|/2 é o segundo invariante do tensor das tensdes desviadoras s. A lei de

endurecimento, que relaciona a tensdo de escoamento e as deformac6es plasticas, é dada por
o, =0,(,) (2.42)

onde

7, = /gugp |=[dr (2.43)

é chamada de deformacdo plastica equivalente de von Mises ou simplesmente deformacéo plastica
acumulada e » é o multiplicador pléstico descrito anteriormente.

Considerando uma lei de fluxo associativa, Eqg. (2.34), do modelo de von Mises e utilizando
uma discretizacdo totalmente implicita, chamada Euler “backward” no tempo, 0 incremento de

deformacdes plasticas pode ser calculado, em funcéo do multiplicador plastico, da seguinte forma:
Ag* —Ayd—F—AhWi (2.44)
dz 2] |

2.4.2. Determinacéo do multiplicador plastico

Para a devida atualizacdo das varidveis de estado é necessario satisfazer as equacOes
constitutivas elastoplasticas (em geral ndo lineares). Este processo € chamado de mapeamento de
retorno (“return-mapping”) (ORTIZ e POPOV, 1985; SIMO e TAYLOR, 1985). Neste trabalho foi
utilizado o procedimento implementado e detalhado em (de SOUZA NETO et al, 2008), que para o
modelo de plasticidade de von Mises tratado aqui, resume as equagdes constitutivas em uma unica

equacdo ndo linear sendo o incremento do multiplicador plastico a Unica incognita. O problema em
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questdo é: dada as varidveis de estado atual e um incremento de deformacao total, achar um par
tensdo, deformac&o pléstica que sejam plasticamente admissiveis.
Para a solucdo do problema plastico, o primeiro passo chamado “trial” considera que o

incremento de deformacéo € totalmente elastico (Ay =0). Estd consideracdo inicial é chamada

preditor elastico e os parametros com valores referentes a esta etapa possuem o subescrito ()"

A}/trial :0’ Asgial — Ag, Ttrial -D¢ (ee +A8) (2-45)

Caso o critério de escoamento seja violado, as tensdes devem “retornar” para um valor
admissivel, através da inclusdo de uma parcela plastica do incremento de deformacéo. Para isso, é
necessario iniciar o processo de mapeamento de retorno propriamente dito.

Primeiro, substituindo (2.24) e (2.39) em (2.40), podemos reescrever o tensor de tensoes

desviadora em funcdo das deformacdes elasticas como:
s=2Gdev(e®) (2.46)

considerando o estado inicial trial e a decomposicao aditiva das deformacdes, podemos reescrever o

tensor de tensdes desviadora em fungdo do incremento das deformagdes plésticas, como:

s=2Gdev(e,™ - Ag,)

_ trial (247)
=" —2Gdev(Ag,)

substituindo, agora, o incremento das deformagdes plasticas A¢,, Eq. (2.44), na Eq. (2.47), tem-se:

s =gt _ Ayze\j% ”z—” (2.48)

Reescrevendo a Eq. (2.48) conforme a Eq. (2.49) abaixo, pode-se notar que s e s™ sdo

colineares,

sl — s(1+ \/% %J (2.49)

Assim, pode-se rearrumar a Eq. (2.48), finalmente, como
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trial

s(Ay) =s"™ (1— SGAy j (2.50)

onde

qtrial — W (251)

Finalmente, substituindo as Eq. (2.50) e (2.51) na Eq. (2.41), pode-se reescrever a condicao de
consisténcia de plastica embutida no critério de escoamento de von Mises, com apenas uma variavel

(Ay), como:

F(Ay)=q"™ —3GAy — o, (Ep + A;/) =0 (2.52)

2.4.3. Solucéo da equacao constitutiva do modelo von Mises

A Eq. (2.52) pode ser resolvida por meio do método de Newton-Raphson, aproximando a

funcdo F linearmente, como:

dF

F d[Ay]=0 253
+d[A7] [47] (253)
onde
dF
v —3G - H(Ay) (2.54)

onde H ¢ a inclinagdo da fungdo endurecimento, ou curva tensdo-deformagdo efetiva o, (z,),

chamada de modulo de endurecimento. Entdo, o incremento do multiplicador plastico é

iterativamente (m) atualizado, até a convergéncia, da seguinte forma:

F(A7,) (2.55)

Ay =Ay, +——m
7m+1 7/m 3G+H(A}/m)

Apos a obtencdo do Ay, calcula-se: Ag” através da Eq. (2.44) e T através da Eq. (2.39).
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Em resumo, uma vez obtido o incremento dos deslocamentos ( Au, ), através de uma iteragéo de

NR conforme Eg. (2.21), o procedimento para a integracéo das forcas internas (F,,(u,) ), pode ser

escrito como:

1. Calcular o gradiente das deformacbes Eq. (2.3), depois as deformacdo logaritmicas
(2.22);
Calcular parametros “trial” Eq. (2.45) e Eq. (2.51);

w N

Iterativamente calcular Ay através de NR;

Calcular Funcéo de escoamento F , Eq. (2.52);
Computar a inclinagéo de endurecimento H;
Atualizar Ay, Eq. (2.55);

o o &

7. Calcular Ag® através da Eq. (2.44);
8. Calcular T através da Eq. (2.39);
9. Calcular o através da Eq. (2.23),;

10. E finalmente calcular as forcas internas Eq. (2.19);.

2.5. Metodos de Reducéo de Ordem

Os métodos de reducdo de ordem (ROM — Reduced Order Methods) objetivam aproximar
sistemas de alta ordem em espagos de ordem reduzida formado por um espaco aproximado de
solugdes do modelo de alta fidelidade. A maioria dos ROMs faz uma projecéo do tipo Galerkin do
sistema de alta ordem em espacos de baixa ordem, atraves de uma base para o subespaco de baixa
ordem (AFONSO e PATERA, 2003; AFONSO et al, 2009; MOTTA et al, 2009; CARDOSO,
2009).

Considere o sistema de n equacdes ndo lineares de equilibrio apresentado na Eq. (2.20). Este
sistema pode ser projetado num subespaco de solucdes W de “base reduzida” Z ¢ R™, comw < n, e
um sistema de w equagbes ndo lineares é obtido. Primeiro, a aproximacdo do vetor de

deslocamentos u é definida como:
ux Za (2.56)

onde o vetor a € R", sdo os coeficientes lineares da aproximacdo de u. Assim, o pode ser

considerado o novo vetor de graus de liberdades generalizados e as colunas de Z os campos de
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deslocamentos associado a cada componente de a. Assim pode-se dizer que o campo de

deslocamentos, Eq. (2.16), é re-aproximada como:
u(x)=N(x)Za=N"(X)a (2.57)

formando assim as novas fungdes de forma generalizadas N"(x), onde N"(x) = N(x)Z.

Assim, pode-se utilizar todo procedimento do MEF tradicional (de alta ordem) e obter um
sistema de ordem reduzida de forma bastante simples, como demonstrado a seguir. Substituindo a
Eq. (2.56) na equacdo de equilibrio (2.18), temos que:

F.. (Za) ~ F

ext

(2.58)
Aplicando-se 0 método de Newton-Raphson da mesma forma como feito em (2.21), porém
considerando como variavel os graus de liberdade generalizados a (Z é constante), tem-se:

0] du,
Fot (ak)—{d_utlk @Aukﬂ_ F,. ,ou K, ZAa,,, = R, (2.59)

Este sistema possui mais equagdes que incognitas, pois (KkZ) ,, €N >w. Pre-multiplicando a

nx
Eq. (2.59) por Z" se obtém uma projecdo do sistema de equacdes original no espaco W de “base

reduzida” Z ¢ R™". Como resultado o problema se torna:
K Ao, ., =R" (2.60)
onde a matriz tangente consistente e o vetor de residuos projetados (K" e R") sdo definidos como:

K"=Z"K,Z eR"

2.61
R"=Z'R, eR" (261)

Note que a matriz tangente consistente projetada K" tornasse “cheia”, favorecendo o uso de alguns
métodos iterativos de solucdo de sistema de equacOes lineares, porém desfavorecendo o uso de
métodos diretos que se utilizam de matrizes esparsas (como, em geral, a Ky).

De posse do incremento dos graus de liberdades generalizados ( Aa) os deslocamentos nodais

sdo atualizados como:

Uy = U +ZAay (2.62)
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Vale apena salientar que na solucdo do problema MEF né&o linear tradicional a verificacdo da
convergéncia do algoritmo de Newton-Raphson é feito através do vetor residuo R. Porém, quando
se utiliza o sistema de ordem reduzida, é necessario fazer a verificagcdo sobre o residuo projetado
R", pois a parte do residuo R normal ao espaco aproximado W possui um valor minimo (R" - R), o
que pode implicar na ndo convergéncia do Newton-Raphson. O valor final do residuo original R

esta diretamente relacionado ao erro na aproximagdo do modelo reduzido.

2.5.1. POD (Proper Orthogonal Decomposition)

Como visto no item anterior, o subespaco W, e consequentemente a base Z no qual o sistema €
projetado, sdo fundamentais para a eficiéncia da aproximacdo de ordem reduzida e em geral, esta,
representam as diferencas entre as diferentes metodologias de ROMs.

O método POD (Proper Orthogonal Decomposition) é, basicamente, um ROM que projeta o
problema de alta ordem em um subespaco formado por uma base ortonormal 6tima, no sentido que
considera os campos de solucBes mais significantes (de maior variancia) para o espaco das solucoes
(u). A principal dificuldade do POD esta no calculo da matriz de correlacdo das respostas (C), um
procedimento pratico para obter esta matriz é conhecido como o método dos snapshots. O método
dos snapshots foi introduzido por Lawrence Sirovich (Sirovich, 1987) como uma forma de se obter
0s parametros para a criacdo do modelo reduzido via POD. Neste procedimento, a matriz de
correlacdo (C) é obtida a partir de um conjunto de vetores u o0s quais sao calculados para varias
configuragdes (S") possiveis do sistema (tempo, variaveis de projeto, variaveis aleatérias, passos de

carga, etc.).

S = (e s (3 %) (2.63)

(]

onde N é o nimero de configuracBes projetos os quais serdo analizados via MEF, R é o numero de

ul

parametros varidveis de projeto. No caso dos problemas tratados neste trabalho, os parametros

variaveis de projeto sdo as variaveis aleatdrias (nva) e as proprias variaveis de projeto (ndv), tal que
R = nva + ndv. Cada andlise ndo-linear de uma configuracdo de projeto (xl,...,xR)i, retorna um
conjunto de vetores respostas u (“snapshots”), um para cada passo de carga obtidas pelo processo

de analise incremental. Nesta fase (chamada off-line) cada analise é realizada de forma incremental

até que a tensdo maxima dada seja atingida.
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Sirovich aproximou a matriz de correlacdo das respostas por um somatorio de "snapshots ou

estrobos" da seguinte forma:
C=X"X onde X =[ u',u’,...,u"] (2.64)

O processo de construcdo de X é chamado estagio off-line, onde, como j& mencionado,
diferentes configuracdes de projeto sao analisadas e as respostas u sdo armazenadas. O nimero total
de snapshots K ¢é assumido ser suficiente grande para que a Eq. (2.64) seja verdadeira. O valor de K
pode ser obtido através de um processo de teste de convergéncia, onde novos vetores u sdo
adicionados até que o espacgo formado por X seja suficiente para uma boa aproximacao de um novo

vetor u, isto &, até que o erro seja menor que uma tolerancia tolyy.

H(x(xTx)’1 X7 — I)u <tol,, (2.65)

Os componentes principais da matriz de autocorrelacdo C (k x k ), podem ser obtidos através de
uma decomposicdo de autovalores e autovetores (CV =AV). De modo mais direto, pode-se
realizar uma decomposicdo em valores singulares (singular value decomposition - SVD) do

conjunto de solugdes X (nxk ).
X =SDV' onde XV =SDe X'S=VD" (2.66)

Na Eqg. (2.66) D € uma matriz “diagonal” (nxk ) cuja diagonal é formada pela raiz quadrada
dos autovalores (1) de C, i. e., diag(D) =[A,, A,,...A, ] A, =ﬁ, V é uma matriz k xk formada
pelos componentes principais de C e S é uma matriz nxk formada pelos autovetores da matriz

XX'. Os w componentes mais significantes (de maior energia) da decomposicdo sio selecionados

atraves do valor dos seus autovalores (em ordem decrescente). Determinasse w até que:

1-&2 <tol,, onde 4, =4/§K:Ak (2.67)

i=1 k=1

no qual o pardmetro tol, é o erro admissivel da aproximacdo. Note que wW,N <K <n. Apés o

numero de componentes singulares significantes w determinado, a “base reduzida” (Z) do POD é

computada da seguinte forma:

zZ=s" (2.68)
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onde o indice superior w, indica os primeiros w vetores (colunas) da matriz S.

Como se pode notar, 0 POD é semelhante a analise em componentes principais (principal
component analysis - PCA) ou SVD e a decomposicao Karhunen-Loéve (KL). Esse procedimento
vem sendo ampla e proveitosamente usado em varias areas como mecanica dos fluidos, mecanica
estrutural estatica e dindmica, oceanografia, estatistica, economia, processamento de imagem, etc.
(Tan, 2003). O procedimento combina dois aspectos: uma aproximagdo com precisdo e uma
melhoria na eficiéncia computacional tornando este procedimento bem atrativo para propoésitos da
otimizacao.

Outra metodologia para a reducdo de modelo e utilizado em pesquisas anteriores € o chamado
método da base reduzida (RBM — Reduced Basis Method) (AFONSO e PATERA, 2003; MOTTA,
2009; AFONSO et al, 2009), que utiliza os proprios snapshots como base do espaco reduzido (Z =
X, w = K). Como se pode notar o POD apresenta uma evolucdo do RBM, uma vez que obtém um
espago reduzido para a aproximagdo menor (w < K). Além disso, o0 POD ndo apresenta algumas
dificuldades do RBM, como o problema de componentes (u;) linearmente dependentes (comum em
estruturas com comportamento linear), estes sdo automaticamente ignorados pelo POD uma vez que
o0s autovalores relacionados a estes componentes séo nulos.

O programa para analise ndo linear de trelicas, implementadas pelo candidato no MATLAB, e 0
programa para analise ndo linear de solidos bidimensionais HYPLAS, implementado em
FORTRAN pelo grupo da Swansea University (SU), foram modificados para a incorporacdo da
opcdo de analise estrutural via POD. O POD aplicado a andlise ndo linear de outros tipos de
estruturas, como solidos 3D, sera investigado futuramente. Além disto, serdo investigadas
estratégias visando um melhor desempenho do POD (CARDOSO, 2009).

Existem além destes, outros ROMs disponiveis na literatura como o método da aproximacao
combinada (combined approximation - CA) (Kirsch, 2008) chamado de método de reanalise, onde
uma expansdo da série binomial em torno do ponto inicial é frequentemente usado como a base
reduzida. De forma parecida, existem os métodos baseados nos chamados espacgos de Krylov. O
espaco de Krylov de ordem r (K;) de um dado sistema linear, por exemplo, Eq. (2.21), € dado por
K, = span(F;KF; KKF;...; K™'F). Entretanto, como 0s vetores tendem a se tornarem linearmente
dependentes. Métodos baseados em espacos de Krylov, normalmente utilizam um esquema de
ortogonalizagdo como as iteragOes de Lanczos ou Arnoldi (Heres, 2004). Uma de suas desvantagens
é que este tipo de procedimento ndo garante limites de erro para 0 modelo reduzido (Cardoso,
2009).
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Outra possibilidade é a utilizacdo direta da expansao por serie de Taylor para estimar os vetores
da base para mudancas no projeto. Para utilizar a serie de Taylor € necessario o calculo dos
gradientes dos vetores da base (Weickum, 2005).

2.5.2. Procedimento Computacional Off-Line/On-Line

Os procedimentos para a andlise via POD, sdo divididos em duas etapas, na primeira é
calculada a base (Z) onde as equacOes serdo projetados, na segunda etapa sao realizadas as analise
propriamente ditas. Como uma consequéncia desta subdiviséo, a implementagdo computacional
para calculo das grandezas pelo POD € conduzida por um algoritmo “off-line”/“on-line”. A ideia
deste algoritmo consiste no fato de que a parte “off-line” s6 é executado uma vez, gerando a base
(Z2). Consequentemente, no estagio on-line utiliza-se estes dados gerados anteriormente para
executar uma resposta em tempo real para novos pardmetros (variaveis) do problema (x).

No caso de problemas de otimizacéo considerando incertezas, estas variaveis sdo as chamadas
varidveis de projeto e variaveis aleatdrias. Aqui, por simplicidade, vamos chamar este conjunto de

variaveis com u. O procedimento de POD é implementado aqui, de acordo com o algoritmo

descrito na Tabela 2.1.

A andlise de sensibilidade necesséria pelo procedimento de otimizacdo foi calculada aqui
considerando o método direto analitico para os problemas de trelica (Motta, 2009) e diferencas
finitas para os problemas continuos bidimensionais utilizando o sistema HYPLAS.

Como ja mencionado, o sistema computacional HYPLAS, escrito em FORTRAN, destina-se a
analise ndo linear via MEF de problemas elastoplasticos com grandes deformacGes, desenvolvida
por de SOUZA NETO et al (2008). O HYPLAS foi integrado as ferramentas desenvolvidas para
otimizacdo robusta baseada em confiabilidade. Para isso, foram feitas modificacGes nas entradas
(input), leituras e saidas (output) das informacgdes do HYPLAS. Além disso, para a op¢do de analise
nao linear via POD, foi modificada a fungdo ““solver”, a qual cria a matriz tangente consistente € o
vetor de forgas e obtém o incremento de deslocamento do passo, Equacdo (2.21). Quando a opgéo
do uso do modelo reduzido é acionado, o problema é projetado na base Z, previamente lida a partir
de um arquivo (binario). O arquivo contendo as informacdes da base Z é gerado no MATLAB ao
final da fase off-line, este arquivo contém primeiro as dimensdes da base, seguidas pelos valores da

base propriamente dita.
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Tabela 2.1. Algoritmo POD: Off-Line/On-Line.

OFF-LINE — obter a base da aproximacao:

2. Constroi a matriz final de solugdes via MEF: X = [ul, u’,..., uK] ;
3. Decomposicdo SVD: X =SDV" ;

4. Encontrar w para um dado tol,: 1-)" 7 <tol,;

i=1

5. Definir a base reduzida: Zz=S"

ON-LINE — para um novo vetor p:
Para cada iteracdo de cada passo de carga:

1. Construir: K, eR,;
2. Projeta-los na base reduzida (Z), obtendo: ka € Rkw;

3. Resolver: K,"Aa=R,"

4. Atualizar: u,,, =u, +ZAa, ,
4. Atualizar o vetores de forca/residuo: Ry,; =F _[I:iﬂt]k+1(uk+1)

<tol.

5. Verificar a convergéncia do residuo projetado: “ZTRM

2.6. Aplicacao

Neste item sera apresentado um exemplo de andlise ndo linear via HYPLAS, o qual sera
aproximado utilizando modelos computacionais reduzidos. A estrutura considerada para a analise é

uma chapa 2D quadrada com um furo eliptico, apresentada na Figura 2.4.
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Figura 2.4. Chapa quadrada com furo - Definigdo do problema.

O material considerado € um modelo elasto-plastico von Mises com as seguintes propriedades:
modulo de Elasticidade (E) = 20000.0 MPa, coeficiente de Poisson (v ) = 0.3 e tensdo de

escoamento (o,) = 200 MPa. A curva tensdo-deformagdo “linear por trechos” uniaxial ¢

apresentada na Tabela 2.2.

Tabela 2.2. Relacdo tensdo-deformacdo uniaxial constitutiva de von Mises.

Deformacao Tenséo (MPa)
0.0100 200
0.0400 400
0.1200 540
0.3600 600

Foram consideradas trés varidveis aleatorias para este exemplo. As varidveis aleatorias séo
apresentadas na Figura 2.4, sdo elas: os carregamentos distribuidos (Ul e U2) e a espessura da
chapa U3. As propriedades das distribuicdes de probabilidade das varidveis aleatorias sédo
apresentadas na Tabela 2.3, mais detalhes sobre a incorporacéo das incertezas serdo apresentados no

capitulo 3.
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Seréa realizado um teste de convergéncia sobre o tamanho da base Z para a reducdo do modelo
computacional sem o uso do POD (RBM, Z = X) e utilizando-o0 para uma maior reducdo da base,
Eqg. (2.68). Para o estudo paramétrico de convergéncia o numero de amostras de projetos (e
variaveis aleatdrias) N, variou de 5 até 60, geradas utilizando o método LHS (Latin Hypercube

Sampling), o qual sera explicado posteriormente.

Tabela 2.3. VVariaveis aleatorias.

Variaveis Média Desvio Padréo Pdf
Ul 40 N/mm 20 N/mm Normal
U2 80 N/mm 8 N/mm Normal
U3 1 mm 0.2 mm Log-Normal

Foram definidos dois passos de carga como padrao para todos os projetos deste exemplo. Este
nimero pode aumentar caso ndo haja convergéncia durante alguma analise ndo linear. Porém, isto
ndo ocorreu, entdo o nimero de shapshots K (tamanho da base RBM) foi igual a duas vezes o
numero de amostras, K = 2N. O tamanho da base do POD (w) foi calculado para vérios valores de
tolerancia (tol;), na Figura 2.5, w (em vermelho) foi plotado como K (em azul) para a comparacéo
com 0 RBM. O erro das aproximagdes forma calculados em relacdo ao resultado utilizando via
FEM (sem reducdo de modelo).

Nota-se que a convergéncia via POD é um pouco mais eficiente, apesar de apresentar pontos
com erros préximos para um mesmo tamanho de base (K = 70). Devido ao nimero de graus de
liberdade relativamente pequeno (ngl = 598) e as néo linearidades do problema, a melhoria do POD
em relacdo a0 RBM n&o foi muito evidente. E de se esperar que com o aumento do ngl a melhoria

no desempenho computacional do POD sobre o RBM seja mais destacado.
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Figura 2.5. Convergéncia do erro da reducéo de modelo com o aumento do nimero da base.
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3. Consideracao das Incertezas

As estruturas sdo projetadas para atender a uma série de requisitos de forma mais eficiente
possivel, ou seja, com menor investimento, ou no menor tempo, ou com o0 menor custo de operacéo,
etc. Quando uma estrutura deixa de atender qualquer um dos seus requisitos para o qual foi
construida, diz-se que ela atingiu um estado limite. Para os diferentes niveis de estados limites séo
obtidos diferentes niveis de confiabilidade (HALDAR & MAHADEVAN, 2000). De maneira geral,
as normas de projeto de estruturas definem dois tipos de estado limite: estado limite de servigo
(ELS) e estado limite ultimo (ELU). O ELS esta associado a durabilidade, aparéncia, conforto do
usuario e bom desempenho funcional, podendo gerar deformacdes excessivas, formacéao de fissuras
excessivas, danos indesejaveis (corrosdo), deslocamentos excessivos sem perda da estabilidade e
vibragdes excessivas. O ELU esta associado ao colapso parcial ou global da estrutura provocando a
paralisacdo do uso. Devido ao esgotamento da capacidade da estrutura, podem ocorrer a perda da
estabilidade do equilibrio, o colapso da estrutura, a ruptura de regides criticas e a deterioracdo por
fadiga (TORRES, 2009).

No projeto de estruturas, os parametros associados a carga, a resisténcia e até ao custo
apresentam caracteristicas aleatdrias. Surge desta forma uma maior dificuldade em garantir a
eficiéncia e que os estados limites ndo sejam violados. Neste contexto, os métodos de verificacdo da
seguranca se inserem visando reduzir a probabilidade da estrutura violar tais estados limites. Aqui o
método probabilistico puro serd utilizado para a consideracdo dos requisitos de projeto (restrigdes)
de forma apropriada.

Como ja anteriormente comentado, a abordagem deterministica leva a um projeto final cujo
desempenho pode cair significativamente e restricdes podem ser violadas devido a perturbacdes
decorrentes de incertezas. Este problema é acentuado quando se lida com projetos que foram
otimizados, pois projetos 6timos tendem a se localizar no contorno das restricbes (pequenas
perturbagdes podem levar a violacdo das restricdes do projeto). Como consequéncia, um 6timo

deterministico pode potencialmente ser uma solucéo de alto risco (BEYER e SENDHALF, 2007).
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Serdo examinadas aqui algumas abordagens para a consideracdo das incertezas no processo de
otimizag&o e assim obter projetos robustos e confiaveis. Deste modo, as incertezas sdo consideradas
ou na funcéo objetivo ou nas restricdes ou em ambas. Isto contrasta com as abordagens tradicionais
que utilizam fatores de seguranca, e assim o0s parametros incertos ndo sdo explicitamente

incorporados na formulacéo do problema.

3.1. Célculos das Estatisticas

Para o céalculo das estatisticas requeridas para a otimizacdo considerando incertezas, serdo
empregadas algumas técnicas ndo intrusivas, especificamente, o método de Monte Carlo (MC)
(KEANE e NAIR, 2005) e o Método da Colocacdo Probabilistica (“Probabilistic Collocation
Method” - PCM) (WEBSTER et al, 1996; RAMAMURTHY, 2005). O MC é um dos métodos mais
tradicionais para este tipo de andlise, porém a aplicacdo direta em modelos complexos de alta
fidelidade é em geral computacionalmente onerosa, devido ao grande ndmero de analises
necessarias. O PCM é uma ferramenta desenvolvida visando uma analise de incerteza eficiente,
mesmo em modelos complexos e computacionalmente custosos. A idéia basica do PCM é
aproximar a resposta do modelo em funcdo das varidveis aleatérias, por funcbes polinomiais, e

estimar os pardmetros estatisticos por integracdo numérica.

3.1.1. Defini¢cdo matematica

Sendo U uma variavel aleatéria com uma funcdo de distribuicdo de probabilidade conhecida
(pdf — Probability Density Function) P(U), pode-se calcular diretamente a distribuicdo de

probabilidade, Ps (f), para uma fungdo f (U), caso f seja uma fungdo monotonica, através da sua
funcdo inversa (BUCHER, 2009). Por exemplo, a tensdo em uma barra tracionada pode ser
calculada como o(A)=F/A, onde F é a forca axial aplicada a barra e A, a area de sacdo
transversal. Caso A seja uma variavel aleatoria com pdf P(A), a pdf da tensdo P, (o), pode ser
calculada como: P, (c)=P(F /o).

Alternativamente, € possivel encontrar diretamente parametros estocasticos de f utilizando a pdf
da variavel aleatéria U. A média de f (U), também chamada de valor esperado de f (U) pode ser

expressa por (BUCHER, 2009):
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E[fU)]= f‘:j_";f(U)P(U)du (3.1)

Ja a variancia da funcdo f(U) var(f)=SD(f)? onde SD(f)é o desvio padrdo de f(U), é

calculada como:
soz(f)=E[(f(U)—Fﬂ:j:(f(U)—f‘)2 P(U)dU (3.2)

Porém, na grande maioria dos problemas envolvendo simulacdo numérica, estes calculos
analiticos ndo sdo vidveis ou possiveis. Neste caso € necessario o uso de métodos aproximados.

Desta forma, neste trabalho serdo utilizados dois métodos para o calculo das estatisticas: o
método de Monte Carlo (MC) e o Método da Colocacao Probabilistica (PCM) (RAMAMURTHY,
2005; WEBSTER et al, 1996). Os problemas aqui tratados, essencialmente envolveram o célculo
apenas de alguns momentos estatisticos sem a necessidade de se encontrar toda a distribuicdo de
probabilidade da funcdo aleatéria. A ideia bésica € aproximar numericamente as integrais das Eq.
(3.1) e (3.2), através de simulagdes deterministicas. Ambas as metodologias serdo tratadas nas

secdes subsequentes.

3.1.2. Método de Monte Carlo para a obtencéo das estatisticas

O método de Monte Carlo é o mais popular método ndo intrusivo e pode ser utilizado para
qualquer problema de propagacéo de incerteza (KEANE e NAIR, 2005). Dado uma distribuicéo
conjunta de probabilidade das varidveis aleatdrias envolvidas, 0 método de MC pode ser aplicado
para o calculo aproximado da estatistica da resposta de interesse, incluindo sua distribuicdo, com
um nivel de erro arbitréario, desde que seja fornecido um numero suficiente de amostras. Esta
abordagem é utilizada também para validar outras técnicas, utilizadas para o calculo das estatisticas.
No método de MC as funcdes de interesse f (U) sdo calculadas em m pontos U', i =1...m gerados
aleatoriamente a partir de suas distribuicbes P(U), entdo as integrais das Eq. (3.1) e (3.2) sdo

aproximadas, respectivamente, por:

_ 1 & i
fszczaiZ:l:f(U) (3.3)

var(f) = van, (f) = SDy,c’(f (U)) = fuc’ —(Toe ) (3.4)
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onde m € o numero de pontos amostrados, f, . € a aproximagdo de MC da media f, > € a
aproximagdo de MC da média dos quadrados de f (U) eSD,,.(f(U)) é a aproximagdo de MC do
desvio padréo de f (U).

Se f e integravel em U, entdo f,,. — f na medida em que m—co. O calculo da variancia pode

ser usado para verificar a aproximagéo f,,. através da Equacéo (3.4), e entdo se pode estimar o erro

dado por SD(f )/\/ﬁ (KEANE e NAIR, 2005), o qual independe do nimero de variaveis aleatorias
do problema. A maior dificuldade do método de MC é sua baixa taxa de convergéncia, ja que 0 seu
erro estimado é de ordem O(]/Jﬁ) . Por exemplo, para melhorar em um décimo a aproximagcéo, é

necessario uma amostra 100 vezes maior. Porém o método é facilmente paralelizavel, pois o célculo

de cada f(U) pode ser feito de forma independente.

A partir das Eq. (3.3) e (3.4), pode-se calcular os gradientes da média e do desvio padrdo em
relacdo a variaveis quaisquer (aleatérias ou deterministicas). Estes gradientes serdo requeridos
durante o processo de otimizagéo, e podem ser calculados derivando as Eq. (3.3) e (3.4) em relagdo

as variaveis de projeto x:

V) e 132U (35)

OX OX m 3 OX
o(var(f)) _o(vane(f) 173 NFOUN ) L e
x X _E[E(Zf(x’u )a—xj_zm(fw)a—x} (3.6)

derivando SD,,. ()= /Var,.(f) =4/SD,,c*(f), tem-se que

0SDy. 1 —18(SDMC2)_ 1 S i of (x,U") =
o~ 2(%Pwe) —somm{Z(f(X’U >Tj‘m<fm)a—x 37)

i=1

3.1.3. Técnicas de amostragem

A geracdo das amostras pode ser feita de maneira totalmente aleatoria (ou pseudo-aleatoria), ou
utilizando técnicas mais eficientes para o plano de amostragem (“Design of experiments” — DOE)
(GIUNTA et al, 2003) tal como o método LHS (“Latin Hipercube Sampling”) que melhora a

distribuicdo dos pontos da amostra e conseqlientemente aumenta a convergéncia do MC. As
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amostras com distribuicdo Lognormal séo geradas a partir de amostras com distribuicdo Normal, e
estas sdo geradas a partir de amostras com distribuicdo Uniforme. A geragdo desta ultima é feita
através de algoritmos deterministicos, capazes de gerar recursivamente uma sequéncia finita de
numeros inteiros ou de ponto flutuante, com um determinado periodo (muito longo), sendo por isso
chamados de nimeros pseudo-aleatérios.

No presente trabalho, as metodologias utilizadas para a geracdo das amostras serdo uma técnica
pseudo-aleatéria e o LHS, ambos os algoritmos usados sdo do ambiente MATLAB 7.14
(MATHWORKS, 2012). Para a geracdo de amostras segundo uma determinada pdf, primeiro é feita
uma geracao de amostras com distribuicdo uniforme, em seguida se utiliza uma funcéo inversa da
distribuicdo acumulada (cdf) para fazer uma transformacéo e obter as amostras com a distribuigéo
de probabilidade requerida (MATHWORKS, 2012).

O LHS é um método de DoE (“Design of Experiments™) utilizado para gerar amostras mais
adequadas, resultando numa convergéncia mais rapida para o método de MC, quando comparado
com a performance deste utilizando uma amostra totalmente aleatéria. No LHS, considerando uma
amostra com m pontos, o intervalo de cada uma das n variaveis (dimens@es) da amostra é dividido
em m subintervalos, assim o dominio total é dividido em m" sub-regides. Cada sub-regido tem a
mesma probabilidade de ocorréncia, pois cada subintervalo das variaveis estd associado a uma
probabilidade marginal de ocorréncia de 1/m. Os m pontos sdo dispostos em algumas das m" sub-
regides, de forma que cada subintervalo das varidveis tenha apenas um ponto projetado. A Figura
3.1 mostra um exemplo de distribuicdo de 4 pontos numa amostra LHS para um caso de duas
variaveis uniformes (n = 2 e m = 4), para mais detalhes vide (BARON e LEOD, 1999).

1
°
°
X2
°
°
0
0 X1 1

Figura 3.1. Exemplo de amostra LHS paran=2e m = 4.
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As amostras LHS sdo geradas a partir de uma amostra aleatoria com distribuicdo normal, a qual
é ajustada para que a distribuicdo marginal de cada varidvel se aproxime da sua distribuicdo de
probabilidade tedrica (STEIN, 1987).

3.1.4. Método da Colocagéo Probabilistica (PCM)

Métodos tradicionais como o MC, mesmo com técnicas de amostragem que melhoram sua
eficiéncia, sdo inviaveis para serem aplicados diretamente em modelos complexos de alta
fidelidade. O M¢étodo da Colocagdo Probabilistica (“Probabilistic Collocation Method” - PCM)
(RAMAMURTHY, 2005) é uma ferramenta desenvolvida visando uma anélise de incerteza
eficiente em modelos complexos e computacionalmente custosos. A ideia basica do PCM ¢é
aproximar a resposta do modelo em funcdo das varidveis aleatdrias, por funcdes polinomiais, e
estimar as integrais das Eq. (3.1) e (3.2) por Quadratura de Gauss (STOER e BULIRSCH, 1991).
Em particular, um PCM de grau m-1, aproxima a resposta do modelo por uma func¢éo polinomial de
grau 2m-1, através de m pontos calculados, obtendo de forma exata as estatisticas de funcGes
polinomiais de grau menor ou igual a 2m-1.

Este método € indicado principalmente para problemas onde as fungfes de interesse sdo suaves,
pois as aproximagdes polinomiais podem apresentar dificuldades para funcfes oscilatorias ou com
singularidades. Além disso, o numero de variaveis aleatérias consideradas deve ser pequeno, pois 0
nimero de pontos necessarios, para a aproximacao de um mesmo grau, aumenta exponencialmente
com o numero de variaveis aleatérias. Esta dificuldade pode ser amenizada utilizando técnicas de
integragdo por grades esparsas (“sparse grids) (HEISS e WINSCHEL, 2008). Por exemplo, para um
nimero minimo de 2 pontos por variavel aleatdria (aproximacdo de 1° grau) o numero total de
pontos a ser avaliados é: m = 2" onde n é nimero de variaveis aleatorias. Para um problema com 20
variaveis aleatdrias (n = 20), o nimero total de pontos & ser avaliados é maior que 10° o qual em

geral ja é o suficiente para uma boa aproximacao via Monte Carlo.

(@) Polinémios ortogonais

Dado um espaco linear de funcBes reais ‘F e duas fungbes polinomiais f(x),g(x)e F,

considere o produto interno definido como:

(f (x),g(x)>=_|‘F f (x)g(x)P(x)dx (3.8)
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onde P(x) € uma funcdo de ponderagdo nédo negativa definida no espago ‘F . Pode-se mostrar que a

integral da Eq. (3.9) apresenta as propiedades que definem um produto interno.
Este produto interno forma a base da integracdo por Quadratura de Gauss e para 0 PCM. As

funcdes polinomiais f(x),g(x) e F sdo ortogonais se seu produto interno for nulo. Um conjunto de

polindmios h (x) pertencentes ao espago polinomial 7, pode ser definido como:
h(X)=a,+a,X+a,X..+a;X =Y a x! (3.9)
j=0

Estes polindbmios serdo ortonormais em relacdo a uma funcéo de ponderacao P(x), se a seguinte

relagdo existe para todos h.(x), i=0,1..n, onde o indice de h, indica o grau do polindémio:

1 parai=j

o (3.10)
0, parai# j

<hi(x),h,-(x>>:{

Atraves destas relagdes sdo encontrados os coeficientes a, que definem os polindmios

ortonormais. Estes polinbmios sdo unicos para cada funcdo de ponderacdo dada, e formam uma

base para #{. Todas as raizes x;,j=1..i de um polindmio h(x), estdo contidas no espaco real, ou
seja, h(x;)=0, x; e F, j=1.i, (RAMAMURTHY, 2005) e dependem apenas da funcdo de
ponderagdo P(x). As raizes de n(x) formam os pontos de colocacéo da quadratura de Gauss. Para

mais detalhes consulte (GAUTSCHI, 2005).

(b) Quadratura de Gauss

Na integracdo numérica via quadratura de Gauss para integrais da seguinte forma:
[ f ()P (x)dx (3.12)

Aproxima-se a fungdo f(x), por um polindbmio de grau 2n-1 , a partir da base ortonormal do
espaco # , em relagdo a fungdo de ponderagéo P(x), onde n é o numero de pontos de integracéo, tal

como segue

f(0)~ (4 =[Ebihi(x>)+hn(x>(_”icihi<x>) (3.12)
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Na integral da Equacdo 3.11 aproximada por quadratura de Gauss, 0 segundo termo da
aproximacdo dada em (3.12) se cancela (por ortogonalidade), assim como os termos para i =1..n—1
do primeiro somatorio da aproximacdo. A integral desejada 3.11, aproximada por quadratura de

Gauss, pode ser expressa entdo da seguinte forma:
[ FO)P(x)dx ~bhy [_P(x)dx (3.13)

Para encontrar os coeficientes b; e ¢j da aproximacao (Equagdo 3.12), seria necessario o calculo
da fungdo f(x) em 2n pontos. Porém, como a integral ndo depende dos coeficientes c;, pode-se
calcular a funcdo f(x) nas n raizes x* de h.(x), cancelando assim o segundo termo da aproximagao
apresentada na Equagdo (3.12), pois h (x)=0, i=1.n. Desta forma, os coeficientes b; sdo
encontrados resolvendo um sistema de n x n. Vale salientar que a matriz desse sistema depende
apenas de dados previamente conhecidos: a fungdo de ponderacdo P(x), 0s polinbmios ortonormais
h (x)€ as raizes x . Esse sistema é resolvido e o coeficiente by, valor incognito da aproximacéo da
integral (Eq. (3.13)), é calculado como uma combinagdo ponderada dos valores de f(x) nos pontos

*

X.

Definindo-se
C,=h, L P(x)dx (3.14)
O valor desejado € calculado como

L f (x)P(x)dx zCOZn:Pi f(x) (3.15)

onde os valores de P, sdo os coeficientes de ponderacdo obtidos através da resolugdo do sistema de

I
equacOes da aproximacdo, para mais detalhes vide (MOTTA, 2009). Vale ressaltar que ndo é
necessario calcular estes pardmetros para as fungdes de distribuicdo conhecidas, pois estes valores
séo conhecidos e podem ser encontrados na literatura, bem como em bibliotecas computacionais da

maioria dos programas.

(c) Aplicando Quadratura de Gauss a estatistica - PCM

A avaliacdo das estatisticas definidas nas Equacgdes (3.1) e (3.2) utilizando o PCM € uma
aplicacdo da quadratura de Gauss considerando o espaco das variaveis aleatorias U , onde a funcao
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de ponderacéo ¢ a pdf conjunta das variaveis aleatorias. Portanto tem-se que I PU)dU =1 € hy =1,
F

consequentemente a constante C, =1 (definida pela Equagdo (3.14)). Com isso o valor da integral

da Eq. (3.13) é aproximado apenas por by. Os polindmios ortonormais sdo definidos para cada PDF.
A média e o desvio padrdo de uma resposta de interesse serdo aproximados pelo PCM da seguinte

forma:

= (3.16)

onde U™, i=1..n sd0 as n raizes do polinémio ortonormal.

Pode-se calcular a partir da Equacdo (3.16) os gradientes da média e do desvio padrdo em
relacdo a variaveis quaisquer, aleatdrias ou deterministicas, da mesma forma como foi feito para o
MC, derivando a Equacdo (3.16) em relagdo as varidveis de projeto (Motta, 2009).

Uma dificuldade da integracdo por Quadratura de Gauss a qual também ocorre também com o
PCM ¢ a chamada maldicdo da dimensionalidade (“dimensional curse”), pois 0 numero de pontos
de integracdo (para um mesmo grau de aproximacgdo) cresce exponencialmente com o nimero de
dimensdes do problema. Ou seja, no caso do PCM, o nimero de varidveis aleatdrias a ser
considerada ndo deve ser elevado, pois o nimero de calculos da funcéo de interesse é dado por ™,
onde n é o0 numero de pontos de colocacdo e nva o nimero de variaveis aleatorias.

Para problemas com muitas varidveis aleatorias pode-se utilizar para integracdo numeérica,
técnicas de grades esparsas (“sparse grids”) baseadas nas regras de Smolyak (1963) para integragao
multivariavel, diminuindo consideravelmente o nimero de pontos de colocacdo, para mais detalhes
vide (HEISS e WINSCHEL, 2008). Esta metodologia ndo sera abordada aqui.

3.2. Analise de Confiabilidade

As estruturas sdo projetadas de forma a atender aos niveis de seguranca e economia, durante
toda sua vida util. O método probabilistico puro se baseia no principio de que ndo existe seguranca
absoluta (probabilidade de falha igual a zero). A deficiéncia relativa & determinagdo da
probabilidade de falha associada ao critério de projeto é suprida com sua aplicagéo.

Desta forma, em um projeto estrutural é importante quantificar a probabilidade de falha da

estrutura para auxiliar na avaliacdo da seguranca da mesma em operacdo. O grau de confianca de
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que a estrutura ndo falhe durante sua vida Util, atendendo as especificacdes de projeto, pode ser
medido através da andlise de confiabilidade. A anélise de confiabilidade estrutural representa um
importante desenvolvimento para a engenharia estrutural moderna em todo o mundo. Ela é usada
atualmente no desenvolvimento de novas geracdes de codigos de projeto, na avaliacdo da seguranca
de estruturas existentes e na avaliacdo do risco (MELCHERS, 1999).

Projetos confiaveis sdo aqueles criados para atender & uma probabilidade de falha limite. Os
procedimentos empregados para calcular a confiabilidade de algum projeto podem ser obtidos por
meio da andlise de confiabilidade. O objetivo principal da analise de confiabilidade é determinar a
probabilidade de falha de um projeto, porém recentemente o indice de confiabilidade, vem sendo
usado como métrica para definir a confiabilidade de um projeto.

Nos projetos atuais de estruturas, a consideragcdo das incertezas do problema real séo feitos
atraveés de parametros de calculo conservadores, porém deterministicos, desta forma o grau de
seguranca da estrutura ou a probabilidade de falha (Pf) ndo sdo determinados. Uma forma de
calcular quantitativamente o qudo segura é uma estrutura, é através do calculo da probabilidade de
falha (Pf), obtida através da anélise de confiabilidade.

Para um conjunto de variaveis aleatdrias, U, uma funcdo de distribuicdo de probabilidade

conjunta (pdf) fy(U) e uma funcéo de falha G(U), a Pf pode ser calculada como:

Pf =IfU(U)dU .~ F={U:GU)>0} (3.17)

onde F € a regido de falha.

A analise de confiabilidade pode ser realizada por meio de varios métodos, 0s mais conhecidos,
e que estdo sendo investigados na presente pesquisa, sdo 0os métodos de Monte Carlo, ja apresentado
anteriormente, e 0 FORM (First Order Reliability Method) (MELCHERS, 1999; Youn e Choi,
2004).

3.2.1. Monte Carlo em confiabilidade

A ideia bésica do uso do MC para o calculo de probabilidade de falha é aproximar o valor da
integral Eq. (3.17) numericamente, de forma semelhante ao procedimento do item 3.1.2 para as
integrais Eq. (3.1) e (3.2). Neste caso, a partir do valor da funcéo de interesse (func¢éo de falha) nos
pontos amostrais gerados (U;) a probabilidade de falha Pf é calculada da seguinte maneira:



46

Pf, . =%i[e(ui)>o] (3.18)

i=1

Na Eg. (3.18), [G(U,)>0] vale 1 caso verdadeiro e 0 caso contrario. Assim, a Pf é obtida

contando o nimero de pontos os quais falharam (estdo na zona de falha, G(U,) >0) e dividindo-o

pelo namero total de pontos.

Nota-se que para valores muito baixos de Pf (0 que € comum) o nimero de pontos amostrados
deve ser muito grande, caso contrario poucos ou nenhum ponto irdo cair na zona de falha e assim o
valor de Pf dificilmente serd adequado. Na literatura se aconselha utilizar o tamanho da amostra
minima da ordem de m = 5/Pf (DEB et al, 2009; BECK, 2008). Por exemplo, para uma Pf ~ 1e”

deve-se utilizar uma amostra com pelo menos 5x10° pontos.

3.2.2. FORM

Com o objetivo de evitar o uso da integral numérica no célculo da probabilidade de falha (Eqg.
3.17) os métodos analiticos FORM e SORM séo utilizados, fazendo uso de uma técnica iterativa.

O FORM (DITLEVSEN e MADSEN, 2007; BECK, A. T., 2008) faz uma aproximacao de
primeira ordem da funcdo de falha, no ponto de maior probabilidade de falha (MPP — Most
probable failure point) considerando um problema equivalente. Neste problema equivalente o
espaco das variaveis aleatdrias originais (U) é transformado em um espaco das variaveis normais
padrdo equivalente ndo-correlacionadas, chamado espaco reduzido padrdo. No espaco reduzido
padrdo as varidveis aleatorias reduzidas (V) seguem uma distribuicdo de probabilidade padréo
(média zero e desvio padrdo unitario). O problema equivalente € obtido através de alguma
transformacdo de varidveis, existentem varias metodologias para executar este tipo de
transformacdo, como a baseada no modelo de Nataf (NATAF, 1962; LIU and KIUREGHIAN,
1986) e a transformacdo de Rosenblatt (ROSENBLATT, 1952). Aqui a transformacdo utilizada é
baseada na Transformacdo de Nataf, e as distribuicbes de probabilidade das variaveis originais
consideradas serdo normais ou log-normais.

Esta transformacdo simplesmente opera com a distribuicdo marginal das varidveis aleatérias e

com o coeficiente de correlacdo entre as variaveis, sendo obtida por:

V=T(U-M,) (3.19)
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onde V é o vetor das variaveis transformadas, M, é o vetor com as médias normais equivalentes

das variaveis U e T é o jacobiano da transformacdo dado por:

T= v =L'sp (3.20)

du
onde SD e uma matriz diagonal contendo os desvios padrées normais das variaveis U e L a matriz
triangular inferior obtida da decomposicdo de Choleski da matriz dos coeficientes de correlacédo de

u.

No espaco reduzido padrdo, o MPP (V') é o ponto de menor distancia entre o estado limite,
G(U) = 0, e a origem do espaco (local da media das varidveis aleatérias U no espaco V). Esta

distancia é chamada indice de confiabilidade, definida por:
B=V"| (3.21)

No método FORM, a superficie de falha é aproximada por um hyperplano que passa pelo MPP
e é tangente a funcdo de falha, no espaco reduzido. A probabilidade de falha no FORM &, entéo,

aproximada por
P, =®(-p) (3.22)

onde @ é a funcdo acumulada de probabilidade para uma variavel aleatéria padrdo (MELCHERS,
1999). Uma interpretacdo grafica do FORM é mostrada na Figura 3.2 para um problema com duas

variaveis aleatorias Uy e U».
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Figura 3.2 — Espaco original e reduzido utilizado no FORM.
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Para a solugdo do problema sera necessario o gradiente da funcdo de falha no espaco reduzido.

Ele pode ser obtido diferenciando a equacéo que relaciona a funcao de falha nos dois espagos

G(V)=G(U)
dG(V) dG(U) (3.23)
dv  dv

como apenas conhecemos o gradiente de G no espaco original em relacdo as variaveis originais

LSIC)) , pode-se reescrever a Eq. (3.23) como:

dG() dGU) du
dv du dv

(3.24)

df (a)

Utilizando a notagéo = Vf,(a) e utilizando o jacobiano Eg. (3.21), o gradiente da fungdo de

falha no espaco reduzido pode ser expresso como
VG, (V)=VG,U)T* (3.25)

O principal desafio do FORM ¢ a determinagdo do MPP. A busca pelo MPP recai num
problema de otimizacdo ndo-linear. O algoritmo de otimizacdo mais utilizado na anélise de
confiabilidade é o HL-RF, desenvolvido por HASORF & LIND (1974) e em seguida aprimorado
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por RACKWITZ & FIESSLER (1978). O HL-RF ¢ baseado no método de Newton-Rapson para
encontrar raizes de equagdes, sao feitas iteragdes até que a convergéncia seja atingida, seguindo a

seguinte recorréncia para atualizagdo das variaveis:

v K“=L(VK)2[VGV(VK)TVK -G, (V)] (3.26)
VG, (v

Para alguns problemas de alta ndo linearidade o algoritmo HL-RF pode ndo convergir. Uma
possibilidade para aumentar a robustez do método é utilizar a iteracdo como direcdo de busca e
realizar uma busca linear, esta modificacdo é referida como HL-RF melhorado (i HL-RF)
(HALDAR & MAHADEVAN, 2000). Ha ainda outros algoritmos de otimizagdo os quais podem
ser utilizados para obter o MPP para diferentes tipos de problema, incluindo o SQP (Sequential
Quadratic Program), o algoritmo de ponto interior ndo linear (nonlinear interior-point - NIP) (Beck,
2012).

Em resumo, os passos do algoritmo do FORM sdo:

1.  Obter os dados da transformacao Nataf T, Eq. (3.20);

2. Computar G(U) e VG, (V);
3. Transformar ponto atual V=T(U-M,);

4. Calcular VG, (V) =VG,(U)T*

5. Calcular o novo V, Eqg. (3.26)

6. Transformar de volta U=T*(V+M,);

7. Verificar convergéncia, caso negativo ir para 2;
8. Computar p.
Geralmente utiliza-se como ponto inicial,a media das variaveis aleatorias, U=M .

Além do valor do indice de confiabilidade ( /), o seu gradiente em relacdo as variaveis de

projeto também é requerido pelo otimizador, ele pode ser obtido através da seguinte expressao:

dg  V,G()

o _—HVVG(V*) (3.27)
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4. Otimizacao

A pesquisa cientifica no campo da otimizacdo estrutural foi substancialmente aumentada
durante as ultimas décadas e um progresso consideravel foi atingido. Este desenvolvimento foi
devido principalmente ao progresso de ferramentas numeéricas confidveis, tais como o método dos
elementos finitos, métodos de analise de sensibilidades e métodos de programacdo matematica.
Além disso, mais recentemente, novos métodos para a incorporacao de simulacdes mais realistas,
tais como a abordagem estocastica, utilizando ferramentas eficientes de aproximacdo, e analises
estruturais ndo lineares tornaram os problemas de otimizacdo na engenharia mais realistas e ao
mesmo tempo tratdveis. Tais procedimentos foram fortemente alavancados pelo crescimento
acentuado das velocidades e capacidades dos computadores. Uma ideia geral das atividades em tal
campo nas Ultimas décadas pode ser encontrada na literatura (BATES, 2003; VANDERPLAATS,
2006; ARORA et al, 2007).

Neste trabalho serdo estudados diversos problemas de otimizacdo o0s quais possuem
particularidades na sua formulagdo, bem como em sua solucgéo. Os tipos de otimizagdo abordados
neste trabalho podem ser classificados em dois grandes grupos:

. Otimizacdo Uni-objetivo (escalar) — possui uma Unica funcéo objetivo;

. Otimizacdo Multiobjetivo (vetorial) — possui varias funcdes objetivo;

Nesta pesquisa, serdo examinadas abordagens para a consideracdo das incertezas no processo
de otimizacdo e assim obter projetos confidveis e robustos. Na prética da engenharia é comum
assumir valores nominais para 0s parametros incertos de projeto. Uma maneira de garantir
seguranca contra incertezas € aplicar restricbes mais rigidas que as idealmente impostas. Por

exemplo, quando se projeta um sistema estrutural, para garantir que ele ndo falhe geralmente séo

impostas restricdes de projetos nas tensdes da forma o(X) < o,

max !

onde o,,, € atensdo de falha do
material e X € o conjunto das variaveis de projeto. Para considerar as incertezas ja citadas, a
restricdo pode ser escrita como F,o(X)<o,,, onde F; é chamado o fator de seguranca.

Normalmente os valores de fator de seguranca sdo definidos por normas de célculo e variam entre
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1.2 e 3.0. Claramente, o novo projeto 6timo serd mais conservador quanto mais se aumenta o valor

de Fs, pois neste o 6timo se distancia do contorno da restri¢éo original o(x)—o,,, =0.

Como ja mencionado, esta pratica deve ser evitada, principalmente quando se lida com projetos
que foram severamente otimizados, pois projetos 6timos tendem a se localizar nos extremos da
funcdo objetivo ou no contorno das restricbes, com isso, pequenas perturbacdes podem levar a
queda de desempenho e/ou violagéo das restri¢cdes do projeto.

Quando as incertezas de um problema sdo consideras de forma apropriada no processo de
obtencdo de uma solucdo 6tima, surgem diversos subtipos particulares de problemas otimizacao.

Neste trabalho serdo abordados os seguintes:

. Otimizacdo Robusta (Robust Optimization ou Robust Design Optimization —
“RDO”)

. Otimizacdo Baseada em Confiabilidade (RBDO, reliability based design
optimization)

. Otimizacdo Robusta Baseada em Confiabilidade (R2BDO ou RBRDO “reliability

based robust design optimization”)

Apesar de descritos separadamente neste trabalho, diversos trabalhos na literatura consideram
todos os casos de otimizacdo que abordam incertezas (tanto na fungédo objetivo como nas restri¢des)
como otimizacdo robusta (BEYER e SENDHOFF, 2007). A seguir, a formulacdo matematica para
todos os tipos de otimizacdo a serem considerados neste trabalho serdo descritos.

4.1. Otimizagao Uni-objetivo

Quando os problemas de otimizacdo envolvem uma unica funcdo objetivo ele é denominado
problema de otimizacdo escalar (ARORA et al, 2007). Este tipo de problema de otimizacdo pode

SEr expresso como:

min f(x) (4.1)

xeR™

sujeito as seguintes condigdes:

h(x)=0 k=1,...,ne
. . (4.2)
g;(x)<0 i=1...,ni
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sendo:

f(x) — funcéo objetivo;

h(x) — funcéo restricdo de igualdade;

g(x) — funcao restricdo de desigualdade;

X — vetor das variaveis de projeto;

ne — numero de funcdes restri¢cGes de igualdade;

ni — nimero de fungdes restricdes de desigualdade;

nvp — numero de variaveis de projeto;

R™ — espaco das variaveis de projeto (nvp dimensional).
As funcdes restricbes de igualdade, h(x), e de desigualdade, g(x), definem o espaco viavel ou
admissivel da(s) variavel(eis) de projeto. As restricdes, em certo ponto x_ viavel, sdo ditas inativas,

caso g;(x) <0 e ativas caso g;(x) =0 e todas as restrices de igualdade séo consideradas ativas.

A Programacdo Matemética pode ser considerada como a primeira linha de métodos para
resolucdo de problemas de otimizacdo. Ela trata o problema de forma iterativa e deterministica, isto
é, através de gradientes, funcionais, operacdes matriciais, etc., para encontrar o ponto étimo.

Na maioria dos casos de otimizagédo, supde-se a continuidade das funcdes, assim como de suas
derivadas, o que nem sempre ocorre, acarretando na principal dificuldade encontrada por estes tipos
de métodos. A diferenciabilidade e a convexidade do problema influem, fundamentalmente, sobre a
natureza das condic@es de 6timo.

Vaérios algoritmos podem ser utilizados na resolucdo dos problemas de otimizacdo ndo-lineares
com restrigdes baseadas em gradientes (VANDERPLAATS, 2004; KLEIBER, 2005). O algoritmo
usado neste trabalho, na busca da solugdo Otima para os problemas de otimizacdo, é o da
programacdo quadratica sequencial, mais conhecido como SQP (“Sequential Quadratic
Programming”) (POWEL, 1978). A versdo do algoritmo aqui utilizada ¢ a disponivel no ambiente
computacional MATLAB (MATHWORKS, 2012). Para maiores informagdes sobre o processo de
otimizacdo utilizado vide (MOTTA, 2009).

Esta formulacdo de problema descrita nas Eq. (4.1) e (4.2) serve de base para todos os
problemas de otimizagdo conhecidos, qualquer outro tipo de otimizacdo é formulado como uma

variante ou um caso particular deste.
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4.2. Otimizacao Multiobjetivo

O projeto 6timo de problemas reais de engenharia quase sempre envolve vérias metas (fungdes
objetivo) a serem aprimoradas (minimizadas), além de vérios critérios a serem satisfeitas (funcbes
restricdo). Este tipo de problema é chamado de Otimizacdo Multiobjetivo (OM). Os algoritmos de
otimizacdo ja citados sdo capazes de resolver problemas que envolvam apenas uma funcgéo objetivo.

O problema de otimizacdo multiobjetivo (POM) pode ser expresso como:
min F(x) =[ 1100, 202, 3%, Fogp (X) |, NObj =2 (4.3)

sujeito a condi¢Ges como as expressas na Eq. (4.2).

O problema de otimizacdo multiobjetivo (POM) pode ser resolvido empregando-se o conceito
de Pareto. Os pontos de Pareto apresentam a propriedade de que quando se movem na direcao
decrescente de uma das funcdes, pelo menos uma das outras funcOes restantes tem seu valor
aumentado.

Nas Ultimas décadas, pontos de Pareto bem distribuidos tém sido obtidos gracas ao
desenvolvimento de algoritmos eficientes tal como o NBI (Normal-Boundary Intersection) (DAS e
DENNIS, 1996). Essas estratégias juntamente com outras abordagens de mais facil implementacéo
(Método da soma ponderada e Método min-max) sdo aqui implementadas. Além destas, uma
modificacdo proposta da estratégia NBI para problemas com mais de duas fungbes objetivo
(MOTTA et al., 2012), serd utilizada.

Em um POM é muito importante analisar o problema no espaco das funcdes objetivo. Isto pode
ser feito usando-se um sistema de equacOes geradas pelas fungdes objetivo e conjuntos das
restricdes ativas. Para cada projeto viavel, havera correspondentes valores das fungdes objetivo que
definirdo o espaco viavel das funcbes objetivo. Sobre seu contorno se localizam os pontos 6timos de
Pareto. Na Figura 4.1 é apresentado um exemplo de POM com duas varidveis de projeto e duas
funcdes objetivo, onde a linha tracejada representa os pontos 6timos de Pareto.
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Figura 4.1. Regido viavel e pontos de Pareto: a) no espaco das variaveis de projeto, b) no espaco das

funcbes objetivo.

Conforme j& mencionado, em problemas multiobjetivo, o interesse do projetista € encontrar um
vetor das variaveis de projeto X tal que as Eq. (4.2) e (4.3) sejam satisfeitas. Usualmente, ndo existe
tal X~ devido ao aspecto de conflito comum entre as funcdes objetivo. Usando o conceito de Pareto,
0 projetista deve encontrar tantos pontos quanto possiveis, em cujas respectivas avaliagdes das
funcbes objetivos estabeleca um compromisso (trade-off) 6timo entre elas. A partir destes pontos

sera escolhido o projeto o qual ira satisfazer, mais adequadamente, cada funcéo objetivo.

4.3. Meétodos Para Geracéo de Pontos de Pareto

Existem varias técnicas para se obter o chamado conjunto de minimo de Pareto (DAS e
DENNIS, 1997; BATES, 2003; COLLETTE e SIARRY, 2004). Entre eles, métodos baseados em
metodologias metaheuristicas tém sido usados com algum sucesso (LALONDE et al, 2009). Porém,
neste trabalho apenas serdo considerados procedimentos que fazem uso de programacéo
matematica. Os métodos considerados serdo os seguintes: Método da Soma Ponderada (STEUER,
1985), Método Min-Max (HWANG et al, 1980), Método NBI (DAS e DENNIS, 1997) e o Método
da Restricdo Normal - NC (MESSAC et al, 2003).

4.3.1. Método da Soma Ponderada

Dentre os métodos desenvolvidos para otimizagdo multiobjetivo, no qual se substitui as funcdes
objetivo por uma unica funcdo, denominada de fungéo substituta, 0 mais empregado e de uso mais
simples ¢ o método da soma ponderada (“Weighted Sum method” — WS) (KOSKI, 1985;
AFONSO, 1997; AFONSO e SIENZ, 1999; AFONSO et al, 2002). Sua técnica baseia-se em
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atribuir um vetor de coeficientes de ponderagéo PB;, as fung@es objetivo normalizadas, combinando-

as linearmente, ou seja, transformando-as em uma Unica fungdo objetivo. Sua representacdo

algébrica é dada da seguinte forma

f nobj f
E - BI —=> B k. (4.4)
fO k=1 fOk
onde os elementos de S, sdo normalizados, da seguinte maneira:
nobj
Zﬂi,kzl’ 0=/, =1 (4.5)
k=1

e f,, éafuncdo objetivo k no projeto inicial Xo.
O algoritmo desse método pode ser representado pelos seguintes passos:
i) Definir o nimero de subconjuntos B;
i) Normalizar as fungbes objetivo;
iii) Para cada f; faca:

iii.a) Obter a funcao objetivo substituta usando a Eq. (4.4);
iii.b) Otimizar a funcédo substituta e encontrar o ponto Xj*;
iii.c) Substituir o Xj* nas fungdes objetivo e obter os seus valores;
Problemas na obtencdo de pontos de Pareto via WS poderdo surgir quando o contorno da

regido viavel no espaco das funcdes objetivos for ndo-convexa, como mostra a Figura 4.2. Neste

caso, néo existira nenhum B, capaz de fornecer uma solugéo que esteja na parte néo-convexa.

f2 A

Figura 4.2. Regido viavel ndo-convexa no espaco das funcgdes objetivo.
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Em geral, quando se utiliza essa metodologia, ocorre que uma distribuicdo uniforme dos pesos

B ndo fornece uma distribuicdo uniforme de pontos de Pareto.

4.3.2. Método Min-Max

Este método foi desenvolvido com o propdsito de sanar os problemas listados anteriormente no
método da soma ponderada dos objetivos, o que é parcialmente alcancado no que se refere a obter
pontos uniformemente distribuidos (HWANG et al, 1980).

Neste procedimento, as funcdes objetivo sdo normalizadas, de forma diferente daquela do
método da soma ponderada dos objetivos, sendo para isso acrescidos dois parametros: max fx e min
fc. Estes pardmetros sdo obtidos das solucbes das otimizacOes escalares, isto é, que envolvem a
consideracdo individual das funcbes objetivo isoladas. Obtém-se, entdo, um conjunto de variaveis
X« , resultante de cada otimizacéo k isolada. Aplica-se esse conjunto a cada funcdo objetivo e daf
atribui-se o méximo valor da funcéo a max fy e 0 minimo a min fy.

As funcdes objetivo normalizadas assumiréo a forma:

, k=1,...,nobj (4.6)

T f, —min f,
“" max f, —min f,

caso (max f, =min f, ) para algum objetivo k, este pode ser desconsiderado.

O novo vetor das fun¢des objetivo é escrito como:
F=[ o For Foos Frog | 4.7)

Entdo, um coeficiente Sk é associado a cada nova funcdo objetivo e o seguinte problema é

proposto:

min(y) (4.8)
onde

y=max( £ f), k=1..,nobj (4.9)

sujeita as restrigdes definidas na Eq. (4.2) e as seguintes restri¢cGes adicionais

Bt <y parak =1,..., nobj (4.10)
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para Varios conjuntos de vetores B, pois para cada vetor B diferente um novo subproblema de
otimizacdo ¢ formulado e um novo ponto de Pareto é obtido. Como se pode observar, o valor

utilizado para minimizagéo é o méaximo valor de g f,, k = 1,..,nobj com a restrigio que os outros

componentes ndo ultrapassem este valor. Em geral, no ponto 6timo, os valores de g, f, , k =

1,..,nobj, sdo iguais sendo este é o conceito principal do método.

4.3.3. Método da Intersecdo Contorno-Normal (NBI)

O meétodo da Intersecdo Contorno-Normal ou Normal-Boundary Intersection (NBI) (DAS e
DENNIS, 1996) é uma técnica criada para encontrar pontos eficientes (ou pontos NBI) do contorno
do espaco viavel gerado pelos vetores objetivos alcancaveis, {F(x): xeC}, C representando o
conjunto viavel, que possibilitem a construgdo de uma curva suave, de forma que o projetista possa
definir em qual daqueles pontos serd considerada a solu¢do compromisso para o problema
multiobjetivo. Quando os pontos eficientes estiverem sobre uma parte do contorno suficientemente
convexa daquele espaco viavel, esses sao definidos como pontos de Pareto. Isto acontece para a
grande maioria dos casos estudados na engenharia. Porém, se aqueles pontos estiverem na parte
cdncava do contorno, ndo ha a garantia de que eles sejam pontos de Pareto. Apesar disso, esses
pontos contribuem para que a curva Pareto seja definida.

Este método foi inovador com relacdo a obtencdo dos pontos sobre a superficie Pareto,
permitindo uma distribuicdo uniforme daqueles pontos até mesmo para um pequeno conjunto de
vetores do parametro B, independentemente do nimero de fungdes objetivo. Este método difere
daqueles descritos anteriormente por ndo ocorrer a transformacéo do vetor das fungdes objetivo em
uma unica funcdo objetivo, através de uma combinacao linear.

A ideia central do NBI é encontrar uma por¢do do contorno do denominado espaco das funcdes
objetivo (DAS e DENNIS, 1996), o qual contém os pontos 6timos de Pareto. Tais pontos podem ser
encontrados resolvendo-se um problema de otimizagdo. No que se segue, apresentam-se,
inicialmente, algumas terminologias especificas do método para em seguida detalharmos a
metodologia.

Define-se F~ como sendo o vetor do minimo local das funcdes objetivo, denominado de Ponto
Utopico (Shadow Minima ou Utopia Point) (DAS e DENNIS, 1996), representado por:

* * * *

* T
Fo=[ £ B ooy | (4.11)
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onde cada f;" representa um minimo local individual. Sendo o vetor x;” a solucdo 6tima de f;, temos

que f" = f,(x") . Define-se a envoltéria convexa do minimo individual (ECMI) como:

nobj
{cp B:p e R, Zjﬂi =15 20} (4.12)
i=1
onde
@, = f(x;)-f, i=1...,nobj; j=1...,nobj (4.13)

¢ a matriz “pay-off” (nobj x nobj) dos minimos individuais transladados.

Assim, 0s pontos pertencentes a ECMI s&o definidos por um conjunto de pontos do R™, que
sdo definidos pelas combinagdes convexas de {F(x; )- F'}, armazenados sob a forma de matriz, ®,
denominada de "pay-off" (DAS e DENNIS, 1996). Um exemplo da representacdo grafica da ECMI
é ilustrada na Figura 4.3. Nesta figura é considerado que na origem esteja o ponto de utopia F e,

dessa forma, todas as funcdes objetivos sdo ndo-negativas, isto é, F(x) é substituida por F que é

definido da seguinte forma: F (x) = F(x) - F .

A _

v

Figura 4.3. Representacdo grafica da ECMI num espago bidimensional.

Com esta redefinicdo, observa-se na Figura 4.3 que o ponto A é F (x;’)eoponto Bé F(xz), a
origem é o ponto Utépico F', o segmento tracejado é a ECMI, enquanto que a curva ACB é a
fronteira de Pareto no espacgo das funcgbes objetivo. O conjunto das funcGes objetivo no espago
viavel {F(x): xeC} serd denominado por f e o seu contorno por of. A técnica NBI possui 0
objetivo de encontrar parte do contorno df que contém os pontos 6timos de Pareto.

A ideia geométrica associada ao método é que tais pontos de Pareto sdo encontrados a partir da

intersecdo da reta quase-normal a ECMI, apontada para a origem, e o contorno df como ilustrado na
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Figura 4.4. A reta quase-normal a ECMI é definida a partir do ponto médio da ECMI, i.e.
1 nobj

2D

B nobj i3

A

v

fi

Figura 4.4. A imagem do conjunto viavel sobre 0 mapeamento de f no espaco das funcdes objetivo.

Matematicamente, tais pontos podem ser encontrados resolvendo-se um problema de

otimizacao descrito a seguir. Dados os parametros B, ®p representa pontos sobre a ECMI. Seja h

0 vetor unitario quase-normal a ECMI, como j& mencionado, direcdo que liga o ponto médio da
ECMI e o ponto Utépico F . Entdo, ®f +th, com teR, representa o conjunto de pontos sobre A,

que formam uma reta quase-normal a ECMI. O subproblema original do NBI, encontra a intersecao
entre a reta quase-normal a ECMI, e o contorno que define o espago {F(x) | xeC}, df, mais

préoximo da origem resolvendo o seguinte problema de programacao néo-linear:

max t (4.14)
X, t

sujeita as restricdes definidas na Eq. (4.2) e a restrigdo adicional
@B +th > F(X) (4.15)

Neste trabalho foi utilizado uma modificagéo desta restricdo proposta por (Motta et al, 2012a),
na restri¢cdo original (DAS e DENNIS, 1996) o simbolo de desigualdade é substituida por um de
igualdade.

Esta equacéo de restricdo garante 0 mapeamento de x por I_:(X) sobre a reta quase-normal. O

problema apresentado nas Eq. (4.14), (4.2) e (4.15) passa a ser definido com um subproblema NBI,
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representado por NBIg, considerando que 3 seja 0 parametro que caracteriza o subproblema. Cada
vetor parametro B, resultard em uma solucdo pretendente & Pareto. Resolvendo esse subproblema
para um conjunto de parametros B, encontra-se um conjunto de pontos sobre of, que poderdo
fornecer uma curva suavizada. Esses pontos serdo pontos 6timos de Pareto caso estejam numa
porcdo convexa do 0f. Em caso contrario, eles poderdo ndo ser ponto 6timo de Pareto. Em néo
sendo, poderdo ser Uteis na suavizagdo da curva Pareto, aléem da garantia de que todo of foi
explorado (mesmo sendo ndo pareto), 0 que ndo ocorre para 0s métodos descritos anteriormente.
Para maiores detalhes, ver referéncias (DAS e DENNIS, 1996; MACEDO, 2002). Porém,
problemas podem ocorrer caso df nao seja continuo i.e., caso ndo exista regido viavel entre os

minimos individuais.

4.3.4. Método da Restricdo Normal Normalizada (NNC)

O método da restricdo normal normalizada (NNC) é o método da restricdo normal (NC) onde as
funcbes objetivo sdo normalizadas, foi introduzido por (MESSAC et al, 2003) e mostrou ser capaz
de gerar uma propagacao uniforme de pontos Pareto. O NNC trabalha de forma similar ao método
da Intersecdo Contorno-Normal (NBI), (discutido anteriormente), e sua representacao grafica, tirada
da referéncia (MESSAC et al, 2003), € mostrada na Figura 4.5.

No espaco das funcBes objetivo normalizadas (mesma normalizacdo usada no método Min-
Max), todos os pontos minimos locais das funcdes objetivo, estdo a uma unidade de distancia do
Ponto Utopico. E o Ponto Utopico esta na origem — por definicéo.

Na Figura 4.5 nés observamos o espaco viavel e a fronteira de Pareto correspondente. NOs
também notamos os dois pontos de minimo das fungdes objetivo que sdo obtidos pela minimizacdo
separada do primeiro e do segundo objetivo do projeto. Uma linha ligando os dois pontos é
chamada de Linha Utdpica, ela é equivalente a envoltoria convexa do minimo individual (ECMI) no

método NBI. Ela é dividida em m-1 segmentos, resultando em m pontos.
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Figura 4.5. Um conjunto de pontos espacados na linha Utopica para um problema bi-objetivo.

Na Figura 4.6 um ponto genérico X pertencente & Linha Utdpica é utilizado para definir uma
reta normal (NU). Estd reta normal (NU) diminui a regido viavel, conforme indicado na figura.

Como pode ser visto, minimizando-se 2 o resultado 6timo sera o ponto f*. Transladando o ponto

genérico X, pela Linha Utépica, podemos ver que um conjunto de Pontos Pareto correspondente

serd obtido.

-

/,/

4 :

L Regido
Viavel " Linha NU

XSy Reg_laO S
Inviavel >

N _FZ* Y,

Plano Utdpico
Figura 4.6. Representacdo grafica do método da NC para um problema bi-objetivo.

No que se segue, a formulacdo matematica do Método da Restricdo Normal Normalizada para a

otimizacdo multiobjetivo em geral é apresentada. O vetor x define as varidveis de projeto e
f. (f e R") a i-ésima fungdo objetivo. X' (X, € R™) & o ponto 6timo da fungdo f . Sendo nobj o
nimero de funcBes objetivo de um problema genérico, os vetores do Plano Utdpico N, s&o

definidos como a dire¢do dos F(x;) até IE(xzobj), para k=1..nobj-1, pela equacéo:

N, =F(X,) —F(%), k=12,..nobj-1 (4.16)
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Um conjunto de n, pontos distribuidos no Plano Utopico é gerado da seguinte forma.

nobj

X, =2 B F(x), j=12..n (4.17)

k=1
onde

nobj

0<pB,<l e > B,=1 i=12..n (4.18)
k=1

Agora nds geramos pontos distribuidos no espaco das fungdes objetivas normalizadas. Para

cada ponto X gerados anteriormente é obtido um Ponto Pareto correspondente, solucionando o

problema abaixo:

Paraj=12,..,np
o 4.19
min  foo (4.19)
sujeita as restri¢fes definidas na Eq. (4.2) e as restri¢des adicionais:
N (F-%) <0, k=12,..n-1 (4.20)

4.3.5. Problemas Com Mais de Duas Fun¢6es Objetivo

Obter de forma eficiente, pontos de Pareto bem distribuidos sobre toda a fronteira de Pareto, em
problemas de otimizacdo com mais de duas fungdes objetivo, é um questdo ainda em discussdo
(Messac and Mattson, 2004; Arora et al, 2007; Mueller-Gritschneider et al, 2009; Motta et al.,
2012).

Em um problema qualquer de otimizacdo multiobjetivo, todos os pontos de Pareto podem ser
obtido pelo NBI, resolvendo um subproblema com um determinado vetor g associado, resolvendo
o problema definido pelas Eqgs. (4.14) e (4.15), e de forma semelhante pelo NC, através do
problema definido pelas Egs. (4.19) e (4.20). Porém no caso de problemas com mais de duas

fungdes objetivo, os componentes do vetor B ndo sdo necessariamente ndo-nulos. Assim, os valores
corretos dos coeficientes B para se obter pontos bem distribuidos sobre toda a fronteira de Pareto

ndo sdo conhecidos. Os pontos inicialmente distribuidos na ECMI, definidos pela Eg. (4.12), os

quais definem as otimizacdes dos subproblemas do NBI, devem ser distribuidos numa envoltoria
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total definida como ECMI® (DAS e DENNIS, 1996), ndo conhecidos a priori. Ja pelo NC,
dependendo da formulagdo do problema, utilizando as Eqgs. (4.19) e (4.20) algumas regides podem

ser ignoradas independente dos valores de p utilizados.

Para corrigir este problema, Messac and Mattson (2004) recomendam uma modificacdo no
método NC original, a fim de obter pontos sobre toda a superficie de Pareto em problemas com
mais de dois objetivos. Esta modificacdo consiste em ampliar o Plano Utdpico (Eq. (4.16)) de forma
que este tenha projecdo em todas as areas da fronteira de Pareto. Porém, esta ampliacdo do Plano
Utopico acarreta em procura por 6timos em areas nao Pareto do espaco das fungbes objetivo,
tornando-o ineficiente (Motta et al., 2012).

A solugdo proposta (Motta et al., 2012) para encontrar toda a fronteira de Pareto de forma
eficiente, consiste em definir inicialmente os contornos da fronteira de Pareto, e entdo obter a
envoltoria de minimos individuais (ECMI) que inclui as regides ndo convexas, chamada ECMI".
Para isso é necessario resolver o problema multiobjetivo para cada subconjunto de fungdes objetivo
e assim definir cada contorno da fronteira de Pareto.

Na Figura 4.7 vemos um exemplo de fronteira de Pareto de um problema de otimizagdo com
trés funcdes objetivo, onde o contorno representa a ECMI*. Sio apresentados também os pontos de
Pareto encontrados para todos os subconjuntos (pares) de funcBes objetivo, marcados em preto. A
partir destes pontos de Pareto sdo distribuidos os restantes dos pontos centrais, marcados de azul,
chamados pontos interiores. Para a distribuicdo dos pontos interiores utilizamos um método de
geracdo de amostras DoE (Design of Experiments) e um algoritmo baseado em CVT (Centroidal
Voronoi Tessellation) ( DU et al, 1999; GIUNTA et al, 2003).

Através de um procedimento iterativo utilizado para redistribuir os pontos iniciais, de tal forma
que a distancia entre eles seja otimizada, chega-se a uma configuracdo de minima energia chamada
CVT. Nesta configuracdo os pontos estdo distribuidos de forma que todos os pontos estejam
posicionados no centro de massa dos seus respectivos poligonos de VVoronoi. Assim, a cada iteracéo
o algoritmo CVT, tece os poligonos de Voronoi e reposiciona 0s pontos nos respectivos centros de
massa. Este procedimento é repetido até que a uniformidade dos pontos seja atendida ou caso néo
haja mudanca significativa na posi¢do dos pontos. Este método é conhecido como algoritmo de
Lloyd (LLOYD, 1982). Diversos procedimentos para se obter um CVT sdo disponiveis na

literatura, o utilizado neste trabalho se baseia em (Du et al, 1999).
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Figura 4.7. Problema com 3 fun¢6es objetivo — Distribuicdo dos pontos.

Para a utilizagdo do algoritmo CVT na distribuicdo dos pontos interiores na ECMI”, foi
necessaria uma adaptacdo do algoritmo original. Nesta adaptacdo os pontos pré-obtidos que formam
a ECMI" s3o utilizados pela metodologia CVT, porém as suas posicdes sdo mantidas, além disso
eles séo utilizados para impedir que os restantes dos pontos saiam do dominio do ECMI*. Depois de
encontrados os pontos de Pareto que formam o contorno da fronteira total (pontos pretos na Figura
4.7), projetam-se estes pontos, no plano formado por F(X1"), F(X2") e F(X3"), que forma a ECMI.
Estes pontos projetados delimitam uma regido a qual é utilizada para encontrar o restante dos
pontos centrais. Os pontos que formam as curvas F12", F23" e F13" sdo0 considerados as soluges de

Pareto dos subproblemas onde o coeficiente B da fungdo desconsiderada € nulo. Serd utilizado o

NBI para se encontrar as curvas de Pareto do contorno da superficie de Pareto, bem como para as
otimizacGes dos subproblemas relacionados aos pontos centrais, este procedimento é chamado
NBIm (MOTTA et al, 2012).

A Tabela 4.1 mostra o algoritmo basico para a obtencdo dos pontos de Pareto sobre toda a
fronteira de Pareto. Nos problemas de otimizacgdo deste trabalho, utilizamos otimizagdes auxiliares
(subotimizagdes) adicionais para resolver possiveis casos de redundancia de variaveis em

otimizacGes de subproblemas onde algum objetivo € ignorado.



Tabela 4.1. Algoritmo geral da metodologia MO proposta.

1. Loop sobre os objetivos (for 1 to nobj)

1.1. Rodar otimizacgéo escalar dos objetivos individualmente;

Fim do loop

2. Loop sobre as dimensdes (for dim = 2 to nobj)

2.1. Computar as n.,,, combinagdes, Eq. (4.21);

2.2. Loop sobre as combinagdes (for 1 to N, )

2.2.1. Atualizar informacdes da combinacao;
2.2.2. If (dim>3)
a. Projetar pontos de Pareto de contorno;
b. Distribuir pontos interiores - CVT ;
Fim do if
2.2.3. Loop sobre o0s pontos interiores
a. Rodar sub-otimizacéo;

b. Rodar otimizagéo auxiliar (if dim < nobj );

Fim do loop sobre as combinagdes

Fim do loop sobre as dimensdes

1.2. Rodar otimizacgdo auxiliar para evitar pontos de Pareto redundantes;

Fim do loop sobre os pontos interiores (sub-otimizagdes)
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Na definicdo dos subconjuntos de objetivos para a definicdo dos contornos da ECMI" séo

computadas todas as possiveis combinagGes dos objetivos para cada numero de dimensdo do

problema. O nimero de combinacBes pode ser calculado como

nobj nobj nobj!
ncomb = Cdim = - =7 p B
dim /  dim!(nobj —dim)!

(4.21)
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onde nobj é o numero total de dimensdes (objetivos) do problema e dim € o nimero de dimensbes
(objetivos) dos subproblemas de otimizacdo em questdo, formando assim os coeficientes do
bindmio de Newton. Para mais detalhes, consulte (MOTTA et al, 2012a). Por exemplo, para um
problema de otimizacdo multiobjetivo com cinco funcBes objetivo (nobj = 5) a sequencia das

combinaces dos objetivos, seria:

e bj !

Etapa 1. 5 - Otimizag@es individuais: C; = (n(? Jj = 5—.
dim 1141

Etapa 2. 10 — Otimizacdes bi-objetivos: C; = % .
Etapa 3. 10 — Otimizag6es com 3 objetivos: C§ = ﬁ )
Etapa 4. 5 — Otimizag6es com 4 objetivos: Cf = % )

- - ~ - - 5 5!
Etapa 5. 1 — Otimizagdo com 5 objetivos: C; = 3k

Os subproblemas de otimizacdo séo definidos pelo parametro B, de forma que na “Etapa i” o
numero de coeficientes de B diferentes de zero € i. A ultima etapa (Etapa nobj) € referente as
otimizacGes de pontos de Pareto interiores, onde todos os coeficientes de p sdo diferentes de zero,
enquanto que todas as outras sdo para a obtencéo de pontos do contorno da fronteira de Pareto. Vale
salientar que o numero total de otimizacBes realizadas € igual ao nimero de pontos de Pareto
definido pelo usuario atraves dos parametros f, independente do nimero de objetivos. Os pontos de
Pareto serdo distribuidos entre estas diferentes etapas do procedimento geral. Porém, o nimero de
pontos de Pareto necessarios para cobrir satisfatoriamente a fronteira de Pareto aumenta com a
dimensdo (nobj) do problema. Em uma distribuicdo regular e uniforme dos parametros B (e

consequentemente dos pontos de Pareto) pode-se desejar ao menos um ponto de Pareto interior, 0

qual seria definido por coeficientes iguais, S = i=1..,nobj. Por exemplo, para um

nobj
problema com 3 objetivos, seriam necessarios dez parametros B distribuidos uniformemente para se
ter um ponto interior. Estes dez parametros B sdo apresentados na Tabela 4.2, ndo necessariamente

nesta ordem.
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Tabela 4.2. Dez coeficientes § com apenas um ponto interior para um problema com trés objetivos.

ng;[gtge B | B, | B | Etapa Obs.

1 1 0 0 1 Otimizacao escalar
2. 0 1 0 1 Otimizacao escalar
3. 0 0 1 1 Otimizacao escalar
4, 2/311/3 0 2 Otimizacdo biobjetivo
5. 1/3 | 2/3 0 2 Otimizacdo biobjetivo
6. 2/3 0| 1/3 2 Otimizacdo biobjetivo
7. 1/3 0| 2/3 2 Otimizacdo biobjetivo
8. 0|1/3]| 2/3 2 Otimizac3o biobjetivo
9. 0|2/3]| 1/3 2 Otimizac3o biobjetivo
10. 1/3(1/3| 1/3 3 Ponto interior

Assim, pode-se definir o numero de pontos de Pareto em funcdo do numero de objetivos,
utilizando uma distribuicdo uniforme e regular dos coeficientes , com apenas um ponto interior,
como mostrado na Tabela 4.3. Nota-se que com o aumento da dimensdo do problema (nobj) o
numero de pontos de Pareto necessarios para obter uma boa representacdo da fronteira de Pareto

cresce rapidamente.

Tabela 4.3. Numero de pontos de Pareto em funcdo do nimero de objetivos, necessarios para uma

distribuicdo de pontos regular e uniforme com um ponto interior.

Numero de Numero de
funcdes objetivo pontos de Pareto

3

10
35
126
462
1716
6435

0 N O O B~ W N
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4.4. Otimizacao Baseada em Confiabilidade

A otimizacdo baseada em confiabilidade (RBDO, Reliability-Based Design Optimization) € um
problema de otimizacdo onde as incertezas do problema séo tratadas estatisticamente, permitindo
avaliar corretamente o nivel de seguranca do projeto. Um parametro muito utilizado neste tipo de
problema é o chamado indice de confiabilidade (5), ele é utilizado principalmente para o célculo
aproximado da probabilidade de falha. Considerando o espaco das variaveis aleatdrias reduzidas, o
indice de confiabilidade indica a distancia do ponto de falha mais proximo (mais provavel) ao
centro da distribuicdo das probabilidades, detalhes de sua defini¢cdo e obtencdo foram tratados no
item 3.2. Neste tipo de problema, alguma funcdo associada a probabilidade de falha ou indice de
confiabilidade estd presente em sua formulacdo, geralmente em termos de restricdo.
Consequentemente, para avaliar tal restricdo é necesséario conduzir a analise de confiabilidade do
problema.

Como exemplo de RBDO, podem ser consideradas restricbes na otimizacdo em termos da
probabilidade de falha méaxima, ou de indice de confiabilidade minimo para um dado projeto.
Outras possibilidades de formulagédo de RBDO consideram a confiabilidade como um objetivo, por
exemplo, maximizar o indice de confiabilidade. Neste caso € comum chegar a problemas chamados
Otimizacdo Baseada em Confiabilidade Multiobjetiva (Multiobjective Reliability-Based
Optimization) (DEB et al, 2009).

O problema de RBDO ¢ aqui formulado como:

Minimizar : [ f (x)]

g (x)<0 i=1..m

g;(x)<0  i=1..m (4.22)
h,(x)=0 i=1../

14 u
X, <X <X k=1..ne

onde g",(x) sdo as fungdes restricdo relacionada & confiabilidade, por exemplo, probabilidade de
falha méxima ou indice de confiabilidade minimo.
Quando se utiliza o MC para o calculo da probabilidade de falha e este possui um valor muito

baixo, pode ocorrer que poucos pontos caiam na regido de falha. Neste caso, a funcdo Pfyc(x) se

comporta como uma funcdo discreta, tornando muito dificil sua utilizacdo direta em um processo de
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otimizacdo que utilize a informacdo do gradiente. Mais detalhes sobre o uso do MC para

otimizacGes com restricdo de confiabilidade serdo abordadas no que se segue.

4.4.1. Exemplo do uso do método MC para otimizacdo com confiabilidade

Uma questdo importante sobre a geracdo das amostras para 0 MC em um processo de
otimizacdo através de técnicas de programacdo matematica € a utilizacdo de uma mesma semente
(“seed”), para a geragdo das amostras para o calculo via MC da probabilidade de falha durante todo
0 processo de otimizag&o, para “suavizar” a resposta das estatisticas. O uso de tal recurso auxilia no
processo de otimizacgdo, porém o problema de valores discretos continua. Sendo assim, o0 MC sera
utilizado apenas para a verificacdo de projetos 6timos. Para a utilizacdo do MC em uma otimizacao
com restricdo de confiabilidade (Pf), sdo necessarios métodos de otimizacdo que lidam diretamente
com as incertezas, como por exemplo os algoritmos heuristicos, os métodos de aproximacao
estocéstica (“stochastic approximation methods”), entre outros (ANDRADOTTIR, 1998;
SCHUELLER e JENSEN, 2008).

Para ilustrar a consequéncia do uso do MC no célculo da Pf com amostras totalmente (semi-)
aleatorias e com amostras de semente (“seed”) fixa, considere um problema adimensional de
flambagem elastica em pilar biapoiado de secéo tubular de comprimento L, didmetro interno D; e
espessura t. O pilar esta submetido a uma for¢a de compressdo com valor 10. Utilizando a equacéo
da carga critica de flambagem de Euler a funcdo de falha pode ser expressa como:

7°El

L2

G(x,U) = ~10 (4.23)

onde

D (4.24)

Neste problema duas varidveis aleatorias (U; e U,) onde U, ~N(4,1) e U,~N(4,1) e uma

variavel de projeto (x) sdo consideradas. As duas variaveis aleatorias sédo a espessura (t) e um
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parametro associado a esbeltez (1 = relacdo diametro externo/comprimento), engquanto que a

variavel de projeto é o didmetro interno do pilar (D;), assim:

U=t U,=4;, x=D (4.25)

Neste exemplo serd utilizado o FORM para comparacdo com o resultado obtido via MC. A
Figura 4.8 ilustra os resultados dos procedimentos de analise de confiabilidade utilizando o FORM
e 0 MC com 10° pontos, para o projeto x = 20. Os pontos em azul sdo os pontos da amostra de MC
na regido viavel e os pontos pretos sdo os pontos da amostra de MC na regido de falha, a linha
tracejada verde mostra a superficie de falha (G = 0). A trajetdria em vermelho mostra os passos para

a convergéncia do FORM.

8 T T T
-»

7_ i

6_ i

5_ i
o 4t 1

3_ i

2_ i

1_ i

-
0 1 1 1
0 2 4 6 8
U

Figura 4.8. Exemplo de flambagem elastica de pilar: Procedimentos Monte Carlo e FORM.

Em seguida, foram calculadas aproximagdes da Pf para valores de x variando de 15 a 35 com
incrementos de 0.1. Foram utilizados 0 FORM e o0 MC (com amostras de 1000 pontos), para 0s
calculos de Pf. Porém, duas estratégias diferentes para a construgdo das amostras do MC foram
consideradas: mantendo a mesma amostra para todos os valores de x (semente fixa) e gerando uma
nova amostra aleatoria para cada valor de x (semente aleatoria).

Na Figura 4.9 ¢ apresentado o grafico de Pf em funcgéo de x, calculada por trés procedimentos

diferentes:

1. Célculo via MC utilizando uma amostra diferente para cada x (semente aleatdria),
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2.Calculo via MC utilizando a mesma amostra (semente fixa) e

3.Célculo via FORM.

0.03

—— MC seed aleatério

0.025! —— MC seed fixo
——FORM

0.02}
4 0.015}
0.01}

0.005}

Figura 4.9. Exemplo de flambagem elastica de pilar: Probabilidade de falha via Monte Carlo e
FORM.

Na Figura 4.9, nota-se claramente a dificuldade em considerar a fun¢do Pf(x) via MC com
amostras aleatérias (MC - semente aleatoria) indicada em azul, em um processo de otimizacdo. A
funcdo Pf(x) via MC com o uso da mesma amostra (MC - semente fixa), apresenta pontos com
gradiente indefinido porém é mais bem comportada, mas ainda assim, necessita de um
procedimento especifico para a otimizacdo, pois 0 seu gradiente ndo pode ser obtido diretamente. J&
com o uso do FORM para calcular a funcdo Pf(x) o grafico apresenta uma curva mais suave e 0

gradiente pode ser obtido diretamente, como apresentado no item 3.2.2, Eq. (3.27).

4.4.2. Metodologias para otimizacdo com confiabilidade

Todos os procedimentos para a obtencdo de projetos 6timos confidveis (RBDO) abordados
neste trabalho sdo de duplo-lago. Um lago interno para a verificagdo das restricdes de confiabilidade
e um laco externo relacionado a atualizagdo das variaveis de projeto. Existem duas metodologias
bésicas para verificar a confiabilidade de um projeto durante o processo de otimizacdo RBDO: a
abordagem via indice de confiabilidade (RIA, Reliability Index Approach) e a abordagem via
medida de desempenho (PMA, Performance Measure Approach). Estas metodologias se
diferenciam pela forma como verificam a confiabilidade de um projeto durante o processo de

otimizacdo, ambas utilizam um processo iterativo (lago interno), porém diferente.
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(@) RIA (Reliability Index Approach) - Abordagem via indice de confiabilidade

Esta é a forma tradicional de solu¢do de um problema RBDO através de métodos para a
obtencdo do indice de confiabilidade, como o FORM. O indice de confiabilidade é recalculado para

cada novo projeto e comparado ao indice de confiabilidade alvo. Assim, processo iterativo do RIA é

determinar o MPP, a solugdo ( Vy,,) do loop interno do RBDO via RIA ¢ dado por:

minJ|IV
nin{[[V]} (4.26)
sujeitoa: G(V)=0
esse problema pode sera resolvido pela metodologia do FORM ja detalhada.
A restricdo de confiabilidade do problema RBDO na RIA é
Ber —|Vaun| <0 (4.27)

Em algumas aplicacGes, a maximizagdo do indice de confiabilidade é utilizada como objetivo,
nestes casos a RIA é mais indicada.

Nos exemplos tratados aqui, quando a variacdo da variavel de projeto for pequena (< 10%) o
FORM inicia a partir do MPP anteriormente encontrado. Assim, quando o ponto de projeto esta
préximo do 6timo o indice de confiabilidade é calculado de forma mais rapida. O gradiente do
indice de confiabilidade em relacdo as varidaveis de projeto para a otimizacdo via RIA
(DITLEVSEN e MADSEN, 2007) é dado por

dg_ dg, 1
dx  dx [vG, (V)

(4.28)

(b) PMA (Performance Measure Approach) Abordagem via medida de desempenho

Na PMA ndo é necessario o calculo do indice de confiabilidade durante o processo de
otimizacdo. A PMA avalia se o indice de confiabilidade do projeto estd maior ou menor do que o
valor pretendido /A, , porém o indice de confiabilidade ndo é calculado diretamente. E apenas
utilizado o valor méximo da fungdo de falha, na regido de probabilidade definida pelo indice de
confiabilidade alvo (A, ). Caso esse valor maximo, seja menor que zero (ndo tenha falhado), o

projeto atende as especificacdes do projeto. A PMA é dita mais eficiente que a RIA principalmente
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em problemas "muito viaveis" ou "muito inviaveis", i.e. quando S>>, ou S<0 (YOUN et al,

2003; YOUN et al, 2004; DEB et al 2009; VALDEBENITO et al, 2010; PAIVA et al, 2014).
No processo iterativo da PMA o ponto 6timo é definido como o ponto na superficie de uma n-

esfera (esfera de dimensdo n = nva) de raio B, (||V|= . ) no espaco reduzido, que possui o maior

valor da funcdo de falha (pior caso). Assim, a solugdo (V;,,,) do loop interno do RBDO (obter

MPP) via PMA é encontrado resolvendo
max {G(V)}

(4.29)
sujeito &: V| = Baw

Esse problema pode sera resolvido pela metodologia AMV (Advanced mean-value) (YOUN et al,
2004). Este método pode ser instavel para problemas com fungdes de falha concavas, porém isto
ndo foi verificado nos problemas aqui tratados.

O valor da funcéo de falha no ponto 6timo encontrado é a restricdo de confiabilidade do RBDO

associada a PMA tal como segue
G(V5,) <0 (4.30)

A Figura 4.10 ilustra a avaliacdo da restricdo de confiabilidade via RIA e PMA num espaco

reduzido (V) para um problema geral com duas variaveis aleatorias. Na figura, as linhas tracejadas
s&o os objetivos (|V| e G(V)) e as linhas cheias as restrigdes (G(V) =0 e |V|=f,) daRIA e da
PMA, respectivamente. Neste caso genérico, a restricdo de confiabilidade é satisfeita 8> S, e
G (V) <0. Note que quando a restrigdo de confiabilidade esta ativa S = £, , ambas abordagens

se equivalem, (Vs = Voya) € G(Voya) =0.
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Figura 4.10. Avaliagio da restricdo de confiabilidade via RIA e PMA.

4.5. Otimizacado Robusta

Nesta secdo, serdo examinadas algumas abordagens para a consideracdo das incertezas no
processo de otimizacdo e assim obter projetos robustos. Isto contrasta com as abordagens que
utilizam o fator de seguranca, nos quais 0s parametros incertos ndo séo explicitamente incorporados

na formulacéo do projeto.

45.1. Medidas de Robustez

Considere um processo de otimizagdo com incertezas, onde a fungdo de interesse é f(x,§),
onde x € R™ sdo as varidveis de projeto e & eE as variaveis incertas, onde E ¢ o espaco amostral

das variaveis aleatdrias. Um objetivo robusto e utdpico seria encontrar um X, de tal forma que para
todo EeE

f(x,8)< f(x,£) VxeR™ (4.31)

Achar tal X que simultaneamente minimize f(x,&), para todos os &eE, é o problema central
da teoria da deciséo estatistica (KEANE e NAIR, 2005 Apud PRATT et al, 1996; BARROS, 2009).
Porém, esta condi¢do ndo pode ser atingida na maioria dos problemas, pois o ponto 6timo varia com

a variavel aleatoria, sendo necessario definir alguma medida de robustez que viabilize o problema.
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Vérias abordagens sdo usadas neste contexto (BEYER e SENDHOFF, 2007), muitas consideram
uma combinacéo linear da média e do desvio padréo da fungéo de interesse.

Neste trabalho serdo utilizados estes dois controles principais do objetivo independentemente.
Otimizando a média encontra-se um 6timo menos conservador, pois pode existir uma probabilidade
razoavel do desempenho ser pior (ou melhor) que o valor encontrado. Por outro lado, quando um
processo de otimizacdo é realizado sobre o desvio padrdo, se esta sendo conservativo, e encontra-se
0 ponto onde h& a menor variagdo da fungdo de interesse, sendo esta uma das principais medidas de
robustez. Esta consideracdo tem sido adotada em varias referéncias no contexto da otimizacao
robusta (DOLTSINIS e KANG, 2004; BEYER e SENDHOFF, 2007; SCHUELLER e JENSEN,
2008).

Assim como no item 4.4.1 a utilizagdo do MC para o calculo das estatisticas (por exemplo, f)
durante a otimizacdo considerando amostras totalmente aleatdrias (com semente livre), gera um
ruido devido a um erro aleatério o@/+m), tornando a fungdo aproximada ( f,,.) dificilmente
diferencidvel. Em um processo de otimizagcdo matematico, esta oscilacdo torna dificil (ou até
mesmo impossivel) a convergéncia de métodos que iterativamente aproximam gradientes (Vf ) ou
hessianas (v?7). Para superar esta adversidade, pode-se utilizar uma mesma semente, para a
geracdo de amostras para os calculos via MC durante todo o processo de otimizacdo, do mesmo
modo como mostrado anteriormente. Assim, é obtido uma fung&o aproximada ( f,,.) tdo suave
quanto a funcdo que esta sendo integrada, f. Caso contrario, sdo necessarios outros métodos de
otimizacdo que lidam diretamente com as incertezas, é o caso de metodos de otimizag&o estocastica,
métodos de aproximagao estocastica (“stochastic approximation methods™), algoritmos heuristicos,

entre outros (ANDRADOTTIR, 1998; SCHUELLER e JENSEN, 2008). Um estudo que ilustra tal
situacdo apontada pode ser visto na referencia (MOTTA, 2009).

4.5.2. Formulagéo do Problema

Quando se usa como medidas de robustez a esperanca e a variancia da funcdo de interesse
simultaneamente, a busca por um projeto robusto 6timo surge como um problema de otimizagdo
multiobjetivo, para se encontrar solucdes intermediarias de interesse, este problema pode entéo ser
chamado de otimizacdo multiobjetivo robusta (Robust Multiobjective Optimization - RMO). O

problema de RMO pode ser formulado como:
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Minimizar :[ E(f(x,U)), SD(f(x,U))]
g,(x)<0  i=1..m
h;(x)=0 j=1,..0

4 u
X, <X, <x, k=1..ne

(4.32)

onde E(’) é a esperancga, SD(’) o desvio padrdo, f(-) é a funcdo de interesse, x 0 vetor das variaveis

de projeto e U sdo as variaveis aleatorias. Para a solucdo deste problema, as técnicas de MO
apresentadas na se¢éo 4.3 serdo utilizadas.

4.6. Implementacéo Computacional RBRDO

A combinacdo dos métodos descritos anteriormente para resolver os problemas RBRDO ¢é
constituido por uma fase off-line para calcular os dados do POD e um procedimento em dois lagos
na fase on-line para obter as solugdes de Pareto. Um lago interno é necessario para realizar a analise
estatistica (utilizando PCM) em que as avalia¢fes de funcdo sdo computadas via POD. Além disso,
um procedimento iterativo € realizado na analise da confiabilidade. O loop principal (externo) é o
procedimento de otimizacdo em que a busca pelas varidveis do projeto étimo é realizado. A Figura
4.11 mostra o fluxograma macro da execucao do procedimento computacional RBRDO proposto.

As informacdes detalhadas da execugdo computacional do procedimento geral sdo apresentadas

no algoritmo da Tabela 4.4.
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-

o Geometria,
¢ Cond. de Contorno/Carr.;
e Varidveis de projeto;
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Figura 4.11. Fluxograma geral do processo RBRDO integrado.
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Tabela 4.4. Algoritmo geral para a solugdo do problema RBRDO utilizando POD: Implementacao

computacional.

Estagio Off-Line (executado apenas uma vez):
1. Define-se o problema:
e Geometria,
e CondicOes de contorno e carregamento,
e Variaveis de projeto,
e Objetivo(s) e Restricdo (Bes);

2. Define-se as variaveis aleatorias;

3. Define-se as amostras usando as técnicas de DoE considerando o espaco das varidveis de

projeto e aleatorias;
3.1. Obtém-se as solugdes dos pontos amostrados (anélises deterministicas);
4. Resolve-se a analise de SVD e obter componentes da base reduzida do POD (Eq. 2.66)

5. Salva-se dados da base Z do POD em um arquivo;

Estagio On-line: onde ocorre o procedimento de otimizacéo;
1. Laco da Otimizacdo Multiobjetiva (estratégias MO)
1.1 Procura-se por 6timo Pareto (otimizacéo escalar);
1.1.1. Define-se um novo projeto;
1.1.2. Lago para o calculo das estatisticas (analise estocastica via PCM);
i. Analise estrutural via POD;
ii. Analise de Sensibilidade com relacdo as DV* via POD;
1.1.3. Obtém-se estatisticas das respostas e seus gradientes via PCM,;
1.1.4. Procedimento de analise de confiabilidade (RIA ou PMA);
i. Analise estrutural via POD;
ii. Analise de Sensibilidade com relagdo as RV* via POD;
1.1.5 Obtém-se valores das restri¢des de confiabilidade;
1.1.6 Verifica-se convergéncia

1.2 Salva-se ponto 6timo Pareto

* DV = variaveis de projeto; RV = variavel aleatoria.




79

Observagdes do algoritmo (Tabela 4.4):

a) O projeto inicial da otimizacgdo escalar (1.1.1) é escolhido a partir de uma das solucbes de Pareto
previamente encontradas (se houver);

b) O método para otimizacdo escalar usado neste trabalho foi 0 SQP (Sequential Quadratic
Programming) presente no toolbox de otimizacdo do MATLAB, versdo “active-set” (MathWorks,
1012);

c) O processo de otimizacdo multiobjetivo segue o procedimento descrito no item 4.3.5, onde
otimizacGes auxiliares (subotimizagdes) sdo realizadas apds cada otimizacdo onde pelo menos um
dos objetivos ndo é levado em consideracdo. Em caso de problemas bi-objetivos, estas

subotimizacdes sdo executadas apds as otimizagdes individuais (escalares), (Motta et al, 2012).
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5. Exemplos

A ferramenta desenvolvida neste trabalho é usada nesta secdo para obter projetos 6timos,
confiaveis, com reducdo na variabilidade do desempenho estrutural. O primeiro exemplo é um
problema de otimizacdo robusta de uma trelica 3D linear estudada na literatura aqui considerada,
para validar a implementacdo. Em seguida, 0 mesmo problema é tratado como um problema
RBRDO para comparar as duas abordagens. No segundo exemplo, antes de apresentar os resultados
RBRDO, os estudos de selecdo de amostragem séo realizadas para a definicdo da aproximacéo da
analise e para o calculo das estatisticas. No primeiro, a amostragem para a construcdo da
aproximacdo do modelo reduzido tem de ser determinado, nesta etapa o modelo de alta fidelidade
(MEF) é utilizado. Para tal, um estudo de precisdo da andlise via POD variando o nimero de
amostras (N) é realizado. No segundo cenério, o tamanho da amostra para o calculo das estatisticas
requeridas tem de ser obtido, nesta etapa 0 modelo substituto (POD) ¢é usado. Mais uma vez, a fim
de proporcionar estatisticas precisas um estudo sobre a convergéncia para as amostras tanto do MC
quanto do PCM ¢ realizado. Por fim sera solucionado um problema RBRDO, no qual a analise
estrutural sera realisada através do programa HYPLAS, considerando grandes deformacdes e
material elasto-plastico. Para este caso a definicdo dos parametros para a analise aproximada via o
modelo reduzido utilizando o POD foi mostrada no item 2.6. A andlise de sensibilidade dos
exemplos de trelica foram feitos pelo método direto analitico, para o exemplo utilizando o

HYPLAS foi utilizado o método das diferencas finitas.

5.1. Problema Benchmark - Trelica 3D

Neste problema adimensional, proposto em (DOLTSINIS e KANG, 2004), uma otimizagédo
robusta considerando a energia de deformacgéo de uma estrutura de trelica de 25 barras (Figura 5.1)
é realizada. As variaveis de projeto sdo areas transversais de seis conjuntos de barras. As seis
variaveis de projeto independentes sdo as selecionados, ligando varios tamanhos de membros como

mostrado na Figura 5.1. A densidade de massa do material é de 0,1. Todos os quatro nds da base
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sdo fixos nos trés graus de liberdade. Quatro forgas nodais com valores P, =Py =P, =P, = -10*

sdo impostas no primeiro e segundo nés (A e B) da Figura 5.1. Além disso, forcas sdo aplicadas
com valores aleatorios aos nds C e D da Figura 5.1 na direcdo horizontal (eixo x). A referéncia
(DOLTSINIS e KANG, 2004) considera 14 variaveis aleatdrias da seguinte forma: as duas forcas
nodais aplicadas nos nés C e D, os seis mddulos de Young e as seis areas transversais para as barras
agrupadas conforme indicado na Figura 5.1. Os valores nominais das seis se¢0es transversais sao as
variaveis de projeto (valor da média). Para cada variavel aleatoria (VA) suas estatisticas: média,
desvio padrédo (SD) e coeficiente de variacdo (COV), sdo apresentadas na Tabela 5.1. Embora nao
diretamente indicados no documento original, aqui, distribui¢cbes de probabilidade log-normal
foram usadas para todas as varidveis aleatorias, exceto as cargas (VA 7 e 8), para as quais foram
adotadas distribuicdes normais. Devido ao pequeno namero de graus de liberdade da estrutura (DoF
= 18), as solucdes deste problema basearam-se em analises conduzidas via MEF, sem 0 uso de

modelos reduzidos.

200
150
N 1004

50"

0 100
-100

Figura 5.1. Definigéo da estrutura - exemplo treliga 3D.

Tabela 5.1. Distribui¢do de probabilidade das varidveis aleatorias.

NUmero VA Média E;g\r/ég Covariancia
1-5 E|—Ey 10’ 2x10° -
6 Evi 10’ 15x10° -
7,8 PcX, Ppx 500 50 -
9-14 A=Ay X| - Xvi - 0.05
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Um procedimento para avaliar a importancia de cada varidvel aleatéria foi realizado (MOTTA
et al, 2015). Com o valor de importancia relativa de cada variavel aleatéria em maos, as mais
irrelevantes foram consideradas como deterministicas e, como consequéncia, 0 himero de variaveis
aleatorias foi reduzido. No procedimento para quantificar a variacdo de uma funcéo de interesse,
devido a uma determinada variabilidade de uma variavel aleatéria em um projeto especifico, uma
andlise de sensibilidade das funcGes objetivo (média e desvio padrdo da energia de deformacéo)
com relacdo as variaveis aleatorias foi realizada. Os gradientes obtidos foram entdo multiplicados
pelos respectivos desvios padrdes das varidveis aleatorias para obter a variacdo da funcdo de
interesse. As variagdes foram normalizadas para se obter o fator de importancia (ImpF) relativa de
cada variavel aleatdria com relacdo as fungdes de interesse, da seguinte forma:

Af, .
i’Afki =ﬂSDU_
f, " dU. '

Imkayi =

O resultado de fator de importancia (ImpF) para cada variavel aleatoria (Tabela 5.1) é mostrado
na Figura 5.2. Através deste foi feito um conjunto de aproximacfes da média e do desvio padrao
(SD) da energia de deformacdo foram avaliadas considerando diferentes grupos de variaveis

aleatorias e métodos para o célculo das estatisticas, os resultados sdo mostrados na Tabela 5.2,

02 T T T T T

I vean
D -

0.18

0.16
0.14
0.12
ImpF o1
0.08
0.06
0.04

0.02

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Variaveis aleatorias

Figura 5.2. Fator de importancia das variaveis aleatorias, Tabela 5.2.

Nesta tabela foi considerado o projeto relacionado com o ponto inicial, sdo apresentadas as

variaveis aleatdrias consideradas, o0 metodo, o numero de avaliacbes de funcdo e o0s respectivos
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resultados. Os resultados estdo em aceitdvel concordancia com os apresentados na literatura
(DOLTSINIS e KANG, 2004). O resultado apresentado para o caso 13 ser& considerado como exato
para 0s nossos objetivos. Como pode ser visto 0 caso 6 com apenas quatro (de quatorze) variaveis
aleatorias, pode alcancar um erro de apenas 1% no célculo do SD da energia de deformacao,
utilizando apenas 81 pontos (PCM) de integracéo contra 5x10° via MC. Por conseguinte, este foi o
caso escolhido para realizar o estudo de otimizacdo robusta da proxima secdo. As variaveis
aleatérias consideradas foram apenas o conjunto [6, 11, 13, 14] conforme caso 6, Tabela 5.2.

Tabela 5.2. Trelica 3D: Calculo das estatisticas com diferentes variaveis aleatorias e métodos.

Casos | Variaveis aleatérias Método Avaliagoes Media (x103) | SD (x10%)
de Funcéo
0 - | Deterministico 1 7.7024 -
1 14 | PCM -3 3 7.7085 0.1659
2 6| PCM-3 3 7.7595 0.5204
3 6,14 | PCM -3 9 7.7656 0.5466
4 6,14,13 | PCM -3 27 7.7678 0.5533
5 6,14,13,5| PCM -3 81 7.7681 0.5543
6 6,14,13,11 | PCM -3 81 7.7709 0.5612
7 6,14,13,11 | PCM -5 625 7.7710 0.5625
8 6,14,13,11 | MC — 5e3 5,000 7.7711 0.5651
9 6,14,13,11,5 | PCM -3 243 7.7712 0.5623
10 6,14,13,11,5 | MC — 5e3 5,000 7.7714 0.5637
11 01-14 | MC — 5e3 5,000 7.7722 0.5713
12 01-14 | MC — 5e4 50,000 7.7729 0.5667
13 01-14 | MC —5e5 500,000 7.7730 0.5670
Artigo* 01-14 | MC —3e3 3,000 7.763 0.557

* Resultados do artigo (DOLTSINIS e KANG, 2004)

No que segue, a estrutura serd considerada para uma otimizagdo robusta formulado segundo a
literatura, com o objetivo de validagdo da implementagédo computacional, neste caso, a restricdo de
tensdo é definida em termos das suas estatisticas. Em seguida, serd realizado um estudo de

otimizacdo robusta baseada em confiabilidade (RBRDO) utilizando a metodologia PMA.
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5.1.1. Otimizacao Robusta

Na formulacdo RO a funcdo objetivo de interesse é a energia de deformacéo total (C = F'u) as

restricbes consideradas foram as tensdes (o) em cada barra (como uma restricdo do tipo

confiabilidade), o peso médio da estrutura (E(W)) e os limites das variaveis de projeto (x). O

problema de otimizac&o &, entdo, declarado como se segue:

min[ E(C(x,V)),SD(C(x,V))]

Sujeita a:

E(c.)+3SD(5,) <5000  i=12,...,25 (5.1)
E (w(x,U)) <750

0.05<x, <10 k=1,...,6

As restrigOes de tensdo no problema original (DOLTSINIS e KANG, 2004), séo definidas como
E(|(7i|)+38Do—i <5000. Porém, a fim de permitir as solugdes obtidas por (DOLTSINIS e KANG,

2004), as restricOes de tensdo devem ser modificadas (algumas das solucbes Otimas apresentadas
ndo sdo viaveis, devido a uma tensdo elevada em uma das barra horizontais do n6 C). Levando em
conta esta constatacdo, nds suspeitamos fortemente que a restricdo considerada deve ser

E(o;) +3SD, <5000, note que as tensdes negativas (compressdo) sao praticamente sempre

viaveis. O problema de otimizacdo robusta multiobjetivo foi resolvido em (DOLTSINIS e KANG,
2004) via o método da soma ponderada e para a analise numérica estatistica 0 método dos
elementos finitos estocasticos baseados em perturbacdo (“perturbation based stochastic finite
element method”) foi usado (DOLTSINIS e KANG, 2004).

As solucdes de otimizagdo robusta multiobjetivo obtidas para esse problema, usando PCM em
conjunto com as diversas técnicas multiobjetivo explicadas neste documento, sdo apresentados na
Figura 5.3. O desempenho das diferentes técnicas para a solu¢cdo do problema de MO sdo
apresentados na Tabela 5.3, na qual o tempo de CPU, o nimero de avaliagdes de fungdo e o
pardmetro de uniformidade associada a cada técnica sdo mostrados. Cada avaliacdo de funcdo
considera uma analise estatistica, que por sua vez leva a varias analises estruturais (MEF) e de
sensibilidade. O nimero de analises estruturais e de sensibilidade ndo foi armazenado, mas pode-se
calcula-lo como 81x“avaliagdes de funcdo”. O pardmetro de uniformidade “evenness”, que aparece
na Tabela 5.3, quantifica a uniformidade da distribuicdo de pontos, quanto mais proximo de zero
melhor, para mais detalhes (MESSAC e MATTSON, 2004).
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Como pode ser observado, os resultados obtidos por NBI MO e NNC concordam uns aos outros
e estes dois métodos obtiveram a distribui¢do de pontos de Pareto com melhor uniformidade (menor
valor de “evenness”). Além disso, pelo menos uma solucdo obtida através dos métodos WS e Min

Max nao foram Pareto 6timo (otimizacéo ndo convergiu).
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Figura 5.3. Trelica 3D: Solug6es de Pareto do problema de otimizacéo robusta (RO).

Tabela 5.3. Treliga 3D: Desempenhos das otimizagdes multiobjetivo (MO).

Avaliacdes
Método Tempo (S) Evenness
de funcéo
WS 20.9 918 0.572
MinMax 8.8 488 0.482
NBI 13.8 566 0.311
NNC 11.3 516 0.311

A Tabela 5.4 apresenta os projetos 6timos ( X;, X, ,..

., Xg) para os dez pontos de Pareto, obtidas

através da técnica NBI. As solugbes P1 e P10 sdo os 6timos individuais (escalares) do desvio

padrdo e da média da energia de deformacdo, respectivamente. As soluces “P* (SD)” e “P*

(Média)” sdo os 6timos do desvio padrdo e da média da energia de deformac&o, respectivamente,
fornecidos pela literatura (DOLTSINIS e KANG, 2004). Nota-se que a melhoria na variabilidade
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estrutural (no SD da energia de deformacao) foi maior que 20% quando se compara 0S projetos
6timos das solugdes individuais.

As colunas E(C) e SD(C) sdo os valores dos objetivos calculados considerando o método
utilizado no processo de otimiza¢do. No caso de os resultados da literatura (“P* (SD)” e “P*
(Média)’), como ja mencionado, é considerado o método dos elementos finitos estocasticos baseado
em perturbacdo (“perturbation based stochastic finite element method”). No caso do trabalho atual
(linhas restantes da Tabela 5.4), 0 PCM foi usado.

Os respectivos valores para as funcdes objetivo (média e SD) foram recalculados através do

método MC para os doze projetos apresentados na Tabela 5.4. Os resultados que aparecem nas

colunas E(C)MC e SD(C),,. , sdo os valores dos objetivos calculados através do MC com 3x10% e

5x10* pontos quando a literatura e o trabalho atual sdo considerados, respectivamente. Os resultados
para 0 MC com 3x10° pontos ndo era estavel o suficiente, entdo 5x10* pontos de MC foram

utilizados neste trabalho, para fins de verificag&o.

Tabela 5.4. SolugGes de Pareto via diferentes métodos MO — Exemplo treli¢a 3D.

Solugbes # | X1 X2 X3 X4 Xs xs |E(C)|[SD(C)| E(C),. | SD(C)yc
P*(SD) |0.147)0.672(3.465| 0.566 |0.822(8.048| 6196 | 276 6184 287
P1(SD) |0.145|0.742(3.567 | 0.378 |1.184|7.023| 5997 | 273 6136 296

P2 0.1250.652 (3.894 | 0.409 [1.192(6.811| 5886 | 278 5957 297
P3 0.05 | 0.05 [4.417| 0.606 |1.212(6.829 | 5782 | 284 5832 301
P4 0.05 | 0.05 [4.803| 0.640 |1.149|6.672| 5682 | 290 5720 308
P5 0.05 | 0.05 [4.835| 0.762 |1.141{6.598 | 5593 | 298 5622 316
P6 0.05 | 0.05 [4.903| 0.921 |1.111{6.536| 5510 | 306 5531 325
P7 0.05 | 0.05 [5.001| 1.119 [1.072|6.453 | 5438 | 316 5450 336
P8 0.05 | 0.05 | 5.18 | 1.325 [1.034(6.298 | 5380 | 327 5387 348
P9 0.05 | 0.05 [5.434| 1.459 |1.044(5.992 | 5340 | 340 5344 363
P10 (Média)| 0.05 | 0.05 |5.678 | 1.659 |1.045|5.679 | 5324 | 357 5328 380
P* (Média) | 0.05 | 0.05 | 5.74 | 1.72 | 1.05 [5.574| 5328 | 357 5322 377

* Resultado da referencia (Doltsinis and Kang, 2004).
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5.1.2. Otimizagao Robusta Baseada em Confiabilidade

O exemplo anteriormente estudado é nesta se¢do resolvido considerando a restricdo da tensdo
calculada através da anélise de confiabilidade, transformando-o em um problema de otimizagdo
robusta baseada em confiabilidade (RBRDO) classico. Este problema é formulado como:

min E(C(x,U)),SD(C(x,V))]

Sujeita a:

p(G)=3 i1=12,..25 (5.2)
G, =0, -5000, i=12,....,25

E (w(x,U)) <750

0.05<x, <10 k=1,..,6

no qual A(G;) é o indice de confiabilidade da funcdo de falha G; relacionada a tenséo no elemento i.
O problema foi resolvido do mesmo modo que o problema formulado anteriormente, mas
considerando-se as restricdes de confiabilidade. As tensdes em cada barra definem uma restri¢do de
confiabilidade diferente, as quais foram consideradas como restricdes individuais. O modo mais
apropriado de lidar com vérias restricdes de confiabilidade seria considerar a probabilidade
conjunta, porém, por simplicidade, elas foram consideradas individualmente. O elevado nimero de
restrices de confiabilidade pode tornar o processo de otimizacdo dificil de lidar, porém muitas
destas podem ser desconsideradas, pois estdo longe da superficie de falha (sdo sempre viaveis) ou
sdo redundantes. Entdo, as estatisticas das respostas requeridas para a avaliacdo da funcdo objetivo
foram usadas para aproximar a restricdo de confiabilidade, tal como a abordagem anterior (RDO).

Os indices de confiabilidade para as respostas relacionadas a restricdo de confiabilidade foram
aproximados por ( ﬁi), utilizando seus momentos estatisticos e considerando a pdf mais adequada.

Este € um procedimento equivalente ao método MVFOSM (Mean-value First-order Second-
moment Method) (HALDAR, A., & MAHADEVAN, 2000). Para saidas considerando uma

distribuicdo normal, essa aproximacao ocorre da seguinte forma:

E(o) + 35D (o) =5000,
ou (5.3
3, = (5000~ E(o))/ SD(o)
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Para o caso de ser considerada uma pdf log-normal, por exemplo, o valor de S, é calculado a partir
da cdf log-normal equivalente, que possua 0s momentos estatisticos obtidos.

Com esta aproximacdo do indice de confiabilidade ( ﬁi) em maos, apenas as restricbes de

confiabilidade das barras em que O<,@i <5 foram recomputadas utilizando procedimento para

andlise de confiabilidade (via RIA ou PMA).

Os resultados apresentados utilizam a metodologia PMA para o tratamento das restricdes de
confiabilidade. Os resultados por RIA neste exemplo tiveram problemas de convergéncia durante o
FORM e nenhuma frente de Pareto adequada foi encontrada. Para a solu¢do do problema MO o
numero de pontos de Pareto escolhido foi dez. As solucbes de Pareto sdo apresentadas na Figura 5.4

e 0 desempenho das técnicas MO ¢é dada na Tabela 5.5.
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Figura 5.4. Trelica 3D: Soluges de Pareto do problema RBRDO (média e desvio padréo da energia

de deformacao).

Nesta tabela, além do tempo (s) e o parametro de uniformidade (evenness), o nimero total de
avaliagcbes de funcdo objetivo e restricdo sdo dados. Cada avaliagdo de funcdo considera uma
chamada das fungdes objetivas e restricbes, ou seja, uma analise estatistica e uma andlise de
confiabilidade, que por sua vez leva a varias analises estruturais (MEF) e de sensibilidade. O

nimero exato de analises estruturais e de sensibilidade ndo foi armazenado, mas para se ter uma
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ideia da ordem de grandeza, pode-se estima-lo como sendo da ordem de ‘“avaliacbes de
funcdo”x100 (~81+15). Como se pode notar, os resultados obtidos através das técnicas NBl e NNC
concordam uns com 0s outros, além disto, estes dois métodos obtiveram a distribuicdo de pontos de

Pareto com menor valor de evenness (melhor uniformidade).

Tabela 5.5. Trelica 3D: Desempenho dos métodos MO do problema RBRDO.

] Avaliagdes de
Método Tempo 3 Evenness
funcéo
WS 338 535 0,52
Min-Max 375 562 0,57
NBI 232 463 0,21
NNC 300 451 0,21

A Tabela 5.6 apresenta os resultados dos dez pontos de Pareto. Como o problema anterior, os
respectivos valores das funcdes objetivo (Média e SD da energia de deformacéo), obtidos via NBI e
as estatisticas recalculadas através do MC com 5x10* pontos sdo mostrados. Nesta tabela, as
solucdes P1 e P10 sdo os 6timos individuais do desvio padrdo e da média da energia de deformacao,
respectivamente, as solu¢cdes RDO (SD) e RDO (Média) sdo as mesmas solugdes obtidas para a
otimizacdo formulada anteriormente (RDO). Comparando as solucGes obtidas do problema na
formulacdo RBRDO e na formulacdo anterior (RDO), os resultados ndo sdo muito diferentes,
especialmente para o 6timo da media (P10).

Ao comparar os resultados das formulagdes do primeiro e segundo problema, a Figura 5.3 e a
Figura 5.4 (ou Tabela 5.4 e Tabela 5.6), pode-se notar que ambos os resultados sdo bastante
semelhantes. Porém o tempo de CPU consumido (Tabela 5.3 e Tabela 5.5) € maior quando se
considera a restricdo de confiabilidade. Isto ocorre, devido ao processo adicional da analise de
confiabilidade (processo de otimizacdo local PMA) para varias restricbes. Vale a pena mencionar
que os resultados poderiam ser mais diferentes, dependendo da funcdo de distribuicdo de
probabilidade (pdf) obtida para a resposta considerada na restricdo de confiabilidade, neste caso, as
tensdes normais. Quanto mais proxima a pdf da resposta de uma pdf normal (Gaussiana), melhor o

resultado da aproximacao formulada no caso RDO, Eq. (5.1), (YOUN e CHOI, 2004) assim como a

aproximacao ﬁi na Eq. (5.3).
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Tabela 5.6. Trelica 3D: Solucdes de Pareto via diferentes métodos MO - problema RBRDO.

Solucdes # X1 Xy X3 X4 X5 X6 E(C) | SD(C)

RDO (SD) 0.145 | 0.742 | 3.567 | 0.378 | 1.184 | 7.023 | 5997 273
P1(SD) 0.051 | 0.213 | 3.666 | 0.540 | 1.270 | 7.150 | 6033 275

P2 0.055 | 0.320 | 4.061 | 0.520 | 1.162 | 7.033 | 5889 276
P3 0.050 | 0.109 | 4.439 | 0578 | 1.208 | 6.781 | 5777 281
P4 0.050 | 0.050 | 4.857 | 0.619 | 1.167 | 6.592 | 5678 288
P5 0.050 | 0.050 | 4.874 | 0.745 | 1.158 | 6.531 | 5588 295
P6 0.050 | 0.050 | 4.933 | 0.908 | 1.125 | 6.482 | 5505 303
P7 0.050 | 0.050 | 5.025 | 1.111 | 1.081 | 6.413 | 5433 313
P8 0.050 | 0.050 | 5.193 | 1.328 | 1.038 | 6.275 | 5376 324
P9 0.050 | 0.050 | 5.442 | 1466 | 1.043 | 5.982 | 5338 337

P10 (Média) | 0.050 | 0.050 | 5.673 | 1.661 | 1.046 | 5.679 | 5323 353
RDO (Média) | 0.05 0.05 | 5.678 | 1.659 | 1.045 | 5.679 | 5324 532

5.2. Trelica 2D

5.2.1. Definicdo do Problema

Uma trelica plana sera aqui otimizada, considerando a ndo linearidade do material e condigdes
de carregamento estatico. A configuracdo geométrica e as condi¢des de contorno sdo apresentados
na Figura 5.5, na qual o namero total de graus de liberdade é 1210 (Motta et al, 2011b).

A Figura 5.5 mostra as variaveis aleatérias (U) e as variaveis de projeto (x). Assim, duas
varidveis aleatorias sdo consideradas: as cargas verticais na parte superior da estrutura (U,), e as

cargas horizontais no topo do lado esquerdo da estrutura (U,). A primeira (U;) possui uma

distribuicdo normal com média E(U,;)=4kN e desvio padrdo SD, =2 kN, a segunda variavel
aleatéria (Uy) tem uma distribuicdo log-normal com média de E(U,)=2kN e desvio padrdo

SD, =1kN. Trés varidveis de projeto sdo consideradas, que sdo as areas das sec¢des transversais
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das barras de trés regides, como mostrado na Figura 5.5. As areas iniciais das secOes (variaveis de

projeto) s&o iguais a um e as variaveis de projeto sdo delimitadas por 0.1< x <10cm?.

d(U.x) «] Uy
(cm)
100
80|
X1

60

Us ~
40+

> X2
201
=

of » <
20k
40+

=

60
80+

100 - /

FLELEE LTS TTL SIS S5 58 7S
1 |
0 50 100 (cm)

Figura 5.5. Trelica 2D: Definicéo da estrutura e do problema.

Os pontos da curva tensdo-deformacdo obtidos por meio de um teste uniaxial do material sdo
apresentados na Tabela 5.7.

A definicdo dos incrementos de carga para a analise nao-linear utilizando tanto o FEM padréo,
quanto para o uso do modelo reduzido POD, foram obtidos de forma a garantir a convergéncia da
analise ndo-linear em todas as situagBes possiveis. Primeiro foi definido atraves de uma analise
linear elastica com carga unitaria (Po) 0 passo de carga (Py) o qual levaria a tensdo de escoamento

Gy.
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P =pr

y o
onde o, € atensdo normal méxima obtida para o carregamento Py . O incremento da carga utilizada

e entdo definido como P, /10 e Py foi utilizado como a carga inicial. Caso o carregamento desejado

seja menor que Py este e aplicado diretamente (analise linear).

Tabela 5.7. Treliga 2D: Curva tenséo-deformagéo.

Deformagéo | Tensdo normal (N/cm?)
0.0025 51750
0.0034 62100
0.0050 72450
0.0100 82800
0.0175 93150
0.0350 103500
0.0750 113850

5.2.2. Construcdo do Modelo de Ordem Reduzida

Para a construcdo do modelo de ordem reduzida utilizando o POD, uma matriz snapshot (X) de
1210x246 foi obtida (K = 246) a partir de analises ndo lineares por meio da solu¢do via FEM de 30
casos diferentes, considerando diferentes valores para as variaveis de projeto e variaveis aleatorias
(N = 30), este processo requereu um tempo computacional de 27,0s. Os vetores de deslocamentos
de cada passo de carga de cada andlise sdo armazenados na matriz X e todas as andlises sdo
realizadas até a carga de colapso (tensdo normal de ao menos uma barra igual a tensdo maxima do
material).

A analise de decomposicdo de valores singulares (SVD) da matriz snapshot X levou a
distribuicédo dos valores proprios (energia) como apresentado na Figura 5.6 (a). Para uma tolerancia

solicitada de tol, =10, o tamanho da base do POD gerada foi w=50. Para ilustrar o

comportamento de algumas solucdes da base, a Figura 5.6 (b-d) ilustra a distribuigéo das tensdes da

estrutura considerando os deslocamentos referentes aos trés componentes (autovetores) principais.
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Figura 5.6. Treliga 2D: Estudo da base do POD obtido através da SVD das respostas estruturais

5.2.3.

(tensdes na estrutura deformada).

Otimizagao Robusta (RDO)

O problema de otimizacao robusta é formulado para o exemplo em anélise como:

min[ E(d(U,x)), SD(d(U,x))]
sujeitoa:

vol(x) <vol(X,)

0.1<x <10,i=1...n

(5.4)
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no qual d(U,x) € o deslocamento horizontal no canto superior esquerdo da estrutura, ver Figura

5.5. Para o projeto inicial as se¢des transversais das barras tem 1 cm? de &rea, xo € 0 vetor de
variaveis de projeto inicial e o volume inicial vol (xo) = 12.371,1 cm®.

Para a avaliacdo estatistica via PCM, na configuracdo inicial, o consumo de tempo
computacional quando se utiliza POD (on-line) e totalmente FEM foi 0.29s e 0.98s,
respectivamente. Como ja mencionado, o tempo total off-line, para a defini¢cdo dos parametros da
metodologia de reducgéo de ordem, foi 27,0s.

Também para o projeto inicial, a solucio PCM para graus diferentes de aproximacdo foi
confrontada com a solucdo de MC usando uma amostra de 10° pontos. O PCM considerando uma
rede de 3x3 pontos de integracdo (aproximacdo de 5° grau) alcanca uma diferenca em relacdo a
solugdo de MC da ordem de 107, O tempo computacional via MC foi cerca de 10* vezes maior do
que através do PCM. Assim, no procedimento RMO foi usada para o calculo das estatisticas 0 PCM
considerando 9 pontos de colocacéo (3x3).

As analises ndo lineares foram realizadas via modelo de ordem reduzida POD (para w=50).
As frentes de Pareto com 10 pontos, obtidas através dos varios métodos de MO aqui citados, sao
mostrados na Figura 5.7. Como esperado, os resultados através de NBl e NNC foram praticamente
0s mesmos. Pode-se também verificar que a melhor distribuicdo de pontos de Pareto foi obtida por

estes dois métodos.
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Figura 5.7. Trelica 2D: Solugdes de Pareto via diferentes metodologias MO.
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O desempenho das quatro estratégias para a otimizacdo multiobjetivo, € mostrado na Tabela
5.8. Nesta tabela, o nimero de avaliagdes de funcdo € o nimero total de célculos das estatisticas e
suas sensibilidades (PCM), utilizando o modelo POD, para obter os pontos de Pareto. Tal como
mencionado anteriormente, o parametro da uniformidade da distribuicdo dos pontos de Pareto
(Evenness), que aparece na Tabela 5.8, indica a qualidade da distribuicdo dos pontos, quanto mais
proximo de zero o melhor (Messac, et al 2004; Motta, et al, 2012). Segundo este pardmetro e o
tempo computacional, 0 método mais eficiente para este exemplo foi 0 método NBI, cerca de pelo

menos 2 vezes mais rapido do que os outros.

Tabela 5.8. Desempenho das otimizagdes, considerando PCM com o método POD.

) Avaliagdes de
Método MO Tempo(s) y Evenness
funcéo
WS 50.7 210 0.300
MinMax 119.2 299 0.896
NBI 27.3 143 0.109
NNC 58.6 181 0.109

5.2.4. Otimizacdo Robusta Baseada em Confiabilidade (RBRDO)

Nos problemas de otimizacdo estruturais deterministicos, pode-se ter como objetivo a
minimizacdo da tensdo maxima, ou deslocamento maximo com uma restricdo, por exemplo, de

volume. Neste caso a funcdo objetivo seria, por exemplo, f =max(s), onde ¢ é um vetor de

tensbes quaisquer. Porém, quando se trata de problemas ndo deterministicos, utilizando uma
metodologia de otimizacdo robusta multiobjetivo com este tipo de objetivo, duas formulagdes

podem ser consideradas. Pode-se considerar a minimizacdo das estatisticas das maximas tensoes,

assim o vetor de objetivos seria: Fz[E(max(c)),SD(max(c))]. Alternativamente, pode-se
considerar a minimizacdo das méaximas estatisticas das tensdes, neste caso o vetor de fungdes
objetivo poderia ser expresso como: Fz[max(E(c)), max(SD(c))]. Note que no primeiro caso,
as estatisticas seriam obtidas para a funcdo f =max(s), a qual pode ndo ser continuamente

diferenciavel no espacgo das variaveis aleatorias (U). Isto porque a tensdo maxima para diferentes
valores de U pode ocorrer em elementos diferentes da estrutura (elemento da malha, barra, etc.) e

consequentemente pode haver mudancas bruscas de gradiente conforme se altera o elemento
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estrutural da maxima tensdo. Como o PCM é um método que utiliza uma aproximacao polinomial
global, ele ndo é indicado para este tipo de formulagdo. Assim, neste exemplo, optou-se pelo uso da
segunda formulacdo, onde as estatisticas sdo calculadas, por exemplo, diretamente do vetor das
tensoes.
Para o exemplo analisado nesta secdo, a formulacdo considerada do problema de otimizacéo

estrutural RBRDO é expressa como:

min | max(E(o(x,U))), max(SD(o(x,U))) |,

min [ max(E(o(x,U))), max(SD(o(x,V)))]
sujeitoa: (5.5)
V(x) <V,

B(x)>3.3
0.1<x<10,i=123

onde E(o(x,U)) e SD(o(x,U))sdo os momentos estatisticos da tensdo axial maxima a ser

minimizada. O indice de confiabilidade (ﬂ(U,x)) é calculado para a mesma funcdo de falha da

formulacéo anterior:
g(X’U):d(X’U)_dmax (5.6)

onde, agora, d_ ., =3.5cm é o novo deslocamento horizontal maximo permitido no canto superior

esquerdo da estrutura, veja Figura 5.5. O volume inicial também é o mesmo do caso anterior.

Os parametros da analise, do modelo substituto, do célculo das estatisticas via PCM sdo os
mesmos utilizados anteriormente. Note que ndo é necessaria rodar novamente o estagio off-line para
a geracdo da base do modelo reduzido.

Serdo estudados os desempenhos das duas abordagens para o tratamento da restricdo de
confiabilidade, a RIA e a PMA.

() RBRDO via RIA

Para a solucdo deste problema utilizando uma abordagem via indice de confiabilidade (RIA),
foi utilizado o FORM para o célculo do indice de confiabilidade de cada projeto durante a
otimizacdo. Os 10 pontos de Pareto obtidos por cada método de MO séo apresentados na Figura 5.8.

Os desempenhos dos quatro diferentes métodos MO sdo apresentados na Tabela 5.9. O tempo
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médio consumido para a andlise de confiabilidade (FORM) via FEM foi 10.3s e via POD foi 3.0s

(tempo on-line), representando uma reducdo de 3 vezes.

5 x10°
#* WS
@ Min Max
g ® O NBI
o + NNC
225‘ o
'S e*
E P
o
g 2 o
o %
Q @
3]
¥
1.5 1 1 1 ;Q. 1
1.7 1.8 1.9 2 21 2.2
Media (N/cm?) x 10*

Figura 5.8. Exemplo da trelica 2D — Solucdes de Pareto obtidas pelos diferentes MO métodos:

Solucdes via RIA.

O método WS obteve uma representacdo pobre da frente de Pareto, o Min-Max foi melhor.
Como esperado, os resultados obtidos pelos NBI e NNC apresentaram grande concordancia. Assim
como nos casos anteriores. A melhor distribuicdo de pontos Pareto foi obtida por estes dois

métodos.

Tabela 5.9. Exemplo da trelica 2D — Desempenho dos diferentes MO métodos: Soluges via RIA.

Avaliacdes de
MO Method Tempo (sec) } Evenness
funcao
WS 1308.4 84 1.3257
MinMax 1577.9 106 0.1748
NBI 2811.7 163 0.0114
NNC 802.7 78 0.0116
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(b) RBRDO via PMA

Para a solucdo deste problema utilizando uma abordagem de medigéo de desempenho (PMA),
foi utilizado o AMV (Advanced mean-value) para a avaliacdo da restri¢cdo de confiabilidade de cada
projeto durante a otimizacdo. Os 10 pontos de Pareto obtidos por cada método de MO séo
apresentados na Figura 5.9. Os desempenhos dos quatro diferentes métodos MO sdo apresentados
na Tabela 5.10.

4
3 X 10
* WS
e Min Max
g ° ¢ NBI
o + NNC
g 2.5 ®
'3 o,
E e
o
2 2 o
8 ©
] 9*
3]
)
1.5 1 1 1 1 * 1
1.7 1.8 1.9 2 2.1 2.2
Média (N/cm?) x 10°

Figura 5.9. Exemplo da trelica 2D — Solucdes de Pareto obtidas pelos diferentes MO métodos:

Solucdes via PMA.

Os resultados sd@o bem préximos aos obtidos utilizando a RIA. Novamente, o método WS
obteve uma representacdo pobre da frente de Pareto e os resultados obtidos pelos NBI e NNC foram
proximos. A melhor distribuicdo de pontos Pareto foi obtida por estes dois métodos, novamente.
Porém quando se compara o tempo de CPU utilizado para a otimizacdo via RIA e PMA, a grande
vantagem no uso da PMA é observada, com uma reducdo de mais da metade do tempo de CPU.

Para avaliar melhor os projetos 6timos de Pareto de forma qualitativa, foi realizada uma analise
via Monte Carlo com 5000 pontos dos projetos 6timos individuais da média (P1), ponto no topo
esquerdo da Figura 5.9 e do desvio padrdo (P2), ponto do lado inferior direito da Figura 5.9, o

resultado do estudo é apresentado na Tabela 5.11.



] Avaliagoes de
MO Metodo Time (sec) y Evenness
funcéo
WS 560.6 92 1.5701
MinMax 402.07 90 0.1491
NBI 1221.0 180 0.0114
NNC 333.9 78 0.0116
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Tabela 5.10. Exemplo da trelica 2D — Desempenho dos diferentes MO métodos: Solucdes via RIA.

A Tabela 5.11 mostra algumas informacdes relacionadas a estes dois projetos (P1 e P2), séo

elas, respectivamente: os valores das variaveis de projeto, os valores das fungdes objetivo (F; =
max(E(a(x, U))) eF,= max(SD(a(x, U)))), os graficos do histograma e da dispersdo dos pontos

de MC dos valores das maximas tensdes “o ” e os graficos do histograma e da dispersdo dos pontos
de MC dos valores do deslocamento “d”. Os graficos de dispersdo dos pontos de MC dos valores
tensdo maxima “o ” seguem uma coloracdo conforme a respectiva barra de cores ao lado direito,
onde os pontos com cores frias (azuladas) estdo no regime elastico e os de cores quentes

(avermelhadas) estdo no regime plastico.



Tabela 5.11.

Exemplo da trelica 2D — Dados dos projetos de 6timos individuais.
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Dados

Projeto 6timo P1

Projeto 6timo P2

Projeto

[0.4595; 0.4029; 1.8587]
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F= [F]_; Fz]
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5.2.5. Formulacdo RBRDO com trés objetivos

O exemplo anteriormente estudado, é na presente secdo considerado com trés objetivos
simultaneamente. A formulacdo considerada do problema de otimizacdo estrutural RBRDO com
trés objetivos, é expressa como:

min [E(d),max(E(a(x,U))),max(SD(a(x,U)))],
sujeitoa:
V(x)<V, (5.7)
B (x)=3.3
G(x,U)=d(x,U)-d,,,
0.1<x <£10,i=1,2,3

O problema é expresso da mesma forma que o problema anterior, apenas com a adi¢do da

minimizacdo da média do deslocamento d como objetivo. O indice de confiabilidade (,B(U,x)) é

calculado para a mesma fungéo de falha G da formulagdo anterior, onde d,_, =3.5cm. O volume

inicial também é o mesmo do caso anterior.

Os parametros da analise, do modelo substituto, do calculo das estatisticas via PCM sdo 0s
mesmos utilizados anteriormente. Note que, novamente, ndo é necessaria rodar o estagio off-line
para a geracdo da base do modelo reduzido.

Seré estudado apenas o desempenho da abordagem PMA para o tratamento da restricdo de
confiabilidade, dada a complexidade do problema e a conhecida ineficiéncia da RIA. Para a solucao
deste problema foi utilizado o AMV (Advanced Mean-Value) para a avaliacdo da restricdo de
confiabilidade de cada projeto durante a otimizacao.

Como ja mencionado, a obtencao da fronteira de Pareto de problemas MO com mais de dois
objetivos se torna mais complexa. A solucdo do problema MO com trés objetivos é uma superficie
de Pareto. Esta superficie pode se degenerar em uma curva 3D em algumas situacdes. Isso ocorre
quando um 6timo individual de um dos objetivos ja € um ponto de Pareto do problema quando se
considera apenas 0s outros objetivos restantes. Os 36 pontos de Pareto obtidos por cada um dos
métodos de MO apresentados (WS, Min-Max, NBI, NNC e NBIm) e do método NBI original (com
a restricdo de igualdade), chamado aqui NBIo, totalizando 216 pontos, s&o apresentados em

conjunto na Figura 5.10.



102
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Figura 5.10. Exemplo da trelica 2D — Solug6es de Pareto filtradas obtidas por todos MO métodos:
problema MO 3D.

Nesta Figura, 0os pontos ndo Pareto obtidos, isto é, os pontos dominados por alguma outra
solucdo e pontos inviaveis (obtidas de otimizacdes com problemas de convergéncia) foram plotados
com um “x”. A escala de cor refere-se ao valor da média do deslocamento “d”. Como pode ser visto

no grafico do histograma de “d” na Tabela 5.11 do exemplo anterior, os valores da média de d séo
bem menores que o seu valor limite (d, ., =3.5cm) para assegurar sua confiabilidade. Através da

Figura 5.10, nota-se que na regido inferior a superficie de Pareto se degenera em uma curva. Este
tipo de comportamento ndo é incomum em otimizacdo estrutural e apresenta uma grande
dificuldade para métodos como o NBI e NNC que utilizam a envoltéria convexa de minimos
individuais (CHIM), principalmente o NBIlo, pois restringe a solu¢éo na projecédo da CHIM.

Na Figura 5.11(a-f) sdo mostrados individualmente as solugdes obtidas respectivamente pelos
métodos: WS, Min-Max, NBI, NNC, NBIm e NBlo. Os desempenhos destes cinco diferentes

métodos MO sdo apresentados na Tabela 5.12.
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Figura 5.11. Exemplo da trelica 2D — Solugdes de Pareto obtidas pelos diferentes MO métodos:
problema MO 3D.
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Tabela 5.12. Exemplo da trelica 2D — Desempenho dos diferentes MO métodos: problema MO 3D.

MO Método Tempo (S) Avaliagoes de Evenness N&o Pareto
funcéo

WS 3453 390 2.063 12
MinMax 3097 439 1.209 7
NBI 3069 462 1.670 4
NNC 4066 578 1.447 2
NBIm 7256 603 1.281 1
NBIlo 6084 880 1.102 18

Novamente, o método WS obteve uma representacdo pobre da frente de Pareto, com 12
solucbes que ndo sdo Otimos de Pareto. Porém, um bom desempenho do MinMax € observado,
quando se compara o tempo de CPU utilizado para a otimizacdo e uma distribuicdo de pontos
satisfatoria, obtendo inclusive o menor valor de evenness, mesmo com 7 pontos nao Pareto 6timos.

Metade das solugdes encontradas pelo NBlo (com a restricdo de igualdade) sdo pontos néo
Pareto (dominados), porém o resultado pode ser utilizado para ilustrar de forma clara a projecéo da
CHIM (envoltorio convexa de minimos individuais). Os resultados obtidos pelos NBI e NNC desta
vez foram diferentes. Os pontos de Pareto obtidos por ambos 0os métodos se agruparam em algumas
regibes, fato ja observado na literatura (Motta et al, 2010), pois a projecdo da CHIM néo atende aos
critérios de Pareto favorecendo o deslocamento dos pontos e a consequente aglomeracdo. A melhor
distribuicdo de pontos Pareto foi obtida pelo NBIm, apresentando o menor nimero de pontos ndo
Pareto (um) e um valor de evenness proximo ao valor do Min-Max. Vale destacar que o parametro
evenness mede a distribui¢do das distancias entre pontos, porém ndo avalia diretamente a area total

ocupada pelos pontos nem os vazios (regiées sem pontos).

5.3. Exemplo de chapa quadrada com furo

Este exemplo utiliza a mesma estrutura definida na Secdo 2.6, o qual ilustrara a utilizacdo do
sistema HYPLAS para a obtencéo de um projeto estrutural robusto e confiavel, sob comportamento
ndo linear fisico e geométrico. Como ja mencionado, o sistema computacional HYPLAS, escrito em
FORTRAN, destina-se a analise ndo linear via MEF de problemas elastoplasticos com grandes
deformacdes, desenvolvida por (de SOUZA NETO et al, 2008). O HYPLAS foi integrado as

ferramentas desenvolvidas para otimizagdo robusta baseada em confiabilidade. Esta sec¢do trata
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portanto de uma aplicacdo de ferramenta integrada. A estrutura considerada para o problema de
otimizacdo robusta baseada em confiabilidade é uma chapa quadrada com furo eliptico, apresentada
na Figura 5.12. Este problema foi baseado em um caso da literatura (Silva, 2000).

X2

650mm

Figura 5.12. Chapa quadrada com furo: representacdo geométrica das variaveis aleatérias (U1, U2 e

U3) e de projeto (X1, X2).

O material considerado segue um modelo von Mises elasto-plastico com as seguintes proprie-
dades: modulo de Young (E) = 20000.0 MPa, coeficiente de Poisson (v) = 0.3 e tensdo de

escoamento o, = 200 MPa. A curva tensdo-deformagdo “linear por partes” uniaxial ¢ apresentada

na Tabela 5.13.

Tabela 5.13. Chapa quadrada com furo: Relacdo tensdo-deformacéo uniaxial.

Deformacao Tenséo (MPa)
0.0100 200
0.0400 400
0.1200 540
0.3600 600
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As variaveis de projetos sdo as dimensdes (X1, X2) do orificio, como mostrado na Figura 5.12.
Os valores minimos, maximos e iniciais das varidveis de projeto sdo apresentados na Tabela 5.14.
As variaveis aleatdrias sdo apresentadas na Figura 5.12, séo elas: os carregamentos distribuidos (U1
e U2) e a espessura da chapa U3. As propriedades das distribuicdes de probabilidade das variaveis
aleatorias sdo apresentadas na Tabela 5.15.

Tabela 5.14. Chapa quadrada com furo: Variéveis de projeto.

Variaveis Min (mm) | Inicial (mm) | Max (mm)
X1 100 300 477
X2 100 300 477

Tabela 5.15. Chapa quadrada com furo: Variaveis aleatorias.

Variaveis Média Desvio Padrdo pdf
Ul 40 N/mm 20 N/mm Normal
U2 80 N/mm 8 N/mm Normal
U3 1 mm 0.2 mm Log-Normal

5.3.1. Chapa quadrada com furo - RBRDO via RIA

O problema de otimizacdo robusta baseada em confiabilidade, o qual sera resolvido via RIA €

definido como:

min  F=[E(c;),SD(03)]

XeR

sujeito a:

p(G)>3.2

100 < x, <477,i=1,2

G(x,U)=d *-6mm
onde o, é atensdo von Mises no ponto de Gauss do elemento B, mostrado na Figura 5.13, E(.) e
SD(.) sdo a media e o desvio padrdo, respectivamente. A restricdo de confiabilidade é imposta

utilizando um valor de indice de confiabilidade, associado a funcéo de falha G, onde dyA é o valor

absoluto do deslocamento vertical no né6 A, mostrado na Figura 5.13. O valor de indice de

confiabilidade alvo (8, ) considerado é 3.2.
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Node A?

44

Elem B ‘ / 77

Figura 5.13. Chapa quadrada com furo: Discretizacdo do dominio e definicdo das funcBes objetivos
e restrigéo.

Para o célculo dos gradientes, requeridos pelo otimizador, foi utilizado o0 método das diferencas

finitas global. Foi considerado o método POD para a analise estrutural, com 46 componentes (w =
46) obtidos para uma tolerancia (tol,) de 10™, a partir de 120 “snapshots” (K = 120, N = 60),

conforme detalhado na secéo 2.6. O problema original possui 598 graus de liberdade e o elemento
utilizado foi triangular de trés nés, chamado CST (“Constant Stress Triangle”). Para calcular as
estatisticas via PCM um grid com 8 (2x2x2) pontos de integracao foi utilizado.

A restricdo de confiabilidade via RIA foi computada via FORM. A fronteira de Pareto foi
construida com 10 pontos utilizando os quatro métodos de MO considerados (WS, Min-Max, NBI e
NNC). Os resultados sdo mostrados na Figura 5.14. Como esperado, os resultados do NNC e do
NBI sdo praticamente os mesmos e estes dois foram os que obtiveram as melhores distribuicfes de

pontos de Pareto.
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Figura 5.14. Chapa quadrada com furo: Fronteiras de Pareto obtidas em MPa.

A Tabela 5.16 apresenta o desempenho de cada método para a obtencao dos respectivos conjun-
tos de Pareto. Na tabela, “Avaliagdes de fungdo” é o nimero fungdes objetivo/restricdo computadas,
cada avaliacdo de funcéo inclui o calculo das estatisticas via PCM, a analise de confiabilidade e
suas respectivas sensibilidades.

A medida de uniformidade da distribuicdo dos pontos de Pareto é avaliada através do parametro
Evenness conforme (Messac and Mattson, 2004), mostrado na Tabela 5.16. O método mais
eficiente para este exemplo foi o0 NNC, aproximadamente 1.9 vezes mais rapido que o Min-Makx,
este Gltimo o mais lento.

Tabela 5.16. Chapa quadrada com furo: Desempenhos dos métodos MO.

Avaliacdes de
Métodos MO Tempo (S) ) N&o-Pareto | Evenness
funcéo
WS 326.3385 324 0 1.084341
Min-Max 381.0324 367 0 0.417310
NBI 246.5128 232 0 0.070742
NNC 202.6609 177 0 0.070742

A Tabela 5.17 apresenta os projetos 6timos referentes a cada ponto de Pareto obtido via NNC (e
NBI). Nota-se que o tamanho vertical do furo é mantido no seu valor minimo, enquanto apenas a

dimenséao horizontal é alterada.
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Tabela 5.17. Chapa quadrada com furo: Pontos de Pareto utilizando POD.

Solugdo X1 X2 E(og) SD(oy)
P1 107.4346 100 131.2993 19.4197
P2 137.1488 100 114.8846 19.8110
P3 167.7102 100 101.9780 20.8161
P4 198.3129 100 91.46470 22.2399
P5 228.3652 100 82.61760 23.9554
P6 256.1902 100 75.12390 25.9077
P7 283.0751 100 68.32730 27.9820
P8 309.8650 100 61.92970 30.1261
P9 336.7757 100 55.74170 32.3068

P10 381.0117 100 47.37270 34.1059

Os projetos 6timos obtidos considerando os objetivos F; e F, independentes sdo mostrados na
Figura 5.15. Estas figuras mostram os resultados das analises ndo lineares deterministicas,
computadas com as varidveis aleatdrias definidas nos seus valores nominais (médios) e o contorno

das tensdes von Mises sdo apresentados segundo a escala de cor em MPa.
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a) Projeto 6timo da média (comportamento deterministico)
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b) Otimo do desvio padrdo (comportamento deterministico)
Figura 5.15. Chapa quadrada com furo — Projetos Pareto 6timos de minimos individuais (escala de

cor em MPa): a) 6timo da média e b) 6timo do desvio padréo.

5.3.2. Chapa quadrada com furo: aproximacdo RBRDO

O mesmo problema é novamente aqui resolvido, porém agora a restricdo de confiabilidade ¢é

tratada de forma aproximada, utilizando apenas as estatisticas da saida de interesse (dyA). Conside-

rando que a saida dyA possui uma distribuicdo préxima a uma distribuicdo normal, um novo pro-

blema RBRDO pode ser formulado, da seguinte forma:

min F= [E(O‘B),SD(GB)]

xeR?
sujeito a:
E(d,") + B, [SD(d,*)] <6mm
100 < x, <477,i=1,2
onde S, éiguala3.2.

Para a solucdo deste problema foram utilizados os mesmos pardmetros dos casos anteriores. O

resultado da solugdo via cada método de MO é mostrado na Figura 5.16.
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Figura 5.16. Chapa quadrada com furo: Fronteira de Pareto do problema RBRDO aproximado.

A Tabela 5.18 apresenta os desempenhos de cada método de MO, utilizando os mesmos
parametros da Tabela 5.16, para a obtencdo dos respectivos pontos de Pareto. Como esperado 0s
resultados via NNC e NBI apresentam grande concordancia, e estes dois foram o que obtiveram as
melhores distribuicdes de pontos de Pareto (Evenness). Novamente, o método mais eficiente, foi o
NNC, cerca de 1,75 vezes mais rapido que o método WS, o mais lento.

A Tabela 5.19 apresenta os projetos 6timos referentes a cada ponto de Pareto obtido via NNC (e
NBI). Como se pode notar, quando comparando as duas formulacdes para lidar com restricdes de
confiabilidade, hd pouca diferenca entre as duas fronteiras de Pareto obtidas. Isto ocorreu porque
apenas em uma parte da fronteira de Pareto, a restricdo de confiabilidade estd ativada, mais
precisamente, proximo ao ponto de Pareto P10. Porém o desempenho do processo de otimizacéo foi

aproximadamente 40% mais rapido quando considerando a segunda abordagem (aproximada).
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Tabela 5.18. Chapa quadrada com furo: Desempenhos dos métodos MO do problema RBRDO

aproximado.
] _ Avaliagoes
Métodos MO | Time (s) N Evenness
de funcéo

WS 201.37 326 1.06

Min-Max 191.24 315 0.51
NBI 160.53 262 0.07
NNC 114.79 180 0.07

Tabela 5.19. Chapa quadrada com furo: Pontos de Pareto utilizando POD do problema RBRDO

aproximado.

Solucéo x1 X2 E(oy) SD(oy)
P1 107.4346 100 131.2993 19.4197
P2 137.4071 100 114.7618 19.8172
P3 167.7541 100 101.9614 20.8178
P4 197.8304 100 91.61700 22.2148
P5 227.1786 100 82.94680 23.8819
P6 254.3259 100 75.61490 25.7652
P7 280.2776 100 69.00940 27.7657
P8 306.2104 100 62.78910 29.8283
P9 332.0318 100 56.81220 31.9302

P10 397.3196 100 45.79950 33.2193
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6. Conclusoes e trabalhos futuros

Os diferentes topicos abordados neste trabalho tiveram como objetivo o desenvolvimento de
uma ferramenta geral e eficiente para a solucdo de problemas RBRDO de estruturas com
comportamento ndo linear. Um dnico codigo geral foi desenvolvido de forma flexivel no
MATLAB, que trata a analise estrutural para diferentes tipos de estruturas com diferentes tipos de
comportamento para obter projetos estruturais 6timos robustos e confiaveis.

Neste trabalho um algoritmo POD foi implementado para reduzir a ordem do modelo e obter
um resultado aproximado da analise via FEM, linear e ndo-linear, para a otimizacdo considerando
incertezas. Uma boa concordéncia entre os resultados das analises estruturais ndo-lineares e 0s
projetos 6timos obtidos via 0 FEM padréo e via POD foi alcangado. Para uma tolerancia de erro na
definicdo da base do POD de 10°, bases de apenas 50 e 62 componentes forma usadas para
aproximar as respostas de sistemas de 1210 e 586 graus de liberdades, respectivamente. Problemas
de RBRDO foram resolvidos usando PCM para avaliar as estatisticas (1° e 2° momentos
estatisticos) da resposta de uma trelica de comportamento nao-linear. Véarias técnicas de otimizagéo
multiobjetivo (métodos WS, Min-Max, NBI e NC) foram utilizadas para a obtencéo de solucdes de
Pareto do problema RMO.

Além do problema RDO, um procedimento para a solu¢do de problemas RBRDO aplicado ao
mesmo sistema de trelica, considerando a andlise estatica ndo-linear, utilizando o método POD para
aproximar as respostas estruturais foi desenvolvido.

Os resultados da analise da confiabilidade através aproximacdo FORM foram confrontados com
os resultados através do MC para 10.000 pontos de integracdo. Devido aos pequenos valores de Pt
empregados na confiabilidade estrutural, na préatica se utiliza a P como ordem de grandeza, assim
quando comparando os resultados obtidos por ambas as técnicas os resultados obtidos pelo FORM
sdo satisfatorios. De modo semelhante, levando em consideracdo a medida do erro em termos do
indice de confiabilidade, os resultados comparando o FORM e o MC concordam satisfatoriamente.

Em resumo as principais conclusdes até o presente estagio da pesquisa foram:
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e O tempo de processamento consumido para obter resultados por POD foi até 1/3 do
tempo de CPU consumido para obter resultados por meio de FEM, demonstrando a
eficacia do método;

e O calculo das estatisticas através do PCM exigem cerca de 10° vezes menos avaliacdes
de funcdo do que o método de integracdo MC, para 0 mesmo erro relativo, para
problemas com respostas suaves e com poucas Vvaridveis aleatorias significantes;

e Para os exemplos bi-objetivos tratados, os métodos de MO com melhor resultado foram
0 NBI e 0 NNC que conseguiram uma distribuicdo uniforme dos pontos de Pareto. O
NNC foi bem mais eficiente em alguns problemas aqui tratados, até 3 vezes mais rapido
do que o NBI, porém em outros casos o NBI foi mais rapido. Na literatura ha outros
exemplos onde o NBI foi mais eficiente (MOTTA et al, 2010, 2011, 2012) ndo ficando
claro em termos de eficiéncia qual o melhor.

e Para o problema com trés objetivos tratado, 0 método de MO com melhor resultado foi
0 método NBIm que conseguiu uma melhor distribuicdo dos pontos de Pareto por toda a
regido da frente de Pareto e o0 menor nimero de solugbes ndo pareto. O MinMax foi o
mais eficiente no problema aqui tratado, cerca de 2 vezes mais rapido do que o NBIm.

e O caélculo do indice de confiabilidade via FORM apresentou resultados satisfatorios,
além de ser muito mais eficiente quando comparado com o MC e permitiu a solucdo de
problemas de RBDO.

e Quando se compara o tempo de CPU utilizado para a otimizacdo com restricdo de
confiabilidade (RBDO ou RBRDO) via RIA e PMA, a grande vantagem no uso da PMA
é observada, com uma reducdo de mais da metade do tempo de CPU nos problemas aqui
tratados. Além disso, o RIA ndo foi capaz de produzir resultados satisfatorios em alguns
dos casos.

e Foi mostrado também que a quantificacdo do fator de importancia de cada variavel
aleatoria com relagdo as estatisticas das fungdes de interesse, pode ser muito importante
quando técnicas como o PCM séo empregadas.

A ferramenta integrada provou ser muito eficiente para a solucdo de problemas de otimizacao
com incertezas (RDO, RBDO e RBRDO), reduzindo o tempo computacional em até 5 ordens de
grandeza quando comparado com solugdes obtidas utilizando os metodos classicos padrées. A

combinagédo proposta de todas estas metodologias, para a solu¢do de problemas RBRDO descritas
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aqui, formam uma ferramenta poderosa para a obtencdo das solucdes de problemas de otimizacao

com incertezas e pode ser estendida para aplicagdes mais complexas.

6.1. Sugestdes e trabalhos futuros

Abaixo seguem alguns pontos que podem ser estudados em pesquisas futuras ou que ja estdo

em andamento:

Fazer comparacdo entre os métodos de reducdo de ordem com diferentes graus de
discretizacdo de malha (nimeros de graus de liberdade).

Realizar estudo da importancia das variaveis aleatorias para diferentes configuracdes de
projeto ao longo do processo de otimizacdo, incluindo o projeto 6timo, em problemas
com muitas variaveis aleatorias.

Realizar otimizacdo do caso 1 (Benchmark — Trelica 3D) utilizando as restricbes
formuladas corretamente.

Realizar otimizagdo de minimizagédo de volume, utilizando restrigdes de confiabilidade
para carga de colapso.

Estudar um problema de otimizacdo RBRDO formulado utilizando plastificagdo perfeita
considerando a carga de colapso como restricdo de confiabilidade (caso 1) e como
objetivo a ser maximizado de forma robusta (caso 2). Pode-se ainda, comparar com
estruturas dimensionadas (otimizacdo deterministica) utilizando normas vigentes e
realizar analise de confiabilidade.

Implementar no cédigo do HYPLAS o calculo dos gradientes das variaveis de estado
entre outros pardmetros de interesse pelo método direto analitico de casos com
comportamento elasto-plastico para pequenas deformacgbes e posteriormente incluir as
ndo linearidades geométricas (em andamento), para melhorar o seu uso em processos de
otimizagao.

Implementar a ndo linearidade geométrica em trelicas e utilizar a instabilidade estrutural
como critério de confiabilidade (em andamento).

Devido a sua aproximagdo polinomial “global” o PCM apresenta dificuldades para
alguns tipos de fungdes. Visando resultados mais confiaveis, pode-se investigar o
“Multi-element Probabilistic Collocation Method” (ME-PCM) (FOO, et. al., 2008). Este
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método € uma generalizacdo do PCM onde a aproximacdo é feita por subdominios
(elementos), a partir da discretizacdo do dominio das variaveis aleatorias.

Além disso, o numero de variaveis aleatdrias consideradas deve ser pequeno para 0 USO
do PCM (nva < 20), preferencialmente nva < 10, pois 0 nimero de pontos necessarios,
para a aproximacao de um mesmo grau, aumenta exponencialmente com o numero de
variaveis aleatorias (nva). Esta dificuldade pode ser amenizada utilizando técnicas de
integracao por grades esparsas (“sparse grids) (HEISS e WINSCHEL, 2008).

Para a obtencéo da probabilidade de falha de forma mais acurada, sera investigado o uso
do SORM para a obtencdo da probabilidade de falha e juntamente com a implementagéo
do célculo dos gradientes (em andamento).

Para obter o MPP para diferentes tipos de problema, existem algoritmos de otimizacao
diferentes do HRLF, os quais podem ser utilizados e investigados, como o SQP
(Sequential Quadratic Program) e o algoritmo de ponto interior ndo linear (nonlinear
interior-point - NIP) (Beck, 2012).

O POD pode ser aplicado a andlise nédo linear de outros tipos de estruturas, como solidos
3D, o que sera investigado futuramente. Além disto, serdo investigadas estratégias
visando um melhor desempenho do POD (CARDOSO, 2009).

Aplicar os procedimentos para otimizacdo robusta baseada em confiabilidade para
outros problemas de chapas, cascas e sélidos 3D.

Aplicar os procedimentos para otimizacdo robusta baseada em confiabilidade para
outros problemas mais complexos reais da engenharia estrutural, por exemplo,
estruturas offshore da indlstria do petréleo, torres metalicas trelicadas de

telecomunicacdo, etc.
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