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RESUMO

O presente estudo buscou analisar o dominio conceitual de professores sobre os invariantes de
problemas combinatérios a partir da elaboracdo de problemas e teve como objetivos
especificos: identificar dificuldades e possibilidades de professores ao elaborarem problemas
envolvendo o raciocinio combinatério e verificar se os professores aplicam os invariantes
presentes nos problemas de permutacdo, arranjo, combinacdo e produto cartesiano. Como
aporte teorico utilizamos a Teoria dos Campos Conceituais, defendida por Vergnaud e o
dominio dos conhecimentos necessarios ao professor de Matematica, segundo Ball, Thames e
Phelps. Participaram desse estudo sete professores licenciados em Matematica, que lecionam
na rede Estadual de Pernambuco. Os professores responderam individualmente uma entrevista
semiestruturada que foi audiogravada e durou em média 80 minutos. Na entrevista solicitamos
informacdes para tragarmos o perfil dos professores, pedimos que os mesmos elaborassem
problemas a partir das situacGes de cada tipo de problema combinatério e a partir dos
invariantes do conceito. Buscamos, a partir dos problemas elaborados, informacdes sobre 0s
conhecimentos dos professores em relagdo ao ensino, a aprendizagem, ao curriculo e
solicitamos que eles transformassem um tipo de problema em outro. Em relacdo a analise do
perfil, foi evidenciado que todos participaram de cursos de formacdo continuada, tais como
Especializagdo ou Mestrado, porém este aspecto ndo influenciou para que houvesse uma
equivaléncia nos acertos, ou seja, as dificuldades e possibilidades apresentadas pelos docentes
parecem n&o ter relagcdo com o tipo de curso na formacdo continuada. Quanto ao processo de
elaboracdo de problemas combinatorios, os professores elaboraram corretamente mais a partir
das situacOes do que dos invariantes do conceito, exceto nos problemas de combinagéo.
Parece-nos que os invariantes do conceito apresentados ndo foram suficientemente claros para
a elaboracdo de problemas combinatorios, pois alguns professores fizeram relacdo com
conceitos diferentes da Combinatoria. Além disso, percebemos que os problemas elaborados
sdo parecidos com os encontrados nos livros didaticos. Tiveram também dificuldade em
diferenciar os invariantes de ordenacdo e escolha de elementos, de contextualizar e de
estruturar os problemas combinatérios. Os problemas de permutacéo e arranjo foram o que 0s
professores mais elaboraram corretamente, seguidos de combinacéo e produto cartesiano. Em
relagdo aos conhecimentos dos professores sobre as semelhancas entre os problemas,
constatamos que alguns indicaram serem problemas de contagem, conjuntos e subconjuntos,
agrupamento e multiplicacdo. Sobre as diferencas, indicaram as particularidades, a forma de
agrupar os elementos, de estrutura de cada tipo de problema e a ordenacdo e repeticdo de
elementos. Quanto ao conhecimento relacionado ao curriculo, a maioria dos professores
reconheceu 0 2° ano do Ensino Médio como ano oficial para trabalhar a Combinatoria, mas
também indicaram que o raciocinio combinatério pode ser trabalhado nos anos iniciais e
finais do Ensino Fundamental. Indicaram que elaborar problemas combinatorios é mais dificil
do que resolver, devido aos aspectos conceituais e pedagdgicos, apenas um participante
discordou. Evidenciaram que nos problemas combinatorios os alunos deveriam saber:
interpretar, perceber as particularidades de cada tipo de problema e saber usar a férmula
adequada. Por fim, ao refletirmos sobre as transformacdes, ficou evidente que os professores
que tiveram dificuldade de elaborar as transformac6es de problemas combinatérios foram os
que nédo perceberam os invariantes do conceito e as particularidades de cada tipo de problema.
Concluimos que o processo de elaboracdo de problemas combinatorios ajuda o professor a
refletir sobre os conceitos envolvidos nas diferentes situagdes relacionadas a Combinatdria,
sobre os aspectos pedagogicos e a respeito do curriculo.

Palavras-Chave: Elaboracdo de problemas. Combinatoria. Situaces. Invariantes. Ensino
Médio.



ABSTRACT

The present study analyzed the conceptual domain of teachers about the invariants of
combinatorial problems from the elaboration of problems and had as specific objectives:
identify difficulties and possibilities of teachers when elaborating problems involving
combinatory thinking and verify if the teachers apply the invariants present on the problems
of permutation, arrangement, combination and cartesian product. We used the Theory of
Conceptual Fields as a theoretical basis, defended by Vergnaud and the domain of the
concepts needed by the Mathematics teacher, according to Ball, Thames and Phelps. Seven
teachers with a degree in Mathematics who teach at the State School System of Pernambuco
participated on this study. The teachers answered to an individual semi-structured interview
that was audio recorded and lasted around 80 minutes. In the interview we requested
informations to trace the profile of the teachers and asked them to elaborate problems from
the situations of each combinatorial problem and from the invariants of the concept. We
sought, from the elaborated problems, informations on the knowledge of the teachers
regarding teaching, learning, curriculum, and asked them to transform a type of problem into
another. When it comes to the analysis of the profiles, we noticed that all of them participated
in continuous training courses, such as Specialization or Master’s, however, this feature did
not influence for there to be an equivalence of the hits, that is, difficulties and possibilities
presented by the teachers did not seem to be related to the course taken during the continuous
training. Regarding the process of elaborating combinatorial problems, teachers elaborated
more correctly from situations than from the invariants of the concept, except on the
combinatorial problems. It seems that the invariants of the concept presented were not clear
enough to elaborate combinatorial problems, because some teachers related it to different
concepts of Combinatorics. Besides, we also noticed the elaborated problems look like those
found in didactical books. They also found it difficult to differentiate the invariants from
ordering and element choice, from contextualizing and structuring combinatorial problems.
Permutation and arrangement problems were the ones the teachers elaborated more correctly,
followed by combination and cartesian product. About the knowledge of the teachers
regarding the similarities between the problems, we found that some indicated to be counting,
sets and subsets, grouping and multiplication problems. About the differences, they pointed
out the particularities, the way of grouping the elements, the structure of each type, the order
and repetition of elements. When it comes to the knowledge related to the curriculum, most of
the teachers recognized the 2" year of the High School as the official year to work
Combinatorics, but they also indicated that combinatorial thinking can be worked in the initial
and final years of Elementary School. They also indicated that elaborating combinatorial
problems is harder than solving them, due to the conceptual and pedagogical features; only a
participant disagreed. They highlighted that on the combinatorial problems students must
know: interpret, notice the particularities of each kind of problem and how to use the proper
formula. Finally, when thinking about the changes, it became clear that teachers who had
difficult in elaborating the transformations of combinatorial problems were those who did not
notice the invariants of the concept and the particularities of each type of problem. We
concluded that the elaboration process of combinatorial problems helps the teacher to think
about the concepts involved in the different situations related to Combinatorics, about the



pedagogical features and about the curriculum.

Keywords: Elaboration of problems. Combinatorics. Situations. Invariants. High School.



LISTA DE FIGURAS
Figural- Exemplo de resolucdo de problema de produto cartesiano através de 31
arvore de possibilidades

Figura2 - Exemplo de resolugdo de problema de produto cartesiano através de 32
listagem de figuras ilustrativas

Figura3 - Dominio do conhecimento do professor de Matematica 43



Quadro 1 -

Quadro 2 —

Quadro 3 -

Quadro 4 -

Quadro 5 -

Quadro 6 —

Quadro 7 —

Quadro 8 —

Quadro 9 —

Quadro 10 -

Quadro 11 -

Quadro 12 -

Quadro 13 -

Quadro 14 -

Quadro 15 -

LISTA DE QUADROS

Caracterizacdo dos tipos de problemas que envolvem raciocinio
combinatério (segundo Pessoa e Borba, 2008, 2009), a partir de
exemplos de situagdes-problema, de invariantes e de férmulas
correspondentes

Estruturacdo da entrevista com seus respectivos objetivos

Informacdes a respeito do tempo de atuacdo, modalidade de ensino,
atuacdo do docente e formacao

Perfil geral dos professores

Resultados das elaborages dos problemas de permutacdo pelos
professores pesquisados

Acertos dos problemas de permutacéo elaborados a partir da situacao e
dos invariantes

Protocolos para exemplificar as producdes apropriadas, inapropriadas e
as explicagdes de um contetdo sem relacdo com a Combinatoria, a
partir da solicitacdo pelo tipo de problema (situagdo/permutacéo) e a
partir dos invariantes especificos

Resultados das elaborac6es dos problemas de arranjo pelos professores
pesquisados

Acertos dos problemas de arranjo elaborados a partir das situagéo e
dos invariantes

Protocolos para exemplificar os problemas apropriados, inapropriados,
os exercicios e as explicacdes de um conteltdo sem relagdo com a
Combinatéria, a partir da solicitacdo pelo tipo de problema
(situacao/arranjo) e a partir dos invariantes especificos

Resultados das elaboragbes dos problemas de combinagdo pelos
professores pesquisados

Acertos dos problemas de combinacédo elaborados a partir da situagéo
e dos invariantes

Protocolos para exemplificar os problemas elaborados de forma
apropriada e inapropriada a partir da solicitacdo pelo tipo de problema
(situac@o/combinacdo) e a partir dos invariantes especificos

Resultados das elaboracdes dos problemas de produto cartesiano feitos
pelos professores pesquisados

Acertos dos problemas de produto cartesiano elaborados a partir da

28

55

55

62

65

66

68

71

72

74

77

78

80

83

83



Quadro 16 -

Quadro 17 -

Quadro 18 -

Quadro 19 -

Quadro 20 -

Quadro 21 -

Quadro 22 -

Quadro 23 -

Quadro 24 -

situacdo e dos invariantes

Protocolos para exemplificar os exercicios, explicacdes e problemas de
produto cartesiano elaborados de forma apropriada e inapropriada a
partir da solicitacdo pelo tipo de problema (situacdo/produto
cartesiano) e a partir dos invariantes especificos

Problemas elaborados corretamente a partir das diferentes situagdes e a
partir dos invariantes especificos de cada tipo de problema

Perguntas referentes ao terceiro momento da entrevista

Semelhancas e diferencas elencadas dos problemas combinatorios
elaborados

Consideracdes feitas pelos professores a respeito da relacdo entre
Combinatdria e curriculo na Educacédo Basica

Reflexdes dos professores acerca da elaboracdo e da resolucdo de
problemas combinatorios

ReflexGes dos professores do Ensino Medio acerca dos alunos
resolverem problemas combinatdrios

Discussdo acerca das transformacdes dos problemas de arranjo em
combinacdo e combinagdo em arranjo

Discussdo acerca das transformacdes dos problemas de permutacdo em
produto cartesiano e de produto cartesiano em permutagéo

85

86

88

89

95

99

105

114

118



2.1
2.2
2.3
2.4

3.1
3.2

4.1
411
4.1.2

4.2
421
4.2.2

5.1
5.2
5.2.1
5.2.2
5.2.3
5.24

5.25
5.3

531

5.3.2
5.3.3

5.34
54

541
5.4.2

SUMARIO

INTRODUCAO

A FORMA(;AO DE CONCEITOS E A COMBINATORIA

A Teoria dos Campos Conceituais

A formagao de conceitos

O raciocinio combinatorio

InvestigacOes anteriores acerca do ensino e aprendizagem da Combinatéria

CONHECIMENTOS DE PROFESSORES E A ELABORA(;AO DE
PROBLEMAS

Conhecimento de professores

Elaboracdes de problemas

OBJETIVOS E METODO
Objetivos

Geral

Especificos

Método

Participantes

Instrumento de coleta

APRESENTACAO E ANALISE DOS RESULTADOS

Formacéo e atuacao profissional dos professores

Anélises dos resultados a partir dos problemas elaborados pelos
professores, partindo das situacbes e dos invariantes dos problemas
combinatorios

Problemas de permutacédo elaborados a partir das situacdes (tipos de problemas)
e dos invariantes (caracteristicas)

Problemas de arranjo elaborados a partir das situacfes (tipos de problemas) e
dos invariantes (caracteristicas)

Problemas de combinacéo elaborados a partir das situacdes (tipos de problemas)
e dos invariantes (caracteristicas)

Problemas de produto cartesiano elaborado a partir das situacGes (tipos de
problemas) e dos invariantes (caracteristicas)

Sistematizando o que discutimos até 0 momento...

Analises das reflexdes dos professores acerca dos problemas combinatorios

Semelhancas e diferencas: O que os professores pensam quando elaboram
problemas combinatorios?

Compreensdes dos professores sobre Combinatoria e curriculo

Elaborar ou resolver problemas combinatorios: consideragdes dos professores
do Ensino Médio

Consideracdes acerca da elaboragéo de problemas combinatérios
Transformando os problemas combinatérios: reflexbes a partir das
situacdes, dos invariantes envolvidos no raciocinio combinatério
Transformando arranjo em combinagdo e combinagao em arranjo
Transformando permutagcdo em produto cartesiano e produto cartesiano em
permutacéo

16

20
21
24
26
34

40

41
44

52
53
53
53
53
53
54

60
61
63
65
70
76
82

86
87

88

94
98

104
113

113
117



6 CONSIDERACOES FINAIS 123
REFERENCIAS 128

APENDICE: O ROTEIRO DA ENTREVISTA 135



16

1 INTRODUCAO

O presente estudo tem como objetivo analisar o dominio conceitual de professores de
Matematica na elaboracdo de problemas combinatdrios a partir dos invariantes do conceito,
ou seja, a partir das propriedades que o caracterizam.

Resultados de pesquisas anteriores tém mostrado a construcao e o dominio do conceito
da Combinatoria na resolucéo de problemas por alunos dos anos iniciais e finais do Ensino
Fundamental e do Ensino Médio e também de professores do Ensino Basico a respeito da
Combinatéria. No entanto, procuramos entender o dominio do conceito quando professores
do Ensino Médio elaboram problemas combinatdrios. Levamos em consideracdo a autonomia
que os professores poderiam ter ou ndo ao analisar os problemas que constam nos livros
didaticos quando os mesmos trabalham com os problemas combinatorios e também no
momento em que os professores exemplificam oralmente ou por escrito nas suas aulas os
tipos de problemas combinatérios. Possivelmente o processo de elaboracdo de problemas
combinatdrios ird permitir que o professor reflita mais sobre os invariantes do conceito. Além
disso, podemos citar que elaborar problemas € uma recomendacdo dos documentos oficiais
(PERNAMBUCO, 2012).

Os Parametros Curriculares de Matematica para o Ensino Fundamental e para o
Ensino Médio (PERNAMBUCO, 2012, p. 118-119, 138-139) sugerem que seja trabalhada a
Combinatéria no bloco de conteudos referentes aos Nimeros e Operagdes e indica algumas
atividades a serem desenvolvidas pelos professores no 8° e 9° ano, referentes ao Ensino

Fundamental e 10°, 11° e 12° anos, referentes ao Ensino Médio:

Resolver e elaborar problemas de contagem que envolvam o principio
multiplicativo, por meio de registros variados (diagrama de arvore, tabelas e
esquemas), sem o uso de férmulas. Resolver e formular problemas que
envolvam diferentes operagfes (adicdo, subtracdo, multiplicacdo, diviséo,
potenciacdo, radiciacdo). Resolver e elaborar problemas de contagem,
envolvendo ideias de permutacdo, combinagdo e arranjo, usando estratégias
diversas, sem uso de foérmulas. Resolver e elaborar problemas de
Combinatéria envolvendo a ideia de permutacdo (estratégias basicas de
contagem). Resolver e elaborar problemas de Combinatéria, envolvendo a
ideia de combinagdo. Resolver e elaborar problemas de combinatoria
envolvendo a ideia de arranjo. Resolver e elaborar problemas de
Combinatéria envolvendo a ideia de permutacdo (estratégias basicas de
contagem). Resolver e elaborar problemas de combinatéria envolvendo a
ideia de combinacdo. Resolver e elaborar problemas de Combinatoria
envolvendo a ideia de arranjo ( PERNAMBUCO, 2012, p. 118-119, 138-
139).
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A indicacdo dos Parametros Curriculares de Matematica para o Ensino Fundamental e
Médio (PERNAMBUCO, 2012) é permeada pela resolucdo de problemas, como também pela
elaboracdo de problemas combinatérios. Este trabalho é proposto de forma mais elementar
nos 8° 9° e 10° anos e com um nivel de maior complexidade nos 11° e 12° anos. A estratégia
de uso do principio multiplicativo-PM é apenas sugerida e no inicio do trabalho ndo had uma
énfase no uso de formulas para que os problemas sejam resolvidos.

Diante do que foi exposto, consideramos que o professor, para solicitar atividades de
resolucdo e de elaboracdo de problemas combinatorios para seus alunos, precisa conhecer e
trabalhar bem essas duas situac@es (resolucéo e elaboracdo de problemas).

Nos PCN + Ensino Médio: Orientacdes educacionais complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio (BRASIL, 2002), sdo evidenciados eixos ou temas
estruturadores para serem trabalhados, visando o desenvolvimento das competéncias
referentes aos seguintes topicos: algebra; numeros e funcdes; geometria e medidas; analise de
dados. O eixo analise de dados envolve a estatistica, a contagem e a probabilidade, colocando-
se que a contagem possibilita trabalhar com a probabilidade e o desenvolvimento do
raciocinio combinatorio.

Nos PCN+ Ensino Médio: orientaces educacionais complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais (BRASIL, 2002), evidenciam os contetdos e as habilidades elencadas
para o0 desenvolvimento das competéncias a serem trabalhadas no tema estruturador da

contagem séo as seguintes:

Contagem: principio multiplicativo; problemas de contagem. Decidir sobre a
forma mais adequada de organizar ndmeros e informagdes, com o objetivo
de simplificar calculos em situacGes reais envolvendo grande quantidade de
dados ou de eventos. ldentificar regularidades para estabelecer regras e
propriedades em processos nos quais se fazem necessarios os processos de
contagem. Identificar dados e relacBes envolvidas huma situacdo-problema
que envolva o raciocinio combinatorio, utilizando os processos de contagem
(BRASIL, 2002, p.127).

O trabalho com os problemas de contagem estdo sendo indicados para serem
desenvolvidos no Ensino Médio. No presente estudo abordamos a relevancia de trabalhar os
problemas de contagem no processo de elaboracéo.

Para fundamentar a nossa pesquisa, escolhemos a Teoria dos Campos Conceituais de
Vergnaud (1986). O referido autorindica que um campo conceitual pode ser definido como

um conjunto de situagdes, cujo dominio requer uma variedade de conceitos, de procedimentos
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e de representacdes simbdlicas em estreita conexdo. Assim, para este tedrico, um conceito
pode ser definido como um tripé de trés conjuntos (S, I, R), sendo: S: um conjunto de
situacdes que ddo sentido ao conceito; I: um conjunto de invariantes que constituem as
diferentes propriedades do conceito; R: o conjunto das representacfes simbdlicas que podem
ser utilizadas. A teoria de Vergnaud fornece subsidios tedricos que ajudam a entender como a
Combinatoria pode ser compreendida por alunos ou professores.

Buscamos entender a elaboracdo dos problemas combinatorios por professores de
Matematica a partir das situacGes e dos invariantes do conceito presentes nos problemas
combinatérios, elencados por Pessoa e Borba (2009), a luz da Teoria dos Campos
Conceituais, de Vergnaud (1986).

Na elaboracdo de problemas, refletimos sobre a importancia de textos matematicos a
partir das discussdes permeadas por Polya (1977), Smole e Diniz (2001), Dante (2009), e
outros autores que trazem consideracfes a respeito do texto no ensino da Matemdtica e da
importancia de ler, escrever e elaborar textos. No caso do presente estudo, consideramos 0s
textos referentes aos problemas combinatérios elaborados por professores de Matematica do
Ensino Medio.

Na Secdo 2 desta Dissertacdo discutimos a Teoria dos Campos Conceituais e as
relacbes presentes com a nossa pesquisa. Para isso, buscamos, entdo, uma fundamentacéo
tedrica em Vergnaud (1982, 1986, 1990, 1991,1995, 2003), para refletir sobre a Teoria dos
Campos Conceituais, especificamente sobre a constru¢do de conceitos e a relacdo com a
Combinatéria. Apresentamos pesquisas anteriores sobre o raciocinio combinatorio, a respeito
da formagé&o de professores e da aprendizagem dos alunos. Na revisdo de literatura utilizamos
os resultados de pesquisas de Morgado (1991), Lima et al (1998), Pessoa e Borba, (20009,
2010), Pessoa (2009), Borba (2010), Lima e Borba (2010), Rocha e Borba (2010), Barreto e
Borba (2010), Rocha (2011), Borba (2012), Pontes e Borba (2012), Borba e Braz (2012),
Assis e Pessoa (2013), Borba (2013), Silva e Pessoa (2013), Lima e Borba (2014), Santos e
Pessoa (2014)e os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997), Parametros
Curriculares Nacionais + Ensino Médio (BRASIL, 2002), Guia de livros didaticos PNLD
2008: Matematica (BRASIL, 2007), Parametros Curriculares de Matematica para o Ensino
Fundamental e Médio (PERNAMBUCO, 2012).

Na Secdo 3 discutimos a importancia de elaborar problemas de Matematica,
especificamente a elaboragdo de problemas combinatérios. Abordamos a importancia da
producdo textual no curriculo da Matematica segundo Smole (2001), Klisener (2006), Santos
(2009) e Silva (2014), discutimos a definicdo de problemas baseado em Chica (2001) e
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Miguel (2005) e os objetivos referentes ao ensino da matematica segundo Dante (2009), a
importancia de trabalharmos com a resolugéo e producéo de problemas de acordo com Silva
(2014). Também discutimos sobre as reflexdes dos problemas através da analise de
elaboracdes de problemas com os alunos segundo Guimardes e Santos (2009). Refletimos
sobre as etapas importantes de serem consideradas no processo de resolucdo de problemas de
acordo com Polya (1977). Além disso, abordamos a respeito das diversas maneiras indicadas
por Chica (2001) dos alunos produzirem problemas e as situacGes relacionadas a
Combinatorias elencadas por Pessoa e Borba (2009). Refletimos a respeito do processo de
formagdo de professores, especificamente a respeito dos conhecimentos necessérios ao
professor no que se refere ao contelido e a pratica de ensino. Para tal, abordamos as categorias
de base do conhecimento do professor de todas as areas de ensino elencados por Shulman
(2005) e os dominios e subdominios indicados por Ball et al (2008) que foram referendados
em Shulman (2005).0s autores tratam do conhecimento do conteldo e do conhecimento
pedagogico do conteldo.

Na Secdo 4 elencamos o0 objetivo geral e 0s objetivos especificos propostos, a questao
da pesquisa e apresentamos 0 método e todo o percurso metodolégico a fim de atender ao
nosso objetivo geral da pesquisa, que € analisar o dominio conceitual de professores sobre a
Combinatoria a partir da elaboracéo de problemas.

Na Secédo 5 apresentamos os resultados do estudo, buscando responder os objetivos
propostos da pesquisa.

Nas consideracbes finais apresentamos as reflexdes acerca dos dados obtidos a
respeito da elaboragdo de problemas por professores do Ensino Médio, a partir das diferentes
situacBes que podem ser trabalhadasnos problemas combinatérios e dos invariantes do
conceito, de reflexdes sobre o curriculo, do ensino, da aprendizagem e de transformacdes de

um tipo de problema em outro tipo.



2. AFORMACAO DE
CONCEITOSE A
COMBINATORIA
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Nessa secdo, discutimos a Teoria dos Campos Conceituais apresentada por Vergnaud
(1990) e a relacéo presente entre a formagdo do conceito e a Combinatdria, segundo Pessoa e
Borba (2009), visando refletir sobre o processo de elaboracdo de problemas a partir das
situacdes e dos invariantes do conceito. Apresentamos resultados de pesquisas anteriores que

discutem a respeito do ensino e da aprendizagem da Combinatoria.

2.1 A Teoria dos Campos Conceituais

Vergnaud (1990) define que a Teoria dos Campos Conceituais é cognitivista que visa
fornecer um quadro coerente e alguns principios de base para o estudo do desenvolvimento e
de aprendizagens de competéncias complexas, mais particularmente daquelas que pertencem
aos dominios cientifico e tecnolégico. Para Vergnaud (1991) a construcdo de conceitos se
desenvolve em um longo periodo de tempo e através da diversidade das situacGes. Portanto,
podemos afirmar que a construgdo de um conceito na Matematica perpassa por um processo
de desenvolvimento cognitivo ao longo dos anos, em que o sujeito precisa lidar com um
conjunto de situacdes diferentes, tanto com atividades mais elementares quanto com as que
tém um nivel maior de complexidade. Assim, Vergnaud (1990) prop&e que um conceito ndo
pode ser ensinado de forma isolada, pois em uma situacdo ha varios conceitos envolvidos.
Desse modo, o sujeito, sendo ele professor ou aluno, precisa entender os conceitos envolvidos
em cada tipo de problema combinatério. Além disso, podemos destacar também que um
conceito pode estar presente em varias situacdes. Nessa perspectiva, precisamos pensar nos
conceitos envolvidos em uma determinada situacdo e também um determinado conceito que
pode estar presente em diferentes situacbes. E importante que o professor perceba a
relevancia de trabalhar o raciocinio combinatério considerando as situacdes, as propriedades’
invariantes e as representacoes.

Como pontuado na introducdo deste trabalho, de acordo com Vergnaud (1990), um
campo conceitual pode ser definido como um conjunto de situa¢fes cujo dominio requer uma
variedade de conceitos, de procedimentos e de representacdes simbolicas em estreita

conexdo. Um conceito é formado porum tripé de trés conjuntos (S, I, R), sendo:

S: um conjunto de situac¢Ges que dao sentido ao conceito;

I; um conjunto de invariantes que constituem as diferentes propriedades do conceito;

! No presente estudo estamos utilizando os termos caracteristicas e propriedades como sinénimos quando
tratamos dos invariantes, pois com os professores, nas entrevistas, optamos por usar caracteristicas por ser um
termo mais claro e de uso corrente do que propriedades, termo utilizado por Vergnaud em sua teoria.
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R: o conjunto das representacGes simbolicas que podem ser utilizadas.

No presente estudo tratamos de analisar as elaboragdes de problemas, partindo das
situagdes e dos invariantes do conceito, pois consideramos que o professor em sala de aula,
ao abordar determinado conceito, possivelmente precisa entender que ndo basta mostrar para
o0 aluno apenas uma situacdo em que o conceito esta envolvido, pois 0 mesmo quando se
deparar com outras situacdes poderd ter dificuldade de desenvolver o problema proposto. De
acordo com Magina, Nunes, Campos e Gitirana (2008) um conceito matematico tem sentido a
partir de uma variedade de situagoes.

Para Vergnaud (2003), a Teoria dos Campos Conceituais trata do desenvolvimento e
indica que € necessario conceber um processo cognitivo, de modo que o desenvolvimento
possa ser visto de forma inteligente de organizagéo da atividade de uma pessoa durante a sua
experiéncia. O teorico elenca algumas consideracGes que enfatizam a necessidade de estudar

0S campos conceituais e ndo conceitos isolados, tais como:

a) uma situacdo pode ndo explorar todas as propriedades de um conceito,
portanto, é imprescindivel que haja uma diversidade de situacdes;

b) uma situacdo dada requer o conhecimento de varios conceitos existentes;

C) a formacdo de um conceito ocorre através das atividades de resolucdo de
problemas; consequentemente, devem ser consideradas as interacBes, o tempo e as
defasagens.

Segundo Vergnaud (1982), a resolucdo de um problema representa a fonte e o saber
operatdrio, pois permite oferecer aos alunos situacdes que visam a entender a significagdo do
conceito, a experimentacdo das competéncias e as concepg¢des dos alunos. Além disso, o autor
aborda que as competéncias e as concepcdes se desenvolvem em um longo periodo de tempo
e que estudar um conceito de forma isolada ndo tem nenhum sentido; ele recomenda que
sejam estudados os diferentes conceitos presentes em campos conceituais € ndo apenas
conceitos isolados, ja que os campos conceituais sdo interdependentes e interagem entre si. O
tedrico chama a atencdo para que, ao inves de serem propostos 0s mesmos questionamentos
aos alunos, possamos considerar as situacdes diferentes com niveis mais aprofundados de
complexidades, sendo permitido ver um novo aspecto do mesmo conceito, de um conjunto de
conceitos e até de um conceito novo.

Para refletir sobre a compreensdo e utilizacdo de conceitos, Vergnaud trata dos
esquemas operatorios. Pessoa (2009) aborda que as competéncias desenvolvidas pelo sujeito

sdo provenientes dos esquemas estabelecidos pelos mesmos e segundo Vergnaud (1998) o
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esquema é justamente a relagdo existente entre a organizagdo invariante do comportamento,
frente a uma classe de situacOes existentes, ou seja, a forma como o sujeito percebe uma
determinada situacdo ird conduzir a sua acéo para tentar resolver os problemas existentes, seja
de ordem proveniente de comportamentos familiares, como também de compreensdo e
descricdo da resolucédo de problemas.

A acdo do sujeito pode acontecer de maneira consciente, com apropriacdo do que esta
fazendo ou de forma errdnea e mecéanica, porém revela a forma como € estabelecido
cognitivamente o esquema. Pessoa (2009) discute que, se o sujeito utiliza 0 mesmo esquema
para situacOes diferentes é porque determinou que 0s mesmos invariantes estdo presentes nas
situacBes. E quando o sujeito destaca invariantes diferentes, ele percebe que é necessario
utilizar esquemas diferentes para a resolucdo do problema.

Vergnaud (1998, p. 173) estabelece os pontos principais de um esquema:

Metas (objetivos) e antecipagdes, pois um esquema esté orientado sempre a
uma determinada classe de situagdes;

Regras de agdo, o sujeito busca por informagGes e controle, 0s quais Sao 0s
elementos que dirigem a sequéncia de ac¢des do sujeito;

Invariantes operatorios (teoremas-em-acdo € conceitos-em-agdo) que
dirigem, por parte do sujeito, os elementos pertinentes a situagdo e, portanto,
guiam a construgdo dos modelos mentais;

Possibilidades de inferéncia (ou raciocinios) que permitem determinar as
regras e antecipacgOes a partir das informacdes e dos invariantes operatorios
dos quais dispde o individuo (VERGNAUD, 1998, p. 173).

Os invariantes operatdrios referem-se aos modelos mentais estabelecidos pelo sujeito
no momento da acdo e de acordo com Vergnaud (1991) sdo categorizados pelos teoremas-em-
acao e conceitos-em-acdo que sdo importantes para a construcdo do desenvolvimento
cognitivo.

Segundo Vergnaud (1998) os conceitos-em-acao referem-se a maneira como o sujeito
estabelece os conceitos diante de uma determinada situacdo. Os conceitos estabelecidos
podem ser adequados ou ndo a situacdo apresentada, porém a forma como o sujeito representa
0 conceito pensado € justamente o conceito-em-acéo que é colocado em pratica.

Tratando-se da elaboracdo de problemas combinatorios, € possivel analisarmos a agao
do sujeito frente a algumas situagdes que envolvem o raciocinio combinatério, permitindo
entdo estabelecer e compreender os conceitos envolvidos na Combinatdria e a maneira como

0S sujeitos representam no momento que estdo elaborando problemas.
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Os teoremas-em-acdo, segundo Vergnaud (1998), sdo proposi¢des consideradas pelo
sujeito como verdadeiras, frente a uma situacio real. E justamente a forma como 0s mesmos
pensam sobre determinado conceito.

No momento das elaboragdes de problemas, os invariantes operatorios (conceitos-em-
acdo e teoremas-em-acdo) sao colocados em pratica pelos professores, pois as atividades
cognitivas sdo estabelecidas de acordo com os modelos mentais inerentes ao sujeito.

No presente estudo, focamos a atencdo nos invariantes do conceito (no caso da
Combinatoria, escolha e ordenacéo de elementos, segundo Pessoa e Borba (2010)), e ndo nos

invariantes operatorios.

2.2 A formacao de conceitos

Em se tratando da Combinatdria, percebemos que ha um conjunto de situagdes no qual
podemos trabalhar o raciocinio combinatorio. As situacGes da Combinatoria destacadas por
Pessoa e Borba (2009) sdo os problemas de arranjo, de combinacéo, de permutacéo, e também
agregam o0s problemas de produto cartesiano no universo dos problemas combinatorios, que
podem ser vivenciados fora da sala de aula demodo informal, nas situagGes cotidianas, sem
haver a necessidade de esgotar todas as possibilidades possiveis de uma situacdo que envolve
a Combinatéria. Na sala de aula, o trabalho podera ocorrer de maneira mais sistematizada,
tendendo a generalizacdo das informacdes. Além disso, € importante que seja também
discutido no processo de formacdo inicial e continuada dos professores.

O professor, ao propor situacdes que envolvam o raciocinio combinatério, precisa
perceber quais sdo 0s conceitos que podem ser explorados em tal situacdo, qual o nivel de
complexidade que terd para os alunos em determinado ano de ensino e o processo de
construcdo do dominio do conceito ao longo do periodo da aprendizagem.

Os diferentes tipos de problemas combinatorios permitem que o professor possa
trabalhar o raciocinio combinatério em diferentes situacdes. Contudo, é necessario que o
professor tenha um dominio conceitual acerca do que rege a natureza de cada problema
combinatério, para poder discutir e propor as diversas situacdes presentes na Combinatoria,
sendo possivel trabalhar, conforme foi dito acima, com os problemas de arranjo, permutacéo,
combinacéo e produto cartesiano.

Os invariantes do conceito ou de uma forma de raciocinar combinatoriamente indicam
as diferentes propriedades do conceito. Ja os invariantes operatérios revelam as atividades

cognitivas do sujeito frente a uma situacéo real. Vergnaud (1982) destaca que um invariante é
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uma propriedade ou uma relacdo que é conservada sobre um determinado conjunto de
transformacgdes. Compreender quais sdo 0s invariantes presentes em cada tipo de problema
combinatdrio permite que possamos diferencia-los e, assim, como professores, tratad-los de
maneiras distintas, explorando cada uma das suas caracteristicas/propriedades. Cada tipo de
problema combinatério tem suas especificidades em relacdo aos invariantes presentes,
portanto, como afirmado, é importante que os professores e alunos conhegcam e compreendam
0 raciocinio combinatorio, pois tal competéncia sera imprescindivel para que ocorra a
diferenciacédo dos tipos de problemas combinatorios, a resolucéo e a elaboracdo de problemas.

Possivelmente quando o professor vai elaborar um problema combinatério, ele deve
utilizar os invariantes pertencentes a determinado tipo de problema combinatério, fazendo a
relacdo entre a situacdo que envolve a Combinatdria, os invariantes presentes na situacéo e
também pensar nas representagdes existentes que possibilitam o aluno a resolver o problema.

Na elaboragdo de problemas combinatérios o professor colocard em prética o
entendimento de cada tipo de problema e, consequentemente, poderad entrar em conflito em
relacdo ao conceito, sendo possivel pensar nas particularidades existentes nos problemas de
arranjo, combinacdo, permutacdo e produto cartesiano. Além disso, o professor, ao elaborar
problemas ou utilizar os problemas combinatorios ja existentes nos livros didaticos, podera ter
um olhar voltado para as diferentes situacdes presentes na Combinatéria e as
caracteristicas/propriedades que envolvem o conceito.

Ao nos reportamos as representacfes, consideramos que nao é nada facil para o
professor e nem para o aluno, pois é uma forma de expressar simbolicamente o que o sujeito
pensa sobre determinado problema matematico ou ainda o resultado de uma resolucdo
explicitada corretamente ou ndo. Podemos dizer que ha diferentes maneiras corretas de
representar uma situacao e os invariantes envolvidos de forma implicita na representacao.
Diante desse quadro ¢é imprescindivel que o professor tenha um olhar sensivel sobre a
resolucdo do aluno apresentada de diferentes maneiras, considerando assim, as diversas
formas de representacdo. Portanto, podemos propor as seguintes indagacdes: O que €
representar? E representar simbolicamente? Podemos dizer que é uma maneira de pensar nos
conceitos envolvidos em uma determinada situagdo, nos invariantes presentes e unir todas as
informagdes para depois decidir como sera registrado o resultado das ideias, colocando em
pratica 0 conceito-em-acdo e 0 teorema-em-acdo, estabelecido por Vergnaud (1998).
Entretanto representar simbolicamente ndo é nada fécil, pois requer uma interacdo das

variaveis envolvidas (situacGes e invariantes relacionadas ao conceito). As representagdes
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simbdlicas sd0 a maneira como 0s alunos representam o0 pensamento em relacdo a
determinado conceito, como ja foi discutido anteriormente.

Podemos destacar que um conceito pode ser constituido por diferentes representacfes
simbolicas; do mesmo modo que uma forma de representacdo pode ser usada em diferentes
situacOes presentes na Combinatéria. Vergnaud (1995) aborda que € importante valorizar o
papel da linguagem e dos simbolos para 0 pensamento, mesmo que ndo sejam conceitos ou
operacgdes conceituais, mas sendo vistos como suporte para 0s mesmos. Combinatdria Pessoa
e Borba (2009) abordam que os alunos podem representar as possibilidades de um problema
através da listagem, da &rvore de possibilidades, dos desenhos, das formulas, dentre outras.

As diferentes formas de representar 0 pensamento, ou seja, as representagoes
simbdlicas permitem que o sujeito (professor ou aluno) expresse da melhor forma o seu
entendimento a respeito de uma determinada situacdo e também os invariantes referentes ao
conceito. A seguir tratamos de discutir o raciocinio combinatdrio considerando as situagdes

presentes, 0s respectivos invariantes e as representacoes.

2.3 O raciocinio combinatdrio

Podemos dizer que o raciocinio combinatdrio esta presente em diversas situacdes do
nosso dia a dia, no qual podemos compor as possibilidades de agrupamentos através das
escolhas feitas. No entanto, no cotidiano ndo necessariamente esgotamos todas as

possibilidades presentes em uma situacdo. Segundo Borba (2010) o raciocinio combinatorio €:

[...] um modo de pensar presente na andlise de situagdes nas quais, dados
determinados conjuntos, deve-se agrupar os elementos dos mesmos, de
modo a atender critérios especificos (de escolha e/ou ordenagdo dos
elementos) e determinar-se — direta ou indiretamente — o ndmero total de
agrupamentos possiveis (BORBA, 2010, p.3).

Consequentemente, compreender os invariantes (ordem e escolha dos elementos) nos
problemas combinatdrios € essencial, pois indicara o que os diferencia. Portanto, esses
invariantes sdo relevantes nas discussdes ao longo do processo de formacdo, pois 0s
professores devem utiliza-los tanto na resolugdo de problemas combinatorios como também
na sua elaboracao.

De acordo com os PCN + Ensino Médio: Orientacdes Educacionais Complementares
aos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 2002):
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A Contagem, a0 mesmo tempo em que possibilita uma abordagem mais
completa da probabilidade por si s, permite também o desenvolvimento de
uma nova forma de pensar em Matematica denominada raciocinio
combinatdrio. Ou seja, decidir sobre a forma mais adequada de organizar
nameros ou informacdes para poder contar 0s casos possiveis, ndo deve ser
aprendido como uma lista de formulas, mas como um processo que exige a
construgdo de um modelo simplificado e explicativo da situacdo (BRASIL,
2002, p.126).

Aos trés tipos de problemas combinatorios (arranjo, permutacdo e combinacdo)
elencados por Morgado (1991), Pessoa (2009) acrescenta o produto cartesiano ao conjunto de
problemas combinatorios. A seguir, apresentamos o Quadro 01, extraido de Pessoa
(2009), no qual sdo apresentados os tipos de problemas combinatérios (situacdes),
exemplos de situacBes-problema, os invariantes associados ao tipo de problema e as

formulas possiveis de resolver os problemas.
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Quadro 1- Caracterizagdo dos tipos de problemas que envolvem raciocinio combinatério (segundo
Pessoa e Borba, 2008, 2009), a partir de exemplos de situacGes-problema, de invariantes
e de formulas correspondentes

Exemplos de Invariantes Representacgédo em
Situacdes- Formulas
problema
Para a festa de - Dado dois (ou mais) PC=nxp
Sdo Jodo  da | conjuntos distintos (comn e
escola, tem 3 | complementos), 0s mesmos
2 meninos  (Pedro, | serdo combinados para formar
.g Gabriel e Jodo) e | um novo conjunto.
% 4 meninas (Maria,
8 Luiza, Clara e - A natureza dos
P Beatriz) que | conjuntos € distinta do novo
5 querem  dangar | conjunto.
_§ quadrilha. Se
o todos 0s meninos
dangarem com
todas as meninas,
quantos pares
diferentes poderdo
ser formados?
o Calcule o nimero | - Todos os n elementos do Po=Ann=_nl =nl=nl
’% % :oc‘ de anagramas da | conjunto serdo usados; (n—n)! 0!
£ 5 £ S| palavra AMOR.
EELZ - A ordem dos elementos gera
g 2 ibilidades.
= b novas possi
O quadrangular | - Tendo n elementos, poderéo Anp=__n!
= final da Copa do | ser formados agrupamentos (n-p)!
;8, Mundo serd | ordenados de 1 elemento, 2
@ disputado  pelas | elementos, 3 elementos.... p n>p
=2 . seguintes elementos, com 0<p<n -
g = selecbes:  Brasil,
o f:’" Franca, Alemanha | - A ordem dos elementos gera
g :’.)_ e Argentina. De | novas possibilidades.
i quantas maneiras
< distintas podemos
ter 0s trés
primeiros
colocados?
Uma escola tem 9 | - Tendo n elementos, poderéo Cop=_Anp=_n!
= professores, dos | ser formados agrupamentos p p! (n—p)!
cLé" £ quais 5 devem [ ordenados de 1 elemento, 2
3 ;8/ =] representar a | elementos, 3 elementos.... p .
g =1 escola em um | elementos, com 0<p<n =P
O o 3 congresso.
g L Quantos  grupos - A ordem dos
de 5 professores | elementos ndo gera novas
pode-se formar? possibilidades.

Fonte: Pessoa (2009, p. 81).



29

No problema de produto cartesiano, a escolha de elementos seré a partir de dois ou
mais conjuntos diferentes. A exemplificagdo de produto cartesiano no Quadro 1, ha dois
conjuntos distintos: o de meninos (Pedro, Gabriel e Jodo) e meninas (Maria, Clara, Luiza e
Beatriz), ocorrendo duas etapas de escolhas®. Podemos dizer que ha 12 possibilidades
distintas de formar os pares, sendo quatro possibilidades para cada menino (Pedro e Maria;
Pedro e Clara; Pedro e Luiza; Pedro e Beatriz.), como h& 3 meninos, sdo formadas, como ja
colocado, 12 possibilidades.

No problema de permutacdo sem repeticao de letras, existe a solicitacdo de formagéo
de anagramas a partir das letras da palavra AMOR, h& apenas um conjunto e todos os
elementos séo utilizados a0 mesmo tempo nas escolhas das possibilidades. Quando mudamos
a ordem desses elementos geramos novas possibilidades.

No problema de arranjo ha apenas um conjunto de elementos, porém, nem todos 0s
elementos serdo utilizados a0 mesmo tempo para gerar as possibilidades. No caso do
problema exemplificado acima, Brasil, Franca, Alemanha e Argentina constituem os
elementos dos conjuntos e o problema indica a escolha dos trés primeiros colocados, pois ser
o primeiro colocado € diferente de ser o segundo e o terceiro; no entanto, a ordem dos
elementos gera possibilidades distintas.

J& no problema de combinacdo h& apenas um conjunto de elementos, porém na
elaboracdo das possibilidades nem todos os elementos séo usados ao mesmo tempo. O Quadro
1, mostra o problema de combinacdo em que ha nove elementos no conjunto (professores); no
entanto, para formar as possibilidades, apenas escolhemos cinco elementos de cada vez
(professores que irdo representar a escola em um congresso). Nesse tipo de problema, a ordem
dos elementos ndo gera novas possibilidades, pois quando nos referimos aos cinco
participantes do congresso e resolvemos mudar a sua ordem de chamada, o conjunto continua
sendo o mesmo. Diante desta discussao, a partir dos tipos de problemas elencados por Pessoa
e Borba (2008, 2009), podemos evidenciar a importancia de professores e alunos entenderem
0 que se refere a ordem e escolha de elementos nos problemas combinatorios, pois sao
aspectos essenciais para a construcdo do conceito que rege a natureza dos diferentes tipos de
problemas combinatorios.

Percebemos que a estruturacdo de cada tipo de problema também é muito importante
para resolver e elaborar problemas combinatorios. Partindo deste principio, buscamos

compreender: Professores conseguem diferenciar um problema combinatério do outro a

2 De acordo com Vega (2014, p. 18) “Etapas de escolha referem-se ao nimero de escolhas que devem ser
efetuadas em problemas combinatorios”.
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partir desses invariantes? Quando professores elaboram problemas, pensam nos invariantes
presentes em cada tipo/situacdo de problema combinatério? Essas sdo questdes que nos
levam a pensar no dominio conceitual que os professores tém em relacdo aos diferentes
problemas combinatorios.

Podemos considerar ainda nos problemas combinatorios outros aspectos importantes,
tais como: a relacdo de repeticdo de elementos, os problemas combinatorios condicionais de
posicionamentos e de proximidade de elementos apontados por Borba e Braz (2012), as
etapas de escolhas contidas nos problemas analisados por Pontes e Borba (2012), a ordem das
grandezas resultante de menor ou maior nimero de possibilidades e o contexto em que 0s
problemas estéo inseridos, discutido por Santos e Pessoa (2014).

Quando o professor elabora um problema, espera-se que ele pense nos aspectos
relacionados ao préprio conceito, como também no instrumental pedagogico que melhor
atenda as especificidades do ano de ensino no qual o referido professor ira trabalhar. Nesta
direcdo, diversas pesquisas investigaram alguns dos aspectos elencados acima, 0s quais seréo
apresentadas ainda na presente secao.

As representacdes para apresentacdo e resolucdo dos quatro diferentes tipos de
problemas combinatérios podem ser diversas, tais como: arvores de possibilidades, listagens,
diagramas, quadros, desenhos, férmulas, principio fundamental da contagem, dentre outras.

A seqguir, destacamos os diversos tipos de representacao, a partir de um problema de
produto cartesiano.

Pedro resolveu comprar dois tipos de péo (pao de forma e pdo francés) e trés tipos de
queijo (coalho, prato e mussarela) para fazer um sanduiche. De quantas maneiras Pedro pode
fazer o seu sanduiche se usar apenas um tipo de pdo e um tipo de queijo de cada vez?

Enfatizamos que o problema de produto cartesiano supracitado pode ser resolvido

através de diferentes representacdes, por exemplo:

a) Listagem

P&o de forma e queijo coalho P&o francés e queijo coalho
Pao de forma e queijo prato Pao francés e queijo prato
P&o de forma e queijo mussarela Pao francés e queijo mussarela

Resolucdo de problema de produto cartesiano atraves de listagem de possibilidades.

Esse € um tipo de procedimento que pode ser utilizado pelos alunos sem haver a necessidade
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de conhecer formulas, o que pode ser uma excelente estratégia para ser trabalhado o

raciocinio combinatdrio a partir dos anos iniciais do Ensino Fundamental.

b)  Arvore de possibilidades

Figura 1. Exemplo de resolugdo de problema de produto cartesiano através de arvore de
possibilidades

" =1 queijo coalho
queijo coalho «
D &
2 0

= " < -

H queijo prato L queijo prato
z o
2 N =

queijo 0
mussarela =l queljo mussarela

Fonte: A autora

A arvore de possibilidades é uma estratégia que pode ser utilizada para compreender
melhor as possibilidades existentes, nesse caso, nos referimos aos sanduiches. De acordo com
Borba e Azevedo (2012) corroborando com Fischbein (1975), a arvore de possibilidades ajuda
os estudantes a entenderem melhor as diferentes situacfes que envolvem a Combinatoria.
Entdo esse tipo de estratégia pode ser utilizada para resolver os problemas de arranjo,

combinagdo, permutacdo e produto cartesiano.
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C) Desenhos ou figuras ilustrativas

Figura 2. Exemplo de resolucdo de problema de produto cartesiano através de listagem de figuras
ilustrativas

Fonte: A autora

O desenho ou figuras ilustrativas sdo representacdes que podem ser trabalhadas desde
0s anos iniciais do Ensino Fundamental, permitindo que o sujeito exemplifique as

possibilidades e expresse o raciocinio combinatorio.

d) Principio Fundamental da Contagem-PFC ou Principio multiplicativo-PM

2 X 3 = 6 ouseja, seis possibilidades distintas de fazer o sanduiche.

O PFC é uma estratégia utilizada para resolver os problemas combinatérios. De acordo
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com os Parametros Curriculares Nacionais - PCN (BRASIL, 1997, p.40) "relativamente a
Combinatoria, o objetivo é levar o aluno a lidar com situa¢des-problema que envolvam
combinagbes, arranjos, permutacdes e, especialmente, o principio multiplicativo da
contagem”. Apesar dos PCN agruparem o Principio Fundamental da Contagem - PFC aos
problemas combinatérios defendemos, assim como Pessoa e Borba (2010), que o PFC ou 0
PM se trata de uma estratégia utilizada para resolver todos os diferentes tipos de problemas
combinatdrios; portanto, ndo é considerado um tipo de problema e sim uma estratégia.

Lima et al (1998, p. 85) definem o PFC enfatizando os possiveis modos de tomarmos
decisdes, abordando que “Se ha x modos de tomar uma decisdo D1 e, tomada a decisdo D1, ha
y modos de tomar a decisdo D2, entdo, o numero de modos de tomar sucessivamente as

decisbes D1 e D2 é xy”.

e) Uso da formula

PC=nxp

Diante das diferentes representac@es apresentadas (listagem, arvore de possibilidades,
desenhos, principio fundamental da contagem e férmulas), pensamos que é importante
permitir que os alunos representem a resolucao de um problema combinatério da forma como
acharem mais viavel e que os professores também possam oportunizar para seus alunos o
conhecimento de representacGes variadas para a resolucdo de um mesmo problema.

O uso da férmula apresenta um nivel de abstracdo maior e permite que os alunos
resolvam problemas combinatérios em que hd um grande numero de possibilidades
envolvidas na situacdo apresentada. Portanto, defendemos que o importante € que 0s
invariantes do conceito é que devem ser percebidos e diferenciados pelos alunos, deixando-os
livres para resolver o problema como melhor Ihe convém. Entdo, como discutido acima, 0
professor tera de oportunizar em sala de aula o uso de diferentes estratégias.

No momento da elaboracéo de problemas, os professores devem pensar nas possiveis
estratégias de solucdo para aquela questdo, por exemplo, ao elaborar um problema com um
numero grande de possibilidades como resposta, podera pensar que a forma mais provavel de
resolucéo seja a formula, se elaborar um problema em que o resultado € um namero menor de

possibilidades, podera pensar que diversas estratégias aparecerao.
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2.4 Investigacdes anteriores acerca do ensino e da aprendizagem da Combinatoria

A seqguir, apresentamos estudos sobre Combinatoria, os quais auxiliam a nossa
reflexd@o sobre o presente estudo.

Lima e Borba (2014) buscaram investigar em quais tipos de problemas combinatorios
os docentes de Matematica dos anos finais do Ensino Fundamental e do Ensino Médio
utilizavam como estratégia de resolucdo o PFC e se 0 mesmo é reconhecido para resolver 0s
problemas com diferentes etapas. As pesquisadoras também compararam o desempenho dos
professores do Ensino Fundamental e Ensino Médio. Para isso, obtiveram o banco de dados
apresentando resultados de um teste contendo oito questdes de Combinatéria (duas de cada
tipo: arranjo, combinacdo, permutacdo e produto cartesiano), sendo o primeiro com quatro
etapas de escolha e o segundo com 5 etapas de escolha que foram aplicados para 37
estudantes do Ensino Médio, 13 professores de Matematica do Ensino Fundamental e 11
professores de Matematica do Ensino Médio. Os resultados da pesquisa apontaram que,
apesar do desempenho dos professores do Ensino Médio ter sido melhor em relacdo aos
professores do Ensino Fundamental, ndo houve diferenca significativa entre os grupos de
professores, apenas ocorreu diferenca significativa em relacdo a utilizacdo do PFC para
resolver os problemas de arranjo e combinacdo. Também ndo ocorreu diferenca nos
problemas com quatro e cinco etapas de escolha, apenas foi constatado que a maior
dificuldade foi no problema de combinacdo em que o PFC é utilizado duas vezes para efetuar
a resolucdo, principalmente nos problemas com cinco etapas de escolha.

Outro estudo o qual investiga conhecimentos de professores é o de Rocha e Borba
(2010). Evidenciaram haver poucas pesquisas tratando da formacdo de professores e do
ensino da Combinatoria, principalmente nos anos iniciais e/ou finais do Ensino Fundamental.
O trabalho dessas pesquisadoras buscou analisar a concepcéo de professores sobre o0 ensino e
a aprendizagem da Combinatoria e como a sua compreensdo pode interferir em suas praticas
docentes. Essa pesquisa evidenciou como os professores dos anos iniciais e dos anos finais do
Ensino Fundamental tiveram dificuldade em diferenciar os problemas de arranjo e de
combinacdo, pois demonstraram dificuldade em relacdo ao invariante da ordenacgdo; além
disso, as pesquisadoras citadas também chamaram a atengdo para o fato de os problemas
Combinatorios serem indicados pelos professores dos anos iniciaisdo Ensino Fundamental
como problemas de multiplicacdo. Enfatizaram ainda: o ensino da Combinatdria pode ser
iniciado antes do Ensino Médio. J& os professores dos anos finais do Ensino Fundamental

reconhecem que os problemas podem ser trabalhados em niveis diferentes e elenca topicos
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distintos. Quanto a analise das estratégias utilizadas pelos alunos, os docentes chegaram a
apresentar justificativas pontuais e referentes a construgdo conceitual. Nas atividades onde se
pode trabalhar em sala de aula, os professores entrevistados indicaram uso de material
manipulativo e situacdes do cotidiano do aluno baseada nas especificidades de cada nivel de
ensino em suas praticas, trabalhando ainda de forma superficial em relacdo a aplicacdo dos
problemas combinatdrios, fazendo-nos inferir que a presente pesquisa podera ajudar a pensar
em possibilidades de investigacdo sobre como o professor pensa acerca dos problemas
combinatorios.

Ainda em relacdo aos conhecimentos docentes sobre Combinatéria, Rocha (2011)
pesquisou 0 conhecimento de docentes sobre a Combinatoria e seu ensino, sendo dois
professores dos anos iniciais e dois dos anos finais do Ensino Fundamental e dois professores
do Ensino Médio, através de uma entrevista semiestruturada, contendo questdes a respeito dos
tipos de problemas combinatorios, do ensino e as dificuldades de sistematizacdo das listagens
de possibilidades referentes a pesquisas anteriores.

Os professores dos anos finais do Ensino Fundamental enfatizaram uma discussao
sobre a ideia de possibilidades, sendo uma das dificuldades na compreensdao dos problemas
combinatdrios e indicam a diferenciacdo dos mesmos como dificuldade para os alunos.

Com professores de anos iniciais do Ensino Fundamental, Assis e Pessoa (2013)
buscaram analisar a formacdo continuada em Combinatdria, baseada nas situacdes (arranjo,
combinacdo, permutacao e produto cartesiano), invariantes (ordem e escolha dos elementos) e
representacdes simbdlicas de cada tipo de problema, nas concep¢des e planejamentos dos
docentes. Um dos resultados da pesquisa em foco mostrou que as professoras afirmaram néo
ter trabalhado esse contetdo nos anos iniciais do Ensino Fundamental; porém, indicaram a
necessidade de ser trabalhada a Combinatoria nos anos iniciais do Ensino Fundamental. Por
outro lado, reconheceram pontos comuns nos problemas que analisaram, mesmo sem fazer
uma explicitagdo objetiva, sem diferenciar e nem classificar os referidos problemas. Ao
observarem o0s erros e acertos dos alunos a partir dos protocolos da pesquisa de Pessoa e
Santos (2012), as professoras entrevistadas fizeram algumas consideracOes acerca da
Combinatoria. No geral, a pesquisa mostrou a importancia da formacao continuada, uma vez
que as professoras apresentaram limitacdes a respeito do tema em estudo e a intervencéo feita
resultou em reflexdes importantes sobre os problemas combinatdérios como sendo possivel de
ser trabalhado nos anos iniciais e também permitiu refletir sobre sua pratica.

Em investigacdo sobre conhecimentos de estudantes, Pessoa e Borba (2010)

analisaram o desempenho de 568 alunos de escolas publicas e particulares do 2° ano do
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Ensino Fundamental ao 3° ano do Ensino Médio ao resolverem oito problemas combinatorios,
dois de cada tipo: produto cartesiano, arranjo, combinagdo e permutacdo. Constataram que 0s
percentuais de acertos aumentaram nos diferentes niveis de ensino e as pesquisadoras
relacionaram o fato considerando os aspectos referentes a maturidade, as experiéncias
escolares e extraescolares. Constataram também que os acertos totais nos diferentes niveis de
ensino ocorriam quando havia no problema um menor nimero de possibilidades.

Em estudo de intervencao para alunos, Silva e Pessoa (2013) analisaram a eficacia de
ensino a partir de estratégias bem sucedidas desenvolvidas por alunos pesquisados por Pessoa
e Borba (2009) e por Pessoa e Santos (2011), ao resolverem problemas combinatérios
(arranjo, combinacdo, permutacdo e produto cartesiano). Os participantes foram alunos de
duas turmas de 9° ano do Ensino Fundamental de uma escola publica, divididos em Grupo
Experimental (GE) e Grupo Controle (GC) que participaram do pré-teste, de duas sessbes
intervencbes e do pos-teste. Com o GC, a intervencdo estava focada em problemas de
raciocinio l6gico e de problemas multiplicativos de um modo geral. J& com o GE, a
intervencdo foi feita utilizando problemas combinatorios randomizados e com resultados de
grandezas numéricas menores (até 10) e maiores (até 30), sendo destacados quatro tépicos:
listagem de possibilidades como estratégias, invariantes dos tipos de problema,
sistematizacdo e generalizacdo. No pos-teste, ocorreu a mesma quantidade de questdes e de
mesma natureza do pré-teste. No pré-teste os tipos de problema os quais tiveram a maior
guantidade de acertos foram os de produto cartesiano seguido de combinacdo. No que diz
respeito aos demais problemas, permutacdo e produto cartesiano, esses apresentaram um
quantitativo muito baixo de acertos. No pds-teste houve avanco na quantidade de acertos por
tipo de problemas, principalmente no de permutagdo. Em geral, os alunos melhoraram em
relacdo aos tipos de problemas e também em relacdo as estratégias utilizadas, na qualidade
das respostas, chegando a generalizacdo; porém, tiveram dificuldade em resolver problemas
de combinagdo com maior numero de possibilidades (até 30). Os alunos do GC néo
apresentaram avangos relacionados aos tipos de problema combinatorio.

Segundo Silva e Pessoa (2013), a sistematizacdo € um caminho que possibilita chegar
ao resultado final de um problema combinatorio, sendo utilizada a estratégia de listagem.
Também enfatizaram a compreensdo dos invariantes. Destacam ainda ser possivel trabalhar a
Combinatoria desde cedo, ensinando a partir das estratégias. Perceber os invariantes dos
problemas combinatdrios ird possibilitar resolver e elaborar problemas, assim como organizar

os elementos de um problema combinatorio nas diferentes representagdes simbolicas.
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Pessoa e Borba (2009) analisaram o desempenho e as estratégias de alunos do 6° ao 9°
ano de uma escola publica e de uma escola particular de Pernambuco ao resolverem
problemas de Raciocinio Combinatorio dos tipos produto cartesiano, arranjo, permutacéo e
combinacdo. Os participantes da pesquisa foram 174 alunos que resolveram individualmente
oito problemas, sendo dois problemas de cada tipo combinatérios (arranjo, permutacéo,
combinacdo e produto cartesiano), sendo que 0s quatro primeiros envolviam nimeros que
levavam a maior numero de possibilidades e os outros quatro com menor nimero de
possibilidades. Os alunos podiam resolver os problemas utilizando desenhos, tabelas,
graficos, operacGes numéricas ou da forma que achassem melhor. Os resultados mostraram
que houve um maior percentual de acertos nos problemas de produto cartesiano que
apresentam um menor numero de possibilidades a serem manipuladas. J& os problemas de
combinacédo envolvendo nimeros grandes ndo teve nenhum acerto, considerando os alunos do
6° a0 9° ano. As autoras defendem ser imprescindivel termos um olhar em relagdo aos
problemas combinatdrios os quais sejam considerados os tipos de problemas diante das suas
especificidades, considerando os invariantes presentes, a ordem de grandeza numeérica na qual
sera determinado um maior ou menor numero de possibilidades, as diferentes estratégias de
resolucdo que enfatizam a forma como os alunos organizam o pensamento, escolhendo e
ordenando os elementos e também as etapas de escolhas presentes no problema.

Barreto e Borba (2010, p.3) analisaram “a compreensdo de estudantes da EJA no
Ensino Médio, especificamente participantes do Projeto Travessia, acerca da Combinatéria”.
Para isso tiveram 30 participantes do Programa Travessia, sendo 15 do Médulo | (ndo tiveram
aula de Matematica) e 15 do Mddulo Il (tinham vivenciado a disciplina). Foi aplicado de
forma individual um teste contendo oito problemas combinatérios, sendo dois de cada tipo
(arranjo, combinacdo, permutacdo e produto cartesiano). Os resultados ndo mostraram
diferenca significativa de acertos entre as médias dos alunos dos médulos | e I1l. Em relacdo
aos significados os alunos dos modulos 1 e 111 tiveram maior compreensdo nos problemas de
produto cartesiano. Os acertos referentes ao produto cartesiano apresentaram diferenca
significativa quando comparado com arranjo e combinagdo, porém os alunos encontraram
dificuldades em esgotar todas as possibilidades solicitadas nos problemas e ofereceram
resisténcia em utilizar as representacdes simbdlicas, pois sdo consideradas menos formais.
Entre os poucos alunos que explicitaram estratégias, destacou-se a listagem de possibilidades.

Barreto e Borba (2010) ao compararem os resultados da pesquisa com o estudo de
Lima e Borba (2010), no qual os participantes foram alunos do Programa Nacional de

Integracdo da Educacdo Profissional com a Educacdo Basica (PROEJA), verificaram que 0
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resultado foi assimétrico, pois houve uma maior compreensdo dos alunos em relagdo aos
significados e variagdo na estratégia utilizada. De acordo com Barreto e Borba (2010), essa
diferenca estd relacionada aos curriculos e aos objetivos dos programas TRAVESSIA e
PROEJA, mas indicam que os estudos relacionados a Combinatdria estejam presentes em
todos os médulos da Educacgéo de Jovens e Adultos - EJA.

H& ainda bastante dificuldade por parte dos professores e alunos a respeito das
relacBes presentes na Combinatoria e as pesquisas corroboram a necessidade de formacgéo nas
redes de ensino seja particular, municipal ou estadual, pois de acordo com Brasil (2007) no
trabalho com Combinatoria é encontrado deficiéncias, além de ser trabalhado de forma
superficial. As aplicages feitas em sala de aula propostas aos alunos séo, muitas vezes,
consideradas inadequadas ou artificiais, usadas para introduzir o conceito e 0os procedimentos
de contagem.

Nesse sentido percebemos a necessidade da formacdo de professores tendo como
objetivo refletir a respeito dos invariantes presentes nos diferentes tipos de problemas
combinatérios (ordem e escolha dos elementos) para um melhor desenvolvimento da
construcdo e dominio do conceito, no momento em que 0 mesmo necessita resolver
problemas, como também elabora-los com propriedade e até mesmo analisar os problemas
combinatérios encontrados nos livros didaticos. No entanto, percebemos ser mais comum em
sala de aula o trabalho com resolucdo de problemas e ndo com elaboracdo. Nessa direcédo
cabem aos cursos de formacdo de professores desenvolverem um trabalho valorizando a
elaboracdo de problemas matematicos, permitindo, assim, as discussdes sobre os aspectos
conceituais, estruturais e pedagdgicos. Os aspectos conceituais permitem aos professores
refletirem sobre os conceitos envolvidos em cada tipo de problema combinatério, pois
apresentam uma estrutura especifica. Além disso, destacamos 0s aspectos pedag0gicos 0s
quais sdo importantes de serem pensados no momento da elaboracdo, pois possivelmente
permite ao professor refletir sobre o nivel da turma e consequentemente o nivel de
complexidade que o problema possa ter de acordo com os objetivos a serem alcangados.

Desse modo, comecamos a ponderar se a elaboracdo de problemas combinatorios
ajuda os professores a pensarem na construgéo conceitual, sendo os invariantes dos problemas
combinatérios o foco principal da nossa investigagdo. Em seguida, questionamos se 0
conhecimento e o dominio do conceito absorvidos pelo professor sdo suficientes para
diferenciar os tipos de problemas combinatérios (permutagdo, arranjo, combinagdo e produto
cartesiano) quando elaboram problemas nas diversas situagdes que dao sentido ao conceito na

Combinatoria.
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Quando nos reportamos ao processo de elaboracdo de problemas combinatorios,
buscamos entender como vem ocorrendo essa discussdo e também relacionamos com as
dimensGes presentes na Teoria dos Campos Conceituais, ou seja, as situacfes, 0s invariantes
presentes e as representacfes que estdo interligados. No entanto, no que diz respeito a
elaboracéo de problemas, o dominio do conceito de cada tipo de problema combinatério é
imprescindivel, assim como conhecer, entender e relacionar os invariantes presentes em cada
situacdo existente na Combinatoria.

No presente estudo, focaremos na elaboracdo de problemas combinatorios por

professores do Ensino Médio.



3. CONHECIMENTOS
DE PROFESSORES E A
ELABORACAO DE
PROBLEMAS
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Na secdo 3 abordamos acerca do conhecimento de professores e a elaboracdo de
problemas combinatdrios no processo de construcdo do conceito.

3.1 Conhecimentos de professores

O processo de formagéo do professor nos remete a pensar tanto no conhecimento que
0 professor tem sobre determinada disciplina e sobre determinados conteidos, como também
na utilizacdo do conhecimento voltado para aspectos didaticos. Assim, procuramos
compreender melhor esse conhecimento quando se trata do raciocinio combinatério, ou
Anélise Combinatdria, como é apresentado nos livros didaticos do 2° ano do Ensino Médio.
Buscamos entender quais conhecimentos os professores do Ensino Médio possuem sobre a
Combinatéria quando os mesmos elaboram problemas.

Para tal, refletimos sobre os conhecimentos especificamente de professores que
ensinam Matematica, elencados por Ball et al (2008) que foram referenciados em Shulman
(2005). Ao abordar o conhecimento do professor considerando a especificidade da
Matematica, Shulman (2005) utiliza a expressdo “pedagogical contente e knowledge”,
que,segundo Curi e Pires (2008, p.164), pode ser entendida de diferentes maneiras ou
traducdes, pois sdo vistas da seguinte forma:

A expressao criada por Shulman (ibid.) “pedagogical contente e knowledge”
¢ traduzida por alguns autores como “conhecimento pedagogico disciplinar”
e, por outros, como “conhecimento didatico do contetdo”. Ele entende por
pedagdgical content knowledge uma combinacdo entre o conhecimento da
disciplina ¢ o conhecimento do “modo de ensinar” ¢ de tornar a disciplina
compreensivel para o aluno. O autor defende que esse tipo de conhecimento
incorpora a visao da disciplina como conhecimento aser ensinado, incluindo
0s modos de apresentd-lo e de aborda-lo, de forma que sejam
compreensiveis para o0s alunos, e ainda as concepgdes, crencas e
conhecimentos dos estudantes sobre a disciplina (CURI E PIRES, 2008,
p.164).

Salientamos que o conhecimento da disciplina nos faz ter um olhar mais amplo sobre
uma determinada area de ensino e que quando nos reportamos ao conhecimento do contetdo
nos da uma visdo mais especifica do contetdo que queremos trabalhar. Portanto, utilizaremos
0 termo ‘pedagogical contente e knowledge” entendendo como sendo um conhecimento
didatico do conteudo, ou seja, 0 contetdo que sera ensinado em sala de aula da maneira que o
professor entende, considerando suas experiéncias extraescolares e suas crengas sobre o

ensino e a Matematica. No presente estudo nos reportamos ao conhecimento relacionado ao
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raciocinio combinatério no momento em que o0s professores elaboram problemas
combinatorios.

Compreendemos ainda que mesmo o professor tendo o conhecimento do conteldo,
possa ndo ter o conhecimento para o ensino de forma a fazer o aluno compreender o assunto
trabalhado. Desse modo, percebemos haver um desafio proposto no processo de formagéo do
professor, pois se 0 conhecimento intrinseco do docente ndo possibilitar a aprendizagem do
aluno, esse conhecimento precisa ser discutido para um olhar didatico do contetdo. Shulman
(2005) discute as categorias da base do conhecimento do professor de um modo geral, ou seja,

das diferentes areas de ensino, destacando o conhecimento da seguinte forma:
« Conhecimento do contetdo: referente ao que o professor sabe acerca dos contetdos
por ele trabalhados.

« Conhecimento didatico: considera os principios e as estratégias de organizacao das

aulas e da disciplina.

« Conhecimento do curriculo, em especial o0 dominio dos materiais e programas:

servem de ferramenta para a pratica docente.

« Conhecimento didatico do conteudo: estd voltado para os elementos da pratica

docente e que podemos considerar a disciplina a ser ensinada e a pedagogia.
« Conhecimento dos educandos e de suas especificidades.

» Conhecimento dos contextos educativos: abarca o funcionamento do grupo de

alunos e a gestao escolar e também o caréater cultural das comunidades.

» Conhecimento dos objetivos, das finalidades e dos valores educativos e seus

fundamentos filoséficos e historicos.

Baseando-se em Shulman (2005), Ball et al (2008) destacaram o dominio dos
conhecimentos necessarios ao professor de Matematica. Na Figura 3, abaixo, destacamos 0s

conhecimentos elencados e evidenciados pelos autores.



Figura 3 - Dominio do conhecimento do professor de Matematica
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Fonte: Ball et al (2008, p.403)

Ball et al (2008) chamam a atencéo para refletirmos a respeito de cada conhecimento.

No conhecimento do contetdo, os autores destacam os seguintes subdominios:

e O conhecimento comum- E um conhecimento matematico que possibilita o individuo
a fazer célculos, usar os termos corretos da Matemdtica, até reconhecer os erros,
sendo um conhecimento que o professor necessita para o ensino, porém ndo é
exclusiva a acdo de ensinar.

e O conhecimento especializado- E um conhecimento usado para o ensino, pois nesse
caso o professor de Matematica tende a reconhecer os erros dos alunos e
interpretacfes, como também estabelecer uma comunicacdo matematica. Esse
conhecimento especializado € diferente para o professor de Matemética quando
comparado com a matematica com um nivel maior de complexidade do engenheiro e
do contador, por exemplo.

e O conhecimento horizonte- Um conhecimento que estabelece a relacdo dos
conteudos trabalhados em determinado ano de ensino. No presente estudo 0s
professores refletiram sobre qual ano de ensino daria para serem trabalhados os
problemas elaborados.

e Para o conhecimento pedagogico do conteudo, foi levado em consideragdo néo
apenas 0 conhecimento do conteddo, mas também do seu ensino; portanto, foram

estabelecidos os subdominios relacionados a Matematica, estabelecidos por Ball et al
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(2008) a partir das indagacdes acerca das categorias de conhecimento profissional de
contetido estabelecido por Shulman (2005).

Os subdominios relacionados ao conhecimento pedagdgico do conteldo sdo 0s

seguintes:

e Conhecimento do conteudo e dos estudantes- Envolve o0s conhecimentos de
Matematica que o professor possui e a capacidade de analisar e interpretar o
conhecimento dos estudantes, ou seja, 0s equivocos, as ideias que 0S MesmMos
possuem, a evolucdo em relacdo ao conteudo trabalhado e a linguagem utilizada pelo
aluno para se comunicar.

e Conhecimento do conteddo e do ensino- Une o conhecimento do contetdo e do
ensino relacionado a Matematica.

e Conhecimento do conteudo e do curriculo- Conhecimento que o professor tem para
selecionar o que podera ser utilizado no determinado ano de ensino, fazendo uso de

determinado conteddo no seu planejamento escolar.

Solicitamos aos professores a elaboracdo de problemas combinatérios e a reflexdo
sobre esses problemas, a analise do que seria importante para os alunos perceberem nos
problemas elaborados, e, além disso, a avaliacdo a respeito das dificuldades dos alunos
relacionadas aos problemas combinatdrios. Entendemos que o professor, quando elabora um
problema, provavelmente deve levar em consideracdo: 0s objetivos os quais deseja ser do
alcance de seu aluno, o nivel de complexidade da questdo se reportando a determinado ano de
ensino, o contexto no qual o problema esta inserido e qual forma de representacdo sera
utilizada pelos alunos ao resolverem os problemas. Portanto destacamos o conhecimento de

contelido e do ensino, como também o conhecimento do contetido e do curriculo.

3.2 Elaboracdes de problemas

Ao refletirmos sobre a elaboracdo de problemas no ensino da Matematica, buscamos
entender quais pontos importantes irdo auxiliar o ensino e a aprendizagem. E expressivo, pois
nos reportamos a algumas reflexdes a respeito da elaboracdo de problemas, isto é, o texto
matematico. Por que é importante elaborar problemas? Elaborar problemas ajuda na

compreensdo e no dominio do conceito? Esses sdo alguns pontos os quais trouxemos a
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discussdo e a anédlise, levando em consideracdo os conceitos envolvidos nos problemas
abrangidos pelo conhecimento da Matematica de um modo geral e da Combinatdria em
particular.

Consideramos que o processo de elaboracdo dos diferentes tipos de problemas
combinatdrios, possivelmente seja vidvel para o desenvolvimento do raciocinio combinatdrio.

Segundo Silva (2014), as atividades referentes a leitura e a escrita podem estar
relacionadas com a Matematica, pois enfatiza como essa area do conhecimento ndo se limita
apenas a simbolos, a operacGes e a regras. Nesse contexto, entendemos a importancia de
refletirmos a respeito da elaboragdo de textos matematicos, da leitura e dos conceitos
envolvidos.

Smole (2001) aborda ndo ser natural que os professores percebam a producao textual
como algo integrante no curriculo da Matematica e, apesar de ndo ser algo familiar aos
professores, trata-se de um componente essencial ao ensino e a aprendizagem da Matemaética
e uma maneira de promover a comunicagao na sala de aula.

Klusener (2006) enfatiza quanto o trabalho desenvolvido na area da Matematica tende
a favorecer os cddigos escritos em detrimento das expressdes da linguagem oral: que €
importante para a socializagdo, e escrita: que tem uma relevancia, pois envolve a lingua
materna e visual, destacando as diferentes maneiras de representacdes utilizadas. No entanto,
ao valorizarmos as diferentes linguagens estamos desenvolvendo um processo de construcéo e
apropriacdo de novos conceitos para o desenvolvimento da Matematica.

Destacamos, entdo, que o professor, ao elaborar as situa¢es-problema, ira pensar nos
aspectos conceituais dos contedos envolvidos, assim como organizar 0 pensamento para
atender as especificidades de cada tipo de problema, ou seja, as diversas situacfes existentes
onde podem ser abordados o conceito, 0s invariantes envolvidos e as diversas formas de
representacdes simbolicas. Desse modo, a relacdo com o ensino sera de forma direta, pois as
questdes as quais envolvem o nivel de complexidade de cada problema elaborado sera um
ponto determinante para os objetivos que o professor deseja alcancar visando a aprendizagem
dos seus alunos.

Para Smole (2001), o nivel de compreensdo de um conceito ou ideia esta relacionado a
capacidade de poder comunica-lo e expressa-lo. Portanto, enfatizamos, quanto mais o
professor tiver apropriacdo do conceito, mais ele tera a oportunidade de elaborar melhor um
problema combinatorio e de expressa-lo com mais clareza na sala de aula.

Miguel (2005, p.425) define que um problema pode ser visto da seguinte maneira:
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Um problema matematico deve ser uma situacdo que demande uma
sequéncia de acdes e operagdes para obter o resultado. Ou seja, a solucéo
ndo esta disponivel inicialmente, mas deve ser construida durante a
resolugdo de problemas, nas situagdes da vida cotidiana, nas atividades do
mundo do trabalho e no apoio & constru¢do de conhecimentos em outras

areas curriculares.

Chica (2001) destaca que quando os alunos formulam problemas, eles tém a
oportunidade de perceber o que € mais importante na elaboracdo e na resolucdo de uma
determinada situacdo, nas relagdes existentes entre os dados contidos nos problemas, na
pergunta a ser respondida e a resposta e, também, na articulagdo que ha entre texto, os dados e
a operacdo a ser usada, permitindo assim o controle do saber matematico.

Silva (2014) defende a importancia dos alunos trabalharem a leitura e escrita de textos
matematicos e aborda que, tanto a producdo como a resolucdo de problemas, favorecem a
construcdo do conceito e a compreensao a respeito das relagdes envolvidas. Enfatiza ainda
que ndo basta apenas oferecer aos alunos atividades de leitura visando apenas a resolucdo de
exercicios, mas venha a proporcionar atividades que desafiem, divirtam e informem os alunos,
promovendo a reflexdo e a construcdo do significado do que esta sendo trabalhado. Assim,
percebemos que 0s processos de leitura e de escrita de textos matematicos ajudam a organizar
0 pensamento e a colocar em pratica 0s conceitos ja existentes, sendo desafiados a novos
conceitos envolvidos na situacdo. No entanto, enfatizamos a necessidade de os professores
precisarem refletir sobre as questdes supracitadas para solicitar aos seus alunos a elaboracao
de problemas matematicos. Além disso, existe a importancia dos proprios professores
exercitem a elaboragdo de problemas por eles préprios, com a finalidade de pensarem sobre o
conceito.

Santos (2009) indica haver um aprimoramento da escrita com a préatica e quanto mais
se escreve mais fluéncia é adquirida; portanto, o professor que tem a préatica de ler varios
textos matematicos e elaborar novos textos tera uma melhor fluéncia em relagéo aos conceitos
envolvidos e também na criatividade, na autonomia e na reflexdo dos textos produzidos.

Nesse sentido, a atividade proposta pelo professor a seus alunos também precisa ter
autonomia em trabalhar um conceito matematico, elaborando atividades em diversas situacoes
com as quais o0 conceito esta relacionado. A pratica de elaboracdo de problemas requer pontos
relevantes a serem pensados e discutidos pelos docentes. Dante (2009, p. 21) aborda que “um

bom problema suscita a curiosidade e desencadeia no aluno um comportamento de pesquisa,
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diminuindo sua passividade e seu conformismo”. Desse modo, consideramos a elaboragéo de
bons problemas como sendo também um desafio para o professor, quando o mesmo trabalha
com os problemas elaborados com seus alunos ou incentivam os alunos a produzirem,
considerando o conceito em questao.

Guimaraes e Santos (2009, p.9) constataram ser atraves da proposta de elaboracéo de
problemas com os alunos, onde os professores participantes refletiram a respeito “das
estruturas dos problemas, dos dados necessarios, das relacdes entre as quantidades envolvidas,
da coeréncia entre a pergunta e os dados fornecidos e as operacdes que podem ser realizadas”.
Portanto, entendemos também ser necesséria a reflexdo do professor em fazer anélises acerca
do que estd sendo elaborado e o conceito ou conceitos envolvidos em uma determinada
situacao.

Percebemos, ainda, como a atividade de elaboracdo de problema para o professor é
relevante para a autoavaliacdo do seu conhecimento a respeito de determinado conteudo.
Refletir sobre essas questfes permite ocorrer uma interacdo maior do professor ao propor aos
seus alunos a leitura de textos matematicos e a elaboracdo de textos, lembrando que em ambas
as acOes 0s conceitos estdo envolvidos explicitamente ou implicitamente.

Smole (2001); Smole e Diniz (2001); Lerner (2002); Carrasco (2006) e Santos (2009)
enfatizam a importancia de trabalharmos com os alunos a leitura e a escrita dos textos
matematicos. No entanto, o professor necessita também ter essa pratica e autonomia de
elaborar textos, analisar criticamente textos ja prontos e discutir sobre os textos ja elaborados,
visando assim, a um bom aproveitamento do trabalho em sala de aula.

O trabalho com a formulacdo e a resolucdo de problemas consideravelmente tem
objetivos relevantes para o desenvolvimento do ensino por parte do professor em seu
planejamento diario, como também dos seus alunos. E como formular os problemas
combinatdrios para serem trabalhados com os alunos em sala de aula? Compreendemos ser
a elaboracéo de problemas uma atividade que ajuda o professor a refletir sobre os conceitos
envolvidos e acerca dos aspectos os quais dizem respeito ao ensino e a aprendizagem de
forma criativa e incentivadora, como também o olhar critico que ele pode ter ao analisar as
situacGes apresentadas no livro didatico. Além disso, consideramos a importancia de
trabalharmos a elaboragdo de problemas no processo de formagdo de professores, sendo,
entdo, um forte aliado para discutir os conceitos matematicos.

Sobre a resolucdo de problemas na perspectiva dos ganhos proporcionados aos
discentes, Renzulli e Callahan (1975), Juntune (1979), Noller (1982), Renzulli (1982),

abordam quéo a resolucdo de problemas contribui para a criatividade dos alunos. Ainda nessa
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perspectiva, Dante (2009) elenca alguns objetivos a serem atingidos quando se trabalha a
formulacédo e a resolucdo de problemas com os alunos. A seguir, destacaremos 0s objetivos
propostos por esse autor, que também podem ser trabalhados com os professores, pois

precisam ter uma maior apropriacao para poder solicitar algo para seus alunos:

e Fazer o aluno pensar produtivamente- o aluno precisa ser desafiado e
motivado a resolver as situacGes propostas, sendo livre para utilizar novos
procedimentos de resolucdo, sendo assim, ndo precisa responder da mesma
maneira utilizada pelo professor, ou seja, ndo precisa reproduzir e sim
produzir.

e Desenvolver o raciocinio do aluno- ao resolver os problemas dentro e fora da
escola, o aluno tera a oportunidade de desenvolver o raciocinio ldgico e utilizar
0s recursos disponiveis.

e Ensinar o aluno a enfrentar situacfes novas- com o0s avangos tecnologicos e
as mudangas constantes na sociedade, ndo basta ensinar apenas conceitos,
habilidades, procedimentos e atitudes que podem se tornar obsoletos daqui a
alguns anos, mas, principalmente, devemos propor novas situacoes
desafiadoras e motivadoras para serem desenvolvidas pelos alunos.

e Dar ao aluno a oportunidade de envolver-se com as aplicagdes da
Matematica- o aluno tem a oportunidade de compreender melhor em que
situacdes determinados conceitos podem ser utilizados no dia a dia.

e Tornar as aulas de Matematica mais interessantes e desafiadoras- o
professor é desafiado a trabalhar a Matematica de forma incentivadora para
seus alunos, o aluno precisa ser desafiado através dos problemas propostos a
resolucéo.

e Equipar o aluno com estratégias para resolver problemas- o aluno é
desafiado a resolver o problema desenvolvendo estratégias que podem ser
utilizadas em varias situagoes.

e Dar uma boa base Matematica as pessoas- permitir que as pessoas se tornem
alfabetizadas matematicamente, tendo assim, a oportunidade de enfrentarem as
situacdes-problema existentes. Nessa perspectiva, a atividade de formular e de

resolver problemas contribui para o enfrentamento das situacdes;
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e Liberar a criatividade do aluno- a formulacéo e a resolucdo de problemas
permitem o desenvolvimento da produtividade e da criatividade do aluno ser

manifestada.

Além disso, Polya (1977) destaca quatro etapas relevantes para a resolucdo de

problemas, que séo:

e Compreender o problema- é imprescindivel a compreensdo do aluno em
relacdo ao que esta sendo solicitado e quais sdo os principais dados para a
solucdo do problema. Enfim, “o enunciado verbal precisa ser bem entendido”
(POLYA, 1977, p.4).
E interessante ser levado em consideracio pelo professor quais coisas deseja que seu
aluno aprenda e o que ira conter no problema para poder ser bem explorado. Um bom texto

ird ajudar o leitor a descobrir o que realmente esta sendo solicitado.

e A partir de uma figura dada, criar uma pergunta- para o aluno a ilustracédo

da figura pode ter vérios significados.

e A partir de um inicio dado, continuar o problema- nesse tipo de situacao, o
aluno devera inserir novos dados e articula-los com os dados ja existentes e

finalizar o problema com uma pergunta.

e A partir de um problema dado, criar um parecido- a pesquisadora indica
que esse tipo de solicitacdo permite verificar se o aluno se apropriou da

estrutura de um problema e percebe o que é essencial em sua formulagéo.

Essas diversas maneiras de produzir problemas permitem que 0s conhecimentos
matematicos sejam articulados e colocados em pratica, portanto, é necessario que sejam
apresentadas as diversas maneiras para elaborar os problemas.

No presente estudo, solicitamos que os professores elaborassem problemas a partir das
situacOes presentes na Combinatoria (arranjo, combinacdo, permutacdo e produto cartesiano)
e dos invariantes do conceito.

Em se tratando da elaboracdo de problemas por professores, podemos dizer que o

dominio conceitual para um determinado saber matematico sera revisto, porque o professor
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colocara em prética o saber que existe referente a determinado conceito e podera discutir
novos conceitos; também destacamos as dificuldades encontradas em relagdo ao conceito,
auxiliando que o mesmo se autoavalie e reveja as dificuldades existentes.

Os professores, ao elaborarem problemas, também possibilitam a escolha do que pode
ser proposto para seus alunos, considerando o nivel de complexidade existente. Para Chica
(2001), um problema é toda situagdo onde ndo possui uma solucdo evidente, na qual é exigido
daquele que vai resolvé-lo a organizacdo de seus conhecimentos e a decisdo sobre como usa-
los na busca da solucdo. Trata-se de situacBGes favoraveis a questionamentos. No entanto,
perguntamos: Por que é importante elaborar problemas? N&o s6 no momento de resolugéo o
saber é colocado em prética, mas também no momento de elaboracdo o conhecimento
também serd evidenciado.

Definimos que o problema combinatdrio apresenta uma estrutura especifica na qual
pode ter dois ou mais conjuntos, como no caso de produto cartesiano, ou apenas um
conjunto, como no caso do arranjo, da combinacdo e da permutacéo e que considera os
invariantes do tipo de problema (especificamente a ordem e a escolha dos elementos) e
apresenta um contexto envolvendo contagem. No presente estudo vamos considerar 0s
problemas elaborados pelos professores participantes apresentados na forma supracitada.

Percebemos ainda que quando um professor tem a pratica de elaborar os problemas,
possivelmente ele também tem a possibilidade de propor para seus alunos diferentes situacdes
e trabalhar melhor com os conceitos envolvidos, ou seja, de comunica-los melhor como
aborda Smole (2001). O professor também sera capaz de avaliar melhor os problemas ja
existentes nos livros didaticos e discutir quais sdao os conceitos envolvidos em um
determinado problema e também pode solicitar aos seus alunos a elaboracédo de problemas,
permitindo a contextualizacdo de uma situacdo envolvida e a reflexdo dos conceitos
matematicos gque serdo colocados em pratica.

Nesse estudo, tratamos da elaboracdo dos problemas baseada nas trés dimensdes
citadas na Teoria dos Campos Conceituais, destacamos o tripé proposto por Vergnaud (1990)
— as situagOes, as invariantes e as representacdes simbolicas — como base para as nossas
reflexdes a respeito da elaboracgéo de problemas.

Vamos, entdo, nos situar diante dos problemas referentes a Combinatoria elencados
por Pessoa e Borba (2009). Os problemas combinatorios podem ser vistos em varias situacoes
as quais o conceito esta envolvido; logo, podemos destacar a possibilidade de elaboracdo dos
problemas de arranjo, combinagédo, permutacéo e produto cartesiano. Cada tipo de problema

tera seus invariantes presentes, servindo para diferenciar um tipo de problema do outro.
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Portanto, o professor tem que fazer a relacdo entre o problema combinatdrio e os seus
invariantes. O dominio conceitual permitird aos professores elaborarem os problemas, ou as
suas dificuldades no processo de elaboracdo permitirdo que eles facam uma autoavaliacdo do
conhecimento existente colocado em pratica, elaborando problema de acordo com seus
esquemas cognitivos.

O professor, ao elaborar os problemas combinatérios, ird colocar em préatica o seu
conhecimento a respeito dos invariantes de cada tipo de problema, sendo possivel que os erros
ocorram por dificuldade de diferenciar os invariantes e analisar a estrutura de cada tipo de
problema e/ou pela falta de pratica de trabalhar o conceito que envolve o raciocinio
combinatorio. Perceber as dificuldades relacionadas ao conceito pode ser importante para
evidenciarmos o que precisa ser melhor enfatizado no processo de formacéo do professor.

Refletir acerca da elaboracdo de problemas por parte dos professores nos remete a
pensarmos em um processo de formagdo que venha a considerar o conhecimento dos
professores relacionados as situacdes que ddo significado ao problema, aos invariantes do
conceito que dizem respeito as relagdes e as propriedades/caracteristicas existentes nos
problemas e as diferentes formas de representacdo. Essas trés dimensdes elencadas por
Vergnaud (1986) e discutidas na primeira secdo da presente pesquisa nos fazem pensar na

estreita conexdo que ha entre elas.



4. OBJETIVOSE
METODO
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Destacamos a seguir, 0s objetivos gerais e especificos do presente estudo e o
detalhamento metodoldgico.

4.1 Objetivos
4.1.1 Geral

Analisar o dominio conceitual de professores sobre os invariantes de problemas

combinatdrios a partir da elaboracéo de problemas.

4.1.2 Especificos

> Identificar dificuldades e possibilidades de professores ao elaborar problemas

envolvendo o raciocinio combinatério;

> Verificar se os professores aplicam o0s invariantes presentes nos problemas de

permutacdo, arranjo, combinacao e produto cartesiano.

4.2 Método

Nessa secdo abordamos o percurso metodoldgico da pesquisa. Apresentamos 0s
participantes da entrevista, justificamos as escolhas dos participantes, também discutimos
sobre o campo da pesquisa. Além disso, apresentamos o instrumento de coleta utilizado pelo
entrevistador, que é uma entrevista semiestruturada, assim como o tempo de duracdo, 0
detalhamento de toda a entrevista e os objetivos de cada momento, intencionando responder
nossos objetivos gerais e especificos do presente estudo.

4.2.1 Participantes

A pesquisa foi desenvolvida com sete professores do Ensino Médio em escolas
publicas da rede estadual de Pernambuco, que possuem Licenciatura em Matematica, com, no
minimo, cinco anos de experiéncia docente. Optamos por professores do Ensino Médio por
ser o docente que lida com os contetdos da Combinatoria formalmente apresentados nos
livros didaticos do 2° ano do Ensino Médio e que, provavelmente, faz uma reviséo do
conteddo no 3° ano do Ensino Médio. A escolha por docentes com mais de cinco anos de

experiéncia se da porque buscamos considerar um tempo minimo de experiéncia pedagogica
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dos professores. Tardif (2002, p.15) ao expressar o cotidiano do professor e o saber que esta
arraigado na sua pratica no contexto escolar e na sociedade aborda que:

[...] um saber sempre ligado a uma situacdo de trabalho com outros
(estudantes, colegas, pais, gestores, etc.), um saber ancorado numa tarefa
complexa (ensinar), situado num espaco de trabalho (a sala de aula, a

escola), enraizado numa instituicdo e numa sociedade.

A escolha dos participantes foi por conveniéncia, ou seja, os professores que tiveram a
disponibilidade e o interesse de participar da pesquisa e que atendessem aos critérios
estabelecidos, referentes a formacao e ao tempo minimo de docéncia.

Identificamos atraves de cddigos os professores do Ensino Médio participantes do
referente estudo, visando resguardar o anonimato de cada professor pesquisado, assim, eles
foram denominados de: PEM1, PEM2, PEM3, PEM4, PEM5, PEM6, PEM7. A pesquisadora

¢ identificada como “P”” ao longo do presente texto.

4.2.2 Instrumento de coleta

Escolhemos como instrumento de coleta a entrevista semiestruturada, aplicada
individualmente para cada professor, em local reservado dentro da escola ou em outro local
em que houvesse um ambiente favoravel para o docente responder a entrevista. O professor
teve o tempo livre para responder as questdes da entrevista que foi feita pela
pesquisadora/entrevistadora.

As questbes da entrevista foram aplicadas sempre na mesma ordem a todos 0s
participantes. A entrevista foi audiogravada com a autorizacdo dos professores e teve uma
média de 80 minutos de duracdo, variando de um professor para outro. Optamos pela
entrevista semiestruturada por permitir que o entrevistado fale livremente sobre 0 assunto sem
perder o foco do que esta sendo discutido e solicitado pelo pesquisador (GIL, 1999).

A seguir, no Quadro 2, apresentamos 0s objetivos das questbes propostas em cada

momento da entrevista, tendo assim uma visao geral dos procedimentos.
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Quadro 2 - Estruturacdo da entrevista com seus respectivos objetivos

MOMENTOS DA ENTREVISTA OBJETIVOS PROPOSTOS
1°Momento Perfil dos professores
2°Momento Entender como os professores elaboram

problemas combinatorios de

permutacdo, arranjo, combinacéo e produto
cartesiano.

3°Momento Propor reflexdes acerca do ensino de
Combinatéria, do  curriculo e do
conceito/caracteristicas dos problemas
combinatorios elaborados pelos professores.

4°Momento Transformar os problemas combinatérios de
um tipo em outro tipo.

5°Momento Elaborar problemas combinatérios a partir dos
invariantes.

Fonte: A autora

No primeiro momento da entrevista solicitamos informacfes sobre o tempo de
docéncia, a modalidade de ensino que o professor estava trabalhando, a rede de ensino em que
estava atuando e a formacéo inicial e continuada do professor. A seguir, no Quadro 3,
apresentamos a forma de organizacdo das questdes referentes ao primeiro momento da
entrevista:

Quadro 3- Informagdes a respeito do tempo de atuacdo, modalidade de ensino, atuacdo do docente e
formacgéo

INFORMACOES OPCOES DE RESPOSTA

Tempo de docéncia: Ensino Fundamental
Ensino Médio

Atualmente trabalha com qual nivel ou modalidade de | Ensino Fundamental
ensino? Ensino Médio
EJA

Escola publica que trabalha: Municipal
Estadual
Ambas

Formacao: Graduagao
Especializacdo
Mestrado
Doutorado

Fonte: A autora

No segundo momento buscamos compreender como o0s professores elaboram
problemas combinatorios. Solicitamos aos docentes a elaboracdo de problemas a partir das
diferentes situacGes que envolvem o raciocinio combinatorio: permutacdo, arranjo,
combinacédo e produto cartesiano. Apesar dos problemas terem sido apresentados na mesma

ordem para todos os professores, eles ficaram livres para iniciar a elaboracdo a partir do
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problema que achassem melhor, j& que na solicitagdo apresentamos 0s quatro tipos de uma
vez.

Essa atividade nos permitiu analisar o dominio conceitual dos professores a respeito da
Combinatoria, pois a nossa intencéo foi que eles relacionassem os invariantes de cada tipo de
problema que, de forma implicita, estdo contidos nos problemas elaborados por eles e foi
também perceber o que diferencia um tipo de problema do outro para elaborar corretamente 0
problema. Além disso, pretendiamos que no momento da elaboracdo os professores tivessem
a oportunidade de refletir sobre o seu proprio conhecimento a respeito da Combinatoria e
sobre as dificuldades existentes. Assim, fizemos as seguintes solicitagdes para os professores

no segundo momento da entrevista:

Elabore um problema de:

e Permutacéo.
e Arranjo.
e Combinacéo.

e Produto cartesiano.

No terceiro momento propusemos reflexdes acerca do conhecimento dos professores
sobre os problemas combinatorios elaborados por eles, apresentamos algumas perguntas que
pudessem fazer emergir e explicitar seus conhecimentos.

Assim, objetivamos nesse terceiro momento propor uma relacdo entre os problemas
elaborados pelos professores no segundo momento e o que eles pensam sobre 0s mesmos,
sendo possivel discutir sobre o que os problemas tém em comum e de diferente e também
relacionamos com as questdes que envolvem a experiéncia do professor acerca do ensino, da
aprendizagem e do curriculo.

Quando perguntamos ao professor: E mais facil elaborar ou resolver problemas
combinatdrios? Apesar de, na entrevista, os professores ndo terem de resolver nenhum
problema, consideramos que possivelmente sua pratica na sala de aula permeia mais na
resolucéo de problemas prontos encontrados no livro didatico do que na elabora¢do como foi

solicitado que fizessem. As questdes propostas para as reflexdes foram as seguintes:
O que os problemas elaborados tém de semelhante e de diferente?

Os problemas que vocé elaborou dariam para trabalhar em que ano da Educacéao Basica?
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E possivel iniciar o trabalho com o raciocinio combinatdrio a partir de que ano?

No livro didatico, em que ano geralmente encontramos os problemas combinatorios?

E mais facil elaborar ou resolver os problemas combinatérios?

Para o aluno, o que seria importante perceber ao resolver os problemas que vocé elaborou?
Quais as dificuldades dos alunos em relacéo aos enunciados dos problemas combinatorios?

No quarto momento da entrevista solicitamos que os professores transformassem o0s

problemas combinatoérios de um tipo em outro tipo:
O que seria necessario para transformar um problema de:

e Arranjo em combinagao.
e Combinagdo em arranjo.
e Permutacdo em produto cartesiano.

e Produto cartesiano em permutacao.

Esperamos que eles fizessem reflexGes a respeito das diferencas existentes nos
problemas combinatdrios, consequentemente, acreditamos que eles teriam que pensar nos
invariantes, ou seja, nas propriedades relacionadas aos conceitos envolvidos nos problemas
combinatérios, na estrutura de cada tipo de problema e também nas diferentes situacdes.

Para transformar um problema de arranjo em combinacdo, por exemplo, o professor
tera que levar em consideracdo a diferenca basica entre eles, que é o invariante da ordem,
assim, ndo podera estabelecer relacbes que indiquem posicdo e nem propor um contexto que
assegure premiacdo, devera perceber que no problema de combinagédo a ordem dos elementos
ndo € relevante para tal contexto, pois ndo ird gerar novas possibilidades quando se trata dos
mesmos elementos formados no subconjunto.

Podemos destacar como exemplo o problema de arranjo contido no Quadro 1,

elaborado por Pessoa (2009), sendo o seguinte:

“O quadrangular final da Copa do Mundo sera disputado pelas seguintes selecdes:
Brasil, Franca, Alemanha e Argentina. De quantas maneiras distintas podemos ter os trés
primeiros colocados?”

Entendemos que no problema a colocacdo do 1° 2° e 3° colocados estd sendo

solicitada; nesse caso, a ordem tem uma importancia para encontrar 0 numero de
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possibilidades existentes. Ser o primeiro é diferente de ser o segundo e de ser o terceiro
colocado. Para transformar esse problema de arranjo em combinagdo, teremos que retirar a
relevancia que a ordem implicitamente estabelece. Portanto, poderiamos modificar o final do
texto, ficando da seguinte maneira:

“O quadrangular final da Copa do Mundo sera disputado pelas seguintes selegdes:
Brasil, Franca, Alemanha e Argentina”. A comisséo final, para organizar o campeonato, sera
formada por trés pessoas indicadas pelos seus paises de origem. De quantas maneiras
poderemos organizar a comissdo de trés componentes, um de cada pais, levando em
consideracao os quatro paises finalistas?

J& quando desejamos transformar o problema de combinacdo em arranjo, a ordem
passa a ser importante. No exemplo supracitado, que foi modificado a partir do problema de
arranjo elaborado por Pessoa (2009), é possivel verificar a transformacdo de arranjo em
combinago e também combinacdo em arranjo. E 16gico que aproveitamos apenas parte do
contexto e pensamos de forma direta no invariante que diz respeito a ordem, gerando ou ndo
novas possibilidades, além disso, também pensamos na escolha dos elementos. Destacamos
ainda, que a estrutura de um problema de arranjo e combinacdo é a mesma, ou seja, a partir de
um Unico conjunto maior solicitamos a formacdo de subconjuntos com menor nimero de
elementos, considerando os invariantes de ordenacéo e a escolha dos elementos.

Na transformacdo referente aos problemas de permutacdo em produto cartesiano é
necessario levarmos em consideracdo que na permutacdo temos apenas um conjunto em que
os elementos serdo permutados e a ordem ira gerar novas possibilidades. A estrutura do
problema de permutacdo € que ha um conjunto e na formagdo de novos conjuntos todos 0s
elementos serdo utilizados. No problema de produto cartesiano, na estrutura do problema
teremos dois ou mais conjuntos distintos para gerar um novo conjunto. Nesse caso, 0 contexto
do enunciado deveria ser modificado para atender a estrutura (ter um, dois ou mais conjuntos)
e os invariantes de ordenacéo e escolha de elementos.

Portanto, no momento em que o professor vai transformar um problema em outro, ele
tera que pensar na estrutura do problema e nos invariantes de ordenacdo e de escolha dos
elementos, isso requer, um dominio conceitual da Combinat6ria que podera ser explicitado no
momento da entrevista. Assim, nesse momento, mais uma vez o professor tem a possibilidade
de refletir sobre o seu proprio conhecimento relacionado a Combinatdria: as situacdes
presentes (tipos de problemas que envolvem problema de arranjo, combinacdo, permutagéo e
produto cartesiano), os invariantes do conceito (propriedades/caracteristicas) e na estrutura de

cada tipo de problema combinatdrio.
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No quinto e Gltimo momento da entrevista foram explicitados para os professores o0s
invariantes dos problemas combinatorios, baseados na pesquisa de Pessoa (2009) e
solicitamos aos mesmos que elaborassem problemas combinatorios. Mais uma vez, 0S
professores tiveram a oportunidade de refletir sobre os invariantes, que, nesse momento,

foram apresentados de forma explicita. A questdo proposta foi a seguinte:

Elabore problemas combinatérios a partir das caracteristicas® apresentadas:

a) De um conjunto maior sdo selecionados elementos para formar subconjuntos;
a ordem dos elementos gera novas possibilidades.

b) De um conjunto maior séo selecionados elementos para formar subconjuntos. A
ordem dos elementos ndo gera novas possibilidades.

C) De dois ou mais conjuntos diferentes sdo combinados os elementos para formar
um novo conjunto.

d) A partir de um conjunto dado, todos os elementos sdo usados em diferentes
ordens para formar novos conjuntos. A ordem dos elementos gera novas possibilidades.

Ressaltamos que todos os momentos da entrevista foram apresentados para 0s
professores em uma mesma sequéncia e no mesmo dia.

3Caracteristicas - Consideramos como os invariantes referentes aos problemas de arranjo, combinagao,
permutagdo e produto cartesiano que foram apresentados respectivamente. O professor,
provavelmente, ndo conhece o termo invariante, portanto chamamos de caracteristicas.



5. APRESENTACAO E
ANALISE DOS
RESULTADOS
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A seguir, apresentamos os resultados da pesquisa a fim de responder o objetivo geral
que pretendeu analisar o dominio conceitual de professores sobre os invariantes de
problemas combinatorios a partir da elaboracéo de problemas e os especificos que buscaram
identificar dificuldades e as possibilidades dos professores ao elaborar problemas
envolvendo o raciocinio combinatdrio e verificar se eles aplicam os invariantes presentes nos
problemas de permutacédo, de arranjo, de combinagéo e de produto cartesiano.

Analisamos o primeiro momento da entrevista semiestruturada a fim de verificar o
tempo de docéncia dos professores do Ensino Médio que participaram da pesquisa, 0s niveis e
a(s) modalidade(s) de ensino em que 0s mesmos estavam atuando, as redes de ensino que
trabalham e a formacéo continuada desses professores. Em seguida, analisamos o segundo e
quinto momento da entrevista que buscou identificar as dificuldades e possibilidades dos
professores quando os mesmos elaboram problemas a partir das situacdes (de permutacdo,
arranjo, combinag&o e produto cartesiano) e dos invariantes. No terceiro momento da andlise,
refletimos acerca do conhecimento do professor em relacdo aos problemas combinatorios
elaborados por eles, em relacdo ao ensino e ao curriculo. No quarto momento, focamos na

analise da transformacéo de um problema combinat6rio de um tipo em outro tipo.

5.1 Formacao e atuacao profissional dos professores

No Quadro 4 a seguir, apresentamos o perfil dos professores entrevistados, sendo
resultado do primeiro momento da entrevista. Buscamos saber o tempo de docéncia do
professor no Ensino Médio, os niveis e as modalidades de ensino em que estavam atuando, as
redes de ensino em que trabalham e a formacdo continuada desses professores. Acreditamos
que conhecer o perfil de cada professor nos possibilitara entender melhor o contexto em que
estdo situados.



Quadro 4 - Perfil geral dos professores

62

PROF TEMPO MODALIDADE DE ESCOLA FORMACAO
DE DOCENCIA ENSINO ATUAL PUBLICA CONTINUADA
PEM1 |8 anos no|EJA(6%°e7°e8%e9°anos). | Municipal de | Especializagdo: Educagéo
Ensino Olinda e Matematica — UFRPE
Fundamental - | S6 nos 1° anos do EM, mas | Estadual de
EF e Ensino | ja trabalhou com todos os | Pernambuco | Cursando Mestrado
Médio. anos do EM. Profissional-PROFMAT-
UFRPE.
PEM 2 | 15anosno EFe | SO nos 1° anos do EM. Estadualde Especializagdo em
7 anos no EM. Pernambuco | Matemética — UFRPE.
PEM3 |6anosnoEFe4 | 1° e 3° anos no Ensino | Estadual de Especializacdo em Ensino
anos no EM. Regular e EJA. Pernambuco | das Ciéncias — UFRPE.
Trabalhou apenas um ano
no 2° ano do EM.
PEM 4 | 15anos no EFe | EJA (6°e 7°). Estadual de | Especializagdo em Ensino
EM. Pernambuco | de Fisica — UFRPE.
Trabalha com os 1°, 29, 3¢
anos do EM integrado e
regular.
PEM5 | 28anosnoEFe | EJA (6°e 7°e 8°e 9°anos). | Estadual de | Especializagdo em
EM. Pernambuco | Matemética — FUNESO.
Trabalha apenas com os 3°
anos do EM. Faz 6 anos
que trabalhou com os
alunos do 2° ano do EM.
PEM6 | 2anosno EFe | Trabalhacom os 3°anos do | Estadual de | Especializagdo em
15 no EM. EM. Pernambuco | Matematica —
Universidade Catolica de
Em 2013 trabalhou apenas Pernambuco.
com o 2° ano do Ensino
Médio e passou 12 anos
trabalhando com os 1°, 2° e Cursando Mestrado em
3°%anos do EM. Educacdo — Universidade
Del Salvador — USAL.
PEM 7 | 6anosno EF e 8 | Trabalhana EJAeno EM. | Rede Especializacdo em Ensino
anos no EM. Municipal de | da Matematica —
Olinda e FUNESO.
Estadual de
Pernambuco.

Legenda: Ensino Fundamental - EF, Ensino Médio - EM.
Fonte: A autora

Todos os professores possuem Licenciatura Plena em Matematica, atuam em redes

publicas e possuem mais de cinco anos de docéncia no ensino da Matematica. Podemos

destacar que apenas o professor PEM4 trabalha atualmente com alunos do 2° ano do Ensino

Médio, ano em que aparece de forma oficial nos livros didaticos os conteddos intitulados de

Analise Combinatéria.
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Silva (2013) analisou a abordagem de problemas combinatérios condicionais em livros
didaticos de Matematica para o Ensino Médio, para isso analisou uma colecdo aprovada pelo
PNLD (2012) e o manual do professor. O pesquisador constatou que a maior quantidade de
problemas combinatorios foram concentrados no livro do 2° ano do Ensino Médio e que 0s
tipos de problema que mais apareceram foram 0s de combinagdo (23 problemas) e de
permutacgéo (22 problemas), seguidos pelos de arranjo (13 problemas) e produto cartesiano (5
problemas). Podemos dizer que ha um bom ndmero de problemas de combinacdo e de
permutacdo quando comparados aos demais tipos de problemas.

O PEMS3 trabalhou apenas um ano no 2° ano do Ensino Médio. Atualmente trabalha no
3° ano do Ensino Médio, ano de ensino em que, além dos professores trabalharem com o0s
conteddos do 3° ano, acreditamos que 0s mesmos também procuram fazer uma revisao para
que os alunos tenham um bom desempenho na prova do Exame Nacional do Ensino Médio —
ENEM. Ja o PEMG, apesar de atualmente ndo estar lecionando no 2° ano do Ensino Médio,
possui uma vasta experiéncia, pois ja trabalhou 12 anos nesse ano escolar.

A maioria dos professores possui curso de Especializacdo em Matematica, exceto o
PEM3, que possui Especializacdo em Ensino das Ciéncias e 0 PEM4, que tem Especializacao
no Ensino de Fisica. J& o PEM6 tem Especializacdo em Matemaética e estd cursando o
Mestrado em Educacdo. Podemos destacar que a formacdo continuada através dos cursos de
Especializagdo € um ponto comum entre todos os professores; portanto, possivelmente
podemos indicar o interesse dos mesmos em melhorar na carreira, tanto em relacdo ao
conhecimento a ser trabalhado em sala de aula como também na melhoria do Plano de Cargos

e Carreira.

5.2 Analises dos resultados a partir dos problemas elaborados pelos professores,
partindo das situacgdes e dos invariantes dos problemas combinatorios

A seguir, analisamos o0s problemas elaborados pelos professores, a partir das diferentes
situacOes que envolvem a Combinatoria e dos invariantes do conceito, buscando responder a
questdo: Como os professores elaboram problemas combinatorios a partir das situacdes
presentes na Combinatoria (permutacdo, arranjo, combinagdo e produto cartesiano) e dos

invariantes do conceito?

Neste ponto da analise, apresentamos o0s resultados da pesquisa fazendo uma

abordagem qualitativa dos dados a luz da Teoria dos Campos Conceituais, focando nas
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diferentes situacdes e nos invariantes do conceito que vao nos permitir entender melhor como
professores de Matemaética elaboram problemas combinatérios.

A solicitacdo de elaboracdo de problemas a partir das situacoes (tipos de problemas)
foi o segundo momento da entrevista, apds o levantamento do perfil do professor; a
solicitacdo de elaboracdo a partir dos invariantes do conceito foi o quinto e Gltimo momento
da entrevista. Entretanto, optamos por analisé-1os juntos, pois esses sdo 0s dois momentos em
que os professores refletem sobre os problemas a partir de dois pontos do tripé de Vergnaud
(1986), situacgdes e invariantes.

No segundo momento, solicitamos que os professores elaborassem um problema de
permutacdo, arranjo, combinacdo e produto cartesiano (situacfes) e no quinto (Gltimo)
momento da entrevista solicitamos queos mesmos elaborassem problemas combinatérios a
partir dos invariantes do conceito de cada tipo de problema, elencados por Pessoa (2009) e
indicassem o tipo de problema elaborado. Os invariantes do conceito por tipo de problema

apresentados aos professores, na ordem que segue abaixo, foram os seguintes:

Arranjo- De um conjunto maior sdo selecionados elementos para formar

subconjuntos; a ordem dos elementos gera novas possibilidades.

Combinacdo- De um conjunto maior sdo selecionados elementos para formar

subconjuntos. A ordem dos elementos nédo gera novas possibilidades.

Produto Cartesiano- De dois ou mais conjuntos diferentes sdo combinados o0s
elementos para formar um novo conjunto.

Permutacdo- A partir de um conjunto dado, todos os elementos sdo usados em
diferentes ordens para formar novos conjuntos. A ordem dos elementos gera novas

possibilidades.

Analisamos e discutimos, a seguir, as elaboragdes feitas pelos professores a partir das
situagdes que ddo sentido ao conceito e dos invariantes do conceito. Organizamos as
elaboracdes em: exercicios, explicacdes de um contetdo sem relacdo com a Combinatdria,
problemas apropriados e problemas inapropriados. As elaboragdes ndo apresentam uma

regularidade em relagéo aos erros apresentados.
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5.2.1 Problemas de permutacéo elaborados a partir das situacgdes (tipos de problemas) e dos

invariantes do conceito (caracteristicas)

Apresentamos no Quadro 5, a seguir, as analises acerca dos problemas de permutacao

elaborados pelos professores do Ensino Médio a partir da situacdo e dos invariantes do

conceito. Os invariantes de permutacdo apresentados aos professores foram 0s seguintes: a

partir de um conjunto dado, todos os elementos sdo usados em diferentes ordens para formar

novos conjuntos. A ordem dos elementos gera novas possibilidades.

Quadro 5 - Resultados das elaborac@es dos problemas de permutacéo pelos professores pesquisados

Resultados das elaboracfes dos problemas
de permutacéo a partir da situacéo

Resultados das elaborac6es dos problemas
de permutacéo a partir dos invariantes

PEM1 | Fez corretamente um problema de Elabora um problema de arranjo a partir
permutacdo, utilizando um contexto que dos invariantes de permutacao, ou
envolve o termo anagrama. seja, parece ndo perceber as caracteristicas

dos problemas quando os invariantes
foram explicitados.

PEM2 | Fez corretamente um problema de Relaciona os invariantes a Teoria dos
Permutacéo. conjuntos, elaborando

assim, uma situacéo que ndo
envolve a Combinatoria.
PEM3 | Fez corretamente um problema de Elabora um problema de arranjo e indica
Permutacao. como sendo de permutacao.

PEM4 | Fez corretamente um problema de Fez corretamente a relagdo entre 0s
permutag&o, utilizando o termo invariantes de permutacéo e o
anagrama que é bem presente nos problema elaborado.
livros didaticos e elaborou
corretamenteo problema de permutacéo, no
entanto faltou uma
melhor estruturagdo em relacdo ao
contexto.

PEMS5 | Elaborou problemas sem relacéo Elaborou problemas sem relagdo direta
direta com a Combinatoria com a Combinatéria (contexto que
(contexto gque envolve Probabilidade). envolve Probabilidade)..

PEM®6 | Fez corretamente um problema de Fez corretamente a relacdo entre os
permutacao. invariantes de permutacéo e o

problema elaborado.
PEM?7 | Fez um problema de produto cartesiano. Elaborou uma representacéo relacionada a

Teoria dos conjuntos ao analisar 0s
invariantes.

Legenda: Professores — PEM1, PEM2, PEM3, PEM4, PEM5, PEM6, PEM7
Fonte: A autora
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Os professores pesquisados acertaram mais a elaboracéo dos problemas de permutacéo
partindo das situacOes do que dos invariantes. Portanto, parece-nos que os invariantes do
conceito que foram explicitados ndo sdo indicacOes claras para os professores elaborarem
problemas corretamente, pois 0os mesmos fizeram relacdo com outros conceitos diferentes da
Combinatoria. Os participantes PEM2, PEM5 e PEM7 ndo relacionaram os invariantes a
Combinatoria, 0 PEM2 e PEM7 elaboraram uma situacdo que envolve a Teoria dos Conjuntos
e 0 PEMS5 elaborou problemas de Probabilidade, tanto na solicitagdo via situacéo (tipo de
problema), quanto na solicitacdo via invariantes (caracteristicas) do conceito. No Quadro 6, a
seguir, apresentamos os acertos dos professores ao elaborarem os problemas de permutagédo a
partir das situagéo e dos invariantes.

Quadro 6 — Acertos dos problemas de permutacdo elaborados a partir da situacdo e dos

invariantes
PEM1 | PEM2 | PEM3 | PEM4 | PEM5 | PEM6 | PEM7
Situagéo X X X X X
Invariantes X X

Legenda: Professores — PEM1, PEM2, PEM3, PEM4, PEM5, PEM6, PEM7
X — Acertos
Fonte: A autora

De modo geral podemos perceber que elaborar problema partindo do seu tipo é mais
facil do que elaborar partindo de seus invariantes/caracteristicas. Partir do tipo de problema
para elabora-lo é mais comum no cotidiano do professor, ja elaborar um problema pensando
em suas caracteristicas pode ser mesmo mais complexo. Entretanto, ter clareza de quais sdo as
propriedades que caracterizam os problemas é fundamental para dominar o conceito
relacionado aqueles problemas. Assim, apesar dos invariantes do conceito explicitados nédo
terem sido percebidos como um facilitador na elaboracdo dos problemas por professores do
Ensino Médio, destacamos que no ensino formalizado eles provavelmente devem ser
evidenciados tanto para a resolucdo como para a elaboragdo de problemas combinatérios.
Além disso, ressaltamos a experiéncia dentro e fora da sala de aula do professor que também
podemos considerar. Esperavamos entdo, que os invariantes explicitados ajudassem o
professor no processo de elaboracdo e ndo foi isso o que ocorreu. Provavelmente o0s
professores ndo relacionaram os invariantes explicitados a estrutura de um problema de
permutacéo.

Organizamos as elaboracGes feitas pelos professores a partir da situagéo e dos invariantes

de permutacéo em:
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a) Exercicios:

e Né&o combinatorio.

e Combinatério.
b) Explicacdo de um contetudo sem relacdo com a Combinatoria.
C) Problemas:

e Apropriados.

e Inapropriados:

Problema sem relagdo com a Combinatoria;

Problema combinatério de um tipo diferente do solicitado.

Entender a relacdo entre ordem e escolha dos elementos e as situacbes (arranjo,
combinacdo, permutacdo e produto cartesiano) é importante tanto no momento da elaboracéao
como no de resolucdo de problemas. Portanto, consideramos que a elaboracdo de problemas
feitos pelos professores esta relacionada aos conhecimentos prévios que 0S mesmos possuem
em relacdo ao conceito, as suas crencas e a sua vivéncia dentro e fora da sala de aula. Esse
conhecimento utilizado para o ensino, Ball et al (2008) consideram importantes e intitulam
como o conhecimento do contetdo e do ensino, pois quando o professor elabora problemas,
analisa algumas varidveis importantes para o ensino como também 0s objetivos que pretende
alcancar.

Ja em relacdo a resolucdo dos problemas, salientamos que nem sempre o professor e o
aluno precisam saber os nomes dos problemas combinatérios, mas se o aluno ou o professor
desejar resolver o problema pelo uso da formula, ele tera que decidir se vai usar a formula da
permutacdo, do arranjo, da combinacdo ou do produto cartesiano, ou ainda, se o professor
estiver dando aula aos seus alunos tera que fazer as relagdes entre o tipo de problema e os
seus respectivos invariantes, mesmo que n&o utilize esse termo.

Percebemos que quando o professor ou o0 aluno tenta resolver um problema sem 0 uso
da formula, eles terdo varias estratégias a serem utilizadas como procedimento de resolucéo
(principio fundamental da contagem- PFC, listagem, arvore de possibilidade, desenhos),
portanto apenas precisardo perceber a estrutura do problema e focar nos invariantes de
ordenacdo e escolha dos elementos que podem gerar ou ndo novas possibilidades. A
interpretacdo desses dados que estdo implicitos nos problemas combinatérios € importante

para o desenvolvimento do raciocinio légico.
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No Quadro 7, a seguir, organizamos as elaboragdes feitas pelos professores a partir da
solicitacdo de um problema de permutacéo e dos invariantes especificos.

Quadro 7 - Protocolos para exemplificar os problemas apropriados, inapropriados e as explicacGes de
um contelido sem relagdo com a Combinatéria, a partir da solicitacdo pelo tipo de
problema (situacdo/permutacao) e a partir dos invariantes especificos

Problemas apropriados Elaboracoes diversas

4) Pemutagéo

| N y @MJ ) C\LOMJQ(& J; W A nu"
o o 05?“&" ly oy | oo U?m b g Joly 5
A Pafavm iy \/,é ‘_z V|

3 et

Problema inapropriado, pois ndo tem relagéo

Problema apropriado de permutacéo direta com a de Combinatoria, elaborado
elaborado corretamente pelo PEM4. pelo PEM?7..
1) Elabore um problema e o) Pemutagho; Sl /i Tag fachti s L4 [
Dy + 17 u',l‘, C 1 T— 3 ",
A [ y )
) Pemutacdo b £ b Sallom dainhog
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Mtedum TEME ] S Gorh T ttints dy fre
el | -7 - freea |, woht
Problema apropriado de permutac&o Problema inapropriado (tipo diferente do
elaborado pelo PEML. solicitado), elaborado pelo PEM5.
d) A partir de um conjunto dado, todos os elementos s&o usados em
F) Elbor umproblna d ) d'rfgraenltes ordens par}g formar novos conjuntos. A ordem dos elementos
) P gera novas possibiidades. 7
&) Permutagéo; LZ/, » > gy |
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Problema apropriado de permutacé&o, Explicagdo de um contetido sem relagéo
elaborado corretamente pelo PEM2. com a Combinatéria, feita pelo PEM7.

Legenda: Professores — PEM1, PEM2, PEM4, PEM5, PEM7
Fonte: A autora
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Alguns dos problemas elaborados deixam clara a necessidade de trabalhar com os
invariantes relacionados a ordem e escolha dos elementos, pois esses invariantes estdo
implicitos na prépria elaboracdo do problema. A palavra maneira utilizada pelo PEM2 chama
a atencdo para as possibilidades existentes, pois enfatiza no contexto a relacdo entre ordem e
escolha dos elementos.

O termo anagrama aparece nos problemas de permutacdo elaborados pelos
participantes PEM1 e PEM4, sendo um contexto classico utilizado nos livros didaticos.

A seguir mostraremos 0 extrato da entrevista, referente ao professor PEM4 que

evidencia a relagéo direta entre o termo anagrama e o problema de permutagéo:
P- O que os problemas elaborados tém de semelhante e de diferente?
PEMA4- Os trés primeiros problemas trabalham_com agrupamentos que é

permutacdo, arranjo e combinacdo, ambos também abordam situacdes quase
gue do dia a dia deles.

PEM4- No primeiro problema anagrama, anagrama né, que € o caso de
permutacdo onde o numero de elementos de cada agrupamento é exatamente
igual ao numero de elementos que eu disponho pra formar os agrupamentos,
eu achei esse problema interessante pelo fato de eles somarem anagramas
com as letras da palavra AMOR, ele pode observar a partir dai, as duas
formas de resolver esse problema, como eu tenho um ndmero relativamente
pequeno de letras, s6 4 letras, entdo a gente pode trabalhar com a ideia
Combinatéria através da arvore das possibilidades, relativamente da pra
gente construir, né...caso a caso e a partir dai eles verem as possibilidades de
técnicas de contagem que torna o problema mais fécil de ser resolvido,
porque a principio muitos alunos perguntam: Esse assunto trata do que? Vai
ser importante em que situacao?

PEM4- Analise Combinatdria vem exatamente pra vocé facilitar a forma,
vocé estudar técnicas de contagem, nos mais diversos problemas que vem
pela frente, entdo eles vdo ver através da arvore das possibilidades, caso a
caso e vai comparar com a técnica, usando ai no caso, o calculo da
permutacdo, através do fatorial, a gente pode fazer a comparacdo dos dois
métodos, a partir dai eles verem como as técnicas da Analise Combinatoria,
usando fatorial, principio fundamental da contagem, facilita bastante
aresolucéo do problema desse tipo.

(Grifo nosso)

Percebemos que o PEM4, além de explicar de forma implicita sobre os invariantes
referentes a ordem e a escolha dos elementos, podendo gerar agrupamentos/possibilidades, ele
também reporta-se a estratégia de resolucdo do problema de permutacgéo, indicando a arvore
de possibilidades, o célculo de fatorial e ainda sugere a comparacao das estratégias que podem
ser utilizadas. Outro fato importante € o reconhecimento dos problemas combinat6rios

relacionados aos problemas de contagem.
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Silva (2013) indica que muitas vezes o professor e o aluno sé tém o livro didatico
como material a ser utilizado e quando o professor tem a oportunidade de ter acesso a outros
materiais, o livro didatico continua sendo usado para os professores fazerem suas escolhas e
aplicarem em sala de aula. No entanto, parece-nos que os professores ja utilizaram esse tipo
de problema no contexto que envolve anagrama, pois conhecem esse termo utilizado na
Matemaética, especificamente nos problemas de Analise Combinatéria ou ainda que seja um

termo comum ao professor na sua pratica de ensino desse contetdo.

5.2.2 Problemas de arranjo elaborados a partir das situagdes (tipos de problemas) e dos

invariantes (caracteristicas)

A seguir, no Quadro 8, destacamos a analise e a discussao a respeito de problemas de
arranjo, tanto a partir das situacdes que ddo sentido ao conceito, como a partir dos invariantes
especificos do arranjo, organizados da seguinte maneira: de um conjunto maior Sao
selecionados elementos para formar subconjuntos; a ordem dos elementos gera novas

possibilidades.
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Quadro 8 - Resultados das elaboracGes dos problemas de arranjo pelos professores pesquisados

Prof. | Resultados das elaborag6es dos problemasa partir Resultados das elaboragdes dos problemas a
da situacao partir dos invariantes

PEM1 | Elabora corretamente um problema de arranjo. Relaciona os invariantes como sendo
um problema de permutagdo, fazendo
um problema de permutacdo e indicando
como de permutacéo.

PEM2 | Elabora corretamente um problema de arranjo. Formular um exercicio relacionado ao
conjunto dos nlmeros naturais e intitula
como sendo de permutacéo.

PEM3 | Elabora corretamente um problema de Elabora corretamente um problema de

arranjo, estabelecendo um contexto que deixa arranjo.
explicitas a possibilidades de escolha,

elaborando o problema de permutacédo que é

reconhecido como um caso particular do arranjo.

PEMA4 | Elabora corretamente um problema de Elabora corretamente um problema de
arranjo, contextualizando-o e explicitando as arranjo.
diferentes formagdes que podem ser constituidas.

PEMS5 | Formula um exercicio de arranjo, a partir de uma N&o reconhece os invariantes como sendo de
notacdo matematica, ndo propondo um contexto a { um problema de arranjo, elaborando um
resolvido. problema sem relacdo com a Combinatoria.

PEMG6 | Elabora corretamente um problema de arranjo. Elabora corretamente um problema de
O problema criado, de forma implicita, estabelece a arranjo.
importancia de olharmos para as “maneiras” e
“possibilidades” de organizacao que podem ser
feitas, portanto deixa claro para o leitor a importancia
ordem.

PEM?7 | Estabelece dados de um problema de permutagao Relaciona os invariantes de arranjo com a
bastante recorrente nos livros didaticos, utilizando o Teoria dos conjuntos, ndo utilizando nenhum
termo anagrama e 5! (cinco fatorial) e o principio contexto.
fundamental da contagem - PFC, mas nao
contextualiza. Depois fez um problema de
permutagéo contextualizado.

Legenda: Professores — PEM1, PEM2, PEM3, PEM4, PEM5, PEM6, PEM7
Fonte: A autora

Os problemas de arranjo elaborados a partir das situacdes tiveram maior nimero de

acertos que os elaborados a partir dos invariantes apresentados, pois alguns professores ndo

fizeram uma relacdo dos invariantes com o problema que precisavam criar. 1sso nos leva a

refletir que: ou os invariantes apresentados ndo foram suficientes para a elaboracdo de

problemas de arranjo, ou ndo ajudaram alguns professores nas relagdes que poderiam ter sido

feitas para elaborar problemas combinatorios, ou até mesmo que os invariantes na forma que

foram apresentados ndo sdo comuns para 0s professores.

Apesar dos invariantes apresentados terem sido especificos para um problema de

arranjo, alguns professores elaboraram problemas de permutacdo, portanto parece-nos que 0s

professores tiveram dificuldade de diferenciar os problemas combinatorios, a partir dos

invariantes. Assim como aconteceu na elaboragdo de problemas de permutacéo, a facilidade
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maior na elaboragéo foi quando os docentes foram solicitados a criar os problemas a partir dos
seus tipos e mais dificil quando precisaram refletir sobre as suas caracteristicas. Rocha (2011)
indica que professores do Ensino Médio tiveram dificuldade de diferenciar arranjo e
combinacédo, quando analisaram o enunciado do problema e a estratégia utilizada por alunos.
O invariante da ordenacdo podendo gerar ou ndo novas possibilidades ndo estava claro para os
professores.

Sendo assim, corroborando com Rocha (2011), podemos indicar que os professores
apresentam dificuldade em diferenciar alguns tipos de problemas combinatorios. Trata-se de
uma dificuldade constatada pela autora, tanto na resolucéo de problema, como na elaboragéo,
vista no presente estudo. Propomos que esse tipo de dificuldade referente ao raciocinio
combinatdrio seja trabalhada nos processos de formacao inicial e continuada do professor.

Os invariantes dos problemas de arranjo apresentados no momento da elaboracdo
foram os seguintes: de um conjunto maior sdo selecionados elementos para formar
subconjuntos; a ordem dos elementos gera novas possibilidades. A seguir, no Quadro 9,
apresentamos 0s acertos dos professores ao elaborarem os problemas de arranjo, a partir da

situacdo e dos invariantes.

Quadro 9 -Acertos dos problemas de arranjo elaborados a partir da situacéo e dos invariantes

PEM1 | PEM2 |PEM3 |PEM4 | PEM5 | PEM6 | PEM7
Situacao X X X X X
Invariantes X X X
Legenda: Professores — PEM1, PEM2, PEM3, PEM4, PEM5, PEM6, PEMY.
Acertos — X.

Fonte: A autora

Esperavamos que os professores elaborassem melhor a partir da explicitacdo dos
invariantes, mas isso Nndo ocorreu; ou seja, a relacdo dos invariantes e dos tipos de problemas
(situacdes), ndo parece ser clara para os professores. Parece-nos que os invariantes de ordem e
escolha dos elementos ndo séo algo comum para os professores quando os mesmos elaboram
problemas de arranjo.

Podemos exemplificar, a seguir, a relacdo entre os invariantes de arranjo e o problema

elaborado corretamente pelo PEMG6.
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a) De um conjunto maior sdo selecionados elementos para formar
subconjuntos; a ordem dos elementos gera novas possibilidades.

A CtiaPA Pacr €(eiCr Oc ORETORIA D& Um
CMNSELHO O JMORACOLE] €& CouPSTA Aot PrRE -
SIOEVTE, VICE-PRESIDENTS | SECREMAD € TaSovAEo,
VIVTE PesSotS Qecioem PAATICIAL 90 PAOCESSD .

06 QUAVTAS JAVEIAS ESSA CHAPA Foos Set Foriny)

Relacionando os invariantes do arranjo ao problema elaborado, percebemos que o
conjunto maior é representado pelas vinte pessoas que decidem participar do processo de
eleicdo, e os elementos que serdo selecionados para formar o subconjunto sdo as pessoas que
irdo compor o cargo de presidente, vice-presidente, secretario e tesoureiro. Podemos lembrar
que as especificidade dos cargos sdo diferentes, portanto ser presidente é diferente de ser vice-
presidente, de ser secretario ou tesoureiro e no momento da resolucdo do problema isso
deverd ser considerado, pois a ordem desses elementos vai gerar novas possibilidades. No
momento da elaboracdo e resolucdo dos problemas, é imprescindivel que o professor e o
aluno entendam os invariantese também, como preconizado por Vergnaud (1986), percebam
gue um mesmo problema pode apresentar diferentes maneiras de resolucdo e varios conceitos
envolvidos.

O problema de arranjo cuja elaboragdo solicitamos aos professores partindo da
situacdo (tipo de problema) e dos invariantes os resultados foram organizados da seguinte

forma:

a) Exercicios:
J N&o combinatdrio.
J Combinatorio.
b) Explica¢do de um contetdo sem relagdo com a Combinatoria.
¢) Problemas:
e Apropriados.
e Inapropriados:
Problema sem relagdo com a Combinatoria;

Problema combinatério de um tipo diferente do solicitado.
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Consideramos que as elaboracdes foram feitas a partir do conhecimento que o
professor tem a respeito do que seja uma situacdo-problema e do conhecimento sobre
Combinatoria. A seguir, no Quadro 10, apresentamos exemplos de problemas apropriados,
inapropriados, exercicios e explicagdes de um contetdo sem relagdo com a Combinatoria,
elaborados pelos professores a partir da solicitacdo por tipo de problema/situacéo e dos

invariantes de arranjo.

Quadro 10 - Protocolos para exemplificar os problemas apropriados, inapropriados, 0s exercicios e as
explicagdes de um conteddo sem relacdo com a Combinatdria, a partir da solicitacdo pelo
tipo de problema (situacéo/arranjo) e a partir dos invariantes especificos

Problemas apropriados Elaboracdes diversas
b) Arranjo; b) Arranjo:
Ouiitts wombns Distiwits  fofmss (E 19 CJ 1 ©® v n(fM d\é@/'xo
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U/&WW {J\ 39,6 ?}
b) Axs =
Problema de arranjo eIa_boracjo corretamente Exercicio de arranjo elaborado pelo PEMS.
pelo PEML1 a partir da situacéo.
b} Aren 3 De um conjunto maior S8 Selecionados elementos para formar

subconjuntos; & ordem dos elementos gera novas posshiidades.

QMAS W cﬁaw Wa, fogmqg | P’QW ” Au % " WZ‘”ZO Needs Los et
o ”val/‘é)
@Mjﬁl W, T #g OR% €Tm‘ r q, Jg o Wémé %MW Com 95 0[7&(!5

d*“ T’ g ‘*/ oy i 4 gy | féYﬂ?Ubt"'\

fun|
Problema de arranjo elaborado corretamente | propjema sem relagdo com a Combinatéria, elaborado.
pelo PEM4 a partir da situacéo. pelo PEM2
i Ay a) De um conjunto maior sdo selecionados elementos para formar
b) Arent \m o134 e UM CORRIDA T (Cop, It subconjuntos; a ordem dos elementos gera novas possibilidades.
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Problema de arranjo elaborado corretamente Explicacio de um contedido sem relacio com a
pelo PEMS a partir da situagdo. Combinatdria, elaborado pelo PEM?7.

Legenda: Professores - PEM1, PEM2, PEM4, PEM5, PEM6, PEM7
Fonte: A autora
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De modo geral, foi mais facil elaborar problemas a partir das situacfes estabelecidas
numa relagdo com o conceito, e ndo a partir dos invariantes explicitados. Podemos verificar a
ocorréncia desse fato tanto nos problemas de permutacéo, apresentados no Quadro 7, como
nos de arranjo, apresentados no Quadro 10 acima. A partir desses dados podemos pensar nas
relagbes feitas pelos professores quando elaboraram os problemas e de fato entender o
significado de problemas para eles, especificamente problemas combinatérios. As elaboracbes
diversas nos fazem perceber o entendimento dos participantes PEM2, PEM5 e PEM7 a
respeito do que seja um problema.

Pozo (1998) aborda que para haver um problema é necessario ter um esquema no qual
o0 aluno necessite buscar conceitos construidos para resolvé-lo. Carvalho (2005) chama a
atencdo: nem todo problema proposto para o aluno pode ser considerado realmente como
problema, e sim, como um exercicio. Recomenda ainda ser necessaria a exploracéo oral dos
problemas pelos professores durante as aulas, considerando o cotidiano do aluno para torna-lo
interessante e trabalhem diferentes maneiras de encontrar a solu¢cdo. No mesmo sentido,
Dante (2009) adverte para fazermos a diferenciacdo entre o exercicio e o problema
matematico. Afirma que o exercicio serve para exercitar determinado algoritmo ou
procedimento e o professor, nas suas aulas, deve equilibrar a quantidade de exercicios e de
problemas a serem trabalhados em sala de aula com seus alunos. Para Itacarambi (2010)
considera-se problema uma situacdo que apresenta dificuldades para as quais ndo ha uma
solucédo evidente.

Diante do exposto compreendemos que alguns professores (PEM2, PEM5, PEM7) nédo
elaboraram problemas e sim exercicios e explicagdes. Isso demonstra a dificuldade de alguns
professores de formularem problemas combinatérios, tanto no que diz respeito ao contexto,
como também a estrutura dos problemas.

A seguir, elaborados pelo PEM5 e pelo PEM7, respectivamente, apresentamos um

exercicio de arranjo e uma explicacdo de conteudo em lugar de um problema combinat
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J)Ct\ﬁ wh © &Nmmdob aba o
Q-) A 42

bh) A

R

i



76

a) De um conjunto maior s&o selecionados elementos para formar
subconjuntos; a ordem dos elementos gera novas possibilidades.
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Podemos perceber que o PEM5 ndo fez nenhuma contextualizacdo, apenas apresentou
um exercicio que envolve arranjo e ndo um problema de arranjo. J& o PEM7 faz uma
explicacdo de um contetdo sem relagdo com a Combinatdria.

Compreendemos que na elaboracdo de um problema, além de contextualizar, o
professor precisar entender a estruturagdo do problema, as diversas situagdes que ddo sentido
ao conceito, os invariantes (propriedades que ndo variam para determinada situacdo), as
diferentes maneiras que o aluno utiliza para resolver os problemas propostos e também ter
clareza do objetivo que deseja alcancar, considerando o nivel da turma, a complexidade do
problema e a variedade de situagdes.

A esse respeito, Dante (2009, p.50) indica algumas caracteristicas de “um bom
problema” e recomenda que 0s alunos sejam desafiados através do problema a discutir
situacdes reais e interessantes, de forma a proporcionar sentido para eles. Alem disso, que
possamos propor ao aluno o desenvolvimento do raciocinio l6gico através do levantamento de
varias hipéteses e da resolucao por meio de diferentes estratégias e também considerarmos o
nivel adequado de dificuldade para determinada faixa etéria.

A seqguir, apresentamos a analise e a discussao a respeito da solicitacdo de elaboracédo
de problemas combinatorios a partir da solicitacdo de elaboracdo de problema por situacdes e

por invariantes da combinagé&o.

5.2.3 Problemas de combinagéo elaborados a partir das situacdes (tipos de problemas) e dos
invariantes (caracteristicas)

Os invariantes do conceito explicitados para a combinagdo foram: de um conjunto
maior sao selecionados elementos para formar subconjuntos. A ordem dos elementos ndo

gera novas possibilidades.
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Apresentamos no Quadro 11, a seguir, as andlises acerca dos problemas de

combinacdo, elaborados pelos professores do Ensino Médio a partir da situacdo e dos

invariantes.

Quadro 11 -Resultados das elaborag6es dos problemas de combinagdo pelos professores pesquisados

Prof° Resultadosdas elaboracdes feitas a partir da | Resultados das elaboragdes feitas a partir
situacéo dos invariantes

PEM1 | Elaborou um problema de combinagao Elaborou problema correto a partir
correto. dos invariantes. Fez a indicacdo do

problema como sendo de combinacéo,
depois riscou e colocou como sendo de
arranjo.

PEM2 | Elaborou um problema de produto cartesiano Formulou um exercicio de conjunto a
a partir da solicitacdo de um problema de partirdos invariantes, indicando
combinagé&o. como sendo um problema de

combinagéo.

PEM3 | O contexto elaborado a partir da solicitagdo Elaborou um problema correto a partir dos
deum problema de combinacéo, n&o foi bem invariantes de combinagéo.
elaborado,pois ndo ha relagcdo com os
invariantes combinatérios de um problema
combinagéo.

PEM4 | Néo explicitou corretamente as suas Elabora um problema correto a partir
ideias na elaboracdo de um problema dos invariantes de combinagéo.
de combinacdo a partir da situacéo.

PEMS5 | Elaborou problemas sem relagdo com a Elaborou problemas sem relagdo com a
Combinatoria. Combinatoria.

PEM6 | Elaborou um problema de combinagéo correto. | Elaborou problemas de combinacéo
Contextos que envolvem “grupo” e corretamente.

“comissdo”, sendo assim, apresenta
implicitamente os invariantes
especificos da combinagao.

PEM7 | Elaborou um problema de arranjo a partir da Explicou um contetdo sem relagdo
solicitacdo de um problema de com a Combinatoria.
combinagéo.

Fonte: A autora

Observamos que, de modo geral, os professores pesquisados, no momento de elaborar

problemas de combinacéo, apresentaram dificuldades tanto quando solicitados via situa¢oes

quanto quando solicitados via invariantes.

Percebemos que os professores PEM1 E PEM7 confundem arranjo e combinagé&o.

Esses problemas sdo bastante parecidos, pois parte da estrutura € mesma para ambos: de um

conjunto maior, sdo formados subconjuntos. O que pode diferencia-los no momento da

resolucdo e da elaboracdo de problemas sdo os invariantes da ordenacdo, que no arranjo

geram novas possibilidades, e na combinacdo a ordem dos elementos ndo gera novas

possibilidades. Rocha (2011) analisou o conhecimento dos professores em relacdo ao

raciocinio combinatdrio e verificou que a maioria dos participantes da sua pesquisa (dois
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professores dos Anos Iniciais do Ensino Fundamental, dois professores dos anos finais do
Ensino Fundamental e dois professores do Ensino Médio) teve dificuldade em diferenciar os
problemas de arranjo e combinagdo. Quando esses docentes analisaram 0s enunciados e
também ao corrigirem as estratégias dos alunos, ficaram confusos em relacdo a ordenacao,
que pode gerar ou ndo, novas possibilidades. Compreendemos que, perceber o invariante de
ordenacdo assim como a escolha dos elementos, € essencial para resolver e para elaborar
problemas combinatorios.

Mais uma vez podemos evidenciar que os PEM2, PEM5 e PEM7 elaboraram
problemas sem relacdo com a Combinatéria. O PEM5 destaca uma situagdo que envolve um
problema de Probabilidade, como fez nos problemas anteriores, e os PEM2 e PEM7,
respectivamente, fazem um exercicio ndo combinatdrio sem situacao-problema e explicam um
conteddo sem relacdo com a Combinatoria. Supomos que esses professores tém dificuldade
em relacdo ao contexto que envolve problemas combinatoérios e ao conceito. Portanto, para o
professor elaborar bons problemas, é necessario dominar os conceitos envolvidos e também
situa-los em um contexto do dia a dia que envolve contagem e o raciocinio combinatdrio.

A seguir, no Quadro 12, apresentamos 0s acertos referentes as elaboracdes de

problemas de combinag&o a partir da situagdo e dos invariantes.

Quadro 12 — Acertos dos problemas de combinag&o elaborados a partir da situagdes e dos invariantes

PEM1 | PEM2 | PEM3 | PEM4 | PEM5 | PEM6 | PEM7
Situacéo X X
Invariantes X X X X
Legenda: Professores — PEM1, PEM2, PEM3, PEM4, PEM5, PEM6, PEM7
Fonte: A autora

Diferente da elaboracdo dos problemas de permutacdo e de arranjo, nos quais a
maioria dos acertos foi a partir da elaboragéo por situacdo, no caso dos problemas elaborados
de combinacdoa maior parte dos acertos foi a partir dos invariantes. Entdo, parece-nos que 0s
invariantes de combinagdo foram melhor compreendidos pelos professores.

Da elaboracdo dos problemas de combinacdo solicitados aos professores a partir da
situacdo (tipo de problema) e dos invariantes, os resultados foram organizados da seguinte
forma:

a) Exercicios:
e Nao combinatorio.
e Combinatorio.

b) Explicacdo de um contetdo sem relagdo com a Combinatoria;
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¢) Problemas:
e Apropriados.
e Problemas inapropriados:
Problema sem relagdo com a Combinatéria;
Problema combinatorio de um tipo diferente do solicitado;
Problema incompleto.

A seguir, no Quadro 13, apresentamos as elaboracGes apropriadas e inapropriadas
produzidas pelos professores.
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Quadro 13 - Protocolos para exemplificar os problemas elaborados de forma apropriada e
inapropriada a partir da solicitacdo pelo tipo de problema (situagdo/combinacéo) e a

partir dos invariantes especificos

Problemas apropriados

Problemas inapropriados

b) D¢ um conjunto maior sdo selecionados elementos para formar
subeonjuntos. A ordem dos elementos ndo gera novas possibiidades.
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Problema combinatério de um tipo diferente
solicitado, elaborado pelo PEM2.
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Combinatdria, elaborado pelo PEMS.

Legenda: Professores — PEM, PEM2, PEM3, PEM4, PEM5, PEMG6

Fonte: A autora

Os professores que elaboraram corretamente, além de contextualiza-los, estruturaram

0s problemas, evidenciando a ideia de um conjunto maior e a formagdo de subconjuntos, a

partir dos elementos apresentados.
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Quanto aos problemas inapropriados, percebemos que 0s professores apresentam
dificuldades em diferenciar os tipos de problemas e até mesmo de elaborar problemas
combinatérios. Foi 0 que aconteceu com o professor PEM5 que elaborou problemas de
Probabilidade nesse topico, assim como nos de permutacdo e de arranjo.

Chamamos a atencdo para o problema, a seguir, que foi elaborado pelo PEM4, a partir
da solicitacdo de um problema de Combinacdo. O problema enfatiza a resolucdo através do

algoritmo da diviséo.

c) Combinagao;
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Apesar da intencdo do professor ter sido a elaboracdo de um problema de combinacéo,
percebemos que o PEM4 elaborou um problema de divisdo. Podemos dizer que se em cada
comissdo ha 5 alunos, entdo, é possivel formar 9 comissbes, isso ja € o bastante para
encontrarmos a solucdo do problema. O contexto é tipico de um problema de combinacéo. No
entanto, faltou alguma palavra-chave para que o problema fosse bem estruturado e desse a
ideia para o leitor de descobrir diferentes maneiras de formar as comissoes. A estruturagéo de
um problema combinatdrio poderia ser organizada da seguinte forma, sem perder o contexto
proposto pelo PEM4:

De quantas maneiras diferentes podemos formar uma comissdo de formatura com os
45 alunos de um 3° ano do Ensino Médio, de tal forma que na comissao haja apenas 5 alunos?

Ou ainda

Temos 45 alunos do 3° ano do Ensino Médio e queremos formar uma comissdo com 5
alunos. De gquantas maneiras diferentes podemos formar a comisséo?

Nesse caso, teremos maneiras distintas de formar a comissdao de modo que podemos
considerar todas as possibilidades existentes para resolver o problema. O uso do Principio
Fundamental da Contagem ou o uso da formula poderia ser o mais indicado, porque o
problema indica muitas possibilidades. Resolver esse problema por listagem, desenhos ou
outras estratégias menos formalizadas seria dificil por envolver a representacdo de muitas
possibilidades. E importante que o docente pense também nas possiveis estratégias a serem

utilizadas pelos alunos.
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Nesse sentido, Dante (2009) destaca que quando os problemas apresentam nimeros
grandes, a atengdo passa a ser para os calculos e ndo para o raciocinio e 0s processos do
pensamento. Portanto, refletimos a respeito da necessidade de propor problemas nos quais o
aluno tera mais dificuldade nos célculos por apresentarem um nivel maior de complexidade,
bem comoem problemas que apresentem célculos elementares, podendo ser resolvidos por
diversas estratégias menos formalizadas e chegarem ao nivel da generalizacdo. Quando o
professor se propde a elaborar problemas, pensa no nivel de complexidade gerado e também
no objetivo que pretende alcancar no momento da resolucéo dos problemas pelos alunos.

O conhecimento do contetido e do ensino, indicado por Ball et al (2008) permite que o
professor proponha atividades para seus alunos, percebendo as vantagens e as desvantagens
para a aprendizagem. Portanto, é imprescindivel ao professor ter o dominio do conteddo
combinatério e considerar o que deseja que seu aluno aprenda. Podemos destacar algumas
variaveis:

. A ordem das grandezas de um problema podera determinar a estratégia que o
aluno vai utilizar.

. O contexto é pertinente ao ano de ensino que o professor esta trabalhando e a

faixa etaria dos alunos?

. As diferentes etapas da escolha de um problema irdo dificultar ou facilitar a sua
resolucéo.
o Os problemas estdo bem estruturados, apresentam todos os dados necessarios

para que o aluno resolva?

O planejamento do professor serd importante para que ele realmente foque nos
objetivos que deseja alcancar através dos problemas propostos para seus alunos. Portanto, ele
deverd, além de saber o conteldo, ter o conhecimento para o ensino.

A seqguir, apresentamos a analise e a discussao a respeito da solicitacdo de elaboracédo

de problemas combinatdrios a partir da situacéo e do invariante de produto cartesiano.

5.2.4 Problemas de produto cartesiano elaborados a partir da situacéo (tipo de problema) e

dos invariantes (caracteristicas)

Os invariantes do produto cartesiano, apresentados para os professores foram o
seguinte: de dois ou mais conjuntos diferentes sdo combinados os elementos para formar um

novo conjunto.
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Apresentamos no Quadro 14, a seguir, as andlises acerca dos problemas de produto

cartesiano elaborados pelos professores, a partir da situacéo e dos invariantes.

Quadro 14 - Resultados das elaborag6es dos problemas de produto cartesiano feitos pelos professores

pesquisados

PROF. | Resultados das elaborac6es feitas a Resultados das elaborac6es feitas a partir
partir da situacdo dos invariantes
PEM1 | Elaborou corretamente os problemas de Elaborou corretamente os problemas de
produto cartesiano. produto cartesiano e indicou como sendo
combinagéo.
PEM2 Fez um exercicio ndo combinatdrio.. Fez um exercicio ndo combinatorio.
PEM3 | Elaborou corretamente o problema de Fez apenas referéncia ao plano cartesiano
produto cartesiano
PEM4 | Fez um exercicio ndo combinatorio. Elaborou exercicios para que
fossem determinados os pares ordenados.
PEMS5 | Elaborou problemas sem relagdo com a Elaborou problemas sem rela¢do com a
Combinatéria. Combinatdria.
PEM6 | Elaborou corretamente os problemas de Elaborou corretamente os problemas de
produto cartesiano. produto cartesiano.
PPEM7 | Fez um exercicio ndo combinatorio. Fez a explicagdo de um contetdo sem
relacdo com a Combinatoria.

Fonte: A autora.

A maioria dos erros ocorreu porque os professores relacionaram o produto cartesiano

ao plano cartesiano. Além disso, ndo houve contextualizacdo. Sendo assim, ndo consideramos

como um problema. Como produto cartesiano ndo é um termo comum nos livros didaticos e

nem para o0s professores, entendemos que esta pode ter sido a causa das elaboracfes

equivocadas.

A seguir, no Quadro 15, apresentamos 0s acertos referentes as elaboraces de

problemas de produto cartesiano a partir da situacéo e dos invariantes.

Quadro 15 — Acertos dos problemas de produto cartesiano elaborados a partir da situacdo e dos

invariantes
PEM1 PEM2 PEM3 PEMA4 PEMS5 PEMG6 PEM7
Situagdo X X X
Invariantes X X

Legenda: Professores — PEM1, PEM2, PEM3, PEM4, PEM5, PEM6, PEM7
Fonte: A autora
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A elaboragdo dos problemas de produto cartesiano a partir das situacdes e dos
invariantes foi bastante dificil para os professores, pois, como colocado acima, o termo
produto cartesiano ndo parece ser comum ao contexto combinatorio. Sendo assim, 0S
professores relacionaram o produto cartesiano ao plano cartesiano. Os invariantes também
ndo foram bem compreendidos para elaborar problemas combinatorios.

O problema de produto cartesiano, cuja elaboracdo solicitamos aos professores partir
da situacao (tipo de problema) e dos invariantes, os resultados foram organizados da seguinte

forma:

a) Exercicios:

e N&o combinatorio.
b) Explicacdo de um contetdo sem relacdo com a Combinatéria;
c) Problemas:

e Apropriados.

e Inapropriados:

Problema sem relacdo com a Combinatdria.

No Quadro 16, a seguir, apresentamos 0s exercicios, as elaboracdes apropriadas e as

inapropriadas elaboradas pelos professores.
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Quadro 16 - Protocolos para exemplificar os exercicios, explicacbes e problemas de produto
cartesiano elaborados de forma apropriada e inapropriada a partir da solicitacdo pelo
tipo de problema (situacao/produto cartesiano) e a partir dos invariantes especificos

Problemas apropriados Elaboragdes diversas
: ¢) De dois o mals conjntos iferentes s combinados s elementos para
| P omaunooniro ekl
‘ el "‘\ s f ”.i r e
il § SIS E 3 g aale. . . Y
oy o & M) OWMS \ v Y )
/ L ““/ f;« f ‘,\"N | ! MU "LA'“ 5
/ B e \[/] Y

¥ NEA (/f Z,/! [ \ 4 {1/  / A ' ‘,.\t”

o 0 SO OM Sy s | T
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Problema de produto cartesiano Problema sem relagéo com a
elaborado corretamente pelo PEM3 a partir Combinatdria, elaborado pelo PEM5 a partir
da situagéo. da situacéo.

Legenda-: Professores — PEM1; PEM3; PEM5; PEM6; PEM7
Fonte: A autora

Apenas os professores PEM1, PEM3 e PEM6 criaram problemas contextualizados a
partir da solicitacdo por situacdo. Os demais fizeram relacdo com o plano cartesiano ou par

ordenado; o PEM7 apresentou uma explicagéo relacionada a conjunto e PEMS5 contextualizou
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um problema de probabilidade. Como discutido acima, nos livros didaticos do 2° ano do
Ensino Médio o termo “produto cartesiano” ndo é citado, nem agregado ao conjunto de
problemas combinatérios. Sendo assim, alguns professores tém dificuldade na abordagem do
contetdo no Ensino Médio, principalmente no contexto que envolve a Combinatoria.
Salientamos que os Parametros Curriculares Nacionais — PCN (BRASIL, 1997)
indicam que o aluno possa lidar com situagGes-problema de combinagdes, arranjo,
permutacdo e o principio fundamental da contagem. Como discutimos no inicio desse
trabalho, para nos, baseadas em Pessoa e Borba (2010), o principio fundamental da contagem
é uma estratégia de contagem e ndo um tipo de problema combinatério. Pessoa e Borba
(2009) agregam o produto cartesiano ao conjunto de problemas combinatérios, por ser um

problema que envolve um contexto de contagem.

5.2.5 Sistematizando o que discutimos até o0 momento...
A seguir, no Quadro 17, apresentamos 0s acertos a respeito das elaboracGes feitas a

partir das situagdes e dos invariantes de cada tipo de problema.

Quadro 17 - Problemas elaborados corretamente a partir das diferentes situacGes e a partir dos
invariantes especificos de cada tipo de problema

SITUACOES INVARIANTES TOTAL

DE
PERM. [ ARR. [ COMB. |PC PERM. | ARR. COMB. | PC ACERTOS
PEM1 | X X X X X X 6
PEM2 | X X 2
PEM3 | X X X X X 5
PEM4 | X X X X X 5
PEM5 0
PEM6 | X X X X X X X X 8
PEM7 0
TOTAL | 5 5 2 3 2 3 4 2

Legenda:PERM. — permutagdo; ARR — arranjo; COMB. — combinagéo; PC — produto cartesiano
Acertos - X
Fonte: A autora

Percebemos, de modo geral, ter sido mais facil para os professores elaborar a partir das

situacOes de cada tipo de problema combinatdrio, e ndo a partir dos invariantes. A partir desse
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dado, levantamos a hipotese: para o professor faz mais sentido o tipo do problema em si do
que as relacOes que podem ser feitas com os invariantes.

Os problemas com o maior numero de acertos pelos professores foram os de arranjo e
de permutacdo, seguidos de combinacdo, e depois produto cartesiano. Esse ultimo teve o
menor nimero de acerto, pois alguns professores confundiram produto cartesiano em um
contexto referente ao plano cartesiano, desconsiderando, assim, situacdes reais que envolvem
contagem. Como ja discutido anteriormente, esse ndo € um nome comum para problemas
combinatorios nas salas de aula do Ensino Médio e nem nos livros didaticos desse nivel de
ensino.

Constatamos serem o0s erros dos professores provenientes da falta de contexto
envolvendo o raciocinio combinatdrio; falta de conhecimento do conceito, e da dificuldade de
diferenciar os invariantes especificos de cada tipo de problema e de estruturar os problemas.

Diante do exposto, indicamos a necessidade de uma formagao continuada para que o
conceito envolvido no raciocinio combinatério seja trabalhado através do texto matematico.
Indicamos a elaboracdo de problemas como sendo relevante para refletir a respeito da

Combinatéria.

5.3 Analises das reflexdes dos professores acerca dos problemas combinatérios

Nesse momento da analise, focamos na parte da entrevista na qual solicitamos
algumas reflexdes aos professores a respeito dos problemas elaborados a partir das situacoes e
dos invariantes, sobre o ensino da Combinatéria no Ensino Bésico, sobre a percepc¢do e a
dificuldade dos alunos a respeito dos problemas combinatérios. No momento da analise,
agrupamos as perguntas, da forma que esta apresentada no Quadro 18, primeiro em relacdo ao
conceito (item a), depois em relacdo ao curriculo (itens b, c, d), novamente em relacdo ao

conceito (item e) e, finalmente, em relagéo ao ensino e a aprendizagem (itens f, g).
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Quadro 18 — Perguntas referentes ao terceiro momento da entrevista

Indagagdes acerca do ensino de Combinatdria, do curriculo e do conceito

a)O que os problemas elaborados tém de semelhante e de diferente?

b) Os problemas que vocé elaborou dariam para trabalhar em que ano da Educacdo Bésica?
¢) E possivel iniciar o trabalho com o raciocinio combinatorio a partir de que ano?

d) No livro didatico, em que ano geralmente encontramos 0s problemas combinatérios?

e) E mais facil elaborar ou resolver problemas combinatorios?

f) Para o aluno, o que seria importante perceber ao resolver os problemas que vocé elaborou?
g) Quais as dificuldades dos alunos em relacdo aos enunciados dos problemas combinat6rios?

Fonte: A autora.

5.3.1 Semelhancas e diferengas: o que os professores pensam quando elaboram problemas

combinatorios?

Nesse momento da entrevista, buscamos entender o que os professores consideram de
semelhante e de diferente nos problemas combinatdrios. Fizemos o seguinte questionamento
aos professores: O que os problemas elaborados tém de semelhante e de diferente?

Apresentamos no Quadro 19, a seguir, 0 que os professores pensam sobre as

semelhancas e as diferencas dos problemas combinatorios.
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Quadro 19 - Semelhancas e diferengas elencadas dos problemas combinatérios elaborados

Continua
PROF ANALISE DAS FRAGMENTOS DAS ENTREVISTAS
SEMELHANCAS E
DIFERENCAS

PEM1 | Semelhangas- PEM1- Todas as questfes aqui que eu elaborei sdo dados um
conjunto  principal, | conjunto principal e a partir deles eu peco para formar novos
formacdo de novos | conjuntos, subconjuntos, certo? Ai  dependendo da
conjuntos, particularidade que é feita essa pergunta, eu posso trabalhar com
subconjuntos. a permutacdo, combinacdo e o arranjo, certo? E a diferenca é

justamente isso, a particularidade com que é feita essa pergunta.
Diferencas- Certo? A especificidade da permutacdo, do arranjo e da
Particularidade ~ de | combinagéo.
cada tipo de
problema.

PEM2 | Semelhangas- PEM2- No caso permutacdo, eu posso, eu tenho cinco
Néo consegue | algarismos diferentes eu quero fazer, no caso eu quero formar
destacar as | numeros, entdo, ai eu vou fazer uma permutacdo. No caso de
semelhancas. arranjo, é...0 arranjo ele é, no caso ai a gente vai ver se eu posso

repetir ou ndo a questdo. A questdo da combinacdo por exemplo
Diferencas-. se quando eu troco a posi¢do dos nimeros ou do conjunto e ndo
Tenta exemplificar as | altero, entdo isso é combinacdo. Entéo €, se no caso eu tenho, eu
particularidades  de | tenho cinco pessoas disputando uma corrida eu vou ter ai uma
cada tipo de | permutacdo. Agora se eu tenho cinco pessoas para fazer uma
problema equipe ai é combinacdo. Cinco pessoas para tirar trés para fazer
combinatério, mas | uma comissdo, ai € combinagdo, mas se eu tenho cinco pessoas,
ndo deixa clara as | cinco pessoas pra ver numa corrida quais sdo as trés primeiras,
especificidades  de | ai é permutacdo. Entdo veja que a semelhanga nesse caso de
cada tipo, confunde | permutacdo e combinacdo ta sd... seria nas, na quantidade de
arranjo e permutacdo. | elementos, mas ai a forma é diferente. Tenho ai no caso
permutacgdo, arranjo e combinacgdo. E no produto cartesiano ele,
ele difere também porque no produto cartesiano se 0 ponto um
dois é diferente do ponto dois um, entdo se conectou a ordem ja
tem outro, outro elemento. No caso a realidade eu vou ter a
formacéo de pares, a gente geralmente na permutacéo, arranjo e
combinagdo a gente trabalha a formagdo de pares ou conjunto
né, ou conjuntos.

PEM3 | Semelhangas- Sdo PEM3- Eu acho que as semelhancas se referem as contagens
problemas de gue nos precisamos fazer para resolver cada um desses
contagem. problemas. E as diferengas estdo justamente de que forma
Diferentes- Formas | devemos agrupar essas contagens. Que forma vamos organizar
de agrupar. essas informacdes para responder as perguntas.

Legenda: P — Pesquisadora/entrevistadora
Fonte: A autora

Grifo nosso
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Quadro 19 - Semelhancas e diferengas elencadas dos problemas combinatérios elaborados

Continuagao

PROF

ANALISE DAS
SEMELHANCAS E
DIFERENCAS

FRAGMENTOS DAS ENTREVISTAS

PEM4

Semelhancas-

Reconhece que sdo
problemas que
trabalham com
agrupamento e
abordam situacgdes do
dia a dia. Nao agrega
0 produto cartesiano.

Diferentes- Indica o
estudo das técnicas
de contagem e
enfatiza as diferentes
representacoes.

PEM4- Os trés primeiros problemas trabalham com
agrupamentos que é permutacdo, arranjo e combinacdo também
abordam situacGes quase que do dia a dia deles.

PEMA4- Anélise Combinatdria vem exatamente pra vocé facilitar
a forma, vocé estudar técnicas de contagem nos mais diversos
problemas que vem pela frente entdo, eles vdo ver através da
arvore das possibilidades, caso a caso e vai comparar com a
técnica usando ai no caso o calculo da permutacdo através do
fatorial a gente pode fazer a comparacdo dos dois métodos, a
partir dai eles verem como as técnicas da Analise Combinatéria,
usando fatorial, principio fundamental da contagem, facilita
bastante a resolucdo do problema desse tipo.

PEM5

Semelhangas- N&o
consegue perceber 0s
aspectos conceituais

relacionados a
semelhancas e
diferencas dos
problemas

combinatorios.

Diferencas-
Apenas  estabelece
gue uns problemas
estdo
contextualizados e
outros néo.

PEMb5- Semelhanga aqui parece que sdo 0s resultados e de
diferenca, € porgue esse aqui no caso é um problemazinho...

P- Como assim os resultados?

PEMb5- Porque através desse aqui no caso os resultados ficam
parecidos com ele, com arranjo.

P-Por que os resultados ficam parecidos?

PEMb5- Porque um assunto depende do outro. Pra vocé fazer
um, tem que dominar o outro. Eu acho um parecido com o
outro.

P- Qual que a gente teria que trabalhar primeiro ja que um
depende do outro?

PEMS5- O arranjo e a combinagdo. No caso aqui, porque no
caso, o problema do arranjo € porque a questdo ja esta dada so é
ele colocar na formulazinha. Aqui ele vai ter que ler interpretar
para poder resolver.

P-E o de combinacéo?

Legenda: P — Pesquisadora/entrevistadora
Fonte: A autora

Grifo nosso
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PROF

ANALISE DAS
SEMELHANCAS E
DIFERENCAS

FRAGMENTOS DAS ENTREVISTAS

PEM 5

PEM5- A mesma coisa que eu estou falando. E bem parecido
com permutacdo, porque no caso aqui eu elaborei. Primeiro aqui
ele tem que entender a questdo e depois armar para poder
resolver. T4 contextualizado. A diferenca € justamente que essa
aqui é contextualizada e essa aqui 0 valor ja esta 14 embaixo.
Pode colocar uma formulazinha e depois fazer direto. O
professor do 2° ano poderia explicar melhor.

P- E a diferenca em relacdo ao conceito?

PEMS5- Acho que eu ndo lembro mais ndo, disso ndo. No caso
aqui combinagdo, acho que a gente tem que mostrar primeiro o
espaco amostral e depois desenvolver o0s eventos. As
possibilidades que vai dar o resultado.

PEMG6

Semelhanca-
Trabalha com a ideia
de agrupamento e
contagem.

PEMG6- Semelhantes que ele trabalha sempre com agrupamento,
sdo problemas que tém a ideia de t4 agrupando certas, certas,
certas, certos elementos e o diferente nele, t4 na, justamente na
estrutura gue cada situacdo vem apresentando.

Diferenca- Na | PEM6- Semelhangca é que sdo problemas de contagem, de
estrutura de cada tipo | agrupamento montando a partir de elementos iniciais.
de problema.

PEM7 | Semelhanca- PEM7- Permutacdo é de quantas maneiras de fazer alguma
Multiplicac&o. coisa, de permutar é diferente de fazer um lanche eu tenho

Diferenca- Na
ordem e na repeticéo
de elementos

quatro tipos de lanches, vou dar exemplo aqui: fazer um lanche
com trés tipos de suco e quatro tipos de salgadinho. Permutar
mudar. Quantas maneiras eu tenho de mudar o lanche? E

ermutacao.

PEM7- Semelhante é a multiplicacdo, multiplicar. Arranjo e
permutacdo a gente tem o principio multiplicativo, agora na
combinagéo.

P- E a diferenca entre eles?

PEM7- Fatorial é a posicdo, posicdo. Na permutacdo é
aleatorio, trabalha de qualquer forma, num é uma questdo de
ordem, ordem num é? Na combina¢do ndo pode repetir, uma
placa de um carro, eu ndo posso repetir. Por exemplo, KKR
guantas maneiras eu tenho de mudar essa placa, sem repetir,
sem repeticdo. J& na permutacdo pode repetir, ndo pode repetir
também o mesmo lanche. Pode? Eu tenho duas maneiras de
lanchar. Formar uma fila de cinco pessoas da seguinte maneira.
Mas aqui ndo tem questdo de ordem néo tanto faz o primeiro ser
0 Uultimo. Produto cartesiano... O significado da palavra
permutar mudar, arranjo arrumar.

Legenda: P — Pesquisadora/entrevistadora
Fonte: A autora
Grifo nosso
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O PEM1 chama a atencdo para a formacdo estrutural dos problemas combinatorios,
destacando 0s conjuntos e os subconjuntos e percebe as especificidades dos mesmos. Ja o
PEM2 indica haver especificidades, mas ndo explicita corretamente as particularidades de
cada tipo de problema. Os PEM3, PEM4 e PEM6 indicam as semelhancas como problemas de
contagem e de agrupamentos. Apontam as especificidades da contagem de cada tipo de
problema como uma maneira de diferenciar um problema do outro. O PEM7 aborda a questéo
da ordem e da escolha dos elementos, mas ndo explicita com clareza a relacdo entre 0s
invariantes da ordenacao e da escolha e o tipo de problema. Chama a atencao para a resolucéo
de um problema de arranjo e de permutacdo pelo principio multiplicativo, mas entendemos
ser essa um tipo de estratégia que pode ser usada para resolver todos os tipos de problemas
combinatorios.

Perceber os invariantes de cada tipo de problema é importante para poder elaborar
corretamente e resolver problemas combinatorios. O PEM4 reconhece também as
representaces como diferentes técnicas de contagem podendo ser comparadas para avaliar o
que facilita mais para resolver o problema combinatorio e enfatiza a importancia de trabalhar
com situacdes do dia a dia. Dante (2009) sugere que os problemas sejam relacionados a
situacOes reais, pois dados e perguntas artificiais tendem a desmotivar os alunos. O PEM4
segrega 0 produto cartesiano dos demais problemas combinatérios (arranjo, combinacdo e
permutacgéo), pois alega ndo ser algo comum a ser contextualizado.

PEMA4- ja com o problema de produto cartesiano, pessoalmente assim eu
tenho uma dificuldade e ndo vejo tanta aplicacéo pratica como nos primeiros
trés problemas né, e é um problema que vocé explora mais o lado abstrato da
algebra, entdo, ainda assim é um problema que trabalha bem a definicdo de
relacdo. S&o dados dois conjuntos: o conjunto A e o conjunto B, 0s seus
elementos ai descritos e pra eles determinarem, ou seja, escreverem uma
relacdo, descreverem uma relacdo dos elementos de uma relagéo, ai trabalha
a ideia de uma relagdo de um subconjunto do produto cartesiano daqueles
dois conjuntos, de tal forma que cada elemento Y seja o dobro do elemento
X cada elemento Y pertencente ao conjunto B seja o dobro do elemento X
pertencente ao conjunto A, entdo é um problema ai pra trabalharo conceito, a

definicdo para trabalhar a relagdo de subconjunto, eu vejo ai que ndo é tdo
contextualizado como os trés primeiros assuntos.

(Grifo nosso)

Diante do exposto, percebemos que para esse professor ndo € comum utilizar o
produto cartesiano de forma contextualizada e sim através de um trabalho envolvendo relacéo
de pares ordenados formados a partir dos elementos de dois conjuntos distintos.

Diferentemente Pessoa e Borba (2009), destacam o produto cartesiano como um tipo de
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problema combinatério envolvendo contagem de elementos, sendo entdo uma forma
especifica de contar.

As elaboracfes relacionadas ao produto cartesiano corroboram com a forma do
pensamento do professor a respeito do produto cartesiano; por exemplo, se ele acredita que o
produto cartesiano € par ordenado, ele trabalha com as relagdes entre dois conjuntos: A x B e
B x A. Apresentamos, a seguir, as elaboracOes feitas pelo PEM4 a partir da solicitagdo de um

problema de produto cartesiano, a partir das situacdes e dos invariantes, respectivamente.

d) Produto cartesiano.
Pade3 o3 comyunites A=104,2,3,ut & B={1,4,56 %9},
Descrevo. os elemenlos (x ) o Relogeo g Yal Pue RC.AXB

Lu:)& le de ‘_q,o&rmo.ga,o se_)cu Y=aX.,

: £\
MCAXB) = m(A)eM(B) = 5«6 = 20 hares (xy)

c) De dois ou mais conjuntos diferentes s@o combinados os elementos para
formar um novo conjunto.

)a:/o( c[ou wadMTo< A= {u4 z 5& 3 E {b é ?—?f DesCReVa
Os /ewzwfos /os meJMTJS Ax& e PXA.

Como visto, as elaboracbes do PEM4 representam as ideias dele em relacdo ao
conceito de produto cartesiano e a maneira como € trabalhado em sala de aula. Esse é um
ponto consideravelmente importante para discutirmos no processo de formacdo do professor.
E necessério ao professor ter o conhecimento pedagdgico do contetido, destacado por Ball e
colaboradores (2008). Possivelmente o professor que ndo tem o dominio de tal conhecimento,
provavelmente ele vai ensinar de forma inadequada ou ndo vai ensinar determinado conteddo.

O PEMG6 tem a seguinte ideia a respeito de produto cartesiano:

PEMS6- O problema de produto cartesiano que t& bem atrelado aquele
principio fundamental da contagem onde a gente tem que organizar a
quantidade de elementos dentro do processo que na verdade ¢ uma maneira

diferente _da gente pensar arranjo, estou arranjando ali os elementos
organizando em pares, ou em trios...

(Grifo nosso)
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O PEMS6 traz uma justificativa para o produto cartesiano atrelado ao arranjo. Portanto,
ele considera que os invariantes e a estrutura de um problema de produto cartesiano diferem
do problema de arranjo. Percebemos que o termo “produto cartesiano” atrelado a
Combinatoria ndo é algo comum aos professores do Ensino Médio.

A partir deste ponto da entrevista, percebemos que os professores que tiveram 50% ou
mais de acertos na elaboracdo de problemas combinatérios (a partir da situacdo e dos
invariantes) foram os que perceberam melhor as especificidades de cada tipo de problema, ou
seja, 0s invariantes de ordenacdo e de escolha dos elementos.

No momento da elaboracdo de problemas combinatdrios é necessariaa reflexdo acerca
de vérios conceitos envolvidos nas relacbes que permeiam o raciocinio combinatério.
Salientamos o fato disso ndo ter ocorrido com os professores PEM5 e PEM7, esses ndo
tiveram nenhum acerto. O PEMS5 apenas elaborou um exercicio de arranjo corretamente, que é
diferente de elaborar um problema, e os demais problemas elaborados estdo relacionados a
Probabilidade. JA& o PEM7 teve dificuldade em diferenciar problemas combinatérios e de
elaborar problemas a partir dos invariantes. O PEM2 tem dificuldade em elaborar o problema
porque provavelmente, ndo compreende os invariantes de ordenacdo e de escolha dos
elementos.

Apesar de todos os professores terem especializagdo, percebemos que o conhecimento
do professor ndo depende apenas da formacdo; a pratica de ensino favorece o conhecimento a
respeito dos conceitos envolvidos em determinado conteudo. Compreendemos que trabalhar a
formacdo do conceito no processo de elaboracdo de problemas pode possibilitar aos

professores reflexdes sobre o conhecimento que tém a respeito do proprio conceito.

5.3.2 Compreensdes dos professores sobre Combinatdria e curriculo

As recomendacOes baseadas em pesquisas anteriores e nos Parametros Curriculares
Nacionais (BRASIL, 1997) sdo que o ensino da Combinatoria seja iniciado desde 0s anos
iniciais do Ensino Basico. Para tal, apresentamos a pesquisa de Pessoa e Borba (2009) onde
indicam a melhora no indice de acertos dos alunos no decorrer dos anos de escolaridade do
Ensino Basico. Sendo assim, as pesquisadoras constataram: apesar dos alunos dos anos
iniciais do Ensino Fundamental n&o conseguirem generalizar e encontrar todas as
possibilidades solicitadas no problema foi possivel ter acertos parciais. Diante do contexto
apresentado, procuramos fazer uma relacdo entre os problemas elaborados e o curriculo,

relacionando os anos de ensino nos quais os problemas combinatorios podem ser aplicados. A
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iniciacdo do trabalho com o raciocinio combinatorio pode ser iniciada bem antes do 2° ano do
Ensino Médio, ano que os professores encontram o conteudo de Combinatoria nos livros

didaticos. Para isso, fizemos algumas indagacGes aos professores na entrevista, tais como:

e Os problemas que vocé elaborou dariam para trabalhar em que ano da
Educacdo Basica?

e E possivel iniciar o trabalho com o raciocinio combinatério a partir de que
ano?

e No livro didatico, geralmente em que ano encontramos o0s problemas

combinatorios?

Apresentamos no Quadro 20, as consideracdes dos professoresa respeito da relagéo

entre Combinatoria e curriculo na Educacdo Basica.

Quadro 20 - ConsideracOes feitas pelos professores a respeito da relagdo entre Combinatéria e
curriculo na Educacéo Bésica
Continua

FRAGMENTOS DAS ENTREVISTAS

PEM1- Desde o 2° ano. Produto cartesiano, desde o principio, desde o0 2° do Ensino Fundamental,
acho que desde a base mesmo ja podemos trabalhar com isso. Permutacdo nada mais é que o
principio fundamental da contagem, dependendo como a permutagdo pode ser feita acho que pode ser
trabalhada a partir da 5% série®. Arranjo e permutacdo acho que a partir do Ensino Médio, 1° ano, 2°
ano.

P- No livro didatico em que ano encontramos os problemas combinatérios?

PEM1- Geralmente no 2° ano.

PEM2- Dependendo do nivel da para trabalhar. VVai depender do nivel do alunado. D4 para trabalhar
no Fundamental I, a partir do 6° ano no caso. Pode comecar a trabalhar no chamado principio
fundamental da contagem, ja pode trabalhar isso 14, l1a no 2° ano (Ensino Médio), bem simples e ai
vai aumentando o nivel. Eu acho que se consegue. Geralmente no 2° ano que a gente vé com um
nivel mais elevado. No 2° ano do Ensino Médio, é mais aprofundado esse assunto.

Legenda: Pesquisadora - P; Professores - PEM1; PEM2; PEM3; PEM4; PEM5; PEM6; PEM7.
Fonte: A autora/grifo nosso

*52 série - Equivalente ao 6° ano do Ensino Fundamental
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Quadro 20 - ConsideracGes feitas pelos professores a respeito da relagdo entre Combinatéria e
curriculo na Educacéo Bésica
Concluido

FRAGMENTOS DAS ENTREVISTAS

PEM 3- Daria para trabalhar no 9° ano do Ensino Fundamental Il e também daria para trabalhar no 2°
ano do Ensino Médio.

PEMS3- Apesar de nunca ter trabalhado com o Ensino Fundamental I, eu acredito que no 5° ano, 4° e
5° ano dariam para iniciar o trabalho com o raciocinio combinatério. Porque algumas situacdes que
eles vivem no cotidiano eles ja vivenciam a pratica de alguns questionamentos que envolve
Combinatéria.

PEMS3- Eu encontro em livros do 6° ano, do 9° ano e livros do 2° ano, embora nos livros de 3° ano ha
alguns problemas relacionados a Combinatéria, € isso que pude observar até entdo. Na ressalva que
eu nunca trabalhei com 8° ano.

PEMA4- olha, é...principio fundamental da contagem vocé pode trabalhar ja desde o 4° ano tranquilo
do Ensino Fundamental, oh perddo, 6° ano do ensino fundamental, 5% série , entdo vocé ja pode
trabalhar a ideia de contagem, principio fundamental da contagem, é...8° e 9° anos pode trabalhar
questdo de agrupamentos, combinagfes, agora de uma maneira mais, digamos que completa formal,
no 2° ano do Ensino médio ,problema A, B e C 2° ano do Ensino Médio.

P- Os problemas que vocé elaborou dariam para trabalhar em que ano da Educacdo Bésica?
PEMS5- A partir do 6°, 7°, 8° e 9° ano, daria j& pra comecar ja com isso.
P- E possivel iniciar o trabalho com o raciocinio Combinatéria a partir de que ano?

PEMDB5- Ai eu vou chutar, eu sei que no9° ano existe, agora eu nao sei no 5°2,6°, 7°, que eu ndo dou
aula, como é que vou saber?

P- Que tipo de problema vocé recorda-se?
PEMS5- Vocé estd me perguntando umas coisas que eu ndao dou aula, eu ndo me lembro ndo. A

probabilidade a respeito do dado, da moeda, até do 6° ano ja trabalho isso aqui... No 9° e no 2° ano do
Ensino Médio.

PEMS6- Olhe, eu ja trabalhei com algo nesse tipo, nesse nivel, numa quarta- série, mas era uma
quarta-série especifica, era uma quarta série, aquela, a resposta a o incentivo do professor era muita
atenta, sabe. No 5° ano pode ser trabalhado tranquilamente com a intervencéo do professor e depois
ser retomado no 6°, 7° e 8° anos.

P- No livro didatico em que ano encontramos os problemas combinato6rios?

PEMS6- [...] encontra no 2° ano do Ensino Médio que tem aquela metodologia tradicional de divisao
de contetdo.

PEM7- Sexto ano daria para trabalhar os problemas elaborados. E iniciar o trabalho no 5° ano.
Encontra no livro a partir do 6° ano.

Legenda: Pesquisadora - P; Professores - PEM1; PEM2; PEM3; PEM4; PEM5; PEM6; PEM7.
Fonte: A autora
Grifo nosso.
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Os professores abordaram que os problemas combinatérios podem ser trabalhados a
partir dos anos iniciais e finais do Ensino Fundamental, mas reconhecem constar o conteildo
oficialmente no livro de Matematica do 2° ano do Ensino Médio. O PEM3 indica que 0s
alunos ja vivenciam situacdes no dia a dia relacionadas a Combinatdria. Portanto, podemos
corroborar com Pessoa e Borba (2009), quando indicam ser o raciocinio combinatério
iniciado antes do ensino formal e sofre influéncia das experiéncias extraescolares e escolares.

Ball et al (2008) indicam o subdominio do conhecimento os quais o professor de
Matematica deve ter, intitulado como conhecimento do conteddo e do curriculo.
Consideramos, entdo, ser esse 0 momento da entrevista em queos professores tiveram a
oportunidade de refletir sobre em qual ano poderiam ser trabalhados os problemas
combinatérios elaborados pelos mesmos, em razdo deles poderem lecionar nos anos finais do
Ensino Fundamental e no Ensino Médio.

Diante do exposto, compreendemos poder haver a intensificacdo do trabalho com a
Combinatéria bem antes do 2° ano do Ensino Médio. Um trabalho de formacdo entre os
professores dos anos iniciais do Ensino Fundamental, que possuem o curso de Magistério ou
de Pedagogia, com o dos anos finais do Ensino Fundamental e o Ensino Médio, que tém
Licenciatura em Matematica. Pessoa e Borba (2009) apontam a possibilidade de trabalho
envolvendo a Combinatdria desde os anos iniciais; e Matias, Santos e Pessoa (2011) indicam
que os alunos da Educacdo Infantil j& percebem os invariantes presentes na Combinatoria.

Assis (2014, p. 142) buscou “analisar o efeito de um processo de formagao continuada
sobre Combinatdria nos conhecimentos da docente”. Para tal, procurou verificar as mudangas
de conhecimento relacionadas a reflexdo e a pratica de uma professora dos anos iniciais do
Ensino Fundamental ap6s um processo de intervencdo que foi organizado a luz da Teoria dos
Campos Conceituais, a qual valoriza as situac¢fes, 0s invariantes e as representacdes
simbdlicas no desenvolvimento de um conceito (VERGNAUD, 1986), também conhecimento
especializado do conteudo e o conhecimento didatico desse conteudo matematico, destacados
por Shulman (2005), que aborda o conhecimento do docente. Ball et al (2008) os quais
enfatizam o conhecimentodo docente em Matematica.

Nessa perspectiva, Assis (2014) realizou uma entrevista inicial, um processo de
formagéo contendo seis encontros e uma entrevista final. Os resultados na entrevista inicial
mostraram a dificuldade da professora em reconhecer os diferentes tipos de problemas
combinatérios e a percepcdo dos invariantes presentes nas diversas situagdes. ApoOs 0
processo de formacdo e na entrevista final, foi possivel perceber que a professora pdde

ressignificar o seu conhecimento sobre a Combinatoria e seu ensino, passando a ter mais
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clareza dos tipos de problemas e de suas respectivas caracteristicas, como também do
invariante de escolha dos elementos. Entretanto, o invariante de ordenagéo néo foi percebido
pela professora, que teve dificuldade em diferenciar os problemas de arranjo e combinacéo
quanto a ordem dos elementos. A pesquisadora Assis reconhece o desenvolvimento da
professora pesquisada apds o processo de intervencdo e indica a formagdo continuada para
discutir sobre a Combinatéria desde 0s anos iniciais, pois ajuda os docentes a refletirem sobre
0 conteldo e a ressignificar os conhecimentos.

Diante do exposto, percebemos que é possivel iniciarmos um trabalho envolvendo o
raciocinio combinatério em toda a Educacdo Basica, porém, a complexidade das diferentes
situacOes € que devem ser levadas em consideracdo para o desenvolvimento do trabalho em
sala de aula, considerando as experiéncias ja vivenciadas pelos alunos. Portanto, na
elaboracdo de problemas o professor deve estar atento as especificidades da turma para
proporas situagdes, as exploragdes dos invariantes e o oferecimento dos diversos tipos de
representacgao.

No processo de formacdo continuada com professores de diferentes niveis, podemos
refletir sobre os aspectos envolvidos no processo de elaboracdo de problemas combinatorios,
como também na resolucdo dos problemas. Enfatizamos que as situagdes, os invariantes e as
representacgdes simbdlicas (VERGANUD, 1986) podem ser discutidos e analisados junto aos
professores. O ponto seguinte de analise é a questdo que colocamos, procurando entender o
que os professores do Ensino Médio consideram mais facil: Elaborar ou resolver problemas

combinatorios?

5.3.3 Elaborar ou resolver problemas combinatérios: consideragdes dos professores do Ensino
Meédio

Nesse momento da entrevista, procuramos entender as dificuldades dos professores no
momento da elaboracdo e da resolucdo de problemas combinatérios, em razdo de ser uma
indicacdo dos Parametros de Matemética de Pernambuco (PERNAMBUCO, 2012). No
entanto, percebemos que no dia a dia do professor, resolver problemas é mais comum do que
elaborar problemas em sala de aula, pois geralmente os professores procuram problemas
prontos nos livros didaticos, sem ter a oportunidade de refletir sobre o conceito e adequar a
realidade dos alunos, como também de avaliar melhor os problemas ja existentes nos livros
didaticos. Nesse sentido, Smole (2001) indica que os professores ndo reconhecem a producao

textual para o ensino da Matematica como um componente indicado no curriculo de
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Matematica; porém, a autora reconhece a importancia de trabalhar textos. Dai, indagamos
para os professores, a seguinte questdo: E mais facil elaborar ou resolver problemas

combinatorios?

No Quadro 21, apresentamos as consideracfes dos professores acerca da elaboragéo e

da resolucéo de problemas.

Quadro 21 - Reflexdes dos professores acerca da elaboracdo e da resolucdo de problemas

combinatérios

Continua

ANALISE

FRAGMENTOS DA ENTREVISTA

N&o ha formacéo
para 0 processo de

PEML1- Resolver, resolver. Resolver é mais facil com certeza, até porque 0s
professores infelizmente, nds_ndo estamos sendo capacitados para elaboracéo

elaboracdo. de questdes. Infelizmente dentro da nossa formacdo, n6s temos que seguir 0
livro didatico que ja pega aquele material pronto. Resolver é bem mais facil do

Resolver que elaborar.

problemas é mais

facil  do  que

elaborar.

Resolver  requer | PEM2- Resolver, como ele ja estd pronto a gente 1€ e ai aplica 0s

apenas que o | conhecimentos que a gente tem na resolucédo do problema. No caso como ele

professor aplique | ja estd pronto no caso ndo fica parando para pensar e elaborar. Ele ja esta

seus pronto, eu acho mais facil resolver.

conhecimentos.

Ja no caso da
elaboracdo os
objetivos do
professor e as
estratégias de
resolucdo estdo em
evidencia.

P- E no momento que esta elaborando?

PEMZ2- Ai a gente para pensar e, a gente tem que entender no problema e na
resposta, para ter uma resposta satisfatoria. Geralmente a elaboracdo de um
problema requer muito mais concentracdo do que vocé realmente partir para
resolver.

P- Quando o senhor diz pensar no problema. Pensar em que no problema?

PEMZ2- Pensar no objetivo que vocé gue atingir naquele problema. O gque
vocé gue quer o aluno utilize para resolver no problema.

Legenda - P — pesquisadora; PEM1; PEM2; PEM3; PEM4; PEM5; PEM6; PEM7- professores

Fonte: A autora
Grifo nosso
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Quadro 21 - ReflexBes dos professores acerca da elaboragdo e da resolucdo de problemas
combinatoérios

Continuacéo

ANALISE

FRAGMENTOS DA ENTREVISTA

Resolver é mais
complicado porque
ha a necessidade
de diferenciar os
tipos de
problemas.

Na elaboracdo é
possivel pensar na

resposta, no
raciocinio dos
alunos, nos

agrupamentos das
informacGes e dos
nameros.

PEMS3- Eu acho que os dois sdo complicados, mas assim, eu acho que
resolver é mais complicado. Por que muitas vezes vocé tem a ideia gue € um
problema de Combinatéria, mas ndo sabe gue caminho, se é um arranjo, é uma
combinacéo, isso € e ai vocé pode se confundir.

P- Porque elaborar é mais facil?

PEMS3- Porque quando se elabora um problema de Combinatéria eu acho que
a gente ja se espera uma provavel resposta, pelo menos pra mim. Quando eu
tou elaborando ja estou pensando, eu vou responder desta forma. Entdo pra
mim elaborar é mais simples. Do que pegar algo ja pronto e responder, porgque
quando vocé elabora vocé pensa naturalmente logo na resposta, vocé ja se
preocupa com a resposta.

P- E além de pensar na resposta 0 que estd envolvido no momento da
elaboracao?

PEMS3- Esté envolvido o raciocinio que os alunos precisam ter sobre a prépria
Combinatdria de que forma ele vai agrupar as informagdes e 0s nimeros.

PEMA4- Resolver é mais facil, elaborar é mais dificil, porque diferentemente
de um problema de geometria, vocé esta trabalhando mais com o concreto,
vocé esta visualizando figuras ou situagdes, por exemplo, trabalhando com
fungdes, problemas envolvendo raciocinio combinatério exige um maior
cuidado na elaboragdo até porque um assunto, € um campo da Matematica que
praticamente vocé trabalha com o raciocinio, entdo é bem mais dificil vocé
elaborar principalmente ali com aquela turma que vocé t4 trabalhando esse
assunto.

PEM4- Problemas assim que eu venho trabalhando em sala de aula, s&o
problemas assim introdutérios, sdo aqueles problemas assim que sd0 mais
bésicos pra eles entenderem assim o0s conceitos e as definigdes, eles
diferenciarem as definicdes de agrupamento, de arranjo e combinacdo séo
aqueles problemas basicos que eu comego a trabalhar quando estou com eles,
eu pensei nisso, sdo mais assim dentro do cotidiano deles.

E mais dificil
elaborar do que
resolver.

Elaborar
problemas ajuda a
entender as
abordagens  dos
conceitos e das
definicoes.
Refere-se a

importancia da
pratica em sala de
aula.

PEMS5- Aos conhecimentos. No caso é que vamos supor assim quem vivencia
as préticas fica mais facil para resolver no caso o que a gente vé no dia a dia
esse negocio da bola que falei, esse negdcio do dado, esse negdcio da moeda,
fica mais facil de elaborar quando vocé trabalha e vé.

Legenda - P — pesquisadora; PEM1; PEM2; PEM3; PEM4; PEM5; PEM6; PEM7- professores

Fonte: A autora
Grifo nosso
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Quadro 21 - ReflexGes dos professores acerca da elaboracdo e da resolucdo de problemas
combinatorios

problemas refere-
se aos aspectos
pedagdgicos e do

Concluido
ANALISE FRAGMENTOS DA ENTREVISTA
Indicou que | PEM6- Elaborar problema ele deveria ser uma habilidade muito facil para o
elaborar professor. Quando eu estudava o meu professor me dizia, 0 meu professor do

Ensino Médio vocé s6 vai ter condi¢des de dizer que compreendeu o conteido
quando for capaz de criar problemas em cima desse conteudo, ai vocé vai ta
dominando tudo. A dificuldade que a gente tem ao elaborar o problema é se

conceito. adequar ao grupo de estudo que a gente ta trabalhando. Entdo o problema que
eu elaborei agora com o objetivo de, de ajudar na compreensdo de um
contetido para uma série A pode ser que ndo sirva para iniciar uma aula em
uma serie B. Entdo a elaboracdo de problema o professor tem que ta muito

atento ao meio que ele ta inserido, ao objetivo que ele que alcancar.

Resolver ¢ mais | PEM7- Resolver a questdo é mais facil. Agora tem que ter uma foérmula,

facil porque ja | alguma coisa. Porque é o que eu tenho e o que o problema ta pedindo.
contém as | Eu posso ter a ideia de um exemplo e elaborar outro. Criar do nada é dificil.
informacdes.

P- O que foi dificil elaborar a partir das situacbes e das caracteristicas dos
Elaborar precisa | problemas combinatorios?
conhecer 0S
invariantes. PEM7- Diferenciar um do outro. A principio tudo é multiplicativo. Mas tem a

diferenca a questdo de ordem, de posicédo, de ndo poder repetir.

Legenda - P — pesquisadora; PEM1; PEM2; PEM3; PEM4; PEM5; PEM6; PEM7- professores
Fonte: A autora
Grifo nosso

O PEM1 aponta para a necessidade de um processo de formacdo continuada para
trabalhar a elaboracdo de problemas e que os problemas trabalhados ja sdo encontrados
prontos nos livros didaticos. Percebemos, entdo, ser o livro didatico um instrumento bastante
utilizado pelo professor, pois os problemas combinatérios ja estdo prontos e é mais facil
utiliza-los que elabora-los. Dai, indagamos: Como os professores podem pedir aos alunos
para elaborem problemas, se eles mesmos ndo costumam ter essa pratica ou tém dificuldades
em elaborar problemas? Entdo, ressaltamos que o processo de formacgdo continuada para
trabalhar a elaboracdo de problemas pode ser uma atividade de construcdo do conceito que
envolve o raciocinio combinatorio nas diferentes situacGes que dao énfase ao conceito, 0s
invariantes de ordenacdo e escolha dos elementos que podem gerar ou ndo novas
possibilidades e as variadas representacfes simbolicas.

Ja 0 PEM3 néo se reporta aos invariantes do problema, nem aos aspectos estruturais,
apenas indica que o professor deve focar nos objetivos que deseja alcangar e nas estratégias de
resolucdo. Adverte que resolver problemas combinatoérios € mais dificil porque nos problemas

ja prontos ha a necessidade de fazer a diferenciacdo entre eles e chama a atencdo para 0s
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problemas de combinacdo e de arranjo. Indica que elaborar é mais facil, porque o professor ja
pensa na resposta. Lembramos que os demais professores indicaram que elaborar € mais
dificil.

Além da resposta, a PEM3 chama a atencdo para pensarmos no raciocinio do aluno no
momento da elaboragdo e nos possiveis agrupamentos dos nimeros. Apesar da PEM3 ter dito
que elaborar é mais facil, ele aponta para varios aspectos importantes que os professores
precisam ter no momento da elaboracdo, possivelmente requerendo um conhecimento mais
elaborado do professor, pois envolve tanto as questdes conceituais da Combinatoria como as
questBes pedagogicas referentes ao nivel do aluno.

O PEM4 faz uma analogia dizendo que fazer uma comida é mais dificil do que comé-
la, ou seja, elaborar um problema € mais dificil do que resolvé-lo, pois o0s aspectos
conceituais, pedagogicos e o que se espera do aluno estdo envolvidos. No momento da
elaboracédo, o professor considera varios aspectos relacionados ao conceito e a sala de aula.
No entanto, tem a oportunidade de refletir sobre a aprendizagem do aluno. Elaborar
problemas ndo é uma tarefa facil para o professor, pois depende do conhecimento existente de
cada docente e da experiéncia em sala de aula, pois o professor precisa adequar o contetdo a
ser trabalhado ao nivel da turma, estabelecendo a prética de ensino do contetudo em destaque.

PEM4- E como eu disse, é mais dificil porque o que eu quero extrair do meu
aluno a partir daquele problema que eu estou elaborando, que conceito eu
vou trabalhar, que habilidade ou competéncia eu vou trabalhar naquele
problema ali que eu estou resolvendo, € como... eu vou fazer uma
comparagdo até um pouco grosseira, € bem mais dificil vocé preparar uma
boa comida do que vocé comé-la, entdo né, vocé elabora uma comida vocé
tem que ter o cuidado com os elementos, os ingredientes que vocé vai usar
pra que ndo figue nem salgado nem fique doce, entdo é o cuidado que
devemos ter, assim o professor tem que ter cuidado quando esta elaborando

aquele problema, a resolucdo ja é, digamos, o relatério daquele problema
que foi levantado.

(Grifo nosso)

O PEMS informa que a experiéncia em sala de aula & muito importante para o
professor elaborar problemas; ele se refere ao conhecimento utilizado na sua pratica em sala
de aula. O PEMS5 é um professor que apesar de lecionar no Ensino Médio, ndo tem trabalhado
atualmente no 2° desta modalidade. J4 o0 PEM6 aborda que elaborar problemas envolve mais
variaveis a serem consideradas, destaca que é importante considerar o nivel da turma e o
objetivo que o professor quer alcancar.

PEMG6- Entdo eu acredito que hoje o professor tem muito mais facilidade em
resolver o problema do que em criar, pra mim é mais facilidade resolver do
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que criar, mesmo que ndo seja muito dificil criar._Mais eu percebo que ha
mais varidveis envolvidas para criar um bom problema que tenha objetivo
didatico. Pra mim, uma questéo criada pelo professor ele ndo tem o objetivo
de buscar uma resposta do aluno e sim de fazer o aluno pensar pra que a
resposta seja consequéncia. Entdo, quando eu crio meus problemas de
qualquer item, de gualquer assunto eu tenho uma intencionalidade e néo de
atingir uma resposta, € como se eu tivesse a metodologia para no final de
tudo atingir uma resposta. Eu tenho outros objetivos a atingir na elaboragéo
de um problema por isso que eu digo: leia o problema, a Matematica t4 bem
na minha cabeca.

PEM®6- Pra mim, eu teria mais dificuldade em elaborar porque envolveria
mais etapas do que a solucdo deles. Por exemplo, eu tenho que entender o
publico que estou trabalhando, leitura de turma, até que ponto ela pode
chegar matematicamente falando porque se eu ndo posso preparar aquela
turma para NASA eu tenho que preparar para sair na rua e pensar Analise
Combinatéria. O professor tem que ter a sensibilidade de perceber a turma e
jogar o problema no nivel, quando eu falo no nivel, veja bem, ndo é um
problema final de sala de aula ndo, é um problema intencional de construcdo
didatica de conteddo que eu teria gue ter essas variaveis todas: leitura de
turma, entender o problema, o potencial do aluno, saber até onde ele pode
chegar, qual é a linguagem que ele vai compreender melhor.

(Grifo nosso)

Compreendemos, entdo, que além do professor ter a necessidade de ter um
conhecimento mais elaborado em relacdo ao conteldo, ele também pensa nos aspectos
pedagégicos. O PEM6 é um professor que conseguiu elaborar corretamente todos 0s
problemas combinatoérios a partir das situacdes (arranjo, combinacdo, permutacdo e produto
cartesiano) e dos invariantes do conceito. No entanto, a preocupacdo maior desse professor é
valorizar os aspectos pedagdgicos para atender ao nivel da turma, jA& que 0s aspectos
conceituais dos diferentes tipos de problemas combinatérios ele consegue dominar. Para esse
professor, ha uma preocupacdo de valorizar o conhecimento pedagdgico do conteldo,
defendido por Shulman (2005). Ao indicar a necessidade desse tipo de conhecimento aos
professores de todas as areas. Ball et al (2008) especificam esse conhecimento ao professor
que trabalha com a Matematica.

O PEMTY explicita que elaborar problemas é mais dificil, pois o professor precisa saber
diferencia-los e chama a atengdo para os invariantes. Esse professor teve bastante dificuldade
de elaborar e ndo teve nenhum acerto, seja pela falta de contextualizacdo, ou ainda, da

diferenciacéo de acordo com os invariantes.
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De modo geral, a maioria dos professores achou mais facil resolver do que elaborar
problemas combinatdrios, pois essa atividade requer diversas varidveis importantes para
serem pensadas no momento da elaboracdo. Podemos destacar que os objetivos que o
professor quer alcancar permeiam diante dos aspectos estruturais de cada tipo de problema,
dos conceitos envolvidos e do nivel da turma, assim como, as diversas estratégias que o aluno
poderd utilizar para resolver problemas. Ball et al (2008), ao destacarem 0s dominios que 0
professor de Matematica deve ter, chamam a atencdo para o conhecimento do contedo e o
ensino; dai percebemos que ao elaborar problemas os professores tém a oportunidade de
exemplificar melhor o conteddo no momento que esta ensinando, tanto de forma oral como de
forma escrita. Destacamos também que, o conhecimento do contetdo e dos estudantes que séo
explicitados nas estratégias utilizadas pelos alunos para resolver problema, deve ser pensado
pelo professor, como destaca 0 PEM2, pois ele terd a oportunidade de analisar a maneira
como o aluno esta se comunicando matematicamente, os erros cometidos e suas razdes, e
ainda, como ou se ocorrem as generalizacdes por parte dos alunos a respeito das resolucoes

dos problemas combinatérios.

5.3.4 Consideracdes acerca da elaboragdo de problemas combinatérios

Nesse momento da entrevista, solicitamos aos professores que refletissem um pouco

acerca do olhar dos alunos sobre os problemas combinatérios, para tal, fizemos a seguintes

perguntas:

. Para o aluno, o que seria importante perceber ao resolver os problemas que
vocé criou?

o Quais as dificuldades dos alunos em relagdo aos enunciados dos problemas

combinatorios?

No Quadro 22, a seguir, abordamos as reflexdes dos professores a respeito dos alunos
e dos problemas combinatorios.
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Quadro 22- Reflexdes dos professores do Ensino Médio acerca dos alunos ao resolverem problemas
combinatdrios

ANALISEACERCA DAS RESOLUCOES E DAS ELABORACOES

PEM1 | Chamou a atencdo para as particularidades de cada tipo de problema combinatério e a
interpretacdo dos enunciados.

PEM2 | Considerou a importancia de o aluno perceber os conceitos basicos e interpretar o texto.

PEMS3 | Percebe os agrupamentos dos elementos e sabe interpretar os diferentes problemas
combinatorios.

PEM4 | Indicou a interpretagdo como algo importante para o aluno perceber os pontos principais do
problema e os agrupamentos, principalmente os invariantes de ordenacdo e escolha dos
elementos.

PEMS5 | Relatou que a maior dificuldade dos alunos é saber interpretar.

PEMS6 | Considerou o nivel de complexidade dos problemas, os conceitos prévios que os alunos
devem ter e boa leitura (interpretagéo de texto).

PEM?7 | Indicou a importéncia de diferenciar um problema do outro e saber usar a formula adequada
para cada tipo de problema.

Legenda: P — pesquisadora; PEM1; PEM2; PEM3; PEM4; PEM5; PEM6; PEM7- professores.
Fonte: A autora.

O PEML1 chama a atencdo para refletirmos sobre as particularidades dos problemas
combinatérios que consideramos como sendo os invariantes de ordenagdo e escolha dos
elementos. Compreendemos que 0s invariantes sdo 0 que 0s professores apresentam mais
dificuldade de perceber e diferenciar no momento da elaboracéo, portanto, os docentes que
tiveram a compreensdo dos invariantes de cada tipo de problema, também apresentaram o
maior nimero de acertos.

Entendemos, entdo, que os invariantes precisam ser interpretados e diferenciados para
que os problemas sejam elaborados e resolvidos corretamente. Por conseguinte, tanto na
elaboracdo de problemas como na resolugdo, os invariantes sdo um ponto importante na
discussdo podendo ser trabalhado nos cursos de formagdo do professor. A seguir,
apresentamos o extrato da fala do PEM1, que chama a atencéo para as particularidades de
cada tipo de problema, a interpretacdo e as formas criativas de resolucdo dos problemas
combinatorios.

PEM1- Eu acho que antes de qualquer coisa, deveria verificar as
particularidades das defini¢cfes de cada termo desse aqui, de cada assunto
elaborado. As particularidades de permutacdo, de arranjo, de combinacéo e

de produto cartesiano. Eu acho que a maior dificuldade é problema de
leitura, porque problema combinatério, de anédlise Combinatéria vocé tem
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gue ler e interpretar para resolver. A maior dificuldade é questio da
interpretacdo da guestao.

P- Além da interpretagdo, o que ele precisa?

PEM1- Acho que sim, se ele souber interpretar, é porque é assim né,
problemas de combinacdo e permutacdo eu ndo, quando eu estou ensinando,
eu digo a meus alunos no fiquem preso as férmulas, certo?. E mais viavel
vocé entender e adequar aquela questdo para o0 seu conhecimento, certo?
Trabalhando com as quatro opera¢Bes que na verdade sé trabalha com as
quatro operagGes, ndo vejo nada a mais do que isso na Analise
Combinatéria, a ndo ser quando vocé t4 pedindo ai uma quantidade de
subconjuntos que trabalha com uma poténcia 2 elevado a n a subconjuntos, a
nao ser isso, eu acho que o basico é mais a leitura mesmo.

P- Vocé quer que os alunos ndo fiqguem presos a formula. Que outras
maneiras que eles tém de resolver a questdo, quando eles ndo resolvem
através da férmula?

PEM1- Fazendo o desenho da questdo, € pegar a questdo e realmente eu falo
por mim e também tento passar isso para meu aluno. E coisa muito dificil
ensinar a pensar, é vocé pegar a questdo e colocar no papel o que esta
dizendo o enunciado. E fazer o desenho da questio mesmo e ver como é que
vocé pode utilizar um método, algo para resolver aquela questdo. E usar a
criatividade mesmo, incentivar a criatividade do aluno. Eu trabalho, a partir
é, eu dou a férmula é claro que tem ser dado, tem que ser dado ndo, é mais
facil para eles, mas eu sempre estimulo através de desenhos, a formacéo de
desenhos, a utilizar a criatividade. Acho que esse é o lado interessante da
Matematica, utilizar a criatividade.

P- Quando vocé utiliza a formula, eles sabem relacionar que aquela formula
é de tal problema combinatério, eles conseguem?

PEM1- Conseguem, ndo digo todos, mas aqueles mais esforgados.

(Grifo nosso)

O PEM3 percebe a importancia de agrupar de forma diferente os elementos dos
diversos tipos de problemas combinatorios e reconhece as diferencas entre os problemas de
arranjo e combinacdo. De maneira implicita reconhece os invariantes de ordenacgéo e escolha
dos elementos dos problemas combinatdrios. A seguir, apresentamos os extratos da fala do

PEM3, a respeito da resolugédo de problemas por alunos.

PEMB3- Seria interessante que ele percebesse que a forma de agrupar as
informacdes contidas elas precisam ser verificadas, a, a, a, &, com o intuito
de se adentrar aquele tal conteido estudado. Entdo por exemplo, quando eu
elaboro uma questdo de arranjo, por exemplo, eu quero gue ele identifigue
aguela questdo, que ele perceba claramente gue aguela guestio se refere a
uma questdo de arranjo. A forma de agrupar as informacdes contidas naquela
guestdo. Quando eu faco uma gquestdo de combinacdo, eu quero que ele
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perceba que o agrupamento vai ser diferenciado de um agrupamento de
arranjo.

P- Pra ele perceber que € um problema de arranjo ou de combinagéo o que €
necessario ai.

PEMS3- E necesséario que ele tenha o conhecimento de que existem essas
duas formas de, de, de se agrupar esses elementos, € preciso que ele perceba
gue nesse problema eu vou agrupar as questfes desse jeito e no outro
problema ele vai agrupar de outra forma.

(Grifo nosso)

O exemplo dado pelo PEM3 reconhece que em certas situagfes a ordem dos
elementos ndo gera novas possibilidades, apesar da posicdo que os elementos irdo ocupar
serem diferentes. Em outras situacdes, como a exemplificagdo do contexto que envolve

eleicdo, fica claro para o PEM3 que em alguns casos a ordem gera novas possibilidades.

PEMS3- Vai ser em relagdo a posicdo que os elementos vdo ocupar, entdo
quando eu coloco aqui a situacdo de fazer uma vitamina por exemplo nesse
se eu colocar trés ou quatro frutas independente do quantitativo a vitamina
vai ser a mesma, se eu colocar duas frutas por exemplo banana com macga e
a vitamina de maca com banana vai ser a mesma vitamina. Né, eu quero que
ele perceba isso. H&4 uma diferenca na posicéo que os elementos vao ocupar.
Nos de arranjo, por exemplo,compor uma comissdo onde ele precise ter
cargos, essa comissdo quando eu coloco uma pessoa em determinado cargo,
eu vou ter uma forma diferente de agrupar quando essa pessoa vai assumir
um cargo e quando essa pessoa vai assumir outro, por exemplo. E, se eu
compusesse uma chapa, por exemplo, Dilma com Aécio, por exemplo,
Dilma presidente e Aécio vice é diferente de ter Aécio como presidente e
Dilma como vice. Vou ter essa mudanca da ordem.

(Grifo nosso)

O PEMS reconhece a diferenca dos agrupamentos entre combinacdo e arranjo e tem
dificuldade em perceber como ocorrem 0s agrupamentos em uma situacdo de permutacéo.
Apesar de ndo ter expressado uma discussdo a respeito dos invariantes de permutacdo, a
professora conseguiu elaborar um problema de permutacéo a partir da situacéo e reconhece 0s
invariantes desse tipo de problema, mas ndo faz relacdo entre os invariantes e o problema
elaborado. Outro fato importante é o professor reconhecer que existe deficiéncia no curriculo
quanto ha indicacao de trabalhar com a Combinatdria no curso de formagéo inicial (Curso de
Licenciatura em Matematica) e que na préatica ndo esta desenvolvendo um trabalho com os
alunos do 2° ano do Ensino Médio, ano escolar em que oficialmente é trabalhado o conteudo.
Reconhecemos, entdo, que a formacdo e a experiéncia do professor em sala de aula séo

importantes para o desenvolvimento do trabalho com a Combinatdria. Ball et al (2008),
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baseados em Shulman (2005), chamam a atencdo para as questbes que dizem respeito ao
curriculo. Dessa forma, reportamo-nos as relacbes que os professores podem fazer entre os

conteddos e 0s anos de ensino em que 0s mesmos podem ser trabalhados.

A seguir, apresentamos 0s problemas de permutacdo elaborados pelo PEMS3,
respectivamente, a partir da situacdo que da sentido ao conceito e a partir dos invariantes da

Combinatoria e o extrato da fala do PEM3 referente aos problemas de permutacao.

a) Permutagéo;
M%Wam,fmﬂm Wam5donm
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d) A partir de um conjunto dado, todos os elementos sdo usados em

diferentes ordens para formar novos conjuntos. A ordem dos elementos
gera novas possibilidades.
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O PEMB3, ao ser questionado sobre a resolucdo de problema de permutacdo, teve a
seguinte reflexdo:
P- E permutacao?
PEMS3- Dentro de permutacéo?
Momento de siléncio

PEM3- Eu néo sei explicar ndo. Sei néo, explicar ndo.

O PEM3 s6 consegue elaborar um problema de permutacdo a partir da situacdo e
parece ndo perceber com clareza os invariantes explicitados de permutacdo. Na fala do PEM3,
fica clara a dificuldade que o mesmo tem em relagéo aos problemas de permutagéo. A seguir,

apresentamos os fragmentos da fala do PEM3 sobre a resolucdo dos problemas de produto
cartesiano.

PEMS3- E porque é assim, ja faz certo tempo que eu n3o trabalho com o 2°
ano, entdo alguns conteddos de 2°ano eu particularmente, tanto ndo, até na
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minha vivencia de Ensino Médio foi um pouquinho relegado e até na minha
prépria formacdo como professora. Entdo eu lembro que teve um professor
de uma disciplina, que teve, que a disciplina teve uma ementa diferente ndo
era nada de Combinatoria, mais ele disse assim: € importante que vocés
saiam daqui sabendo Combinatoria, porque eu sei que na grade curricular de
vocés e nas ementas da disciplinas vocés ndo tem. Realmente a gente ndo
tinha. E ai foi interessante que ao invés dele dar essas aulas de Combinatoria,
ele trouxe outro professor de Combinatéria. Ele assim, até reconheceu que
ele ndo é um expert de Combinatoria, ele ndo tinha aquele conhecimento
todo e trouxe outra pessoa. E ai quando eu vou trabalhar Combinatéria,
geralmente eu estudo antes alguma coisa tanto € que os exemplos que eu
coloquei aqui sdo bem simples, porque eu vou estudar antes, aprofundar.
Como faz certo tempo, ai eu ndo me prendo muito, como eu estou afastada
do 2° ano, entdo eu ndo vou tocar nesse assunto. Isso acontece e aconteceu
comigo também e ai produto cartesiano quando vocé perguntou eu disse e ai
eu vejo também no primeiro ano, também uma questdo de Combinatéria. Eu
disse pera ai, eu vou inventar uma questdo envolvendo produto cartesiano. E
ai pra minha surpresa, quando eu elaborei, eu ndo sei se esta correto, eu
posso até depois verificar com vocé eu disse: poxa como eu poderia
trabalhar produto cartesiano que é um assunto do 1° ano que eu ndo
identifico dentro de Combinatdria e ai eu fico sem poder responder porque é
uma questdo que eu trabalhei e eu ndo tinha essa visdo de Combinatdria
dentro de produto cartesiano. Entdo, na verdade, eu fiz a questdo, consegui,
acredito que dentro do pouco conhecimento que eu tenho de produto
cartesiano, acredito que da para montar o produto cartesiano com as
informacGes da questdo, mas que eu acabei de perceber pelo seu
questionamento isso. Até porque gquando eu trabalho Combinatéria eu ndo
trabalho produto cartesiano, s6 permutacao, arranjo e combinacao.

P- Como vocé trabalha produto cartesiano?

PEM3- Geralmente eu trabalho em contetdos do 1° ano trabalhando com
alguns algoritmos e pedindo para eles fazerem, construirem os agrupamentos
dos elementos de um determinado conjunto com os elementos do outro

conjunto.

P- Quais as dificuldades dos alunos em relacdo aos enunciados dos
problemas combinatorios?

PEM3- Eu acho sinceramente que a dificuldade parte muito da forma como
a gente explica, porque quando a gente coloca arranjo tem que ser assim,
combinagdo tem que ser assado e ta tudo junto e misturado, ai ele fica
querendo na verdade, querendo separar 0 que é arranjo e 0 que € combinagdo
para poder aplicar aquela féormula quando na verdade ele deveria entender
esse problema a partir da leitura e da interpretacdo de um problema de
arranjo e um problema de combinacéo, acho gue isso parte muito da gente da
forma como nos trabalhamos. Eu sinto também uma dificuldade da
interpretacdo de texto também dos alunos, da forma como eles interpretam
os problemas de uma forma geral. E como se fosse meio partido, esta dentro
do contetido mais esta meio partido. Ele quer identificar logo, isso aqui é o
que? E arranjo, é combinac&o? Ele quer logo colocar uma férmula.

(Grifo nosso)
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O PEMS3, apesar de sé trabalhar com seus alunos arranjo, combinacéo e permutacao,
reconhece que € possivel trabalhar produto cartesiano no contexto que envolve a
Combinatéria. H4& uma preocupacdo com o uso da formula, apesar do PEM3 indicar a
interpretacdo como algo relevante.

A seguir, apresentamos os fragmentos da fala do PEM4 a respeito da elaboracdo de

problemas combinatorios.

PEMA4- E aquela receita na resolucdo de um problema de Matematica anote
os dados que o problema forneceu, o que, é que o problema forneceu, que
dados, ele forneceu? O que é gque o problema estd pedindo? Que dados,
variavel, pardmetro ele estd pedindo? Que teorema ou que teoria, ou que
regra eu vou usar para resolver aquele problema? E a parte final seria o
calculo propriamente dito. Principalmente em problemas combinatérios eu
diria que 50% da resolugdo do problema seria interpretacéo de texto. Como
todo restante da area, da area da Matematica, mas principalmente, problemas
combinatorios, interpretacdo de textos e ele focar em algumas palavras
chaves, que daria a ele, condigdes de diferenciar o tipo de agrupamento do
qual ele t& trabalhando. Entdo, por exemplo, determinado problema em que
aparece a palavra distinto. Ele vai trabalhar com um tipo de agrupamento,
chamado arranjo, ou seja, eu ndo posso ter repeticdo de termos, ou melhor,
ainda ele vé se determinado contexto, inverter a ordem de dois elementos
daquele agrupamento que vai ser formado se vai continuar a ser 0 mesmo
agrupamento ou se ja se configura outro ponto ali, ja que vai ser outro grupo.
Entdo, é importante ele focar, interpretar no...6 essas questdes ai no
problema combinatério. Se o grupo de agrupamentos de elemento ali
solicitado, pedido no problema é o mesmo nimero de elementos que eu
disponho ali no problema. Quando eu vou ter ali um problema de
permutacdo, entdo o importante é ele focar bem nas palavras ali no sentido
do texto, 50% dos problemas combinatdrios é interpretacéo de texto.

PEMA4- E algo importante se pode haver repeticdo de elementos, se ndo vai
ter ali a palavra "distintos", eu ndo posso ter repeticdo de elementos, €
importante ele olhar, ele perceber se h4 ordem dos elementos e se pode haver
repeticdo de elementos ou ndo, pra que ele posso diferenciar os tipos de
agrupamentos que ele vai trabalhar ali daquele problema combinatorio, eu ja
tive a oportunidade de em uma atividade de avaliagdo de um problema
envolver combinagdo, o aluno ndo interpretou devidamente, ele interpretou
como sendo um arranjo e usou a férmula do arranjo, ao invés de usar a
formula de combinacdo. E importante que eles saibam diferenciar os
agrupamentos, principalmente pela ordem, é o que ocorre com produto
cartesiano. Entdo se eu tenho cada par ordenado daquele ali um elemento,
uma relacdo, se eu inverter a ordem daquelas coordenadas, daqueles
nimeros eu ndo vou ter o mesmo par ordenado, eu vou ter outro par
ordenado, vou ter outra localizacdo o sistema de coordenadas cartesiano e eu
ja visualizei ainda uma situagcdo com problemas que podemos trabalhar isso
GPS, localizagdo através do GPS, de um smartphone, a maioria dos
smartphone vem com o dispositivo GPS.

(Grifo nosso)
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O PEM4 foca na interpretacdo do problema e considera alguns pontos importantes
para o processo de resolucéo, tais como: os dados, a pergunta principal e de que forma pode
ser resolvido, assim como o célculo que sera feito.

Diante do exposto, consideramos importante que o professor, no momento da
elaboracdo de um problema, reflita nos aspectos conceituais e nos pontos a serem
considerados pelos alunos no momento da resolucao.

Nesse sentido, Dante (2009) indica que um problema se torna mais dificil quando os
dados ndo sdo apresentados em determinada ordem, ou seja, devemos definir a ordem das
informacdes propostas em um problema. A seguir apresentamos os fragmentos das
considerac0es feitas pelo PEMS5, a respeito da resolucéo de problemas.

PEMS5- A maior dificuldade dos alunos é saber interpretar, tem aluno que 1€
a questdo e ndo sabe como resolver, é a interpretacdo. Tem que ter uma boa

base de Matematica e até o raciocinio légico. Assim ja da para ele responder
certas questdes.

(Grifo nosso)

O PEMS5 é um professor que ndo percebe os invariantes dos problemas combinatorios
e nem elaborou nenhum problema correto, tanto através da situacdo, como também dos
invariantes. Apenas formulou um exercicio de arranjo. Confundiu os conceitos de
probabilidade com arranjo nas elaboracfes feitas. No momento em que o PEM5 precisa
refletir sobre o conhecimento necessario para o aluno, ele aborda de forma bem geral, sem
considerar os aspectos conceituais, que é justamente a dificuldade demonstrada por ele no
momento da elaboracdo de problemas combinatorios.

Ball et al (2008), referendando-se em Shulman (2005) ao estabelecerem os dominios
do conhecimento do professor de Matematica, aborda a necessidade do conhecimento do
conteddo e dos estudantes. Ressaltamos, entdo, a necessidade do professor ter a capacidade de
interpretar 0 conhecimento dos estudantes. Em relacdo aos objetivos necessarios a
aprendizagem dos problemas combinatérios, esse professor ndo soube indicar o que seria
importante para seu aluno aprender. Quanto ao conhecimento do conteldo e o ensino, seria
relevante que houvesse a elaboracdo de problemas voltados para o ensino em sala de aula;
porém, o mesmo apresentou dificuldade. Esses tipos de conhecimento sdo imprescindiveis

para a pratica do professor em sala de aula.
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O PEM6 chama a atencdo para o nivel de complexidade de cada tipo de problema
combinatério e para a importancia da compreensao da leitura e interpretacdo dos problemas,
porém indica ser pouco comum os professores de Matematica trabalharem com esse tipo de
atividade, pois, possivelmente acreditam que esta relacionada a Lingua Portuguesa.

Silva (2014) e Smole (2001) consideram importante o trabalho com textos
relacionados na area da Matematica, considerando que um problema possibilita o raciocinio
I6gico através da leitura e interpretacdo de texto. Consideramos a elaboracdo de problemas
como uma possibilidade do professor estabelecer as situacdes, trabalhar os invariantes
envolvidos e permitir a resolucéo através de diferentes maneiras de representar a solucéo do
problema.

Percebemos que ainda é possivel o professor focar nos objetivos que deseja alcancar,
estabelecendo o nivel de complexidade do problema. Outro ponto importante € a possibilidade
de reflexdo sobre o conceito, quando se estd elaborando um problema. O PEM6 fez as

seguintes consideragoes:

PEMG6- Ele tem que entender que ele esta resolvendo aquele problema dali,
mas que vem um proximo que ele vai ter que pensar um pouquinho mais.
Veja, na hora que ele vai resolver aquele problema, tem aluno assim, na hora
gue ele acerta uma questdo de Matematica, por mais simples que seja, ele
ndo ta formatada aquela verdade. Eu digo questdo nivel um e coloco uma
estrela. O aluno quando ele trata com mais seriedade. Ele tem que entender
gue aguele modelo que ele ta resolvendo aquele problema é um modelo
muito facil onde todo mundo tem que atingir. Problemas intermediarios, ele
tem que perceber essa, essa, essa crescente. Tem que ter algo de utilizacdo
de outras ferramentas de um problema para outro, principalmente. Mas
aquele problema em si, vai pensando que ele tem que ter uma bagagem, um
grau de conhecimento prévio que vao ser Uteis naquela resolucéo e ele tem
que entender que o texto Matematico ele vem da boa leitura, se ele consegue
associar essas duas coisas ai ele consegue fazer parte desse processo de
aprendizagem. Leitura e interpretacdo de texto hoje acho que é fundamental
para qualquer resolucdo de problema.

(Grifo nosso)

O PEMY faz a relagdo entre o uso da férmula e o tipo de problema, ou seja, ndo

podemos usar a formula de arranjo para resolver o problema de combinacéo.

PEMY7- Diferenciar um do outro. Distinguir gual é a formula que vai usar no
problema correto.

(Grifo nosso)
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De modo geral, os professores apontaram para a importancia dos alunos perceberem a
especificidade de cada tipo de problema combinatdrio, para poderem diferencia-los e usar a
formula adequada. Outro ponto percebido foi que os professores consideraram relevante os

alunos saberem interpretar os problemas combinatérios

5.4 Transformando os problemas combinatorios: reflexdes a partir das situagdes, dos

invariantes envolvidos no raciocinio combinatério

Nesse momento da entrevista, solicitamos que os professores refletissem sobre as
transformacoes relacionadas aos problemas combinatérios. Dessa forma, o professor teria que
pensar tanto nos aspectos estruturais como também nos conceituais para discutir a respeito das

transformacoes. Para tal, solicitamos dos professores as seguintes transformacdes:
O que seria necessario para transformar um problema de:

a) Arranjo em combinacao.
b) Combinacdo em arranjo.
C) Permutacgdo em produto cartesiano.

d) Produto cartesiano em permutacao.
5.4.1 Transformando arranjo em combinacéo e combinacéo em arranjo

Discutimos, primeiramente, as transformacfes de arranjo em combinacdo e
combinacdo em arranjo. Dai, quando nos reportamos aos aspectos estruturais do problema,
podemos destacar os invariantes de arranjo e de combinagdo que constam no ultimo momento
da entrevista, no qual solicitamos que os professores elaborassem problemas combinatérios a
partir das caracteristicas”.

Os invariantes de ordenacéo e de escolha dos elementos nos problemas de arranjo e

combinagéo sdo os seguintes:

a) Arranjo- De um conjunto maior sdo selecionados elementos para formar
subconjuntos. A ordem dos elementos gera novas possibilidades.

b) Combinagdo- De um conjunto maior sdo selecionados elementos para formar
subconjuntos. A ordem dos elementos ndo gera novas possibilidades.

SCaracteristicas— S30 os invariantes dos problemas combinatérios, respectivamente de permutagdo, arranjo,
combinagdo e produto cartesiano que foram transcritos da Tese de Pessoa (2009).
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Quadro 23 - Discussdo acerca das transformacOes dos problemas de arranjo em combinacéo e
combinacdo em arranjo
Continua

FRAGMENTOS DAS ENTREVISTAS

PEM1- A minha questdo aqui esta falando em elementos distintos. Eu, primeira coisa, é...
extinguiria essa palavra distinto, certo? Eu botaria assim: quantos nimeros de trés algarismos
podemos formar com o conjunto, certo? Ja pra arranjo, transformar arranjo pra combinagéo a
principio eu ndo restringiria 0 que estou pedindo eu deixaria solto, eu deixaria amplo e dai eu
transformaria uma questdo de arranjo para combinacdo. Se fosse 0 contrério eu iria restringir esse,
esse, essa questdo para voltar a ser uma questéo de arranjo, certo? Pegaria um conjunto amplo, fazia
uma restricdo, uma particularidade um problema que era amplo passaria ser uma questao especifica
para arranjo.

PEM?2- E s6 mudar o enunciado. Por exemplo, eu tenho cinco pessoas disputando uma corrida
em que eu tenho 0 1°, 0 2° e 0 3° lugar, isso € arranjo. Ai, eu tenho agora cinco pessoas quero,
tirar uma comissao de trés, isso € combinagdo. Veja que com o0 mesmo problema, eu mudo,
invés, assim, de corrida eu boto comissdo. VVocé ver uma palavra ou uma frase eu mudei o
problema.

PEM3- Seria necessario modificar a forma de agrupar os elementos.

PEM4- Por exemplo, um problema gue envolva uma eleigdo em uma comisséo com os 45 alunos,

por exemplo, do 3° ano do Ensino Médio em que em cada comissdo daquela eu tenha, veja, em
quanto comissdo eu tenho um problema de combinagéo, mas a partir do momento em que eu vou
ordenar cada comissdo daquela, aquela comissao vai ter 0 primeiro secretario, 0 sequndo secretario, 0
terceiro secretario, entdo veja que a combinacao ai, transformou-se em arranjo. Entdo se o aluno A ele
é 0 primeiro secretario, 0 aluno B o segundo secretario e 0 aluno C o terceiro secretario se eu inverter a
ordem ali, 0 aluno B passar a ser agora o0 primeiro secretério, eu ndo tenho mais a mesma posicao, eu
ndo tenho mais 0 mesmo agrupamento, entdo foi criado, eu ja tenho um novo agrupamento, entdo tem
situacdo que vocé pode transpor né, o conceito de arranjo, no caso um problema de combinacdo ele ja
se transforma no problema de arranjo. Quando eu defino a ordem dos elementos ali, naquele
agrupamento.

P- E combinacdo em arranjo?

PEM4- Seria a ordem inversa, tiro a ordem, sdo comiss6es formadas por trés alunos A,B e C,
nédo especifico a ordem.

PEM5
N&o conseguiu discutir acerca das transformacGes e nem apontar 0s aspectos estruturais e 0s
invariantes do conceito de cada tipo de problema.

Legenda: Pesquisadora - P; Professores - PEM1; PEM2; PEM3; PEM4; PEM5; PEM6; PEM7
Fonte: A autora
Grifo nosso
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Quadro 23 - Discussdo acerca das transformacOes dos problemas de arranjo em combinacéo e
combinacdo em arranjo
........................................................................................................... Concluido

FRAGMENTOS DAS ENTREVISTAS

PEMBG6- Sdo duas coisas que tem na esséncia o conceito distinto, entdo &, ndo veria como a
gente ta transformando em arranjo em combinagdo e combina¢do em arranjo. Diferente de
voce ta trabalhando com permutacgdo € um caso especial do proprio arranjo. Entdo eu ndo
vejo como vocé fazer uma modificacdo estrutural. A ndo ser que vocé modifique toda a
estrutura do problema. E ai vocé ndo teria o corpo final com as qualidades do arranjo e
sim de permutacdo diferente.

P- Se vocé fizesse essas modificacdes?

PEM®6- Um problema de arranjo eu teria gue mudar a estrutura do texto. E na hora que

mudar a estrutura do texto ele ndo seria mais um problema de arranjo, seria de permutacao.

Por exemplo, vou colocar uma situagéo: cinco corredores cegos participam de uma olimpiada onde
vai ser rangqueado primeiro, segundo e terceiro, entdo, quantas possibilidades eu teria?

No arranjo de cinco, trés a trés. Pra mudar essa situacdo, eu teria que mudar a estrutura do problema.
Como se trata de uma corrida especial de pessoas com necessidade especiais é a organizagao resolveu
premiar igualmente os trés (ndo tem primeiro, segundo e terceiro),

premiar o0s trés. Entdo do primeiro ao terceiro com 0 mesmo valor com o mesmo grau de importancia.
Quantas possibilidades? Entdo veja eu mudei a estrutura do texto. Quando eu mudo a estrutura do
texto ndo tem como ser arranjo, passando a ser combinacdo. Pelo menos nessa leitura que eu faco.
combinag&o pra arranjo do mesmo jeito tem que mudar a estrutura

do texto e a intencionalidade que vocé quer. Que vocé consegue fazer.

PEM7- Tem mais de dois conjuntos diferentes. O mesmo nimero de elementos tem que ser
iguais. Ndo, mas pode ser diferente 0s conjuntos.

Legenda: Pesquisadora - P; Professores - PEM1; PEM2; PEM3; PEM4; PEM5; PEM6; PEM7
Fonte: A autora
Grifo nosso

Percebemos que alguns professores que conseguiram elaborar os diferentes tipos de
problemas corretamente da mesma forma explicitaram bem as transformacfes. Ja os que
tiveram um desempenho ruim nas elaboracdes, apresentaram muita dificuldade em refletir
sobre os invariantes e as transformacdes.

O PEMS5 e o PEMY7 néo conseguiram fazer colocagdes sobre as transformacfes de
arranjo em combinacéo e vice-versa; tiveram um baixo desempenho ao elaborar os problemas
combinatérios que justamente estdo relacionados & ndo percepcdo dos invariantes, pois o
PEMS5 elaborou problemas sem relacdo com a Combinatdria e um exercicio combinatorio e o
PEMY7 teve as seguintes situacdes: a explicitagdo de um conteudo sem relacdo com a
Combinatoria; problemas combinatdrios de um tipo diferente do solicitado e um exercicio ndo
combinatério. Percebemos que, diferenciar os invariantes combinatdrios, estruturar os

problemas e contextualizar, nem sempre é uma tarefa facil para o professor.
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Em geral, a atividade de transformar um problema em outro ndo é comum para 0s
professores no dia a dia e nem recorrente nos livros didaticos. Porém, ajuda-os a refletirem
sobre as particularidades de cada tipo de problema, ou seja, nos invariantes existentes, na
forma de resolucéo e, principalmente, nos aspectos estruturais de cada tipo de problema.

O PEML1 apesar de chamar a atencdo para o uso da palavra “distinta” para diferenciar
um problema do outro, ndo levou isso em consideracdo no momento da elaboracdo dos
problemas combinatorios a partir da situacdo. A seguir, destacamos as elaboracbes dos

problemas de arranjo e combinacdo com o uso da palavra “distintos”.

b) Arranjo;
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¢) Combinagéo;

OF SELANOS  Fornmin UmA CumisSih C o574
Or ;' mENICO> |- 1S FaFn» € 1n0S QGuA~VTES
GRUPOS  PIs1~T05  POPEAES FONmAN  SAMESP)

G v TE~05 6 i D €CoS ¢ /| },vf,l\/\q."',/n‘,'\

Percebemos gque nesse momento o PEM1 ndo levou em consideracdo o uso da palavra
“distintos” para diferenciar o problema de arranjo e o de combinacao.

Ja o PEM2 considerou o contexto para cada tipo de problema que, implicitamente,
indica se a ordem vai gerar ou ndo novas possibilidades.

Outro aspecto importante é a forma de agrupamento dos elementos presentes em cada
tipo de problema que foi destacada pelo PEM3. Esse aspecto permite que o professor leve em
consideracdo as especificidades de cada tipo de problema, sendo entdo, pensada no momento
da elaboracdo.

Apesar de ndo ser comum, os professores modificarem as estruturas dos problemas;
percebemos serem possiveis as transformacdes a partir do contexto e da estrutura de cada tipo
de problema, como ratifica 0 PEM6.

De forma geral, os professores que elaboraram corretamente 0s problemas

combinatérios de arranjo e combinagdo, perceberam bem a importancia do contexto no que
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diz respeito a estruturacdo dos problemas e aos invariantes de ordenacdo e de escolha que
estdo contidos implicitamente nos contextos. Outro fato importante € que os contextos
elaborados corretamente sdo parecidos, pois nos problemas de arranjo eles levam em

consideracdo as colocacdes ordinais e no de combinacdo enfatizam as comissoes.

5.4.2 Transformando permutacdo em produto cartesiano e produto cartesiano em permutagédo

Solicitamos que os professores fizessem as transformacoes de permutagdo em produto
cartesiano e de produto cartesiano em permutacdo. Os invariantes de permutacdo e de

produto cartesiano apresentados no Gltimo momento da entrevista foram os seguintes:

Permutacdo- A partir de um conjunto dado, todos os elementos séo usados em
diferentes ordens para formar novos conjuntos. A ordem dos elementos gera novas
possibilidades.

Produto cartesiano- De dois ou mais conjuntos diferentes sdo combinados os

elementos para formar um novo conjunto.

No Quadro 24, a seguir, relatamos as considerac@es feitas pelos professores do Ensino
Médio a respeito das transformacdes de um problema de permutacdo em produto cartesiano e

de produto cartesiano em permutacéo.
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Quadro 24- Discussdo acerca das transformactes dos problemas de permutagdo em produto
cartesiano e de produto cartesiano em permutacao
Continua

FRAGMENTOS DA ENTREVISTA

PEM1- Permutac&o, eu utilizaria o principio fundamental da contagem, é, por exemplo, eu trabalharia com
dois ou mais conjuntos distintos e pediria a combinacao possivel de gquantos elementos eu poderia utilizar
com o primeiro e com o segundo.

P- E produto cartesiano em permutacao?

PEM1- Eu ndo restringiria a questao deixaria aberto. Isso € complexo, ensina e depois o cara vai parar para
pensar. E isso mesmo, é isso mesmo.

PEMZ2- E porque, veja sd o produto cartesiano sdo pares ordenados entdo em cada par eu tenho um ponto,
entdo se eu tenho o par ordenado (1,2), (2,1) é outro par ordenado. E entdo é muito semelhante. No caso
permutacdo é semelhante ao produto cartesiano. Eu posso dar um conjunto de nimeros e pedir que ele
organize esse conjunto em, em, em pares. E ai mando distribuir no plano cartesiano. Quer dizer ai eu tenho
uma coisa ligada a outra. Quer dizer a permutacéo é semelhante ao produto cartesiano. E isso que estou
dizendo guando eu troco os elementos eu tenho outro conjunto. Questéo também do par ordenado, quando
eu troco eu tenho ponto no plano cartesiano.

PEMS3- Nao sei.

PEMA4- Vocé me pegou agora. Permutacdo em produto cartesiano. Se eu reduzisse o nimero de elementos
de um conjunto do qual eu vou permutar seus elementos pra dois elementos s6. O conjunto A é formado por
esse elemento, por exemplo,1 e 2. O conjunto B é formado pelos elementos 3 e 4. Onde eu vou formar pares
ordenados com os elementos X pertencentes aos elementos Y pertencentes a B. Entdo como cada conjunto
daquele ali eu sé tenho dois elementos, cada par ordenado que eu vou formar é uma permutacao.

Porque a permutacdo sdo agrupamentos que eu formo com os N elementos do conjunto. Entdo de cada
agrupamento sdo formados por N elementos, 0 nimero de elementos de cada agrupamento é igual ao
numero de elementos que é o total que eu disponho. E bem dificil de transformar esse problema de produto
cartesiano em permutagéo.

P- Dificil em relagdo a que professor?

PEMA4- As proprias definigdes e conceitos, principalmente produto cartesiano que é uma parte assim muito
abstrata da algebra. Eu vejo produto cartesiano como sendo assim é uma ponte pra eu chegar a definicdo de
funcdo la na frente, mas que ndo tem tanta aplicacdo pratica quanto ao proprio conceito de funcdo ou de
permutacdo. Produto cartesiano eu vejo apenas como aplicagdo prética ndo necessariamente como produto
cartesiano, mas ja trabalha com relacdo bindria e funcdo. Mas é um assunto assim eu diria de algebra
abstrata que eu pessoalmente vejo dificuldade em converter em um problema de permutacdo que ja € um
problema assim mais aplicavel. SituacGes aplicaveis, senha de criptografia, senha de acesso trabalha muito
com permutacdo diferente de produto cartesiano que é algebra abstrata. Estrutura algébrica.

PEM5-
Obs.: O PEM5 néo conseguiu discutir acerca das transformacgdes e nem apontar 0s aspectos estruturais e 0s
invariantes do conceito de cada tipo de problema.

Legenda - P — pesquisadora; PEM1; PEM2; PEM3; PEM4; PEM5; PEM6; PEM7- professores;
Obs. - observacgéo

Fonte: A autora

Grifo nosso
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Quadro 24 - Discussdo acerca das transformagdes dos problemas de permutacdo em produto
cartesiano e de produto cartesiano em permutacao
Concluido

FRAGMENTOS DA ENTREVISTA

PEMS6- Tem que pensar um pouquinho. Eu vejo como possivel, no caso, vou pensar mais aqui... eu vejo
como possivel, permutacdo, por exemplo: seis alunos e seis cadeiras fazer ali a representacdo entdo, eu vou
ter uma representacao cartesiana daquela relagdo que eu tenho, de possibilidades, seis alunos e seis cadeiras.
Mas veria o total de possibilidades que eles teriam dentro de um problema de permutagéo. E possivel a gente
fazer a representacgdo, agora pra transformarum problema de, em, eu teria que também abordar a
apresentacdo, eu posso tanto jogar um problema apresentando o gréafico cartesiano, fazendo com que o aluno
tenha a leitura e crie uma situagéo de permutar e vice-versa. Mas deixa eu ver uma coisa que fique mais...
mais, direta. E possivel mesmo que eu nunca tenha utilizado. Eu acho que € forcar, eu acho desnecessario.
Posso ta falando algo que seja, digamos assim, da tendéncia de Matematica eu posso ta desatualizado. Mas
eu acho desnecessario a gente ta, forcar a barra do plano cartesiano para a gente fazer uma exemplificacdo
de permutagéo seja ela qual for.

PEM7- O mesmo numero de elementos tem que ser iguais. Ndo, mas podem ser diferentes os conjuntos.

Legenda - P — Pesquisadora; PEM1; PEM2; PEM3; PEM4; PEM5; PEM6; PEM7- Professores;
Obs. - observacgao
Fonte: A autora

Os problemas de permutacdo sao mais comuns para o professor do Ensino Médio, pois
sdo encontrados no livro didatico do 2° ano do Ensino Médio. Ja os problemas de produto
cartesiano nao sdo vivenciados pelo professor no conjunto dos problemas combinatérios, pois
0S mesmos se reportam ao plano cartesiano ou ao trabalho com Funcdo do 1° grau.
Diferentemente de Pessoa (2009), que agrega o produto cartesiano ao conjunto de problemas
combinatdrios que sdo arranjo, combinacdo e permutacdo, lembramos ainda que todos sdo
trabalhados de forma contextualizada. Pessoa (2009) se baseia em Nunes e Bryant (1997),
Vergnaud (1983, 1991) e Brasil (1997) para agregar os problemas de produto cartesiano aos
demais problemas combinatorios.

Nunes e Bryant (1997) abordam diferentes tipos de problemas que envolvem a
estrutura multiplicativa, destacando em seus estudos a correspondéncia um-a-muitos, a
relacdo entre variaveis covariagdo e distribuicdo. Na correspondéncia um-a-muitos é
trabalhada a ideia de proporcdo e os autores destacam os problemas de multiplicacéo, o
problema inverso de multiplicacdo e o de produto cartesiano. Vergnaud (1983, 1991) ao
abordar, as estruturas multiplicativas, chama os problemas de produto cartesiano como
produto de medidas. Porém, os problemas possuem a mesma estruturacdo indicada por Pessoa
(2009), por Nunes e Bryant (1997) e Brasil (1997) que destacam os problemas combinatorios

nas situagdes que envolvem a multiplicacéo.
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Destacamos a seguir, 0s problemas de produto cartesiano elaborados pelo PEM6 a

partir da situaco e a partir dos invariantes, respectivamente.

d) Produto cartesiano. UM AESTAURIMTE S& [ProPe Seruy
3 fRATOS OIfERETEY Com A COMPALHAM ent
OE & rifps o8 A<Binyd QUALTAS Posshii -
DApES RPOS pMOVTAL o ClRoa 2 C——X/ST/‘M:./

c) De dois ou mais conjuntos diferentes s@éo combinados os elementos para
formar um novo conjunto.

UM LAPAZ OccCc/Dc ELDULUTANML Sua AAA0NXOA
USAL OO SUMS MectoReS LAoUlAS. Vel A YD ELUS
PosSUC 8 Caumisas € R C4<54S Com CoReS Ol -
REATES QUANLTAS SAo AS ASSiBciodoss o= 6us
I S /tcouwg;q.)

O PEMG6 ndo acha ser possivel transformar permutacdo em produto cartesiano. Ele se
reporta ao plano cartesiano e ndo a questdo estrutural do contexto.

O PEM1 chama a atencdo para a utilizacdo da estratégia do principio fundamental da
contagem para resolver o problema e aborda a estrutura de produto cartesiano. Mas apresenta
duvida quando retrata a transformacéo de produto cartesiano em permutacao.

O PEM2 erroneamente indica ser permutacdo semelhante a produto cartesiano, ele
leva em consideracdo que ao permutarmos os elementos dos pares ordenados ocorrerdo novos
pontos. Porém, enfatizamos que a ideia dos elementos de um conjunto em um contexto
combinatério de produto cartesiano € diferente dos elementos trabalhados em um plano

cartesiano.

PEMZ2- E porque, veja s6 o produto cartesiano s&o pares ordenados entio em
cada par eu tenho um ponto, entdo se eu tenho o par ordenado (1,2), (2,1) é
outro par ordenado.

PEMZ2- E isso que estou dizendo quando eu troco os elementos eu tenho
outro conjunto. Questdo também do par ordenado, quando eu troco eu tenho
ponto no plano cartesiano.

(Grifo nosso)
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Diante do que foi exposto pelo PEM2, podemos dizer que quando trocamos 0s
elementos trabalhando com o produto cartesiano no contexto de contagem, nem sempre temos
um novo conjunto. Através da resolucédo do problema elaborado pelo PEM6, podemos refletir

sobre essa abordagem. A seguir, apresentamos o problema elaborado.

d) Produto cartesiano. UM A CLSTAURATE S & Prope Sezup
3 fRATOS OIfERerTBS Conm A CO AL BA M ep 1D
O€ & 1S oF B<Bipis QuarThAS PosShL -
DAOES PS MONTAL © Qrpins exiSEeds !

Vamos destacar os pratos de comida oferecidos pelo restaurante: feijoada, sarapatel e
dobradinha. E as bebidas podemos destacar: suco de laranja, suco de abacaxi, suco de graviola
e suco de maracuja.

Se o cliente escolher feijoada com suco de laranja, é a mesma coisa se o pedido fosse
feito de forma diferente, suco de laranja com feijoada. Desta forma, a ordem dos elementos
ndo gerou novas possibilidades para que o cliente tivesse uma refeicdo diferente, pois as
escolhas foram as mesmas.

J& no plano cartesiano, entendemos que temos o eixo das abscissas, que é 0 eixo X; e 0
eixo das ordenadas, que € o eixoy.

Entdo, destacamos que 0s pontos sdo diferentes porque, apesar de o par ordenado (1,2)
e (2,1) apresentarem 0s mesmos elementos, no primeiro momento, o 1 pertence ao eixo das
abscissas e 0 2 pertence ao eixo das ordenadas. Diferente do par ordenado (2,1) em que 0 2
desta vez pertence ao eixo das abscissas e ndo das ordenadas, como no primeiro momento; e 0
1 pertence ao eixo das ordenadas diferente também do primeiro momento. Portanto os pares
ordenados apresentados (1,2) e (2,1) sdo diferentes no plano cartesiano.

No momento da elaboracdo os professores se reportaram a situaces que envolvem o
plano cartesiano em detrimento de um contexto que envolve o raciocinio combinatorio. Esse é
um ponto que possivelmente precisa ser trabalhado e discutido nos cursos de formagédo de
professor.

O PEM4 tambem faz abordagens relacionadas ao plano cartesiano e considera a
existéncia de uma permutacdo dos valores dos pares ordenados que podem ser formados, ou
seja, a troca entre os elementos do par ordenado. Reconhece produto cartesiano como um

problema dificil e sem aplicabilidade nos contextos diarios, porém utilizado no trabalho da
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algebra abstrata, funcdo e relacéo binéria. Além disso, ndo percebe o produto cartesiano como
aplicacdo pratica. Enfatizamos que o produto cartesiano € um problema de contagem que
pode ser contextualizado, mas que ndo é comum aos livros didaticos do 2° ano do Ensino
Médio. Isso mostra o0 desconhecimento do PEM4, cuja elaboracdo consideramos um exercicio
ndo combinatério por dois motivos: primeiro pela falta de contexto do cotidiano; e segundo
porque estd mais voltado para um exercicio que envolve os pares ordenados de dois
conjuntos. A seguir, apresentamos o0 exercicio elaborado pelo PEMA4, a partir das

caracteristicas/invariantes.

c) De dois ou mais conjuntos diferentes sdo combinados os elementos para
formar um novo conjunto.

Dados do's co.qddm"/os A=104,2,3% ¢ B=156 1. Desceeia
O3 e/ew44'7'05 dos com j mlos AXB e BXA,

Os PEM3 e PEM5 ndo conseguiram abordar sobre as transformacGes de permutacao
em produto cartesiano e produto cartesiano em permutacao.

No geral, os professores tiveram mais dificuldade em discutir as transformagdes de
permutacdo em produto cartesiano e de produto cartesiano em permutacao, pois levamos em
consideracdo que produto cartesiano foi o tipo de problema que teve menor quantidade de
acertos.

A atividade de transformar um problema em outro permitiu que os professores
refletissem sobre a estrutura do problema, sobre os invariantes e sobre os contextos
envolvidos, sendo entdo uma atividade que pode ser trabalhada nos cursos de formacéo de
professor. Percebemos que transformar um tipo de problema em outro € uma atividade que
reflete diretamente nos conceitos combinatorios envolvidos, permitindo, assim, que o

professor faca uma avalia¢do do seu proprio conhecimento.



6.CONSIDERACOES
FINAIS
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No presente estudo, buscamos compreender a elaboragdo de problemas combinatérios
por professores do Ensino Médio. Como objetivo geral, analisamos o dominio conceitual de
professores sobre os invariantes de problemas combinatérios a partir da elaboracdo de
problemas. Como objetivos especificos, buscamos: identificar as dificuldades e as
possibilidades de professores do Ensino Médio ao elaborarem problemas envolvendo o
raciocinio combinatério e verificar se os professores aplicam os invariantes presentes nos
problemas de permutacéo, arranjo, combinacdo e produto cartesiano. Para isso, utilizamos a
Teoria dos Campos Conceituais abordada por Vergnaud (1986), que defende o tripé que
forma o conceito: as situacGes, 0s invariantes e as representacdes simbolicas.

Na entrevista aplicada aos sete professores, buscamos, no primeiro momento, tracar o
perfil dos professores participantes da pesquisa. No segundo momento, analisamos as
elaboracdes feitas a partir das situacfes e dos invariantes que dao sentido ao conceito. No
terceiro momento, buscamos informagdes sobre o conceito, o curriculo, 0 ensino e a
aprendizagem relacionada aos problemas combinatérios. E no Gltimo momento procuramos
entender a compreensdo dos professores a respeito das transformacBes de um tipo de
problema combinat6rio em outro tipo, pois nessa Ultima atividade acreditamos ser possivel os
professores explicitarem o que sabem acerca da Combinatdria e de seus invariantes.

Alguns professores tiveram dificuldade em diferenciar os problemas combinatérios,
tomando como base as situacGes presentes na Combinatoria e também os invariantes
relacionados a ordem e a escolha dos elementos.

Os professores, ao elaborarem problemas de permutacdo, utilizaram contextos comuns
dos livros didaticos, como é o caso do anagrama citados por Silva, (2015). A falta de
estruturacdo para contextualizar o problema de permutacdo também foi um fato ocorrido na
elaboracdo.

Outro fato verificado foi a elaboracdo de problemas sem relacdo com a Combinatoria
por alguns professores. De modo geral, a maioria dos professores conseguiu elaborar
corretamente os problemas de permutacgéo a partir das situacdes. Ja a partir da elaboracéo por
invariantes, os professores confundiram arranjo e permutacao, trocando assim, 0s invariantes.
Parece-nos que os invariantes apresentados ndo foram claros e suficientes para os professores
diferenciarem um tipo de problema do outro e também elaboraram problemas sem relagéo
com a Combinatoria.

Nos problemas de arranjo elaborados a partir das situagfes, houve acerto da maioria

dos professores. Porém, as dificuldades encontradas por alguns se referem aos invariantes de
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ordem e de escolha relacionados aos tipos de problemas e também a determinacdo do que seja
problema, pois houve dificuldade de diferenciar exercicio de problema.

Na elaboracdo de problemas partindo dos invariantes do arranjo, houve poucos
acertos, pois os professores tiveram dificuldade em diferenciar os invariantes, nao
reconheceram como sendo de arranjo e alguns elaboraram problemas sem relacdo com a
Combinatoria. Houve dificuldade de inserir os conceitos envolvidos em um contexto, pois
teve professor que fez um exercicio no lugar dos problemas combinatorios.

A elaboragdo dos problemas de produto cartesiano a partir das situacdes e dos
invariantes ndo foi comum para os professores, pois o termo produto cartesiano nao é
conhecido no contexto combinatorio, isso, provavelmente, fez com que alguns professores
relacionassem ao plano cartesiano e ao par ordenado. No entanto, constatamos ter sido mais
facil elaborar problemas a partir das situacdes do que a partir dos invariantes apresentados.

Nos problemas de permutacdo, arranjo e produto cartesiano, foi mais facil elaborar
problemas a partir das situacdes. Ja nos problemas de combinacdo, foi mais facil elaborar a
partir dos invariantes. No entanto podemos entender que os invariantes de combinacéo foram
melhor compreendidos pelos professores.

De modo geral, percebemos que a relacdo de ordem e de escolha apresentada nos
problemas combinatdrios necessita ser discutida e trabalhada nos cursos de formacdo de
professores. No momento da elaboragdo o conhecimento do professor, a respeito do conceito,
é colocado em pratica e 0 mesmo tem a possibilidade de refletir sobre os invariantes de cada
tipo de problema e as situacbes envolvendo a Combinatoria. Compreendemos que 0S
conceitos envolvidos, 0s contextos elaborados e a estrutura de cada tipo de problema sdo
importantes para os problemas serem elaborados corretamente.

Percebemos ndo ser comum a elaboracéo de problemas por parte dos professores, pois
eles costumam trabalhar com problemas ja prontos, encontrados nos livros didaticos, em
atividades de resolucdo, embora haja indicacdo dos Pardmetros de Matemaética de
Pernambuco (2012) de néo so resolver problemas, mas também de elaborar. Compreendemos
ser essa, uma estratégia relevante para refletir sobre o raciocinio combinatorio.

A atividade de elaboracdo permitiu aos professores refletirem de forma direta a
respeitodos invariantes contidos nos problemas elaborados e sobre as dificuldades a respeito
do proprio conceito. Para alguns professores, o dominio conceitual ndo foi suficiente para que
elaborassem os problemas. Além disso, a falta de contexto ndo possibilitou a elaboracdo de

um problema e sim de um exercicio. No entanto, elaborar problemas é importante para o
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professor refletir sobre o conceito e também poder diferenciar: problema combinatério e
exercicio.

Em relacdo as semelhancas e as diferencas dos problemas, notamos que alguns
professores tiveram dificuldade em perceber os aspectos conceituais. Consideram que 0S
problemas combinatorios envolvem contagem e sdo contextualizados. A importancia de
perceber as especificidades de cada tipo de problema combinatdrio, destacando, entéo, os
invariantes presentes.

Sobre em qual ano/etapa escolar o trabalho com a Combinatéria pode ser trabalhado,
alguns professores apontaram que pode ser desenvolvido um trabalho nos anos iniciais e
finais do Ensino Fundamental, apesar de reconhecerem que o conteido é apresentado no 2°
ano do Ensino Médio. Afirmaram também ja existir situacdes as quais envolvem o raciocinio
combinatorio no dia a dia do aluno.

A maioria dos professores aponta ser mais dificil elaborar problemas que resolvé-los,
devido a falta de formacdo, pois ndo se trabalha com a elaboracdo de problemas e porque
costumam utilizar em sala de aula os problemas prontos do livro didatico. E indicam que no
processo de elaboracdo o professor precisa pensar nos aspectos pedagogicos, estruturais do
problema e sobre o préprio conceito. Indicam que resolver problemas apenas requer do
professor a aplicabilidade do conhecimento e a identificacdo de alguns pontos importantes do
problema.

Apenas um professor apontou ser a resolucdo mais complicada que a elaboracdo dos
problemas, pois indica que temos que diferenciar um tipo de problema combinatério do outro
e, no momento da elaboracdo, o professor ja determina o objetivo que deseja ser alcancado.

Os professores indicaram que os alunos precisam perceber as especificidades de cada
tipo de problema combinatdrio para poder diferencia-los. Alguns chamam a atencdo para a
ordem e a escolha dos elementos dos problemas e apontam a interpretacdo como sendo uma
dificuldade para o aluno. Indicam também a importancia de diferenciar um problema do outro
para que seja utilizada a formula adequada.

Alguns professores conseguiram perceber que, para transformar um problema de
arranjo em combinacdo e combinagdo em arranjo, precisam mudar a estrutura do texto e a
forma de agrupar os elementos. Os professores que ndo tinham entendimento sobre os
invariantes de ordenacdo e de escolha dos elementos, ndo conseguiram propor mudancas
significativas para transformar um tipo de problema em outro.

Apesar dos problemas de permutacdo serem apresentados nos livros didaticos do 2°

ano do Ensino Médio, os de produto cartesiano ndo aparecem no contexto que envolve a



127

Combinatoria. Os professores reportam-se ao par ordenado e ao plano cartesiano, tendo
dificuldade de contextualizar e de refletir sobre a possibilidade de transformar um problema
de permutacdo em produto cartesiano e de produto cartesiano em permutacdo. Entdo, para 0s
professores ndo foi uma atividade facil de pensar nas mudancas necessarias para transformar
um tipo de problema em outro. Houve poucos acertos nas elaborac¢fes de produto cartesiano,
devido as relagdes que os professores fizeram.

Os professores que conseguiram elaborar os problemas combinatérios a partir das
situacdes e dos invariantes discutiram com mais propriedade a possibilidade de
transformac&o. J& os que tiveram dificuldade de elaborar problema, seja por desconhecimento
do conceito, dos invariantes e/ou da falta de contexto, ndo conseguiram propor
transformacdes de um tipo de problema em outro. Apesar das transformacdes ndo serem uma
tarefa facil e nem comum para os professores, percebemos que foi importante para 0s mesmos
pensarem nos aspectos estruturais de cada tipo de problema, nos invariantes e nos conceitos
envolvidos.

Apontamos novas pesquisas a serem feitas a fim de analisar a grandeza numérica dos
problemas e as etapas de escolha em um processo de elaboracdo de problemas combinatorios
por professores de Matematica. Levantamos novas possibilidades de pesquisas que analisem
com professores 0s aspectos conceituais, 0s estruturais e os pedagdgicos dos problemas ja
prontos encontrados nos livros didaticos do 2° ano do Ensino Médio, ja que é um recurso
bastante utilizado pelo professor. Outra possibilidade é analisar a elaboracdo de problemas
combinatdrios por alunos do Ensino Médio antes e ap6s serem introduzidos formalmente a

esse conceito.
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APENDICE - O ROTEIRO DA ENTREVISTA

Solicitamos as informaces citadas abaixo a respeito da Combinatdria que serdo utilizadas em
uma pesquisa na Universidade Federal de Pernambuco no Programa de P6s Graduagdo em
Educacdo Matemética e Tecnoldgica. Lembramos que o anonimato do(a) professor(a)
entrevistado(a) serd garantido e as informacdes serdo divulgadas de forma geral.

Agradecemos desde ja as contribui¢des disponibilizadas.

ENTREVISTA

INFORMAGCOES SOBRE O PERFIL DO PROFESSOR

a)Tempo de docéncia:
o Ensino Fundamental: Ensino Médio:
b)Atualmente trabalha com qual modalidade de ensino?

. Ensino Fundamental:  Ensino Médio:

c)Escola publica que trabalha:

o Municipal: Estadual: Ambas:
d)Formacdo:
o Graduacdo:  Especializacdo: Mestrado:  Doutorado:

INFORMACOES SOBRE OS PROBLEMAS COMBINATORIOS
1%) Elabore um problema de:

a) Permutacéo.

b) Arranjo.

c¢) Combinagéo.

d) Produto cartesiano.

2°) O que os problemas elaborados tém de semelhante e de diferente?
3% Os problemas que vocé elaborou dariam para trabalhar em que ano do Ensino Basico?

4°) E possivel iniciar o trabalho com o raciocinio combinatério a partir de que ano?
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5°) No livro didético, geralmente em que ano encontramos os problemas combinatorios?

6°) E mais facil elaborar ou resolver os problemas combinatorios?

8°) Para o aluno, o que seria importante perceber ao resolver os problemas que vocé criou?

9°) Quiais as dificuldades dos alunos em relacéo aos enunciados dos problemas combinatorios?
10%) O que seria necessario para transformar um problema de:

a) Arranjo em combinacao.
b) Combinacdo em arranjo.
c) Permutagdo em produto cartesiano.
d) Produto cartesiano em permutacéo.

11%) Elabore problemas combinatorios a partir das caracteristicas apresentadas:

a) De um conjunto maior séo selecionados elementos para formar subconjuntos; a ordem
dos elementos gera novas possibilidades.

b) De um conjunto maior sdo selecionados elementos para formar subconjuntos. A ordem
dos elementos ndo gera novas possibilidades.

c) De dois ou mais conjuntos diferentes sdo combinados os elementos para formar um novo
conjunto.

d) A partir de um conjunto dado, todos os elementos sdo usados em diferentes ordens
para formar novos conjuntos. A ordem dos elementos gera novas possibilidades.



