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RESUMO

Usando métodos variacionais estudamos existéncia e multiplicidade de solucoes para
algumas classes de equacoes de Schrodinger com potenciais que podem mudar de sinal e
nao linearidades que tém crescimento subcritico Sobolev e crescimento critico no sentido

de Trudinger-Moser.

Palavras-chave: Métodos variacionais. Equagoes de Shrodinger. Crescimento critico.

Dominios nao limitados. Condigao de Palais-Smale.



ABSTRACT

Using variational methods we study the existence and multiplicity of solutions for some
classes of Schrodinger equations with potential that may change sign and nonlinearities
which have subcritical Sobolev growth and have critical growth in the sense of Trudinger-

Moser.

Keywords: Variational methods. Schrodinger equations. Critical growth. Unbounded

domains. Palais-Smale condition.



LISTA DE SIMBOLOS

C, Cy, Cy, ... denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);

Se © C R™ é um conjunto mensuravel, entao |2| denota sua medida de Lebesgue

em R";

Bpr denota a bola aberta centrada na origem e de raio R > 0;

B(xg, ) é a bola de raio r centrada em (x);

B(zy,r) é a bola de raio r centrada numa sequéncia (z;) C R" tal que |x;| — o0;
X é o dual topolégico do espaco de Banach X munido com a norma || - [|4;

(-,+) denota o par dual entre X* e X;

29

Denotemos a convergéncia fraca em X por ” — 7 e convergéncia forte por ” — 7;

supp(f) representa o suporte da fungao f;

0 0

Vu = —u, ey T éo gradiente da funcao u;
8x1 &Un

Au = z": @ denota o Laplaciano de u;

=1 ¢

divf = Z Bi é o divergente de f, em que f:Q C R" — R";
i=1 '

A,u = div(]Vul’"*Vu) denota o p— Laplaciano de u;
Sejam 2 C R™ um aberto conexo e 1 < p < 0o, 0 conjunto
LP(Q) = {u : Q — Rmensurdvel : / |ul? do < oo}
Q

denota o espaco de Lebesgue com norma dada por

ol = ( [ lutop a) v

L*>(2) representa o espago das fungoes que sao limitadas quase sempre em §) com

norma dada por

|u]|so = Inf{C > 0 : |u(z)| < C quase sempre em Q};



C*(Q) denota o conjunto das funcdes k vezes continuamente diferenciaveis sobre (2,

em que k € N;

CP(R™) denota o espago das fungoes infinitamente diferencidaveis com suporte

compacto;

Para 1 < p < 0o e para toda ¢ € C5°(92),

Whe(Q) = {u € LP(Q):3g; € LP(Q);/uggpdx = —/gigpdx, i€ {1,...,n}}
o 0% Q

munido com a norma

1/p
s, = ( L awul +1up) dx) ;

n
Paral <p < oo, p* = b
n

é o expoente critico de Sobolev, quando p — n tem-se

Pt — 00;
Sejam 2 C R™ um aberto conexo e 1 < p < 0o, o conjunto
LP(Q,R™) = {U : Q@ — R™ mensurével : / |U|Pdx < oo}
Q

denota o espaco de Lebesgue com norma dada por

m
U1, = llually,
i=1

onde U = (uq, ..., uy) e cada u; € LP(Q);

O espaco de Sobolev W'P(€2,R™), 1 < p < 0o é definido por

Whr(Q,R™) = {U € LP(,R™), cujas derivadas fracas ou existem e v € LP(Q,Rm)} ,

€T €T

para todo ¢ € {1,...,n}. Munido com a norma

m
101 = D il
i=1
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos a existéncia e a multiplicidade de solugoes fracas para
algumas classes de equacgoes elipticas quase lineares. Problemas deste tipo sao bastante
conhecidos e estudados na literatura. Consideremos a seguinte equagao eliptica quase

linear:

—Apu+ V() |ulf?u = f(z,u), zeR", (1)

onde Ayu = div(|VulP?Vu), p € (I,00) e n > 1, e as fungdes V : R* — R e
f:R" xR — R sao mensuraveis.

Equagoes desse tipo sao importantes em muitos campos das ciéncias. Elas aparecem
com frequéncia nos campos eletromagnéticos, na astronomia e na dinamica dos fluidos,
porque elas podem ser usadas para descrever com precisao o comportamento dos potenciais
elétricos, gravitacionais e de fluidos. Ver [1, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 13, 14, 15, 25, 33, 37, 40,

48,49, 53]. Um exemplo padrao, no caso em que p = 2, é fornecido pela equagao a seguir
—?Au+V(z)u = W(z)|u|?%u, =€cR"

que surge quando se procuram solugoes que estao relacionadas com a existéncia de ondas

estacionarias para as equagoes de Schrodinger nao lineares da forma

0 h?
o = Ay V- W, (1) €RY X R,

isto é, solucoes do tipo
it
(x,t) = exp (%) u(z), €EeR,

em que ¢ = v/ —1, h é a constante de Planck, m é um ndimero real positivo, V() é um
potencial de valor real e ¢ > 2. Essas solugoes tém uma importante interpretacao fisica,

uma vez que correspondem a estados quanticos estaveis com energia &.

11



Introducgao 12

A equacao (1) tem sido extensivamente estudada sob varias hipéteses sobre o potencial
V(z) e para comportamentos diferentes da nao linearidade f(x,u). Alguns desses estudos
sao motivados pelo trabalho pioneiro de Rabinowitz [48] quando p = 2, n > 3 e a ndo
linearidade f(z,u) comporta-se no infinito como |u|?"!' para algum ¢ € [2,2%), isto é,
quando f(x,u) tem o crescimento subcritico do tipo Sobolev. Para superar o problema
da “perda de compacidade”, tipico em problemas elipticos em dominio ilimitados,
Rabinowitz, em [48], considerou V(x) um potencial coercivo e limitado inferiormente
por uma constante positiva, isto é, V(x) — +oo quando |z| — +oo0 e V(z) >V > 0 para
todo z € R". Essa condicao de coercividade foi melhorada por Bartsch e Wang, em [8], ao
se assumir que, para todo L > 0, a medida de Lebesgue do conjunto {z € R"; V(z) < L}
é finita. Bartsch e Wang usaram as mesmas hipdteses sobre a nao linearidade f(z,u) que
em [48].

Ainda conseguindo preservar a compacidade do funcional, Sirakov, em [49], considerou

uma hipétese mais geral sobre o potencial V (z),
P}im v,(R"\ Br) = oo para algum t € [2,2%),
—r 00

enm que
_ s ([Vul? + Vi(x)|ul?) da
n(R™\ Bg) = m@@ﬂmh“““ | (LP
ue n
e (e )

Além disso, Sirakov [49] abordou a situacao em que a nao linearidade pode ser ilimitada

na varidvel x, situacao que nao foi abordada em [8, 48].

Existem muitos resultados para equagoes do tipo (1) quando o dominio é limitado
(veja, por exemplo, [13] e suas referéncias). No entanto, para quando o dominio é
ilimitado e 1 < p < n, nao se encontram muitos artigos. Para o nosso conhecimento,
um dos primeiros resultados de existéncia de solucoes para essas equacoes foi abordado

por Lyberopoulos em [37] na seguinte situacao particular:
—Apu+ V(@) u = Q@) ul 2u— Qu(@)ul"?u em R™,

emquel <p<n,V, Qe Qs sao fungoes nao negativas e tais que ()1 e ()2 sao dominadas
por V quando |z| = 4o00. Além disso, t,s € (1,p%).
No Capitulo 1, estendemos os resultados de Sirakov [49], no caso em que 1 < p < n,

provando a existéncia e a multiplicidade de solugoes para equagao (1) da seguinte forma

—Apu+ V(z)|ulf?u = f(z,u) em R"



Introdugao 13

com V(z) = a(x) —b(z), em que a e b sdo fungdes mensuraveis nao negativas. Além disso,
analisamos a situagdo em que a nao linearidade f(x,u) pode ser ilimitada na variavel z e
possui o crescimento subcritico do tipo Sobolev.

Neste caso, as imersdes de Sobolev asseguram que W!'?(R") < L!(R") para qualquer
t € (1,p*], em que p* = np/(n — p) é chamado o expoente critico de Sobolev. Com isso,
o crescimento maximo de f é determinado pelo expoente critico de Sobolev.

Um outro caso no qual a equacao (1) também tem sido bastante estudada é quando
p=n.

—Ayu+ V(@) |u"?u= f(z,u), z€R", (2)

Nessa situacao, p* — oo quando p — n e as imersdes de Sobolev nao sao validas
(WHP(R™) 4 LY(R™)). Assim, o crescimento méximo é motivado por uma desigualdade
do tipo Trundiger-Moser que garante a imersio de W"(R") em um espaco de Orlicz

1/(n—1)

n—1

n/(n—1)
an‘“' € Wn—1

gerado pela fungao f(z,u) ~ e quando |u| = oo, com «,, := nw
sendo a medida da esfera unitaria em R™ (cf. [2, 24, 19, 27, 39, 41, 50]).
Em busca desse crescimento maximo para a nao linearidade f, Moser [39] mostrou a
seguinte desigualdade para dominios limitados em R",
sup / anu[*/ D < 00,
9]

wEWy ™ (Q),]|Vaulln <1

/ ( Ve wy—1 € a medida da esfera unitaria em R".

em que 2 C R", o, = nuw,,

Essa conhecida desigualdade tem sido generalizada de muitas maneiras. Por exemplo,
do O [27], estendeu o resultado para todo o espago euclidiano R™ para n > 2, o que nos
permite encontrar solucoes fracas nao triviais do tipo passo da montanha para as equagoes

(1) com pertubagao, por exemplo
—Ayu+ V(x)|u"*u = f(z,u) +ch(x), x€R"

Um pouco antes, Cao [14], estudou o problema 2 quando n = 2 e o potencial V' (z) = 1.
Ele mostrou, usando o principio de concentragao e compacidade de Lions, que o funcional
associado ao problema satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale.

Do (), Medeiros e Severo, [30], estudaram a existéncia e a multiplicidade de solugoes
para o problema 2 considerando n > 2, f(x,u) com crescimento exponencial e o potencial

V(z) continuo, positivo e satisfazendo uma das seguintes condigoes:

(a) V(z) — 400 quando |z| = +oo;
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(b) [V(2)] ™ € L'(R");
(c) Para todo L > 0 o conjunto {z € R";V(z) < L} tem medida de Lebesgue finita.

Esse resultado foi estendido por Lam e Lu em [34] quando a nao linearidade tem uma

singularidade,
f(@,u)

|z]?

Com isso, no Capitulo 2, consideramos, sobre o potencial V(x), a mesma hipdtese

onde [ € [0,n).

considerada por Sirakov em [49], a qual permite que V(z) se anule ou mude de sinal.
Consideremos também que a nao linearidade f(z,u) pode ser ilimitada na varidvel x e
que, na variavel u, o crescimento ¢ critico no sentido da desigualdade de Trudinger-Moser,

n/(n—1)
aolul quando |u| — 400 para

mais precisamente, que f(x,u) se comporta como e
algum g > 0. Usamos métodos variacionais do tipo minimax, para obter a existéncia e
a multiplicidade das solugoes da equagao (1) para o caso em que p = n. Este é o primeiro
resultado na literatura considerando o caso critico exponencial no qual a nao linearidade
f(x,u) pode ser ilimitada na varidavel x. O caso subcritico envolvendo um peso singular
foi estudado por de Souza [22] quando n = 2.

Ressaltamos que somente alguns resultados consideram o potencial V(z) mudando de
sinal, ver [17, 48, 49]. No entanto, nos artigos citados os autores consideram V'(z) uma
funcao continua e limitada inferiormente. Nos Capitulos 1 e 2, nos concentramos para
tratar o caso em que V' (z) pode mudar de sinal e pode ser ilimitada inferiormente. Em
particular, nao precisamos de limitacao uniforme sobre o potencial que pode desenvolver

singularidades proximo de zero.

Nos Capitulos 3 e 4 estudamos as equagoes do tipo (1) em forma de sistemas, isto é,
—Aju; + Vi(@)|wilP?u; = fi(x,U), z€R™ e ie€{l,...,m}, (3)

em que p € (L,oo), n > 1, U = (u1,...,uy) € R™ as fungdes V; : R" — R e
fi + R" x R™ — R sao mensuréveis tais que f;(z,U) sdo as derivadas parciais com
relacao a U na i-ésima coordenada, para alguma funcio F : R® x R™ — R de classe C' e
VFE = (fi,-.-, fm)-

O interesse em estudar sistemas decorre do grande nimero de aplicagoes, que além
das conhecidas para o caso escalar, envolvem outros fenomenos, como os modelos

de competicao em dinamica populacional. Os sistemas se comportam em um certo
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sentido como no caso escalar, porém, apresentando dificuldades adicionais provenientes
da acdo das varidveis uj, ug, ..., Uy, nas nao linearidades fi(z,U), ..., e fim(z,U). Ver
[17, 43, 44, 45, 46].

Levando em considerac¢ao o comportamento dos potenciais V;(z) e das ndo linearidades
fi(z,U) do mesmo modo como foram considerados no Capitulo 1, obtemos, no Capitulo 3,
alguns resultados relacionados a existéncia e a multiplicidade de solugoes para o sistema
(3) para o caso em que 1 < p < n. Isso complementa os resultados obtidos por Rabelo em
[44, 45, 46]. Por fim, no Capitulo 4, complementamos os resultados obtidos por Rabelo em
[43], estudamos também a existéncia e multiplicidade de solugoes para o mesmo sistema
(3), no caso em que p = n e m = 2, considerando sobre os potenciais V;(z) e sobre as nao

linearidades f;(z, U) hipdteses semelhantes as que foram consideradas no Capitulo 2.



Capitulo 1

Sobre uma classe de equacoes de

Schrodinger quase lineares em R"

1.1 Introducao

Neste capitulo, vamos estudar a existéncia de solugoes nao triviais para uma classe
de problemas elipticos nao lineares, envolvendo o operador p-Laplaciano —A,u =

div(|Vu|P*Vu), com 1 <p<nen > 2,
—Ayu+ a(z)ulP~?u = b(x)|uP?u+ f(z,u), x€R" (1.1)

As principais caracteristicas dessa classe de problemas sao permitir que os potenciais
a(x) se anule e b(x) seja ilimitado sob certas condigoes explicadas a seguir, e que a nao
linearidade f(x,u) nao seja necessariamente limitada em z. Esse problema foi motivado
pelo trabalho de Sirakov [49] que mostrou, para o caso semilinear, a existéncia de uma
solugao nao trivial quando o potencial mudar de sinal e a nao linearidade puder ser
ilimitada na variavel x.

Com o objetivo de facilitar futuras referéncias, descreveremos a seguir as hipdteses

que usaremos ao longo deste capitulo:

(Hy) A funcao a: R" — [0, 400) é mensurédvel e

N = inf Jen (IVUlP 4 a(z)ul?) dz

> 0,
ueE\{0} Jan |ulP dz

16
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em que E é um subespaco de W*(R") dado da seguinte forma:

E = {u € Wl’p(Rn);/ a(x)|ulP dz < oo} : (1.2)
Definimos para qualquer subconjunto aberto 2 de R" e para s € [p, p”), vs(€2) por

nf Jo (IVulP + a(z)|ul?) dz
() = { wewir@\or  (f, [ufsdz)”’*
00 se Q=10.

se Q#0,

Inspirado pelo trabalho de Sirakov [49], consideramos a seguinte condi¢ao de compacidade:

(Hy) Existe s € [p,p") tal que I%im vo(R™\Bg) = 00, em que Bg é a bola em R" de raio
—00

R centrada na origem.

(H3) Existem uma fungao A € LS (R"), com A(z) > 1, e constantes 5 > 1, Cy > 0, Ry >

0 tais que

A(z) < Co (1 + (a(z))"?)  para todo |z > Ry.

(H;) A funcao b : R" — [0,400) é mensurdvel e ||bl|, < S} para algum o > 1 onde
to:=op/lc—1)<p* +1e

2

pri=0p -1 - —-.
( )73 (n —p)
e Sy, ¢ a melhor constante para a imersiao de Sobolev E — L' (R") (ver Proposi¢ao
1.6), isto é,
o Unn(IVuP +a@)u) de)' "
St, = inf v :
HEPNO) (fon o )

(Hs) A funcao f é continua e A— superlinear na origem, isto é,

o fGs)

) W =0 uniformemente em z € R".
S— T)|S|¥

A funcao f nao é necessariamente limitada em x, porém tem seu crescimento subcritico

controlado por A(z), mais precisamente,
(Hg) Existe ¢ € [p— 1,p") tal que

|f(z,s)] < CoA(x) (1 + |s|?) paratodo (x,s) € R" xR.
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(H;) Existe p > p tal que

O<uF(:v,t):u/otf(a:,s)dsgtf(x,t) para todo (z,t) € R" x R\ {0}.

Agora, enunciaremos os principais resultados deste capitulo.

Teorema 1.1. Suponhamos que as condi¢oes (Hy) - (Hy) sdo satisfeitas. Entao o
problema (1.1) tem uma solug¢do ndo trivial. Além disso, se f(x,u) for impar em u,

entao (1.1) tem infinitas solugoes.

Teorema 1.2. Suponhamos que as condi¢oes (Hy), (Hs) - (H7) sdo satisfeitas. Além

disso, assumindo que

lim vy(B(zk,r)) =00  para algum s € (2,p%), (1.3)

k—o0

em que B(xy,r) € a bola de raio r centrada numa sequéncia (x) C R" tal que |x)| — oo.
Entao o problema (1.1) tem uma solugdo nao trivial. Se, além disso, f(x,u) € impar em

u, entao o problema (1.1) tem infinitas solugoes.

Observagao 1.3. A existéncia de solugoes para o problema (1.1) tem sido discutida
sob wvdrias condigoes sobre o potencial a(x) e sobre a nao linearidade f(x,s) (veja os
trabalhos de [8, 48, 53]). Vale a pena ressaltar que, nesses trabalhos, diferentes hipdteses
sao assumidas em a(x), a fim de superar o problema da “perda de compacidade”, tipico
para problemas elipticos em dominios ilimitados. Mais precisamente, em muitos artigos, €
normalmente assumido que o potencial € uma func¢ao continua e uniformemente positiva,

isto €, que a(z) > ag > 0 para qualquer x € R"™ e satisfaz um das sequintes condigoes:
(a) [a(2)]"" € L'(R");

(b) a(x) = +o00 quando |x| — +00;

(c) para cada L > 0 a medida de Lebesgue |[{x € R" : a(z) < L}| < oc.

Cada uma dessas condigoes garante que o espaco E esteja imerso compactamente no
espaco de Lebesque L°(R™) para todo p < s < p*. Além disso, f(x,s) é limitado com

relacao a varidvel x.
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Observagao 1.4. Uma condigdo suficiente para a hipdtese (Hy) é que
}%im |Q, N (R™\ Bg)| =0 para todo L >0,
—00

onde Q, = {x € R" : a(z) < L} (veja Lema 1.23). Assim, o potencial que satisfaz
(a) — (c) também satisfaz a condi¢ao (Hy). Consequentemente, a condi¢io (Hy) melhora
as condigoes (a) — (c). Além disso, a condi¢ao (Hy) permite ao potencial se anular numa

regido limitada de R™ e (Hs3) e (H7) permitem que a ndo linearidade seja ilimitada em x.

Exemplo 1.5. Um ezemplo de uma fungdo V(x) que satisfaz as hipdteses (Hy) — (Hy) €
dado por

d
ot e for el <1,

z> , for |z|>1,

em que § > 0 € suficientemente pequeno e o > 1. Para f(z,s) consideramos o sequinte
flz,s) = |zf|s]""s,

em queqe(p—lap#) ep#:(p*—l)—Q(n_p)'

1.2 Resultados Preliminares

Segue da condicao (H;) que o espa¢o F munido com a norma

1/p
|WH=(/|VM%+M@WW@)

¢ um espaco vetorial normado. Com isso, esta secao sera dedicada a mostrar algumas
propriedades que envolvem esse espaco e os resultados de compacidade fundamentais
para encontrar as solugdes do problema (1.1). Comegaremos por um resultado, o qual

utilizaremos bastante, sobre a imersdo continua de E em W*(R").

Proposicao 1.6. Se a condi¢ao (Hy) for valida, entao E estard imerso continuamente

em WHP(R™).

Demonstragao. Por (Hy),

S ((Vul]? + a(z)|ul?) dx

D<M <
b= fR” |ulpdx ’
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assim,

/ |ulPda < i/ (IVul? + a(x)|ul?) dz. (1.4)
R )\1 Rn

Isso implica em

1
HuHip = /R VulP + |ulP dz < /R |VulP dz + )\_1/1& (IVul? + a(x)|ul?) de.

1
ol < (55 + 1)

Portanto,

Isso conclui a Proposicao.

O

Proposicao 1.7. Se a condi¢ao (Hy) for vdlida, entdo E munido com a norma || -|| serd

um espaco de Banach.

Demonstragao. Seja (uy) uma sequéncia de Cauchy em E. Pela continuidade da imersao
de E em WP(R"), segue-se que (u;) é uma sequéncia de Cauchy em W'P(R"™), que,
por sua vez, é um espaco de Banach. Assim, (u;) converge para algum u € W'P(R"),
logo, (uy) converge para u € LF(R"), e existe uma subsequéncia (ug,) que converge quase
sempre para u em R".

Vejamos que a sequéncia ((a(z))Y?(uy,)) é uma sequéncia de Cauchy em LP(R™).
Notemos que,

a2, = < o, = | (L5

Como (uy, ) é uma sequéncia de Cauchy em E, entdo, por (1.5), a sequéncia ((a(z))*? (ug,))
¢ também de Cauchy em LP(R").

Sendo assim, podemos extrair uma subsequéncia tal que, para cada r > 1, com r € N,

1/p 1
Ia(@) ! (urr = )|, <5

Consideremos a sequéncia dada por

k

gr(x) = Y [(a(@) P (s (@) = up(2))]

r=1

Usamos a desigualdade de Minkowski para obter a seguinte estimativa,

1
lgrll, < Z | (a(2)) " (w1 — ur)Hp Sg <1l (1.6)
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Seja g(z) = ]}Lrgo gr(x). Isso implica que |g(z)[P = ]}erolo |gr(x)|P. Concluimos, pelo Teorema

da convergéncia monétona e por (1.6), que

/ jg(a)P?dz = lim / ge(@)Pde < 1,

ou seja, g € LP(R").

Além disso, para cada [ € N,

n

|(a(2))?(uy1(x) = up(2))] < gria-1(2) — gr-1(z)  quase sempre em  R™.
Tomando o limite quando [ — oo, obtemos
(@) VP (u(2) — 1w (2))] < 9(2) — gor(z) < g() quase sempre em R
Dessa forma,
‘(a($))1/pu(:v)} <g(x)+ ‘(a)l/p(:n)ur(xﬂ quase sempre em R",

e, consequentemente, ((a(z))Pu) € LP(R"). Isso implica que u € E.

A convergéncia u, — u em E segue-se da convergéncia
/ |Vug(z) — Vu(z)[” dz — 0
e do seguinte fato:

H(a(a:))l/p(uk - u)Hp = /n a(z) |up(z) — u(x)? dez — 0.

O
Mostraremos agora, que E é um espago reflexivo.
Proposicao 1.8. O espaco E € reflexivo para 1 < p < oo.
Demonstracao. Consideremos o seguinte operador linear
T:E—W=(LP(R")" x LP(R")
definido por T(u) = (Vu, (a(xl))l/pu). Além disso, W estd munido com a norma

n /p
|V, ) lw = (Z ol + HvHi) Cem que U = (u,...,u,) € (LP(R")"
i=1

Vejamos que T' é uma isometria de £ em W.
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Dado u € F,

n

ITulw = [(Vu, (a@)) ")y = (Z

=1

p 1/p
+ H(G(I))l/”UH£>

= (17l + ot ) ™ =l

Agora, vejamos que T(E) é um subespago fechado de W. De fato, seja wy, € T(E) tal
que wr — w em T(E). Como T é uma isometria, logo wy = T'(ug) com uy € E. Assim,
T(wy) = T(u) =w.

Visto que T(E) é um subespaco fechado de W, e como W é um espago reflexivo,

segue-se que T'(F) é reflexivo e, consequentemente, £ também o é. O

Definimos o espaco

Lg(m) (R™) = {u :R" — R  mensuravel; / A()|u| dz < oo} ,

n

1/t
munido com a norma HuHLtA( (&) = (/ A(x)|u|tdx) :

Rn

Proposicao 1.9. Se as condi¢oes (Hy) - (Hs) forem wvdlidas, entdo a imersio E —

LtAJEi) (R™) serd continua para p —1 <t < p¥.

Demonstragao. Sejam A = {z € R";|z| > Ry} e B = {z € R"; |z| < Ry}. Assim,

/ A(z) |ul dx:/A(x)]u\t“ daz:—i—/A(a:)]u\t+1 dx
" A

B

Usando a condigao (H3), obtemos
A@)|udr < cO/[1+(a(m))1/5]|u]t+1dx+||AHOO/ lu|" Tt da
A B
= co/(a(x))l/5|u|tJrl da:+co/ lu|"t dz + ||A||Oo/ lu|" dz
A A B

< co/(a(:t))l/ﬁ\u\t+1 dx—i—(co—l—HAHoo)/ lu|"t da.
A

n

R’I’L

Assim,
[ A@lar < a f (o@) P de s @ ALl 0D
n A

Agora, precisamos mostrar que existe C' > 0 tal que / A(x)|u"T dx < Ojul/"*. Para

n

isso, analisaremos os termos de (1.7) separadamente.
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Para estimar o termo /(a(x))l/ﬁ|u|t+l dz, usamos a desigualdade de Holder,
A

QAW@WMWW%M :yAWWWMYWWWPWHx

1/ (B-1)/8
< (/ a(a:)|u\pda:) (/ (,wt—i—l—p/ﬁ)ﬁ/(ﬂfl) dx) '
A A

] T e T ot (1.8)

Portanto,

Substituindo (1.8) em (1.7),

(t+1)8
| A@la*de < collul PP llull 500 + (o + 1Al [l (1.9)

Como p — 1 < t < p#, deduzimos que p < ((t +1)8 — p)/(8 — 1) < p*. De fato, pela

definicao de p”,

* p
t<(p"—1)— ,
( ) B(n —p)
logo,
2 2
* —p~ +mnp—mnp * np—p np
t<(p -1+ =p -1+ — ,
R B Ty e
assim,
p_p 1 p
t<p*—1—|————:p*<1 —)—1—1——,
5B B p
portanto,

por conseguinte,

com isso, concluimos que

g—1
Por outro lado, como p — 1 < ¢, segue-se que p <t + 1 e assim,
f-1_pB-p _(U+1S—p
g—1 g—1 = -1
Provando que p < ((t+1)6 —p)/(B —1) < p".

Agora, usando as imersdes continuas E < WYW(R") e WW(R")

p=p- (1.10)

LD/ B=D(R") para todo p < t+1 < p? + 1, conclufmos que existe C' > 0 tal

que

t+1
()52 sy < Cllul (D=, (1.11)
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Substituindo (1.11) em (1.8), resulta

[ {a@)Puf e < (1.12)
A

J4 para estimar o termo [ul//f], usamos novamente as imersdes continuas E <

WP (R™) e WHP(R™) < L' (R™) para todo t + 1 € [p, p*] e concluimos que existe C' > 0
tal que

lullify < Cllull™. (1.13)
Agora, substituindo (1.13) e (1.12) em (1.7),
/ AQ@) e de < Cu]*+. (1.14)
Isso conclui a Proposicao. O
O proximo Lema garante que a condicao (Hz) seja valida para todo s € [p, p*).
Lema 1.10. Seja 2 um subconjunto aberto de R" ep < s <t < p*. Entdo
v(£2) = Cp,t,n, Ar) (vs(62)) (1.15)

onde oy € um numero fixro em (0,1). Sep <t < s < p*, entdo

vi(2) > C(p,t,n, A1) (vs(£2))*, (1.16)

onde ag € um numero fizo em (0,1). Consequentemente, }%im vs(R™\ Bg) = oo implica
— 00

que ]%im v (R™\ Br) = 00 nos casos em quep < s <t ep<t<s.
— 00

Demonstra¢ao. Ambas as desigualdades, (1.15) e (1.16), sao consequéncias da Proposi¢ao
1.6, e da desigualdade de Gagliardo-Niremberg (Teorema A.5). De fato, primeiro,

usaremos a desigualdade de Holder:

170 com 6e(0,1).

lulle < flellellullz=,

Agora, usando a desigualdade de Gagliardo-Niremberg para p < s <t < p*,
lulle < Clp, t.m)[[ulS[Vull, ™, com 6 € (0,1),
Logo,

lull? < [Clo,t.m)llull I Vull, "]

< Clp,t.n)l[ull 2| Vul ="
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Usando que ||Vull, < ||ull1,, € pela Proposicao 1.6 ||ull1, < Cllu||, concluimos que
lull}y < Clo,t,n) a2 )07,

Essa desigualdade sera usada da seguinte forma:

1 1
> ;
lall? ™ Ot m) a3 fful A=

com u # 0. (1.17)

Usando a defini¢ao de v,(£2) e (1.17),

fRn [VulP + a(x)|ul

)= uew(}gl(gn\m} [lull?
> i [Jwll?
" uewd @0\ C(p, t,n)||ul| P [|ul| -0
5 1 : [[ull?
— CO(p,t,n) uew * @)\ {0} Hu||§p||u|y(1—6')p
1 : [l |7

C(p,t,n) wewl»@2)\(0} ||ul|%

0
e [l
C(p,t,n) wewptr@noy Llulls
1

= =<V 9.
- C’(p,t,n) ( S(‘Q))

Isso conclui a desigualdade (1.15).

A desigualdade (1.16) conclui-se usando novamente a desigualdade de Holder:
lulle < llullplluls™,  com 6 € (0,1).

Como E estd imerso continuamente em W'P(R™) e W'P(R") estd imerso

continuamente em LP(R"), temos que existe uma constante C' > 0 tal que
[ullf < Cllul|®|ul|=77, com 6 € (0,1).

Portanto,

1 1

> .
lullf = Cful|fr|u) "7

(1.18)
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Pela definigao de v4(f2) e por (1.18),

(@)= o Je [Vl
weWE P (2)\{0} Jull;
[[wll?
ueWH? (2)\{0} CHqui”Hqul_e)p
1 . ]| =0

C uewr (0o ||ul| S0P

>

1 {HUHP} =
= — in >

C uewgr@nfoy Llulls

1

= = @)™,

Isso conclui a desigualdade (1.16).
Por fim, (1.15) e (1.16) implicam que v,(R™\Bg) > C(vs(R"\Bg))? para p < s < te
p<t<s.E, como P}im vo(R™\ BR) = oo, para toda bola By C R" de raio R centrada na
—00

origem, segue-se que P}im v (R"\ Br) =ocomnos casosemque p< s<tep<t<s [
—00

Proposigao 1.11. Se as condigoes (Hy) - (Hs) forem vdlidas, entio E estard imerso

compactamente em L'™'(R™), para p —1 <t < p#, e em Lf;r(i) (R™), para p — 1 <t < p¥.

Demonstragdo. Primeiro, mostraremos que E estd imerso compactamente em L' (R™).
Suponhamos que (ux) é uma sequéncia limitada em E. Como E é um espago reflexivo,
podemos assumir, sem perda de generalidade, que (uy) converge fracamente para 0 em
E. Pela continuidade da imersdao E — W'?(R") e pelo Teorema de Rellich-Kondrachov
(Teorema A.4), a imersdao W'?(Bg) < L™ (Bg) é compacta para p — 1 < t < p?, em
que Bpg é a bola em R" de raio R centrada na origem.

Consideremos ¢ € C*°(R", [0, 1]) definida por

0 em BR>

1 em Rn\BR+1.

e |Vp(z)| <1, para todo x € R". Por conseguinte,

Jurllier = (0= p)ur + purllin

< (= @Jugllers + [lpunlla-

Logo,

lurllerr < NI = @)urllcvisr + leurll oo @msg)- (1.19)
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Notemos que, o Teorema da Convergéncia Dominada e o Teorema de Rellich-Kondrachov
(Teorema A.4) garantem que o primeiro termo de (1.19) convirja para 0 quando p <
t+1 < p* + 1. Vejamos, que o segundo termo de (1.19) também converge para 0.

De fato, notemos que

/ V(o) + a@)lpuP de < / (V)url? + [p(Vur) P + a(o)|purl? da

/|uk|pdx—|—/ Vael? + a(z)|usl? dz
n RTL

< fullty + lusl”-

IN

Usando a imersdo continua E — W'?(R™), segue-se que existe C' > 0 tal que

/ V(o) + a(@)pulPde < Clugll? + flul?

= Clluxl”.

Como (uy) é uma sequéncia limitada em F, entdo a sequéncia (puy) também o é. Desse
fato, juntamente com a definigao de vy, 1(R™\Bg) e a condi¢ao (H3), concluimos que
foep, |9 ()P + a(@)] pugl? da

Ver1(R™\Br)

Isso nos diz, que o segundo termo de (1.19) converge para 0. Portanto, uy — 0 em

lpun || et @\ BR) <

LY (R™). Ou seja, a imersdao E < L™ (R") é compacta para p < t < p* + 1.
(R™). Por (1.9),

Agora, mostraremos que E estd imerso compactamente em Ltj(i)

B(t+1)-p)/B
[ A@hal " de < ol G, + o+ ALl

Na primeira parte da demonstracdo, provamos que a imersao F < L'**(R") é compacta
para todo p < t+1 < p# + 1. Assim, (ug) converge para zero em ambos 0s eSpagos

LR e LBEHD=P/BE=1(R) Concluimos que (u;) converge para zero em LZL(;C) (R™).

Portanto, a imersao £ —» LZE) (R™) é compacta para todo p — 1 < t < p¥, O]

1.3 Formulacao Variacional

Estamos interessados em encontrar solugoes fracas para o problema (1.1), isto é,

encontrar funcoes u € E que para todo v € E satisfazem

/ (|VulP~2VuVov + a(x)|ulf"*uv) dz — / b(x)|ulP?uv dr — / f(z,u)vdz = 0.

n n
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Associamos ao problema (1.1) o funcional I : £ — R definido por

I(u) := %Hqu - % /Rn b(z)|ulP dz — /n F(z,u)dx. (1.20)

Mostraremos nos proximos dois lemas que I esta bem definido.

Lema 1.12. Se a condi¢ao (Hy) for vdlida, entao / b(x)|ulP de < co. Além disso,

n

[ el < sl
Demonstra¢ao. Usando a desigualdade de Holder,
[ bl < ol el

em que 1/o+1/0’" =1 tal que po’ < p" +1, consequentemente pela Proposicao 1.9 e pela

condi¢ao (Hy) concluimos que

[ bt ds < ol 5,7l

Assim,
/ b(x)|ulP dz < oo.
[
Lema 1.13. Se as condi¢oes (Hy) — (Hz) forem satisfeitas, entdo |F(z,u)| dz < oo.
R
Além disso,
|F(z,u)| do < e|jul/P do + C||ul|t. (1.21)

]Rn
Demonstragio. Afirmamos que, por (Hs) e (Hg), dados € > 0 e g € [p — 1,p*], existe
C > 0 tal que

|F(x,8)] < eA(z)|s]P + CA(z)|s|?T" paratodo s€R e z€R™ (1.22)
De fato, pela condigao (Hs), dado € > 0, existe § > 0 tal que
|f(z,5)| < eA(x)|s|P™" sempre que |s| <6 e z€R" (1.23)
Por outro lado, a condicdo (Hg) garante que existe ¢ € [p — 1,p*] tal que

|f(z,s)] < CoA(x) (1 + |s|?) paratodo (x,s)€R" xR,
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logo,

|f(x,s)] < CA(x)|s|? (L + 1> para todo (z,s) € R" x R\ {0}.

|s]?

Assim, para todo |s| > ¢ e todo z € R", vale
s < Cate) (55 + 1) o
ou seja, para todo |s| > 4 e todo z € R",
f(z,s)| < CA(z)]s]. (1.24)

Por (1.23) e (1.24),

|f(z,s)] < €A(z)|s|Pt + CA(z)|s|? paratodo (z,s) € R™ xR. (1.25)
Como, F(z,s) = /08 f(z,t)dt, entao

|F(z,8)] < €A(x)|s|P + CA(x)|s|”™ para todo (z,s) € R" x R.

Isso conclui a Afirmagao.

Logo, para todo (z,s) € R" x R

[F(z,s)|dx < e/ A(x)|s|pdx+0/ A(x)|s|7! da.

Rn n n
Por (1.14),
|[F(z,u)| dz < ellull” + C|lul|**.

R
Consequentemente,

|F(z,u)|dz < 0o, paratodo wu€ E.

R
Concluindo, assim, o Lema. O
Pelos Lemas 1.12 e 1.13, e sabendo que || - || é uma norma em FE, concluimos que o

funcional I estd bem definido.

Além disso, usando argumentos padrao é possivel mostrar que o funcional I : E — R
é de classe C'(E,R) e que
I'(u)v = / (|VulP2VuVv + a(z)|ulP>uv) do — / b(x)|ulP?uv dr — f(z,u)vde.
n n Rn
Consequentemente, os pontos criticos do funcional I sdo solugoes fracas do problema (1.1).
A geometria do Teorema do passo da montanha para o funcional I serd estabelecida

pelos proximos dois lemas.
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Lema 1.14. Se as condigoes (Hy) e (Hs) — (Hg) forem satisfeitas, entdo ezistirao 6,p > 0
tais que

I(w) 26 se |u = p.

Demonstragao. De maneira andloga ao Lema 1.13, por (Hs) e (Hg), dados e >0 e 6 > 0

de forma que p — 1 < ¢+ 6 < p*, existe C' > 0 tal que
|F(z,8)] < eA(z)|s|P + CA(z)|s|*T* ™ paratodo s€R e xcR"

Como

1 1
I(u) ——Hqu——/ b(x)]u\pdx—/ F(z,u)dz,
p D Jgrn n

entao

1 1
I(u) = =|[ul|” = —/ b(x)|ul? dz — €||ul|? — O|u/| T+,
p P Jrn

Pelo Lema 1.12,

1 1
I(w) > ~Jul” = =|lblloull, — ellull” = Cllul|****
p p
1 S.7
= [lull” | = = =2blle — € = Cllul|™* 7] ,
PP

Assim, existe p > 0 tal que I(u) > 0 sempre que |lu|]| = p. De fato, para ¢ > 0

suficientemente pequeno e, como (1 — S, ”||b||,) > 0, podemos escolher p > 0 tal que

1S
<— == blls — e) — CpTIHTr > 0.

p p

Portanto, para e suficientemente pequeno, existe p > 0 tal que I(u) > 0 se ||u|| =p. O

Lema 1.15. Se (H,) e (Hs) — (H7) forem satisfeitas, entao, existird e € E com ||e|]| > p
tal que

I(e) < inf I(u).

lull=p
Demonstracao. Seja ¢ € C3°(R™)\{0} com suporte compacto, K = supp(p) e ¢ > 0. Por
(H7) existem ¢, d > 0 tais que
F(z,s) > c|s|* —d

para todo (x,s) € K x [0,00). De fato, a condigao (H;) nos diz que existe u > p tal que

0 < pF(x,z) <zf(r,z) uniformenteem x€R" e z€ (0,00).
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Isso implica que

F
pF(x,z) < z%x,z) para todo (z,z) € R" x (0, 00),
z

ou, equivalentemente,

d 10F
?Z < ;% para todo (z,z) € R" x (0,00),

fixado sop > 0 proximo de 0 e tal que s > sg.

*dz < 1 /F(“) OF(x, z)

paratodo s>sy, e x€R",

so % ; Flas) F(T,2)
logo,
In (i)u <In (M> para todo s>sy e x€R"
So F(x,so)
Dessa forma,
F(x,s) > Ms“ paratodo s>s; e ze€R"

m
50
Assim, ficamos com o seguinte fato

F
F(z,s) > (min w

) s paratodo s>s; e ze€R",
e, portanto, F(z,s) > cs* para todo (z,s) € R" x [sg, 00).
Além disso, como F' é continua, entdo F(z,z) > —A para todo z € [0, s¢]. Podemos

tomar d > A + csfy, logo,
F(z,s) > c¢s" —d paratodo (x,s) € K x [0,00).

O que prova a afirmacao.

Assim,

tP tP
Ite) =Sl == [ b@lePde~ [ Flate)as
p P Jrn n

tP » tP »
<—llellP = = [ b(z)|elPdz — [ F(z,tp)dx
p P JKk K
tP tP
<—|lelff = =Cy —ct" | |e|tde+d [ dx
p p K .
1
= (Blellr =)= | foian+ dj
p K

para todo t > 0. Isso implica que I(tp) — —oo quando t — oo. Considerando e = tp no

qual t é suficientemente grande, a prova esta terminada. O
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1.4 Condicao de Palais-Smale

Definicao 1.16. Seja £/ um espaco de Banach real. Dizemos que o funcional [ : E' — R
satisfaz a condigao de Palais-Smale se toda sequéncia (uy) em FE tal que |[I(u)| < C e

|I'(ug)| — 0 em E*, possui uma subsequéncia que converge fortemente em F.
Os préximos resultados mostram que I satisfaz a condicao de Palais-Smale.

Lema 1.17. Suponhamos que as condi¢oes (Hy) e (Hz) — (Hy) sao vdlidas. Dada uma

sequéncia (ug) em E tal que
[[(up)| <C e I'(ux) >0 em E*, (1.26)
entao a sequéncia (ug) € limitada em E.

Demonstragao. Consideremos uma sequéncia (uy) em E satisfazendo (1.26).

Notemos que

1, 11 1 1
I(uk) — ;I (uk)uk = (— — ;) ||uk||p + <ﬁ - ]—9> / b(x)|uk|p dx + Jl,k, (127)

p
onde
(@, up)ug — pF (2, up)
R H
A condigao (Hy) nos diz que existe p > p tal que 0 < pF(x,s) < sf(z, s) para todo s # 0.

JLk = dz.

Assim, f(z,ug)ur — puF(z,ug) > 0. Portanto,

flz,up)ug — pF(x, ug)

Jig =
R H

dx > 0.

Consequentemente, em (1.27),
1 1 1 1 1
I(u) — =TI (u)ug > <———) U p+<———)/ b(x)|uglP de.
() = 2 () o el (=0 ) bl
Usando a desigualdade de Hoélder e a imersao continua LP7(R") — FE, visto que
op < p? (o — 1), concluimos

1 1 1 1 1
I(u) — EI/(Uk)Uk > <— - ;) (| ||P — (2—9 - ;) S 1Bl o s ||

p

1 1 _
= (3-1) B- S bl

p
A condicdo (H,) nos diz que 1 — S.'[|b]l, > 0. Assim,

1
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Logo,
p 1 !
Clluel” < I(ug) — ;[ (u )
1 !/
S ](Uk) — —] (uk)uk
W
<

1
[ (ug )| + p|1'(uk)uk|

< |f<uk>|+%||f'<uk>|

Como (uy) satisfaz (1.26), entao |I(ug)| < Cy e ||[I'(ug)]

g+ < Cs. Desta maneira,
Clluel? < Cy+ Collugl.

Por consequéncia, a sequéncia (uy) é limitada em F. O

Agora, vamos mostrar que a sequéncia (u;) dada no Lema 1.17 satisfaz a condigao de

Palais-Smale.

Lema 1.18. Seja uma sequéncia (ug) C E satisfazendo as hipéteses do Lema 1.17. Entdo

o funcional I - E — R satisfaz a condicao de Palais-Smale.

Demonstra¢ao. Como E é um espaco reflexivo e, pelo Lema 1.17, a sequéncia (uy) é
limitada em E, entao podemos extrair uma subsequéncia (ug,) de (ux) tal que uy, — u

em E. Vamos mostrar que, a menos de subsequéncia, (uy,) converge fortemente em E.

Afirmagao 1: / |VulP2Vu(Vuy, — Vu)dz — 0 e / a(x)|ulP~?u(ug, —u)dx — 0.
R’VL n

De fato, s@o lineares e continuos os funcionais definidos por f(p) = / |VulP2VuVpde

e fp) = / a(x)|ul’2up dz, em que ¢ € E. Como uy, — u em E, entao f(uy,) — f(u)
e f(u

~

(ug,) — f(u) Ou seja,

/ |VulP~2Vu(Vuy, — Vu)dz — 0

/ a(x)|ulP?u(ug, —u)dr — 0.

P=2u. (ug, — u)| dz — 0.

Afirmacgao 2:/ |b(x)|ug,

n
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De fato, pela desigualdade de Holder,

/ b P2 (g, — )| = / 1b(@) [P Pl [P b() [V, — ]

< ([ wturar) ™" ([ peu - arar)”

_ —1 1
<|[B]|& e | 2P B P at, — 27

1/p

p*l)/PHuki s

v —u

=10l [l

A condigdo (H,) e a imersdo continua E < LP? (R™) garantem que |[ug, ||,or seja limitada.
Além disso, o Lema 1.17, junto com a Proposicao 1.11, asseguram que ||ug, — u||por — 0.
Isso conclui a Afirmagao 2.

Afirmagao 3: [z, ug,) (ug, —u)dz| — 0.

Rn
De fato, as condigoes (Hs) e (Hg) implicam que

[z, ug, ) (ug, —u)| < e/ A Jug, [P ug, — u| de + C/ A(x)|ug, || ug, — u| dz. (1.28)
R"” R™

Rn
Vamos estimar as integrais de (1.28) separadamente.

Primeiro, usamos a desigualdade de Holder:

A() s, P A@) P lug, — ul da

Py —ulde = [ (@),

< ( / ) A(m)\uki]”dm) v ( / A@) g, — ul? d:z:) b

- Hukz

RTL

-1
Izi(m)Huki - UHLQ(:E)-

i~ < CHuk‘z

P P=1 ¢, pelo Lema 1.17,
A(x)

Pela Proposigao 1.9, existe C' > 0 tal que ||uy,
|ug, ||P~ < Oy, assim, HukiHi;l < (5. Ja a Proposicao 1.11 garante que ||u, —uHLz;‘( , =
A(z) T

0, uma vez que, uy, — v em E. Assim,

| A@u,

/ A(x)|ug, | ug, — u|dz — 0. (1.30)

Py, — u|do — 0. (1.29)

De modo anélogo,

Substituindo (1.29) e (1.30) em (1.28), concluimos a Afirmagao 3.
Finalizadas essas afirmacoes, vamos mostrar que u, — v em E.

Por hip6tese, I'(ug,) — 0, isto é, |[I'(ug,)||« — 0. Como

1 () |

« = sup
peE\{0} ||80
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logo |I'(ug,)p| < €|l¢|| para todo ¢ € E \ {0} e todo ¢ > 0. Em particular,
| (ug,) (ug, — u)] < €|lug, — ul]. Usando que (uy,) é uma sequéncia limitada em E e

tomando e suficientemente pequeno, segue-se que I'(uy,)(uy, — u) — 0. Por outro lado,

I'(ug,) (ug, —u) = |V, [P *Vuy, V (ug, — u) dz +/ a(x)|up, [P~ 2ug, (ug, — u) do
R

n

+ / b(x) |ug, [P~ 2up, (ug, — u) d + [z, ug,) (ug, —u) de.

Rn
Com as Afirmagoes 2 e 3, concluimos que

/ |V, P 2Vug, V (up, — u)dz + / a(x)|ug, P~ 2ug, (ug, — u) do — 0. (1.31)

n

Agora, vamos usar o Lema A.2. Para isso, analisamos dois casos, quando p > 2 e

quando 1 < p < 2.

Quando p > 2,
|k, —ullP = |Vug, — VulP de +/ a(z)|ug, —ulP de
Rr Rr
1
< - (|Vug, [P2Vug, — |VulP2Vu)(Vuy, — Vu) dz
p JRr
1
+ — [ a(@)(fug, [P, — Jul” ) (g, — ) da
Cp R
1
= C_ |Vukz |p_2vuki(vuki - VU) + a(x>|ukz |p_2uki(uki - u) dz
p JRr
1
- = </ IVulP~2Vu(Vuy, — Vu)dz —i—/ a(x)|ulP?u(ug, — u) dx> :
Cp n n

Por (1.31) e pela Afirmagao 1, concluimos que
ug, —u em FE.
Quando 1 < p < 2, da mesma forma,
|lug, — ul|P = / \Vuy, — Vul|P da —I—/ a(z)|u, — ulP d.
R7 n

Examinaremos os termos separadamente:

Pela desigualdade de Holder,

|Vuk — Vu|p
_ p — 2

— S \ (V| + [Vl

Vg, — Vul? )p/? (/
: Z Vi,
B (/R” (|Vug,| + [Vul)?=p Rn(’ Uk,

+ [Vul|) PP/ 4y,

+ | Vu|)?) P2 4z

(2—-p)/2
+ \Vu|)p) )
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Extraindo a raiz (2/p)- ésima:

2/p 2
Vuy, — Vu
( |Vug, — VulP da:) < / ( [V, |)2_p (/ (
R n i R

Isso implica que,

(2-p)/p
>P) |

dzx.

(Jar [V, =Vl dz) 7 < / Vg, — Vul?
(fRn(|Vuki| + |Vu|)p dm) (2-p)/p n ( R
Pelo Lema A.2,

(fRn |Vug, — VulP dx)2/p 3 L
(fun (V| + [Var de) &7 =

/ (|Vug, [P~ 2Vug, — |VulP~2Vu)(Vug, — Vu). (1.32)

De forma anéloga, pela desigualdade de Hélder,

|un, = ul?
/ a@hu, —uf dz = / a(x)(htk |+ [ul) =P pp/2<|uk |+ |u|)(2 PP Ay

— / n(a(g;))pﬂ( ( |7“j’“i_“|)2p)p/2 [a(x)(

< ([ oY ([ o +ar)

Extraindo a raiz (2/p)- ésima:

(/n a(x)|ug, — ul? dx) 2/p < /n a(x)(|u|:|ki+_|5||;_p (/Rn () (e | + |u|)1’> (2fp)/p’

0 que, por sua vez, implica que

2/
(f]R" |u/€ - u|p dl’) : < / CL(J]) |ukz B U|2

(Jen alz )P (k| + )27

Usando novamente o Lema A.2,

)p](%p)/? dz

2/p
n ug, —ulP dz 1 _ -
(fen @ UR 2)( ||k | |)|Pd ))< o S | al) (P, — ) (g, ). (133)
Rn @ Uk, | + |u T

Cp R
Somando (1.32) e (1.33)

(fan [Vug, — VulP dz) 2/p (fen a(@)]ug, — ulP dz) 2/
)p dl’)(zip)/p (fRn |U'k: | + ’U|)pd )(2 p)/p

o

Concluimos que,

Jor < Jop + T3k, (1.34)

onde,

1
Ja =+ [ (Vun 9w, ~ [VuP 290V, ~ Va) da
p n
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. p’2uki — \u|p’2u)(uki —u)dz.

Jor = i/ a(2)(

Pela Afirmacao 1 e por (1.31) resulta-se que Jay + J3, — 0, quando k — oo.
(|Vug,| + |Vul|)P dz, / a(z)(ug,| + |u])? dz sao

n

Agora, notemos que os termos /

n

limitados, pois a sequéncia (uy) é limitada em E. Como Jyy + J5 — 0, quando k — oo,

entao

2/p 2/p
(/ |Vug, — VulP da:) —0 e (/ a(x)|ug, —ul? da:) — 0 quando k — oc.

Para concluir que up — u em FE, analisaremos os dois casos possiveis.

(|IVug,| + |[Vu|)Pdz — 0 e / a(z)(Jug,| + u])? dz — 0.

n

Caso 1: Suponhamos que /

n

Como

/ |VulP de §/ (|Vug,| + |Vu|)P do

[ a@lurar < [ o) (lus] + fuly de,
concluimos que u = 0. Substituindo u = 0 em (1.34),

(foun [ Vtg P dar) P (fRn ) ug, [P dar) *?
(V)P dz (2—p)/p § Uk pdx 2-p)/p —
(Juon (| Vg )7 dz) o a(@)(]

J.

Como Jyy + J5 1 — 0, segue-se que up, — 0 em E.

Caso 2: Suponhamos que / (|Vug,| + |Vu|)? dz ou / a(z)(|ug,| + |u|)? dz nao

n

< Jop + J3k,

ou seja,

/ a(x)|ug,|P de < Jo i + J3 .

n

convergem para (.

Sendo

: 1 1
min (2— (2=p)/p 22/p||uki - UH2 < JO,k~
(Jin (V] + [Vl da) 7 ((fo () (| + Jul)? de)

E, como I(u;) — ¢ > 0, a menos de subsequéncia, existe um § > 0 tal que os termos

([ ot wupas) ™ ([ ato

o fato de Jo i, + J3 — 0, quando k& — oo, concluimos que

(2-p)/p
Pdx > ¢. Isto, junto com
) ]

u, —>u em K.

Portanto, ux, — u em E e o funcional [ satisfaz a condigao de Palais-Smale.
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1.5 Resultados Principais

Para demonstrar os teoremas principais, precisaremos de um resultado devido a
Ambrosetti-Rabinowitz, o famoso Teorema do passo da montanha (Teorema A.12). Para
o resultado de multiplicidade usaremos a versao do Teorema do passo da montanha

generalizado (Teorema A.13).

1.5.1 Demonstracao do Teorema 1.1

Pelo Lema 1.18, o funcional I : E — R satisfaz a condicao de Palais-Smale. Além disso,
o Lema 1.14 garante a existéncia de constantes p,y > 0 tais que I|sp, > 7 e, pelo Lema
1.15, existe e € £\ 0B, tal que I(e) < 0. Assim, usando o Teorema A.12, concluimos que

I possui um valor critico ¢ > v, o qual é dado por

c¢=inf max I(u),
9€T" ueg([0,1])

onde I' = {g € C'([0,1], E) : g(0) = 0;g(1) = e}. Isso nos diz que o problema (1.1) tem

uma solucao no nivel minimax.

Por fim, notemos que, se f(z,u) for impar em u, entdo o funcional I é par. Tomando
V = {0} e usando o Lema 1.15, concluimos, pelo Teorema A.13, que I possui uma

sequéncia ilimitada de valores criticos. Portanto, (1.1) tem infinitas solugoes.

1.5.2 Demonstracao do Teorema 1.2

A fim de demonstrar o Teorema 1.2, é suficiente mostrarmos que a hipdtese (Hy) é

equivalente a (1.3). Esse sera o objetivo dos préximos resultados.
Lema 1.19. Se a condi¢ao (Hs) for vdlida, entdo klim vs(B(zg, 7)) = 00.
—00

Demonstracao. Para quaisquer 3 C €, temos v(€s) < v5(€y). Como B(zg,r) C
R"™\ Bg,, onde Ry = |zi|/2 — r, segue-se que v5(R" \ Bg,) < vs(B(xg,r)). Tomando, em

ambos os lados, o limite quando k — oo, concluimos que klim vs(B(zg, 1)) = 00. ]
—00
Observagao 1.20. Notemos que, pelo Lema 1.10, I%im vs(R"\ Br) = 0o parap < s < p*.
—00

Proposicao 1.21. Se vy(B(xy,r)) = oo para algum s € (2,p*), entdo ]%im vs(R"\ Bg) =

— 00

oo parap < s < p.



Capitulo 1. Sobre uma classe de equagdes de Schrédinger quase lineares em R™ 39

Demonstragao. De fato, suponha que P}im v(R™\Bg) < oo e (1.3) valem. Entdao podemos
—00

encontrar sequéncias (uy) C E e Ry, — oo, tais que u, € WP(R™) com supp up, C R™\Bg,,

/ |VuglP + a(x)|ug|? de < C. (1.35)

/ lug|® dox = 1. (1.36)

A imersdo continua de £ em W*(R") junto com (1.35) nos diz que a sequéncia (uy) é
limitada em W?(R") e, como WP(R") é reflexivo, podemos extrair uma subsequéncia
(ug,) de (ug) tal que uy, — u em W'P(R™). Por (1.36), a sequéncia (uy,) ndo converge para
zero em L°(R™). Assim, pelo Lema de concentragao de Lions, existem uma subsequéncia

(ug,) de (ug,), uma sequéncia () C R" e 79 > 0 tais que
/ lug,|*dz > cy >0, onde s¢€(2,p).
B(zk,r0)

Como supp uy; C R"\ Bg,, entdo |z;| — 400, pois Ry — +o0.

Definimos
1 sex € B(xg,1);

0 sexeR"™\ B(xg, o).
tal que ¢ € C3°(R™), 0 < ¢ < 1 e |Vyi(z)| < ¢/ro.

pr(z) =

Consideremos vy, = @xuy, € Wy (B(z, 2r9)). Logo, (v,) C E e / |vg|® dz > .
B(zg,2r0)
Além disso, usando o Lema A.1 o

/ |Vog|Pde = / \Vorug, +@rVuy,|P do
Rn n

< o / IV eorlPlun, I + loul? |V P de

P
ot / (i) |u, [P dz 4 277 / |V, [P da.
n TO n

/ |[Vug[Pde < clﬂuijg—i-Zpl/ |Vuy, [P dr. (1.37)
n R

IN

Logo,

Por (1.37),
ll? = / Vol + a()|og P da
< clHuij§+2p_1/ \Vukj\pdx—l—/ a(x)|oru,|P dz
Rn ]Rn

< ClHuijZ—i—ZP—l/R \vukj|pdx+/ a(z)|ug,|? dz.

n
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Assim,
[orll? < crllup B+ callug, [P
Por (Hy),
ol < 3l 7+ ezl [ < sl 1

A desigualdade (1.35), nos diz que [juy,[|P < C. Logo, ||vi||” < Cy para algum C;. Por
fim

Y

Vug|P + alx)|vg|P dx
vo(B(xg,219)) < ity IV Dl

i opare) Vel A
_ fB (z2.2r0) ]Vvk|p—|—a( )|o|P dz
< @
1
< |Vvk|p—|—a( Y|vglP da
Co
o
Co

Isso nos leva a uma contradi¢ao. Portanto, ]%im vs(R"\ Bg) =copara2 < s < p?. [
— 00

Essa Proposigdo nos diz que a condi¢ao (H) vale quando (1.3) é satisfeita, ou
seja, essas hipoteses sao equivalentes. Assim, recaimos nas hipéteses do Teorema 1.1
e concluimos que o problema (1.1) tem uma solucdo e, se f(x,u) for impar em wu, entao

(1.1) possui uma infinitas solugoes, demonstrando assim o Teorema 1.2.

1.6 Algumas observagoes sobre a condigao (H,).

Nesta se¢ao, nosso objetivo é mostrar alguns fatos importantes sobre a condigao (Hs).

Mostraremos que I%im 1, N (R™\Bg)| = 0 é uma condicio suficiente para que (Hy) seja
—00

vélida. Isso faz com que essa condigao englobe as condigoes (a) — (¢) da Observagaol.3,

bastante utilizada por outros autores. Para isso, precisaremos do seguinte lema técnico.

Lema 1.22. Seja wy um conjunto aberto de R™ tal que
lim |wg| =0,
k—o0

em que | - | € a medida de Lebesque. Entdo para qualquer ¢ > 0 e qualquer s € [p,p”),

lim | sup lul*dz | = 0.
koo \IVulp<e Jwr
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Demonstracao. Usando a desigualdade de Holder,

. s/p*
/|u|sdx < (/ |ul? d:p) (/ 11
Wi Wk Wi

- ||u||st*(Wk)|wk (p*—s)/p*

p*—s)/p*
p*/(p*—s) dm)

(v =s)/p"

< ||qu:p*(Rn)|Wk

Agora, usando a desigualdade de Gagliardo-Niremberg-Sobolev,

[ e < Tl
w
Isso implica que
sup ul* dz < cfwy| P —9/7"
[Vullp<c Jwg
Portanto,
lim sup lul*dz < C lim |w,|P 9P = 0.
k—o0 ||V’u|g§c W k—o00
O que conclui o Lema. O
Lema 1.23. Seja M > 0 tal que
Tim |0y 0 (R"\ By)| =0, (1.38)

em que Qp = {x € R"a(x) < M} e|-| € a medida de Lebesgue, entdo a condi¢iao (Hs)

¢ vdlida para todo s € [p,p”).

Demonstracao. Suponhamos, por contradicao, que I%im v,(R™\ Bg) < 0. Isto é, existem
—00
duas sequéncias (u;,) C E e Ry, — 0o tais que (u) C WyP(R"\ B, ), suppux C R™\ Bg,

e
/ |Vugl? + a(z)|ug|P dz < ¢ com / |ug|? dz = 1. (1.39)
R\Br, R"\Br,
Para todo M > 0 consideremos o conjunto Qs z, = Qy N (R™\ Bg, ). Por hipdtese,
Rlim Qs g, | = 0. Para um M fixado, segue-se que
Je—> 00

a(x)|uglP dz + / a(z)|uglP dz < c.

Qi Ry,

/(R" \Br, )\, R,,

Como a(z) > M em (R™\ Br,)\Qur.r,,

M |ug|? dz + / a(x)|ugl? de < c.
(R™\Br, )\Qum,R,, Q1 Ry,
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Assim,

M |ug|P de+M |ug|P de—M lug |P dx—l—/ a(x)|ug? dx < ¢,
(R™\BRr, )\Qwm, R, Q. Ry, Qi Ry, Q. Ry,
o que implica,
M lug|P dow — M ug|P d —I—/ a(z)|ugP do < c.
(R"\BR,,) Q. Ry, Q. Ry,
Por (1.39) e pelo Lema 1.22,
M <,

contradizendo o fato de M ser arbitrario. Assim, }%ggo v,(R™ \ Bg) = 0.
A Proposicao 1.21 nos diz que
vs(R"\ Br) > (1 (R"\ Bg))* paratodo p<t<s<p* (1.40)
Tomando t = p em (1.40),
vs(R"\ Br) > (vp(R™ \ Bg))™.

Como I%im v,(R"\ Bg) = o0, entdo lim v,(R"\ Bg) = oo para todo s € [p,p*). O

500 R—oo
Outro fato importante sobre a condigao (Hs), e que foi mostrado por Sirakov em [49]
para o caso semilinear e estendida para o caso quase linear, é que ela é uma condicao
necessaria e suficiente para a imersao £ — Lt;(i_) (R™) ser compacta. A suficiéncia foi

provada no Lema 1.11 e a necessidade é garantida pelo proximo resultado.
Lema 1.24. A condi¢ao (Hs) € necessdria para a imersao E — Lzr(i) (R™) ser compacta.

Demonstra¢ao. Suponha que a condi¢ao (Hs) nao é valida, entao existe uma sequéncia
Ry, — oo tal que

VS(Rn \ERk) S O

Isso implica a existéncia de funcdes uy, € WP (R™) tais que

suppuy C R"\ Bp,, (1.41)

/ |Vugl? + a(x)|ug|P de < C + 1 (1.42)

/ |ug |t dz = 1. (1.43)
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Como E é um espaco reflexivo e a imersao E < Lzzglc) (R™) é compacta, entao, por (1.42),

a sequéncia (uy) possui uma subsequéncia convergente em LtAJEi) (R™), isto é, up — u em

Lz;) (R™). Por outro lado, pela Proposicio 1.6, a sequéncia (uy) ¢ limitada em WP (R™).
Como WP(R™) é um espaco reflexivo, a menos de subsequéncia, u;, — u em W'P(R™).
Isso implica que uy — u em quase toda parte R™. Por (1.41), sup uy C R”\Ep%, segue-se
que uk|§Rk = 0. Fixado rg, entao uk(ac)|§R}c — u(ac)|§R’c para todo k > kg e todo r > 1.
Assim, u = 0. Isso contradiz (1.43). Portanto, uy — 0 em Lf:(i) (R™). Além disso, u, — 0

em L'TH(R"). O



Capitulo 2

Sobre uma classe de equacoes de
Schrodinger quase lineares com

crescimento exponencial em R"

2.1 Introducao

Neste capitulo, vamos estudar a existéncia e a multiplicidade de solugoes para o problema
—Ayu+ alx)|ul"?u = b(x)|u]"*u+ g(z)f(u) + eh em R" (2.1)

em que n > 2, A, u = div(|Vu|""*Vu) é o n—Laplaciano, ¢ é um parametro positivo,
a, b, g:R" — [0,4+00) e f: R — R sao fungoes satisfazendo as condigoes descritas mais
adiantes e h pertence ao dual de um espaco de funcoes apropriado.

Aplicaremos os métodos de minimax, mais precisamente, o Teorema do passo da
montanha junto com o principio variacional de Ekeland, para obter a existéncia e a
multiplicidade de solugdes fracas do problema (2.1) no mesmo ambiente variacional

estudado no Capitulo 1, no caso em que p = n, ou seja, E C W"(R") dado por

o {u € W (R / a(2)ul* dz < oo} |

Dizemos que u € E é uma solugao fraca do problema (2.1) se, para todo v € F,

b(x)|u|™ uv dx—/ g(x) f(u)vdx—e(h,v) =0,

n

/ (|Vu|"?VuVo+a(z)|u|"*uv) dx—/

n

em que (-, -) denota o par de dualidade entre F e seu dual E'.

44
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Sobre o potencial a(z), consideramos as condigoes:

(a1) a: R"™ — [0,400) é uma fungdo mensuravel e a € L7, (R");

(ag) A\ := inf{/ (IVul” + a(z)|u*) dz : wue E e |ul,= 1} > 0;

Fazendo p = n, nas Proposicoes 1.6 e 1.7, segue-se que a imersdo de E em W™ (R™)

é continua e que F é um espaco de Banach quando munido da norma

ol = ([ Qv +atopary )

Além disso, pela Proposicao 1.8, F' é um espago reflexivo.

Sejam ()2 um subconjunto aberto de R" e ¢ > n, definimos

Vul" ") d
wy= e (T el da
uweWy ™" (\{0} ([, lult dz)

e () = oco. Para obter o resultado de compacidade, vamos considerar as seguintes
hipéteses:
(a3) lim v,(R™\Bg) = oo.
R—o0

(a4) Existe uma funcao A(x) € L7..(R"), com A(z) > 1, e constantes § > 1, ¢y, Ry > 0
tais que

Afw) < o 1+ (ale))"?]
para todo |z| > Ry.
Provaremos no Lema 2.7 que as condigoes (as) — (a4) implicam que a imersao de E em
L'(R™) é compacta para todo t > n.
No que diz respeito a fungao g(z), assumimos que a mesma é estritamente positiva e

pode ser ilimitada em z, desde que seu crescimento seja controlado pelo potencial a(x).

Mais precisamente,
(91) g : R" — [0, 4+00) é continua e existe A\g, Ag > 0 tal que

Ao < g(x) < AgA(z) paratodo =€ R™

Afim de simplificar os argumentos, vamos assumir f(s) = 0 para todo s € (—o0,0].

Além disso, suponhamos que f(s) satisfaz as seguintes condigoes:
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(f1) f: R— R é continua e lim /()

s+ sl

(f2) f tem crescimento exponencial critico em +o0o, isto é, existe o > 0 tal que

0, Va> Qp,
I Casn/ =)
Jim o)

400, YVa<a.
(f3) Existe um ntmero p > n tal que
0 < uF(s) < 51 (s),

para todo s > 0 e F(s) = / f(t)dt.
0

(f1) Existem constantes Sy, My > 0 tais que para todo s > Sy

0< F(S) < Mof(S)

Em relacdo a fungao b(z), assumimos que

(b1) b : R" = [0,+00) é uma funcdo mensurdvel tal que [|bl|, < Sf., em que o > 1,
to :=on/(c—1) e S;, ¢ a melhor constante para a imersao de Sobolev E < L (R"),
isto é,
n n 1/n
. (Jor (IVul™ + a(z)]u|™) dz)
Sto = inf 7 .
HEENO) (fo [l dar) "

Agora, vamos enunciar nossos principais resultados.

Teorema 2.1. Suponhamos que (a1) — (aq), (¢1), (f1) — (f3) e (b1) sdo satisfeitas, entdo
existe €1 > 0 tal que, se 0 < & < €1, entao o problema (2.1) tem uma solugdao fraca com

energia negativa.

Teorema 2.2. Suponhamos que (a1) —(a4), (g1), (f1) — (fa) e (b1) sdo satisfeitas, e, além

disso, assumimos que

(fs) existem constantes p > n e C, tais que

f(s) > Cy,s"™',  paratodo s>0,
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% Bn \*™" [p—n (p—m)/n o (n—=1)(p—n)/n
Ao \B—1 p Qn

e S, € a melhor constante para a imersao de Sobolev E — LP(R"). Entao existe 3 > 0

em que

C, >

tal que, se 0 < € < &9, 0 problema (2.1) tem uma sequnda solucdo fraca.

Teorema 2.3. Suponhamos que (a1) — (aq), (g1), (f1) — (f5), (b1) sao satisfeitas e h = 0,

entdo o problema (2.1) tem uma solucao fraca nao trivial.

2.2 Alguns resultados preliminares

Nesta secao, provaremos alguns resultados técnicos que serao utilizados nas demonstracoes
dos resultados principais. Para isso, precisaremos do seguinte resultado mostrado por do

O [27].

Lema 2.4. Sea >0 eu € W' (R"), entdo

/ P, (u)dr < oo, (2.2)

onde

. _als|n/(n=1) _ -
D,(s):=e Z 7
=0
Além disso, se 0 < a < a, ||Vull, <1 e ||ull, < M, entao existe uma constante positiva
C =C(a, M) tal que

/ O, (u)de < Ca, M), (2.3)

1/(n—1 , . .
/(n=1) o wy_1 € a medida da esfera unitdria em R".

onde oy, == nw,"

Proposicao 2.5. Se as condigées (ay1), (az) e (ay4) forem wvdlidas, entdo a imersdo

E < Ly (R") serd continua parat > n.

Demonstragao. Sejam A = {x € R";|z| > Ry} e B = {x € R";|z| < Ry}.

Usando a condigao (a4), obtemos
At de = /A |uytdx+/,4 Yl de
< o [ 0+ (@@) Pl do -+ Al [ [ol do
A
- cg/(a(x))l/’8|u\tdx+00/ ’U‘tdx+’|A"Lw(g)/ lu|" dz
A A B
< o [ (al@) Pl de + o+ A lmw) [l d,
A Rn

Rn
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Assim,

/n Aw)ul'dz < Co/fl(a(ﬁf))l/ﬁlu\tdwr (co + 1Al o ()l (24)

Vamos analisar os termos de (2.4) separadamente.

Pela desigualdade de Holder,

/A(a(ﬂi))l/BIUItdaz = /A(a(gs)|u|”)1//3|u|t—n/ﬁdgj

/B B-1)/8
< (/ a(x)|u|”dx) </ (|u|t—n/6>5/(5—1) dx) .
A A
Consequentemente,
J @) s <l el (2.5)

Juntando (2.4) e (2.5), temos a seguinte desigualdade,
/ CA@)[uf dz < enlululligs G + e llully (2.6)

Pelo fato de t > n, de forma andloga a (1.10), deduzimos que (¢t —n/B)(8/(8 — 1)) > n.
Usando novamente as imersoes continuas E < W (R") e WH(R") < L=/ (Rn)

para todo t > n, concluimos que existe C' > 0 tal que

5 _
=G5y < Clluf|#=m7%. (2.7)

Substituindo (2.7) em (2.5), resulta

/A (a(x)YP|ult dz < Cllul]" 2.8)

Por fim, as imersdes continuas E < W'™(R") e W' (R") — L'(R™), para todo t > n,

garantem que existe C' > 0 tal que
lull < Cllul". (2.9)
Agora, substituindo (2.9) e (2.8) em (2.4), concluimos que
lullzy,,, @ < Cllull.

Isso completa a demonstracao da Proposicao 2.5. [
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O préximo Lema garante que a condigao (a3) é valida para todo t > n.

Lema 2.6. Seja {2 um subconjunto aberto de R" et > n, entao

n(02) > C (v(2)™ (2.10)
onde 6, é um nimero fizo em (0,1).
Demonstragao. Pelo Teorema A.6,

1 1-0
Julls < Cllull,’IVulll, com —=-— e 6€(0,1),
t n

Logo,
lullf < Cllulli="IVull7?,  com 6 € (0,1),
Sabemos que ||[Vu|, < ||lullin e, pela imersdo continua E < W'"(R"), concluimos que
luallf < Ol |,

Essa desigualdade sera usada da seguinte forma:

1 1

>
[ull? =l &0 fuljon”

u # 0. (2.11)
Usando a defini¢ao de v4(2) e (2.11),

Jen [Vul" + a(a)u]"

n($2) = uewg}’{l(f_;))\{o} (][
[Jul”
~uewd (@\oy Ol w0
Sl [[uf”

= Cuewt @\ o} ||uf| 0" o
7 i
C uewm 0o} [|ul| 0"

1 (1-0)
1
_ {IIUHn]
C uewdm@n\oy Lllulr
1
= = (v (2)77.
C(V( )

Isso conclui a desigualdade (2.10). O

Proposicao 2.7. Se as condigées (ay) — (ay) forem wdlidas, entio E estard imerso

compactamente em L'(R™) e em Ly, (R") para todo t > n.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que (u) é uma sequéncia limitada em E. Como F é um
espago reflexivo, entao, a menos de subsequéncia, a sequéncia (uy) converge fracamente
para u € E. Primeiro, vejamos que u; — u em L'(R™) para todo t > n.

Consideremos ¢ € C*(R", [0, 1]) definida por

0 em Bpg;

1 em R™\Bgy;.
e |Vp(z)| <1, para todo € R". Assim,
luw —ulle = [T =) (ue —u) + plux —u)lls
< =) (ur = w)lle + llo(ur — w)lle

Usando a defini¢ao de ¢,

o —ulle < (1 = @) = )z + lols — W@ (212)
Como a imersdo de £ em W"(R") é continua e a imersao de W' (Bg,1) em L'(Bgry1) é
compacta para todo t > n, entdo, a menos de subsequéncia, uy — u em L'(Bg, ;). Assim,

11 = @) (ur = w)l|e(Bper) = 0.

Vejamos, que o segundo termo de (2.12) também converge para 0.

De fato, usando a imersio continua £ < W™ (R™), segue-se que existe um C > 0 tal que

lo(ue —w)||" = /n (Vo) (ux — w)|™ + |o(V (up — w)[" + a(@)]p(ur —uw)|" dz
/n |(up — u)|" do + /Rn |V (ug — uw)|" + a(x)|(ur, — u)|" dx

[ (wr — WY, + [ (wr — W)

Cll(ur — " + [ (wr, — w) ||

Cll(ur = w)||".

ININ A

Como uy — u em F, entdo |jug — ul|™ é limitado. Assim,
/ IV (o(ur —u))|" + a(z)|p(ur —w)|" dx  é limitado.

Usando este fato, a definigao de v,(R"\Bg) e (as)

|| (u _ U)H < fR"\BR |V(90(Uk; — u))|" + a($)|90(uk _ u)|" da .
P Uk LY(R"\BR) S yt(Rn\BR) .
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Isso nos diz, que o segundo termo de (2.12) converge para 0. Portanto, uy — u em L'(R™).
Mostrando, assim, que a imersao £ < L'(R™) é compacta.
Agora, mostraremos que uj — u em L'y, (R") para todo ¢ > n.

De fato, por (2.6), obtemos que

n t8—n)/B
| A@u = e < eun =l o~ ll 70+ call— ulf

Pela primeira parte da prova, vimos que a imersao E < L'(R™) é compacta para todo
t > n. Assim, a menos de subsequéncia, a sequéncia (uy) converge para u em ambos 0s
espacos L'(R") e LBA~/B-D(R") Portanto, a menos de subsequéncia, a sequéncia (uy)
converge para u em Ly, (R"). Consequentemente, a imersao £ < Ly, (R") é compacta

para todo t > n. O

Proposicao 2.8. Suponhamos que as condigoes (a1) — (az), (as), (91), (f1) — (f2) € (b1)

sao satisfeitas, entao para todo uw € E et > n,
/ A(2)|ul'®q(u) dz < oo.
Além disso, se o (8/(8 — 1)) "7V |jul|/ "V < ay,, entdo, para todo t > n,
/ A()[u]" B () dz < Cllull’

Demonstracao. De forma andloga ao que foi feito na demonstracao da Proposicao 2.5,
consideremos A = {x € R";|z| > Ry} e B = {x € R"; |z| < Ro}.

Usando a condigao (a4), obtemos
/ A(z)|ul'®q(u) = /A(az)\u|t<ba(u)daz+/A(:z:)|u|t<I>a(u)d:z:
< o [ 1+ ) el @) do + Al [ Jul Rl ds
A B
= o [ (@)l al) + co [ [0l Bal) + [Allma) [ [ul'Bal)
A A B
Assim,

/nA(x)\uv@a(u)dx < co/

[ (oo)'@ ) o +-C /R Julf @) dr. (2.13)

Vamos estimar as integrais de (2.13) separadamente:

Sejam 5,8’ > 1 taisque 1/s+1/s' =1e1l < s < /(8 —1), entao pela desigualdade de

Holder,
1/s
[ ity e <l (/ <¢>a<u>>8’dx) .
]Rn n
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Pelo Lema A.11,

1/s
/ ul* @, (u) do < |ulL, (/ D, (us') dx) )
Rn Rn

Como t > n, entdo ts > n. Portanto, pelas imersoes continuas W' (R") < L'"*(R") e

E — W™(R") segue-se que
1/s
/ [u|" @y (u) dz < C|lull* (/ ®,(us') da:) : (2.14)
Por (2.2),
/ |ul'®,(u) dz < oo. (2.15)

Além disso, para todo u € E tal que a(8/(8 — 1))V V|u|™ 1V < a,, o Lema 2.4

garante que existe uma constante C' > 0 tal que

([ ) <c

[u|"®, (u) dz < Cllull*. (2.16)
R

Concluimos, por (2.14), que

Para a outra integral de (2.13), novamente pela desigualdade de Holder,

[ upenmac < ( [ (@) a) " ([ ot as) "

em que 7 € (1,4) com 7 préximo de 3 de forma que 7/(8 — 7) > 1. Podemos escrever a

ultima desigualdade por
1/7 1/7
Ja@rPuresie < (@@ ) ([ @)
A A A
Mais uma vez pela desigualdade de Holder,

[aen e < ([a@um)” ([ uome) /A(%(“”T)UH'

Agora, pelo Lema A.11,

1/
/A (a(@)Plul'®alu) < [l (55 ( / n(%(r'u))) (21)
Como 7/(f—7) > 1, deduzimos que (t5—n)7/(6—7) > n, e, portanto, valem as imersoes
continuas £ < WH(R") e WL (R") «— LF-7/B=7)(R") Consequentemente,

a(z))YPu|t®,,(u) dx wl|™P||ul|t—"/P
[t uea s < el ([

R

(Po(T'w)) dx) " :
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ou seja,

A<a(x>)1/ﬁ\u|t¢a<u)dx < Clulf (/ (@a(T’u))dx)l/T/. (2.18)

n

Por (2.2),

/A (a(2))?u]' o (1) dz < oo. (2.19)

Por outro lado, o Lema 2.4 garante que a integral / (o (7'u))dz de (2.18) ¢

n

uniformemente limitada, uma vez que a|7’'["/®=V|u|"""Y < a,. Assim, conclufmos

que
/(a(x))l/ﬁ\ultq’a(u) dr < Clul". (2.20)

A
Substituindo (2.15) e (2.19) em (2.13) concluimos a primeira parte da Proposicao, isto é,

A(x) |u|" Py (u) do < oco.

Rn

Agora, substituindo (2.16) e (2.20) em (2.13) segue-se
/ A(a)|ul' @, (u) dz < Cllull"

Isso conclui a demonstracao da Proposigao 2.8. O]

2.3 Formulacao variacional

O funcional [ : E — R relacionado ao problema (2.1) dado por

I(u) = %Hu”” - %/R b()|u|" d — / o(2) F(u) dz — £ (h, u). (2.21)

estd bem definido pelos proximos dois lemas que demonstraremos a seguir.

Lema 2.9. Se a condicdo (by) for vdlida, entdo / b(z)|u|" dz < co. Além disso,

n

[ bl dz < 5, bl

Demonstragcao. Usando a desigualdade de Holder,

1/o 1/0’
/b(m)|u|”dx§< |b(m)|"dx) (/ |u\”"/dx> |
n Rn n
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em que 1/o + 1/0’ = 1 é tal que o > 1. Portanto, no’ > n. Assim, podemos usar a

imersio E < L™ (R") e a condicdo (by), e concluir que
[ blatul do < i ol ol
[l

Lema 2.10. Se as condigoes (f1) — (fs), (b1) e (g1) forem satisfeitas, entao para todo
u € E tem-se / g(x)F(u)dz < co. Além disso, para todo q > 1,

/ g(@)F(u)dr < eAy [ A(x)|u["dx+CAy | Az)|u|!T @4 (u) da. (2.22)
n R Rn

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar uma desigualdade a qual é consequéncia das

condigoes (f1) e (fa2).
Afirmagao: Por (f1) e (f2), dado € > 0 e ¢ > n para cada a > «q existe C' > 0 tal que

1f(5)] < €|s|" '+ C|s|?®,(s) para todo s € R. (2.23)
De fato, pela condicao (f;), dado € > 0, existe § > 0 tal que
1f(s)] < €e]s|™' sempre que 0 < s <§é. (2.24)

A condigao (fy) garante que, para cada o > «p,

L)

P D, (s)

ou seja, dado € > 0, existe v > 0 tal que
|f(s)] < ePn(s) sempre que s > 7. (2.25)

No caso em que s € [0,7], temos que D,(5) < ®,(s), para todo s € [0,7], pois D, é uma
funcio crescente. Assim, 1 < (®,(8)) '@, (s), para todo s € [d,7]. Por outro lado, f(s) é

limitada para todo s € [d,7]. Assim,

/(5]

IN

Co para todo s € [4,7]

IN

Co(®o(6)) '@, (s) paratodo s € [d,7]

IN

CP,(s) paratodo s € [d,7]. (2.26)
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Por (2.24), (2.25) e (2.26),

[f(s)] < els|"™ + e@als) + CPals)
= ¢€|s|" "+ (e + O)Pu(s)
< e8]+ Cs| P, (s).

Isso conclui a Afirmacgao.

Assim, a desigualdade
1f(5)] < ¢€|s|" ! + C|s|?®,(s) para todo s € R.
juntamente com (g1) e o fato da funcao ®,(s) ser crescente, implicam que

(@) F(u)| < / 9(2)f(s)] ds

< /0 (Ao A(x)[s]"" + CAoA()[s["Ba(s)] ds

IN

Ao A(@)|ul" + CAA(x / 15[7ds
< eMgA(x)|u|™ + CAoA(2) Py (u)u]? ds.

Integrando, ambos os lados, chegamos a desigualdade (2.22), ou seja,

lg(x)F(u)|dz < eAO/

n n

R"

Dessa estimativa, junto com as Proposicoes 2.5 e 2.8, concluimos que

|9(x) F(u)] dz < o0,
R’ﬂ
ou seja, g(x)F(u) € L'(R™). Isso é suficiente para concluir o Lema 2.10.

Os Lemas 2.9 e 2.10 garantem que o funcional I estd bem definido.

A(z)|u|" dz + C’AO/ A(x)|u| ™ @y (u) da.

95

Além disso, usando argumentos padrao, é possivel mostrar que os funcionais I, I :

E — R definidos por

=" o B = [ o)ds

sao de classe C'(E,R) e

(I (u),v) = n/n(|Vu]"2Vqu + a(x)|u"Puw)dr e (Ih(u),v) = n/n b(x)|u" uv d,
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para todo v € E. Assim,

('), v) = / (V" VT + a(e)ul" u) di - / @)l d

(2.27)
- /n g(z) f(u)vdx — e(h,v)

para todo v € E. Por conseguinte, um ponto critico de I é uma solucao fraca de (2.1).
A condicao geométrica do Teorema do passo da montanha para o funcional I é

estabelecida pelos proximos dois lemas.
Lema 2.11. Suponhamos que as condi¢oes (a1) — (az), (as4), (g1), (f1) — (f2) e (b1) sejam
satisfeitas, entao existe e > 0 tal que, para cada 0 < & < €1, existe p. > 0 tal que
I(u) >0 sempre que ||ul| = pe.
Além disso, p. pode ser escolhido de tal modo que p. — 0 quando € — 0.

Demonstracao. Como
1 n 1 n
1) =l = [ bl e~ [ gl@)F(u)dr — e(hu),
pela desigualdade (2.22) e pela Proposigao 2.5,
1 1
I(u) > E||u||” — 5/ b(x)|u|” dx — eCy|jul|™ — Cg/ A(2) || @, (u) dz — e(h, u)
R™ R7

_ (% - eC’l) Jull” - %/R b(a)ul” de — Cs / A" @ () dar — 2 (b, ).

Pelo Lema 2.9,
1 She
102 (5 =) ful - 2

n

81l el = Cz/ A(@)[ul " o (u) dz — ef|h ]| [ul

n

1 St
N (ﬁ —eCp — 2 ||b||o) [Jul]™ — 02/ A(z)[u| ™ @4 (u) dz — el|h]].[|ul]-

Seja p > 0 tal que ap™ ™Y < a, e |ju|| < p. Entéo, pela Proposicao 2.8, obtemos

S—l
I(u) = (1—601— -
n n

1 g1 .
:{(ﬁ_“”— EHWQHW 1—oww—dmm}mw

Assim, existe p. > 0 tal que I(u) > 0 sempre que ||ju|]| = p.. De fato, para ¢ > 0

HbHa) lull™ = Cllull™™ = ellA ]l lul

suficientemente pequeno e ¢ > n, podemos escolher p. > 0 tal que

1 St
(;—dﬁ—f°mm)¢4—0¢>u

n

Portanto, para ¢ suficientemente pequeno, existe p. > 0 tal que I(u) > 0 se ||ul]| = p.. O
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Lema 2.12. Suponhamos que as condi¢oes (a1) — (az), (¢1) e (f1), (f3) e (b1) sejam

satisfeitas, entao existe e € E com ||e|| > pe tal que

I(e) < inf I(u).

l[ull=pe
Demonstracao. Seja v € C5°(R™)\{0} com suporte compacto e u > 0. A hipdtese (f3)

implica que existem constantes positivas c e d tais que
F(s) > c|s|* —d, (2.28)

para todo s > 0.

De fato, pela condicao (f3), existe u > n tal que, para todo s > 0, vale

0 < pF(s) < sf(s).

Assim,
dt 1 dF(t
— < . —(, para todo t € A;.
t —u F(t)

onde A; = {s € R;s > 50} com 59 > 0. Integrando,

consequentemente,

para todo s € Aj.

Isso implica que,

o " para todo s € Aj.

Assim, para ¢ = F\(sg)/sh, segue-se que
F(s) > ¢s* paratodo s€ Aj.

Logo,
F(s) > cs* —d paratodo se€ Aj. (2.29)

Por outro lado, como B; = R\ A; é compacto e F' é continua, entao existe & > 0 tal que
F(s) > —k, para todo s € B;. Temos que a desigualdade cs" < csfj também ¢é vélida para

todo s € By. Assim, podemos escolher d > 0 suficientemente grande de forma que

csy —d < —k.
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Logo,
F(s) > ¢|s|* —d paratodo sé€ By. (2.30)

A desigualdade (2.28) segue-se de (2.29) e (2.30).

Assim, denotando K = supp(u) e usando (g1) e (b1), temos que

I(tu) §t—]|u||”—ct“/ g(x)u“dx+d/ g(w) dz — te(h, u)
n K K

t
<Zlupr - cw/ W dz + Co| K| — t(h, u)),
n K

para todo t > 0. Isso implica que I(tu) — —oo quando ¢ — oo. Considerando e = tu

com t suficientemente grande, concluimos a demonstracao. O]

A fim de encontrar uma bola apropriada para usar argumento de minimizagao

precisamos do seguinte resultado.

Lema 2.13. Se as condigoes (a1)—(az2), (g1), (f1) e (by) forem satisfeitas, entao existirdo

n>0eveE coml|v| =1 tais que I(tv) < 0 para todo 0 <t <n. Em particular,

—00 < ¢g = inf I(u) <O. (2.31)
llull<n

Demonstracao. Seja v € E a unica solucao do problema
~Ayv+al@)|v"?v=h em R"

Assim, quando h # 0, temos
(h,v) = [Jo]" > 0.

Para t > 0,

d n—1 n n—1 n

El(tv) =t""|v||" =t b(x)|v|" de — g(x)f(tv)vdx — e(h,v).
Uma vez que f(0) = 0, por continuidade, segue-se que existe > 0 tal que

d
EI(M) < 0, para todo 0 <t <.

Usando que I(0) = 0, temos que I(tv) < 0, para todo 0 < t < 7. ]
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2.4 Nivel minimax

A fim de obter uma informacao mais precisa sobre o nivel minimax obtido pelo Teorema

do passo da montanha, provaremos os seguintes lemas.

Lema 2.14. Para qualquer p > n, temos que S, € atingida por uma fun¢ao nao negativa

u, € £\ {0}.

Demonstrag¢ao. Dado qualquer p > n, escolhemos uma sequéncia de fungoes (uy) C E tal

que up > 0 e

1/n
/ lup|Pder =1 e (/ (IVug|™ + a(x)|ug|™) dx) — S,
Logo (ug) é limitada em E. Sem perda de generalidade, podemos supor que

up — u, fracamente em I,
ur, — u, fortemente em L°(R") paratodo s € [n,+00),

uk(z) = up(r) quase sempre em R".

Consequentemente,
/ |ug|P dz — |u,Pde =1
n Rn
e
gl < i inf | = S,
Por outro lado, como
[Jull
S, = —— para p>n
P uervoy [|ull, ’
segue-se que S, < ||u,||.
Portanto, S, = ||u,|. O

Lema 2.15. Seja U : [0,400) — R uma funcao definida por

w) = [ (Yl a@lnl) do- [ goF(u) ds

n

Suponhamos que (g1) e (fs) sao vdlidas. Entdo

1/B=1\"[an\""
o< (5r) ()
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Demonstragao. Pelo Lema 2.14,

1/n
S= ([ (9nl +allyar)  com ful, =1 (232

Por (f5)7 tu u
F(tu,) = / f(s)ds > / cps?hds = tp%’]up\p.
0 0

Juntamente com (g;), concluimos que

A
9()F (tuy) > 0= |

Assim,
tn M C
) <5 [ (Yl +a@ln) do- 0202 [y ds
n R™ P n
Por (2.32),
U(t) < t—S; LIS I [t—sg —~ tp/\on} .
n D >0 | n p

Observemos que a funcao

h(t) = %Sg — P A‘)pc”

n \ 1/(p—n)
atinge seu valor maximo em t = ( 3 P ) . Assim,
OCp

n gp N\ /)
max t—S” - tpAOCp _ (L1 d .
>0 |n ? P n p Cpho

Por outro lado, usando (f5), deduzimos que
11\ [ SE NP 18 —1\" (a,\"
n p) \Co < np ap '
1 ﬁ “1\" /& n—1
wro < (57) ()

Observagao 2.16. Seque-se imediatamente que, se € for suficientemente pequeno, entao

1/B=1\" """
wtien <3 (557) (@)

Logo,

O
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2.5 Sobre as sequéncias de Palais-Smale

Para provar que as sequéncias de Palais-Smale convergem para uma solugao fraca do

problema (2.1) precisamos estabelecer o seguinte:

Lema 2.17. Se as condigoes (ay), (az), (b1) e (fs) forem satisfeitas e (uy) C E for um

sequéncia tal que I(ug) — ¢ e I'(ug) — 0, entdo

luell < C. /ng<x>|f<uk>uk|dxsc e / 9(x)F(ug) dz < C.

n

Demonstragao. Seja (uy) C E uma sequéncia tal que I(ug) — ¢ e I'(ug) — 0, isto é, para

algum ¢ € F,
1 n 1 n
EH“kH - 5/ b(x)|ug|™ dz — / g(x)F(ug) dx — e(h, ux) = ¢ + 0y, (2.33)
R n
e

/ [IVur[" " ?Vur Ve + a(@)|u " 2upp — b(@)|ug|"2upp — 9(x) f(ur) @] da — e(h, ug) | < exlloll,
(2.34)

onde 0, — 0 e g, — 0 quando k£ — .

Observemos que, dado 12 > n como em (f3), segue-se
pl (ug) — I (up )y = (g - 1) || — (% - 1) / b(x) ue|" d
— [ 0o b ) = Faa] do = (= 1)e(h ).

Ou seja,

T ) = 7w+ = e = (4 = 1) a1 = (4 =1) [ bla)lusfda

—/ng(ﬂf) [ (ur) — f (ug)ug] da.

Por (f5), 1 (s) — f(s)s < 0 para todo s > 0. Assim,

pl (ug) — I' (g Yug, + (o — Ve, ug) > (% = 1) sl - (% -1) /R b(x)|ug|" d.
Pelo Lema 2.9,

M n —n n
() = (g + (= Do) = (2= 1) " = (£ = 1) 557 bl "

H —-n n
> (5= 1) (0= Sl s
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Assim,

() — I + (o= D) > (B 1) = Sl el (235)

Notemos que p1/n —1> 0 e por (b1), 1 — 5, "[[b]|c > 0. Além disso,
T () — I ()i + (1 — Ve, ) <[ (1) — I'(ueae + (s — 1)y g
<plI(ur)| + ' (wr)ur] + |(1 = Db, up)|-

Tomando ¢ = uy em (2.34), segue-se que |I'(ug )ur| < exl|ugl e, por (2.33), |I(ug)| = c+0y.

Assim,
pl () = (g + (= Vet ) <pule+06) + el + (= Dell ]
Substituindo em (2.35), concluimos que
ple+8) + nlluell + (= Dellall el = (5 = 1) (0= S5 bllo) el

Consequentemente, |lug|| < C e, por (2.33) e (2.34), obtemos

/n g(x)F(ug)de < C e /n g(2)| f (ug)ug| dz < C.
]

Para mostrar que o limite fraco de uma sequéncia de Palais-Smale em E é uma solucao
fraca do problema (2.1), argumentamos como em [22, Lema 2.4]. Para isso, necessitaremos

do seguinte

Lema 2.18. Seja Q C R"™ um dominio limitado e f : R — R wma funcdo continua.

Entdo, para qualquer sequéncia (uy) em L*(Q) tal que up, — u em L'(Q),

o(2) (ux) € L}(Q) elém@umwwmxsch

temos, a menos de subsequéncia, que

9(@) f(u) = g(x)f(u) em LY Q).

Corolario 2.19. Se as condigoes (a1), (az), (b1) e (f3) forem satisfeitas e (ux) C E €
um sequéncia tal que I(uy) — ¢ e I'(ux) — 0, entdo (uy) possuird uma subsequéncia, que
também serd denotada por (uy), que converge fracamente para uma solu¢ao fraca u € E

do problema (2.1). Além disso, se h # 0, seque-se que u # 0.
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Demonstracao. Pelo Lema 2.17, a sequéncia (uy) ¢ limitada em E. Como E é um
espaco reflexivo, entao, a menos de subsequéncia, up — wu fracamente em FE, assim, a
Proposicao 2.7 garante que, uj, — u em L'(R™) para todo t > n e ug(z) — u(z) quase

sempre em R". Argumentando como em [26, Lema 4], concluimos que
|Vug|" 2V — |Vu|" ?Vu fracamente em (L"/(”_l)(BR))n, para todo R > 0. (2.36)
Além disso, como a(z) € C5°(R"), para todo ¢ € C;°(R"),

/ a(x) |ug|" 2upp doe — a(x)|ul"2up dz (2.37)

/ b(2)|ug|" 2upp doe — b(x)|u|"2up dr. (2.38)

R
De fato, usando (a;), (b) e desigualdade de Hélder,

[ a@ 2w~ e upp de < allia el | a2l do

supp

€

1/0’
/ b<x><|uk|“-2uk—|u|“-2u>sodxs||b||a||souoo(/ el ™2 — Ju]"~2ul” dx) .
n supp ¢

Como ur — u em E, pelo Teorema de Rellich-Kondrachov (Teorema A.4), u;, — u em
L'(supp ) para todo t > 1. Pelo Teorema A.7, existe uma funcao h € Lf(supp ) tal
que |uy] < h em supp . Assim, |up|"' < (h(z))"' em L'(supp¢). Pelo Teorema da

convergencia dominada de Lebesgue,
/ g™ — [u]"2u| dz — 0.
supp ¢
Isso conclui (2.37) e (2.38).
Agora, passando o limite em (2.34) e usando (2.36), (2.37), (2.38) e o Lema 2.18,
/ (IVul"*VuVe + a()[ul"up — b(z)|ul" " — g(x) f(u)¢) dz —e(h,¢) =0

para todo ¢ € Cg°(R™). Como C§°(R™) é denso em F entao u é uma solugao fraca para

o problema (2.1). Além disso, se h # 0, entao u # 0. O

Lema 2.20. Se as condigoes (a1), (az), (b1) e (f3) forem satisfeitas e (uy) € uma sequéncia

de Palais-Smale para o funcional I em qualquer nivel, com

o B _1 o, (n—1)/n
h}gr_l)golf |luk]| < W Oé_o , (2.39)
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entdo (ug) possui uma subsequéncia que converge fortemente para uma solugdo u do

problema (2.1).

Demonstra¢ao. Extraindo uma subsequéncia de (uy) se necessario, podemos supor que
lim inf |lug|| = lim [Jug]|.
k—o0 k—o00

Pelo Lema 2.17 e pelo Corolario 2.19, segue-se que ux, — v em F, em que u é uma solugao

do problema (2.1). Escrevendo uy, = u + wy, resulta que wy, — 0 em E. Assim, wy, — 0

t
loc

em L'(R") para todo t > n e w, — 0 em L} (R") para todo s > 1. Argumentando como
em [26, Lema 4], deduzimos que Vug(z) — Vu(z) quase sempre em R". Portanto, pelo

Lema de Brezis-Lieb (ver Teorema A.9), obtemos

lim [Jugl|™ = [Jul|™ + lim [Jwg||™. (2.40)
k—o0 k—o0
Afirmamos que
/ g(x) f(ug)udr — g(x)f(u)udr quando k — oo. (2.41)
n R"L

De fato, como u € E, dado 7 > 0, existe ¢ € C3°(R") tal que [[¢ — ul| < 7. Assim,
<

[ s@stwnds — [ st <| [ gso- i
+ el [ g@)lfm) - f)ldo

+

[ storsu— ) dsl.

Por (2.27),
/n 9(@) flur)(u — @) dz| < [I'(ug)(u— )| + / V" VurV (u — ) da
+ / a(@)u]"uV (u— ) da
+ / b() g " 2u V (u — @) da| + [e(h, u — ).
|1 (g )v]

Como |[I'(ug)|l« = sup ——— — 0, entao |I'(u)v| < 7|jv]] com 7 — 0. Portanto,
vervoy |Vl

I (ug)(u — )| < 7l|u — @] com 7, — 0. Além disso, usando a desigualdade de Holder e
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as imersées continuas £ — W5"(R™) e WH"(R™) < L'(R™) para todo t > n segue-se que

< llu— ol + Ve " lu — ¢l

(n—1)/n
([ athugas)” " uel

_l’_
+ Clbllollugl™Hlw = @ll + ellhlllu — ]
<

[ st ) ds

Cllu =l < Cm,
onde C' independe de k e 7. Similarmente, usando que I'(u)(u — ¢) = 0,

< CT.

| s@rw- e

Pelo Lema 2.18, g(x)f(ux) — g(x)f(u) em L (R™) e, pela desigualdade anterior,

concluimos
klim / g(:c)f(uk)udx—/ g(x)f(u)udz| < 2CT
—00 n n
e isso mostra a convergéncia (2.41) pois 7 é arbitrério.
Agora, por (2.27),
lim I'(ug)ur = lim ||ugl|” — lim / b(x)|ug|™ dz— lim g(x) f(ug)u, de—e lim (h, uyg).
k—oo k—oco k—oo R™ k—oco R™ k—oo
Por (2.40),

lim I’ (ug)uy, = ||u||”+kh_>1r£1O ||wk||”—/ b(z)|u|" dz— lim g(x) f(ug) (utwy) de—e(h, u).

k—o0 k—o0 Rn

Por (2.41),

lim I'(ug)up = I'(w)u + lim |Jwg||™ = lim g(z) f (ug)wy, de.
k—o0 k—o0 k—oo Jpn

Como (uy) é uma sequéncia de Palais Smale, segue-se que

lim |Jwg||" = lim/ g(x) f (ug)wg d.
k—o00 k—oo Jpn

Agora, mostraremos que

lim g(x) f(ug)wg dz = 0.

k—oo R™

De (2.23) com g = n, dado € > 0, existe C > 0 tal que

[ st@)s (o da

< eAO/ A(x)uk\"llwk\dx—i—Cer/ A(2)|ug " ®ogre (ug) |wi| da.
R7 R"

Pela desigualdade de Holder e pela Proposicao 2.5,

| A@Hl o do < sl o el @ < el ol @

A(z)
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e

[ Al b otidar < ([ awhnlZ) " ([ a0 )

< Cllug]|™ (/Rn A(2)Pag+e (nug) !wk|n>

Tomando € > 0 suficientemente pequeno, por (2.39) segue-se que

n/(n—1)
n(f —e n/ (ne
@+ (FE22) T Il <a,

como na Proposicao 2.8, concluimos, para todo s suficientemente grande, que

e/B(B—¢)
/ A(2) @ ie (nu) [wi" dz < Coflwglln, + Coljwy ]| (/ |wk|(5”_”)(5_€)/5) .
n Rn

Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, (fn — n)(8 — )/ > n. Portanto, pela imersao

compacta E < L'(R™) para t > n e pela desigualdade anterior,

/n g(x) f (ug)wg dz — 0.

Consequentemente, ||w|| — 0 e segue-se o resultado. O

2.6 Demonstracoes dos Teoremas 2.1 e 2.2

A prova da existéncia da primeira solugao do problema (2.1) segue-se por um argumento

de minimizacao e pelo principio variacional de Ekeland.

Proposigao 2.21. Suponhamos que as condigoes (a1)—(as), (g1), (f1)—(fs) e (b1) sejam
vdlidas. Se eziste e1 > 0 tal que para cada € em que 0 < € < €1, entdo o problema (2.1)

tem uma solug¢ao do tipo minimo local ug com I(ug) = c¢o < 0, onde ¢y foi definida em

(2.31).

Demonstracao. Seja p. como no Lema 2.11. Podemos escolher €; > 0 suficientemente

1 (n—1)/n
()

pequeno tal que

Bn &%)

Como B, ¢ um espaco métrico completo (com a métrica induzida pela norma de E),
convexo, e o funcional I é de classe C! e limitado sobre B 0., pelo principio variacional de

Ekeland, existe uma sequéncia (u;) em B,_ tal que

I(up) = co= inf I(u) e 17" (k)| « = 0.
ul|<pe
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Observando que

Bn Qo

pelo Lema 2.20 segue-se que existe uma subsequéncia de (uy) que converge fortemente

5 1/, (n—1)/n
lukl] < pe < — :

para uma solucao ug de (2.1). Portanto, I(ug) = ¢o < 0. O

A prova da existéncia da segunda solucao de (2.1) é uma consequéncia do Teorema do

passo da montanha sem a condigao de Palais-Smale.

Proposicao 2.22. Suponhamos que as condi¢oes (a1) — (aq), (g1), (f1) — (f5) e (b1)
sejam satisfeitas. Se 0 < € < &1, entao o problema (2.1) terd uma solugdo do tipo passo

da montanha uyy.

Demonstracdo. Pelos Lemas 2.11 e 2.12, I satisfaz as hipdéteses do Teorema do passo da
montanha sem a condi¢ao de Palais-Smale. Assim, usando o Teorema A.14, existe uma

sequéncia (uy) em FE satisfazendo
I(vg) = ear >0 e ||[I'(ve)]l« — 0,
onde cy; € o nivel do passo da montanha, isto é,

— inf T(~(t
ey = inf max (v(t)),

onde A = {~:[0,1] — E; ~ é continua, v(0) = 0 e v(1) = e}. Agora, pelo Corolério 2.19,

a sequéncia (vg) converge fracamente para a solucao uy, de (2.1). ]

Como v, — upr em E e up — ug em E, nao podemos concluir que uy; e ug sao distintas
imediatamente. Esse sera o objetivo dos préximos resultados. Para fazer isso, precisamos

de um refinamento da Desigualdade de Trudinger-Moser, provada em [29)].

Lema 2.23. Seja (uy,) uma sequéncia em WH"(R™) tal que ||ug|lin =1 eup — u #Z0 em

WI™(R™). Se

Oy,
0<p<pulu)= -
n /(n_l)
(1= [full?,,)
entao,
sup/ D, (uy) dr < oo, (2.42)
k n

Além disso, p,(u) € dtimo no sentido em que o supremo (2.42) € infinito para p > pp(u).

Semelhantemente a N. Lam e G. Lu [34], temos a seguir:
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Lema 2.24. Suponhamos que as condi¢oes (a1) — (aq) e (f1) — (f1) sejam satisfeitas. Seja

(ur) C E uma sequéncia tal que up — ug em E, I(ux) — ¢ e I'(ux) — 0, entdo

/n g(z)F(ug) de — g(x)F(ug) dz.

R

Demonstracao. Pelo Lema 2.18, temos que, para todo R > 0

/B g(0)f(ux)dz — | g(x)f(uo) da.

Br

Assim, existe p(z) € L'(Bg) tal que
g(x) f(ur(x)) < p(x) quase sempre em Bp.

Seja B = {x € Bg : ux(z) € [0, Sp] para todo k € N}. Entao, usando (fy), concluimos
que

9(@)F (ur(w)) < N9l sp) sup F(ur(w)) + Mog (@) f (ur(w))

quase sempre em Bg. Pelo Teorema da convergéncia dominada generalizado de Lebesgue,

obtemos

/B g(x)F(ug) de — g(x)F(up) dz.

Br
Vamos mostrar que

/n g(z)F(uy) — g(x)F(up) dz.

Rn
E suficiente provar que, dado ¢ > 0, existe R > 0 tal que

/ g(x)F(ug)dx <6 and / g(x)F(ug) dz < 4.
Rn\Bgr R™\Bgr
Para isso, lembremos alguns fatos sobre a nao linearidade: existem C7,Cy > 0 tais que,
para (z,s) € R" x [0, +00):
9(x)F(s) < C1A(x)]s[" + Cag(x) f(s),
9(x)F(s) < C1A(x)]s[" + CoA(z)|s|Pa(s), (2.43)
/ g(x) fup)upde < C e / g(x)F(ug)dax < C.
n Rn
Agora, para cada K > 0 e sendo |s| < K:

g(@)F(s) < C1A(z)[s[" + CoA(x)]s|Pa(s)

<X odls| A
= CLA(z)s|" + CoA(z) > j|
j=n—1 )
K n— 1
< CA(z)s|" <1+ Z ol | )
j=n—1

< Cla, K)A(x)|s|".
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Assim,

g(x)F(uy)de < C(a,K)/ A(x)|ug|" da

/{zeRn\BR Jul <K} {2€R™\Br : [ug| <K}

< 2" 10(a, K) / A) | — | da

{CIJER”\BR : |uk|§K}

+ 2" 10 (a, K)/ A(z)|up|™ d.

{z€R™M\BR : |ug| <K}
Usando a imersao compacta £ — Lf4(x) (R™), t > n e observando que uj, — ug fracamente
em F, podemos escolher R tal que

/ (@) Flug) dz < 6/3.
{zeR"\BRr : lugy|<K}

Logo,
/ s@Fw)de < [ A+ C. [ 9(2) f ()
{z€R"\BR : |ug|>K} R”\Bgr {xeR"\BR |ug|>K}
01
A ntl gy / (ug)u
K . () |ug k) Uk
n+1 C2
H l % 9() f (ug)ug dz.
Rn

Como ||ug|| é limitado e, por (2.43), podemos escolher K tal que
C
g(x)F(ug)de < — < 26/3.
{2€R™M By : |ug|> K} K
Combinando todas as estimativas acima, chegamos em
| s@Pu)de = [ g d,
n ]Rn

]

Proposicao 2.25. FEriste €5 > 0 tal que, para cada € com 0 < £ < &9, as solugoes para o

problema (2.1) obtidas nas Proposi¢oes 2.21 e 2.22 sao distintas.

Demonstragao. Pelas Proposigoes 2.21 e 2.22; existem sequéncias limitadas (ug) e (vx) em
E tais que

up, —>ug em FE, I(ug) = co <0, I'(uy)—0 (2.44)

vy —uy em E, I(vg) > ey >0, I'(vg) =0, (2.45)

onde uy e uy sao as solugoes do problema 2.1. Suponhamos, por contradicao, que

Ug = Upng-
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Considere

(%3 Uop

= € Wy = 7 .
vk ]l1,n limy o0 [|Vk]|1n

wy (2.46)

Assim, obtemos que [Jwg||1n = 1 e que wy, — we em W*(R™). De fato, para todo f no

dual de W"(R"),

i ) = fin 7 (%) = i [ Ty ]

n—00 k—o0 ”'UkHLn k—o0 ”UkHl,n

o flw) 7 Uo
lim [|vg]|1.n lim ||vg||1.n
k—o00 k—o0

= f('ll]o),

ou seja, wy, — wo em W (R™).
Como v, — ug em W"(R™), entdo pela semicontinuidade da norma, a menos de
subsequéncia, segue-se que klim lvkllin > llwoll1,n > 0. Assim, ||woll1,, < 1. Portanto,
— 00

temos duas possibilidades:

(4) llwoll1m =1

ou
(i1) wol < 1.

Suponhamos que (i) valha, entdo, por (2.46), klim lvellin = luollin e,
—00
consequentemente, v, — ug em WU''(R™). Assim, existe £ € W'"(R") tal que

lug(x)| < €(z) quase sempre em R" (ver Teorema A.8). Por (2.23),
l9() f (v)o| < CLA()[E]" + CoA(2) €7 o (0)

quase sempre em R", na qual é integravel pelo Lema 2.10. Entao, pelo Teorema da
convergencia dominada de Lebesgue, concluimos que
[ s@swnde = [ o) fuwuds (247
n R’ﬂ
Similarmente, como u; — ug em F,

[ s@stmpnds > [ g fluuds. (2.48)

]Rn
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Usando (2.44) e (2.45), segue-se que

(I'(ug), ur) = |lug]|™ — /n g(x) f (ug)u dz — e(h, ug) — 0 (2.49)

(1w = ol = [ o feumds = (b v 0 (2:50)
Fazendo a diferenga entre (2.49) e (2.50), e, por (2.44), (2.47) e (2.48). Concluimos que
Tim o = Tim fu " = o]

Portanto, vy — ug em E. Consequentemente I(vg) — I(ug) = c¢o. Porém, isso contradiz
(2.44) e (2.45), pois, pela unicidade do limite, terfamos que ¢y = ¢p.
Consequentemente, (i7) é valido. Logo, desde que p. — 0 quando € — 0, segue-se que

co — 0 quando € — 0. Assim, pela Observacao 2.16, existe €5 > 0 tal que, se 0 < € < &5,

masc I (te,) < co + ! (ﬁ — 1)n <%>n_l. (2.51)

np Qo
Portanto,
nﬁ n/(n—1) o,
(%)) <
B-1 [n(ear = I(ug))]"/ =1
e

nﬁ n/(n—1) n/(n-1) (e7% 5 5 50
%(5_1) ol < (252)

para algum 0 > 0 e para k suficientemente grande. De fato, por (2.51),

0 (571_/3 1)” = Tl — 1?2@)}1/@—1)'

Assim, podemos escolher ¢ > 1 suficientemente perto de 1 tal que

TLB n/(n—1) a,
qoy < )
(5 - 1) [n(car — I(ug))]*/ (=1

n/(n—1)

Multiplicando [|vg||15, em ambos os membros, podemos escolher § > 0, de forma que

/(-
nﬁ n/(n—1) (7% n/(n—1)
e <5 - 1> ” vl S o T Truey e Ol = 0 (2:53)
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Observemos que por (2.45), temos que I(vg) — cpr > 0, ou seja,

. 1 n, 1 n 1 n
ey = lim [Hvkl +/ a(@)|v| / b(@)|vg| / 9($)F(Uk)d$€/ <h,Uk>d4
k—oo [N n Rn n Rn Rn n

1 1 1 1
T [/ ]Vvk\”dx—ir/ |vk|"d:c+/ a(m)]’uk]"dx—/ b(:r)|vk|”d:c]
k—oo| M Rn n Rn n Rn n Rn

, -
— lim [/ g(x)F(v) de — s/ (h,v) do — / |vg|™ dz
k—o0 n n n n

|1 1 1 ]
= lim [nuvkmﬁn w1 [ a@lulde = [ o da

T | . 1 .
e = lim lgnvkumm [ @ ds = [ bl dx]

/n o(2) F(vy) dz — a/nw, o) d — %/ \Uk|"dx] |

Como v, — wug em FE, pelo Lema 2.24, a menos de uma subsequéncia, temos que

(2.54)

— lim
k—o0

g(x)F(v) = g(x)F(ug) em L*(R™). E mais: pela imersio compacta £ — L'(R") para
todo t > n, v, — up em L'(R") para todo t > n. Assim, por (2.54), a menos de uma
subsequeéncia, concluimos que

1
a(x)|vg|" de — — lim / b(x)|vg|™ de
n k—oo

n

1 1
ey = — lim |Jog]]7,, + — lim /
n k—oo ’ n k—oo

n

) (2.55)
— / [g(:c)F(uo) +e(h,up) + ﬁ]uo\”} dz,
o que implica,

1 1 1
— lim ||og||t,, = e — — lim a(x)|vg|" dez + — lim b(x)|vg|" dz + Go(x),
—00 ’ n k— nk

nk O JRn —0 JRrn
em que,
1
Go(z) = / {g(z)F(uo) +e(h, up) + E|u0|”} dz.

Logo,

1 n 1 : n 1 : n

—|vg||T,, = e — — lim a(x)|vg|" de+ — lim b(x)|vg|" dz+ Go(x) 4+ 0x(1). (2.56)

n ’ N k—oo Jpn n o Jrn

Assim, substituindo (2.56) em (2.53), para k suficientemente grande, segue-se

n/(n—1)
nf n/(n-1) L/n+ o(1) B
e (B - 1) ol = “Tnlear — I{ug)) /0D % (2.57)
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em que,

1 1
L =cy — ~ lim / a(x)|vg|" de + — klim b(x)|vg|" dx + Go(z).
n N k—oo

n k—oo Rn

Agora, notemos que

L (1= |lwollt,) = em — emllwollt,, — — lim / z)|vg|" + = ~ lim / z)|vg|" + Go(z)
1 n n
- {— lim ( MNog|™ + — ~ lim / z)|v|" + Go(z )} l[wollf -
n k—oo
(2.58)

Por (2.55), concluimos que (2.58) fica da seguinte forma:

L(1—|lwollt,) = emr — emllwollt,, — hm / x)|vg|" dz —|— — hm / x)|vg|" dx
(2.59)

1 .
+Go(o) — [ - i ol - e
n k—oo )
Provaremos que

1 1 1
(@) Gole) = ~1(u) + o+ [ ala)luol"do =+ [ ba)uol” o

(b) / a(x)|ug|"dx < klim a(x)|vg|" dx;
n — 00

Rn
(©) lim | b(x)|on]" do = / b(@) o
k—oo Rn n

Com efeito,

(a) por (2.55), observamos que
1 1 1
Go(z) = / g(x)F(up) + 8/ (h,up)dz + / |uo|"dx — / |Vuo|™ da — / a(x)|ug|™
n n n n n Jrn n Jrn

1 1 1 1
+/ b(x)|u0|”dx+/ |Vu0|"d:17—|—/ a(x)|u0”dx—/ b(x)|up|™ dx
— | [ oval o [ @l = [ @l = [ g@ ) ¢ [ )
n R™ n R™ n R™ R™ n
1 . 1 . 1 . 1 .
+/ luo| d:lc—i—/ |Vug| dx—i—/ a(x)|uopl dx—/ b(x)|ug|™ dx
n Jrn n Jrn n Jrn n Jrn

1 1 1
= —1I(up) + ﬁ”UOH?n + /}Rn a(x)|ug|™ dx — - /]R“ b(x)|ug|™ dz;

(b) como (vg) é uma sequéncia em FE limitada, pelo Lema de Fatou, a menos de
subsequéncia, segue-se o resultado;

(c) usando a desigualdade de Holder e o Teorema da convergéncia dominada,

/ b@) orl™ — b uo|"| dz = / b(@) o] — Juol"| de

1/o 1/0’
([ pras) ™ ([ il =l ar)
n Rn

IN
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Como a imersao £ — L°(R") é compacta para todo s > n, temos que, a menos de

subsequeéncia, klim vp = up em L°(R"™) para todo s > n. Portanto,
— 00

/ oel™ — [l daz — 0.

Isso conclui o item (c).

Voltando para (2.59), usando (a), (b) e (c), e a definigao de wy obtemos

1 1 1
L (1= funlf) < ear = carlwollf = [ at@luol” + - [ ba)luol” = Iuo) + ol
R™ n Jrn n

1 . 1 1
= de—= [ b ndr— (=i no_ 0
+ /na(fv)lwﬂ T = /Rn (z)|uo|" dx (n i foellF CM> [[wollY ,,

Ou seja,
1 .
L (1= fwollfn) < enr = enllwollfn = I(uo) + ~luollfn = —llwollfp Jim [ollT, — earllwolltn
Dai, pela defini¢ao de wy,
L (1= hwollt) < en = o) + —lwollf, i flogl, — ol Jim o,
= Cp — I(UQ)
Dessa forma,
L 1

< )
(ear = I(uo)) = 1 — fJwolli,

Logo, para k suficientemente grande, (2.57) implica (2.52).

Entao tomando p = (q + €)agl|vi]|T,,, segue-se de (2.52) e do Lema 2.4 que

n/(n—1)
n(ﬁ — 6) n/(n—1) Oy,
e G n < -0
(o +€) (ﬁ—e— 1> v Hl,n = (1- |’w0‘|?,n)1/(n_1)

/ D, p(vp)de < C,
para €,0 > 0 suficientemente pequenos. Logo, por (2.23), obtemos
< [ lo@ sl -l az

< / (Ao A(z)|v|" ™" 4+ CAoA(2)|vg|*Pa(vg) ] vk — uo| da.

/ () () (0 — )

Consequentemente,

< €Ay A(x) || og — uo| + C/ A(x)|vg|1®y,, | — o). (2.60)
Rn R"L

[ s@) @) =)
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Analisemos as integrais de (2.60) separadamente. Pela desigualdade de Hoélder e pelo

Lema 2.5,
/ A@) |oe|"Hog — uo|dz < / A(z) =D/ g P A ()Y oy, — uo| dae
< olly, @ lloe = wolles @
< Cllol"™ ok = wollzy,, -

Portanto, a imersao compacta F < LtA(x) (R™) para todo t > n, garante que

/ A(x) g™ o — up| dz — 0.

Agora, usando as desigualdades de Holder e o Lema A.11,

Mol B )=l < ([ AlE) " AP e ()] " %

< Cffug]® (/ A() Doy o (n0g) |05 — uoy"> "
R”L
Como )
’I’L(B - 6) >n " n/(n—1) Qn
ag+e) | —F—2 vl < -0
(o >(ﬁ_6_1 el AT

para algum 6 > 0 e € > 0 suficientemente pequeno, argumentando como no Lema 2.8 e

usando o Lema 2.23, obtemos, para s suficientemente grande, que
[ A@aps ) o~ ol do < Colfer = wlf,

n EEED)
+ 02”1% — UOHE (/ |Uk — ud(ﬁn—n)(ﬁ—e)/e dl‘) .
Rn

Para e > 0 suficientemente pequeno, deduzimos que (fn —n)(5 — €)/e > n. Assim, pela

imersdo compacta E — L'(R") para todo t > n e pelas desigualdades anteriores,

/n g(x) f(vg)(vg — up)de — 0

/ b(x)| vk v (v — ug) da — 0.

A partir dessas convergéncias, e, como (I'(vy), (vy — ug)) — 0, podemos concluir que

/ |Vur|" 2V (Vo, — Vug) do + / a(x)|vg)" vk (vr — ug) dz — 0.

n

Além disso, como v, — ug em F, segue-se que

/ |Vug|" *Vue(Vop — Vug) dz — 0 e / a(x)|uo|™ *ug(vy, — up) dz — 0.
Rn

n
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Usando a desigualdade do Lema A.2, concluimos que

/ |Vup — Vue|™ da +/ a(x)|vg, — up|" dzx

R™ n

< 01/ (|Vor|" 2V — [Vue|"?Vug)(Vor — Vug) da
R

LGy / o) ([oe |20 — Juo|"2u0) (05 — o) dr,

o que implica vy — ug em E. Assim, I(vy) — I(ug) = co, contradizendo (2.44)—(2.45).

Portanto, ug # upy.

2.7 Demonstracao do Teorema 2.3

Pelos Lemas 2.11 e 2.12, I satisfaz as hipoteses do Teorema do passo da montanha sem a
condigao de Palais-Smale. Assim, usando o Teorema A.14, existe uma sequéncia (vg) em
E satisfazendo

](Uk) —cy >0 e ||],(Uk)||* — O,

em que cys € o nivel do passo da montanha, isto é,

— inf T(~(t
ey = inf max (v(1)),

onde A = {~:[0,1] — E; v é continua, v(0) = 0 e v(1) = e}. Agora, pelo Corolério 2.19,
a sequéncia (v;) converge fracamente para uma solugao uy de (2.1).
Vamos mostrar que a solucao uy; nao é a trivial. Assumimos, por contradigao, que

upyr = 0. Pelo Lema 2.24,
/ g(z)F(vp)de — 0 quando k — +o0.
Isso, juntamente com (2.33), implica que
lvg]|™ — neyr quando b — 4o00. (2.61)

Assim, dado e > 0, ||vg||" < ney+e, para k suficientemente grande. Usando a Observagao

1 1 n . n—1

v () (@)

n\ fn Qo

e escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, concluimos que

B—¢ n/(n—1)
)

2.16,

]ka"/(”*D < Q.

(o +¢€) (
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Consequentemente, argumentando como na Proposicao 2.8, para s suficientemente grande,

e/B(B—¢)
/ A(@)Bagse (0) [oel"dz < Cullurly + Caljou|™? ( / |vk|<ﬁ”-”><ﬂ—€>/€dx) .
n Rn

Como

| st@rwoda

< EAO/ A(z)|v|" dx + C. AO/ A(x)|vg| 1Py te (vg) d,

n

pela imersdao compacta E < L'(R"™) para todo t > n e pelas desigualdades anteriores,
/ g(x)f(vg)vpgdz -0 quando k — +o0.

Portanto, por (2.34) com ¢ = vy, concluimos que ||vg]| — 0 quando k& — oo, isso

contradiz (2.61), pois ¢y > 0. Portanto, uys ¢ uma solugao nao trivial do problema (2.1).

2.8 Algumas observagoes sobre a condigao (as).

Nesta se¢ao, nosso objetivo é mostrar alguns fatos importantes sobre a condigao (as).
Mostraremos que P}im 1, N (R™\Bg)| = 0 é uma condicdo suficiente para que (a3) seja
— 00

valida.
Lema 2.26. Seja wy um subconjunto aberto de R"™ tal que
lim |wg| =0,
k—o0
em que | - | € a medida de Lebesque. Entao para qualquer ¢ > 0 e qualquer s € [n,o0),

lim | sup /|u\sdx =0.
ko0 \llulln<e o

Demonstracao. Usando a desigualdade de Holder,

s/ (y=s)/v
/ lu®de < (/ |u|” dx) (/ |1]7/0=) dx)
Wk Wi Wk

= [[ulls oy lwr O

<l i O

Agora, usando o Lema A.6,

1
[ s < g T O com
wk v
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Logo,
[ e <l vl g o0
Wk

Isso implica que

sup ul* dz < Clwy| 0=/
lullin<e Joy,
Portanto,
lim sup lul* dz < C lim |w, |79/ = 0.
k—00 luln<e Jws, k—o0
Isto conclui o Lema. O

Lema 2.27. Seja M > 0 tal que

lim |Qy, N (R™\ Bg)| =0, (2.62)
R—o0
onde o conjunto Qy = {x € R a(x) < M} € limitado e | - | € a medida de Lebesgue.

s

Entao, a condigdo (ag) € vdlida para todo s € [n,00).

Demonstrac¢ao. Suponhamos, por contradicdo, que ]%im vs(R"\ Bg) = L < co. Isto é,
—00

existe uma sequéncia Ry — oo tal que para todo k € N, existe R, > 0 em que
— 1
‘I/S(R” \ Bgr) — L} < T para todo Ry > Ry,.
Como,

WEABD = il (el e em e [l = 1
ueW, " (RMBR)\{0} JRM B L(R™\Br)

~ . ~ . e e . 1 E5) ’ ,
entdo existe uma sequéncia minimizante (u;) C Wy P(R™ \ Bpg,), em que o infimo é

atingido. Assim,
/ (IVug|" + a(x)|ug|*)de < c¢ e / lug|™ dz = 1. (2.63)
R\ B, R\ Bp,

Para todo M > 0 consideremos o conjunto Qr, = 2y N (R™\ Bpg,). Por hipétese,

lim |Qa g, | = 0. Para um M fixado, segue-se que
RkA)OO ’

a(x)|ug|” de + / a(x)|ug|" dz < c.

Qm, Ry,

/(R"\BR,C N, Ry,

Como a(z) > M em (R"\ Bg,)\Qu.r,,

M |ug|™ dz + / a(x)|ug|" dz < c.
(R™\BRr, )\, Ry, Q. Ry,



Capitulo 2. Sobre uma classe de equagdes de Schrédinger quase lineares com crescimento exponencial em R™ 79

Assim,
M |ug|™ de+M |ug|™ de—M |ug|™ dx—l—/ a(z)|ug|" de < c.
(R™\Br, )\Qu,r,, Qi Ry, Qi Ry, Qi Ry,
O que implica,
M |ug|" de — M lug|™ do + / a(x)|ug|" dz < c.
(R"\PRk) Q. Ry, Qi Ry,
Por (2.63) e pelo Lema 2.26,
M <ec,

contradizendo o fato de M ser arbitrario. Assim, ]%im Vn(R™\ Bg) = 0o. A Proposicao
—00

2.6 nos diz que
v (R"\ Bg) > (v,(R"\ Bg))"* para todo t € [n,o0).

Logo, como lim v,(R™ \ Br) = oo, segue-se que P%im v (R" \ Br) = oo para todo
—00 —00

t € [n,o00). O



Capitulo 3

Sobre um sistema de equacoes de

Schrodinger quase lineares em R"

3.1 Introducao

Neste capitulo, vamos estudar a existéncia de solugoes nao triviais para uma classe
de sistemas elipticos nao lineares, envolvendo o operador p-Laplaciano, com 1 < p <n e

n>2,
—Apu; + a;(2)|u;[P~?u; = by(2)|wg? " u; + fi(w,U), x € R" e € {1,...,m}. (3.1)

As fungoes a;,b; : R® — [0,00) sdo mensurdveis e as fungoes f; : R" x R — R
sao continuas com f;(z,0,...,0) = 0. Consideraremos a situagao variacional em que
(fi,..., fm) = VF para alguma funcdo F : R” x R™ — R de classe C'. Denotamos
por VF o gradiente de F' nas varidveis U = (uy,...,u,) € R™. Além disso, sobre R™

usaremos a norma euclideana, isto é,

m

D lul?

i=1

Ul =

Consideremos o subespaco E = Ey X - -+ x E,, de W'?(R",R™), com
E;, = {u € Wl’p(R”);/ a;(z)|ul? dz < oo} para cada i€ {1,...,m}.

Os espacos E; sao como os espacos estudados no Capitulo 1, denotaremos a norma de

cada espago E; por || - ||g,. Como consequéncia das Proposigoes 1.7 e 1.8, o espago F

80
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1/p
p )
E;

Dizemos que U = (uy,...,u,) € E é uma solugdo fraca do problema (3.1), se para

todo V = (vy,...,u,) € E,

munido com a norma

U1l = (Z s
i=1

¢ um espaco de Banach reflexivo.

n

/ (| Vi [P2Vu; Vo 4 a;(2)|w [P~ u0;) doe —/ bi()|w; [P~ uv; da
- f(z,u;)v;de — e(h;,v;) =0 paratodo i€ {l,...,m}.
R

Para futuras referéncias consideraremos as seguintes condigoes:

(K1) As fungoes a; : R" — [0, 4+00) sdo mensuraveis e

it U1
1 .= 1 D .
ver\{o} ||U]lp

Definimos, para qualquer subconjunto aberto €2 de R" e para s € [p,p*), vs(Q2) por
inf > i fQ(|Vui|p—|—aZ~(x)|ui|p) dz

vy(Q) = { UewP (2. Bm)\ (0} 1070
00 se Q=0.

Q#90,

Inspirados pelo trabalho de Sirakov [49], consideramos a seguinte condigao de

compacidade:

(K,) Existe s € [p,p*) tal que Rlim vo(R™\Bg) = 0o, em que By é a bola em R"™ de raio
—00

R centrada na origem.

(K3) Existem uma fungao A € Lis. (R"™), com A(x) > 1, e constantes 5 > 1, Cy > 0, Ry >

0 tais que

1/8
Az) < Cy <1 + (11<nj<11 {az(x)}> ) para todo |z > Ry.

(K4) As fungoes b; : R" — [0, 4+00) s@o mensuraveis e Z |bille < Si, para algum o > 1
i=1
onde ty:=op/(c —1) <p? +1e
2

Al

e S, ¢ a melhor constante para a imersiao de Sobolev E — L (R™), isto é,

U]l

= n .
7 ver\oy U]
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(K5) A fungao F é de classe C e

VD))
u|—0 A(z)|U|p~1

= (0 uniformemente em 2z € R".

A fungbes f; ndo sdo necessariamente limitadas em x, porém tém seus crescimentos

subcriticos controlados por A(z), mais precisamente,
(Kg) existe g € [p— 1,p") tal que

IVF(x,U)| < CoA(z) (1+|U|?) paratodo (z,U) € R" xR™.

(K7) existe u > p tal que

0 < p|F(x,U)| <U-VF(z,U) paratodo (z,U)eR"xR™\{0}.

Agora, enunciaremos o principal resultado deste capitulo.

Teorema 3.1. Suponhamos que as condi¢oes (K1) - (K7) sejam satisfeitas, entdo o
problema (3.1) tem uma solug¢do ndo trivial. Além disso, se F(x,U) for par em U, entdo

(3.1) tem infinitas solugoes.

Observacao 3.2. O argumento utilizado para provar que a condi¢io (Hs) e (1.3) sdo
equivalentes nao funciona para o caso de sistemas. Por isso, ndao foi possivel estender o

Teorema 1.2 neste capitulo.

3.2 Resultados Preliminares

Esta secao serd dedicada a mostrar algumas propriedades que envolvem o espago F
e os resultados de compacidade fundamentais para se encontrar as solugoes do problema

(3.1). Comegaremos por um resultado, o qual utilizaremos bastante, sobre a imersao

continua de E em WHP(R", R™).

Proposicao 3.3. Se a condi¢ao (Ky) for vdlida, entao E estard imerso continuamente

em WHP(R™ R™).

Demonstracao. Por (K7),
1T

0< A\ < ——=.
U
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Assim,
po L P
vl < o (3.2
1

Isso implica que

1
101, = VUG + 101 < VU + SO

Portanto,
1
01, < (5 +1) 10T

O que conclui a Proposicao. O
Definimos o espaco

LYy (R, R™) = {U :R" - R™ mensuravel; / A(z)|UI"dz < oo} ,

n

1/t
munido com a norma HUHLtA( (@ Rm) = < A(az)]U|tdaz> .
x Rn

Proposicao 3.4. Se as condigoes (Ky) - (K3) forem wvdlidas, entdo a imersio E <

L:Ei) (R™,R™) serd continua para p —1 <t < p*.

Demonstracao. Sejam A = {z € R";|z| > Ry} ¢ B = {z € R"; |z| < Rp}. Assim,
A(2)| U de = / A(x)|U|" dx + / A(x)| U] dar
R™ A B

Usando a condigao (K3), obtemos
1/8
1+ < min ai(:c))
1<i<m

1/
= 60/ < min ai($)> |U|t+1+00/ |U|t+1dx+HAHL°°(B)/ U da
A 1<i<m A B

/8
< o (i ) WFT o+ Al [ 07 0
A Rn

1<i<m

AU de < co/ \U|t+1dx+HAHLoo(3)/ U de
A B

R

Assim,
/B
/ A@)| U de < co/ (1r<ni<n ai(:p)) U dz + Cy||U 1. (3.3)
n A sSism

Agora, precisamos mostrar que existe C' > 0 tal que / AU dz < C||U||**. Para

n

isso, analisaremos os termos de (3.3) separadamente.
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1/8
< min ai(:c)> |U|"*! dx, usamos que as normas em R™ sio
1<i<m

Para estimar o termo /
A
equivalentes. Assim,

" 1 /B [ m t+1
. . t+ . | |
/A<1r£1§1}naz(:r)> Ul de < C/A<12%£naz(x>> 2|uz| o
1/8 m 1
in a; s
< 0 f (mme) Dperta
<

€3 [ (e
=1

Pela desigualdade de Holder,

1/8 m
I t+1 3, , (P\Y/B |, |tH1-P/B
[ (i, em) e =03 [ @@l 0

1 B—1
m B 2\ A1 F
<C (/ a;(x)|u; [P d:z:) (/ <’ui‘t+1*5> 5 dg:) :
— \Ju A

1=

Portanto,

%/Zﬁ +1)8—p)/B (34)

((t41)
Uill (e 1)—p)/ (3-1)-

1/8 m
. ) t+1 § .
/A (12%% al(x)> e = el

i=1

Como p — 1 < t < p#, deduzimos que p < (t+1)8 —p)/(B — 1) < p*

Usando as imersdes continuas E; — W'(R") para todo 1 < i < m, e W"P(R") <

L((t“)ﬁ’p)/(ﬁ’l)(R") para todo p — 1 < t < p*, concluimos que existe Cy > 0 tal que

t+1)3-p)/B t+1)8—p)/B
s | )1y < Coallus | 0727, (3.5)

Substituindo (3.5) em (3.4), resulta

1/p m
. ) t+1 1t+1
/J‘l (lrsr}lgnmal(x)) U dae < C -§—1 [Jwsll;

Usando novamente que as normas em R sao equivalentes, existem constantes Cs5 e Cy

tais que
18 m t+1 m (t+1)/p
. t+1 p
/A (1121371 ai(x)) U™ de < Cf (Zl s E> < Cy (Zl [ i] E) :
Assim,

1/p
/ ( min ai(:v)) U de < C||U ||
A

1<i<m
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Substituindo em (3.3), concluimos que
[ Awivrtas < o+ cui (36)

J4 para estimar o termo ||U]|/T], usamos as imersoes continuas £ — W'P(R", R™) e

WP(R", R™) — L' (R™, R™) para todo t + 1 € [p, p*], ou seja, existe C' > 0 tal que
U5 < Clujitt. (3.7)

Agora, substituindo (3.7) em (3.6), segue-se que

/ A@)|U]H* dz < CU|E. (3.8)
Isso conclui a Proposicgao. O]

O préximo Lema garante que a condigao (K5) seja valida para todo s € [p, p*).

Lema 3.5. Seja {2 um subconjunto aberto de R". Sep < s <t < p*, entao

v (2) > C(p,t,m, A1) (vs(2))*, (3.9)

onde oy € um numero fixro em (0,1). Sep <t < s < p*, entdo

vi(2) > C(p,t,n, A1) (vs(£2))*, (3.10)

em que ay € um numero fixzo em (0,1). Consequentemente, Rlim vo(R"\ Bg) = oo implica
—00

que I%im v(R™\ Br) = 00 nos casos em quep < s <t ep<t<s.
—00

Demonstracao. Faremos como foi feito na Proposicao 1.10.  Primeiro, usamos a

desigualdade de Holder. Isto é, para cada i € {1,--- ,m}, vale

0, com € (0,1).

luille <l

Agora, usando a desigualdade de Gagliardo-Niremberg (Teorema A.5) parap < s <t < p*

e para cada ¢ € {1,--- ,m}, segue-se que
luille < Cp,t,n)[lwill3]| Vs, %, com 6 € (0,1),
Logo,

lallf < [Clo,tm) sl 29wl

N

O, t, 1) [l |2V [~
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Usando, para cada ¢ € {1,---,m}, que |[|[Vul, < ||lwl1p, e pela Proposicao 1.6

|lwillip < Cllus||g,;, concluimos que
lull? < Cp,t,n)||wsl|%|wil| % para cada i€ {1,--- ,m}. (3.11)
Notemos que,

lu % < U2 e |uwll% " < U] para cada i€ {1,--,m}.

Logo,

_0 _
G0 < mljU| o, (3.12)

m m
Dol <mllUIF e Y il
=1

=1

Além disso, sendo as normas em R" equivalentes, existem C e C5 tais que,

m m p m p/t
D llullf = Cy (Z Huillt) > Cs (Z ||ui|!§> = Go||UI7- (3.13)
i=1 i=1 i=1
Substituindo (3.12) e (3.13) em (3.11),
1017 < Clo,tm U2 IO,

Quando U for nao nulo, usaremos essa desigualdade da seguinte forma:

1 1
UlP Z op (1-0)p"
I0HE— Cl ) U U000

(3.14)

Pela definigao de 1,(£2) e (3.14),

1U]?
v (82) =
) vewgr (@m0 oy U]
Ul||P
> inf I |L
vewy*(2,km)\{o} C(p, t,n)||U|"||U]|1-0r
5 _ ! , 1U]?
= = . N n g
C(p,t,n) vewlrr(@,rm)\ {0} U2\ U0
1 bp
_ ol

J— 1
Clp.t,n) vewr@.rkmn\joy ||U|| 2

0
_ . [HU IIP}
C(p,t,n) vewtr2,rmno3 LIU|IS
1

= -V 9.
- C(p,t,n) ( S(‘Q))

Isso conclui a desigualdade (3.9).
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A desigualdade (3.10) decorre usando novamente a desigualdade de Holder, isto é,

para cada i € {1,--- ,m},
170 com 6 €(0,1).

luille < ol

Pela Proposicdo 1.6, e como WP(R") estd imerso continuamente em LP(R"), existe

uma constante C' > 0 tal que
lwill? < Clluwg|%||ug]| 9P, para cada i€ {1,---,m}, com 6 ¢ (0,1).

De forma andaloga a (3.12) e (3.13), dado o vetor U nao nulo,

1 1
> .
11T = cou)jer|u)|t-2r

(3.15)

Pela definigao de v4(£2) e por (3.15),

n(£2) = inf M
vewdr(2,rm)\ o} [|U][}
§ o
T UewP(2,Rm)\{0} CHU||91”HUH§179)}7
1 . T
-0 1 m (1-0)p
C vewtr@,rm)\(o} | U||$
L[k
C vewlro,rmnfo} LIIU]2
1 1-0
— = (w(2).
£ ()

Isso conclui a desigualdade (3.10).
Por fim, (3.9) e (3.10) implicam que 1,(R™\Bg) > C(vs(R"\Bg))! parap < s < te
p<t<s.E, como P{im vs(R™\ Bg) = 00, para toda bola B C R" de raio R centrada na
—00

origem, segue-se que P}im (R \ BR) =ocomnos casosemque p< s<tep<t<s [
—r 00

Proposigao 3.6. Se as condigoes (K1) - (K3) forem wvdlidas, entdo E estard imerso

compactamente em L' (R™,R™) e em Lf&i) (R™,R™) parap—1<t < p”.

Demonstracdo. Primeiro, mostraremos que FE estd imerso compactamente em
L' (R™,R™). Consideremos que (U;) seja uma sequéncia limitada em E. Como E é
um espago reflexivo, podemos assumir sem perda de generalidade, que (Uy) converge

fracamente para 0 em FE.
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Consideremos ¢ € C*(R", [0, 1]) definida por

0 em BR;

1 em R™\Bpgy1;

tal que |Vp(x)| < 1, para todo x € R". Por conseguinte,

1Ukllevs = (1 = @)Uk + Ul

< (T = @)Uklls1 + [[oUk [[t41-
Logo,
[Ukllix1 < (1 = @)Usllzi+1(Brar oy + 10Ukl Lt+1 R0\ BRR7) - (3.16)

Como a imersao de E em WHP(R" R™) é continua, e pelo Teorema de Rellich-Kondrachov
(Teorema A .4), a imersao WP (Bg, R™) — L' (Bg, R™) é compacta para p—1 < t < p*.
Assim, U, — U em L' (Bg,R™). Portanto,

H(l — @)UkHLt+1(BR+17Rm) — 0.

Agora, vejamos, que o segundo termo de (3.16) também converge para 0.

De fato, notemos que

leUll” =D lou I, (3.17)
i=1
De maneira andloga & Proposigao 1.11, para cada i € {1,--- ,m},

k k
el = [ 9GP+ a@loup as
< [ TP P+ (TP + aw)len P do

/ WP g 4 / VuP P + a(@)|u®P da
n Rn

k k
< e+ )]

IN

p
E;:

Pela Proposigao 1.6, existe C' > 0 tal que

lpu|B. < Cllul®|h, .

Assim, podemos escrever (3.17) da seguinte forma:

k
leUll? < &> a7,

=1
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Consequentemente,
Uk < Cl| UK.

Como (Uy) é uma sequéncia limitada em F, entdo a sequéncia (¢Uy) também o é.
Desse fato, juntamente com a definicao de v, 1(R™\Bgr) e a condi¢ao (Ks), concluimos

que

U ||P
U t n m <
le kHLH(R \Br,R™) = vi+1(R™\ BR)

— 0.
Isso nos diz, que o segundo termo de (3.16) converge para 0. Portanto, Uy, — 0 em
L™ (R"™,R™). Ou seja, a imersdo E < L (R™ R™) é compacta para p — 1 <t < p¥.

Agora, mostraremos que F estd imerso compactamente em LtAJEi) (R™,R™). Por (3.3)

e (3.4),
3 B(t+1)—p)/B
/ CA@IULT < O3 I TG e + (eo + 1Al IV
i=1
Na primeira parte da demonstracdo, provamos que a imersio E < L'tHR" R™) é
compacta para todo p — 1 < t+1 < p¥. Assim, (U,) converge para zero nos espacos
LAHYR™,R™) e LEED-P/B=D (R R™) Por conseguinte, cada coordenada u\” de U,
forma uma sequéncia que converge para zero em LPt+HD=r)/ w’”(R"). Além disso, cada
k

sequéncia (u;

;) é limitada em FE;, pois (Uy) é limitada em E. Com isso, concluimos que

(Uy) converge para zero em Lzr(i)(R”,Rm). Portanto, a imersao £ — Lf;a) (R™,R™) ¢

compacta para todo p — 1 < t < p*. ]

3.3 Formulacao Variacional

Estamos interessados em encontrar solugbes fracas para o sistema (3.1), isto é,

encontrar fungoes U € E que, para todo V € E, satisfazem

/ (‘VUZ‘P)*QVU%'VUQ' + ai(a:)\ui|p’2uivi) — /

Associamos ao problema (3.1) o funcional  : E — R definido por

[(U) = %HUHP —%Z/n bi()|uslP d —/ Fla,U) dz. (3.18)

bi ()| w; [P~ uv; do — f(z,u;)v;de = 0.
Rn

n

n

Visto que || - || é uma norma em F, e o Lema 1.12 garante que

Z/ bi(z)|w; P dz < oo.
i=1 7 R"

O préoximo Lema completa a justificativa do funcional I estar bem definido.
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Lema 3.7. Se as condigoes (Ky) — (K7) forem satisfeitas, entdo |F(z,U)| dz < oo.
R

Além disso, para todo € > 0, existe C' > 0 tal que
|F(z,U)| do < e||U||P dz + C.||U||7*. (3.19)
R

Demonstragio. Afirmamos que, por (K3) e (Kg), dados € > 0 e ¢ € [p — 1,p"], existe
C. > 0 tal que

|F(z,U)] < eA(x)|UP + CA(2)|U|9"" paratodo U€ER e z¢&R"™ (3.20)
De fato, pela condigao (K5), dado € > 0, existe d(.) > 0 tal que
|VF(z,U)| < eA(z)|U[P~' sempre que |U] <§ e z€R™ (3.21)
Por outro lado, a condicio (Kg) garante que existe ¢ € [p — 1, p?] tal que
IVF(z,U)| < CoA(x) (1 +|U|?) paratodo (z,U) e R" x R™.
Logo,
\VF(z,U)| < CoA(z)|U|? <ﬁ + 1) para todo (z,U) € R" x R™\ {0}.
Assim, para todo |U| > § e todo z € R", vale
VF0) < Cola Ul (5;+1).
ou seja, para todo |U| > ¢ e todo z € R",
\VE(z,U)| < CA(x)|U|. (3.22)
Por (3.21) e (3.22),
IVE(x,U)| < eA(2)|UP~" + C.A(x)|U|? para todo (x,U) € R" x R™. (3.23)

Como

1
\F(x,U)\S/—JUHVF(a:,U)\ para todo (z,U) € R" x R™,

entao,
|F(z,U)] < eA@)|UP + CA(x)|U|"™  para todo (z,U) € R" x R™.

Isso conclui a Afirmacao.
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Logo, para todo (z,U) € R" x R™,

|F(x,U)]dz < e/ A(x)\U\pdx+C/ A(2)| U+ da.

n n

R

Por (3.8),
[Pz, U)|dz < e U + CllU|*

Rn

Consequentemente,

|F(z,u)|dz < oo, paratodo wu € E.
R

Isso conclui o Lema.

Por argumentos padrao, é possivel mostrar que I é de classe C' sobre E com

(I'v),v) = Z/ (|Vw; P2V, Vo 4 a;(2)|w [P~ u0;) doe
i=1 JR"

Rn

- Z/ bi(z) [ug|P~ 2uv; do — VE(z,U) - Vdx
i=1 Y R"

para todo V € E. Portanto, os pontos criticos do funcional I sao solugoes fracas do
problema (3.1).
A geometria do Teorema do passo da montanha para o funcional I seréd estabelecida

pelos proximos dois lemas.

Lema 3.8. Se as condigoes (K1) e (K3) — (Kg) forem satisfeitas, entao existirao 6,p > 0
tais que

V)25 se U] =p.

Demonstra¢ao. De maneira andloga ao Lema 3.7, por (K5) e (Kg), dados e >0e d >0

de forma que p — 1 < ¢+ 6 < p*, existe C' > 0 tal que
|F(2,U)] < eA(z)|UJP + CA(2)|U|"™ " paratodo Ue€R™ e z€R™

Como
1 1 &
I(U)=-||U|P - - /bixuipdw—/Fx,de.
@) =10 =3 [ bl de— [ F0)
Entao,

1 1 <&
1) 2 S0P =53 [ bz = e - Ot
i=1 YR"



Capitulo 3. Sobre um sistema de equagées de Schrédinger quase lineares em R™ 92

Pela desigualdade de Holder,

1 1 &
10) 2 U = =3 billoluill, = el UI7 = CU.
i=1

Como ||, < |U|%,, para cadai € {1,--- ,m}, entdo
1 p ||U||§’p - P q+146
IU) = = |U||" = =" " |lbills = e|U|” = ClIU[|7++.
p P
Por (Ky),
1 IU1PS:"
1(U) = ];||U||p - Y bille = ellUlP = Cllujjert

=1

_ p 1 S?gp & q—p+1+46
= [|U]] (5——]9 > lbillo — e = C|U|| )
=1

Assim, existe p > 0 tal que I(U) > 0 sempre que ||[U| = p. De fato, para ¢ > 0
m
suficientemente pequeno e, como 1 — S, ” Z |b;|lc > 0, podemos escolher p > 0 tal

i=1
que

1

St N 5
LS S i, — e | — e s
s
Portanto, para e suficientemente pequeno, existe p > 0 tal que I(U) > 0se ||U|| =p. O

Lema 3.9. Se as condicoes (K1) e (K3) — (K7) forem satisfeitas, entao existird e € E
com ||e|| > p tal que

I(e) < inf I(U).

1Ull=p
Demonstragao. Seja ¢ € Cg°(R™)\{0} com suporte compacto, K = supp(p) e ¢ > 0.
Suponhamos que |[U| > 0. Fazendo uma mudanga de coordenadas para coordenadas

esféricas, obtemos
U= (pa ¢17 SRR ¢m71)7

emquep>1, —7<¢ <7m,0< ¢ <mparai€ {2,....m—1}e

uyp = psin(¢y) sin(gs) « - - sin(@dm_1),
us = pcos(¢y) sin(pg) -+ - sin(Gp_1),

ug = pcos(¢g) -+ - sin(Ppm—_1),

U, = P COS(Pp_1)-



Capitulo 3. Sobre um sistema de equagées de Schrédinger quase lineares em R™ 93

Notemos que

F o).

U~VF(1:,U):pa—p

Por (K7),

F
pF(z,U) < paa—p(a:, U) paratodo (z,U)e€ R"xR™\ {0},

ou equivalentemente,

@< 10F(x,U)

< - para todo (x,U) € R" x R™\ {0}.
p o Fx,U) &) Vo)

Fixado sg > 0 préximo de 0 e tal que s > sg.

s % - l/'F(.Z,V) 8F(.T, U)

< —————= paratodo s>s9, t€R" e V eR™
S0 1Y M F(x,Vo) F(ZL’, U)

Logo,

K F
In (i> <In <w—,‘\;)) para todo s>sg, € R" e V €R™,

s paratodo s>s, z€eR" e V eR™

Assim, ficamos com o seguinte fato.

F(z,V) > (min Flz, V)

m R™ R™
e AT ) |[V|* paratodo s> s, € e VeR™,

e, portanto, F(xz,U) > C|U* para todo (z,U) € R" x R™\ {0}. Concluindo, assim, a
afirmacao.

Assim,
tr &
I(tp) = —|p||F —— /bia: goipdx—/ F(x, ty)dx.
t0) = Sl =33 [ @lalar— | Pt

tr P
—|lel|? — — /bix @ipdx—/Fx,tgo dx.
p|||| p;K(ﬂ! K( )

tP tP
Plalr = Zey - o / ol# da
P P K

1
= (Gher-ci)e—cv [ o as
p K

para todo ¢t > 0, isso implica que I(tp) — —oo quando t — oo. Considerando e = tp com

IN

IN

t suficientemente grande, concluimos a demonstragao. O
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3.4 Condicao de Palais-Smale

Definicao 3.10. Seja £ um espaco de Banach real. Dizemos que o funcional [ : E' — R
satisfaz a condicao de Palais-Smale se toda sequéncia (Uy) em E tal que |[I(Ug)| < C e

|I'(Uy,)| — 0 em E*, possui uma subsequéncia que converge fortemente em F.
Os préximos resultados mostram que I satisfaz a condicao de Palais-Smale.

Lema 3.11. Suponhamos que as condi¢oes (K1) e (K3) — (K7) sejam vdlidas. Dada uma

sequéncia (Uy) em E tal que
[I(Ux)| <C e I'(Uy) -0 em E, (3.24)
entio a sequéncia (Uy) € limitada em E.

Demonstragao. Consideremos uma sequéncia (Uy) em F satisfazendo (3.24).

Notemos que

1 1 1 1 1)\ &
[(Uy) — ~I'(U)U :(-——) U P+(———> /bix uPde + Iy, (3.25
(k),u(k>k pMHkH MP;W(” | Lk (3.25)

onde

R” K
A condigao (K7) nos diz que existe p > p tal que 0 < puF(z,U) < VF(z,U)-U para todo
(x,U) € R" x R™\ {0}. Assim, VF(z,U) - U — puF(z,U) > 0. Portanto,

Jig = p

Jl,k = dz.

dz > 0.

Consequentemente, em (3.25),

1 1 1 1 1\ <«
100 - gtz (5= L)1+ (5= ) 3 [ vty o
(k’)u(k” pullkll Mpiﬂn()l |

Usando a desigualdade de Hélder, a imersdo continua LP7(R"™,R™) < FE, visto que

op < (p¥ +1)(0 — 1), e pela condicio (K4), concluimos

1 11 1 _ -
R e 1 (R B LA Sy R
K 2 p 1

1
D H

1 1 "
= (=2 )|1=-87 bl
(p M) 1o ;1 4]

1UIP.
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Pelas condicoes (K,) e (Kg),

1 —s;)péubiua >0 e (% - i) S0,
Assim,
IU) = 10U = CUP
Logo,

1 !
ClUP < ](Uk)—;](Uk)Uk

1 !
< |I(Uk) — ;I (Uk)Uy,

1
< |I(Uk)| + ;|1'(Uk)uk|

< |I<Uk>|+/§||f'<vk>|

Como a sequéncia (Uy) satisfaz (3.24), entao |[I(Uy)] < Cy e ||[I'(Up)||g= < Cy. Dessa
maneira,
CllU" < Cr+ Co||U]l-

Por consequéncia, a sequéncia (Uy) é limitada em E. ]

Agora, vamos mostrar que a sequéncia (Uy) dada no Lema 3.11 satisfaz a condigao de

Palais-Smale.

Lema 3.12. Seja uma sequéncia (Uy,) C E satisfazendo as hipdteses do Lema 3.11. Entdo

o funcional I : E — R satisfaz a condi¢cao de Palais-Smale.

Demonstra¢ao. Como E é um espago reflexivo e pelo Lema 3.11 a sequéncia (Uy) é
limitada em £. Entao podemos extrair uma subsequéncia (Uy,) de (Uy) tal que Uy, — U

em E. Vamos mostrar que, a menos de subsequéncia, (Uy;) converge fortemente em £.

Afirmacgao 1:
Z VPV, (Vugkj) — Vu) dz — 0
i=1 /R”

e
> [ @b (o ) ar o
i=1 Y R"

De fato, sejam os funcionais f, f: E — R definidos por

m m

flor =3 [ 19l Vuveds o o)=Y [ a@hul e

i=1 /R" i=1
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em que ¢ = (o1, ,¢m) € E. Como U,, — U em E, entdo f(Ukj) — f(U) e

~

J?(Ukj) — f(U). Assim,

Z |V, P2V, (Vugkj) — Vu) dz — 0
i=1 YR
e
Z/ a;()|u [P~ u; (ugk") - uz> de — 0.
Afirmacao 2: Z/ Uki <u2(kj) _ Uz) dzl = 0.

De fato, pela de81gualdade de Holder

. - NP1 v
/ b 2, (= i) | < [ Al | o)l [~ ] do
p=1 1
N [P p . P\ P
< ([ ] ) ([ ol =)
Rn Rn
(-1 1/p
<l ol | e ol ]
b, (k) (»—1)/p u(-kj) o 1/p‘
‘ po’ ! po’
(r-1)/p p
Como, < H K H ) H hi) _ U; < HUk — UHI/I,?, segue-se que
po po’ J po
. 1) 1
= (u(k]) _ uz> HU ’ (r—=1)/p ||U UH /pz 16l

A condicio (K,) e a imersio continua E < LP7 (R",R™) garantem que Uk || por
seja limitada. Além disso, o Lema 3.11, junto com a Proposicao 3.6 asseguram que

|Us, = Ullper — 0. Isso conclui a Afirmagao 2.

VF(x,Uy) - Uy, — U)da
Rn
De fato, por (3.23)

Afirmacao 3: — 0.

VF(z,Uy,) - (Uy, — U)‘ <e [ A@)\UP UL, - Ul + c/ A@)|Ux, 9| Ux, — U
RTL R'/L Rn

(3.26)

Vamos estimar as integrais de (3.26) separadamente.

Primeiro, usamos a desigualdade de Holder,

/ A@)|U, [P0, — Ul de = / (A(2)) P[0, P~ (A(@)VP|UL, — U] da

( / AU, ]pdx> o ( / AU, - U\p) .

-1
= [|Uk,| ’LzzmHUkJ — U7, ()

IN
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Pela Proposicao 3.4, existe C' > 0 tal que \|Ukj|’z;1 < C’||Ukj\|1"_1 e, pelo Lema
A=)
3.11, ||Uy|P < Ci. Assim, ||Uy|;" < Ch. J& a Proposicio 3.6 garante que
A(z)

Uk, — UHLg(z) — 0, uma vez que, Uy, — u em E. Assim,

/n A(2)|Uy, [P Uy, — Ul dz — 0. (3.27)
De modo anélogo,

/n A(2)|Uk,|"|Ux; — Ul dz — 0. (3.28)

Substituindo (3.27) e (3.28) em (3.26), concluimos a Afirmagao 3.
Finalizadas essas afirmacoes, vamos mostrar que Uy, — U em E.

Por hipétese, I'(Uy,) — 0, isto é, ||I'(Uy,)|

g+ — 0. Como

_ 1" (U, )¢
pr = SUp ———

117 (Us, )]
peE\{0} HSOH

?

logo |I'(Uk,)¢| < ellg|| para todo ¢ € E\ {0} e todo € > 0. Em particular,
\I'(Uy,) (U, — U)| < €||Ux, — Ul|. Usando que (Uy,) é uma sequéncia limitada em E e

tomando e suficientemente pequeno, segue-se que I'(Uy,)(Uy, — U) — 0. Por outro lado,
IO, -0) = Y [ 92w <)+ a@l® Pl @) - ) do
i=1 VR"
+ Y / bi(2)[ul™ P20 W) —wyde+ [ VE@,U) - (U, - U) da.
i=1 /R" Re

Com as Afirmacoes 2 e 3, concluimos que
Z/ |Vu§kj)\p_2Vu§kj)V(u§kj) —u;) + ai(x)|u§kj)|p_2u§kj)(u,§kj) —u;)dr — 0. (3.29)
i=1 YR"

Agora, vamos analisar dois casos: quando p > 2 e quando 1 < p < 2.
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Quando p > 2, pelo Lema A.2,

Uy, — U|IP = ZHuZ(kj)_ui P
E;
_ Z/ — VP + ai(@) i — P da
(kj) 1 p—2 2
< = i) |p p—
<o Z/n(|Vul 2w — |V P2 V) (V) — V)

LS ) ) -
pil "

1 ; , ,
- 23 [ 1w vl - 9w+ )l

c
pil

Sy / VP V(Y™ — V) + ay() el s
p =1 JRn
Por (3.29) e pela Afirmagao 1, concluimos que
Uy, > U em FE.

Quando 1 < p < 2, da mesma forma,

p
E;

U = UIP = 3 ™ —
=1

= > [Vl - Vul  a@)u - i de,
i=1 YR"

Igual ao que foi feito na demonstragao do Lema 1.17, segue-se que

m (fRn IVul™) — VP dac)

dx

(kj) o (kj)

— w)

— ;) dx.

= (fRn<|Vu§’“”|+|wz-y>pdx) T [Vl

. 2/
(fR” a;(z — P d:c) :

2/ kj) vu2|2
n (V)

m o Ui
a;(x .
2 (Jor ai(a ’“J’| ) Z / ' '

| + Juil
Pelo Lema A.2,

i”: (f]Rﬂ Vul™) Vui|p)2/p

([ (90| 4 V] )

v

1y (kj)p—2 (k) _9 (k;)
(2—p)/p < Cle/n(lvul P72V — [V [PV ) (Va7 — V)

(3.30)
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e

(k) 2/
o Jrn @i(@)ug 7" — ual? m | . |
> C ) < 253 [ a@u™ P - jupru)@® —w).

k (2-p)/p c ¢ ? ¢
T (i i) (0] 4 Juil ) =
( Rn Y1 1 1
(3.31)
Somando (3.30) e (3.31),
. 2/p . 2/p
p m <fRn \Vugkj) — VP dx) m (fR" ai(x)\ugk’) — u;l? dx)
0k = , (2-p)/p , (2-p)/p°
T (Jen (19 4 [T e dz T (fir i) (] + i o)
Concluimos que,
Jog < Jog + Jsk, (3.32)

onde,

1 « . | |

Fok=— / (V™ P2Vl — |V, P2V u) (Vl™ — V) da

Poj=1 IR

e
1 « . | |
Fo= =30 [ o)l p 2 = )@ - w) da.
P =1 "

Da Afirmacao 1 e de (3.29), resulta que Jy + J3, — 0, quando k — oc.
(\Vugkj)H]VuiDpdx,/ a;(2)([u™ | + u;)? dz sdo

n n

Agora, notemos que os termos /
limitados, pois a sequéncia (Uy) é limitada em E. Como Jyj + J5; — 0, quando k — oo,

entao
(kj) » 2 (kj) » 2/v
Vu; 7" — V| —0 e a;(x)|u; 7 — wl — 0 quando k — oo.
Rn n

Assim,

Uy, > U em FE.

Suponha que / (IVul™ | + |V [P dz — 0 e / ai(z)(|u™] + Jui])? dz — 0. Como

n n

/ VP da < / (IVul™| + [V |)? de
n R'n

[ a@hupds < [ afe)(a)+ july do,

concluimos que U = 0. Substituindo U = 0 em (3.32),

N N
m <fRn |Vul(-k7)|p dx) ! m (fRn ai(x)|u£k’)|p d:v) !
A o) =R o) @)
T (Jan (9™ az) T (fy al) (a7 )
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e, como Jyj + J3 — 0, segue-se que U, — 0 em F.
Por outro lado, se / (IVul™ |4+ |V da ou / a;(2) (Jul™ | +]u;))P da ndo convergem
R™ Rn

para 0, como Jo, + J3; — 0, entdo, por (3.32),

. 2/p . 2/p
(/ ]Vuf i) _ Vu,|? dx) + (/ al(x)\ug i) _ w;l? d:c) — 0.

Sejam
1 1
(k5) (2-p)/p © L2’kj - (k;)
(fur (9| + [Fai] o 2 (S ac() (a1 + ] dz

Lyy, = )(2p)/p’

assim,

min { Ly, Lo, } 22/P ||l — |2 < o

Como [I(ug) — ¢ > 0, a menos de subsequéncia, existe um ¢ > 0 tal que os termos

. (2-p)/p . (2-p)/p
(/ (|Vu£ ])| + | V)P dx) : (/ az(x)(|u§ J)| + |ui|)pdx) > 0. Isso, junto

com o fato de que Jy i, + J3 — 0, quando k — oo, permite-nos concluir que
Uk:j —U em FE.

Portanto, Uy, — U em E e o funcional [ satisfaz a condigao de Palais-Smale.

3.5 Demonstracao do Teorema 3.1

Pelo Lema 3.12, o funcional I : E — R satisfaz a condigao de Palais-Smale. Além
disso, o Lema 3.8 garante a existéncia de constantes p,y > 0 tais que ]|aBp > 7, e, pelo
Lema 3.9, existe e € E'\ 0B, tal que I(e) < 0. Assim, usando o Teorema A.12, concluimos

que [ possui um valor critico ¢ > 7, o qual é dado por

c=1inf max I(U),
g€l Ueg(]0,1])

onde I' = {g € C'([0,1], E) : g(0) = 0;g(1) = e}. Isso nos diz que o problema (1.1) tem

uma solucao no nivel minimax.

Por fim, notemos que, se F(z,U) for par em U, entdo o funcional I também o é.
Tomando V' = {0} e usando o Lema 3.9, concluimos, pelo Teorema A.13, que I possui

uma sequéncia ilimitada de valores criticos. Portanto, (3.1) tem infintas solugoes.



Capitulo 4

Sobre um sistema de equacoes de
Schrodinger quase lineares com

crescimento exponencial em R"

4.1 Introducao

Neste capitulo, vamos estudar a existéncia e a multiplicidade de solugoes para o seguinte

sistema em R :

—Anur+ ay (@) " Puy = by (@) Jun "+ g1(2) fu(U) + ehas (4.1)

—An Ug + ag(x)|u2\"_2u2 = bg(l’)|U2‘n_QUQ + gg(l’)fg(U) + Ehg;
em que n > 2 e ¢ é positivo. Como no Capitulo 2, as funcoes fi, f» : R x R? = R séo
continuas com f;(x,0,0) = 0 para cada i € {1,2}. Consideraremos a situagao variacional

em que
VE(z,U) = (91(x) f1(U), g2(2) fo(U))

para alguma funcao F : R x R* — R de classe C", cuja notacao VF(z,U) denota o
gradiente de F nas varidveis U = (u;,us) € R?. Sobre R? usaremos a norma euclideana,
isto é,

Ul = V| |* + |uaf*

Para obter a existéncia e a multiplicidade de solugoes fracas do problema (4.1)

consideraremos o mesmo espaco variacional estudado no Capitulo 3, no caso em que

101
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p = n, ou seja, o subespaco E = E; x Ey de W'(R™,R?), em que
E;, = {u € Wl’"(R”);/ a;(z)|u|" dz < oo} para cada ¢ € {1,2}.

Os espacos F; sao como os espacos estudados no Capitulo 2. Denotaremos a norma de

cada espaco F; por || - ||z,

Como consequéncia das Proposicoes 1.7 e 1.8 o espago £ munido com a norma

9 1/n
101l = (Z ||ui||%i)
=1

é um espaco de Banach reflexivo. Além disso, fazendo-se p = n na Proposicao 3.3, segue-se
que a imersdo de £ em WH"(R", R?) é continua.

Dizemos que U € F é uma solugao fraca do problema (4.1) se, para todo V' = (vy,vs) €
E e para cada i € {1,2}, vale

/ (]Vui|"_2Vuini +ai(:1:)\u,-|"_2uivi)dx —/ bi(;v)]ui\"_Quivi dz

n

Rn

Sobre os potenciais a;(x), consideramos as condigoes:

(A1) a; : R" — [0,400) é uma fungdo mensuréavel e a; € L7 (R") para cada i € {1,2};

loc
o
As) M\ = f ——>0
(o) A= B 1T

Sejam {2 um subconjunto aberto de R" e s > n, definimos

U n
VS(Q) - inf u’
vewg e\ o} [|U][}

e v4(f)) = co. Para obter um resultado de compacidade, vamos considerar as seguintes
hipdteses:
(A3) lim v,(R™\Bg) = o0;
R—oo

(Ay) Existem uma funcao A(x) € L5 (R™), com A(x) > 1, e constantes 5 > 1, ¢g, Ry > 0
/8
1+ ( min {az(x)}) :

tais que

Az) < ¢

1<i<m

para todo |x| > Ry.
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No que diz respeito as fungoes g;(x), assumimos que as mesmas sao estritamente
positivas e que podem ser ilimitadas em z, desde que seus crescimentos sejam controlados

pelos potenciais a;(x). Mais precisamente,

(G1) as fungoes g; : R" — [0, +00) sdo continuas para todo i € {1,2} e existem A\g, Ag > 0
tais que

Ao < gi(z) < AgA(z) paratodo z € R™

Para simplificar algumas estimativas, vamos assumir f;(s) = 0 para todo s € (—o0, 0]

e cada ¢ € {1,2}. Além disso, suponhamos que F(x,U) satisfaga as seguintes condigoes:

F
(F}) F:R"x R™ — R éde classe C' e lim VF(z,U)l

=0t A(z)|U|n! =0

(Fy) cada f; tem crescimento exponencial critico em +oo, isto é, existe ag > 0 tal que

lim fi(U)e—a|U‘n/(n71) _ O, Y o > ap,

Ul—
1= +oo, Vo< ag;

(F3) existe um ndmero p > n tal que
0<p|F(z,U)| <U-VF(z,U),
para todo (z,U) € R" x R*\ {0}.
(Fy) existem constantes Sy, My > 0 tais que para todo |U| > Sy

Em relacao as fungoes b;(x), assumimos que
2
(B1) b : R" — [0,400) sdo fungdes mensurdveis tais que Z lbille < S,
i=1
to := on/(c —1) para algum o e S, é a melhor constante para a imersao de Sobolev

E — L'"(R™ R?), isto 6,

em que

U]l

= 1m .
© 7 vervoy [[U]ly,

Agora, vamos enunciar nossos principais resultados.

Teorema 4.1. Suponhamos que (A1) — (A4), (G1), (F1) — (F3) e (By1) sejam satisfeitas.
Entao existe e1 > 0 tal que se 0 < & < €1, o problema (4.1) tem uma solu¢ao fraca com

energia neqativa.
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Teorema 4.2. Suponhamos que (A1) — (A4), (G1), (F1) — (Fy) e (By) sdo satisfeitas, e,

além disso, assumamos que

E5) existem constantes p > n e C, > 0 tais que
( p p q

F(:Ca‘gl) > %|51’p7
p

onde Sy = (s1,0),

C, >

o (B NI (p =\ o\
p ﬁ_]_ P ay, \/92n—1

1/n

g — i U [Vul" + ar(@)lul" da)
p u€Fn (fRn ’u|p dl’) 1/p

Entao existe €5 > 0 tal que, se 0 < & < &9, 0 problema (4.1) tem uma sequnda solugdo

fraca.
Observacao 4.3. A hipdtese (Fy) poderia ter sido considerada para a dire¢ao i = 2.

Teorema 4.4. Suponhamos que (A1) — (Ay), (G1), (F1) — (Fs), (B1) sejam satisfeitas e

h =0, entao o problema (4.1) tem uma solugao fraca nao trivial.

4.2 Alguns resultados preliminares

Nesta segao, justificaremos alguns resultados técnicos que serao utilizados nas

demonstragoes dos resultados principais.

Proposicao 4.5. Se as condigoes (A1), (As) e (Ag) forem wdlidas, entdo a imersao

E — Lix(x) (R™, R?) ¢ continua para t > n.

Demonstracao. Daremos apenas a ideia, pois essa ¢ andloga a demonstragao da Proposicao
3.4, trocando as imersoes E; — W'P(R") para todo i € {1,...,m}, WH(R") —
LE=P/B-D(R™) para todo p — 1 < t < p?, E — WWR",R™) ¢ WP(R",R™) <
L' (R™,R™) para todo p — 1 < t < p*, por E; — W'™(R") para todo i € {1,...,m},
Wh(R") s LE=/G-D(R™) para todo t > n, E < W (R",R?) ¢ W (R",R?) —

L'(R™ R?) para todo t > n, respectivamente.
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O préximo Lema garante que a condigao (As) é valida para todo t > n.
Lema 4.6. Seja {2 um subconjunto aberto de R" e n <t < oco. Entao
() = C (ra(2))" (42)

onde 01 é um nimero firo em (0,1). Além disso, se I%im v,(R"\ Bg) = oo, entdo
—00

]%im v (R™\ Bg) = 0o, para todo t > n.
—00

Demonstracao. Esta demonstracao é analoga a demonstracao do Lema 3.5, porém com
os argumentos que foram utilizados no Lema 2.6. De fato, pelo Teorema A.6, para cada

ie{1,2},

1
lualle < Cllusll *IVuilly, - com =

Logo,

sl < Cllull =" | Veuillf?, - com 6 € (0,1).

n
Sabemos que, para cada i € {1,2}, |[Vulln < [Jwillin, e, pelas imersdes continuas

E; — W'™(R"), obtemos,

luilly < Cllall " luill % para cada i € {1,2}. (4.3)
Como,
sl < MU e Jluallf < U para cada i € {1,2},
entao,

2 2
Do lwllEOm < 2UIE e Y il < 200 (4.4)
i=1 i=1

Além disso, sabemos que as normas em R? sdo equivalentes, entao existem C; e Cy tais

que,

2 2 n 9 n/t
> il = Cy (Z Huillt> > Cy (Z ||uz'|!§> = Co||U||}- (4.5)
i=1 i=1 i=1
Substituindo (4.4) e (4.5) em (4.3),
Ul < o= o).

Quando U # 0, usaremos esta desigualdade da seguinte forma:

1 1

. . (4.6)
U1 = o8 o)
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Pela definigao de 1,(£2) e (4.6),

(D) = "
vewl™ @m0\ {oy U7
"

T vewdn@.rmnoy CU|S U |on
. "
vewsm @, Em\{oy ||U]|5 " |U|[en

U (1-6)n
. [ HH)
vewy " (2,Rm\{o} ||U]|n "
[HUH"]“)
11 T
vewy @2, rm\oy LU

= 5 (@)

V

>

Ql— Ql= Ql~ Q=

Isso conclui a desigualdade (4.2). O

Proposicao 4.7. Se as condigoes (A1) — (Ay) forem satisfeitas, entdo E estard imerso

compactamente em L'(R™ R?) e em Ly (R™, R?) para todo t > n.

Demonstracao. Essa demonstragao ¢ andloga a demonstragao da Proposicao 3.6, porém
usando as imersdes continua de £ em W' (R™ R?) e compacta de W'™(Bg, 1, R?) em
L'(Bpry1,R?) para todo t > n, ao invés das imersdes continua de £ em WH(R", R™) e
compacta de W' (Bgy1, R™) em L'(Bg, 1, R™) para todo p—1 < t < p*, respectivamente.

O

Proposicao 4.8. Se as condigoes (A1) — (A2), (A4), (G1), (F1) — (F2) e (By) forem
satisfeitas, entao, para todo U € E et > n,
/ A@)|U]o(|U]) d < oo. (47)

(2n—1)/2(n—1

Além disso, se 2 Ja||U|™ Y < oy, entdo, para todo t > n.

| Awre.u) s < o,

Demonstrac¢ao. Primeiro, vamos encontrar uma estimativa conveniente para a funcao

@, (|U]). Notemos que,

|U|2n/(n—1) _ (ui + u%)n/(n—l) < 21/(n—1)(u§n/(n—l) + ugn/(n—l))’

Assim,

|U’n/(n—1) < 91/2(n—1) (u?/(nfl))2 + (ug/(nfl))z] 1/2
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Usando que as normas em R? sdo equivalentes,
U1 < 12D U?/(nfl) + ug/(nfl) ' (4.8)
Por outro lado, como |u;["™/ "= < |U["/=Y para todo i € {1,2}, entdo
|u1|"j/(”‘1) + ‘u2|nj/(n—1) < 2’U|nj/(n—1)‘
Portanto,
— U/ =) < _%(|ul|nj/(n—1) + Jug [/ (1), (4.9)

Como a fungao ®,(|U]) é crescente, segue-se, por (4.8) e (4.9), que

o 22 g/ (e
D, (U]) = e 3 U

|
§=0 I
2 il
< €a21/2(”—1)(u;’/("_l)+u§/(”_1)) Z o’ <|u ‘nj/ n—1) _|_ |u |n]/(n 1))
j=0
Pela desigualdade de Young,
1 een-v2m-n, /(=1 1  g@n-1)/2(n—1),n/(n=1) 1 — 2a nj/(n—1) nj/(n—1)
‘I’a(\U|)S§6 ! + 3¢ 2 —5270“ | + |ug| )
=07
1
< 5 [@azen-n/20-n) (1) + @aaen-1/20-1 (u2)]

Assim, encontramos a seguinte estimativa para a fungao @, (|U]):

|U| Z (I)a2(2n 1)/2(n—1) (ul)

Usando mais uma vez que as normas em R? sdo equivalentes, obtemos que existe uma

constante C tal que,

2
Ch
U"®,(|U]) < 7(|u1|t+ |us|") Zzl@azm b2 ().
Isso implica que,
C 2
/ A@IUI (0 de < O / A@) (] + 1)) 3 B gon-sy 21y (1) da. (4.10)
R™ Rn

i=1

A Proposicao 2.8 garante que

/ A(2) [ug) ' ® pg@n-1)2-1) (u;) dz < o0 para todo i € {1,2}.
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E, por argumentos andlogos aos utilizados na mesma Proposicao 2.8, obtemos

/ A(x)|u1‘t¢a2(2n71)/2(n71)(u2) dx < 00

A(2) [ug[*® g @n—1)/200-1) (u1) dz < 00.
Rn

Isso, junto com (4.10) ,mostra (4.7). Para finalizar a demonstra¢do, usamos mais uma

vez a Proposicio 2.8. Como a2~ D/20=0 17| |n/(n=D) < o, segue-se que
/ A(2)|ui] @ pg@n—1/2m- (u;) do < C|ugl|y,  para todo @ € {1,2}. (4.11)

Usando argumentos analogos aos que foram utilizados na Proposicao 2.8, é possivel

mostrar que

/ A(CL’)|U1|tq)a2(2n—1)/2(n—1) (UQ) dx S C||U1||§51 (412)

[ Al s ) o < Clals, (4.13)
Substituindo (4.11), (4.12) e (4.13) em (4.10), concluimos que

[ A@weonas < Clully, + Clul,
Portanto,

| Awwrequpa < o

4.3 Formulacao variacional

O funcional [ : E — R relacionado ao problema (2.1) é dado por

[(U) = %HUH” - %Z/R b g dr — /R F(o,U)de =23 (hud. (414

Esse funcional estd bem definido, uma vez que o Lema 2.9 garante que

2
Z/ bi(x)|w;|" do < oc.
1/:1 n
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Lema 4.9. Se (F\) — (F3), (B1) e (G1) forem satisfeitas, entao |F(z,u)|dz < oo.
R
Além disso, para ¢ > 1

]F(a:,U)]dwge/ A(x)]U]”dijC’/Rn A()|U|" 0, (|U]) da. (4.15)

n

R”
Demonstra¢ao. Primeiro vamos mostrar uma desigualdade que é consequéncia das

condigoes (Fy) — (F3) e (Gy).
Pela condicao (F7), dado € > 0, existe > 0 tal que
|VF(z,U)| < eA(z)|U|™! sempre que 0 < |U| <.
Usando a condigao (Fj3) segue-se que
|F(z,U)| < eA(z)|U|" sempre que 0 < |U| < 6. (4.16)

Por outro lado, a condigao (F3) garante que, para cada a > «y,

: LU
Ultoo Do (JU))

ou seja, dado € > 0, existe v > 0 tal que

Ifi(JU])| < e®o(JU|) sempre que |U| > 7.

Por (G,),
|9i(2) fi(IU])] < eAoA(2)2a(|U]).
Assim,
U-VF(z,U)| < Z|9i(37)fi(U)Hui|
< €AoA($)@a(|U|)Z|Ui|-
Logo,

|U-VF(z,U)] < melgA(x)P,(|U])|U| sempre que |U| > 6.
Substituindo na condi¢ao (F3), obtemos

|F(a,U)] < %aAoA<x><ba<|U|>|U|

m 1

< ———eMNjA(z)D ot
< T EhA@ R (U)IU]
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Como |U]| > 7,
Fa.0)] < D ehoA(@),(UU]
) = 1 ’Yq 0 a .
Portanto,
|F(z,U)] < C.A(x)®,(|U)|UI™  sempre que |U| > 7. (4.17)

Por fim, no caso em que |U| € [d,7], segue-se que ®,(0) < P,(|U]), para todo
\U| € [6,9], pois ®, ¢ uma fungdo crescente. Assim, 1 < (®,(5))'®,(|U]), para todo
|U| € [0,7]. Como f;(|U]) é limitada para todo |U| € [d,~]. Assim,

lf:(JU])| < Cy paratodo |U| € [d,7]
< Co(P4(0) ' @4 (|U])  para todo U] € [4,7],

ou seja,
Ifi(IUDI < CP(|U]) para todo  [U] € [6,7].
Por (G),
19:(2) fi(IUD] < CAA(z)@a(|U])  para todo  |U] € [4,7]. (4.18)

A condigao (F3) nos diz que
1 1
|F(z,U)| < ;|U'VF(I, U)l < ;Z|gi(x)fi<|U|)||ui|'
i=1
Assim, por (4.18), para todo |U| € [4,7]

|F(z,U)] < %MMM%WWWI

m 1
— ——NgA(2)®(|U)|U|7.
PRTHITRG (@)@ (U]
Como |U| > 4,
1
F@U) < o AA@)Ra([UIUI™,
ou seja,

|F(z,U)] < CA(x)®,(JUN|UJ"™  sempre que |U] € [6,7]. (4.19)
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Por (4.16), (4.17) e (4.19), para todo |U| € R e x € R?,
|F(z,U)] < eA@@)|U]" + CA(z) 2o ([UN)U]".
Assim,
. |F(z,U)|dx <e . A(x)|U" dx + C- /Rn A(2)|U|" @, (|U]) da.
Consequentemente, pelas Proposigoes 4.5 e 4.8,

|F(z,U)|dx < oc.

Rn

|F(x,U)|dx < eCi||U||" + C||U|| @, (|U)). (4.20)

R

]

Além disso, de forma andloga ao Capitulo 2, é possivel mostrar que o funcional

I:E— Rédeclasse C'(E,R) e

2

2
(r'w),v) = Z/ (|Vu;|" 2 Vu; Vg + ag(z) Jug | 2uzv;) da — Z/ bi(2)|u; " *uv; dar
i1 n 0 n

i=1

2
_/ VE(@,U)-Vdzr Y e(h,v),
n =1

para todo V' € E. Por conseguinte, pontos criticos de I sao solugoes fracas de (2.1).
A condicao geométrica do Teorema do passo da montanha para o funcional I é

estabelecida pelos proximos dois lemas.

Lema 4.10. Se (A1) — (A2), (A1), (G1), (F1)— (F2) e (By) forem satisfeitas, entao existe

g1 > 0 tal que, para 0 < ¢ < €1, existe p. > 0 tal que
I(U) >0 sempre que ||U|| = pe.
Além disso, p. pode ser escolhido de tal modo que p. — 0 quando € — 0.

Demonstragio. Seja p > 0 tal que 220~ D/20=Dgpn/(n=D < e |lul| < p. Por (4.20),
pela desigualdade de Holder e pela Proposicao 4.6,

2 2
1 n ]' n n
IU) = ~[[U)" = = [billolluillz — CalUI" = CEUIN™ =& > 1Al ]
i=1

i=1
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Como ||lu;||%, < ||U||%,, para cada i € {1,2}, entao

|U||

1 n O"n n
1(U) > —|U||" - Zubua—ecluvu N eZHhH ]

Como |ju;|| < ||U]] para cada i € {1, 2}, segue-se de (By) que

. lUlmsE & .
—U|| ——“anna—saHUH — CjUu|rtt - s||UHZ||h||

i=1 i=1

1
n
Siy" 2 n +1 -
= (n et —— Zl|b¢||o> U™ = CU e =T (il
i=1 i=1

~
S
| v

1 St ) 2
1) = {(5 —eCi-— ) ||bi||a> ol = Cellu)t ey ||hz~||*} 1l
i=1 i=1

Assim, existe p. > 0 tal que I(U) > 0 sempre que ||U|| = p.. De fato, para ¢ > 0

suficientemente pequeno e ¢ > n, podemos escolher p. > 0 tal que

Lo =SS g, ) - e > 0
n n 4 R <0

Portanto, para € suficientemente pequeno, existe p. > 0 tal que I(U) > 0se ||U|| = p.. O

Lema 4.11. Suponhamos que (A1) — (As), (G1) e (F1), (F3) e (By) sejam satisfeitas,

entao existe e € E com |le|| > p. tal que

I(e) < ”Uiﬁ1:prI(U).

Demonstracao. Seja ¢ € Cg°(R™)\{0} com suporte compacto, K = supp(p) e ¢ > 0.
Suponhamos que |U| > 0. Fazendo m = 2 na demonstracao do Lema 3.9, deduzimos,

pela hipétese (F3), que existe uma constante positiva C' tal que
F(z,U) > C|U|*, (4.21)

para todo (z,U) € R™ x (R*\ {0}). Assim, para todo tU = (tp,0), temos

tn
1) = Zhel =% [ n@lerde= [ P te0)do—te(h.g)
t" "
< Sl [ w@lelde = [ o, (tp.0)) dn — tefiu, )
< Dol - T - ot [ Jopds - te(iu,g)
n n K

1
_ (—w—a) = [ foltdr — telin, ),
n K
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o qual implica que I(t(y,0)) — —oo quando ¢ — oo. Considerando e = #(p,0), com ¢

suficientemente grande, concluimos a demonstracao.

]

A fim de encontrar uma bola apropriada para usar um argumento de minimizagao

precisamos do seguinte resultado.

Lema 4.12. Suponhamos que as condicoes (A1) — (Az), (G1), (F1) e (By) sejam
satisfeitas, entdo existem n > 0 eV € E com |V| = 1 tais que I(tV) < 0 para todo

0<t<mn. Em particular,

co= inf I(U) < 0. 4.22
O Wwl<n () (422)

Demonstracao. Seja v; € E; a unica solucao do problema
—Apu+ai(z)|ul""*u = h; in R"™
Assim, para hy; # 0, temos
(hi,v1) = [lor[|, > 0.

Para t > 0, seja V' = (v, 0). Entao

d
EI(tV) = tn_1||1}1||%1 - tn_l/ bl(l')|1)1|n - / gl(a:)fl(ﬂ/)vl dz — 8<h1,1)1>.
Rn

n

Desde que f1(0) = 0, por continuidade, segue-se que existe n > 0 tal que

d
El(ﬂ/) < 0, para todo 0 <t <.

Usando que I(0) = 0, temos que I(tV) < 0, para todo 0 < t < 7. O

4.4 Nivel minimax

A fim de obtermos uma informacgao mais precisa sobre o nivel minimax obtido pelo

Teorema do passo da montanha, provaremos o seguinte lema.

Lema 4.13. Seja U : [0,400) — R definido por
" n
V() = NG - [ Py de,
R
em que U, = (u,,0) € E e u, foi obtida no Lema 2.15. Suponhamos que (G1) e (F5)

sejam validas. Entao

max U (t) < - (5_1)n <%>n_l L (4.23)

t>0 n np o 22n—1
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Demonstragao. Pelo Lema 2.14,

Sp = [luply, com lu,l[, =1. (4.24)
Por (F5),
C Cyt?
/ F(z,tU,) dz 2/ —LItU, [P dz = -~ / |u,|? dz.
n n p p Rn
Assim,
t" C,tP
U(t) < —lupllp, — —— Pdx.
) < Tl - 2 [ Julds
Por (4.24),
t" C,tP " C
U(t) < —8S" — 22— < max {—Sn tp—p}
n p >0 | n p

Observemos que a fungao

t C
h(t)=—S) — -2
() =8 -t

gn 1/ (p—n)
atinge seu valor maximo em t = (%) . Assim,
p

n SP n/(p—n)
max {t—SZ — tp%] = (l — 1) (—p> )
t>0 | n P n o p Cp

Por outro lado, usando a condigao sobre C), em (F}), deduzimos que
1 1) /Se\/e _1(p-1 "\ 1
n p)\C, n \ npB Qg V/22n-1

1/B8-=1\"[a,\"" 1
woo< (57) () =

Portanto,

]

Observagao 4.14. Segue-se imediatamente que se € for suficientemente pequeno, entao
1/B8=1\"[a,\""' 1
max {/(tU,)} < — — .
A} n( np ) (ao) Nz

4.5 Resultados principais

Diferentemente dos capitulos anteriores, nao faremos as demonstracoes dos resultados
principais de forma detalhada, visto que a semelhanca nos argumentos com capitulos
anteriores poderia tornar a leitura cansativa. Por isso, faremos uma breve justificativa

sobre como sao determinadas as solugdes do problema (4.1).
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4.5.1 Demonstracao do Teorema 4.1

Suponhamos que as hipéteses (A1) — (A4), (G1), (F1) — (F3) e (B1) sejam validas. Seja

p. como no Lema 4.10. Podemos escolher €; > 0 suficientemente pequeno tal que

=1\ 1
pe < B \ag =t para todo ¢ € (0,&y).

Sendo B, um espago métrico completo com a métrica dada pela norma de E, convexo,

e tal que o funcional I é de classe C' e limitado sobre B,.. Pelo principio variacional de

Ekeland (Teorema A.15) existe uma sequéncia (Uy,) em B,_ tal que

[(U) = co= inf IU) e |I'(U)]. — 0.

1U11<pe

B—1(a,\" V"1
Uil < pe < —
H k” — pE Bn Oé() \/W7

a partir de argumentos anélogos aos utilizados no Lema 2.20, é possivel deduzir que (Uy)

Observando que

possui uma subsequéncia que converge fortemente para uma solugao Uy do problema (4.1).

Portanto, I(Uy) = ¢y < 0.

4.5.2 Demonstracao do Teorema 4.2

Para provar este teorema, assumimos as hipdteses (A;) — (A4), (G1), (F1) — (Fs) e (By)
e, mostramos através dos Lemas 4.10 e 4.11, que [ satisfaz a geometria do passo da
montanha. Assim, aplicando uma versao do Teorema do passo da montanha sem a

condigao de Palais-Smale (Teorema A.14), obtemos uma sequéncia (V) em E satisfazendo

I(Vi) = e >0 e ||[I'(Vi)]

E*_>07

onde cp; € o nivel do passo da montanha. Agora, de forma andloga ao Corolario 2.19,
concluimos que a sequéncia (V}) converge fracamente para uma solugao Uy, do problema
(4.1). Com isso, mostramos que V;, — Uy em F e Uy — Uy em E. Para provar que
as solugoes Uy, e Uy sao distintas, usamos argumentos semelhantes aos utilizados na
demonstragao do Lema 2.25, porém ¢é fundamental a estimativa (4.23) do nivel minimax

obtida na Proposicao 4.13.
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4.5.3 Demonstracao do Teorema 4.3

Procedendo como na demonstracao do Teorema 4.2, obtemos uma solucao do tipo passo
da montanha Uy, para o problema (4.1). Para mostrar que essa solu¢ao é nao trivial

argumentamos como na Secao 2.7.



Apeéendice A

Resultados Auxiliares

Neste apéndice, apresentaremos alguns resultados que foram utilizados ao longo de toda

a tese.

Lema A.1. Sel <p<oo,a>0eb>0, entao
(a+b)P < 2771 (a? 4 bP).

Lema A.2. [40, Lema A.05] Sejam z,y € R" e (-,-) o produto interno canénico em R".

Entao
_9 9 Cp|x - ylp se p > 27
(|~ = |yl "y, —y) = |z — y|?

Cp-——— Sse 1 <p<2
(] + [yl)2r
Teorema A.3. [12, Corolario 9.14] Seja Q um subconjunto de R". Se 1 < p < oo, entdo

as imersoes a sequir sao todas continuas:

« 1 1 1
(i) se p < n, entdo W'P(Q) — LP (Q), em que — ==
p p n

(ii) se p =n, entdo W'P(Q) — LI(Q) para todo q € [p, +00).

Teorema A.4. [12, Teorema 9.16] Seja 2 um subconjunto de R", limitado e de classe

C'. Entdo as imersoes a sequir sio todas compactas:

- )

1 1
(i) se p < n, entdo W'P(Q) — LI(Q) para todo q € [1,p*), onde — = —
P n

D=

(ii) se p =n, entio WHP(Q) — L4(Q) para todo q € [p, +00).

117
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Teorema A.5. [12, Teorema 9.9] Seja 1 < p < n. Entdo a imersio W"P(R") — LP"(R"™)

¢ continua e eziste uma constante C = C(p,n) tal que

p < Ol Vully,

[ u
para todo u € W'P(R™), p* = pn/(n — p).

Teorema A.6. [32, Proposigao 8.12] Sejam Q um subconjunto de R", 1 <p<mnel <
r < oo. Entdo a imersdo existe uma constante C = C(p,n,0) tal que u € WP(Q)N L™ ()
e

lullg < Cllully =" [Vullp,

1 (1 1) 1-6
R )+ )
q P n T

Teorema A.7. [12, Teorema 4.9] Sejam Q um subconjunto aberto de R™, (fx) uma

comf>0sep=n2>2,

sequéncia de fungoes em LP(Q) e f € LP(Q) tais que ||fx — fll, = 0. Entdo existe uma

subsequéncia (fr,) e uma fung¢ao h € LP(§2) tais que
(i) fx,(x) = f(x) quase sempre em €,
(ii) |fx(z)| < h(x) quase sempre em 2.
Uma versdo desse resultado foi provado em [30] para os espagos W™ (R™).

Teorema A.8. [30, Proposicio 1] Seja (uz) uma sequéncia em W' (R™) que converge
fortemente. Entdo existe uma subsequéncia (uy,) de (uy) e uma funcio v € WH™(R™) tais

que |ug, (z)| < v(z) quase sempre em R™.

Teorema A.9. [16, Lema de Brezis-Lieb] Sejam ©Q um subconjunto de R™ e (uy) uma

sequéncia em LP(Q), 1 < p < oo, satisfazendo:
(1) [Jurl, <C, C R
(i) ux — u quase sempre em €.

Entao

i (e = e =) =

Como consequéncia dos resultados apresentados por Lions em [35] e [36], temos o

seguinte resultado:
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Teorema A.10. Sejam r > 0 e p < s < p*. Se (ug) € uma sequéncia limitada em
WP(R™) tal que
sup / lug|Pde — 0 quando k — 400,

B(z,r)

z€R™

entdo ||ug||s = 0 para todo p < s < p*.

Lema A.11. [52, Lema 2.1] Sejam o > 0 e u € W' (R") definimos a funcdo ®, por

n—2

D, (s) = ealsi™t*=D Z

Jj=0

Ses>0,p>1en>2, entao

[©a(s)]" < Pa(ps).

Os proximos dois resultados sao devidos a Ambrosetti-Rabinowitz e conhecidos como

Teorema do passo da montanha.

Teorema A.12. [47, Teorema 2.2] (Teorema do passo da montanha) Sejam E um espago
de Banach real e I € C*(E;R) satisfazendo a condicdo de Palais-Smale. Suponhamos que
I(0)=0ce

(i) existem constantes p,y > 0 tais que I|pp, > 7,
(ii) existe e € E'\ 0B, tal que I(e) < 0.
Entdao I possui um valor critico ¢ > v, o qual é dado por

c¢=inf max I(u),
9€T" ueg([0,1])

em que I' = {g € C([0,1], E) : g(0) = 0, 9(1) = e}.
Uma versao mais geral é a seguinte:

Teorema A.13. [47, Teorema 9.12] (Teorema do passo da montanha generalizado) Sejam
E um espaco de Banach e I € C'(E,R) um funcional par que satisfaca a condicdo de
Palais-Smale com 1(0) =0. Se E =V @& X, onde V' € um espago de dimensao finita, e I

satisfaz
(i) ewistem constantes p,y > 0 tais que I|op,nx > 7, €

(ii) para cada subespago de dimensdo finita E C E, existe R = R(E) tal que I < 0 em
E\BR(E)7
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entao I possui uma sequéncia ilimitada de valores criticos.

A seguir enunciamos uma versao do Teorema do Passo da Montanha sem a condigao

de Palais-Smale, o qual é uma consequéncia do Principio Variacional de Ekeland.

Teorema A.14. [20, Teorema 5.1] (Teorema do passo da montanha) Sejam E um espago
de Banach real e I € C*(E;R). Suponhamos que exista uma vizinhanca U de 0 em E e

0 > 0 tais que I satisfaca as sequinte condigoes:
(i) 1(0) = 0

(ii) I(u) > 6 na fronteira de U;

(iii) eziste e # U tal que I(e) < 0.

Entao, para o numero ¢ definido por:

c=inf max I(g(t)) >4,
g€l ueg([0,1]) (g( )) -

existe uma sequéncia (ug) em E tal que
Iug) ¢ e I'(ug) >0 em E%
em que I' = {g € C(]0,1], E) : g(0) = 0,9(1) = e}.

Outra consequéncia do Principio Variacional de Ekeland que utilizamos é dada no

seguinte Teorema:

Teorema A.15. [20, Teorema 4.4] (Principio Variacional de Ekeland) Sejam E um
espaco de Banach real e I — R um funcional semicontinuo inferiormente de classe C*

que € limitado inferiormente. Entdo existe uma sequéncia (uy) em E tal que
I(uy,) — i%ff e ||[I'(ug)|]« — 0,

quando k — oo.
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