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Resumo

Estudamos a existéncia de solucao fraca global e local no tempo para o sistema
que descreve o fluxo de um fluido assimétrico incompressivel com densidade variavel
em dominios limitados e ilimitados. Primeiro estudamos a existéncia de solucao fraca
global no tempo em um dominio tridimensional limitado. Em seguida fazemos um estudo
sobre a existéncia de solucao fraca local com condigoes iniciais satisfeitas em um sentido
mais forte. Finalizamos com um estudo sobre a existéncia de solugoes em um dominio

tridimensional ilimitado.

Palavras-chave: Solugao fraca.Fluido assimétrico.Dominio ilimitado



Abstract

We study the existence of local and global in time weak solutions for the system
describing the flow of an incompressible asymmetric fluid with variable density both in
bounded and unbounded domains. First, we study the existence of weak global in time
solutions in bounded three-dimensional domains. Afterwards, we study the existence of
weak solutions with initial conditions satisfied in a stronger sense. Finally, we study the

existence of solutions in unbounded three-dimensional domains.

Keywords: Weak solution. Asymmetric fluid.Unbounded domain.
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Introducao

A descricao do movimento de uma porc¢ao de fluido incompressivel no espago tridi-
mensional é formulada matematicamente por duas leis de conservacao da Fisica: a da
conservacao da massa e a da conservacao do momento linear. Entretanto, quando se leva
em consideracao a rotacao das particulas constituintes do fluido, faz-se necessario incluir
uma outra lei da Fisica, a saber, a lei de conservacao do momento angular. Com essa
inclusao, surgem modelos como os chamados Fluidos assimétricos, assim denominados
por terem tensor de estresse assimétrico. Esse modelo de fluido descreve o comportamento
de uma grande variedade de situacoes como, por exemplo, cristais liquidos e certos fluidos
corporeos. Para maiores detalhes remetemos o leitor para [§], [10] ou [19]

O modelo matematico que descreve o comportamento desse tipo de fluido é represen-

tado pelo sistema de equagoes diferenciais parciais acopladas

p(u 4 (u-V)u) — (14 pr) Au+ Vp = 2u,rot w + pf, (0.0.1)
divu =0, (0.0.2)

P (Wt + (u ) V) W) - (Ca + Cd) Aw — (Co +Ccq — Ca) Vdivw+

dp,w = 2p,rotu+ pg, (0.0.3)

pe+u-Vp=0, (0.0.4)

11
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com as condicoes de fronteira e iniciais
u(z,t)=0ew(z,t) =0, (0.0.5)

u(z,0) =ug(z),w(z,0) =wq(z),p(z,0) = po (). (0.0.6)

As funcoes f e g sao dadas e representam forcas externas ao sistema. As constantes posi-
tivas p, i, Co, Cq € cq caracterizam propriedades fisicas do fluido. A hipotese co + cq > ¢,
também serd feita, tendo em conta motivacoes de natureza fisica. As incégnitas no sis-
tema acima sao p, a densidade do fluido, u, a velocidade, w, a velocidade angular e p,
a pressao. A equagao reflete a conservagao do momento linear, a equacao (|0.0.2])
reflete o fato de que a porgao de fluido nao se deforma, o que caracteriza a incompres-
sibilidade do mesmo, a equacao reflete a conservacao do momento angular e a
equagao refere-se a conservacao da massa. Convém notar que, se desprezarmos o
efeito de rotacao, o sistema acima reduz-se as equagoes de Navier-Stokes, que sao objeto
de intensa pesquisa nos dias atuais.

Para se ter uma idéia do estado da arte relativo ao estudo do sistema acima, remetemos
o leitor ao livro de Lukaszewicz [19], bem como as referéncias nele contidas. Em nosso
trabalho trataremos do caso de evolugao nao homogéneo, isto é, com densidade variavel.
Faremos a seguir um breve relato sobre alguns trabalhos que serviram de motivagao para
a formulacdo e o desenvolvimento dos resultados obtidos nesta tese. Em [16], o autor
obtem a existéncia, unicidade e regularidade das solugoes para o sistema assimétrico
homogéneo e estaciondrio (i.e. independente do tempo). Ja em [I7], o autor estabelece
a existéncia de uma tnica solucao fraca global no tempo para o sistema de evolucao
homogéneo, mediante a hipdtese de que a viscosidade € estritamente positiva e de que,
quando a ela comparados, os dados iniciais sao pequenos. Em [I8], considerando as
forcas externas em L?, os dados iniciais ug e wy em H' e a densidade inicial py nao
negativa, mas satisfazendo H Po 1H 13 < 00, 0 autor prova, mediante um argumento de
linearizacao e de quase-ponto-fixo, a existéncia de solucao fraca local no tempo para o
problema de evolugao nao-homogéneo. Em [6], foi obtida a existéncia e unicidade de

solugoes fortes no caso nao-homogéneo de evolucao, através de um processo iterativo.
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Em [20], os autores provam a existéncia de solugoes fracas para o sistema assimétrico no
caso homogéneo e de evolugdo em um dominio dependente do tempo. Em [7], os autores
provam a existéncia e unicidade de solucao forte utilizando um processo iterativo que
envolve problemas lineares para o caso nao-homogéneo. Por sua vez, em [3], os autores
obtém solugao forte local no tempo e a unicidade e resultados sobre soluc¢oes globais no
caso nao-homogéneo de evolucao utilizando um argumento do tipo semi-Galerkin. Por
fim, em [21], os autores mostram a existéncia e unicidade de solucao forte mediande a
hipotese de pequenez dos dados iniciais para o sistema assimétrico no caso homogéneo e
de evolucao.

Vamos nos deter agora em comentar nossas contribuicoes ao estudo dos fluidos as-
simétricos nao-homogeéneos. Nosso proposito € obter resultados sobre existéncia de solugoes
fracas para o problema —, em dominios limitados e ilimitados. Com esse in-
tuito, seguimos a seguinte seqiiéncia. No capitulo 2, fixamos a notacao a ser utilizada
e enunciamos alguns resultados que tornarao o texto mais auto-contido. Evitamos dar
demonstragoes pois os resultados sao classicos e constam na literatura de forma bastante
satisfatéria, tanto em qualidade como em quantidade. No capitulo 3, o principal resul-
tado é o Teorema que estabelece a existéncia de solucao fraca, global no tempo,
para o sistema —, no caso de Q C R3 ser um aberto limitado e a densidade
inicial ser apenas nao negativa. Para fluidos assimétricos, um tal resultado ainda nao
havia sido provado, e foi comunicado em [4]. O resultado mais préximo havia sido ob-
tido no trabalho de Lukaszewicz [18] onde, conforme observamos acima, é permitida a
nulidade da densidade inicial, desde que seja imposta uma condicao de integrabilidade
do seu inverso e, ainda nesse caso, o resultado obtido ¢é local no tempo. Obtivemos nosso
resultado através de aproximagoes do tipo semi-Galerkin (conforme [23] e [3]) e argu-
mentos de compacidade. Ha que se destacar uma forte intervencao dos resultados sobre
compacidade nos espacos de Nikolskii. No capitulo 4, a linha dos resultados muda em
relagao ao Teorema [2.1.1] no sentido de que as condigoes iniciais sao satisfeitas de uma
maneira mais forte, enquanto que naquele elas sao satisfeitas num sentido mais fraco.
O prego pago para isso é exigir mais regularidade sobre os dados iniciais e/ou sobre a

solugao obtida no Teorema [2.1.1] No primeiro resultado, o Teorema |3.1.1, mediante con-
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venientes hipdteses sobre a solucao obtida no Teorema [2.1.1| e sobre a densidade inicial,
obtém-se as condigoes iniciais satisfeitas num sentido forte. No segundo resultado, o
Teorema [3.2.1] tais condigdes sao obtidas quando fazemos uma escolha dos dados inici-
ais com maior regularidade e uma hipétese adicional sobre a integrabilidade do inverso
da densidade inicial. Em conseqiiéncia disso, obtemos estimativas a priori adicionais.
Ressaltamos aqui que esse resultado melhora o resultado obtido por Lukaszewicz em [18]
no sentido em que diminui a poténcia da integrabilidade do inverso da densidade inicial.
Mais especificamente o expoente exigido em [I8] é 3 e conseguimos diminui-lo para 2.
No terceiro resultado, o Teorema [3.3.1] com uma hipdtese acerca do tamanho dos dados
iniciais, obtemos uma propriedade a mais da solucao obtida no Teorema 3.2.1|que é a sua
existéncia global no tempo. No capitulo 4, tratamos o caso de  C R3 ser um dominio
ilimitado e obtemos um resultado analogo ao Teorema que ¢ o Teorema 4.1.1] Esse
resultado, conforme o Teorema ainda nao havia sido provado para a categoria dos
fluidos assimétricos. Em nosso trabalho, adaptamos técnicas de [22],[13],[12],[14], [2],

dentre outros.



Capitulo 1

Preliminares

Reunimos aqui algumas notagoes e resultados que serao utilizados com freqiiéncia
durante o trabalho. Omitiremos as demonstracoes, fornecendo a referéncia onde elas

podem ser encontradas.

1.1 Espacos de Sobolev

Para Q0 € R", aberto, m,n € N,p € R, com 1 < p < o0, definimos os espacos de
Sobolev
WmP(Q) ={ve L (Q);0% € L* (Q),Va com |a| <m},

que sao espacos de Banach quando munidos da norma

1/p

T / 0%u(2) Pde |, se p < oo,
Q

la|<m

ou

[ullymoe = sUD (supess zea|0®u(z)|), se p = ococ.
la|<m

Seja D(£2) o espago vetorial das fungoes de classe C'™ e de suporte compacto contido
em . Denotaremos o fecho de D (2) na norma de W™ (Q) por W;"" (Q2) . Esse tltimo
espago ainda é um espago de Banach com a norma induzida de W™ (2) . Quando p = 2,

denotaremos W2 () por H™ (Q) . Nesse caso, Wy™* (Q) serd denotado por H} (Q) . Esse

15
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caso é de particular interesse, pois os espagos H™ (£2) sao espagos de Hilbert relativamente

ao produto interno

(1, 0) g () = D /Q 9%u (x) 0% (x) .

|| <m
Um resultado importante, que aparecera seguidas vezes durante este trabalho, refere-
se ao caso em que (2 é limitado (pelo menos em uma dire¢ao). Nesse caso, dado p € R,

com 1 < p < 00, existe uma constante C' que depende de €2 e de p tal que
[ull, < CIVull,

para todo u € Wy (Q), onde

n

IVull, =

i=1

ou

3@- )p.

Lp

Essa desigualdade é conhecida como desigualdade de Poincaré-Friedrichs. Como con-
seqiiéncia dessa desigualdade é que u — [|[Vul|, define uma norma em Wy™ (), equiva-
lente & norma que é herdada de WP ().

Denotaremos por W~ (Q) o espaco dual de W,? (), com 1 < p < oo, onde p/ é o
expoente conjugado de p, isto é, tal que 1 + l, = 1. No caso em que p = 2, 0 espago
W=12(Q) serd denotado por H~1 (), o dLI:al d{: H} (Q).

Outra categoria importante de espacos de Sobolev com os quais lidaremos sao aqueles
com valores vetoriais. Para defini-los, sejam B um espago de Banach, |||z sua norma.
Denotaremos por D(0,7; B) o espago vetorial das fungoes de classe C*°, tomando valores
em B e com suporte compacto contido em (0,7). Dado p € [1,+00), definimos o espago

LP (0, T; B) como sendo o conjunto das (classes de) fungoes f : (0,7) — B para as quais

T
AHNM@ﬁ<w

Munido da norma
T 1/p
v = ([ 1 OIat)

LP (0, T; B) se torna um espago de Banach. Se p = oo, definimos L* (0, T’; B) como sendo
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o conjunto das (classes de) fungoes f : (0,7) — B para as quais

supess te(o,1) || f (t)|| g < 0.

Munido da norma

1 Wl oo 0,738 = supess o) [1f (8]
L*>(0,T; B) se torna um espago de Banach. Pode-se mostrar que D(0,T’; B) é denso em
L? (0,T; B) . Definiremos os espacos de Sobolev com valores em B como sendo

d* f

W™ (0,T: B) = {f € L7 (0,T:B); ¢

c LY (0,T;B),Vk = 0,...,m},

onde a derivada deve ser entendida no sentido das distribui¢oes. Conforme o valor de p

seja finito ou infinito, temos as seguintes possibilidades de norma para esse espaco:

1/p
Lp (0,T;B)>

d" a'f
dtk

1f lwmor 0,78 (Z
k

no caso de p < 0o e, caso contrario,

||f||wmv°°(0,T;B) N 0<k<m (0,T;B) .

Como antes, para o caso de 1 < p < oo, definimos W~ (0,T; B’) como sendo o
dual de W™P (0,T; B), onde p’ é o expoente conjugado de p e B’ é o dual de B. A seguir
enunciaremos trés lemas referentes a imersoes de Sobolev nos casos de dominios limitados

e ilimitados, respectivamente.
Lema 1.1.1. Seja Q C R?® um aberto limitado e com fronteira Lipschitziana. Entdo

(i) Para 1 <r < 4oo, WH(Q) C L™ (), com a imersdo sendo continua, onde ry é

dado por
1 1 1

1. —=—-———= ser <3,
r 1 3

2. r,=00s8er >3, ¢
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3. ry. € qualquer numero real finito se r = 3.
A imersio W (Q) C L* () € compacta se s < 1.

(ii) Para 1 < s <r < oo, a aplicagio produto
W (Q) x W (Q) — WH(Q),

1 1 1
com iy + —, onde r, € obtido como antes, estd bem definida e é continua se
T
t>1.

(iii) Para 1l <r < +oo el <s < +oo, a aplicagio produto

W (Q) x W (Q) - W (Q),

definida por
(pu, U>W—Lt(sz) = (M,UU>W—1,S(Q),

para todos ;1 € W= (Q) ,u € W (Q) eve We (Q), onde t é como antes, estd
bem definida e é continua, set > 1.

Lema 1.1.2. Suponha que Q C R® é um conjunto aberto. Entdo

(i) A imersio Wy (Q) < LP* (Q) € continua, onde p, ¢ dado por

1 1 1
1. —=—-——=,sep<3,

P« p 3
2. pp=008ep>3, e
3. ps € [p,+00), se p=3.
Ademais, se a fronteira de 2 € Lipschitziana valem resultados semelhantes para
Whr(Q).
(ii) W (0,T) = C°([0,1),

(iii) Se 1 <p < 3 e p, € como antes, vale

10l r. < CNIVElL, Vo € D(Q).
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O préximo resultado versa sobre espacos de Sobolev com expoentes negativos.

Lema 1.1.3. Sejam Q um aberto limitado de R? e 1 < r < co. Entdo

L' (Q) c W1 (Q),

1 1 1 11
pamtodoqtalquelgqgoosatz’sfazendo—>——a, ser=1lour=de—-2>—-—
r

1
d d’

<

caso contrario.

Provas para os lemas e podem ser encontradas em Adams [I], enquanto

que a prova de (|1.1.3]) pode ser vista em Simon [22].

1.2 Espacos de Nikolskii

Algumas estimativas a priori que serao obtidas em capitulos posteriores serao feitas
no contexto dos chamados Espagos de Nikolskii que passaremos a definir agora. Sejam B
um espago de Banach, f: (0,7) — B e h > 0. Definimos a fungao transladada no tempo

de f, mf: (=h,T — h) — B por
(tnf)(t) = f(t+h),¥Yt € (=h,T —h).
O espaco de Nikolskii de ordem s,0 < s < 1, e expoente ¢,1 < q¢ < 400, é definido por
N1 (0,73 B) = { £ : f € L' (0,75 B) It = [l aoiz-nes) < CR*Vh € (0,T)}.
A ultima condicao equivale a afirmar que

sup [hiﬁ |70 f — fHL‘I(O,T*h;B)] < o0

0<h<T
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Pode-se demonstrar que N*?(0,T’; B) com as operagoes usuais, possui uma estrutura de

espago vetorial e que, munido da norma

/]

N%a(0,T;B) *— HfHLq(O,T;B) + OEET [h_s 70 f — f”Lq(O,T—h;B)] ’

¢ um espago de Banach. No que segue, enunciaremos um importante resultado de com-

pacidade que desempenhara papel fundamental nos resultados futuros.

Lema 1.2.1. Sejam X — B — Y, espacos de Banach com imersoes continuas, sendo a

de X em B compacta. As sequintes imersoes sao compactas

(i) Lq(O,T;X)ﬁ{cb;%GLI(O,T;Y)} — L7(0,T; B), sel<q< oo,
. ¢
(i) L*=(0,T5X) N EGLT(O,T;Y) — C([0,T];B) sel <r < +oo,

(iii) L7(0,T; X)NN=9(0,7;Y)+— L1(0,T;B) se0<s<1,1<¢q<+c0.

Ademais, se K € L' (0,T) é uma fungao dada, entdo

(iv.a) A intersecdo de um congunto limitado de L (0,7 X) com

fv

¢ um conjunto relativamente compacto em C ([0,T]; B) .

09
ot ||,

<K, qtp. em [O,T]}

(iv.b) A interse¢ao de um conjunto limitado de L> (0,T; X) com

|22
Wa

onde C' é uma constante, € um conjunto relativamente compacto em C ([0,T]; B),

< K+, qtp. em[0,T], para alguma 1 tal que ||1Z)||LT(O,T) < O} ;
Y

ser > 1.

As demonstragao do lema encontra-se em [22] ou [23], onde também encontram-

se comentarios diversos sobre extensoes e optimalidade dos expoentes envolvidos.
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1.3 Resultados Técnicos

Enunciamos um resultado envolvendo os espagos LP, cuja demonstracao esta em [5].

Lema 1.3.1. Sejam (fy),cy uma seqiéncia, com f, € LP, e f € LP(Q) satisfazendo

| fao = fll» = 0. Entao existe uma subseqiiéncia (fn, ),y de (fn)nen tal que

1. fo, (x) = f(z),q.t.p. em Q,
2. Existe h € LP tal que |f,, (z)| < h(x), para todo k e q.t.p. em €.

O préximo resultado trata de continuidade fraca e a demonstragao pode ser encon-

trada em [25].

Lema 1.3.2. Sejam X e Y espacos de Banach tais que X — Y com imersdao continua.
Se ¢ € L>*(0,T;X) € fracamente continua com valores em Y entdo ¢ € fracamente

continua com valores em X.

Os préximos resultados, cujas demonstragoes podem ser encontradas em [22] ou em

[23], tratam de desigualdades do tipo Gronwall.
Lema 1.3.3. Sejam g € WY (0,T) e k € L' (0,T) tais que

d
d—‘(z <F(g9)+kgqtp en (0,T) eg(0) < go,

onde ' : R — R € uma funcdo localmente limitada. Nessas condigoes, para cada € > 0,

existe T., (0 < T, < T') que depende de €, go, F' e k (mas nao de g), tal que
g (t) < go+e€, para todot € [0,T].
Lema 1.3.4. Seja g € WH (0,T),9 >0 ek e L*(0,T),k > 0, satisfazendo

d2
dtg < gk, g(0) < go

Entao

1

g(t)§90+§/0Tk(s)ds, vt e (0,7).
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1.4 Espacos relacionados a divergéncia nula

A fim de que possamos tratar a questao da incompressibilidade dos fluidos que estamos
estudando, faz-se necessério introduzir certos espacgos funcionais. Para isso, seja {2 um

aberto limitado de R3. Denotaremos por
Vi={ve (CSO(Q))3;V~V:0},
V = fecho de V em (H} (Q2))?, munido da norma de (H} (Q))”.
H = fecho de V em (L2(Q2))*, munido da norma de (L(Q))*.

Pode-se demonstrar, veja [25], que, se a fronteira de Q for Lipschitziana, valem as se-

guintes igualdades
1 3
V= {v;v € (H'(Q)",V-v=0,v|sn 20},
2 3
i ={vive (*@) .V v=0(v-n)n=0},

onde n é o campo de vetores normais a 0€2. Quando estivermos lidando com dominios

ilimitados, serd necessario considerar o espacgo
K'(Q) = {wueL?(Q)® eVue L ()°}.
Esse espaco munido da norma
[all e = [[ul[gs + [[Vul| 22

¢ um espago de Banach. Convém lembrarmos que se € é limitado, entao K (Q) coincide
com H' (Q) . Denotaremos por K} (Q) o fecho de D (Q)* em K () . Em virtude do Lema
1.1.2) temos Hj () — K} (), com a imersao sendo continua. Ainda mais, a fungao

u = [Vl

é uma norma em K} (€) que é equivalente & norma herdada de K (€2) . Denotaremos

também por W (Q) o fecho de V (Q) em K} (2)®. Quando introduzirmos uma formulacio
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variacional do problema adequada ao nosso caso, havera uma perda da incégnita p . Para
recupera-la, faremos uso do seguinte resultado que é uma generalizacao de um resultado

de De Rham

Lema 1.4.1. Seja Q) C R3 um aberto com fronteira Lipschitziana. Se h € D’ (O, T:H! (9)3)
¢ tal que (h,v) =0 em D'(0,T), para cada v € V, entio existe g € D' (0,T; L*(Q)) tal
que h = Vg. Ademais, se s € R el <r < +o00, para cada h € W*5" (O,T; H1 (9)3),
nas condigoes acima, podemos escolher g de tal maneira que a aplicacdo h — Lh = g

seja linear e continua nas normas de W= (0,T; H™* (Q)g) e W& (0,T; L*(Q)) .

A demonstragao do lema pode ser encontrada em [24]. A seguir temos um Lema

envolvendo continuidade de produtos e cuja demonstracao pode ser encontrada em [22]

Lema 1.4.2. Suponha que Q C R3 seja um conjunto aberto.

1 1 1
(1) Se s e p satisfazem 1 < s < p < 00, p, € como no Lemal|l.1.94e — = — + = entdo a

r Dy S

aplicagio (u,v) — uv de WhH? (Q) x W (Q) em W' (Q)” estd bem definida e é

continua.

6 1 1 1
(i) Se R <s<3e i + > entio a aplicagio (u,v) — vu de K} x Wy* (Q) em
Wy (9)3 ,estd bem definida e é continua,
: 1 1 1 .
(iii) Se s e p satisfazem 1 < s,p < 00,5 > 1 e — = — + —. Para qualquer u € WP (Q)
r o pe S
e qualquer u € W=15(Q) , introduzimos a distribuicao pu, dada por

</JJU7 U> = <:u7 UU>W—1’57VU €D (Q) :

Entio a aplica¢io (u,u) — pu de WHP (Q) x W15 (Q) em W= (Q) estd bem
definida e é continua,

1 1 1
(iv) Ses >2e - = sty entao a aplicagdo (u, ) — pu de K} () x W= (Q) em
r s

WL (Q)? estd bem definida e é continua.



Capitulo 2

Existéncia de solucao em dominios

limitados

Neste capitulo obteremos um resultado de existéncia de solucao fraca global no tempo

para o sistema (0.0.1)-(0.0.6), dado na introdugao, no cilindro  x (0,7, onde Q é um

aberto limitado em R3 e T > 0 é um numero real dado.

2.1 Enunciado do resultado principal

O principal resultado deste capitulo ¢é estabelecido pelo seguinte teorema:

Teorema 2.1.1. Sejam Q C R3 um aberto limitado, com fronteira lipschitziana, e T > 0,
wm nmimero real dado. Se ug € H,wy € L*(Q),py € L™ (Q), com py > 0, em Q e
f,.ge Lt <O,T; (LQ(Q))3> , entdo existem

eucl?(0,T;V),

o we IL2(0,T; H} (R)°),

e pe WL (0,T;L*(Q)) e
® p€ L>(0,T;L> (),

tais que

24
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(3.0.a) pu € L® (0, T (L2(Q))3> ANT2(0,T, W13 (Q)°),
(3.0.b) pw € L (o, T (L?(Q))S) ANG2(0,T, W13 (Q)°),
(3.0.c) infg pg < p(x,t) < supg po, em Q2 x (0,7,

e que satisfazem as equagoes

0
(3.1) % + div (puu) — (p + p) Au+ Vp — pf — 2p,.rotw =0, em Q x (0,7),

0
(3.2) % + div (puw) — (co + cq) AW — (¢o + cq — ¢o) Vdivw + 4, w — pg — 2, rotu =
0, em Q x (0,7),

(3.3) % +V-(pu) =0, em Qx(0,7),
(34) V.-u=0, em Q2 x(0,7).
Juntamente com as condi¢oes de contorno
(8.5) u=0, em 0Q x (0,7),

(3.6) w=0, em 0Q x (0,7),

e as condigcoes iniciais

(3.7) pli=o = po, em £,

(3.8) </pu : de) (0) = /pouo -vdx, para todo v €'V,
Q Q

(3.9) (/pw . zd:v> (0) = /powo -zdzx, para todo z € H} (Q)*.
Q 0

Antes de passarmos a demonstracao, faremos algumas observagoes acerca de alguns

pontos que aparecem no enunciado do teorema.

Observagao 2.1.1. Como p € L*(0,T;L>*(Q)) e % € L*(0,T;W=1°(Q)), o Lema

parte (i), implica que p € C ([0,T]; B), para qualquer espaco B que satisfaca
L>®(Q) — B— W 1%(Q).

Se considerarmos B = W5 (Q) , teremos p € C ([0, T]; W1 (Q)).
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Observagao 2.1.2. No caso particular de pg > o > 0, em §, temos
uwe L® (o, T (L2(Q))3> A N2 (0,7, W15 ()% .

Observagao 2.1.3. O sentido em que as igualdades (83.1)-(3.6) ocorrem se tornard

preciso no decorrer da demonstra¢ao do teorema apresentada a sequir.

2.2 Demonstracao do Teorema [2.1.1

A idéia da demonstracao é, em primeiro lugar, considerar um problema aproximado
e obter uma formulagao do tipo semi-Galerkin. Em seguida, mostrar que este problema
aproximado possui solucao local. Feito isso, obter estimativas para as solugoes do pro-
blema aproximado e para suas derivadas com respeito as varidveis espaciais e suas “de-
rivadas fracionarias no tempo”, sendo que, estas tultimas, sao obtidas nos espacos de
Nikolskii. Posteriormente, efetuar a passagem ao limite sobre as equagoes aproximadas.
No decorrer deste processo, recupera-se a incognita p, que é perdida durante a formulacao

variacional. Dividiremos a demonstracao do Teorema [2.1.1| em varias etapas.

2.2.1 Escolha de uma base apropriada para os espacos V e
(£2(@)’

Como (C’Cl (ﬁ))3 NV é denso em V e este iltimo é um espaco de Hilbert separavel,
podemos escolher uma base hilbertiana em V', que denotaremos por {v',v? ...} de tal

maneira que

v' e (Ci (ﬁ))g, para todo 7

(Vi,Vj)(LQ(Q))g = 0;;, para todos 7,5 > 1.

Denotaremos por V™ o subespaco de V gerado por v!,...,v™. Como D(Q) — L*(Q),

com inclusao densa, e, sendo este ultimo espaco de Hilbert separavel, existe uma base
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Hilbertiana {z',22,...} de (L2(2)) tal que

z' € (D(R))?, para todo i

(Zi,zj)(LQ(Q))g = 0;;, para todos 7,5 > 1.

m

Denotaremos por W™ o subespaco de (LQ(Q))3 gerado por z!,...,z™.

2.2.2 Regularizacao de f e de g.

Como D <O, T, (LQ(Q))3> é denso em L' (O, T, (L2(Q))3> e f, g pertencem a este tltimo,
podemos encontrar, seqiiéncias f™ e g™ ambas em D (O, T; (L2(Q))3> tais que f™ — f e

g™ — g em L' <0,T; (LQ(Q))?’) .

2.2.3 Regularizagao dos dados Iniciais

Vamos definir ug* como sendo a projegao de ug sobre V'™, isto é, ug* € V'™ é tal que
(ug’,v) ;2 = (19, V) 2, para todo ve V™.

Com esta escolha, temos que uf’ — ug em H e que ||[uf’||;2 < ||uol;2, para todo m > 1.
De forma analoga, definiremos w{' como sendo a projecao de wy sobre W™, isto ¢,

wg' € W™ ¢é tal que
(W(',2);2 = (Wo,2) ., para todoz € W™.

Com esta escolha, temos que wi* — wo em (L2(Q))” e que [|[wi'||l,. < [[Woll,2, para
todo m > 1. Prolongando py por 0 fora de €2, consideremos, para cada h > 0, as fungoes

regularizadas de py obtidas por convolugao, denotadas por pl, ou seja,

o (@) = (o * pr) () = / oo (z — ) pn () dy.

n
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Como [, pn = 1, segue que

inf py < pff < sup po.
Q Q

Ademais a seqiiéncia pj é limitada em L (Q) e converge a py quando h — 0, por

exemplo, em L*(Q2). Concluimos entiao que p} — po fraco-+x em L> (). Agora, tomando

1
ot = — + (po) L, resulta que py* satisfaz as seguintes condigoes
m m

1. g€ C*(Q), pit — po fraco-+ em L (1),

1 1
2. —+infpg < pp" < — +sup py em §2.
m Q m Q

2.2.4 Formulacao do problema aproximado

Apods as consideracoes acima, podemos formular o problema aproximado associado ao

problema (0.0.1))(0.0.6), da seguinte maneira: determinar fungdes
p"eC (Q),umeC ([0,T];V™) ew™ e C ([0,T]; W™),
tais que

/ Pl (ut + (0™ - V)u" — ") v+ () VU - Vv = 2, W™ - rot vde = 0, (2.2.1)
Q

/<pm<w;"+<um-v>wm—gm>-z+<ca+cd>va-vZ
Q

+(co+ cqg—co) divw™ - divz + 4p,w™ -z — 2u,rotu™ - z) de = 0, (2.2.2)

pt+u™-Vp" =0, em Q2 x (0,7), (2.2.3)
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onde a igualdade (2.2.1) é vélida para todo v € V™, e a igualdade (2.2.2), para todo

z € W™, e com as condicoes iniciais

u” =0 = uy’, em €2, (2.2.4)
wi—o = W', em €2, (2.2.5)
" =0 = 0", em (2. (2.2.6)

2.2.5 Existéncia de solugao para o problema aproximado

Nosso objetivo agora é estabelecer a existéncia de solugoes para o problema aproxi-

mado (2.2.1)-(2.2.6). Em primeiro lugar, dado u™ € C ([0,7]; V™), com divu™ = 0, em
Qx(0,T) eu™ =0em 9N x [0,T], vamos investigar a existéncia de solugao p™ € C! (@)

para o problema linear

plt+um - Vo =0, em Q) x (0,7),

P =0 = pg,s em §2.

Considere as trajetérias das particulas

dy
7 — _ m t
o u” (y,1),

y(0) ==
Se yI" denota a solugao do problema anterior, entao p™ (z,t) = po (y2 (t)) . Ademais, essa

solucao satisfaz

1
0 < — <infp* < p™(x,t) <suppy, (2.2.7)
m Q2 Q

uma vez que estamos assumindo que u™ é suficientemente regular. Resolvido o problema

linear anterior, investigaremos agora a existéncia de solucao

(u™, w™) € CH([0,T]; V™) x C* ([0, T); W™),

para o problema nao-linear (2.2.1)-(2.2.2) com as condigbes iniciais (2.2.4)) e ([2.2.5).
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Buscaremos uma solugao (u, w) da forma
u(z,t) =Y ¢;(t)vI (z) ew(x,t) =Y v; ()2 (x),
j=1 j=1

onde ¢;,1; € C* ([0, T]) . Substituindo essas expressoes de u,w e p™ na equagao (2.2.1),

teremos
m . 3,m,m,3 ' 8v5
/ Z P (1) v - vdr / E P, () vl s (1) =L vpda
Q Q. 895;
Jj=1 l,j,8,p=1,1,1,1

-I—/ (1 + pir) Zgbj (t) Vv? - Vvdr — / p" ™ vdr — 2,ur/ Zv,bj (t)z’ -rotvdr = 0,
Q Q Q=

Jj=1
para todo v € V™. Em particular, para v = v’ i € {1,...,m}, ficamos com
m 3,m,m,3 s

L ovs
Z% (t)/ﬂﬂmvj vidxr + Z o; (t) Ps (t)[)pmvfa—iz;v;dx

J:1 l?j’s7p:1)171’1

+ (e + 1) Z ®; (t) / Vv! - Vvide — / P ™ vida
= 0 Q

=300 [ (2w)a vorvir =0,
j=1 @

para todo i € {1,....,m}, em (0,T). Essa equagao pode ser escrita na forma mais com-

pacta

A(P)D' + F (P,¥) =0,
onde
D = [di ()]yu1 > ¥ = [0i ()] ey »

U= [ ()1 @ = [0 ()] a -

A(®) = (ay;), onde a;; = [, p"v! - v'dz,
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3,m,m,3

;0vy, - . .
F(®,¥), = Z qﬁj(t)d)s(t)/p vla Polde + (1 + ) Z /QVV]-VV’CZQ;

l7j7s7p:17171?1

— / P ™ - vide + B,
Q

sendo B = (b;;), com b;; = —2pu, fQ -rot vidz, com 4,5 = 1,...,m.
Agora vamos substituir as expressoes de u,w e p"™ na equagao (2.2.2)). Fazendo isso,

obtemos

3mm3 s

mew N - ado+ 0y () 6, (1) 92 2
€T

Qljsp 1,1,1,1

+ Z Y; (t / {4/er] z+ (co +ca) V2 - Vz + (co+ cqg — ¢,) divz’ - div z} dx

7j=1
— 20y quj (t) / v/ - rot zdx — / prg™ - zdr =0,
o Q Q

para todo z € W™. Em particular, para z = z',i € {1,...,m} , temos

m 3,m,m,3

) ] ST, 1T, 825
§ :/ pm¢; (t)2’ - z'dx + E W, (t) s (1) / " I Z ' dx
=179 Lj,s.p=11,1,1 i

+ Z% (t)/ {4p,27 - 2" + (cq + ca) V2! - VZ' + (co + ¢4 — ¢,) dive - divz'} do
— Q

_Z¢J / 241,) vV - rot z* dx—/pmgm-zidxzo,
Q

para todo 4,7 € {1,...,m}, em (0,T). Esta equagdo pode ser escrita na forma mais

compacta

A(®)V +F(9,0) =0,
onde
® = [0 (D] r » ¥ = [0 (D] +
U = [0 ()] 1 » @ = [0 ()]s

A(®) = (a;;), onde @; = [, p"2’ - z'dx,
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3,m,m,3

F(Q),\IJ)Z = Z m% ws /al

ljsp—llll

zda:

+ Z v; (t / {4p,27 - 2" + (cq + ca) V2 - VZz' + (co + ¢4 — ¢,) dive’ - divz'} du

7j=1

—/pmgm -z'dr + B,
0

sendo B = (b;;), com bj; = —2p, [, v’ - rot z'dx. Assim, o problema nao linear anterior

transforma-se no sistema

A(Q) ' + F (P, V) =0,
A(Q)V' +F (P, V) =0,
0 } = componentes de uf’,

(0)
W (0) = {; (0)};Z

= componentes de w'".

O sistema anterior ainda pode ser escrito como

X'=F(X),
(*)
X (0) - XO7
onde
X = (3, 0),
Xo=(2(0),¥(0)),
Aa@ o | [-r@w
F(X)=F(®,0) = 3 B
0 A(D) _F(,0)

Observamos que o par (u,w) é solucao de - 2.2.2)) juntamente com as condigoes
iniciais ([2.2.4)-(2.2.5)) se e somente se o par (@, ¥) ¢ solugao do sistema (x). Esse dltimo
possui solucao local, por ser F uma funcao continua. Portanto, o sistema —
juntamente com as condigoes iniciais - possui uma solugao (u™, w™), defi-
nida em [0, 7},] .
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2.2.6 Estimativas a prior: das solucoes aproximadas

Denotemos por (p™, u™, w™) uma soluc¢ao do problema aproximado definida em [0, T},,] .

Vamos obter agora estimativas que nos permitam estendé-las ao intervalo [0, 7.

Estimativas das funcgoes

Multiplicando a equacao por [u™(t)|?* e integrando em (2, ficamos com
/ I () + ™ - T ™ 1) P = 0
Q

Fazendo v = 2u™ na equagao ([2.2.1)), obtemos

/ 2™ (u* + (u™ - V)u™)-u"+2 (pu + p,) Va"™-Vu™der = / Ap,wm-rot u”+2p" " u"dx.
Q

Q

Somando as duas ultimas igualdades e escrevendo o resultado na forma de produto

interno, chegamos a

2
o) + ([ (o) 2w+ 2o (e vyu )+
+

(|um‘2um’vpm)
2 (i + py) | V™|

= 4, (rotu™, w™) + (2p" ™, u

Como u™ € V™, temos

(2p™u™, uy +H ) ’”‘

2 1/2 m)
2 dt <H "

(2p™ (u™ - V)u™, u™) + (Ju™[*u™, Vp™) = 0,

2
2)’

e, portanto, a igualdade anterior transforma-se em

2
pr H e u’”HL2 +2(p 4 ) [V 72 = dpar (rot w™, w™) + 2 (07, u™) . (22.8)

Multiplicando a equagao (2.2.3) por |w™(¢)|? e integrando em §2, obtemos

/ AW ([ 4w V" ™ (6) 2 = 0.
Q



CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCAO EM DOMINIOS LIMITADOS 34

Fazendo z = 2w™ na equagao (2.2.2)), obtemos

/ 20w - w
Q

+ 20" (0" - V)W w4+ 2(c, + ¢g) VW - VW
+ 2(co+cqg—co)divw™ - divw™ + 8u,w™ - w"dx

= / 2p"g™ - w4+ 4p,rot w - udz.
Q

Agora, somando as duas ultimas equacoes e escrevendo o resultado na forma de produto

interno, ficamos com

2
(i awm) [ w2 e 9w

+ 2(co + cq — ca) ||divw™||? + 8, [WT |72 = (20™g™, W™) + 4p, (ot U™, W) .

Como u™ € V™, temos

2
(2w i) + | (o) w|

(e

(2p™ (U™ - V) w™, w™) + (|[w™[*u™, Vp™) = 0.

2
2 )’

L

Portanto, a igualdade anterior transforma-se em

d m\1/2 _ m 2 ) \V/ m||2 9 di m12 8 mi2
o |7V TwW| A2 (e ) VWPl 2(co + ca — ca) [ldiv w7+ Sp [lw™ L.

= (2p™g™, w") +4p, (rotu™, w™). (2.2.9)

Adicionando as igualdades (2.2.8)) e (2.2.9), ficamos com

d mys ..m 2 d my: _m 2 m||2
sl e e wn|| 2 ) 9w
+ 2(co+cg — cq) |divw™|* + 2 (cq + cq) ||Vwm||ig + 8y ||Wm||iz

= 2(p™"™ u™) 4+ 4p,. (W rot u™) + 4p, (0 rot w) + 2 (p"g™, W) .

Agora, levando em conta que (w”, rotu™) = (rot w” u™), a igualdade anterior pode
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ser reescrita como

9
T |
+ 2(co+ g — cq) [divw™? + 2 (cq + cq) HVmeiz + 8ty HWmHiz

= 2((p)2 e, ()2 + 8, (W rot ™) +2 (0™ g, (o) ).

2
2 ) [V

m

l\J\»—\
E

(P™)2w

alle

Utilizando as desigualdades

1

(P, um) = ((pm)5 £, (") um) < H(pm)% f’”‘

(rot w™, u™) < [|Vu™|| 2 [[w™]| 2,

(g™ wm) = ()2 g™, () wm) < |2 e

na ultima igualdade, ficamos com

m m m12 . m

ANy o w20 ) [0 B 20 + o — o) ldivw

+ 2(ca+ca) VW™ |72 + 8t [ W™ 172

L m
< 8 |V me||L2+2H el e
+2Hp g ’LQ (p™)?
Usando a desigualdade
m m 1 m m
IVu™ |l w2 < 7 [Va 172 + W™ 172

que ¢ decorréncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz, na desigualdade anterior, ficare-

1MOS Ccom

dt{H Y2 o+ ][ (o) ’"HLQ} + 2u|Vu"|7,
+ 2(co + ca — ca)|[divw™ | + 2(cq + ca) VW72
< CUE™ g + g™ 1] ) 2™ + 1) 2w ™| ]
< OUIE™ o + g™y I om) 2am] B + [[(m) 2w,
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Portanto, teremos

Ny [+ o2 < O+ g™ -l 2um s + e

Agora, pelo Lema [1.3.4] temos que

2

H(pm)l/2 u™ <C

<C e H(p’”)l/2

L2

onde C' é uma constante que nao depende de m e nem de T,,. Logo essas fungoes estao

definidas em todo o intervalo [0, 7. Em conseqiiéncia disso, temos

((pm)l/2 um) ¢ limitada em L (o,T; (L2(Q))3) (2.2.10)

m

() w)

Integrando a igualdade (2.2.8)) de 0 a T, teremos

¢ limitada em L*® <0,T; (LQ(Q))3> . (2.2.11)

m

T
(™) a2, (1) — !Mpm>”2umﬂi2<o>+—2o¢+-ur>]§ Va2, dt

T T
= 4ur/ (rotwm7um)dt+2/ ((p™) /8™, (p™) ™) dt,
0 0

de onde podemos concluir que

T 9 T
20 ) [ IVaaar < [l @+ an [ Ivan e
0 0

T
saf e
0

As limitagoes (2.2.7)) e (2.2.10) nos permitem reescrever a desigualdade anterior como

m\1/2 ..m
L2 (p™) " u HL2dt‘

T T
Q(Mﬂm/ V™|, dt < C+4ur/ V™| [[ W™ 2 dt
0 0

T
12 m m
1] R W R

2
)1/2Wm||L2'
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Como f™ ¢ limitada em L! (O, T; (L2(Q))3> , a ultima igualdade se escreve sob a forma

T T
200 ) [ V0" ade < C ot g [ [TU" e e (2:2.12)
0 0

onde C' é uma constante que nao depende de m. Integrando a igualdade (2.2.9) de 0 a T,

ficamos com

2 2

H(Pm)l/zwm‘ 0) + Q(Ca—i—cd)/oTHVWmHith

() = || o) > W

L2 L2

T T
+ 2(co—l—cd—ca)/ |divwm|2dt+8,ur/ W™ )%, dt
0 0
T
= 4,u,./ (rotu™, w™) dt
0

+2 /T ((pm)l/2 g", (p™)"? Wm> dt.

0

(2.2.13)
Portanto, podemos concluir que
T T 2
2+ ca) [ IO+ s [l < 6w o
0 0
T
g [ e
0
r 1/2 1/2
9 H m m’ m m‘ dt.
+/0 (") 7™ || || 0" W

As limitagoes (2.2.7)) e (2.2.11]) nos permitem reescrever a igualdade anterior como

T T T
2t ca) [NV Iadtr s [l < v ap [V e
0 0 0

T
+ 20 [ gt
0
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Como g™ é limitada em L! <0, T; (LQ(Q))?’) , & ultima igualdade toma o seguinte aspecto

T T T
20t [ IVWadt+ s, [ Iwmed < C kg, [V
0 0 0

(2.2.14)

Somando as desigualdades (2.2.12)) e (2.2.14)), temos

T

T T
2 (1 + 1) / V02 dt 4+ 2 (cq + ca) / VW Eadt + Su / w2, dt
0 0 0

T
< s [T
0

Como

T

T T
o / IV 2 W™l e de < 2 / V02, dt + 8, / w2, dt,
0 0 0

segue que

T T T
20 p) [ IVt 4 2 [ 19w de s [ d
0 0 0
T

T
< Crop / V0P dt + 81 / w2 dt,
0 0

ou seja,

T T

2/1/ [Vu™|[3, dt + 2 (cqa + cd)/ VW™ |3, dt < C.
0 0

Dai,

(Vu™) ¢ limitada em L2 (o, T, (LQ(Q))Q) (2.2.15)
€

(Vw™), 6 limitada em L (o, T (LQ(Q))Q) (2.2.16)

Como H} (Q) < L% (), temos

r 2 r 2 r 2
| < [ clualiy s [ e pvania
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Devido as limitacoes anteriores, temos que
(u™), é limitada em L? (o, T, (L (Q))3) . (2.2.17)
Por um raciocinio semelhante, temos que

(w™),,

¢ limitada em L2 (o, T; (L (Q))3) . (2.2.18)
Gragas a regularidade de u™, e as estimativas anteriores, temos que

(u™),, é limitada em L*(0,T;V). (2.2.19)
De forma semelhante, podemos concluir que

(w™) & limitada em L? (o, T (H} (Q))3> . (2.2.20)

m

Vamos agora obter estimativas para p"u™u™ e pmu”w™. Para esse fim, vamos estabe-

lecer algumas estimativas preliminares. Inicialmente, vamos mostrar que

((pm)l/8 um) ¢ limitada em L3 (0,T; (L* (Q))3) . (2.2.21)

m

De fato, temos

i - ((/ﬂ [ (p™)'/* um4dat)i>8/3 — (/ﬂ | (p™)/ um|4d1‘) 2/3

2/3
= ([ arapa) < o]
Q

(o)

2/3 )
L

Dai
T 8/3 T 2/3
[ e [ ome e e ar
0 L

4 0

Como ((pm)l/2 um> ¢ limitada em L> (O, T; (L2(Q))3> e(u™), oéem L? (0, T; (LS (Q))3> :

m

8
segue que [[u™|?, é limitada em L' (0,T), o que mostra nossa afirma¢ao. De uma forma
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semelhante, podemos mostrar que
((pm)”8 wm> ¢ limitada em L3 <0,T; (L* (Q))S) . (2.2.22)

Passamos agora a obter as estimativas sobre p™u™u™. Inicialmente, observamos que

lp ™| . = (/Q |pmumum|2dx>é _ (/Q;(pmu?u;@)%;)
/Q<Z ((pm)1/2 u;n)2>5 <Z (<p N 3") )dx

i J

B (/ (") Pl G >1/2um|2)é:H<pm>“2um :

4

N

N|=

IA

A estimativa (2.2.21]) obtida para (,om)l/ 8 u™ acarreta, em particular, que
((pm)1/2 um) ¢ limitada em L5 <O,T; (L* (Q))3) ,

donde
(p™u™u™) 6 limitada em L (o,T; (L2(Q))9> . (2.2.23)

A seguir, veremos uma estimativa para p"u™w"™. Temos

sty = ([ ) d‘”) ((/ 2 () >dx>/
J (Z (' wz»”)zf (Z (o) u;n)2> )

1 J

IN

1

= ([ e a )
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Agora, observemos que

2/3
o< ([ e ras
Q

1/2 1/2\ 2/3
< ((/up Pt ) ([ )
Q Q
4/3 4/3
. ma1/2 . m ma1/2 m
= H(p ) un ’(p L
Logo,
T T 4/3 4/3
me.m..m|4/3 m\1/2 . -m m\1/2 __m
/0 [ w a5 dt - < /0 H(p ) Ta ’(p w| b

IN

T 8/3 1/2 T 8/3 1/2
0 Lt 0 Lt

As estimativas (|2.2.21|) e (]2.2.22[) obtidas sobre (p™)"?u™ e (p™)"* w™ implicam, em

particular, que

((Pm)1/2 um> é limitada em L5 <0,T; (L4 (Q))s) 7

m

((Pm)1/2 Wm) é limitada em L3 <0,T; (L4 (Q))S) ’

m

donde
(p"a™mw™) ~ é limitada em L3 <0,T; (L2(Q))9) : (2.2.24)

Estimativas das derivadas com relacao ao tempo

Inicialmente notemos que

(p™u™), e (p"w™), sdo limitadas em L? (O,T; (L° (Q))3> N L™ (O,T; (LQ(Q))3> :
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uma vez que (u™), e (w") osaoe (p™) ¢ limitada em L™ (Q x (0,7")). Por outro

lado, a equacao do transporte acarreta que

(%) ¢ limitada em L™ (O,T; H! (Q)) N L2 (O,T; 116 (Q)) . (2.2.25)

De fato, basta notar que as derivadas sao efetuadas nas varidveis espaciais e as inclusoes
L*(Q) = H 1 (Q) e L°(Q) — W 1°(Q)

sao continuas. Agora, veremos estimativas na derivada com relacao a t de / prudx
Q

e de / p"wdz. Para isso, vamos considerar as formulacoes variacionais conservativas
Q

para as equacoes dadas na introducao. Essas formulagoes sao

/(apatu +V-(pmumum)) v+ (u+ p) Vu™ - Vvdr = /QMTTOth'V
Q Q
+ P vdr (2.2.26)

/ (apal” V(W) 4 A W) 2+ (e + ) VW - Vz
Q

+ / (co+ ¢cq — ¢o) divw™ - divzdr = / 2u,rotu™ -z + p"g™ - zdr,
0

Q
(2.2.27)
op™
—_ ~(p"a™) = 2.2.2
5 TV (p"u") =0, (2.2.28)
divu™ = 0, (2.2.29)

sendo a igualdade ([2.2.26)) valida para todo v € V™ e a igualdade (2.2.27) valida

para todo z € W™. Passamos agora as estimativas, comecando com a da derivada de

Jo P u™dz. Observamos que, devido & regularidade de p™u™, temos

/Q%(pmum) -vdr = %/meum - vdz.
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Substituindo na formulacao variacional (2.2.26)) ficamos com

d
7 / prua" - vdx / (p"u™u™ — (p+ pr) VU™) - Vv + (p" " + 2p,r0t W) - vda
0 0

IN

I = ot i) Vo 199+ 767 + 20, rot w2 V]2

< lp™a™a™ = () V™| 2 4y [0 4 2prot W L] (VY] s

pela desigualdade de Poincaré. Sabemos que [|[p"u™u™ — (u + p,) Vu™| . é limitada em
L5 (0,7) e que [|p™f™]| ;20 é limitada em L' (0,T) . Como [rot w™|| . < C'[|[Vw™|| . e,
como esta tltima é limitada em L? (0,T), temos que |[rot w™||,. é limitada em L? (0,T)

sendo também limitada em L' (0, 7). Portanto

< VY2, (2.2.30)

%/ﬂpmum -vdx

para todo v € V™ onde
T = |00 = (4 ) VU™ 1o+ | o™ ™ + 2p,r0t w2 € LT (0,T).

Vejamos agora uma estimativa semelhante sobre a derivada de fQ p"w™ com relacao a

t. Pela regularidade de p™w™ temos
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Agora substituindo na formulacao variacional ([2.2.27)), temos

d

— / p"w™ - zdx {p"u"wW™ — (cu +cg) VW"} - Vz
dt Jo,

Q
+ (p"g™ + 4, W™ + 2u,rot u™) -z — (co + cq — ) divw™ - div zdz|

IA

|p"u" W™ — (cq + ca) VW™ 12 [|[ V]| 2
+lp"g™ + 4pew™ 4 2prot u™|| 1o |2 2
+| / (co + cqg — ¢,) |[divw™||div z|dx

Q

IN

o™ 0" W™ = (cq + ca) VW™l 12 || V]| 2
7 [lp"8™ + 4 w™ + 2p,rot u”|| o [ V2| 2

+k (co+ cq — ¢q) ||[divw™]| ;2 ||div z]|

IN

prUTW™ — (co + ca) VW 2+ (|07 + 4p W™ + 2, rot w2
+k (co + ca — ca) VW™ 12) | V2] 12 -
e, por argumento semelhante ao usado no caso de (u™), , temos que

d
— / p"w™ e zdx| <1, ||V -, (2.2.31)
dt o,

para todo z € W™, onde

b = [P0 W™ + (co +ca) VW2 4+ v llp"8™ + 4w + 2, r0t 0| 1

+ vk (co+ca—ca)||[VW™| 2 € L' (0,T).

Estimativas fracionarias no tempo

Obteremos agora limitacoes sobre (p™u™), e (p™w™) = nos Espacos de Nikolskii.

Mais especificamente, provaremos que

(p™u™) 6 limitada em N'/42 (0, T (W8 (Q))3> (2.2.32)
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e que

(p™w™), 6 limitada em N'/42 (o, T (W8 (Q))3) . (2.2.33)

Tendo em conta o fato de que (p™u™), e (p™w™),  sdo limitadas em L? (O, T; (LQ(Q))3)
e que L? () — W~13(Q), é suficiente mostrar que existe uma constante C' > 0, inde-

pendente de m, tal que

||Th (pmum) - pmumHLQ 0.T—h:(W-13(Q 3 S Ch1/4,Vh E (O,T)
(0.7—hs( @)%)

170 (0" W™) = oW || (00 iw-r3g@yyy < CRME V€ (0,T).
Comecaremos com o caso de (p™u™), , cuja analise serd dividida em trés etapas.

Primeira Etapa: Inicialmente, observamos que, dado v € V™, arbitrario, temos

/Q[p’”um (t+h) —p™ua™ (t)] - vdr = /tHh (js/p u™ (s) - Vd:}:) ds
< ([ rmis) 19

onde 1, € L' (0,T), pela estimativa (2.2.30). Pondov=u™(t +h)—u™(t) € V™

e integrando com respeito a ¢ entre (0,7 — h), teremos

/T h/ (4 h) — g ()] - [ (4 B — u™ (£)] daed

_/0 IVa™ (¢ + h) — Vum(t)HLQ-(/tHhrm(s)ds)dt.

Fazendo

T—h
L= / / M B) — g ()] - [ (4 ) — u ()] ddt,

temos, pelo Teorema de Fubini, que

*

T s
Il < / T'm (3) (/ HVum (t“—h) — Vu™ (t)“i2 dt) dé’,
0 (s—h)*
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onde

T — h, se s>T —h.
Usando a desigualdade de Holder obtemos

* *

I

IN

IN

T
on} ||vum||L2/0 o (5) ds

Chz,

IN

ou seja, existe uma constante C' > 0 tal que

I, < Chx.

Segunda Etapa: Facamos

=

T s % s 2
/ ron (5) < / 12dt> ( / ||Vum(t+h)—Vum(t)||L2dt) ds
0 (s—h)* (s—h)*

I = /OTh (/Q p"(t+h)—p" @®)]u™ () [u™ (t+h)—u™ (t)]) dxdt.

Dado t € [0,T — h], multiplicando a equagao

05"

5 = —div (p™u™)

por k € I/Vol’g/2 (Q), e integrando em (2, ficaremos com

O™ = — / div (p™u™) - kdz = / PU"Vkdz.

A regularidade de p™ nos permite escrever

op"
o Ot

(t) - kdz = %/me (1) - hdz.

46
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Logo, integrando as igualdades anteriores em (¢,t + h), teremos

L= o) ke = [ ( [ wx) s

Tomando médulo e usando a Desigualdade de Holder generalizada para
1=1/6+4+1/6+1/(3/2), j4 que a fungdao constante e igual a 1 estd em L° (1),
Vk e (L3/? (Q))3 eu™ e (L5(Q))’, e tendo em conta o fato de que Vu™ ¢ limitada
em L? (O,T; (LQ(Q))9> , ficamos com

t+h
| / P (E 4 h) — o7 (1)) - kda| < / 177 ()] 10 ()11 o K] 3 19203 ds

IN

L t+h
B IOkl [ ()l ds
t

IN

L t+h
CHRL [Tl [ " (5) g s
t

IN

L t+h
CoULE Kl [ 19" (5) ] ds
t

) t+h 3/ ptth ) 3
comeli 19kl ([ as) ([ v @l as)
t t

Ch VK]l

IN

IN

onde || indica a medida de 2. Portanto,
/ (p™ (t+h) — p™ (1)) - kdx < Ch ||VE| 4, (2.2.34)
0

para cada k € I/Vol’g/2 (Q) . Consideremos k = u™ (t)-[u™ (t + h) —u™ (¢)] . Notamos
que, pelo Lema m, parte (i), o produto H} (Q) x H} () — Wo*? () é continuo

e, portanto, k € VVO1 372 (2) . Pela Desigualdade de Poincaré, temos que
IVE[ g < CIVU™|[ L |V (0™ (£ 4 h) —u™ ()] 2 -

Sabemos que o lado direito da desigualdade anterior ¢ limitado em L' (0,7 — h) .
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Portanto, integrando (2.2.34]) com respeito a t em (0,7 — h), chegamos a

T—h
/ ( / P (E+ h) — p™ (O] 0™ (£) - [u™ (¢ + h) — ™ (t)]) dudt < Ch3,
0 Q
ou seja, existe uma constante C' tal que

I, < Ch'/?,

Terceira Etapa: Observemos agora que

[1—12:/0T (/me(t—l—h)\um(t—kh)—um(t)|2) dxdt.

Dai, pelas estimativas obtidas anteriormente sobre I1,I5 e p™, temos

AT(meu+hxwwﬁ+m_umwuﬁduugcm,

que acarreta
170p™ (T0™ = 0") [ 20 7 pir2 () < O/, (2.2.35)

Agora, observemos que

t+h apm

(" = ") (0 = " W= (0 = [ (s ds == [ div () ().

para todo ¢t € (0,7 — h). Portanto, tomando normas em W1 () e levando em

conta que p™u™ ¢ limitada em L? (0, T; (LS (Q))3> , temos que

t+h
™ = ) e < € [ o ) s
t
< Chn'? ||Pmum||L2(o,T;(L6(Q))3)
< Ch'’2,

ou seja,

7™ = pmHLOO(O,T—h;W*l»G(Q)) < Ch'/2, (2.2.36)
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Como, em particular, u™ é limitada em L2 (O, T —h;(H! (Q))3> , utilizamos a con-
tinuidade do produto H* (Q) x W56 (Q) — W13 (Q), conforme Lema parte

(iii), e concluimos que
[(7hp™ — p™) umHL2(0,T—h;(W—1,3(Q))3) < Ch'2. (2.2.37)

Agora, observemos que

m m

o™ (Tu™ —u"™) + (7pp™ — p")u™ =7, (p"u™) — pTu™.

Portanto, agrupando as duas desigualdades ([2.2.36)) e (2.2.37)), obtemos

|74 (p"™ ™) — Pmum||L2(07T—h;(w—1,3(9))3) < Ch'?+ Cn't < on't, (2.2.38)

onde C' é uma constante que nao depende de m.

No que segue, obteremos uma estimativa semelhante para w”. Novamente, dividiremos

a analise em trés etapas.

Primeira Etapa: Inicialmente observamos que, dado z € W™ arbitario, temos

Lo = g 0] -zas = / ([ w0 -aae) s
< (/ s is) 19l

onde l,, € L' (0,T), pela estimativa (2.2.31). Pondoz = w™ (t + h)—w™ (t) € W™

e integrando com respeito a ¢ entre (0,7 — h) ,teremos

/0 7 /Q [P W™ (t+ h) — p"w™ (1)) - [WT(E+ h) — W (t)] dedt <

/0 T (¢ B) — Y ()] e ( / s ds) i
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Fazendo

Iy = /O . /Q W (4 ) — oW (8)] - [w™ (£ + B) — w ()] ddt,

teremos, pelo Teorema de Fubini

*

ne [ ([, 19w e - v o)) as

(s—h
onde
0, se s <0,
s* = s, se 0<s<T-—h,
T—h se s>T —h.

Usando a desigualdade de Holder obtemos

*

T s* % s %
/ I (5) ( / 12dt> ( / vam(tm)—vwm(t)nigdt) ds
0 (s—h)* (s—h)*

T
< 2h3 ||vwm||L2/ L (s) ds
0

Ji

IN

< Che,

ou seja, existe uma constante C' > 0 tal que J; < Chs.

Segunda Etapa: Fazendo
T—h
Jy = / (/ P"(t+h)—p" @) W™ () [Ww" (t+h) — W™ (1)) dx) dt,
0 Q
0 mesmo argumento usado anteriormente nos permite concluir que
ey = m @) ko < O [T
Q

para cada k € VVOI’?’/2 (Q). Vamos tomar k = w™ (t) - [w™ (t + h) — w™ (t)] . Invo-
cando o Lema m, parte (i), temos que o produto Hl (Q) x HL (Q) — Wo*/? (Q) é
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continuo, de onde segue que k € VVO1 372 () . Pela desigualdade de Poincaré, temos
IVE[ 32 < CIVWT[ 2 [V (W™ (E+ h) = w™ ()] 2 -

Sabemos que o lado direito da desigualdade anterior ¢ limitado em L' (0,7 — k).

Portanto, integrando (2.2.39)) com respeito a t em (0,7 — h), chegamos a

T—h
/ (/ [P" (t+h)—p" (O)] W™ (t) - [Ww" (t+h) —w™ (t)]) dzdt < Ch2.
0 Q
Agora observemos que
T
I — :/ (/ (4 B) W (4 B) — W™ (£) |2) ddt.
0 Q
Dai, pelas estimativas obtidas anteriormente, temos
T 1
/ </ Pl (t+h) W™ (t+ h) —w" (t) |2) dxdt < Chz,
0 Q
0 que acarreta
T—h
/ </ Pl (t+h) W™ (t+h) —w" (t) |2) dzdt < Ch'/?,
0 Q
que, escrita numa outra forma, fica
7™ (Th W™ — Wm)”L2(0,T—h;(L2(Q))3) < ChY*, (2.2.39)
Em seguida, observamos que
t+h apm

(" = ") (0 = " W= (0 = [ (s ds == [ div () ().

para todo t € (0,7 — h). Portanto, tomando normas em W~ (Q) e, levando em
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conta que p™w™ é limitada em L2 (O, T; (LS (Q))3> , temos

t+h
(7™ = ™) (8)|lyy-16 < O/ " w™ (s)]l s s
t
< Ch'/? ||mem||L2(0,T;(L6(Q))3)
< COh'?

ou seja,
||Thpm - pmHLOO(O,T—h;W*l,fS(Q)) S Ch1/2.

Como, em particular, w” é limitada em L? (O,T — h; (H? (Q))g) , utilizamos a
continuidade do produto H' (Q) x W=1¢(Q) — W13 (Q) e concluimos que

(7™ = p™) Wm||L2(O,T—h;(W*1,3(Q))3) < Ch'’2. (2.2.40)

Agora observamos que

m )

T (7w = W)+ (" = ) W= 7 (W) — W

Portanto, agrupando as duas desigualdades ([2.2.39) e ([2.2.40|), obtemos

I (o) = 0™ o sty < CRM2 + CRYS < OV,

onde C' é uma constante que nao depende de m.

2.2.7 Passagem ao limite

De posse das limitagoes obtidas na se¢ao anterior, provaremos agora alguns fatos re-

lacionados as seqiiéncias envolvidas com vistas a extracao de subseqiiéncias convenientes.

Usando as estimativas (2.2.7) e (2.2.2), juntamente com o Lema [1.2.1] parte (ii) para
os espagos X = L= (Q),B=W=1>(Q) e Y = H ! (Q), concluimos que

(p™),, esté contida em um compacto de C ([0,7]; W~ (Q)) . (2.2.41)
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Usando as estimativas (2.2.7)), (2.2.10) e (2.2.17) concluimos que

(p™w™),, 6 limitada em L™ (0, T; L3(Q)*) N L? (0, T; L° (Q)°) . (2.2.42)

Usando as estimativas (2.2.42),(2.2.32) e o Lema[1.2.1] parte (iii), para os espacos X =
LS(Q)? , B=W=1>(Q)° e Y =W 13(Q)*, concluimos que

(p™u™),  estd contida em um compacto de L? <O, T; (W= (Q))3> . (2.2.43)

Usando as estimativas (2.2.7)), (2.2.11)) e (2.2.18)), concluimos que

(p™u™),, ¢ limitada em L™ (0,7 L*(Q)*) N L* (0, T; L5 (2)%) . (2.2.44)

Agora, usamos as estimativas (2.2.44)), (2.2.33)) e o Lema m, parte (iii), para os espagos
X=L5(Q)°, B=W1>°(Q)?® eY =W 13 (Q)* para concluirmos que

(p"w™), estd contida em um compacto de L* (0, T; (W= (Q))3> : (2.2.45)

As inclusdes ([2.2.41),(2.2.43)) e (2.2.45)), o Teorema de Alaoglu e a reflexividade dos

espagos LP, com 1 < p < 0o nos permitem extrair subseqiiéncias de {p™, u™, w™}, que

denotaremos da mesma forma, com as seguintes propriedades

(i) Existe p € L™ (Q) com p™ — p em

CO ([0, T]; W1 (Q)) forte,
L>(Q) fraco- «.

(ii) Existe u € L?(0,7;V) com u™ — u, em L*(0,T;V) fraco.

(iii) Existe w € L2 (0,7 H} (9)3) , com w™ — w em L? (0,7 H} (Q)3) fraco.
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(iv) Existe y1, com p"u™ — y; em

L? (0, T; (LS (Q))3> fraco,
L™ (O, T; (LQ(Q))3> fraco-x,
L2 (o, T (W oo (Q))3> forte.

(v) Existe xa, com p"w™ — ys em

L? (O, T; (L° (Q))3> fraco,
L™ (O, T; (LQ(Q))3> fraco-x,
L2 (o, T; (W-1ee (Q))3) forte.

(vi) Existe y3, com p™u™u™ — x5 em L3 (O, T, (LQ(Q))9> fraco.
(vii) Existe x4, com p™u™w™ — y4 em L3 (O,T; (L2(Q))9) fraco.

Mostraremos agora propriedades muito importantes dos limites dessas subseqiiéncias.
Pelo Lema [1.4.2] parte (iii), a aplicacdo produto H{ () x W1 (Q) — W~L6(Q) ¢

continua. Logo, por (i) e (ii) temos
pmMu™ — pu € L? (0, Ty (W—° (Q))3> -fraco.
Agora, comparando com (iv), temos
X1 = pu.
Utilizando o mesmo Lema, juntamente com (i) e (ii), podemos concluir que
prw™ = pw € L? <0,T; (Ww—to (Q))3> -fraco.

Comparando com (v), temos que

X2 = PW.
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Temos

p"u™ — pu em L? (0,T; (Wtee (Q))g) -fraco

u™ — uem L?(0,T;V)-fraco.

O Lema [1.4.2] parte (iii), nos permite concluir que
p"um™u™ — puu, em L? (O,T; (VV’L6 (Q))9> -fraco.
Por outro lado,
pruma™ = y3 em L3 (O,T; (L2(Q))9> < L3 <0,T; (W—1to (Q))9> -fraco.
Como L2 () — L' (Q) e L3 (Q) — L* (), segue que

pru™u™ — y3 em L <0,T; (W—1to (Q))g) -fraco

pmum™u™ — puu em L' (O, T, (W—° (Q))9> -fraco.

Dali,

X3 = puu.

Usando esse mesmo tipo de argumento, podemos provar que
pru"w™ — puw, em L2 <O,T; (W‘l’6 (Q))9> -fraco

e que

pu"w™ — x4 em L3 <0,T; (w10 (Q))9> -fraco.

Como L2 () < L' (Q) e L3 (Q) — L* (), segue que

X4 = pUW.
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Equacao de u

Vamos agora passar o limite na forma conservativa da equagao (2.2.1)), ou seja,

8 T 441
/ ( Patu + V- (pmum™u™) — pmfm) v+ (g4 py) VU™ - Vv — 2p,rot w" - vdr = 0,
Q

que ainda pode ser escrita como

a T 441N
/ ( p@yju - pmfm) -V + ((,u + Mr) vu™ pmumum) Vv — 2p,rot w - vdz = 0,
Q
(2.2.46)
para todo v € V™ sendo esta igualdade vista em C ([0, T]) . Em particular, ela também

vale em D’ (0,7) . Nosso objetivo sera atingido da seguinte forma:

! . . A .
1. Param/ e v € V™ fixados, raciocinando com m > m’ obteremos a convergéncia de

cada parcela da igualdade anterior, num sentido que sera precisado.

2. Mediante um raciocinio de densidade, deduziremos que a igualdade se verifica para

todo v € V.

Em primeiro lugar, vamos obter alguns fatos acerca das convergéncias das parcelas de

(2.2.46|) e do sentido em que essas convergéncias se dao. Inicialmente, temos

apmu™ dpu ,

/ P -vdr — L,V em D' (0,7T), para cada ve V™.
q Ot ot -1

Primeiramente, vamos mostrar que

pmu™ — puem D (0,T; H ' (Q)°). (2.2.47)

De fato, a terceira convergéncia de (iv) acarreta que

/ o ©9(0) dod - / | ourg s (2.2.13)
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para todo g € L* (O, T; (LQ(Q))3> . Queremos mostrar que

T T
/ p"ump (t) dt — / pug (t)dt, em H(Q)*,
0 0

para cada ¢ € D (0,7). Mas isso é equivalente a mostrar que

([ o) = ([ migw).

para todo g € H} (Q)*. Tomando entdo g € H (Q)°, temos que

([ s ([ o )

[ [ —m g@en).
(2.2.49)

Como g(z) ¢ (t) € L' (0,T; H} (Q)s), segue que o dltimo termo converge para zero,
gragas a convergencia ([2.2.48]), provando assim que vale a convergéncia ([2.2.47]). Dai

temos
dp™ua™  Opu 13
5 g o D (0,T;H(Q)7),

ou seja, para cada ¢ € D (0,7, temos que

apmu™ dpu 13
< 5 ,w>—>< B ,sO> em H™ (Q)°.

Em particular, para cada v € V™ temos

dp™u™ Jdpu
W))W ),

Pela regularidade que as solucoes aproximadas possuem, temos

apmua™ B T opmam™ B T adpmua™
<< ot ,S0>,V>Hl—/ﬂ(/o BT cpdt)-vdx—/o (/ﬂ T -vd:p) wdt.
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Agora, usando a notagao do Lema [1.4.1] temos
dpu v [/ Opu v ()
at 7%0 ) o - at ) o ()0 .
dp™u™ 0
/ Fu -vdr — <ﬂ, V> ,
q Ot ot o1

em D' (0,7), como queriamos.

O que acarreta

Agora vamos mostrar que
/ p" ™ vdr — / pf - vdz em L' (0,T)-fraco para todo v € V™. (2.2.50)
Q Q

Com efeito, devemos mostrar que

T T
/ / p" " vgdrdt — / / pf - vgduxdt,
0 Jo 0o Jao

para todo g € L* (0,T) . Como f™ — f de maneira forte em L' (0, T; (LQ(Q))?’) , temos
que f™ — f fracamente em L! (O, T, (LQ(Q))3> . Isso significa que

/T o (t) - £ (8) dt — /Tgo (t) - £(t) dt, (2.2.51)

para todo ¢ € L™ (0, T (LQ(Q))3> . A segunda convergéncia de (i) acarreta que

/O o (1) g (b) dt — /0 o () g () dt, (2.2.52)
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para todo g € L' (0,T; L' (©2)) . Agora, observe que

T T
p" " - gvdrdt — / / pf -gvd:cdt‘ < p" ™ - gvdadt — / / pmf'gvdivdf‘
0 Q 0 Q

T
pmf - gvdxdt — / / pf - gvdxdt’
0o Jo

gvdxdt’

p)f- gvdxdt‘

Agora note que, por um lado

- gv

<|[p™ HLOO/ / ) - gvdadt.

Como g € L™ (0,T) e v € L*(Q)3, segue que gv € L™ (0,T;L*(Q)%) e esta parcela
converge para zero por (2.2.51)). Por outro lado, f-gv € L! (O, T; L (Q)g) , 0 que acarreta
que a segunda parcela também converge para zero, por (2.2.52)), o que conclui a prova de

nossa afirmagao. Mostraremos agora que

/ (p"u™u™) - Vvdr — / puu - Vvdr = —(V - (puu),v)y-1, em L3 (0,7T) -fraco,
Q Q
(2.2.53)

para todo v € V™. Com efeito, a convergéncia (vi) implica que

T T
/ /g-pmumum%/ /g-puw
0 Q 0 Q

para todo g € L*(0,T; L?(2)°). O que queremos mostrar é que, para toda ¢ € L* (0,T)

e todo v e V™ vale

T T

/ (/ prumua™ - Vvdx) - pdt — / (/ puu - Vvd$> - pdt.
0 Q 0 Q
T

/ (/ prumu™ - Vvd:v) pdt = / /pmumum - (pVV) dadt,
0

Mas,
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T T
/ (/ puu - VV> dx - pdt = / / puu - (pVv) dzdt.
0 Q 0o Ja

Ademais, ¢Vv € L*(0,T; L*(Q)%) e, portanto, concluimos a prova. Provaremos agora

bem como

que

(e + 1) / vu” - Vvdr — (u+ p) / vu™ - Vvdz
Q v

—(p 4 ) {Au, V) g1, em L* (0, T)-fraco,(2.2.54)

/ . A~ . .o
para todo v € V. Com efeito, a convergéncia (ii) acarreta

/OT<g, u™)dt — /0T<g, u)dt,

para todo g € L? (0, T;V").Queremos mostrar que

/OT </QVum.Vvdac><p(t)dt—>/0T </9Vu-dem)<p(t)dt,

para todo ¢ € L2(0,T) e todov € V™. Como v € V™ «— V — H} (Q)®, segue que
Av € H'(Q)® < V. Portanto, ¢ (t) Av € L? (0,T; V") . Dal,

/ o () Av. wmdt s / o () Av. wyt.

0 0

Usando a notacao do Lema[1.4.1] a dltima convergéncia nos diz que
(Av,u™) — (Av, u) fraco em L* (0, 7).

Mas, pela regularidade das solugoes aproximadas, temos que

(Av,u™) = / Av-u"dr = —/ Vv . Vu"dz.
Q Q
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Adotando uma notagao semelhante para (Av,u)y-1, podemos escrever
(Av,u)g-1 = / Av - udx = —/ Vu- Vvdz = / Au-vdr = (Au,v) g1,
Q Q Q

o que prova a afirmacao. Vamos mostrar agora que

2, / rotw" - vdr — 2,uT/ rotw - vdz, em L* (0, T)-fraco, (2.2.55)

Q Q
para todo v € V™. Com efeito, a convergéncia (iii) acarreta
T T
/ (g, w™)dt — / (g, w)dt, (2.2.56)
0 0

para todo g € L? (0, T; H™ 1 (9)3) . Queremos mostrar que

T T
/ (/ rot w'" - le‘) odt — / </ rot w - de) wdt,
0 Q 0 )

para todo ¢ € L?(0,7T) etodov € V™. Como v € V™ — V — H}(Q)*, temos
que rot v € L2(Q)? — H~1(Q)*. Logo grotv € L2 (0, T; H~ (R)%) e, pela convergéncia

T T
/ / o (t)rotv - w"drdt — / / @ (t)rot v - wdzdt.
0 Q 0 Q

Apds uma integracao por partes, essa convergéncia toma o aspecto

/OT (/Qrotwm-vdx) o (t)dt — /OT (/QrOtW'de) o (1) dt,

que é a convergéncia desejada.

Com os fatos acima estamos habilitados a passar o limite na equagao ([2.2.46)). Tendo

(2.2.56)), temos

em conta que todas as convergéncias anteriores se verificam, em particular, em D’ (0,7,

fazendo m — +o0, temos que

<8g;tu +div (puu) — (p + ) Au — 2p,rot w — pf, V> =0, (2.2.57)
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para todo v € V™. Por densidade, essa igualdade vale para todo v € V, e, conseqiiente-

mente, para todo v € V. Agora note que
dpu

) (T2 3 L —1,00 . 2 3
1. pue L <0,T, (L2(9)) ) =L ew (o,T, (L2() ) ,
2. puu € L} <0,T; (L?(Q))g) = div (puu) € L (O,T; (H (Q))3> ,
3. ue L?2(0,T;V) = Au € [? (o, T (H™ (Q))3) ,

1 2 3 1 -1 3
4 pf el (O,T; (L3()) ) L <O,T; (H'(Q)) )
5. we L’ (o, T; (H} (Q))3> = rotw € L? <O,T; (L2(Q))3) .

Como

(0,75 (H1 (@)") > W (0,75 (H1(@))
para cada p € [1,+00), segue que

0
% +div (puu) — (u+ ) Au — pf — 2p,rot w e WH <0> T; (H_l (Q>)3> :

Usando o Lema com s = 1,p = 400, concluimos que existe p € W1 (0, T'; L*(2))

tal que

85%1 +div (puu) — (u+ p,) Au+ Vp = pf + 2p,rot w em WH (0’ (i (Q>)3> '

Equacao de w

Vamos agora passar o limite na forma conservativa da equagao (2.2.2)), ou seja,

8 m m
/ < pazv + V- (p"u"w™) — pmgm) -z + (cq+cqg) VW™ - Vzdr
Q

+ / (co+ cqg—cp)divw™ - divz
Q

— 2u;rotu™ - zdr =0,
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que ainda pode ser escrita como

/ (8p v pmgm> -z + ((ca+cg) VW™ = p"u"w™) - Vz
Q ot

+ (co+cqg—cy)divw™ - divz — 2u,rotu™ - zdx = 0,

(2.2.58)

para todo z € W™, sendo esta igualdade vista em C ([0,7]) . Em particular, ela também
vale em D' (0,7T). De forma andloga ao caso da equacao de u, faremos isso através de
um raciocinio de densidade. Como algumas passagens sao semelhantes, em certos pontos
seremos bastante concisos. O processo de passagem ao limite baseia-se nos seguintes

passos:

/ A .
1. Para m’ e z € W™ fixados, e com m > m' obteremos a convergéncia de cada

parcela da igualdade anterior, num sentido que serd tornado preciso,

2. Mediante um raciocinio de densidade, deduziremos que a igualdade se verifica para

todo v € L2

Comecamos obtendo alguns fatos acerca das convergéncias das parcelas de (2.2.58)) e do

sentido em que essas convergencias se dao. Inicialmente temos a convergencia

/ap W odr = (9P 2N em D (0,7), (2.2.59)
Q at 8t H_1

para cada z € W', Para prové-la, vamos mostrar primeiramente que
p"w™ — pw em D'(0,T; H ). (2.2.60)
De fato, a segunda convergéncia de (v) acarreta que

/0 (o (1), g (1))t — / (ow (1), g (1))dt, (2.2.61)
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para todo g € L* (O, T; (LQ(Q))3> . Como conseqiiéncia dessa convergéncia, temos

ap"wm  Opw
at ot

em D' (0,T; H'(Q)*),

ou seja, para cada ¢ € D (0,7T), temos que

ap"wm Opw 4
(X0} = (o), em (@),

Em particular, para cada z € W™, temos

apmwm Opw
(e o), (o) =),

A regularidade que as solugoes aproximadas possuem juntamente com a notagao do Lema

[[.4.T] nos permitem escrever

/8p Y zdz — @)—W,z , em D' (0,7T),
Q at at H71

como queriamos. Agora, temos

/ plg™ - zdr — / pg - zdxr em L' (0,T)-fraco, (2.2.62)
Q Q

para todo z € W™ . Com efeito, a convergéncia forte de g” para g em L' (0,T; L*(22)%)

e a segunda convergéncia de (i) acarretam que

T T
/ / p"'g™ - zhdxdt — / / pg - zhdxdt,Yh € L> (0,T).
0 Q 0 Q

Mas essa convergéncia é justamente o que se quer provar. Agora provaremos que

/ (p"umw™) - Vzdr — / puw - Vzdr = —(V - (puw) ,z) g1 em L3 (0,T) -fraco,
Q Q
(2.2.63)
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para todo z € W™ . Com efeito, a convergéncia (vii) implica que

T T
/ / h-pmu"w"drdt — / / h - puwdxdt,
0o Jo 0 Ja

para todo h € L* (0, T; L*(Q2)?) . Mas,

T
/ (/ pruw™ Vzdw) odt = / /,omumwm - (¢Vz) dzdt,
0
bem como
T T
/ (/ PUW - Vzdm) cpdt = / / puw - (oVz) dzdt.
0 Q 0o Ja

Ademais, pVz € L* (0,T; L*(2)°) . Portanto, estd demonstrada a afirmacao. Provaremos

agora que

(ca +cq) / Vw™ - Vzdxr — (c,+ cq) / Vw" - Vazdx
Q Q
—(Cq + cq) (AW, 2) 1 em L?(0,T) -fraco,

para todo z € W™ . Com efeito, a convergéncia (iii) implica que

/0 g wmd /0 g W, (2.2.64)

para todo g € L?(0,7;H'(Q)%). Sejam ¢ € L*(0,T) e = € W™. Como
W™ — HE(Q)°, segue que Az € H~'(Q)’. Portanto, pAz € L?(0,T; H 1 (Q)°). A
convergéncia ([2.2.64)), reescrita usando a notagao do Lema [1.4.1] nos diz que

(Az, w™) — (Az, w) fraco em L*(0,7).
Mas, pela regularidade das solugoes aproximadas, temos que

(Az,w™) -1 = / Az -w"dx = —/ Vz - Vw"dx.
Q Q
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Adotando uma notacao semelhante para (Az, w) -1, podemos escrever
(Az, W)p-1 = / Az -wdxr = —/ Vw - Vzdr = / AW - zdr = (AW, z) -1,
Q Q Q

0 que prova nossa afirmacao. Agora, mostraremos que

2,ur/ rotu™ - zdr — 2,ur/ rot u - zdw em L? (0, T)-fraco, (2.2.65)

Q Q
para todo z € W™ . Com efeito, a convergéncia (ii) acarreta
T T
/ (g,u™)dt — / (g, u)dt, (2.2.66)
0 0

para todo g € L2 (O,T; Vv’ (Q)g) Sejam ¢ € L*(0,T) ez € W™. Como
z € W™ — HL(Q)®, temos que rotz € H'(Q)® < V'. Logo grotz € L?(0,T;V")
e, pela convergéncia ([2.2.66)), temos

/OT (/Qrotum.zdm><p(t)dt_>/0T (/Qrotu'deC><P(t)dt,

que é a convergéncia desejada. Agora, mostraremos que
Ay, / w - zdr — 4p, / w - zdz em L? (0, T)-fraco, (2.2.67)
Q Q
para todo z € W™ Com efeito, a convergéncia (iii) acarreta

/0 g wmd /0 "l wt (2.2.68)

para todo g € L? (O, T:H! (Q)S) . Queremos mostrar que

[ ([ o [ (o)
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para todo p € L2 (0,T) e todoz € W™ . Comoz € W™ — H} (Q)® — H(Q)*, segue
que ¢z € L? (0, T; H™! (Q)g) . Em virtude da convergéncia ([2.2.68)), temos que

T T
/ / o)z - whdzdt — / / ¢ (t) z - wdzdt,
o Jo o Jo

que é a convergéncia desejada. Agora, provaremos que

divw™ - divazdr — (co + ¢q + cq) / divw - divzdz em L* (0, T)-fraco,
O

(co+ ca + cd)/

’ (2.2.69)

para todo z € W™ . Com efeito, usamos um argumento semelhante aos anteriores, uma
vez que z € W™ acarreta divz € L*(Q)?, donde V(divz) € H'(Q)*. Dispondo dos
fatos acima podemos passar o limite na equagao . Tendo em conta que todas
as convergéncias anteriores se verificam, em particular, em D’ (0,7"), temos, fazendo

m — 400, que

<(9a,0:v_ +div (puw) — (cq + ca) AW + (co + ¢4 — ¢q) Vdivw — 2p,10t U — pg, z> =0,

(2.2.70)

para todo z € W™ . Por densidade, essa igualdade vale para todo z € L2(Q)3. Agora note
que
0pw
00 . 2 3 P —1,00 . 2 3
1. pwe L <0,T7 (L*()) ) = e w (O,T, (L2(2)) )
4 2 9 . 4 -1 3

2. puw € L3 (O,T; (L*(2)) ) = div (puw) € L3 (O,T; (H™' () ) :

3. we L2(0,T; H (2)°) = Aw € L2 <0,T; (H (Q))3> .

4. pg e L} (o,T; (L2(Q))3> < ! (o, T (H (Q))3> .

5. ue L2 (0,T;V) = rotu € L? <O,T; (L?(Q))3) .

6. we L2(0,T; H} (Q)) = V(divw) € L2 (0, T; H 1 (Q)*) .
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Como

v (o,T; (H (Q))3> ey 1o (0, T (H (Q))3) ,

para cada p € [1,+00), segue que

T 4 div (puw) — (co + cq) AW — pg — 2u,rotu+ (co + ¢4 — ¢,) Vdivw
— Oem WL (o,T; (H (Q))3) . (2.2.71)

Equacao do Transporte

Vamos agora passar o limite na equacao

Ip™ momy _
W—FV-(p u )—0.

Observemos que a convergéncia (i) implica que p™ — p em D' (@), e, portanto,

op™  Op /

A convergéncia (iv) acarreta que div (p™u"™) — div (pu) em D’ (Q) . Fazendo m — +o0,
temos a igualdade

dp
E‘FV'(,OU)—O,

vélida em D’ (Q) . Ademais, pela regularidade obtida para p e pu, temos também que a

igualdade ¢é valida em
Wb (0,75 L) N L (0, T; H () N L? (0, T, W10 (Q))

pois p € L™ (0,T; L* (22)) implica

8p —1,00 . TOO
E ew (07T7L (Q))u
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2 6 3 00 . 2 3\ - .

enquanto pu € L (O,T; (L°(£2)) ) NL <O,T, (L*(Q2)) > implica
div (pu) € L* (0,T; W= (Q)) N L>® (0,T; H (Q)) .

2.2.8 Condicoes Iniciais

Verificaremos agora as condigoes iniciais sobre as solugoes p,u e w. Comecemos por

p. A primeira convergéncia de (i) acarreta que
P (0) = p(0) em W1 ().

As condigoes iniciais impostas sobre p™, isto é, p" (0) = pp* bem como a convergéncia
P — po, fraco-x em L (Q), acarretam p (0) = py, pelo menos em W1 (Q) . Passemos

agora a u. Vamos provar que

([ pu-vae) © = [ puo-vi,

para todo v € V. Seja v € V e considere v™ € V™ tal que v — v € V. Temos

R S P S P P
Q

Como p™u™ é limitada em L (0, T; (LQ(Q))3> , concluimos que

/ pru™ - vTdx
Q

é limitada em L> (0,7T) . A convergéncia no sentido forte de £ para f em L' (0, T; (Lz(Q))?’)
acarreta que |[f"[|,2 — |||,z em L' (0,T). Pelo Lema [1.3.1] existe k € L' (0,T), que
independe de m, tal que

HmeL2 < k7 g.t.p. em (O?T) :
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Agora, levando em conta que [|[Vv™]|,, é limitada, temos, pela estimativa (2.2.30]), que

d
%/meum -v"dx

onde ¢y, = (||p™u™u™ — (p + p.) Vu™|| 2 + ||72u,rot W || ;) é limitada em L3 (0,T).

< [V | 2 < O (0F + ),

Logo, pelo Lema m, parte (iv.b), temos que fQ pmu™ - v™dx pertence a um compacto
de C'[0,T]. Por outro lado, temos

/pmum-vmd:c — / pu - vdx,
Q Q

em L™ (0,T) fraco-x, como decorréncia das convergéncias (iv) e de v para v em V.
Logo, a convergéncia anterior também se d& em C'[0, 7] no sentido forte, o que acarreta

Jopu-vdz € C[0,7T]. Particularizando em t = 0, teremos

( /Q p’“um.vm> (0) - /ﬂ (pu - vdz) (0)

As condigoes iniciais impostas a p™ e u™ nos permitem escrever a convergéncia anterior

como

/ P (0)u™(0) - v'dx = / potug’ - vidr — / pouy - vdz,
0 Q 0

</qu~vda:) (O)Z/onuo-v,

como queriamos. Passemos agora a w. Vamos provar que

([ ow-atr) )= [ powo-ai,

para todo z € L*(2)3. Seja z € L*(Q2)? e considere z™ € W™ tal que z™ — z € L*(Q)3.

ou seja,

Temos

R T P R P e P
Q
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Como p™w™ é limitada em L* <0, T (L2(Q))3> , concluimos que

/ pw -z dx
Q

¢ limitada em L> (0,T) . A convergéncia no sentido forte de g™ para g em L' (O, T; (LQ(Q))3>
acarreta que ||g™ || 2(qs — 18l 2y em L' (0,T) . Pelo Lema|l.3.1} existe I € L' (0,7,

independente de m, tal que
||gm||L2(Q)3 S l, q.t.p. c1m (O, T) .

Agora, levando em conta que ||[Vz™||,. é limitada, temos, pela estimativa (2.2.31)), que

d

—/pmwm-zmdx <1 V2™ 2 < C (bl + &),
i Jo

onde

Em = (o™ "W ™ = (€0 + ca) VW™ 12 + 1200t 0™ + 4p, W™ 1)

é limitada em L3 (0,T). Logo, pelo Lema , parte (ii), temos que [, p"wW™ - z™dx

pertence a um compacto de C'[0, 7. Por outro lado,

/ prw e zMdr — / pw - zdz,
9) Q

em L> (0,T) fraco-x, como decorréncia das convergéncias (v) e de z™ para z em L*()3.
Logo, a convergéncia anterior também se dé em C'[0, 7] no sentido forte, o que acarreta

Jo pW - zdz € C'[0,T]. Particularizando em t = 0, teremos

< /Q mem-zmdx) (0) = /Q (pw - 2ddz) (0)

As condigoes iniciais impostas a p™ e W™ nos permitem escrever a convergéncia anterior

CcOomo

/ P (0)w™(0) - z"dx = / powy' - z"dr — / PoWo - zdz,
Q Q Q
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([ w2 © = [ powo-aa

ou seja,

como queriamos.



Capitulo 3

Existéncia de solucao em dominios

limitados - mais resultados

O Teorema garante a existéncia de uma solucao fraca, global no tempo, para
o sistema de fluidos assimétricos proposto na introducao. Nesse resultado, as condigoes
inicais sao satisfeitas em um sentido fraco. O objetivo do presente capitulo é provar
a existéncia de uma solugao fraca que satisfaca as condi¢bes iniciais em um sentido
mais forte que aquele obtido anteriormente. Provaremos trés resultados. No primeiro, o
Teorema (3.1.1] sao utilizadas fortemente hipéteses sobre a continuidade das solugoes u
e w na variavel t. O que se obtém sao condigoes iniciais satisfeitas em um sentido mais
forte. No segundo resultado, o Teorema [3.2.1] faz-se um relaxamento sobre as hipdteses
dos dados iniciais e, através de estimativas adicionais, obtém-se as condig¢oes iniciais
satisfeitas, outra vez, num sentido mais forte. Uma outra diferenca entre o Teorema
e o Teorema diz respeito ao fato de que este é local no tempo, enquanto
que aquele é global. Finalmente no tltimo resultado dessa segao, que é o Teorema [3.3.1]
fazemos uma hipétese sobre o tamanho dos dados iniciais e provamos que a solugao obtida

no Teorema [3.2.1] é global no tempo.

3.1 Primeiro resultado
O primeiro resultado nessa direcao é:

73
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Teorema 3.1.1. Seja {p,p,u, w} uma solucao fornecida pelo Teorema .

(i) Se existe um espaco de Banach X tal que (LQ(Q))3 — X epue C([0,7];X), entdo
1. (pu) (t) € (L2(Q)) ¥t € [0,T].
2. /Q[(pu) (0) — poug] - vdx = 0,Vv € H.

3. Existe A € H* () tal que (pu) (0) = poup + VA em (L2())°.

(ii) Seue C([0,T7];H), entdo
pueC ([O,T] (H! (Q))3> e (pu) (0) = p(0)u (0) = pouy em Q.

Se, ademais, u € C ([0,T];V), entdo pu € C ([O, T); (W—hoee (Q))3> :
(iii) Seue C([0,T];H) e py>0,q.t.p. em ), entao u(0) = uy em Q.

(iv) Se existe um espaco de Banach X tal que (L2(Q))° — X e pw € C ([0,T];X),

entao

1. (pw) (t) € (LA(Q))* vt € [0,T7.
2. [ [(pw) (0) — powo] - vda = 0,%v € (L*(Q))".

3. Existe A € H' (Q) tal que (pw) (0) = powo + VA em (L2(2))”.
(v) SeweC ([O,T] ; (L2(Q))3) , entdo
pw € C ([O,T] (H! (Q))3> e (pw) (0) = p (0) w (0) = powo em Q.

Se, ademais, w € C ([O,T] :(H} (Q))?’), entdo pw € C ([O,T] S (Whoe (Q))3> :
(vi) Sew e C([0,T);H) e po>0,q.t.p. em Q, entao w (0) = wq em .
Demonstracao:

(i) (1) Por hipétese e pelo Teorema [2.1.1] temos que

pue C([0,T];X)N L (o,T; (LQ(Q))2> .
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Pelo Lema [1.3.2] podemos concluir que pu é continua de [0,7] em (L%())°,
no sentido fraco. Entdo (pu) (t) € (L2())*,Vt € [0,7]. Em particular, para

t = 0, temos
(pu) (£) = (pu) (0) em (L*(2))* quando ¢ — 0%,

e a prova esta concluida.

(2) Agora, observamos que

/Q(pu) (0) - vda = (/qu-v) (O)dmz/gpouo-vda:,VVEV,

donde podemos concluir

/Q [(pu) (0) — powo] - vz = 0,¥v € V.

Por densidade, a igualdade acima se verifica para todo v € H.

(3) Usando o Lema , podemos garantir que existe A € L*(Q2) tal que
(pu) (0) — poug = VA.
Como (pu) (0) e poug € (L2(2))*, segue que A € H' ().
(ii) Como, por hipétese, u € C ([0,T]; H) , segue que u (0) € H e também
u(t) > u(0), em H, (3.1.1)

quando ¢t — 0. O Teorema implica que p € C([0,T]; W1 (Q)) e que
p(0) = po. Portanto, p(t) — po em W1 (Q) no sentido forte. Também pelo
Teorema [2.1.1] temos que p € L™ (Q) e, portanto, ||p (t)||,« ¢ limitada ¢.t.p. em
(0,7).

Como L™ () — W1 (Q), segue que p é continua de [0, 7] em L> (2) no sentido
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fraco, isto é:

<7]7 P (t» — <na p0>7

para todo n € (L*(Q)). Dado g € L'(Q), consideramos o funcional
¢g 1 L™ () — R, dado por ¢, (h) = [, g - hdx. Dai

/g-p(t)dw%/g-podx.
Q Q

p(t) = po, em L (Q) fraco-+, quando t — 0. (3.1.2)

Logo, temos

Observamos agora que, dado g € L*(), temos

lp(t)u(t)g—pou(0)gll,: = llpt)u(t)g—pt)u(0)g+pt)u(0)g— pou(0)gl,

< [[(p(®) —p(0)u(0) gl + I(u(t) —u(0))pt)gll: -

e por (3.1.2])
1(p(t) — p(0))u(0)g|l;: = 0, quando t — 0.

Além disso
[(u(®) —u(0)p(t) gl < [a(t) = a0 llp @ llgll 2 -

Mas |lu(t) —u(0)||;2 — 0 quando ¢ — 0T, por (3.1.1)), donde podemos concluir
que

p(t)u(t) — pou(0) em (L2(Q))3 fraco. (3.1.3)

Como a imersdao L*(Q) < H~' () é compacta, temos que
p()u(t) = pou(0) em (H'(2))° forte. (3.1.4)

Procedendo de forma semelhante ao que foi feito anteriormente para qualquer ins-
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tante ¢t € [0, 7], concluimos que

pucC <[O,T] (H! (Q))3> ,

0 que prova a primeira afirmacdo. Suponhamos agora que u € C([0,7];V).
O mesmo argumento usado na prova de ({3.1.3) se aplica para mostrarmos que
aquela convergéncia se dd também em (L (€2))” no sentido fraco. Como a imersao

L5 (Q) — W1 (Q) é compacta, concluimos que
pue C ([0.7]; (W= (@)")

o que mostra a segunda afirmagdo. Com isso, estamos nas condigoes da parte (i),

com X = (H™'(Q))*. Como

/Q [(pu) (0) — pouo] - vdxr = 0,Vv € H,

e p(0)u(0) = pou(0), segue que
/ [pou (0) — poug] - vdz = 0,Vv € H.
Q

Agora, tomando v = u (0) — uy € H, chegamos a [, po|u (0) — ug|*dz = 0. Como
po > 0, segue que

polu (0) —up|* =0, ¢.t.p. em Q

o que implica pou (0) = poug, ¢.t.p. em 2. Combinando as igualdades anteriores,

ficamos com

(pu) (0) = p(0)u (0) = poug, q.t.p. em €,
finalizando assim a prova da ultima afirmacao.

(iii) Como py > 0 ¢.t.p. em €, estamos nas condigdes da parte (ii) e, portanto, teremos

u(0) =ug, ¢.t.p. em Q.
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(iv) A demonstracao segue os mesmos passos da prova da parte (i) e por isso omitiremos

certas passagens.

(1) Pelo Teorema temos que
pw € C([0,T]; X) N L= (O,T; (Lz(Q))Q> .

O Lema nos permite concluir que pw é continua de [0, 7] em (L%(2))*,

no sentido fraco. Dai em ¢t = 0 temos
(pw) (t) = (pw) (0) em (LQ(Q))d quando t — 07,
(2) Como

/Q(pw) (0) - vdx = (/pr-v) (O)dx:/ﬂpgwo-vd:c,VveHé (Q)?,

concluimos que

/Q [(pw) (0) — powo] - vdz = 0,Vv € H, (Q)?’

Agora, por densidade, vemos que isso se verifica para todo v € L?(Q2)3, e est4

finalizada a demonstracao.

(3) Pelo Lema |1.4.1], existe A € L*(Q) tal que

Como (pw) (0) e powo € (L2())*, segue que A € H (), o que finaliza a

prova.
(v) ComoweC ([0, T]; (Lz(Q))g) , segue que w (0) € (L2(€))* e também que

w(t) = w(0),em (L*(Q))°, (3.1.5)
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quando ¢ — 0T. Pelo Teorema [2.1.1] p (t) — po em W1 (Q) no sentido forte e
[0 ()|l oo (o € limitada g.t.p. em (0,T). Como L () — W1 (Q), segue que p

¢ continua de [0,7], em L* (2) no sentido fraco. Isso quer dizer que

(n,p (1)) = (n, po),

para todo n € (L>(Q)). Tomando g € L'(f) e considerando o funcional
by : L () — R, dado por ¢, (h) = [, g - hdz, teremos

/g-p(t)dx%/g-poda:-
Q Q

p(t) = po em L™ () fraco- «. (3.1.6)

Logo

Agora, observamos que
p(t)w(t) = pow (0) em (LQ(Q))3 fraco, (3.1.7)
e como a imersdao (L*(Q2)) — (H~*(Q)) é compacta, temos que

p ()W (t) = pow (0) em (H'(2))” forte.

Para qualquer instante ¢ € [0, 7], podemos concluir que
pw e C ([0,7]; (H(©)°).

o0 que prova a primeira afirmagdo. Tomando w € C ([0, 7]; V'), o mesmo argumento

usado para pu nos permite concluir que
pw e C ([0, 7]; (W= ()",

o que mostra a segunda afirmagao. Com isso, estamos nas condigoes da parte (iv),
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com X = (H~'(Q))*. Como

[ 1w ©) = powo] -vite = 0.9v € (£2(@)’

e p(0)w(0) = pow (0), segue que
/Q [pow (0) — powo| - vdz = 0,Vv € (L2(Q))3 :
Agora, tomando v = w (0) — wy € (L2(Q))” chegamos a
| ol (0) = wofaz =0,
Como py > 0, segue que
polw (0) — wol* =0, ¢.t.p. em Q

o que implica pow (0) = powq, ¢.t.p. em 2. Combinando as igualdades anteriores,

ficamos com

(pw) (0) = p (0) w (0) = powo, g.t.p. em ©,
finalizando assim a prova da ultima afirmacao.

(vi) Como py > 0, ¢.t.p. em €2, estamos nas condic¢oes da parte (v) e, portanto, teremos

w (0) = wy, ¢.t.p. em Q.

Assim finalizamos a prova do Teorema. m

3.2 Segundo resultado

O préximo resultado é mais forte que o Teorema no sentido em que as condigoes

iniciais sao satisfeitas de uma maneira forte. Entretanto, ele é local no tempo, ao contrario
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daquele.

Teorema 3.2.1. Sejam Q um aberto limitado cuja fronteira é de classe C*,uy € V,

1
wo € HL (Q)°, f,g € L2 (0,T; L*(Q)%), e — € L*(Q). Entdo
Po

(1) Ezistem u,w,p e p satisfazendo as propriedades do Teorema e T, > 0 satisfa-

zendo

~

cue L2 (0,7 H2 () N L= (0, T V),

2. we L2 (0,T.; H* (Q)*) N L (0, T,; HY ()°)
3. pe L?(0,T,; L8 (Q)),

4. pu,pw € C ([O,T*] W beo (9)3) ,

dpu Odpw

2 . —1,6 3
5o o €L (0. LW (Q)?)

6. % € L® (0, T; W10 (Q)),
7. (pu) (0) = poug + VA, com A € W0 (Q),

8. (pw) (0) = powo + VO, com 6 € W5 (Q),
O tempo T, depende somente dos dados €, f, g, ug, wo, po.

(ii) Além disso, valem

1. t—u(t) € continua emt =0, em H,

2. t— w(t) € continua em t =0, em L*(2)3,

3. u(0) =uy e w(0) = wy,

4. (pu)(0) = pouo € (pw)(0) = powo.
(iii) Se, ademais, infg pg > 0, entao

1L ueC(0,T.];V),weC(0,T.]; H ()°),

ou ow
. — e L?(0,T.:H), — e L? (0. T,: L*(2)%) .
2. 5 €LP(0.TH), -5 € (0,Ty; L*(Q)*)

Demonstracao: A demonstracao sera feita por etapas. Na primeira, obteremos
bases especiais para V e para L?(2); na segunda, obteremos estimativas sobre solugoes

aproximadas e, na tultima, obteremos propriedades especiais da solucao.
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3.2.1 Construcao de Bases especiais para V e L*(Q)3

O operador PA : H?(Q)> NV — H é bijetivo, linear e continuo. O operador (PA)™
é linear e continuo de H em H?(Q) N V. Vamos denotar por T a aplicagdo composta
de (PA)™", que é linear e continua, com a imersio de H2(Q)* NV, que é compacta.
Entao T € L (H, H) é compacta. Ademais, T é um operador autoadjunto. Como H é
separavel, existe uma seqiiéncia enumeravel de autovalores reais de T, que denotaremos
por (Bn), com B, N\, 0, tais que as autofungoes associadas, g™ € H, constituem um
sistema ortonormal e completo de H. Como T'g™ = f™g™, se definirmos v = Tg™ €
H?>(Q)’ NV e \p = 1/Bp, teremos que P (Av™) = A, v™, para todo m. Temos que
(v™) é uma base de V e que estd nas condigdes do Teorema . Por outro lado,
de acordo com [5], Théoreme IX.31, podemos escolher uma base (z™) de L*(Q2)* com
z" € HL(Q)’ N C>(Q)?*, constituida por autofuncoes do operador —A com dominio

H} (Q)° N H?(Q)?, também nas condicoes do Teorema [2.1.1]

3.2.2 Estimativas adicionais para a solucao do problema apro-

ximado

Fazendo, na equagao aproximada ([2.2.1)), v = 2u}", teremos

d
2//)’"|U2”|2+(u+ur)%/ [Vu™|?
Q Q

= 2/ P (—u™ - V)u™-u + 2/ p" M ut + 4ur/ rotw™ - u". (3.2.8)
Q Q Q
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As estimativas

4/17,/r0twm-u;” = 4du, (rot w™ u;")
0
2
< 8y
mem m m\1/2 gm m\1/2 . _m
2 [ e = 2 (o) e o) )
)

< 208705+ 172 (o)

2
(o) vovw | 1720 g

Y

L2

2 / (™ = 2((p) Y (—um - )u, (o) )

IA

2

m\1/2 m m m\1/2..m||2
2/ |12 (o) g
quando levadas a identidade (3.2.8]), fornecem

2 d 2
[y 2w+ o) vz, < 2| () 2w ) w2

L2

2

2
82 [ (o) rotw | 172 (0m)

L2

(3.2.9)

Fazendo v = ePAu™ na equacao (2.2.1), onde ¢ > 0 serd escolhido posteriormente,
ficaremos com
e/ pluy - PAu™ + e(u+uT)/Vum - VPAu™
Q Q
+ e/pm(um~V)um'PAum—e/pmfm~PAum
Q Q

— QEMT/IOth'PAum
Q

-0 (3.2.10)
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Agora, usando as estimativas

/pmu;"~PAum = (p"u", PAu™)
Q

2
1, mn1/2 m
(p)/ut

1 —
7 ) IPAR,

< b(pt+p)

/ p"t(u™-V)u™ - PAu™ = (p"(u™-V)u™, PAu™)
Q

2

1 m
+ = (u+ ) [[PAU™)32

< o) [ (G )+

211, / rotw™ - PAu™ = 2u, (rotw™, PAu™)
Q

(b + pir)

L pawn i

< 8uy (4 )~ [Irot w7 +
/pmfm-PAum = (p"f™, PAu™)
Q

€(p+pr)
4

IN

e (+ pur) " [IE™ 72 + |PAW"7. ,

na identidade (3.2.10f), ficamos com

—e(p+ pp) (VU™ VPAU™)) = ¢(p™uf*, PAU™) +¢(p™ (u™ - V)u™, PAu™)
—e(p™f™, PAU™) — 2p,€ (rot w™, PAu™)

€ -+ Ly m
! +MHPAu 12,

2
< b . — m\1/2 . _m
< bt ) || (0") Tl 1
) 2 + .
+€b(ﬂ+ur) 1 ((pm)l/Qumv> u™ L2—|—6(M4—M)”PAU HiQ

_ € (p + m
e () 72+ LD a2,

_ e+ py m
82 -+ ) ot w2, + STy paye 2,

Agrupando os termos semelhantes e usando as propriedades do operador projecao, fica-
mos com

2
(IOm)l/Q u:n ((pm)l/Q u" - v) um‘

L2

1 . _ 2 .
g€ (u+ ) [|[PAu 2 < eb(utp)™ Lo Heb(ptp) '

+ e (et pp) 7 IE G2+ Sep? (1t pip) 7 [|rot w7 (3.2.11)
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Somando as desigualdades (3.2.9)) e (3.2.11]) e usando as propriedades dos operadores PA

e —A, ficamos com

2
m M m
o ) v SO g,

’((pm)”2 um - v) um’ i
+ (26 + €b® (4 ) 7)™ )17

[1/2 = e g+ ) 7] || o™ 2w

< (2+eb(p+p))

2
(™) rot Wm‘

L2

+ 82 (i + )~ [[rot W 7a + 8422
Escolhendo € tal que eb (4 )" < 1/2, ficamos com

2 d
[y 2|+ = v + 1 Paw

2
<C (H 1/2 um . V) umHL2 + Hmei? + HI"OthHig 4 H(pm)—l/Q rot w™

2
L2

(3.2.12)
Fazendo z = 2w}, na equagao aproximada ([2.2.2)) ficamos com

Q/me:”~W§” + 2/ " - V)wm w4 (¢, + cq) dt/’vme
Q

+ (co+cqa— dt/|d1vwm|2—|—8ur/w -wy

— 4ur/rotum-wl”—2/pmgm w;
Q Q

-0 (3.2.13)
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Agora, usando as estimativas

i [ votu o =ty (o) rora” (o) wz")
Q

2

— :U’r (p ) rotu 12 + / Wt L2’
Q/pmgm'wl” = 2(p"g", W)
Q
m 1/2 __ m
< 20 g" e + 172 (o) wr|
2/pm(um'V)Wm'Wl" = (p"("-V)w" w")
Q

2 2

< 2| (P um e ) we | gz e
L2 L2

na identidade (3.2.13)), ficamos com

2

d d d ..
2 () || L+ (eatca) IV e+ A W 4 (o + o = ) ldiv e

N
= 4du, (rotu™, w") +2(p"g™, W) +2(p" (—u" - V)W, W)
< 2| ot || a2 (om) wy ;+2b||gm||%z
1 R PR (TR K W (O R I
ou seja,
1/2 ml? m d . .. my2 d m|2
Sl wr|, 4 ot e IV 4 (ot o) < v + g e

2

2
< 8u? (pm)_1/2rotumHL +2b|g™ HL2+2H< L2 m.V) w’

L2
(3.2.14)
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Agora vamos fazer na equacao aproximada (2.2.2)), z = eAw™, onde € > 0 sera escolhido

posteriormente. Fazendo isso, ficamos com

e/pmw;"-AWm + e/pm(um-V)Wm-Awm—e/pmgm-AWm
Q Q Q

+ €(co+ca) /Q Vw" - VAW™ + € (co + cqg — ¢q) /Qdivwm -div Aw™
+ 4ur6/ w" AW — 2;@/ rotu™ - Aw™
_ o ) (3.2.15)
Agora estimamos
/Q prgt - AwT = (p"g", Aw™)
< ¥ (e g+ D A,
211, / rotu™ - Aw™ = 2pu, (rotu™, Aw™)
0
< s (eat ) rovu a4 2T w2,
/Q W AW = (g, Aw™)
< (et W+ D a2,
/me (u™-V)wm - Aw™ = (p" (™ V)W Aw™)
< bl + e (02w @) [ ol g,

Ademais, se definirmos o operador £ por
LW = (cq + cq) AW + (co + ¢4 — ¢o) Vdivw,
entao £ é um operador fortemente eliptico que satisfaz

(Lw, AW) 2 (ca + ca) | AW][72 — OF [ VW]|7.
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onde C} é uma constante que depende de ¢, + ¢4, co + ¢4 — ¢, € 0. Para a prova desse

fato, veja [15]. Levando em conta esse fato e as estimativas em ([3.2.15)), ficamos com

—€(cq +ca) (VW™ VAW™)) — €e(co+ cqg— co)(divw™, div Aw™)
= e(p"w, AW™) +e(pm(u™ - V)W Aw™)

—e(pmg™, AW™) + dpe(Ww Aw™) — 2p,.€(rot u™, Aw™)

< t(eat ) W+ C D jawn,
bl o)™ | () 2w w4 L e,
FetP(e+ e g+ T AW+ e, Aw)
+ 8-+ e ot 2, + XD a2,

8

Mas

—€(cy + ¢g) (VW™ VAW™) — €(co+cqg—c,) (divw™, div Aw™)
= e(co+cg) (AW™, AW™) + € (co + ca — ¢o) (Vdivw™, Aw™)

= e(Lw™ Aw™).
Portanto, pelas estimativas acima, podemos escrever

€(Ca+ ca) |AW™]2s + dpne [ VW22 < €CF VW2, + eb(cq + cq) !

Te
+ g (ot ca) [|AW™ 7,

2
+ eb(cy + ca) ™! L

()" - T )w"|

+eb?(ca+ca) " g™ Iz + Bpfe(co + ca)~ [|rot u™|7.
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ou seja,

€(Ca + ca) 9

8

-1 m)1/2 W

IAW™ |72 + dppe VW™ (|72 < Clel|[ VW™ |72 + eb (cq + ca) i

(p L

+eb(ca+cq)” H( 1/2 V)

+eb® (ca+ca) " llg" 7

+ 82 (cq + ca) " |[rot u™||7, . (3.2.16)

Agora, adicionando (3.2.14)) a (3.2.16)), ficamos com

2 d 112 d .. 2
() SIS + o+ 0 — o) o ldiv w2,

[1/2—e(ca+cd)_l} g

(o) wy

L2

d ., . €(cq + ca m m
o Hiﬁ%\mw e V1
< [2+eb Ca +Cq)” H( 1/2 )

+ [eb? (ca +ca) ™" +20] |87

T 8ue (ca+ ca) ! rot w2
2

Cre|[Vw™ |5, + 8 || (0™) " rot u™

L2
Escolhendo € > 0 de sorte que [1/2 — € (¢, + cd)fl} > 0, ficamos com

d mp2 L @y w2 d 2 m2 m2
S VWP + o ([ div w72 4 W™ [ + AW [ + [V ™22

B e

m|2 mi|2 m\—1/2 m 2
+ [[rotu™||72 + VW™ |72 + |[(p")” /1ot u L (3.2.17)

lmy 72w

L2
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Combinando (3.2.12)) e (3.2.17)), ficamos com

m\1/2 -m 2 m\1/2 __ m 2 m1|2 mi 2
[y 2|+ e A wr| | + Ipawn i+ awe
2 ITW s+ iy w3 + w1 + 7 ]
2 2
< € |19wi o o)+ o vovwe |
(e g)wel (e v,
p 12 P 2
+ flrot w7 + ffrot w I3
m||2 m |2
+ g™ 132 + IE™ 7] (3.2.18)

Obteremos, agora, novas estimativas. Utilizando a desigualdade de Holder e desigualda-

des de interpolagao, conforme, [22] ou [23], temos
P AT (R
L2 Q
52/ |um’2‘vum|2
)

# () (o)™

2 2
= B |0 e [[Vu™ |7

CRRIAS

IA

IN

2 3/2 1/2
< BIVan 7. Aw™ 3 )y

Usando a desigualdade de Young, ficamos com

m m3/2 1.myl/2 A m 1 m
B2V e [l A2 o™ 2 < C [l + 5 | PAWTZ, (3.2.19)
Assim,
H((p )2um V) u ‘LQ <TIVuif + 5 IPAW (3.2.20)
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De maneira semelhante, temos

[ (G 7w

AT (AR P
5 [ rpiewe

1 2
(L) (freer)

2 2
= B |0 [[Vu™ s

IN

IN

< BIVu| s |Aw™ 30 w1

Novamente usando a desigualdade de Young, temos

Yal 1
B2 Va2, || Aw™ P2 [[w™ | 12 < T [va™ |5, [[w™] 2, + S llaw 12, .
Assim,
2
1 2 u™ m C m||8 m||2 m
H( /2y )w HLQSCHVu 152 W™ 72 + 20 [AW™||7, . (3.2.21)
Agora, observe que
o) 1/2r0thH /' 1/zlfot‘?VmF:/|(p’”)‘1||rotwm|2,
Q

Dai

/Q o™ ot w™ P < ([ (™), [[Irot WP

= [[(o™) || llvot w™ |74

IN

C (™) ™M e IV W™ [
V2||Vw mumuvv m| 32
6vam”L2 + % vameiQ

INIA

IN

— 1
C|IVw™|%, + °C AW™|%, . (3.2.22)
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Agora, note que

2
H(pm)_1/2 rotu™

:/|(p )2 rotu™? = /| ~|rot u™ 2.
Q

Dai

/Q (o™ ot u™ < ([0 7Y, [[lrot u™ )] .

[(p™) ]| 2 lrot u™ |7

IN

Cll (o™~ 2 V™ 7s

V2| Va2 v Va7

1 m

20 [Aw™ 7.

C | Vu™|3, + % |PAU™|%, . (3.2.23)

IN

IN

C||Vum||L2 + 55

IA

Usando as estimativas ([3.2.20)),(3.2.21)),(3.2.22)) e (3.2.23) em (3.2.18)), podemos concluir

que

2 d
1/2 _.m m
el + o W+ s s + )

H(m)“z w;'

C[llg™ HL2+ 1E7172] + O [IVw™ 172 + [IVa™ [ 2 + [IVa™ 72 [V 2] (3.2.24)

ou ainda que

d

7 (7w 22 + lidivw™ |72 + [lw™ |72 + [[Vu™7.]

m m m||2 . mi2
< C(llgl} + If13:] + C [IVw™ (7 + V™ |72 + W[5, + [[divw™(|7.43.2.25)
Agora, vamos usar o Lema [I.3.3] No presente caso,
m2 . ml12 ml2 m|2
Log(t) = [[Vw™||2 + [[divw™ |72 + [|w™ [ + [[Va™ [,
2. F(t)=C?,

3. k(t) = |lgl% + ]2 .
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Verifiquemos as condi¢oes do Lema. Temos que g € W11 (0,T), ja que g € L'(0,T)
e Z—? é majorada por fungoes que estao em L!'(0,T). A regularidade de f e a de g
na varidvel ¢ acarretam que k € L'(0,7). E imediato ver que a funcao F' é local-
mente limitada. Agora vamos mostrar que ¢ (0) é limitada. Inicialmente observamos
que |[w™||, < CVw™|3,, pois w” € H} (Q)® e que ||divw™| < C||[Vw™| . Por-
tanto, apenas duas parcelas serdo relevantes na andlise da limitacdo de ¢ (0), a saber,

Vw3, (0) e |[[Vu™|[3, (0). Comecemos pela limitacao de |[Vu™||? (0). Como uy € V/

e {v'} é uma base de Schauder de V, podemos escrever
uy = E up,;v', em V,
i

onde uy; sao as coordenadas de uy com respeito a base {v'}. Agora vamos fixar como um
dos dados iniciais do problema aproximado (4.1)-(4.6) do Teorema [2.1.1]
up' = 3" ugvt € V™ o que implica uf' — ug em V, e também em H. Por outro
lado, a base {v'} verifica

(Vvi, ij) =0,

Com efeito, temos

(Avi,v) = (PAVi,V) =\ (vi,v) ,

para todo v € H. Tomando, em particular v = v/ € V, temos que a igualdade anterior
acarreta que

— (Vvi, ij) =\ (Vi,Vj) =0,

se i # j. Portanto

(/\vum|2> (0):/|Vugn|2zz\uo,i\2/ yvVing/qu\?. (3.2.26)
Q Q — Q Q

Como wo € H} (Q) e {z'} é uma base de Schauder de H} (), podemos escrever

Wy = Zwoﬂ-zi, em H& (9)3,
7
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onde wy ; sdo as coordenadas de wy com respeito a base {z'} . Agora vamos fixar como um

dos dados iniciais do problema aproximado (4.1)-(4.6) do Teorema [2.1.1}

wit = 3" wo;w' € W™, o que implica wi' — wo em Hj ()%, e também em L?(Q)3.

Por outro lado, a base {z'} verifica
(Vz Vz’ ) =0,

para i # j, via integraciao por partes e pela escolha da base {z'}. Portanto

(/ ]Vwmlz) (O):/ ’VW()”F:ZWO,@'\Q/ |Vz'|? §/\VW0|2. (3.2.27)
Q Q P Q 0

Em virtude de (3.2.26) e de (3.2.27)), temos que g (0) é limitada e, portanto, vale a
limitacao do Lema para € = 1. Assim existe T, tal que

m|2 . mi|2 mi2 mi|2
Vw72 + lldivw™ (7. + W™l + [[Vu™|[7.] ()

m 2 : m 2 m 2 m 2
< [IVW™ [z + lldiv w™ |72 + (W™ |72 + [Vu™[[7.] (0) + 1,
para todo t € [0, 7T,] . Portanto, podemos concluir que

(u™),, é limitada em L* (0,7; V) (3.2.28)

(w™),, ¢ limitada em L™ (0, Ty; H; (Q)g) . (3.2.29)

Recordemos que, na demonstracao do Teorema [2.1.1, mostramos que u™ é limitada em

L>(0,T,; L*(2)?). Agora, integrando (3.2.24)) entre 0 e T, ficamos com

T* T* T*
[iawiw [Crawe [C o]+
0 0 > Jo

+ (VW72 + lldivw™ |72 + [w™||7. + | Vu™|72] (T2)

2
m\1/2 _ m
(o) vy

mi|2 . m|2 mi|2 m||2
= VW™ + lldivw™ [ + (W™ 72 + [ Va™|[7.] (0)

IA

T
C/O w172+l |7 + llg™ [ 72 + 1€ 172] + C.
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Dessa estimativa, podemos concluir que

(™) uyr) ¢ limitada em 2 (0, 7,3 L()%) (3.2.30)
((pm)1/2 w;;”)m ¢ limitada em L? (0, T.; L*(Q)%) (3.2.31)
(u™),, é limitada em L? (0,T%; H* (Q)°), (3.2.32)
(w™),,, ¢élimitada em L2 (0,T; H? (Q)*) . (3.2.33)

3.2.3 Passagem ao limite e propriedades adicionais da solucao

Repetindo o processo de passagem ao limite feito na demonstracao do Teorema [2.1.1},
obteremos {u, w, p, p}, solu¢do do problema assimétrico dado na introdugao. Obteremos

agora algumas propriedades adicionais da soluc¢ao {u, w, p, p} . Pelo Teorema de Alaoglu,

pela reflexividade dos espagos LP, com 1 < p < 0o, e pelas limitagoes (3.2.28) e (3.2.29)),

temos

ue L*(0,T,; V)N L* (0, T.; H*()%)

w e L* (0,T.; Hy (2)°) N L? (0, T.; H? (2)°) .

Como u™ é limitada em L* (0,T%; V), segue que ela também o é em L> (0, T,; LS (Q)B) ,
ja que V= HL (Q)® — L5(Q)°. De forma andloga, concluimos que w™ é limitada nesse

mesmo espaco. Portanto, a equacgao do transporte nos fornece

(%) ¢ limitada em L (0, To; W16 () .

Temos ainda que p, o limite de p™, também ¢ tal que

% ¢ limitada em L (0,7, W% (Q)) .
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Como u™ ¢ limitada em L2 (0,T,; H? (Q)*) e H?(Q) — W (Q), segue que
(u™),, é limitada em L* (0, T,; W"° (9)3) .

Procedendo de forma analoga, podemos mostrar que vale uma limitacao semelhante para
w™. Pelo Lemal[1.4.2] parte (iii), o produto W6 (Q) x W16 (Q) — W16 (Q) é continuo,
donde

a m
(um%) ¢ limitada em L* (0, 7,; W10 (9)3) . (3.2.34)
Por um raciocinio semelhante, mostramos que wm% ¢ limitada no mesmo espaco.

Integrando a desigualdade ((3.2.24]) entre 0 e T, obtemos

<(pm)1/2 u;”) é limitada em L* (0,T.; L*(€2)?) . (3.2.35)

m

Pela limitagao (3.2.35)) e pelo fato de que p™ é limitada em L (0, T%; L™ (2)) , segue que
(p™a}"),, é limitada em L* (0,T,; L*(2)*).
Como L*(Q) — W16 (Q), temos
(p™u}"), ¢ limitada em L* (0, T; W0 (Q)S) .

Dai, podemos concluir que

%u € L* (0, T; W15 ()%) .
De forma semelhante obtemos as mesmas limitagoes para w™ e as mesmas conclusoes para
85—:‘7. Além disso temos que pu € L (0,T; L8 (Q)*) pois u € L*® (0,T,; H} (Q)%) —
L>=(0,Ty; L° (Q)3) e p € L®(0,T:;L>* (). De forma semelhante, obtemos que
pw € L= (0, T,; LS (Q)g) . Usando o Lema m, parte (ii), obtemos

pu, pw € C ([0,T,]; W0 (9)3) :
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Em virtude das propriedades acima, temos
(I) div (puu) € L2 (0,T; W19 (Q)?) , pois pu € L (0,T.; L° (Q)*) eu € L? (0, To; WS (Q)?) .

(I1) Au € L? (0, T; W15 (Q)*), poisu € L* (0, T,; V) — L?(0,T,; V) — L* (0, Ts; HE (Q)°) —
L% (0,T.; L ()%) .

(IIT) pf € L2 (0, To; W18 (Q)%) , pois pf € L? (0, T; L*(Q)?) — L? (0, T; W16 (Q)*) |

(IV) rotw € L?(0,T; W=1(Q)*) , poisw € L® (0, T%; H} (R)°) — L?(0,T.; H} (Q)°) —
L%(0,T.; L% (Q)%).

Portanto, podemos concluir que Vp € L? (0, Ty; W16 (Q)S) ,donde p € L2 (0,T; LS (Q)?’) .
Como pu, pw € C ([O,T*] (WL (9)3) , 0 Teorema nos garante que

pu (0) = poug + VA,
com A € H' (Q) e
pw (0) = powq + V6,

com 6 € H'(Q). Na realidade, o argumento usado em [23] nos permite concluir que
Aef € W6(Q). Com isso provamos a parte (i). Vejamos agora a parte (ii). Pela

0
parte (i), a—i € L* (0,T;W~9(9)) e, pelo Teorema [2.1.1} p (0) = py. Entao,

[P0 — p ()llyy-16 < CH,

para 0 < t < T,. Pelo fato de que u (¢) ¢ limitada em H?(Q)®, segue que ela o é em
HY (9)3, para 0 < t < T,. Portanto, pelo Lema m, parte (iii), temos que

lpow () = p (W) w ()l 15 < llpo = p O)llyy-1s 1 ()] 2 < C,

q.t.p. em [0,7,]. Assim a aplicagao

t= pou(t) —p(t)u(t)
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é continua em t = 0, com valores em W13 (Q)°. Como W16(Q) — W13(Q) e

pueC([0,T.]; W13 (9)3) , segue que
t = pou(t)

é continua em t = 0 com valores em W~ (Q)*. Mas u € L™ (0,T,;V), o que acar-
reta pou € L™ (O,T*; LS (Q)B) . Invocamos agora o Lema bem como o fato de que

L5 (Q) — W13 (Q), para concluirmos que

t = pou(t)

1
é fracamente continua em ¢ = 0 com valores em LS (Q)*. Como — € L5/° () = (L° (Q)), :

Po
segue que

t—ul(t)

7 ’ 3 . . .
é fracamente continua em ¢ = 0 com valores em L' (Q)”. Com efeito, a continuidade de

t — pou (t) acarreta que
ooty [ opu(0)de.
Q Q

1
quando t — 0, para toda ¢ € L%/° (Q). Mas — pertence a esse 1ltimo espaco. Dai, para

Po
toda ¢ € L (Q)*, segue que 2 e L%°(Q). Portanto
Po

k4 _ 2 _
/onpou (1) dm—/ﬂgbu(t) dx — on,oou(O) dx /ngﬁu(O) dx,

quando ¢t — 0, o que prova a afirmagao. Como u € L*> (0,7; V) < L* (0, T.; H} (9)3) ,
pelo Lema 1.4, pagina 263 de [25], segue que

t— u(t)
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¢ fracamente continua em t = 0 com valores em L?, e também em H. Relembrando que
na demonstragao da parte (ii) do Teorema foi usada apenas a continuidade forte

em t = 0 para que ela fosse valida. E é justamente isso que temos aqui. Dai,

(pu) (0) = p (0) u(0) = pouo,

ou seja,

po (u(0) —ug) = 0.

1
Multiplicando essa tultima igualdade por —, temos que
Po

u (0) = uy, g.t.p. em Q.

Repetindo os argumentos acima, com as modificacoes eventuais, a saber, trocar V por

L?(2)3, podemos concluir que ele também vale para w, ou seja
w (0) = woq, ¢.t.p. em €.

Com isso finalizamos a prova da parte (ii). Passemos a parte (iii). Como u™ e w™ sa-
tisfazem as estimativas obtidas no Teorema a seqiiéncia (pm)l/ 2 u;” é limitada em
L?(0,T.,; L*(©2)3) e p™ > inf py > 0. Segue daf que u}" ¢ limitada em L? (0, T.; L*(Q2)%), o
mesmo valendo para w?*. Como u” € C ([0, T%]; V) ew™ € C ([0, T.]; L*(Q)?), segue que
u!” é limitada em L? (0, T,; H), wi™ é limitada em L? (0, T}; L?(2)3) , e seus respectivos li-
mites satisfazem w, € L?*(0,T.;H) e w, € L*(0,T;L*(Q)*). Como

u,we L?(0,T,; H? (Q)g) , segue que
u,w e C([0,T.); H (Q)°).
Pelo fato de que u € L* (0,7,;V) e w € L™ (0, T}; Hy (Q)?’) , temos que

ueC([0,T.):V) eweC(0,T.); H (27,
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finalizando a prova da parte (iii).

3.3 Existéncia de solucao global

Nesta secao mostraremos que, escolhendo-se os dados iniciais suficientemente peque-
nos, podemos tornar a solugao obtida no Teorema global. Mais especificamente,

temos o seguinte
Teorema 3.3.1. Com as hipdteses do Teorema e admitinndo que
(i) f,g € L= ([0, +00); H' (2)*)

(ii) ||u0||H5 , ||w0||H3 , ||f||Loo([07+oo);H1(Q)3> : ||g||Loo([07+oo);H1(Q)3> sao suficientemente peque-

nas,
a solucao obtida existe globalmente no tempo.

Demonstracao: Da demonstragao do Teorema [3.2.1], temos que

d .
T Vw7 + [[divw]7. + [wl7 + [Vull?.] < Clgll7- + I£]l7]
2 2 2 . 2 19
+ ClIVWl: + IVl + [[wilze + [|divw];.] .

(3.3.36)

Pondo 1 (t) = ||Vw (t)||7, + [|divw (£)]|7> + |[w (t)]|72 + [[Vu (t)||32 , obtemos a seguinte

inequacao diferencial

d
d_@i’ < Cp® + Cy

¢ (0) = VW (0)|[72 + [[divw (0)][72 + [w (0) |72 + [ Vu (0)] 7
Consideremos a equacao diferencial associada, ou seja

X 1 0= P, 0)

¢(0) = IVw (072 + [ldivw (0)||72 + [[w (0)IIZ2 + [V (0)]l7: .
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Resultados sobre inequagoes diferenciais implicam que v () < ¢ (t) , para todo ¢ no inter-
valo de existéncia. Observe que, para Cy = sup {||f (t)||3 + ||g (t)||32} suficientemente
pequeno, podemos encontrar uma raiz r (Cy) proxima de 0. Assim, se 0 < ¢ (0) = ¢ (0) <
r(Cy), teremos 0 < ¢ (t) < ¢ (t) < r(Cy) < 400, para todo ¢ no intervalo de existéncia.

Portanto, existe uma constante M > 0, tal que
sup {[|Vwl[7 + [[divwllz. + [[w]72 + [Vul[7. } = M < oo.

o que finaliza a prova do Teorema.



Capitulo 4

Existéncia de solucao em dominios

ilimitados

Neste capitulo, obteremos um resultado sobre existéncia de solucao fraca global no
tempo para o sistema dado na introducao quando Q C R? é um dominio ilimitado. A
técnica por nds utilizada serd a mesma utilizada por Ladyzhenskaya [14] e Heywood [12]
e que foi utilizada por Guillén e Ferndndez-Cara em [J] para estender os resultados de
Simon [22] para o caso ilimitado. A idéia consiste em aproximar €2 por dominios limitados
Qg, satisfazendo Qg — (2 quando R — +00. Entao usa-se o Teorema para obter-se
uma solugdo {pr,ur, Wg,p}, para cada Qg x (0,7). Em seguida, mostra-se que essas
solucoes sao convenientemente limitadas independentemente de R. Passa-se a seguir a
escolha de uma subseqiiéncia e verifica-se que o limite desta subseqiiéncia é uma solucao

para o problema proposto.

4.1 Enunciado do resultado principal

Teorema 4.1.1. Sejam Q C R® um conjunto aberto, T > 0 um nimero real dado
e @ = Qx(0,7). Seuy € Hywy € L2(Q)°,py € L®(Q), com po > 0, em Q e
f.g € L' (0,T;L*(Q)* N LY> (Q)g) , entdo existem

102
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o pe L=(Q)NC([0,T]; W, (),
e uc L2(0,T;W(Q)),
e we L2(0,T;H; (2)°),
o pe Wt (0,T;L3,(Q),Vpe W (0,T; H (Q)%)
tais que
(5.0.a) puec L™ (0,T;L*(Q)?), [,pu-v e C([0,T]),Vv eV (Q),
(5.0.b) pw € L= (0,T; L* (%), [, pw -z € C ([0,T]),Vz € H} ()°,
(5.0.c) infesspg < p(x,t) < supesspg, q.t.p. em Q x (0,7,
e que satisfazem as equacgoes, no sentido das distribuicoes,
(5.1) 05% + div (puu) — (1 + pr) Au+ Vp = pf + 2p,.rotw, em Q x (0,7,
(5.2) 0,80_:/ + div (puw) — (cq + ca) AW — (¢o + ¢4 — ¢o) Vdivw + 4p,w = pg + 2u,rotu,
em Q x (0,T),
(5.3) % +V-(pu) =0, em Qx(0,7),
(5.4) V-u=0, emQx(0,7).
e as condig¢oes iniciais

(5.5) pli=o = po, em 9,

(5.6) </qu : Vd:c) (0) = /onuo -v, para todo v € V (),

(5.7) </pw : zdm) (0) = /pgwo -z, para todo z € H} (Q)*.
Q Q
Dividiremos a demonstragao em véarias etapas. A estratégia sera semelhante aquela
que foi usada em [9], ou seja, primeiro aplicaremos os resultados obtidos no capitulo 1
para obtermos uma solugdo {pg, ur, Wg,pr} em Qr = Qg x (0,T), para cada R > 0,
onde Qi é a intersecao de ) com a bola aberta centrada na origem e de raio R. Entao,
estimaremos pgr,ur € Wg, uniformemente com respeito a R. Finalmente, escolheremos

uma subseqiiéncia convergente, cujo limite seré solugao do nosso problema.
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4.2 Existéncia e propriedades de pp,ur, Wg, pr

Vamos escolher dados ugg, Wog, por, fr € gr com as propriedades
(3.1) uor € Vg e ugr — ug forte em H (Q),
(3.2) wor € D(Qr)” e wor — wq forte em L*(Q)3,
(3-3) por € L= (Qr), com por = po, q-t.p. em Qp,
(3.4) fre L' (0,T; L2 (Qg)* N LS/° (QR)3) ,com fr (t) =1 (t), ¢.t.p. em Qp,
(3.5) gr € L' (0,T; L% (Qr)° N LY® (Qr)%) , com gr (t) = g (t), ¢.t.p. em Qp.

Passamos a justificar a possibilidade de tais escolhas. As escolhas (3.3),(3.4) e (3.5) sao
possiveis, bastando para isso tomar as respectivas restrigoes. Vejamos agora as escolhas
(3.1) e (3.2). Usaremos o conhecido processo da diagonal de Cantor. Como V' é denso
em H, existe uma seqiiéncia {v,,} em V tal que v, — uy em H, de maneira forte.
Também sabemos que V ¢ denso em V. Logo, para cada m € N, existe uma subseqiiéncia
{Gmn} C V, tal que ¢, — v, em V, também de maneira forte. Vamos extrair uma

subseqiiéncia de {¢n,n} . Sejam
ny € N tal que |10, — Vi ;2 < 2%,
ny € N,ng > ny tal que ||¢apn, — vall;2 < Qila

ng € N,ng > ny tal que ||, — vi||;2 < 2%,

Observamos que, com essa escolha, a subseqiiéncia {¢y ,, } ¢ uma seqiiéncia em V que

converge fortemente para ug em H. Com efeito, dado € > 0, existem N7, Ny € N tais que
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1/2M71 < €/2 e ||lvp — w2 < €/2, para todo k > N». Logo, para k > max {Ny, No},
temos

[0k = Woll > < N Pkm = Vll 2 + Ve — ol 2 < €/2+€/2=¢,

pois 1/2M71 < ¢/2 e para k > Ny, 1/281 < 1/2M~1, Definimos entao ugr := @r.nplop-
Agora, veremos a escolha (3.2). Como H} (Qg)° é denso em L? (Qp)°, existe uma
seqiiéncia z” em H{ (Qg)° tal que zF — wor em L? (Qz)° no sentido forte. Tomando a
extensao por zero fora de €2, temos que z& — wor em L2(Q)3, forte. Sabemos que D ()
é denso em H{ (Q). Logo, para cada m € N, existe uma seqiiéncia {t,,,} em D (Q)>
satisfazendo ¥y, , — 2, em H;] (9)3 fortemente. Vamos tomar R = m, de sorte que ;,{i

sera denotada apenas por z,,. Agora vamos extrair uma subseqiiéncia {9, ,}. Sejam
ny € N tal que ||, — ZlHL2 < Qlo,
ny € N,ng > ny tal que ||t n, — 22,2 < 2%,

ng € N,ng > ny tal que |3, — 23| ;. < 5,

e , e 3
Com essa escolha, a subseqiiéncia {¢y ., } ¢ uma seqiiéncia em D (£2)” que converge

fortemente para wy em L?(9)3. Com efeito, dado € > 0, existem Ny, Ny, N3 € N tais que
1. 1/2M~1 < ¢/3,
2. ||z, — Wol| 2 < €/3, para todo k > N,

3. / [wol|3> < ¢/3, para todo k > Nj.
-
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Logo, para k > max { N7, No, N3}, temos
[Vkne = Woll 2 < ([ Wkn, — Zkllpe + |2k — Worll 2 + [[Wor — Woll o < €/3+€¢/3+¢/3 =k,

pois 1/2M71 < ¢/2 e para k > Ny, 1/2F1 < 1/2M~1 Definimos Wogr := ¥r.np|0p-

De posse dessas seqiiéncias, obtemos as estimativas

(3.6) ||uor|l;2 < C, independente de R, em virtude da convergéncia (3.1) ,
(3.7) |[worl|;2 < C, independente de R, em virtude da convergencia (3.2) ,
(3.8.1) a = infess py < infess pyr,

(3.8.2) b = supess py > supess porg,

(3.8.3) por — po fraco-* em L (Q),

(3:9) 1851 (07s00c0%) < Wl sncorsy -V € [6/5.2.

(38:10) gl (o) < 8l oraacee) Y € [6/5.2].

Usando o Teorema [2.1.1] obtemos uma solugao {pr,ur, Wg,pr} do problema (3.0.a)-
(3.9), com

Q’ Ugp, Wo, Qo, fe g

substituidos, respectivamente, por

Qr, Wor, Wor, por, fr € gr.

Assim, a solucao {pg, ur, Wg, pr} satisfaz
(3.11) pr € L™ (QpR),

(3.12) ug € L*(0,T; Wg),

(3.13) wg € L2(0,T; H} (Qr)°),

(3.14) pi*up € L= (0,T; L? ()%,
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(3.15) pyl*wg € L® (0,T; L* (Qr)"),
(3.16) infess por < pr < supess por,

(3 17) apR + V- (pRuR) =0, em L*® (O,T; H-1 (QR)> NL? (O,T; W16 (QR)) ,

9]
(3.18) < pg B4V (prurug) — (1 + i) Aug — 2u,rot wg — prR,VR> =0,em D' (0,7),

para todo vig € Wk,

(3.19)

<8PRWR

T + V- (prurwg) — (cq + ca) AWg + (co + cqg — ¢o)Vdivwg + 4upwpr

—2pugrot ug — prgR, Zr) = 0,

em D' (0,T), para todo zp € L? (Qg)°,

(3.20) pr e C([0,T); W1 (Qg)), pr (0) = po, ¢.t.p. em Qp,

(3.21) ( PRUR - VRdZE) e C(] , para todo v € Vg,
) fQR porUor - Vrdx, para todo vy € Vg,

(3.22) < PRUR - VRAX
(3.23) (/ PRWR - Zgdr | € C (] , para todo zg € H} (QR)3,

(3.24) (/ PRWR - szaz> fﬂ PorWor - Zrde, para todo zz € H} (Qp)°,

4.3 Estimativas

Obteremos agora estimativas que nos permitirao obter subseqiiéncias convenientes e,
conseqiientemente, fazer a passagem ao limite nas equacoes do sistema assimétrico. Essas

estimativas independerao de R, num sentido que sera tornado preciso adiante.
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4.3.1 Estimativas das funcoes

Inicialmente notamos que, pelas limitagoes (3.8.1), (3.8.2), (3.8.3) e (3.16) da segao
anterior, temos

PRl < C e infesspy < pr < supess p (4.3.1)

Conforme a demonstracao do Teorema [2.1.1], as limitacoes obtidas sobre ur e wg depen-

dem dos dados iniciais mas nao de 2. Portanto

HpRuR“LC’O(O,T;LQ(QR)?’) < C (432)

||'0RWR||L°°(0,T;L2(QR)3) S C, (433)

onde C' é uma constante que depende dos dados iniciais de f e de g. Ainda nos reportando
a demonstracao do Teorema [2.1.1 as estimativas obtidas para Vug e Vwpg também o

foram de forma independente de €2, valendo portanto

IVug|[. <C (4.3.4)

[VWg|. < C. (4.3.5)

Observemos que as estimativas (4.3.4) e (4.3.5) nos mostram que

HuRHL2(0,T;WR) <C (4.3.6)

HWRHLQ(QT;H(%(QR)?’) <C. (4.3.7)

Os mesmos argumentos que usamos anteriormente também nos permitem concluir que

lprarur s (o207 < C (4.3.8)
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”’ORuRWR||L4/3(0,T;L2(QR)9) S C, (439)

onde C' é uma constante que independe de R. Em virtude dessa independéncia as estimati-
vas anteriores continuam validas se trocarmos pr, Ug, Wg, Qgr, Qr € Wg, respectivamente

por p,ur, Wg,Q2,Q e W.

4.3.2 Estimativas nas derivadas com relacao ao tempo

Inicialmente, mostraremos que

<aaif> ¢ limitada em L (0, T; H™" (w)), (4.3.10)
R

para todo conjunto aberto limitado w C €2. Em primeiro lugar, devemos notar que, para
um tal w, existe R>0 que satisfaz w C g, para todo R > R. Nessas condicoes, teremos
Opr

W—FV'(,ER’[VIR):OGIHMX(O,T).

A estimativa (4.3.2)) nos mostra que isso é verdade, pois as derivadas sao efetuadas nas
variaveis espaciais. A seguir obteremos uma estimativa para derivadas na variavel t das

fungdes prugr e prwg. A igualdade (3.18) pode ser reescrita como

dprur
ot

,VR> = (prugug — (1t + pr) Vug, Vvg) + (2u,r0t Wg + ppfr, Vi) ,

ainda em D’ (0,7"), para todo vg € Wg. As distribui¢bes anteriores podem ser vistas

como produtos internos e, como possuem derivadas temporais, podemos escrever

< |lprurug — (1 — pr) Vugl| 2 [|VVR| 2

il
— Uup-v
dt QRpR R VR

—+ HprR + ZIURI'Ot WRHLG/S VRHLG
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Como [[rot wgl|» < C||[VWg|| s, |[VWg]| 2 é limitada e L? (Qg) < L5° (Qg), segue que

< |lprurug — (1 + pr) Vugl| 2 [|VVE|| 2

il
— up-v
dt QRIOR R VR

+0[[frll o5 VRl s + 20rC VW 2 ([ V] 6 -
Agora, pelo Lema [1.1.2] parte (iii), temos que

Vel < ClIVVE] L.

d
‘d—/ PRUR - V| < ||prugug — (0 4+ ) Vug|| 2 [V, 2
t Jo,

+0lfrll Lors IVVRI 2 + C |VWR]| 12 [[V VR 12 -

Ainda podemos escrever essa tltima desigualdade como

d
d_/ prug - Vr| < C (o1 +Uir) [[VVE| 12, (4.3.11)
tJag

onde
Y1 = b||f||L6/57
U1r = ||prugur — (1 + pr) Vug| 2 + C || Vwg|| 2.

Temos que 915 é uniformemente limitada em L*3 (0,7), em virtude das estimativas

i)
—_— Wp - Z
dt QRpR R'ZR

4.3.6) e (4.3.8]). Obteremos agora uma estimativa semelhante para

igualdade (3.19) pode ser escrita como

0
< pg:VR,ZR> = <pRuRWR—(Ca+Cd)VWR,VZR>

+ (2ugrrot ug + pr8r — 4rWr, 2r) + ((co + €q4 — ¢o)divwg, divzg),
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em D' (0,T), para todo zg € L2 (Qg)°, de onde resulta

< |lpurwr — (ca + ca) VWR| 2 | VZR| 12

il
R— W .Z
di QRpR R"ZR

+ |pr8R — 4rWR + 2pgrot UR|| 16/5 ||ZR|| 1o

+ ||(co + o + ca)divwr]| ;2 ||divzg|| ;- -

Tendo em conta as seguintes desigualdades
[rot ugl[p. < C[Vugll.,
[divzgll. < C[Vzall,
1z&ll s < [[VZgllL2

temos

< ||puRWR — (Ca + Cd) VWRHL2 HVZRHL2

i)
—_— Wp - Z
dt QRpR R ZR

+ lorgR Loss V2RI 2
+ ||2Nrr0t Ur — 4,URWR||L6/5 HVZRHm

+ |[(co + 4 — ca) divwr| 12 [VZR

que ainda pode ser escrita como

d
E/ PRWE - Zr| < 02 + V2r] | Vzr|| 2, (4.3.12)
Qr

onde
g =C HgHLG/Sa
or = ||purwWg — (¢ + c4) VWg|| 24|20, r0t g — 4purWr|| fo/s +(co + ca — ¢o) divwg]| 2,

Observe que ;5 ¢ uniformemente limitada em L3 (0,7, em virtude das estimativas

@37) e (£.3.9).
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4.3.3 Estimativas fracionarias no tempo

Nosso objetivo agora é obter estimativas sobre prug e prw g nos Espagos de Nikolskii.

Mais especificamente, vamos mostrar que

(PrUR); ¢ (PRWR)p sdo uniformemente limitadas em N'/*2 (0,75 W13 (w)?’) ,
(4.3.13)
para todo conjunto aberto e limitado w C 2. A nossa estratégia serd mostrar, no caso de

(PrUR) R, que existe uma constante C' > 0 tal que
||Th (ﬁRﬁR) - ﬁRﬁR||L2(O,T—h;W*173(w)3> S Ch1/4,

para qualquer w nas condicoes acima. Note que, feito isso, teremos

”ﬁRﬁR||N1/4’2(0,T;W*113(w)3) = ||ﬁRﬁR||L2(0,T;W*1v3(w)3)

+ sup BV |, (Frtin) = PRUR L2(0 1 pow15(w)%)
0<h<T

= ||ﬁRﬁRHL2(O,T;L2(w)3) +C
< C,

N

onde usamos a estimativa e o fato de que L? (w) — W13 (w). Estratégia seme-
lhante serd tomada no caso de (ppWg)p . Para atingirmos nosso objetivo, vamos adaptar
os argumentos utilizados na demonstracao do Teorema [2.1.1l Faremos inicialmente o
caso de (pgpug)y. Dividiremos a nossa andlise em quatro etapas a fim de que fiquem
perfeitamente claras as idéias envolvidas. Em primeiro lugar, observe que para um tal w

existe R > 0 tal que w C g, para todo R > R.

Primeira Etapa: Devido a regularidade de prup e pela estimativa (4.3.10|) temos, para
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cada h € (0,T) e vg € Vg,

A[mﬁ+hmﬂﬂ+m—ﬂﬂﬂmﬁﬂwm Z(Z;MNHVM@+h%%K;mwmvw@)

t+h d
_ / < / prtip - Vi) (s) ds
t Qr

t+h
< /’ Clor + dir) [Vl 2
t
t+h
= C||Vvgl 2 (/ [v1 + V1R dS) :
t

Fazendo vig = ugr (t + h) — ug (t) e integrando a desigualdade anterior em ¢, para

t€ (0,7 —h), com h > 0, obtemos

/OT_h /QR (7w (prUR) — prUR] - [Th (UR) — ug] dzdt

< /0 e [Vug (t + h) — Vug (t)] 2 ( /t o o1+ W1g] ds) dt. (4.3.14)

Fazendo

L= /0 o /Q [ wn) = pruel - 7 (o) — g o,

e usando o Teorema de Fubini na integral do lado direito de (4.3.14]), ficamos com

*

he [ ([ I9unen) - Va0, ) as

Usando a desigualdade de Holder na segunda integral de (4.3.14}), teremos

*

tAMJVW“+W_VWWWH§”WWW%mW%ﬂ’

onde
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Assim ficamos com

T
< 20 [Vnl sy [ o1 ) (5)ds

T
Como ||VuR||L2(0,T;L2(QR)9) e /0 (p1 + Y1g) (s)ds sdo uniformemente limitadas,

temos

T—h
Il = / / [Th (pRuR) — pRuR] . [Th (UR) — llR] dxdt S Chl/Q, (4315)
0 Qr

onde C' é uma constante que nao depende de R.

Segunda Etapa: Suponha que z € VVO1 372 (Qr) . Multiplicando a igualdade

por z e integrando em (2g, teremos

9.

zdr = —/ div (prug) - zdz = / prUR - Vzdz.
an Ot Qr

Qr

Ademais, temos que

8pR d /
—— - zdr = — PR - zdx,
/QR ot dt Jo, "

pela regularidade que pgr possui. Assim, em vista dessa ultima igualdade, ficaremos

com

d

— PR - 2dx = / prUR - Vzdx.
dt Qg Qr

Integrando a igualdade anterior entre t e t 4 h, ficaremos com

/QR lpr (t +h) — pr(t)] - zdx = /tHh /QR PRUR (8) dsdzx.
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Usando a desigualdade de Holder, ficaremos com

t+h
< [ lomunls 920
t

/Q Pt 1) — pr (8)] - 2de

t+h
= [l [ ol ds
t

t+h A 1/4 t+h
192l ( / \|pRuR\|L3) ( / us)
t t

S ||VZ||L3/2 ||pRuR||L4(O,T;L3(QR)3> h3/4- (4316)

3/4

IN

Observe que

4/3
4
lpruglts = ( / \pRuRFmRuR\) < llorurl% lorunl .
Qr

Como L (Qg) — L*(Qg), segue que

lprugllts < CllprugrlSs |lpruglys

< OV |lugll s [loruslls (4.3.17)

Como as quantidades envolvidas na tultima desigualdade sao todas uniformemente

limitadas, segue que
[ on 1) = pn () 2dz < €192l s 01, (43.18)
Qr

para todo z € VVOLB/2 (Qg) . Fagamos z = —ug - [ug (t + h) — ug (¢)] . Com essa es-
colha segue que z € T/Vol’?’/2 (Qr) pelo Lema m,(l) e pelo fato de uz € Wy (Qgr) .

Antes de prosseguirmos, faremos uma estimativa adicional. Temos

Vz = V(—ugr(t) (ug(t+h) —ugr(t)))
= —Vug(t) - (up(t +h) —ur(t)) = ur(t) - V(ur(l + h) — ug(t)).
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Assim,

V2l s = [[Vur (@) (ur(t+h) —ur(t) +ur(t) V(g +h) —uar @)L
< |Vug (t) - (ug (t+h) —ug ()|l
+ lug (t) - V (ug (t + h) — ug (t))]| 5/
< | Vug (@)l [lar (E+ h) —ur ()] 16

+ llug (D)l s IV (ug (E+h) —ug @) -

Agora, integrando (4.3.17) em (0,7 — h), ficamos com

T—h
- / / Pt 4+ 1) — pr (O] g (£) - [ug (¢ + h) — up (1)) dadt
= —/0 i /Q [ThpR — pR]UR - [ThUR — ug| dzdt

T—h
= / ChY* ||V (—ug () - [ug (t + h) — ug (1)) ugl| /. dt.
0
Pelas estimativas feitas anteriormente, temos que
IV (—ug (t) - [ug (t +h) —ug (O] 2 < C,

onde C é uma constante independente de R. Assim, tendo em conta que 1" é cons-

tante, temos

_ /OT_h/Q [pr (t+h) — pr ()] ug (t) - [ug (t + h) — ug (t)] dedt < Ch3*,
* (4.3.19)
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Terceira Etapa: Adicionando (4.3.15) e (4.3.19)), ficamos com

T—h
[t tonan) = pranl -t = il = g = prl wn - I =
0 Q
T—h :

= / / Th (pRUR) *TRUR — Th (PRUR) “UR — PRUR - TRhUR + PRUR - UR

0 Q

T—hR
- / / ThTh (PRUR) - TphUR + Tp (PRUR) “UR + PRUR * TRUR — PRUR * UR
0 Qg

T—h
= / / PR (t—Fh) |ThuR—uR|2d9§dt
0 Qr

< Ch'? 4 C¥1,
Usando a estimativa (4.3.1]), temos

T—h
/ / |ThpR [ThuR—uR] |2 §0h1/2 (1+h1/4) S Oh1/2,
0 Qpr

ou seja,

”ThPR [ThuR - uR] ||L2(0,T—h;L2(QR)3) S Ch1/4.

Quarta Etapa: Usando a igualdade (3.19), temos

t+h t+h
/ aaifds = —/ V - (prug) (s)ds em W10 (Qp),
t t

ou seja,

t+h
mﬂ+m—w@=[ V- (prur) em WS (Qp).

quase sempre em (0,7 — h). Por outro lado, por causa das estimativas (4.3.1)) e
1} segue que prup ¢ uniformemente limitada em L? (0, T; LS (QR)3) . Assim

t+h
17hpr = PRIl Lo o r—nw-18(0m)) < C/ lprugl| s ds
t

A

Ch'/?,

IN

Sabemos, pelo Lemal(l.4.2] parte (iv) que (u, pt) — pu é uma aplicacdo bem definida
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e continua de K} (2) x W16 (Q) em W13 (Q). Assim,

[(Thpr — pR)uR||L2(0,Tfh;W*1’3(Q)) < |(7nor — pR)HLQ(O,Tfh;W*LG(QR)) HuR”L?(O,T;WR)

< Ch'/2

Como

Th(ThuR - UR) + (Th/?R - pR)uR = Th(ﬂRuR) — PRUR,

segue que

HTh (pRuR) - pRuR"L2(07T_h;w—1,3(QR)3) < H(ThpR - PR) uRHm(O’T_h;Wq,s(QR)B)

+ ||mhpr (Thugr — UR)HL? (0,7—h;W=13(2g)?)

< ChY? + C||1hpr (Thug — uR)||L2<0,T—h;L2(QR)3)
< ChY?4+Cntt
< cpa (4.3.20)

Faremos agora uma estimativa semelhante para prwgr. O nosso objetivo é mostrar que

existe uma constante C' > 0 de modo que

HTh (ﬁ\é%) - ﬁé@HLQ (O,T—h;W*LB(w)?’) S Ch1/4,

para qualquer w C €2, aberto e limitado. Atingiremos esse objetivo mostrando que existe

uma constante C' > 0 tal que
||Th (b\é%) - E]—:’L%HLQ(T_MW_L;;(W)B) S Ch1/4,

para qualquer w nas condigoes acima. Em primeiro lugar, observe que para um tal w,
existe R > 0 tal que w C (g, para todo R > R. Analogamente ao que foi feito no caso
de prug, essa estimativa também fornecerd o que desejamos. Da mesma forma que no
caso anterior, dividiremos nossa analise em etapas, bastante semelhantes as anteriores.

Por isso mesmo omitiremos as provas de algumas passagens.
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Primeira Etapa: A regularidade de ppwpg e a estimativa (4.10), acarretam, para cada

he(0,T) ezze H (Qr),

[ e mwio:40) = o 0w (0] 21 < C [Vl (/ ™ o2+ ord ),

onde C' é uma constante que nao depende de R. Fazendo zgp = wg (t + h) — wg (1)
e integrando a desigualdade anterior em ¢, para t € (0,7 — h), com h > 0, ficamos

com

/0 _ /Q [7h (prRWR) — prRWR] * [Th (WR) — Wg] dzdt

< /OThC’ IVwg (t+ h) — Vwg (t)]| 2 (/tt+h [p2 + oR] ds) dt. (4.3.21)

Fazendo

= /0 i /Q (o) = prsi) [ () v do

usando o Teorema de Fubini e a desigualdade de Holder no membro direito de

(4.3.21)), ficamos com
T
J1 < 2h1/2 ||VWR||L2(O,T;L2(QR)9) / (902 + ¢2R) (S) ds.
0

Como HVWRHLQ(QT;LQ(QR)g) e fOT (2 + ar) (s) ds sao uniformemente limitadas entao

temos que

T—h
Jp = / / [7h (PRWR) — prWE] - [Th (W) — wg] dzdt < ChY?,  (4.3.22)
0 Qg

onde C' é uma constante que nao depende de R.

Segunda Etapa: Lembramos que, para cada z € VVO1 372 (Qr), vale

T—h
[ [ lontt 1)~ pn 0] 2dadt < CH [Tz
0 Qg
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Fazendo z = —wpg - [Wg (t+ h) — wgr (t)], temos que z € T/Vol’?’/2 (Qr) pelo Lema

1.4.2] parte (i) e pelo fato de que wg € W,y* () . Ademais temos

Vz = V(—wgr(t)- (Wr(t+h)—wg(t)))

Assim,

IVallps: = IVWR () - (Wr(t+h) —wr(t) + Wr(t) V(Wr({+h) = Wg (1))
< NVwr (@) - (W (E+h) = Wr ()]l s/
+lwr () -V (wr (t+h) = wr ()]s
< IVwWr @)l 2 IlwWr (E+h) = wr (8] 16

FIWr @)l [V (W (t+h) —wg (1)) - -
Portanto,

T—h
- / / (PR (t+ 1) — pr (O] W (£) - [Wr (t + h) — wg (£)] ddt
T—h
= —/ / [Thpr — PRI WR - [ThWR — Wg] dzdt
0 Qpr

< /OT_h ChY* |V (=wr () - [Wr (t +h) = wir (1)) Wgl| /2 dt.
Pelas estimativas encontradas anteriormente, temos
IV (=wg (1) [Wgr (t+h) = Wr (O)])] 152 < C,
uniformemente, ou seja, independentemente de R. Como T é constante, temos

_ /0 o /ﬂ o (4 h) — pr ()] Wr (1) - [Wa (£ + ) — wr ()] dedt < CHY/A,
" (4.3.23)
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Terceira Etapa: Adicionando (4.3.22)) e (4.3.23) ficaremos com

T—h
/ / [T (PRWR) — PRWR] - [ThWR — WR]| = [ThpR — PR] WR* [ThWR — Wg] dxdt
0 Qr

< Ch'?+Cnt,
Tendo em conta a estimativa (4.3.1)), temos
T—h
/ / ’ThpR [ThWR—WR] ‘dedtg Ch1/2 (1—|—h1/4) S Ch1/2,
0 Qg

ou seja,

||ThpR [ThWR - WR] ||L2 (O,T—h;LQ(QR)?’) S Ch1/4.

Quarta Etapa: Sabemos que

t+h
s = ol -y < C [ lounl o ds
t
< Ch'? ”pRuR”LZ(O,T;LG(QR)S)
< Ch'/2.

Assim,

IN

| (Thpr — pR)”L?(O,T—h;W*Iﬁ(QR)) ||WR||L2(07T;WR)

< Ch'/?

| (Thpr — pR)WR||L2(0,T—h;W*173(Q))

Como

Th (ThWr — Wg) + (Thpr — PR) WR = T (PRWR) — PRWR,
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segue que

| 7n (PRWR) — /)RWR||Lz(07T_h;W71,3(QR)3) < |[(7npr — pr) WRHL2(07T_}L;W71,3(QR)3)

+ TR (ThWR — WR) HL2(0,T—h;W*1v3(QR)3)

< Ch'?+C | ThpR (ThWER — WR)HL?(O,T—h;L?(QR)S)
S Ch1/2 +Ch1/4
< ChY4

4.4 Passagem ao limite

Dividiremos a passagem ao limite em algumas etapas a fim de favorecer o entendi-

mento.

4.4.1 Escolha das subseqiiéncias

Sabemos que ||pg|/;~ < C, uma vez que ||pg|l;~ < C, para todo R > 0, e a extensao

foi feita por zero. Por outro lado, a estimativa (4.3.10)) nos mostra que

95

(g) ¢ uniformemente limitada em L (0,75 H™' (w)),
R

para todo conjunto aberto e limitado w C Q. O Lema|l.2.1] parte (i), aplicado aos espagos

X=L2(Q),B=W_"2(Q) eY = H_ (), acarreta que

loc loc loc

(Pr)g estd contida em um subconjunto compacto de C ([0, T Wb Q). (4.4.24)

loc

Pelas estimativas (4.3.2) e (£.3.13) e pelo Lema [1.2.1] parte (ii), aplicado aos espagos
X=1(Q),B=W_"(Q) eY =W,_"*(Q), segue que

loc loc loc

PrUgR), estd contida num subconjunto compacto de L? (0, T; W, "> (Q)*) . (4.4.25
P R

loc
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Pelas estimativas (4.3.3) e (4.3.13) e pelo Lema parte (ii), aplicado aos espagos

X =1L

loc

(Q),B=W_ 2 (Q) eY =W_"*(Q), segue que

loc

(PRWR) g estd contida num subconjunto compacto de L* (0, T; W, e (Q)S) .

loc

Observe que, para cada v € Vi com HVR||iz(QR)3 +||VVvg|3. < C, temos

/ prur- Vi < lorugllys IVall,s
Qr

As estimativas (4.3.2)) e (4.3.11)) e o Lema [1.2.1] parte (iii), acarretam que

(/ PRUR - VR) esta contida em um subconjunto compacto de C ([0,77).
QR R

Observe que, para cada zz € H} (Qg)°, com 12l < C, temos

/ prwr - 21 < llorwrll 2 lzall 2
Qr

As estimativas (4.3.3) e (4.3.12) e o Lema [1.2.1] parte (iii), acarretam que

(/ PRWR - ZR) estd contida em um subconjunto compacto de C ([0, 7).
Qr R

(4.4.26)

(4.4.27)

(4.4.28)

Faremos agora escolha de subseqiiéncias que desempenharao importante papel na pas-

sagem ao limite. Para nao carregar a notacao, denotaremos as subseqiiéncias da mesma

forma que as seqiiéncias. Pela inclusao (4.4.24) e pela limitagao (4.3.1]), temos que (pr)p

possui uma subseqiiéncia que satisfaz

pr — p forte em C ([0,7]; W, b (€)).

loc

pr — p fraco — x em L™ (Q).

(4.4.29)

(4.4.30)
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Da limitacao , temos que (Ug), possui uma subseqiiéncia que satisfaz
Ur — u fraco em L* (0, T; W). (4.4.31)
Da limitacao , temos que (Wg), possui uma subseqiiéncia que satisfaz
Wgr — w fraco em L? (0,T; Hy (Q)3) . (4.4.32)
Da limitacao , temos que (prUg), possui uma subseqiiéncia que satisfaz
PrUg — 0 fraco — x em L™ (0,T; L*(Q)%) . (4.4.33)
Da inclusao , temos que (prup), possui uma subseqiiéncia que satisfaz
prug — 0 forte em L* (0,75 W, 1> (Q)*) . (4.4.34)
Das limitacoes e , temos que (prup), possui uma subseqiiéncia que satisfaz
prug — 0 fraco em L* (0,7 L° (9)3) : (4.4.35)
Da limitacao , temos que (prWg), possui uma subseqiiéncia que satisfaz
prWr — & fraco — x em L™ (0,T; L*()?) . (4.4.36)
Da inclusao , temos que (prWg), possui uma subseqiiéncia que satisfaz
PrWr — & forte em L? (0,7 W, (9)3) : (4.4.37)

Das limitacoes (4.3.1]) e (4.3.7)), temos que (ppWr) , possui uma subseqiiéncia que satisfaz

prWr — € fraco em L? (0,T; L% (Q)°) . (4.4.38)
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Da limitacao , temos que (prUgUR), possui uma subseqiiéncia que satisfaz
DrUgRUR — Y fraco em LY/3 (0, T: LQ(Q)Q) . (4.4.39)

Da limitacao , temos que (prURWR), possui uma subseqiiéncia que satisfaz
PrURWR — K fraco em LY/3 (0,75 L*(Q)") . (4.4.40)

A seguir, mostraremos propriedades importantes dos limites das seqiiéncias acima. Pelo

Lema [1.4.2] parte (iv), a aplicagio produto de K} () x W1 (Q) em WL6(Q) ¢

continua. Logo, pelas convergéncias (4.4.29) e (4.4.32)), segue que

prugr — pu fraco em L* (0, T; W, e (Q)g) :

loc

Comparando com a convergéncia (4.4.35)) e lembrando que L§  (Q) C I/Vl;c1 (), segue

que

0 = pu.

Sabemos que H} () — K} (92). O Lema [1.4.2) parte (iv), juntamente com as con-

vergencias ((4.4.29) e (4.4.32), acarretam que

PrWr — pw fraco em L (0, T; W, (9)3) .

Comparando com a convergéncia (4.4.38) usando a inclusao L?

loc

(Q) c W.1° (), temos
que

§=pw.

A convergeéncia (4.4.34)) aliada ao fato de que 6 = pu acarretam que

prugr — pu fraco em L* (0, T; W1 (9)3) .
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Juntando isso a convergéncia (4.4.31]) e ao Lema [1.4.2] parte (iv), temos

prURUR — pu fraco em L? (O,T; W, Lo (Q)g) .

loc

Comparando com a convergéncia ([£.4.39), segue que
X = pu.
Analogamente, convergeéncia juntamente com o fato de que £ = pw acarretam
PrWr — pw fraco em L* (0,15 W5 (Q)3) .

Esse fato somado a convergéncia (4.4.31)) e ao Lema parte (iv), nos dao

prURWR — puw fraco em L? (O, T; W, 1O (Q)g) )

loc

Comparando com a convergencia (4.4.40)), temos

K = puw.

4.4.2 Sentido das convergéncias

Veremos agora o sentido em que ocorrem algumas convergéncias a fim de que possamos
efetuar a passagem ao limite. Vamos fixar R’ > 0 e consideremos os termos da equacao

de u. Inicialmente vamos provar que

<8pnguR’v> — <ag;tu’v> em D' (0,T), para todo v € V.

Com efeito, sabemos que

pPrRUR — pu fraco- x em L™ (O,T; LQ(Q)3) .
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Em decorréncia disso, temos

T T
0 Q 0 Q

para todo h € L' (0,T; L*(Q)®). Paras € H} (Q)* e ¢ € D' (0,T), temos

T T
/ /ﬁRﬁRgos%/ /pugos, (4.4.42)
o Ja 0o Ja

em virtude da convergéncia (4.4.41). Como prugp e pu € L>(0,T;L*(Q)3), a con-
vergéncia (4.4.42)) implica que

T T
/ PRURY — / pup em H™'(Q),
0 0
para cada ¢ € D' (0,7, ou seja,
prug — puem D' (0,T; H* (Q)?’) .

Dai

Jpru 0
PRHR_> pu

/ .71 3
Er 5 em D' (0,T; H(Q)°).

Isso implica que, para cada ¢ € D' (0,7, vale

OpRrUR dpu ~1 (03

Em particular, para cada v € Vg, temos

<<a’ﬁgfm, Q0> ’G>H_1 . <<%‘17 S0> 75>H_1 , (4.4.43)

Usando a notacao do Lema [1.4.1, podemos escrever

() )= (o
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(42 )= sy

Com essas notagoes, a convergencia (4.4.43)) fica

(P8 5) (o) (55.9) (0,

para cada ¢ € D (0,T) e v € Vg, ou seja

PRUR ~ pa /
< 5 ,V>—><8t,v> em D' (0,7)

para cada v € Vg. Agora, mostraremos que

/S)ﬁR?R V= /pr v, em L' (0,T) — fraco, para todo v € V.
Com efeito, sabemos que
fr — f forte em L' (0,75 L*(Q)* N L5/ (9)3) :
Isso acarreta que

fr — f fraco em L' (0,7 L*(Q)* N L5/ (Q)?’) .

T T
/ ofp — / of
0 0

para toda ¢ € L (0,T; L*(Q)3) — L*> (O, T; (L*(Q)3 N LY/5 (Q)S),> . Por outro lado, o

Isso significa que

fato de pr — p fraco-x em L™ (Q)) acarreta que

T T
/ ﬁRhﬁ/ oh
0 0
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para cada h € L' (0,T; L' (€2)) . Assim sendo, dados s € L>= (0,T) e v € Vg, temos

T _ T T _ T
//ﬁRfR'SG—/ pfSAVJ //ﬁRfR~s§—/ /ﬁRfSAVJ
0 Ja 0 0 Ja 0 Ja
T T
//ﬁRf-sV—/ /pf-sV
0o Jo o Jo
T . T
| [on(Et)-s5+| [ [ G-t
0 Jo 0o Jao

+

_|_

Agora note que, por um lado,

[ [ (1) s3] <tinle [ [ (1)

Como s € L* (0,T) e v € Vg C L*(Q)3, segue que sv € L™ (0,T; L*(Q)?) e esta parcela

~ 3
converge para zero. Por outro lado, f-sv € L! (0, T; L' (2) ) , acarretando que a segunda
parcela também converge para zero o que prova a nossa afirmagcao.

Provaremos agora que
/ prUgUg - VV — / puu - Vv em L*?(0,T) — fraco, para cada v € Vp.
Q Q

De fato, a convergéncia (4.4.39) acarreta que

T T
/ /ﬁRﬁRﬁR-s%/ puu - s,
0o Ja 0

para todo s € L*(0,7T; L*(©2)?) . Queremos mostrar que

[ ([ =)= [ (fom)s

para todo ¢ € L* (0,T) e v € Vg. Mas observe que

/OT (/QﬁRﬁRﬁR.VG)@:/OT/Q;;RﬁRﬁR.(SDvg)
/OT(/quu.VG>gp:/0T/quu.(@vg)7
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o que conclui a prova de nossa afirmacao. Agora, provaremos que

(1 + pr) /Q Vug - Vv = (u+ ug) /Q Vu-Vvem L? (0,T) — fraco, para todo v € V.
Com efeito, a convergeéncia acarreta

[ [,

para cada s € L% (0,T; W') . Queremos mostrar que

/OT(/S)VGR-VG)¢—>/OT</S)Vu-VG)go,

para cada ¢ € L*(0,T) e v € Vp. Como Vg = Wpgs, temos que v.€ W e, como W é
um espaco de Hilbert com o produto interno do gradiente, temos que v determina um

funcional em W. Logo, v € L? (0,T; W), ou seja,

T T T T
/ (pv,ug) = / Vug - Vvp — / (pv,u) = / Vu - Vv,
0 0 0 0

como queriamos.

Agora provaremos que
QMR/ rot wg - v — QMR/ rotw-v em L*(0,T) — fraco para todo v € V.
Q Q
Com efeito, a convergéncia (4.4.32)) acarreta que

[t [ s,

para todo s € L? (O, T:H! (Q)g) . Queremos mostrar que

[ ([ [ ([ 5)o
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para todo v € Vgey € L2(0,T). Como v € V C HL(Q)?®, segue que
rot v e L*(Q)* ¢ H' (Q)*. Portanto,

T T
/ /VVR-rotG@%/ /w-rot?gp,
o Ja 0o Ja

que apds a integracao por partes fornece o que queremos. Analisaremos agora os termos
da equacao de w. A analise é semelhante ao caso de u e por isso omitiremos certas

passagens. Primeiramente mostraremos que

(a5 (P5%3) n D/ (0.1, para todo 2 € ) ()",

Com efeito, sabemos que
PRWR — pw fraco- x em L™ (O, T; LQ(Q)S) )
Em decorréncia disso, temos

T T
0 Q 0 Q

para todo h € L' (0,T; L2(Q)?) . Para s € H} (Q)* e p € D’ (0,T), temos

T T
/ /ﬁRVNVchs—>/ /pwgps, (4.4.45)
0o Ja 0o Ja

em virtude da convergéncia (4.4.44). Como prwgr e pw € L*(0,T;L*(2)?), a con-

vergéncia (4.4.45)) implica que
T T
/ PRWRP — / pwip em H™' (Q),
0 0
para cada ¢ € D' (0,7, ou seja,

prWr — pw em D' (0,T; H™' (9)3) :



CAPITULO 4. EXISTENCIA DE SOLUCAO EM DOMINIOS ILIMITADOS 132

Dai

OprW 0
prwr _, Opw

/ Crr—1 3
5 pm em D' (0,T; H()°).

Isso implica que, para cada ¢ € D' (0,7, vale

OpPRWR Opw 1003

Em particular, para cada z € Hj (Qp), temos

(P N2 () gy )

Usando a notagao do Lema [I.4.1] podemos escrever
IprRWR -\ _ /PrRWR -
at ) ()0 Y Z - at ’ z (90)
0pw N\ /W
<<7, <P> 7Z> = <§az> () -

Assim, a convergéncia (4.4.46)) toma o seguinte aspecto

(28552.3) () > (55) (o),

para cada ¢ € D (0,T) e z € H} (Qr/), ou seja

<pRaVZR,’zV> = <%—VZ,E> em D' (0,7)

para cada z € H} (Qp)”.

Agora, mostraremos que

/ﬁRgR 7 — / pg -z, em L' (0,T) — fraco, para todo z € H} (Qg/) .
Q Q
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Com efeito, sabemos que
gr — g forte em L' (0,7 L*(2)* N L5/ (Q)?’) :

Isso acarreta

gr — g fracoem L' (0,T; L*(Q)° N L5/ (Q)g) .

T T
/ Y8R — / vg;
0 0

para todo o € L (0,T; L3(Q)?) < L (o, T (L2(Q)? N LY/ (Q)S)’> . Por outro lado, o

Portanto

fato de pr — p fraco-x em L™ (Q)) acarreta que

T T
/ ﬁRh — / ph7
0 0

para toda h € L' (0, T; L' (2)) . Assim sendo, dados s € L* (0,T) e z € H} (Qp/), temos

T T T
//ﬁRgR'SZ—/ pg - sz //ﬁR(gR—g)'SZ
o Ja 0 o Ja
T
[ [n-ns
o Ja

<

+

Agora, note que, por um lado,

ATLﬁR<gR—g>.Sz < riﬁRi|Lw/0T[2<§R—g>-sz.

Como s € L®(0,T) ez € H} (Q)® c L*(Q)3, segue que sz € L™ (0,T; L*(Q)?) e esta

~ 3
parcela converge para zero. Por outro lado, g-sz € L* ((), T; L' () ) , 0 que acarreta que
a segunda parcela também converge para zero, o que prova nossa afirmacao. Provaremos

agora que

/ PRURWR - VZ — / puw - Vz em L*3 (0, T) — fraco, para cada z € H} (Qp/).
Q Q
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De fato, a convergéncia (4.4.40)) acarreta que

T T
/ /ﬁRﬁR\’va-s% PUW - S,
0o Ja 0

para todo s € L*(0,T; L*(Q)?) . Queremos mostrar que

[ (fpmse )o [ ([ v3)-

para todo p € L*(0,T) e z € H} (Qr/) . Mas observe que

/ ' ( / ’ﬁRﬁvaR.v’z> o= [ ) [ i (o)
/OT(/quW.VZ%D:/OT/quW.(SOVE)‘

o que conclui a prova de nossa afirmagao.

Mostraremos agora que
(Ca + cq) / Vwgr-Vz — (¢, + ca) / Vw-Vz em L* (0,T)—fraco, para todo z € Hy (Qp').
) Q
Com efeito, a convergéncia (4.4.32)) acarreta
T T
/ (s, ¥n) — / (s, w) (4.4.47)
0 0

para cada s € L? (O, T;H ! (Q)S) . Queremos mostrar que

[ (fmsass)em [ ([wes)e

para cada ¢ € L?(0,T) ez € H} (Qp)*. Como Z € H} (2)° e este tltimo é um espaco

de Hilbert com o produto interno do gradiente, temos que z determina um funcional em
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H} (). Logo, ¢z € L? (0,7 H™ (9)3) , Ou seja,
T T T T
| s = [ Ve vae o [ aw - [ vwe vz
0 0 0 0
como queriamos. Agora mostraremos que
QMR/ rotug -z — QuR/ rotu-z em L?(0,T) — fraco para todo z € I/Vol’ﬁ/5 (Q)°.
Q Q
Com efeito, a convergéncia (4.4.31|) acarreta que
T T
/ (s,ugr) — / (s,u), (4.4.48)
0 0

para todo s € L?(0,7;W'). Como (L% (Q)) ¢ W', tomando s € L? (0, T; L¥ (Qw)*)
a convergéncia (4.4.48)) transforma-se em

T T
/ /s-ﬁR—>/ /s-u.
0 Ja 0 Ja

Seja p € L2(0,T) ez € Wy'*? (Qp)* . Assim sendo, rotz € L? (0,75 L5/5(2)*) . Logo

T T
/ /gorot%-ﬁR—>/ /gorot%-u,
0o Ja 0o Ja

que ¢é o que desejamos.

Agora, provaremos que

4uR/ WR 72— / w -z, em L*(0,T) — fraco para cada z € H} (Qp)°.
Q Q

[ s [,

Com efeito, sabemos que
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para todo h € L?(0,T;H'(Q)°). Sejam ¢ € L?(0,T) ez € H (Qp)’. Temos
gz e L?(0,T; H* (Q)S) , donde

T T
/ /gpz‘vT/R—>/ /(pz-w,
0o Jo o Jao

e assim nossa afirmacao estd provada. Provaremos agora que
(co+ ca—ca) / divwg - divz — (¢ + cqg — ¢4) / divw - divz, em L* (0,T) — fraco,
0 Q

para cada z € WJ* (Qp)°. De fato, sabemos que

[ s [ e,

para todo s S L? (0, T; H! (9)3) . Observe que, se  tomarmos
0 € L*(0,T) ez € W2 (Qg)®, entdo, novamente usando o fato de que H} () é um

espacgo de Hilbert com o produto interno do gradiente, temos que

T T T T
/ (pz, Wg) = / / eVdivz - wr = / / edivz - divwg — / / edivz - divw,
0 o Jo o Ja o Jo

que é o que queriamos.

4.4.3 Passando o limite

Tendo em conta que as convergéncias relativas aos termos da equacao (3.18) valem
em D' (0,T) e fazendo R — +00, temos que:

dpu

<W + div (puu) — (u + i) Au — 2ugrot w — ,of,v> =0,

para todo v € Vi. Como R’ é arbitrario, podemos fazer R’ — +o0o e concluir que a
igualdade anterior vale para todo v € V. Logo, por densidade, ela também vale em V.

Temos

1. pue L™ (0,T;L*(Q)*) = %“ e W= (0,T; L*(Q)%),
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2. puu € LY?(0,T; L*(Q)},) = div (puu) € LY? (0, T; H,! (Q)°)
3. ue L2(0,T;W) = Aue L2 (0,T; H,! (2)°),

4. pf € L' (0,T; L3 (> N LY (Q)°) — L' (0,T; L?

loc

(Q)°) = L' (0,73 Hye (2)°)
5. w e L2 (0,T; Hy (%) = rotw € L2 (0, T; L*(Q)?).
Como L? (0,T; H™! (9)3) — Wt (0,T; H™ (Q)S) , para cada p € [1,00), segue que

dpu

o0 +div (puu) — (p + pg) Au— pf — 2puprot w € W1 (0,T; H,! (Q) ) :

Usando o Lema com s = 1 ep = oo, concluimos que existe p € W 1> (0 T,L3.(9Q) )
tal que

dpu

s +div (puu) — (u + pr) Au+ Vp = pf + 2ugrotw € W= (0,T; H,;! (Q) ) :

De forma semelhante, fazendo R’ — 400, na equacao (3.19), temos que a igualdade

anterior vale para todo z € H} (Q)®. Temos

1. pw € L> (0,T; L*(Q)°) = % e Wb (0,T; L*(Q)%)

2. puw € L*3(0,T; L*(Q)?) = div (puw) € L*/3 (0 T; H,,, (Q) ) ’

3. we L2(0,T; Hy (0)°) = Aw e L2 (0,T; Hy,! (2)°),

4. pg € L' (0,T; LX(Q)* N LY (Q)°) = pg € L' (0,T; Hy,} (2)°)

5. ue L (0,T; W) = rotu € L2 (0,T; L*(Q)®) < L (0,T; H,} ()%)
6. we L?(0,T; H} ()°) = Vdivw € L2 (0,T; H,! (Q)°).

Como L? (0,T; H™' (Q)*) — W1 (0,T; H,,

loc

(Q)g) , para cada p € [1,4+00), segue que

dpw
% + div (puw) — (¢ + ca) AW — pg

— 2ugrotu+ (co + cq — ¢o) Vdivw = 0, em W5 (0,T; H,} () ) .
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Vamos agora passar o limite na equagao do transporte

op. -~
%—FV (pRuR) =0.

Observemos que a convergencia (4.4.30) implica que
pr— pem D' (Q).

Portanto

85]% ap /

A convergencia (4.4.33)) acarreta que
div (prug) — div (pu) em D' (Q).

Fazendo R — 400, temos que a igualdade

dp B
E‘FV'(,@U)—O,

é vélida em D’ (Q) . Ademais, pela regularidade obtida para p e pu, temos também que

a igualdade é vélida em
Wb (0, T; L) N L™ (0, T; H(Q)) N L* (0, T; W10 (Q))

pois p € L™ (0,T; L* (22)) implica

ap —1,00 . TOO
a ew (07T7L (Q))u

enquanto que

pu € 2 <O,T; (L (Q)>3> N L™ <0,T; (LQ(Q))?,)

implica

div (pu) € L* (0,T; W0 (Q)) N L> (0,T; H (Q)) .
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4.5 Condicoes iniciais

Verificaremos agora as condigoes iniciais satisfeitas por p, u e w. O procedimento é
semelhante ao caso de dominios limitados. Comecemos com p. A convergencia (4.4.29)
acarreta que

pr(0) = p(0), em W™ (Q).

loc

Como pr (0) = por e vale a convergéncia (3.8.3), temos que

p (0) = po,

-1 . .o~ e . . .
pelo menos em W, "> (£2) . Vejamos agora as condigdes iniciais satisfeitas u. Seja v e V

e considere vy € Vi tal que vg — v em V. Temos
/QﬁRﬁR Vi < [[prRUR| 12(0)s VRl 205 -
Como prupg é limitado em L™ (0,T; L*(Q)3) e vg 0 é em L?(Q)?, segue que
/ prUR - Vg ¢ limitada em L>™ (0,7)).
Q

Por outro lado, juntando esse fato a limitacao (4.3.11) e usando o Lema parte

(iv.a), podemos concluir que
/ PrUR - Vg Dpertence a um subconjunto compacto de C'[0,77].
Q
Por outro lado, temos que
/ﬁRﬁR'VR — / pu-vem L (0,T) — fraco- .
Q Q

Portanto,

/pu'VEC[O,T].
Q



CAPITULO 4. EXISTENCIA DE SOLUCAO EM DOMINIOS ILIMITADOS 140

Particularizando em ¢t = 0, teremos
(/ﬁRﬁR~vR) (0) — (/pu~v) (0).
Q Q
As condicoes impostas a pr € U nos permitem escrever a convergéncia anterior como

/ PORUQR * VR — PolUg * V.
0 Q

(/qu-v) (0):/Qp0u0~v.

De forma semelhante, obteremos as condigoes iniciais sobre w. De fato, seja z € H] (Q)

Conseqlientemente,

3

e considere zp € H} (Qz)° tal que zg — z em H{ (Q)*. Temos
| 2 < el il
Como prwg é limitado em L™ (0,T; L*(Q)3) e zg 0 é em L?*(2)3, segue que
/ PRWR - Zg é limitada em L™ (0,7).
Q

Por outro lado, juntando esse fato a limitagao (4.3.12) e usando o Lema m parte

(iv.a), podemos concluir que
/ PrRWR - Zr pertence a um subconjunto compacto de C'[0, 7T .
Q
Por outro lado, temos que
/ﬁRvaR-zR — / pw -z em L>(0,T) — fraco- .
Q Q

Portanto,

/pw~z€C[O,T].
Q
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Particularizando em ¢t = 0, teremos

([ 7wsn-an) 0= ([ ow-2) 0.

As condicoes impostas a pr € Wg, nos permitem escrever a convergéncia anterior como

/PORWOR “ZR — / PoWo * Z.
Q Q

([ o fom

Conseqlientemente,
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