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densidade variável

por
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Para Glebya e Beatriz, o que de

melhor a vida me deu.



Agradecimentos

Ao meu orientador, o professor Pablo Braz e Silva, pela oportunidade que me deu em

um momento muito delicado de minha vida acadêmica e pela orientação dedicada,

atenciosa e objetiva durante o tempo em que tive o prazer de ser seu orientando.

Aos senhores membros da banca por terem aceitado o convite e pelas sugestões que

deram.

Aos meus colegas de trabalho na Universidade Federal da Paráıba - professores, fun-
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Resumo

Estudamos a existência de solução fraca global e local no tempo para o sistema

que descreve o fluxo de um fluido assimétrico incompresśıvel com densidade variável

em domı́nios limitados e ilimitados. Primeiro estudamos a existência de solução fraca

global no tempo em um domı́nio tridimensional limitado. Em seguida fazemos um estudo

sobre a existência de solução fraca local com condições iniciais satisfeitas em um sentido

mais forte. Finalizamos com um estudo sobre a existência de soluções em um domı́nio

tridimensional ilimitado.

Palavras-chave: Solução fraca.Fluido assimétrico.Domı́nio ilimitado



Abstract

We study the existence of local and global in time weak solutions for the system

describing the flow of an incompressible asymmetric fluid with variable density both in

bounded and unbounded domains. First, we study the existence of weak global in time

solutions in bounded three-dimensional domains. Afterwards, we study the existence of

weak solutions with initial conditions satisfied in a stronger sense. Finally, we study the

existence of solutions in unbounded three-dimensional domains.

Keywords: Weak solution.Asymmetric fluid.Unbounded domain.



Sumário

Introdução 11

1 Preliminares 15
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Introdução

A descrição do movimento de uma porção de fluido incompresśıvel no espaço tridi-

mensional é formulada matematicamente por duas leis de conservação da F́ısica: a da

conservação da massa e a da conservação do momento linear. Entretanto, quando se leva

em consideração a rotação das part́ıculas constituintes do fluido, faz-se necessário incluir

uma outra lei da F́ısica, a saber, a lei de conservação do momento angular. Com essa

inclusão, surgem modelos como os chamados Fluidos assimétricos, assim denominados

por terem tensor de estresse assimétrico. Esse modelo de fluido descreve o comportamento

de uma grande variedade de situações como, por exemplo, cristais ĺıquidos e certos fluidos

corpóreos. Para maiores detalhes remetemos o leitor para [8], [10] ou [19]

O modelo matemático que descreve o comportamento desse tipo de fluido é represen-

tado pelo sistema de equações diferenciais parciais acopladas

ρ (ut + (u · ∇) u)− (µ+ µr) ∆u +∇p = 2µrrot w + ρf , (0.0.1)

div u = 0, (0.0.2)

ρ (wt + (u · ∇) w)− (ca + cd) ∆w − (c0 + cd − ca)∇div w+

4µrw = 2µrrot u + ρg, (0.0.3)

ρt + u · ∇ρ = 0, (0.0.4)

11
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com as condições de fronteira e iniciais

u (x, t) = 0 e w (x, t) = 0, (0.0.5)

u (x, 0) = u0 (x) ,w (x, 0) = w0 (x) , ρ (x, 0) = ρ0 (x) . (0.0.6)

As funções f e g são dadas e representam forças externas ao sistema. As constantes posi-

tivas µ, µr, c0, ca e cd caracterizam propriedades f́ısicas do fluido. A hipótese c0 + cd > ca

também será feita, tendo em conta motivações de natureza f́ısica. As incógnitas no sis-

tema acima são ρ, a densidade do fluido, u, a velocidade, w, a velocidade angular e p,

a pressão. A equação (0.0.1) reflete a conservação do momento linear, a equação (0.0.2)

reflete o fato de que a porção de fluido não se deforma, o que caracteriza a incompres-

sibilidade do mesmo, a equação (0.0.3) reflete a conservação do momento angular e a

equação (0.0.4) refere-se à conservação da massa. Convém notar que, se desprezarmos o

efeito de rotação, o sistema acima reduz-se às equações de Navier-Stokes, que são objeto

de intensa pesquisa nos dias atuais.

Para se ter uma idéia do estado da arte relativo ao estudo do sistema acima, remetemos

o leitor ao livro de Lukaszewicz [19], bem como às referências nele contidas. Em nosso

trabalho trataremos do caso de evolução não homogêneo, isto é, com densidade variável.

Faremos a seguir um breve relato sobre alguns trabalhos que serviram de motivação para

a formulação e o desenvolvimento dos resultados obtidos nesta tese. Em [16], o autor

obtem a existência, unicidade e regularidade das soluções para o sistema assimétrico

homogêneo e estacionário (i.e. independente do tempo). Já em [17], o autor estabelece

a existência de uma única solução fraca global no tempo para o sistema de evolução

homogêneo, mediante a hipótese de que a viscosidade é estritamente positiva e de que,

quando a ela comparados, os dados iniciais são pequenos. Em [18], considerando as

forças externas em L2, os dados iniciais u0 e w0 em H1 e a densidade inicial ρ0 não

negativa, mas satisfazendo
∥∥ρ−1

0

∥∥
L3 < ∞, o autor prova, mediante um argumento de

linearização e de quase-ponto-fixo, a existência de solução fraca local no tempo para o

problema de evolução não-homogêneo. Em [6], foi obtida a existência e unicidade de

soluções fortes no caso não-homogêneo de evolução, através de um processo iterativo.
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Em [20], os autores provam a existência de soluções fracas para o sistema assimétrico no

caso homogêneo e de evolução em um domı́nio dependente do tempo. Em [7], os autores

provam a existência e unicidade de solução forte utilizando um processo iterativo que

envolve problemas lineares para o caso não-homogêneo. Por sua vez, em [3], os autores

obtêm solução forte local no tempo e a unicidade e resultados sobre soluções globais no

caso não-homogêneo de evolução utilizando um argumento do tipo semi-Galerkin. Por

fim, em [21], os autores mostram a existência e unicidade de solução forte mediande a

hipótese de pequenez dos dados iniciais para o sistema assimétrico no caso homogêneo e

de evolução.

Vamos nos deter agora em comentar nossas contribuições ao estudo dos fluidos as-

simétricos não-homogêneos. Nosso propósito é obter resultados sobre existência de soluções

fracas para o problema (0.0.1)-(0.0.6), em domı́nios limitados e ilimitados. Com esse in-

tuito, seguimos a seguinte seqüência. No caṕıtulo 2, fixamos a notação a ser utilizada

e enunciamos alguns resultados que tornarão o texto mais auto-contido. Evitamos dar

demonstrações pois os resultados são clássicos e constam na literatura de forma bastante

satisfatória, tanto em qualidade como em quantidade. No caṕıtulo 3, o principal resul-

tado é o Teorema 2.1.1 que estabelece a existência de solução fraca, global no tempo,

para o sistema (0.0.1)-(0.0.6), no caso de Ω ⊂ R3 ser um aberto limitado e a densidade

inicial ser apenas não negativa. Para fluidos assimétricos, um tal resultado ainda não

havia sido provado, e foi comunicado em [4]. O resultado mais próximo havia sido ob-

tido no trabalho de Lukaszewicz [18] onde, conforme observamos acima, é permitida a

nulidade da densidade inicial, desde que seja imposta uma condição de integrabilidade

do seu inverso e, ainda nesse caso, o resultado obtido é local no tempo. Obtivemos nosso

resultado através de aproximações do tipo semi-Galerkin (conforme [23] e [3]) e argu-

mentos de compacidade. Há que se destacar uma forte intervenção dos resultados sobre

compacidade nos espaços de Nikolskii. No caṕıtulo 4, a linha dos resultados muda em

relação ao Teorema 2.1.1 no sentido de que as condições iniciais são satisfeitas de uma

maneira mais forte, enquanto que naquele elas são satisfeitas num sentido mais fraco.

O preço pago para isso é exigir mais regularidade sobre os dados iniciais e/ou sobre a

solução obtida no Teorema 2.1.1. No primeiro resultado, o Teorema 3.1.1, mediante con-
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venientes hipóteses sobre a solução obtida no Teorema 2.1.1 e sobre a densidade inicial,

obtém-se as condições iniciais satisfeitas num sentido forte. No segundo resultado, o

Teorema 3.2.1, tais condições são obtidas quando fazemos uma escolha dos dados inici-

ais com maior regularidade e uma hipótese adicional sobre a integrabilidade do inverso

da densidade inicial. Em conseqüência disso, obtemos estimativas a priori adicionais.

Ressaltamos aqui que esse resultado melhora o resultado obtido por Lukaszewicz em [18]

no sentido em que diminui a potência da integrabilidade do inverso da densidade inicial.

Mais especificamente o expoente exigido em [18] é 3 e conseguimos diminúı-lo para 2.

No terceiro resultado, o Teorema 3.3.1, com uma hipótese acerca do tamanho dos dados

iniciais, obtemos uma propriedade a mais da solução obtida no Teorema 3.2.1 que é a sua

existência global no tempo. No caṕıtulo 4, tratamos o caso de Ω ⊂ R3 ser um domı́nio

ilimitado e obtemos um resultado análogo ao Teorema 2.1.1 que é o Teorema 4.1.1. Esse

resultado, conforme o Teorema 2.1.1, ainda não havia sido provado para a categoria dos

fluidos assimétricos. Em nosso trabalho, adaptamos técnicas de [22],[13],[12],[14], [2],

dentre outros.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Reunimos aqui algumas notações e resultados que serão utilizados com freqüência

durante o trabalho. Omitiremos as demonstrações, fornecendo a referência onde elas

podem ser encontradas.

1.1 Espaços de Sobolev

Para Ω ⊂ Rn, aberto, m,n ∈ N, p ∈ R, com 1 ≤ p ≤ ∞, definimos os espaços de

Sobolev

Wm,p (Ω) = {v ∈ Lp (Ω) ; ∂αv ∈ Lp (Ω) ,∀α com |α| ≤ m} ,

que são espaços de Banach quando munidos da norma

‖u‖Wm,p =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|∂αu (x) |pdx

1/p

, se p <∞,

ou

‖u‖Wm,∞ = sup
|α|≤m

(supess x∈Ω|∂αu (x) |) , se p =∞.

Seja D(Ω) o espaço vetorial das funções de classe C∞ e de suporte compacto contido

em Ω. Denotaremos o fecho de D (Ω) na norma de Wm,p (Ω) por Wm,p
0 (Ω) . Esse último

espaço ainda é um espaço de Banach com a norma induzida de Wm,p (Ω) . Quando p = 2,

denotaremos Wm,2 (Ω) por Hm (Ω) . Nesse caso, Wm,2
0 (Ω) será denotado por H1

0 (Ω) . Esse

15



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 16

caso é de particular interesse, pois os espaços Hm (Ω) são espaços de Hilbert relativamente

ao produto interno

(u, v)Hm (Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

∂αu (x) ∂αv (x) .

Um resultado importante, que aparecerá seguidas vezes durante este trabalho, refere-

se ao caso em que Ω é limitado (pelo menos em uma direção). Nesse caso, dado p ∈ R,

com 1 ≤ p <∞, existe uma constante C que depende de Ω e de p tal que

‖u‖Lp ≤ C ‖∇u‖Lp ,

para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω) , onde

‖∇u‖Lp = (
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
Lp

)
1
p .

Essa desigualdade é conhecida como desigualdade de Poincaré-Friedrichs. Como con-

seqüência dessa desigualdade é que u 7→ ‖∇u‖p define uma norma em W 1,p
0 (Ω) , equiva-

lente à norma que é herdada de W 1,p (Ω) .

Denotaremos por W−1,p′ (Ω) o espaço dual de W 1,p
0 (Ω) , com 1 ≤ p < ∞, onde p′ é o

expoente conjugado de p, isto é, tal que
1

p
+

1

p′
= 1. No caso em que p = 2, o espaço

W−1,2(Ω) será denotado por H−1 (Ω) , o dual de H1
0 (Ω) .

Outra categoria importante de espaços de Sobolev com os quais lidaremos são aqueles

com valores vetoriais. Para defini-los, sejam B um espaço de Banach, ‖·‖B sua norma.

Denotaremos por D(0, T ;B) o espaço vetorial das funções de classe C∞, tomando valores

em B e com suporte compacto contido em (0, T ). Dado p ∈ [1,+∞) , definimos o espaço

Lp (0, T ;B) como sendo o conjunto das (classes de) funções f : (0, T )→ B para as quais

∫ T

0

‖f (t)‖pB dt <∞.

Munido da norma

‖f‖LP (0,T ;B) =

(∫ T

0

‖f (t)‖pB dt
)1/p

,

Lp (0, T ;B) se torna um espaço de Banach. Se p =∞, definimos L∞ (0, T ;B) como sendo
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o conjunto das (classes de) funções f : (0, T )→ B para as quais

supess t∈(0,T ) ‖f (t)‖B <∞.

Munido da norma

‖f‖L∞(0,T ;B) = supess t∈(0,T ) ‖f (t)‖B ,

L∞ (0, T ;B) se torna um espaço de Banach. Pode-se mostrar que D(0, T ;B) é denso em

Lp (0, T ;B) . Definiremos os espaços de Sobolev com valores em B como sendo

Wm,p (0, T ;B) =

{
f ∈ Lp (0, T ;B) ;

dkf

dtk
∈ LP (0, T ;B) ,∀k = 0, ...,m

}
,

onde a derivada deve ser entendida no sentido das distribuições. Conforme o valor de p

seja finito ou infinito, temos as seguintes possibilidades de norma para esse espaço:

‖f‖Wm,p(0,T ;B) =

(
m∑
k=0

∥∥∥∥dkfdtk
∥∥∥∥p
Lp(0,T ;B)

)1/p

no caso de p <∞ e, caso contrário,

‖f‖Wm,∞(0,T ;B) = max
0≤k≤m

∥∥∥∥dkfdtk
∥∥∥∥
L∞(0,T ;B)

.

Como antes, para o caso de 1 ≤ p < ∞, definimos W−m,p′ (0, T ;B′) como sendo o

dual de Wm,p (0, T ;B) , onde p′ é o expoente conjugado de p e B′ é o dual de B. A seguir

enunciaremos três lemas referentes à imersões de Sobolev nos casos de domı́nios limitados

e ilimitados, respectivamente.

Lema 1.1.1. Seja Ω ⊂ R3 um aberto limitado e com fronteira Lipschitziana. Então

(i) Para 1 ≤ r ≤ +∞, W 1,r (Ω) ⊂ Lr? (Ω) , com a imersão sendo cont́ınua, onde r? é

dado por

1.
1

r?
=

1

r
− 1

3
, se r < 3,

2. r? =∞ se r > 3, e
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3. r? é qualquer número real finito se r = 3.

A imersão W 1,r (Ω) ⊂ Ls (Ω) é compacta se s < r∗.

(ii) Para 1 ≤ s ≤ r ≤ ∞, a aplicação produto

W 1,r (Ω)×W 1,s (Ω)→ W 1,t (Ω) ,

com
1

t
=

1

r∗
+

1

s
, onde r∗ é obtido como antes, está bem definida e é cont́ınua se

t ≥ 1.

(iii) Para 1 ≤ r ≤ +∞ e 1 < s ≤ +∞, a aplicação produto

W 1,r (Ω)×W−1,s (Ω)→ W−1,t (Ω) ,

definida por

〈µu, v〉W−1,t(Ω) = 〈µ, uv〉W−1,s(Ω),

para todos µ ∈ W−1,s (Ω) , u ∈ W 1,r (Ω) e v ∈ W 1,t′

0 (Ω) , onde t é como antes, está

bem definida e é cont́ınua, se t ≥ 1.

Lema 1.1.2. Suponha que Ω ⊂ R3 é um conjunto aberto. Então

(i) A imersão W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp? (Ω) é cont́ınua, onde p? é dado por

1.
1

p?
=

1

p
− 1

3
, se p < 3,

2. p? =∞ se p > 3, e

3. p? ∈ [p,+∞) , se p = 3.

Ademais, se a fronteira de Ω é Lipschitziana valem resultados semelhantes para

W 1,p (Ω) .

(ii) W 1,1 (0, T ) ↪→ C0 ([0, T ]) ,

(iii) Se 1 ≤ p < 3 e p? é como antes, vale

‖φ‖Lp? ≤ C ‖∇φ‖Lp ,∀φ ∈ D (Ω) .
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O próximo resultado versa sobre espaços de Sobolev com expoentes negativos.

Lema 1.1.3. Sejam Ω um aberto limitado de Rd e 1 ≤ r ≤ ∞. Então

Lr (Ω) ⊂ W−1,q (Ω) ,

para todo q tal que 1 ≤ q ≤ ∞ satisfazendo
1

d
>

1

r
− 1

d
, se r = 1 ou r = d e

1

q
≥ 1

r
− 1

d
,

caso contrário.

Provas para os lemas 1.1.1 e 1.1.2 podem ser encontradas em Adams [1], enquanto

que a prova de (1.1.3) pode ser vista em Simon [22].

1.2 Espaços de Nikolskii

Algumas estimativas a priori que serão obtidas em caṕıtulos posteriores serão feitas

no contexto dos chamados Espaços de Nikolskii que passaremos a definir agora. Sejam B

um espaço de Banach, f : (0, T )→ B e h > 0. Definimos a função transladada no tempo

de f , τhf : (−h, T − h)→ B por

(τhf) (t) = f (t+ h) ,∀ t ∈ (−h, T − h) .

O espaço de Nikolskii de ordem s, 0 < s ≤ 1, e expoente q, 1 ≤ q ≤ +∞, é definido por

N s,q (0, T ;B) :=
{
f : f ∈ Lq (0, T ;B) , ‖τhf − f‖Lq(0,T−h;B) ≤ Chs, ∀h ∈ (0, T )

}
.

A última condição equivale a afirmar que

sup
0<h<T

[
h−s ‖τhf − f‖Lq(0,T−h;B)

]
<∞.
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Pode-se demonstrar que N s,q (0, T ;B) com as operações usuais, possui uma estrutura de

espaço vetorial e que, munido da norma

‖f‖Ns,q(0,T ;B) := ‖f‖Lq(0,T ;B) + sup
0<h<T

[
h−s ‖τhf − f‖Lq(0,T−h;B)

]
,

é um espaço de Banach. No que segue, enunciaremos um importante resultado de com-

pacidade que desempenhará papel fundamental nos resultados futuros.

Lema 1.2.1. Sejam X 7→ B ↪→ Y, espaços de Banach com imersões cont́ınuas, sendo a

de X em B compacta. As seguintes imersões são compactas

(i) Lq (0, T ;X) ∩
{
φ;
∂φ

∂t
∈ L1 (0, T ;Y )

}
7→ Lq (0, T ;B) , se 1 ≤ q ≤ ∞,

(ii) L∞ (0, T ;X) ∩
{
∂φ

∂t
∈ Lr (0, T ;Y )

}
7→ C ([0, T ] ;B) se 1 < r ≤ +∞,

(iii) Lq (0, T ;X) ∩N s,q (0, T ;Y ) 7→ Lq (0, T ;B) se 0 < s ≤ 1, 1 ≤ q ≤ +∞.

Ademais, se K ∈ L1 (0, T ) é uma função dada, então

(iv.a) A interseção de um conjunto limitado de L∞ (0, T ;X) com

{
φ;

∥∥∥∥∂φ∂t
∥∥∥∥
Y

≤ K, q.t.p. em [0, T ]

}

é um conjunto relativamente compacto em C ([0, T ] ;B) .

(iv.b) A interseção de um conjunto limitado de L∞ (0, T ;X) com

{
φ;

∥∥∥∥∂φ∂t
∥∥∥∥
Y

≤ K + ψ, q.t.p. em [0, T ] , para alguma ψ tal que ‖ψ‖Lr(0,T ) ≤ C

}
,

onde C é uma constante, é um conjunto relativamente compacto em C ([0, T ] ;B) ,

se r > 1.

As demonstração do lema 1.2.1 encontra-se em [22] ou [23], onde também encontram-

se comentários diversos sobre extensões e optimalidade dos expoentes envolvidos.
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1.3 Resultados Técnicos

Enunciamos um resultado envolvendo os espaços Lp, cuja demonstração está em [5].

Lema 1.3.1. Sejam (fn)n∈N uma seqüência, com fn ∈ Lp, e f ∈ Lp (Ω) satisfazendo

‖fn − f‖Lp → 0. Então existe uma subseqüência (fnk
)k∈N de (fn)n∈N tal que

1. fnk
(x)→ f (x) , q .t .p. em Ω,

2. Existe h ∈ Lp tal que |fnk
(x) | ≤ h (x) , para todo k e q .t .p. em Ω.

O próximo resultado trata de continuidade fraca e a demonstração pode ser encon-

trada em [25].

Lema 1.3.2. Sejam X e Y espaços de Banach tais que X ↪→ Y com imersão cont́ınua.

Se φ ∈ L∞ (0, T ;X) é fracamente cont́ınua com valores em Y então φ é fracamente

cont́ınua com valores em X.

Os próximos resultados, cujas demonstrações podem ser encontradas em [22] ou em

[23], tratam de desigualdades do tipo Gronwall.

Lema 1.3.3. Sejam g ∈ W 1,1 (0, T ) e k ∈ L1 (0, T ) tais que

dg

dt
≤ F (g) + k q .t .p. em (0, T ) e g (0) ≤ g0,

onde F : R → R é uma função localmente limitada. Nessas condições, para cada ε > 0,

existe Tε, (0 < Tε ≤ T ) que depende de ε, g0, F e k (mas não de g) , tal que

g (t) ≤ g0 + ε, para todo t ∈ [0, Tε] .

Lema 1.3.4. Seja g ∈ W 1,1 (0, T ) , g ≥ 0 e k ∈ L1 (0, T ) , k ≥ 0, satisfazendo

d

dt
g2 ≤ gk, g (0) ≤ g0.

Então

g (t) ≤ g0 +
1

2

∫ T

0

k (s) ds, ∀t ∈ (0, T ) .
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1.4 Espaços relacionados à divergência nula

A fim de que possamos tratar a questão da incompressibilidade dos fluidos que estamos

estudando, faz-se necessário introduzir certos espaços funcionais. Para isso, seja Ω um

aberto limitado de R3. Denotaremos por

V :=
{
v ∈ (C∞0 (Ω))3 ;∇ · v = 0

}
,

V = fecho de V em (H1
0 (Ω))

3
, munido da norma de (H1

0 (Ω))
3
.

H = fecho de V em (L2(Ω))
3
, munido da norma de (L2(Ω))

3
.

Pode-se demonstrar, veja [25], que, se a fronteira de Ω for Lipschitziana, valem as se-

guintes igualdades

V =
{

v; v ∈ (H1 (Ω))
3
,∇ · v = 0,v|∂Ω = 0

}
,

H =
{

v; v ∈ (L2(Ω))
3
,∇ · v = 0, (v · n)|∂Ω = 0

}
,

onde n é o campo de vetores normais a ∂Ω. Quando estivermos lidando com domı́nios

ilimitados, será necessário considerar o espaço

K1 (Ω) =
{
u; u ∈ L6 (Ω)3 e ∇u ∈ L2 (Ω)9} .

Esse espaço munido da norma

‖u‖K1 = ‖u‖L6 + ‖∇u‖L2

é um espaço de Banach. Convém lembrarmos que se Ω é limitado, então K1 (Ω) coincide

com H1 (Ω) . Denotaremos por K1
0 (Ω) o fecho de D (Ω)3 em K1 (Ω) . Em virtude do Lema

1.1.2, temos H1
0 (Ω) ↪→ K1

0 (Ω) , com a imersão sendo cont́ınua. Ainda mais, a função

u 7→ ‖∇u‖L2

é uma norma em K1
0 (Ω) que é equivalente à norma herdada de K1 (Ω) . Denotaremos

também por W (Ω) o fecho de V (Ω) em K1
0 (Ω)3 . Quando introduzirmos uma formulação
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variacional do problema adequada ao nosso caso, haverá uma perda da incógnita p . Para

recuperá-la, faremos uso do seguinte resultado que é uma generalização de um resultado

de De Rham

Lema 1.4.1. Seja Ω ⊂ R3 um aberto com fronteira Lipschitziana. Se h ∈ D′
(
0, T ;H−1 (Ω)3)

é tal que 〈h, v〉 = 0 em D′ (0, T ), para cada v ∈ V , então existe g ∈ D′ (0, T ;L2(Ω)) tal

que h = ∇g. Ademais, se s ∈ R e 1 ≤ r ≤ +∞, para cada h ∈ W s,r
(
0, T ;H−1 (Ω)3) ,

nas condições acima, podemos escolher g de tal maneira que a aplicação h 7→ Lh := g

seja linear e cont́ınua nas normas de W s,r
(
0, T ;H−1 (Ω)3) e W s,r (0, T ;L2(Ω)) .

A demonstração do lema 1.4.1 pode ser encontrada em [24]. A seguir temos um Lema

envolvendo continuidade de produtos e cuja demonstração pode ser encontrada em [22]

Lema 1.4.2. Suponha que Ω ⊂ R3 seja um conjunto aberto.

(i) Se s e p satisfazem 1 ≤ s ≤ p ≤ ∞, p? é como no Lema 1.1.2 e
1

r
=

1

p?
+

1

s
então a

aplicação (u, v) 7→ uv de W 1,p (Ω) ×W 1,s (Ω) em W 1,r (Ω)3 está bem definida e é

cont́ınua.

(ii) Se
6

5
≤ s < 3 e

1

r
=

1

6
+

1

s
, então a aplicação (u, v) 7→ vu de K1

0 ×W 1,s
0 (Ω) em

W 1,r
0 (Ω)3 ,está bem definida e é cont́ınua,

(iii) Se s e p satisfazem 1 ≤ s, p ≤ ∞, s > 1 e
1

r
=

1

p?
+

1

s
. Para qualquer u ∈ W 1,p (Ω)

e qualquer µ ∈ W−1,s (Ω) , introduzimos a distribuição µu, dada por

〈µu, v〉 = 〈µ, uv〉W−1,s ,∀v ∈ D (Ω) .

Então a aplicação (u, µ) 7→ µu de W 1,p (Ω) × W−1,s (Ω) em W−1,r (Ω) está bem

definida e é cont́ınua,

(iv) Se s > 2 e
1

r
=

1

6
+

1

s
, então a aplicação (u, µ) 7→ µu de K1

0 (Ω) ×W−1,s (Ω) em

W−1,r (Ω)3 está bem definida e é cont́ınua.



Caṕıtulo 2

Existência de solução em domı́nios

limitados

Neste caṕıtulo obteremos um resultado de existência de solução fraca global no tempo

para o sistema (0.0.1)-(0.0.6), dado na introdução, no cilindro Ω× (0, T ) , onde Ω é um

aberto limitado em R3 e T > 0 é um número real dado.

2.1 Enunciado do resultado principal

O principal resultado deste caṕıtulo é estabelecido pelo seguinte teorema:

Teorema 2.1.1. Sejam Ω ⊂ R3 um aberto limitado, com fronteira lipschitziana, e T > 0,

um número real dado. Se u0 ∈ H,w0 ∈ L2 (Ω)3 , ρ0 ∈ L∞ (Ω) , com ρ0 ≥ 0, em Ω e

f ,g ∈ L1
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
, então existem

• u ∈ L2 (0, T ;V ) ,

• w ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)3) ,
• p ∈ W−1,∞ (0, T ;L2(Ω)) e

• ρ ∈ L∞ (0, T ;L∞ (Ω)) ,

tais que

24
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(3.0.a) ρu ∈ L∞
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
∩N 1

4
,2
(
0, T,W−1,3 (Ω)3) ,

(3.0.b) ρw ∈ L∞
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
∩N 1

4
,2
(
0, T,W−1,3 (Ω)3) ,

(3.0.c) infΩ ρ0 ≤ ρ (x, t) ≤ supΩ ρ0, em Ω× (0, T ) ,

e que satisfazem as equações

(3.1)
∂ρu

∂t
+ div (ρuu)− (µ+ µr) ∆u +∇p− ρf − 2µrrot w = 0, em Ω× (0, T ) ,

(3.2)
∂ρw

∂t
+ div (ρuw)− (ca + cd) ∆w− (c0 + cd − ca)∇div w +4µrw−ρg−2µrrot u =

0, em Ω× (0, T ) ,

(3.3)
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, em Ω× (0, T ) ,

(3.4) ∇ · u = 0, em Ω× (0, T ) .

juntamente com as condições de contorno

(3.5) u = 0, em ∂Ω× (0, T ) ,

(3.6) w = 0, em ∂Ω× (0, T ) ,

e as condições iniciais

(3.7) ρ|t=0 = ρ0, em Ω,

(3.8)

(∫
Ω

ρu · vdx
)

(0) =

∫
Ω

ρ0u0 · vdx, para todo v ∈ V,

(3.9)

(∫
Ω

ρw · zdx
)

(0) =

∫
Ω

ρ0w0 · zdx, para todo z ∈ H1
0 (Ω)3 .

Antes de passarmos à demonstração, faremos algumas observações acerca de alguns

pontos que aparecem no enunciado do teorema.

Observação 2.1.1. Como ρ ∈ L∞ (0, T ;L∞ (Ω)) e
∂ρ

∂t
∈ L2

(
0, T ;W−1,6 (Ω)

)
, o Lema

1.2.1, parte (ii), implica que ρ ∈ C ([0, T ] ;B) , para qualquer espaço B que satisfaça

L∞ (Ω) 7→ B ↪→ W−1,6 (Ω) .

Se considerarmos B = W−1,∞ (Ω) , teremos ρ ∈ C ([0, T ] ;W−1,∞ (Ω)) .
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Observação 2.1.2. No caso particular de ρ0 ≥ α > 0, em Ω, temos

u,w ∈ L∞
(

0, T ;
(
L2(Ω)

)3
)
∩N

1
4
,2
(
0, T,W−1,3 (Ω)3) .

Observação 2.1.3. O sentido em que as igualdades (3.1)-(3.6) ocorrem se tornará

preciso no decorrer da demonstração do teorema apresentada a seguir.

2.2 Demonstração do Teorema 2.1.1

A idéia da demonstração é, em primeiro lugar, considerar um problema aproximado

e obter uma formulação do tipo semi-Galerkin. Em seguida, mostrar que este problema

aproximado possui solução local. Feito isso, obter estimativas para as soluções do pro-

blema aproximado e para suas derivadas com respeito às variáveis espaciais e suas “de-

rivadas fracionárias no tempo”, sendo que, estas últimas, são obtidas nos espaços de

Nikolskii. Posteriormente, efetuar a passagem ao limite sobre as equações aproximadas.

No decorrer deste processo, recupera-se a incógnita p, que é perdida durante a formulação

variacional. Dividiremos a demonstração do Teorema 2.1.1 em várias etapas.

2.2.1 Escolha de uma base apropriada para os espaços V e(
L2(Ω)

)3

Como
(
C1
c

(
Ω
))3 ∩ V é denso em V e este último é um espaço de Hilbert separável,

podemos escolher uma base hilbertiana em V , que denotaremos por {v1,v2, ...} de tal

maneira que

vi ∈
(
C1
c

(
Ω
))3

, para todo i

e (
vi,vj

)
(L2(Ω))3

= δi,j, para todos i, j ≥ 1.

Denotaremos por V m o subespaço de V gerado por v1, ...,vm. Como D(Ω) ↪→ L2(Ω),

com inclusão densa, e, sendo este último espaço de Hilbert separável, existe uma base
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Hilbertiana {z1, z2, ...} de (L2(Ω))
3

tal que

zi ∈ (D(Ω))3 , para todo i

e (
zi, zj

)
(L2(Ω))3

= δij, para todos i, j ≥ 1.

Denotaremos por Wm o subespaço de (L2(Ω))
3

gerado por z1, ..., zm.

2.2.2 Regularização de f e de g.

ComoD
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)

é denso em L1
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)

e f ,g pertencem a este último,

podemos encontrar, seqüências fm e gm ambas em D
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)

tais que fm → f e

gm → g, em L1
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
.

2.2.3 Regularização dos dados Iniciais

Vamos definir um0 como sendo a projeção de u0 sobre V m, isto é, um0 ∈ V m é tal que

(um0 ,v)L2 = (u0,v)L2 , para todo v ∈ V m.

Com esta escolha, temos que um0 → u0 em H e que ‖um0 ‖L2 ≤ ‖u0‖L2 , para todo m ≥ 1.

De forma análoga, definiremos wm
0 como sendo a projeção de w0 sobre Wm, isto é,

wm
0 ∈ Wm é tal que

(wm
0 , z)L2 = (w0, z)L2 , para todo z ∈ Wm.

Com esta escolha, temos que wm
0 → w0 em (L2(Ω))

3
e que ‖wm

0 ‖L2 ≤ ‖w0‖L2 , para

todo m ≥ 1. Prolongando ρ0 por 0 fora de Ω, consideremos, para cada h > 0, as funções

regularizadas de ρ0 obtidas por convolução, denotadas por ρh0 , ou seja,

ρh0 (x) := (ρ0 ∗ ρh) (x) =

∫
Rn

ρ0 (x− y) ρh (y) dy.
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Como
∫
Rn ρh = 1, segue que

inf
Ω
ρ0 ≤ ρh0 ≤ sup

Ω
ρ0.

Ademais a seqüência ρh0 é limitada em L∞ (Ω) e converge a ρ0 quando h → 0, por

exemplo, em L2(Ω). Conclúımos então que ρh0 → ρ0 fraco-∗ em L∞ (Ω) . Agora, tomando

ρm0 =
1

m
+ (ρ0) 1

m
, resulta que ρm0 satisfaz às seguintes condições

1. ρm0 ∈ C1
(
Ω
)
, ρm0 → ρ0 fraco-∗ em L∞ (Ω) ,

2.
1

m
+ inf

Ω
ρ0 ≤ ρm0 ≤

1

m
+ sup

Ω
ρ0 em Ω.

2.2.4 Formulação do problema aproximado

Após as considerações acima, podemos formular o problema aproximado associado ao

problema (0.0.1)(0.0.6), da seguinte maneira: determinar funções

ρm ∈ C1
(
Ω
)
,um ∈ C1 ([0, T ] ;V m) e wm ∈ C1 ([0, T ] ;Wm) ,

tais que

∫
Ω

ρm (umt + (um · ∇) um − fm) · v + (µ+ µr)∇um · ∇v− 2µrw
m · rot vdx = 0, (2.2.1)

∫
Ω

(ρm (wm
t + (um · ∇) wm − gm) · z + (ca + cd)∇wm · ∇z

+ (c0 + cd − ca) div wm · div z + 4µrw
m · z− 2µrrot um · z) dx = 0, (2.2.2)

ρmt + um · ∇ρm = 0, em Ω× (0, T ) , (2.2.3)
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onde a igualdade (2.2.1) é válida para todo v ∈ V m, e a igualdade (2.2.2), para todo

z ∈ Wm, e com as condições iniciais

um|t=0 = um0 , em Ω, (2.2.4)

wm|t=0 = wm
0 , em Ω, (2.2.5)

ρm|t=0 = ρm0 , em Ω. (2.2.6)

2.2.5 Existência de solução para o problema aproximado

Nosso objetivo agora é estabelecer a existência de soluções para o problema aproxi-

mado (2.2.1)-(2.2.6). Em primeiro lugar, dado um ∈ C ([0, T ] ;V m) , com div um = 0, em

Ω×(0, T ) e um = 0 em ∂Ω× [0, T ] , vamos investigar a existência de solução ρm ∈ C1
(
Q
)

para o problema linear


ρmt + um · ∇ρm = 0, em Ω× (0, T ) ,

ρm|t=0 = ρm0 , em Ω.

Considere as trajetórias das part́ıculas


dy

dt
= −um (y, t) ,

y (0) = x.

Se ymx denota a solução do problema anterior, então ρm (x, t) = ρ0 (ymx (t)) . Ademais, essa

solução satisfaz

0 <
1

m
≤ inf

Ω
ρm0 ≤ ρm (x, t) ≤ sup

Ω
ρm0 , (2.2.7)

uma vez que estamos assumindo que um é suficientemente regular. Resolvido o problema

linear anterior, investigaremos agora a existência de solução

(um,wm) ∈ C1 ([0, T ] ;V m)× C1 ([0, T ] ;Wm) ,

para o problema não-linear (2.2.1)-(2.2.2) com as condições iniciais (2.2.4) e (2.2.5).
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Buscaremos uma solução (u,w) da forma

u (x, t) =
m∑
j=1

φj (t) vj (x) e w (x, t) =
m∑
j=1

ψj (t) zj (x) ,

onde φj, ψj ∈ C1 ([0, T ]) . Substituindo essas expressões de u,w e ρm na equação (2.2.1),

teremos

∫
Ω

m∑
j=1

ρmφ′j (t) vj · vdx+

∫
Ω

3,m,m,3∑
l,j,s,p=1,1,1,1

ρmφj (t) vjl φs (t)
∂vsp
∂xl

vpdx

+

∫
Ω

(µ+ µr)
m∑
j=1

φj (t)∇vj · ∇vdx−
∫

Ω

ρmfm · vdx− 2µr

∫
Ω

m∑
j=1

ψj (t) zj · rot vdx = 0,

para todo v ∈ V m. Em particular, para v = vi, i ∈ {1, ...,m} , ficamos com

m∑
j=1

φ′j (t)

∫
Ω

ρmvj · vidx+

3,m,m,3∑
l,j,s,p=1,1,1,1

φj (t)φs (t)

∫
Ω

ρmvjl
∂vsp
∂xl

vipdx

+ (µ+ µr)
m∑
j=1

φj (t)

∫
Ω

∇vj · ∇vidx−
∫

Ω

ρmfm · vidx

+
m∑
j=1

ψj (t)

∫
Ω

(−2µr) zj · rot vidx = 0,

para todo i ∈ {1, ...,m} , em (0, T ) . Essa equação pode ser escrita na forma mais com-

pacta

A (Φ) Φ′ + F (Φ,Ψ) = 0,

onde

Φ = [φi (t)]m×1 ,Ψ = [ψi (t)]m×1 ,

Ψ = [ψi (t)]m×1 ,Φ = [φi (t)]m×1 ,

A (Φ) = (aij) , onde aij =
∫

Ω
ρmvj · vidx,
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F (Φ,Ψ)i =

3,m,m,3∑
l,j,s,p=1,1,1,1

φj (t)φs (t)

∫
Ω

ρmvjl
∂vsp
∂xl

vipdx+ (µ+ µr)
m∑
j=1

φj (t)

∫
Ω

∇vj · ∇vidx

−
∫

Ω

ρmfm · vidx+BΨ,

sendo B = (bij) , com bij = −2µr
∫

Ω
zj · rot vidx, com i, j = 1, ...,m.

Agora vamos substituir as expressões de u,w e ρm na equação (2.2.2). Fazendo isso,

obtemos

∫
Ω

m∑
j=1

ρmψ′j (t) zj · zdx+

∫
Ω

3,m,m,3∑
l,j,s,p=1,1,1,1

ρmψj (t) zjl ψs (t)
∂zsp
∂xl

zpdx

+
m∑
j=1

ψj (t)

∫
Ω

{
4µrz

j · z + (ca + cd)∇zj · ∇z + (c0 + cd − ca) div zj · div z
}
dx

− 2µr

m∑
j=1

φj (t)

∫
Ω

vj · rot zdx−
∫

Ω

ρmgm · zdx = 0,

para todo z ∈ Wm. Em particular, para z = zi, i ∈ {1, ...,m} , temos

m∑
j=1

∫
Ω

ρmψ′j (t) zj · zidx+

3,m,m,3∑
l,j,s,p=1,1,1,1

ψj (t)ψs (t)

∫
Ω

ρm
∂zsp
∂xl

zjl z
i
pdx

+
m∑
j=1

ψj (t)

∫
Ω

{
4µrz

j · zi + (ca + cd)∇zj · ∇zi + (c0 + cd − ca) div zj · div zi
}
dx

−
m∑
j=1

φj (t)

∫
Ω

(2µr) vj · rot zidx−
∫

Ω

ρmgm · zidx = 0,

para todo i, j ∈ {1, ...,m} , em (0, T ) . Esta equação pode ser escrita na forma mais

compacta

A (Φ) Ψ′ + F (Φ,Ψ) = 0,

onde

Φ = [φi (t)]m×1 ,Ψ = [ψi (t)]m×1 ,

Ψ = [ψi (t)]m×1 ,Φ = [φi (t)]m×1 ,

A (Φ) = (aij) , onde aij =
∫

Ω
ρmzj · zidx,
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F (Φ,Ψ)i =

3,m,m,3∑
l,j,s,p=1,1,1,1

ρmψj (t)ψs (t)

∫
Ω

∂zsp
∂xl

zjl z
i
pdx

+
m∑
j=1

ψj (t)

∫
Ω

{
4µrz

j · zi + (ca + cd)∇zj · ∇zi + (c0 + cd − ca) div zj · div zi
}
dx

−
∫

Ω

ρmgm · zidx+BΦ,

sendo B =
(
bij
)
, com bij = −2µr

∫
Ω

vj · rot zidx. Assim, o problema não linear anterior

transforma-se no sistema

A (Φ) Φ′ + F (Φ,Ψ) = 0,

A (Φ) Ψ′ + F (Φ,Ψ) = 0,

Φ (0) = {φj (0)}mj=1 = componentes de um0 ,

Ψ (0) = {ψj (0)}mj=1 = componentes de wm
0 .

O sistema anterior ainda pode ser escrito como
X ′ = F (X) ,

(∗)

X (0) = X0,

onde

X = (Φ,Ψ) ,

X0 = (Φ (0) ,Ψ (0)) ,

F (X) = F (Φ,Ψ) =

 A (Φ) 0

0 A (Φ)

−1  −F (Φ,Ψ)

−F (Φ,Ψ)

 .
Observamos que o par (u,w) é solução de (2.2.1)-(2.2.2) juntamente com as condições

iniciais (2.2.4)-(2.2.5) se e somente se o par (Φ,Ψ) é solução do sistema (∗). Esse último

possui solução local, por ser F uma função cont́ınua. Portanto, o sistema (2.2.1)-(2.2.2)

juntamente com as condições iniciais (2.2.4)-(2.2.5) possui uma solução (um,wm) , defi-

nida em [0, Tm] .
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2.2.6 Estimativas a priori das soluções aproximadas

Denotemos por (ρm,um,wm) uma solução do problema aproximado definida em [0, Tm] .

Vamos obter agora estimativas que nos permitam estendê-las ao intervalo [0, T ] .

Estimativas das funções

Multiplicando a equação (2.2.3) por |um(t)|2 e integrando em Ω, ficamos com

∫
Ω

ρmt |um(t)|2 + um · ∇ρm|um(t)|2dx = 0.

Fazendo v = 2um na equação (2.2.1), obtemos

∫
Ω

2ρm (umt + (um · ∇) um)·um+2 (µ+ µr)∇um·∇umdx =

∫
Ω

4µrw
m·rot um+2ρmfm·umdx.

Somando as duas últimas igualdades e escrevendo o resultado na forma de produto

interno, chegamos a

(2ρmum,umt ) +
∥∥∥(ρmt )1/2 um

∥∥∥2

L2
+ (2ρm (um · ∇) um,um) +

(
|um|2um,∇ρm

)
+ 2 (µ+ µr) ‖∇um‖2

L2

= 4µr (rot um,wm) + (2ρmfm,um) .

Como um ∈ V m, temos

(2ρmum,umt ) +
∥∥∥(ρmt )1/2 um

∥∥∥2

L2
=

d

dt

(∥∥∥(ρm)1/2 um
∥∥∥2

L2

)
,

(2ρm (um · ∇) um,um) + (|um|2um,∇ρm) = 0,

e, portanto, a igualdade anterior transforma-se em

d

dt

∥∥∥(ρm)1/2 um
∥∥∥2

L2
+ 2 (µ+ µr) ‖∇um‖2

L2 = 4µr (rot um,wm) + 2 (ρmfm,um) . (2.2.8)

Multiplicando a equação (2.2.3) por |wm(t)|2 e integrando em Ω, obtemos

∫
Ω

ρmt |wm(t)|2 + um · ∇ρm|wm(t)|2dx = 0.
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Fazendo z = 2wm na equação (2.2.2), obtemos

∫
Ω

2ρmwm
t ·wm + 2ρm (um · ∇) wm ·wm + 2 (ca + cd)∇wm · ∇wm

+ 2 (c0 + cd − ca) div wm · div wm + 8µrw
m ·wmdx

=

∫
Ω

2ρmgm ·wm + 4µrrot wm · umdx.

Agora, somando as duas últimas equações e escrevendo o resultado na forma de produto

interno, ficamos com

(ρmwm
t , 2wm) +

∥∥∥(ρmt )1/2 wm
∥∥∥2

L2
+ 2 (ca + cd) ‖∇wm‖2

L2

+ 2 (c0 + cd − ca) ‖div wm‖2 + 8µr ‖wm‖2
L2 = (2ρmgm,wm) + 4µr (rot um,wm) .

Como um ∈ V m, temos

(2ρmwm,wm
t ) +

∥∥∥(ρmt )1/2 wm
∥∥∥2

L2
=

d

dt

(∥∥∥(ρm)1/2 wm
∥∥∥2

L2

)
,

(2ρm (um · ∇) wm,wm) + (|wm|2um,∇ρm) = 0.

Portanto, a igualdade anterior transforma-se em

d

dt

∥∥∥(ρm)1/2 wm
∥∥∥2

L2
+ 2 (ca + cd) ‖∇wm‖2

L2 + 2 (c0 + cd − ca) ‖div wm‖2 + 8µr ‖wm‖2
L2

= (2ρmgm,wm) + 4µr (rot um,wm) . (2.2.9)

Adicionando as igualdades (2.2.8) e (2.2.9), ficamos com

d

dt

∥∥∥(ρm)
1
2 um

∥∥∥2

L2
+

d

dt

∥∥∥(ρm)
1
2 wm

∥∥∥2

L2
+ 2 (µ+ µr) ‖∇um‖2

L2

+ 2 (c0 + cd − ca) |div wm|2 + 2 (ca + cd) ‖∇wm‖2
L2 + 8µr ‖wm‖2

L2

= 2 (ρmfm,um) + 4µr (wm, rot um) + 4µr (um, rot wm) + 2 (ρmgm,wm) .

Agora, levando em conta que (wm, rot um) = (rot wm,um) , a igualdade anterior pode
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ser reescrita como

d

dt

∥∥∥(ρm)
1
2 um

∥∥∥2

L2
+

d

dt

∥∥∥(ρm)
1
2 wm

∥∥∥2

L2
+ 2 (µ+ µr) ‖∇um‖2

L2

+ 2 (c0 + cd − ca) |div wm|2 + 2 (ca + cd) ‖∇wm‖2
L2 + 8µr ‖wm‖2

L2

= 2
(

(ρm)1/2 fm, (ρm)1/2 um
)

+ 8µr (wm, rot um) + 2
(

(ρm)1/2 gm, (ρm)1/2 wm
)
.

Utilizando as desigualdades

(ρmfm,um) =
(

(ρm)
1
2 fm, (ρm)

1
2 um

)
≤
∥∥∥(ρm)

1
2 fm

∥∥∥
L2

∥∥∥(ρm)
1
2 um

∥∥∥
L2
,

(rot wm,um) ≤ ‖∇um‖L2 ‖wm‖L2 ,

(ρmgm,wm) =
(

(ρm)
1
2 gm, (ρm)

1
2 wm

)
≤
∥∥∥(ρm)

1
2 gm

∥∥∥
L2

∥∥∥(ρm)
1
2 wm

∥∥∥
L2
,

na última igualdade, ficamos com

d

dt

{∥∥(ρm)1/2um
∥∥2

L2 +
∥∥(ρm)1/2wm

∥∥2

L2

}
+ 2(µ+ µr) ‖∇um‖2

L2 + 2(c0 + cd − ca)|div wm|2

+ 2(ca + cd) ‖∇wm‖2
L2 + 8µr ‖wm‖2

L2

≤ 8µr ‖∇um‖L2 ‖wm‖L2 + 2
∥∥∥(ρm)

1
2 fm

∥∥∥
L2

∥∥∥(ρm)
1
2 um

∥∥∥
L2

+ 2
∥∥∥(ρm)

1
2 gm

∥∥∥
L2

∥∥∥(ρm)
1
2 wm

∥∥∥
L2
.

Usando a desigualdade

‖∇um‖L2 ‖wm‖L2 ≤
1

4
‖∇um‖2

L2 + ‖wm‖2
L2 ,

que é decorrência da desigualdade de Cauchy-Schwarz, na desigualdade anterior, ficare-

mos com

d

dt

{∥∥(ρm)1/2um
∥∥2

L2 +
∥∥(ρm)1/2wm

∥∥2

L2

}
+ 2µ ‖∇um‖2

L2

+ 2(c0 + cd − ca)|div wm|2 + 2(ca + cd) ‖∇wm‖2
L2

≤ C[‖fm‖L2 + ‖gm‖L2 ][
∥∥(ρm)1/2um

∥∥
L2 +

∥∥(ρm)1/2wm
∥∥
L2 ]

≤ C[‖fm‖L2 + ‖gm‖L2 ]

√
‖(ρm)1/2um‖2

L2 + ‖(ρm)1/2wm‖2
L2 .
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Portanto, teremos

d

dt

{∥∥(ρm)1/2um
∥∥2

L2 +
∥∥(ρm)1/2wm

∥∥2

L2

}
≤ C[‖fm‖L2 + ‖gm‖L2 ] ·

√
‖(ρm)1/2um‖2

L2 + ‖(ρm)1/2wm‖2
L2 .

Agora, pelo Lema 1.3.4, temos que

∥∥∥(ρm)1/2 um
∥∥∥2

L2
≤ C e

∥∥∥(ρm)1/2 wm
∥∥∥2

L2
≤ C,

onde C é uma constante que não depende de m e nem de Tm. Logo essas funções estão

definidas em todo o intervalo [0, T ] . Em conseqüência disso, temos

(
(ρm)1/2 um

)
m

é limitada em L∞
(

0, T ;
(
L2(Ω)

)3
)

(2.2.10)

e (
(ρm)1/2 wm

)
m

é limitada em L∞
(

0, T ;
(
L2(Ω)

)3
)
. (2.2.11)

Integrando a igualdade (2.2.8) de 0 a T, teremos

∥∥(ρm)1/2um
∥∥2

L2 (T ) −
∥∥(ρm)1/2um

∥∥2

L2 (0) + 2(µ+ µr)

∫ T

0

‖∇um‖2
L2 dt

= 4µr

∫ T

0

(rot wm,um)dt+ 2

∫ T

0

((ρm)1/2fm, (ρm)1/2um)dt,

de onde podemos concluir que

2 (µ+ µr)

∫ T

0

‖∇um‖2
L2 dt ≤

∥∥∥(ρm)1/2 um
∥∥∥2

L2
(0) + 4µr

∫ T

0

‖∇um‖L2 ‖wm‖L2 dt

+ 2

∫ T

0

∥∥∥(ρm)1/2 fm
∥∥∥
L2

∥∥∥(ρm)1/2 um
∥∥∥
L2
dt.

As limitações (2.2.7) e (2.2.10) nos permitem reescrever a desigualdade anterior como

2 (µ+ µr)

∫ T

0

‖∇um‖2
L2 dt ≤ C + 4µr

∫ T

0

‖∇um‖L2 ‖wm‖L2 dt

+ 2
∥∥∥(ρm)1/2 um

∥∥∥
L2

∫ T

0

‖fm‖L2 dt.
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Como fm é limitada em L1
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
, a última igualdade se escreve sob a forma

2 (µ+ µr)

∫ T

0

‖∇um‖2
L2 dt ≤ C + 4µr

∫ T

0

‖∇um‖L2 ‖wm‖L2 dt, (2.2.12)

onde C é uma constante que não depende de m. Integrando a igualdade (2.2.9) de 0 a T,

ficamos com

∥∥∥(ρm)1/2 wm
∥∥∥2

L2
(T )−

∥∥∥(ρm)1/2 wm
∥∥∥2

L2
(0) + 2 (ca + cd)

∫ T

0

‖∇wm‖2
L2 dt

+ 2 (c0 + cd − ca)
∫ T

0

|div wm|2dt+ 8µr

∫ T

0

‖wm‖2
L2 dt

= 4µr

∫ T

0

(rot um,wm) dt

+ 2

∫ T

0

(
(ρm)1/2 gm, (ρm)1/2 wm

)
dt.

(2.2.13)

Portanto, podemos concluir que

2 (ca + cd)

∫ T

0

‖∇wm‖2
L2 dt+ 8µr

∫ T

0

‖wm‖2
L2 dt ≤

∥∥∥(ρm)1/2 wm
∥∥∥2

L2
(0)

+ 4µr

∫ T

0

‖∇um‖L2 ‖wm‖L2 dt

+ 2

∫ T

0

∥∥∥(ρm)1/2 gm
∥∥∥
L2

∥∥∥(ρm)1/2 wm
∥∥∥
L2
dt.

As limitações (2.2.7) e (2.2.11) nos permitem reescrever a igualdade anterior como

2 (ca + cd)

∫ T

0

‖∇wm‖2
L2 dt+ 8µr

∫ T

0

‖wm‖2
L2 dt ≤ C + 4µr

∫ T

0

‖∇um‖L2 ‖wm‖L2 dt

+ 2C

∫ T

0

‖gm‖L2 dt.
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Como gm é limitada em L1
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
, a última igualdade toma o seguinte aspecto

2 (ca + cd)

∫ T

0

‖∇wm‖2
L2 dt+ 8µr

∫ T

0

‖wm‖2
L2 dt ≤ C + 4µr

∫ T

0

‖∇um‖L2 ‖wm‖L2 dt.

(2.2.14)

Somando as desigualdades (2.2.12) e (2.2.14), temos

2 (µ+ µr)

∫ T

0

‖∇um‖2
L2 dt+ 2 (ca + cd)

∫ T

0

‖∇wm‖2
L2 dt + 8µr

∫ T

0

‖wm‖2
L2 dt

≤ C + 8µr

∫ T

0

‖∇um‖L2 ‖wm‖L2 dt.

Como

8µr

∫ T

0

‖∇um‖L2 ‖wm‖L2 dt ≤ 2µr

∫ T

0

‖∇um‖2
L2 dt+ 8µr

∫ T

0

‖wm‖2
L2 dt,

segue que

2 (µ+ µr)

∫ T

0

‖∇um‖2
L2 dt + 2 (ca + cd)

∫ T

0

‖∇wm‖2
L2 dt+ 8µr

∫ T

0

‖wm‖2
L2 dt

≤ C + 2µr

∫ T

0

‖∇um‖2
L2 dt+ 8µr

∫ T

0

‖wm‖2
L2 dt,

ou seja,

2µ

∫ T

0

‖∇um‖2
L2 dt+ 2 (ca + cd)

∫ T

0

‖∇wm‖2
L2 dt ≤ C.

Dáı,

(∇um)m é limitada em L2
(

0, T ;
(
L2(Ω)

)9
)

(2.2.15)

e

(∇wm)m é limitada em L2
(

0, T ;
(
L2(Ω)

)9
)

(2.2.16)

Como H1
0 (Ω) ↪→ L6 (Ω) , temos

∫ T

0

‖um‖2
L6 dt ≤

∫ T

0

C ‖um‖2
H1

0
dt ≤

∫ T

0

C ‖∇um‖2
L2 dt.
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Devido às limitações anteriores, temos que

(um)m é limitada em L2
(

0, T ;
(
L6 (Ω)

)3
)
. (2.2.17)

Por um racioćınio semelhante, temos que

(wm)m é limitada em L2
(

0, T ;
(
L6 (Ω)

)3
)
. (2.2.18)

Graças à regularidade de um, e às estimativas anteriores, temos que

(um)m é limitada em L2 (0, T ;V ) . (2.2.19)

De forma semelhante, podemos concluir que

(wm)m é limitada em L2
(

0, T ;
(
H1

0 (Ω)
)3
)
. (2.2.20)

Vamos agora obter estimativas para ρmumum e ρmumwm. Para esse fim, vamos estabe-

lecer algumas estimativas preliminares. Inicialmente, vamos mostrar que

(
(ρm)1/8 um

)
m

é limitada em L
8
3

(
0, T ;

(
L4 (Ω)

)3
)
. (2.2.21)

De fato, temos

∥∥∥(ρm)1/8 um
∥∥∥ 8

3

L4
=

((∫
Ω

| (ρm)1/8 um|4dx
) 1

4

)8/3

=

(∫
Ω

| (ρm)1/8 um|4dx
)2/3

=

(∫
Ω

| (ρm)1/2 um||um|3dx
)2/3

≤
∥∥∥(ρm)1/2 um

∥∥∥2/3

L2
‖um‖2

L6 .

Dáı ∫ T

0

∥∥∥(ρm)1/8 um
∥∥∥8/3

L4
dt ≤

∫ T

0

∥∥∥(ρm)1/2 um
∥∥∥2/3

L2
‖um‖2

L6 dt.

Como
(

(ρm)1/2 um
)
m

é limitada em L∞
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)

e (um)m o é em L2
(

0, T ; (L6 (Ω))
3
)
,

segue que ‖um‖
8
3

L4 é limitada em L1 (0, T ) , o que mostra nossa afirmação. De uma forma
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semelhante, podemos mostrar que

(
(ρm)1/8 wm

)
m

é limitada em L
8
3

(
0, T ;

(
L4 (Ω)

)3
)
. (2.2.22)

Passamos agora a obter as estimativas sobre ρmumum. Inicialmente, observamos que

‖ρmumum‖L2 =

(∫
Ω

|ρmumum|2dx
) 1

2

=

(∫
Ω

∑
i,j

(
ρmumi u

m
j

)2
dx

) 1
2

≤

∫
Ω

(∑
i

(
(ρm)1/2 umi

)2
) 1

2
(∑

j

(
(ρm)1/2 umj

)2
)
dx


1
2

=

(∫
Ω

| (ρm)1/2 um|2| (ρm)1/2 um|2
) 1

2

=
∥∥∥(ρm)1/2 um

∥∥∥2

L4
.

A estimativa (2.2.21) obtida para (ρm)1/8 um acarreta, em particular, que

(
(ρm)1/2 um

)
m

é limitada em L
8
3

(
0, T ;

(
L4 (Ω)

)3
)
,

donde

(ρmumum)m é limitada em L
4
3

(
0, T ;

(
L2(Ω)

)9
)
. (2.2.23)

A seguir, veremos uma estimativa para ρmumwm. Temos

‖ρmwmum‖L2 =

((∫
Ω

|ρmwmum|2
)
dx

)1/2

=

((∫
Ω

∑
i,j

(
ρmwmi u

m
j

)2

)
dx

)1/2

≤

∫
Ω

(∑
i

(
(ρm)1/2wmj

)2
) 1

2
(∑

j

(
(ρm)1/2 umj

)2
)
dx


1
2

=

(∫
Ω

| (ρm)1/2 wm|2| (ρm)1/2 um|2dx
) 1

2

.
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Agora, observemos que

‖ρmwmum‖4/3

L2 ≤
(∫

Ω

| (ρm)1/2 wm|2| (ρm)1/2 um|2dx
)2/3

≤

((∫
Ω

| (ρm)1/2 um|4dx
)1/2(∫

Ω

| (ρm)1/2 wm|4dx
)1/2

)2/3

=
∥∥∥(ρm)1/2 um

∥∥∥4/3

L4

∥∥∥(ρm)1/2 wm
∥∥∥4/3

L4
.

Logo,

∫ T

0

‖ρmwmum‖4/3

L2 dt ≤
∫ T

0

∥∥∥(ρm)1/2 um
∥∥∥4/3

L4

∥∥∥(ρm)1/2 wm
∥∥∥4/3

L4
dt

≤
(∫ T

0

∥∥∥(ρm)1/2 um
∥∥∥8/3

L4
dt

)1/2(∫ T

0

∥∥∥(ρm)1/2 wm
∥∥∥8/3

L4
dt

)1/2

.

As estimativas (2.2.21) e (2.2.22) obtidas sobre (ρm)1/2 um e (ρm)1/2 wm implicam, em

particular, que

(
(ρm)1/2 um

)
m

é limitada em L
8
3

(
0, T ;

(
L4 (Ω)

)3
)
,

e (
(ρm)1/2 wm

)
m

é limitada em L
8
3

(
0, T ;

(
L4 (Ω)

)3
)
,

donde

(ρmumwm)m é limitada em L
4
3

(
0, T ;

(
L2(Ω)

)9
)
. (2.2.24)

Estimativas das derivadas com relação ao tempo

Inicialmente notemos que

(ρmum)m e (ρmwm)m são limitadas em L2
(

0, T ;
(
L6 (Ω)

)3
)
∩ L∞

(
0, T ;

(
L2(Ω)

)3
)
,
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uma vez que (um)m e (wm)m o são e (ρm)m é limitada em L∞ (Ω× (0, T )) . Por outro

lado, a equação do transporte acarreta que

(
∂ρm

∂t

)
m

é limitada em L∞
(
0, T ;H−1 (Ω)

)
∩ L2

(
0, T ;W−1,6 (Ω)

)
. (2.2.25)

De fato, basta notar que as derivadas são efetuadas nas variáveis espaciais e as inclusões

L2(Ω) ↪→ H−1 (Ω) e L6 (Ω) ↪→ W−1,6 (Ω)

são cont́ınuas. Agora, veremos estimativas na derivada com relação a t de

∫
Ω

ρmumdx

e de

∫
Ω

ρmwmdx. Para isso, vamos considerar as formulações variacionais conservativas

para as equações dadas na introdução. Essas formulações são

∫
Ω

(
∂ρmum

∂t
+∇ · (ρmumum)

)
· v + (µ+ µr)∇um · ∇vdx =

∫
Ω

2µrrot wm · v

+ ρmfm · vdx (2.2.26)

∫
Ω

(
∂ρmwm

∂t
+ ∇ · (ρmumwm) + 4µrw

m) · z + (ca + cd)∇wm · ∇z

+

∫
Ω

(c0 + cd − ca) div wm · div zdx =

∫
Ω

2µrrot um · z + ρmgm · zdx,

(2.2.27)

∂ρm

∂t
+∇ · (ρmum) = 0, (2.2.28)

div um = 0, (2.2.29)

sendo a igualdade (2.2.26) válida para todo v ∈ V m e a igualdade (2.2.27) válida

para todo z ∈ Wm. Passamos agora às estimativas, começando com a da derivada de∫
Ω
ρmumdx. Observamos que, devido à regularidade de ρmum, temos

∫
Ω

∂

∂t
(ρmum) · vdx =

d

dt

∫
Ω

ρmum · vdx.
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Substituindo na formulação variacional (2.2.26) ficamos com∣∣∣∣ ddt
∫

Ω

ρmum · vdx
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

(ρmumum − (µ+ µr)∇um) · ∇v + (ρmfm + 2µrrot wm) · vdx
∣∣∣∣

≤ ‖ρmumum − (µ+ µr)∇um‖L2 ‖∇v‖L2 + ‖ρmfm + 2µrrot wm‖L2 ‖v‖L2

≤ [‖ρmumum − (µ+ µr)∇um‖L2 + γ ‖ρmfm + 2µrrot wm‖L2 ] ‖∇v‖L2 ,

pela desigualdade de Poincaré. Sabemos que ‖ρmumum − (µ+ µr)∇um‖L2 é limitada em

L
4
3 (0, T ) e que ‖ρmfm‖(L2)3 é limitada em L1 (0, T ) . Como ‖rot wm‖L2 ≤ C ‖∇wm‖L2 e,

como esta última é limitada em L2 (0, T ) , temos que ‖rot wm‖L2 é limitada em L2 (0, T )

sendo também limitada em L1 (0, T ) . Portanto∣∣∣∣ ddt
∫

Ω

ρmum · vdx
∣∣∣∣ ≤ rm ‖∇v‖L2 , (2.2.30)

para todo v ∈ V m, onde

rm = ‖ρmumum − (µ+ µr)∇um‖L2 + γ ‖ρmfm + 2µrrot wm‖L2 ∈ L1 (0, T ) .

Vejamos agora uma estimativa semelhante sobre a derivada de
∫

Ω
ρmwm com relação a

t. Pela regularidade de ρmwm temos

∫
Ω

∂ρmwm

∂t
· zdx =

d

dt

∫
Ω

ρmwm · zdx.
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Agora substituindo na formulação variacional (2.2.27), temos∣∣∣∣ ddt
∫

Ω

ρmwm · zdx
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

{ρmumwm − (ca + cd)∇wm} · ∇z

+ (ρmgm + 4µrw
m + 2µrrot um) · z− (c0 + cd − ca) div wm · div zdx|

≤ ‖ρmumwm − (ca + cd)∇wm‖L2 ‖∇z‖L2

+ ‖ρmgm + 4µrw
m + 2µrrot um‖L2 ‖z‖L2

+|
∫

Ω

(c0 + cd − ca) |div wm||div z|dx

≤ ‖ρmumwm − (ca + cd)∇wm‖L2 ‖∇z‖L2

+γ ‖ρmgm + 4µrw
m + 2µrrot um‖L2 ‖∇z‖L2

+k (c0 + cd − ca) ‖div wm‖L2 ‖div z‖

≤ [‖ρmumwm − (ca + cd)∇wm‖L2 + γ ‖ρmgm + 4µrw
m + 2µrrot um‖L2

+k (c0 + cd − ca) ‖∇wm‖L2 ] ‖∇z‖L2 .

e, por argumento semelhante ao usado no caso de (um)m , temos que

| d
dt

∫
Ω

ρmwm · zdx| ≤ lm ‖∇z‖L2 , (2.2.31)

para todo z ∈ Wm, onde

lm = ‖ρmumwm + (ca + cd)∇wm‖L2 + γ ‖ρmgm + 4µrw
m + 2µrrot um‖L2

+ γk (c0 + cd − ca) ‖∇wm‖L2 ∈ L1 (0, T ) .

Estimativas fracionárias no tempo

Obteremos agora limitações sobre (ρmum)m e (ρmwm)m nos Espaços de Nikolskii.

Mais especificamente, provaremos que

(ρmum)m é limitada em N1/4,2
(

0, T ;
(
W−1,3 (Ω)

)3
)

(2.2.32)
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e que

(ρmwm)m é limitada em N1/4,2
(

0, T ;
(
W−1,3 (Ω)

)3
)
. (2.2.33)

Tendo em conta o fato de que (ρmum)m e (ρmwm)m são limitadas em L2
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)

e que L2 (Ω) ↪→ W−1,3 (Ω) , é suficiente mostrar que existe uma constante C > 0, inde-

pendente de m, tal que

‖τh (ρmum)− ρmum‖L2(0,T−h;(W−1,3(Ω))3) ≤ Ch1/4,∀h ∈ (0, T )

e

‖τh (ρmwm)− ρmwm‖L2(0,T−h;(W−1,3(Ω))3) ≤ Ch1/4,∀h ∈ (0, T ) .

Começaremos com o caso de (ρmum)m , cuja análise será dividida em três etapas.

Primeira Etapa: Inicialmente, observamos que, dado v ∈ V m, arbitrário, temos

∫
Ω

[ρmum (t+ h)− ρmum (t)] · vdx =

∫ t+h

t

(
d

ds

∫
Ω

ρmum (s) · vdx
)
ds

≤
(∫ t+h

t

rm (s) ds

)
‖∇v‖L2 ,

onde rm ∈ L1 (0, T ) , pela estimativa (2.2.30). Pondo v = um (t+ h)−um (t) ∈ V m

e integrando com respeito a t entre (0, T − h) , teremos

∫ T−h

0

∫
Ω

[ρmum (t+ h)− ρmum (t)] · [um (t+ h)− um (t)] dxdt

≤
∫ T−h

0

‖∇um (t+ h)−∇um (t)‖L2 ·
(∫ t+h

t

rm (s) ds

)
dt.

Fazendo

I1 :=

∫ T−h

0

∫
Ω

[ρmum (t+ h)− ρmum (t)] · [um (t+ h)− um (t)] dxdt,

temos, pelo Teorema de Fubini, que

I1 ≤
∫ T

0

rm (s)

(∫ s∗

(s−h)∗
‖∇um (t+ h)−∇um (t)‖2

L2 dt

)
ds,
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onde

s∗ =


0, se s ≤ 0,

s, se 0 ≤ s ≤ T − h,

T − h, se s ≥ T − h.

Usando a desigualdade de Hölder obtemos

I1 ≤
∫ T

0

rm (s)

(∫ s∗

(s−h)∗
12dt

) 1
2
(∫ s∗

(s−h)∗
‖∇um (t+ h)−∇um (t)‖L2 dt

) 1
2

ds

≤ 2h
1
2 ‖∇um‖L2

∫ T

0

rm (s) ds

≤ Ch
1
2 ,

ou seja, existe uma constante C > 0 tal que

I1 ≤ Ch
1
2 .

Segunda Etapa: Façamos

I2 :=

∫ T−h

0

(∫
Ω

[ρm (t+ h)− ρm (t)] um (t) · [um (t+ h)− um (t)]

)
dxdt.

Dado t ∈ [0, T − h] , multiplicando a equação

∂ρm

∂t
= −div (ρmum)

por k ∈ W 1,3/2
0 (Ω) , e integrando em Ω, ficaremos com

∫
Ω

∂ρm

∂t
· kdx = −

∫
Ω

div (ρmum) · kdx =

∫
Ω

ρmum∇kdx.

A regularidade de ρm nos permite escrever

∫
Ω

∂ρm

∂t
(t) · kdx =

d

dt

∫
Ω

ρm (t) · kdx.
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Logo, integrando as igualdades anteriores em (t, t+ h) , teremos

∫
Ω

[ρm (t+ h)− ρm (t)] · kdx =

∫ t+h

t

(∫
Ω

(ρmum) (s) · ∇kdx
)
ds.

Tomando módulo e usando a Desigualdade de Hölder generalizada para

1 = 1/6 + 1/6 + 1/ (3/2) , já que a função constante e igual a 1 está em L6 (Ω),

∇k ∈
(
L3/2 (Ω)

)3
e um ∈ (L6 (Ω))

3
, e tendo em conta o fato de que ∇um é limitada

em L2
(

0, T ; (L2(Ω))
9
)
, ficamos com

|
∫

Ω

[ρm (t+ h)− ρm (t)] · kdx| ≤
∫ t+h

t

‖ρm (s)‖L∞ ‖u
m (s)‖L6 ‖∇k‖

L
3
2
|Ω|

1
6ds

≤ b|Ω|
1
6 ‖∇k‖

L
3
2

∫ t+h

t

‖um (s)‖L6 ds

≤ Cb|Ω|
1
6 ‖∇k‖

L
3
2

∫ t+h

t

‖um (s)‖H1
0
ds

≤ Cγb|Ω|
1
6 ‖∇k‖

L
3
2

∫ t+h

t

‖∇um (s)‖L2 ds

≤ Cγb|Ω|
1
6 ‖∇k‖

L
3
2

(∫ t+h

t

12ds

) 1
2
(∫ t+h

t

‖∇um (s)‖2
L2 ds

) 1
2

≤ Ch
1
2 ‖∇k‖

L
3
2
,

onde |Ω| indica a medida de Ω. Portanto,

∫
Ω

(ρm (t+ h)− ρm (t)) · k dx ≤ Ch
1
2 ‖∇k‖

L
3
2
, (2.2.34)

para cada k ∈ W 1,3/2
0 (Ω) . Consideremos k = um (t)·[um (t+ h)− um (t)] . Notamos

que, pelo Lema 1.4.2, parte (i), o produto H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)→ W
1,3/2
0 (Ω) é cont́ınuo

e, portanto, k ∈ W 1,3/2
0 (Ω) . Pela Desigualdade de Poincaré, temos que

‖∇k‖
L

3
2
≤ C ‖∇um‖L2 ‖∇ (um (t+ h)− um (t))‖L2 .

Sabemos que o lado direito da desigualdade anterior é limitado em L1 (0, T − h) .
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Portanto, integrando (2.2.34) com respeito a t em (0, T − h) , chegamos a

∫ T−h

0

(∫
Ω

[ρm (t+ h)− ρm (t)] um (t) · [um (t+ h)− um (t)]

)
dxdt ≤ Ch

1
2 ,

ou seja, existe uma constante C tal que

I2 ≤ Ch1/2.

Terceira Etapa: Observemos agora que

I1 − I2 =

∫ T

0

(∫
Ω

ρm (t+ h) |um (t+ h)− um (t) |2
)
dxdt.

Dáı, pelas estimativas obtidas anteriormente sobre I1,I2 e ρm, temos

∫ T

0

(∫
Ω

|ρm (t+ h) (um (t+ h)− um (t)) |2
)
dxdt ≤ Ch

1
2 ,

que acarreta

‖τhρm (τhu
m − um)‖L2(0,T−h;(L2(Ω))3) ≤ Ch1/4. (2.2.35)

Agora, observemos que

(τhρ
m − ρm) (t) = ρm (t+ h)−ρm (t) =

∫ t+h

t

∂ρm

∂t
(s) ds = −

∫ t+h

t

div (ρmum) (s) ds,

para todo t ∈ (0, T − h) . Portanto, tomando normas em W−1,6 (Ω) e levando em

conta que ρmum é limitada em L2
(

0, T ; (L6 (Ω))
3
)
, temos que

‖(τhρm − ρm) (t)‖W−1,6 ≤ C

∫ t+h

t

‖ρmum (s)‖L6 ds

≤ Ch1/2 ‖ρmum‖L2(0,T ;(L6(Ω))3)

≤ Ch1/2,

ou seja,

‖τhρm − ρm‖L∞(0,T−h;W−1,6(Ω)) ≤ Ch1/2. (2.2.36)
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Como, em particular, um é limitada em L2
(

0, T − h; (H1 (Ω))
3
)
, utilizamos a con-

tinuidade do produto H1 (Ω)×W−1,6 (Ω)→ W−1,3 (Ω) , conforme Lema 1.4.2, parte

(iii), e conclúımos que

‖(τhρm − ρm) um‖L2(0,T−h;(W−1,3(Ω))3) ≤ Ch1/2. (2.2.37)

Agora, observemos que

τhρ
m (τhu

m − um) + (τhρ
m − ρm) um = τh (ρmum)− ρmum.

Portanto, agrupando as duas desigualdades (2.2.36) e (2.2.37), obtemos

‖τh (ρmum)− ρmum‖L2(0,T−h;(W−1,3(Ω))3) ≤ Ch1/2 + Ch1/4 ≤ Ch1/4, (2.2.38)

onde C é uma constante que não depende de m.

No que segue, obteremos uma estimativa semelhante para wm. Novamente, dividiremos

a análise em três etapas.

Primeira Etapa: Inicialmente observamos que, dado z ∈ Wm arbitário, temos

∫
Ω

[ρmwm (t+ h)− ρmwm (t)] · z dx =

∫ t+h

t

(
d

ds

∫
Ω

ρmwm (s) · zdx
)
ds

≤
(∫ t+h

t

lm (s) ds

)
‖∇z‖L2 ,

onde lm ∈ L1 (0, T ) , pela estimativa (2.2.31). Pondo z = wm (t+ h)−wm (t) ∈ Wm

e integrando com respeito a t entre (0, T − h) ,teremos

∫ T−h

0

∫
Ω

[ρmwm (t+ h)− ρmwm (t)] · [wm (t+ h)−wm (t)] dxdt ≤∫ T−h

0

‖∇wm (t+ h)−∇wm (t)‖(L2 ·
(∫ t+h

t

lm (s) ds

)
dt.
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Fazendo

J1 :=

∫ T−h

0

∫
Ω

[ρmwm (t+ h)− ρmwm (t)] · [wm (t+ h)−wm (t)] dxdt,

teremos, pelo Teorema de Fubini

J1 ≤
∫ T

0

lm (s)

(∫ s∗

(s−h)∗
‖∇wm (t+ h)−∇wm (t)‖L2

)
ds,

onde

s∗ =


0, se s ≤ 0,

s, se 0 ≤ s ≤ T − h,

T − h se s ≥ T − h.

Usando a desigualdade de Hölder obtemos

J1 ≤
∫ T

0

lm (s)

(∫ s∗

(s−h)∗
12dt

) 1
2
(∫ s∗

(s−h)∗
‖∇wm (t+ h)−∇wm (t)‖2

L2 dt

) 1
2

ds

≤ 2h
1
2 ‖∇wm‖L2

∫ T

0

lm (s) ds

≤ Ch
1
2 ,

ou seja, existe uma constante C > 0 tal que J1 ≤ Ch
1
2 .

Segunda Etapa: Fazendo

J2 :=

∫ T−h

0

(∫
Ω

[ρm (t+ h)− ρm (t)] wm (t) · [wm (t+ h)−wm (t)] dx

)
dt,

o mesmo argumento usado anteriormente nos permite concluir que

∫
Ω

(ρm (t+ h)− ρm (t)) · k dx ≤ Ch
1
2 ‖∇k‖

L
3
2
,

para cada k ∈ W 1,3/2
0 (Ω) . Vamos tomar k = wm (t) · [wm (t+ h)−wm (t)] . Invo-

cando o Lema 1.4.2, parte (i), temos que o produto H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)→ W
1,3/2
0 (Ω) é
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cont́ınuo, de onde segue que k ∈ W 1,3/2
0 (Ω) . Pela desigualdade de Poincaré, temos

‖∇k‖L3/2 ≤ C ‖∇wm‖L2 ‖∇ (wm (t+ h)−wm (t))‖L2 .

Sabemos que o lado direito da desigualdade anterior é limitado em L1 (0, T − h) .

Portanto, integrando (2.2.39) com respeito a t em (0, T − h) , chegamos a

∫ T−h

0

(∫
Ω

[ρm (t+ h)− ρm (t)] wm (t) · [wm (t+ h)−wm (t)]

)
dxdt ≤ Ch

1
2 .

Agora observemos que

J1 − J2 =

∫ T

0

(∫
Ω

ρm (t+ h) |wm (t+ h)−wm (t) |2
)
dxdt.

Dáı, pelas estimativas obtidas anteriormente, temos

∫ T

0

(∫
Ω

ρm (t+ h) |wm (t+ h)−wm (t) |2
)
dxdt ≤ Ch

1
2 ,

o que acarreta

∫ T−h

0

(∫
Ω

ρm (t+ h) |wm (t+ h)−wm (t) |2
)
dxdt ≤ Ch1/2,

que, escrita numa outra forma, fica

‖τhρm (τhw
m −wm)‖L2(0,T−h;(L2(Ω))3) ≤ Ch1/4. (2.2.39)

Em seguida, observamos que

(τhρ
m − ρm) (t) = ρm (t+ h)−ρm (t) =

∫ t+h

t

∂ρm

∂t
(s) ds = −

∫ t+h

0

div (ρmum) (s) ds,

para todo t ∈ (0, T − h) . Portanto, tomando normas em W−1,6 (Ω) e, levando em
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conta que ρmwm é limitada em L2
(

0, T ; (L6 (Ω))
3
)
, temos

‖(τhρm − ρm) (t)‖W−1,6 ≤ C

∫ t+h

t

‖ρmwm (s)‖L6 ds

≤ Ch1/2 ‖ρmwm‖L2(0,T ;(L6(Ω))3)

≤ Ch1/2,

ou seja,

‖τhρm − ρm‖L∞(0,T−h;W−1,6(Ω)) ≤ Ch1/2.

Como, em particular, wm é limitada em L2
(

0, T − h; (H1 (Ω))
3
)
, utilizamos a

continuidade do produto H1 (Ω)×W−1,6 (Ω)→ W−1,3 (Ω) e conclúımos que

‖(τhρm − ρm) wm‖L2(0,T−h;(W−1,3(Ω))3) ≤ Ch1/2. (2.2.40)

Agora observamos que

τhρ
m (τhw

m −wm) + (τhρ
m − ρm) wm = τh (ρmwm)− ρmwm.

Portanto, agrupando as duas desigualdades (2.2.39) e (2.2.40), obtemos

‖τh (ρmwm)− ρmwm‖L2(0,T ;(W−1,3(Ω))3) ≤ Ch1/2 + Ch1/4 ≤ Ch1/4,

onde C é uma constante que não depende de m.

2.2.7 Passagem ao limite

De posse das limitações obtidas na seção anterior, provaremos agora alguns fatos re-

lacionados às seqüências envolvidas com vistas à extração de subseqüências convenientes.

Usando as estimativas (2.2.7) e (2.2.25), juntamente com o Lema 1.2.1, parte (ii) para

os espaços X = L∞ (Ω) , B = W−1,∞ (Ω) e Y = H−1 (Ω) , conclúımos que

(ρm)m está contida em um compacto de C
(
[0, T ] ;W−1,∞ (Ω)

)
. (2.2.41)
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Usando as estimativas (2.2.7), (2.2.10) e (2.2.17) conclúımos que

(ρmwm)m é limitada em L∞
(
0, T ;L2(Ω)3

)
∩ L2

(
0, T ;L6 (Ω)3) . (2.2.42)

Usando as estimativas (2.2.42),(2.2.32) e o Lema 1.2.1, parte (iii), para os espaços X =

L6 (Ω)3 , B = W−1,∞ (Ω)3 e Y = W−1,3 (Ω)3 , conclúımos que

(ρmum)m está contida em um compacto de L2
(

0, T ;
(
W−1,∞ (Ω)

)3
)
. (2.2.43)

Usando as estimativas (2.2.7), (2.2.11) e (2.2.18), conclúımos que

(ρmum)m é limitada em L∞
(
0, T ;L2(Ω)3

)
∩ L2

(
0, T ;L6 (Ω)3) . (2.2.44)

Agora, usamos as estimativas (2.2.44), (2.2.33) e o Lema 1.2.1, parte (iii), para os espaços

X = L6 (Ω)3 , B = W−1,∞ (Ω)3 e Y = W−1,3 (Ω)3 para concluirmos que

(ρmwm)m está contida em um compacto de L2
(

0, T ;
(
W−1,∞ (Ω)

)3
)
. (2.2.45)

As inclusões (2.2.41),(2.2.43) e (2.2.45), o Teorema de Alaoglu e a reflexividade dos

espaços Lp, com 1 < p < ∞ nos permitem extrair subseqüências de {ρm,um,wm} , que

denotaremos da mesma forma, com as seguintes propriedades

(i) Existe ρ ∈ L∞ (Q) com ρm → ρ em C0 ([0, T ] ;W−1,∞ (Ω)) forte,

L∞ (Q) fraco- ? .

(ii) Existe u ∈ L2 (0, T ;V ) com um → u, em L2 (0, T ;V ) fraco.

(iii) Existe w ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)3) , com wm → w em L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)3) fraco.
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(iv) Existe χ1, com ρmum → χ1 em


L2
(

0, T ; (L6 (Ω))
3
)

fraco,

L∞
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)

fraco-?,

L2
(

0, T ; (W−1,∞ (Ω))
3
)

forte.

(v) Existe χ2, com ρmwm → χ2 em


L2
(

0, T ; (L6 (Ω))
3
)

fraco,

L∞
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)

fraco-?,

L2
(

0, T ; (W−1,∞ (Ω))
3
)

forte.

(vi) Existe χ3, com ρmumum → χ3 em L
4
3

(
0, T ; (L2(Ω))

9
)

fraco.

(vii) Existe χ4, com ρmumwm → χ4 em L
4
3

(
0, T ; (L2(Ω))

9
)

fraco.

Mostraremos agora propriedades muito importantes dos limites dessas subseqüências.

Pelo Lema 1.4.2, parte (iii), a aplicação produto H1
0 (Ω) × W−1,∞ (Ω) → W−1,6 (Ω) é

cont́ınua. Logo, por (i) e (ii) temos

ρmum → ρu ∈ L2
(

0, T ;
(
W−1,6 (Ω)

)3
)

-fraco.

Agora, comparando com (iv), temos

χ1 = ρu.

Utilizando o mesmo Lema, juntamente com (i) e (ii), podemos concluir que

ρmwm → ρw ∈ L2
(

0, T ;
(
W−1,6 (Ω)

)3
)

-fraco.

Comparando com (v), temos que

χ2 = ρw.
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Temos

ρmum → ρu em L2
(

0, T ;
(
W−1,∞ (Ω)

)3
)

-fraco

e

um → u em L2 (0, T ;V ) -fraco.

O Lema 1.4.2, parte (iii), nos permite concluir que

ρmumum → ρuu, em L2
(

0, T ;
(
W−1,6 (Ω)

)9
)

-fraco.

Por outro lado,

ρmumum → χ3 em L
4
3

(
0, T ;

(
L2(Ω)

)9
)
↪→ L

4
3

(
0, T ;

(
W−1,6 (Ω)

)9
)

-fraco.

Como L2 (Ω) ↪→ L1 (Ω) e L
4
3 (Ω) ↪→ L1 (Ω) , segue que

ρmumum → χ3 em L1
(

0, T ;
(
W−1,6 (Ω)

)9
)

-fraco

e

ρmumum → ρuu em L1
(

0, T ;
(
W−1,6 (Ω)

)9
)

-fraco.

Dáı,

χ3 = ρuu.

Usando esse mesmo tipo de argumento, podemos provar que

ρmumwm → ρuw, em L2
(

0, T ;
(
W−1,6 (Ω)

)9
)

-fraco

e que

ρmumwm → χ4 em L
4
3

(
0, T ;

(
W−1,6 (Ω)

)9
)

-fraco.

Como L2 (Ω) ↪→ L1 (Ω) e L
4
3 (Ω) ↪→ L1 (Ω) , segue que

χ4 = ρuw.
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Equação de u

Vamos agora passar o limite na forma conservativa da equação (2.2.1), ou seja,

∫
Ω

(
∂ρmum

∂t
+∇ · (ρmumum)− ρmfm

)
· v + (µ+ µr)∇um · ∇v− 2µrrot wm · v dx = 0,

que ainda pode ser escrita como

∫
Ω

(
∂ρmum

∂t
− ρmfm

)
· v + ((µ+ µr)∇um − ρmumum) · ∇v − 2µrrot wm · v dx = 0,

(2.2.46)

para todo v ∈ V m, sendo esta igualdade vista em C ([0, T ]) . Em particular, ela também

vale em D′ (0, T ) . Nosso objetivo será atingido da seguinte forma:

1. Para m′ e v ∈ V m′ fixados, raciocinando com m ≥ m′ obteremos a convergência de

cada parcela da igualdade anterior, num sentido que será precisado.

2. Mediante um racioćınio de densidade, deduziremos que a igualdade se verifica para

todo v ∈ V.

Em primeiro lugar, vamos obter alguns fatos acerca das convergências das parcelas de

(2.2.46) e do sentido em que essas convergências se dão. Inicialmente, temos

∫
Ω

∂ρmum

∂t
· vdx→

〈
∂ρu

∂t
,v

〉
H−1

em D′ (0, T ) , para cada v ∈ V m′ .

Primeiramente, vamos mostrar que

ρmum → ρu em D′
(
0, T ;H−1 (Ω)3) . (2.2.47)

De fato, a terceira convergência de (iv) acarreta que

∫ T

0

∫
Ω

ρmum (t) g (t) dxdt→
∫ T

0

∫
Ω

ρu (t) g (t) dxdt, (2.2.48)
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para todo g ∈ L1
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
. Queremos mostrar que

∫ T

0

ρmumϕ (t) dt→
∫ T

0

ρuϕ (t) dt, em H−1 (Ω)3 ,

para cada ϕ ∈ D (0, T ) . Mas isso é equivalente a mostrar que

〈∫ T

0

ρmum (t) ,g (x)

〉
→
〈∫ T

0

ρu (t) ,g (x)

〉
,

para todo g ∈ H1
0 (Ω)3 . Tomando então g ∈ H1

0 (Ω)3 , temos que∣∣∣∣(∫ T

0

ρmumϕ (t) · g (x)

)
dt−

(∫ T

0

ρuϕ (t) · g (x)

)
dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

(ρmum − ρu) · g (x)ϕ (t)

∣∣∣∣ .
(2.2.49)

Como g (x)ϕ (t) ∈ L1
(
0, T ;H1

0 (Ω)3) , segue que o último termo converge para zero,

graças à convergência (2.2.48), provando assim que vale a convergência (2.2.47). Dáı

temos
∂ρmum

∂t
→ ∂ρu

∂t
em D′

(
0, T ;H−1 (Ω)3) ,

ou seja, para cada ϕ ∈ D (0, T ) , temos que

〈
∂ρmum

∂t
, ϕ

〉
→
〈
∂ρu

∂t
, ϕ

〉
em H−1 (Ω)3 .

Em particular, para cada v ∈ V m′ , temos

〈〈
∂ρmum

∂t
, ϕ

〉
,v

〉
H−1

→
〈〈

∂ρu

∂t
, ϕ

〉
,v

〉
H−1

.

Pela regularidade que as soluções aproximadas possuem, temos

〈〈
∂ρmum

∂t
, ϕ

〉
,v

〉
H−1

=

∫
Ω

(∫ T

0

∂ρmum

∂t
ϕdt

)
· vdx =

∫ T

0

(∫
Ω

∂ρmum

∂t
· vdx

)
ϕdt.
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Agora, usando a notação do Lema 1.4.1, temos

〈〈
∂ρu

∂t
, ϕ

〉
,v

〉
H−1

=

〈
∂ρu

∂t
,v

〉
H−1

(ϕ) .

O que acarreta ∫
Ω

∂ρmum

∂t
· vdx→

〈
∂ρu

∂t
,v

〉
H−1

,

em D′ (0, T ) , como queŕıamos.

Agora vamos mostrar que

∫
Ω

ρmfm · vdx→
∫

Ω

ρf · vdx em L1 (0, T ) -fraco para todo v ∈ V m′ . (2.2.50)

Com efeito, devemos mostrar que

∫ T

0

∫
Ω

ρmfm · vg dxdt→
∫ T

0

∫
Ω

ρf · vg dxdt,

para todo g ∈ L∞ (0, T ) . Como fm → f de maneira forte em L1
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
, temos

que fm → f fracamente em L1
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
. Isso significa que

∫ T

0

ϕ (t) · fm (t) dt→
∫ T

0

ϕ (t) · f (t) dt, (2.2.51)

para todo ϕ ∈ L∞
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
. A segunda convergência de (i) acarreta que

∫ T

0

ρm (t) g (t) dt→
∫ T

0

ρ (t) g (t) dt, (2.2.52)
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para todo g ∈ L1 (0, T ;L1 (Ω)) . Agora, observe que∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

ρmfm · gvdxdt−
∫ T

0

∫
Ω

ρf · gvdxdt
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

ρmfm · gvdxdt−
∫ T

0

∫
Ω

ρmf · gvdxdt
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

ρmf · gvdxdt−
∫ T

0

∫
Ω

ρf · gvdxdt
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

ρm (fm − f) · gvdxdt
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

(ρm − ρ) f · gvdxdt
∣∣∣∣

Agora note que, por um lado∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

ρm (fm − f) · gv
∣∣∣∣ ≤ ‖ρm‖L∞ ∫ T

0

∫
Ω

(fm − f) · gvdxdt.

Como g ∈ L∞ (0, T ) e v ∈ L2(Ω)3, segue que gv ∈ L∞ (0, T ;L2(Ω)3) e esta parcela

converge para zero por (2.2.51). Por outro lado, f ·gv ∈ L1
(
0, T ;L1 (Ω)3) , o que acarreta

que a segunda parcela também converge para zero, por (2.2.52), o que conclui a prova de

nossa afirmação. Mostraremos agora que

∫
Ω

(ρmumum) · ∇vdx→
∫

Ω

ρuu · ∇vdx ≡ −〈∇ · (ρuu) ,v〉H−1 , em L
4
3 (0, T ) -fraco,

(2.2.53)

para todo v ∈ V m′ . Com efeito, a convergência (vi) implica que

∫ T

0

∫
Ω

g · ρmumum →
∫ T

0

∫
Ω

g · ρuu,

para todo g ∈ L4 (0, T ;L2(Ω)9) . O que queremos mostrar é que, para toda ϕ ∈ L4 (0, T )

e todo v ∈ V m′ , vale

∫ T

0

(∫
Ω

ρmumum · ∇vdx

)
· ϕdt→

∫ T

0

(∫
Ω

ρuu · ∇vdx

)
· ϕdt.

Mas, ∫ T

0

(∫
Ω

ρmumum · ∇vdx

)
· ϕdt =

∫ T

0

∫
Ω

ρmumum · (ϕ∇v) dxdt,
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bem como ∫ T

0

(∫
Ω

ρuu · ∇v

)
dx · ϕdt =

∫ T

0

∫
Ω

ρuu · (ϕ∇v) dxdt.

Ademais, ϕ∇v ∈ L4 (0, T ;L2(Ω)9) e, portanto, conclúımos a prova. Provaremos agora

que

(µ+ µr)

∫
Ω

∇um · ∇vdx → (µ+ µr)

∫
Ω

∇um · ∇vdx

≡ − (µ+ µr) 〈∆u,v〉H−1 , em L2 (0, T ) -fraco,(2.2.54)

para todo v ∈ V m′ . Com efeito, a convergência (ii) acarreta

∫ T

0

〈g,um〉dt→
∫ T

0

〈g,u〉dt,

para todo g ∈ L2 (0, T ;V ′).Queremos mostrar que

∫ T

0

(∫
Ω

∇um · ∇vdx

)
ϕ (t) dt→

∫ T

0

(∫
Ω

∇u · ∇vdx

)
ϕ (t) dt,

para todo ϕ ∈ L2 (0, T ) e todo v ∈ V m′ . Como v ∈ V m′ ↪→ V ↪→ H1
0 (Ω)3 , segue que

∆v ∈ H−1 (Ω)3 ↪→ V ′. Portanto, ϕ (t) ∆v ∈ L2 (0, T ;V ′) . Dáı,

∫ T

0

〈ϕ (t) ∆v,um〉dt→
∫ T

0

〈ϕ (t) ∆v,u〉dt.

Usando a notação do Lema 1.4.1, a última convergência nos diz que

〈∆v,um〉 → 〈∆v,u〉 fraco em L2 (0, T ) .

Mas, pela regularidade das soluções aproximadas, temos que

〈∆v,um〉 =

∫
Ω

∆v · umdx = −
∫

Ω

∇v · ∇umdx.
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Adotando uma notação semelhante para 〈∆v,u〉H−1 , podemos escrever

〈∆v,u〉H−1 =

∫
Ω

∆v · udx = −
∫

Ω

∇u · ∇vdx =

∫
Ω

∆u · vdx = 〈∆u,v〉H−1 ,

o que prova a afirmação. Vamos mostrar agora que

2µr

∫
Ω

rot wm · vdx→ 2µr

∫
Ω

rot w · vdx, em L2 (0, T ) -fraco, (2.2.55)

para todo v ∈ V m′ . Com efeito, a convergência (iii) acarreta

∫ T

0

〈g,wm〉dt→
∫ T

0

〈g,w〉dt, (2.2.56)

para todo g ∈ L2
(
0, T ;H−1 (Ω)3) . Queremos mostrar que

∫ T

0

(∫
Ω

rot wm · vdx
)
ϕdt→

∫ T

0

(∫
Ω

rot w · vdx
)
ϕdt,

para todo ϕ ∈ L2 (0, T ) e todo v ∈ V m′ . Como v ∈ V m′ ↪→ V ↪→ H1
0 (Ω)3 , temos

que rot v ∈ L2(Ω)3 ↪→ H−1 (Ω)3 . Logo ϕrot v ∈ L2
(
0, T ;H−1 (Ω)3) e, pela convergência

(2.2.56), temos

∫ T

0

∫
Ω

ϕ (t) rot v ·wmdxdt→
∫ T

0

∫
Ω

ϕ (t) rot v ·wdxdt.

Após uma integração por partes, essa convergência toma o aspecto

∫ T

0

(∫
Ω

rot wm · vdx
)
ϕ (t) dt→

∫ T

0

(∫
Ω

rot w · vdx
)
ϕ (t) dt,

que é a convergência desejada.

Com os fatos acima estamos habilitados a passar o limite na equação (2.2.46). Tendo

em conta que todas as convergências anteriores se verificam, em particular, em D′ (0, T ) ,

fazendo m→ +∞, temos que

〈
∂ρu

∂t
+ div (ρuu)− (µ+ µr) ∆u− 2µrrot w − ρf ,v

〉
= 0, (2.2.57)
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para todo v ∈ V m′ . Por densidade, essa igualdade vale para todo v ∈ V, e, conseqüente-

mente, para todo v ∈ V . Agora note que

1. ρu ∈ L∞
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
⇒ ∂ρu

∂t
∈ W−1,∞

(
0, T ;

(
L2(Ω)

)3
)
,

2. ρuu ∈ L 4
3

(
0, T ; (L2(Ω))

9
)
⇒ div (ρuu) ∈ L 4

3

(
0, T ; (H−1 (Ω))

3
)
,

3. u ∈ L2 (0, T ;V )⇒ ∆u ∈ L2
(

0, T ; (H−1 (Ω))
3
)
,

4. ρf ∈ L1
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
↪→ L1

(
0, T ; (H−1 (Ω))

3
)
,

5. w ∈ L2
(

0, T ; (H1
0 (Ω))

3
)
⇒ rot w ∈ L2

(
0, T ; (L2(Ω))

3
)
.

Como

Lp
(

0, T ;
(
H−1 (Ω)

)3
)
↪→ W−1,∞

(
0, T ;

(
H−1 (Ω)

)3
)
,

para cada p ∈ [1,+∞) , segue que

∂ρu

∂t
+ div (ρuu)− (µ+ µr) ∆u− ρf − 2µrrot w ∈ W−1,∞

(
0, T ;

(
H−1 (Ω)

)3
)
.

Usando o Lema 1.4.1, com s = 1, p = +∞, conclúımos que existe p ∈ W−1,∞ (0, T ;L2(Ω))

tal que

∂ρu

∂t
+ div (ρuu)− (µ+ µr) ∆u +∇p = ρf + 2µrrot w em W−1,∞

(
0, T ;

(
H−1 (Ω)

)3
)
.

Equação de w

Vamos agora passar o limite na forma conservativa da equação (2.2.2), ou seja,

∫
Ω

(
∂ρmwm

∂t
+∇ · (ρmumwm)− ρmgm

)
· z + (ca + cd)∇wm · ∇zdx

+

∫
Ω

(c0 + cd − ca) div wm · div z

− 2µrrot um · z dx = 0,
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que ainda pode ser escrita como

∫
Ω

(
∂ρmwm

∂t
− ρmgm

)
· z + ((ca + cd)∇wm − ρmumwm) · ∇z

+ (c0 + cd − ca) div wm · div z− 2µrrot um · z dx = 0,

(2.2.58)

para todo z ∈ Wm, sendo esta igualdade vista em C ([0, T ]) . Em particular, ela também

vale em D′ (0, T ) . De forma análoga ao caso da equação de u, faremos isso através de

um racioćınio de densidade. Como algumas passagens são semelhantes, em certos pontos

seremos bastante concisos. O processo de passagem ao limite baseia-se nos seguintes

passos:

1. Para m′ e z ∈ Wm′ fixados, e com m ≥ m′ obteremos a convergência de cada

parcela da igualdade anterior, num sentido que será tornado preciso,

2. Mediante um racioćınio de densidade, deduziremos que a igualdade se verifica para

todo v ∈ L2.

Começamos obtendo alguns fatos acerca das convergências das parcelas de (2.2.58) e do

sentido em que essas convergências se dão. Inicialmente temos a convergência

∫
Ω

∂ρmwm

∂t
· zdx→

〈
∂ρw

∂t
, z

〉
H−1

em D′ (0, T ) , (2.2.59)

para cada z ∈ Wm′ . Para prová-la, vamos mostrar primeiramente que

ρmwm → ρw em D′(0, T ;H−1). (2.2.60)

De fato, a segunda convergência de (v) acarreta que

∫ T

0

〈ρmwm (t) ,g (t)〉dt→
∫ T

0

〈ρw (t) ,g (t)〉dt, (2.2.61)
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para todo g ∈ L1
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
. Como conseqüência dessa convergência, temos

∂ρmwm

∂t
→ ∂ρw

∂t
em D′

(
0, T ;H−1 (Ω)3) ,

ou seja, para cada ϕ ∈ D (0, T ) , temos que

〈
∂ρmwm

∂t
, ϕ

〉
→
〈
∂ρw

∂t
, ϕ

〉
, em H−1 (Ω) .

Em particular, para cada z ∈ Wm′ , temos

〈〈
∂ρmwm

∂t
, ϕ

〉
, z

〉
H−1

→
〈〈

∂ρw

∂t
, ϕ

〉
, z

〉
H−1

.

A regularidade que as soluções aproximadas possuem juntamente com a notação do Lema

1.4.1 nos permitem escrever

∫
Ω

∂ρmwm

∂t
· zdx→

〈
∂ρw

∂t
, z

〉
H−1

, em D′ (0, T ) ,

como queŕıamos. Agora, temos

∫
Ω

ρmgm · zdx→
∫

Ω

ρg · zdx em L1 (0, T ) -fraco, (2.2.62)

para todo z ∈ Wm′ . Com efeito, a convergência forte de gm para g em L1 (0, T ;L2(Ω)3)

e a segunda convergência de (i) acarretam que

∫ T

0

∫
Ω

ρmgm · zhdxdt→
∫ T

0

∫
Ω

ρg · zhdxdt,∀h ∈ L∞ (0, T ) .

Mas essa convergência é justamente o que se quer provar. Agora provaremos que

∫
Ω

(ρmumwm) · ∇zdx→
∫

Ω

ρuw · ∇zdx ≡ −〈∇ · (ρuw) , z〉H−1 em L
4
3 (0, T ) -fraco,

(2.2.63)
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para todo z ∈ Wm′ . Com efeito, a convergência (vii) implica que

∫ T

0

∫
Ω

h · ρmumwmdxdt→
∫ T

0

∫
Ω

h · ρuwdxdt,

para todo h ∈ L4 (0, T ;L2(Ω)9) . Mas,

∫ T

0

(∫
Ω

ρmumwm · ∇zdx

)
· ϕdt =

∫ T

0

∫
Ω

ρmumwm · (ϕ∇z) dxdt,

bem como ∫ T

0

(∫
Ω

ρuw · ∇zdx

)
· ϕdt =

∫ T

0

∫
Ω

ρuw · (ϕ∇z) dxdt.

Ademais, ϕ∇z ∈ L4 (0, T ;L2(Ω)9) . Portanto, está demonstrada a afirmação. Provaremos

agora que

(ca + cd)

∫
Ω

∇wm · ∇zdx → (ca + cd)

∫
Ω

∇wm · ∇zdx

≡ − (ca + cd) 〈∆w, z〉H−1 em L2 (0, T ) -fraco,

para todo z ∈ Wm′ . Com efeito, a convergência (iii) implica que

∫ T

0

〈g,wm〉dt→
∫ T

0

〈g,w〉dt, (2.2.64)

para todo g ∈ L2
(
0, T ;H−1 (Ω)3) . Sejam ϕ ∈ L2 (0, T ) e z ∈ Wm′ . Como

Wm′ ↪→ H1
0 (Ω)3, segue que ∆z ∈ H−1 (Ω)3 . Portanto, ϕ∆z ∈ L2

(
0, T ;H−1 (Ω)3) . A

convergência (2.2.64), reescrita usando a notação do Lema 1.4.1, nos diz que

〈∆z,wm〉 → 〈∆z,w〉 fraco em L2 (0, T ) .

Mas, pela regularidade das soluções aproximadas, temos que

〈∆z,wm〉H−1 =

∫
Ω

∆z ·wmdx = −
∫

Ω

∇z · ∇wmdx.
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Adotando uma notação semelhante para 〈∆z,w〉H−1 , podemos escrever

〈∆z,w〉H−1 =

∫
Ω

∆z ·wdx = −
∫

Ω

∇w · ∇zdx =

∫
Ω

∆w · zdx = 〈∆w, z〉H−1 ,

o que prova nossa afirmação. Agora, mostraremos que

2µr

∫
Ω

rot um · zdx→ 2µr

∫
Ω

rot u · zdx em L2 (0, T ) -fraco, (2.2.65)

para todo z ∈ Wm′ . Com efeito, a convergência (ii) acarreta

∫ T

0

〈g,um〉dt→
∫ T

0

〈g,u〉dt, (2.2.66)

para todo g ∈ L2
(
0, T ;V ′ (Ω)3) . Sejam ϕ ∈ L2 (0, T ) e z ∈ Wm′ . Como

z ∈ Wm′ ↪→ H1
0 (Ω)3 , temos que rot z ∈ H−1 (Ω)3 ↪→ V ′. Logo ϕrot z ∈ L2 (0, T ;V ′)

e, pela convergência (2.2.66), temos

∫ T

0

(∫
Ω

rot um · zdx
)
ϕ (t) dt→

∫ T

0

(∫
Ω

rot u · zdx
)
ϕ (t) dt,

que é a convergência desejada. Agora, mostraremos que

4µr

∫
Ω

wm · zdx→ 4µr

∫
Ω

w · zdx em L2 (0, T ) -fraco, (2.2.67)

para todo z ∈ Wm′ . Com efeito, a convergência (iii) acarreta

∫ T

0

〈g,wm〉dt→
∫ T

0

〈g,w〉dt, (2.2.68)

para todo g ∈ L2
(
0, T ;H−1 (Ω)3) . Queremos mostrar que

∫ T

0

(∫
Ω

wm · zdx
)
ϕdt→

∫ T

0

(∫
Ω

w · zdx
)
ϕdt,



CAPÍTULO 2. EXISTÊNCIA DE SOLUÇÃO EM DOMÍNIOS LIMITADOS 67

para todo ϕ ∈ L2 (0, T ) e todo z ∈ Wm′ . Como z ∈ Wm′ ↪→ H1
0 (Ω)3 ↪→ H−1 (Ω)3 , segue

que ϕz ∈ L2
(
0, T ;H−1 (Ω)3) . Em virtude da convergência (2.2.68), temos que

∫ T

0

∫
Ω

ϕ (t) z ·wmdxdt→
∫ T

0

∫
Ω

ϕ (t) z ·wdxdt,

que é a convergência desejada. Agora, provaremos que

(c0 + ca + cd)

∫
Ω

div wm · div zdx→ (c0 + ca + cd)

∫
Ω

div w · div zdx em L2 (0, T ) -fraco,

(2.2.69)

para todo z ∈ Wm′ . Com efeito, usamos um argumento semelhante aos anteriores, uma

vez que z ∈ Wm′ acarreta div z ∈ L2(Ω)3, donde ∇(div z) ∈ H−1 (Ω)3 . Dispondo dos

fatos acima podemos passar o limite na equação (2.2.58). Tendo em conta que todas

as convergências anteriores se verificam, em particular, em D′ (0, T ) , temos, fazendo

m→ +∞, que

〈
∂ρw

∂t
+ div (ρuw)− (ca + cd) ∆w + (c0 + cd − ca)∇div w − 2µrrot u− ρg, z

〉
= 0,

(2.2.70)

para todo z ∈ Wm′ . Por densidade, essa igualdade vale para todo z ∈ L2(Ω)
3
. Agora note

que

1. ρw ∈ L∞
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
⇒ ∂ρw

∂t
∈ W−1,∞

(
0, T ;

(
L2(Ω)

)3
)
.

2. ρuw ∈ L 4
3

(
0, T ; (L2(Ω))

9
)
⇒ div (ρuw) ∈ L 4

3

(
0, T ; (H−1 (Ω))

3
)
.

3. w ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)3)⇒ ∆w ∈ L2
(

0, T ; (H−1 (Ω))
3
)
.

4. ρg ∈ L1
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
↪→ L1

(
0, T ; (H−1 (Ω))

3
)
.

5. u ∈ L2 (0, T ;V )⇒ rot u ∈ L2
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
.

6. w ∈ L2 (0, T ;H1
0 (Ω))⇒ ∇(div w) ∈ L2

(
0, T ;H−1 (Ω)3) .
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Como

Lp
(

0, T ;
(
H−1 (Ω)

)3
)
↪→ W−1,∞

(
0, T ;

(
H−1 (Ω)

)3
)
,

para cada p ∈ [1,+∞) , segue que

∂ρw

∂t
+ div (ρuw)− (ca + cd) ∆w − ρg − 2µrrot u + (c0 + cd − ca)∇div w

= 0 em W−1,∞
(

0, T ;
(
H−1 (Ω)

)3
)
. (2.2.71)

Equação do Transporte

Vamos agora passar o limite na equação

∂ρm

∂t
+∇ · (ρmum) = 0.

Observemos que a convergência (i) implica que ρm → ρ em D′ (Q) , e, portanto,

∂ρm

∂t
→ ∂ρ

∂t
em D′ (Q) .

A convergência (iv) acarreta que div (ρmum)→ div (ρu) em D′ (Q) . Fazendo m→ +∞,

temos a igualdade
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0,

válida em D′ (Q) . Ademais, pela regularidade obtida para ρ e ρu, temos também que a

igualdade é válida em

W−1,∞ (0, T ;L∞) ∩ L∞
(
0, T ;H−1 (Ω)

)
∩ L2

(
0, T ;W−1,6 (Ω)

)
,

pois ρ ∈ L∞ (0, T ;L∞ (Ω)) implica

∂ρ

∂t
∈ W−1,∞ (0, T ;L∞ (Ω)) ,
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enquanto ρu ∈ L2
(

0, T ; (L6 (Ω))
3
)
∩ L∞

(
0, T ; (L2(Ω))

3
)

implica

div (ρu) ∈ L2
(
0, T ;W−1,6 (Ω)

)
∩ L∞

(
0, T ;H−1 (Ω)

)
.

2.2.8 Condições Iniciais

Verificaremos agora as condições iniciais sobre as soluções ρ,u e w. Comecemos por

ρ. A primeira convergência de (i) acarreta que

ρm (0)→ ρ (0) em W−1,∞ (Ω) .

As condições iniciais impostas sobre ρm, isto é, ρm (0) = ρm0 bem como a convergência

ρm0 → ρ0, fraco-? em L∞ (Ω) , acarretam ρ (0) = ρ0, pelo menos em W−1,∞ (Ω) . Passemos

agora a u. Vamos provar que

(∫
Ω

ρu · vdx
)

(0) =

∫
Ω

ρ0u0 · vdx,

para todo v ∈ V. Seja v ∈ V e considere vm ∈ V m tal que vm → v ∈ V. Temos

∫
Ω

ρmum · vmdx ≤ ‖ρmum‖L2 ‖vm‖L2 = ‖ρmum‖L2 .

Como ρmum é limitada em L∞
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
, conclúımos que

∫
Ω

ρmum · vmdx

é limitada em L∞ (0, T ) .A convergência no sentido forte de fm para f em L1
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)

acarreta que ‖fm‖L2 → ‖f‖L2 em L1 (0, T ) . Pelo Lema 1.3.1, existe k ∈ L1 (0, T ) , que

independe de m, tal que

‖fm‖L2 ≤ k, q .t .p. em (0, T ) .
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Agora, levando em conta que ‖∇vm‖L2 é limitada, temos, pela estimativa (2.2.30), que∣∣∣∣ ddt
∫

Ω

ρmum · vmdx
∣∣∣∣ ≤ rm ‖∇vm‖L2 ≤ C (bk + ψm) ,

onde ψm = (‖ρmumum − (µ+ µr)∇um‖L2 + ‖γ2µrrot wm‖L2) é limitada em L
4
3 (0, T ) .

Logo, pelo Lema 1.2.1, parte (iv.b), temos que
∫

Ω
ρmum · vmdx pertence a um compacto

de C [0, T ] . Por outro lado, temos

∫
Ω

ρmum · vmdx→
∫

Ω

ρu · vdx,

em L∞ (0, T ) fraco-?, como decorrência das convergências (iv) e de vm para v em V.

Logo, a convergência anterior também se dá em C [0, T ] no sentido forte, o que acarreta∫
Ω
ρu · vdx ∈ C [0, T ] . Particularizando em t = 0, teremos

(∫
Ω

ρmum · vm
)

(0)→
∫

Ω

(ρu · vdx) (0) .

As condições iniciais impostas a ρm e um nos permitem escrever a convergência anterior

como ∫
Ω

ρm (0) um (0) · vmdx =

∫
Ω

ρm0 um0 · vmdx→
∫

Ω

ρ0u0 · vdx,

ou seja, (∫
Ω

ρu · vdx
)

(0) =

∫
Ω

ρ0u0 · v,

como queŕıamos. Passemos agora a w. Vamos provar que

(∫
Ω

ρw · zdx
)

(0) =

∫
Ω

ρow0 · zdx,

para todo z ∈ L2(Ω)3. Seja z ∈ L2(Ω)3 e considere zm ∈ Wm tal que zm → z ∈ L2(Ω)3.

Temos ∫
Ω

ρmwm · zmdx ≤ ‖ρmwm‖L2 ‖zm‖L2 = ‖ρmwm‖L2 .
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Como ρmwm é limitada em L∞
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)
, conclúımos que

∫
Ω

ρmwm · zmdx

é limitada em L∞ (0, T ) .A convergência no sentido forte de gm para g em L1
(

0, T ; (L2(Ω))
3
)

acarreta que ‖gm‖L2(Ω)3 → ‖g‖L2(Ω)3 em L1 (0, T ) . Pelo Lema 1.3.1, existe l ∈ L1 (0, T ) ,

independente de m, tal que

‖gm‖L2(Ω)3 ≤ l, q .t .p. em (0, T ) .

Agora, levando em conta que ‖∇zm‖L2 é limitada, temos, pela estimativa (2.2.31), que∣∣∣∣ ddt
∫

Ω

ρmwm · zmdx
∣∣∣∣ ≤ lm ‖∇zm‖L2 ≤ C (bl + ξm) ,

onde

ξm = (‖ρmumwm − (ca + cd)∇wm‖L2 + ‖γ2µrrot um + 4µrw
m‖L2)

é limitada em L
4
3 (0, T ) . Logo, pelo Lema 1.2.1, parte (ii), temos que

∫
Ω
ρmwm · zmdx

pertence a um compacto de C [0, T ] . Por outro lado,

∫
Ω

ρmwm · zmdx→
∫

Ω

ρw · zdx,

em L∞ (0, T ) fraco-?, como decorrência das convergências (v) e de zm para z em L2(Ω)3.

Logo, a convergência anterior também se dá em C [0, T ] no sentido forte, o que acarreta∫
Ω
ρw · zdx ∈ C [0, T ] . Particularizando em t = 0, teremos

(∫
Ω

ρmwm · zmdx
)

(0)→
∫

Ω

(ρw · zdx) (0) .

As condições iniciais impostas a ρm e wm nos permitem escrever a convergência anterior

como ∫
Ω

ρm (0) wm (0) · zmdx =

∫
Ω

ρm0 wm
0 · zmdx→

∫
Ω

ρ0w0 · zdx,
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ou seja, (∫
Ω

ρw · zdx
)

(0) =

∫
Ω

ρ0w0 · zdx,

como queŕıamos.



Caṕıtulo 3

Existência de solução em domı́nios

limitados - mais resultados

O Teorema 2.1.1 garante a existência de uma solução fraca, global no tempo, para

o sistema de fluidos assimétricos proposto na introdução. Nesse resultado, as condições

inicais são satisfeitas em um sentido fraco. O objetivo do presente caṕıtulo é provar

a existência de uma solução fraca que satisfaça as condições iniciais em um sentido

mais forte que aquele obtido anteriormente. Provaremos três resultados. No primeiro, o

Teorema 3.1.1, são utilizadas fortemente hipóteses sobre a continuidade das soluções u

e w na variável t. O que se obtém são condições iniciais satisfeitas em um sentido mais

forte. No segundo resultado, o Teorema 3.2.1, faz-se um relaxamento sobre as hipóteses

dos dados iniciais e, através de estimativas adicionais, obtém-se as condições iniciais

satisfeitas, outra vez, num sentido mais forte. Uma outra diferença entre o Teorema

2.1.1 e o Teorema 3.2.1 diz respeito ao fato de que este é local no tempo, enquanto

que aquele é global. Finalmente no último resultado dessa seção, que é o Teorema 3.3.1,

fazemos uma hipótese sobre o tamanho dos dados iniciais e provamos que a solução obtida

no Teorema 3.2.1 é global no tempo.

3.1 Primeiro resultado

O primeiro resultado nessa direção é:

73
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Teorema 3.1.1. Seja {ρ, p,u,w} uma solução fornecida pelo Teorema 2.1.1.

(i) Se existe um espaço de Banach X tal que (L2(Ω))
3
↪→ X e ρu ∈ C ([0, T ] ;X) , então

1. (ρu) (t) ∈ (L2(Ω))
3
,∀t ∈ [0, T ] .

2.

∫
Ω

[(ρu) (0)− ρ0u0] · vdx = 0,∀v ∈ H.

3. Existe λ ∈ H1 (Ω) tal que (ρu) (0) = ρ0u0 +∇λ em (L2(Ω))
3
.

(ii) Se u ∈ C ([0, T ] ;H) , então

ρu ∈ C
(

[0, T ] ;
(
H−1 (Ω)

)3
)

e (ρu) (0) = ρ (0) u (0) = ρ0u0 em Ω.

Se, ademais, u ∈ C ([0, T ] ;V ), então ρu ∈ C
(

[0, T ] ; (W−1,∞ (Ω))
3
)
.

(iii) Se u ∈ C ([0, T ] ;H) e ρ0 > 0, q .t .p. em Ω, então u (0) = u0 em Ω.

(iv) Se existe um espaço de Banach X tal que (L2(Ω))
3
↪→ X e ρw ∈ C ([0, T ] ;X) ,

então

1. (ρw) (t) ∈ (L2(Ω))
3
,∀t ∈ [0, T ] .

2.
∫

Ω
[(ρw) (0)− ρ0w0] · vdx = 0,∀v ∈ (L2(Ω))

3
.

3. Existe λ ∈ H1 (Ω) tal que (ρw) (0) = ρ0w0 +∇λ em (L2(Ω))
3
.

(v) Se w ∈ C
(

[0, T ] ; (L2(Ω))
3
)
, então

ρw ∈ C
(

[0, T ] ;
(
H−1 (Ω)

)3
)

e (ρw) (0) = ρ (0) w (0) = ρ0w0 em Ω.

Se, ademais, w ∈ C
(

[0, T ] ; (H1
0 (Ω))

3
)

, então ρw ∈ C
(

[0, T ] ; (W−1,∞ (Ω))
3
)
.

(vi) Se w ∈ C ([0, T ] ;H) e ρ0 > 0, q .t .p. em Ω, então w (0) = w0 em Ω.

Demonstração:

(i) (1) Por hipótese e pelo Teorema 2.1.1, temos que

ρu ∈ C ([0, T ] ;X) ∩ L∞
(

0, T ;
(
L2(Ω)

)2
)
.
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Pelo Lema 1.3.2, podemos concluir que ρu é cont́ınua de [0, T ] em (L2(Ω))
3
,

no sentido fraco. Então (ρu) (t) ∈ (L2(Ω))
2
,∀t ∈ [0, T ] . Em particular, para

t = 0, temos

(ρu) (t)→ (ρu) (0) em
(
L2(Ω)

)3
quando t→ 0+,

e a prova está conclúıda.

(2) Agora, observamos que

∫
Ω

(ρu) (0) · vdx =

(∫
Ω

ρu · v
)

(0) dx =

∫
Ω

ρ0u0 · vdx,∀v ∈ V,

donde podemos concluir

∫
Ω

[(ρu) (0)− ρ0u0] · vdx = 0,∀v ∈ V.

Por densidade, a igualdade acima se verifica para todo v ∈ H.

(3) Usando o Lema 1.4.1, podemos garantir que existe λ ∈ L2(Ω) tal que

(ρu) (0)− ρ0u0 = ∇λ.

Como (ρu) (0) e ρ0u0 ∈ (L2(Ω))
3
, segue que λ ∈ H1 (Ω) .

(ii) Como, por hipótese, u ∈ C ([0, T ] ;H) , segue que u (0) ∈ H e também

u (t)→ u (0) , em H, (3.1.1)

quando t → 0+. O Teorema 2.1.1 implica que ρ ∈ C ([0, T ] ;W−1,∞ (Ω)) e que

ρ (0) = ρ0. Portanto, ρ (t) → ρ0 em W−1,∞ (Ω) no sentido forte. Também pelo

Teorema 2.1.1, temos que ρ ∈ L∞ (Q) e, portanto, ‖ρ (t)‖L∞ é limitada q.t.p. em

(0, T ) .

Como L∞ (Ω) ↪→ W−1,∞ (Ω) , segue que ρ é cont́ınua de [0, T ] em L∞ (Ω) no sentido
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fraco, isto é:

〈η, ρ (t)〉 → 〈η, ρ0〉,

para todo η ∈ (L∞ (Ω))′ . Dado g ∈ L1 (Ω), consideramos o funcional

φg : L∞ (Ω)→ R, dado por φg (h) =
∫

Ω
g · hdx. Dáı

∫
Ω

g · ρ (t) dx→
∫

Ω

g · ρ0dx.

Logo, temos

ρ (t)→ ρ0, em L∞ (Ω) fraco-?, quando t→ 0+. (3.1.2)

Observamos agora que, dado g ∈ L2(Ω), temos

‖ρ (t) u (t) g − ρ0u (0) g‖L1 = ‖ρ (t) u (t) g − ρ (t) u (0) g + ρ (t) u (0) g − ρ0u (0) g‖L1

≤ ‖(ρ (t)− ρ (0)) u (0) g‖L1 + ‖(u (t)− u (0)) ρ (t) g‖L1 .

e por (3.1.2)

‖(ρ (t)− ρ (0)) u (0) g‖L1 → 0, quando t→ 0+.

Além disso

‖(u (t)− u (0)) ρ (t) g‖L1 ≤ ‖u (t)− u (0)‖L2 ‖ρ (t)‖L∞ ‖g‖L2 .

Mas ‖u (t)− u (0)‖L2 → 0 quando t → 0+, por (3.1.1), donde podemos concluir

que

ρ (t) u (t)→ ρ0u (0) em
(
L2(Ω)

)3
fraco. (3.1.3)

Como a imersão L2(Ω) ↪→ H−1 (Ω) é compacta, temos que

ρ (t) u (t)→ ρ0u (0) em
(
H−1 (Ω)

)3
forte. (3.1.4)

Procedendo de forma semelhante ao que foi feito anteriormente para qualquer ins-
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tante t ∈ [0, T ] , conclúımos que

ρu ∈ C
(

[0, T ] ;
(
H−1 (Ω)

)3
)
,

o que prova a primeira afirmação. Suponhamos agora que u ∈ C ([0, T ] ;V ) .

O mesmo argumento usado na prova de (3.1.3) se aplica para mostrarmos que

aquela convergência se dá também em (L6 (Ω))
3

no sentido fraco. Como a imersão

L6 (Ω) ↪→ W−1,∞ (Ω) é compacta, conclúımos que

ρu ∈ C
(

[0, T ] ;
(
W−1,∞ (Ω)

)3
)
,

o que mostra a segunda afirmação. Com isso, estamos nas condições da parte (i),

com X = (H−1 (Ω))
3
. Como

∫
Ω

[(ρu) (0)− ρ0u0] · vdx = 0,∀v ∈ H,

e ρ (0) u (0) = ρ0u (0) , segue que

∫
Ω

[ρ0u (0)− ρ0u0] · vdx = 0,∀v ∈ H.

Agora, tomando v = u (0) − u0 ∈ H, chegamos a
∫

Ω
ρ0|u (0) − u0|2dx = 0. Como

ρ0 ≥ 0, segue que

ρ0|u (0)− u0|2 = 0, q .t .p. em Ω

o que implica ρ0u (0) = ρ0u0, q.t.p. em Ω. Combinando as igualdades anteriores,

ficamos com

(ρu) (0) = ρ (0) u (0) = ρ0u0, q .t .p. em Ω,

finalizando assim a prova da última afirmação.

(iii) Como ρ0 > 0 q.t.p. em Ω, estamos nas condições da parte (ii) e, portanto, teremos

u (0) = u0, q .t .p. em Ω.
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(iv) A demonstração segue os mesmos passos da prova da parte (i) e por isso omitiremos

certas passagens.

(1) Pelo Teorema 2.1.1, temos que

ρw ∈ C ([0, T ] ;X) ∩ L∞
(

0, T ;
(
L2(Ω)

)2
)
.

O Lema 1.3.2 nos permite concluir que ρw é cont́ınua de [0, T ] em (L2(Ω))
3
,

no sentido fraco. Dáı em t = 0 temos

(ρw) (t)→ (ρw) (0) em
(
L2(Ω)

)3
quando t→ 0+.

(2) Como

∫
Ω

(ρw) (0) · vdx =

(∫
Ω

ρw · v
)

(0) dx =

∫
Ω

ρ0w0 · vdx,∀v ∈ H1
0 (Ω)3 ,

conclúımos que

∫
Ω

[(ρw) (0)− ρ0w0] · vdx = 0,∀v ∈ H1
0 (Ω)3 .

Agora, por densidade, vemos que isso se verifica para todo v ∈ L2(Ω)3, e está

finalizada a demonstração.

(3) Pelo Lema 1.4.1, existe λ ∈ L2(Ω) tal que

(ρw) (0)− ρ0w0 = ∇λ.

Como (ρw) (0) e ρ0w0 ∈ (L2(Ω))
3
, segue que λ ∈ H1 (Ω) , o que finaliza a

prova.

(v) Como w ∈ C
(

[0, T ] ; (L2(Ω))
3
)
, segue que w (0) ∈ (L2(Ω))

3
e também que

w (t)→ w (0) , em
(
L2(Ω)

)3
, (3.1.5)
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quando t → 0+. Pelo Teorema 2.1.1, ρ (t) → ρ0 em W−1,∞ (Ω) no sentido forte e

‖ρ (t)‖L∞(Ω) é limitada q.t.p. em (0, T ) . Como L∞ (Ω) ↪→ W−1,∞ (Ω) , segue que ρ

é cont́ınua de [0, T ] , em L∞ (Ω) no sentido fraco. Isso quer dizer que

〈η, ρ (t)〉 → 〈η, ρ0〉,

para todo η ∈ (L∞ (Ω))′ . Tomando g ∈ L1 (Ω) e considerando o funcional

φg : L∞ (Ω)→ R, dado por φg (h) =
∫

Ω
g · hdx, teremos

∫
Ω

g · ρ (t) dx→
∫

Ω

g · ρ0dx.

Logo

ρ (t)→ ρ0 em L∞ (Ω) fraco- ? . (3.1.6)

Agora, observamos que

ρ (t) w (t)→ ρ0w (0) em
(
L2(Ω)

)3
fraco, (3.1.7)

e como a imersão (L2(Ω)) ↪→ (H−1 (Ω)) é compacta, temos que

ρ (t) w (t)→ ρ0w (0) em
(
H−1 (Ω)

)3
forte.

Para qualquer instante t ∈ [0, T ] , podemos concluir que

ρw ∈ C
(

[0, T ] ;
(
H−1 (Ω)

)3
)
,

o que prova a primeira afirmação. Tomando w ∈ C ([0, T ] ;V ), o mesmo argumento

usado para ρu nos permite concluir que

ρw ∈ C
(

[0, T ] ;
(
W−1,∞ (Ω)

)3
)
,

o que mostra a segunda afirmação. Com isso, estamos nas condições da parte (iv),
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com X = (H−1 (Ω))
3
. Como

∫
Ω

[(ρw) (0)− ρ0w0] · vdx = 0, ∀v ∈
(
L2(Ω)

)3

e ρ (0) w (0) = ρ0w (0) , segue que

∫
Ω

[ρ0w (0)− ρ0w0] · vdx = 0,∀v ∈
(
L2(Ω)

)3
.

Agora, tomando v = w (0)−w0 ∈ (L2(Ω))
3

chegamos a

∫
Ω

ρ0|w (0)−w0|2dx = 0.

Como ρ0 ≥ 0, segue que

ρ0|w (0)−w0|2 = 0, q .t .p. em Ω

o que implica ρ0w (0) = ρ0w0, q.t.p. em Ω. Combinando as igualdades anteriores,

ficamos com

(ρw) (0) = ρ (0) w (0) = ρ0w0, q .t .p. em Ω,

finalizando assim a prova da última afirmação.

(vi) Como ρ0 > 0, q.t.p. em Ω, estamos nas condições da parte (v) e, portanto, teremos

w (0) = w0, q .t .p. em Ω.

Assim finalizamos a prova do Teorema.

3.2 Segundo resultado

O próximo resultado é mais forte que o Teorema 2.1.1 no sentido em que as condições

iniciais são satisfeitas de uma maneira forte. Entretanto, ele é local no tempo, ao contrário
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daquele.

Teorema 3.2.1. Sejam Ω um aberto limitado cuja fronteira é de classe C2,u0 ∈ V ,

w0 ∈ H1
0 (Ω)3, f ,g ∈ L2 (0, T ;L2(Ω)3) , e

1

ρ0

∈ L2 (Ω) . Então

(i) Existem u,w, ρ e p satisfazendo as propriedades do Teorema 2.1.1 e T∗ > 0 satisfa-

zendo

1. u ∈ L2
(
0, T∗;H

2 (Ω)3) ∩ L∞ (0, T∗;V ) ,

2. w ∈ L2
(
0, T∗;H

2 (Ω)3) ∩ L∞ (0, T∗;H1
0 (Ω)3) ,

3. p ∈ L2 (0, T∗;L
6 (Ω)) ,

4. ρu, ρw ∈ C
(
[0, T∗] ;W−1,∞ (Ω)3) ,

5.
∂ρu

∂t
,
∂ρw

∂t
∈ L2

(
0, T∗;W

−1,6 (Ω)3) ,
6.

∂ρ

∂t
∈ L∞

(
0, T∗;W

−1,6 (Ω)
)
,

7. (ρu) (0) = ρ0u0 +∇λ, com λ ∈ W 1,6 (Ω) ,

8. (ρw) (0) = ρ0w0 +∇θ, com θ ∈ W 1,6 (Ω) ,

O tempo T∗ depende somente dos dados Ω, f ,g,u0,w0, ρ0.

(ii) Além disso, valem

1. t 7→ u(t) é cont́ınua em t = 0, em H,

2. t 7→ w(t) é cont́ınua em t = 0, em L2(Ω)3,

3. u(0) = u0 e w(0) = w0,

4. (ρu)(0) = ρ0u0 e (ρw)(0) = ρ0w0.

(iii) Se, ademais, infΩ ρ0 > 0, então

1. u ∈ C ([0, T∗] ;V ) ,w ∈ C
(
[0, T∗] ;H1

0 (Ω)3) ,
2.

∂u

∂t
∈ L2 (0, T∗;H) ,

∂w

∂t
∈ L2

(
0, T∗;L

2(Ω)3
)
.

Demonstração: A demonstração será feita por etapas. Na primeira, obteremos

bases especiais para V e para L2(Ω)3; na segunda, obteremos estimativas sobre soluções

aproximadas e, na última, obteremos propriedades especiais da solução.
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3.2.1 Construção de Bases especiais para V e L2(Ω)3

O operador P∆ : H2 (Ω)3 ∩ V → H é bijetivo, linear e cont́ınuo. O operador (P∆)−1

é linear e cont́ınuo de H em H2 (Ω) ∩ V. Vamos denotar por T a aplicação composta

de (P∆)−1 , que é linear e cont́ınua, com a imersão de H2 (Ω)3 ∩ V, que é compacta.

Então T ∈ L (H,H) é compacta. Ademais, T é um operador autoadjunto. Como H é

separável, existe uma seqüência enumerável de autovalores reais de T, que denotaremos

por (βm) , com βm ↘ 0, tais que as autofunções associadas, gm ∈ H, constituem um

sistema ortonormal e completo de H. Como Tgm = βmgm, se definirmos vm = Tgm ∈

H2 (Ω)3 ∩ V e λm = 1/βm, teremos que P (∆vm) = λmvm, para todo m. Temos que

(vm) é uma base de V e que está nas condições do Teorema 2.1.1. Por outro lado,

de acordo com [5], Théorème IX.31, podemos escolher uma base (zm) de L2(Ω)3 com

zm ∈ H1
0 (Ω)3 ∩ C∞ (Ω)3 , constitúıda por autofunções do operador −∆ com domı́nio

H1
0 (Ω)3 ∩H2 (Ω)3 , também nas condições do Teorema 2.1.1.

3.2.2 Estimativas adicionais para a solução do problema apro-

ximado

Fazendo, na equação aproximada (2.2.1), v = 2umt , teremos

2

∫
Ω

ρm|umt |2 + (µ+ µr)
d

dt

∫
Ω

|∇um|2

= 2

∫
Ω

ρm (−um · ∇) um · umt + 2

∫
Ω

ρmfm · umt + 4µr

∫
Ω

rot wm · umt . (3.2.8)
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As estimativas

4µr

∫
Ω

rot wm · umt = 4µr (rot wm,umt )

≤ 8µ2
r

∥∥∥(ρm)−1/2 rot wm
∥∥∥2

L2
+ 1/2

∥∥∥(ρm)1/2 umt

∥∥∥2

L2
,

2

∫
Ω

ρmfm · umt = 2
(

(ρm)1/2 fm, (ρm)1/2 umt

)
≤ 2b ‖fm‖2

L2 + 1/2
∥∥∥(ρm)1/2 umt

∥∥∥2

L2
,

2

∫
Ω

ρm(−um · ∇)um · umt = 2((ρm)1/2(−um · ∇)um, (ρm)1/2umt )

≤ 2
∥∥∥(ρm)1/2 (um · ∇)um

∥∥∥2

L2
+ 1/2

∥∥(ρm)1/2umt
∥∥2

L2 ,

quando levadas à identidade (3.2.8), fornecem

∥∥∥(ρm)1/2 umt

∥∥∥2

L2
+ (µ+ µr)

d

dt
‖∇um‖2

L2 ≤ 2
∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇

)
um
∥∥∥2

L2
+ 2b ‖fm‖2

L2

+ 8µ2
r

∥∥∥(ρm)−1/2 rot wm
∥∥∥2

L2
+ 1/2

∥∥∥(ρm)1/2 umt

∥∥∥2

L2

(3.2.9)

Fazendo v = εP∆um na equação (2.2.1), onde ε > 0 será escolhido posteriormente,

ficaremos com

ε

∫
Ω

ρmumt · P∆um + ε (µ+ µr)

∫
Ω

∇um · ∇P∆um

+ ε

∫
Ω

ρm (um · ∇) um · P∆um − ε
∫

Ω

ρmfm · P∆um

− 2εµr

∫
Ω

rot wm · P∆um

= 0 (3.2.10)
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Agora, usando as estimativas

∫
Ω

ρmumt · P∆um = (ρmumt , P∆um)

≤ b (µ+ µr)
−1
∥∥∥(ρm)1/2 umt

∥∥∥2

L2
+

1

4
(µ+ µr) ‖P∆um‖2

L2 ,∫
Ω

ρm (um · ∇) um · P∆um = (ρm (um · ∇) um, P∆um)

≤ b (µ+ µr)
−1
∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇

)
um
∥∥∥2

L2
+

1

4
(µ+ µr) ‖P∆um‖2

L2 ,

2µr

∫
Ω

rot wm · P∆um = 2µr (rot wm, P∆um)

≤ 8µ2
r (µ+ µr)

−1 ‖rot wm‖2
L2 +

(µ+ µr)

8
‖P∆um‖2

L2 ,∫
Ω

ρmfm · P∆um = (ρmfm, P∆um)

≤ εb2 (µ+ µr)
−1 ‖fm‖2

L2 +
ε (µ+ µr)

4
‖P∆um‖2

L2 ,

na identidade (3.2.10), ficamos com

−ε (µ+ µr) ((∇um,∇P∆um)) = ε (ρmumt , P∆um) + ε (ρm (um · ∇) um, P∆um)

− ε (ρmfm, P∆um)− 2µrε (rot wm, P∆um)

≤ εb (µ+ µr)
−1
∥∥∥(ρm)1/2 umt

∥∥∥2

L2
+
ε (µ+ µr)

4
‖P∆um‖2

L2

+ εb (µ+ µr)
−1
∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇

)
um
∥∥∥2

L2
+
ε (µ+ µr)

4
‖P∆um‖2

L2

+ εb2 (µ+ µr)
−1 ‖fm‖2

L2 +
ε (µ+ µr)

4
‖P∆um‖2

L2

+ 8εµ2
r (µ+ µr)

−1 ‖rot wm‖2
L2 +

ε (µ+ µr)

8
‖P∆um‖2

L2

Agrupando os termos semelhantes e usando as propriedades do operador projeção, fica-

mos com

1

8
ε (µ+ µr) ‖P∆um‖2

L2 ≤ εb (µ+ µr)
−1
∥∥∥(ρm)1/2 umt

∥∥∥2

L2
+ εb (µ+ µr)

−1
∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇

)
um
∥∥∥2

L2

+ εb2 (µ+ µr)
−1 ‖fm‖2

L2 + 8εµ2
r (µ+ µr)

−1 ‖rot wm‖2
L2 (3.2.11)
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Somando as desigualdades (3.2.9) e (3.2.11) e usando as propriedades dos operadores P∆

e −∆, ficamos com

[
1/2− εb (µ+ µr)

−1] ∥∥∥(ρm)1/2 umt

∥∥∥2

L2
+ (µ+ µr)

d

dt
‖∇um‖2

L2 +
ε (µ+ µr)

8
‖P∆um‖2

L2

≤
(
2 + εb (µ+ µr)

−1) ∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇
)

um
∥∥∥2

L2

+
(
2b+ εb2 (µ+ µr)

−1) ‖fm‖2
L2

+ 8µ2
rε (µ+ µr)

−1 ‖rot wm‖2
L2 + 8µ2

r

∥∥∥(ρm)−1/2 rot wm
∥∥∥2

L2

Escolhendo ε tal que εb (µ+ µr)
−1 < 1/2, ficamos com

∥∥∥(ρm)1/2 umt

∥∥∥2

L2
+
d

dt
‖∇um‖2

L2 + ‖P∆um‖2
L2

≤ C

(∥∥∥(ρm)1/2 (um · ∇) um
∥∥∥2

L2
+ ‖fm‖2

L2 + ‖rot wm‖2
L2 +

∥∥∥(ρm)−1/2 rot wm
∥∥∥2

L2

)
(3.2.12)

Fazendo z = 2wm
t , na equação aproximada (2.2.2) ficamos com

2

∫
Ω

ρmwm
t ·wm

t + 2

∫
Ω

ρm (um · ∇) wm ·wm
t + (ca + cd)

d

dt

∫
Ω

|∇wm|2

+ (c0 + cd − ca)
d

dt

∫
Ω

|div wm|2 + 8µr

∫
Ω

wm ·wm
t

− 4µr

∫
Ω

rot um ·wm
t − 2

∫
Ω

ρmgm ·wm
t

= 0 (3.2.13)
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Agora, usando as estimativas

4µr

∫
Ω

rot um ·wm
t = 4µr

(
(ρm)−1/2 rot um, (ρm)1/2 wm

t

)
≤ 8µ2

r

∥∥∥(ρm)−1/2 rot um
∥∥∥2

L2
+ 1/2

∥∥∥(ρm)1/2 wm
t

∥∥∥2

L2
,

2

∫
Ω

ρmgm ·wm
t = 2 (ρmgm,wm

t )

≤ 2b2 ‖gm‖2
L2 + 1/2

∥∥∥(ρm)1/2 wm
t

∥∥∥2

L2
,

2

∫
Ω

ρm (um · ∇) wm ·wm
t = (ρm (um · ∇) wm,wm

t )

≤ 2
∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇

)
wm
∥∥∥2

L2
+ 1/2

∥∥∥(ρm)1/2 wm
t

∥∥∥2

L2
,

na identidade (3.2.13), ficamos com

2
∥∥∥(ρm)1/2 wm

t

∥∥∥2

L2
+ (ca + cd)

d

dt
‖∇wm‖2

L2 + 4µr
d

dt
‖wm

t ‖
2 + (c0 + cd − ca)

d

dt
|div wm|2

= 4µr (rot um,wm
t ) + 2 (ρmgm,wm

t ) + 2 (ρm (−um · ∇) wm,wm
t )

≤ 8µ2
r

∥∥∥(ρm)−1/2 rot um
∥∥∥2

L2
+ 1/2

∥∥∥(ρm)1/2 wm
t

∥∥∥2

L2
+ 2b ‖gm‖2

L2

+
1

2

∥∥∥(ρm)1/2 wm
t

∥∥∥2

L2
+ 2

∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇
)

wm
∥∥∥2

L2
+

1

2

∥∥∥(ρm)1/2 wm
t

∥∥∥2

L2
,

ou seja,

1

2

∥∥∥(ρm)1/2 wm
t

∥∥∥2

L2
+ (ca + cd)

d

dt
‖∇wm‖2

L2 + (c0 + cd − ca)
d

dt
‖div wm‖2

L2 + 4µr
d

dt
‖wm‖2

L2

≤ 8µ2
r

∥∥∥(ρm)−1/2 rot um
∥∥∥2

L2
+ 2b ‖gm‖2

L2 + 2
∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇

)
wm
∥∥∥2

L2

(3.2.14)
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Agora vamos fazer na equação aproximada (2.2.2), z = ε∆wm, onde ε > 0 será escolhido

posteriormente. Fazendo isso, ficamos com

ε

∫
Ω

ρmwm
t ·∆wm + ε

∫
Ω

ρm (um · ∇) wm ·∆wm − ε
∫

Ω

ρmgm ·∆wm

+ ε (c0 + cd)

∫
Ω

∇wm · ∇∆wm + ε (c0 + cd − ca)
∫

Ω

div wm · div ∆wm

+ 4µrε

∫
Ω

wm ·∆wm − 2µr

∫
Ω

rot um ·∆wm

= 0. (3.2.15)

Agora estimamos

∫
Ω

ρmgm ·∆wm = (ρmgm,∆wm)

≤ b2 (ca + cd)
−1 ‖gm‖2

L2 +
(ca + cd)

4
‖∆wm‖2

L2 ,

2µr

∫
Ω

rot um ·∆wm = 2µr (rot um,∆wm)

≤ 8µ2
r (ca + cd)

−1 ‖rot um‖2
L2 +

(ca + cd)

8
‖∆wm‖2

L2 ,∫
Ω

ρmwm
t ·∆wm = (ρmwm

t ,∆wm)

≤ b2 (ca + cd)
−1 ‖wm

t ‖
2
L2 +

(ca + cd)

4
‖∆wm‖2

L2 ,∫
Ω

ρm (um · ∇) wm ·∆wm = (ρm (um · ∇) wm,∆wm)

≤ b (ca + cd)
−1
∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇

)
wm
∥∥∥2

L2
+

(ca + cd)

4
‖∆wm‖2

L2 .

Ademais, se definirmos o operador L por

Lw = (ca + cd) ∆w + (c0 + cd − ca)∇div w,

então L é um operador fortemente eĺıptico que satisfaz

(Lw,∆w) ≥ (ca + cd) ‖∆w‖2
L2 − C∗1 ‖∇w‖2

L2 ,
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onde C∗1 é uma constante que depende de ca + cd, c0 + cd − ca e ∂Ω. Para a prova desse

fato, veja [15]. Levando em conta esse fato e as estimativas em (3.2.15), ficamos com

−ε(ca + cd)((∇wm,∇∆wm)) − ε(c0 + cd − ca)(div wm, div ∆wm)

= ε(ρmwm
t ,∆wm) + ε(ρm(um · ∇)wm,∆wm)

− ε(ρmgm,∆wm) + 4µrε(w
m,∆wm)− 2µrε(rot um,∆wm)

≤ εb2(ca + cd)
−1 ‖wm

t ‖
2
L2 +

ε(ca + cd)

4
‖∆wm‖2

L2

+ εb(ca + cd)
−1
∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇)wm

∥∥∥2

L2
+
ε(ca + cd)

4
‖∆wm‖2

L2

+ εb2(ca + cd)
−1 ‖gm‖2

L2 +
ε(ca + cd)

4
‖∆wm‖2

L2 + 4µrε(w
m,∆wm)

+ 8µ2
r(ca + cd)

−1 ‖rot um‖2
L2 +

ε(ca + cd)

8
‖∆wm‖2

L2 .

Mas

−ε (ca + cd) (∇wm,∇∆wm) − ε (c0 + cd − ca) (div wm, div ∆wm)

= ε (ca + cd) (∆wm,∆wm) + ε (c0 + cd − ca) (∇div wm,∆wm)

= ε (Lwm,∆wm) .

Portanto, pelas estimativas acima, podemos escrever

ε(ca + cd) ‖∆wm‖2
L2 + 4µrε ‖∇wm‖2

L2 ≤ εC?
1 ‖∇wm‖2

L2 + εb(ca + cd)
−1
∥∥∥(ρm)1/2 wm

t

∥∥∥2

L2

+
7ε

8
(ca + cd) ‖∆wm‖2

L2

+ εb(ca + cd)
−1
∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇)wm

∥∥∥2

L2

+ εb2(ca + cd)
−1 ‖gm‖2

L2 + 8µ2
rε(c0 + cd)

−1 ‖rot um‖2
L2 ,
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ou seja,

ε (ca + cd)

8
‖∆wm‖2

L2 + 4µrε ‖∇wm‖2
L2 ≤ C∗1ε ‖∇wm‖2

L2 + εb (ca + cd)
−1
∥∥∥(ρm)1/2 wm

t

∥∥∥2

L2

+ εb (ca + cd)
−1
∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇

)
wm
∥∥∥2

L2

+ εb2 (ca + cd)
−1 ‖gm‖2

L2

+ 8µ2
rε (ca + cd)

−1 ‖rot um‖2
L2 . (3.2.16)

Agora, adicionando (3.2.14) a (3.2.16), ficamos com

[
1/2− ε (ca + cd)

−1] ∥∥∥(ρm)1/2 wm
t

∥∥∥2

L2
+ (ca + cd)

d

dt
‖∇wm‖2

L2 + (c0 + cd − ca)
d

dt
‖div wm‖2

L2

+ 4µr
d

dt
‖wm‖2

L2 +
ε (ca + cd)

8
‖∆wm‖2

L2 + 4µrε ‖∇wm‖2
L2

≤
[
2 + εb (ca + cd)

−1] ∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇
)

wm
∥∥∥2

L2

+
[
εb2 (ca + cd)

−1 + 2b
]
‖gm‖2

L2

+ 8µ2
rε (ca + cd)

−1 ‖rot um‖2
L2

+ C?
1ε ‖∇wm‖2

L2 + 8µ2
r

∥∥∥(ρm)−1/2 rot um
∥∥∥2

L2
.

Escolhendo ε > 0 de sorte que
[
1/2− ε (ca + cd)

−1] > 0, ficamos com

∥∥∥(ρm)1/2 wm
t

∥∥∥2

L2
+

d

dt
‖∇wm‖2

L2 +
d

dt
‖div wm‖2

L2 +
d

dt
‖wm‖2

L2 + ‖∆wm‖2
L2 + ‖∇wm‖2

L2

≤ C

[∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇
)

wm
∥∥∥2

L2
+ ‖gm‖2

L2

+ ‖rot um‖2
L2 + ‖∇wm‖2

L2 +
∥∥∥(ρm)−1/2 rot um

∥∥∥2

L2

]
(3.2.17)
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Combinando (3.2.12) e (3.2.17), ficamos com

∥∥∥(ρm)1/2 umt

∥∥∥2

L2
+

∥∥∥(ρm)1/2 wm
t

∥∥∥2

L2
+ ‖P∆um‖2

L2 + ‖∆wm‖2
L2

+
d

dt

[
‖∇wm‖2

L2 + ‖div wm‖2
L2 + ‖wm‖2

L2 + ‖∇um‖2
L2

]
≤ C

[
‖∇wm‖2

L2 +
∥∥∥(ρm)−1/2 rot um

∥∥∥2

L2
+
∥∥∥(ρm)−1/2 rot wm

∥∥∥2

L2

+
∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇

)
wm
∥∥∥2

L2
+
∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇

)
um
∥∥∥2

L2

+ ‖rot um‖2
L2 + ‖rot wm‖2

L2

+ ‖gm‖2
L2 + ‖fm‖2

L2

]
(3.2.18)

Obteremos, agora, novas estimativas. Utilizando a desigualdade de Hölder e desigualda-

des de interpolação, conforme, [22] ou [23], temos

∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇
)

um
∥∥∥2

L2
=

∫
Ω

|
(

(ρm)1/2 um · ∇
)

um|2

≤ β2

∫
Ω

|um|2|∇um|2

≤ β2

(∫
Ω

|um|6
)1/3(∫

Ω

|∇um|3
)2/3

= β2 ‖um‖2
L6 ‖∇um‖2

L3

≤ β2 ‖∇um‖2
L2 ‖∆um‖3/2

L2 ‖um‖1/2

L2 .

Usando a desigualdade de Young, ficamos com

β2 ‖∇um‖2
L2 ‖∆um‖3/2

L2 ‖um‖1/2

L2 ≤ C ‖∇um‖10
L2 +

1

2C
‖P∆um‖2

L2 . (3.2.19)

Assim,

∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇
)

um
∥∥∥2

L2
≤ C ‖∇um‖10

L2 +
1

2C
‖P∆um‖2

L2 . (3.2.20)
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De maneira semelhante, temos

∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇
)

wm
∥∥∥2

L2
=

∫
Ω

|
(

(ρm)1/2 um · ∇
)

wm|2

≤ β2

∫
Ω

|um|2|∇wm|2

≤ β2

(∫
Ω

|um|6
)1/3(∫

Ω

|∇wm|3
)2/3

= β2 ‖um‖2
L6 ‖∇um‖2

L3

≤ β2 ‖∇um‖2
L2 ‖∆wm‖3/2

L2 ‖wm‖1/2

L2 .

Novamente usando a desigualdade de Young, temos

β2 ‖∇um‖2
L2 ‖∆wm‖3/2

L2 ‖wm‖1/2

L2 ≤ C ‖∇um‖8
L2 ‖wm‖2

L2 +
1

2C
‖∆wm‖2

L2 .

Assim,

∥∥∥((ρm)1/2 um · ∇
)

wm
∥∥∥2

L2
≤ C ‖∇um‖8

L2 ‖wm‖2
L2 +

1

2C
‖∆wm‖2

L2 . (3.2.21)

Agora, observe que

∥∥∥(ρm)−1/2 rot wm
∥∥∥2

=

∫
Ω

| (ρm)−1/2 rot wm|2 =

∫
Ω

| (ρm)−1 ||rot wm|2.

Dáı

∫
Ω

| (ρm)−1 ||rot wm|2 ≤
∥∥(ρm)−1

∥∥
L2

∥∥|rot wm|2
∥∥
L2

=
∥∥(ρm)−1

∥∥ ‖rot wm‖2
L4

≤ C
∥∥(ρm)−1

∥∥
L2 ‖∇wm‖2

L4

≤
√

2 ‖∇wm‖1/2

L2 ‖∇∇wm‖3/2

L2

≤ C ‖∇wm‖2
L2 +

1

2C
‖∇∇wm‖2

L2

≤ C ‖∇wm‖2
L2 +

1

2C
‖∆wm‖2

L2 . (3.2.22)
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Agora, note que

∥∥∥(ρm)−1/2 rot um
∥∥∥2

L2
=

∫
Ω

| (ρm)−1/2 rot um|2 =

∫
Ω

| (ρm)−1 ||rot um|2.

Dáı

∫
Ω

| (ρm)−1 ||rot um|2 ≤
∥∥(ρm)−1

∥∥
L2

∥∥|rot um|2
∥∥
L2

=
∥∥(ρm)−1

∥∥
L2 ‖rot um‖2

L4

≤ C
∥∥(ρm)−1

∥∥
L2 ‖∇um‖2

L4

≤
√

2 ‖∇um‖1/2 ‖∇∇um‖3/2

≤ C ‖∇um‖2
L2 +

1

2C
‖∆um‖2

L2

≤ C ‖∇um‖2
L2 +

1

2C
‖P∆um‖2

L2 . (3.2.23)

Usando as estimativas (3.2.20),(3.2.21),(3.2.22) e (3.2.23) em (3.2.18), podemos concluir

que

∥∥∥(ρm)1/2 wm
t

∥∥∥2

L2
+
∥∥∥(ρm)1/2 umt

∥∥∥2

L2
+
d

dt

[
‖∇wm‖2

L2 + ‖div wm‖2
L2 + ‖wm‖2

L2 + ‖∇um‖2
L2

]
≤ C

[
‖gm‖2

L2 + ‖fm‖2
L2

]
+ C

[
‖∇wm‖2

L2 + ‖∇um‖10
L2 + ‖∇um‖8

L2 ‖∇wm‖2
L2

]
(3.2.24)

ou ainda que

d

dt

[
‖∇wm‖2

L2 + ‖div wm‖2
L2 + ‖wm‖2

L2 + ‖∇um‖2
L2

]
≤ C

[
‖g‖2

L2 + ‖f‖2
L2

]
+ C

[
‖∇wm‖2

L2 + ‖∇um‖2
L2 + ‖wm‖2

L2 + ‖div wm‖2
L2

]5
(3.2.25)

Agora, vamos usar o Lema 1.3.3. No presente caso,

1. g (t) = ‖∇wm‖2
L2 + ‖div wm‖2

L2 + ‖wm‖2
L2 + ‖∇um‖2

L2 ,

2. F (t) = Ct5,

3. k (t) = ‖g‖2
L2 + ‖f‖2

L2 .
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Verifiquemos as condições do Lema. Temos que g ∈ W 1,1 (0, T ) , já que g ∈ L1 (0, T )

e
dg

dt
é majorada por funções que estão em L1 (0, T ) . A regularidade de f e a de g

na variável t acarretam que k ∈ L1 (0, T ) . É imediato ver que a função F é local-

mente limitada. Agora vamos mostrar que g (0) é limitada. Inicialmente observamos

que ‖wm‖L2 ≤ C ‖∇wm‖2
L2 , pois wm ∈ H1

0 (Ω)3 e que ‖div wm‖ ≤ C ‖∇wm‖ . Por-

tanto, apenas duas parcelas serão relevantes na análise da limitação de g (0) , a saber,

‖∇wm‖2
L2 (0) e ‖∇um‖2

L2 (0) . Comecemos pela limitação de ‖∇um‖2 (0) . Como u0 ∈ V

e {vi} é uma base de Schauder de V, podemos escrever

u0 =
∑
i

u0,iv
i, em V,

onde u0,i são as coordenadas de u0 com respeito à base {vi} . Agora vamos fixar como um

dos dados iniciais do problema aproximado (4.1)-(4.6) do Teorema 2.1.1,

um0 =
∑m

i=1 u0,iv
i ∈ V m, o que implica um0 → u0 em V, e também em H. Por outro

lado, a base {vi} verifica (
∇vi,∇vj

)
= 0,

Com efeito, temos (
∆vi,v

)
=
(
P∆vi,v

)
= λi

(
vi,v

)
,

para todo v ∈ H. Tomando, em particular v = vj ∈ V, temos que a igualdade anterior

acarreta que

−
(
∇vi,∇vj

)
= λi

(
vi,vj

)
= 0,

se i 6= j. Portanto

(∫
Ω

|∇um|2
)

(0) =

∫
Ω

|∇um0 |2 =
m∑
i=1

|u0,i|2
∫

Ω

|∇vi|2 ≤
∫

Ω

|∇u0|2. (3.2.26)

Como w0 ∈ H1
0 (Ω)3 e {zi} é uma base de Schauder de H1

0 (Ω)3 , podemos escrever

w0 =
∑
i

w0,iz
i, em H1

0 (Ω)3 ,
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onde w0,i são as coordenadas de w0 com respeito à base {zi} . Agora vamos fixar como um

dos dados iniciais do problema aproximado (4.1)-(4.6) do Teorema 2.1.1,

wm
0 =

∑m
i=1w0,iw

i ∈ Wm, o que implica wm
0 → w0 em H1

0 (Ω)3 , e também em L2(Ω)3.

Por outro lado, a base {zi} verifica

(
∇zi,∇zj

)
= 0,

para i 6= j, via integração por partes e pela escolha da base {zi}. Portanto

(∫
Ω

|∇wm|2
)

(0) =

∫
Ω

|∇wm
0 |2 =

m∑
i=1

|w0,i|2
∫

Ω

|∇zi|2 ≤
∫

Ω

|∇w0|2. (3.2.27)

Em virtude de (3.2.26) e de (3.2.27), temos que g (0) é limitada e, portanto, vale a

limitação do Lema 1.3.3 para ε = 1. Assim existe T∗ tal que

[
‖∇wm‖2

L2 + ‖div wm‖2
L2 + ‖wm‖2

L2 + ‖∇um‖2
L2

]
(t)

≤
[
‖∇wm‖2

L2 + ‖div wm‖2
L2 + ‖wm‖2

L2 + ‖∇um‖2
L2

]
(0) + 1,

para todo t ∈ [0, T∗] . Portanto, podemos concluir que

(um)m é limitada em L∞ (0, T∗;V ) (3.2.28)

e

(wm)m é limitada em L∞
(
0, T∗;H

1
0 (Ω)3) . (3.2.29)

Recordemos que, na demonstração do Teorema 2.1.1, mostramos que um é limitada em

L∞ (0, T∗;L
2(Ω)3) . Agora, integrando (3.2.24) entre 0 e T∗, ficamos com

∫ T∗

0

‖∆um‖2
L2 +

∫ T∗

0

‖∆wm‖2
L2 +

∫ T∗

0

∥∥∥(ρm)1/2 umt

∥∥∥2

L2
+

∫ T∗

0

∥∥∥(ρm)1/2 wm
t

∥∥∥2

L2

+
[
‖∇wm‖2

L2 + ‖div wm‖2
L2 + ‖wm‖2

L2 + ‖∇um‖2
L2

]
(T∗)

−
[
‖∇wm‖2

L2 + ‖div wm‖2
L2 + ‖wm‖2

L2 + ‖∇um‖2
L2

]
(0)

≤ C

∫ T∗

0

[
‖wm

t ‖
2
L2 + ‖umt ‖

2
L2 + ‖gm‖2

L2 + ‖fm‖2
L2

]
+ C.
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Dessa estimativa, podemos concluir que

(
(ρm)1/2 umt

)
m

é limitada em L2
(
0, T∗;L

2(Ω)3
)
, (3.2.30)

(
(ρm)1/2 wm

t

)
m

é limitada em L2
(
0, T∗;L

2(Ω)3
)
, (3.2.31)

(um)m é limitada em L2
(
0, T∗;H

2 (Ω)3) , (3.2.32)

(wm)m é limitada em L2
(
0, T∗;H

2 (Ω)3) . (3.2.33)

3.2.3 Passagem ao limite e propriedades adicionais da solução

Repetindo o processo de passagem ao limite feito na demonstração do Teorema 2.1.1,

obteremos {u,w, ρ, p} , solução do problema assimétrico dado na introdução. Obteremos

agora algumas propriedades adicionais da solução {u,w, ρ, p} . Pelo Teorema de Alaoglu,

pela reflexividade dos espaços Lp, com 1 < p <∞, e pelas limitações (3.2.28) e (3.2.29),

temos

u ∈ L∞ (0, T∗;V ) ∩ L2
(
0, T∗;H

2 (Ω)3)
e

w ∈ L∞
(
0, T∗;H

1
0 (Ω)3) ∩ L2

(
0, T∗;H

2 (Ω)3) .
Como um é limitada em L∞ (0, T∗;V ), segue que ela também o é em L∞

(
0, T∗;L

6 (Ω)3) ,
já que V ↪→ H1

0 (Ω)3 ↪→ L6 (Ω)3 . De forma análoga, conclúımos que wm é limitada nesse

mesmo espaço. Portanto, a equação do transporte nos fornece

(
∂ρm

∂t

)
m

é limitada em L∞
(
0, T∗;W

−1,6 (Ω)
)
.

Temos ainda que ρ, o limite de ρm, também é tal que

∂ρ

∂t
é limitada em L∞

(
0, T∗;W

−1,6 (Ω)
)
.
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Como um é limitada em L2
(
0, T∗;H

2 (Ω)3) e H2 (Ω) ↪→ W 1,6 (Ω) , segue que

(um)m é limitada em L2
(
0, T∗;W

1,6 (Ω)3) .
Procedendo de forma análoga, podemos mostrar que vale uma limitação semelhante para

wm. Pelo Lema 1.4.2, parte (iii), o produto W 1,6 (Ω)×W−1,6 (Ω)→ W−1,6 (Ω) é cont́ınuo,

donde (
um

∂ρm

∂t

)
m

é limitada em L2
(
0, T∗;W

−1,6 (Ω)3) . (3.2.34)

Por um racioćınio semelhante, mostramos que wm∂ρ
m

∂t
é limitada no mesmo espaço.

Integrando a desigualdade (3.2.24) entre 0 e T∗, obtemos

(
(ρm)1/2 umt

)
m

é limitada em L2
(
0, T∗;L

2(Ω)3
)
. (3.2.35)

Pela limitação (3.2.35) e pelo fato de que ρm é limitada em L∞ (0, T∗;L
∞ (Ω)) , segue que

(ρmumt )m é limitada em L2
(
0, T∗;L

2(Ω)3
)
.

Como L2(Ω) ↪→ W−1,6 (Ω) , temos

(ρmumt )m é limitada em L2
(
0, T∗;W

−1,6 (Ω)3) .
Dáı, podemos concluir que

∂ρu

∂t
∈ L2

(
0, T∗;W

−1,6 (Ω)3) .
De forma semelhante obtemos as mesmas limitações para wm e as mesmas conclusões para
∂ρw

∂t
. Além disso temos que ρu ∈ L∞

(
0, T∗;L

6 (Ω)3) pois u ∈ L∞
(
0, T∗;H

1
0 (Ω)3) ↪→

L∞
(
0, T∗;L

6 (Ω)3) e ρ ∈ L∞ (0, T∗;L
∞ (Ω)) . De forma semelhante, obtemos que

ρw ∈ L∞
(
0, T∗;L

6 (Ω)3) . Usando o Lema 1.2.1, parte (ii), obtemos

ρu, ρw ∈ C
(
[0, T∗] ;W−1,6 (Ω)3) .
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Em virtude das propriedades acima, temos

(I) div (ρuu) ∈ L2
(
0, T∗;W

−1,6 (Ω)3) , pois ρu ∈ L∞
(
0, T∗;L

6 (Ω)3) e u ∈ L2
(
0, T∗;W

1,6 (Ω)3) .
(II) ∆u ∈ L2

(
0, T∗;W

−1,6 (Ω)3) , pois u ∈ L∞ (0, T∗;V ) ↪→ L2 (0, T∗;V ) ↪→ L2
(
0, T∗;H

1
0 (Ω)3) ↪→

L2
(
0, T∗;L

6 (Ω)3) .
(III) ρf ∈ L2

(
0, T∗;W

−1,6 (Ω)3) , pois ρf ∈ L2 (0, T∗;L
2(Ω)3) ↪→ L2

(
0, T∗;W

−1,6 (Ω)3) .
(IV) rot w ∈ L2

(
0, T∗;W

−1,6 (Ω)3) , pois w ∈ L∞
(
0, T∗;H

1
0 (Ω)3) ↪→ L2

(
0, T∗;H

1
0 (Ω)3) ↪→

L2
(
0, T∗;L

6 (Ω)3) .
Portanto, podemos concluir que∇p ∈ L2

(
0, T∗;W

−1,6 (Ω)3) , donde p ∈ L2
(
0, T∗;L

6 (Ω)3) .
Como ρu, ρw ∈ C

(
[0, T∗] ;W−1,6 (Ω)3) , o Teorema 2.1.1 nos garante que

ρu (0) = ρ0u0 +∇λ,

com λ ∈ H1 (Ω) e

ρw (0) = ρ0w0 +∇θ,

com θ ∈ H1 (Ω) . Na realidade, o argumento usado em [23] nos permite concluir que

λ e θ ∈ W−1,6 (Ω) . Com isso provamos a parte (i). Vejamos agora a parte (ii). Pela

parte (i),
∂ρ

∂t
∈ L∞

(
0, T ;W−1,6 (Ω)

)
e, pelo Teorema 2.1.1, ρ (0) = ρ0. Então,

‖ρ0 − ρ (t)‖W−1,6 ≤ Ct,

para 0 ≤ t ≤ T∗. Pelo fato de que u (t) é limitada em H2 (Ω)3 , segue que ela o é em

H1 (Ω)3 , para 0 ≤ t ≤ T∗. Portanto, pelo Lema 1.4.2, parte (iii), temos que

‖ρ0u (t)− ρ (t) u (t)‖W−1,3 ≤ ‖ρ0 − ρ (t)‖W−1,6 ‖u (t)‖H1 ≤ Ct,

q.t.p. em [0, T∗] . Assim a aplicação

t 7→ ρ0u (t)− ρ (t) u (t)
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é cont́ınua em t = 0, com valores em W−1,3 (Ω)3 . Como W−1,6 (Ω) ↪→ W−1,3 (Ω) e

ρu ∈ C
(
[0, T∗] ;W−1,3 (Ω)3) , segue que

t 7→ ρ0u (t)

é cont́ınua em t = 0 com valores em W−1,3 (Ω)3 . Mas u ∈ L∞ (0, T∗;V ) , o que acar-

reta ρ0u ∈ L∞
(
0, T∗;L

6 (Ω)3) . Invocamos agora o Lema 1.3.2 bem como o fato de que

L6 (Ω) ↪→ W−1,3 (Ω) , para concluirmos que

t 7→ ρ0u (t)

é fracamente cont́ınua em t = 0 com valores em L6 (Ω)3 . Como
1

ρ0

∈ L6/5 (Ω) =
(
L6 (Ω)

)′
,

segue que

t 7→ u (t)

é fracamente cont́ınua em t = 0 com valores em L1 (Ω)3 . Com efeito, a continuidade de

t 7→ ρ0u (t) acarreta que

∫
Ω

φρ0u (t) dx→
∫

Ω

φρ0u (0) dx,

quando t→ 0, para toda φ ∈ L6/5 (Ω) . Mas
1

ρ0

pertence a esse último espaço. Dáı, para

toda φ ∈ L∞ (Ω)3 , segue que
φ

ρ0

∈ L6/5 (Ω) . Portanto

∫
Ω

φ

ρ0

ρ0u (t) dx =

∫
Ω

φu (t) dx→
∫

Ω

φ

ρ0

ρ0u (0) dx =

∫
Ω

φu (0) dx,

quando t→ 0, o que prova a afirmação. Como u ∈ L∞ (0, T∗;V ) ↪→ L∞
(
0, T∗;H

1
0 (Ω)3) ,

pelo Lema 1.4, página 263 de [25], segue que

t 7→ u (t)
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é fracamente cont́ınua em t = 0 com valores em L2, e também em H. Relembrando que

na demonstração da parte (ii) do Teorema 3.1.1 foi usada apenas a continuidade forte

em t = 0 para que ela fosse válida. E é justamente isso que temos aqui. Dáı,

(ρu) (0) = ρ (0) u (0) = ρ0u0,

ou seja,

ρ0 (u (0)− u0) = 0.

Multiplicando essa última igualdade por
1

ρ0

, temos que

u (0) = u0, q .t .p. em Ω.

Repetindo os argumentos acima, com as modificações eventuais, a saber, trocar V por

L2(Ω)3, podemos concluir que ele também vale para w, ou seja

w (0) = w0, q .t .p. em Ω.

Com isso finalizamos a prova da parte (ii). Passemos à parte (iii). Como um e wm sa-

tisfazem as estimativas obtidas no Teorema 2.1.1, a seqüência (ρm)1/2 umt é limitada em

L2 (0, T∗;L
2(Ω)3) e ρm ≥ inf ρ0 > 0. Segue dáı que umt é limitada em L2 (0, T∗;L

2(Ω)3) , o

mesmo valendo para wm
t . Como umt ∈ C ([0, T∗] ;V ) e wm

t ∈ C ([0, T∗] ;L2(Ω)3) , segue que

umt é limitada em L2 (0, T∗;H) , wm
t é limitada em L2 (0, T∗;L

2(Ω)3) , e seus respectivos li-

mites satisfazem ut ∈ L2 (0, T∗;H) e wt ∈ L2 (0, T∗;L
2(Ω)3) . Como

u,w ∈ L2
(
0, T∗;H

2 (Ω)3) , segue que

u,w ∈ C
(
[0, T∗] ;H1 (Ω)3) .

Pelo fato de que u ∈ L∞ (0, T∗;V ) e w ∈ L∞
(
0, T∗;H

1
0 (Ω)3) , temos que

u ∈ C ([0, T∗] ;V ) e w ∈ C
(
[0, T∗] ;H1

0 (Ω)3) ,
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finalizando a prova da parte (iii).

3.3 Existência de solução global

Nesta seção mostraremos que, escolhendo-se os dados iniciais suficientemente peque-

nos, podemos tornar a solução obtida no Teorema 3.2.1 global. Mais especificamente,

temos o seguinte

Teorema 3.3.1. Com as hipóteses do Teorema 3.2.1 e admitinndo que

(i) f ,g ∈ L∞
(
[0,+∞) ;H1 (Ω)3)

(ii) ‖u0‖H1
0
, ‖w0‖H1

0
, ‖f‖L∞([0,+∞);H1(Ω)3) , ‖g‖L∞([0,+∞);H1(Ω)3) são suficientemente peque-

nas,

a solução obtida existe globalmente no tempo.

Demonstração: Da demonstração do Teorema 3.2.1, temos que

d

dt

[
‖∇w‖2

L2 + ‖div w‖2
L2 + ‖w‖2

L2 + ‖∇u‖2
L2

]
≤ C

[
‖g‖2

L2 + ‖f‖2
L2

]
+ C

[
‖∇w‖2

L2 + ‖∇u‖2
L2 + ‖w‖2

L2 + ‖div w‖2
L2

]5
.

(3.3.36)

Pondo ψ (t) = ‖∇w (t)‖2
L2 + ‖div w (t)‖2

L2 + ‖w (t)‖2
L2 + ‖∇u (t)‖2

L2 , obtemos a seguinte

inequação diferencial


dψ

dt
≤ C1ψ

5 + C2

ψ (0) = ‖∇w (0)‖2
L2 + ‖div w (0)‖2

L2 + ‖w (0)‖2
L2 + ‖∇u (0)‖2

L2 ,

Consideremos a equação diferencial associada, ou seja


dφ

dt
= C1φ

5 + C2 = F (C2, φ)

φ (0) = ‖∇w (0)‖2
L2 + ‖div w (0)‖2

L2 + ‖w (0)‖2
L2 + ‖∇u (0)‖2

L2 ,
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Resultados sobre inequações diferenciais implicam que ψ (t) ≤ φ (t) , para todo t no inter-

valo de existência. Observe que, para C2 = sup
{
‖f (t)‖2

L2 + ‖g (t)‖2
L2

}
suficientemente

pequeno, podemos encontrar uma raiz r (C2) próxima de 0. Assim, se 0 < ψ (0) = φ (0) <

r (C2) , teremos 0 ≤ ψ (t) ≤ φ (t) ≤ r (C2) < +∞, para todo t no intervalo de existência.

Portanto, existe uma constante M > 0, tal que

sup
{
‖∇w‖2

L2 + ‖div w‖2
L2 + ‖w‖2

L2 + ‖∇u‖2
L2

}
= M <∞.

o que finaliza a prova do Teorema.



Caṕıtulo 4

Existência de solução em domı́nios

ilimitados

Neste caṕıtulo, obteremos um resultado sobre existência de solução fraca global no

tempo para o sistema dado na introdução quando Ω ⊂ R3 é um domı́nio ilimitado. A

técnica por nós utilizada será a mesma utilizada por Ladyzhenskaya [14] e Heywood [12]

e que foi utilizada por Guillén e Fernández-Cara em [9] para estender os resultados de

Simon [22] para o caso ilimitado. A idéia consiste em aproximar Ω por domı́nios limitados

ΩR, satisfazendo ΩR → Ω quando R→ +∞. Então usa-se o Teorema 2.1.1 para obter-se

uma solução {ρR,uR,wR, p} , para cada ΩR × (0, T ) . Em seguida, mostra-se que essas

soluções são convenientemente limitadas independentemente de R. Passa-se a seguir à

escolha de uma subseqüência e verifica-se que o limite desta subseqüência é uma solução

para o problema proposto.

4.1 Enunciado do resultado principal

Teorema 4.1.1. Sejam Ω ⊂ R3 um conjunto aberto, T > 0 um número real dado

e Q = Ω × (0, T ). Se u0 ∈ H,w0 ∈ L2 (Ω)3 , ρ0 ∈ L∞ (Ω) , com ρ0 ≥ 0, em Ω e

f ,g ∈ L1
(
0, T ;L2(Ω)3 ∩ L6/5 (Ω)3) , então existem

102
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• ρ ∈ L∞(Q) ∩ C
(
[0, T ] ;W−1,∞

loc (Ω)
)
,

• u ∈ L2 (0, T ;W (Ω)) ,

• w ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)3) ,
• p ∈ W−1,∞ (0, T ;L2

loc (Ω)) ,∇p ∈ W−1,∞ (0, T ;H−1 (Ω)3) ,
tais que

(5.0.a) ρu ∈ L∞ (0, T ;L2(Ω)3) ,
∫

Ω
ρu · v ∈ C ([0, T ]) , ∀v ∈ V (Ω) ,

(5.0.b) ρw ∈ L∞ (0, T ;L2(Ω)3) ,
∫

Ω
ρw · z ∈ C ([0, T ]) ,∀z ∈ H1

0 (Ω)3 ,

(5.0.c) infess ρ0 ≤ ρ (x, t) ≤ supess ρ0, q .t .p. em Ω× (0, T ) ,

e que satisfazem as equações, no sentido das distribuições,

(5.1)
∂ρu

∂t
+ div (ρuu)− (µ+ µr) ∆u +∇p = ρf + 2µrrot w, em Ω× (0, T ) ,

(5.2)
∂ρw

∂t
+ div (ρuw)− (ca + cd) ∆w− (c0 + cd − ca)∇div w + 4µrw = ρg + 2µrrot u,

em Ω× (0, T ) ,

(5.3)
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, em Ω× (0, T ) ,

(5.4) ∇ · u = 0, em Ω× (0, T ) .

e as condições iniciais

(5.5) ρ|t=0 = ρ0, em Ω,

(5.6)

(∫
Ω

ρu · vdx
)

(0) =

∫
Ω

ρ0u0 · v, para todo v ∈ V (Ω) ,

(5.7)

(∫
Ω

ρw · zdx
)

(0) =

∫
Ω

ρ0w0 · z, para todo z ∈ H1
0 (Ω)3 .

Dividiremos a demonstração em várias etapas. A estratégia será semelhante àquela

que foi usada em [9], ou seja, primeiro aplicaremos os resultados obtidos no caṕıtulo 1

para obtermos uma solução {ρR,uR,wR, pR} em QR = ΩR × (0, T ) , para cada R > 0,

onde ΩR é a interseção de Ω com a bola aberta centrada na origem e de raio R. Então,

estimaremos ρR,uR e wR, uniformemente com respeito a R. Finalmente, escolheremos

uma subseqüência convergente, cujo limite será solução do nosso problema.
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4.2 Existência e propriedades de ρR,uR,wR, pR

Vamos escolher dados u0R,w0R, ρ0R, fR e gR com as propriedades

(3.1) u0R ∈ VR e u0R → u0 forte em H (Ω) ,

(3.2) w0R ∈ D (ΩR)3 e w0R → w0 forte em L2(Ω)3,

(3.3) ρ0R ∈ L∞ (ΩR) , com ρ0R = ρ0, q .t .p. em ΩR,

(3.4) fR ∈ L1
(
0, T ;L2 (ΩR)3 ∩ L6/5 (ΩR)3) , com fR (t) = f (t) , q.t.p. em ΩR,

(3.5) gR ∈ L1
(
0, T ;L2 (ΩR)3 ∩ L6/5 (ΩR)3) , com gR (t) = g (t) , q.t.p. em ΩR.

Passamos a justificar a possibilidade de tais escolhas. As escolhas (3.3),(3.4) e (3.5) são

posśıveis, bastando para isso tomar as respectivas restrições. Vejamos agora as escolhas

(3.1) e (3.2). Usaremos o conhecido processo da diagonal de Cantor. Como V é denso

em H, existe uma seqüência {vm} em V tal que vm → u0 em H, de maneira forte.

Também sabemos que V é denso em V. Logo, para cada m ∈ N, existe uma subseqüência

{φm,n} ⊂ V , tal que φm,n → vm em V, também de maneira forte. Vamos extrair uma

subseqüência de {φm,n} . Sejam

n1 ∈ N tal que ‖φ1,n1 − v1‖L2 <
1
20
,

n2 ∈ N, n2 > n1 tal que ‖φ2,n2 − v2‖L2 <
1
21
,

n3 ∈ N, n3 > n2 tal que ‖φ3,n3 − v3‖L2 <
1
22
,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

nk ∈ N, nk > nk−1 tal que ‖φk,nk
− vk‖L2 <

1
2k−1 ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Observamos que, com essa escolha, a subseqüência {φk,nk
} é uma seqüência em V que

converge fortemente para u0 em H. Com efeito, dado ε > 0, existem N1, N2 ∈ N tais que
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1/2N1−1 < ε/2 e ‖vk − u0‖L2 < ε/2, para todo k > N2. Logo, para k > max {N1, N2} ,

temos

‖φk,nk
− u0‖L2 ≤ ‖φk,nk

− vk‖L2 + ‖vk − u0‖L2 ≤ ε/2 + ε/2 = ε,

pois 1/2N1−1 < ε/2 e para k > N1, 1/2
k−1 < 1/2N1−1. Definimos então u0R := φR,nR

|ΩR
.

Agora, veremos a escolha (3.2). Como H1
0 (ΩR)3 é denso em L2 (ΩR)3 , existe uma

seqüência zRm em H1
0 (ΩR)3 tal que zRm → w0R em L2 (ΩR)3 no sentido forte. Tomando a

extensão por zero fora de Ω, temos que z̃Rm → w̃0R em L2(Ω)3, forte. Sabemos que D (Ω)

é denso em H1
0 (Ω) . Logo, para cada m ∈ N, existe uma seqüência {ψm,n} em D (Ω)3

satisfazendo ψm,n → zm em H1
0 (Ω)3 fortemente. Vamos tomar R = m, de sorte que z̃Rm

será denotada apenas por zm. Agora vamos extrair uma subseqüência {ψm,n} . Sejam

n1 ∈ N tal que ‖ψ1,n1 − z1‖L2 <
1
20
,

n2 ∈ N, n2 > n1 tal que ‖ψ2,n2 − z2‖L2 <
1
21
,

n3 ∈ N, n3 > n2 tal que ‖ψ3,n3 − z3‖L2 <
1
22
,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

nk ∈ N, nk > nk−1 tal que ‖ψk,nk
− zk‖L2 <

1
2k−1 ,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Com essa escolha, a subseqüência {ψk,nk
} é uma seqüência em D (Ω)3 que converge

fortemente para w0 em L2(Ω)3. Com efeito, dado ε > 0, existem N1, N2, N3 ∈ N tais que

1. 1/2N1−1 < ε/3,

2. ‖zn −w0‖L2 < ε/3, para todo k > N2,

3.

∫
Ω−Ωk

‖w0‖2
L2 < ε/3, para todo k > N3.
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Logo, para k > max {N1, N2, N3} , temos

‖ψk,nk
−w0‖L2 ≤ ‖ψk,nk

− zk‖L2 + ‖zk − w̃0k‖L2 + ‖w̃0k −w0‖L2 ≤ ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε,

pois 1/2N1−1 < ε/2 e para k > N1, 1/2
k−1 < 1/2N1−1. Definimos w0R := ψR,nR

|ΩR
.

De posse dessas seqüências, obtemos as estimativas

(3.6) ‖ũ0R‖L2 ≤ C, independente de R, em virtude da convergência (3.1) ,

(3.7) ‖w̃0R‖L2 ≤ C, independente de R, em virtude da convergência (3.2) ,

(3.8.1) a = infess ρ0 ≤ infess ρ0R,

(3.8.2) b = supess ρ0 ≥ supess ρ0R,

(3.8.3) ρ̃0R → ρ0 fraco-? em L∞ (Ω) ,

(3.9) ‖fR‖L1(0,T ;Lq(ΩR)3) ≤ ‖f‖L1(0,T ;Lq(Ω)3) ,∀ q ∈ [6/5, 2] ,

(3.10) ‖gR‖L1(0,T ;Lq(ΩR)3) ≤ ‖g‖L1(0,T ;Lq(Ω)3) ,∀ q ∈ [6/5, 2] .

Usando o Teorema 2.1.1, obtemos uma solução {ρR,uR,wR, pR} do problema (3.0.a)-

(3.9), com

Ω,u0,w0, ρ0, f e g

substitúıdos, respectivamente, por

ΩR,u0R,w0R, ρ0R, fR e gR.

Assim, a solução {ρR,uR,wR, pR} satisfaz

(3.11) ρR ∈ L∞ (ΩR) ,

(3.12) uR ∈ L2 (0, T ;WR) ,

(3.13) wR ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (ΩR)3) ,
(3.14) ρ

1/2
R uR ∈ L∞

(
0, T ;L2 (ΩR)3) ,
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(3.15) ρ
1/2
R wR ∈ L∞

(
0, T ;L2 (ΩR)3) ,

(3.16) infess ρ0R ≤ ρR ≤ supess ρ0R,

(3.17)
∂ρR
∂t

+∇ · (ρRuR) = 0, em L∞ (0, T ;H−1 (ΩR)) ∩ L2 (0, T ;W−1,6 (ΩR)) ,

(3.18)

〈
∂ρRuR
∂t

+∇ · (ρRuRuR)− (µ+ µr) ∆uR − 2µrrot wR − ρRfR,vR

〉
= 0, emD′ (0, T ) ,

para todo vR ∈ WR,

(3.19)

〈∂ρRwR

∂t
+∇ · (ρRuRwR)− (ca + cd)∆wR + (c0 + cd − ca)∇div wR + 4µRwR

−2µRrot uR − ρRgR, zR〉 = 0,

em D′ (0, T ) , para todo zR ∈ L2 (ΩR)3 ,

(3.20) ρR ∈ C ([0, T ] ;W−1,∞ (ΩR)) , ρR (0) = ρ0, q .t .p. em ΩR,

(3.21)

(∫
ΩR

ρRuR · vRdx
)
∈ C ([0, T ]) , para todo vR ∈ VR,

(3.22)

(∫
ΩR

ρRuR · vRdx
)

(0) =
∫

ΩR
ρ0Ru0R · vRdx, para todo vR ∈ VR,

(3.23)

(∫
ΩR

ρRwR · zRdx
)
∈ C ([0, T ]) , para todo zR ∈ H1

0 (ΩR)3 ,

(3.24)

(∫
ΩR

ρRwR · zRdx
)

(0) =
∫

ΩR
ρ0Rw0R · zRdx, para todo zR ∈ H1

0 (ΩR)3 ,

4.3 Estimativas

Obteremos agora estimativas que nos permitirão obter subseqüências convenientes e,

conseqüentemente, fazer a passagem ao limite nas equações do sistema assimétrico. Essas

estimativas independerão de R, num sentido que será tornado preciso adiante.
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4.3.1 Estimativas das funções

Inicialmente notamos que, pelas limitações (3.8.1), (3.8.2), (3.8.3) e (3.16) da seção

anterior, temos

‖ρR‖L∞ ≤ C e infess ρ0 ≤ ρR ≤ supess ρ0 (4.3.1)

Conforme a demonstração do Teorema 2.1.1, as limitações obtidas sobre uR e wR depen-

dem dos dados iniciais mas não de Ω. Portanto

‖ρRuR‖L∞(0,T ;L2(ΩR)3) ≤ C (4.3.2)

e

‖ρRwR‖L∞(0,T ;L2(ΩR)3) ≤ C, (4.3.3)

onde C é uma constante que depende dos dados iniciais de f e de g. Ainda nos reportando

à demonstração do Teorema 2.1.1, as estimativas obtidas para ∇uR e ∇wR também o

foram de forma independente de Ω, valendo portanto

‖∇uR‖L2 ≤ C (4.3.4)

e

‖∇wR‖L2 ≤ C. (4.3.5)

Observemos que as estimativas (4.3.4) e (4.3.5) nos mostram que

‖uR‖L2(0,T ;WR) ≤ C (4.3.6)

e

‖wR‖L2(0,T ;H1
0 (ΩR)3) ≤ C. (4.3.7)

Os mesmos argumentos que usamos anteriormente também nos permitem concluir que

‖ρRuRuR‖L4/3(0,T ;L2(ΩR)9) ≤ C (4.3.8)
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e

‖ρRuRwR‖L4/3(0,T ;L2(ΩR)9) ≤ C, (4.3.9)

onde C é uma constante que independe de R. Em virtude dessa independência as estimati-

vas anteriores continuam válidas se trocarmos ρR,uR,wR,ΩR, QR e WR, respectivamente

por ρ̃, ũR, w̃R,Ω, Q e W.

4.3.2 Estimativas nas derivadas com relação ao tempo

Inicialmente, mostraremos que

(
∂ρ̃R
∂t

)
R

é limitada em L∞
(
0, T ;H−1 (ω)

)
, (4.3.10)

para todo conjunto aberto limitado ω ⊂ Ω. Em primeiro lugar, devemos notar que, para

um tal ω, existe R̃ > 0 que satisfaz ω ⊂ ΩR, para todo R > R̃. Nessas condições, teremos

∂ρ̃R
∂t

+∇ · (ρ̃RũR) = 0 em ω × (0, T ) .

A estimativa (4.3.2) nos mostra que isso é verdade, pois as derivadas são efetuadas nas

variáveis espaciais. A seguir obteremos uma estimativa para derivadas na variável t das

funções ρRuR e ρRwR. A igualdade (3.18) pode ser reescrita como

〈
∂ρRuR
∂t

,vR

〉
= 〈ρRuRuR − (µ+ µr)∇uR,∇vR〉+ 〈2µrrot wR + ρRfR,vR〉 ,

ainda em D′ (0, T ) , para todo vR ∈ WR. As distribuições anteriores podem ser vistas

como produtos internos e, como possuem derivadas temporais, podemos escrever∣∣∣∣ ddt
∫

ΩR

ρRuR · vR
∣∣∣∣ ≤ ‖ρRuRuR − (µ− µR)∇uR‖L2 ‖∇vR‖L2

+ ‖ρRfR + 2µRrot wR‖L6/5 ‖vR‖L6
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Como ‖rot wR‖L2 ≤ C ‖∇wR‖L2 , ‖∇wR‖L2 é limitada e L2 (ΩR) ↪→ L6/5 (ΩR) , segue que∣∣∣∣ ddt
∫

ΩR

ρRuR · vR
∣∣∣∣ ≤ ‖ρRuRuR − (µ+ µR)∇uR‖L2 ‖∇vR‖L2

+b ‖fR‖L6/5 ‖vR‖L6 + 2µRC ‖∇wR‖L2 ‖v‖L6 .

Agora, pelo Lema 1.1.2, parte (iii), temos que

‖vR‖L6 ≤ C ‖∇vR‖L2 .

Logo

∣∣∣∣ ddt
∫

ΩR

ρRuR · vR
∣∣∣∣ ≤ ‖ρRuRuR − (µ+ µr)∇uR‖L2 ‖∇vr‖L2

+ b ‖fR‖L6/5 ‖∇vR‖L2 + C ‖∇wR‖L2 ‖∇vR‖L2 .

Ainda podemos escrever essa última desigualdade como∣∣∣∣ ddt
∫

ΩR

ρRuR · vR
∣∣∣∣ ≤ C (ϕ1 + ψ1R) ‖∇vR‖L2 , (4.3.11)

onde

ϕ1 = b ‖f‖L6/5 ,

ψ1R = ‖ρRuRuR − (µ+ µR)∇uR‖L2 + C ‖∇wR‖L2 .

Temos que ψ1R é uniformemente limitada em L4/3 (0, T ) , em virtude das estimativas

(4.3.6) e (4.3.8). Obteremos agora uma estimativa semelhante para

∣∣∣∣ ddt
∫

ΩR

ρRwR · zR
∣∣∣∣ .

A igualdade (3.19) pode ser escrita como

〈
∂ρRwR

∂t
, zR

〉
= 〈ρRuRwR − (ca + cd)∇wR,∇zR〉

+ 〈2µRrot uR + ρRgR − 4µRwR, zR〉+ 〈(c0 + cd − ca)div wR, div zR〉,
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em D′ (0, T ) , para todo zR ∈ L2 (ΩR)3 , de onde resulta∣∣∣∣ ddt
∫

ΩR

ρRwR · zR
∣∣∣∣ ≤ ‖ρuRwR − (ca + cd)∇wR‖L2 ‖∇zR‖L2

+ ‖ρRgR − 4µRwR + 2µRrot uR‖L6/5 ‖zR‖L6

+ ‖(c0 + ca + cd)div wR‖L2 ‖div zR‖L2 .

Tendo em conta as seguintes desigualdades

‖rot uR‖L2 ≤ C ‖∇uR‖L2 ,

‖div zR‖L2 ≤ C ‖∇zR‖L2 ,

‖zR‖L6 ≤ ‖∇zR‖L2 ,

temos ∣∣∣∣ ddt
∫

ΩR

ρRwR · zR
∣∣∣∣ ≤ ‖ρuRwR − (ca + cd)∇wR‖L2 ‖∇zR‖L2

+ ‖ρRgR‖L6/5 ‖∇zR‖L2

+ ‖2µrrot uR − 4µRwR‖L6/5 ‖∇zR‖L2

+ ‖(c0 + cd − ca) div wR‖L2 ‖∇zR‖L2

que ainda pode ser escrita como∣∣∣∣ ddt
∫

ΩR

ρRwR · zR
∣∣∣∣ ≤ [ϕ2 + ψ2R] ‖∇zR‖L2 , (4.3.12)

onde

ϕ2 = C ‖g‖L6/5 ,

ψ2R = ‖ρuRwR − (ca + cd)∇wR‖L2+‖2µrrot uR − 4µRwR‖L6/5 +‖(c0 + cd − ca) div wR‖L2 ,

Observe que ψ2R é uniformemente limitada em L4/3 (0, T ) , em virtude das estimativas

(4.3.7) e (4.3.9).
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4.3.3 Estimativas fracionárias no tempo

Nosso objetivo agora é obter estimativas sobre ρ̃RũR e ρ̃Rw̃R nos Espaços de Nikolskii.

Mais especificamente, vamos mostrar que

(ρ̃RũR)R e (ρ̃Rw̃R)R são uniformemente limitadas em N1/4,2
(
0, T ;W−1,3 (ω)3) ,

(4.3.13)

para todo conjunto aberto e limitado ω ⊂ Ω. A nossa estratégia será mostrar, no caso de

(ρ̃RũR)R , que existe uma constante C > 0 tal que

‖τh (ρ̃RũR)− ρ̃RũR‖L2(0,T−h;W−1,3(ω)3) ≤ Ch1/4,

para qualquer ω nas condições acima. Note que, feito isso, teremos

‖ρ̃RũR‖N1/4,2(0,T ;W−1,3(ω)3) = ‖ρ̃RũR‖L2(0,T ;W−1,3(ω)3)

+ sup
0<h<T

h−1/4 ‖τh (ρ̃RũR)− ρ̃RũR‖L2(0,T−h;W−1,3(ω)3)

≤ ‖ρ̃RũR‖L2(0,T ;L2(ω)3) + C

≤ C,

onde usamos a estimativa (4.3.2) e o fato de que L2 (ω) ↪→ W−1,3 (ω) . Estratégia seme-

lhante será tomada no caso de (ρ̃Rw̃R)R . Para atingirmos nosso objetivo, vamos adaptar

os argumentos utilizados na demonstração do Teorema 2.1.1. Faremos inicialmente o

caso de (ρ̃RũR)R . Dividiremos a nossa análise em quatro etapas a fim de que fiquem

perfeitamente claras as idéias envolvidas. Em primeiro lugar, observe que para um tal ω

existe R̃ > 0 tal que ω ⊂ ΩR, para todo R > R̃.

Primeira Etapa: Devido à regularidade de ρRuR e pela estimativa (4.3.10) temos, para
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cada h ∈ (0, T ) e vR ∈ VR,

∫
ΩR

[ρR(t+ h)uR(t+ h)− ρR(t)uR(t)] · vR = (

∫
ΩR

ρRuR · vR)(t+ h)− (

∫
ΩR

ρRuR · vR)(t)

=

∫ t+h

t

d

dt
(

∫
ΩR

ρRuR · vR) (s) ds

≤
∫ t+h

t

C [ϕ1 + ψ1R] ‖∇vR‖L2

= C ‖∇vR‖L2

(∫ t+h

t

[ϕ1 + ψ1R] ds

)
.

Fazendo vR = uR (t+ h) − uR (t) e integrando a desigualdade anterior em t, para

t ∈ (0, T − h) , com h > 0, obtemos

∫ T−h

0

∫
ΩR

[τh (ρRuR)− ρRuR] · [τh (uR)− uR] dxdt

≤
∫ T−h

0

C ‖∇uR (t+ h)−∇uR (t)‖L2

(∫ t+h

t

[ϕ1 + ψ1R] ds

)
dt. (4.3.14)

Fazendo

I1 :=

∫ T−h

0

∫
ΩR

[τh (ρRuR)− ρRuR] · [τh (uR)− uR] dxdt,

e usando o Teorema de Fubini na integral do lado direito de (4.3.14), ficamos com

I1 ≤
∫ T

0

(ϕ1 + ψ1R) (s)

(∫ s?

(s−h)?
‖∇uR (t+ h)−∇uR (t)‖L2 dt

)
ds.

Usando a desigualdade de Hölder na segunda integral de (4.3.14), teremos

∫ s?

(s−h)?
‖∇uR (t+ h)−∇uR (t)‖L2 ≤ 2 ‖∇uR‖L2(0,T ;L2(ΩR)9) ,

onde

s∗ =


0, se s ≤ 0,

s, se 0 ≤ s ≤ T − h,

T − h se s ≥ T − h.
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Assim ficamos com

I1 ≤ 2h1/2 ‖∇uR‖L2(0,T ;L2(ΩR)9)

∫ T

0

(ϕ1 + ψ1R) (s) ds.

Como ‖∇uR‖L2(0,T ;L2(ΩR)9) e

∫ T

0

(ϕ1 + ψ1R) (s) ds são uniformemente limitadas,

temos

I1 :=

∫ T−h

0

∫
ΩR

[τh (ρRuR)− ρRuR] · [τh (uR)− uR] dxdt ≤ Ch1/2, (4.3.15)

onde C é uma constante que não depende de R.

Segunda Etapa: Suponha que z ∈ W 1,3/2
0 (ΩR) . Multiplicando a igualdade

∂ρR
∂t

= −div (ρRuR)

por z e integrando em ΩR, teremos

∫
ΩR

∂ρR
∂t
· zdx = −

∫
ΩR

div (ρRuR) · zdx =

∫
ΩR

ρRuR · ∇zdx.

Ademais, temos que ∫
ΩR

∂ρR
∂t
· zdx =

d

dt

∫
ΩR

ρR · zdx,

pela regularidade que ρR possui. Assim, em vista dessa última igualdade, ficaremos

com
d

dt

∫
ΩR

ρR · zdx =

∫
ΩR

ρRuR · ∇zdx.

Integrando a igualdade anterior entre t e t+ h, ficaremos com

∫
ΩR

[ρR (t+ h)− ρR (t)] · zdx =

∫ t+h

t

∫
ΩR

ρRuR (s) dsdx.
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Usando a desigualdade de Hölder, ficaremos com∣∣∣∣∫
ΩR

[ρR (t+ h)− ρR (t)] · zdx
∣∣∣∣ ≤ ∫ t+h

t

‖ρRuR‖L3 ‖∇z‖L3/2

= ‖∇z‖L3/2

∫ t+h

t

‖ρRuR‖L3 ds

≤ ‖∇z‖L3/2

(∫ t+h

t

‖ρRuR‖4
L3

)1/4(∫ t+h

t

1ds

)3/4

≤ ‖∇z‖L3/2 ‖ρRuR‖L4(0,T ;L3(ΩR)3) h
3/4. (4.3.16)

Observe que

‖ρRuR‖4
L3 =

(∫
ΩR

|ρRuR|2|ρRuR|
)4/3

≤ ‖ρRuR‖8/3

L4 ‖ρRuR‖4/3

L2 .

Como L6 (ΩR) ↪→ L4 (ΩR) , segue que

‖ρRuR‖4
L3 ≤ C ‖ρRuR‖8/3

L6 ‖ρRuR‖4/3

L2

≤ Cb16 ‖uR‖L6 ‖ρRuR‖L2 . (4.3.17)

Como as quantidades envolvidas na última desigualdade são todas uniformemente

limitadas, segue que

∫
ΩR

[ρR (t+ h)− ρR (t)] · zdx ≤ C ‖∇z‖L3/2 h
3/4, (4.3.18)

para todo z ∈ W 1,3/2
0 (ΩR) . Façamos z = −uR · [uR (t+ h)− uR (t)] . Com essa es-

colha segue que z ∈ W 1,3/2
0 (ΩR) pelo Lema 1.1.2,(i) e pelo fato de uR ∈ W 1,2

0 (ΩR) .

Antes de prosseguirmos, faremos uma estimativa adicional. Temos

∇z = ∇(−uR(t) · (uR(t+ h)− uR(t)))

= −∇uR(t) · (uR(t+ h)− uR(t))− uR(t) · ∇(uR(t+ h)− uR(t)).
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Assim,

‖∇z‖L3/2 = ‖∇uR (t) · (uR (t+ h)− uR (t)) + uR (t) · ∇ (uR (t+ h)− uR (t))‖L3/2

≤ ‖∇uR (t) · (uR (t+ h)− uR (t))‖L3/2

+ ‖uR (t) · ∇ (uR (t+ h)− uR (t))‖L3/2

≤ ‖∇uR (t)‖L2 ‖uR (t+ h)− uR (t)‖L6

+ ‖uR (t)‖L6 ‖∇ (uR (t+ h)− uR (t))‖L2 .

Agora, integrando (4.3.17) em (0, T − h) , ficamos com

−
∫ T−h

0

∫
ΩR

[ρR (t+ h)− ρR (t)] uR (t) · [uR (t+ h)− uR (t)] dxdt

= −
∫ T−h

0

∫
ΩR

[τhρR − ρR] uR · [τhuR − uR] dxdt

≤
∫ T−h

0

Ch3/4 ‖∇ (−uR (t) · [uR (t+ h)− uR (t)]) uR‖L3/2 dt.

Pelas estimativas feitas anteriormente, temos que

‖∇ (−uR (t) · [uR (t+ h)− uR (t)])‖L3/2 ≤ C,

onde C é uma constante independente de R. Assim, tendo em conta que T é cons-

tante, temos

−
∫ T−h

0

∫
ΩR

[ρR (t+ h)− ρR (t)] uR (t) · [uR (t+ h)− uR (t)] dxdt ≤ Ch3/4.

(4.3.19)
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Terceira Etapa: Adicionando (4.3.15) e (4.3.19), ficamos com

∫ T−h

0

∫
ΩR

[τh (ρRuR)− ρRuR] · [τhuR − uR]− [τhρR − ρR] uR · [τhuR − uR]

=

∫ T−h

0

∫
ΩR

τh (ρRuR) · τRuR − τh (ρRuR) · uR − ρRuR · τhuR + ρRuR · uR

−
∫ T−h

0

∫
ΩR

τhτh (ρRuR) · τhuR + τh (ρRuR) · uR + ρRuR · τhuR − ρRuR · uR

=

∫ T−h

0

∫
ΩR

ρR (t+ h) |τhuR − uR|2dxdt

≤ Ch1/2 + C3/4.

Usando a estimativa (4.3.1), temos

∫ T−h

0

∫
ΩR

|τhρR [τhuR − uR] |2 ≤ Ch1/2
(
1 + h1/4

)
≤ Ch1/2,

ou seja,

‖τhρR [τhuR − uR]‖L2(0,T−h;L2(ΩR)3) ≤ Ch1/4.

Quarta Etapa: Usando a igualdade (3.19), temos

∫ t+h

t

∂ρR
∂t

ds = −
∫ t+h

t

∇ · (ρRuR) (s) ds em W−1,6 (ΩR) ,

ou seja,

ρR (t+ h)− ρR (t) =

∫ t+h

t

∇ · (ρRuR) em W−1,6 (ΩR) ,

quase sempre em (0, T − h) . Por outro lado, por causa das estimativas (4.3.1) e

(4.3.6), segue que ρRuR é uniformemente limitada em L2
(
0, T ;L6 (ΩR)3) . Assim

‖τhρR − ρR‖L∞(0,T−h;W−1,6(ΩR)) ≤ C

∫ t+h

t

‖ρRuR‖L6 ds

≤ Ch1/2 ‖ρRuR‖L2(0,T ;L6(ΩR)3)

≤ Ch1/2.

Sabemos, pelo Lema 1.4.2, parte (iv) que (u, µ) 7→ µu é uma aplicação bem definida
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e cont́ınua de K1
0 (Ω)×W−1,6 (Ω) em W−1,3 (Ω) . Assim,

‖(τhρR − ρR)uR‖L2(0,T−h;W−1,3(Ω)) ≤ ‖(τhρR − ρR)‖L2(0,T−h;W−1,6(ΩR)) ‖uR‖L2(0,T ;WR)

≤ Ch1/2.

Como

τh(τhuR − uR) + (τhρR − ρR)uR = τh(ρRuR)− ρRuR,

segue que

‖τh (ρRuR)− ρRuR‖L2(0,T−h;W−1,3(ΩR)3) ≤ ‖(τhρR − ρR) uR‖L2(0,T−h;W−1,3(ΩR)3)

+ ‖τhρR (τhuR − uR)‖L2(0,T−h;W−1,3(ΩR)3)

≤ Ch1/2 + C ‖τhρR (τhuR − uR)‖L2(0,T−h;L2(ΩR)3)

≤ Ch1/2 + Ch1/4

≤ Ch1/4. (4.3.20)

Faremos agora uma estimativa semelhante para ρ̃Rw̃R. O nosso objetivo é mostrar que

existe uma constante C > 0 de modo que

‖τh (ρ̃Rw̃R)− ρ̃Rw̃R‖L2(0,T−h;W−1,3(ω)3) ≤ Ch1/4,

para qualquer ω ⊂ Ω, aberto e limitado. Atingiremos esse objetivo mostrando que existe

uma constante C > 0 tal que

‖τh (ρ̃Rw̃R)− ρ̃Rw̃R‖L2(T−h;W−1,3(ω)3) ≤ Ch1/4,

para qualquer ω nas condições acima. Em primeiro lugar, observe que para um tal ω,

existe R̃ > 0 tal que ω ⊂ ΩR, para todo R > R̃. Analogamente ao que foi feito no caso

de ρ̃RũR, essa estimativa também fornecerá o que desejamos. Da mesma forma que no

caso anterior, dividiremos nossa análise em etapas, bastante semelhantes às anteriores.

Por isso mesmo omitiremos as provas de algumas passagens.
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Primeira Etapa: A regularidade de ρRwR e a estimativa (4.10), acarretam, para cada

h ∈ (0, T ) e zR ∈ H1
0 (ΩR)3 ,

∫
ΩR

[ρR (t+ h) wR (t+ h)− ρR (t) wR (t)] · zR ≤ C ‖∇zR‖L2

(∫ t+h

t

[ϕ2 + ψ2R] ds

)
,

onde C é uma constante que não depende de R. Fazendo zR = wR (t+ h)−wR (t)

e integrando a desigualdade anterior em t, para t ∈ (0, T − h) , com h > 0, ficamos

com

∫ T−h

0

∫
ΩR

[τh (ρRwR)− ρRwR] · [τh (wR)−wR] dxdt

≤
∫ T−h

0

C ‖∇wR (t+ h)−∇wR (t)‖L2

(∫ t+h

t

[ϕ2 + ψ2R] ds

)
dt. (4.3.21)

Fazendo

J1 :=

∫ T−h

0

∫
ΩR

[τh (ρRwR)− ρRwR] · [τh (wR)−wR] dxdt,

usando o Teorema de Fubini e a desigualdade de Hölder no membro direito de

(4.3.21), ficamos com

J1 ≤ 2h1/2 ‖∇wR‖L2(0,T ;L2(ΩR)9)

∫ T

0

(ϕ2 + ψ2R) (s) ds.

Como ‖∇wR‖L2(0,T ;L2(ΩR)9) e
∫ T

0
(ϕ2 + ψ2R) (s) ds são uniformemente limitadas então

temos que

J1 :=

∫ T−h

0

∫
ΩR

[τh (ρRwR)− ρRwR] · [τh (wR)−wR] dxdt ≤ Ch1/2, (4.3.22)

onde C é uma constante que não depende de R.

Segunda Etapa: Lembramos que, para cada z ∈ W 1,3/2
0 (ΩR) , vale

−
∫ T−h

0

∫
ΩR

[ρR (t+ h)− ρR (t)] · zdxdt ≤ Ch3/4 ‖∇z‖L3/2 .
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Fazendo z = −wR · [wR (t+ h)−wR (t)] , temos que z ∈ W
1,3/2
0 (ΩR) pelo Lema

1.4.2, parte (i) e pelo fato de que wR ∈ W 1,2
0 (ΩR) . Ademais temos

∇z = ∇ (−wR (t) · (wR (t+ h)−wR (t)))

= −∇wR (t) · (wR (t+ h)−wR (t))−wR (t) · ∇ (wR (t+ h)−wR (t)) .

Assim,

‖∇z‖L3/2 = ‖∇wR (t) · (wR (t+ h)−wR (t)) + wR (t) · ∇ (wR (t+ h)−wR (t))‖L3/2

≤ ‖∇wR (t) · (wR (t+ h)−wR (t))‖L3/2

+ ‖wR (t) · ∇ (wR (t+ h)−wR (t))‖L3/2

≤ ‖∇wR (t)‖L2 ‖wR (t+ h)−wR (t)‖L6

+ ‖wR (t)‖L6 ‖∇ (wR (t+ h)−wR (t))‖L2 .

Portanto,

−
∫ T−h

0

∫
ΩR

[ρR (t+ h)− ρR (t)] wR (t) · [wR (t+ h)−wR (t)] dxdt

= −
∫ T−h

0

∫
ΩR

[τhρR − ρR] wR · [τhwR −wR] dxdt

≤
∫ T−h

0

Ch3/4 ‖∇ (−wR (t) · [wR (t+ h)−wR (t)]) wR‖L3/2 dt.

Pelas estimativas encontradas anteriormente, temos

‖∇ (−wR (t) · [wR (t+ h)−wR (t)])‖L3/2 ≤ C,

uniformemente, ou seja, independentemente de R. Como T é constante, temos

−
∫ T−h

0

∫
ΩR

[ρR (t+ h)− ρR (t)] wR (t) · [wR (t+ h)−wR (t)] dxdt ≤ Ch3/4.

(4.3.23)
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Terceira Etapa: Adicionando (4.3.22) e (4.3.23) ficaremos com

∫ T−h

0

∫
ΩR

[τh (ρRwR)− ρRwR] · [τhwR −wR]− [τhρR − ρR] wR · [τhwR −wR] dxdt

≤ Ch1/2 + Ch3/4.

Tendo em conta a estimativa (4.3.1), temos

∫ T−h

0

∫
ΩR

|τhρR [τhwR −wR] |2 dxdt ≤ Ch1/2
(
1 + h1/4

)
≤ Ch1/2,

ou seja,

‖τhρR [τhwR −wR]‖L2(0,T−h;L2(ΩR)3) ≤ Ch1/4.

Quarta Etapa: Sabemos que

‖τhρR − ρR‖L∞(0,T−h;W−1,6(ΩR)) ≤ C

∫ t+h

t

‖ρRuR‖L6 ds

≤ Ch1/2 ‖ρRuR‖L2(0,T ;L6(ΩR)3)

≤ Ch1/2.

Assim,

‖(τhρR − ρR)wR‖L2(0,T−h;W−1,3(Ω)) ≤ ‖(τhρR − ρR)‖L2(0,T−h;W−1,6(ΩR)) ‖wR‖L2(0,T ;WR)

≤ Ch1/2.

Como

τh (τhwR −wR) + (τhρR − ρR) wR = τh (ρRwR)− ρRwR,
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segue que

‖τh (ρRwR)− ρRwR‖L2(0,T−h;W−1,3(ΩR)3) ≤ ‖(τhρR − ρR) wR‖L2(0,T−h;W−1,3(ΩR)3)

+ ‖τhρR (τhwR −wR)‖L2(0,T−h;W−1,3(ΩR)3)

≤ Ch1/2 + C ‖τhρR (τhwR −wR)‖L2(0,T−h;L2(ΩR)3)

≤ Ch1/2 + Ch1/4

≤ Ch1/4.

4.4 Passagem ao limite

Dividiremos a passagem ao limite em algumas etapas a fim de favorecer o entendi-

mento.

4.4.1 Escolha das subseqüências

Sabemos que ‖ρ̃R‖L∞ ≤ C, uma vez que ‖ρR‖L∞ ≤ C, para todo R > 0, e a extensão

foi feita por zero. Por outro lado, a estimativa (4.3.10) nos mostra que

(
∂ρ̃R
∂t

)
R

é uniformemente limitada em L∞
(
0, T ;H−1 (ω)

)
,

para todo conjunto aberto e limitado ω ⊂ Ω. O Lema 1.2.1, parte (i), aplicado aos espaços

X = L∞loc (Ω) , B = W−1,∞
loc (Ω) e Y = H−1

loc (Ω) , acarreta que

(ρ̃R)R está contida em um subconjunto compacto de C
(
[0, T ] ;W−1,∞

loc (Ω)
)
. (4.4.24)

Pelas estimativas (4.3.2) e (4.3.13) e pelo Lema 1.2.1, parte (ii), aplicado aos espaços

X = L2
loc (Ω) , B = W−1,∞

loc (Ω) e Y = W−1,3
loc (Ω) , segue que

(ρ̃RũR)R está contida num subconjunto compacto de L2
(
0, T ;W−1,∞

loc (Ω)3) . (4.4.25)
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Pelas estimativas (4.3.3) e (4.3.13) e pelo Lema 1.2.1, parte (ii), aplicado aos espaços

X = L2
loc (Ω) , B = W−1,∞

loc (Ω) e Y = W−1,3
loc (Ω) , segue que

(ρ̃Rw̃R)R está contida num subconjunto compacto de L2
(
0, T ;W−1,∞

loc (Ω)3) . (4.4.26)

Observe que, para cada vR ∈ VR com ‖vR‖2
L2(ΩR)3 + ‖∇vR‖2

L2 ≤ C, temos

∫
ΩR

ρRuR · vR ≤ ‖ρRuR‖L2 ‖vR‖L2 .

As estimativas (4.3.2) e (4.3.11) e o Lema 1.2.1, parte (iii), acarretam que

(∫
ΩR

ρRuR · vR
)
R

está contida em um subconjunto compacto de C ([0, T ]) . (4.4.27)

Observe que, para cada zR ∈ H1
0 (ΩR)3 , com ‖zR‖H1

0
≤ C, temos

∫
ΩR

ρRwR · zR ≤ ‖ρRwR‖L2 ‖zR‖L2 .

As estimativas (4.3.3) e (4.3.12) e o Lema 1.2.1, parte (iii), acarretam que

(∫
ΩR

ρRwR · zR
)
R

está contida em um subconjunto compacto de C ([0, T ]) . (4.4.28)

Faremos agora escolha de subseqüências que desempenharão importante papel na pas-

sagem ao limite. Para não carregar a notação, denotaremos as subseqüências da mesma

forma que as seqüências. Pela inclusão (4.4.24) e pela limitação (4.3.1), temos que (ρ̃R)R

possui uma subseqüência que satisfaz

ρ̃R → ρ forte em C
(
[0, T ] ;W−1,∞

loc (Ω)
)
. (4.4.29)

e

ρ̃R → ρ fraco− ? em L∞ (Q) . (4.4.30)
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Da limitação (4.3.6), temos que (ũR)R possui uma subseqüência que satisfaz

ũR → u fraco em L2 (0, T ;W ) . (4.4.31)

Da limitação (4.3.7), temos que (w̃R)R possui uma subseqüência que satisfaz

w̃R → w fraco em L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)3) . (4.4.32)

Da limitação (4.3.2), temos que (ρ̃RũR)R possui uma subseqüência que satisfaz

ρ̃RũR → θ fraco− ? em L∞
(
0, T ;L2(Ω)3

)
. (4.4.33)

Da inclusão (4.4.25), temos que (ρ̃RũR)R possui uma subseqüência que satisfaz

ρ̃RũR → θ forte em L2
(
0, T ;W−1,∞

loc (Ω)3) . (4.4.34)

Das limitações (4.3.1) e (4.3.6), temos que (ρ̃RũR)R possui uma subseqüência que satisfaz

ρ̃RũR → θ fraco em L2
(
0, T ;L6 (Ω)3) . (4.4.35)

Da limitação (4.3.3), temos que (ρ̃Rw̃R)R possui uma subseqüência que satisfaz

ρ̃Rw̃R → ξ fraco− ? em L∞
(
0, T ;L2(Ω)3

)
. (4.4.36)

Da inclusão (4.4.26), temos que (ρ̃Rw̃R)R possui uma subseqüência que satisfaz

ρ̃Rw̃R → ξ forte em L2
(
0, T ;W−1,∞

loc (Ω)3) . (4.4.37)

Das limitações (4.3.1) e (4.3.7), temos que (ρ̃Rw̃R)R possui uma subseqüência que satisfaz

ρ̃Rw̃R → ξ fraco em L2
(
0, T ;L6 (Ω)3) . (4.4.38)
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Da limitação (4.3.8), temos que (ρ̃RũRũR)R possui uma subseqüência que satisfaz

ρ̃RũRũR → χ fraco em L4/3
(
0, T ;L2(Ω)9

)
. (4.4.39)

Da limitação (4.3.9), temos que (ρ̃RũRw̃R)R possui uma subseqüência que satisfaz

ρ̃RũRw̃R → κ fraco em L4/3
(
0, T ;L2(Ω)9

)
. (4.4.40)

A seguir, mostraremos propriedades importantes dos limites das seqüências acima. Pelo

Lema 1.4.2, parte (iv), a aplicação produto de K1
0 (Ω) × W−1,∞ (Ω) em W−1,6 (Ω) é

cont́ınua. Logo, pelas convergências (4.4.29) e (4.4.32), segue que

ρ̃RũR → ρu fraco em L2
(
0, T ;W−1,6

loc (Ω)9) .
Comparando com a convergência (4.4.35) e lembrando que L6

loc (Ω) ⊂ W−1,6
loc (Ω) , segue

que

θ = ρu.

Sabemos que H1
0 (Ω) ↪→ K1

0 (Ω) . O Lema 1.4.2, parte (iv), juntamente com as con-

vergências (4.4.29) e (4.4.32), acarretam que

ρ̃Rw̃R → ρw fraco em L2
(
0, T ;W−1,6

loc (Ω)3) .
Comparando com a convergência (4.4.38) usando a inclusão L6

loc (Ω) ⊂ W−1,6
loc (Ω) , temos

que

ξ = ρw.

A convergência (4.4.34) aliada ao fato de que θ = ρu acarretam que

ρ̃RũR → ρu fraco em L2
(
0, T ;W−1,∞ (Ω)3) .
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Juntando isso à convergência (4.4.31) e ao Lema 1.4.2, parte (iv), temos

ρ̃RũRũR → ρu fraco em L2
(
0, T ;W−1,6

loc (Ω)9) .
Comparando com a convergência (4.4.39), segue que

χ = ρu.

Analogamente, convergência (4.4.37) juntamente com o fato de que ξ = ρw acarretam

ρ̃Rw̃R → ρw fraco em L2
(
0, T ;W−1,∞ (Ω)3) .

Esse fato somado à convergência (4.4.31) e ao Lema 1.4.2, parte (iv), nos dão

ρ̃RũRw̃R → ρuw fraco em L2
(
0, T ;W−1,6

loc (Ω)9) .
Comparando com a convergência (4.4.40), temos

κ = ρuw.

4.4.2 Sentido das convergências

Veremos agora o sentido em que ocorrem algumas convergências a fim de que possamos

efetuar a passagem ao limite. Vamos fixar R′ > 0 e consideremos os termos da equação

de u. Inicialmente vamos provar que

〈
∂ρ̃RũR
∂t

, ṽ

〉
→
〈
∂ρu

∂t
, ṽ

〉
em D′ (0, T ) , para todo v ∈ VR′ .

Com efeito, sabemos que

ρ̃RũR → ρu fraco- ? em L∞
(
0, T ;L2(Ω)3

)
.
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Em decorrência disso, temos

∫ T

0

∫
Ω

ρ̃RũRh→
∫ T

0

∫
Ω

ρuh, (4.4.41)

para todo h ∈ L1 (0, T ;L2(Ω)3) . Para s ∈ H1
0 (Ω)3 e ϕ ∈ D′ (0, T ) , temos

∫ T

0

∫
Ω

ρ̃RũRϕs→
∫ T

0

∫
Ω

ρuϕs, (4.4.42)

em virtude da convergência (4.4.41). Como ρ̃RũR e ρu ∈ L∞ (0, T ;L2(Ω)3) , a con-

vergência (4.4.42) implica que

∫ T

0

ρ̃RũRϕ→
∫ T

0

ρuϕ em H−1 (Ω) ,

para cada ϕ ∈ D′ (0, T ) , ou seja,

ρ̃RũR → ρu em D′
(
0, T ;H−1 (Ω)3) .

Dáı
∂ρ̃RũR
∂t

→ ∂ρu

∂t
em D′

(
0, T ;H−1 (Ω)3) .

Isso implica que, para cada ϕ ∈ D′ (0, T ) , vale

〈
∂ρ̃RũR
∂t

, ϕ

〉
→
〈
∂ρu

∂t
, ϕ

〉
em H−1 (Ω)3 .

Em particular, para cada v ∈ VR′ , temos

〈〈
∂ρ̃RũR
∂t

, ϕ

〉
, ṽ

〉
H−1

→
〈〈

∂ρu

∂t
, ϕ

〉
, ṽ

〉
H−1

. (4.4.43)

Usando a notação do Lema 1.4.1, podemos escrever

〈〈
∂ρ̃RũR
∂t

, ϕ

〉
, ṽ

〉
=

〈
ρ̃RũR
∂t

, ṽ

〉
(ϕ)
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e 〈〈
∂ρu

∂t
, ϕ

〉
, ṽ

〉
=
〈ρu
∂t
, ṽ
〉

(ϕ) .

Com essas notações, a convergência (4.4.43) fica

〈
ρ̃RũR
∂t

, ṽ

〉
(ϕ)→

〈ρu
∂t
, ṽ
〉

(ϕ) ,

para cada ϕ ∈ D (0, T ) e v ∈ VR′ , ou seja

〈
ρ̃RũR
∂t

, ṽ

〉
→
〈ρu
∂t
, ṽ
〉

em D′ (0, T )

para cada v ∈ VR′ . Agora, mostraremos que

∫
Ω

ρ̃Rf̃R · ṽ→
∫

Ω

ρf · ṽ, em L1 (0, T )− fraco, para todo v ∈ VR′ .

Com efeito, sabemos que

f̃R → f forte em L1
(
0, T ;L2(Ω)3 ∩ L6/5 (Ω)3) .

Isso acarreta que

f̃R → f fraco em L1
(
0, T ;L2(Ω)3 ∩ L6/5 (Ω)3) .

Isso significa que ∫ T

0

ϕf̃R →
∫ T

0

ϕf

para toda ϕ ∈ L∞ (0, T ;L2(Ω)3) ↪→ L∞
(

0, T ;
(
L2(Ω)3 ∩ L6/5 (Ω)3)′) . Por outro lado, o

fato de ρ̃R → ρ fraco-? em L∞ (Q) acarreta que

∫ T

0

ρ̃Rh→
∫ T

0

ρh
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para cada h ∈ L1 (0, T ;L1 (Ω)) . Assim sendo, dados s ∈ L∞ (0, T ) e v ∈ VR′ , temos∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

ρ̃Rf̃R · sṽ −
∫ T

0

ρf · sṽ
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

ρ̃Rf̃R · sṽ −
∫ T

0

∫
Ω

ρ̃Rf · sṽ
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

ρ̃Rf · sṽ −
∫ T

0

∫
Ω

ρf · sṽ
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

ρ̃R

(
f̃R − f

)
· sṽ
∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

(ρ̃R − ρ) f · sṽ
∣∣∣∣ .

Agora note que, por um lado,∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

ρ̃R

(
f̃R − f

)
· sṽ
∣∣∣∣ ≤ ‖ρ̃R‖L∞ ∫ T

0

∫
Ω

(
f̃R − f

)
· sṽ.

Como s ∈ L∞ (0, T ) e v ∈ VR′ ⊂ L2(Ω)3, segue que sṽ ∈ L∞ (0, T ;L2(Ω)3) e esta parcela

converge para zero. Por outro lado, f ·sṽ ∈ L1
(
0, T ;L1 (Ω)3) , acarretando que a segunda

parcela também converge para zero o que prova a nossa afirmação.

Provaremos agora que

∫
Ω

ρ̃RũRũR · ∇ṽ→
∫

Ω

ρuu · ∇ṽ em L4/3 (0, T )− fraco, para cada v ∈ VR′ .

De fato, a convergência (4.4.39) acarreta que

∫ T

0

∫
Ω

ρ̃RũRũR · s→
∫ T

0

ρuu · s,

para todo s ∈ L4 (0, T ;L2(Ω)9) . Queremos mostrar que

∫ T

0

(∫
Ω

ρ̃RũRũR · ∇ṽ

)
ϕ→

∫ T

0

(∫
Ω

ρuu · ∇ṽ

)
ϕ,

para todo ϕ ∈ L4 (0, T ) e v ∈ VR′ . Mas observe que

∫ T

0

(∫
Ω

ρ̃RũRũR · ∇ṽ

)
ϕ =

∫ T

0

∫
Ω

ρ̃RũRũR · (ϕ∇ṽ)

e ∫ T

0

(∫
Ω

ρuu · ∇ṽ

)
ϕ =

∫ T

0

∫
Ω

ρuu · (ϕ∇ṽ) ,
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o que conclui a prova de nossa afirmação. Agora, provaremos que

(µ+ µR)

∫
Ω

∇ũR · ∇ṽ→ (µ+ µR)

∫
Ω

∇u · ∇ṽ em L2 (0, T )− fraco, para todo v ∈ VR′ .

Com efeito, a convergência (4.4.31) acarreta

∫ T

0

〈s, ũR〉 →
∫ T

0

〈s,u〉,

para cada s ∈ L2 (0, T ;W ′) . Queremos mostrar que

∫ T

0

(∫
Ω

∇ũR · ∇ṽ

)
ϕ→

∫ T

0

(∫
Ω

∇u · ∇ṽ

)
ϕ,

para cada ϕ ∈ L2 (0, T ) e v ∈ VR′ . Como VR′ = WR′ , temos que ṽ ∈ W e, como W é

um espaço de Hilbert com o produto interno do gradiente, temos que ṽ determina um

funcional em W. Logo, ϕṽ ∈ L2 (0, T ;W ′) , ou seja,

∫ T

0

〈ϕṽ, ũR〉 =

∫ T

0

∇ũR · ∇ṽϕ→
∫ T

0

〈ϕṽ,u〉 =

∫ T

0

∇u · ∇ṽϕ,

como queŕıamos.

Agora provaremos que

2µR

∫
Ω

rot w̃R · ṽ→ 2µR

∫
Ω

rot w · ṽ em L2 (0, T )− fraco para todo v ∈ VR′ .

Com efeito, a convergência (4.4.32) acarreta que

∫ T

0

〈s, w̃R〉 →
∫ T

0

〈s,w〉,

para todo s ∈ L2
(
0, T ;H−1 (Ω)3) . Queremos mostrar que

∫ T

0

(∫
Ω

rot w̃R · ṽ
)
ϕ→

∫ T

0

(∫
Ω

rot w · ṽ
)
ϕ,
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para todo v ∈ VR′ e ϕ ∈ L2 (0, T ) . Como ṽ ∈ V ⊂ H1
0 (Ω)3 , segue que

rot ṽ ∈ L2(Ω)3 ⊂ H−1 (Ω)3 . Portanto,

∫ T

0

∫
Ω

w̃R · rot ṽϕ→
∫ T

0

∫
Ω

w · rot ṽϕ,

que após a integração por partes fornece o que queremos. Analisaremos agora os termos

da equação de w. A análise é semelhante ao caso de u e por isso omitiremos certas

passagens. Primeiramente mostraremos que

〈
∂ρ̃Rw̃R

∂t
, z̃

〉
→
〈
∂ρw

∂t
, z̃

〉
, em D′ (0, T ) , para todo z ∈ H1

0 (ΩR′)
3 .

Com efeito, sabemos que

ρ̃Rw̃R → ρw fraco- ? em L∞
(
0, T ;L2(Ω)3

)
.

Em decorrência disso, temos

∫ T

0

∫
Ω

ρ̃Rw̃Rh→
∫ T

0

∫
Ω

ρwh, (4.4.44)

para todo h ∈ L1 (0, T ;L2(Ω)3) . Para s ∈ H1
0 (Ω)3 e ϕ ∈ D′ (0, T ) , temos

∫ T

0

∫
Ω

ρ̃Rw̃Rϕs→
∫ T

0

∫
Ω

ρwϕs, (4.4.45)

em virtude da convergência (4.4.44). Como ρ̃Rw̃R e ρw ∈ L∞ (0, T ;L2(Ω)3) , a con-

vergência (4.4.45) implica que

∫ T

0

ρ̃Rw̃Rϕ→
∫ T

0

ρwϕ em H−1 (Ω) ,

para cada ϕ ∈ D′ (0, T ) , ou seja,

ρ̃Rw̃R → ρw em D′
(
0, T ;H−1 (Ω)3) .
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Dáı
∂ρ̃Rw̃R

∂t
→ ∂ρw

∂t
em D′

(
0, T ;H−1 (Ω)3) .

Isso implica que, para cada ϕ ∈ D′ (0, T ) , vale

〈
∂ρ̃Rw̃R

∂t
, ϕ

〉
→
〈
∂ρw

∂t
, ϕ

〉
em H−1 (Ω)3 .

Em particular, para cada z ∈ H1
0 (ΩR′) , temos

〈〈
∂ρ̃Rw̃R

∂t
, ϕ

〉
, z̃

〉
H−1

→
〈〈

∂ρw

∂t
, ϕ

〉
, z̃

〉
H−1

. (4.4.46)

Usando a notação do Lema 1.4.1, podemos escrever

〈〈
∂ρ̃Rw̃R

∂t
, ϕ

〉
, z̃

〉
=

〈
ρ̃Rw̃R

∂t
, z̃

〉
(ϕ)

e 〈〈
∂ρw

∂t
, ϕ

〉
, z̃

〉
=
〈ρw
∂t
, z̃
〉

(ϕ) .

Assim, a convergência (4.4.46) toma o seguinte aspecto

〈
ρ̃Rw̃R

∂t
, z̃

〉
(ϕ)→

〈ρw
∂t
, z̃
〉

(ϕ) ,

para cada ϕ ∈ D (0, T ) e z ∈ H1
0 (ΩR′) , ou seja

〈
ρ̃Rw̃R

∂t
, z̃

〉
→
〈ρw
∂t
, z̃
〉

em D′ (0, T )

para cada z ∈ H1
0 (ΩR′)

3 .

Agora, mostraremos que

∫
Ω

ρ̃Rg̃R · z̃→
∫

Ω

ρg · z̃, em L1 (0, T )− fraco, para todo z ∈ H1
0 (ΩR′) .
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Com efeito, sabemos que

g̃R → g forte em L1
(
0, T ;L2(Ω)3 ∩ L6/5 (Ω)3) .

Isso acarreta

g̃R → g fraco em L1
(
0, T ;L2(Ω)3 ∩ L6/5 (Ω)3) .

Portanto ∫ T

0

ϕg̃R →
∫ T

0

ϕg,

para todo ϕ ∈ L∞ (0, T ;L2(Ω)3) ↪→ L∞
(

0, T ;
(
L2(Ω)3 ∩ L6/5 (Ω)3)′) . Por outro lado, o

fato de ρ̃R → ρ fraco-? em L∞ (Q) acarreta que

∫ T

0

ρ̃Rh→
∫ T

0

ρh,

para toda h ∈ L1 (0, T ;L1 (Ω)) . Assim sendo, dados s ∈ L∞ (0, T ) e z ∈ H1
0 (ΩR′) , temos∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

ρ̃Rg̃R · sz−
∫ T

0

ρg · sz
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

ρ̃R (g̃R − g) · sz
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

(ρ̃R − ρ) g · sz
∣∣∣∣ .

Agora, note que, por um lado,∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

ρ̃R (g̃R − g) · sz̃
∣∣∣∣ ≤ ‖ρ̃R‖L∞ ∫ T

0

∫
Ω

(g̃R − g) · sz̃.

Como s ∈ L∞ (0, T ) e z ∈ H1
0 (Ω)3 ⊂ L2(Ω)3, segue que sz̃ ∈ L∞ (0, T ;L2(Ω)3) e esta

parcela converge para zero. Por outro lado, g ·sz̃ ∈ L1
(
0, T ;L1 (Ω)3) , o que acarreta que

a segunda parcela também converge para zero, o que prova nossa afirmação. Provaremos

agora que

∫
Ω

ρ̃RũRw̃R · ∇z̃→
∫

Ω

ρuw · ∇z̃ em L4/3 (0, T )− fraco, para cada z ∈ H1
0 (ΩR′) .
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De fato, a convergência (4.4.40) acarreta que

∫ T

0

∫
Ω

ρ̃RũRw̃R · s→
∫ T

0

ρuw · s,

para todo s ∈ L4 (0, T ;L2(Ω)9) . Queremos mostrar que

∫ T

0

(∫
Ω

ρ̃RũRw̃R · ∇z̃

)
ϕ→

∫ T

0

(∫
Ω

ρuw · ∇z̃

)
ϕ,

para todo ϕ ∈ L4 (0, T ) e z ∈ H1
0 (ΩR′) . Mas observe que

∫ T

0

(∫
Ω

ρ̃RũRw̃R · ∇z̃

)
ϕ =

∫ T

0

∫
Ω

ρ̃RũRw̃R · (ϕ∇z̃)

e ∫ T

0

(∫
Ω

ρuw · ∇z̃

)
ϕ =

∫ T

0

∫
Ω

ρuw · (ϕ∇z̃) .

o que conclui a prova de nossa afirmação.

Mostraremos agora que

(ca + cd)

∫
Ω

∇w̃R·∇z̃→ (ca + cd)

∫
Ω

∇w·∇z̃ em L2 (0, T )−fraco, para todo z ∈ H1
0 (ΩR′) .

Com efeito, a convergência (4.4.32) acarreta

∫ T

0

〈s, w̃R〉 →
∫ T

0

〈s,w〉 , (4.4.47)

para cada s ∈ L2
(
0, T ;H−1 (Ω)3) . Queremos mostrar que

∫ T

0

(∫
Ω

∇w̃R · ∇z̃

)
ϕ→

∫ T

0

(∫
Ω

∇w · ∇z̃

)
ϕ,

para cada ϕ ∈ L2 (0, T ) e z ∈ H1
0 (ΩR′)

3 . Como z̃ ∈ H1
0 (Ω)3 e este último é um espaço

de Hilbert com o produto interno do gradiente, temos que z̃ determina um funcional em
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H1
0 (Ω)3 . Logo, ϕz̃ ∈ L2

(
0, T ;H−1 (Ω)3) , ou seja,

∫ T

0

〈ϕz̃, w̃R〉 =

∫ T

0

∇w̃R · ∇z̃ϕ→
∫ T

0

〈ϕz̃,w〉 =

∫ T

0

∇w · ∇z̃ϕ,

como queŕıamos. Agora mostraremos que

2µR

∫
Ω

rot ũR · z̃→ 2µR

∫
Ω

rot u · z̃ em L2 (0, T )− fraco para todo z ∈ W 1,6/5
0 (Ω)3 .

Com efeito, a convergência (4.4.31) acarreta que

∫ T

0

〈s, ũR〉 →
∫ T

0

〈s,u〉 , (4.4.48)

para todo s ∈ L2 (0, T ;W ′) . Como (L6 (Ω))
′ ⊂ W ′, tomando s ∈ L2

(
0, T ;L6/5 (ΩR′)

3) ,
a convergência (4.4.48) transforma-se em

∫ T

0

∫
Ω

s · ũR →
∫ T

0

∫
Ω

s · u.

Seja ϕ ∈ L2 (0, T ) e z ∈ W 1,6/5
0 (ΩR′)

3 . Assim sendo, ϕrot z̃ ∈ L2
(
0, T ;L6/5 (Ω)3) . Logo

∫ T

0

∫
Ω

ϕrot z̃ · ũR →
∫ T

0

∫
Ω

ϕrot z̃ · u,

que é o que desejamos.

Agora, provaremos que

4µR

∫
Ω

w̃R · z̃→
∫

Ω

w · z̃, em L2 (0, T )− fraco para cada z ∈ H1
0 (ΩR′)

3 .

Com efeito, sabemos que ∫ T

0

〈h, w̃R〉 →
∫ T

0

〈h,w〉 ,
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para todo h ∈ L2
(
0, T ;H−1 (Ω)3) . Sejam ϕ ∈ L2 (0, T ) e z ∈ H1

0 (ΩR′)
3 . Temos

ϕz̃ ∈ L2
(
0, T ;H−1 (Ω)3) , donde

∫ T

0

∫
Ω

ϕz · w̃R →
∫ T

0

∫
Ω

ϕz ·w,

e assim nossa afirmação está provada. Provaremos agora que

(c0 + cd − ca)
∫

Ω

div w̃R · div z→ (c0 + cd − ca)
∫

Ω

div w · div z, em L2 (0, T )− fraco,

para cada z ∈ W 2,2
0 (ΩR′)

3. De fato, sabemos que

∫ T

0

〈s, w̃R〉 →
∫ T

0

〈s,w〉 ,

para todo s ∈ L2
(
0, T ;H−1 (Ω)3) . Observe que, se tomarmos

ϕ ∈ L2 (0, T ) e z ∈ W 2,2
0 (ΩR′)

3 , então, novamente usando o fato de que H1
0 (Ω) é um

espaço de Hilbert com o produto interno do gradiente, temos que

∫ T

0

〈ϕz, w̃R〉 =

∫ T

0

∫
Ω

ϕ∇div z · w̃R =

∫ T

0

∫
Ω

ϕdiv z · div w̃R →
∫ T

0

∫
Ω

ϕdiv z · div w,

que é o que queŕıamos.

4.4.3 Passando o limite

Tendo em conta que as convergências relativas aos termos da equação (3.18) valem

em D′ (0, T ) e fazendo R→ +∞, temos que:

〈
∂ρu

∂t
+ div (ρuu)− (µ+ µr) ∆u− 2µRrot w − ρf ,v

〉
= 0,

para todo v ∈ VR′ . Como R′ é arbitrário, podemos fazer R′ → +∞ e concluir que a

igualdade anterior vale para todo v ∈ V. Logo, por densidade, ela também vale em V .

Temos

1. ρu ∈ L∞
(
0, T ;L2(Ω)3

)
⇒ ∂ρu

∂t
∈ W−1,∞ (0, T ;L2(Ω)3

)
,
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2. ρuu ∈ L4/3 (0, T ;L2(Ω)3
loc)⇒ div (ρuu) ∈ L4/3

(
0, T ;H−1

loc (Ω)3) ,
3. u ∈ L2 (0, T ;W )⇒ ∆u ∈ L2

(
0, T ;H−1

loc (Ω)3) ,
4. ρf ∈ L1

(
0, T ;L2(Ω)3 ∩ L6/5 (Ω)3) ↪→ L1

(
0, T ;L2

loc (Ω)3) ↪→ L1
(
0, T ;H−1

loc (Ω)3) ,
5. w ∈ L2

(
0, T ;H1

0 (Ω)3)⇒ rot w ∈ L2 (0, T ;L2(Ω)3) .

Como Lp
(
0, T ;H−1 (Ω)3) ↪→ W−1,∞ (0, T ;H−1 (Ω)3) , para cada p ∈ [1,∞) , segue que

∂ρu

∂t
+ div (ρuu)− (µ+ µR) ∆u− ρf − 2µRrot w ∈ W−1,∞ (0, T ;H−1

loc (Ω)3) .
Usando o Lema 1.4.1, com s = 1 e p =∞, conclúımos que existe p ∈ W−1,∞ (0, T ;L2

loc (Ω)3)
tal que

∂ρu

∂t
+ div (ρuu)− (µ+ µR) ∆u +∇p = ρf + 2µRrot w ∈ W−1,∞ (0, T ;H−1

loc (Ω)3) .
De forma semelhante, fazendo R′ → +∞, na equação (3.19), temos que a igualdade

anterior vale para todo z ∈ H1
0 (Ω)3 . Temos

1. ρw ∈ L∞
(
0, T ;L2(Ω)3

)
⇒ ∂ρw

∂t
∈ W−1,∞ (0, T ;L2(Ω)3

)
,

2. ρuw ∈ L4/3 (0, T ;L2(Ω)9)⇒ div (ρuw) ∈ L4/3
(
0, T ;H−1

loc (Ω)3) ,
3. w ∈ L2

(
0, T ;H1

0 (Ω)3)⇒ ∆w ∈ L2
(
0, T ;H−1

loc (Ω)3) ,
4. ρg ∈ L1

(
0, T ;L2(Ω)3 ∩ L6/5 (Ω)3)⇒ ρg ∈ L1

(
0, T ;H−1

loc (Ω)3) ,
5. u ∈ L2 (0, T ;W )⇒ rot u ∈ L2 (0, T ;L2(Ω)3) ↪→ L2

(
0, T ;H−1

loc (Ω)3) ,
6. w ∈ L2

(
0, T ;H1

0 (Ω)3)⇒ ∇div w ∈ L2
(
0, T ;H−1

loc (Ω)3) .
Como Lp

(
0, T ;H−1 (Ω)3) ↪→ W−1,∞ (0, T ;H−1

loc (Ω)3) , para cada p ∈ [1,+∞) , segue que

∂ρw

∂t
+ div (ρuw)− (ca + cd) ∆w − ρg

− 2µRrot u + (c0 + cd − ca)∇div w = 0, em W−1,∞ (0, T ;H−1
loc (Ω)3) .
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Vamos agora passar o limite na equação do transporte

∂ρ̃R
∂t

+∇ · (ρ̃RũR) = 0.

Observemos que a convergência (4.4.30) implica que

ρ̃R → ρ em D′ (Q) .

Portanto
∂ρ̃R
∂t
→ ∂ρ

∂t
em D′ (Q) .

A convergência (4.4.33) acarreta que

div (ρ̃RũR)→ div (ρu) em D′ (Q) .

Fazendo R→ +∞, temos que a igualdade

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0,

é válida em D′ (Q) . Ademais, pela regularidade obtida para ρ e ρu, temos também que

a igualdade é válida em

W−1,∞ (0, T ;L∞) ∩ L∞
(
0, T ;H−1 (Ω)

)
∩ L2

(
0, T ;W−1,6 (Ω)

)
,

pois ρ ∈ L∞ (0, T ;L∞ (Ω)) implica

∂ρ

∂t
∈ W−1,∞ (0, T ;L∞ (Ω)) ,

enquanto que

ρu ∈ L2
(

0, T ;
(
L6 (Ω)

)3
)
∩ L∞

(
0, T ;

(
L2(Ω)

)3
)

implica

div (ρu) ∈ L2
(
0, T ;W−1,6 (Ω)

)
∩ L∞

(
0, T ;H−1 (Ω)

)
.
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4.5 Condições iniciais

Verificaremos agora as condições iniciais satisfeitas por ρ, u e w. O procedimento é

semelhante ao caso de domı́nios limitados. Comecemos com ρ. A convergência (4.4.29)

acarreta que

ρ̃R (0)→ ρ (0) , em W−1,∞
loc (Ω) .

Como ρ̃R (0) = ρ̃0R e vale a convergência (3.8.3), temos que

ρ (0) = ρ0,

pelo menos em W−1,∞
loc (Ω) . Vejamos agora as condições iniciais satisfeitas u. Seja v ∈ V

e considere vR ∈ VR tal que vR → v em V. Temos

∫
Ω

ρ̃RũR · vR ≤ ‖ρ̃RũR‖L2(Ω)3 ‖vR‖L2(Ω)3 .

Como ρ̃RũR é limitado em L∞ (0, T ;L2(Ω)3) e vR o é em L2(Ω)3, segue que

∫
Ω

ρ̃RũR · vR é limitada em L∞ (0, T ) .

Por outro lado, juntando esse fato à limitação (4.3.11) e usando o Lema 1.2.1, parte

(iv.a), podemos concluir que

∫
Ω

ρ̃RũR · vR pertence a um subconjunto compacto de C [0, T ] .

Por outro lado, temos que

∫
Ω

ρ̃RũR · vR →
∫

Ω

ρu · v em L∞ (0, T )− fraco- ? .

Portanto, ∫
Ω

ρu · v ∈ C [0, T ] .
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Particularizando em t = 0, teremos

(∫
Ω

ρ̃RũR · vR
)

(0)→
(∫

Ω

ρu · v
)

(0) .

As condições impostas a ρ̃R e ũR nos permitem escrever a convergência anterior como

∫
Ω

ρ̃0Rũ0R · vR →
∫

Ω

ρ0u0 · v.

Conseqüentemente, (∫
Ω

ρu · v
)

(0) =

∫
Ω

ρ0u0 · v.

De forma semelhante, obteremos as condições iniciais sobre w. De fato, seja z ∈ H1
0 (Ω)3

e considere zR ∈ H1
0 (ΩR)3 tal que zR → z em H1

0 (Ω)3 . Temos

∫
Ω

ρ̃Rw̃R · zR ≤ ‖ρ̃Rw̃R‖L2(Ω)3 ‖zR‖L2(Ω)3 .

Como ρ̃Rw̃R é limitado em L∞ (0, T ;L2(Ω)3) e zR o é em L2(Ω)3, segue que

∫
Ω

ρ̃Rw̃R · zR é limitada em L∞ (0, T ) .

Por outro lado, juntando esse fato à limitação (4.3.12) e usando o Lema 1.2.1, parte

(iv.a), podemos concluir que

∫
Ω

ρ̃Rw̃R · zR pertence a um subconjunto compacto de C [0, T ] .

Por outro lado, temos que

∫
Ω

ρ̃Rw̃R · zR →
∫

Ω

ρw · z em L∞ (0, T )− fraco- ? .

Portanto, ∫
Ω

ρw · z ∈ C [0, T ] .
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Particularizando em t = 0, teremos

(∫
Ω

ρ̃Rw̃R · zR
)

(0)→
(∫

Ω

ρw · z
)

(0) .

As condições impostas a ρ̃R e w̃R, nos permitem escrever a convergência anterior como

∫
Ω

ρ̃0Rw̃0R · zR →
∫

Ω

ρ0w0 · z.

Conseqüentemente, (∫
Ω

ρw · z
)

(0) =

∫
Ω

ρ0w0 · z.
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