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Resumo

A formacao de padrdes na natureza tem sido uma fonte de grande interesse académico
e tecnologico. Nesta tese, estudamos a dinamica de interfaces instéveis de trés sistemas
fundamentais: a instabilidade hidrodindmica de Saffman-Taylor (os chamados “dedos vis-
cosos”), a instabilidade de Mullins-Sekerka (refere-se ao crescimento de cristais) e a pro-
pagacao de ondas de ionizacao através de descargas elétricas. Dentre estes sistemas, o
problema Saffman-Taylor é o mais abordado. Esta instabilidade surge na interface que
separa dois fluidos viscosos confinados entre duas placas paralela, num dispositivo co-
nhecido como célula de Hele-Shaw, ou imersos em um meio poroso. Ao longo da tese,
estudamos meios de selecionar o nimero de onda dominante dos padroes na interface
fluido-fluido, os efeitos da inércia do fluido na instabilidade e, principalmente, métodos
de controle e minimizacao das perturbagoes na interface. Um dos meios de controle das
instabilidade é através de uma suave modificacao geométrica no aparato no qual o fluido
esta confinado. Nesse contexto, fomos capazes tanto de favorecer quanto de inibir e, even-
tualmente, suprimir os dedos viscosos. Um outro protocolo de estabilizagao, que consiste
no principal método de controle desta tese, é através do calculo variacional. O objetivo
desse procedimento é encontrar uma forma funcional para a taxa de injecao de fluido que
minimize as instabilidades. Comprovamos experimentalmente e por simulacoes numéricas
a eficacia desse processo. Tal método também é utilizado para minimizar instabilidades
em crescimento de cristais e em processos de descarga elétrica. Além da investigacao
de interfaces instaveis, nés estudamos a forca e a energia de adesao de fluidos comple-
xos confinados entre placas paralelas. Neste caso, nosso método variacional visa obter a
equacao de levantamento ideal da placa superior a fim de minimizar a energia de adesao.

Finalmente, efeitos de inércia na forca de levantamento sao estudados.

Palavras-Chave: Mecanica dos fluidos. Instabilidade de interfaces. Processos de
controle de instabilidades. Efeitos de inércia. Célula de Hele-Shaw. Meio poroso. Forga

de adesao. Descargas elétricas. Crescimento de cristais.



Abstract

The pattern formation in nature has been a major source of academic and technological
interest. In this work, we study the dynamic of unstable interfaces of three key systems:
hydrodynamic Saffman-Taylor instability (the so-called “viscous fingering”), the propaga-
tion of wave ionization by electrical discharges, and the Mullins-Sekerka instability (which
refers to crystal growth). The Saffman-Taylor problem is the most discussed topic among
these systems. This instability takes place at the interface separating two viscous fluids
confined between two parallel plates, a device known as a Hele-Shaw cell, or immersed
in a porous medium. Throughout this work, we propose a new method to determine
the dominant wave number in interfacial patterns, we investigate the inertial effects in
the Saffman-Taylor instability, and mainly we create protocols in order to control and
minimize perturbations at the interface. One of the methods is performed by a slightly
geometric modification of the apparatus where the fluids are confined. In this context, we
verify the ability to promote as well as inhibit, and eventually, suppress the growth of the
viscous fingers in unstable interfaces. Another stabilization protocol, which corresponds
to the main method of this thesis, uses variational calculus. The goal of this procedure
is to find a functional form for the fluid injection rate so that the interface can grow,
but minimizing the disturbances at the fluid-fluid boundary. This method is applied for
both Hele-Shaw cell and porous media flows. The efficacy of this process is confirmed
experimentally and by numerical simulations. Such a protocol is also utilized to minimize
instabilities in crystal growth and discharge electric processes. In addition, we study the
strength and adhesion energy of complex fluids confined between parallel plates. In this
case, we propose a variational method, similar to the one applied for unstable interfaces,
which search for the ideal profile of the upper plate lifting which minimizes the adhesion
energy of the fluid. Finally, the role of inertial effects in the adhesion (lifting) force is
studied.

Keywords: Fluid Mechanics. Interface instabilities. Control instability processes.

Inertial effects. Porous media. Adhesion strength. Electrical discharges. Crystal growth.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Padroes na natureza: um beneficio ou um malefi-

—

‘pog de injecido
N
// \ | Agua
y

Oleo residual \

@ —— - [&cun E EXTRAIDA
Poco de extragao AO INVES DE OLEO

Figura 1.1: A esquerda, visualizamos uma simulacdo numérica de dedos viscosos na in-
terface entre fluidos misciveis [1]. A direita, observamos uma ilustracio da instabilidade
de Saffman-Taylor no processo de extragao de petréleo. A dgua é injetada por um poco,
enquanto o 6leo é expelido através de um outro poco.

Os padroes gerados na natureza sao observados em diversos ramos da ciéncia: em
sistemas fisicos, quimicos e biologicos |2|. A dinamica de interfaces que separam duas
fases tem uma grande influéncia na formagao espontanea desses padroes. Essa dina-
mica determina a forma resultante das estruturas interfaciais e, portanto, desempenha
um papel fundamental nas aplicacoes praticas em diversos campos interdisciplinares: na

hidrodinamica [3| (nos complexos padroes no contorno entre fluidos, Fig. 1.1), na ciéncia e

24



1.1 Padroes na natureza: um beneficio ou um maleficio?

tecnologia de materiais [4] (referente ao crescimento dendritico de cristais), em processos
de descargas elétricas [5-7] e na biologia [8,9] (na forma de plantas, células, etc.).

A instabilidade de Saffman-Taylor (conhecida por “dedos viscosos”), sistema mais abor-
dado nesta tese, tem sido estudada ativamente por mais de meio século [10]. Essa ins-
tabilidade ocorre quando um fluido de menor viscosidade desloca um fluido de maior
viscosidade em um meio poroso ou quando confinados no estreito espago entre duas pla-
cas paralelas, dispositivo conhecido como célula de Hele-Shaw [11]. Nesse processo, a
interface entre os fluidos se torna instavel e uma estrutura na forma de dedos é observada
(Fig. 1.1). Esse sistema representa um arquétipo para a compreensao de fendmenos fisicos
em varias areas da ciéncia e tecnologia. Vale ressaltar que em algumas aplicacoes praticas
essas instabilidades podem ser desejadas ou procuram ser evitadas o maximo possivel.
No processo de mistura de fluidos misciveis, por exemplo, essas perturbacoes otimizam
o processo de mistura (ilutragdo da esquerda na Fig. 1.1), gerando grande interesse na
busca de situacoes que favorecam essas instabilidades. Por outro lado, é conhecido que
na extragao de petroleo (6leo muito viscoso) a formagao dos dedos viscosos é bastante
prejudicial. Nesse processo, dgua ¢ injetada nas jazidas subterraneas empurrando o 6leo
confinado nas rochas porosas em direcao a um poco que conduz o petroleo para fora das
jazidas (ver ilustragao a direita na Fig. 1.1). No entanto, os dedos viscosos se manifestam
em grandes escalas de modo a expulsar a 4gua injetada nos reservatorios antes de retirar
completamente o 6leo entre as rochas.

Dois outros sistemas de origens fisicas distintas, cujos padroes da interface receberam
uma consideravel atenc¢ao ao longo dos tltimos anos, sdo: (i) o crescimento dendritico
de um solido a partir de sua fase fundida [12-24], relacionado & célebre instabilidade de
Mullins-Sekerka [25,26] e (ii) o crescimento e propagacao de ondas de ionizagao através
de descargas elétricas [5-7,27-30]. Ainda neste capitulo, discutiremos os fenomenos fisi-
cos por tras desses processos e veremos que, como no problema de Saffman-Taylor, essas
instabilidades nao sao desejadas em algumas aplicacoes tecnologicas. Esses dois sistemas
e o problema dos dedos viscosos possuem em comum a existéncia de uma dinamica de
contorno que separa duas fases, no qual a competicao de forcas estabilizantes e desesta-

bilizantes determinam a evolucao dos complexos padroes gerados nesse processo.
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1.2 O problema de Saffman-Taylor e processos de controle

Nesta tese abordaremos alguns dos sistemas citados anteriormente e buscaremos com-
preender os mecanismos fisicos por tras dos padroes gerados na dindmica desses procedi-
mentos. Porém, nosso foco principal serd fornecer meios de controlar as instabilidades e
eventualmente suprimi-las, visando uma melhor eficiéncia do processo pratico que envolve
esses sistemas. Os mecanismos de controle que deduziremos sempre buscarao a simplici-
dade necessaria para possiveis adaptacoes experimentais e aplicacoes tecnolégicas. Além
dos estudos em formacao de padroes, vamos elaborar um importante protocolo de con-
trole em problemas de adesao envolvendo fluidos complexos, com objetivo de minimizar
a energia dissipada no processo de descolar duas placas solidas separadas por um filme

liquido. O problema de adesao de fluidos sera discutido na Sec. 1.10 deste capitulo.

1.2 O problema de Saffman-Taylor e processos de con-

trole

1.2.1 Instabilidades na célula de Hele-Shaw (HS)

Aspectos gerais da célula de HS

MENGS VISCOSO \\

Fluido 2:
mais viscoso

Entrada

Figura 1.2: Tlustracao do fluxo viscoso na célula de Hele-Shaw retangular. Diagrama
esquematico das instabilidades na célula de Hele-Shaw de geometria retangular (a direita).

O problema Saffman-Taylor [3] ¢ um dos mais estudados entre os sistemas hidrodina-

micos que apresentam a formagao e evolucao de padroes. Esse problema ocorre tradicio-
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1.2 O problema de Saffman-Taylor e processos de controle

nalmente em uma célula de Hele-Shaw previamente preenchida por um fluido viscoso, com
espacamento b entre as placas da célula correspondendo ao menor comprimento do sistema,
(b ~ 1 mm), de modo que o fluxo é efetivamente bidimensional. Duas geometrias basicas
da célula de Hele-Shaw sao amplamente estudadas: a retangular, ilustrada na Fig. 1.2
(fluxo longitudinal, fluido menos viscoso injetado ao longo do plano da célula) [3,31-36] e
a radial, representada no painel superior da Fig. 1.3 (fluido menos viscoso injetado por um
furo no centro da célula) [37-42]. A hidrodindmica em Hele-Shaw é governada pela lei de
Darcy (velocidade proporcional ao gradiente de pressao do fluido) [3,10,31-42]. Durante
o fluxo, qualquer perturbacao no contorno entre os fluidos gera a formagao de pequenas
ondulagoes na interface, provocando um aumento do gradiente de pressao na ponta des-
sas ondulacoes. Dessa forma, essa regiao adquire uma maior velocidade e uma estrutura
na forma de dedo é formada. Por outro lado, caso esse dedo viscoso cresca afinalando
sua extremidade (aumentando sua curvatura), a tensao superficial entre os fluidos forgara
a estabilizacao dessa perturbacao. Portanto, a interacao entre forcas viscosas e tensoes
superficiais determina a dinamica e a forma da interface fluido-fluido.

Como vemos na Fig. 1.2, no fluxo de geometria retangular os dedos viscosos competem
entre si e, por fim, atingem um estagio estacionario onde uma estrutura de um tnico dedo
é observada. Por outro lado, na dindmica de geometria radial (ilustracao superior da
Fig. 1.3) o mecanismo morfolégico predominante é a bifurcacao dos dedos durante toda a
evolucao da interface, de modo que nenhum estado estacionario é alcancado. Além disso,
dependendo do espacamento das placas da célula de Hele-Shaw e das propriedades fisicas
dos fluidos (viscosidade, tensao superficial), podemos observar estruturas bastante rami-
ficadas produzidas principalmente por sucessivas bifurcac¢oes dos dedos viscosos (imagem
a esquerda na Fig. 1.4) [45,46|. Vale ressaltar que o fluxo inverso, no qual o fluido mais
viscoso desloca o menos viscoso, é estavel e a interface fluido-fluido permanece plana na
geometria retangular e evolui circularmente na geometria radial.

Uma interessante variacao do problema de Saffman-Taylor usual é obtida se, ao invés
de injetarmos um fluido menos viscoso, levantarmos a placa superior da célula de Hele-
Shaw mantendo a placa inferior fixa, com um fluido viscoso previamento confinado na

célula (painel inferior da Fig. 1.3) [44,47-61]. As caracteristicas da célula sdo as mesmas
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Figura 1.3: Figura esquemética da inje¢ao radial em Hele-Shaw (ilustracao superior &
esquerda). Na figura superior a direita, temos um experimento que ilustra a evolugdo
temporal dos padroes obtidos na injegao na célula de Hele-Shaw radial [43]. Figura es-
quematica da célula de Hele-Shaw de espagamento variavel (ilustragao inferior a esquerda).
Na figura inferior a direita, visualizamos um experimento que ilustra a competicao dos
dedos do fluido menos viscoso que se desloca em dire¢ao ao centro da placa [44].

discutidas anteriomente, porém com espacamento entre as placas b = b(t) dependente do
tempo. A medida que a placa se desloca, o fluido externo e menos viscoso (por exem-
plo, ar) desloca o fluido interno em dire¢do ao centro da célula, gerando uma estrutura
bastante peculiar. No inicio da dinamica, ¢ observado um grande nimero de dedos na
interface e uma intensa competicao entre eles (Fig. 1.3). Em seguida, os dedos que do-
minam a competicao se tornam mais largos, o nimero de dedos da interface diminui e,
eventualmente, a interface se recirculariza. Esse processo também é observado no teste
de adesao de fluidos confinados, como veremos mais adiante.

Mecanismos de predigao morfologica na formacao de padroes sao de grande interesse

no estudo da dinamica de interfaces instaveis. De fato, o critério para determinar o niimero
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1.2 O problema de Saffman-Taylor e processos de controle

de onda dominante (ou nimero de dedos) de padroes incentivou intimeras investigagoes
teoricas e experimentais, como por exemplo, no fluxo de Taylor-Couette [62], na convecgao
de Rayleigh-Bénard [63], em processos de solidificacao direcional [64], na instabilidade
de Rayleigh-Taylor [65] ¢ no problema de Saffman-Taylor [3]. Nesse contexto, vamos
responder uma pergunta bastante fundamental sobre essas instabilidades hidrodinamicas:
como podemos estimar o nimero de dedos viscosos da interface fluido-fluido? Apesar desse
questionamento ser motivado pelo problema especifico de Saffman-Taylor, a resposta a
essa pergunta, que daremos no Cap. 2, serd respondida independentemente do sistema

fisico que envolve uma interface instavel.

O controle das instabilidades na célula de HS

A instabilidade de dedos viscosos na célula de Hele-Shaw tornou-se um prototipo para
a compreensao de fend6menos mais complexos envolvendo a formacgao de padroes. Como
discutido anteriormente, uma das situacoes praticas mais importantes relacionadas a esta
instabilidade é o processo de recuperacao de petréleo. Curiosamente, o comportamento
dinamico do fluxo na célula de Hele-Shaw ¢é descrito por equacoes similares aos modelos
teoricos mais simples para o fluxo em meios porosos [10]. Sabe-se também que os dedos
viscosos tém um carater potencialmente prejudicial em separagdo cromatografica [66,67],
em processos de revestimentos por rotacao (spin coating) [68,69] e em testes de adesao
(diminuindo a forga adesiva de fluidos) [44,60]. Portanto, esses exemplos emblematicos
ilustram a importancia para a ciéncia e tecnologia de compreender a dinamica desses
processos e desenvolver meios de controlar e até mesmo suprimir o crescimento dos dedos
viscosos na célula de Hele-Shaw.

Uma recente adrea de pesquisa visa promover estratégias para o controle das instabili-
dade de dedos viscosos. Devido a sua relevancia académica e pratica, este tema especifico
tem atraido a atencao de engenheiros, fisicos e matematicos [42,61,71-85]. Um primeiro
conjunto de investigacoes foca em controlar o nimero de dedos na interface, evitando
ramificacoes e complexas estruturas, através do ajuste adequado da taxa de injecao de
fluido [42,71,74,75]: ao invés de usar a habitual taxa de bombeamento constante

(area coberta por unidade de tempo pelo fluido injetado), que resulta na proliferacao
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Figura 1.4: A esquerda, observamos um experimento da injecdo radial em Hele-Shaw.
Ilustragao de uma interface intensamente ramificada de um sistema bastante instéavel [70].
A direita, estdo ilustrados padroes experimentais gerados na célula de Hele-Shaw radial:
(a) injecdo constante e (b) injecdo que escala no tempo com expoente —1/3 [71] com C(7).

de dedos, estes estudos empregam um fluxo de inje¢ao dependente do tempo na forma
Q(t) = C(Nmae)t ™3, onde C(npae) ¢ uma fungio que determina o nimero de dedos nq,
da interface [42]. Embora esse processo nao seja capaz de eliminar os disturbios gerados
na interface, ele oferece uma 1til maneira de preestabelecer e controlar a morfologia dos
padroes, evitando o aparecimento incoveniente de ramificagoes da interface (veja Fig. 1.4).

Uma segunda linha de pesquisa [76-85] busca mecanismos que sdo capazes nao s de
conter a ramificacao dos padroes, mas que também tentam inibir o crescimento dos dedos
viscosos. Nesse contexto, o objetivo é permitir a propagacao da interface mantendo uma
forma estavel. Esse tipo de controle foi bem sucedido em duas maneiras distintas. Uma
dessas maneiras corresponde a um dos principais resultados desta tese e serd abordado no
Cap. 3: esse protocolo consiste em obter uma taxa de injecao dependente do tempo que
permita o crescimento da interface fluido-fluido, porém inibindo o desenvolvimento dos
dedos viscosos. Mais especificamente, desejamos injetar uma certa quantidade de fluido
em um dado intervalo de tempo sem gerar instabilidades, apenas manipulando a taxa de
injecdo (ver Fig. 1.5) [76,77,86]. Considerando as possibilidades infindas de taxas de inje-
¢a0, vemos que esse problema é definitivamente nao trivial. A relevancia desse resultado
¢ em parte por ser simples a implementacao experimental e pela real possibilidade de

aplicagoes tecnologicas. Nesse contexto, veremos que a eficacia de nosso simples, mas nao
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Figura 1.5: Fluido de baixa viscosidade injetado a uma taxa constante em um 6leo viscoso
cria instabilidades na fronteira entre os fluidos (& esquerda). A bolha de d4gua ganha uma
forma de dedos viscosos. A direita, temos a ilustracio de uma taxa de injecio dependente
do tempo que inibe os dedos viscosos e que mantém a mesma taxa de injecao média de
fluido em relacao ao caso de injecao constante. Figura retirada de uma reportagem da
Revista Pesquisa Fapesp na edi¢ao de Nov/2012 [86] sobre nosso periodico da Ref. [77].

trivial, mecanismo de controle foi comprovada por experimentos e simulacdes numéricas
em estagios bem avangados e fortemente ndo lineares da dinamica [77].

O segundo protocolo de estabilizagdo |78, 79] propde uma modificagdo na estrutura
tradicional da célula de Hele-Shaw, substituindo a placa superior por uma membrana
elastica [Fig. 1.6(a)]. Nesse caso, as instabilidades da interface sdo inibidas devido as
deformacgoes da membrana que reduz o gradiente de pressao desestabilizante na ponta dos
dedos. Nessa mesma linha de pensamento, investigacoes adicionais [80-83| mostraram
que apenas a introdugao de uma pequena inclinacao na abertura entre as placas (declive
ou aclive da placa superior) pode suprimir as instabilidades de dedos viscosos na interface
fluido-fluido [Fig. 1.6(b)]. O mecanismo de estabilizacdo dominante é devido a dependén-
cia espacial da curvatura transversal da interface (isto é, efeitos de capilaridade). Dando
continuidade a esse método, no final desta tese (Cap. 8) consideraremos uma célula de
Hele-Shaw com um pequeno gradiente de abertura e, com isso, promoveremos o controle
das instabilidades dos dedos viscosos no problema da célula de Hele-Shaw de espacamento
variavel e nas instabilidades geradas na célula de Hele-Shaw girante [84,85]. Esse segundo

sistema serd detalhadamente explicado no Cap. 6.
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Figura 1.6: (a) Ilustragao de uma célula de Hele-Shaw modificada, onde a placa superior é
substituida por uma membrana elatica [78|. Os padroes de geometria radial da esquerda
pra direita estdo representam na seguinte ordem: placa rigida, membrana elastica (su-
pressdo das instabilidades) e membrana elastica de maior rigidez. (b) Representacao da
célula retangular com um pequeno gradiente de abertura. A esquerda esta ilustrado um
padrio em estagio estacionario com uma grande deformacio. A direita vemos a completa
supressao do dedo viscoso [|81].

O controle das instabilidades em HS com fluidos complexos

No contexto da tese, os fluidos complexos (ou fluidos ndo newtonianos) sdo caracteri-
zados pela nao linearidade entre as tensoes de cisalhamento nas quais estao submetidos e
a sua taxa de deformacdo. E conhecido que as propriedades reologicas de fluidos nao new-
tonianos exercem efeitos importantes sobre a forma dos padroes interfaciais no fluxo em
Hele-Shaw [55,57,87-107]. Experimentos envolvendo fluidos nao newtonianos, como por
exemplo solucoes poliméricas, cristais liquidos, argilas e espumas, revelam padroes mor-

fologicos com formas de flocos de neve [87] e estruturas apresentando “fraturas” [89,90].
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1.2 O problema de Saffman-Taylor e processos de controle

Vale ressaltar que os estudos discutidos anteriormente, que tentam controlar o niimero
de dedos resultantes na interface [42, 71,74, 75| ou que visam suprimir e minimizar as
perturbagoes na interface fluido-fluido [76-85], sempre consideram o fluxo de fluidos new-
tonianos. Devido a relevancia cientifica e pratica dos fluidos nao newtonianos, ainda no
Cap. 3 aplicaremos o método de supressao via manipulacao da taxa de injecao para fluidos
cuja viscosidade depende do cisalhamento por uma lei de poténcia [108]|. Esses tipos de

fluidos sao conhecidos por fluidos power law .

Efeitos de inércia nas intabilidades em HS

Na hidrodinamica, o papel da inércia pode ser quantificado pelo nimero de Reynolds
(medida relativa das forcas inerciais em relacdo as forgas viscosas). No fluxo em Hele-Shaw
esse parametro é proporcional a separacao entre as placas, densidade do fluido, velocidade
do fluxo e inversamente proporcional a viscosidade. Por outro lado, a grande maioria dos
trabalhos experimentais e teoéricos sobre a instabilidade de Saffman-Taylor abordam o
fluxo na célula de Hele-Shaw com espagamento entre as placas muito pequeno e considera
o deslocamento de fluidos com alta viscosidade, de modo que o ntimero de Reynolds
é praticamente nulo e os efeitos inerciais podem ser negligenciados. Dessa maneira o
sistema é descrito pela lei de Darcy usual. No entanto, correcoes da lei de Darcy e
andlises experimentais foram realizadas por alguns grupos de pesquisa que examinaram
situagoes em que o papel da inércia é relevante [109-113]. No Cap. 6 desenvolveremos
uma teoria perturbativa fracamente nao linear para prever os resultados experimentais
obtidos na Ref. [112] e extrair mais informagdes a respeito da estabilidade linear do sistema
inercial [114,115]. A compreensao do papel da inércia abre um leque para estender nossos

protocolos de controle em modelos tedricos mais completos.
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1.2.2 Controle das instabilidades em meio poroso

Figura 1.7: Figura a esquerda: padroes gerados no deslocamento longitudinal de 6leo
mineral através de pentano em um meio poroso. Figura a direita: dedos viscosos gerados
durante o deslocamento radial de 6leo mineral por querosene em um meio poroso [116].

Existem véarios trabalhos que tentam inibir a formacao de dedos viscocos em meios
porosos visando a otimizagao da eficiéncia no processo de extragao de petroleo [117-125].
Um dos métodos mais comuns é realizado através da injecao de um polimero no reservato-
rio poroso antes do processo de deslocamento do 6leo por meio do bombeamento de agua.
Mantendo esses fatos em mente, consideraremos a teoria de Chuoke et al. [126] para
o fluxo em um meio poroso tridimensional uniforme e deduziremos uma equacao dina-
mica linear para a interface que separa dois fluidos imisciveis com diferentes viscosidades.
Porém, diferentemente dos trabalhos encontrados na literatura que visam estabilizar as
perturbacoes da interface, no Cap. 4 utilizaremos o método de minimizacao dos dedos
viscosos, discutido para o fluxo na célula de Hele-Shaw, que utiliza uma taxa de injecao
dependente do tempo [127]. Essa extensao natural do protocolo de estabilizagdo para o
fluxo em Hele-Shaw é tecnologicamente importante devido a sua maior similaridade ao

processo real de extracao de petroleo.
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1.3 Instabilidades no crescimento de cristais e no pro-
cesso de descarga elétrica: mecanismos de controle

Formacao de cristais: processo de solidificacao

(®)

Figura 1.8: (a) Interface resultante do crescimento de um cristal tridimensional, cuja
temperatura longe da interface solido-liquido foi mantida constante. Note a estrutura
dendritica similar a foto a esquerda de um cristal convencional. (b) Interface final utili-
zando um fluxo de calor que controla o nimero de dedos emergentes e, consequentemente,
inibe efeitos dendriticos nao lineares. Simulagoes extraidas da Ref. [20].

Ainda no Cap. 4 estudaremos a formagao de padroes no crescimento de cristais [25],
focando no exemplo mais simples de solidificacdo de uma substancia pura a partir de sua
fase liquida [12,13,25,26]. No modelo termodinamico convencional, o mecanismo fisico
fundamental é a difusao de calor latente liberado na interface entre as fases liquida e sélida.
Quando o sélido desenvolve uma deformacao na interface, invadindo a fase liquida, essa
regiao se depara com um gradiente de temperatura maior. FEsse processo resulta em
uma maior difusao de calor latente para a fase liquida na regiao perturbada e, portanto,
ocasionando o crescimento mais rapido do sélido na regiao deformada. Por outro lado, se
a perturbacio se torna muito afilada (aguda), ela tende a derreter de volta por causa da
tensao superficial (a temperatura de fusao de um solido é reduzida proporcionalmente a
sua curvatura [12,13,25,26]). Em geral, a competigao entre entre esses efeitos estabilizante
e desestabilizante leva a um processo morfologicamente instavel, produzindo estruturas

como flocos de neve (ver foto & esquerda na Fig. 1.8).
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Além dessas duas contribuicoes fundamentais, um outro importante efeito deve ser
levado em consideragao, a anisotripia do cristal. A energia média de ligagdo dos dtomos
na interface depende da orientacao da interface em relagao aos eixos de simetria interna
do cristal. Portanto, a inclusao dessa anisotropia é necessaria na dinadmica do contorno
entre as fases solida e liquida, induzindo o crescimento dendritico tipico no processo
de solidificacao (foto ilustrada na Fig. 1.8). De posse dos diversos estudos existentes
sobre dinamica de solidificacao, estudaremos protocolos de estabilizacao em crescimento
de cristais bidimensionais e tridimensionais.

Apesar de seu encanto visual e consideravel interesse académico, o surgimento de
padroes com formas complexas nao é sempre desejavel em crescimento de cristais, como
por exemplo, em processos de moldagem de cristais [22], em que é vantajoso prevenir
a formagdo de dendritos. Nesse contexto, as Ref. |20, 22| propuseram uma dependéncia
temporal para o fluxo de calor induzido que controla o niimero de dedos nas solidificagoes
bidimensional e tridimensional e inibe os efeitos dendriticos nao lineares [ver Fig.1.8(a) e
(b)], da mesma maneira que a taxa de inje¢ao que escala no tempo com expoente —1/3
controla o nimero de dedos na interface fluido-fluido na célula de Hele-Shaw. Como
podemos ver, o interesse pelo controle de instabilidades na interface entre duas fases
vai além da tentativa de estabilizar a formacao dos dedos viscosos. Nesse contexto, no
Cap. 4 adaptaremos um dos protocolos de controle aplicados no fluxo em Hele-Shaw para

minimizar as instabilidades geradas no processo de solidificacao [128].
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Propagacao de ondas de ionizacao em descargas elétricas
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Figura 1.9: A esquerda, temos uma foto de uma regido plasmatica bastante complexa
gerada por uma descarga elétrica. A direita, visualizamos um experimento realizado na
Ref. [129] que ilustra a evolugao temporal da distribuigdo de carga em uma descarga
gerada por uma alta diferenca de potencial aplicada no centro dos padroes.

E bem conhecido que durante o processo de descarga elétrica sdo observados padrées
bem parecidos com as interfaces dendriticas do processo de solidificacao discutido na secao
anterior [ver Fig. 1.9]. Apesar do processo de descarga elétrica ser um fendomeno bastante
complexo, com processos quimicos e radiativos envolvidos, o inicio da dinamica pode ser
descrito de maneira simples. A descarga elétrica em um meio dielétrico ocorre quando
esse meio é exposto a uma grande diferenca de potencial. Se o campo elétrico criado por
esse gradiente de potencial é suficientemente grande, um tnico elétron livre (desprendido
por algum agente externo) viajando na presenca desse campo adquire grandes velocidades
de tal forma a ionizar o gas através de colisoes com suas moléculas. Esse processo gera
o movimento acelerado de mais elétrons livres e que geram outras colisoes, iniciando
uma reagao de ionizacao em cadeia, chamada usualmente de “avalanche eletronica”. Essa
distribuicao de cargas no dielétrico devido as moléculas ionizadas gera campos elétricos
adicionais que promovem novas avalanches em outras direcoes, formando uma descarga
na forma de dedos, conhecida como streamers.

A dindmica de propagacio de streamers foi recentemente descrita na Ref. [5] utilizando

o modelo eletrohidrodinamico de Taylor-Melcher [130] adaptado adequadamente para o
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processo de descarga elétrica. Nesse contexto, forcas estabilizantes atuam na frente de
propagacao da descarga elétrica devido a difusao de elétrons, enquanto forcas devido ao
campo elétrico do meio tendem a desestabilizar a interface. Finalmente, é bem conhecido
que muitas técnicas industriais seriam otimizadas se a formacao das instabilidades no pro-
cesso de descarga elétrica fossem evitadas |7], como por exemplo, em processos quimicos
de gases, lasers e em procedimentos de purificacdo de agua. Portanto, percebemos mais
uma vez que ¢ de grande importancia tecnologica e cientifica investigar meios de controlar,
minimizar e possivelmente suprimir o crescimento de instabilidades na interface plasma-
dielétrico. Nesse contexto, o mesmo método de minimizacao utilizado no problema de
Saffman-Taylor e em crescimento de cristas serd adaptado na propagacao de ondas de

ionizacgao [128].

1.4 A forca de adesao de fluidos complexos: minimiza-

cao de energia e efeitos de inércia
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Figura 1.10: A esquerda: imagem de descolamento de um adesivo convencional sensivel
a pressao, obtida através de microscopia eletronica de varredura [131]. A propriedade de
grande adesao do material se origina na formacao das complexas estruturas fibrilares mos-
tradas na figura. A direita: curvas de forca-distancia num grafico log-log para diferentes
valores de espagamento inicial para um fluido newtoniano |132]

A compreensao detalhada de processos de adesao é deveras complicada devido a com-

plexidade inerente dos materiais adesivos tipicos. Adesivos convencionais apresentam
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propriedades reolégicas bastante complexas, as quais muitas delas ainda nao sao total-
mente compreendidas (ver ilustragdo & esquerda na Fig. 1.10) [133,134]|. Para contor-
nar parte dessas dificuldades, e ainda obter insights sobre algumas propriedades adesi-
vas, pesquisadores voltaram suas atencoes para fendmenos de adesao em fluidos visco-
sos |44,54-56,132,135-143]. Uma grande variedade de fluidos tem sido utilizada em estu-
dos tedricos e experimentais, desde liquidos newtonianos simples a fluidos ndo newtonianos
mais complexos (shear-thinning, shear-thickening, yield-stress, ferrofluidos e fluidos mag-
netoreologicos). Um aspecto comum em todos estes diferentes estudos é a necessidade de
avaliacao e caracterizacao da forca de adesao de liquidos espacialmente confinados. Esse
tipo de analise é fornecida pelo teste de adesao conhecido como probe-tack test [144,145].

Na versao convencional do probe-tack test [144,145], uma amostra de fluido é con-
finada entre duas placas paralelas e, entao, a placa superior é levantada verticalmente
com deslocamento L(t), cuja dependéncia temporal é preestabelecida pelo motor do dis-
positivo. Durante o levantamento da placa superior, o dispositivo mede a for¢a necessaria
para descolar as placas. Esse comportamento do fluido semelhante a uma cola é devido ao
elevado atrito interno que dissipa energia durante o fluxo devido a separagao das placas.
Note que esse processo ¢ similar ao experimento em Hele-Shaw de espacamento variavel
discutido anteriormente (veja os padroes & direita na Fig. 1.10). O resultado do probe-
tack test & uma curva “forga-deslocamento” (F' vs. L) que quantifica a resposta adesiva
da amostra de fluido em fun¢do do deslocamento do aparato (curva ilustrada a direita
na Fig. 1.10). No Cap. 5, abordaremos uma questao que foi amplamente negligenciada
entre os pesquisadores dessa area. Essa questao se refere & maneira ideal de separacao
das placas do dispositivo de modo que a energia de adesao dissipada seja minimizada.
A solucao desse problema além de fornecer uma maneira pratica de economizar energia,
fornece a possibilidade de descolar as placas utilizando uma forca significantemente redu-
zida [146]. Isso nos leva a uma importante aplicagdo tecnolégica: a possibilidade de medir
forcas de adesao evitando fraturas da amostra, processo indesejado que ocorre nos testes
que utilizam velocidade constante e, consequentemente, exigem muita forca para descolar

as placas.
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1.5 Roteiro dos préximos capitulos

e No Cap. 2, deduziremos um novo método para determinar o ntimero de onda domi-
nante na interface fluido-fluido. Mostraremos que esse método concorda muito bem com
os resultados experimentais para o problema de inje¢ao na célula de Hele-Shaw [147] e
para a célula de Hele-Shaw de espagamento variavel [148].

e No Cap. 3, iremos propor dois métodos de minimizacao das instabilidades de Saffman-
Taylor. O primeiro método constitui em um processo de injegao de dois estagios [76]. O
segundo método, a partir de um célculo variacional, visa obter uma taxa de injecao ideal
que minimize as deformagoes da interface [77]. Também aplicaremos esse segundo meé-
todo para fluidos nao newtonianos [108]. Ambos os protocolos foram comprovados por
sucessivas andlises experimentais.

e No Cap. 4, aplicaremos o método de minimizacdo deduzido no Cap. 3 a fim de
inibir instabilidades em sistemas de importancia cientifica e tecnologica: fluxos em meio
poroso [127], crescimento de cristais e processos de descargas elétricas [128].

e No Cap. 5, estudaremos o problema de adesao de fluidos complexos. Deduziremos
um protocolo variacional que nos informa a dependéncia temporal ideal para o perfil de
afastamento das placas que confinam o fluido a fim de minimizar a energia dissipada no
processo de descolagem [146]. Esse método é aplicado também para fluidos ndo newtoni-
anos. Além disso, investigaremos o efeito da inércia do fluido na forca de adesdo [149].

e No Cap. 6, continuaremos estudando o efeito da inércia do fluido, porém agora nas
instabilidades de Saffman-Taylor: na inje¢ao na célula de Hele-Shaw radial e retangu-
lar [115], e no fluxo gerado pela rotacdo da célula de Hele-Shaw [114].

e No Cap. 7, deduziremos um método alternativo de controlar as instabilidades da
interface no fluxo na célula de Hele-Shaw de espacamento variavel [85] e na célula de Hele-
Shaw girante [84]. Esse protocolo consiste em adicionar uma suave inclina¢do na placa
superior da célula. Verificaremos que por esse método conseguimos suprimir completa-
mente os dedos viscosos e ainda gerar instabilidades em situagoes originalmente estaveis.

e No Cap. 8, apresentaremos as conclusoes de nossos resultados e perspectivas de

trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Determinando o ntimero de onda da
instabilidade de Saffman-Taylor: o

método da maxima amplitude

2.1 Introducao

Vamos iniciar nosso estudo de interfaces instaveis com a famosa instabilidade hidro-
dindmica de Saffman-Taylor [3|. Sabemos do Cap. 1 que quando um fluido menos vis-
coso desloca um fluido mais viscoso no estreito espaco entre duas placas paralelas, dis-
positivo conhecido como célula de Hele-Shaw, a interface entre os fluidos é instavel e
observamos a formagao dos dedos viscosos [10]. Nesse contexto, a evolu¢do dinamica
da interface é descrita pela lei de Darcy juntamente com duas condicoes de contorno
[3,10,37,41,45,46, 74,126, 150-154]: diferenca de pressdo entre as regides ocupadas pelos
fluidos na interface e a condicao de continuidade da velocidade normal & interface na
regiao de contorno entre os fluidos.

Durante os tltimos anos, varios aspectos intrigantes do problema dos dedos viscosos
tém sido abordados por um crescente grupo de pesquisadores [1,42,77,78,81]. Contudo,
uma importante questdo permanece nao resolvida: as atuais predicoes teoricas [3, 37,

126, 150, 151] que estimam o nimero de dedos na interface fluido-fluido nao estdo em
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2.2 Caracteristicas gerais do fluxo na célula de Hele-Shaw

completa conformidade com os dados experimentais existentes. Essa discrepancia foi
claramente exposta por Maxworthy [35] em uma série de meticulosos experimentos. Neste
capitulo, nos propomos uma maneira alternativa para selecionar o ntimero tipico de dedos
da interface. Mostraremos a seguir que esse novo método proporciona uma excelente
concordancia com os dados experimentais realizados por Maxworthy.

Antes de abordar o problema de selecao do niimero de onda, devemos rever algumas
caracteriticas e equacoes basicas para o fluxo na célula de Hele-Shaw. Entre elas estao a

lei de Darcy e as condicoes de contorno da interface.

2.2 Caracteristicas gerais do fluxo na célula de Hele-

Shaw

2.2.1 A lei de Darcy

Saida

Fluido 2: Al /f///////////// Y

TR visEons //// "“‘ W

Entra da

Figura 2.1: Figura esquematica do fluxo viscoso na célula de Hele-Shaw retangular.

Nesta secao, vamos obter uma equacao fundamental do nosso trabalho, a lei de Darcy
[155], que fornece a dinamica de fluidos confinados na célula de Hele-Shaw. A lei de
Darcy foi primeiro apresentada como uma relacao empirica baseada nos experimentos

de fluxos estaveis em uma coluna vertical de areia. Em 1856, Henry Darcy investigou
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2.2 Caracteristicas gerais do fluxo na célula de Hele-Shaw

o fluxo de dgua em filtros de areia verticais e homogéneos usados para filtrar a agua
nas fontes piblicas da cidade de Dijon, Franca, e observou que o fluxo de velocidade é
proporcional ao gradiente de pressao aplicado. Utilizando a célula de Hele-Shaw podemos
estudar experimentalmente a versao bidimensional da lei encontrada por Darcy em seus
experimentos. A fim de obter a lei de Darcy, considere dois fluidos imisciveis confinados
no espacgo estreito b entre as placas de uma célula de Hele-Shaw, como mostrado na
Fig. 2.1. Vamos assumir que b é o menor comprimento existente e, portanto, o problema
pode ser considerado efetivamente bidimensional. Uma pressao é aplicada em uma das
extremidades da célula, empurrando o fluido menos viscoso 1 no fluido mais viscoso 2.
Considere a largura da célula L e o fluxo no plano z — y.
A conservacdo de massa dos fluidos é dada pela equacao da continuidade

9p;

5 TV () =0, (2.1)

onde p; e u; sao a densidade e velocidade tridimensional dos fluidos j = 1 e 2, respecti-
vamente. Considerando que os fluidos sao incompressiveis, p; é uma constante. Logo, a

equacao de continuidade resulta na expressao

O movimento dos fluidos é descrito pela equagdo de Navier-Stokes [156-158|, que é a
lei de Newton aplicada para fluidos. Seja du;/dt a aceleragao e f a resultante das forcas
hidrodinadmicas por unidade de volume, a equacao de Navier-Stokes é dada por

duj

Pi gy = ;. (2.3)

As forcas viscosas surgem devido ao “atrito interno”, proporcionando resisténcia a defor-

magao do fluido em movimento. Essa forga depende do tensor de estresses viscosos II; na
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2.2 Caracteristicas gerais do fluxo na célula de Hele-Shaw

forma V - II; [156-158]. Além disso, os estresses viscosos estao relacionados com a velo-

cidade do fluido através da relagao (para fluidos newtonianos incompressiveis) [156-158]
IL; = nje; = n;[Vu; + (Vuy)'], (2.4)

onde 7; ¢ o coeficiente de viscosidade, e = Vu + (Vu)” é chamado de tensor taxa de
cisalhamento, T representa a transposicao da matriz e (Vu); = O;uy.

Por outro lado, a contribuicao da pressao hidrodinamica é dada por —Vp;. Para visu-
alizar essa expressao, considere a forca de pressao que atua em um elemento infinitesimal
de superficie dS dada por —p;ndS (o sinal negativo é devido a definigdo de n que aponta
para fora da superficie). Dessa forma, a forga total proveniente da pressao hidrodinamica

é dada por

—/pjfldS:—/ Vp;dV. (2.5)
S 14

Note que na Eq. (2.5) usamos o teorema da divergéncia para uma fungao escalar. Portanto,
—Vp; representa a forga de pressao por unidade de volume que atua no fluido.

Calculando o divergente da Eq. (2.4), obtemos a expressdao f; = —Vp; + 1, V?u,.
Assim, reescrevendo a Eq.(2.3) temos a equagao de Navier-Stokes

Ou;

Pi | ¢ + (u; - V)u, | = =Vp; +1;Vu;. (2.6)

O lado esquerdo de (2.6) corresponde a contribui¢ao inercial do fluido. A eventual inclu-
sdo de outras forcas (gravitacional, magnética, centrifuga, etc.) contribuem com termos
adicionais no lado direito da Eq. (2.6).

Vamos considerar que o espacamento b entre as placas é pequeno suficiente para que o
fluxo na célula de Hele-Shaw seja completamente determinado pelo balanco entre as forcas
viscosas e de pressao. Nesta circunstancia, o fluxo possui um baixo nimero de Reynolds

Re = pUb?/(12nL), onde U representa a velocidade tipica do fluido, e os termos inerciais

| Ouy

52 + (0 - V)u;| podem ser desprezados. No Cap. 5, em particular, estudaremos

detalhadamente os efeitos inerciais na instabilidade de Saffman-Taylor onde ficara claro

a definicao de Re como o nimero que quantifica a razao entre forcas de inércia e forcas
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2.2 Caracteristicas gerais do fluxo na célula de Hele-Shaw

viscosas. No regime fisico abordado neste capitulo, assumiremos o fluxo usual em Hele-
Shaw [10], no qual Re < 1 e, portanto, podemos desprezar os termos do lado esquerdo
da Eq. (2.6).

Para o fluxo descrito acima, como o fluido ¢ incompressivel e o espacamento entre
as placas é muito pequeno, assumimos que na Eq. (2.6) u; varia mais intensamente ao
longo de z do que nas diregoes = e y. Além disso, consideramos ainda que a pressao é
aproximadamente constante ao longo de z. Sob essas condicoes, obtemos a equagao de
Navier-Stokes para as componentes da velocidade e uj, e u;y,:

82ij . % _aQij 8p]

, = = — 2.
Tj 622 ox € 7 822 ayv ( 7)

onde u;j, = 0, pois p; independe da coordenada z. Para resolvermos as Egs. (2.7), assu-
mimos a condi¢ao de ndo deslizamento do fluido nas paredes das placas (no-slip boundary
condition), ou seja, a velocidade do liquido é nula nas placas: u; =0em z =0e z = b.
A partir dessas consideracoes, a solugao de (2.7) pode ser escrita na forma

2(z —b)

nw;(z,y,2) =

E importante notar que o perfil de velocidade do fluxo em Hele-Shaw é “parabolico”.

Finalmente, calculando a média transversal da Eq. (2.8) definida por

1 b
vi(z,y) = 5/ u;(z,y, 2)dz, (2.9)
0
obtemos a lei de Darcy [155]
b2
= \Up.. 2.10

Perceba que v; = v;(z,y) e p; = pj(x,y) sdo respectivamente as médias transversais da

velocidade e da pressao ao longo do eixo z.
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Observe que, pela lei de Darcy, o fluxo é irrotacional. Isso pode ser visto aplicando
o operador rotacional em ambos os lados da Eq. (2.10). Como V x Vp; = 0, temos que

V x v = 0. Nessa circunstancia, podemos escrever

vj(z,y) = =Vo;(z,y), (2.11)

onde ¢; representa o potencial de velocidade de cada um dos fluidos. No entanto, o
fluxo pode ser considerado irrotacional e ainda ter uma regiao do espaco com vorticidade
diferente de zero. Para o nosso caso, esse dominio de vorticidade surge apenas no contorno
que separa os fluidos devido a uma descontinuidade das velocidades tangenciais a interface.
Se substituirmos a equagao (2.11) na Eq. (2.10), obtemos a lei de Darcy na forma escalar
b2
nd; = 5P (2.12)
Por outro lado, calculando a média transversal da condi¢ao de incompressibilidade (2.2),

obtemos

V-v; =0. (2.13)

Da Eq. (2.13), temos uma nova equacao para o potencial de velocidade dada por
V2¢; = 0. (2.14)

Aparentemente pode parecer facil solucionar nosso problema, ja que solugoes da equacao
de Laplace (2.14) sdo bem conhecidas na literatura. Porém, temos um contorno dinamico
“livre” que envolve a regiao que separa dois fluidos. Isso proporciona uma condicao de
contorno que varia com o tempo, envolvendo a forma de uma interface desconhecida.
Esse problema é conhecido como “free boundary problem”, que em geral ndao pode ser

solucionado de uma forma fechada.
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2.2.2 As condicoes de contorno

A partir desta secao e até o fim do capitulo, os resultados obtidos encontram-se nas
Refs. [147,148]. Para descrever completamente a evolucao da interface, precisamos de
duas condicoes de contorno. A primeira que vamos discutir é a condi¢ao dindmica de
contorno, que expressa o equilibrio da componente normal do tensor das tensoes 7; na

interface fluido-fluido

2 c
n-(m—m) -n=ok+ %‘)Sﬁmaﬂ (2.15)
onde para ambos os fluidos (omitindo o indice j) temos
8?)1‘ 87}k
ik = PO : 2.16
= b0t 52+ T (2,16

Na Eq. (2.15), n é o coeficiente de viscosidade do fluido, d;; corresponde a delta de
Kronecker e n é o vetor unitario normal & interface. O primeiro termo do lado direito da
Eq. (2.15) representa a contribui¢ao relacionada & tensdo superficial (tensdo proveniente
de for¢as microscopicas entre os atomos e moléculas localizados na regiao de contorno entre
os fluidos [159]), onde o corresponde ao coeficiente de tensao superficial e K representa a

curvatura meédia da interface fluido-fluido,

K= %/{—Flij_. (2.17)

Na Eq. (2.17), k ¢ uma medida da curvatura ao longo do plano da célula de Hele-Shaw [10].
O fator 7/4 é puramente um efeito de capilaridade estético vindo da média transversal
da curvatura da interface [150, 151].

Além disso,

2
KL = gcosﬂc (2.18)

representa a contribuicao da curvatura da interface na direcao perpendicular ao plano
da célula de Hele-Shaw, onde . corresponde ao angulo de contato estatico medido entre

as placas e o menisco do perfil da interface (assumido ser circular com raio /2 quando
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Figura 2.2: Consideragoes fisicas da interface fluido-fluido: (a) Dinamica da interface sem
molhamento das placas (modelo de Chuoke et. al, Saffman-Taylor ¢ o de Park e Homsy).
Tustracao do angulo de contato f.. (b) Dinamica da interface com efeito de molhamento,
observa-se uma fina camada de liquido nas placas deixada pelo fluido que esta sendo
deslocado.

Be = 0, veja Fig. 2.2(a) retirada da Ref. [35]). Finalmente, o segundo termo do lado direito
da Eq. (2.15) considera o efeito de molhamento das placas. Esse efeito ¢ devido a um filme
fino de fluido deixado para tras da interface em movimento [150-152], como ilustrado na
Fig. 2.2(b). Assim como nos experimentos de Maxworthy [35] e nos modelos mateméticos
das Refs. [150,151], consideramos que o fluido mais viscoso molha as placas de Hele-Shaw,
de modo que 5. = 0. Ainda no segundo termo da Eq. 2.15, Ca = nv, /o representa o
nimero de capilaridade (parametro adimensional que mede a razdo das forcas viscosas
em relacdo as forgas de tensdo superficial), v, é a componente normal da velocidade da
interface, J = 3.8 e v = 2/3.

Reescrevendo a Eq. (2.16) em coordenadas polares (r,0) e substituindo a expressao
resultante na Eq. (2.15), obtemos uma condigao de contorno da pressao na interface que

corresponde a equagao de Young-Laplace [150-154, 160| generalizada dada por

70 20 cos f3..

P1— P2 = ZJ/@+T(1+JcaV)—2ﬂ (771

O¢1 8%2) . (2.19)

orz 2 or?
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2.3 Estimando o nimero de onda da interface no problema de injecao radial

O ultimo termo do lado direito da Eq. (2.19) provém dos estresses viscosos normais que
sao relacionados com o gradiente da velocidade normal calculado na interface fluido-
fluido [153,154,160]. O parametro u assume o valor 1 (0) caso (ndo) consideremos o efeito
dos estresses viscosos normais.

A proxima condic¢ao de contorno é a condi¢ao cinematica, a qual corresponde & conti-
nuidade da componente normal da velocidade v, = —n - V¢ dos fluidos na interface. Isso
nos permite escrever [156-158|

n-Ve, =n- V. (2.20)

Discutidas as caracteristicas fundamentais do fluxo em Hele-Shaw, podemos estudar
os efeitos lineares da dinamica da interface fluido-fluido e, com isso, determinar o nimero

de onda tipico da interface.

2.3 Estimando o nimero de onda da interface no pro-

blema de injecao radial

2.3.1 Analise de estabilidade linear

Figura 2.3: Figura esquematica da injecao radial na célula de Hele-Shaw. O fluido externo
(em cinza) possui viscosidade 7y, enquanto o fluido externo possui viscosidade 7. A
interface fluido-fluido ndo perturbada (curva tracejada) corresponde a um circulo de raio
R = R(t) dependente do tempo. A perturbacao da interface é representada por { = ((6,1),
onde # é o angulo polar.

51
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Considere a célula de Hele-Shaw de espacamento constante b contendo dois fluidos
viscosos, imisciveis e incompressiveis (veja Fig. 2.3). Sejam as viscosidades dos fluidos
interno e externo, 7, e 79, respectivamente. Entre os dois fluidos ha uma tensao superficial
0. O fluido 1 ¢ injetado, deslocando o fluido 2, por um furo na placa superior a uma dada
taxa de injegdo @) (area preenchida pelo fluido por unidade de tempo). Ao longo desta
tese, utilizaremos uma teoria de perturbacao para descrever a dinamica de contornos

instaveis, de modo que a interface perturbada fluido-fluido é escrita como

R(6,t) = R(t) + ((0,1), (2.21)

onde 6 representa o angulo azimutal e R(t) corresponde ao raio nao perturbado. Por

conservacao de volume, R(t) depende do tempo na forma

R(t) = \/Rg + % /tQ(t’)dt’, (2.22)

com Ry sendo o raio nao perturbado em t = 0. A presenca da integral no tempo na
Eq. (2.22) é necessaria porque a taxa de inje¢do ndo é necessariamente constante. Desse

modo, expandimos a perturbacao da interface em série de Forier

+o0

C(0,6) = Y Gult) exp (ind), (2.23)

n=—o00

onde (,(t) representa a amplitude de perturbacao com nimeros de onda azimutal discretos
n = 0,+1, 2, .... Neste capitulo, nosso objetivo é estudar a dinamica de (, e, para isso,
faremos uma anélise de estabilidade linear de modo que nossa aproximacao perturbativa
mantém termos até primeira ordem em (. Na expansao de Fourier de (, nés incluimos
o modo n = 0 para manter a area da interface independente da perturbacao. Porém,
mais adiante veremos que esse modo apenas contribui na dinamica da interface a partir
da segunda ordem de perturbacao [40] e, portanto, nao participard da dinamica linear

abordada neste capitulo.
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2.3 Estimando o nimero de onda da interface no problema de injecao radial

A fim de obter a equagao de movimento da interface, vamos subtrair o termo 7;¢;
na Eq. (2.12) para ambos os fluidos j = 1 e 2 calculado no contorno entre eles (r = R).

Através de simples operacoes algébricas podemos obter a expressao

2Dt dlr (1 —do)lr _ V(p1—po)lr

= , 2.24
2 2 12(m + 12) (2:24)
onde o parametro adimensiomal
4= e —m) (2.25)
(N2 +m)

representa o contraste de viscosidade entre os fluidos e p a pressao hidrodinamica. A
Eq. (2.24) representara a dinamica da interface fluido-fluido pois conseguiremos expressar
o potencial de velocidade ¢; na interface e o salto de pressao no contorno entre os fluidos
(p1 — p2)|r em termos das amplitudes de perturbacdo C e ¢.

Sob tais circunstancias, expandimos em Fourier os potenciais de velocidade, os quais
sabemos que obedecem a equagao de Laplace V2¢; = 0. Além disso, longe da interface o
campo de velocidade deve se aproximar a um fluxo estacionario nao perturbado. Portanto,

a solugao mais geral que satisfaz essas condigoes é dada por

nl\ (-1
¢; = —% log <%> + Z Gjn (%) exp(ind). (2.26)
n#0

Nosso objetivo é calcular a equacao diferencial linear para as amplitudes de perturbacao
(n. Para isso, o primeiro passo é substituir as expressoes (2.26) para os dois fluidos na
equagao de movimento (2.24), mantendo termos de primeira ordem em ¢. Em seguida,
aplicar a transformada de Fourier na equacao resultante desse processo.

O préximo passo é expressar ¢;, em termos das amplitudes de perturbacao ¢,. Para
isso, usaremos a condigao cinematica de contorno (2.20) discutida na Seg. 2.2. Observe que

esta condicao relaciona o movimento da interface com a cinematica dos fluidos. Sabendo
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2.3 Estimando o nimero de onda da interface no problema de injecao radial

que o vetor unitario normal & interface pode ser escrito como n =V (r — R)/|V(r — R)|,

podemos expressar a condi¢ao cinematica em coordenadas polares (r,0) na forma [40]

OR (10RO 00
or (ﬂ 20 96 )T:R <8r )T:R' (2:27)

Expandindo a Eq. (2.27) até primeira ordem em ( e aplicando a tranformada de Fourier,

obtemos as relagoes nao triviais entre ¢, e ¢, para n # 0

R . Q R, Q

=" ol 2RI

(2.28)

Para concluir nossos calculos, devemos agora expressar a curvatura da interface x em
termos da perturbacao (. Podemos desconsiderar a curvatura na direcao perpendicular
as placas de Hele-Shaw «, por ser constante e de gradiente desprezivel, nao afetando a
dinamica do problema. Na geometria radial, a expressao da curvatura da interface no

plano da célula é dada por [161]

L[R2 -REE] 02¢
)2}3/2 "R R2 G+

K| = E” = [RQ . ( @) + O(C ) (2.29)

QO
g3

Dando prosseguimento aos célculos da estabilidade linear da interface, substituimos
as expressoes de (2.28) e a condicdo dinamica de contorno (2.19) na Eq. (2.24), sempre
mantendo termos até primeira ordem em (. Aplicando a transformada de Fourier na
equacao resultante desse procedimento, encontramos a equacao de movimento linear para

as amplitudes de perturbacao (,(t) dada pela equagao
(n = A(n, R)G. (2.30)

O ponto acima de (, indica a derivada temporal total e

A(n, R) = m{% In| (1 + MB—;Q) - S(n)] el - 1)}, (2.31)
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Figura 2.4: Tlustragdo da evolugdo temporal da taxa de crescimento A(n, R) para trés
modos de Fourier: n =6, n =8 e n = 10. Note o crescimento em “cascata” dos modos de
perturbagiao. O tempo critico de n = 8 (momento em que o modo 8 se torna instavel) é
representado na figura.

representa a funcdo taxa de crescimento linear na forma adimensional [147]. Na Eq. (2.31),

a funcao
1

@]n|(|n| +1) (2.32)

s(n)=14+pu
estd associada aos efeitos de estresses viscosos normais e a funcao

y|n|JCa¥ ™!
n)=-———

w(n) e (2.33)

representa os efeitos de molhamento das placas, com Ca = nR/o. Na Eq. (2.31), consi-
deramos 77 < 12, de modo que A = 1, e assumimos a taxa de injecao () constante. Note
que, quando A(n, R) > 0, o modo n de Fourier ¢é instavel e o crescimento das amplitudes
(n € observado. Além disso, na Eq. (2.31) a competicdo entre forgas viscosas e de tensdo
superficial definem o sinal da taxa de crescimento. O primeiro termo da Eq. (2.31) corres-
ponde ao efeito desestabilizante do contraste de viscosidade entre os fluidos, juntamente
com a contribuicao dos estresses normais, e o segundo termo representa o efeito estabili-
zante proveniente da tensdo superficial. Na Eq. (2.31), os comprimentos e as velocidades
estao rescalonados por b e QQ/(27b), respectivamente. Nesse contexto, definimos ¢ = Ry /b

que corresponde a um parametro de medida de confinamento do fluido (razao entre o raio
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inicial do fluido interno e o espagamento entre as placas de Hele-Shaw). Esse parametro
é usualmente chamado de aspect ratio. Desse modo, g corresponde a uma condicao inicial
do nosso problema no qual temos controle experimentalmente.

Antes de abordar o problema do nimero de dedos da interface fluido-fluido, é impor-
tante discutir um pouco sobre o comportamento tipico da taxa de crescimento A(n, R)
em fun¢ao do tempo. A Fig. 2.4 ilustra a evolucdo temporal de A(n, R), para n = 6,8
e 10. Analisando a Fig. 2.4, observa-se que apds um certo tempo [chamado de tempo
critico t.(n)|, a taxa de crescimento se torna positiva, ou seja, o modo de Fourier se torna
instavel na dinamica. Esse tempo é calculado pela equagdo A(n, R)|;—;, = 0. Além disso,
note que para maiores valores de n, os modos demoram mais tempo para se tornarem
instaveis, ocasionando um efeito de desestabilizacao em “cascata” dos modos de Fourier,
onde os modos se tornam instaves em sequéncia como ilustrado na Fig. 2.4. E, finalmente,

podemos observar que maiores n atingem menores magnitudes de A(n, R).

2.3.2 A estimativa do nimero de dedos viscosos e a atual discre-

pancia com os experimentos

Na dindmica dos dedos viscosos [1,3,10,35,37,41,42,45,46,74,77,78,81,126,150-154,
160,162], assim como na maioria dos problemas de interfaces instaveis [62-65,163-165], o
procedimento teorico padrao para determinar o nimero de dedos (ou o nimero de onda

dominante) da interface é obtido pelo modo de Fourier n?  que maximiza a funcio taxa

S

Todas as teorias até entao realizadas utilizam essa abordagem padrao para estimar o com-

de crescimento,

~0. (2.34)

n:n{r}zaaﬂ

primento de onda tipico da interface perturbada. Como discutido no inicio do capitulo,
para a instabilidade de Saffman-Taylor, experimentos realizados por Maxworthy [35] mos-
traram que os modelos tedricos nao sao satisfatérios em um certo regime de instabilidade

do sistema.
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Figura 2.5: Figura retirada da Ref. [35]. Ntumero de onda modificado em func¢ao do
logaritmo do niimero de capilaridade. Varios modelos teoéricos sao ilustrados. Os pontos
experimentais representam os seguintes valores de b e n: (o) 0.034 c¢m, 1.17 P; (57) 0.065
cm, 1.17 P; (A) 0.128 cm, 1.17 P; (0) 0.191 cm, 1.17 P; (o) 0.0153 cm, 0.061 P; (M) 0.065
cm, 9.95 P; and, (#) 0.128 c¢m, 9.95 P.

A Fig. 2.5, retirada do artigo de Maxworthy [35], ilustra o comportamento de um nu-
mero de onda modificado 7mq, /(RCa'/?) em funcio do logaritmo do nimero de capilari-
dade Ca. Nesse grafico, os simbolos correspondem aos dados experimentais de Maxworthy
e as curvas representam os modelos tedricos que tentam estabelecer o nimero de onda do-
minante na interface fluido-fluido. E importante salientar que todas as curvas teoricas da
Fig. 2.5 consideram que o nimero de dedos tipico da interface é dado pelo modo de Fourier
que possui maior taxa de crescimento A(n, R) naquele instante. A diferenga entre esses
modelos estdo nos efeitos fisicos considerados na condi¢do dinamica de contorno (2.19).
No modelo de Paterson [37], por exemplo, apenas o termo de curvatura é considerado
na condicao de contorno (2.19). Park e Homsy [150], por outro lado, consideram o fator
de 7/4 no termo de curvatura. Em uma dedugdo mais precisa, Schwartz [151] utilizou a
condigao de contorno completa proposta por Park e Homsy [150], levando em considera-
cao efeitos de molhamento das placas. Para mais detalhes sobre as outras teorias, veja

Ref. [35].
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2.3 Estimando o nimero de onda da interface no problema de injecao radial

Da Fig. 2.5, Maxworthy concluiu que a teoria e o experimento concordam razoavel-
mente bem com os dados experimentais para pequenos valores do ntimero de capilaridade.
Por outro lado, todas as teorias superestimam o nimero de dedos viscosos na interface
para maiores valores de Ca. Uma significante melhora entre experimento e teoria nas
predicoes do comprimento de onda tipico no problema de injecao radial em Hele-Shaw
surgiu apenas 20 anos depois dos experimentos de Maxworthy. FEsse estudo teérico foi
realizado por Kim et al. [160] e obteve uma melhor concordancia com os dados experi-
mentais ao considerar os efeitos dos estresses viscosos normais [153,154], como ilustrado
na Fig. 2.5. Mais recentemente na Ref. [162], foi observado uma melhora na concordancia
das previsoes teoricas, porém mais modesta em comparagao com os resultados obtidos
por Kim et al.. Na Ref. [162], o problema foi abordado de uma maneira mais complexa,
baseada nas equagoes de Brinkman (ao invés de assumir a lei de Darcy). Apesar desses
novos esforgos [160,162|, as predicoes teoricas do niimero de dedos viscosos ainda nao sao
inteiramente satisfatorias para um intervalo significante do niimero de capilaridade.

O objetivo principal deste capitulo é propor uma maneira alternativa para selecionar
o numero de dedos da interface. Para isso, consideramos que a discrepancia observada
nos experimentos de Maxworthy nao estd apenas nas contribuigoes fisicas consideradas
na teoria, mas sim, na maneira usual de “contagem” do niumero de dedos (pelo célculo do

modo de méaxima taxa de crescimento).

2.3.3 O método da maxima amplitude

Apoés deduzir a fungio taxa de crescimento generalizada A(n, R) (2.31), nos discuti-
remos nosso método alternativo de estimar o nimero de onda dominante da interface.
Primeiramente, note que o R varia no tempo e, portanto, a solucao linear da Eq. (2.30)

para as amplitudes de perturbacao (, é dada por

Ca(t) = Ca(0) exp{[(n, R)}> (2'35)
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onde

t
I(n,R) = / ( )A(n, R)dt, (2.36)
te(n

com t.(n) sendo o instante em que a taxa de crescimento comeca a se tornar positiva.
Além disso, (,(0) corresponde & amplitude inicial em t = t.(n), onde supusemos que
Ca(t) = u(0) se 0 < t < t.(n) |[40]. Como a taxa de injegdo @ é constante, podemos

reescrever a Eq. (2.36) na forma

R
I(n,R) - /R Al RO RR, (2.37)

com R.(n) = R(t.). Observe que, pela Eq. (2.22) rescalonada, R=1/R.
Nossa maneira de “contagem” alternativa (método da mdzrima amplitude) afirma que

o namero de dedos na interface é obtido pelo modo de Fourier de maxima amplitude
e [147],
dGa(t)
dn

Note que pela Eq. (2.35), a condi¢do de maxima amplitude pode ser reescrita na forma

= 0. (2.38)

N=Nmax

0I(n, R)
o =0. 2.39
( on ) . (2:39)
Como a relagao de dispersao linear depende do tempo, em geral os valores de n e n$

nao coincidem durante a evolucao da interface. Esse ¢ o motivo da discrepancia entre
as predigbes teodricas usuais e os experimentos de Maxworthy [35]. Mostraremos que a
concordancia entre teoria e experiento é significantemente melhorada quando utilizamos
o critério de maxima amplitude [Eq. (2.38)] em conjunto com uma andlise de estabili-
dade linear apropriada, que contempla a acao das tensoes viscosas normais e o efeito de

molhamento nas placas [Eq. (2.31)].
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2.3.4 A compatibilidade do critério de maxima amplitude com os

experimentos de Maxworthy

50
45 —— Paterson
Nitax

40 — N
g 35
c

30

25

20

25 30 35 40 45 50

R

Figura 2.6: Numero de dedos viscosos na interface fluido-fluido em funcao do raio nao
perturbado R para Ca = 0.237: modelo de Paterson [37], n2 . do modelo de Kim et.
al [160] e utilizando nosso método da méaxima amplitude, n$

max*

Nesta secao, focaremos na comparacao da predicao teérica dada pelo maximo da am-
plitude com os resultados experimentais de Maxworthy [35]. Além disso, compararemos
nossos resultados com os modelos teoricos realizados por Paterson [37] e por Kim et
al. [160]. Primeiramente, a Fig. 2.6 ilustra como o nimero de dedos viscosos na interface
(Naz) €volui com o crescimento do raio adimensional R, para diferentes teorias. Para
esse grafico, nos consideramos o mesmo nimero de capilaridade (Ca = 0.237) utilizado
por Maxworthy em um dos seus experimentos ilustrados na Ref. [35], onde um padrao de
35 dedos ¢é observado na interface no final do processo de inje¢ao. As curvas representam
o modelo de Paterson [37], Kim et al. [160] (nb,,) e nosso critério de maxima amplitude
(nS,..). E evidente que o ntimero resultante de dedos estimados por Paterson e Kim é
consideravelmente maior que a predicao feita pelo nosso método. De fato, quando R = 50
observamos n,. igual a: 49 (Paterson), 44 (Kim et al.) e 35 para o nosso modelo.

Uma andlise mais interessante, é verificar como o critério de maxima amplitude se

comporta no grafico da Fig. 2.5 feito por Maxworthy. Assim como nas Refs. [35,160], a
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Fig. 2.7 ilustra como um nimero de onda modificado 7,4, / (RCa'/?) varia com o logaritmo
do niimero de capilaridade Ca. Na Fig. 2.7, nés consideramos R = 35 e consideramos trés
diferentes maneiras de calcular o nimero de onda: pelo maximo de A(n, R), considerando
apenas a contribui¢ao do estresse viscoso normal, como feito por Kim et al. [160], nd

pelo maximo de A(n, R), assumindo a contribuigdo de molhamento das placas e o efeito do

Aw .

sw ;e pelo madximo da amplitude com ambos efeitos de estresse

estresse viscoso normal, n
viscoso e molhamento incluidos, usando a Eq. (2.31), nS,,,. Observe que o modelo de
Paterson também é ilustrado.

E de grande importancia descrever um pouco as condicdes iniciais do experimento de
Maxworthy. Quando o raio inicial do fluido menos viscoso ¢ suficientemente pequeno,
como nos experimentos realizados por Cardoso e Woods [74], com o passar do tempo
os modos de Fourier vao atingindo seu raio critico R.(n) [74] em sequéncia. Por outro
lado, no experimento realizado por Maxworthy, o raio inicial do fluido menos viscoso é
suficientemente grande de tal maneira que os modos relevantes na dinamica apresentam
raio critico menor que o raio inicial Ry em ¢t = 0. Em outras palavras, os modos com
maiores amplitudes no final do processo de injecao ja apresentam taxa de crescimento
positiva (ja sdo instaveis) em t = 0 e a cascata desestabilizante dos modos nao ocorre.
Nessa circunstancia, podemos consider R.(n) = Ry na Eq. (2.38) para todos os modos de
Fourier. Em particular, na Fig. 2.7 consideramos Ry = 25.

Como discutido anteriormente, vemos na Fig. 2.7 que os modelos de Paterson e Kim
et al. superestimam o ntimero de dedos da interface. Além das duas teorias (Paterson
e Kim) ja conhecidas na literatura, adicionamos na Fig. 2.7 uma curva tracejada que

representa o modelo tedrico de Kim com uma contribuicao adicional dada pelo efeito de

Aw

max?

molhamento nas placas da célula de Hele-Shaw (n curva tracejada). Note que, apesar
do efeito de molhamento estar presente no modelo, as previsoes tedricas nao se tornam
mais compativeis com os dados experimentais de Maxworthy. Por outro lado, quando
assumimos que o nimero de dedos é estabelecido pelo modo de maxima amplitude (nS, .,
curva vermelha), considerando p = 1 e v = 3.8, verificamos uma consideravel melhora na

concordancia com os dados experimentais. Podemos observar esse melhor comportamento

tanto para menores quanto para maiores valores de Ca. A eficacia do nosso método para
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Figura 2.7: Nimero de onda modificado em funcao do logaritmo do nimero de capilari-
dade, para R=35: n? _, modelo de Kim et. al [160]; n’=  modelo de Kim adicionado

max? max?

efeito de molhamento; e, nS,,,, com Ry = 25. A predigio tedrica de Paterson [37] é

também ilustrada. Os pontos experimentais sao os mesmos da Fig. 2.6, retirados do
experimento de Maxworthy [35].

estimar o nimero de dedos viscosos na interface concentra-se, principalmente, no uso do
critério de maxima amplitude, devidamente complementado pela acao das tensoes normais
viscosas e os efeitos de molhamento.

A fim de obter algo mais quantitativo da eficacia do método da méaxima amplitude,
realizamos o teste estatistico de Kolmogorov-Smirnov [166, 167] usando os pontos expe-
rimentais da Fig. 2.7. Esse teste é muito utilizado em pesquisas de ciéncia e tecnologia
e é muito util quando deseja-se comparar dois tipos de medicoes ou calculos. Para uma
compreensao mais detalhada desse teste, veja por exemplo, Ref. [168]. E para mais deta-
lhes computacionais, veja Refs. [168,169]. Considerando dois conjuntos de medidas (ou
célculos teoricos) de uma mesma grandeza, o teste de Kolmogorov-Smirnov baseia-se na
hipotese nula a qual afirma que “o modelo tedrico ajusta os dados experimentais”. Nessa
circunstancia, um valor p probabilistico calculado no teste indica se os dados que estao
sob comparacao diferem significantemente. Quanto menor o valor de p, maior a evidéncia

favorecendo a rejeicao da hipotese nula. Aplicando o teste de Kolmogorov-Smirnov uti-
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Figura 2.8: Figura retirada da Ref. [35]. Fotografias da evolugao da interface durante a
injecdo de ar deslocando um o6leo que preenche a célula de Hele-Shaw. O intervalo de
tempo de cada painel é de 0.3 s. Observe que 35 dedos podem ser contados na interface.
A mudanca na tonalidade de cinza na regiao central das fotografias é devido a uma fina
camada de 6leo deixada pra tras nas placas da célula (efeito de molhamento do 6leo).

lizando os dados experimentais de Maxworthy [35] e os valores extraidos da abordagem
teorica de Kim et al. [160], nos obtemos p = 2.976 x 107°. Por outro lado, aplicando o
mesmo teste utilizando os dados experimentais [35] e os dados teoricos calculados pelo
método da maxima amplitude, nés obtemos um valor de p igual a 0.493. Concluimos que,
pelo teste de Kolmogorov-Smirnov, a abordagem de estabelecer o niimero de dedos visco-
sos pelo maximo da amplitude fornece uma significante melhora na concordancia com os
dados experimentais.

Nos experimentos de Maxworthy, a contagem do ntimero de dedos na interface é rea-
lizada para um valor de R em que a instabilidade aparece pela primeira vez, conforme o
texto retirado da Ref. [35]: “A wvideo camera and recorder or a motor-driven 35-mm ca-
mera were used to record the interface positions as a function of time, the interface radius

at which instability first appeared R;, and the number of waves formed n,,.. . Portanto,
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Figura 2.9: Numero de onda modificado em funcao do logaritmo do ntimero de capila-

ridade. (a) Curvas ilustrando o comportamento de nf . e nS,. (com Ry = 25), para

R = 30 (curvas continuas), R = 40 (curvas tracejadas). (b) Grafico de n__ e nS,,, (com

R = 35), para Ry = 20 (curva tracejada), Ry = 25 (curva continua) e Ry = 30 (curva pon-
tilhada). Os pontos experimentais sdo os mesmos da Fig. 2.6, retirados do experimento
de Maxworthy [35].

como o experimento ¢é realizado para diferentes valores de espacamento b e ntimeros de
capilaridade Ca distintos, o raio que determina o inicio da instabilidade nao é bem defi-
nido. No entanto, pode-se estimar valores tipicos de R examinando a Fig. 2.8 retirada da
Ref. [35], onde ¢é ilustrada a evolucao da interface até o momento em que a contagem do
numero de dedos é realizada. Na Fig. 2.8, percebe-se que o raio nao perturbado evolui
até aproximadamente duas vezes o seu valor inicial. Nessa circunstancia, na Fig. 2.9(a)
nos fixamos Ry = 25 e ilustramos o ntimero de onda modificado 7, /(RCal/?) para dois
valores de R: 30 (curvas solidas) e 40 (curvas tracejadas). Fazendo isso, conseguimos
“varrer” toda a regido ocupada pelos pontos experimentais da Ref. [35]. Da Fig. 2.9(a),
verifica-se que essa sensibilidade a mudancas em R nao é observada na abordagem feita
por Kim et al. [160] para maiores valores de Ca. Note que as curvas azuis tracejada e
solida eventualmente se colapsam. Assim como na Fig. 2.7, observamos que o critério da
méaxima amplitude fornece uma melhor concordancia com os experimentos.

Como os experimentos de Maxworthy utilizam diferentes valores de b, é interessante

investigar como a curva da Fig. 2.7 se comporta para diferentes valores de Ry. Verificamos
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pela Fig. 2.9(b) que, modificando Ry, noés obtemos resultados similares aqueles obtidos
para Ry = 25 e para diferentes valores de R |Fig. 2.9(a)]. Na Fig. 2.9(b), fixamos R = 35
e usamos trés diferentes valores de Ry: 20 (curva tracejada), 25 (curva continua) e 30
(curva pontilhada). Dessa figura, observa-se que menores valores de Ry leva a formacao
de menos dedos viscosos na interface.

E importante fazer uma distincio fisica entre o critério de maxima amplitude e o
método de maxima taxa de crescimento. Note que como a interface fluido-fluido é descrita
por uma perturbacao harmoénica de um circulo, de fato o niimero tipico de dedos é dado
pelo modo que tiver maior amplitude e nao pelo modo com maior taxa de crescimento.
Quando a taxa de crescimento A(n, R) é independente do tempo, como acontece por

A coincide com né . Porém, quando

max max”

exemplo na célula de Hele-Shaw retangular [3], n
A(n, R) depende do tempo, vemos que é necessario utilizar esse novo critério para estimar
o ntmero tipico de dedos na interface.

Uma questao interessante é saber porque o método de maior amplitude prever menores
numeros de onda na interface comparado ao procedimento padrao dado pelo méaximo
da taxa de crescimento. Durante a evolucao da interface, a taxa de crescimento linear
A(n, R) de cada modo de Fourier atinge uma magnitude maxima e decai com o passar
do tempo (Fig. 2.4). Além disso, analisando a Fig. 2.4, percebe-se que os menores modos
de Fourier sao os que atingem maiores taxas de crescimento. Logo, em um dado tempo
t, o modo que mais contribui na integral da Eq. (2.35) (modo de maxima amplitude) é
tipicamente menor que aquele de maxima taxa de crescimento nesse mesmo instante ¢.
Observe, por exemplo, que na Fig. 2.4 no instante t = 25, o modo n = 8 possui uma
taxa de crescimento maior que a taxa de crescimento do modo n = 6. Porém, a area
abaixo da curva para n = 8 é significativamente menor que a area correspondente quando
n = 6. Ou seja, o modo n = 6 possui uma contribuigdo maior na integral da Eq. (2.35) e,
consequentemente, maior amplitude.

Nesta secao, nés propusemos um critério alternativo para estimar o nimero de onda
no crescimento radial de dedos viscosos, dado pelo modo n de Fourier que possui ampli-
tude de perturbacao maxima. Essa abordagem proporcionou uma melhor concordancia

entre teoria e experimento. A relativa similaridade do problema de injecao na célula de
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Hele-Shaw radial com outros problemas de interfaces instéveis de simetria radial sugere
que o critério que noés introduzimos possa ser Util na remocao de discrepancias similares
em outros fenémenos de interesse atual. Em especial, veremos que a incompatibilidade
existente entre teoria e experimento para a selecao do niimero de dedos na célula de Hele-
Shaw de espagamento variavel [96] é completamente removida quando utilizamos nosso

método de maxima amplitude [148].

2.4 A selecao do nimero de onda na célula de Hele-

Shaw de espacamento variavel

2.4.1 Introducao

No problema de Saffman-Taylor na célula de Hele-Shaw de espacamento variavel |44,
47-60, 75], discutido no Cap. 1, também encontramos uma discrepancia entre o nimero
de dedos na interface previstos pelos modelos tedricos e os dados experimentais. Nesse
sistema, um fluido viscoso é confinado em uma célula de Hele-Shaw radial, cuja placa
superior é levantada enquanto que a placa inferior é mantida em repouso. Por conservacao
de volume, durante o levantamento da placa superior, o fluido externo, menos viscoso,
empurra o fluido interno em direcao ao centro da célula de Hele-Shaw, formando padroes
devido a diferenca de viscosidade entre os fluidos. Como discutido no Cap. 1, no inicio da
dinamica observa-se a formacao de varios dedos na interface que, com o passar do tempo,
tendem a diminuir. No fim do processo de levantamento, a interface eventualmente se
recirculariza.

Nas proximas secoes, tentaremos prever precisamente a evolucao temporal do niimero
de dedos formados na interface durante o processo de levantamento em Hele-Shaw. Simi-
larmente ao que acontece no problema convencional de injecao, a previsao teodrica usual
do niimero de onda da interface, a qual usa o méximo da taxa de crescimento, acarreta em
uma grande discrepancia com os valores observados experimentalmente [44,55,57, 58, 60].
Desse modo, utilizaremos o método da maxima amplitude e verificaremos novamente que

esse critério promove uma excelente concordacia com os experimentos.
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2.4.2 Analise de estabilidade linear

Figura 2.10: Figura esquemética da célula de Hele-Shaw de espacamento variavel. O fluido
interno (em verde) possui viscosidade 7, enquanto o fluido externo possui viscosidade 7,.
A interface fluido-fluido nao perturbada (curva tracejada) corresponde a um circulo de
raio R = R(t) dependente do tempo. A perturbacdo da interface é representada por
¢ =((0,t), onde 0 é o angulo polar. A dire¢ao de levantamento é ao longo do eixo z e o
espacamento entre as placas b = b(t) é funcao do tempo.

A geometria da célula de Hele-Shaw de espacamento variavel é ilustrada na Fig. 2.10.
Counsidere a célula com uma separacdo entre as placas de largura b(t) contendo dois fluidos
imisciveis, incompressiveis e viscosos. A placa de cima da célula pode ser levantada na
direcao perpendicular ao plano contendo os dois fluidos, enquanto que a placa inferior
permanece imével. Assuma, inicialmente, que a interface fluido-fluido é circular de raio Ry.

Pela conservacao de volume, a dependéncia temporal do raio da interface nao perturbada

R(t) = Roy/ b% (2.40)

Assim como no caso da inje¢ao radial, no6s usamos a lei de Darcy (2.24), a condicao de

¢ dada por

diferenca de pressao (2.19) e a condicao cinematica (2.20) para obter a equagao diferencial
para as amplitudes de perturbacao. Contudo, devido ao levantamento da placa superior,

a média transversal (2.9) da condicdo de incompressibilidade (2.2) resulta na equagao

Vv = —@. (2.41)
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2.4 A selecao do niimero de onda na célula de Hele-Shaw de espagamento variavel

Portanto, temos um potencial de velocidade obedecendo uma equacgao de Poisson

2, _ b(0)
V0 = by (2.42)

Apesar disso, como o espacamento da célula s6 tem dependéncia temporal, a solucao da
Eq. (2.42) difere da Laplaciana usual (2.26) pelo simples termo adicional br?/(4b). Pela
condigao cinematica (2.20), os potenciais de velocidade (2.28), em primeira ordem em ¢,

sao dados por

R . bR R . bR
¢1n(t) =——Cn— MCTL € ¢2n(t) = —Cut+

id [n[>" " 2bn]

G- (2.43)

De posse das expressoes para os potenciais de velocidade (2.43) e seguindo os passos
descritos na Sec. 2.3.1, a equacao dindmica em nivel linear das amplitudes de Fourier é

dada pela Eq. (2.30), porém com taxa de crescimento linear adimensional [148|

A(n, R) = ;{2% [In| — s(n)] — %b”?\m(n? - 1)}. (2.44)

s(n) +w(n)

Na Eq. (2.44), a fungao
3

s(n) =1+ ug—q|n|<|n| ) (2.45)

estd associada aos efeitos de estresse viscoso normal e a funcao
b3/2 1—
w(n) = 7J\n|6— [24b%/2 7] (2.46)
q

estd relacionada a contribuicao de molhamento das placas. O parametro de confinamento

do fluido interno (aspect ratio) ¢ ¢ = Ry /by, J = 3.8 ¢

3
ob;

=
12nbR3

(2.47)

¢ uma medida adimensional de tensao superficial [47,55,60]. Na Eq. (2.44), consideramos

1y < 11, de modo que A = —1, e supomos que a placa superior é levantada com velocidade
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2.4 A selecao do niimero de onda na célula de Hele-Shaw de espagamento variavel

constante b. Além disso, comprimentos e velocidades paralelos (perpendiculares) ao plano

da célula de Hele-Shaw estdo rescalonados por Ry (by) e Rob/by (b), respectivamente.

2.4.3 Estimando o nimero de dedos viscosos na célula de Hele-

Shaw de espacamento variavel

Um estudo experimental meticuloso realizado por Nase et al. [60] investigou siste-
maticamente como o numero de dedos previsto pelo tradicional método do maximo da
taxa de crescimento se compara com os experimentos. A Fig. 2.11, retirada da Ref. [60],
ilustra a evolucao temporal do ntimero de dedos da interface durante o processo de le-
vantamento. Os simbolos no grafico correspondem aos valores encontrados experimen-
talmente e a curva representa a previsao teodrica calculada pelo méximo da taxa de
crescimento (dA(n, R)/dn = 0), negligenciando efeitos de molhamento e estresses vis-
cosos [44,47-60,75]. Observando a Fig. 2.11, verifica-se que logo no inicio da dinamica da
interface, o numero tipico de dedos previstos pela teoria e pelos dados experimentais estao
em razoavel concordancia. Porém, com o passar do tempo, observamos que o nimero de
onda diminui bem mais lentamente nos experimentos que o previsto pelo célculo teorico.
Em outras palavras, a teoria subestima o nimero de onda dominante na interface.

Varias suposicoes foram feitas a fim de justificar o motivo dessa discrepancia. A
opinido comum entre os pesquisadores é que efeitos tridimensionais [60,96] influenciavam
nas medi¢oes experimentais e que nao eram considerados no modelo teérico. Por outro
lado, nés consideramos que o verdadeiro erro estava, assim como no problema de injecao,
no método de “contagem” do ntimero de dedos baseado no maximo da taxa de crescimento
e nao por outros efeitos fisicos nao considerados na teoria. Motivados pelo sucesso obtido
na predicao do nimero de onda tipico da interface no problema de injecao em Hele-
Shaw [147], nessa se¢ao nos analisamos o contraste entre os dados experimentais obtidos
por Nase et al. [60] e nossa predigao tedrica dada pela abordagem do méximo da amplitude
[Eqgs. (2.35) e (2.38)] discutida na Secao 2.3.

No6s comecamos a discussao sobre o nimero de onda da interface, examinando o pa-

pel desempenhado pelo estresse normal viscoso na Fig. 2.12, negligenciando efeitos de
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Figura 2.11: Figura retirada do artigo de Nase et al. [60]. Numero de dedos N,; como
uma fun¢do do tempo t'. A curva continua representa o ntumero de dedos calculado
pelo méximo da taxa de crescimento (2.44), negligenciando efeitos de estresse normal e
molhamento das placas (u = 0 e v = 0), para 7 = 9.6 x 107%. Os circulos, quadrados e
losangos correspondem a raios iniciais iguais a 3 mm, 5 mm e 1.5 mm, respectivamente.
Confimaneto: simbolos pretos, ¢ = 30; simbolos verdes, ¢ = 40; simbolos laranja g = 60;
e simbolos brancos, ¢ = 120.

molhamento e utilizando o méximo da taxa de crescimento. Essa primeira abordagem é
justificada pelo fato que, como discutido na Secao 2.3, a inclusao dos efeitos de estresse
normal melhora bastante a compatibilidade entre teoria e experimento, mesmo quando o
méaximo da taxa de variacdo é utilizado [147,154,160]. A Fig. 2.12 ilustra como o nimero

total de dedos n,,q, evolui com o passar do tempo, para ¢ = 40 e 7 = 4.5x 1075, As curvas
A

max?

teoricas estdo relacionadas com as seguintes situacoes: (i) n calculado pelo méaximo

de A(n, R), desconsiderando os efeitos dos estresses normais (¢ = 0) |44,47-60,75|; (ii)

As
max?

(iii) nS:

max?

n calculado pelo maximo de A(n, R), incluindo os efeitos de estresse normal (u = 1);

obtido pelo método da méxima amplitude e assumindo p = 1. Os dados

experimentais aparecem como circulos pretos (e).

A

Analisando a Fig. 2.12, notamos que ha uma clara discrepancia entre a curva n,,,, e

os dados experimentais. E também evidente que a inclusao dos estresses viscosos normais

As

2 ) tende a diminuir o nimero de dedos na interface ainda mais. Dessas observagoes,

(n

concluimos que a predicao do ntimero de dedos baseada no maximo da taxa de crescimento
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Figura 2.12: Nuamero de dedos n,,, como uma funcao do tempo ¢, para ¢ = 40 e
7 =4.5x 107%. Nesta figura, o efeito de molhamento ¢ negligenciado (y = 0). Observa-se

as seguintes curvas: curva teorica, n’ . calculada pelo maximo da taxa de crescimento

negligenciando os efeitos dos estresses normal (u = 0) [44,47-60, 75]; n’:  calculada

usando Eq. (2.31) considerando os efeitos dos estresses normal (= 1) e também utili-
zando a abordagem do méximo da taxa de crescimento; e, finalmente, nS_ . o qual toma

max?

p = 1, mas utiliza o0 método da maxima amplitude [148]. Os pontos experimentais (e)
foram retirados dos experimentos realizados por Nase et al. na Ref. [60].

definitivamente nao é satisfatoria. Como ja observado na Ref. [60], ha apenas uma razoével
compatibilidade com o experimento no inicio do processo de levantamento. Por outro
lado, quando consideramos o numero de dedos na interface dado pelo modo de maior

amplitude (n%:,,, curva vermelha), verificamos uma excelente concordancia com os dados

maz
experimantais. A razao do sucesso dessa abordagem é a mesma discutida na Seg. 2.3 e
no artigo [147].

E importante perceber que, nas instabilidades hidrodinamicas no fluxo na Hele-Shaw
de espacamento variavel, o0 modo de Fourier de maximo A(n, R) diminui com o passar
do tempo, assim como a propria magnitude da taxa de crescimento A(n, R). Logo, em
um dado instante ¢, o0 modo que mais contribui para integral da Eq. (2.35) (modo com

méxima amplitude) é tipicamente maior que o modo com méxima taxa de crescimento

nesse mesmo instante t. Essa ¢ uma das razoes pela qual o critério da maxima amplitude

71
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seleciona maiores ntimeros de onda em comparacao ao procedimento usual dado pelo
méaximo da taxa de crescimento.

A fim de comprovar o critério da maxima amplitude mais sistematicamente e de forma
mais precisa, apresentamos nosso método para vérios valores de confinamento ¢ e para
dois valores de 7. Além disso, consideramos a influéncia do molhamento entre as placas.
A Fig. 2.13 ilustra o ntimero de dedos 1n,,,, como funcao do tempo ¢, para 7 = 4.5 x 1076
com ¢ = 30,40, 60 e 120 [Figs. 2.13(a)-2.13(d)]; e para 7 = 9.6 x 107¢ com ¢ = 30, 40, 60, e

122 [Figs. 2.13(e)-2.13(h)]. As curvas teoricas estao associadas as seguintes situacoes: (i)

A

> apy calculado pelo méaximo de A(n, R), desconsiderando os estresses viscosos normais

n

(= 0) [44,47-60, 75]; (i) nS:

max’

calculado pelo método da méaxima amplitude, incluindo
os estresses viscosos normais (p = 1); (iii) nS. obtido pelo méximo da amplitude,
assumindo ¢ = 1 e considerando os efeitos de molhamento das placas. Novamente, os
dados experimentais foram retirados da Ref. [60] e estdo representados pelos circulos
pretos (e).

Analisando a Fig. 2.13, verifica-se que, independentemente dos valores de ¢ e 7, as
predicoes teoricas calculadas pelo maximo da taxa de crescimento falham na tentativa de
estabelecer o nimero de dedos na interface, similarmente ao observado na Fig. 2.7. Por
outro lado, as previsoes teoricas obtidas pelo uso do critério da méaxima amplitude estao
em excelente acordo com o experimento durante toda evolucao temporal do levantamento
e para todos os valores de g e 7. Contudo, nota-se que para maiores valores do parametro
de confinamento (¢ > 60), a curva nS:,, comeca a subestimar o nimero de dedos emer-

gentes na interface. Com intuito de solucionar esse problema, nos adicionamos efeitos de
molhamento em nosso modelo tedrico (curvas nfn,fw) Nessa circunstancia, observa-se uma
melhor concordancia entre as previsoes teoéricas e os dados experimentos quando valores
maiores de ¢ sdao considerados [veja Fig. 2.13(c) e Fig. 2.13(g)|. Porém, quando ¢ ~ 120
|[Fig. 2.13(d) e Fig. 2.13(h)| os pontos experimentais ainda se encontram abaixo das cur-
vas n;»" em um certo intervalo de tempo durante o processo de levantamento. Esse leve

desacordo talvez seja devido a influéncia de efeitos nao lineares que nao estao incluidos

em nossa analise de estabilidade linear.
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Figura 2.13: Numero de dedos viscosos 7., em fungao do tempo ¢, para diversos valores
do parametro de confinamento g e para dois valores do parametro de tensao superficial
7: 4.5 x 107% |Figs. 2.13(a)-2.13(d)] € 9.6 x 107° [Figs. 2.13(e)-2.13(h)|. As curvas teorica
continuas e azuis foram calculadas pelo maximo da taxa de crescimento, onde efeitos de
estresse normal e molhamento foram negligenciados (u = 0, v = 0) |44,47-60, 75; nS:,.,
calculada pela Eq. (2.31) considerando os efeitos de estresse normal, negligenciando os
efeitos de molhamento (x = 1, v = 0) e também utilizando a abordagem do méximo
da taxa de crescimento; e, finalmente, nS caleulado pela Eq. (2.31), assumindo p = 1,
~ = 2/3 e considera o critério da méxima amplitude. Os pontos experimentais, assim como
na Fig. 2.12, foram retirados dos experimentos realizados por Nase et al. na Ref. [60].
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O problema de levantamento em Hele-Shaw estudado nessa secao é, de fato, o segundo
sistema fisico para o qual o nosso método da méxima amplitude gera uma significante
melhora da concordancia com os experimentos quando comparado com o tradicional mé-
todo do méaximo da taxa de crescimento. Os resultados obtidos nesse capitulo [147, 148]
dao um suporte a eficicia do método de maxima amplitude em determinar o nimero de
dedos emergentes na interface. Mostramos que essa abordagem fornece uma excelente
compatibilidade com os dados experimentais realizados na Ref. [60]. O sucesso de nos-
sos resultados também foi verificado para diferentes graus de confinamento e efeitos de
capilaridade. Esperamos que esses resultados positivos motivem fisicos experimentais e
tedricos a continuarem testando nosso método de selecao do niimero de onda em outros

problemas de formacao de padrao.
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Capitulo 3

Minimizacao de instabilidades em

interfaces de crescimento radial

3.1 Introducao

Apesar da grande beleza e relevancia académica dos padroes formados na natureza, em
algumas situacoes o crescimento dessas instabilidades de interface nao é desejado. Como
discutido no Cap. 1, é bem conhecido que o desenvolvimento dos dedos viscosos é uma das
principais razoes da ineficiéncia na extracdo do petroleo das rochosas porosas [117]. Além
disso, veremos mais adiante que o interesse pelo controle de instabilidades na interface
entre duas fases nao é apenas no problema de Saffman-Taylor, mas também em cresci-
mento de cristais e em processos de descargas elétricas. Portanto, é de grande interesse
cientifico e tecnologico investigar meios de controlar, minimizar e, possivelmente, suprimir
o crescimento dessas perturbacoes.

Neste capitulo, continuaremos o estudo da instabilidade de Saffman-Taylor na célula
de Hele-Shaw, entretanto, ao invés de estudar o desenvolvimento desses padroes, nosso
principal objetivo é oferecer meios de controléd-los e eventualmente suprimi-los. Além
disso, estenderemos nosso estudo para fluxos de fluidos complexos, cuja viscosidade varia
com a taxa de cisalhamento. Nosso protocolo de controle deve permitir o crescimento

da interface entre duas fases, no entanto estabilizando as perturbacoes que surgem na-
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estagios

turalmente nesse processo. Prentendemos que esses métodos sejam simples e praticos
de serem implementados experimentalmente, onde aplicaremos nao s6 nas instabilidades
de Saffman-Taylor, como também na instabilidade de Mullins-Sekerka e nas perturba-
¢oes surgidas em processos de descargas elétricas (Cap. 4). O protocolo de estabilizagao
mais abordado nesta tese serd deduzido via o calculo variacional. Particularmente no
problema de injecao em Hele-Shaw, esse processo visa encontrar uma taxa de injecao
capaz de minimizar as perturbacoes da interface. Na proxima secao, comecaremos de-
duzindo nosso primeiro método de estabilizacao que utiliza uma taxa de bombeamento
constante dividida em dois estagios. Os resultados obtidos neste capitulo encontram-se

nas Refs. [76,77,108].

3.2 Restricao do crescimento dos dedos viscosos: o pro-
cesso de injecao constante em dois estagios

Como discutido no Cap. 1, alguns grupos de pesquisa [42,71, 75| examinaram a possi-
bilidade de evitar o mecanismo de bifurcagao dos padroes no processo de injecao na célula
de Hele-Shaw radial. Para isso, ao invés de considerar um fluxo de injecao constante,
as Refs. [42,71,75] assumiram uma taxa de inje¢do particular que escala com o tempo

1/3. Nesse procedimento, foram eliminados completamente os efeitos de plo-

na forma ¢~
riferacao dos dedos viscosos controlando o numero de onda da perturbacao. Porém, a
amplitude das perturbacoes geradas nesse processo de injecao nao foi suprimida. De fato,
um protocolo que evite a formacao dos dedos viscosos ainda nao tinha sido eficientemente
abordado na literatura.

Diferentemente do que foi realizado nas Refs. [42,71,75], consideraremos um processo
de injecao constante dividido em dois estégios com intuito de inibir a formacao dos dedos
viscosos. Na situagdo usual, uma certa quantidade de fluido é injetada em um dado
periodo de tempo a uma taxa de injecao constante, gerando instabilidades na interface.

No procedimento que sugerimos nesta secao, a taxa de injecao média é mantida inalterada,

de modo que a mesma quantidade de fluido seja injetada no mesmo intervalo de tempo,
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contudo inibindo o crescimento das instabilidades na interface. Os célculos e resultados
reproduzidos aqui nesta se¢io encontram-se na nossa Ref. [76].

Antes de descrever nosso protocolo de estabilizacao, considere o processo de injecao
em Hele-Shaw e a anélise de estabilidade linear discutidos no Cap. 2. O fluido menos
viscoso é bombeado a uma taxa constante (Jy, que corresponde a taxa de variacao da area

ocupada pelo fluido bombeado na célula de Hele-Shaw. Portanto, temos da Eq. (2.22)

R(t) =1/ R + % (3.1)

Além disso, em todo este capitulo, assumiremos que os efeitos dos estresses normais e de

que

molhamento das placas sao despreziveis na condi¢ao dindmica de contorno (2.19) (u=0e

v = 0). Nessa circunstancia, a evolu¢do das amplitudes de Fourier é dada pela Eq. (2.35)
t

Co(t) = (u(0) exp{lo(n, R)} com Iy(n,R) = / A(n, R)dt', (3.2)
0

onde a taxa de crescimento linear A deduzida no Cap. 2 (2.31), pode ser escrita na forma

dimensional como

An. B) = [ £(m) 22 —g(n%] (33

com f(n) = (An| —1)/27 e g(n) = [*a|n|(n? — 1)]/[12(n; + n2)]. Na Eq. (3.3), notamos
claramente o papel desestabilizante devido ao contraste de viscosidade A entre os fluidos e
o efeito estabilizante da tensao superficial, dado pelo segundo termo da Eq. (3.3). Observe
que na Eq. (3.3) consideramos t.(n) = 0. Essa abordagem ¢é valida desde que assumamos
t.(n) < ty, onde os modos que satisfazem essa condigdo correspondem aos n’s mais
instaveis na dindmica, ou seja, que mais contribuem na integral (3.2). Note que esses
modos de Fourier tém relativamente baixos valores, de modo que o . é atingido logo no
inicio do processo de injegao (reveja Fig. 2.4).

Para deduzir nosso protocolo de injecao, suponha que deseja-se injetar uma certa
quantidade de fluido durante um dado intervalo de tempo [0, s]. Observe que isso define
o raio nao perturbado final da interface, Ry = \/R%T()tf/ﬂ', ou a area final ocupada

pelo fluido, Ay = 7R3 4+ Qot;. Pela Eq. (3.1), podemos reescrever o argumento acima
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/40 — —
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Figura 3.1: Taxa de injecdo Q(t) como fun¢do do tempo para o protocolo de injegdo
constante de dois estagios. A taxa de injecao equivalente )y esta representada pela linha
horizontal azul tracejada.

supondo que queremos bombear um fluido a uma taxa de injecao média dada por @,
durante o intervalo de tempo [0,¢7]. Dadas as quantidades Ay e ty ou )y e ty, nosso
objetivo é formular um perfil simples e pratico para uma taxa de injecdo que iniba a
formacao dos dedos viscosos.

Os resultados apresentados nessa se¢ao consideram Ay &~ 140 cm?® e t; = 28.0 s
(Qo = 5.00 cm?/s). Além disso, utilizamos os seguintes valores para os parametros fisicos:
Ry = 0.30 ¢cm, b = 0.10 cm, {y = Ry/2400 < 107* ¢m, o = 63.0 dyn/cm, 1y = 5.21 g/cm
s e n ~ 0. Esses parametros estao consistentes com os valores usados em experimentos
tipicos em Hele-Shaw [37,40,41,46,170|. Consideramos ainda o caso mais instavel possivel
do sistema, onde A =~ 1.

Apesar de um cenario com uma infinidade de possiblidades para uma possivel taxa
de injecao dependente do tempo que estabilize a interface, o procedimento mais simples,
mas nao trivial, é utilizar um processo de inje¢oes constantes dividido em dois estagios
(Fig. 3.1). Essa escolha sera justificada mais adiante. Para isso, dividimos o intervalo
[0,7¢] no intervalo [0, 7], durante o qual a injecdo permanece constante a uma taxa (), e

no intervalo [7, %], em que a injecao é dada por y(). Expressaremos ainda ¢y em termos
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de dois parametros de controle do nosso protocolo, t; = (1+ )7. A imposicao que a taxa

média de injecao permaneca constante nos leva a expressao

_(1+p)
Q=115 (3.4)

com 3 > 0ey8 > —1. Se o parametro v é negativo, obtém-se um estagio de injecao
seguido de um processo de succao. Para v > 0, duas possibilidade nao triviais surgem no
processo: se v < 1, a taxa de injecao no primeiro estagio é maior que a do segundo estagio
e, para v > 1, a injecao mais fraca acontece durante o primeiro estigio. Finalmente, para
v = 1, recuperamos a situacao usual de injecao constante durante todo o processo de
bombeamento [0,t]. Verifique que os parametros livres, controlados experimentalmente,
sao (8 e v. Qualquer outra grandeza do nosso protocolo de injecao pode ser obtida atra-
vés deles. Lembre-se, ainda, que t; e Qo sao quantidades previamente estabelecidas no
problema que fixam a quantidade de fluido injetado e a duracao do bombeamento.
Considerando que a injecao é feita em dois estagios de bombeamento constante (Fig. 3.1)

o calculo da estabilidade linear é dado por (/,(t) = (oexp{I'(n)}, com

I'n) = /OTAl(n,R)dt+ /thAg(n,R)dt

2mg(n)(1+ B7)
Qo(1+5)

— 2/ (QARy, Ro) - DRy, R+ (R Ro)| . (39

onde A; e A representam a taxa de crescimento referentes ao primeiro e segundo estagios
com suas respectivas taxas de inje¢do. Além disso, Q(z,y) = In(z/y) e I'(z,y) = (1/y —
1/x). Observe que o raio inicial Ry e o raio final R; sdo constantes preestabelecidas,
enquanto que o raio nao perturbado da interface em ¢t = 7 ¢ uma funcao dos parametros
livres do protocolo, R, = R,(3,7).

Se queremos estabilizar as amplitudes de Fourier (/,, entao basta impor que ¢',,/(, =
exp{I’— Iy} < 1 no final do processo t = t;. Perceba que sempre nos referiremos a palavra
“estabilizacao” quando o protocolo for comparado com o processo usual de injecao cons-
tante. Analisando o sinal do argumento dessa exponencial, verificamos numericamente

que o Unico cendrio em que ocorre estabilizagao do nosso protocolo é para v > 1, ou seja,
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quando o estégio inicial possui uma injecao menor que a injecao média )y, seguido de
uma taxa de injecao mais forte dada por vQ)y. Isso pode ser compreendido relembrando
que, no inicio do crescimento da interface, os menores modos de Fourier atingem maiores
magnitudes de A(n) em relagdo aos modos maiores (reveja Fig. 2.4). Portanto, o inicio
da evolucao da interface corresponde a situagao linearmente mais instavel do processo.
Com o intuito de estabilizar esse estado inicial critico, é necessario utilizar uma baixa
taxa de injecao. Vale salientar que nenhum outro cenario com diferentes valores de (3
e v produz um efeito estabilizante. Além da injecao de duas etapas, também tentamos
utilizar uma taxa de injegao oscilatoria, envolvendo estigios de sucgao. Lembrando que
no periodo de sucgao a interface tende a se estabilizar pois o fluido mais viscoso desloca o
fluido menos viscoso. Entretanto, vimos que para esse tipo de injecao proporcionar uma
taxa de bombeamento média de @)y, o sistema se torna ainda mais instavel que o usual.

A nossa tarefa agora se resume a estabelecer um protocolo geral e simples para obter
os valores dtimos [* e v* que inibam o méximo possivel o crescimento dos dedos viscosos.
Até entao, s6 sabemos que eles devem satisfazer as relagoes 5 > 0 e v > 1 para obtermos
uma interface mais estavel que o padrao obtido pelo bombeamento constante usual. Um
ponto chave para otimizar esse processo ¢ perceber que nessa nova injecao a cascata de
modos no bombeamento de dois estigios ocorre de maneira distinta em relacao ao processo
usual de injegao constante. Note que, quando t =t;/(1+ ) = 7, a taxa de inje¢do muda
abruptamente e, com isso, um efeito fundamental para a elaboracao do protocolo ocorre:
no momento do salto da forca de injecao, um certo nimero de modos de Fourier tornam-
se instaveis “instantaneamente”, com um A ainda maior que os modos inicialmente mais
instaveis.

Na busca pelos parametros 6timos 5* e v*, devemos elaborar regras simples que sejam
independentes do nimero de onda n. Por essa razao, nés supomos que os modos relevantes
na dinimica pertencem apenas a uma dessas duas classes: (i) modos que se tornam
instaveis no inicio do primeiro estégio de inje¢cdo (modos menores) e (ii) modos que se
desestabilizam exatamente em ¢ = 7 ou logo apds o salto de inje¢do (modos maiores). Os
modos restantes, que se tornam instaveis no final do primeiro estagio [t ~ t¢/(1 + )] ou

proximos do fim do segundo estagio (¢ ~ t¢), ndo serdo relevantes na busca dos parametros
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6timos pois seus regimes de instabilidade ocorrem em menor duracao. A eficicia dessas
consideracoes se tornara evidente mais adiante.
Para os modos do tipo (i), temos as perturbagoes descritas pela Eq. (3.5), enquanto

que para os modos do tipo (ii) temos uma solu¢ao do tipo ” (t) = (o exp{I”(m)}, onde

2mg(m)(1 + Bv)
YQo(1 + B)

I"(m) = / ' Aa(m)dt = 2m f(m)A(Ry, Ro) — I'(R¢, R;).

A fim de eliminar a dependéncia de n e m, focaremos nos modos de maxima amplitude
para os dois tipos de evolugdo: Nuae € Mpasz- S€ coOnseguirmos minimizar o crescimento
de Nyae © Mpae, NOS minimizamos o limite superior das amplitudes de perturbacao de
todos os modos de Fourier. Isso é obtido através do calculo 01'/On = 0 e I /Om = 0,

que resulta em

N 2Qo(n1 + n2)7(1 + B)QURy, Ro) (3.6)
mar =13 Y T (14 59) DRy, By) + 4T (Ros Ro)] '

(3.7)

oL 2Qo(m +m) (L + B)QUR,, )
maz = {3 mb?o(1+ y)I'(Ry, R;)

Logo, os limites superiores das amplitudes correspondem as integrais I’ (n,,42) € I” (Mmaz)-

Antes de impor qualquer condigdo de minimizagao para I'(nm,az) € I” (Myas), devemos
garantir que a estabilizacao da interface seja uniforme. Ou seja, os modos maiores devem
ser controlados da mesma forma que os modos menores. Essa condicao pode ser realizada
impondo

I'(Nnaz) = T (Minaz) = Loaa(B57) = Lnaa(8,7), (3.8)

no qual reduz a dimensao de nosso espaco de parametros. Resolvendo numericamente a
Eq.(3.8), obtemos uma relagao entre v e 5 [ = 5(7)|. Usando essa rela¢ao, eliminamos a
dependéncia em [ na integral I (/5,7v) ouem I/ (B,7). Com isso, obtemos as integrais
como func¢oes de uma tnica variavel v, como ilustrado no grafico esquerdo da Fig. 3.2.
Finalmente, escolhemos o valor de v que minimiza I! e, automaticamente, I”  pois

max max

I (B,y)=1"..(5,7). Nas condi¢oes descritas no inicio dessa se¢ao, em que desejamos
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Figura 3.2: Grafico da esquerda: comportamento de I/ . = I, como funcao de 7. O

minimo absoluto para v* = 3.72 é indicado. Gréfico da direita: as curvas vermelha e azul
continuas representam I’ e I”, respectivamente, em funcao de n, calculado para S* e ~*.
A curva tracejada ilustra [y para o processo de injecao constante equivalente.

injetar um fluido a uma taxa média Qo = 5.00 cm?/s durante t; = 20 s, obtemos o valor
Otimo v* = 3.72, que resulta em * = [B(~v*) = 0.46. Esses dois valores caracterizam
completamente nosso protocolo de estabilizagao via injecao de dois estagios. Para esses
valores 6timos, obtemos 7 &~ 19.2 s, Q@ = 2.7 cm?/s para t < 7 ¢ um bombeamento
7@ = 10 cm?/s para t > 7, com duragao de 8.8 s.

No gréfico do lado direito da Fig. 3.2, nos ilustramos I'(n), I”(n) (usando os parame-
tros 6timos) e Iy representando a taxa de injecao constante )y como fun¢ao do nimero
de onda. A condicao (3.8) é evidente quando observamos os maximos das curvas azul e
vermelha. Além disso, verifica-se que Iy ~75e I =1 =~ 49. Como as ampli-
tudes sao calculadas pela exponencial das integrais I, a diminuicao do tamanho relativo
das maiores amplitudes de perturbacao é de uma ordem de magnitude.

A eficacia do nosso protocolo pode ser vista mais claramente na Fig. 3.3, onde ilustra-
mos a evolucdo linear das interfaces para a inje¢do constante usual em (a) e (c), e para a
injecao Otima equivalente em (b) e (d). Para visualizar as interfaces, reescrevemos, sem
perda de generalidade, a perturbacao da interface em termos apenas dos modos cossenos,

N

R(0.t) = R(t) + > _ Calt) cos(nb), (3.9)

n=1
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Figura 3.3: Comparagao entre os padroes formado durante a injegdo constante (a) e a
injecao de dois estagios (b), incluindo 40 modos de Fourier com fases aleatérias. O mesmo
vale para as figuras (c) e (d), respectivamente, mas considerando 30 modos com diferentes
fases aleatorias

onde N é o nimero de modos participantes na dinamica. Além disso, sao atribuidas fases
aleatorias para as amplitudes iniciais (,(0) [40,170]. Os padroes da Fig. 3.3 localizados
acima possuem a mesma condicao inicial e 40 modos de Fourier sao considerados. O
mesmo é valido para as duas interfaces de baixo, porém incluindo 30 modos e um conjunto
de fases aleatorias distinto. As interfaces sao ilustradas em intervalos de ¢;/5. Observe
que as interfaces estao afastadas uma das outras de uma maneira mais uniforme quando
a taxa de injecao constante é utilizada. Enquanto que para o processo de injecao de
dois estégios os padroes se encontram inicialmente mais proximos e, em seguida, mais
separados entre si. E importante enfatizar que as interfaces ilustradas na Fig. 3.3 levam
em consideracao a cascata de modos e nenhuma suposicao é feita para plota-las. Além
disso, note que a estabilizagdo nas Fig. 3.3(b) e Fig. 3.3(d) sao similares, revelando que o
protocolo nao ¢é sensivel as condigoes iniciais.

Também investigamos efeitos fracamente nao-lineares na evolucao das interfaces, con-
siderando perturbagoes ¢ até segunda ordem [40]. Com isso, verificamos que nosso pro-

tocolo produz padrdes quase idénticos aos observados nas Fig. 3.3(b) e Fig. 3.3(d). Isso
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indica que o aparecimento de efeitos nao lineares ¢ inibido, expandindo a duracao do
regime linear.

Para comprovar nossas predicoes lineares e fracamente nao lineares e ainda acessar a
resposta do sistema ao nosso protocolo de minimizacao em estagios mais avancados da
dinamica, nos realizamos uma série de experimentos e simulacoes. Elaboramos os expe-
rimentos no Departamento de Engenharia Mecanica da Pontificia Universidade Catolica
do Rio de Janeiro em parceria com o professor Marcio Carvalho. O aparato experimental
consiste de uma célula de Hele-Shaw radial feita de duas placas de vidro com 4.0 cm
de expessura e 40.0 cm de didmetro, uniformemente separadas por um pequeno espaca-
mento b = 2.0 mm. Um fluido de baixa viscosidade (4gua) ¢é injetado através de um furo
localizado no centro da placa inferior, enquanto que um 6leo mineral (Talpa 30/Shell,
ne = 0.45 Pa s) é utilizado como o fluido mais viscoso, preenchendo previamente a célula
de Hele-Shaw. A tensdo superficial entre os fluidos ¢ de aproximadamente 10.0 mN/m.
Uma bomba de inje¢ao automética (Teledyne ISCO, model 500D) permite o uso das inje-
¢Oes constante e linear no tempo. A formacao dos dedos viscosos foi gravada usando uma
camera de video.

Padroes esperimentais da interface fluido-fluido estao ilustrados na Fig. 3.4. Em (a) e
(b), consideramos Qo = 2.91 cm?/s e t; = 7 s. Utilizando essa inje¢ao, as caracteristicas
materiais dos fluidos e o espacamento b da célula de Hele-Shaw descritos anteriormente,
obtemos v* = 3.95 e 8* = 0.50, 0 que implica em 7 = 4.70 s e Q = 1.47 cm?/s. Na
Fig. 3.4(a) observa-se uma estrutura bastante deformada, cujos tamanho e formato “acha-
tado” dos dedos indicam que o padrao ja se encontra em um regime nao linear da dinamica.
Por outro lado, quando a inje¢ao otima de dois estagios é utilizada [Fig. 3.4(b)], vemos
uma clara estabilizacao da interface resultante. A fim de comprovar o protocolo de bom-
beamento de dois estagios em periodos ainda mais avancados da dinAmica, nas Fig. 3.4(c)
e (d) foram utilizadas as mesmas condigoes experimentais das Fig. 3.4(a) e (b), porém um
tempo final mais longo foi considerado, Qo = 2.91 cm?/s e t; = 10 s. Nessa circunstancia,
os novos valores 6timos obtidos sao v* = 3.18 e * = 0.42, resultando em uma nova

injecao com 7 = 7.00 s ¢ Q = 1.80 cm?/s. Verifica-se que mesmo em estagios ainda mais
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Figura 3.4: Tipicos padroes experimentais para ()o = 2.91 e t; = 7 s, para (a) injecdo
constante e (b) sua correspondente taxa de inje¢do Otima de dois estagios. As formas
experimentais ilustradas em (c) e (d) consideram @y = 2.91 e t; = 10 s com taxa de injegao
constante e utilizando a taxa de bombeamento ideal de dois estagios, respectivamente.

deformados dos padroes |Fig. 3.4(c)|, ainda é observado uma forte inibigdo da formagao
dos dedos viscosos na Fig. 3.4(d).

Concluindo, introduzimos um simples processo de injecao cujos dedos viscosos sao efe-
tivamente estabilizados. Esse processo nao requer propriedades nao usuais dos fluidos ou
modificacoes da geometria tradicional da célula de Hele-Shaw. E necessaria apenas a im-
plementacao de um bombeamento constante composto de dois estagios, cujos parametros
6timos do processo podem ser calculados facilmente pelo protocolo descrito nesta secao.
Essa estratégia de estabilizacao pode ser util em otimizar a eficiéncia e o controle de varios
sistema fisicos, biologicos e tecnologicos relacionados ao fenéomeno de formacao de dedos
em interfaces. Na proxima secao apresentaremos um novo procedimento de estabilizacao

também através da manipulagao da taxa de injecao.
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3.3 Meétodo variacional de minimizacao de instabilida-

des de interfaces

3.3.1 O método variacional

Motivados pelo sucesso do protocolo de estabilizacao discutido na Sec. 3.2, no qual o
unico parametro de controle foi a taxa de injecao do fluido, fomos em busca de encon-
trar, a partir de primeiros principios, uma forma funcional de uma taxa de injegcao ideal
que minimizasse as instabilidades da interface. A pergunta fundamental para explicar o
processo de minimizacao pode ser formulada da seguinte forma: se vocé deseja injetar
uma certa quantidade de fluido em um dado intervalo de tempo, qual é a taxa de injecao
dependente do tempo Q(t) que deve ser utilizada para que as amplitudes de perturbagao
sejam, de fato, minimizadas? Note a clara diferenca do nosso atual questionamento com a
abordagem da injecao de dois estagios da Seg. 3.2, onde impusemos uma forma funcional
para a taxa de bombeamento. Agora, considerando o cenério infinito de possibilidades
para uma taxa de injecao que varie no tempo, a resposta a essa pergunta ¢ definitivamente
nao trivial.

Apesar da nossa motivacao ser a minimizacao das perturbacoes da interface fluido-
fluido em Hele-Shaw, vamos deduzir nosso método variacional para instabilidades quais-
quer na interface entre duas fases. Considere o crescimento bidimensional de uma interface

separando duas fases descrita pelas Eqs. (2.21) e (2.22), definidas no Cap. 2,
R(6,1) = R(t) +C(6,1). (3.10)
onde

C(0,) =Y Galt) exp (ind). (3.11)

n#0
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Considerando uma dindmica para as amplitudes de Fourier do tipo Cn = A(, e um caso
geral onde a taxa de crescimento A = A(n, R, R) pode possuir uma dependéncia explicita

em R, a solugio (2.35) é escrita como

Calt) = Go(0) exp {1<n, R, R)} (3.12)

COII
t

I(n,R,R) = /( )A(n, R, R)dt. (3.13)
te(n

No Cap. 2, a Eq. (2.31) ndo tinha uma dependéncia em R pois consideramos a taxa
de injecao de fluido sendo uma constante no tempo. Uma importante informacgao, vista
no Cap. 2, é o calculo do modo de Fourier de maior taxa de crescimento 7,,,., que é
obtido pela equacio dA(n, R, R)/dn = 0. Observe que I(n, R, R) possui uma dependéncia
temporal devido a evolucao de R e R com o passar do tempo.

O objetivo do nosso método ¢ minimizar as amplitudes (3.12). Isso pode ser reali-

zado extremizando a integral (3.13). Como 7,4, representa o modo de maior taxa de

crescimento, focaremos em minimizar a integral
. t .
(s, B, 1) = / AR, B)dt' (3.14)
0

onde A(R, R) = A(nmaz, R, R) Perceba que t.(n,q.) = 0 pois consideramos evolugoes
instaveis da interface e, portanto, uma banda de modos de Fourier deve possuir taxa de
crescimento positiva no inicio do processo, o que implica em n = n,,, sendo instavel em
t = 0. Além disso, vemos que A(n0, R, R) depende apenas de R e R. Observe que a
pergunta fundamental do nosso protocolo, feita no inicio desta secao, pode ser substituida
pela seguinte afirmagao: desejamos que a interface evolua de um raio inicial Ry a um
raio final Ry durante um intervalo de tempo [0,?;] minimizando a Eq. 3.14. Portanto,

percebemos que temos um problema variacional a ser resolvido, onde na Eq. (3.14) I
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representa a acao e A define a lagrangiana do sistema. A solucao desse problema é dada

pela equacao de FEuler-Lagrange

% (%) _ %, (3.15)
com os extremos fixos R(t = 0) = Ry e R(t = t;) = R;. Substituindo a taxa de cresci-
mento A na Eq. (3.15) obtém-se uma equacgao diferencial que descreve como o raio nao
perturbado da interface R(t) deve variar no tempo de modo que minimize as instablida-
des descritas pela Eq. (3.11). E importante ressaltar que para cada tipo de sistema que
envolva uma interface instavel, devemos ter uma equagao dinamica que acopla o raio R(t)
com um parametro de controle experimental do problema. Manipulando esse parametro,
podemos impor um crescimento ideal da interface dado pela solugdo da Eq. (3.15). No
fluxo em Hele-Shaw, por exemplo, esse parametro é dado pela taxa de injecao e a equagao
que relaciona essas duas grandezas é Q(t) = 27 RR. Por outro lado, nas instabilidades de
Mullins-Sekerka, veremos que a temperatura longe da interface solido-liquido controla a
evolucao de R(t) (raio ndo perturbado do cristal). A descri¢do desse método variacional

se encontra deduzida na Ref. [77].

3.3.2 O método variacional no problema de injecao em Hele-Shaw

Vamos agora aplicar o método descrito anteriormente nas instabilidades da interface
fluido-fluido geradas no processo de injecao radial em Hele-Shaw. Note que o método
variacional visa obter a evolugao temporal do raio nao perturbado da interface de modo
que as perturbagoes da interface sejam minimizadas. Perceba que pela Eq. (2.22), encon-
trar R(t) 6timo ¢ o mesmo de obter uma taxa ideal de injecdo Q(t). Ao contrario das
Refs. [42,71-73,76, 78|, nosso método previne a formacao dos dedos viscosos sem reque-
rer modificagoes nao convencionais da célula de Hele-Shaw e, nem mesmo, necessitar de
propriedades fisicas complexas do fluido. Veremos que nossos resultados analiticos sao
comprovados por experimentos e simulagoes numéricas em regimes completamente nao

lineares [77].
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Considere o processo de injecao na célula de Hele-Shaw descrito em detalhes no Cap. 2.
Nesta se¢do, a taxa de injecdo Q(t) pode variar no tempo e, pela Eq.(2.22), Q(t) =
21 RR. Reescrevendo a taxa de crescimento dimensional (3.3) levando em consideracio a

dependéncia temporal da injecao, temos

(67

.. R

In|(n? — 1), (3.16)

onde a = %0 /[12(m1 + n2)].

O modo de méxima taxa de crescimento é dado por

: 1 ARR? | ARR?
Nmaz (R, R) = §<1+ " )z I (3.17)

No problema de formagao de padroes em Hele-Shaw, a aproximacao usada na Eq. (3.17)

é justificada pelo fato de que em condigoes experimentais tipicas, o parametro o é muito
pequeno (1072 < a < 1077 m?/s), de tal forma que ARR?/a > 1 para situacoes instaveis
da interface.

Como descrito na Seg. 3.3.1, devemos substituir a taxa de crescimento A(n,q., R, R) na
equagao de Euler-Lagrange (3.15). Esse procedimento nos leva a uma equagao diferencial
surpreendentemente simples: R = 0. Lembrando que desejamos evoluir a interface de Ry

a Ry no intervalo [0,%f], a solucdo dessa equagdo diferencial é dada por

(Ry — Ry)

ty

t. (3.18)
E importante ressaltar que, se a aproximacio ARR? /a > 1 nao for utilizada, a equacao
de Euler-Lagrange resulta em uma complicada equagao diferencial nao linear dada por
A2R5R + 20AR?R + 402 = 0. Porém, para valores tipicos de «, a solucio dessa equacio
¢ indistinguivel da reta (3.18), como esperado.

Da relacio Q(t) = 2rRR, obtém-se uma taxa de injecio 6tima que varia linearmente

Comotempo

Q(t) =27 » y

(3.19)
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Esse é um resultado que dificilmente seria antecipado: diante das infinitas possiblidades de
fungbes dependentes do tempo que representa ((t), aquela que minimiza as amplitudes de
perturbacao é dada por uma taxa de injegao que cresce linearmente com o tempo descrita
pela Eq. (3.19). Novamente, observe que a taxa de injecao de dois estagios utilizada na
Sec. 3.2 foi imposta como um possivel processo de estabilizacao do sistema. Por outro
lado, o bombeamento 6timo desta secao foi obtido a partir de primeiros principios por
um célculo variacional que resultou em uma simples solucao linear (3.19). Em contraste
as estratégias baseadas na manipulacao da taxa de injegao [42,71-73,75], é interessante
notar que a taxa de bombeamento 6tima (3.19) nao depende das propriedades materiais
do fluido. Enfatizamos que o insight do protocolo variacional ¢ a analogia da taxa de
crescimento A a uma lagrangeana e o uso da equacao de Euler-Lagrange a fim de obter a
taxa de injecao ideal.

Perceba que néo incluimos efeitos de molhamento (2.19) no estudo desse capitulo que,
como sabemos do Cap. 2 (2.31), afetam a instabilidade dos dedos viscosos. Da Fig. 2.7,
vimos que a inclusao dos efeitos de molhamento tende a estabilizar a interface, porém
o modo de maxima taxa de crescimento (nm,.;) nao é significantemente alterado para
maiores valores do namero de capilaridade. Isso significa que a Eq. (3.17) ainda pode ser
valida mesmo quando efeitos de molhamento sao considerados e, portanto, o protocolo
é certamente 1Util para procurar a taxa de injecao ideal nessas circunstancias. Contudo,
antecipamos que uma equagao diferencial ndo linear muito complicada para R(t) é obtida,
de modo que um acesso analitico para tal bombeamento 6timo é improvavel. Também
verificamos que, embora nao sendo a injecao 6tima quando efeitos de molhamento sao
considerados, a solugao linear (3.19) leva a uma estabilizacao significativa em comparagao
com o processo usual de injecao constante.

Prosseguimos examinando teoricamente e experimentalmente a eficacia do processo
de estabilizagdo da interface baseado na injecdo 6tima (3.19). Para um dado Ry e ty, os
experimentos usuais em Hele-Shaw consideram o bombeamento do fluido a uma taxa de
injecao constante, que pela Eq. (2.22) é dada por

Qo = W@. (3.20)
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Figura 3.5: Representacao da taxa de injecao 6tima em funcao do tempo (curva continua).
A taxa de injecao constante equivalente é representada pela linha tracejada horizontal. O
volume de fluido injetado no intervalo [0,7;] deve ser o mesmo para ambas inje¢oes.

Desejamos comparar o comportamento dinamico e a interface resultante obtida usando a
taxa de injecao constante (3.20) e o bombeamento ideal (3.19) em ¢ = ¢;. Uma represen-
tagao esquematica do comportamento de Q(t) e Qo com o passar do tempo é ilustrada na
Fig. 3.5. Note que da Eq. (3.20), os parametros relevantes para manter fixos no mecanismo
de controle podem ser Ry e ty ou Qg e ty.

Os resultados lineares sao obtidos utilizando valores que sao consistentes com as reali-
zagoes experimentais tipicas do fluxo em Hele-Shaw [37,42,71,171]: Ry = 4.5 mm, b = 1.0
mm, 0 = 25.0 mN/m, 7y = 0.485 Pa s, com 7y > n;. Além disso, fixamos Ry = 4.8 cm
e ty = 18 s. Daqui em diante focaremos na situa¢ao mais instavel possivel A = 1, que
corresponde & situacao mais desafiadora.

Na Fig. 3.6, o grafico da esquerda ilustra as integrais dadas pela Eq. (3.13) em t = ty,
para a taxa de inje¢do Otima I (curva continua) e para a taxa de injegdo equivalente I
(curva tracejada) como fungao do nimero de onda n. Analisando a Fig. 3.6, observamos
uma significante reducao do maximo de I(n) (definido por I™*) quando o bombeamento
6timo é utilizado. Como as amplitudes de perturbacao sao calculadas pela exponencial
das integrais I e Iy [Eq. (3.12)], a diminui¢do no tamanho relativo dos dedos viscosos é de
aproximadamente uma ordem de grandeza. Essa discrepancia pode ser vista claramente
no grafico da direita na Fig. 3.6, onde ilustra a amplitude de perturbacao dividida pelo

raio final Ry em ¢t = ¢y, para a taxa de injegdo 6tima (,(t;)/ R (curva continua) e para a
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Figura 3.6: Grafico a esquerda: a curva continua vermelha representa a integral I como
fungao do modo n, calculada para taxa de injecao 6tima (3.19). A curva tracejada ilustra
a integral correspondende I para o processo de bombeamento constante (3.20). O grafico
a direita ilustra a amplitude de perturbagao dividida pelo raio final Ry em ¢ = t; em
funcao do nimero de onda n

taxa de injecdo constante equivalente (curva tracejada) em fungdo do nimero de onda n.
A razao fisica pelo sucesso de nosso protocolo é dada pela mesma explicagao do processo
de injegao em duas etapas: inicialmente a taxa de inje¢ao é suficientemente baixa [Fig. 3.5]
de modo que a propagacao de uma interface nao perturbada é possivel. Com o passar do
tempo a taxa de bombeamento aumenta consideravelmente, mas como isso ocorre quando
o raio da interface é relativamente grande, a injecao nao ¢ mais capaz de promover uma
significante desestabilizacao do contorno entre os fluidos. Em outras palavras, o inicio da
instabilidade é atrasado e, quando eventualmente as perturbacoes se iniciam, a taxa de
crescimento das amplitudes se encontra bastante reduzida.

E importante investigar a generalidade de nossos resultados lineares. Em especial, seria
interessante investigar a robustez do nosso método quando aumentamos )y ou t;. Essa
questao pode ser quantitativamente expressa em termos de um tempo final adimensional

e de um nimero de capilaridade modificado

Qoty 121,Q0 [ Ro\’
T, — — o
T~ 7R e Ca mRyo \ b )’

onde comprimentos e velocidades estdo rescalonados por Ry e Qo/(mRy), respectivamente.
A Fig. 3.7 mostra a razao entre o maximo da amplitude de perturbacao em ¢t = ty,

Co/¢ = exp[I{™*® — I"™**], em fungdo de T, para dois valores do niimero de capilaridade
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Figura 3.7: Razao das amplitudes (o/¢ em funcao de Ty, para Ca = 100,130. (o (¢)
representa o maximo da amplitude utilizando a injec@o constante (ideal) em ¢t = ;.

Ca. Analisando a Fig. 3.7, é evidente que a razao (y/( cresce com o aumento de T e de Ca.
Vale salientar que utilizando a taxa de bombeamento ideal (3.19) para grandes valores de
Ty e Ca, a interface pode eventualmente apresentar deformagoes. Porém, as amplitudes
de tais perturbacoes sempre serao consideravelmente menores que aquelas obtidas pela
taxa de injecao constante. Veremos que essa predicao linear é consistente com nossos
experimentos e simulacoes nao lineares.

Assim como na Se¢. 3.2, vamos comprovar nossas previsoes lineares e ainda acessar a
resposta do sistema ao nosso protocolo de minimizagao em estégios mais avancados da di-
namica. Para isso, realizamos uma série de experimentos e simulacoes. As caracteristicas
do aparato experimental sao as mesmas utilizadas na Sec. 3.2. Padroes experimentais da
interface fluido-fluido estao ilustrados na Fig. 3.8: (a) e (b) Qp = 2.08 cm?/s e t; = 20;
(¢) e (d) Qo =3.75 e t; = 6.7 5. E claramente visto que existem duas classes distintas de
padrées. Quando a taxa de injegdo é constante [(a) e (c)], observam-se estruturas de dedos
viscosos bastante deformadas. Considerando o achatamento dos dedos, podemos afirmar
que na Fig. 3.8(a) o padrao se encontra no comeco do estagio nao linear. Por outro lado,
o grande comprimento dos dedos e a existéncia de bifurcac¢do indica que em (c) a interface
estd em um regime fortemente nao linear. Contudo, se a taxa de injecao ideal é utilizada
[(b) e (d)] obtemos padroes consideravelmente menos deformados. Os dedos viscosos sao

suprimidos em (b) e o crescimento da instabilidade é fortemente inibido em (d).
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Figura 3.8: Padroes experimentais tipicos em ¢; = 20 s para (a) Qo = 2.08 cm?/s e (b) a
taxa de injecdo ideal correspondente. Para (a) e (b) Ty = 65 e Ca = 112. As interfaces

(¢) e (d) sdo ilustradas em t; = 6.7 s, considerando taxa de inje¢io Qp = 3.75 cm?/s e a
taxa de injegao ideal, respectivamente. Em (c) e (d) 7y = 40 e Ca = 200.

Finalmente, em colaboracao com Enrique Alvarez-Lacalle da Universitat Politecnica
de Catalunya, Espanha, foram realizadas simulagoes numeéricas de integrais de contorno
para a evolugao nao linear da interface, considerando injecao constante (painel da esquerda
na Fig. 3.9) e a injecao 6tima (painel da direita na Fig. 3.9). A mesma condigdo inicial
foi usada para ambos os padroes: um circulo modulado por modos de 2 a 10, cada um
com amplitudes de 0.008R, e fases aleatorias. O algoritmo numérico estd descrito em
detalhes na Ref. [172]. A Fig. 3.9 ilustra padroes com dedos de grande comprimento
quando a taxa de injecao é constante e formas aproximadamente circulares quando a
taxa de injecao ideal é utilizada. Note que as morfologias simuladas numericamente se
assemelham aquelas obtidas pelo experimento ilustrado na Fig. 3.8.

Esses resultados experimentais e numéricos comprovam as nossas predicoes tebricas,
demonstrando a utilidade do nosso protocolo de controle dos dedos viscosos em estagios
nao lineares. Acreditamos que esse protocolo nos leva um passo a frente na pesquisa atual

sobre o melhor controle possivel dos padroes de interfaces instaveis. A minimizacao dos
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Figura 3.9: Simulacoes numéricas nao lineares ilustrando a evolucao temporal das interface
para a injecao constante Qo = 1.25 cm?/s (padrdes a esquerda) e para a taxa de injegao
ideal (padroes a direita). Foi considerado t; =240 s, Ry = 9.8 cm e Ry = 1.0 cm. Além
disso, Ty = 95 e Ca = 95.

dedos viscosos através do método variacional, que se encontra na Ref. [77], foi motivo de
uma reportagem da Revista Pesquisa Fapesp na edi¢ao de Nov,/2012 [86].

Antes de prosseguir, um importante esclarecimento sobre o método variacional deve
ser dado: apesar da simplicidade, o processo de minimizacao descrito anteriormente nao
fornece uma prova matemaética rigorosa de que realmente a solucao de Euler-Lagrange nos
fornece a verdadeira taxa de injecao ideal. Note que nossa principal aproximagao nesse
método é que minimizamos a integral (npax, R, R), onde n = Ny corresponde ao modo

de maxima taxa de crescimento, ao invés de minimizarmos I(n$,,., R, R) que corresponde a

max?
uma tarefa bem mais complicada (relembrando que n$,,, corresponde ao modo de maxima
amplitude ¢, em ¢ = t5). Por outro lado, a validade e simplicidade de nosso modelo de
minimizagao foram comprovadas por experimentos e simulacdes numéricas. Logo, apesar
do fato de nosso protocolo nao fornecer a solucao 6tima exatamente, ele oferece uma
aproximacao 1til e simples para resolver o problema.

Na proxima secao aplicaremos esse método variacional ainda em instabilidades de
interfaces fluido-fluido em Hele-Shaw, mas utilizando fluidos nao newtonianos. Além
dos problemas hidrodinamicos em Hele-Shaw, no proximo capitulo utilizaremos nosso

protocolo de minimizac¢ao em importantes sistemas fisicos: (i) fluxos em meio poroso, (ii)

crescimento de cristais, (i) descarga elétrica e (iii) forcas adesivas em fluidos.
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3.3.3 O método de minimizacao variacional para fluidos comple-

x0s em Hele-Shaw

Fluido power-law

Figura 3.10: Figura esquemética (vista superior) do fluxo na célula de Hele-Shaw radial.
O fluido interno tem viscosidade desprezivel e o fluido externo é um fluido nao newtoniano.
A interface nao perturbada (curva tracejada) corresponde a um circulo de raio R = R(t).
A amplitude de perturbacao da interface é representada por (. A injecao é realizada no
centro da célula.

Considerando a importancia cientifica e pratica de fluxos nao newtonianos em Hele-
Shaw, examinamos nesta secao o processo variacional de minimizacao supondo que o fluido
deslocado ¢ ndo newtoniano [108]. Como na Ref. [95], estudamos uma situagdo em que
o fluido externo possui a mais simples reologia nao newtoniana: a viscosidade depende
da taxa de cisalhamento por uma lei de poténcia (Fig. 3.10). Nessa circunstéancia, vamos
nos concentrar na compreensao de como o protocolo de estabilizacao da Se¢. 3.3 para
fluidos newtonianos |77| é modificado ao considerarmos que o fluido deslocado possa ser
tanto shear-thinning (viscosidade diminui com o aumento do cisalhameto) quanto shear-
thickening (viscosidade aumenta com o aumento do cisalhamento).

Considere um fluido newtoniano de viscosidade desprezivel deslocando um fluido vis-
coso nao newtoniano. O fluido ndo newtoniano, abordado nesta secao, é descrito pela lei

de poténcia de Oswald-de-Waele [88,95,173,174] cuja equagao constitutiva é dada por

II = 2m[2e : )@ V/2 ¢, (3.21)
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onde IT é o tensor de estresses viscosos, com u sendo o vetor velocidade tridimensional
e e = Vu+ (Vu)l ¢ o tensor taxa de cisalhamento, onde T representa a transposi¢ao
da matriz. Na Eq. (3.21), os dois pontos representam um produto interno duplo e m e
« sdo constantes materiais positivas. A constante o (0 < a < 2) é o chamado “indice”
da lei de poténcia. Perceba a diferenca entre a relacao constitutiva do fluido complexo
descrito pela lei de Oswald-de-Waele (3.21) e do fluido newtoniano IT = ne (2.4), onde
o coeficiente de viscosidade 1 da Eq. (2.4) é substituido pela funcdo 2m/[2e : e](@~1)/2,
Quando a = 1 retornamos ao caso newtoniano, com m = /2 (3.21).

Ignorando efeitos de inércia, as equacgbes que governam o sistema sao a equacao de

Navier-Stokes

V- =Vp (3.22)

e a condicao de incompressibilidade

V-u=0. (3.23)

Além disso, para o fluxo quase bidimensional da célula de Hele-Shaw, o problema é espe-
cificado por duas condig¢oes de contorno [3,10], como discutidas no Cap.2: (i) a condi¢ao
cinematica (2.27) e (ii) o salto de pressao na interface (2.19), para o qual vamos consi-
derar, assim como nas secoes anteriores, apenas a contribuicao da curvatura paralela ao
plano da célula (u=10e vy =0).

Note que para esse sistema nao temos uma lei de Darcy que governa a dinamica do
fluido de Oswald-de-Waele na célula de Hele-Shaw, e sim, uma equacao de Navier-Stokes
tridimensional (3.22). Porém, um procedimento similiar aquele realizado nas Segs. 2.2 e
2.3 permite obter a equacao de movimento para as amplitudes de perturbacao (,. Explica-
remos brevemente os passos da analise de estabilidade linear. Para maiores detalhes ver a
dedugao realizada por Sader na Ref. [95]. Primeiramente, admitimos que a componente z
da velocidade é nula no fluxo em Hele-Shaw e, entao, realizamos uma média trasversal das
Eqgs. (3.22) e (3.23) impondo a condi¢@o de ndo deslizamento nas placas da célula (u =10
em z = 0e z = b). Do resultado desse processo, obtemos as Eqs. (3.22) e (3.23) em fungdo

da velocidade bidimensional do fluxo em Hele-Shaw (2.9) e, entao, expandimos em série
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de Fourier. Para relacionar ¢, e as amplitudes da expansao das velocidades, utilizamos a
condigao cinemética (2.27). Por outro lado, através da equacdo da continuidade relacio-
namos as componentes v, e v, da velocidade bidimensional. Finalmente, substituindo a
condi¢ao dindmica de contorno (2.19) na equagao de Navier-Stokes calculada na interface
(r =R) e aplicando a inversa de Fourier, obtemos a equagao dininima ¢ = A(n)¢, com

a taxa de crescimento

R [ n? RV n?(n? —1)
A(n) = Z {% — 1] — F(a)R(5_2a) [ ) ] ) (3.24)
onde
o(n) = l—a+ \/(12— a)? + 4n’a (3.25)

(o) = {%} (0b2> o (3.26)

27
Na Eq. (3.26), n é uma constante de dimensdo de viscosidade onde no limite o = 1
representa o coeficiente de viscosidade newtoniano do fluido. A Eq. (3.24) reproduz a
dispersao linear classica [(3.3) e (3.16)| para fluidos newtonianos quando fazemos o = 1.
A solugdo da equacio diferencial linear para ¢, é dada pela Eq. (3.12).

Ressaltamos que os resultados tedricos apresentados ao longo desta segao sao obtidos
utilizando valores consistentes com os experimentos tipicos em fluxo em Hele-Shaw, tanto
para fluidos newtonianos [37,42,45,71,74,175] quanto ndo newtonianos [87,89-91]: n =8
g/(cm s), o0 = 25 dyne/cm, b = 0.1 cm e Ry = 0.45 cm. Nesta se¢ao, nosso objetivo é
aplicar o método variacional de minimizacao neste sistema mais complexo, envolvendo o
fluxo radial em Hele-Shaw de um fluido viscoso deslocando um fluido nao newtoniano.

O numero de onda de maxima taxa de crescimento [dA(n)/dn],—,... = 0 é dado por

~ %. (3.27)

(RQR)Q—@

1+ (o)

1
Nmaz = 5
3
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A aproximacao acima é valida para situacoes instaveis da interface. Vamos agora aplicar o
método de minimizagao variacional utilizando a taxa de crescimento (3.24). Substituindo

Nmaz da Eq.(3.27) em (3.24), obtemos
9 RZ*O&/Q

A nma$7R7R ~
( ) 3v/3al (o) R

R
-5 (3.28)

Esta taxa de crescimento simplificada é obtida considerando c¢(n) & n./«. Verificamos
que a aproximagao c(n) &~ n./a gera um erro menor que 5 % para o valor de 7y, se
0 < a < 1.8 e, portanto, em termos praticos, pode ser utilizada. Essa hipdtese seréd
utilizada no decorrer desta se¢do, e ¢ um ponto chave para permitir o acesso analitico dos
nossos resultados.

Relembrando que se deseja injetar uma certa quantidade de um fluido inviscido com
um raio inicial Ry a um raio final Ry, durante um intervalo de tempo [0,t¢] minimi-

zando (3.14). Aplicando Euler-Lagrange (3.15), obtemos a equagcao diferencial

-9
- 2(a—1)R
com solucao analitica dada por
1/y
Rl — R}
R(t) = | R} + <ft—f°) tl (3.30)
onde
3(2— )
Y= ey (3.31)
Da Eq. (3.1) Q(t) = 27 RR e a taxa de injecdo 6tima é dada por
2=/
R} — R} R} — R}
Qt) = 27(2—”0) R} + % t (3.32)

E interessante notar que a taxa de bombeamento ideal (3.32) nao depende do espacamento

b entre as placas da célula de Hele-Shaw ou das propriedades materiais dos fluidos (1 e o),
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Figura 3.11: Taxa de inje¢do em fungao do tempo para a injecao otima Q(t) (curvas
continuas) e para a taxa de injegao constante Qg (curva tracejada). Assumimos o = 1.4,
a=1.0ea=0.6. O volume total de fluido injetado (ou a area sob as curvas) no intervalo
[0,¢7] deve ser a mesma para todas as taxas de bombeamento.

assim como a injec¢ao ideal encontrada para fluidos newtonianos (3.19). No entanto, existe
uma clara dependéncia do indice o da lei de poténcia de Oswald-de-Waele. Observe que
quando o =1 (y = 1), a Eq. (3.32) reproduz o resultado newtoniano (3.19) originalmente
obtido na Ref. |77], onde a taxa de inje¢do ideal evolui linearmente no tempo.

A Fig. 3.11 ilustra como a taxa de injecao ideal Q(t) [Eq. (3.19)] varia com o tempo,
quando o fluido deslocado ¢ newtoniano (o = 1), shear-thinning (o = 0.6) e shear-
thickening (v = 1.4). A linha horizontal tracejada representa a taxa de injegao constante
equivalente Qo [Eq. (3.20)]. Consideramos Qo =5 cm?/s e t; = 30 s. Vale a pena observar
que, quando o fluido deslocado é do tipo shear-thinning (shear-thickening), para minimizar
as amplitudes de perturbagao deve-se primeiro injetar a uma taxa de inje¢ao mais (menos)
elevada do que o bombeamento ideal do caso newtoniano (o = 1). Com o passar do tempo
a situacao oposta deve ocorrer para garantir a injecao da mesma quantidade de fluido no
mesmo intervalo de tempo: injecao inferior (superior) a taxa de bombeamento do caso
newtoniano, se o fluido deslocado é shear-thinning (shear-thickening).

Assim como na Seg. 3.3, compararemos a interface resultante obtida utilizando o bom-
beamento constante (3.20) e a taxa de injegao ideal (3.32) em t = t;. Os resultados

apresentados na Fig. 3.12 sdo obtidos tomando a amplitude de perturbacao inicial 10~* R,
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Figura 3.12: Amplitude de perturbacao dividida pelo raio final Ry em ¢t = ty, para a taxa
de injegao 6tima (,(t¢)/ Ry (curva continua) e para a taxa de injecao constante equivalente

(curva tracejada) em func¢do do niimero de onda n.

e o tempo final ¢ty = 27 s. A Fig. 3.12 ilustra a amplitude dada pela Eq. (3.12) dividida
pelo raio nao perturbado em ¢, para o bombeamento 6timo ¢, (t;)/Ry (curvas continuas)
e para a taxa de inje¢ao constante equivalente (2(t7)/R; (curvas tracejadas) como fungao
do nimero de onda n. A taxa de inje¢ao constante Qg e «a sao: (a) 11.1 cm?/s e 1.4; (b)
2.26 cm?/s e 1.0; (¢) 1.0 cm?/s e 0.6. Note na Fig. 3.12 que os valores de Qg foram esco-
lhidos de modo que (?(t;)/ Ry possuisse a mesma magnitude (= 0.08). Esse procedimento
nos permite comparar a eficicia do método variacional para os diferentes indices « da lei
de poténcia.

Examinando a Fig. 3.12, vemos facilmente uma reducgao substancial das amplitudes de
perturbacao em t = t; quando a taxa de injecao ideal ¢ utilizada. Além disso, observa-se
que o protocolo de estabilizagao é mais eficaz para fluidos shear-thickening [Fig. 3.12(a)|.
A razao fisica para a grande estabilizacao do sistema é similar a justificativa discutida na
Sec. 3.3.2 para fluidos newtonianos. O fato do protocolo ser mais eficaz para fluidos shear-
thickening o > 0 (situagdo mais instavel) é consistente com nossos resultados anteriores
para fluidos newtonianos, onde foi observado que em situagoes mais instaveis da dinamica

(valores maiores de capilaridade), melhor era o efeito estabilizante da taxa de injecao ideal.
Por fim, observe que a aceleragao (ou concavidade) da taxa de inje¢do 6tima depende da
caracteristica nao newtoniana do fluido (shear-tickening ou shear-thinning).

A eficiéncia do protocolo variacional pode ser vista ainda mais facilmente na Fig. 3.13.

Essa figura ilustra a evolucao da interface para a taxa de injecdo constante (painel es-
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b}

(d)

o

3 3

Figura 3.13: Evolucgao linear das interfaces fluido-fluido durante a taxa de injecao cons-

tante (coluna da esquerda) e utilizando a taxa de bombeamento 6tima (coluna da direita)
para: 11.1 cm?/s e @ = 1.4 [(a) e (b)], 2.26 cm?/s e a = 1.0[(c) e (d)] e, 1.0 cm?/s e
a = 0.6 [(e) e (f)]. Os comprimentos estao representados em centimetros.

querdo), e os padroes de interface para a situagdo ideal de bombeamento (painel direito)
em t; = 27 s, em intervalos de tempo At = t¢/5. Os valores de Qp e a sdo 0s mesmos
utilizados na Fig. 3.12: [(a) e (b)] 11.1 cm?/s e 1.4; |(c) e (d)] 2.26 cm?/s e 1.0; e [(e) e
()] 1.0 cm?/s e 0.6. Os padroes da Fig. 3.13 tém as mesmas condigoes iniciais (incluindo
fases aleatorias atribuidas a cada modo de Fourier) e 40 modos foram considerados.

E evidente que a formacao de dedos é consideravelmente inibida nas interfaces mostra-
das no painel direito da Fig 3.13. Como observamos na Fig. 3.12, a Fig. 3.13 ilustra que a
minimizagao dos dedos emergentes para fluidos shear-thickening é mais eficaz em compa-
racao com o protocolo utilizado para fluidos shear-thinning. No entanto, como mostrado
nas Figs. 3.13(e) e 3.13(f), o nosso método variacional ainda é capaz de diminuir conside-

ravelmente a magnitude das perturbacoes interfaciais, mesmo no caso shear-thinning.
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3.3 Método variacional de minimizacao de instabilidades de interfaces

Outra possivel extensao desse processo de estabilizacao seria a investigacao de técnicas
que minimizem outros tipos de fluidos complexos, como fluidos viscoelastico e fluidos yield-
stress [92-94, 106, 176, 177], em que efeitos como a elasticidade e plasticidade devem ser

levados em consideracao.
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Capitulo 4

Aplicacoes do método de minimizacao

variacional

4.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos a dinamica de interface dos seguintes sistemas discuti-
dos no Cap. 1: (i) a instabilidade de Saffman-Taylor em um meio poroso tridimensional;
(ii) o crescimento dendritico de cristais [12-24|, que estd associado com a instabilidade
de Mullins-Sekerka [25,26]; e (iii) o crescimento e a propagacdo de ondas de ionizagdo
através de descargas elétricas [5—7,27-30]. Esses trés sistemas distintos possuem uma
caracteristica em comum, dada pela existéncia de uma dindmica de contorno entre duas
fases, onde a competicao entre forcas estabilizantes e desestabilizantes determinam a evo-
lugao da interface existente. Neste capitulo, ao invés de estudar o desenvolvimento desses
padroes, nosso principal objetivo é oferecer meios praticos de controla-los e eventualmente
suprimi-los. Os resultados obtidos neste capitulo encontram-se nas nossas Refs. [127,128].

Assim como os dedos viscosos nao sao desejados em alguns procedimentos, como no
processo de extracao de petroleo, vimos no Cap. 1 que algo similar acontece no problema
de crescimento de cristal, mais precisamente em processos de moldagem de cristais [22].
Nessa circunstancia, é vantajoso suprimir as instabilidades de Mullins-Sekerka e prevenir

a formacao de dendritos. Além disso, sabemos que alguns processos industriais, como
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4.2 Minimizacao das instabilidades no fluxo radial em meio poroso

por exemplo, a purificacao de dgua e o processamento quimico de gases otimizariam sua
eficiéncia se a formacao dos complexos padroes devido a descargas elétricas pudessem ser
controlada [7]. Portanto, vemos que é de grande interesse cientifico e tecnologico investigar
meios de minimizar o crescimento dessas complexas instabilidades. Utilizaremos o método
variacional deduzido no Cap. 3, que foi bem sucedido na estabilizacao dos dedos viscosos
na interface fluido-fluido, com o intuito de minimizar as perturbacoes que aparecem nos
processos discutidos acima.

No problema de Saffman-Taylor, o método variacional forneceu uma taxa de injecao
ideal com o intuito de estabilizar os dedos viscosos. Na instabilidade de Mullins-Sekerka,
por outro lado, o método variacional é utilizado a fim de obter uma forma funcional do
fluxo de calor (ou campo de temperatura) longe do contorno entre as fases que permita o
crescimento do cristal porém minimizando as instabilidades de sua interface. Finalmente,
no processo de descarga elétrica, obtemos a carga ou corrente elétrica 6tima que deve ser

introduzida no sistema.

4.2 Minimizacao das instabilidades no fluxo radial em
meio poroso

Como ja discutido anteriormente, a formacao dos dedos viscosos acontece quando um
fluido menos viscoso desloca um fluido mais viscoso confinados em uma célula de Hele-
Shaw ou em um meio poroso. A equacao dindmica desses dois sistemas sao similares,
porém como a acessibilidade a um dispositivo de Hele-Shaw é maior, esse sistema tem
fornecido numerosas contribuicoes na compreensao da instabilidade de Saffman-Taylor.
Por outro lado, como o processo real de extracao de petroleo ¢ realizado em meios porosos,
nos motivamos em estudar a dinamica dos dedos viscosos nesse meio com o intuito de
tentar estabiliza-la, como realizado na Seg. 3.3.1 [77]. Neste capitulo, desejamos deslocar
um fluido viscoso em um meio poroso (como o petroleo preso nas rochas subterraneas)

através de um fluido menos viscoso sem proporcionar a formacao de grandes deformacoes
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4.2 Minimizacao das instabilidades no fluxo radial em meio poroso

da interface, que como sabemos é uma das grandes fontes de ineficiéncia na recuperacao
de petroleo.

Nesta secao, aplicaremos o método variacional discutido na Sec. 3.3.1, que constitui
uma abordagem bem distinta dos métodos até entao utilizados em meio poroso. Os
resultados apresentados nesta se¢ao encontram-se na Ref. [127]. A pergunta fundamental
do protocolo de minimizacao é a mesma originalmente proposta no Cap. 3: caso desejamos
injetar uma certa quantidade de fluido em um dado intervalo de tempo, que taxa de injecao
ideal deveria ser utilizada para que as amplitudes de perturbacao sejam minimizadas? Nos
aplicaremos esse método em um fluxo radial de um fluido inviscido deslocando um fluido
viscoso completamente em um meio poroso uniforme.

Em um meio poroso macroscopicamente uniforme, o inicio da instabilidade durante o
deslocamento de dois fluido imisciveis foi primeiramente compreendido pela teoria desen-
volvida por Chuoke et al. [126] e por uma extensdo realizada por Neuman e Chen [178§].
Chuoke et al. propuseram que a interface fluido-fluido é sujeita a forcas estabilizantes
proporcionalis a curvatura macroscopica da interface, onde o fator de proporcionalidade
representa uma tensao superficial efetiva. Além disso, a Ref. [126] observou que quando
um fluido de maior viscosidade e quando menores tensoes superficiais sao considerados,
dedos viscosos de menor comprimento de onda sao observados. Esse comportamento é
similar & dindmica de interfaces em Hele-Shaw. Além disso, a instabilidade dos dedos
viscosos em meios porosos, assim como em Hele-Shaw, é bastante influenciada pelas pro-
priedades de molhamento dos fluidos com o meio. Nas referéncias [179,180], foi observado
que quando o 6leo molha o meio poroso durante seu deslocamento (oil-wet media), os
dedos formam padrdes fractais com tamanho da ordem da largura dos poros do meio. Por
outro lado, quando a agua corresponde ao fluido molhante (water-wet media), os dedos
emergentes sao bem mais largos em comparagao com o tamanho dos poros do meio [181].
Mais ainda, existem teorias alternativas para fluxos em meios porosos que consideram
variagoes da saturagdo na regiao do fluido menos viscoso, ou seja, o fluido menos viscoso
nao desloca completamente o fluido mais viscoso, ocasionando um fluxo hidrodinamico
de duas fases. Uma das consequéncias desse processo é a reducao da mobilidade dos

fluidos [10]. Outros modelos consideram a heterogeneidade do meio poroso [171,182].
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4.2 Minimizacao das instabilidades no fluxo radial em meio poroso

Nao obstante, a teoria desenvolvida na Ref. [126] explica satisfatoriamente as observagoes
experimentais das Refs. [37,126,181,183)].

Com esses fatos em mente, consideramos a teoria de Chuoke et al. para um meio
poroso tridimensional uniforme. Entao usamos o método variacional do Cap. 3 a fim de
minimizar as perturbacoes durante um crescimento radial de uma interface fluido-fluido.
Considere um meio poroso tridimensional uniforme contendo um fluido incompressivel de
viscosidade 7, inicialmente com um formato esférico de raio Ry e com seu centro localizado
na origem do sistema de coordenadas. Um fluido de mais alta viscosidade 7, circunda o
fluido 1 preenchendo todo o meio poroso. Entao, o fluido menos viscoso é injetado a uma
taxa Q(t) (volume ocupado por unidade de tempo, o qual pode variar no tempo) na origem
do sistema de coordenadas, deslocando o fluido mais viscoso completamente e gerando
o crescimento de uma interface instavel. O cdlculo de estabilidade linear desse sistema
é similar a andlise descrita no Cap. 2, Se¢. 2.2, porém em uma extensao tridimensional.
Consideramos perturbacoes harmonicas de uma interface esférica, cuja posicao é escrita

na forma

R(0,0,t) = R(t) + (0, 9,1), (4.1)

onde 0 é o angulo polar, ¢ é 0 Angulo azimutal, {(0, ¢, t) representa a perturbacao da super-
ficie esférica e R = R(t) é o raio nao perturbado da interface fluido-fluido, o qual depende
do tempo. Para a interface tridimensional, representamos por conveniéncia (6, ¢,t) em

termos dos harmonicos esféricos

CO0,8) =D > Cmlt)Yim(6,9), (4.2)

=1 m=—1

com (;(t) sendo as amplitudes dos harmonicos esféricos. Finalmente, a conservagio de

volume leva a equacgdo que representa a evolucao temporal de R,

. 1/3
R(t) = (R%Jr%/ Q(t’)dt’) : (4.3)
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4.2 Minimizacao das instabilidades no fluxo radial em meio poroso

A equagao hidrodinamica em um meio poroso uniforme é governada pela lei de Darcy [126],

k
vj =——(Vp; — p;j9z), (4.4)

J

onde j =1 (2) para o fluido menos viscoso (mais viscoso), v; = v;(r, 0, ¢,t) representa
a velocidade tridimensional, £ é a permeabilidade do meio poroso, n; ¢ a viscosidade
do fluido, p; = p;(r,0,¢,t) é a pressao hidrodindmica, g é a aceleragdo gravitacional e
p; representa a densidade do fluido. De agora em diante, consideraremos que ambos os
fluidos tem aproximadamente a mesma densidade p; =~ py. Para um meio isotropico
e homogéneo k£ é uma constante espacial. Nessa circunstancia, podemos definir, assim
como em Hele-Shaw, um potencial de velocidade ®;, onde v; = —V®;. Observando que
pigz = V(p;gz) e subtraindo a expressao n;®; na Eq. (4.4) para j = 1 e j = 2 calculada
na interface fluido-fluido (r = R), obtemos uma expressao similar & Eq. (2.24) do Cap. 2

dada por

A (Bilr + Pofr)  (Pilr — Pofr) _ K[ —p2) + (p2 — p1)g2]IR (4.5)
2 2 M+ 12 7 '

onde A = (o —n1)/(n2 + m1). Como consideramos m; < 12 (A =1) e |[(p1 — p2)g92]r| <
|(p1 — p2)r|, temos

k
Pylr = ——(p1 — p2)|®- (4.6)
T2

Para um fluxo incompressivel, sabemos que V.v; = 0, de modo que o potencial de

velocidade satisfaz V2®; = 0, cuja a solugao para o fluido 2 ¢ dada por

Dy (7,6, ¢) = % +Y > ®zm(t>(%)_(l+l)lﬁm(6, ®). (4.7)

Assim como na Sec. 2.3.1, como A = 1 apenas a solucao para o fluido 2 é importante.
Nesse contexto, podemos abordar o sistema como o problema de um tnico fluido. No
decorrer desta se¢ao utilizaremos a notacao ®o(r, 6, ¢) = &(r, 6, ¢).

Seguindo os mesmo passos realizados na Se¢. 2.3.1, através da condi¢ao cinematica

de contorno encontra-se uma relacao entre @, (t) da Eq. (4.7) e (n(t), que em primeira
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ordem em ( é escrita na forma OR /0t = (—0P/0r),—z. A outra importante condi¢ao de
contorno é a condi¢ao dinamica, o qual foi proposta por Chuoke et al. [126] de maneira
analoga a equagao de Young-Laplace (2.19). Chuoke et al afirmaram que a diferenca de
pressao no contorno entre os fluidos é proporcional a curvatura da interface,

LR (4.8)

(p1—p2)’72:0 e e

onde ¢* representa um coeficiente de tensao superficial macroscopica efetiva, r, e r, sao
os dois raios das curvaturas principais da interface e p.(t) esté relacionado a diferenga
de pressao capilar na interface microscopica dos poros (dependendo apenas do tempo e
nao da curvatura). Além disso, como o fluido 1 possui viscosidade desprezivel, podemos
assumir que a pressao na regiao ocupada por ele é constante. Chuoke et al. consideraram
que o* = Co e obtiveram C' = 7.6, onde o é o coeficiente de tensao superficial entre os
fluidos. Em experimentos similares realizados na Ref. [181], foram encontrados valores
para C' variando de 5.45, em fluxos onde o 6leo molha o meio poroso, até 306.25, em fluxos
onde a dgua molha o meio. A curvatura na Eq. (4.8) pode ser reescrita em coordenadas

esféricas na forma [184]

2 _2C+VZC

=% ot 0(¢?), (4.9)

[1 1
__I__
Tq Ty

onde V2 representa o laplaciano esférico unitario,

1 0 0 1 02
vie L0y, L7 10
©~ snoao\""" o0 + sin? 6 O¢p? (4.10)
Nos préximos calculos, utilizaremos a propriedade dos harmonicos esféricos
VY = —1(1+1)Y,,. (4.11)
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Com esses resultados, seguindo os mesmos passos da Se¢. 2.3.1 e obtemos a equacao

dinamica linear para as amplitudes (;,

Gm(t) = A1, R, R) (i (t), (4.12)
onde
R 1 )
ALRR) = 21 =1) = G (2 = 1) (4.13)

é a taxa de crescimento adimensional. Na Eq. (4.12), comprimento e tempo estdo resca-
lonados por um comprimento e um tempo caracteristicos L e T, respectivamente. Além

disso,
_wr

C
& o* k

(4.14)

representa um namero de capilaridade modificado com U = L/T (veja a primeira refe-

réncia em [10]). Similar as Eqgs. (2.35) e (2.36), a solucdo da Eq. (4.12) ¢ dada por

Cim(t) = G (0) exp{I(l, R, R)}, (4.15)

na qual

t
I(,R,R) = / A(l, R, R)dt'. (4.16)
te(l)

O modo de maior taxa de crescimento é obtido resolvendo dA(, R, R)/dl = 0, o que

. . 2 1 .
Imax (R, R) = \/g (1 + %CaRPﬂ) —3 ~ UgCaRRQ. (4.17)

Na Eq. (4.17), usamos CaRR? > 1, que é uma aproximacio valida em experimentos tipi-

resulta em

cos de fluxos em meio poroso [126]. Nesta se¢do, assim como em todo este capitulo, nosso
objetivo é minimizar as amplitudes de perturbacao (4.15). De posse de l,,4, € notando
que a taxa de crescimento (4.13) depende apenas do niimero angular [ e ndo de m, pode-
mos utilizar o método variacional da Sec. 3.3.1. Surpreendentemente, a equacao obtida
através de Euler-Lagrange (3.15) é a mesma obtida em Hele-Shaw R = 0. Considerando

o comprimento caracteristico sendo o raio final depois do processo de injecao (L = Ry)
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Q(t)1

Qo

Q(6) = 4n(1 — Ro) [Ro + (1= Ro)(]? |

3

0 tr @

Figura 4.1: Tlustragao da taxa de bombeamento como func¢ao do tempo para a taxa de
injecao 6tima Q(t) (curva continua) e para taxa de inje¢ao constante equivalente @)y (linha
tracejada). O volume total de fluido injetado (area sob as curvas) no intervalo [0,tf] € a
mesma para ambas injecoes.

e 0 tempo caracteristico sendo o tempo final do bombeamento (T" = t¢), a solu¢ao da

equacao de Euler-Lagrange na forma adimensional é escrita como
R(t) = Ro+ (1 — Ry)t. (4.18)

Da Eq. (4.3), Q(t) = 47rRR2, e a taxa de injecdo ideal é dada por
Q(t) = 4m(1 — Ro)[Ro + (1 — Ro)t]”. (4.19)

Concluimos que a taxa de injecao deve variar quadraticamente com o tempo a fim de
minimizar as amplitudes de perturbacao. Note que a taxa de bombeamento 6tima, assim
como a Eq. (3.19), nao depende das propriedades materiais do fluido ou das caracteristicas
do meio. Além disso, observe que a lei de poténcia da injecao ideal aumentou de uma
unidade em relagdo ao sistema em Hele-Shaw (bombeamento 6timo linear), assim como
a dimensao do problema.

De maneira similar a anélise do Cap. 3, estudaremos a eficacia do protocolo de mi-

nimizagao (4.19). Considerando que deseja-se evoluir a interface esférica fluido-fluido no
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4.2 Minimizacao das instabilidades no fluxo radial em meio poroso

Figura 4.2: Interface resultante em ¢ = ¢, utilizando a taxa de injegdo constante (super-
ficie da esquerda) e para taxa de injegao Otima (superficie da direita). Essa figura foi
selecionada para aparecer na secao Kaleidoscope do Physical Review E na sua edicao de
Dezembro de 2013 [185], porém neste trabalho sua cor foi modificada.

meio poroso até um certo raio final em um dado intervalo de tempo e a uma taxa de

injecdo constante, a Eq. (4.3) na sua forma adimensional com Ry =1 ety =1 é dada por

Qo = 4%(1 —R}). (4.20)

Novamente, vamos comparar a interface resultante obtida pela taxa de injecao cons-
tante (4.20) e a taxa de bombeamento ideal (4.19) em ¢ = t;. Uma ilustra¢do do compor-
tamento de Q(t) e @y com o passar do tempo encontra-se na Fig. 4.1.

Vemos claramente na Fig. 4.2 a eficacia do processo de injecao. A superficie a esquerda
ilustra a interface resultante para a taxa de injecdo constante e a superficie a direita
mostra o padrao final do processo de bombeamento quando a taxa de injecao 6tima é
utilizada. Para essas interfaces, consideramos Ry = 0.2 e Ca = 650. E evidente que
a formacao dos dedos viscosos sao significantemente inibidas na interface ilustrada no

painel direito da Fig. 4.2, onde a taxa de injecao 6tima ¢é utilizada. Para visualizar essas
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Figura 4.3: Razdo das amplitudes (°(t¢)/((t) em fungdo de Ca, para Ry = 0.2,0.25.
C°(ts) [¢(tf)] representa a amplitude méxima para a injegdo constante (6tima) em ¢ = ;.

interfaces, reescrevemos, sem perda de generalidade, a interface tomando a parte real dos

harmonicos esféricos,

N
R(O,6,1) = R(t)+ D > Gu()RVim (6, 0)), (4.21)
1=1 m=—1
onde N é o niimero de modos participantes na dinamica. Além disso, sao atribuidas fases
aleatorias para as amplitudes iniciais (;,,(0).

Assim como na Sec. 3.3.2, vamos analisar como o processo de minimizacao se comporta
quando aumentamos o nimero de capilaridae Ca, ou seja, quando o sistema se torna ainda
mais instavel. A Fig. 4.3 ilustra o maximo da amplitude para o bombeamento constante
dividido pelo méximo da amplitude utilizando a taxa de injegao ideal [¢°(t;)/((t7)] em
funcao de Ca, no tempo final ¢ = ty. Consideramos ainda dois valores de R,. Dessa
figura, verifica-se que a razdo (°(t;)/C(t;) cresce quando Ca aumenta e quando valores
menores de Ry sao considerados. Esse comportamento indica que a estabilizacao da
abordagem variacional se torna ainda mais eficaz em processos mais instaveis da dinamica.
Assim como na Sec. 3.3.2, como t; e Ry podem ser arbitrariamente grandes, a interface
proveniente do bombeamento 6timo pode apresentar deformacoes. Contudo, a Fig. 4.3 nos
mostra que tais perturbacoes sao consideravelmente menores que os distirbios observados

quando a taxa de injecdo constante é utilizada, mesmo para altos valores de Qo e tf (ou
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maiores valores Ca e menores valores R). E importante ressaltar que o nimero de
capilaridade nao pode ser aumentado arbitrariamente, caso contrario as contribuicoes
devido ao molhamento e outros efeitos mais complexos devem ser considerados na teoria.

Uma extensao natural desses resultados seria investigar estagios fortemente nao linea-
res da dinanimca através de simulagoes e experimentos, assim como fizemos na Sec. 3.3.2.
Além disso, a aplicagao do protocolo em um modelo teérico mais completo para fluxos
em meios porosos seria interessante: considerando fluidos com densidades distintas, varia-
coOes na saturagao, heterogeneidade do meio e diferenca de pressao capilar entre os fluidos

dependendo da velocidade da interface.

4.3 Minimizacao das instabilidades no processo de des-
carga elétrica

Nesta secao vamos estudar o crescimento de uma regiao ionizada através de uma
descarga elétrica e usar o método variacional descrito na Se¢. 3.3.1 para minimizar as
instabilidades que surgem nesse processo. No limite de baixa difusao elétrica D < 1, um
modelo de contorno dinamico foi utilizado para descrever a frente de ionizacao em um
processo de descarga elétrica [5-7]. Além disso, se D = 0 obtemos a mesma dinamica do
fluxo em Hele-Shaw, desconsiderando efeitos de tensao superficial. Esse modelo descreve
uma interface com uma densidade de carga superficial o, separando um plasma de um gas
neutro como mostrado na Fig. 4.4. A expessura do contorno entre as fases tende a zero
por um fator proporcional a v/D, deste modo o movimento dessa interface é governado

pelas seguintes equagoes adimensionais

vy = —E! +2v/D «o(|Ef|) — Dk,

E
— + Koo = ——2% —j. (4.22)
P
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Gas

Figura 4.4: Ilustracao de uma descarga elétrica, onde o representa a densidade de carga
negativa superficial. Note que o campo elétrico aponta para a regiao do plasma.

No sistema de Eqs. (4.22), vy representa a velocidade normal da interface, x corresponde
ao dobro da curvatura média da interface, F, (E)) é a componente normal do campo
elétrico calculado dentro (fora) do plasma, j é a densidade de corrente na dire¢do v pro-
veniente de alguma forca eletromotriz localizada na regiao ionizada em direcao a interface,
p representa a resistividade do plasma e a(x) = zexp(—1/z) [ver Fig. 4.4]. Para mais
detalhes, recomendamos aos leitores as Refs. [5-7].

Estudaremos a estabilidade de uma frente de ionizacao de crescimento radial similar
a geometria de injecao em Hele-Shaw radial. Nesta secao, ao invés de existir uma fonte
de fluido na origem do sistema de coordenadas, ha uma fonte de carga no centro da
regido ionizada [5,6]. Nesta circunstancia, devido ao crescimento radial podemos descrever
a interface bidimensional plasma-géas pelas Eq. (2.21) e (2.23). Além disso, como nas
Refs. [5-7] consideramos o limite de alta condutividade do plasma 1/p > 1. Para obter a
evolucao linear da interface, deve-se manter termos até primeira ordem em ( no sistema
de Eqgs. (4.22) e entao aplicar a transformada de Fourier. Apesar do sistema ser bastante
diferente em relacao ao problema de Saffman-Taylor, a analise de estabilidade linear é
similar & deducao realizada na Sec. 2.3.1. Desses calculos, os quais encontram-se em
detalhes na Ref. [6], obtém-se a Eq. (2.35) para as amplitudes de perturbagao, cuja taxa

de crescimento A é dada por

A(n, R, R) = %(n—n—%(nt1)-@(1+%>(n—1). (4.23)
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Na Eq. (4.23), Q(t) = fot I(t)dt, onde I(t) = dQ(t)/dt representa a corrente elétrica
introduzida por um fio isolado dentro do plasma (fonte de carga referida anteriormente),
ap = a(|Q(t)|/2mrR) e ¢ = D. O termo incluindo «y na Eq. (4.23) representa o efeito
dindmico da ionizagao pelo impacto dos elétrons com os atomos do dielétrico [5,186,187].
Assumimos o limite usado na Ref. [6] [Eq. (34) dessa referéncial, onde a contribui¢ao da
ionizacdo por impacto na Eq. (4.23) é bem menor que o efeito desestabilizante do campo

elétrico na interface (termo contento R/R),

R<<M e e 1. (4.24)

4. /eay

Nessa circunstancia, a Ref. [6] mostra que carga Q(t) esta relacionada ao raio nao pertur-

bado da interface por

Q(t) ~ —2nRR. (4.25)

Trivialmente obtemos que o modo de maxima taxa de crescimento é dado por n,,.: =
RR/(2¢). Além disso, pela aproximacio (4.24), vamos inicialmente negligenciar o termo
contendo (/eag na Eq. (4.23) (veja Refs. [5,6]).

Finalmente, aplicando o método variacional para a interface ionizada descrita pela

Eq. (4.23), obtemos que o raio nao perturbado deve obedecer a equagao
RR? = —4¢ (4.26)

para minimizar as pertubacoes da frente ionizante durante a descarga elétrica. A solugao

dessa equacao nao-linear é dada por

R(t) = \/(C t+Cy)? — 4<Cil)2, (4.27)

116



4.3 Minimizacao das instabilidades no processo de descarga elétrica

onde C; e Cy sdo constantes determinadas pelas condicoes inicial e final de R: R(0) = Ry

e R(ty) = Ry. Os valores obtidos dessas condigbes sao

Ry — Ry 2R; R ety \’
Cp=——L 2 1+ L2 _11/1-4 . 4.28
' ty " (By — Ro)? \/ (RORf (4.28)

R} — R — (t;C1)?

O =
2 2t C,

(4.29)

Observe que quando 4et;/(RyRy;) < 1, as constantes se tornam simplesmente C; =
(Rf — RQ)/tf (& 02 = Ro.
Utilizando a Eq. (4.25), obtemos a dependéncia temporal da carga e da corrente que

minimiza as perturbacoes da frente de ionizacao

Q(t) == —27T01<Clt + CQ) (430)

I =270y, (4.31)

respectivamente. Da Eq. (4.27), observe que apesar de R nao variar linearmente no tempo,
a carga () (4.30) deve ser uma reta a fim de minimizar as deformacoes da interface.
Vamos agora testar a eficicia do processo variacional, o qual impoe que a carga no
plasma da descarga varie no tempo conforme a Eq. (4.30). Para isso, vamos comparar
nosso método com uma descarga elétrica cujo plasma atinge um raio final R; no intervalo
[0,1f] com carga elétrica constante (suposi¢ao assumida por simplicidade nas Refs. [5,6])
W(Rfc — R?)

Qo =——"—". (4.32)
f

A evolugdo linear para e = 0.03, Ry = 0.14, Ry = 0.44 e t; = 0.08 utilizando a Eq. (4.32)
e para a funcdo 6tima (4.30) estao ilustradas na Fig. 4.5: as Figs. 4.5(a) e 4.5(c) represen-
tam a carga constante (4.32), enquanto que as Figs. 4.5(b) e 4.5(d) corresponde a situac¢ao

de carga ideal (4.30). As Figs. 4.5(a) e 4.5(b) nao incluem o termo de o na taxa de
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(a) (b)

(d)

Figura 4.5: Evolucao linear dos padroes formados durante a descarga elétrica com carga
elétrica constante [(a) e (¢)] e quando a carga com densidade temporal 6tima é usada [(b)
e (d)]. Os efeitos do termo com «ag na dispersao linear (4.23) sao negligenciados em (a) e
(b) [onde Ry = 0.14, Ry = 0.44 e t; = 0.08] e considerados em (c) e (d) [onde Ry = 0.14,
Ry =0.47et; = 0.08]. Os padroes lineares tém a mesma condicao inicial (incluindo fases
aleatorias para cada modo) e 40 modos de Fourier sao considerados. As interfaces sao
ilustradas em intervalos de t;/5. Assumimos e = 0.03.

crescimento [6] e os padroes ilustrados nas Figs. 4.5(c) e 4.5(d) consideram esse efeito [5].
Vale ressaltar que assumimos valores para os parametros adimensionais consistentes com
os usados nas Refs. [5,6]. Observando a Fig. 4.5 é claramente visto que o método varia-
cional estabiliza o crescimento de perturbacoes na interface do plasma mesmo quando o
termo correspondente & ionizacao por impacto dos elétrons «q é considerado na taxa de
crescimento A (4.23).

Para abordar o processo de estabilizacao durante uma descarga elétrica tridimensional,
representamos a posi¢ao da interface utilizando a Eq. (4.1) e escrevemos as amplitudes
de perturbagido em termos dos harmonicos esféricos (4.2). Como na Ref. [7], o raio ndo

perturbado e a carga elétrica no plasma sao relacionados pela equacao

Q(t) ~ —4rR*R. (4.33)
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Utilizando o sistema de Eqs. (4.22) no limite de alta condutividade e mantendo termos
até primeira ordem em C, obtém-se (i, (t) = A(l, R, R)Gm(t), onde [7]
R €

A(l,R,R) = =D - gl+2)0-1). (4.34)

Como realizado anteriormente, por simplicidade consideramos ay muito pequeno de modo
que negligenciamos os termos da expressao de Townsend devido & ionizagao por impacto [5,
7,186,187] na Eq. (4.34). Aplicando o método variacional para esse sistema, a evolugao

6tima do raio nao perturbado é

R(t) = \/(Clt + ) - 6(&)2, (4.35)

onde C; e C; sao os mesmos das Eqs. (4.28) e (4.29) porém note que ha um fator de 6 no
termo proporcional a €2 ao invés do fator de 4 da Eq. 4.27. Da Eq. (4.33), a dependéncia

temporal para a carga elétrica ideal é

Q(t) = —4nCy(Cyt + 02)2\/1 —6 {m} : (4.36)

Como C} > 0, note que no limite 6¢/(C1Cy) < 1, a carga ideal (4.36) evolui quadratica-
mente no tempo.
A Fig. 4.6 ilustra as interfaces resultantes de uma descarga elétrica tridimensional

admitindo uma descarga de carga constante

4m(R3 — R}
Qo = _An(R; ~ Ry) (4.37)
3t

[painel esquerdo da Fig. 4.6] e uma descarga cuja carga elétrica evolui de acordo com a
Eq. (4.36) |painel direito da Fig. 4.6] em t = t;. As interfaces tem as mesmas condi-
¢oOes iniciais (incluindo fases aleatorias para cada modo) e 18 modos [ sdo considerados.

Assumimos € = 0.03, Ry = 0.13, Ry = 0.43 e t; = 0.16. Observe que a estrutura “es-
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4.4 Mimimizacao das instabilidades no processo de crescimento de cristais

Figura 4.6: Interface resultante em ¢ = t; utilizando carga elétrica constate (painel da
esquerda) e evolugao Otima de carga elétrica (painel da direita)

pinhosa” obtida no processo com carga elétrica constante ¢ substituida por uma esfera

quase perfeita quando a carga 6tima é utilizada.

4.4 Mimimizacao das instabilidades no processo de cres-

cimento de cristais

,/ GQ“\@
\ k\ /

J/

Figura 4.7: Diagrama esquematico de um cristal perturbado imerso na sua fase liquida.

Nesta secao vamos aplicar o método variacional no processo de solidificacao, utilizando
a andlise de estabilidade linear primeiramente deduzida por Mullins e Sekerka [25]. Consi-

dere o crescimento quase estacionario de um solido (fase 1) em um liquido super resfriado
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(fase 2), de temperatura T} e Ty [14,15,19-22, 25, 26|, respectivamente (Fig. 4.7). Admi-
tindo que o equilibrio local da interface permanece durante a solidificacao, as equagoes
adimensionais do problema sao [19-22]

VT, =0 i=1,2, v= [VT1 — VT2} ‘T:RQ

1
Ti|r:7z =—7(n)k; J= el n.v ds;

onde T; é o campo de temperatura (i = 1 ou 2 para as fases solida ou liquida, respectiva-
mente), v representa a velocidade da interface, n é o vetor unitario normal & interface, 7
é a tensao superficial anisotrépica, J é o campo de fluxo de calor longe da interface e k
corresponde a curvatura da interface solido-liquido. Em nosso estudo, abordaremos o caso
especifico em que efeitos cinéticos sao negligenciados na terceira expressao das Eqs. (4.38)
e a condutividade térmica das fases sdo idénticas [20-22]. Essas consideragoes sao vali-
das, por exemplo, para a substancia organica succinonitrile, estudada na Ref. [20]. Note
que J representa a derivada temporal da &rea ocupada pela fase solida. No caso de um
solido tridimensional, J corresponde & taxa de variacao do volume da fase solida e o fator
de 1/27 é substituido pelo fator 1/47. Para maiores detalhes das expressoes (4.38) que
governam o sistema ver as Refs. [19-22|. Porém, facilmente observamos uma clara relagao
entre o sistema descrito pelo sistema de Egs. (4.38) e o fluxo em Hele-Shaw descrito no
Cap. 2. Comparando as equagoes (2.10), (2.14) e (2.19) com as Eqs. (4.38), verifica-se um
comportamento semelhante entre o potencial de velocidade para o fluxo em Hele-Shaw e
a temperatura T do processo de solidificacao e, ainda, entre o fluxo de calor J e a taxa
de injecao de fluido Q).

Como realizado nas Refs. [21,23,24], podemos incluir uma anisotropia geral do cristal
na forma 7(0) = 1 — (m? — 1)v,, cos(mf), onde v, é uma amplitude que mede a forga

anisotropica do modo de Fourier m. Além disso, consideramos que v, é da mesma ordem
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de (,, de modo que termos proporcionais a ¢ podem ser negligenciados em uma analise
linear de perturbacao [21,23]. Seguindo os mesmos passos da Seg. 2.3.1, mantendo termos
até primeira ordem em ( no sistema de Egs. (4.38) e tirando a transformada de Fourier,

obtém-se a equagao de movimento para as amplitudes de perturbacao [21, 23]

. . 2V,
(o= A(n, R, R) ¢, + 5nmﬁm(m2 —1), (4.39)
onde _
: R 2 9
A(n,R,R) = }—%(n —-1) - ﬁn(n - 1) (4.40)

com &,,, sendo a funcdo delta de Kronecker. Além disso, a taxa de crescimento da area
do cristal J e o campo de temperaratura 7" longe da interface sao relacionados pelo raio

nao perturbado pelas equacoes

Jt) =RR e Ty(t)=—J(t)log (%’O) - %, (4.41)

respectivamente. Na Eq. (4.41), R, é o raio de uma regido muito grande comparada com
o tamanho do cristal.

Aplicando o método variacional da Sec. 3.3.1 desprezando efeitos anisotropicos e assu-
mindo R2R/2 > 1, consistentemente com as Refs. [21,22], obtemos R = 0, similarmente &
Se¢. 3.3.2, cuja solucao é a Eq. (3.18). Esse resultado ja era esperado devido a semelhanga
entre a Eq. (4.40) para v, = 0 e a taxa de crescimento A do fluxo em Hele-Shaw (3.16).
Porém, a dependéncia temporal do parametro de controle experimental (7,,) no processo
de solidificacdo ¢ bem diferente da dependéncia linear da taxa de injegao (3.19). Das

Egs. (4.41) e (3.18), obtemos

R:— R R:— R
(R — Ro) RO+(f o)t

t =
J(t) ‘] ‘

, (4.42)
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Figura 4.8: Evolucao temporal linear das interfaces formadas durante o fluxo de calor
constante [(a) e (¢)] e o fluxo 6timo [(b) e (d)]. Efeitos anisotrépicos sao negligenciados
em (a) e (b), enquanto que (c) e (d) considera-se anisotropia com m = 5.

(b)

(c) (d)

1
 Ro+ Vit

R
T - — ]
5o (t) V (Ry + Vt)log (R0+Vt>

(4.43)

que descrevem como o fluxo de calor e a temperatura longe da interface devem variar no
tempo de modo que minimizem as deformacdes do cristal durante seu crescimento de Ry
a Ry no intervalo [0,¢s]. Na Eq. (4.43), V = (Ry — Ro)/t; representa a velocidade da
interface nao perturbada.

Como usualmente procedemos, devemos comparar a eficicia do processo de estabili-
zagao baseado na taxa de fluxo ideal (4.42) com uma solidifica¢do sujeita a uma taxa de
fluxo de calor constante equivalente. Para um dado Ry e tf, temos

(R} — Rj)

= ——. 4.44
b= (14)

Na Fig. 4.8, ilustramos a evolucdo linear das interfaces para o fluxo constante (4.44)

[Figs. 4.8(a) and 4.8(c)| e o fluxo ideal de calor (4.42) [Figs. 4.8(b) and 4.8(d)]. Os padroes
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Figura 4.9: Razao das amplitudes ¢°(¢;)/((ts) em fungao do tempo final ¢t para Jo = 7, 10.
C°(ts) (C(ty)) representa a amplitude maxima para o fluxo de calor constante (6timo) em
t=t;.

lineares tém a mesma condigao inicial (incluindo fases aleatorias para cada modo) e 40
modos de Fourier sao considerados. As interfaces sdo ilustradas em intervalos de t;/5.
Nas Figs. 4.8(a) e 4.8(b) os efeitos anisotropicos sao negligenciados e assumimos Ry = 1,
Ry = 200, e t; = 2000. Por outro lado, os efeitos de anisotropia sao incluidos nas
Figs. 4.8(c) e 4.8(d) para m = 5, com v5 sendo da mesma ordem de grandeza da condicdo
inicial ¢,(0). Além disso, assumimos Ry = 1, Ry = 170 e t; = 2000. E evidente que
a formacao dos dedos é inibida quando a taxa de fluxo ideal é utilizada. Relembrando
que no calculo da taxa de fluxo 6timo negligenciamos efeitos anisotropicos. Todavia,
como podemos ver nas Figs. 4.8(c) e 4.8(d), nosso protocolo de controle é ainda eficaz na
presenca de anisotropia.

Devemos analisar a estabilizacao do método variacional em periodos de solidificacao
mais longos, porém ainda no regime linear. Para isso, a Fig. 4.9 mostra a amplitude
méaxima para o fluxo constante dividido pela amplitude maxima calculada para o fluxo
de calor ideal [("(t¢)/C(ts)] em funcdo do tempo final ¢, para dois valores de Jy. Da
Fig. 4.9, verificamos que a razao (Y(t;)/((t;) cresce quando aumentamos t; e quando
maiores valores de Jy sao considerados. Concluimos que quando utilizamos o fluxo ideal,

as amplitudes de perturbacao ainda permanecem significantemente menores que as am-
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plitudes obtidas pelo fluxo constante equivalente, mesmo quando maiores fluxos de calor
e maiores periodos de tempo sao considerados.

Vamos estender nosso processo de controle para as instabilidades da interface no cres-
cimento quase-estéatico de um solido tridimensional em um liquido super resfriado [19,20].
Similarmente ao fluxo hidrodinamico em meios porosos, a interface é descrita de acordo
com as Eqgs. (4.1) e (4.2). Além disso, o fluxo de calor esta relacionado com o raio ndo

perturbado do cristal R de acordo com a equagao [19,20].
J(t) = R’R + O(¢/R)>. (4.45)

Usando o sistema de Eqs. (4.38) e seguindo os mesmo passos da Se¢. 4.2, que é similar
a deducao da Se¢ 2.3.1, a evolucao linear da interface é descrita pela equagao Qm(t) =

A(l, R, R)(m(t), onde [19,20]

1

=51+ 2)(1 = (1 +20) (4.46)

A(l,R,R) = %(l— 1)

¢ a taxa de crescimento tridimensional. Para maiores detalhes ver as Refs. [19,20]. Para
o cristal tridimensional, negligenciamos efeitos anisotrépicos. Como na hidrodindmica em
meio poroso, a taxa de crescimento (4.46) ndo depende do modo azimutal m, podendo
assim aplicar o método variacional de estabilizagdo. Apesar da clara diferenca entre (4.46)
e a taxa de crescimento para o fluxo em meio pororo (4.13), o protocolo variacional nos
leva & mesma solugdo linear para R dada pela Eq. (3.18). Contudo, da Eq. (4.45) vemos
que o fluxo de calor 6timo deve ter um perfil quadratico no tempo, similar ao obtido na

dindmica de interface em meio poroso,

(Ry =~ Ro) [, | (Ry = Ry

2
t| 4.47
y y (4.47)

J(t) =

A temperatura longe da interface pode ser obtida pela relagdo tridimensional T, (t) =

—R(t)R(t) — 2/R(t) [19,20] juntamente com a Eq. (4.45).
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Figura 4.10: Interfaces tridimensionais resultantes em ¢ = ¢; utilizando fluxo de calor
constante (painel da esquerda) e o fluxo de calor 6timo (painel da direita).

Na Fig. 4.10, comparamos a interface resultante obtida pelo fluxo de calor constante
com Ry e Ry fixos (superficie da esquerda)
(R} — Rj)

=74 7 4.48
JO 3tf ) ( )

e a taxa de calor 6tima (4.47) (superficie da direita) em t = t;. Os padroes tridimensionais
tém a mesma condicao inicial (incluindo fases aleatorias para cada modo) e 18 modos [
foram considerados. Assumimos Ry =1, Ry = 11.6 e t; = 1.5. Da Fig. 4.10 vemos que o

método de minimizagao é também eficaz no crescimento tridimensional de um cristal.
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Capitulo 5

Forca de adesao de fluidos complexos:
minimizacao da energia e efeitos de

1nércia

5.1 Introducao

Como discutido no Cap. 1, a maneira convencional de determinar a for¢ca de adesao de
liquidos é através do processo conhecido por probe-tack test [144,145]. Uma das versoes
desse teste acontece quando a amostra de fluido é confinada entre duas placas paralelas
e a placa superior é levantada verticalmente com deslocamento L(t), cuja dependéncia
temporal é preestabelecida pelo motor do dispositivo (Fig. 5.1). O resultado de tal medigao
é uma curva forca-deslocamento (F' vs. L) que quantifica a resposta adesiva da amostra
de fluido em funcao do deslocamento do aparato. Em uma curva F' vs. L tipica (painel
da direita da Fig. 5.1) observa-se um crescimento acentuado de F' no inicio da separagao
das placas. A forca atinge um valor maximo e, entao, decresce assintoticamente a zero
no decorrer do descolamento. O pico da forca na curva F' vs. L serve como uma medida
da forca adesiva do fluido. Uma informacao interessante é que as Refs. [132,135,137-
139] mostraram que a formagao desse maximo é devido a elasticidade do aparato de

levantamento que se deforma durante o processo de separacao das placas. Se o dispostivo
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™ Pico da forga

Area=Energia de adesdo

L

Figura 5.1: (Painel da esquerda) Ilustragao do aparato utilizado no teste de adesao (probe-
tack test) de constante elastica k, onde um fluido de viscosidade n é confinado entre
duas placas paralelas separadas por uma distancia b = b(¢). A placa superior é movida
verticalmente cujo deslocamento é representado pela fungdo L(t) por uma forca F' que
¢ medida durante esse processo. Note que L(t) e b(t) ndo estdo em escala. (Painel da
esquerda) Representacao da curva forca-deslocamento (F' vs. L) tipica obtida no probe-
tack test.

fosse infinitamente rigido, a forca comecaria de um valor finito e decairia com o aumento
da separacao entre as placas. Além disso, note que a area sob a curva forca-distancia
corresponde a energia de adesao do fluido ou ao trabalho da forca de separacao das placas
W [132,135], definido como a integral da for¢a em relagdo ao deslocamento L.

Neste capitulo, abordaremos uma importante questao referente a energia de adesao
W do probe-tack test: se vocé deseja levantar a placa so6lida superior até uma certa
altura em um dado intervalo de tempo, como o deslocamento L(t) deve variar no tempo
para que o trabalho de separacdo seja minimizado? A resposta a essa pergunta além de
fornecer uma maneira pratica de economizar energia, fornece a possibilidade de descolar
as placas com uma forca maxima requerida significantemente reduzida. Considerando
a infinidade de cendrios possiveis de levantamentos dependentes do tempo, a resposta a
essa pergunta é, certamente, nao trivial. Apresentaremos uma abordagem variacional,
similar ao método apresentado na Se¢. 3.3.1, que nos permite uma busca de uma funcao
L(t) que leva ao meio mais econémico energeticamente para levantar a placa superior do

aparato no teste de adesao. Deduziremos esse método a partir de primeiros principios
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nos quais os fluidos adesivos poderao ser newtonianos ou nao newtonianos. Os fluidos
complexos considerados neste capitulo sao descritos pela equacao constitutiva dada pela
lei de poténcia de Oswald-de-Waele (3.21) [88,95,173,174].

Além do estudo da minimizacao de energia no teste de adesao, investigaremos a con-
tribuicao de uma grandeza hidrodinamica ainda nao abordada na literatura em proprie-
dades adesivas de fluidos viscosos: a inércia. Como sabemos, o papel da inércia do fluido
pode ser quantificado pelo niimero de Reynolds Re (medida relativa das forcas inerciais
e viscosas). No contexto do teste de adesao (probe-tack test), Re é proporcional a se-
paracao entre as placas e a velocidade de levantamento, e inversamente proporcional a
viscosidade da amostra do fluido confinado. No entanto, assim como nas instabilidades
hidrodindmicas em Hele-Shaw, na maioria dos estudos teoricos e experimentais do teste de
adesao [44,54-56,132,135-143| sdo utilizadas velocidades de levantamento relativamente
baixas, fluidos bastante viscosos e separacoes entre as placas muito pequenas. Sob essas
circunstancias, o nimero de Reynolds ¢ praticamente nulo e nenhum efeito de inércia
é observado. Nesse caso, a aproximacao de lubrificacao pode ser usada de modo que o
movimento do fluido é perfeitamente descrito pela lei de Darcy (2.10).

Embora a negligéncia dos efeitos de inércia ser inteiramente justificada para grande
maioria dos estudos sobre o teste de adesao, ha situacoes em que essa condicao deve
ser reavaliada. As velocidades de levantamento permitidas pelos dispositivos modernos
no teste de adesao (variando de 1 mm/s a 40 mm/s) [138,139,188] e o possivel uso de
fluidos de baixa viscosidade (por exemplo agua, mercirio ou até mesmo alguns 6leos de
silicone [112]) poderiam levar a cenarios nos quais a inércia do fluido pode desempenhar
um papel relevante. Curiosamente, essas novas consideracoes sao bastante similares as
que recentemente foram utilizadas na instabilidade de dedos viscosos na célula de Hele-
Shaw [3,10]. Como discutido no Cap. 2, usualmente efeitos de inércia nao sao relevantes no
fluxo hidrodindmico em Hele-Shaw. Contudo, estudos experimentais [112] e tedricos [113~
115] demonstraram que quando consideramos um fluido de baixa viscosidade, além de
um maior espacamento entre as placas e uma elevada taxa de injecao, efeitos inerciais
apresentam um papel chave na dinamica e na forma dos padroes emergentes na interface.

Nessa circunstancia, a equagao hidrodinamica que governa o problema é modificada, dada
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5.1 Introducao

por uma lei de Darcy generalizada incluindo contribui¢bes dos termos inerciais [109-111].
No préximo capitulo, discutiremos em detalhes os nossos resultados que se encontram na
Ref. [114,115] sobre os efeitos de inércia na formagao dos padrdes na injegao nas células
radial e retangular de Hele-Shaw e no problema de Hele-Shaw de espacamento variavel.

Motivados pelos fatos discutidos acima, estudaremos os efeitos inerciais do fluido no
teste de adesao e tentaremos entender sua influéncia na forma da curva forga-deslocamento.
Embora os efeitos de inércia tenham sido um tépico amplamente negligenciado no teste
de adesao de fluidos, esses efeitos foram analisados em alguns problemas de compres-
sao [174,189,190], envolvendo fluidos newtonianos [191,192] e ndo newtonianos [193]. Os
estudos tedricos [191-193] tratam o sistema com a equagao de Navier-Stokes tridimensi-
onal e tentam encontrar, a partir de primeiros principios, um perfil de velocidade para o
fluxo hidrodinamico. Porém, esse tratamento corresponde a uma tarefa bastante compli-
cada devido a complexidade matematica das equacoes hidrodinamicas. Por essa razao,
essa abordagem leva a necessidade de métodos perturbativos ou simulacoes numeéricas.
Apesar da complexidade relativa desses modelos, todos eles concluem que a inércia do
fluido pode ter uma contribuigao significante na forca de compressao de fluidos.

Apesar da importancia e utilidade dos estudos realizados em Refs. [191-193], ainda ha
uma caréncia na literatura de uma investigacao teérica simples da influéncia da inércia
do fluido no teste de adesao. Neste capitulo deduziremos uma expressao para a forca
de adesao considerando efeitos de inércia e propriedades nao newtonianas de um fluido
cuja relagdo constitutiva é dada pela lei de Oswald-de-Waele [60,174]. Essa deducao e
os resultados obtidos se encotram na Ref. [149]. Utilizando a abordagem originalmente
proposta na Ref. [109], consideramos um nimero de Reynolds relativamente pequeno de
modo que o perfil de velocidade é unicamente determinado pelos efeitos viscosos, nao
sendo alterados pela inércia. Além disso, usamos um perfil de velocidade generalizado
considerando os efeitos viscosos ndo newtonianos [55|. Essas suposi¢oes levam a uma lei
de Darcy generalizada nao linear para a componente radial da velocidade e nos permite a
determinacao da forca de adesao do fluido, incluindo contribui¢oes inerciais e efeitos nao
newtonianos através de calculos analiticos. Nesse contexto, a contribuicao desses fatores

fisicos no comportamento da curva forca-deslocamento pode ser elucidada.
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5.2 Calculo da for¢a de adesao de um fluido nao newtoniano incluindo efeitos de inércia

O roteiro desse capitulo serd da seguinte forma: na Se¢. 5.2 apresentamos nossa abor-
dagem tedrica e deduzimos a forca de adesao entre duas placas paralelas levando em
consideracao a acao combinada da inércia do fluido e as contribuicoes nao newtonianas.
Além disso, a inércia e a elasticidade do aparato também sao consideradas. Na Sec. 5.3,
consideraremos o caso em que os efeitos inerciais do fluido sao despreziveis e entao apli-
caremos o método variacional em busca de um perfil de levantamento 6timo a fim de
minimizar a energia de adesao. Por fim, na Sec. 5.4 faremos uma discussao sobre o papel
da inércia do fluido na curva forga-deslocamento e no trabalho de separacao das placas. O
caso limite newtoniano seré discutido na Sec. 5.4.1, enquanto que o caso nao newtoniano

serd discutido na Seg. 5.4.2.

5.2 CaAlculo da forca de adesao de um fluido nao new-
toniano incluindo efeitos de inércia

O painel esquerdo da Fig. 5.1 ilustra a geometria do sistema probe-tack. Consideramos
um fluido incompressivel com viscosidade 1 descrita por uma lei de poténcia (representagao
alternativa da lei de Oswald-de-Waele) e densidade p, confinado entre duas placas planas
e paralelas. Como nas Refs. [132,135,137,141], consideramos que o aparato tem uma
constante elastica k. A placa superior é levantada por uma forca F' que proporciona um
deslocamento preestabelecido no dispositivo dado por L = L(t). Por outro lado, a placa
inferior ¢ mantida em repouso em z = 0, onde o eixo z aponta na direcao perpendicular
ao plano das placas. Em um dado tempo ¢, a distancia entre as placas é representada
por b = b(t), enquanto que a deformagao devido a elasticidade do aparato ¢ dada pela
diferenca L(t) — b(t). Inicialmente as placas estdo a uma distancia by = Ly e o raio
inicial do fluido é dado por Ry. Observe que devido a elasticidade do aparato, b nao é
necessariamente igual a L. Contudo, no caso de um dispositivo completamente rigido,
temos b = L.

O objetivo desta se¢ao é calcular analiticamente uma expressao para a forca de levan-

tamento F, levando em consideracao efeitos de inércia e efeitos nao newtonianos. Como
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5.2 Calculo da for¢a de adesao de um fluido nao newtoniano incluindo efeitos de inércia

nas Refs. [44,132|, assumimos que a interface do fluido permanece circular durante o pro-
cesso de levantamento (o efeito dos dedos viscosos na forca de adesdo é negligenciado),
com o raio dependente do tempo dado por R = R(t). Lembrando do Cap. 2, a conservagao
de volume leva & equacao

R?b = R3by. (5.1)

Comecemos escrevendo as equagoes que governam o fluxo hidrodindmico em coorde-

nadas cilindricas (r, 6, z): a equagao de Navier-Stokes

%4_ %4_ 8%" —_@4_2 aur (5 2)
PO %o T2 ) T Tor T a2 \Toz ‘

e a equagao da continuidade para fluidos incompressiveis

10(ruy) N ou,

roor 0z =0 (5:3)

onde u, = u,.(r,z) e u, = u,(r, z) representam as componentes da velocidade tridimensi-
onal nas direcoes radial e ao longo do eixo z, respectivamente. Note que se desconside-
rassemos efeitos de inércia e os efeitos nao newtonianos, o fluxo seria descrito pela lei de
Darcy (2.10). Além disso, como negligenciamos as instabilidades de Saffman-Taylor du-
rante o processo de levantamento, a componente azimutal da velocidade ug é nula. Observe
que o lado esquerdo da Eq. (5.2) contém os termos inerciais, enquanto o lado direito in-
corpora contribui¢oes da pressao e dos estresses viscosos. Similarmente as Refs. [55,109] e
ao fluxo em Hele-Shaw, assumimos uma situagao de alto confinamento do fluido R/b > 1,
de tal forma que a taxa de cisalhamento dominante é dada por du,/0z. Para tal confina-
mento, efeitos gravitacionais podem ser negligenciados [132,135-139).

Pelas consideragoes discutidas acima, a lei de Oswald-de-Waele (3.21) pode ser rees-
crita supondo que a viscosidade do fluido na Eq. (5.2) é proporcional a uma poténcia da,
taxa de cisalhamento

a

Our | (5.4)

0z

n(a) =mno
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5.2 Calculo da for¢a de adesao de um fluido nao newtoniano incluindo efeitos de inércia

onde a, assim como o parametro « definido no Cap. 3, representa a natureza nao new-
toniana do fluido: a = 0 corresponde ao limite newtoniano, enquanto que a < 0 (a > 0)
descreve um fluido shear-thinning (-thickening). Note que apenas quando a = 0, 7
representa a viscosidade de um fluido newtoniano.

Os experimentos reologicos [60] utilizando solu¢oes de Xanthane (um polimero “rod-
like” rigido) sdo satisfatoriamente descritos pela expressdo (5.4), onde a viscosidade de-
pende da taxa de cisalhamento por uma lei de poténcia. Dessa forma, os experimentos
da Ref. [60] foram capazes de determinar o indice da lei de poténcia a e o parametro 7
para diferentes concentracoes do polimero. Além disso, experimentos realizados por Lei-
der [194] usando varios fluidos poliméricos [incluindo silicone e fluidos de polisobutileno
(PIB)] concluiram que o modelo de lei de poténcia é bastante apropriado para descrever
o comportamento reologico de tais materiais.

Encontrar uma solu¢do analitica para a equagao diferencial parcial (5.2) ndo é defi-
nitivamente uma tarefa simples. Ao invés de tentar resolver a Eq. (5.2) usando técnicas
perturbativas ou sofisticadas simula¢oes numéricas [191-193], vamos utilizar o procedi-

mento originalmente proposto nas Refs. [55,109], que considera a solugao

ur(r; 2) = f(r)g(2), (5.5)
onde \ \
b b
o == - (5) 50
com A = (a+ 2)/(a+ 1). A ideia central por tras desse ansatz ¢ considerar que o

perfil de velocidade dado pela Eq. (5.6) (veja também Eq.(5) da Ref. [55]) é valido para
baixo niimero de Reynolds e um alto confinamento do fluido. Essas sao precisamente as
circunstancias que serao consideradas em nosso problema. Observe que o perfil parabélico

padrao para velocidade dado pela Eq. (2.8) é retomado pela Eq. (5.6) no limite newtoniano

(a=0).
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5.2 Calculo da for¢a de adesao de um fluido nao newtoniano incluindo efeitos de inércia

Como nas Refs. [55,109], adotamos uma abordagem do tipo lei de Darcy, onde defini-

mos a média transversal da velocidade radial

Substituindo as Eqs. (5.5) e (5.6) em (5.7) obtemos

fry =20 6y (5.9)

beoy

Note que tomando a derivada temporal da expressao da conservacao de volume (5.1)

obtemos a equacao

v.(r)=R= —3

T, (5.9)
que relaciona as velocidades da interface e da placa superior. Da Eq. (5.8) e (5.9), obtemos
automaticamente a dependéncia em r da fungao f(r).

Com g¢(z) dado pela Eq. (5.6) e f(r) pela Eq. (5.8), podemos encontrar uma lei de
Darcy generalizada para o problema. Seguindo a abordagem padrao usada em Hele-
Shaw (Cap. 2) e em problemas de adesao de fluidos confinados [44, 54-56, 132, 135-143|,
calculamos a média transversal da Eq. (5.2) e utilizamos a Eq. (5.8) para expressar a

equacao resultante desse processo em termos de u,. Desse processo obtemos uma lei de

Darcy nao linear generalizada

) +
or r

v, b (4a + 6) ov, V2 ap  2my [da+6\"""
r ~u, 2 , T _r _ _r - a+1.
P 8t+bv+(3a+5)< or b2\ a+1 for

(5.10)
Perceba que a lei de Darcy usual (2.10) para fluidos newtonianos (a = 0) é retomada
quando os termos inerciais do lado esquerdo da Eq. (5.10) sao negligenciados.

Vamos apresentar alguns detalhes da dedugao da Eq. (5.10). Lembrando que u,(r, z) =

f(r)g(z), as médias transversais dos dois primeiros termos do lado esquerdo da Eq. (5.2)

1 [*0u, . 10f(r) [°
E/o Edz—gw/o g(z)dz (5.11)

134

Sao0



5.2 Calculo da for¢a de adesao de um fluido nao newtoniano incluindo efeitos de inércia

3 [ a0 [y (5.12)

O terceiro termo do lado esquerdo pode ser escrito como

1 b z=b 1 b
—/ uz%dz = (uyu,) — —/ ur%dz.
b Jo 0z 0 0

Observe que o termo contendo u,u, é zero pois u,(r,0) = u,(r,b) = 0. Além disso, usando

a condigao de incompressibilidade (5.3) o termo nao nulo pode ser reescrito na forma

b, O(ru r)Olrf(r b
%/0 %a(arr)dz: %ya[ ((];; ) /0 [9(2)]%dz. (5.13)

Para a geometria confinada do sistema probe-tack, assim como em Hele-Shaw, a pressao
é considerada aproximadamente constante ao longo da direcao perpendicular ao plano
das placas, de modo que a média transversal do primeiro termo do lado direito de (5.2)
é calculada trivialmente. Por outro lado, a média transversal do segundo termo do lado

direito é

l/bﬁ ou, d_l&ur
bJ, 0z T )T e,

onde utilizamos a lei de poténcia para viscosidade (5.4). Note que as Egs. (5.11)-(5.14)

z=b

2 Pg—(’z)} S

= Eﬁo[f(r)]aﬂ

z=0

estdao convenientemente escritas em termos das fungdes g(z) e f(r). O restante da deriva-
¢ao consiste na substitui¢ao das Eqgs. (5.6) e (5.8) nas Eqs. (5.11)-(5.14) e no célculo de
derivadas e integrais simples. Esse procedimento leva a lei de Darcy generalizada (5.10).

Dando prosseguimento ao célculo da forga de adesao, substituimos a Eq. (5.9) na
Eq. (5.10) e integramos a equagao resultante na coordenada r, obtendo o campo de pressao

b 3(4a+6)b°

N 2 2
B 3@arne| )

p(r) = po+p

ca+1

2n0 b 2a 4+ 3\“*! (142 _ o)
2¢(a+2) b?+3 \ a+ 1 ’

(5.15)
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5.2 Calculo da for¢a de adesao de um fluido nao newtoniano incluindo efeitos de inércia

onde py representa a pressao atmosférica. Como demonstrado nas Refs. [132,135-139],
efeitos de tensao superficial, provenientes das curvaturas transversal e paralela da interface
em relacao as placas do aparato, podem ser negligenciados na forca de adesao de fluidos
para um certo regime de valores do ntmero de capilaridade. Nas circunstancias aqui
estudadas, essa aproximagcao é valida.

A forga de adesao é calculada integrando a pressao [Eq. (5.15)] em toda regido ocupada
pelo fluido F = fOR[po — p(r)]27rdr. Desse resultado, a forga necessaria para levantar o
aparato a uma velocidade b, a uma aceleracao b e com espacamento b entre as placas é

dada por

b (6a+9)b

B (3a+5) bt

_ prRYb;
8

F (5.16)

oo R 02" (20 + 3\ 0T
a-+4 a+1 ps+s

Lembre-se que devido a elasticidade do aparato, L e b nao sao necessariamente iguais e,
como temos o controle experimental apenas do deslocamento L, e nao de b, a dependéncia
de F' com o deslocamento L ainda nao estd completamente determinada.

Uma expressao adimensional conveniente para a Eq. (5.16) pode ser obtida resca-

/6 velocidades por V (velocidade

lonando comprimentos por § = [37n(0)R§ b2 V/2k]
tipica de levantamento) [132, 135,140, 141] e forgas por kJ. Mantendo a mesma notagao
da Eq. (5.16) porém enfatizando que todas as grandezas sdo agora adimensionais, esse

rescalonamento resulta na expressao

. .2 .a+1
b (6a+9)b b
F=Re|—- - +21"97 - 0.17
1% Baroyn| TV WEs (5.17)

onde a inércia do fluido é quantificada pelo nimero de Reynolds

pVo
Re= - ol (5.18)
’ 4 2a+ 3\ [V Rovbo\“
Nl = 303 ( At ) ( 55/ ) (5.19)
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5.2 Calculo da for¢a de adesao de um fluido nao newtoniano incluindo efeitos de inércia

representa um parametro nao newtoniano. Note que quando Re =0ea =0 (N (0) =1), a
Eq. (5.17) se reduz a situacao usual do problema de adesdo [132]|. Por outro lado, quando
Re =0 e a # 0, o caso nao inercial para fluidos nao newtonianos ¢ retomado [174].

Como comentado no inicio do capitulo, a curva tipica forca-deslocamento aumenta ra-
pidamente durante o estagio inicial do processo de separacao entre as placas. Esse efeito
nao é devido a forga hidrodinamica (5.16), mas sim a elasticidade do aparato 132,135,
138]. Concluimos essa se¢ao discutindo como acessar a forma completa da curva forca-
deslocamento, incluindo efeitos viscosos e inerciais do fluido, além da elasticidade intrin-
seca do dispositivo. Mais ainda, consideraremos o efeito da prépria inércia da maquina
através da adaptagao de um método originalmente proposto por Francis e Horn [135], no
qual o fluido é confinado entre uma esfera e uma placa. No entanto, a Ref. [135] aborda
apenas o caso newtoniano e negligencia efeitos da inércia do fluido.

Durante o processo de separacao, hd um balanco de forcas de inércia, viscosas e da
forca elastica do dispositivo, proveniente da sua deflexao L —b. A influéncia da inércia do
aparato é incorporada através de um termo de aceleragao da placa superior na equacao
dinamica. Com esses fatos em mente, podemos aplicar a segunda lei de Newton para a
estrutura superior da méaquina. Utilizando a Eq. (5.17) como a forga que o fluido exerce
sobre a placa superior, obtemos uma equacao diferencial nao linear de segunda ordem
para b = b(t)

b (6a+9) b

i)a+1 )

onde M = mV?/ké? é a massa adimensional do aparato. Solucionamos a Eq. (5.20) para
b(t) numericamente impondo um perfil de levantamento L(t) para a estrutura superior do
aparato. O perfil considerado nos experimentos usuais assume uma velocidade constante
V' de modo que na forma adimensional L(t) = by 4+ t. Com isso, substituimos a soluc¢ao
numérica da equagio ndo linear (5.20) na Eq. (5.17) para obter a forca de levantamento
F e, entao, podemos finalmente tracar a curva forga-deslocamento (F' vs L) cujo formato

tipico é ilustrado na Fig. 5.1.
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5.3 Minimizacao da energia de adesao

5.3 Minimizacao da energia de adesao

Francis e Horn [135] demonstraram que o trabalho de descolamento ¢ dado pela energia
perdida através da dissipacao viscosa durante o processo de levantamento e pode ser escrito
como

Ly by
w= | FdL~ / Fdb, (5.21)
Lo=bo bo
desde que a energia elastica do aparato seja pequena no final do levantamento, ou seja,
desde que Ly ~ by. O indice f representa a situacao final do experimento. Nesta se¢ao,
em particular, trabalharemos com a versao dimensional das equacoes.

Como discutido no inicio do capitulo, nosso objetivo nesta secao é obter o perfil de
deslocamento do aparato que minimiza a energia de adesao do fluido. Em outras palavras,
queremos minimizar o trabalho de levantamento da placa superior quando deslocada de

uma posi¢ao inicial by até uma posicao final by em um intervalo de tempo [0,¢f]. Para

isso, convenientemente reescrevemos a Eq. (5.21) na forma
tr .
W = / P(b,b)dt, (5.22)
0

onde a funcdo P = P(b, b) = Fb representa a poténcia dissipada, com F dado pela
Eq. (5.16). Nesse contexto, assim como no método variacional deduzido na Se¢. 3.3.1, W
na Eq. (5.22) representa uma a¢do, enquanto P uma lagrageana do sistema. Portanto,

novamente temos um problema variacional que pode ser solucionado via equacao de Euler-

d (0P oP

Lagrange

Para obter o levantamento ideal, consideraremos o caso usual do teste de adesao, onde
efeitos da inércia do fluido e do aparato sdo negligenciados (Re < 1 e M < 1). Substi-
tuindo a expressao da poténcia dissipada na Eq. (5.23) obtemos a equagao diferecial nao

linear

50" — 2bb = 0. (5.24)
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5.3 Minimizacao da energia de adesao

Usando o fato que d(b/b)/dt =1 — bb/b2 e as condigoes de contorno preestabelecidas [i.e.,
b(t =0) =by e b(t =ty) = byg|, a solucao da Eq. (5.24) é dada por

bot(t) = bo[l - h(bo, bfa tf) ﬂ—?/B’ (525)

onde

3/2
h = hlby, by, ty) = — [1 - (2-?) ] | (5.26)

ty

A Eq. (5.25) nos fornece a funcao b, (t) que minimiza o trabalho de separacdo das placas.
E interessante perceber que nossa funcio de levantamento ideal (5.25) ndo depende das
propriedades materiais do fluido, incluindo o parametro nao newtoniano a.

Nos experimentos de teste de adesao (probe-tack test), o parametro que é acionado pe-
los motores do aparato é L(t), e nao b(t). Para o caso de um dispositivo rigido L(t) = b(t)
e, entao, o deslocamento 6timo é L.(t) = b, (t) dado pela Eq. (5.25). Como discutido na
secao anterior, quando o efeito de elasticidade é levado em consideracao, ha um balancea-
mento das forgas hidrodinamicas com a for¢a elastica do aparato k(L — b). Nas condi¢oes
usuais do probe-tack test em que Re < 1 e M < 1, a equacao dinamica (5.20) na forma

dimensional é escrita

k(L —b) =

2y Ry b§+2 (2@ + 3>a+1 ! (5.27)

a-+4 a-+1 pa+s

Observe que o lado direito da Eq. (5.27) representa a for¢a de adesao (5.16), desconside-
rando os efeitos da inércia do fluido.

A principio, substituindo a Eq. (5.25) na Eq. (5.27) podemos obter L, (t) para situagao
na qual o aparato apresenta elasticidade. Contudo, esse procedimento leva a um Ly ()
nao plausivel fisicamente, onde Ly # by. Isso significa que em t = 0 o aparato deve ter
uma deformagcao inicial dada por Lo — by, que nao representa a condicao inicial de um

experimento de adesao, onde Lo = by. A fim de evitar esse problema, utilizamos uma
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5.3 Minimizacao da energia de adesao

estratégia alternativa: primeiro, como no caso rigido, vamos considerar Ly (t) = by (t) e

Ly = by, logo a méquina deve levantar o aparato de acordo com a fungao
Lot(t) = Lo[1 — h(Lg, Ly, tg) t]7%3 (5.28)

a fim de deslocé-lo de Ly até L; no intervalo [0,¢;] minimizando a energia de adesao.
Para encontrar o perfil for¢a-deslocamento, devemos obter b(t) gerado pelo levantamento
6timo (5.28). Para isso, substituimos a Eq. (5.28) na Eq. (5.27) e encontramos numerica-
mente uma nova dependéncia temporal para b(t) e, consequentemente, a forga de adesdo
do fluido (5.16) para o levantamento (5.28). Desses resultados, podemos finalmente plo-
tar a curva forca-deslocamento para a situacao em que o gasto de energia é minimizado.
Veremos que essa abordagem ¢é bastante eficaz, levando a uma reducao significante do
trabalho de levantamento quando L; ~ b;. Daqui em diante, utilizaremos o perfil de
levantamento 6timo dado pela Eq. (5.28) tanto para o caso rigido quanto para a situagao
em que o aparato é elastico.

Para verificar a eficacia do levantamento ideal utilizamos valores consistentes com os
parametros fisicos experimentais no teste de adesdo [132,135,137-139] e com as proprie-
dades materiais dos fluidos utilizados nas Refs. [55,60,132,194]|. Na maioria dos estudos
de for¢a de adesao de fluidos viscosos [44, 54-56,132,135,137-143, 149, 195], considera-se
a situacao em que a placa superior é levantada com velocidade constante V. Portanto,

para Lo, Ly e ty fixos, temos

L — Ly

L(t) = Lo+ Vt, onde V = .
!

(5.29)

Nosso proximo passo ¢ comparar o comportamento da forca e da energia de adesao obtida
pelo levantamento convencional (5.29) e pelo levantamento ideal dado pela Eq. (5.28).
Note que devido & Eq. (5.29) o conjunto de parametros relevantes preestabelecidos no

processo de levantamento pode ser qualquer par das grandezas Ly, ty e V.
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12

L= Lo+Vt

0.3 0.7 11
L (mm)

Figura 5.2: Forca de adesao F' em funcao do deslocamento L. As curvas pretas referem-se
ao levantamento 6timo (5.28), enquanto que as curvas cinzas ilustram o levantamento
com velocidade constante V' (5.29). As curvas continuas (tracejadas) representam o caso
de um aparato eléstico (rigido).

5.3.1 Caso newtoniano

Iniciamos nossa discussao analisando as curvas forga-deslocamento (F' vs. L) para flui-
dos newtonianos (a = 0). A Fig. 5.2 ilustra as curvas F' vs. L considerando o levantamento
com velocidade constante (5.29) (curvas cinzas) e o levantamento 6timo Ly (t) (5.28) (cur-
vas pretas). As curvas continuas estdo relacionadas para o caso em que o aparato tem
uma constante elastica k, enquanto que as curvas tracejadas consideram a situagao em
que o aparato é rigido. Como discutido anteriormente, quando o aparato nao possui elas-
ticidade, nao é observado um valor méximo para a forca de adesao. Assumimos L; = 1.1
mm e V = 8.0 x 107% mm/s (ou equivalentemente, L; = 1.1 mm e ¢; = 100 s). Além
disso, os seguintes parametros sao utilizados: 7(0) =92 Pa s, Ry =2 cm e Ly = 0.3 mm.

Analisando a Fig. 5.2, é evidente que o uso do procedimento 6timo resulta em uma
diminuigao significativa da energia de adesdo (menor area sob a curva). Essa minimizagao
é obtida para ambos as situacdes, rigida e elastica do aparato. Além disso, observe que
no caso elastico hd uma queda substancial do pico da forca de adesao. Concluimos que
apesar de em ambas os processos de descolamento (velocidade constante e levantamento
6timo) o aparato se deslocar de Ly & Ly no mesmo intervalo de tempo ty, a forca requerida

para realizar esse procedimento é muito menor quando o levantamento ideal é utilizado.

141



5.3 Minimizacao da energia de adesao

(a) (b)

11
L= Lo+Vt 40 =V
— Lop= Lo (1-h 7" % 30| — Lont

S

T 20

— 10
0

0 25 50 75 100 0 25 50 75 100

t(9) t(s)

Figura 5.3: (a) Evolugao temporal de L e L, e (b) evolugao temporal das velocidades de
levantamento L = V' e L, para a situacao ilustrada na Fig. 5.2 (Lo = 0.3 mm, Ly = 1.1
mm e t; = 100 s). Note que em (a) temos L(t =0) = Ly (t =0) e L(t =tf) = Lo(t = ty).

Lembrando que pela Eq. (5.16) a forca de adesao cresce com o aumento da veloci-
dade e decresce com o aumento do espacamento entre as placas, a justificativa fisica da
existéncia de um levantamento que minimize o trabalho de separacao é a seguinte: no
inicio do descolamento, a placa superior é levantada com uma velocidade mais baixa em
relagdo & velocidade constante V' do processo usual |veja Fig. 5.3], de modo que a forga
de adesao atinge um maximo bastante reduzido. Com o passar do tempo, a velocidade do
levantamento 6timo cresce consideravelmente, porém esse aumento de velocidade ocorre
quando maiores valores de L sao alcancados, de tal maneira que a forca necessaria para
essa separacao é quase tao baixa quanto a forca exercida no processo de levantamento
constante. De fato, como ilustrado na Fig. 5.2, para maiores valores de L a forca de
separacao para o caso 6timo é ligeiramente maior que a forca correspondente obtida no
levantamento com velocidade constante. Concluindo, utilizando o levantamento ideal é
possivel ir de Ly a Ly no mesmo intervalo de tempo t;, mas com um pico de for¢a menor
e economizando uma quantidade razoavel de energia.

A figura 5.4 ilustra o comportamento do trabalho de separacdo W quando variamos o
espacamento inicial das placas L( para o caso rigido do aparato. As curvas pretas referem-
se ao levantamento ideal, enquanto que as curvas cinzas identificam o levantamento con-
vencional com velocidade constante. Para as curvas continuas, fixamos V = 8.0 x 107°

mm/s e Ly = 1.1 mm. Enquanto que para as curvas tracejadas V = 4.0 x 107% mm/s
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Figura 5.4: Trabalho de separacao W em funcao do espacamento inicial das placas Ly,
para dois valores da velocidade de levantamento V.

e o mesmo Ly = 1.1 mm. Os parametros restantes sao os mesmo utilizados na Fig. 5.2.
Primeiramente, observamos que nosso processo de controle é mais eficaz para menores
valores do espacamento inicial Ly. Em outras palavras, quanto mais confinado o fluido
se encontra, melhor o processo de otimizacdo. E também evidente que a distancia entre
as curvas solidas é maior que a separacao entre as curvas tracejadas. Isso significa que a
eficiéncia de nosso protocolo de minimizacao é maior para maiores valores da velocidade
de levantamento. Estes resultados confirmam a eficacia do protocolo de elevagao ideal

para fluidos newtonianos.

5.3.2 Caso nao newtoniano

Devemos agora comparar o teste de adesao para o levantamento convencional e o
levantamento 6timo quando o fluido confinado ¢ nao newtoniano. A Fig. 5.5 ilustra
a curva forga-deslocamento para velocidade constante (curvas cinzas) e para o levanta-
mento 6timo (5.28) (curvas pretas) no caso de um aparato elastico. As curvas continuas
(tracejadas) estdo associadas aos descolamentos utilizando fluidos newtonianos (ndo new-
tonianos). Os parametros usados sdo n(0) = 0.5 Pas, Ry =2 cm e Ly = 0.12 mm. Além
disso, fixamos Ly = 0.23 mm e V = 107% mm/s. Relembre que apesar de L, [Eq. (5.28)]

nao depender do parametro nao newtoniano a, a for¢a de adesao obtida das Eqs. (5.16)
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Figura 5.5: Forca de adesao F' em funcao do deslocamento L, para as respostas adesivas
de um fluido newtoniano (a = 0), (b) de um fluido shear-thickening (a = 0.6) e (b)
de um fluido shear-thinning (¢ = —0.6). As curvas cinzas (pretas) estdo associadas ao
levantamento convencional constante (6timo).

e (5.27) depende do parametro a. Examinando a Fig. 5.5(a), notamos que a natureza
shear-thickening do fluido (@ = 0.6) potencializa a eficacia do processo de otimizagao em
relacao & otimizagao utilizando fluidos newtonianos. Isso pode ser observado notando que
a distancia entre as curvas tracejadas é maior que a distancia entre as curvas continuas.
Por outro lado, para um fluido shear-thinning [Fig. 5.5(b), com a = —0.6|, verificamos o
comportamento oposto, as curvas tracejadas se encontram mais proximas uma da outra
quando comparamos com a distancia entre as curvas continuas, significando que a econo-
mia de energia e a queda da for¢a de adesao nao é tao significativa quando o levantamento
6timo é utilizado.

Uma das razoes do protocolo de minimizacdo ser mais (menos) eficaz para fluidos
shear-thickening (shear-thinning) é que quando o levantamento 6timo é utilizado, as pla-
cas inicialmente se separam com baixa velocidade e o efeito nao newtoniano perde sua
potencialidade de modificar a for¢a de adesao (ver curvas pretas na Fig. 5.5). Por outro
lado, para o levantamento com velocidade constante o efeito nao newtoniano é bastante
significativo (ver curvas cinzas na Fig. 5.5), tornando as curvas tracejadas mais afastadas

no caso shear-thickening em comparacao a situacao para o fluido shear-thinning.
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5.4 Efeitos da inércia do fluido na forca de adesao

Na Sec. 5.3 utilizamos o calculo variacional para minimizar a energia de adesao de
fluidos viscosos em situacoes em que as contribuicoes da inércia do fluido podem ser
negligenciadas. Nesta secao, pretendemos entender a contribuigao da inércia na curva
forca-deslocamento de um fluido viscoso newtoniano e nao newtoniano. No escopo geral
desta tese, uma questao pertinente é conhecer o perfil de levantamento 6timo L, que
minimize a energia de adesao quando efeitos de inércia sao considerados. Infelizmente,
essa questao é apenas uma perspectiva de um trabalho futuro que nao abordaremos nesta
tese. Por conveniéncia, de agora em diante trabalharemos na versao adimensional das
equacoes, onde a influéncia da inércia é explicitamente representada pelo ntimero de Rey-
nolds (5.18). Além disso, assumiremos nesta se¢ao que o aparato é deslocado verticalmente
com velocidade constante V', o que corresponde ao perfil de deslocamento experimental

convencional. Logo, pelo rescalonamento realizado no final da Se¢ 5.2 podemos escrever

L(t) = by +t.

5.4.1 Caso newtoniano

Comecgamos a discussao desta secao examinando os efeitos inerciais do fluido na curva
forga-deslocamento (F vs L) para fluidos newtonianos (a = 0, N' = 1), utilizando a equa-
¢ao dindmica completa (5.20). A Fig. 5.6 ilustra a curva F' vs L na forma adimensional
considerando os efeitos combinados da inércia do fluido (controlado pelo parametro Re)
e a contribui¢do devido & inércia do aparato M, para by = 1.7. Em ambas as Fig. 5.6(a)
e Fig. 5.6(b) as curvas tracejadas representam a situagdo na qual os efeitos inerciais sao
completamente negligenciados (Re = 0 e M = 0). Por outro lado, as curvas continuas
pretas indicam a influéncia apenas da inércia do fluido (Re = 0.02 e M = 0), enquanto
que a curva cinza continua representa a circunstancia em que a inércia do fluido e do
aparato agem simultaneamente (Re = 0.02 e M # 0).

Analisando a Fig. 5.6 é evidente que a inércia do fluido aumenta de forma significante o
pico da forca de adesao (note a diferenca entre os picos das curvas continuas e tracejadas).

Fisicamente, isso é justificado pela resisténcia ao movimento devido ao termo inercial
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Figura 5.6: Curva da forca de adesao F' como funcao do deslocamento L considerando que
o papel da inércia do fluido (Re) e a inércia do aparato (M) no limite newtoniano a = 0.
Em (a) o valor de M estd em concordancia com valores tipicos usados em experimento de
adesao [132,135-139,143]. Em (b) o valor de M foi aumentado significantemente a fim de
visualizarmos a influéncia da inércia do dispositivo de medicao. Vemos que a inércia do
fluido leva a um aumento consideravel do pico da forca de adesao, seguido de oscilacoes
que decaem no decorrer do descolamento. Além disso, nota-se que as oscilagoes persistem
se a inércia do aparato é aumentada significantemente. Assumimos a separacao inicial
das placas by = 1.7.

proporcional & aceleracdo do lado esquerdo da Eq. (5.20). Também percebemos que a
inércia do fluido induz oscilagoes na curva da forca de adesao, que tendem a desaparecer
rapidamente com o crescimento de L.

Além disso, é interessante diferenciar as contribuicoes da inércia do fluido e da inércia
do aparato. Na Fig. 5.6(a), a curva cinza é plotada levando em considera¢ido um valor
tipico de M em testes de adesao (algumas centenas de gramas) [132,135-139,143]. Dessa
figura, observamos claramente que o efeito da inércia do aparato é negligencidvel com-
parado com efeito da inércia do fluido. Para visualizar os efeitos da inércia do aparato,
aumentamos o valor de M consideravelmente na Fig. 5.6(b). Nesse caso, notamos um
crescimento suave no pico da forca, acompanhado de uma intensificacao das oscilacoes na
“calda” da curva forca-deslocamento. Esse comportamento pode ser compreendido anali-
sando o termo total de aceleracio [M + Re/b?’]B na Eq. (5.20), que é o responsavel pelas
oscilagoes da curva. Enquanto que o termo da inércia do fluido decai com o aumento da

separacao das placas pelo fator (~ 1/0%), o coeficiente do termo da inércia do aparato é
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Figura 5.7: (a) For¢a de adesao maxima F),,, em funcao do numero de Reynolds Re. (b)
Grafico do crescimento relativo AF,,,,, [definido Eq. (5.30)] com respeito a variagoes de
Re. Trés diferentes valores de by sao considerados: 1.6, 1.7 e 1.8.

uma constante igual a M. Isso justifica porque as oscilagoes devido a inércia do aparato
tendem a sobreviver por mais tempo quando M é aumentado. Note que para o caso de
um aparato rigido, nao observariamos picos e oscilacoes na curva forca-deslocamento na
Fig. 5.6.

Vale salientar que a contribuicao da inércia do aparato ji havia sido estudada na
Ref. [136]. No entanto, a influéncia da inércia do fluido no comportamento da curva F
vs. L e a importancia relativa entre a inércia do fluido e a inércia do aparato ainda nao
havia sido examinada. Daqui em diante, negligenciaremos a inércia do aparato.

Procedemos examinando como o maximo da for¢a de adesao F,,,, varia com o niimero
de Reynolds Re para diferentes valores da separacao inicial das placas by [Fig. 5.7(a)|.
Observe que F},,, cresce significantemente quando maiores valores de Re sao considerados.
Apesar de menores valores de by levarem a maiores magnitudes de F},,;, a taxa de mudanca
de F,.. com respeito a Re revela-se ser independente do valor de by. A primeira vista
isso pode parecer um pouco contra-intuitivo pois poderiamos esperar um efeito inercial
mais acentuado para maiores valores da separacao inicial by. Para investigar essa questao

mais a fundo, calculamos como o crescimento relativo da F,,q.

Fraz(Re) — Fru(Re = 0)
Frae(Re =0)

AF oy = (5.30)
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varia com o nimero de Reynolds. Esse comportamento ¢ ilustrado na Fig. 5.7(b) para os
mesmos valores de by utilizados na Fig. 5.7(a). Nesse grafico se torna claro que maiores
valores de by promovem um crescimento mais acentuado de AF},,, quando Re é aumen-
tado. Particularmente, para by = 1.8 0o méaximo da forca cresce de aproximadamente 100%
no intervalo 0 < Re < 0.03. Esses resultados mostram uma clara influéncia da inércia na

forca de adesao de fluidos nesse intervalo de valores de Re.

5.4.2 Caso nao newtoniano
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Figura 5.8: Forca de adesao F' em funcao do deslocamento L para trés valores diferentes do
expoente da lei de poténcia a e do parametro nao newtoniano N(a): 0.03 e N'(0.03) = 1.31
(caso shear-thickening), 0 e A(0) = 1 (limite newtoniano) e, -0.03 ¢ N (—0.03) = 0.76
(caso shear-thinning). Consideramos Re = 0.02 e by = 1.6.

Nesta secao analisamos a influéncia da inércia na forca de adesao quando o fluido con-
siderado é nao newtoniano. A Fig. 5.8 ilustra a curva for¢a-deslocamento para Re = 0.02,
bp = 1.6 e trés valores do expoente da lei de poténcia: a: 0.03 (curva cinza escura), 0
(curva tracejada) e —0.03 (curva cinza clara). Para o fluido shear-thinning (a = —0.03),
observamos uma diminuicao na magnitude da forca maxima em relacao a situacao ob-
servada com o fluido newtoniano. Isso indica uma reducao da propriedade adesiva para
fluidos shear-thinning. Além disso, notamos que as oscilagoes da curva for¢a-deslocamento
se tornam mais intensas. Por outro lado, para um fluido shear-thickening (a = 0.03) ve-
rificamos o comportamento oposto, o pico da forca ¢ aumentado em comparacao ao pico

observado para fluidos newtonianos, no entanto, as oscilacoes da curva sao atenuadas.
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Finalizamos esse capitulo examinando a Fig. 5.9, que ilustra o méximo da forca de
adesao F,., como uma funcao do nimero de Reynolds Re, para diferentes valores de a
e para by = 1.6. A curva tracejada (caso newtoniano) na Fig. 5.9 corresponde a curva
cinza escura plotada na Fig. 5.7, mas agora fixamos by e focamos na influéncia de a no
comportamento de F,,, quando a inércia do fluido é modificada. Podemos verificar que
maiores valores negativos de a (curvas cinzas claras) induzem uma mudanca significativa
de F,,.; quando aumentamos a inércia do fluido. Consequentemente, as diferentes curvas
tendem a convergir quando Re se torna maior. Em outras palavras, contribuicoes inerciais
maiores tendem a inibir a capacidade dos efeitos nao newtonianos de alterar a forca de

adesao do fluido.

0 0.01 0.02 0.03
Re

Figura 5.9: (a) Valor maximo da for¢a de adesdo F),,, em fun¢ao do niimero de Reynolds
Re, para cinco valores diferentes do expoente da lei de poténcia a.
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Capitulo 6

Efeitos de imércia nos padroes de dedos

viscosos: fluxos retangular e radial

6.1 Introducao

A grande maioria dos trabalhos experimentais e tedricos sobre a instabilidade de
Saffman-Taylor abordam o fluxo na célula de Hele-Shaw com espacamento entre as placas
muito pequeno e considera o deslocamento de fluidos de alta viscosidade, de modo que
os efeitos inerciais podem ser negligenciados. Como discutido no Cap. 5, essas condigoes
caracterizam um fluxo com nimero de Reynolds praticamente nulo de modo que o sis-
tema pode ser descrito pela lei de Darcy (2.10) [3,10,31-42]. No entanto, corre¢oes da
lei de Darcy foram propostas por alguns grupos de pesquisa que examinaram situagoes
em que o papel da inércia é relevante [109-113]. Um exemplo importante, conhecido por
fluxo paralelo em Hele-Shaw [109], ocorre quando dois fluidos escoam paralelamente a
interface entre eles ao invés de um fluido menos viscoso empurrar um outro mais viscoso,
como acontece no problema de Saffman-Taylor. Para esse tipo de fluxo foi deduzida uma
equacao de Kelvin-Helmholtz-Darcy que governa a hidrodinamica do problema e, a partir
dai, foi encontrado que a condicao para se obter uma interface instavel é determinada

pelos efeitos inerciais. Basicamente, todos esses estudos realizam uma média transversal
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da equacao de Navier-Stokes tridimensional, levando a versoes ligeiramente diferentes da
lei de Darcy bidimensional (2.10).

Outro exemplo em que os efeitos inerciais sao observados foi recentemente estudado na
Ref. [112], onde o experimento tradicional de Saffman-Taylor é revisitado, mas agora con-
siderando fluidos de baixa viscosidade e espacamentos mais largos entre as placas da célula
de Hele-Shaw retangular. Na Ref. [112], foi verificado que a largura dos dedos viscosos
crescem com o aumento da velocidade do fluxo, ao contrario do que acontece no problema
convencional (ndo inercial). A Ref. [112] assume que esse efeito peculiar de alargamento
acontece devido as contribuicoes da inércia do fluido. Ainda mais recentemente, correcoes
no problema de Hele-Shaw radial considerando valores relevantes do ntimero de Reynolds
foram realizadas teoricamente no limite em que a tensao superficial é nula [113]. Técnicas
de mapeamento conforme foram utilizadas para efetuar uma anélise de estabilidade linear
desse sistema ideal (sem tensdo superficial), sugerindo que os efeitos inerciais tendem a
estabilizar as perturbacoes interfaciais.

Portanto, os trabalhos realizados até entao sobre os efeitos de inércia nas instabilidades
em Hele-Shaw examinaram ezperimentos na geometria retangular e deduziram uma analise
puramente linear no limite de tensdo superficial nula em deslocamentos radiais. Apesar
da importancia e utilidade desses resultados, um estudo teoérico sobre a influéncia da
inércia na morfologia dos padroes em Hele-Shaw ¢ importante ser efetuado. Por exemplo,
veremos mais adiante que uma analise tedrica pode efetivamente atribuir o fendmeno de
alargamento dos dedos observado nos experimentos da Ref. [112]| aos efeitos inerciais do
fluido. Essas importantes questoes nao lineares podem ser tratadas por uma abordagem
perturbativa fracamente nao linear. Esse é o nosso principal objetivo deste capitulo.

Neste capitulo, investigamos o papel desempenhado pela inércia nas caracteristicas
morfologicas dos padroes em ambas geometrias retangular e radial de Hele-Shaw. Essa
andlise é realizada empregando uma teoria de modos acoplados e assumindo a presenca
realistica dos efeitos de tensao superficial. Note que até entao estudamos as instabilidades
de Saffman-Taylor em primeira ordem de perturbacao ¢, o que nos fornece apenas informa-
coes da estabilidade das amplitudes de Fourier. No entanto, para acessar caracteristicas

morfologicas dos padroes, uma abordagem nao linear é necessaria. Para o problema do
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fluxo retangular, encontramos analiticamente importantes aspectos sobre estabilidade e
morfologia durante estagios lineares e nao lineares da dinamica. Infelizmente, a mesma
formulacao puramente analitica dos efeitos inerciais para o fluxo radial em Hele-Shaw é
bem mais complicada. Mesmo assim, uma analise de modos acoplados ainda permite o
acesso a aspectos relevantes das instabilidades radiais, tais como a bifurcacao dos dedos
viscosos. Os resultados obtidos sobre esse problema encontram-se na Refs. [114,115].

Além disso, investigamos o efeito da inércia em um outro tipo de sistema hidrodina-
mico, conhecido por fluxo na célula de Hele-Shaw girante [196,197]. Também assumindo
uma tensao superificial nao nula. O dispositivo da célula de Hele-Shaw girante é uma
variagao do problema usual de Saffman-Taylor, no qual a célula rotaciona e a acao de
forcas centrifugas e de tensao superficial determinam a estabilidade da interface. Nesse
caso, as perturbacoes da interface sao geradas pela diferenca de densidade entre os fluidos.
Durante as tultimas duas décadas varios aspectos tebricos e experimentais desse problema,
foram abordados: o desenvolvimento de solucoes exatas dependentes do tempo [198,199],
deslocamento de fluidos misciveis [200,201], a influéncia da viscosidade na morfologia dos
padroes [153,154,202], efeitos de molhamento [203]| e o desprendimento de gotas durante
durante o processo de rotagao [204], conhecido como “pinch-off phenomena”. Apesar de
todas essas abordagens, os efeitos inerciais do fluido no processo de formacao de padroes
na célula de Hele-Shaw girante nao foram explorados.

Assim como na geometria retangular, na célula de Hele-Shaw girante conseguimos
desenvolver uma analise puramente analitica que permite descrever o papel da inércia em
ambos os regimes linear e fracamente nao linear da dinamica. Nesse cenario, o efeito de
inércia também é quantificado por um ntamero de Reynolds Re, enquanto que a medida
relativa entre tensao superficial e forcas centrifugas é fornecida por um parametro de
tensao superficial adimensional B. Os resultados obtidos desse problema encontram-se na
Ref. [114].

A abordagem teorica deste capitulo encontra-se na seguinte ordem: na Sec. 6.2, apre-
sentamos a derivacao das equacoes fracamente nao lineares para o fluxo na geometria
retangular quando os efeitos de inércia sao levados em consideragao. Uma anélise de es-

tabilidade linear é realizada na Se¢. 6.2.2. Informacoes analiticas sobre a influéncia da
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6.2 Efeitos de inércia: geometria retangular

Figura 6.1: Representacao esquemadtica do fluxo na célula de Hele-Shaw retangular.

inércia na largura dos dedos sao discutidas na Sec. 6.2.3. O mesmo estudo teorico feito
no caso retangular é realizado para o fluxo radial na Sec. 6.3, onde focamos no impacto
da inercia no importante mecanismo de bifurcacdo dos dedos (discutido no Cap. 1). Fi-
nalmente, realizaremos essa abordagem perturbativa no problema do fluxo na célula de
Hele-Shaw girante, obtendo importantes informacoes sobre estabilidade e morfologia dos

padroes.

6.2 Efeitos de inércia: geometria retangular

6.2.1 Equacao diferencial de modos acoplados

Considere o fluxo de dois fluidos imisciveis confinados entre duas placas com espaca-
mento b de uma célula de Hele-Shaw retangular (Fig. 6.1). Assuma o caso em que o fluido
injetado possui viscosidade desprezivel e ¢ bombeado a uma velocidade v, = v,y em
y = —oo e desloca o fluido viscoso na mesma, velocidade em y = 400. ¥ representa o ve-
tor unitario ao longo do eixo y. Descrevemos o sistema em um referencial em movimento

com velocidade v, de modo que a interface pode ser deformada, mas em média nao é
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6.2 Efeitos de inércia: geometria retangular

deslocada do eixo y = 0 (linha tracejada na Fig. 6.1). Algumas caracteristicas desse fluxo
foram discutidas no Cap. 2.

Assim como na geometria radial (2.21), durante o fluxo a interface assume uma forma
perturbada descrita por uma série de Fourier y = ((x,t) = >, (x(t) exp(ikx) no intervalo
0 <z < L no referencial em movimento, onde (j(¢) representa as amplitudes complexas
dos modos de Fourier. O niimero de onda k£ pode assumir valores positivos e negativos.
Observe que a amplitude do modo £ = 0 deve ser nula pois estamos no referencial em
movimento da interface nao perturbada. Além disso, condigoes periddicas de contorno
sao aplicadas ao longo do eixo x de modo que k = 27n /L, para n inteiro. Neste capitulo,
o método analitico que abordamos mantém termos até segunda ordem em ( e descreve a
dinamica no estagio linear e no inicio dos estagios nao lineares da interface.

A fim de investigar a influéncia da inércia na instabilidade de Saffman-Taylor seguimos
a abordagem tedrica originalmente desenvolvida nas Refs. [109-113]. Essa anéalise assume
uma lei de Darcy generalizada obtida por uma média transversal da equacao de Navier-
Stokes considerando efeitos inerciais. Isso nos leva a uma expressao similar aquela obtida

na Se¢. 5.2

p [%—‘t’ + g(V'V)V] = —Vp——v. (6.1)
Além disso, devemos considerar a condi¢ao de continuidade V - v = 0. Nas equacoes
anteriores, v = v + v, onde v = v,X + v,y representa a velocidade do fluido em relacao
ao referencial em movimento e p corresponde & pressao hidrodinamica. Uma importante
consideracao assumida na Ref. [112,113] é que os efeitos inerciais ndo sao significantemente
fortes, de modo que o fluxo irrotacional é mantido (v = —V¢). Nessa circunstancia, a

Eq. (6.1) pode ser convenientemente reescrita na forma adimensional

96 3

Re [E - 5|V¢|2] = p— o, (6.2)
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6.2 Efeitos de inércia: geometria retangular

onde o parametro
pUb?
e =
12nL

(6.3)

define um ntimero de Reynolds que quantifica o efeito da inércia do fluido. Na Eq. (6.2),
comprimentos e velocidades estao rescalonados por um comprimento caracteristico L e
por U = v, respectivamente. Daqui em diante, trabalharemos na versao adimensional
das equacoes.

Devido a tensao superficial, a diferenca de pressao na interface satisfaz a condicao de
contorno (2.19). Negligenciando efeitos de molhamento e dos estresses normais, temos a

condicao dindmica na forma adimensional dada por
p = Bk, (6.4)

onde p corresponde & pressao hidrodinamica na regiao ocupada pelo fluido viscoso. Como
o fluido injetado é inviscido, sua pressao hidrodinamica é constante e podemos tratar o
problema como o fluxo de apenas um fluido. O outro parametro adimensional

ob?

B=_7"_ .
12nU L? (6.5)

representa uma tensao superficial efetiva. A ultima equacao fundamental do sistema é

a condi¢ao cinematica de contorno (2.27), que em coordenadas cartesianas ¢ escrita na

S s
E = (Uy — ’Ux%) - 5 (66)

que afirma que a interface se move de acordo com a velocidade local do fluido.

forma

Para obter a equacao dinamica para as amplitudes de Fourier basta seguir os passos
descritos no Cap. 2, porém mantendo nos célculos termos até segunda ordem em (. No
entanto, um breve esclarecimento do processo até a equacao dinamica de modos acoplados
é instrutivo: pela condicao de incompressibilidade, o potencial de velocidade satisfaz a
equacao de Laplace. Expadimos a solucao em série de Fourier e escrevemos ¢ em termos

das amplitudes (, utilizando a condi¢ao cinemaética (6.6). Substituimos esses resultados e
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6.2 Efeitos de inércia: geometria retangular

a condigao de pressao (6.4) na Eq. (6.2) e mantemos sempre termos até segunda ordem em
(. Finalmente, calculando a transformada de Fourier do resultado desse procedimento,

obtemos a equacao de movimento para as amplitudes de perturbacao no fluxo retangular

em Hele-Shaw (para k # 0)

Re§k+(1—ReU)g — A =

+ Z [G )+ Re I(k, k )} Cor e

K/ #£0

+Re Y [G (s K)o G+ J (e, K)o k] , (6.7)
k' £0

onde A(k) = |k|[1 — Bk?]. Os termos de modos acoplados sao dados por

Gk, k') = [k|[1 — sgn(kk)], (6.8)
! _@ AN
Ik K) = 2 [|k|sgn(kk;) |k:\] (6.9)
J(k, K) = |K] { [1 — sen(K (k — k;’))] - sgn(kk/)} . (6.10)

A fungao sgn é igual a +1 de acordo com o sinal de seu argumento. As Egs. (6.7)-
(6.10) correspondem a um dos principais resultados deste capitulo, as quais determinam
a evolucao temporal das amplitudes de perturbacao calculadas até segunda ordem, com
efeitos inerciais inclusos. Note que quando Re = 0, a Eq. (6.7) reproduz o resultado mais
simples obtido na Ref. [36], onde os efeitos de inércia sdo desprezados.

Enfatizamos que os resultados obtidos nas Secs. 6.2.2 e 6.2.3 utilizam valores para
os parametros adimensionais, Re e B, consistentes com os valores das grandezas fisicas
consideradas nos experimentos da Ref. [112|. Essa afirmacao também é valida para os

resultados apresentados na Se¢. 6.3, para o problema de injegao radial [37-39].
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6.2 Efeitos de inércia: geometria retangular

6.2.2 Analise da estabilidade linear

A Eq. (6.7) em nivel linear de perturbacgao é significativamente simplificada, levando

a uma equagcao diferencial ordinaria de segunda ordem com coeficientes constantes

Re ¢ + (1 - Re%) G — A(K)G = 0. (6.11)
Assumindo G (t = 0) = ((0) e &, (t = 0) = 0 a solucdo analitica linear pode ser escrita na

forma

0
Glt) = 0y exp(1t) ~ Ay exp (A1) (6.12)
-~ At
onde
e 2 (1o re®) 4 are a) - (1 Relt (6.13)
© 7 2Re 5 5 )| '

Para situagoes experimentais de interesse [112], o termo envolvendo exp (A_t) decai rapi-
damente a zero. Entao, depois de um transiente bastante curto, a solucao linear pode ser

reescrita de uma maneira mais simples dada por

(1= Rel) + Rea(k)

exp [A(k)t], (6.14)
(1 Re4l) + 2ReA(k)

onde A\(k) = A; representa a taxa de crescimento linear. Enfatizamos que as solugdes
oscilatorias da Eq. (6.11) decaem exponencialmente no tempo, ou seja, sao solugoes esté-
veis. Podemos ver que no limite Re — 0, A\(k) — A(k) retomando & expressao da taxa de
crescimento obtida no problema ndo inercial da Ref. [36].

O numero de onda critico que separa a regiao instavel da regiao estavel ¢ obtido pela
condigao (k) = 0, resultando em

ke = 75 (6.15)

Esse valor define a largura da banda de modos instaveis, onde observamos que ¢ indepen-

dente de Re. Enquanto que k. nao é modificado pela contribuigao inercial, o modo de
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6.2 Efeitos de inércia: geometria retangular
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Figura 6.2: Taxa de crescimento linear A\(k) em funcdo de k, para Re =0 e Re =0.12 ¢
B =0.001. Os maximos das curvas estao indicados pelos pequenos circulos.

maior taxa de crescimento [obtido pela equagao dA(k)/dk=0| possui uma dependéncia no
nimero de Reynolds bastante complicada, dada por uma solugao de uma equagao algé-
brica de quarta ordem em k. No entanto, considerando apenas a correcao de ordem mais

baixa em Re, o0 modo de maior taxa de crescimento pode ser escrito como

k,O
kmaw ~ kK, 1+ —*“Re |, 6.16
onde kg, = 1/v3B é o modo de maior taxa de crescimento quando os efeitos de inércia

sao negligenciados. Observe que como A(k) ndo depende do tempo, podemos obter o
ntmero de dedos na interface fazendo dA(k)/dk=0 e utilizando a relagao k = 2mn/L (n
inteiro).

A Fig. 6.2 ilustra A\(k) em fungdo do ntimero de onda k, para B = 0.001 e para dois
valores de Re: 0 e 0.12. Primeiramente, é evidente que a banda de modos instaveis
nao ¢ modificada quando alteramos o nimero de Reynolds. No entanto, é claro que
ha uma diminuicao significativa do maximo da taxa de crescimento quando os efeitos de
inércia sao considerados. Isso caracteriza o papel estabilizante da inércia nas instabilidades
da geometria retangular. Além disso, observamos que a posicao do modo de méximo

A(k) é deslocado para maiores valores de k quando Re é ndo nulo. Na proxima secao,
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6.2 Efeitos de inércia: geometria retangular

abordaremos a contribuicao da inércia do fluido na morfologia dos padroes, como por
exemplo no mecanismo de bifurcacao dos dedos viscosos. Esse efeito s6 pode ser descrito

analiticamente em um regime nao linear da dinamica.

6.2.3 Analise fracamente nao linear: o fen6meno de alargamento

e bifurcacao

Para estabelecer uma melhor conexao com a andlise fracamente nao linear origininal-
mente deduzida na Ref. |36] onde os efeitos inerciais sao desconsiderados, realizamos uma,
pequena manipulagdo na equacao de modos acoplados (6.7). Da simplicidade da solu-
¢ao linear (6.14), podemos escrever ¢, = A(k)(y. Portanto, a Eq. (6.7) pode ser escrita

adequadamente como uma equacgao diferencial de primeira ordem no tempo

G = ARG+ D> Y (b, K)o G (6.17)

k'£0
onde

Y (k) = AEV{G +Re [I4+XNK)G+ Xk —F)J]} (6.18)
7 L Re |A(K) + A(K) + Ak — &) — 4]

5

¢ obtida substituindo a Eq. (6.17) na Eq. (6.7) e mantendo expressoes até segunda ordem
na perturbacdo (. Na Eq. (6.18), G, I e J representam as fungdes apresentadas nas
Egs. (6.8)-(6.10), respectivamente. Chamamos aten¢ao ao fato que quando Re = 0, a
Eq. (6.17) reproduz a forma da equagao de segunda ordem de modos acoplados derivada
originalmente na Ref. [36]. Ao invés de utilizar a Eq. (6.7), vamos analisar a Eq. (6.17)
pois ela possui a forma apropriada que nos permite um estudo analitico dos aspectos

morfologicos de uma maneira bastante simples.
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6.2 Efeitos de inércia: geometria retangular

T(Zn, n) < () —— Crescimento de a,, <0

—> BIFURCACAO DOS :
DEDOS

T(Zn, n) > () = Crescimento de a, >0

= AFINAMENTO DOS |:>
DEDOS

Figura 6.3: Figura esquematica da influéncia da funcdo 7'(2n,n) na forma dos dedos
viscosos. Apesar da figura representar o mecanismo de bifurcacao na geometria radial,
essa mesma analise é valida para o fluxo retangular

Assim como nas Refs. [36, 40|, consideramos o acoplamento de apenas dois modos
de Fourier, um modo fundamental e o seu primeiro harmonico, a fim de obter uma in-
formagcao analitica do problema. Nossa discussao é simplificada ainda mais, reescrevendo
a Eq. (6.17) em termos dos modos cosseno e seno, onde a amplitude do modo cosseno
ar = (r+(_r e a do modo seno by, = i ({ — (_x) s@o valores reais. Sem perda de generali-
dade, escolhemos a fase do modo fundamental a;, > 0 e by = 0. A morfologia da ponta dos
dedos, achatamento ou afinamento, esta relacionada com a amplitude do primeiro harmo-
nico 2k em relacao & amplitude do modo fundamental k, o qual tem magnitude dominante
e determina a forma global da interface fluido-fluido. Para analisar esse comportamento
na dinamica de modos acoplados, estudaremos a influéncia do modo fundamental [assu-
mindo A(2k) = 0] no crescimento do seu primeiro harmoénico [36]. Nessa circunstancia, as

equacoes de movimento para os modos harmonicos sao
: 1 2
Aok = )\(2]6’) Aok + 5 T(Qk, k) Qp, (619)

bor = A(2k) boy, (6.20)
onde definimos a func¢ao T'(2k, k) como sendo
T(2k, k) = Y (2k, k), (6.21)
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6.2 Efeitos de inércia: geometria retangular
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Figura 6.4: Funcao T'(2k, k) em funcao do nimero de Reynolds Re, para dois diferentes
valores de B: 0.001 (curva continua) e 0.003 (curva tracejada).

que controla a forma da ponta dos dedos. A razdo da definicao de T'(2k, k) ¢é justificada
pelo fato dessa fungdo ter sido originalmente definida na Ref. [36] para o caso do sistema
nao inercial. Da Eq. (6.20), vemos que nao ha acoplamento de segunda ordem para o modo
harménico seno. O sinal de T'(2k, k) dita se o achatamento dos dedos sera favorecido pela
dinamica. Se T'(2k, k) < 0, o termo de ordem a3 for¢a o crescimento de ag, < 0, que € o
sinal que permite que os dedos se tornem mais achatados. Por outro lado, se T'(2k, k) > 0
contribui para o crescimento de ag, > 0, levando a um afinamento dos dedos (ver Fig. 6.3).
E importante notar que quando Re = 0 a funcdo T'(2k, k) se anula, significando que ndo
ha acoplamento de segunda ordem quando o efeito da inércia do fluido é desprezivel.
Logo, se as contribuicoes inerciais sao negligenciadas nao detectamos nenhum sinal de
achatamento dos dedos no fluxo de geometria retangular.

A Fig. 6.4 ilustra como a func¢ao T'(2k, k) se comporta quando aumetamos Re. A curva
continua (tracejada) considera B = 0.001 (B = 0.003). Primeiramente, quando Re =0 a
fungao T'(2k, k) é nula, como esperado. Por outro lado, notamos que maiores valores de
Re levam a maiores valores negativos de T'(2k, k). Portanto, efeitos de inércia tendem a

favorecer o achatamento dos dedos. Além disso, vemos que tal efeito é mais intenso para
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6.3 Efeitos de inércia: Geometria radial

menores valores de B. Enfatizamos que esses resultados teéricos sao consistentes com as
observagoes experimentais da Ref. [112].

E interessante perceber que na Fig. 6.4 somos capazes de fixar o valor de B enquanto
o namero de Reynolds é aumentado. Porém, nos experimentos realizados na Ref. [112] o
parametro de controle é o fluxo de velocidade U, de modo que alterando a velocidade os
valores de B e Re sao modificados. Isso implica em um balanco desses dois parametros
a fim de determinar o comportamento da morfologia dos dedos no experimento realizado
em [112]. No entanto, note que para um maior valor de U, temos um menor valor de B e
um maior valor de Re, consequentemente temos T'(2k, k) ainda mais negativo. Portanto,
tanto em nosso trabalho quanto na Ref. [112], observamos a tendéncia de achatamento

dos dedos quando efeitos inerciais sao relevantes.

6.3 Efeitos de inércia: Geometria radial

Nesta secao investigamos o papel desempenhado pela inércia do fluido no problema de
injecao na célula de Hele-Shaw radial, ilustrado na Fig. 2.3. Analisaremos a influéncia da
inércia na caracteristica morfologica principal dos padroes nesse sistema: o fendmeno de
bifurcacao dos dedos. Como discutido anteriormente, para estudar esse comportamento
devemos ir além do estagio puramente linerar e acessar o inicio da dinamica nao linear do
sistema.

Utilizamos a andlise perturbativa realizada para o fluxo na célula de Hele-Shaw radial,
discutida no Cap. 2, porém mantendo termos até segunda ordem na perturbacao (, simi-
larmente a Seg. 6.2.1. Na expansao de Fourier (2.23) de ¢, incluimos o modo n = 0 para
manter a forma da interface perturbada independente da perturbacao ¢. A conservacao de
massa impoe que o modo zero seja escrito em termos de todos os outros modos de Fouirer
na forma (; = —(1/2R) >_ |¢.(t)]>. Vale ressaltar que esse termo ¢ nulo na geometria
retangular. Perceba que TZ; andlise de estabilidade linear, nao consideramos n = 0 pois
sua contribuicao na dinamica ocorre apenas em segunda ordem de perturbacao.

Utilizando a lei de Darcy generalizada (6.2), as condigdes de contorno (6.4) e (2.27),

e seguindo os mesmo passos descritos na Se¢. 2.3 mantendo termos até segunda ordem
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6.3 Efeitos de inércia: Geometria radial

em (, obtemos uma equagao adimensional de modos acoplados para o fluxo radial (com

n #0)

+ Z [}"(n, n’) + Re H(n, n’)} Co G
n'Z#£0
+ Z [Q(n, n') + Re Z(n, n’)} énlcn_n/
n'#0
+ Re Z [g(n,n/)fn(ﬂ_n/ + j(n, n/)én’én—n’ ) (622)
n/#0

Re fn+

A(n) — Re%(ml - 1)] Cn =

onde A(n) = (|n| — 1)R/R — Bln|(n? — 1)/R?. Os termos de modos acoplados sio dados

por
F(n,n') = %{% B — sgn(nn’)] — % [1 - %,(?m' + n)] }, (6.23)
G(n, ') = {Inl1 — sgn(nn')] ~ 1}, (6:24)
H(n,n') = |n|%{ (@ + 2) sgn(nn') — 1 — @ - §sgn(n’(n - n'))}, (6.25)
Z(n,n') = |n|%{ <@ - ) sgn(nn’) +1 — @ — gsgn(n/(n —n')) —sgn(n(n — n’))}
(6.26)
J(n,n') = %{g\n\ [1 —sgn(n'(n —n'))| — |n|sgn(nn’) — 1}. (6.27)
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6.3 Efeitos de inércia: Geometria radial

Nessas equacoes, comprimentos estao rescalonados por L = Ry e velocidades por U =
Q/2nRy. Quando Re = 0 as Eqgs. (6.22)-(6.27) reproduzem os resultados obtidos na
Ref. [40] para o problema sem inércia. Observe, por exemplo, que se Re = 0, A(n) repre-
senta a taxa de crescimento linear para o sistema nao inercial (3.3). Também verificamos
que as Egs. (6.22)-(6.27) se reduzem as equacoes de modos acoplados correspondentes
ao fluxo retangular calculadas na Se¢. 6.2.1 [Eqgs. (6.7)-(6.10)] se tomamos o chamado
“limite retangular”, especificamente: F — 0, G - G, H - 0, Z - Te J — J. O
calculo desse limite é melhor compreendido na versao dimensional das expressoes: apos
a apropriada reintroducao das dimensoes, fazemos R — oo e () — o0, de tal maneira
que Q/(2mR) = v5 € n/R = k permanecem constantes. Na versdo adimensional, o limite
retangular pode ser obtido tomando R — oo e R — 1.

Antes de iniciar a anélise do impacto da inércia no mecanismo de bifurcacao dos dedos,
vamos comentar brevemente sobre a contribui¢ao dos termos de primeira ordem em ( na
equagao de modos acoplados (6.22). Diferentemente da expressdo obtida na Se¢. 6.2.2
para o fluxo retangular [Eq. (6.11)], na geometria radial obtemos uma equacao diferencial

ordinaria com coeficientes dependentes do tempo

R (|n] :

lembrando que R = R(t). Isso impede de obter uma forma analitica e simples para a

=2

Re &, + A(n) — Re%(]n] “nla =0, (6.29)

solucao das amplitudes de perturbacao em nivel linear, como conseguimos na geomatria
retangular pela equacdo (6.14). No entanto, em concordancia com a Ref. [113], verificamos
em um plot numérico da evolucao temporal das amplitudes ¢, que, em nivel linear, a
inércia estabiliza as perturbacoes da interface.

Procedemos analisando a agdo da inércia na forma dos padroes no inicio do regime
nao linear. Note que a andlise analitica realizada na Se¢. 6.2.3, através da obtencao da
Eq. (6.17), ndo é possivel para o caso radial pois ndo temos uma equagao linear na forma
é’n = A(n)(,. Porém, ainda podemos examinar o fenémeno de bifurcacdo através do

acoplamento do modo fundamental n e do seu primeiro harmoénico 2n.
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Figura 6.5: Comportamento de as,/R(t) em relacdo a a,/R(t) na auséncia (Re = 0) e na
presenca (Re = 0.1) dos efeitos inerciais.

A Fig. 6.5 faz um plot paramétrico do comportamento de ay,/R em relagdo a a,/R
com o passar do tempo, para os modos acoplados n = 5 e 2n = 10. As amplitudes
iniciais sa0 a,(0) = 3.0 x 1073 e as,(0) = 3.0 x 107%. Para o caso em que Re = 0.1,
as condicoes iniciais a,(0) e d2,(0) s@o as mesmas para o caso em que Re = 0. Esse
tipo de grafico é conveniente para comparar as morfologias entre as situacoes com e sem
inércia. Relembrando a andlise feita anteriormente, como estamos apenas considerando
dois modos de Fourier, a, /R estéa relacionado ao tamanho dos dedos e define a estrutura
global da interface, enquanto que as,/R determina a morfologia da ponta dos dedos (se
as pontas sdo mais achatadas e bifurcadas ou se sdo mais afinaladas).

Situagoes envolvendo a auséncia (Re = 0) e a presenga (Re = 0.1) dos efeitos inerciais
sdo apresentadas na Fig. 6.5 considerando B = 0.01. E evidente que quando a, /R cresce,
as,/ R tende a se tornar mais negativo. A proposito, essa fase do harmonico favorece o
achatamento e a possivel bifurcacao da ponta dos dedos. Além disso, para qualquer valor
de a,/R, é evidente que quando Re = 0.1 a razao as,/R é mais negativa em relagao a
situacao em que Re = 0. Essa observacao sugere que devido a inércia, h4 um aumento

dos efeitos nao lineares que ocasionam a bifurcacao dos dedos.
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6.3 Efeitos de inércia: Geometria radial

Figura 6.6: Evolugao linear da interface, ilustrada em intervalos de tempo iguais consi-
derando dois modos cosseno, n = 5 e 2n = 10 quando Re = 0 (painel da esquerda) e
Re = 0.1 (painel da direita). A bifurcacdo dos dedos é claramente favorecida na interface
da direita.

Informacgoes complementares sobre os efeitos inerciais no desenvolvimento dos even-
tos de bifurcacao sao fornecidas pela Fig. 6.6. Essa figura nada mais é que a evolugao
temporal das interfaces [R(0,t) = R(t) + ao(t) + an(t) cos (nf) + ag,(t) cos (2nd)] obtida
pelas amplitudes de perturbacao da Fig. 6.5, ilustradas em intervalos de tempo iguais,
assumindo Re = 0 e 0 < ¢ < 12.5 (painel da esquerda) e Re = 0.1 e 0 <t < 19.4 (painel
da direita). Observe que a evolucao temporal ilustrada termina quando o mesmo valor
para razao a,/R ~ 0.15 é atingido para ambos os ntmeros de Reynolds.

Enfatizamos que os padroes dos paineis esquerdo e direito da Fig. 6.6 nao estao em
escala. Isso é justificado pelo fato da inércia estabilizar a interface , logo um periodo
maior de tempo é necessario para atingir a condicao final preestabelecida dada pela razao
a,/R =~ 0.15. Por outro lado, como vemos na Fig. 6.6, apesar do atraso na formacao
dos dedos para Re = 0.1, os padroes que surgem sao naturalmente mais bifurcados que
as perturbacoes geradas para evolucao equivalente quando Re = 0. Portanto, nossos
resultados fracamente nao lineares predizem o favorecimento da bifurcacdo dos dedos

quando os efeitos inerciais sao relevantes.
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6.4 Efeitos de inércia na célula de Hele-Shaw girante

6.4 [Efeitos de inércia na célula de Hele-Shaw girante

Figura 6.7: Representacao esquemética do fluxo na célula de Hele-Shaw girante. O espa-
camento entre as placas é dado por b e a célula rotaciona em torno do eixo perpendicular
ao plano da célula com velocidade angular 2. O fluido mais viscoso e mais denso tem uma
interface inicialmente circular de raio R, o qual ocupa a area sombreada. As perturbacoes
da interface sao representadas por ( e a tensao superficial entre os fluidos é dada por o.

Nesta secao vamos estudar os efeitos inerciais em um sistema nao convencional mas de
grande aplicacao pratica, que é o fluxo na célula de Hele-Shaw girante. Como discutido no
inicio desse capitulo, durante o processo rotatorio, as instabilidades geradas na interface
fluido-fluido ¢é devido a diferenca de densidade entre os fluidos, e nao devido ao contraste
de viscosidade (problema de Saffman-Taylor). A geometria da célula de Hele-Shaw girante
esté ilustrada na Fig. 6.7, cuja descricao é similar aos outros problemas em Hele-Shaw ja
abordados nesta tese. Considere a interface entre um fluido de viscosidade 7 e densidade
p, € um outro fluido de viscosidade e densidade despreziveis em uma célula de Hele-Shaw
com espacamento b. Ambos os fluidos sao incompressiveis e existe uma tensao superficial
o entre eles. A célula rotaciona com velocidade angular constante €2 em torno do eixo z,
o qual é perpendicular ao plano da célula. O sistema de coordenadas é definido de tal
maneira que sua origem estéd localizada no centro na placa inferior da célula.

Assim como outros sistema de geometria radial, definimos a posi¢ao da interface pela
Eq. (2.21) [R(0,t) = R + ((0,t)], onde R representa o raio da interface inicialmente
circular e (0,t) = >°7°° _(,.(t) exp (inf). Observe que, diferentemente do problema de

injecao radial e da célula de Hele-Shaw de espacamento variavel, o raio R nao evolui no
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6.4 Efeitos de inércia na célula de Hele-Shaw girante

tempo pois nao ha nenhum tipo de injecao e o espacamento entre as placas é mantido
fixo.

Para investigar o papel desempenhado pela inércia, seguimos os mesmos passos descri-
tos nas secoes anteriores deste capitulo. Nesse contexto, descrevemos o fluxo no sistema
de referéncia girante, onde a lei de Darcy generalizada (6.1) com um termo centrifugo

adicional governa a dinamica do problema,

ov 6 - 121
p [E + g(v.v)v} = —Vp-— 2V P X (2 Xr), (6.29)

onde 2 = Qz (Z é o vetor unitario ao longo do eixo z) e r é o vetor posi¢do (no plano da
célula) a partir do eixo de rotagao do elemento de fluido. Além disso, devemos considerar
a condicao de incompressibilidade V-v = 0. Note que a for¢a centrifuga esta representada
pelo tltimo termo do lado direito da Eq. (6.29). Focaremos em compreender a a¢do do
termo inercial do lado esquerdo da Eq. (6.29) na estabilidade e morfologia dos padroes
gerados pela forga centrifuga, porém negligenciando efeitos de Coriolis. Relembramos que
a Eq. (6.29) é derivada de uma média transversal da equagao tridimensional de Navier-
Stokes, mantendo termos inerciais.

Assim como na injecao retangular e radial, consideramos o fluxo descrito por um po-
tencial de velocidade [112,113|. Desse modo, a lei de Darcy modificada pode ser reescrita

na forma adimensional

dp 3 1
2 |09 9 2| _ 19
Re {at 5\V¢\ ] p—¢+ 5" (6.30)
onde ¢ (v =—V¢) é o potencial de velocidade. O parametro
b2
= 31
Re 20 (6.31)

define um nimero de Reynolds para o sistema girante que quantifica o efeito da inércia do
fluido. Da Eq. (6.30), vemos que efeitos inerciais podem ser negligenciados se Re* < 1.

Além disso, comprimentos e velocidades estao rescalonados por R e U = pQ*b*R/(12n),
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6.4 Efeitos de inércia na célula de Hele-Shaw girante

respectivamente. De agora em diante, trabalharemos com a versao adimensional das
equagoes.

Para obter a equacao de modos acoplados para as amplitudes de Fourier, seguimos os
mesmos passos utilizados nas Secs. 6.2 e 6.3. Neste sistema, as condi¢goes de contorno sao
representadas pela Eq. (6.4), porém com o parametro adimensional de tensdo superficial

dado por
o

e pela condigao cinematica (2.27). Mantendo termos da segunda ordem em ( e aplicando

a transformada de Fourier, obtemos (para n # 0)

Re? (4 6o — A(n)C, =
- Z [F(n, n/)gn’Cnfn’ + G(n> n/)én’Cnfn’}

n'#£0

+Re2 Z [G(TL, nl)é”/cn_”/ + H(”? n/)én’én—n’] y (633)
n/#0

onde A(n) = |n|[1 — B(n? — 1)]. E os termos de modos acoplados sdo dados por

F(n,n') = |n|{% - B {1 — %,(Sn’ + n)} }, (6.34)

G(n,n") = {|n|[sgn(nn’) — 1] — 1} (6.35)

H(n,n') = |n\{sgn(nn') + g[sgn(n'(n —n')) — 1]} —1. (6.36)

Quando Re = 0, a Eq. (6.33) reproduz o caso mais simples obtido nas Refs. [40,154], onde
os efeitos de inércia sao desconsiderados.
Enfatizamos que os parametros adimensionais (6.31) e (6.32) sao consistentes com os

valores experimentais do aparato e das propriedades materiais dos fluidos utilizados nas
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6.4 Efeitos de inércia na célula de Hele-Shaw girante

Refs. [112,153,197]. Para os valores tipicos relacionados a célula de Hele-Shaw girante
temos b = 1.0 — 1.5 mm, R = 30—-80cme f = Q/2r = 1 -5 Hz. Em relagdo
as propriedades materiais do fluido, consideramos p = 10% kg/m3, ¢ = 20 m N/m e
n =5 — 100 m Pa s. Assumindo essas quantidades especificas, é perfeitamente possivel
obter um nimero de Reynolds (6.31) da ordem de 1 utilizando fluidos convencionais e
espacamentos entre as placas ainda relativamente pequenos. Mais precisamente, nessas
condicoes Re pode chegar ao valor de 1.17, de modo que nesta se¢ao consideraremos apenas
0 < Re < 1. Para o parametro adimensional de tensao superficial usamos B = 0.003 e

B = 0.005.

6.4.1 Analise da estabilidade linear

Em nivel linear de perturbagio, a Eq. (6.33) é bastante simplificada,
Re? G, + G — A(n)G, = 0. (6.37)

Ao contrario da equagao diferencial (6.28), os coeficientes da (6.37) sdo independentes
do tempo (R constante), assim como a dindmica linear da inje¢ao na geometria retan-
gular (6.11). Considerando as perturbagoes com amplitude inicial ¢,(t = 0) = (,(0) e
velocidade inicial nula [Cn(t = 0) = 0], a solugao linear é dada pela mesma solugao da

geometria retangular (6.12) com

1

Ay — ——
* 2Re?

[i\/l +4 Re* A(n) — 1} : (6.38)

Similarmente ao problema de inje¢do na célula retangular, o termo contendo exp (A_t)

decai rapidamente e a solucao a nivel linear é reescrita na forma mais simples

1+ Re*A(n)

Ca(t) = a(0) LJFTQQ)\(”)

] exp [A(n)t], (6.39)

para t = 7 > 2Re?, onde A(n) = Ay corresponde & taxa de crescimento linear. Vale

salientar que as solugoes oscilatorias da Eq. (6.37) caem exponencialmente no tempo.
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Figura 6.8: Taxa de crescimento linear A\(n) em func¢ao de n, para Re = 0 e Re = 1, e dois
valores de B: 0.003 (curvas continuas) e 0.005 (curvas tracejadas). Para guiar o leitor,
pequenos circulos indicam o maximo das curvas.

Além disso, no limite Re — 0, A(n) — A(n) retomando & expressao da taxa de crescimento
obtida no problema nao inercial das Refs. [153,154|. Diferentemente do fluxo de geometria

retangular, o modo de maxima taxa de crescimento independe do nimero de Reynolds,

1 1
== (1+2). 6.40
n 3( +B) (6.40)

Além disso, o efeito inercial do fluido também nao influencia no modo critico n, = V3 N
[obtido pela condi¢ao A(n) = 0]. Mais uma vez, sabemos do Cap. 2 que como a taxa de
crescimento é independente do tempo, n,,,, fornece o niimero tipico de dedos que surgem
na interface, enquanto que n. define a largura da banda de modos instaveis na dinamica.

A Fig. 6.8 ilustra a taxa de crescimento em func¢ao do modo n para dois valores de
Re: 0 e 1. As curvas continuas (tracejadas) sao tragadas para B = 0.003 (B = 0.005).
Observamos que para um dado valor de B, a banda de instabilidade e a localizacao do
modo de maxima taxa de crescimento nao sao modificadas pela inclusao do efeito inercial.
No entanto, é evidente que para um especifico valor de B ha um significante decaimento
da magnitude de A quando Re = 1. Isso indica que em nivel linear, a inércia tende a

estabilizar a interface, assim como nos sistemas anteriormente estudados nesse capitulo,
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6.4 Efeitos de inércia na célula de Hele-Shaw girante

porém mantendo o ntimero de dedos na interface inalterados. Além disso, notamos que
menores valores de B implicam em efeitos inerciais mais acentuados.

Nosso proximo passo € ir um pouco além da analise de estabilidade linear da interface.
Assim como nas Secs. 6.2 e 6.3, utilizaremos a equagao fracamente nao linear (6.33) para
acessar analiticamente os principais aspectos morfologicos do fluxo gerado pela rotagao

da célula de Hele-Shaw.

6.4.2 Analise fracamente nao linear: o fendmeno de competicao

Da mesma maneira da Seg. 6.2.3, reescrevemos (6.33) na forma da Eq. (6.17), onde

agora

_ F+An)G +Re? A(n))[A(n')G + A(n — n')H]
- 1+ Re?[A(n) + A(0) + A(n — n')] '

Y (n,n') (6.41)
Enfatizamos que quando Re = 0, a Eq. (6.17) com Y (n,n’) definido pela Eq. 6.41 resulta
na equacao de modos acoplados originalmente deduzida na Ref. [40] para o problema nao
inercial.

Como discutido no Cap. 1, quando a inércia é desprezivel, um dos aspectos morfologi-
cos predominante nos padroes gerados na célula de Hele-Shaw girante ¢ a forte competicao
entre os dedos que se dirigem em dire¢do ao centro da célula [153,154,202|. Nossa tarefa
¢ obter informacoes analiticas sobre o mecanismo de competicao através da equacao dos
modos acoplados quando a inércia do fluido é relevante. Como nas Refs. [40,154] isso é
feito considerando o acoplamento de apenas dois modos de Fourier: um modo fundamen-
tal n e o seu sub-harmonico n/2. Simplificamos o problema reescrevendo a Eq. (6.17)
em termos das amplitudes dos modos cosseno a, e seno b,. Sem perda de generalidade,

escolhemos a fase do modo fundamental de tal maneira que a,, > 0 e b, = 0.
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Figura 6.9: Descricao esquematica do mecanismo de competicao.

A competicao dos dedos esta relacionada & influéncia do modo fundamental n
[assumindo A\(n) = 0] no crescimento de seu sub-harmoénico n/2 [40,154]|. As equagoes de

movimento para o modo sub-harmoénico sao

s — {/\(n/2) +% C(n) an} o (6.42)

s = {)\(n/2) - % C(n) an} b, (6.43)

onde a funcao competicao é definida como
C(n)=1[Y(n/2,—n/2) + Y (n/2,n)], (6.44)

que determina o comportamento da competicao entre os dedos da interface.

Observando as Eq. (6.42) e (6.43) verificamos que C'(n) > 0 induz o crescimento dos
modos sub-harmonicos cosseno a,, /2, enquanto que inibe o crescimento dos sub-harmonicos
seno by,p. O resultado desse comportamento matematico ¢ o aumento da diferenga no
comprimento dos dedos que se direcionam para fora da interface, ilustrando um efeito de
competicao entre os dedos do fluido interno que invadem o fluido externo (ver Fig. 6.9).
Por outro lado, as amplitudes b,/; contribuem para uma variagao no comprimento dos
dedos que penetram na interface. Como C'(n) < 0 induz o crescimento das amplitudes

b, /2, enquanto que inibe as amplitudes a,,/,, 0 sinal negativo de C'(n) leva ao aumento da
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Figura 6.10: C(n) em funcao do nimero de Reynolds Re, para dois valores de B: 0.003
(curva continua) e 0.005 (curva tracejada).

competicao dos dedos que invadem o fluido interno. Portanto, observe que independente
do sinal de C'(n), essa fun¢ao mede a for¢a do mecanismo de competigao: maiores valores
absolutos de C'(n) leva ao aumento da competicao dos dedos. Vale salientar que a validade
dessa simples andalise analitica durante estagios avancados e fortemente nao lineares da
din&mica ja foram extensivamente testados por simulag¢oes numéricas [201,202].

O comportamento da fungdo competicio C(n) quando variamos Re ¢é ilustrado na
Fig. 6.10 para dois valores do parametro de tensao superficial B: 0.003 (curva continua) e
0.005 (curva tracejada). Similarmente ao caso no qual os efeitos de inércia sao negligenci-
ados (Re = 0), C'(n) permanece negativo para Re > 0. Analisando a Fig. 6.10 é claro que
independente do valor de B, a magnitude de C'(n) decai com o aumento de Re. Portanto,
a inércia tende a diminuir a competicao dos dedos que invadem o fluido interno. Além
disso, podemos ver que a distancia entre as curvas continua e tracejada decaem com o
aumento de Re, significando que a competicao se torna menos sensivel a mudancas de B
quando os efeitos inerciais sao mais significantes. Considerando a relevancia dos eventos
de competicao no fluxo da célula de Hele-Shaw girante [153, 154,201, 202], essa andlise

caracteriza uma importante mudanca morfoldgica dos padroes devido a inércia do fluido.
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Capitulo 7

Controle dos dedos viscosos via ‘“suave”

modificacao da geometria de Hele-Shaw

7.1 Introducao

Neste capitulo abordaremos uma maneira alternativa de suprimir e controlar as insta-
bilidades em dois sistemas nos quais protocolos de controle ainda nao foram efetuados: o
fluxo na célula de Hele-Shaw de espacamento variavel e o problema da célula de Hele-Shaw
girante. Sabemos do Cap. 1 que eventuais perturbacoes na interface de alguns sistemas
nao sao desejadas, como por exemplo, sabe-se que a formacao dos dedos viscosos diminui
a forga de adesdo [44,60,137]. Portanto, o controle das instabilidades da interface na
célula de Hele-Shaw de espacamento variavel, inibindo ou favorecendo seu crescimento,
¢ um possivel meio de regular a forca de adesao de fluidos. Além disso, essa possivel
manipulacao da estabilidade da interface fluido-fluido na célula girante é de grande uti-
lidade tanto na biologia (por exemplo, no crescimento de tecidos em bioreatores [205])
quanto em processos tecnologicos (spin coating [69]). Vimos também que os processos de
misturas de microfluidicos sao favorecidos pela formacao de instabilidades. Neste capi-
tulo, forneceremos um protocolo de controle que permitira tanto a estabilizacao quanto o

favorecimento da formacao de instabilidades na interface.
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7.2 O controle das instabilidades na célula de Hele-Shaw de espacamento variavel

O problema usual de Hele-Shaw considera a situagao na qual as placas da célula de
Hele-Shaw sao perfeitamente paralelas. Estudaremos uma versao diferente do problema
convencional, onde a placa superior é suavemente inclinada de modo que as placas nao
sdo mais paralelas entre si. Essa abordagem foi originalmente proposta nas Refs. [80,
81]. Assumiremos que a placa superior é radialmente inclinada (formando uma superficie
conica), isto é, ela apresenta um pequeno gradiente na abertura da placa superior ao longo
da direcao radial. Nesse contexto, consideramos os casos em que a placa apresenta uma
leve convergéncia (gradiente de abertura negativo) e divergéncia (gradiente de abertura
positivo) e, entdo, investigamos como o sinal e a magnitude de uma pequena inclinagao
afetam a estabilidade da interface. Além disso, a possibilidade de ativar ou inibir os
dedos viscosos em tal geometria conica é discutida. Esse problema é possivel ser abordado
analiticamente, permitindo uma descricao simplificada da inibicao ou do favorecimento
das instabilidades de Saffman-Taylor. A partir deste ponto, toda a abordagem teorica e

os resultados obtidos se encontram nas Refs. [84,85].

7.2 O controle das instabilidades na célula de Hele-

Shaw de espacamento variavel

7.2.1 Equacgoes basicas e o calculo da estabilidade linear

Considere um fluido de viscosidade 7 cercado por um fluido inviscido confinados em
uma célula de Hele-Shaw de placa superior inclinada radialmente [veja Fig. 7.1]. Além
disso, a placa superior pode se mover para cima ou para baixo, comprimindo o fluido. Em
contraste ao dispositivo convencional de placas paralelas, a altura da placa superior possui
um pequeno gradiente b’ (|V/| < 1) na diregao radial, que pode assumir valores positivos
[placas suavemente divergentes - Fig. 7.1(a)| ou negativos [placas suavemente convergentes
- Fig. 7.1(b)]. Além disso, a placa pode se mover para cima (levantamento) ou para baixo
(compressao) ao longo do eixo z. O sistema de coordenadas ¢ definido de modo que sua
origem esté localizada no centro da placa inferior. Nessas condicoes, o espacamento entre

as placas (altura da placa superior) pode ser escrito como b(r,t) = by(t) + b'r, onde by(t)
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Figura 7.1: Representacao esquematica (visao lateral) da célula de Hele-Shaw modificada
por uma leve inclinagdo da placa superior ao longo da dire¢do radial: (a) gradiente de
abertura positivo (inclinagdo divergente) e (b) gradiente de abertura negativo (inclinagao
convergente). Nesta figura ilustramos o caso do fluxo gerado pelo levantamento da placa
superior (representado pelas linhas tracejadas). O fluido de viscosidade esta ilustrado em
cinza e o espacamento dependente do tempo entre as placas estd descrito pela funcao
b(r,t). R(t) corresponde ao raio nao perturbado da interface fluido-fluido, que muda no
tempo durante o levantamento.

corresponde a abertura das placas no centro da célula, que depende do tempo devido ao
processo de levantamento ou compressao da placa superior.

Como discutido anteriormente, durante o processo de levantamento ou compressao, a
interface inicialmente circular pode se tornar instivel e apresentar deformacoes. Nessa
circunstancia, sua posicao é descrita por (2.21) [R(6,t) = R(t) + ((0,t)]. Dado um perfil
dependente do tempo para by(t), a conservagao de volume leva a equagao que descreve a
evolucao temporal de R(t) dada por

20 20

?RS(O) + R%*(0)by(0) = ?Rg’(t) + R3()bo(t). (7.1)

Além disso, podemos reescrever o espacamento b(r,t) em termos do raio nao perturbado
R(t) na forma
b(r,t) = bi(t) + V' [r — R(t)], (7.2)

onde b;(t) = by(t) + b'R(t) representa o espacamento da célula em r = R(t). Note que a
regiao do fluido interno é definido pelo intervalo 0 < r < R.

A equagao hidrodinamica é dada pela lei de Darcy (2.10) [v = —b*(r,t)/(12n)Vp] e a
condicéio de incompressibilidade (2.41) [V - [b(r,t)v] = —b(r,t)], onde b(r,t) = by(t). De
agora em diante, desde que estamos interessados no inicio da dinamica das instabilidades

e |/| < 1, consideramos que 3b'[r — R(t)]/b;(t) < 1 [206]. A fim de obter a dinamica
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linear do sistema, ao invés de definir um potencial de velocidade, vamos substituir a lei de
Darcy na condicao de incompressibilidade. Esse procedimento resulta em uma equacao

diferencial para a pressao

3b' dp 12nbo(t) _

2 —
VPt amar T B (7.3)
Uma solucao geral da Eq. (7.3) pode ser escrita como [207,208]
p(r,0) = f(r) + g(r)e™. (7.4)

Substituindo a Eq. (7.4) na Eq. (7.3) temos

df 3 df  12nbo(t)
LA (Y S ) 5

dr b;(t) dr b3 (t)
e
1d [ dg 3V dg n?
=0. 7.6
rdr( dr)+b()dr r2g(r) (7.6)

Levando em consideracao que 3b'[r — R(t)]/b;(t) < 1, a solugao de f(r) é dada por

12nbo (t) 12

=50 1

(7.7)

No limite em que as placas da célula de Hele-Shaw sdo paralelas (V' = 0), b;(t) = by(t) e
a equacido (7.7) reproduz o resultado obtido em [47]. Por outro lado, a solugao para g(r)

pode ser escrita como

g(r) = pat) v (|n], 1+ 2Jnf; =3b'r/b,(1)) €, (7.8)

n

onde ®(|n|, 1+2|n|; —=30'r/b;(t)) corresponde & fungao hipergeométrica confluente de Kum-

mer [209]
(a,b; z) = ZO(Z— ik (7.9)

178
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e (@) =z(z+1)(x+2)...(x+k—1). A funcao ®(a,b; z) é também conhecida por funcao
hipergeométrica confluente de primeiro tipo 1 F(a, b; z), sendo uma forma degenerada da
fungao hipergeométrica oF(a,b, c; z), que surge da equagao diferencial hipergeométrica
confluente [210].

Neste ponto, temos os elementos necessarios para deduzir a analise de estabilidade li-
near. Como nos outros capitulos, expandimos a perturbacdo em série de Fourier ((0,t) =
> nz0 Gu(t) exp (inf). Para encontrar uma relagao entre p,(t) da Eq. (7.8) e (,(t), consi-
deramos a condigao de contorno cinématica (2.27), que em primeira ordem em ¢ nos leva

4 expressao

_ 129 R(t) WRM) 1 b,
i) = b2(t) [R(t)]™|n|¢y <1 b;(t) (1+2|n|>31]
: bo(t)  VR(t)bo(t)
" { o (%i(t) " b2(t) > C“}’ (7.10)

onde & = ®(|n|, 1+ 2|n|; —=30'R(t)/b;(t)) e 3 = ®(1+ |n|,2+2|n|; —3b'R(t)/bi(t)). Note
que o produto 30’ R(t)/b;(t) nao é necessariamente pequeno pois a razao R(t)/b;(t) pode
assumir valores grandes.

A condi¢ao dinamica de contorno (2.19) desconsiderando os efeitos de molhamento e

0S estresses normais viscosos escreve-se

p(r="R,0) = (0/{ + (7.11)

20 cos f.
b(r,t) ), _»

Diferentemente do problema de célula de Hele-Shaw de placas paralelas, o termo propor-
cional a 1/b(r,t), associado a curvatura perpendicular ao plano da célula, € uma funcéo
de r e terd uma participagdo fundamental nesse sistema. Assim como nas Refs. [80,81],
focamos na situacao . = m em que o fluido viscoso molha as placas da célula. En-
fatizamos que a contribuicao tridimensional relevante dada pelo angulo de contato .
nao exerce influéncia no problema tradicional de levantamento apresentado na Seg. 2.4 e
nas Refs. [44,47-56, 59, 60, 75| pois a curvatura perpendicular é uma func¢ao puramente

temporal.
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Daqui em diante, consideraremos que a placa superior possui velocidade constante
bo(t) = b, a qual pode assumir valores positivos (levantamento) ou negativos (compres-
sao). Além disso, trabalharemos com a versao adimensional das equagoes, de modo que
comprimentos transversais e paralelos ao plano da célula sao rescalonados por b;(0) e
R(0), respectivamente. O tempo ¢ rescalonado por b;(0)/|b|. Perceba que na versao adi-
mensional das equagbes, o parametro 3b'0(/b;(t) < 1 (situacdo de pequenas inclinagoes
da placa superior e perturbacgoes da interface de baixa magnitude), onde 6 = R(0)/b;(0)
representa um parametro de confinamento do fluido em ¢ = 0.

Para obter a equagdo dinamica linear, substituimos a Eq. (7.10) na Eq. (7.8) calculada
em r = R. Entao, inserimos a expressao resultante desse procedimento juntamente com a
solucdo f(r) [Eq. 7.7] na Eq. (7.4). Finalmente, igualamos essa expressao final do campo
de pressao com a condi¢ao dindmica (7.11). Mantendo termos até primeira ordem em ( e

tirando a transformada inversa de Fourier, obtemos

Cn = A ()G, (7.12)

onde

a B [l = 1)
A ==V =75 ca

+b,{2(3085m R(t)s 3| & {[ bi(t) (n2—1) R(t)é]}

R(t)6 Ca ' 2(t) ' (1+2[n|)®, [[R(t)]>2 Ca
e {( 3ln| @ 208 1 } 7.13)

1+2[n[) 1 bi(t) Ca

representa a taxa de crescimento linear [A(n) = \(n,t)] e Ca = 125|b|/o corresponde ao
niamero de capilaridade do sistema. Os sinais de cima que aparecem na Eq. (7.13) estdo
relacionados ao problema do levantamento, enquanto que os sinais de baixo correspon-
dem ao problema de compressao. A Eq. (7.13) é o resultado central desta se¢ao, onde
observamos uma dependéncia explicita da taxa de crescimento em relagao ao gradiente
b', ao confinamento &, ao niamero de capilaridade Ca e ao modo n. Quando & = 0, a

Eq. (7.13) reproduz o resultado mais simples originalmente obtido na Ref. [47] para o
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problema usual de levantamento em que a célula de Hele-Shaw possui placas paralelas.
Mais adiante, veremos que a competicao dos parametros ', § e Ca serad fundamental para

permitir o controle das instabilidades da interface.

7.2.2 Controle geométrico das instabilidades de Saffman-Taylor

Nesta se¢ao usamos a relacao de dispersao linear (7.13) para investigar como o gradi-
ente de abertura pode ser utilizado para inibir ou promover a formacao dos dedos viscosos
na célula de Hele-Shaw de espacamento varidvel. Para isso, enfatizamos que os parame-
tros adimensionais usados no problema estao consistentes com os valores das grandezas
fisicas utilizadas em experimentos relacionados aos sistemas de levantamento e compres-

sdo [44,47-56,59,60, 75,132,135, 137-146, 149, 174,189, 195, 211, 212].

Controle das instabilidades no levantamento

Primeiramente, vamos examinar o fluxo gerado pelo levantamento da placa superior
na célula de Hele-Shaw, que corresponde a um sistema instavel no limite em que as placas
sdo paralelas. A Fig. 7.2 ilustra a taxa de crescimento linear A(n) em fun¢ido do nimero
de onda n em t = 0, para valores do gradiente de abertura &' positivos [Fig. 7.2(a)| e
negativos [Fig. 7.2(b)|, assim como para o caso paralelo & = 0. A escolha de t = 0 ¢é
justificada pelo fato de que a situagao mais instavel no problema do levantamento ocorre
logo no inicio da dinamica. Isso é verdade devido ao decaimento monoténio de A(n) com
o passar do tempo para todos os modos de Fourier. De fato, suprimindo a instabilidade
do sistema em t = 0, garantimos a estabilidade da interface para ¢t > 0. Além disso,
assumimos Ca = 1.1 x 107* e 6 = 250. Analisando a Fig. 7.2(a) vemos claramente uma
larga banda de modos de Fourier com A(n) > 0, indicando como esperado que o sistema
¢ instavel quando consideramos a situacao convencional em que as placas sao paralelas
(' =0, curva tracejada). A Fig. 7.2(a) também ilustra que a introdugao de um pequeno
gradiente positivo (b = 0.002, curva cinza) tende a estabilizar a interface: a banda de

modos instaveis e a magnitude da taxa de crescimento decaem.
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Figura 7.2: Taxa de crescimento linear A(n) como fun¢ao de n, para Ca = 1.1 x 107* e
d = 250: (a) b’ = 0 (curva tracejada), b’ = 0.002 (curva cinza clara) e ¥ = b, = 0.0039
(curva cinza escura); (b) ¥ = 0 (curva tracejada), b’ = —0.0017 (curva cinza).

O mecanismo fisico por tras desse processo de estabilizagdo é bem simples [81,82,213|:
quando a interface se deforma em uma célula de Hele-Shaw com b’ > 0, a extremidade
da perturbacao encontra uma regiao de maior abertura entre as placas, ou seja, de menor
curvatura transversal. Como (. = 7, isso resulta em um aumento da pressao de resisténcia
devido a tensao superficial [ver Eq. (7.11)], amortecendo o crescimento da perturbagao.
Esse sistema fisico esta representado na Fig. 7.1(a).

Como queremos estabilizar o maximo possivel a interface, prosseguimos aumentando
o valor do gradiente de abertura na Fig. 7.2(a). Fazendo isso, eventualmente um valor
critico de b’ (definido como b,) é atingido, de modo que as instabilidades dos modos de
Fourier sao completamente suprimidas. A Fig. 7.2(a) mostra que a adi¢do de um pequeno
gradiente na abertura entre as placas (b, = 0.0039) fornece um meio geométrico simples de
inibir a formagao dos dedos viscosos. Além disso, da Fig. 7.2(a) é evidente que a transigao

de uma situacao instavel para uma situacao estavel é determinada pelas condigoes abaixo

OA(n)
on

/\(n)|t:0 =0 e |t:0 =0. (714)

Isso define um gradiente de abertura b’ no qual a interface se torna estével. Da Eq. (7.13),

verificamos que a razao ®,/P; = 1 representa um limite superior para ®5/®; e corresponde
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(a) (b) ()

Figura 7.3: Padroes gerados pela dindmica linear de levantamento em ¢ = 0.7 para: (a)
uma pequena inclina¢do negativa (' = —0.0017); (b) placas paralelas e (¢) inclinagao
critica (b, = 0.0039). Essas simulagoes lineares incluem 40 modos de Fourier e a mesma
fase aleatoria. O fluido viscoso esta representado em cinza. Essas interfaces resultantes
referem-se as situacoes ilustradas na Fig. 7.2.

a situagao mais instavel possivel de A(n). Esse limite é conveniente pois permite o acesso
ao comportamento de b, em termos dos parametros adimensionais Ca e 0.

A Fig. 7.2(b) plota A(n) em fungiao de n para b’ = 0 (curva tracejada) e b = —0.0017
(curva cinza) em ¢ = 0. E interessante notar que para um valor negativo suficientemente
pequeno do gradiente de abertura (' = —0.0017), a interface se torna extremamente
mais instavel comparada com a situagdo de placas paralelas (b’ = 0). A eficacia de nosso
processo de controle via adigao de um gradiente na abertura das placas é ainda mais claro
na Fig. 7.3, onde ilustra uma simulacao linear para a situagao representada na Fig. 7.2. O
mecanismo fisico que induz a desestabilizacao é bastante similar ao discutido no caso do
gradiente positivo: quando a interface se deforma, a extremidade da perturbacao encontra
uma regiao de menor abertura entre as placas, ou seja, de maior curvatura transversal
pois b/ < 0. Como (. = m, isso resulta em um decaimento da pressao de resisténcia
devido & tensao superficial [ver Eq. (7.11)], favorecendo o crescimento da perturbacao.
Esse argumento pode ser utilizado daqui em diante para justificar efeitos estabilizantes e
desestabilizantes da interface devido ao gradiente de abertura. Observe que esse sistema
fisico estd representado na Fig. 7.1(b).

A fim de verificar o poder de estabilizacao dessa suave mudanga geométrica em situa-
¢oes fisicas ainda mais instaveis, a Fig. 7.4 representa a variacao do gradiente de abertura

critico b, em fungdo do numero de capilaridade Ca, para trés valores do parametro de
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0 0.5 1 15 2
Cax10™

Figura 7.4: Gradiente de abertura critico b, em funcdo do nimero de capilaridade Ca
para trés valores de d: 150, 200 e 250. Esse grafico funciona como um “diagrama de fase”
para a estabilidade da interface.

confinamento: ¢ = 150, 200 e 250. Esse grafico funciona como um “diagrama de fase”
para a estabilidade do sistema: para um dado valor de 0, a regiao acima (abaixo) da curva
corresponde a uma situacio estavel (instavel) da interface. E evidente que para eliminar-
mos os dedos viscosos, maiores valores de b, sao necessarios quando aumentamos Ca, ou
seja, quando tornamos o sistema mais instavel. Além disso, verificamos que quando o
sistema se encontra mais confinado, devemos adicionar um gradiente b’ maior para estabi-
lizar a interface. Observe que todos esses valores de b/, ainda sdo muito menores que 1 (da
ordem de 107%). Essa é a magnitude maxima de ¥’ utilizada nos experimentos que ten-
tam controlar e suprimir as instabilidades no processo de injecao na célula de Hele-Shaw
de geometria retangular |[81,206|. Portanto, ajustando adequadamente os parametros ¥,
Ca e 0 é possivel regular a instabilidade que ocorre durante o processo de levantamento

quando b = 0 [44,47-56, 59, 60, 75).

Controle das instabilidades na compressao

Nesta secao, analisamos a situacao na qual a placa superior é deslocada em direcao
a placa inferior, comprimindo o fluido. A Fig. 7.5 plota A(n) em ¢ = 0 em funcao de n,
para trés valores de b'. Como esperado, vemos que na situacdo usual em que as placas

sdo paralelas (b = 0, curva tracejada), o sistema é estavel [A\(n) < 0 para n > 1] pois o
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Figura 7.5: Taxa de crescimento linear A(n) em fung¢ao de n, para Ca = 4x107° ¢ § = 60:
(a) ¥ = 0 (curva tracejada), b’ = —0.004 (curva cinza clara) e b = —0.006 (curva cinza
escura).

fluido mais viscoso desloca o fluido menos viscoso. No entanto, podemos tornar o sistema
instavel adicionando um pequeno gradiente negativo na abertura entre as placas. Na
Fig. 7.5 identificamos situacoes instaveis para b = —0.004 (curva cinza clara) e para
b’ = —0.006 (curva cinza escura). Todos esses fatores sao reforcados pelas simulagoes
lineares representadas na Fig. 7.6.

Como a taxa de crescimento (7.13) varia no tempo, sabemos do Cap. 2 que para
estimar o nimero de dedos em um dado tempo ¢t devemos obter o modo de Fourier n,,,,
que maximiza a amplitude (,(¢). Além disso, sabemos que a solugao da Eq. (7.12) é dada
por

Calt) = € (0) exp [ /0 "\ t’)dt’} | (7.15)

A Fig. 7.7 ilustra n,,., em fun¢ao de b’ para Ca =4 x 107°, § = 60 e 100. Intuitivamente
. . . , . .

esperado, sao necessarios valores negativos de 0’ com maiores magnitudes para obter um

maior valor de 7,,,,. Por outro lado, um aumento do confinamento (maior §) favorece

o crescimento do nimero de dedos. Portanto, a manipulacao adequada do gradiente b’ e

do parametro de confinamento § serve nao somente para tornar o sistema instavel, mas

também permite controlar convenientemente o nimero de dedos emergentes na interface.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 7.6: Representacao dos padroes no fluxo devido & compressao do fluido em ¢t = 0.27
para: (a) placas paralelas (b' = 0); (b) um pequeno gradiente (0" = —0.004) e (¢) um
gradiente de abertura com ganitude ligeiramente maior (b’ = —0.006). A Fig. 7.6(d)
ilustra uma sequéncia de padroes gerados no intervalo 0 < ¢t < 0.27, cuja a interface final
corresponde a Fig. 7.6(c). Essas simulagoes lineares incluem 10 modos de Fourier e as
mesmas fases aleatorias. O fluido viscoso estd representado em cinza. Essas interfaces
referem-se as situagoes mostradas na Fig. 7.5.
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Figura 7.7: Modo de Fourier que maxima a amplitude de perturbagao (,(¢) em ¢t = 0.3
(Nmaz) em fungio do gradiente de abertura b', para Ca = 4 x 107 e dois valores de §: 60
(curva cinza clara) e 100 (curva cinza escura).
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7.3 O controle dos dedos viscosos na célula de Hele-

Shaw girante

7.3.1 Equacoes basicas e o calculo da estabilidade linear

ZA <A
(a) £ se (b) Gm

Figura 7.8: Representagiao esquematica (visao lateral) da célula de Hele-Shaw girante
modificada por um gradiente na abertura da placa superior, apresentando uma inclinacao
positiva (a) e uma inclina¢do negativa (b). Ilustramos o caso em que o fluido denso e
viscoso (regido cinza) corresponde ao fluido interno.

O objetivo desta secao é adicionar um gradiente no espacamento entre as placas de uma
célula de Hele-Shaw girante a fim de controlar as instabilidades geradas devido ao contraste
de densidade entre os fluidos. Considere a interface entre um fluido de viscosidade 7 e
densidade p, e um outro fluido de viscosidade e densidade despreziveis em uma célula
de Hele-Shaw com um gradiente de abertura ao longo da direcao radial [veja Fig. 7.8].
Nesta secao examinamos os casos nos quais o fluido denso e viscoso pode ser o fluido
interno ou o fluido externo. A placa superior possui o mesmo perfil descrito na Sec. 7.2.1
(|b'] < 1), de modo que escrevemos a altura da placa superior na forma b(r) = by + b'r,
onde by representa o espacamento entre as placas no centro da célula. Observe que no
problema da célula girante, by nao depende do tempo como acontece no caso da célula
de Hele-Shaw de espacamento variavel. Da mesma forma que na secao anterior, b’ pode
ser positivo |placas suavemente divergentes - Fig. 7.8(a)| ou negativo [placas suavemente
corvegentes - Fig. 7.8(b)]. Similarmente ao Cap. 6, a célula rotaciona com velocidade
angular constante w, em torno do eixo z. Reescrevemos a altura da placa superior em
termos do raio R da interface inicialmente circular como b(r) = b; + 0'(r — R), onde b;

representa o espagamento entre as placas em r = R, o qual nao depende do tempo.
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A equacao hidrodindmica do problema corresponde & lei de Darcy generalizada do
Cap. 6, Eq. (6.29), negligenciando os termos inerciais: v = b*(r)/(12n) [-Vp + pw’r].
Por outro lado, a condi¢do de incompressibilidade ¢ dada por V - (bv) = 0 [206, 207|.
Analogamente a secao anterior, estamos interessados no inicio da dinamica instavel e
assumimos |b'| < 1, logo o limite de validade de nossa teoria é dado por [b'(r— R)/b;] < 1
[206]. Substituindo a lei de Darcy na condi¢do de incompressibilidade, obtemos uma

equacao diferencial para pressao
3b/ /
V2p + __p — puw? (2 + —7’) =0. (7.16)

De agora em diante, consideraremos uma versao adimensional das equacgoes, onde com-
primentos e velocidades estio rescalonados por R e U = pw?b;2R/(12n), respectivamente.

Considerando a Eq. (7.4) como solucao de (7.16), a solucao para f(r) é dada por

r

2 6—3b’5r
f(r) :_+Cl/ —dr + G, (7.17)

2

onde 6 = R/b; representa o parametro de confinamento da gota (fluido denso localizado
na regido interna) ou bolha (fluido denso localizado externamente). Para obter a Eq. 7.17
consideramos b'd(r — 1) < 1. Perceba que no limite de placas paralelas (b = 0), a solugao
de f(r) é dada por f(r) = r*/2 [197], logo as constantes da Eq. (7.17) devem assumir os
valores C7 = Cy = 0. Note que o produto b0 nao é necessariamente pequeno desde que
0 pode ser muito grande. Em relacdo a fungdo g(r) temos duas solu¢oes independentes:
(i) o fluido se encontra na regiao interna (relacionado aos sinais superiores na Eq. 7.18)
e (ii) o fluido denso corresponde ao fluido externo (relacionado aos sinais de baixo que

aparecem na Eq. 7.18). Seguindo essa notac¢ao temos
g(r) =" Pu(t) r*I" ®(Ln|, 1 £ 2/n|; —306 r) ™, (7.18)

onde ®(%|n|, 1£2|n|; =300 r) representa a fungao hipergeométrica confluente de Kummer

®(a,b; z) = 1F1(a,b; z) [209].
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A partir deste ponto, temos todos os ingredientes para realizar a analise de estabilidade
linear. Escrevendo a interface perturbada como R(0,t) = 1+((0,t) e seguindo os mesmos
passos descritos na Sec. 7.2.1, obtemos Cn = A(n)(,, onde

n|(n* — 1)
Q

2 _
+b,5{25cosﬁc‘n‘ N 3n| D {(n 1) :Fl} }

A(n) = £|n| —

Q (1+2n)®, | ©

20 cos 3 3n| P
252 c P2
b2 { o LoD <I>1} (7.19)

representa a taxa de crescimento linear, &, = ®(%|n|, 1 £2|n|; —3b'6), 3 = O(1 £ |n|,2+

2|n|; —3b'9) e
B pw? R3
0

Q

(7.20)

corresponde ao parametro de rotacao que mede a razao das forcas centrifugas em relagao
as forgas de tensao superficial. Focamos em dois valores bésicos de f.: (i) f. = m, o
fluido interno molha as placas e (ii) 5. = 0, o fluido externo molha as placas. Assim como
nas Refs. [80,81], assumimos que o fluido denso e viscoso sempre molha as placas. Logo,
B. = m esta associado a situacao em que o fluido denso se encontra na regiao interna e
B. = 0 representa a situacao em que o fluido denso esté localizado na regiao externa. Vale
ressaltar que quando V' = 0, a Eq. (7.19) reproduz o resultado mais simples originalmente
obtido na Ref. [197] para o caso de placas paralelas, e também resulta na Eq. (6.37) quando
os efeitos de inércia sao negligenciados. Como nos capitulos precedentes, os parametros
adimensionais utilizados sao consistentes com os valores das grandezas fisicas consideradas
nos experimentos existentes [153,197,204], onde 1073 < ' < 1072 [80, 81, 206].

E importante perceber que, ao contrario do problema de Saffman-Taylor (instabilidade
gerada pela diferenca de viscosidade dos fluidos), a taxa de crescimento linear \(n) (7.19)
da célula de Hele-Shaw girante nao apresenta nenhuma dependéncia na viscosidade. Isso
indica que 7 nao determina a estabilidade linear do sistema, o que esta de acordo com os
resultados das Refs. [153,197] que aborda o caso de placas paralelas. Por outro lado, note

que reescrevendo a Eq. (7.19) na forma dimensional e variando a magnitude da viscosidade
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do fluido, obervamos um aumento ou um decaimento global da taxa de crescimento A(n).
Isso significa que o sistema pode se tornar mais estavel ou instavel, no entanto mantendo
a banda de modos instaveis e o nimero de dedos inalterados. Portanto, variagoes em 7
nao ocasionam nenhuma mudancga no sinal de A(n), de modo que as caracteristicas da
estabilidade linear do sistema nao é afetada pelos efeitos viscosos. Enfatizamos que essa
argumentacao é valida independentemente do valor do gradiente b'.

O papel do contraste de viscosidade na dinamica completamente nao linear do fluxo na
célula girante com placas paralelas foi investigado na Ref. [214] por intensivas simulagoes
numéricas. Os resultados mostraram que em estigios avancados da dinamica, a visco-
sidade atua modificando a morfologia final dos padroes, mas nao altera propriedades de

estabilidade do problema as quais sao governadadas exclusivamente por forcas centrifugas.

7.3.2 Controle geométrico das instabilidades na célula de Hele-

Shaw girante
Fluido localizado na regiao interna (instabilidade de uma gota)

Comecamos nossa discussao analisando a situagao usual instavel em que o fluido se
encontra na regiao interna. A Fig. 7.9 ilustra a taxa de crescimento linear A\(n) em funcao
de n, para valores do gradiente de abertura positivos |Fig. 7.9(a)| e negativos |Fig. 7.9(b)],
assim como b’ = 0. Consideramos 2 = 300 e 6 = 200. Na Fig. 7.9(a) observamos que para
a situagao convencional (b = 0) o sistema ¢ instavel, com N, = 10 (nimero de dedos
na interface). Além disso, a Fig. 7.9(a) indica que para uma célula de Hele-Shaw com
gradiente positivo b’ = 0.0015 (curva cinza), a interface se torna mais estavel comparado
com o caso b’ = 0: a banda de modos instaveis, a taxa de crescimento e o nimero de
dedos na interface (1,4, = 8) sao reduzidos. Assim como no problema de levantamento,
isso sugere que aumentando b’ podemos estabilizar completamente a interface. Por outro
lado, a Fig. 7.9(b) ilustra o papel desestabilizante de ¥’ quando o mesmo assume valores
negativos. Particularmente, para o caso usual i’ = 0 (curva tracejada) temos nyq, = 10
e quando & = —0.0028 (curva cinza) observa-se uma banda de modos instaveis mais

larga e um maior nimero de dedos na interface (n,,q, = 13). A eficacia desse método de
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Figura 7.9: Taxa de crescimento linear em fungao de n, para © = 300 ¢ 6 = 200: (a)
b = 0 (curva tracejada), b’ = 0.0015 (curva cinza) e b’ = 0, = 0.0038 (curva continua
preta); (b) b’ = 0 (curva tracejada), b’ = —0.0028 (curva cinza). Para guiar melhor o
leitor, o méximo das curvas estao explicitamente indicados pelos pequenos circulos.

controle se encontra bem ilustrada na Fig. 7.10, onde plotamos simulagoes lineares para
as situagoes fisicas discutidas na Fig. 7.9(a).

Similar ao problema do levantamento, na Fig. 7.9(a) observamos que quando adicio-
namos um pequeno gradiente (b, = 0.0038) a taxa de crescimento é sempre negativa para
n > 1 (curva preta continua). No caso da célula girante, vemos que esse valor critico do
gradiente pode ser obtido através de A(n) = 0. Por outro lado, da Eq. (7.19) verificamos
que a instabilidade do sistema é aumentada se consideramos ®5/®; = 1, que representa
o limite superior da razdo ®,/®;. Assim como no levantamento, esse limite é conveni-
ente pois permite o acesso analitico de .. Nesse contexto, obtemos b, em fungdo dos
parametros adimensionais, incluindo o modo n. Essa dependéncia do modo de Fourier é
inconveniente para o nosso protocolo de controle pois desejamos fornecer um método que
seja independente de n, ou seja, que estabilize todos os modos de Fourier. No entanto,
observamos que a funcao b, = t.(n,2,0) obtida de A(n) = 0, decai monotonicamente com
o aumento de n. Portanto, para suprimir qualquer possivel perturbacao da interface basta
focarmos em estabilizar o modo n = 1, pois automaticamente o crescimento de todos os
outros modos é inibido. Perceba que o modo n = 0 corresponde a uma expansao uniforme
do circulo, porém como esperado esse modo possui taxa de crescimento nula independen-

temente do valor de b’. Além disso, 0 modo n = 1 nao introduz nenhuma deformagao na
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(a) (b) ()

Figura 7.10: Padroes da interface resultante do processo de rotacao da célula de Hele-
Shaw em ¢ = 0.5 para: (a) placas paralelas (0’ = 0); (b) um pequeno gradiente de abertura
(' = 0.0015); e (c) o gradiente de abertura critico (b, = 0.0038). Essas simulagoes incluem
40 modos de Fourier e as mesmas fases aleatrorias. O fluido denso estéa representado pela
regiao cinza. Essas interfaces resultantes referem-se a situagao ilustrada na Fig. 7.9(a).

interface, ele apenas provoca um deslocamento global do circulo. Apesar de n = 1 preser-
var a forma circular da interface, ele pode ser instavel de modo a provocar uma translacao
da gota. Diante desses fatos, definimos o gradiente critico como b, = bl.(n = 1,§,4) e

obtemos uma forma surpreendentemente simples dada por

b= —. (7.21)

A Fig. 7.11(a) retrata como o gradiente critico b/, varia com a mudanga do parametro
de rotacao (), para trés valores do parametro de confinamento: § = 150, 200 e 250.
Como esperado, pela simples expressao (7.21) verificamos o crescimento linear de b, com o
aumento de €. Além disso, em contraste ao que observamos no problema do levantamento
na célula de Hele-Shaw (Fig. 7.4), observamos na Fig. 7.11(a) que maiores valores de
confinamento requerem um menor gradiente b’ para estabilizar a interface.

Como comentado anteriormente, podemos determinar o nimero de dedos na interface
manipulando a magnitude e o sinal do gradiente de abertura b’. Sabemos que a relacdo
entre N, e b pode ser facilmente obtida por dA(n)/dn = 0. Na Fig. 7.11(b) plotamos
Nmaz como funcao de o', para Q = 300 e para os seguintes valores de ¢: 150, 200 e 250.
Perceba que quando b = 0, independentemente do valor de 4, temos n,,,, = 10. Além

disso, é importante observar que quanto mais confinada estd a gota, a instabilidade da
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Figura 7.11: (a) Gradiente de abertura critico b/, em fun¢ao do nimero de Bond rotacional
Q) para trés valores de 0: 150, 200 e 250; (b) O modo de Fourier que maximiza a taxa de
crescimento (nmq,) como fungdo da inclinagdo b’ para os mesmos valores de 0 e © = 300.

interface ¢ mais sensivel a mudancas no gradiente de abertura: para um dado valor de

b, um maior confinamento implica em menores (maiores) valores de 7,,,, quando b’ > 0

(b <0).

Fluido localizado na regiao externa (instabilidade de uma bolha)

(a) (b) (©)

Figura 7.12: Padroes gerados na célula de Hele-Shaw girante em t = 0.8 para: (a) placas
paralelas (0’ = 0), (b) um pequeno gradiente (b = 0.0035) e (¢) uma inclina¢ao levemente
maior (b’ = 0.0044). Essas simulacoes lineares incluem 40 modos de Fourier e as mesmas
fases aleatorias. O fluido denso estd representado em cinza. Nesse grafico 2 = 200,
9 =200 e b, = 0.0025.

Agora abordaremos a situacao na qual o fluido denso estd na regiao de fora. Esse

caso ¢ ilustrado na simulacdo linear da Fig. 7.12. A Fig. 7.12(a) mostra que na situagao
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usual em que as placas sao paralelas (' = 0) a forca centrifuga tende a estabilizar a
interface [A(n) < 0]. Contudo, note que a introdu¢do de um pequeno gradiente b’ na
abertura das placas [Fig. 7.12(b) e Fig. 7.12(c)] leva a uma desestabiliza¢ao da interface,
similarmente ao que foi feito no caso em que o fluido denso correspondia ao fluido interno
|[Fig. 7.9(b)]. Nao obstante, em contraste ao que acontece na Fig. 7.9(b), agora temos que
utilizar um valor positivo de b’ para desestabilizar a interface. Também verificamos que
existe um valor critico de b’ acima do qual a interface se torna instével. Curiosamente,
esse valor também é dado pela Eq. (7.21). Para os parametros utilizados na Fig. 7.12
obtemos b, = 0.0025 e identificamos situagdes instaveis para b’ = 0.0035 |Fig. 7.12(b)] e
para b’ = 0.0044 [Fig. 7.12(c)].

103 b’

Figura 7.13: Modo de Fourier que maximiza a taxa de crescimento (n,,.,) em fun¢ao da
inclinacao radial da placa superior V', para € = 200 e trés valores de 6: 150, 200 e 250.

Similarmente a Fig. 7.11(b), a Fig. 7.13 plota n,,,, em fungao de & para Q = 200,
0 = 150, 200 e 250. Como esperado, para obter um maior nimero de dedos na interface,
maiores valores de b’ sdo necessarios. Além disso, quanto maior o confinamento da amos-
tra, menor a magnitude requerida da inclinagao da placa a fim de gerar um determinado
numero de dedos na interface. Portanto, um perqueno gradiente de abertura é 1til nao so6
para desestabilizar uma situagao originalmente estavel (b’ = 0), mas também nos permite

selecionar o namero de dedos na interface.
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Capitulo 8

Conclusoes e Perspectivas

Por fim, concluimos dando enfoque aos nossos principais resultados e discutindo as
possiveis extensoes e aplicacoes das técnicas que desenvolvemos em problemas fisicos de
interesse académico e tecnolégico. O foco principal da tese foi fornecer meios préaticos de
controle de interfaces instaveis e de forcas de adesao de fluidos complexos, sempre bus-
cando uma simplicidade que permitisse implementacoes experimentais e possiveis aplica-
coes praticas sem grandes dificuldades. Dessa maneira, comprovamos experimentalmente
dois de nossos protocolos de controle deduzidos no Cap. 3. Por outro lado, para desenvol-
ver tais mecanismos de modo eficaz, devemos compreender bem os fendémenos fisicos que
estao por tras do problema. Ao longo da tese, focamos em alguns aspectos fisicos funda-
mentais dos sistemas aqui estudados: o nimero de onda dominante (nimero de dedos)
dos padroes, os efeitos de molhamento, as tensdes normais viscosas e os efeitos da inércia
do fluido em interfaces hidrodinamicas e forcas de adesao.

Antes de qualquer tentativa de controlar as instabilidades de Saffman-Taylor, devemos
compreender bem seus aspectos morfologicos. No Cap. 2 visamos resolver um problema
que ja tinha sido proposto décadas atras por Chuoke et. al. [126], mas que s6 foi deta-
lhadamente exposto nos experimentos de Maxworthy em 1989 [35]. Esse problema esta
relacionado com a determinacao do ntimero de onda dominante na interface fluido-fluido
no fluxo de injecao radial na célula de Hele-Shaw. O procedimento padrao para estimar

o nimero de dedos em uma interface instavel é dado pelo calculo do modo de Fourier de
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méaxima taxa de crescimento, porém Maxworthy ilustrou uma clara discrepancia entre os
resultados experimentais e as predicoes teoéricas realizadas até aquele momento. Varios
autores analisaram esse problema e alguns deles associaram essa discordancia a efeitos
fisicos que nao estavam sendo considerados no modelo tedrico, como por exemplo, efeitos
tridimensionais, contribui¢oes nao-lineares e etc.

Em contraste aos argumentos precedentes, assumimos que a incompatibilidade da te-
oria com o experimento estava nao s6 em alguns efeitos fisicos que nao estavam sendo
considerados, mas também na prépria maneira de “contagem” do ntimero de dedos na
interface. No Cap. 2 n6s propusemos uma maneira alternativa para determinar o niimero
de dedos de uma interface instavel de crescimento radial. Consideramos que o nimero
de onda dominante estd associado ao modo de Fourier de maxima amplitude. Para o
problema de injegao em Hele-Shaw, juntamente com esse novo método de contagem, ad-
mitimos os efeitos conjuntos de molhamento e dos estresses viscosos normais. Mostramos
que essa abordagem fornece uma grande melhora na concordancia entre as previsoes teo-
ricas e os experimentos de Maxworthy. Ainda no Cap. 2, aplicamos o método de méaxima
amplitude nas instabilidades de interface geradas na célula de Hele-Shaw de espacamento
varidvel. Situacao na qual a placa inferior é mantida fixa, enquanto a placa superior é
levantada com velociade uniforme. Também nesse sistema, experimentos recentes realiza-
dos por Nase et. al. [60] mostraram uma significante discordancia com a teoria usual dada
pelo maximo da taxa de crescimento. Mais uma vez, o método de maxima amplitude nos
levou a uma excelente concordancia teérica com esses recentes experimentos.

O Cap. 3 apresentou um dos resultados mais importante desta tese. O deslocamento
de liquidos em geometrias confinadas por meio de um fluido de menor viscosidade é um
problema importante para muitos processos tecnologicos. Nesse contexto, instabilidades
hidrodindmicas causam a formacgao de dedos viscosos que geralmente tornam o processo
de deslocamento de fluidos ineficiente e antiecondémico, como por exemplo, na recuperacao
de petréleo pela injecao de dgua. Portanto, é necessario desenvolver formas de reduzir ou
eliminar os efeitos prejudiciais dessas instabilidades viscosas. A procura de um protocolo
de estabilizacao é primeiramente abordada no problema de injecao na célula de Hele-Shaw

radial. Propusemos um tipo de injecao composta por dois estagios de bombeamento

196



constante, de modo que a quantidade média de fluido injetada fosse a mesma quando
comparada com o método de injecao constante usual. Esse processo de facil adaptacao
experimental mostrou ser bastante eficaz na inibicao do crescimento dos dedos viscosos
na célula de Hele-Shaw. Comprovamos nossas previsoes teoéricas por sucessivas analises
experimentais. Além disso, esse método nao necessitou de propriedades nao usuais dos
fluidos nem de modificacoes da geometria tradicional da célula de Hele-Shaw.

Motivados pelo sucesso da estabilizacao pelo método de injecao de dois estagios, perce-
bemos que uma questao fundamental relacionada a inibicao de irregularidades de interface
ainda estava em aberto: se vocé deseja injetar uma certa quantidade de fluido em um dado
intervalo de tempo, qual seria a taxa de injegao 6tima Q(t) que proporcionaria o cresci-
mento radial da interface porém minimizando as amplitudes de perturbacao? Note que
anteriormente nés impusemos um tipo de injecao dada por um bombeamento composto
de dois estagios. O questionamento acima é bem mais fundamental diante da infinidade
de possibilidades de uma taxa de injegdo Q(t) dependente do tempo cuja quantidade
média de fuido injetada permaneca fixa. No Cap. 3, tentamos responder a tal questao
utilizando a andlise de establidade linear e, através de um calculo variacional, minimizar
as amplitudes de Fourier. Desse processo, encontramos, a partir de primeiros principios, a
dependéncia temporal da taxa de injecao 6tima que deve ser utilizada a fim de minimizar
a formagao dos dedos viscosos. Encontramos uma solugao surpreendentemente simples
no qual a injecao ideal deve crescer linearmente no tempo. Além disso, mais uma vez
ela nao depende de nenhuma caracteristica geométrica da célula de Hele-Shaw e nem das
propriedades materiais dos fluidos. Realizamos experimentos e simulacoes numéricas que
comprovaram nossas previsoes de estabilidade linear, apoiando a eficacia e utilidade do
processo proposto de controle dos dedos viscosos.

E bem conhecido que as propriedades reologicas do fluido deslocado pode ter uma
influéncia significativa sobre os padroes de dedos viscosos e, portanto, na eficiéncia de
processos destinados a controld-los. Uma melhor compreensao da relacao entre as pro-
priedades do fluxo nao newtoniano e as instabilidades da interface certamente melhora
as diretrizes para selecionar protocolos de controle a nivel cientifico e, com isso, fornecer

uma base para futuras aplicacoes tecnolégicas. Motivados por esses fatos, ainda no Cap. 3

197



consideramos o deslocamento de um fluido viscoso nao newtoniano (descrito por uma lei
de poténcia) por um fluido inviscido em uma célula de Hele-Shaw radial. Utilizamos nosso
método variacional a fim de minimizar as perturbacoes da interface e obtivemos uma so-
lugao analitica para evolucao temporal da taxa de injecao 6étima, na qual observamos uma
dependéncia apenas no indice da lei de poténcia que descreve o carater nao newtoniano
do fluido. Diferentemente do caso newtoniano, nosso modelo tedrico fez previsoes especifi-
cas que ainda nao foram submetidas a verificacoes numéricas e experimentais em regimes
totalmente nao lineares da dinamica. Portanto, seria interessante analisar a robustez e
validade do controle ndo newtoniano proposto para tempos mais avangados. Outra possi-
vel extensao desse trabalho seria a aplicagao do método variacional de minimizacao para
outros fluidos complexos, como viscoelastico e fluidos yield-stress [92-94,106, 176, 177],
onde efeitos como a elasticidade e plasticidade devem ser levados em consideracao.

Apesar da motivacao inicial do processo de estabilizacao ter sido a minimizacao dos
dedos viscosos na interface fluido-fluido, o método de minimizacao variacional pode ser
aplicado a qualquer interface radialmente crescente cuja a dinamica linear das perturba-
¢oOes sejam governadas por uma equagao do tipo é’n = A(n)(,. Através de uma equagao de
Euler-Lagrange para de A(n), esse protocolo nos fornece como o raio nao perturbado R(t)
da interface deve evoluir no tempo de modo a minimizar as amplitudes de perturbacao.
Uma diferenca fundamental da aplicacao desse método em diferentes problemas fisicos é
dada pelo parametro de controle experimental que deve ser manipulado a fim de impor o
crescimento 6timo de R(t). No caso da injecao em Hele-Shaw, através da conservacao de
volume podemos controlar a evolucao de R(t) através da taxa de injegao de fluido.

No Cap. 4 decidimos aplicar o método variacional em outros sistemas fisicos. Sabemos
que a possibilidade de inibir os dedos viscosos tem fundamental relevancia para induastrias
de extracao de petréleo. Com o objetivo de fornecer um protocolo de estabilizagao para
um processo mais realistico em relagao ao procedimento de recuperacao de petroleo, dedu-
zimos uma taxa de crescimento linear para as amplitudes de perturbacao de uma interface
que separa dois fluidos em um meio poroso tridimensional uniforme. Ao utilizar o método
de minimizacao variacional nesse sistema, verificamos que as perturbacoes sao de fato

contidas se a taxa de injecao evolui no tempo em uma especifica funcao quadratica. Para
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analisar a eficicia do método variacional em nivel linear, observamos que o protocolo de
estabilizacao é robusto mesmo quando um ntmero maior de capilaridade é considerado.

Esperamos que no futuro esse controle em meio poroso seja investigado em estégios
completamente nao lineares da dinamica através de simulacdes numéricas e experimentos.
Além disso, a aplicagao do protocolo variacional para um modelo tedrico mais completo
para o fluxo em meios porosos seria interessante: considerando fluidos com densidades dis-
tintas, variagoes na saturacao dos fluidos e a dependéncia da pressao capilar das interfaces
microscopicas com a velocidade do fluxo.

Sabemos que em alguns processos de crescimento de cristais e de descargas elétricas
as perturbacoes da interface também nao sao desejadas, como por exemplo em molda-
gem de cristais e em processos quimicos de gases, respectivamente. Com esses fatos em
mente, ainda no Cap. 4 utilizamos o método de minimizacao variacional a fim de promo-
ver o crescimento de uma interface sélido-liquido e de uma interface plasma-gés, porém
estabilizando as perturbacdes no contorno entre as fases. Para esses dois sistemas, te-
mos diferentes parametros de controle experimental que manipula o crescimento radial do
cristal no processo de solidificacao e da regiao dielétrica ionizada no processo de descarga
elétrica. No caso da instabilidade de Mullins-Sekerka, empregando a técnica variacional
fomos capazes de encontrar uma dependéncia temporal ideal para o fluxo de calor (ou
campo de temperatura) longe da interface, enquanto que na descarga elétrica encontra-
mos como a carga elétrica no plasma deve evoluir no tempo para minimizar as amplitudes
de perturbacao. Uma extensao natural dos resultados do Cap. 4 seria a investigacao de
estagios totalmente nao lineares da dinamica (tanto para situagoes tridimensionais quanto
bidimensionais) de crescimento de cristais e de processos de descarga elétrica.

No Cap. 5 estudamos o procedimento convencional para medir as propriedades adesivas
dos fluidos, chamado de probe-tack test, em que duas placas solidas confinam uma fina
camada de fluido. Para medir a forca de descolar as placas em funcao do deslocamento do
aparelho, levanta-se a placa superior a uma velocidade constante enquanto a placa inferior
¢ mantida em repouso. Esse tipo de levantamento fornece curvas forca-deslocamento que
apresentam uma dada energia de adesdao (4rea sob a curva) e grandes valores do pico de

forca aplicada pela maquina. O primeiro estudo realizado no Cap. 5 visa a minimizagao
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da energia de separacao das placas no teste de aderéncia de fluidos viscosos. Isto é
feito através da utilizacdo de uma abordagem variacional similar ao método utilizado nos
capitulos precedentes. Equivalentemente ao problema de injecao em Hele-Shaw, o insight
do nosso método é a analogia da poténcia dissipada com uma lagrangeana e a utilizacao
da equagao de Euler-Lagrange para encontrar a fungao de movimento para o levantamento
ideal que minimize a energia de adesao.

Nossos resultados mostraram que através do emprego de tal conducao ideal obtemos
valores consideravelmente menores da energia de separacao das placas. Além disso, veri-
ficamos uma diminuicao significativa nos valores do pico da for¢ca de adesdao. A eficicia
do nosso processo de otimizacao foi verificada para os casos de fluidos newtonianos e
fluidos nao newtonianos (viscosidade dependendo da taxa de cisalhamento por uma lei
de poténcia). Mostramos que a minimizagao de energia ¢ maior no caso de um fluido
shear-tickening comparado a situacao newtoniana, e nao é tao eficaz para um fluido do
tipo shear-thinning. Como discutido no Cap. 1, nosso protocolo fornece a grande van-
tagem de minimizar a energia dissipada no levantamento. Além disso, devido & queda
significativa do méximo da forca de adesao, especulamos que podemos evitar fraturas da
amostra que ocorre nos testes que utilizam velocidade constante de levantamento. Muitas
vezes esse defeito impede de medir a forca de adesao de um material de uma maneira nao
destrutiva [215].

Na maioria dos testes de adesao os efeitos inerciais do fluido sao realmente insignifi-
cantes. No entanto, a acao da inércia do fluido pode se tornar relevante se considerarmos
um maior espacamento inicial entre as placas, fluidos de baixa viscosidade e velocidades
de levantamento mais elevadas. Na segunda parte do Cap. 5, estudamos a influéncia da
inércia do fluido na forca de adesao de fluidos newtonianos e nao newtonianos (descritos
por uma lei de poténcia). A influéncia da elasticidade do aparelho de medigao, assim como
a propria inércia do dispositivo foram analisadas. Verificamos que se o fluido confinado é
newtoniano, nossos resultados indicam que a inércia do fluido aumenta consideravelmente
a magnitude do pico de forca. Além disso, apds o maximo da forca ser atingido, a inércia
induz leve oscilagoes na curva forca-deslocamento cuja magnitude é atenuada no final do

processo. Também mostramos que, sob habitual circunstancias, a inércia do aparelho é

200



negligenciavel em comparacao com a contribuicao da inércia do fluido. A principal con-
tribuicao da inércia do instrumento é fazer com que as oscilacoes persistam na cauda
das curvas forca-deslocamento. Uma perspectiva de trabalho futuro para esse sistema é
a utilizacao do protocolo de minimizacao discutido na primeira parte do Cap. 5 quando
efeitos inerciais sao considerados.

Para fluidos nao newtonianos, verificamos que a competicao entre a inércia e as propri-
edades nao newtonianas viscosas determinam o perfil da curva forca-deslocamento. Para
fluidos shear-thinning observamos uma reducao do méaximo da forca adesiva e maiores
oscilagoes na calda da curva. O comportamento oposto foi observado para os fluidos
shear-thickening. Além de estudos experimentais, que poderiam confirmar nossas pre-
visoes teodrica, seria interessante investigar efeitos mais complexos na forca de adesao:
cavitacao, elasticidade do fluido, interacao da propria superficie do aparato com o fluido
e propriedades de outros fluidos complexos (por exemplo, fluidos yield-stress).

No Cap. 6 continuamos nossa andlise dos efeitos de inércia do fluido, porém agora
nas instabilidades de Saffman-Taylor. Em contraste com a grande maioria dos estudos da
dinamica dos dedos viscosos, experimentos recentes do fluxo na célula de Hele-Shaw de
geometria retangular [112]| e analises em nivel linear da geometria radial [109-111,113],
revelaram que a inércia pode introduzir modificacoes importantes na estabilidade e nos
aspectos morfologicos dos padroes de dedos viscosos. Para aprofundar os estudos sobre a
influéncia da inércia nas instabilidades em Hele-Shaw, abordamos o problema analitica-
mente através de uma teoria perturbativa de modos acoplados. O aspecto vantajoso e 1til
do nosso modelo teodrico refere-se a sua capacidade de capturar as alteracoes morfologicas
induzidas pela inércia ji na ordem ndo linear mais baixa de perturbagao O(¢?).

Em concordancia com os resultados da estabilidade linear previamente relatados, ve-
rificamos que para as duas geometrias radial e retangular a inércia atua estabilizando
as perturbacoes interfaciais. Além disso, conseguimos prever em nivel fracamente nao
linear as observagoes experimentais da Ref. [112]: o aumento dos efeitos de inércia leva
a formacao de dedos mais largos no fluxo de geometria retangular. Na configuracao de
fluxo radial, apesar da natureza estabilizante da inércia em fases lineares, prevemos que o

mecanismo de bifurcacao da ponta dos dedos é favorecido pela acao dos efeitos inerciais.
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Essa contribuicao favoravel a bifurcagao dos dedos ainda precisa ser verificada experi-
mentalmente ou numericamente. Ambos os métodos de integrais de contorno [216] e a
técnica phase-field |204] parecem ser apropriados para abordar nossas previses tedricas
em regimes fortemente nao lineares da dinamica.

Além das geometrias radial e retangular, ainda estudamos no Cap. 6 os efeitos de
inércia nas instabilidades geradas na célula de Hele-Shaw girante. Apesar de nao ser o
problema usual de Hele-Shaw, esse tipo de fluxo tem importantes aplicacoes praticas,
como no problema de mistura de fluidos misciveis. Em nivel linear, verificamos anali-
ticamente que a banda de modos instaveis e o nimero de dedos na interface nao sao
afetados pela inércia do fluido, porém o aumento do ntmero de Reynolds Re provoca uma
queda na magnitude da taxa de crescimento linear, estabilizando o sistema. Na analise
fracamente nao linear, observamos que a inércia do fluido tende a inibir a caracteristica
morfologica principal do fluxo girante em Hele-Shaw quando Re = 0, a competicao entre
os dedos. Nesse contexto, uma interessante progressao para esse trabalho seria verificar a
contribui¢do da inércia nas instabilidades em anéis de fluidos na célula girante [217,218].
Outra situacao importante, seria investigar o impacto de Re na célula girante quando as
forgas de Coriolis nao sao negligenciadas [219,220].

As Refs. [80,81] propuseram um método de controle de instabilidades particularmente
simples e eficaz, onde a configuragao paralela convencional da célula de Hele-Shaw é li-
geiramente modificada, de modo que o espagamento entre as placas varia linearmente ao
longo da direcao de deslocamento do fluido, com uma inclinacdo b muito pequena. Para
o fluxo radial, essa geometria define uma superficie conica (ou gradiente de abertura ra-
dial) da placa superior da célula. Nesse dispositivo suavemente modificado, estudamos
o fluxo devido ao levantamento e compressao da placa superior, investigando a influén-
cia do pequeno gradiente de abertura nas instabilidades da interface. Mostramos que o
comportamento linear do sistema pode ser convenientemente descrito em termos de trés
parametros adimensionais: o gradiente de abertura ', o nimero de capilaridade Ca e o
parametro de confinamento §. Através da adicdo da inclinacao b’ e ajustando adequada-
mente Ca e ) conseguimos estabilizar e até mesmo suprimir as intabilidades da interface

no processo de levantamento. Por outro lado, conseguimos gerar instabilidades no pro-
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cesso de compressao, que é originalmente estavel no limite b’ = 0. Estes resultados podem
fornecer um ponto de partida para o controle de processos de descolamento de placas em
contato com fluidos adesivos [44, 60, 137]. Por exemplo, poderiamos manipular a forga
de adesao de fluidos no probe-tack test discutido no Cap. 5 através de um gradiente na
abertura das placas do dispositivo.

Ainda no Cap. 7, controlamos as instabilidades na célula de Hele-Shaw girante através
da adicao do gradiente de abertura b’. Focamos no comportamento da interface entre um
fluido denso e viscoso e um outro fluido de densidade e viscosidade despreziveis. Nessa
circunstancia, examinamos duas configuragoes diferentes: (i) o fluido denso se encontra
na regiao interna, o que corresponde a uma situacao instavel quando v’ = 0, devido as
forgas centrifugas no fluido; (ii) o fluido denso se encontra na regido externa, situagao
originalmente estavel para ' = 0. Nossa andlise de estabilidade linear mostrou que
podemos estabilizar a interface do caso (i) através de um gap de abertura positivo (placas
divergentes). Além disso, encontramos analiticamente um gradiente de abertura critico
b. que suprime completamente as perturbagoes da interface em funcao de Q (parametro
que mede a razdo das forgas centrifugas em relacdo as forcas de tensdo superficial) e do
parametro de confinamento . Por outro lado, verificamos que a adicdo de uma inclinagao
negativa promove uma interface mais instavel comparada com o caso b’ = 0. Quando o
fluido denso se encontra na regiao externa, conseguimos induzir instabalidades na interface
adicionando um pequeno gradiente de abertura de sinal positivo. Esperamos que esse
protocolo de estabilizacao seja investigado em regimes fortemente nao lineares. Isso daria
suporte para a otimizagao em aplicagoes praticas, como nos processos de revestimento por
rotagao [69] e no crescimento de tecidos em bioreatores [205]. Finalmente, os resultados
obtidos nesta tese proporcionaram a publicacao dos artigos [76, 77,84, 85,108,114, 115,
127,128,146-149, 207|.
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