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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo para o problema de saber quais massas postas nos
vértices de poligonos homotéticos dao origem a um equilibrio relativo do Problema de N Cor-
pos. Tentamos generalizar o Teorema de Perko-Walter-Elmabsout variando o nimero de poli-
gonos, como também variando o expoente do potencial associado ao problema. Assim obtemos
também resultados para o Problema de N Vértices de Helmholtz.

Palavras-chave: Problema de N Corpos. Configuragdes Centrais. Equilibrios Relativos.
Problema Inverso. Teorema de Perko-Walter-Elmabsout.



Abstract

In this work we present a study for the problem of knowing which masses placed at vertices
of regular homothetic poligons give rise to a relative equilibrium of the N-Body Problem. We
generalise the Perko-Walter-Elmabsout Theorem by changing the number of polygons in the
configuration, and by also changing the exponent of the potential related to the problem. This
way we get results also on the N Vortex of Helmholtz Problem.

Keywords: N-Body Problem. Central Configurations. Relative Equilibria. Inverse Problem.
Perko-Walter-Elmabsout Theorem.
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. 12
CAPITULO 1

Configuracoes Centrais Poligonais

1.1 Introducao

O problema de N corpos € o problema central da Mecanica Celeste, e consiste em deter-
minar qual € a dindmica de corpos sujeitos a Lei da Gravitagdo Universal e a Segunda Lei
de Newton. Desde que foi estabelecido no século XVII, tal problema tem atraido a atengao
de grandes matemadticos, entre os quais podemos citar: Newton, Euler, Lagrange, Dirichlet,
Weierstrass, Mittag-Leffler, Liouville, Poincaré, Conley, Smale, etc.

Apesar dos esfor¢os, depois de mais de 300 anos, o problema permanece nao-solucionado
para o caso N > 2. Sdo conhecidos apenas alguns tipos de solugdes para esse problema. Entre
essas solugdes, as mais conhecidas sdo as ditas solucdes homograficas, cujas condi¢des iniciais
sdo o que chamamos de configuracdes centrais. Portanto, as configuracdes centrais assumem
um papel muito importante em Mecanica Celeste. Um tipo especial de solu¢do homografica
sdo os equilibrios relativos, e nesta tese tratamos do caso especial de equilibrios relativos poli-
gonais. As equacdes de Helmholtz que regem a dinadmica de fluidos incompressiveis tém uma
similaridade com as equacdes que surgem no caso de N Corpos, e os métodos tratados aqui
englobam também esse importante modelo fisico.

No Capitulo 1, enunciamos resultados gerais sobre o problema de N corpos e também
resultados existentes na literatura acerca do problema abordado na tese, bem como deduzimos
as equacoes que o regem, e enunciamos algumas propriedades de matrizes circulantes. Usamos
a decomposicao espectral das matrizes circulantes para reduzir as equagdes do problema a
subsistemas de equacoes.

No Capitulo 2, discutimos o problema inverso para o equilibrio relativo de um poligono,
obtendo resultado similar ao teorema de Perko-Walter-Elmabsout para o caso de um potencial
logaritmico, e evidéncias numéricas que o teorema € valido para um potencial qualquer com
expoente positivo.

No Capitulo 3, discutimos o problema inverso para o equilibrio relativo no caso de dois
poligonos homotéticos, demonstrando que para certos potenciais as massas em cada poligono
devem ser iguais entre si. Tais potenciais incluem o potencial logaritmico e o newtoniano.

No Capitulo 4, tentamos generalizar para vérios poligonos os resultados do capitulo 3,
e conseguimos fazer isto com certas hipdteses sobre os raios dos poligonos. Encerramos o
capitulo apontando nossos projetos futuros.

Muitos de nossos resultados e conjecturas foram baseados em visualisagdes das fungdes
através do programa MAXIMA. As figuras apresentadas no trabalho sdo feitas neste programa.
O MAXIMA € um sistema de computacado algébrica descendente do sistema MACSYMA, um
sistema de algebra computacional desenvolvido na década de 1960 no MIT. O MAXIMA € um
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"software livre" cuja licenca é de dominio ptblico.

1.2 Problema de N corpos

Vamos apresentar o problema de N corpos. Para uma exposicdo mais abragente consulte
[4, 20, 31].

Considere N corpos pontuais interagindo devido a forca de atracdo gravitacional. Suponha
que 0s corpos possuem posigoes q; € R? (1) e respectivas massas m j» as quais como hipétese
natural podemos supor que sdo reais e positivas (porém, no contexto de nosso trabalho vamos
permitir que sejam complexas, e quando quisermos aludir ao caso real faremos uma mencao ex-
plicita). Pela Lei da Gravitagdo de Newton, a for¢ca de interagcdo gravitacional entre dois corpos
€ diretamente proporcional ao produto das massas dos dois corpos e inversamente proporcional
ao quadrado da distancia entre eles. Por uma adequada escolha das unidades de medida, po-
demos considerar que a constante de proporcionalidade é 1. A for¢a agindo no i-ésimo corpo
devido a presenca do j-ésimo tem mesma direcdo e sentido que o vetor unitario

qj —4qi

—_— (1.1)
||Qj—ql'|\

Assim a forga resultante no i-ésimo corpo devido a presenca dos demais € dada pela expressao

i qlleqj all = lgj—al?

Z qu i —4i _ i mim; (QJ'_%'). (1.2)
/#l J#i

Pela Segunda Lei de Newton, a for¢a resultante sobre um corpo € igual ao produto da massa
pela aceleracdo. Portanto podemos dizer que as equagdes que regem o sistema sdo dadas por

N mmil(a:—a:
m,-qi:ZM para i=1,2,....N. (1.3)
= HCI] th
J#i
Considere a funcdo
m;m;j
U(quse-nan) =} (1.4)

i<j ||61i —CIJ'H

definida em (Rd)N \ A, onde
AN
A={(q1,---,qn) € (R ) |qi = q;, paraalgumie jcom i# j}.

A equacdo (1.3) pode ser escrita como:

U
mig; = 8_q~’ parai=1,...,N. (1.5)
l

"Em um contexto fisico, geralmente se pde d = 1,2 ou 3, logo mais no nosso caso de interesse faremos d = 2.
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A funcdo U é conhecida como potencial Newtoniano, no entanto podemos considerar uma
situacdo mais geral escrevendo o potencial tendo como parametro o nimero real a, da seguinte
forma:

m;m;
U(qi,---,qn) : sea#2, (1.6)
Ca-— 2;,”‘]1 ‘az
U(grs--,qn) = Y, mimjlog|lqi—q;|  sea=2.

j<i

O potencial Newtoniano € obtido pondo a = 3.

O problema de N corpos consiste em descrever o comportamento completo de todas as
solugcdes do sistema (1.5) para massas e posicdes iniciais prefixadas (para a = 3 dizemos que
€ o problema Newtoniano de N corpos). A idéia de mudar o potencial variando seu expoente
remete aos trabalhos do préprio Poincaré (veja [8], pag. 4).

O problema de N corpos tem-se mostrado bastante dificil. A despeito dos esforcos de gran-
des matematicos, permanece nao resolvido para N > 2, e pelo que se sabe € ndo-integravel
no sentido cléssico, por isso solug¢des particulares sio muito importantes. Neste contexto des-
crevemos na proxima se¢ao um conjunto especial de solucdes particulares que sdo objeto de
intensa pesquisa nas ultimas décadas.

1.3 Configuracoes Centrais: Alguns resultados gerais

Uma configuragio é uma conjunto de pontos em (RY)V que escreveremos como
q = (q1,-..,9qn). Dizemos que uma configuragdo é solu¢do do problema de N corpos se 0s
vetores ¢y, ...,qy satisfazem as equagdes (1.5). Uma solucao homografica do problema de N
corpos é um tipo particular de solu¢do onde a forma da configuracdo permanece similar durante
todo o movimento, no sentido de que em qualquer instante as posi¢cdes podem ser obtidas de
posicdes anteriores mediante uma dilatacdo e uma rotacao em torno do centro de massa gg do
sistema, que € dado pela expressao:

N
Z m;qj
L
Q0 ="—— (1.7)

) m;
=1

Pode-se deduzir (veja [31]) que uma solucdo de tal tipo deve ter como condi¢do inicial um
conjunto de posi¢cdes que satisfazem a propriedade de ser uma configuracdo central, definida
abaixo.

DEFINICAO 1.1. Uma configuracio g = (q1,...,qn) € (RY)N é dita configuracdo central se o
vetor aceleracdo em um instante ¢ =ty de cada corpo € diretamente proporcional a distancia
deste corpo ao centro de massa do sistema com a mesma constante de proporcionalidade. Ou
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seja, uma configuracdo é dita configuracdo central se para algum Yy € R valem as seguintes
equacoes:
Gi=—v(qi—qo), parai=1,...,N. (1.8)

Combinando as equacdes (1.8) e (1.3) podemos dizer que uma configuracdo central é uma
configuracdo que obedece as equagdes

mj qi —
) (1.9)
Z i = ||3

1#1

para algum y € R.
Como mencionado, estamos interessados também em casos onde o potencial ndo é o poten-
cial newtoniano. Para tanto, vamos escrever as equagdes acima como

mJ qi—
(1.10)

Z lai— qjua

ﬁéz

e considerar os casos onde a > 2.

Para a = 2 a equacdo (1.10) modela o movimento de vértices pontuais (ou vortices de
Helmholtz) no plano. Nesse caso as massas m; sdo interpretadas como vorticidades, e como
uma hip6tese natural podem ser nimeros reais positivos ou negativos (mas como dantes, a
menos de meng¢do explicita em contrdrio, vamos considerar complexas). Tal problema é con-
siderado como um "problema irmao"do problema de N corpos, uma vez que muitos métodos
funcionam em ambos 0s casos.

OBSERVACAO 1.2. ConfiguracOes centrais sdo condigdes iniciais das solu¢des homograficas.
E as solucdes homograficas sdo as tnicas solu¢des explicitas para o problema de N corpos.

Também € conhecido que num colapso total, os corpos tendem a uma configuragdo central.
Pode-se mostrar facilmente que o nimero Y deve ser positivo e que a velocidade angular v
dos corpos satisfaz v = y. (Para tais fatos consulte [20]).

DEFINICAO 1.3. Quando os pontos ¢q1,...,gx €stdo no mesmo plano, dizemos que a configu-
racdo central € um equilibrio relativo.

Esta terminologia segue do fato facilmente demonstravel de que num sistema de coordena-
das girando com velocidade uniforme v, essa configuragdo estd em equilibrio.

Existem alguns problemas em aberto relacionados a configuracdes centrais e ao problema
de N corpos; para uma interessante lista veja [1]. Entre eles talvez o problema em aberto mais
importante seja o problema de Chazy-Wintner-Smale que pode ser posto da seguinte maneira:
para uma dada escolha arbitrdria de massas reais positivas my,...,my, € finito o nimero de
equilibrios relativos no problema de N corpos da Mecanica Celeste?

Este problema tem-se mostrado dificil e até o momento foi resolvido apenas para N < 5 (no
caso N = 5 s6 foi resolvido "genericamente'no sentido que pode ser falho em certos conjuntos
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pequenos. Para N =4, ver [22], e para N = 5, ver [3]). Admitindo-se massas negativas em geral
ndo existe finitude, como demonstra o trabalho [25], onde se obtém um continuo de solu¢des.

O Problema Inverso do problema de encontrar Configura¢des Centrais consiste em, fixadas
as posi¢oes ¢1,...,qnN, investigar quais sdo as massas que podem ser postas nestas posi¢oes
de modo a formar uma configuracdo central. Existem varios resultados nesta direcao, é o que
vamos discutir na préxima secao.

Tal problema € importante, pois em muitos estudos do problema de N corpos se faz alguma
hipdtese sobre as massas. Por exemplo, no caso em que as posi¢des dos corpos formam um
poligono, muitos resultados na literatura acerca de propriedades qualitativas como estabilidade
supde que as massas sdo iguais, € interessante saber se este € o unico caso onde a solugdo do
problema de N corpos poligonal pode existir.

1.4 Preliminares

Nesta secdo vamos enunciar os resultados existentes na literatura relacionados ao nosso
trabalho.

Em 1772, Lagrange mostrou que massas quaisquer positivas postas no vértices de um tri-
angulo equildtero geram um equilibrio relativo. E conhecido na literatura que massas iguais
postas nos vértices de um poligono regular geram um equilibrio relativo para uma adequada
escolha da velocidade angular. L. M. Perko e E. L. Walter mostraram em [24] que o problema
inverso para o poligono, considerando o potencial newtoniano, somente tem soluc¢ao se as mas-
sas sdo iguais. B. Elmabsout em [16] redemonstrou de modo independente o mesmo resultado.
Vamos chamar este resultado de Teorema de Perko-Walter-Elmabsout.

TEOREMA 1.4. Perko-Walter-Elmabsout- N massas positivas pontuais postas nos vértices
de um poligono regular, com N > 3, sdo solugcdes para o problema inverso somente se as massas
sdo iguais entre si.

O trabalho de Perko e Walter [24] € nossa principal referéncia, onde buscamos embasar
nossos argumentos e generalizar os resultados. Além das ideias, tentamos importar também as
notagdes desta referéncia.

Estamos interessados em estender o teorema acima para LN corpos, colocados nos vértices
de L poligonos homotéticos, e estender o resultado também para o caso onde o potencial ndo
€ necessariamente o Newtoniano, incluindo o importante caso fisico de vortices de Helmholtz,
explicitamente, queremos considerar o problema inverso para as equacgdes em (1.10) onde o
expoente a pode ser um nimero maior ou igual a 2.

Antes, porém, de considerar o problema inverso, € interessante saber se realmente existem
equilibrios relativos da forma especificada acima.

Em [21] com a hipétese de massas iguais positivas sobre cada poligono é mostrado um
resultado de existéncia. Mais especificamente, considerando um dos poligonos inscrito na
circuferéncia unitiria com massas iguais a 1 nos seus vértices e o outro poligono inscrito na
circuferéncia de raio r com massas iguais a L nos seus vértices ¢ demonstrado que para cada
razao (L, entre as massas, existem duas configuragdes centrais uma com 0 < r < 1 e outra com
r > 1. Neste trabalho sdo apontadas algumas propriedades qualitativas da dependéncia entre
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0 raio e a massa em uma configuracdo central, como por exemplo ao considerar 0 < r < 1
quando a massa u do poligono de raio r cresce, entdo o tamanho do poligono que gera uma
configuracio central também cresce. As técnicas de expansdao em série de poténcias mostradas
neste trabalho inspiraram alguns de nossos principais resultados. No capitulo 3, reobtemos este
resultado de existéncia de configuragdes centrais poligonais e o generalizamos no caso de um
potencial com a > 2, porém sem tomar a hipétese de massas iguais em cada poligono.

O resultado acima foi estendido para um nimero qualquer de poligonos em [13]. Ali foi
mostrado que fixadas massas iguais (reais e positivas) em cada poligono, existem valores dos
raios que tornam a configuragao um equilibrio relativo.

Ainda tratando do caso de dois poligonos regulares em [15] é demonstrada a existéncia
de equilibrios relativos no caso Newtoniano onde os corpos estdo postos nos vértices de dois
poligonos, tendo o mesmo centro, homotéticos ou rotacionados de um angulo igual a metade
do angulo central do poligono, onde como hipétese tem-se massas iguais em cada poligono.
Alguns resultados de existéncia de equilibrios relativos no caso de poligonos com uma massa
central e massas iguais nos vértices do poligono também sdo obtidos em [5] e em [27]. Nos
capitulos 3 e 4 reobtemos 0 mesmo resultado de existéncia que em [21] no caso particular de
dois poligonos para quaisquer raios, € no caso de varios poligonos, sob certas hipéteses na razao
entre os raios, porém em ambos os casos com generalidade maior no sentido de considerar um
potencial com a > 2. Além disso mostramos que neste caso a hipdtese de massas iguais em
cada poligono é necessaria.

Em [28] os autores propdem uma prova mais simples do resultado encontrado em [24] e
em [16] usando argumentos similares aos de [24], porém tal prova apresenta um erro como
destacado em [10] que vamos comentar em maiores detalhes no apéndice A.

Em [29], sob a hipétese simplificadora de tomar iy, = bmy comb >0, k=1,...,N, onde

my, k=1,... N representam as massas postas nos vértices de um poligono e 71 representam
as massas postas nos vértices do outro poligono, os autores mostram que as massas devem
satisfazer m; = my = m3 = ... = my. Novamente os autores cometem o equivoco apontado em

[10]. Se correto o argumento deles forneceria um maneira simples de mostrar que 0 mesmo
resultado vale para um nimero qualquer de poligonos, como demonstrado no apéndice A.

Em [30], os autores propdem uma prova de que para dois poligonos s6 pode haver um equi-
librio relativo se as massas em cada poligono sdo iguais, no caso do potencial Newtoniano.
Porém eles cometem o mesmo erro apontado em [10]. Contudo suas equacdes para a carac-
terizacdo da velocidade angular concidem com as nossas. E a nossa maneira de formular as
equagdes € idéntica a deles. Vamos tratar disto no apéndice A.

Em [7] é mostrado que para o problema "irmao"de N vortices vale o mesmo resultado que o
caso Newtoniano, no caso de um poligono, a saber, um equilibrio relativo com N vortices, com
N > 3 somente € possivel se as vorticidades sdo iguais. N0s também reobtemos este resultado,
e o generalizamos para o caso de dois poligonos onde mostramos que as vorticidades, em cada
poligono, devem ser iguais. Ainda em [7] é demonstrado o fato curioso que se N =4 e se
os dois poligonos estiverem rotacionados de % entdo, supondo vorticidades iguais em cada
quadrado, entdo para quaisquer vorticidades tem-se um equilibrio relativo.

Nosso trabalho estd de certa forma relacionado em saber se existe "perversidade" no pro-
blema poligonal conforme definido em [8, 11], a despeito de em geral o equilibrio relativo ndo
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ser uma coreografia, conforme posto nestas referéncias. Contudo se a tnica solucdo para o
problema inverso do poligono for com massas iguais, isto mostra que um equilibrio relativo
poligonal € uma solucio ndo-perversa.

1.5 O problema de poligonos homotéticos em equilibrio relativo

Nesta secdo, nosso objetivo é deduzir as equagoes que regem o problema. A saber vamos
mostrar que as equag¢oes podem ser escritas como um sistema linear nas massas onde a matriz
de coeficientes pode ser particionada em blocos, e cada bloco é representado por uma matriz
circulante.

Considere L poligonos regulares concéntricos € homotéticos, cada poligono contendo N

vértices. Considere ainda LN massas pontuais my,...,my,MN+1,...,MoN,MIN+1,---,MLN,
cada massa fixada num vértice de um dos poligonos. Vamos supor que os poligonos estdo
inscritos em circunferéncias de raios ry,...,r; onde r; € R% e r; # rj se i # j. Assim, quando

dissermos poligono de raio r;, queremos nos referir ao poligono que esta inscrito na circunfe-
réncia de raio r;. Enumeremos as massas de modo que as N primeiras massas estdo nos vértices
do poligono de raio ry, as massas my-1,...,myy estdo nos vértices do poligono de raio r,, €
assim sucessivamente. 2
Vamos descrever os vértices dos poligonos com coordenadas complexas. Seja @; =e ~¥ ',
escrevendo ¢ para o vértice do poligono que contém a massa my estabelecemos as seguintes

relagdes:
q(j—1)N+k =T'j0, para  j= 1,....Lek=1,...,N. (1.11)

Seja

LN LN
Y mig; Y mjq,
=l _ =

do = —y
) m;
j=1

LN

o centro de massa do sistema, e M = Z m; a massa total do sistema. A partir de agora, em
Jj=1

todo nosso trabalho supomos sempre que M # 0 (1). Esses corpos estdo em equilibrio relativo

m (1.12)

!Fisicamente, no caso Newtoniano a = 3 essa hipétese é natural, uma vez que geralmente se supde as massas
reais positivas. No caso de vértices a = 2 essa hipdtese é menos natural, pois podemos ter vorticidades negativas.
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com velocidade angular v se, e somente se, satisfazem as LN equagdes abaixo:

? Z % e
Ev:ivVigi—qo) = Y my o mj——
ak—qj|* ;A qaxk —q;j|*
Hék ‘ J’ =N+1 ‘ ’

LN

+ ...+ Z mquja, parak=1,...,N.
j=(L—1)N+1 9% — ;]
N 2N
9k —4j qk —4j
Ey:vigi—qo) = Y mj—o— T Y o A
@m0 = Lmp 5t D e g
j#k
LN .
+ ...+ Z quk—qja, parak=N+1,...,2N.
j=(L—1)N+1 9% — 4]

%”mq —q;

EL:vi(qri—qo) = m;
Z ]!qk qj\“ i lax—ajl

+ ..+ Z qu—qja, parak=(L—1)N+1,...,LN.
J=(L-DN+1 |Gk |
J#k

Tomando a equacdo Er para T fixo, e k fixo, k € {(T —1)N+1,...,TN} reescrevemos da
seguinte maneira:

2

%
ET:vzqk = m; < —|——q>
Z / quc—qjl”’ ’

2N G —qi v2 TN
+...+ Z m; —Ja—i-— Z mjq;
(T#lkN+1 |‘1k_CI | j=(T—1)N+1
J
LN 2
d—4; |V
+o..+ Y m,~<—’a+ q,)
j=(L—1)N+1 |9k — 4l
Substituindo as relagdes (1.11) nesta equacao obtemos:
N 2
rr@y —r1@; \%
Er: VZI”TCOk = m; <— + —I’la))
j:zl J ‘rT(Dk—rl(Dj‘“ M J
TN TN
rr @, rr@;j
+...+ Z nm;j - Ja Z m;rr @j
j:(T;:k)NH |rr @ — rr 0] j=(T—1)N+1
J

LN 2

rT@Wp —rp@j \%

+...+ Z mj<—Ja+MrL(0j .
J=(L—1)N+1 |rr @ — rLoj]
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.o - 2n(—k) ;
Multiplicando esta equagdo por @_; =e~ ¥ ', obtemos:

2
— ;i \%
E V = —r1;_
T:Vrr Zml(‘wk’ ‘rT_rle k‘“+Mrl J k>
TN rr@; v2 TN
| Y me I Y ey
J=T—1)N+1 || ?[rr —rr ;| Mj:(Tfl)N+1
J#k

LN )

rr —rp@;_ \%

et ) mj( e +—rLa)jk).
j=(L—1)N+1 || rr —rL@j—i|* M

Para escrever as equacdes acima de um modo matricial, definimos L? matrizes N x N da
seguinte maneira, se 7 # S, a matriz Arg = [ay j] tem entradas

rr — I’Sa)j_k

2 .
a = + 7rswj— para k,j=1,...,N; (1.13)

lrr — rs@;_i|®

e a matriz A7y é dada por Arr = [ay;], onde

rr—rr@j_g 2 :
Wi = |7’T—I’TCO] k|a+vrTwJ Kk sekF#
2 J (1.14)
Ak — MI”T.
Podemos escrever as LN equagdes, representadas em Ey, ..., Er na forma matricial:
i my T [ V2r1 T
my V2r1
All A12 AlL T—H TZX
Axy Ay ... Ay ) - ) (1.15)
. . . 2
moN Vo
ALl AL2 ALL S E— ——y
mi—1N+1 verL
2
L MmN L vorL
Denotemos:
my my+1 M(L—-1)N+1
ma my M(L—1)N+2
= |, = : L= , . (1.16)

my myn min
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I=1.]. (1.17)

Reescrevemos (1.15) da seguinte maneira:

%

Al Ap ... AL ﬁl sz'l_l>

Ay Ay ... Ay 2 vir 1
oo : = 2. (1.18)

Ap A ... AL My verT}

1.6 Matrizes circulantes e autovetores

Nesta secdo, nosso objetivo é estabelecer alguns fatos bdsicos sobre matrizes circulantes e
usd-los nas matrizes da secdo anterior para deduzir propriedades sobre seus autovalores.

DEFINICAO 1.5. Uma matriz P, de ordem N, € circulante se P;_j ;1 = P;;Vj,k=1,...,N,
onde estamos identificando Py ; com Py, € B o com Py .

E imediato notar que as matrizes definidas por (1.13) e (1.14) sdo matrizes circulantes.

LEMA 1.6. Considere a matriz circulante W € My n(C)

0 0 01
1 O 00
W =
0 0 10
Se a matriz P € circulante, entdo P tem a forma:
Py P ... Py Py
Py Pip ... Pino2 Py
P ) ) ) . ,
Pip ... PAin1 PN P

”

N
e vale P = Z PLJ-WN_H].
j=1

Demonstracdo. A demonstracao € feita por imediata verificacao. U
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1
£ wp
E fécil ver que v, = . ¢ autovetorde W parap=1,...,N.
N-1
@p
De fato:
00 0 0 1 1 o)
1 0 0 00 Wp 1
01 0 ... 00 : (O Nl
W=l s 0 I T B e
. . . . . . :_ 1\.’_2
00 .. 0 10 w117\’1 o,

Um fato importante a notar € que o conjunto {vp}g:1 forma uma base ortogonal de CV em
relacdo ao produto interno hermitiano candnico, dado por:

N
<(X17---yXN>7()71,---7)’N)> - in_)Ti-
i=1

Da Algebra Linear sabemos que como P € um polindmio em W, conforme lema (1.6) o autova-
lor de P associado ao autovetor v,, € obtido por meio do correspondente polindmio aplicado no
correspondente autovalor a)év ~1 ou seja, o autovalor de P associado ao autovetor vp € 0 niimero
N
(V=1 \N—j+1 1 . )
Z P j(w, ) . Ao utilizar tal fato podemos estabelecer o seguinte lema:
Jj=1

LEMA 1.7. O autovalor 4,(Ars) associado ao autovetor v, de Ars é dado pela seguinte expres-
sdo, se p =N — 1:

N

rr —rs@;—q i1
Ay(Ars) = Y LTl il g T A4S,
) = L e f T
" (1.19)

rr —rr@i;i_— i1
Mp(Arr) = ¥ LT it

Para p = N — 1, o autovalor € dado pela seguinte expressao:

N 2
rr —rs@;_1 i1 \%
Av—1(Ars) = _—,]awz{/q +rg—N, paraT # S,
=il = rs@j-] M (1.20)
N 2 .
rr—rr@;i_q i1 \%
Av_1(A = = w! —N.
N-1(A7T) j;‘rT_rTw e N—1 7T 57

Demonstragdo. Inicialmente consideremos o caso em que 7' # S. Denotemos as entradas da
matriz Arg por ai;. Como Arg é circulante, seu autovalor A,(Ars) serd dado pela expressdo



1.7 REDUCAO A SUBSISTEMAS 23

Ap(Ars) =XV arj(@)f =" YN=/*1. Substituindo ay; por sua expressdo, obtemos:

N
. T —rs@j—|
holrs) = 1, (er —rs@j—1*

2
A% _ .
+Mrswj1) (@) ~HN=HL (1.21)
=1

Agora notemos que:

N : .
ij | N DN=j+1 = Zw{?(N—l)(N—J-I—IH—(J—l)
j=1
_ i PG
j=1
&
= Zw;-i-l

Mas
i {O se p#N-—1,

j—1
D1 =\ N se p=N-—1.

=1
Notando ainda que (@) ~")¥=/*! = (@,)/~!, e substituindo em (1.21) obtemos:

Ap(Ars) = i (LW) o' sep#AN—1
S\ rr —rs@j |
N v2
rr —rsj—q
}LN—l(ATS) = Z (m) (DN 1 —|-I’SMN sep=N-—1.
A demonstracdo no caso em que 7" = § € muito semelhante e por isso serd omitida. U

1.7 Reducao a subsistemas

Nesta se¢do nosso objetivo é decompor o sistema de equacdes (1.18) em subsistemas para
simplificar a andlise de nosso problema.
Notando que

Ver 1
Ver ) 1 )
=Vrr . = VTrrvy,
VZI’T 1
podemos reescrever o sistema em (1.18) como:
2
Al A ... AL ﬁl Vorivn

Ay Ay ... Ap 72 v2r2v
. - - N (1.22)

ALI ALZ ... Arp WN VZI’LVN
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O lema seguinte vai estabelecer o que chamamos de "subsistemas"deste sistema.

LEMA 1.8. O vetor

h . 0 0

= ;?2 - fi 7 S) +xb *3%1* bl E) . (1.23)
a7 el o s

€ solucao do sistema (1.22) se, e somente se, os coeficientes xf ,xg e 7x£ satisfazem os subsis-

temas:
ﬁ%@@+é%@@+m+§%mm _—
X1 Ap(A21) +x545(A0) + ... +x;A45(A2) = 0,

(1.24)
xlflp(ALl) -I—XIZJAP(ALz) +... —I-XZAP(ALL) = 0,
parap=1,...,N—1, e para P= N, o subsistema:
)C]]VAN(AH)—f—xg),N(Alz)—}-...—‘rx]Lle(AlL) = V27‘1,
N AN(An) + X An(An) + ..+ X An(Ao) = VP, (1.25)

W (An) + A (Ar) + .+ AN (A) = Vi

Demonstragdo. Basta notar que

A]] A12 Ce A]L Vp 0 0
A21 Azz e AZL N 0 1%
S DO v I vl T 7
: p=1 - - .
AL A ALL 0 0 Vp
A11Vp Alzvp A]va
N Ay Axv Aoy v
= Y [« — x5 — A -t
p=l . . .
Alep ALZVP ALLVp

X Ap(An1) +x5Ap(A12) + ...+ X7 Ap(ALL)) v
X Ap(A21) + X5 Ap(A22) + ...+ X[ Ap(Aor)) vp

I
M=

ki

(xflp(ALl) +X§)Lp(AL2) + ... +xZ}Lp(ALL)) Vp
Substituindo isto em (1.22), obtemos:

(xf?tp(An) -l-xlz))up(Alz) —+ ... -i-xlljlp(AlL)) Vp vzrlvN
(xf)tp(Azl) —|—x§7tp(A22) +... —I—x{/'tp(AZL)) Vp VzrzvN

> | -

p=1 : :
(xflp(Au) -I-XIZ)AP(ALQ) +... -I-XQJAP(ALL)) Vp VZI‘LVN
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Levando em consideragdo que o conjunto {v1,...,vy} é uma base de CV vemos que a equagio
acima € satisfeita se, e somente se, os subsistemas (1.24) e (1.25) sdo satisfeitos. ]

Aqui vamos esclarecer o erro que foi apontado por [10].

Em [28, 29, 30] € argumentado que o tnico autovetor de uma matriz circulante com co-
ordenadas todas reais € o vetor vy e, portanto, ele € o tinico vetor com coordenadas reais que
pode ser solugdo da equagdo (1.22) para L = 1. O erro apontado estd no fato de que se a matriz
circulante possuir um nicleo nao-trivial, podemos adicionar vetores desse nicleo que tenham
coordenadas reais e ainda assim obter uma solucdo do sistema. A dificuldade consiste, por-
tanto, em verificar qual € o nicleo da matriz, e se esse nicleo contém vetores com coordenadas
todas reais. Isto € justamente o que € feito em [24] nos lemas 10 — 12. Para mais detalhes veja
o apéndice A.

1.8 Autovalores das matrizes Arg

Nesta secdo vamos estudar as propriedades dos autovalores das matrizes Ars.

Vamos estudar os "subsistemas” em (1.24) considerando os niimeros A4,(Ars) como coefi-
cientes, € 0s nimeros xf . ,xz como variaveis.

Inicialmente vamos determinar uma férmula para representar a expressdo A,(Ars). Para
isso precisamos do lema que segue, cuja demonstragdo € inspirada nos lemas 5 e 9 de [24].

N

X—yw;_ ;
LEMA 1.9. Para x e y reais, as somas A4,(x,y) = Z #lawz,_l e
i=1 ‘x—y(x)j_1|
N
Ay(x,y) =) ——————@) " sdo reais.
p\Yy j:Z:Z|x_ywj_1’a 14
Demonstragao.
X—ywj—1 1 _ X—y0j-1 ~ 577
x—yw;_i|e" r=yo; ="
_ X—yWj—1 ~ -7 _ X—YON—j+1 oN—i+1
[ —y@ e e —yon—jri]¢ 7

Assim, na soma, se j > 2, 0 j-ésimo termo é conjugado do (N — j+2)-ésimo termo. Para j =1,
olhando para o termo correspondente na soma percebemos imediatamente que este termo € real.
Isso ¢ suficiente para concluir que Ap(x,y) é real. Subtraindo de A,(x,y), seu primeiro termo
que ¢ real, obtemos A,(x,y), que portanto é também real. O

Note que usando os Lemas 1.7 e 1.9 garantimos que os autovalores das matrizes Arg sdao
reais. Vamos usar o lema acima para deduzir uma expressio para A,(Ars). Trocando j— 1 por
Jj e notando que para j = 0 obtemos o mesmo termo que para j = N no somatorio, temos:

N N-1 N
Zwaﬂ—l: Zﬂ j:Zx_—wa j.
j=1 |x—ya)j,1|“ P =0 x—yw;|* P =1 [x—yw;|* P
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Observando que para x e y reais vale:

k—yo,? = (x—yo,)x—yo;)
= xz—xyﬁj—nya)j—i-yz

2wj
_ 2 2
= X xycos( N )+y.

E também que

: : ; 2rj
Re[(x — yw;)0)] = Re[x@} — yo/ || = xcos (ij> — ycos (

2nj(p+1)
)

Usando o lema anterior e as equacdes acima escrevemos para x € y reais:

2njp\ 27rj(p+1)>
N X—ywj_| il _ N XCoS (—N ) yCOs (—N
Y Loy =)

= Ryl j=1 ( 2xycos( )+y )2
DEFINICAO 1.10. Definimos f, : R\ A — R por

3] = N xcos (2”%) — ycos (27rj(]€+10)> | .
=1 (2 = 20yc0s () +32)°

(1.26)

onde A = {(x,x)|x € R}.

Observemos que f, depende também do pardmetro a e que € homogénea com grau de
homogeneidade 1 —a.
Notemos também que por (1.19)se T #Sep #N —1

Ap(Ars) = fp(rr,rs). (1.28)

Além do que, se T =S, por (1.26), podemos escrever:

27jp 2rj(p+1)
N rrcos | &2 ) — preos | ==LAPT
AArr) = Y (%) (= i ) (1.29)

j=2 < —2r2.cos <2]7\§J) + r%) :

Nos capitulos seguintes vamos usar estas férmulas para analisar o problema inverso para equi-
librios relativos poligonais.
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CAPITULO 2

Caso de um Poligono

2.1 Equacoes para o caso de um poligono.

Nesta secdo vamos apresentar as equagoes para o caso de um poligono regular e estabele-
cer alguns resultados sobre esse problema.

O problema inverso para um poligono em equilibrio relativo foi estudado em [24] onde foi
demonstrado que no caso do potencial newtoniano as massas devem ser iguais. Em [7] com
uma técnica que ndo consiste em analisar explicitamente os autovalores da matriz circulante
correspondente, € mostrado que o mesmo vale no caso do potencial logaritmico a = 2 (Equa-
coes de Helmholtz). N6s damos uma nova demonstracdo deste tltimo fato, mas agora seguindo
a ideia de analisar os autovalores.

Nossa intencdo também € discutir esse problema e ver como ele se comporta ao variar o pa-
rametro a no potencial. Até onde temos conhecimento nao existe resultado similar aos citados
anteriormente se a for diferente de 2 e de 3, entdo analisamos como os autovalores dependem
do expoente do potencial. Nossos resultados numéricos indicam que o comportamento do pro-
blema inverso € o mesmo para qualquer potencial positivo. No entanto (ainda) ndo conseguimos
uma demonstracao formal deste fato.

Para o caso particular de um poligono as equagdes em (1.22) tomam a seguinte forma

[A]] ] [ ﬁ] ] = [ v2r1vN ], (2.1)

onde a matriz Ay} = [ak j}, de ordem N x N é dada pela expressao (1.14), que neste caso toma
a forma:

ry—rij—g 2 .
i |r1 —r1@; k|a+wﬁrleik © K7
o2 i= (2.2)
a = —r.
kk M 1

Como h4 apenas um raio, ndo havera confusdo ao denoté-lo simplesmente por r, e € isto que
faremos no restante deste capitulo. Como o problema € invariante por dilata¢do, ndo hé perda
de generalidade em supor que » = 1. Se fizermos isto, € pusermos a = 3 a matriz acima se torna
exatamente igual a matriz definida pela equacao 5 em [24], e a equagdo (2.1) coincidird com a
equacgdo 8 de [24]. Mas por ora vamos permitir que r varie.

O Lema 1.8 aplicado a esse caso particular toma a seguinte forma:

LEMA 2.1. O vetor N
ﬁl = Z vap 2.3)
p=1
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€ solucdo do sistema (2.1) se, e somente se, os coeficientes xf para p =1,... N satisfazem as
seguintes equagdes
xA,(A11) =0, parap=1,....N—1. (2.4)
e
Nan(Ar) = rv?, (2.5)

ou seja, neste caso, nossos subsistemas lineares sdo 1 x 1.

Para mostrar que numa solugdo de (2.1) as massas devem ser iguais devemos mostrar que
Ap(Ay1) #Oparap=1,...,N —1ounocasoemque A,(A;1) = 0 o(s) autovetor(es) correspon-
dente(s) geram um subespaco vetorial de CV que ndo contém vetores com coordenadas todas
reais. E isto que tentaremos fazer no restante do capitulo.

2.2 Estudo dos autovalores de A

Usando os Lemas (1.7) e (1.9) podemos escrever para p # N — 1:

N r—raj—q .
A (A1) = I b NP bt
N—1

‘ 271 j(p+1
N—1rcos (MJ) — rcos (%)

B ) )
o cos (252 os (2521)
()
N 1cos<2N"’) —cos(z”f(;v’“))
B (@)

N—12sen (W) sen(%j)

— rl—a
L

1—a

(SIS

a

e (3)

N—1 . .
2 1
— jpl-agl-a E sen (—7”( Z—i_ )> sen! ¢ (—7;\]]) . (2.6)

J=1

DEFINICAO 2.2. Definimos &, : R” — R para p=1,...,N por

N—1 .
Ep(r) = (2r) I—a Z se (%4_1)) sen! ¢ (%) . 2.7
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Obviamente, temos
Ap(An) =&p(r) se p#N-1.

Notemos que esta expressao generaliza a expressdo encontrada na equagdo 12 do corolario do
lema 9 de [24]("). Para p = N — 1 usando novamente os Lemas (1.7) e o lema (1.9), a expressao
do autovalor é da forma:

N
Av—1(A11) =En_1(r) +I’V2M. (2.8)

Em [24] é mostrado que se @ = 3 entdo &,(1) #0se p# L e p#AN—1.Equese N >3 0
conjunto de vetores {vy_1,vy_1} ndo gera vetores com Coordenadas todas reais(?), assim con-
cluimos o teorema de Pérko—Walter—Elmabsout. Queremos demonstrar resultados semelhantes
entdo vejamos a seguinte proposi¢ao.

PROPOSICAO 2.3. Para p =1,...,N vale a seguinte relacao

Ep(r) = =8En_p-1(r). 2.9)

Demonstragdo. Note que

cen (ﬂj(Z(N—]z\;— D+ 1)) en (27%7\/ - nj(211\9]+ 1)) ~ en (nj(2§+ 1)) ,

donde

o Zsen( 2(N £—I)+1)>Sen1a (%)
N—

-t R (3)
= —Gp(r).

Esta proposi¢do generaliza a equacdo obtida no lema 9 de [24].

2.3 Autovalor Ay_1(A;;)

Estudemos o que ocorre com o autovalor Ay_1(A11).
Lembremos que

Ey1(r) = (2r)+ lzsena 1(7;]])86 <7TJ'(2(N];1)+1)>+W2%

Para estudar este autovalor vamos necessitar do lema que segue, que € inspirado no lema 4 de
[24].

'Nossa expressio difere dessa referéncia no indice pois o que eles chamam de autovetor v; corresponde ao
N0SSO autovetor vi_j.
2Veja Apéndice B
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LEMA 2.4. Se 71 e vZ sdo solucgdes de Anﬁl = rv2vy, entdo vale a relacdo
N
2
vi— = Av(A1).
rviy N(A11)

Demonstmgao Denotemos os elementos da matriz A1y por (Aj1);. Somando as equagodes de

Allﬁl = rv2 I e usando o fato que para a matriz circulante A1; a soma dos elementos de uma
linha é uma constante igual ao autovalor Ay(A1;) obtemos:

N N
Z (Z(A]]) >m] =rv N

k=1 \j=1

N N
:>Z Z(All)kj mj:rva

j=1 \k=1
:>M),N(A11)ZVV2N

N

= (A1) = rvi=.

N(A1) =7 i

]

%
LEMA 2.5. Se m; e v2 sio solugdes de Apmy=rv21 , entdo o autovalor Ay_; (A1) é nulo.

Demonstragdo.

Sn—1(r) = (2r)“llj;1 sen” ! (%) sen (W) +rv2%

N—1 .
2N—1
= (2r)! Z sen?~ ! <%> sen <ﬂ] ) + An(A11)

j=1

N-1 - _
= (2r)! Z sen?”! (ﬂ) sen ( J2N 1) )
= N
N-1 ;
2N +1)
+(2r) 1Y sen®! (—7;\]]) sen (M( N+ )

j=1

Mas usando a identidade

b —b
sen(a) + sen(b) = 2sen (a; ) cos (a 5 ) ,

o (FBDY (B s () <o

obtemos

N
Logo Ay_1(r) =0. O

Este fato generaliza o lema 4 de [24].
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2.4 Analise dos autovalores de A{; no caso a = 2.

Aqui apresentamos nossa demonstragdo para o caso a = 2.
Para a = 2, a expressdo de §, toma a forma:

| N=lsen (—”j(zlffrl))

ép(r)zg,jz] sen(”—j)

N

Sem perda de generalidade, podemos escolher » = 1. Fazendo isto, escrevemos:

; nj(2p+l) . Tj(2p+1) .
| N=1sen <M) | N=1 x (eizv L e ’)

PR WG] R )

j=1  sen (W

Mas
Tj2ptl) ; _mj@p+l) .
e N "—e N 2njp ; 2mj(2p=1) ; i zj; _Jn2p=1) in(2p) ;
. % = e N —|—g N e N—|—. —|—gNg N —|—e N
eN! — e N

27jp : wj(2p=2) . wj(2p—4) . wj(2p—2)

. wj(2p) .
N R e I I A /OB T1)

Para analisar esta soma vamos necessitar do seguinte lema:

LEMA 2.6. Seja K € Z entdo:

l]\tlem%[(i:{ —1 se K#£0 (modN),

2 & N%l se K=0 (modN).
Demonstragdo.
27K - lN_l 27K . 1
K=0 dN)=e vV i=1=— TIi=_(N—=1).
(mod N) = e 21'2'16 2( )
N ok N=1 ,
Se K#0 (mod N) = Z 0= ZeTjKl:_l,
j=1 j=1
E dai segue o lema. U

Usando este lema podemos demonstrar a seguinte proposicao.
PROPOSICAO 2.7. Seja p € Z talque 0 < p < N — 1 entdo

wj(2p+1)
1! sen (ZGp)  N—(@2p+1)

231 sen (%) 2

(2.11)
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Demonstragcdo. Provemos inicialmente nos casos em que 1 < p < % Note que:

: wj(2p+1) . wj(2p+1) .
1N71sen<%p+l)> 1N71ll.<e N l—e TN ’)

5p(1)252—m>:§;2 l(nj-_ nj.)

j=1  sen ( 7

Usando 2.10 obtemos:

Mas como 1 < p < %’ = —N < —2p <2k <2p < N.Nointervalo (—N,N) s6 existe um nimero
congruente a zero médulo N, logo vemos que k =0 (mod N) = k = 0. Usando o lema (2.6)

€SCrevemos:
2o 1NSD oy N-—1 1 N—-(2p+1)
— Nl =——42p| = | =——— 7~
)3 (226 ) 2 p( 2) 2
Para o caso em que p = 0 temos:
1N—1sen<w>
25 sen(#)

Agora usando a proposi¢do (2.3),se 0 < p < 5 N obtemos:

_N-(20+1)

1 8=] .
‘z§ 2

Ev_p1(1) =—=&,(1) = _N- (22p+ 1) N- (z(N_Zp_ D41

Agoranotando quese 0 < p < ¥ 5, entdo 7 —1<N—-p—1<N-—1,concluimos a demonstragao.
O

COROLARIO 2.8. Se p =YL entdo £,(1) = 0.

Este corolario concorda com o caso newtoniano. Basta comparar com o segundo corolario
do lema 9 de [24].

COROLARIO 2.9. Se p# Y=L e p £ Nentdo £,(1) #0.

COROLARIO 2.10. Vale a relagdo

Av(An) =~ (2.12)
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Demonstragcdo. Note que para p =0 ou p = N a expressao

| N=1sen (_nj(21\1;+1)>

- (2.13)
2 j=1  sen <%>
tem o mesmo valor, e dai segue o corolério. ]
TEOREMA 2.11. Sejama =2e N > 3. Se o vetor de massas € da forma:
N—1
= x,’ v + v, (2.14)

com xllv = mrvz, entdo temos uma solucdo do sistema (2.1).
Reciprocamente se temos uma solucao do sistema (2.1) entdo o vetor de massas é da forma

N-1

7t :xlTv% +lev_1vN_1+x11VvN. (2.15)
Além do mais, se permitimos apenas massas reais, todas as massas devem ser iguais entre si.

Demonstragdo. De fato suponha que o vetor 7t é da forma

No1 1
Mi=x,% vy +———rViuy.
SRS TV P L
Entdo segue que
N-1 1 —
Allﬁl =A(x,? VM—F—I’VZVN :rvzvN:rvz 1.
(™ v Av (A1) )

Agora suponha que temos uma solucdo de (2.1). A afirmacdo que a solucdo deve ser da
forma: .
m=x 7 v+ e, (2.16)
segue do Lema 2.1 e do Coroldrio 2.8. A afirmacdo que se as massas sdo reais devem ser iguais
entre si, segue do fato que se o vetor

N—-1

x, 7 v +x) oy €RY (2.17)

=
N-1 { ] ]
entioN =3 oux,* = xllv " =0. Para uma demonstragdo deste fato veja o apéndice 2. U

O comportamento similar dos resultados para o caso a =2 e a = 3 nos faz perguntar se
esses resultados valem para outros potenciais. Na proxima secao exploraremos esta questao.

2.5 Comportamento de &, tendo a como pardmetro

Vejamos como fica a fungdo £, para alguns valores de N, em fungdo do pardmetro a. Para
isso fixamos r = 1, e plotamos os gréficos de &,(1) em fun¢do do pardmetro a. Primeiro
facamos N = 4.

Na legenda da figura no canto superior direito, o indice p estd ordenado de 1 até 4, nas
proximas figuras seguimos este padrao.



Figura 2.2 Fungdo ,,N=5,p=1,2,3,4,5.
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4 (27M(1/2-(1-a)/2)-1)* 2~ (1-a) ——

(1-2(1/2-(1-a)/2))*2~(1-a) ——

(27(1/2-(1-a)/2)- )2 (1a) ——

, (27(1/2-(1-a)/2)+1)*2A(1-a) ——
Figura 2.1 Fungdo §,,N =4,p=1,2,3,4.

6 funl —
fun3 —
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a
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M e *ZE%
R e

s >~.’+m

=

-1

Figura 2.3 Fungdo £,,N =6,p=1,2,3,4,5,6.

El

Figura 2.4 Fungio {,, N =7,p=1,2,3,4,5,6,7.
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Figura 2.5 Fungdo §,,N=12,p=1,...,12.

a

Figura 2.6 Fungdo &, N =20,p=1,...,20.
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CAPITULO 3

Dois Poligonos Homotéticos

3.1 Objetivo

Nosso objetivo neste capitulo é provar o seguinte teorema, que consideramos o resultado
principal da tese, pelo fato de generalizar o Teorema de Perko-Walter-Elmabsout, para dois
polgonos, e um potencial mais geral.

TEOREMA 3.1. Considere dois poligonos regulares concéntricos e homotéticos de N lados
e 2N massas, cada uma posicionada num vértice de um destes poligonos. Considere que a
configuracao esta associada a um potencial da forma:

1
Ulgr..omaav) = .
25—

U(qi,-.-,qn) = ZmimjlogHQi—Cle sea=2.
j<i

mimj

sea> 2,

2N
e a massa total do sistema Z m; € ndo-nula. Entdo esta configuracdo esta em equilibrio relativo
j=1
se, € somente se, as massas em cada poligono sdo iguais entre si (podendo eventualmente as
massas em um poligono serem diferentes das massas no outro poligono).

3.1.1 As matrizes de configuracao

Vamos particularizar as equacdes obtidas no capitulo 1 para o caso de dois poligonos homo-
téticos. Note que no caso de dois poligonos a equagao matricial (1.22) toma a forma particular

A11 A12 Wl . rlvz? (3 1)
Ay Ap my ) rzva> ' '

onde seguindo (1.13) e (1.14), as matrizes por Arg = [ay;| sdo definidas por

rr —rsWj—k V2 .
agj=—————+tIs®j_ para k,j=1,...,N,
lrr —rs@j_g|®

epara 7,5 =1,2. Além disso Arr = [ay;] para T = 1,2, e a; é dado por

rr—rr@j_g v2 .
ay; = ———+ 7@ se k# .
J |’;T—”ij—k‘a M J 7&
\4
Ak — MrT'
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3.1.2 Subsistemas
Vejamos abaixo como fica a versao do lema 1.8 para o caso de dois poligonos.
LEMA 3.2. O vetor i = i L) 4af 0 ¢ uma solucdo do sistema (3.1)
L mz 1 0 2 v ¢ .

p=1
se, € somente se, os coeficientes x’l’ ,x"z7 satisfazem os subsistemas:

{ A AAN) + X An(AR) = V2, (3.2)
N An(A2r) + x5 An(A22) = v,
e
p p
XIA’P(All)—i_xZA’P(Alz) = Vp =1 N-—1 3.3
{XTAP(A21)+X§AP(A22) — O P gooe . ( . )

Os subsistemas dados no lema acima serdo o objeto de estudo deste capitulo, mais especi-
ficamente nossa inten¢do € responder a pergunta:
Considerando x’f e xg como varidveis nos subsistemas acima e sabendo que para posicoes fi-
xadas dos poligonos, os niimeros A,(A11),Ay(A12),Ap(A21) € A,(A) estdo fixos, para quais
valores de v existem solucoes dos subsistemas e, além disso quais sdo as possiveis formas das
solugoes ?
Sabemos que as respostas as questdes acima sio fornecidas se conhecermos a funcao determi-
nante de cada subsistema.

Usando 1.27,1.28, 2.6 e 2.7 podemos escrever o determinante de cada subsistema acima da
seguinte maneira se p # N — 1:

| A(An) Ap(Arr)
Lp(rism) = ‘/li(Am) /li<A22>

‘ p(rl) fp(r1,r2)‘
fp(ra,r)  Ep(ra) |

Pela expressdo encontrada em (2.6) percebemos rapidamente que £, (1) e £,(r2) tém mesmo
sinal. Portanto a fim de mostrar que o determinante acima € estritamente positivo, € suficiente
mostrar que f,(r1,72) € f,(r2,71) tém sinais contrdrios e sio ndo-nulos. E nesta tarefa que nos
empenharemos nas proximas se¢des. Antes porém, vamos escrever o determinante acima de
um modo diferente. Usando a homogeneidade das fungdes f e &, temos:

| &) fp(rr)
Lo(riora) = fp{rzﬂ”l) p&p(rz)
rp () (1)
R (LR (1)

(3.4)

Portanto para mostrar que o determinante é ndo-nulo € suficiente mostrar que f (2, 1) e f(1,)

. . . , ~ . ~ r2 A . r2
tém sinais contrarios. Tal tarefa ocupara as se¢des seguintes, entdo para futura referéncia defi-
nimos:
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DEFINICAO 3.3. Para p = 1,...,N definimos as fungdes A, g, : RT\ {1} — R por

2rjp\ 2w j(p+1)
N XCOS (_N ) COS (—N

hp(x) i= fp(x,1) =J_§1 (1 o <2N_]> +x2>g : (3.5)

27pji\ 2n(p+1)j
N COS (T) XCOS (T

j=1 (1 — 2xCos (%) ~|—x2) ’

Sao estas fungdes que passaremos a analisar nas se¢des seguintes. Nosso objetivo passa a
ser mostrar que estas func¢des t€m sinais contrarios.

gp(x) = fp(1,x) = (3.6)

3.2 Analise dos subsistemas

3.2.1 Funcao auxiliar e sua expansao em série de Taylor

Nesta secdo nosso objetivo é dar uma expansdo de Taylor para uma fungcdo que auxiliard
nos nossos estudos e descrever algumas de suas propriedades.

Particulamente, a sequéncia de coeficientes apresentados no lema a seguir desempenha um
importante papel em discussdes posteriores. A fungao que aparece no lema a seguir € chamada
de fun¢ado auxiliar. O lema envolve a expansao da série binomial. A prova do lema abaixo é
baseada no lema 2 de [21].

LEMA 3.4. Considere a fungdo f: C— {1} — C dada por f(z) = 0 1 7 Considere sua expan-
—Z
sdo em série de Taylor centrada na origem:

1 (o]
n
(1 - Z) 2 n=0
Entao
a) Se a € positivo entdo todos os coeficientes q sao positivos.
b) Se a > 2 a sequéncia dos coeficientes oy € crescente, e se a = 2 a sequéncia € constante.

¢) O raio de convergéncia da série € 1.
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Demonstragdo. Expandindo em série de Taylor em torno de 0, temos:

10 = o=
f@) = (5= )
r'@ = (-3)(-5-1) =972
0 = (-£)(-4=1) (- w-n) a4y
Portanto a a a
FH0) = (=3)(=5 =1 (=5 = (k= 1)(=1)}

Assim os coeficientes @ sdo dados por:

F90) _ (=9) (<5 =1) o (5= (k=) (D _ (§) (3+1) - (§+ (k—1))

T Kl - Kl
Em particular o, € positivo Vk, isto prova o item a). Agora notemos que
(5)(5+1)-(5+(0)
|01 _ k+1)! :k+§
[ (%)(%H)-I;'(%kal)) k+1’

donde segue o item b) do lema. Agora, calculamos:

1.

o, k+5
i (et o KD
koo |O| ke k41

Como o raio de convergéncia da série € o inverso deste limite, concluimos que o raio de con-
vergéncia € 1 e o item c) estd provado. U

Desejamos fazer uma pequena adaptacio neste lema, “aglutinando” alguns termos ao coe-
ficiente como segue.

2nj .
Considerando que x € R, pondo xe ¥ino lugar de z e supondo que |x| < 1, segue que:

1 > 27 - > 2k
— =) k=) Wik
o oy (xen'") oge N 'x".

Esta ultima série serd vista como uma série na varidvel real x, e tem como raio de convergéncia

1 pois:
|a e2n:j§\l/<+1)l.| ‘a |
. k1 . k1
lim — = L R

k—yo0 ]ockeT’\ _k—>oo |06k’

. . 2 jk ; . ..
Assim podemos “incorporar” o termo e ¥ ' ao coeficiente da série.
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Note a identidade abaixo:

1 I B 1
<l_xe+§”fi>3'<l_xe§”fi>3 (1 —xe ). (1 = xe W)
1
TS S S NesE
1

(1-2xcos (%) +x2)

Segue entdo que para |x| < 1 podemos escrever:

1 B 1 1
(1—2xcos(T])+x2)% (1_xe$>z (1—xe7%”‘i)j
- ik 4 2mjl
= ZakeN X Z(xle Nyl (3.7)
> amjtk=); \
= Z Z oy.0g.e N X . (38)
n=0 \k+I/=n

Usaremos este resultado nas duas proximas se¢oes. Note que a multiplicagdo acima € legitima
no sentido em que as séries envolvidas convergem (veja por exemplo [23], pag.80; [26], pag.72;
[12], pag.30).

3.2.2 Anilise da funcio /1, no intervalo (0, 1)

Nesta sec@o nosso objetivo € estudar uma das entradas da matriz cujo determinante deseja-
mos analisar. Relembrando a defini¢do 3.6, escrevemos:

N xCos (275\{”) —cos <M>
hp(x)zz —, para p=1,...,N.

j=1 (1 2xcos <2]7\r/> —1—362)7

Queremos mostrar que a fung@o &, € negativa se x estd no intervalo (0,1). Para tanto, mostrare-
mos que ela possui uma expansao em série com todos os coeficientes negativos. Usando (3.8)
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escrevemos para x € (0,1):

2mjp\ _ 27j(p+1)
N xcos( X ) cos (—N

=1 (1 — 2xcos (27”) ~|—x2>
il mip, 2w ] S i\
= Z Re[xeN —e N ]Z Z o 0ye N X
n=0

hyp (x)

~
[STIN]

j=1 k+I=n

N 2mjp; amj(pt)) 7 2mjtk=D); \
= ZZ 0 0y.Re |xe N "—e N e N X

j=1 n=0 \k+l=n

> N 2mjp; 2mj(p+1) ] 2mj(kl) "
= Z o0y ZRe[xeN —e N }e N X,

n=0 | k+l=n j=1

3.9

2%jp - 2nj(p+1) . 2 j(k—1) .
N e N

Veja entdo o seguinte lema:

LEMA 3.5.
N 27r/p 27rj(k—l) .
Z N L
7
se |—k=p (modN) e k—Il#p (modN),

se |—k#p (modN) e k—Il=p (modN),

N
2
N se |—k=p (modN) e k—I=p (modN),
0

L 0, demais casos.

Demonstragdo. Note que
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No segundo somatdrio acima, se trocarmos j por N — j, obtemos:

- (27:(NN— j)p) . <27r(N - ]é')(k—z))

= cos (27rpj% @) Ser‘l (27t(k—l) N 27r(—]1'3](k—l)>
s (_27%> - (_zmgl\;—z)>

e ()e(5)

Logo o termo N — j é o negativo do termo j e portanto a soma € nula.
Para o primeiro somatorio, usamos a identidade:

% [cos(a+b) +cos(a—b)] = cos(a)cos(b).

Teremos entao:

1=
=
%
m

.
l
[\
|
~.
B>

Il
M=

()
[cos (%(erk—l)) +cos (%(k—l—p))}

.
Il
—_

I
™=
N | =

j=1
N . ,
-y lRe [e%i(wk—l)_i_ez—,’yi(k—z—p)]
b7
j=1
s se l—k=p (modN) e k—1#p (modN),
- s se l—k#p (modN) e k—Il=p (modN),
N N, se I-k=p (modN) e k—I=p (modN),
0, demais casos.

Aplicando o resultado acima para p + 1 obtemos

2mj(k—1) .
=5

N (1) .
ZRe[e = 'le
=1

q, se l—k=p+1 (modN) e k—Il#p+1 (modN)
B 3, se l—-kZp+1 (modN) e k—I=p+1 (modN)
N N, se I-k=p+1 (modN) e k—Il=p+1 (modN)’
0, demais casos.
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Usando o lema 3.5 e a dltima igualdade, escrevemos (3.9) como:
N xcos (—2712,]’)> — cos (—2”1(15“))
hP (x) = Z o g
j=1 <1 — 2xcos (%) +x2>
~ [ N mjp,  2milptD) ] 2mik-D) ;
= Z Z o0y ZRe[xeN —e N ]e N X
n=0 | k+i=n j=1
> N
= Z Z OCkOCIE + Z (XkOQE + Z o oyN
n=0 k+1=n—1 k+l=n—1 k+1=n—1
[—k=p (mod N) I—k#p (mod N) I—k=p (mod N)
k—IZp (mod N) k—I=p (mod N) k—I=p (mod N)
N N
— Z o0 — — o O — — o ouN X
k+I=n 2 kJ;:n 2 kJ;:n
I—k=p+1 (mod N) I—k#p+1 (mod N) I—k=p+1 (mod N)
k—I#p+1 (mod N) k—I=p+1 (mod N) k—I=p+1 (mod N)
(3.10)

A partir dessa representacdo em série de poténcia para s, vamos mostrar que tal fungio €
negativa se x € (0, 1), e que tem as derivadas de todas as ordens negativas neste intervalo. Para
concluir isto, € suficiente mostrar que todos os coeficientes da série sdo negativos.

Vamos dividir a andlise desses coeficientes em trés partes, onde vamos agrupar alguns ter-
mos dos coeficientes e mostrar que sao negativos. O agrupamento serd da seguinte forma:

* Primeira diferenca:

Z o 0 — Z (07078 (3.11)
k+1=n—1 k+l=n
I—k=p (mod N) I—k=p+1 (mod N)
k—I#p (mod N) k—I#p+1 (mod N)
* Segunda diferenca:
Z o 0 — Z (07078 (3.12)
k+I=n—1 k+-l=n
I—k#p (mod N) I—k#p+1 (mod N)
k—I=p (mod N) k—I=p+1 (mod N)
* Terceira diferenca:
o 0 — Z (079078 (3.13)
k+I=n—1 k+-I=n
I—k=p (mod N) I—k=p+1 (mod N)
k—I=p (mod N) k—I=p+1 (mod N)

Dividiremos a andlise das diferencas em alguns casos. Note que as equacdes que aparecem
em (3.11), (3.12) e (3.13) dependem de p. O primeiro caso que iremos tratar é quando p ¢

N N
{7 -1

,5,N —1,N}. Mostraremos que as trés diferengas sdo nulas ou negativas neste caso.
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323 Casop¢ {§—-1,5 N—1N}.
Para mostrar que a primeira diferenca é negativa necessitaremos de alguns lemas, como o
que segue.

LEMA 3.6. Sejap € {1,...,N}.
a)Se p # % e p # N, entdo qualquer solucdo da equagio / —k = p (mod N) é também solugdo

: l—k=p (mod N)
dos1stema{ k—1%p (mod N) -

b) Similarmente se p # %’ —1e p+#N—1entdo toda solugido daequacdo / —k=p+1 (mod N)
I—k=p+1 (mod N)

¢ também solucao do sistema { k=12 p+1 (mod N) -

Demonstragdo. Comecemos provando o item a). Supondo que / e k s@o solugdes da equacio
[ —k=p (mod N) e ndo do sistema, temos:

{ I—k=p (modN)

N
k—I=p (modN) —0=2p (modN) =— p=N ou p:? (3.14)

contrariando a hipétese.
Para o item b), notemos que se p é solucdo da equagdo: [ —k=p+1 (mod N) e ndo do
sistema entdo

I-k=p+1 (modN) B B N
{k—lEp+1 (mod N) =0=2(p+1) (modN) = p=N-1 ou p_E_l’
novamente contrariando a hipotese. 0

OBSERVACAO 3.7. Naturalmente, em ambos 0s casos, como a equagdo € uma das equagdes do
sistema, concluimos que o conjunto solu¢do do sistema e da equagdo sdo iguais.

Levando em conta o lema (3.6) escrevemos a igualdade:

Z oy. 0 — Z oy .0 = Z Oy. 0 — Z Oy 0y

k+l=n—1 k+l=n k+l=n—1 k+l=n
I—k=p (mod N) I—k=p+1 (mod N) I—k=p (mod N) I—k=p+1 (mod N)
k—I#p (mod N) k—I#p+1 (mod N)

Apesar de nesta se¢do estarmos excluindo alguns valores de p, o lema a seguir ndo precisa desta
hipétese, portanto vale para todos os valores de p e de fato serd usado para todos os valores
possiveis de p no decorrer das préximas secdes.

LEMA 3.8. Para p € {1,...,N}, se a > 2 a diferenca:

Y ao— ) oo (3.15)
k+l=n—1 k+l=n
[—k=p (mod N) I—k=p+1 (mod N)

€ negativa. E para a = 2 esta diferenca é negativa ou nula.
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Demonstragdo. Mudamos de indice no primeiro somatorio, fazendo:

k+tl=n—1 = I=n—k—1,
l—k=n—k—1—k=n—2k—1,

e no segundo somatdrio, fazendo:

k+l=n = I=n—k
l—k=n—k—k=n—-2k

Ap0s isso a equagdo, se torna:

Z O 0 — Z oy 0

k+1=n—1 k+I=n
I—k=p (mod N) I—k=p+1 (mod N)
n—1 n
= Z O Oy ——1 — Z Ol Oty
k=0 k=0
n—2k—1=p (mod N) n—2k=p+1 (mod N)
n—1 n
= Z O Oy —k—1 — Z Oy O —
k=0 k=0
n—2k—1=p (mod N) n—2k—1=p (mod N)
n—1

_ Z (o, i) 0,00, se —n—1=p (modN)
- ~ kA k=1 Yn—k 0, caso contrario.
n—2k—1=p (mod N)

Pelo lema (3.4) segue o resultado deste lema. U

A segunda diferenca é:

Z o0y — Z o0 .

k+l=n—1 k+1=n
I—k#p (mod N) I—k#p+1 (mod N)
k—I=p (mod N) k—I=p+1 (mod N)
Temos dois argumentos para provar que € negativa. O primeiro consiste em observar a simetria
das equagdes provando que (3.12) € igual a (3.11). Vejamos este argumento.
Tome (3.12) e troque k por [ e [ por k nos somatérios, obtendo:

Z Oy .0 — Z Oy .0 = Z oy.0h — Z oy . Ol

k+I=n—1 k+-1=n I+k=n—1 l+k=n
I—k#£p (mod N) l—k#p+1 (mod N) k—I#p (mod N) k—I#p+1 (mod N)
k—I=p (mod N) k—I=p+1 (mod N) I—k=p (mod N) I[—k=p+1 (mod N)

O que se vé serigual a (3.11). Portanto (3.12) serd também negativa.

Para o segundo argumento, podemos imitar as contas realizadas para (3.11), e assim garantir
que (3.12) também € negativa. Omitiremos esse argumento aqui.

Para lidar com a terceira diferenca, necessitaremos do seguinte lema.

LEMA 3.9.
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a) Se p # % e p # N, entdo o sistema {

b) Se p # %’ —1e p+# N—1,entdo o sistema { ndo admite solugdo.

Demonstracdo. O item a) segue de (3.6a)) e b) segue de (3.6D)). d
Usando o lema acima podemos dizer que, se p ¢ {N 1, g’ ,N—1,N}, os termos Z oG 0y
Z*k]gpl:(fn?)(}l N)
k—I=p (mod N)
e Z 0.0y inexistem na representacao da série em (3.10), o que conclui nossa anélise

k+I=n
[—k=p+1 (mod N)
k—I=p+1 (mod N)

neste caso. Vamos passar agora aos casos excepcionais.

3.2.4 Casos excepcionais
3241 Casosp=75 ¥ _loup=N-1.

No caso p = N — 1, a andlise da funcdo € bastante simples. Como

- i xCos (275\{”> —cos <—2”j(]f,’+1))

J=1 (1—2xcos< )—f—x)j

substituindo p = N — 1 obtemos:

)

Xcos (W) —cos (2mj) Xcos (M) —1

3=t (1-2xc0s (% >+x2) (1~ 2xcos () —l—x2>

Como x € (0,1), vé-se facilmente que o numerador é negativo e portanto a fungio é negativa.
Isto € suficiente para nossos propdsitos neste trabalho porém, como nos outros casos, vamos
tentar obter informacdes adicionais sobre as derivadas da funcdo analisando os coeficientes de
sua expansao em série.

Para tratar esses casos, alguns lemas facilitardo o nosso trabalho.

-1

LEMA 3.10. Se p=75 —1 ou p=N — 1 entdo as seguintes afirmag¢des sdo verdadeiras:

l—k=p (mod N)
k—I1=p (mod N)

b) Toda solugdo da equacdo / —k = p+1 (mod N) é solugéo do sistema

a) Seja N > 3, o sistema { ndo € satisfeito para nenhum par (k).

l—k=p+1 (modN)
k—l=p+1 (modN) °
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I—k=p+1 (mod N)
k—1#p+1 (mod N)
I—k#p+1 (mod N)
k—Il=p+1 (mod N)

¢) O sistema { nao € satisfeito para nenhum valor de k e de [. Si-

milarmente o sistema { ndo € satisfeito para nenhum valor de k e de

L.

d) Seja N > 3, entdo toda solugio da equagdo [ —k = p (mod N) é solugdo do sistema

I—k=p (modN)
{k—l;‘ép (mod N) °

e) Seja N > 3, entdo toda solucdo da equagdo k — I = p (mod N) é solucdo do sistema

l—k#p (modN)
{k—lzp (mod N)

Demonstragdo. Se N >3, temos {N—1,% —1}n{5,N} = &, e o item a) segue entdo de (3.9

a)). Para o item b), basta observar que para p = %’ — 1 ou p =N —1 vale a igualdade:

p+1=—(p+1) (modN).

Assimse/—k=p+1 (mod N)entdok—I=—(p+1) (mod N)=p+1 (mod N).
O item c) é portanto consequéncia do item b). Os itens d) e e) sdo consequéncias diretas de (3.6
item a)). Ul

Usando os lemas (3.10 a) e ¢)), a representacdo em série da funcdo dada em (3.10) quando
p:%]— 1l e p=N —1 éreduzida para:

2njp\ 2w j(p+1)
N XCOS <_N ) COS (—N

h,(x a
Pt =1 27j 2)2
J 1—2XCOS N —+x

— N N
= Z Z OCkOCIE + Z OCkOQE + Z o oyN
n=0 k+1=n—1 k+1=n—1 k+1=n—1
[—k=p (mod N) I—k#p (mod N) I[—k=p (mod N)
k—IZp (mod N) k—I=p (mod N) k—I=p (mod N)
N N
— Z o0 — — Z o O — — Z o ouN X!
k+l=n 2 k+Il=n 2 k+l=n
I—k=p+1 (mod N) I—k#p+1 (mod N) I[—k=p+1 (mod N)
k—I#p+1 (mod N) k—I=p+1 (mod N) k—I=p+1 (mod N)
— N N
= Z Z OCkOCIE + Z OCkOQE - Z o oyN | x".
n=0 k+l=n—1 k+1=n—1 k-+l=n
[—k=p (mod N) I—k#p (mod N) I—k=p+1 (mod N)

k—I#p (mod N) k—I=p (mod N) k—I=p+1 (mod N)
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Olhando os dois primeiros somatdrios no coeficiente acima, vemos que sao iguais (basta trocar
k por [ e [ por k), assim escrevemos:

> N N
Z Z o4 0y — + Z oy 0y — — ouoyN | X" =
- — 2 - 2 -
n=0 k+l=n—1 k+l=n—1 k+I=n
I—k=p (mod N) I—k#p (mod N) I—k=p+1 (mod N)
k—I#p (mod N) k—I=p (mod N) k—I=p+1 (mod N)

Z N Z Oy O — Z (07207] X"

n=0 k-+l=n—1 k-+l=n
I—k=p (mod N) I[—k=p+1 (mod N)
k—I#p (mod N) k—I=p+1 (mod N)

Pelo lema (3.10 b) e d)) podemos reescrever a soma acima como:

i N Z o0 — Z (0509 Xt
n=0

k+l=n—1 ktl=n
I—k=p (mod N) I—k=p+1 (mod N)

O coeficiente da série acima se revela ser o mesmo termo que analisamos no lema (3.8), o qual
j& mostramos ser negativo ou nulo. Segue que neste caso também a funcido € uma série com
todos os coeficientes negativos. O caso estd provado.

3.2.4.2 Casos p = 2 oup=N.
Novamente para a anélise também serdo necessarios alguns lemas.

LEMA 3.11. Se p = % ou p = N, as seguintes afirmac¢des sdo verdadeiras:

l—k=p (mod N)

a) Toda solugdo da equacdo [ —k = p (mod N) é solugio do sistema { k—I=p (mod N)

. —k=p (mod N
b)Osmtema{ k—1% p (mod N

(

(
: l—k#p (mod N
C)OSlstema{ k—l=p (mod N

; nao € satisfeito para nenhum valor de k e de /.

; nao € satisfeito para nenhum valor de k e de /.

Demonstracdo. Podemos ver que para p = %/ ou p = N vale a igualdade p = —p (mod N)
Supondo que existe uma solugdo para a equagdo / —k = p (mod N) escrevemos :

l—-k=p (modN)=—=k—I=—-p (mod N)=p (modN).
Isto prova a). Os itens b) e ¢) seguem de a). ]

Notando que se N >3, vale {N — 1,5 — 1} n{§,N} = &, segue que podemos também usar
3.9 b), usando também o lema 3.11 itens b) e c) e podemos escrever para p =N ou p = %V:
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2rjp\ 27wj(p+1)
N XCOS <_N ) COS <—N

j=1 (1 — 2xcos <2Nﬂ> +x2> :

- N N
= Z Z OCkOCZE + Z OCkOCIE + Z oy oyN
n=0 k+1=n—1 k+I=n—1 k+I=n—1
l—k=p (mod N) I—k#£p (mod N) I—k=p (mod N)
k—I#p (mod N) k—I=p (mod N) k—I=p (mod N)
N N
— ) 040y — — Y o0y — — ) o oyN | X"
k+I1=n 2 k+I1=n 2 k+I1=n
I—k=p+1 (mod N) I—k#p+1 (mod N) I—k=p+1 (mod N)
k—I#p+1 (mod N) k—I=p+1 (mod N) k—I=p+1 (mod N)
- N N
= Z Z oy oyN — Z o0 — — Z O O — X!
n=0 k+1=n—1 k+I1=n 2 k+I=n 2’
I—k=p (mod N) I—k=p+1 (mod N) I—k#p+1 (mod N)
k—I=p (mod N) k—I#p+1 (mod N) k—I=p+1 (mod N)

= )N Y o0y — ) ooy | X

n=0 k+I1=n—1 k+I=n
I—k=p (mod N) I—k=p+1 (mod N)
k—I=p (mod N) k—I#£p+1 (mod N)

Pelos lemas 3.11 item a) e 3.6 item b) podemos reescrever a soma acima como:

ZN Z Oy .0 — Z 0/ 07] X
n=0 k+1=n—1 k+I=n
I—k=p (mod N) I—k=p+1 (mod N)
Portanto pelo lema 3.8 sabemos que o coeficiente acima € negativo ou nulo. Isto conclui este
caso. Em suma podemos dizer que se p € {1,...,N} entdo a fungdo ,(x) é negativa se x €
(0,1), e tem derivadas de todas as ordens negativas neste intervalo x € (0, 1).

3.2.5 Anilise da funcio g, no intervalo (0,1)

Nesta se¢do nosso objetivo é provar que g, definida em (3.6) € positiva no intervalo (0,1) e
tem derivadas de todas as ordens positivas neste intervalo. Para isto vamos aproveitar o que ja
foi provado para a func@o h,. Lembre de (3.6) que

N cos (%) — XCOS <M)

g =F(1x) =Y -

=1 (1 — 2xc0s <%> +x2> ’
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Agora, para fazer a andlise desta fungdo, podemos notar a identidade:

cos (2”(1\’—]\]1?— 1)]) o (Zn(N—IjV— 1+ 1)j)

2 1)j 2
= cos<27t] M) xcos<2n]—i)

— cos <2Jr p+1 ]) (an]) !
)

(1 — 2xcos (%’f/) +x2> :
N xcos <2an> cos (2”(’;\,+1)j>

_j—):l (1-2vc0s () +22)°

Note que como 1 < p < N= —1<N-—p—1<N-—2,isto mostra que no intervalo (0,1) a
fungdo g, € positiva e tem derivadas de todas as ordens positivas para 1 < p < N — 2. Falta
concluir o mesmo resultado para p =N — 1 e p = N. Levando em conta que:

N cos (27:(1>/v+k) j) — xcOS (Zﬂ(NJ](]k+1) j)
gn+k(x) = Z
J=1 <1 — 2xC0s (27”> +x2>
i cos (%) — XCOS <w>
j=1 (1 — 2xcos <2M> +x )j

Concluimos que g_1(x) = gn—1(x) e go(x) = gn(x), e portanto também parap=N—1e p=N,
a fungdo g, € positiva e tem derivadas de todas as ordens positivas.

Donde segue que

N
gv—p-1(x) = Z
j=1

= —h,(x). (3.17)

= gk(x).

3.2.6 Analise das funcdes /1, e g, no intervalo (1,).

Nesta segdo nosso objetivo é analisar o comportamento das fungoes hy, e g, no intervalo

(1,00).

Vejamos a seguinte proposicao.

PROPOSICAO 3.12. Sejama >2e p € {1,...,N}. Se x > 1 entdo g,(x) é negativa e sua deri-
vada é positiva.
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Demonstragdo. Notemos que
1 N )—lccos (27:%) —cos (W) N )-1C (cos <2”%> — XCOS (W))
h - — T = =
p('x> ; 1 21j 1\2) 2 i—1 2 2 2
J= (1 —2;005 (T) -+ (;) > J= (x —2xcos(N)+1>
x2
cos (2”%’) — xCOs (Mjgf,'Jrl))

N
- ;xa 1. <x2—2xcos(%>+1>§ = lgp(x). (3.18)

Assim se x > L entdo < € (0,1) = h, (1) <0 = g,(x) <0.

Para a derivada, podemos reescrever a relacdo acima como:

h(H) = el =y (1)5 =gl

X X

Derivando ambos os membros, obtemos:

) =) (1) (G2 )2 (5) 0 -ae 319

X X

Como estamos considerando que a > 2, se x > 1 o lado direito € soma de dois termos positivos
e portanto € positivo. U

PROPOSICAO 3.13. Se x > 1 a fungdo £, (x) € positiva e sua derivada ¢ negativa.

Demonstragcdo. Ainda por (3.18) trocando )—lc por x obtemos:

hy(x) = ()—i)a_lgp (%) =x'"g, G) (3.20)

Concluimos que x > 1 = % €(0,1)=gp ()1?) > 0= h,(x) > 0. Além disso, usando a relagdo
(3.17) obtemos para x > 1:

(—hp(x)) = (gn—p-1(x))" > 0= (h,(x)) <0. (3.21)
O

A andlise acima € suficiente para nossos propositos.

3.2.7 Conclusao sobre os determinantes dos subsistemas

Nesta se¢do nosso objetivo é usar as andlises feitas em secdes anteriores para concluir
que os determinantes dos subsistemas sdo ndo-nulos para quaisquer valores dos raios dos
poligonos que analisamos.

Mais explicitamente queremos provar o teorema:
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TEOREMA 3.14. O determinante de qualquer subsistema com p # N — 1 em (3.1) é ndo-nulo
para qualquer valor fixo dos raios ry e r;.

Para dar um esboc¢o do que ocorre vamos visualizar a seguir os graficos gerados a partir do
programa MAXIMA no caso N =5, p = 3, a = 3 com a varidvel r sendo a razio entre 0s raios

r= :—; Lembrando que I',(1,7) = r!=4(&,(1))? — (”l_a)zgp(”)hp(”)~

>0

r

Figura 3.1 Fung¢do h,,N =5,p = 3.

>0

r

Figura 3.2 Fun¢do g,,N =5,p = 3.
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30

25

20

15

10

r

Figura 3.3 FuncdoI',(1,r) paraN =5,p =3.

Segue da andlise que fizemos das fun¢des que o produto /1, (x)g,(x) € estritamente negativo
para qualquer valor de x € R™\ {1}. Por (3.5) e (3.6) segue que o determinante em (3.4) serd
estritamente positivo no caso em que p # N — 1. Isto mostra portanto que uma solugio possivel
para a equacdo (3.1) deve ser da forma:

(3= (%) (L) ()4 (4) o

O vetor
()= (W) 023

ndo tem coordenadas todas reais, isto segue como consequéncia do apéndice B. Portanto se
queremos massas reais e positivas a solug¢do de 3.1 deve ser da forma:

B)-G()(L) e

com xllv e x12v numeros reais. Concluimos que as massas em cada poligono devem ser iguais
entre si.

Notemos que como consequéncia do determinante ser ndo nulo para o caso P = N, segue o
fato bastante interessante, de que o subsistema (3.2) tem uma matriz de coeficientes inversivel,
o que implica que fixados raios positivos quaisquer r; € rp para os dois poligonos e um valor
qualquer para a velocidade angular v, existem massas que transformam essa configuracdo em
um equilibrio relativo, além do mais esse conjunto de massas (duas massas, pois em cada poli-
gono as massas devem ser iguais) é tnico. E interessante comparar com os resultados obtidos
em [21], onde € demonstrado que para uma escolha das massas (iguais em cada poligono),
existem dois conjuntos de raios que tornam a configura¢do um equilibrio relativo.
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CAPITULO 4

Resultados sobre o caso de varios poligonos

4.1 Propriedades da funcio determinante dos subsistemas

Vamos analisar o que ocorre com a fungcdo determinante dos subsistemas definidos em
(1.24) nos casosem que p # N — 1.

Até onde sabemos ndo existe na literatura referéncia que aborde o problema inverso para
mais que dois poligonos. Aqui tratamos este caso considerando que os poligonos sdo homoté-
ticos. Neste capitulo supomos sempre que N > 3. O determinante da matriz de coeficientes do
sistema (1.24) é dado por:

(A1) Ap(Ar2) Ap(AiL)
A«p(AZI) A‘p(A22) AP (AZL) 4.1)
lp(ALl) Ap(ALZ) )Lp(ALL)

Por (1.28) e (2.6) podemos escrever este determinante, para p # N — 1, da seguinte maneira:

Ep(r1)  fo(rirm) .o fp(ri,re)
fo(ra,r)  Ep(ra) o fplra,rr)

: : : : (4.2)
folrer) folrer) o &)
DEFINICAO 4.1. SejaT, : (R%)"\ A — R dada por
Ep(r1)  fplrira) oo fplrire)
Ty(ri,ra,....rp) = f”(r:z’”) 5”(:”) folrare) | 4.3)

Folre,r)  fplre,ra) oo Ep(re)
onde A = {(x1,...,x1) € RE|x; = x;, para algum i # j}.
Vejamos algumas propriedades de I'),.
TEOREMA 4.2.  a) A funcdo I', é homogénea com grau de homogeneidade igual a (1 — a)t.
b) A fungdo I', € simétrica, isto €, permutando suas varidveis obtemos a mesma fungéo.

¢) Temos aigualdade I', =Ty, se Lépar,e ', = —I'y_, | se L € impar.
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Demonstragdo. Para provar o item a), lembremos que por (1.27) e (2.7) as fungdes f, e £, sdo
homogéneas de grau homogeneidade 1 — a. Entdo

Eplaury) folar,ar) ... fplar;,org)
Cy(ary,oar,...,ary) = fp(ar.z’arl) ép(?crz) : fp(ar?7arL)
fp(OCVL,OH'l) fp(OCrL,OCrz) ép((XrL)
E(ri)  folrirm) o fp(rirr)
— (alfa)L fl’(r??rl) 5(72) fp(’?,r[‘)
Fnm) ) . Eplr)
= ("N (r, ). (4.4)

Para provar o item b), denotamos a matriz de coeficientes do sistema (1.24) por A, ou seja,

I') =Det(A,). Vemos que uma permutagdo das varidveis i e j, provoca na matriz uma mudanga

que equivale a permutar as linhas i e j e em seguida as colunas i e j e sabemos que essas

permutacgdes feitas consecutivamente nao alterardo o determinante da matriz. Assim qualquer

transposic¢do de variav€is ndo altera o valor da fungdo I',. Mas como qualquer permutacdo €

produto de transposi¢do, usando recursivamente o argumento acima demonstramos o item b).
Para provar o item c), necessitamos da igualdade abaixo:

N XCOS (27” (N—p= ) ycos (27” 15 )
fN—p—l(x7y) = a
j=1 ( — 2xycos (2’”> +y2)
ixcos (27rj(N p— ) ycos (2 NA[; 1+1>
j=1 ( 2xyc0s( N > +y2>
mjp

xCos (2”’ pt1) ) ycos (2

N
Jj=1 ( — 2xycos (2]76]) —|—y2) :

Usando a Proposi¢do (2.3) e a igualdade acima vemos que
Iy_p—1 =Det(Ay_p_1) = Det(—A}) =Det(—A,) = (—1)"Det(A,) = (=1)"T,.

Isto demonstra c). ]
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Agora vejamos mais algumas propriedades, que nos ajudardo em breve. Lembrando de

(1.27) que
y) = ]ZV: XCOS (%fp) — ycos (W) |

Jj=1 ( — 2xycos (27”) +y >7

Se p # N — 1, temos:

lim f,(x,y) = 0. 4.5)
x—0
Se p # N, temos:
lim f,(x,y) =0. 4.6)
y—0
Se p=N—1, temos:
lim fy_1 (x,y) = —y' "“N. (4.7)
y—0
Se p =N, temos:
lim fiy(x,y) = x! N. (4.8)
y—0
Ademais para todo p, se a > 2 vale:
Jm fp(x,y) =0, e Tim f,(x,y)=0. (4.9)

Para facilitar nossa compreensdo vamos ver o que ocorre com esta fun¢do no caso em que
L =4, e depois para o caso L = 3. A razdo de escolher tal ordem € porque para o caso de
um nimero par de poligonos conseguimos resultados para qualquer a > 2. Para um niimero
impar de poligonos conseguimos resultados apenas para o caso onde @ = 2 ou @ = 3, porém as
evidéncias apresentadas no capitulo 2 indicam que esses resultados valem para a > 2.

4.1.1 Caso de 4 poligonos.

Vamos explorar um pouco o que ocorre no caso de quatro poligonos homotéticos, para
posteriormente tratarmos de resultados gerais.
Para L = 4 a fun¢@o I';, dada por (4.2) toma a forma:

Ep(r1)  fo(ri,ra)  fp(ri,rs)  fp(ri,ra)
Tp(rasr)  Ep(r2)  fp(ra,m3)  fi(
Jo(rssr)  f(r3,r2)  &p(r3)  fp(rs,ra)
fp(m,i’l) f(ra,r) fp(r4,r3) Ep(ra)
e T (1L2) r “fp<,r1> n (L,
r;—“fp(l,:—p 1‘%() “fp( ) (3,
(1) T (1, 2) G
(L) T (1L2) r “fp< 7,4> ry “&p(1
&5 (1) fp<7:—§> FLE) f(1,
— (7‘ ro.r r)l—a fP( 7r2) gp( ) fp( 7r2) fp(lu
PR R fH(L2) &) (1,
fp(15%> fp( ’r4) f(17:_i) g[)(l

Ly(ri,r,r,rs) =

)
)
)

SEIEI R

~—

)
)
)

NS IRNTRETR
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Vamos supor a partir de agora que os raios ry,...,r4 sdo positivos, entdo I',(r1,r2,r3,r4) # 0
se, e somente se:

E) fp(1,2) fp< ) f(1,2)
ALY EW) HLE) £1,5)
ALY fL2) EM) 50,5 |70 11

fr(Lh) fo(L32) L) 6p(1)

Vamos mostrar que sob certas hipéteses sobre os raios este ultimo determinante € nao-nulo.
De fato, usando (4.5), (4.6) e (4.9), e tomando o limite quando & — 0T, obtemos para
p#N—1,N:

(1) (LR f(L52) fr(1,52)
L) &) (1,52 fr(1,50)
0 HL ) Lz &) 1% 12
AL L) f(1,22) g
&) f(L2) 0 0
AL &) 0 0
0 0 &) f(1E) 19
O 0 fP 17:_1) 5}7( )
Notando ainda que
1—a
fp(:—;‘,w =fp(:—‘3‘<1,:—j)> = (:—‘3‘) fp(l,:—j), (4.14)

concluimos, pelo que foi discutido no capitulo anterior, que os dois blocos na diagonal da
matriz em (4.15) sdo matrizes invertiveis e portanto a matriz acima serd invertivel.

Se p = N — 1 sabemos que o determinante do subsistema nao é dado pela expressao acima,
mas este caso nio nos interessa agora.

Se p = N obtemos

Ev(l)  Av(L2) (152 fw(1, %)
lim fN( 7r2) éN( ) fN(laOi_;) fN(lvar_?)
a0t | In(Lgr) In(Lgy)  &(1 In(lg)

<’05r4) fN( ’ocr4) fN(laa_g) éN(l

() (12 N N

WL &) N N
0 0 &) w(LE) (19
0 0 WLE) &)

Novamente concluimos que a ultima matriz € invertivel.



4.1 PROPRIEDADES DA FUNCAO DETERMINANTE DOS SUBSISTEMAS 59

Pela continuidade da func¢do determinante podemos dizer que se o € suficientemente pe-

queno entao

5(1) fP(lv%) fP(lvar_?) fp(l?%)

L) () fp(L3) fp(l,a,—?)

Fr(Lgm) fo(ligh) 5(}1) Fr(L )

r I T

fp(17a_,lf4) fp(l,ﬁ) f(lux_ri) él’(l)
€ nao-nulo. Como consequéncia, se p # N — 1 olhando para (4.10) podemos dizer que se ¢ > 0
¢ suficientemente pequeno entao

Fp(l’l,rz,ar3,06r4) 750. (4.16)

Sabemos que ao mostrar que os determinantes das matrizes de coeficientes dos subsistemas
(1.24) s@o ndo-nulos, entdo mostramos que existe um equilibrio relativo, e que este equilibrio
relativo somente € possivel se tivermos massas iguais em cada poligono (supondo que as massas
sdo reais e positivas).

Pelo que foi discutido podemos enunciar o teorema abaixo.

TEOREMA 4.3. Consideremos um potencial da forma (3.1) com a > 2, e uma configuracao
com massa total ndo-nula. Sejam ry, ry, 73, 74 nimeros reais positivos quaisquer, entao existe

£ = 8(7‘1,7‘2,73,74) >0

tal que para todo & > 0 com o < € existe um equilibrio relativo formado por quatro poligonos
homotéticos inscritos em circunferéncias de raios ry,rp,r3 = 03, r4 = OF4. Além disso, tal
equilibrio relativo somente € possivel se as massas no mesmo poligono forem iguais entre si
(podendo eventualmente ser diferentes em poligonos diferentes) M.

Como I', ¢ homogénea, se é ndo-nula em um vetor (ry,72,73,74), é também ndo-nula em
todo vetor da forma k(ry,r,r3,r4) com k > 0. Assim o que realmente importa é a razao entre 0s
raios. Em secdes seguintes queremos usar este argumento da demonstracdo do teorema anterior
recursivamente, a qual decorre da continuidade da funcdo, isso motiva nossa definicao abaixo.

DEFINICAO 4.4. Dados ry,r, > 0 se Vor, com 0 < o < 1 temos que ', (71,72, 013, 0r4) #
0, Vp#N—1,diremos que r3 e r4 sS40 muito menores que ry e r;.

Note que pelo teorema acima dados pares ordenados quaisquer (ry,r) e (73,74) é sempre
possivel obter um niimero real k > 0 tal que r3 = ki3 e r4 = k¥4 sd0 muito menores que r| € 1,
Usando esta terminologia afirmamos: Se r3,r4 s80 muito menores que 7| € r, entdo a matriz:

Ep(ri)  fp(rim) fp(risrs)  fp(ri,ra)
To(ra,r)  &(r2)  fp(ra,r3)  fp(ra,ra)
To(rs,r)  f(rar2)  Ep(r3)  fp(rs,r)
To(rasr)  f(ra;ra)  fp(rasrs)  Sp(ra)
¢ invertivel. Além disso a simetria de I', com relagdo a permuta¢do de varidveis nos permite

dizer que o mesmo resultado vale para qualquer permutag@o dos raios. Ou seja, I';, € ndo-nula,
desde que dois dos raios sejam muito menores que os outros dois.

10 resultado de existéncia do equilibrio relativo foi demonstrado em [13] no caso Newtoniano para um nimero
qualquer de poligonos porém supondo massas iguais em cada poligono.
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4.1.2 Caso de 3 poligonos.

Vamos descrever resultados semelhantes ao da secdo anterior, agora particularizados para
o caso L = 3. Nesta secdo vamos supora =2 e a = 3.
Usando o mesmo argumento da se¢@o anterior vemos que se p # N,N — 1 tem-se:

E()  fH(L2) fp(1,%)

lim | fp(L7) &) fp(1 T
O L) (L) &0

51;(1) fP( 7r1) 0

= fp(L:;) ép() 0

0 0 &()

Para a = 2 e a = 3 este determinante é ndo-nulo se p # 1%, pois &,(1) # 0 e a submatriz 2x2

517(1) fl’< 7r1)
F(1L5) &)

(4.17)

é invertivel (?). Como na secdo anterior podemos dizer que se r3 é muito menor que r e 7,
entdo I', € ndo-nula se p # NT_I Entdo vale um teorema andlogo com 3 poligonos enunciado
abaixo.

TEOREMA 4.5. Consideremos um potencial da forma (3.1) com @ =2 ou 3, e uma configuracao
com massa total ndo-nula. Sejam ry, ry, 73, nimeros reais positivos quaisquer, entao existe

&= 8(1’1,1’2,173) >0

tal que para todo & > 0 com & < € existe um equilibrio relativo formado por trés poligonos
homotéticos inscritos em circunferéncias de raios ry,rp € r3 = oti'3. Além disso, tal equilibrio
relativo somente € possivel se as massas no mesmo poligono forem iguais entre si (podendo
eventualmente ser diferentes em poligonos diferentes) .

Vale notar também que o mesmo teorema vale se dois raios forem muito menores que o
terceiro. De fato

G f(1,%2) £,(1,%2)
1iII&+ fp( ’otrz) 6(1) fp(17g_2)
UL (LR &)
&) 0 0
=| 0 &(1) fp(1,3) | #£0. (4.18)
0 fp( 7r3) éP( )

2Aqui depende de &y # 0. Pelas evidéncias apresentadas no final do capitulo 2 acreditamos que este resultado
vale se a > 0.
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O resto do argumento € igual.

Vamos visualizar alguns cortes do grafico de I', para o caso Newtoniano, para alguns valo-
res de p e de N. As visualizacdes abaixo foram geradas a partir do programa MAXIMA. Para
gerar essas visualizagdes colocamos um dos raios como sendo 1, e o outro como sendo igual

%, e mostramos a I', em fung¢do dos outros raios.
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Figura 4.1 Fungdo I';(1,x,0.5), N = 4 para x no intervalo (0.1,0.4)
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Figura 4.2 Funcdo I'j(1,x,0.5),N = 4 para x no intervalo (0.6,0.9)
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Figura 4.3 Fungdo I'j(1,x,0.5),N = 4 para x no intervalo (1.2,3)
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Figura 4.4 Funcdo I'j(1,x,0.5), N = 4 para x no intervalo (2,20)
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Figura 4.5 Funcdo I'j(1,x,0.5),N = 4 para x no intervalo (10, 100)



4.2 ANALISE PARA O CASO DE UM NUMERO QUALQUER DE POLIGONOS.

Pelas vistas em corte podemos conjecturar que a funcdo nédo se anula. Os graficos para ou-
tros valores de N e de p em geral t€m o mesmo aspecto mostrado acima, podendo ser negativos

ou positivos conforme o item c¢) do teorema 4.2.

4.2 Andlise para o caso de um niimero qualquer de poligonos.

Nesta secao nosso objetivo € usar os argumentos das duas ultimas se¢des recursivamente

afim de obter resultados gerais.

TEOREMA 4.6. Seja L um numero par. Seja a > 2, e considere uma configuragcdo associada
a um potencial da forma (3.1). Suponha que os raios r3,r4 sa30 muito menores que ry| € rz,
que rs,rg SA0 muito menores que r3 € r4 € assim sucessivamente. Entdo existe um equilibrio
relativo formado por L poligonos homotéticos, além do mais tal equilibrio somente € possivel

se as massas em cada poligono sao iguais entre si.

Demonstragdo. Ja sabemos que este teorema € valido para L =2 e L = 4. Vamos demonstrar

que vale para L = 6. Se L = 6 a fungdo I';, toma a forma:

Fp(rl7r27r3;r47r55r6) =

gp(l) fP( ’r1> fp(17:_i) fp(la%) fp(lv:_?) fp(
fp(l,%) &P(l) fp(lvz_;) fp(la%) fp(lvi_i) fp(
ol (L) (L2 &) f(L) fu(L2) [l
s rars ) ) LL2) A0 &) (LR
ALY HLE) HLE) £(1L2) &) i
LU HLE) £LE) f(1L5) f(1,5)
Se p # N — 1,N usando (4.5),(4.7),(4.9) obtemos
517( ) fP(lﬂ%) fP( 7r1) fp(la%) fp(lvoi_j) fp(laar_?)
L) &) f(L2) (L) fp(152) fr(l,58)
lim fp( 72) fp(la:_i) 5[’( ) fP(L%) fP(Lar_;S) fp(l,ar—;ﬁ)
a0+ fp( ) fp( 2 (LR &) f(L53) fr(1,%8)
B HLE) HLE) L) &) (1,8
Fr(Lg) fo(ligy) Frlligs) flligs) fHllge) &
&) fH(LE) H(LE) fH(LE) 0 0
fp(1,3) ép() Ip(L, ) fr(1 r—i) 0 0
o fp(lvrl) (172) 517() fp( ’r3) 0 0
T ALY H(LE) HLE) &) 0 0
0 0 0 0 &) f(1,E)
0 0 0 0 f(L2) &)
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Sabemos que a submatriz

S (1) fp(1,3) fp(1L5) fp(1,3)
Hr(lg) &) - fp(LE) fp(L5)
F(LE) f(1,2) €p< o ALE)
fp( ’r4> ( ’r4) (1’:_2) gp( )

¢ invertivel se r3 e r4 sdo muito menores que 7| € . Como a submatriz

Ep(1)  fp(1,5%)
fp( ”'6) ‘SP( )

¢ invertivel para quaisquer valores positivos de r5 e rg segue que o limite em (4.19) é ndo-nulo.
Logo, por continuidade, se r5 € rg sdo suficientemente pequenos, o determinante em (4.19) serd
ndo-nulo e consequentemente I',(r1,72,73,74,75,r6) serd ndo-nulo. Usando indutivamente este
argumento, provamos o teorema. U

TEOREMA 4.7. Seja L um ndmero impar. Seja a = 2 ou a = 3, e considere a equacdo de
configuracao central (1.10) associada a um potencial da forma (3.1). Suponha que os raios 3,74
sdo muito menores que 7y € 12, que I's, I's SA0 Muito menores que r3 € r4 € assim sucessivamente,
e que rr € muito menor que r;_» € rz—1. Entdo existe um equilibrio relativo formado por L
poligonos homotéticos, além do mais tal equilibrio somente € possivel se as massas em cada
poligono sdo iguais entre si.

Demonstragdo. A demonstracdo segue a mesma linha do teorema anterior, com o caso inicial
L = 3 sendo estabelecido pelo teorema 4.5. U

4.2.1 Caracterizacio da velocidade angular

Nesta secdo nosso objetivo é mostrar algumas equacoes que a velocidade angular v do
sistema deve satisfazer.

PROPOSICAO 4.8. Considere M a soma das massas do poligono inscrito na cincunferéncia de
raio ry. Entdo a velocidade v? deve satisfazer o sistema

%AN(AII)‘F---‘F%AN(AIL) = I"1V27
s . (4.20)
MNAL) + .+ YAy (A) = v,

Demonstracdo. A demonstragdo repousa no fato de que para uma matriz circulante a soma das
entradas de cada linha (ou coluna) tem sempre valor igual ao autovalor associado ao autovetor

VN.

Por simplicidade vamos demonstrar, apenas o caso em que L = 2, para o caso geral o
argumento € o mesmo. Considere a equacao

(All A ) ( s ) _ ’”lvzz — ( AT +Apnts ) _ rlvzz
Azl Ax 2 rv?1 Ao\ T | + Ay rv? 1
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Denotando as entradas da primeira linha de A7 por (Ars)1; e escrevendo a equagdo acima para
as N primeiras coordenadas, obtemos:

N N

Y (An)ijmj+ Y (Ar2)ijmus )

J J I’] \%
N N 2
Y (Arn)vjmj+ Y (Ar)vjmy

7 j

Somando essas equagdes e observando que a soma das entradas da linha € justamente o auto-
valor associado ao autovetor vy, obtemos:

N N N N
Z Z All)kjmjJr Z Z App) kjMmN+j =V 2N —
k=1 j=1

k=1 j=1

N
Ztl I;IA” J m]—l—Z ZlAlz j mN+j:V2N<:>
J=1 \k= k=

N
Z AN(AH m]+ Z QLN Alz))mN+J = V2N <
j=1 j=1

M (QLN(A“)) + M, (AN(Alz)) = V2N —
My M,
()LN(A]])) —|— W ()'N(AIZ)) = V2.
Pelo mesmo argumento com as N ultimas equagdes demonstra-se a outra igualdade. U

Em particular concluimos que a velocidade angular v deve ser real. Este lema generaliza o
lema 3 de [24]. Nos casos em que mostrarmos que os determinantes das matrizes de coefici-
entes dos subsistemas sdo nao-nulos, vale o seguinte resultado: Se fixarmos os raios ry,...,rL
dos poligonos e a velocidade angular, € possivel encontrar um conjunto de massas que torna a
configuracdo um equilibrio relativo.

Por outro lado escolhendo as massas e os raios dos poligonos nem sempre existe uma velo-
cidade angular adequada que torne a configuracdo um equilibrio relativo. De fato, pelo sistema
(4.20), uma condig¢do necesséria e suficiente para que exista uma velocidade angular adequada
€ que os ndmeros

%A«N(ATI) +...+ %A«N(ATL)

rr

(4.21)

sejam iguais paraT =1,...,L.

4.3 Questoes a responder e projetos futuros.

Pelas evidéncias, nos casos com L < 2 ou no caso geral para raios muito diferentes somos
levados a acreditar que a seguinte conjectura € verdadeira.
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Conjectura 1. A fungdo I',(ry,...,rz) é ndo-nula para todos os valores positivos de ry,..., 7
eVp=1,...,N.

Se a conjectura for verdadeira ela implica que existem equilibrios relativos poligonais para
quaisquer valores dos raios para um nimero qualquer de poligonos homotéticos, que isto so-
mente € possivel se as massas em cada poligono forem iguais entre si. A prova de tal conjectura
naturalmente constitui um de nosso objetivos mais imediatos. Porém acreditamos que o exposto
até aqui € insuficiente para provar tal afirmacdo. Para p = N — 1 tal funcdo ndo representa o
determinante do subsistema correspondente a ser analisado. Por isso surge outra pergunta na-
tural.

Pergunta 1. O que ocorre com o determinante da matriz de coeficientes do subsistema em
(3.3) quando p =N —1?

J4 estamos analisando esta questdo, porém ndo conseguimos obter resultados conclusivos
que nos permitissem inclui-los na tese. Tal questdo € interessante pois se tal fun¢do se anu-
lar para algum valor dos raios, para esse valor teriamos uma infinidade de solu¢cdes com um
pardmetro de massas complexas.

Outra pergunta a ser abordada € a seguinte:

Pergunta 2. No caso de um poligono vale um resultado similar ao teorema de Perko-Walter-
Elmabsout para a # 2 e a # 3?

Estamos quase certos que a resposta € sim no caso em que a > 0, porém ndo temos uma
demonstragdo formal de tal fato.

O trabalho [6] parece indicar possiveis direcdes para abordar essas questdes levantadas
aqui.
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Apéndices

Apéndice A:Comentario sobre o erro
apontado em [10]

Vejamos a cronologia de algumas referéncias sobre o problema. Todas as referéncias abaixo
tratam do caso Newtoniano.

* Em 1985, L. M. Perko e L. Walter em [24] provaram que N massas nos vértices de um
poligono regular N > 4 estdo em equilibrio relativo somente se as massas sdo iguais entre
si (resultado obtido também por B. Elmabsout em [16] em 1988).

* Em 2000, Zhifu Xie e Shiqing Zhang, propuseram "A simpler proof of regular polygon
solutions of the N body problem"em [28] baseados no trabalho de Perko e Walter.

* Em 2001, Zhifu Xie and Shiqing Zhang publicam "Nested regular polygon solutions of
2N-body problem"em [29], onde resolvem o problema de dois poligonos, com hipétese
simplificadora de que o vetor das massas de um poligono é multiplo do vetor de massas
do outro poligono.

* Em 2002, (Julho), Alain Chenciner publica * Comment on "A simpler proof of regular
polygon solutions of the N body problem" by Zhifu Xie and Shiqing Zhang ’, onde diz
que a solucao apresentada em [28] estd incorreta, e expde os motivos do erro.

* Em 2002,(Novembro), Shiqing Zhang e Qing Zhou publicam "Periodic Solutions for
Planar 2N-Body Problems" [30], onde resolvem o problema de dois poligonos, usando o
mesmo argumento do artigo [28].

Chenciner diz que os autores estabelecem corretamente as equacdes, e também estabelecem
corretamente a decomposi¢ao espectral da matriz circulante correspondente. Mas € assumido

pelos autores que o tnico autovetor com autovalor 0 é o vetor (1,1,...,1)” o que é incorreto.
Em verdade, como demonstrado por [24], o nicleo da matriz de coeficientes em questdo €
2mi 27y 27 A7 .
gerado por (1,1,...,1)epor (e N ,en~,....eN")seN épar, e por
2mi 27 2mi 2mi 27 2mi
m  2%io 2z Wi(p1)  Bo(pyl 2N (p+1
(I,1,....1),(eN,eN= ...eN ),(eN(p+),eN (p+)7...,eN (p+ )),

se N é impar da forma N = 2p + 1. Acreditamos que os autores cometem 0 mesmo erro apon-
tado por Chenciner nos dois artigos seguintes, pois nao € apresentada explicitamente a de-
composicdo espectral das matrizes de coeficientes. Para discutir mais explicitamente, vejamos
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alguns detalhes da demonstracdo apresentada em [30]. Eles escrevem o problema da seguinte
maneira:

Defina as matrizes circulantes: C = [cy j|,A = [ay,j], B = [b j|,D = [d ;] dadas do seguinte
modo:

ck,j = 0, para k=],

1 w? ,
Ck,j — <— _)(l_pj—k)7 para k%]?

1—pj M
1 w? 0
= (o P ) (1—ap; i) Vhe )
A, j <|1 —an—k|3 M) ( apj—xe ),Vke j
1 w? ; .
s = (a3 @ ok
i

dr; = 0, para k=],

dp; = @ (a—apj_i)e® k# j
/ la—apj_ > M /

27k ; L, . - , P .
onde py = e N ' e a é o fator de dilatagdo entre os poligonos, e @ é a velocidade angular dos

corpos. Isto permite escrever o problema da seguinte maneira:

mi

C A my -0
B D mp N

Sendo m e m os vetores de massas, usando o fato que matrizes circulantes comutam entdo a
equagdo acima implica que:

{ (CD—BA)m =0,
(AB—CD)in = 0.

Esse sistema ter solucdo € equivalente a AB — CD ter um autovetor real positivo correspondente
ao autovalor 0. Na demonstragdo eles afirmam que 71 = (1,1,..., 1)T € o Unico autovetor
real positivo, justamente como no artigo criticado por Chenciner. Como diz Chenciner, tal
argumento resolveria outros problemas ainda em aberto:"If true, the proposed "proof " would
have implied that n-choreographies must have equal masses. At the moment, this is proved
only if n < 5"[11] pag.101."

Na verdade, se correto o argumento permitiria garantir que o mesmo resultado vale para um
nimero qualquer de poligonos, ou seja, as massas em cada poligono deveriam ser iguais entre
si. Abaixo damos alguns passos de como seria a demonstracdo se o argumento fosse correto.
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Em alguns pontos nio apresentamos as equagdes explicitamente, por se tratar de argumentos ja
apresentados aqui.
Sabemos que em geral, as equacdes de uma configuracdo central podem ser escritas como

Sut =0,

onde S = [s;;], é dada por

( 1 V2)< ) A1)
sij= | ———3— ) (@i —ai -
/ lgi—q;? M)

onde cada entrada s;; € R9. Se as posicdes dos corpos sio vértices de L poligonos concéntricos,
entdo podemos escrever as posi¢cdes como numeros complexos. E como feito no artigos [24,

. L. . 2m(—k) , . . .
28, 30], multiplicando a k-ésima linha de S por e~ ¥ ', obterifamos um sistema cuja matriz de
coeficientes € formada por L? blocos, onde cada bloco é uma matriz circulante. Podemos entdo
reescrever o problema como

_>
Cnh Cip ... Cit e g
G Cn ... O [P |l o
C. C ... CuL iy 0

onde C;; sdo matrizes circulantes. Vamos ilustrar como concluiriamos o resultado no caso de 3
poligonos. Por simplicidade, vamos escrever o sistema na forma:

_>
A B C it 0
D E F m, | =1 0 |, (A.2)
G H I e o

onde A,B,C,D,E,F,G,H e I sao matrizes circulantes. Duas matrizes circulantes quaisquer
comutam uma vez que ambas podem ser escritas como polindmios da mesma matriz. Como o
sistema acima equivale a :

AT+ B2+ City = 0, (A3)
D\ +Ems+Fity = 0, (A4)
Git\+Hity+ Iy = 0., (A.5)

multiplicando (A.3) pela matriz D e multiplicando (A.4) pela matriz A e subtraindo uma equa-
¢do da outra obtemos:

(DB — AE)W >+ (DC — AF)3= 0. (A.6)

Similarmente, multiplicando (A.3) pela matriz G, multiplicando (A.5) pela matriz A, e sub-
traindo uma equacdo da outra, obtemos:

(GB— AH) 2+ (GC— A3 = 0. (A7)
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Por propriedades basicas de matrizes circulantes (veja [12]), as matrizes DB—AE,DC —AF,GB —
AH e GC — AE sao circulantes. Chamando

A = DB-AE, (A.8)
B = DC-AF, (A.9)
C = GB—AH, (A.10)
D GC —Al, (A.11)

reescrevemos as equagdes (A.6) e (A.7) como:

Amy+ By = 0, (A.12)
Cty+Dit; = 0, (A.13)

onde as matrizes A, B,C, D sio circulantes. Multiplicando (A.12) por C e (A.13) por A e sub-
traindo uma equacdo da outra, obtemos:

(CB—ADYm3= 0, (A.14)

onde (C’B —AD) € circulante. Similarmente multiplicando (A.12) por D e (A.13) por Be
subtraindo uma equacgdo da outra obteriamos:

(DA —BE)i,= 0. (A.15)

Entdo se o argumento das referéncias acima estivesse correto bastaria notar que o Unico autova-
lor com coordenadas reais positivas da matriz circulante (DA —BC) é (1,...,1)7, isto mostraria
que os vetores de massa 7o e M3, ttm coordenadas todas iguais. Logo as massas nos respec-
tivos poligonos seriam iguais entre si. Argumento similar mostraria que o mesmo vale para o
vetor de massas 71 1. Ndo ¢ dificil perceber que este argumento se generaliza para um nimero
maior de poligonos.

Apéndice B: Critério para excluir os

vetores vy—i1 € vy_j
2

O objetivo deste apéndice é mostrar que os vetores que podem possuir autovalores ndo-
nulos ndo geram vetores com coordenadas todas reais.
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O lema abaixo € parte do lema 7 de [24] de onde reproduzimos a demonstragdo. Lembremos
que

(A.16)

27tp .
onde @, = e ™!, Segue o lema.
LEMA A.1. O vetor avy_1 +bvy_; € RV se, e somente se, N=1ouN =3,0ua=0eb=0.
2

Demonstracdo. Podemos escrever:

(A.17)

avn_1 +bvn_1 = (r1,r2,...,1n).

2

r a+b

Logo avy_1 +bvy € RY se, e somente se, r;, € R para todo k. Podemos notar que:
2

)+
N—1

—|— (DN 1+ oy 1)

<aa)¥ +bwy_

((DN 1 —|—(DN

(o () o (20

Considerando estas equacdes como um sistema linear em a e b e calculando o seu determinante,
obtemos:

1 1 I
N—-1 =
2cos (2”(1\,2 )> 2cos <2”(]X,_1)> 2 | cos

Mas a ultima soma € nula se, € somente se,

(N+1)
2N

n(N+1)
2N

).

3—N

ou =+ séo inteiros, o que ocorre se, €
somente se, N =1 ou N = 3 respectivamente. Logo se N > 3, usando a regra de Crammer, os
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valores de a e b sdo:

r 1
N—1
r+ry 2cos <$)

a—=

1 1

N—1
2¢0s (27T(N2)) 2¢0s (—zn(%_l))
¢ 2
’ 2cos (Wn) 4Ty
1 ry

h—

1 1

2cos (271:(1’52—')) 2cos (—2”(%_1))

Assim se supusermos que avy—i +bvy_; € RY entdo concluiremos que a e b sio reais. A partir
2
de agora vamos supor isto.

Lembrando que r; = aa)lfvill + ba),li,__ll, entao
=
V= aa)ﬁ\\,’fll +b(o§:11,
=
rn-1 = awh_2+boN 1. (A.18)
2

Como ry,ry—1,a e b € R, tomando a parte imagindria do segundo membro de (A.18) e igua-
lando a zero, obtemos o sistema:

N—1

asen —Zﬂ(N;\,I)T + bsen (271:—(N_1A§N_1)> = 0,
N—1

asen % +bsen<2nwﬂ) = 0.

Fazendo simplificacdes, podemos reescrever o sistema acima na forma:
a(—1)Nsen (W) — bsen 271'(NN;1) = 0,

a(—1)Nsen (W) — bsen (271:(NN;2)> = 0.

Este sistema tem uma solugdo ndo-nula (a,b) somente se o seu determinante é nulo, isto é,
somente se:

(=N [senz (%_1)) +sen <w> sen (W)} =0. (A.19)

sen (W =DY 2 (2F)
(= - =
sen ( N ) = —sen ( N ) ,
sen (#) = sen (%) .

No entanto
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Assim

1 {Senz (W) +sen (W) sen (Wﬂ
: Uw{sen:(%)sez<§>sen(%”>} 2
- () () 2 )]
= 05 )0 3) ) ()]
— )V :2sen( )sen {COS _COS(%)H
- ()G

Note que todos os termos acima sdo ndo-nulos se N > 3. Se N = 3, o produto acima € nulo.
Entdo para N impare N > 3, se av% +bvy_1 RN temos N =3 oua=5b=0. Ol




Este volume foi tipografado em IATEX na classe UFPEThesis (www.cin.ufpe.br/~paguso/ufpethesis).



