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Resumo

Estudamos alguns aspectos teóricos das equações que modelam o movimento de

fluidos assimétricos (micropolares) incompressíveis com densidade variável. Mais es-

pecificamente, obtivemos estimativas de erro, uniformes no tempo, para aproximações

semi-Galerkin de soluções. Também estabelecemos a convergência uniforme da solução

do problema viscoso para a solução do problema não-viscoso, quando as viscosidades

tendem a zero e, por fim, provamos a existência de soluções fortes (e semi-fortes) em

domínios tridimensionais ilimitados.

Palavras-Chave: Aproximações semi-Galerkin; Equações do tipo Navier-Stokes; Flui-

dos assimétricos; Viscosidade nula; Existência; Unicidade.



Abstract

We study some theoretical aspects of the equations that model the motion of incom-

pressible asymmetric fluids (micropolar) with variable density. More specifically, we

obtain error bounds, uniform in time, for semi-Galerkin approximations of solutions.

Also, we establish uniform convergence of the solution the viscous problem to the solu-

tion of non-viscous problem, as viscosities tend to zero. Finally, we show the existence

of strong solutions (and semi-strong) in general unbounded three-dimensional domains.

Key-Words: Semi-Galerkin approximations; Navier-Stokes type equations; Asym-

metric fluids; Vanishing viscosity; Existence; Uniqueness.
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Introdução

A teoria dos fluidos assimétricos (micropolares) surgiu em 1966 a partir do trabalho

Theory of micropolar fluids publicado por Eringen [19] e já conta com muitos resultados

estabelecidos sobre existência, unicidade e regularidade de soluções (veja, por exemplo,

[39] e as referências ali sugeridas). Esses fluidos são não-newtonianos, uma vez que o

tensor de stress é assimétrico. As equações dos fluidos assimétricos são generalizações

das equações de Navier-Stokes, no sentido que descrevem a dinâmica de fluidos com

microestrutura, isto é, as partículas imersas estão sujeitas tanto a translações como a

rotações, o que leva, naturalmente, a considerar com uma “nova” grandeza: a velocidade

angular.

As equações de movimento para um fluido não-homogêneo, viscoso, incompressível

e assimétrico ocupando um domínio (não necessariamente limitado) Ω ⊆ R3 (região de

escoamento) durante um intervalo de tempo [0, T ], 0 < T ≤ ∞, são ([18], [19], [38],

[39]) 

ρut + ρ(u · ∇)u+∇p = (µ+ µr)∆u+ 2µr rotw + ρf,

divu = 0,

ρwt + ρ(u · ∇)w − (c0 + cd − ca)∇(divw) + 4µrw

= (ca + cd)∆w + 2µr rotu+ ρg,

ρt + u · ∇ρ = 0.

(1)

Estas equações formam um sistema de equações não lineares, onde u(x, t) ∈ R3,

w(x, t) ∈ R3, ρ(x, t) ∈ R e p(x, t) ∈ R são as incógnitas e representam, respecti-

vamente, a velocidade linear, a velocidade angular de rotação das partículas do fluido,

a densidade e a pressão do fluido em um ponto x ∈ Ω no tempo t ∈ [0, T ]. Em termos

de aplicações, o sistema acima modela o comportamento de alguns fluidos complexos,

como cristais líquidos e também fluidos corpóreos, como por exemplo, o sangue (veja
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[39]). Complementamos o sistema (1) com condições iniciais dadas ρ0, u0 e w0, isto é, ρ(x, 0) = ρ0(x),

u(x, 0) = u0(x), w(x, 0) = w0(x).
(2)

No sistema (1), as forças externas f e g são conhecidas. As constantes µ, µr, c0, ca

e cd são positivas. Fisicamente, o parâmetro µ é a viscosidade Newtoniana (usual). As

constantes µr, c0, ca e cd são viscosidades adicionais, relacionadas à quebra de simetria

do tensor de stress e, portanto, relacionadas ao fato do campo rotacional w não se

anular. Essas constantes satisfazem c0 + cd > ca.

Notemos, ainda, que, no sistema (1), a primeira equação corresponde à conservação

do momento linear, a segunda equação representa a incompressibilidade do fluido e as

duas últimas equações são as leis de conservação do momento angular e da massa, res-

pectivamente. Os símbolos ∇ ,∆ , div e rot denotam, respectivamente, os operadores

gradiente, Laplaciano, divergente e rotacional; ut,wt e ρt são as derivadas com relação

ao tempo de u,w e ρ; a i-ésima componente de (u · ∇)u e (u · ∇)w em coordenadas

cartesianas são dadas, respectivamente, por:

[(u · ∇)u]i =
3∑

j=1

uj
∂ui
∂xj

e

[(u · ∇)w]i =
3∑

j=1

uj
∂wi

∂xj
.

Também temos:

u · ∇ρ =
3∑

j=1

uj
∂ρ

∂xj
.

Note que se conhecemos (ρ,u,w), a pressão p = p(x, t) pode ser determinada pela

solução da seguinte equação:

div (ρ−1∇p) = div (f − (u · ∇)u+ µ̄ρ−1∆u+ 2µrρ
−1 rotw).

Portanto, mencionaremos somente (ρ,u,w) quando nos referirmos a solução do pro-

blema (1).

Conforme mencionamos acima, o sistema (1) inclui, como caso particular, as equa-

ções de Navier-Stokes. De fato, se não há microrotação, isto é, se w = 0 e µr = 0, o
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sistema (1) se reduz a 
ρut + ρ(u · ∇)u+∇p = µ∆u+ ρf,

divu = 0,

ρt + u · ∇ρ = 0,

(3)

com condições iniciais  ρ(x, 0) = ρ0(x),

u(x, 0) = u0(x),
(4)

que é o sistema usual de Navier-Stokes com densidade variável. O sistema (3) tem sido

bastante estudado quanto à existência de soluções (veja [5], [6], [7], [29], [30], [32], [35],

[36], [37], [41], [47], [49]).

Logo, um dos motivos de se estudar o sistema (1) é o “desejo” de se obter resultados

correspondentes para o caso assimétrico e que as possíveis influências da estrutura do

fluido nos resultados obtidos sejam enfatizadas, uma vez que o caso newtoniano já foi,

e ainda é, amplamente estudado, através das equações de Navier-Stokes.

A seguir, faremos uma breve exposição de alguns trabalhos conhecidos.

Com relação ao sistema (1), sob certas condições, usando linearização e um (quase)

teorema de ponto fixo, Lukaszewicz estabelece em [38] a existência de soluções fracas

por curto período de tempo (veja também [39]). Através do método semi-Galerkin

espectral, Boldrini, Rojas-Medar e Fernández-Cara provaram em [8] a existência e

unicidade de uma solução forte (local e global no tempo) em domínios limitados com

uma abordagem hilbertiana. Utilizando um método iterativo, Conca, Gormaz, Ortega-

Torres e Rojas-Medar em [16] e [17], mostram a existência e unicidade de solução forte.

A solução fraca com densidade inicial não-negativa foi estudada em [12] e [13].

No que segue, descreveremos como está estruturado este trabalho.

No Capitulo 1, apresentamos, de forma sucinta, os espaços funcionais apropriados

para a análise matemática do sistema (1), bem como os resultados mais utilizados ao

longo do texto.

No Capítulo 2, obteremos estimativas de erro, uniformes no tempo, para certas

soluções estáveis (em um certo sentido a ser precisado neste capítulo). Estas estimativas

são obtidas com taxas otimais na norma H1, para as aproximações das velocidades
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linear e angular de rotação das partículas do fluido. Também são obtidas estimativas

para as aproximações da densidade em alguns espaços Lr.

No Capítulo 3, estudaremos o limite de viscosidade nula (“vanishing viscosity limit”)

para a solução do problema de Cauchy (1)-(2) em R3×[0, T ], T > 0. Estabeleceremos a

convergência uniforme da solução do sistema (1)-(2) à solução de um fluido assimétrico

não-homogêneo ideal, quando as viscosidades tenderem a zero.

Por fim, no Capítulo 4, mostraremos a existência e unicidade de soluções fortes (e

semi-fortes) locais e globais no tempo para o sistema (1) em domínios ilimitados com

fronteira uniformemente de classe C3.
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Capítulo 1

Preliminares

Para facilitar a leitura, faremos uma breve revisão dos principais conceitos e re-

sultados que serão usados nos demais capítulos. Para maiores detalhes, consulte as

referências [1], [15], [20], [39], [40] e [46].

1.1 Definições iniciais

No que segue, denotaremos sempre por Ω um domínio (não necessariamente li-

mitado) em R3. Funções com valores em R3, bem como seus espaços e pontos, são

representados com letras em negrito. Nas próximas quatro definições, U ⊆ Rn deno-

tará um conjunto aberto.

Definição 1.1. Uma função f : U → R é dita Lipschitziana se existir uma constante

C > 0 tal que

|f(x)− f(y)| ≤ C∥x− y∥,∀x,y ∈ U.

Definição 1.2. Uma função f : U → R é dita localmente Lipschitziana se para cada

x ∈ U , existir uma vizinhança Vx, do ponto x, tal que f |Vx é Lipschitziana.

Definição 1.3. Dizemos que f : U → R é uma função C1,1 se f for diferenciável em

U com derivadas parciais localmente Lipschitziana.

Definição 1.4. Um conjunto aberto U em Rn é dito ser um conjunto aberto C1,1

se existem constantes positivas r0 e c tais que para todo z ∈ ∂U , existem uma fun-

14



ção C1,1 f = fz : Rn−1 → R satisfazendo f(0) = 0, ∇f(0) = 0, ∥∇f∥L∞ ≤ c,

∥∇f(x) − ∇f(w)∥ ≤ c∥x − w∥ e um sistema de coordenadas ortonormal CSz : y =

(y1, · · · , yn−1, yn) := (ỹ, yn) com sua origem em z tal que

B(z, r0) ∩ U = {y ∈ B(0, r0) em CSz / yn > f(ỹ)}.

Definição 1.5. Dizemos que a fronteira de Ω é uniformemente de classe Ck, k ∈ N,

quando é possível escolher coordenadas cartesianas locais (x1, x2, x3) numa vizinhança

Uy de cada y ∈ ∂Ω tal que ∂Ω∩Uy seja representado por uma função x3 = ψ(x1, x2,y)

de classe Ck. Além disso, as vizinhanças Uy podem ser escolhidas como sendo bolas,

todas com o mesmo diâmetro, com respectivos centros y, e as derivadas até ordem k

de cada função ψ(·, ·,y) são limitadas por uma constante independente de y.

1.2 Espaços funcionais e notações

Os espaços C(Ω), Ck(Ω), Ck
0 (Ω), C

∞
0 (Ω) são definidos da maneira usual. Denotare-

mos por Lp(Ω), 1 ≤ p <∞, o espaço das funções reais u definidas em Ω, mensuráveis,

cuja potência p, |u|p, é integrável (à Lebesgue) em Ω, ou seja,

Lp(Ω) =

{
u : Ω → R, u mensurável e

∫
Ω

|u(x)|pdx <∞
}
,

que é um espaço de Banach munido da norma

∥u∥Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
)1/p

.

No caso p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert separável com respeito ao produto interno

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx.

O produto interno e a norma usuais em L2(Ω) são denotados por (· , ·) e ∥ · ∥, respec-

tivamente, a menos de menção contrária.

Uma função u que é mensurável em Ω é dita essencialmente limitada em Ω se existe

uma constante C ∈ R+ tal que |u(x)| ≤ C quase sempre (q.s.) em Ω. Por L∞(Ω)

denota-se o espaço das funções reais u, mensuráveis em Ω e que são essencialmente

limitadas em Ω, onde usamos a notação q.s. em Ω para indicar que a propriedade
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|u(x)| ≤ C é válida, exceto, possivelmente, para x pertencente a algum subconjunto de

Ω com medida nula. Chama-se supremo essencial de u ao ínfimo do conjunto

{C ∈ R+; |u(x)| ≤ C q.s. em Ω}

e o denotamos por

sup
x∈Ω

ess |u(x)| .

Mostra-se que L∞(Ω) é um espaço de Banach equipado com a norma

∥u∥L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess |u(x)| .

Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Dizemos que uma função u : Ω → R pertence a Lp
loc(Ω) se

u|K ∈ Lp(Ω) para todo compacto K ⊂ Ω.

Sejam I um intervalo da reta e X um espaço de Banach. Se p ∈ [1,+∞], o espaço

Lp(I,X) representa o conjunto de todas as funções mensuráveis f : I → X tais que a

função t 7→ ∥f(t)∥X pertence a Lp(I). Para f ∈ Lp(I,X), definimos

∥f∥Lp(I,X) =

(∫
I

∥f(t)∥pXdt
)1/p

, se p < +∞ ,

∥f∥L∞(I,X) = sup
t∈I

ess ∥f(t)∥X .

Denotamos por Lp
loc(I,X) o conjunto de todas as funções mensuráveis f : I → X tais

que f |J ∈ Lp(J,X) para todo sub-intervalo limitado J de I.

O conjunto Ck(I;X) representa o espaço de todas as funções que são k-vezes con-

tinuamente diferenciáveis sobre I com valores em X.

Consideraremos os espaços de Sobolev usuais

Wm,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω) : ∥Dαf∥Lp(Ω) < +∞ , |α| ≤ m} ,

para um multi-indíce α = (α1, α2, α3) ∈ N3, um inteiro não-negativo m e 1 ≤ p ≤ ∞.

Aqui, Dα denota o operador de derivação de ordem α definido por

∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ∂x

α3
3

,

onde |α| = α1+α2+α3. Para cada u ∈ Wm,p(Ω), define-se e denota-se a norma de u por
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∥u∥m,p =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|pdx

1/p

, se 1 ≤ p <∞ ,

∥u∥m,∞ =
∑
|α|≤m

sup
x∈Ω

ess |Dαu(x)| .

Escrevemos Hm(Ω) := Wm,2(Ω) e denotamos por Hm
0 (Ω) o fecho de C∞

0 (Ω) em

Hm(Ω), onde C∞
0 (Ω) denota o conjunto de todas as funções f : Ω → R que têm

suporte compacto e são de classe C∞. Sabemos que Hm(Ω) é um espaço de Hilbert

separável e que H1
0 (Ω) é caracterizado por

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω) ; u|∂Ω = 0}.

Enunciaremos a seguir, resultados que frequentemente usaremos nos próximos ca-

pítulos.

Lema 1.1 ([15], Generalização da Desigualdade de Hölder). Sejam Ω ⊂ Rn um

domínio limitado, pi ≥ 1 e fi ∈ Lpi(Ω) para i = 1, · · · , k, onde
1

p
=

1

p1
+ · · ·+ 1

pk
≤ 1.

Então f =
k∏

i=1

fi ∈ Lp e ∥f∥Lp ≤
k∏

i=1

∥fi∥Lpi .

Lema 1.2 ([20], Desigualdade generalizada de Young). Sejam a e b dois números

reais não-negativos. Se p, q ∈ R são tais que 1 ≤ p <∞ e
1

p
+

1

q
= 1, então para todo

ε > 0, tem-se

ab ≤ ε ap + Cεb
q, onde Cε =

p− 1

pq
ε1−q.

Lema 1.3 ([34] ou [49], Lema de Aubin-Lions). Sejam B0, B e B1 espaços de Ba-

nach com B0 e B1 reflexivos tais que B0 ↪→ B ↪→ B1 com injeções contínuas e a injeção

B0 ↪→ B compacta. Para T ∈ (0,∞) e 1 ≤ pi ≤ ∞, i = 0, 1, seja

W = {v ; v ∈ Lp0(0, T ;B0), v
′ =

dv

dt
∈ Lp1(0, T ;B1)}

munido da norma

∥v∥W = ∥v∥Lp0 (0,T ;B0) + ∥v′∥Lp1 (0,T ;B1).

Então W é um espaço de Banach e

W ↪→ Lp0(0, T ;B)

com injeção compacta.
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Observação 1.1. O Lema de Aubin-Lions nos diz que os conjuntos limitados em W são

relativamente compactos em Lp0(0, T ;B). Logo, sequências limitadas em W admitem

subsequência convergindo (fortemente) em Lp0(0, T ;B).

Lema 1.4 ([40], Lema de Du Bois-Raymond). Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então∫

Ω

u(x)φ(x) dx = 0 , ∀φ ∈ D(Ω)

se, e somente se, u = 0 q.s. em Ω.

Lema 1.5 ([50], Lema 1.2, pág. 260). Sejam V e H dois espaços de Hilbert tais que

V ↪→ H ≡ H∗ ↪→ V ∗ com inclusões contínuas e densas. Se a função u ∈ L2(0, T ;V ) e

u′ :=
du

dt
∈ L2(0, T ;V ∗), então u é quase sempre igual a uma função contínua de [0, T ]

em H e, além disso, a identidade

d

dt
∥u∥2 = 2 (u′, u)

é válida no sentido das distribuições sobre (0, T ).

Teorema 1.1 ([15], Alaoglu-Banach). Um espaço de Banach X é reflexivo se, e so-

mente se, toda sequência limitada em X possui uma subsequência fracamente conver-

gente.

Teorema 1.2 (veja [15]). Se X é um espaço vetorial normado separável, então toda

sequência limitada em X∗ possui uma subsequência convergente na topologia fraca*.

Uma vez que o espaço L1(Ω) é separável e
(
L1(Ω)

)∗
= L∞(Ω), temos o seguinte

Corolário 1.1. Se (un) é uma sequência limitada em L∞(Ω), então existem u ∈ L∞(Ω)

e uma subsequência (unk
) ⊂ (un) tais que unk

∗
⇀ u.

Proposição 1.1 (veja [15]). Sejam E um espaço vetorial normado, {xn}n∈N ⊂ E e

{fn}n∈N ⊂ E∗ duas sequências.

(i) Se xn ⇀ x, então {xn} é limitada e ∥x∥ ≤ lim inf ∥xn∥.

(ii) Se fn
∗
⇀ f , então {fn} é limitada e, se E for Banach, ∥f∥ ≤ lim inf ∥fn∥.

A seguir, enunciamos um resultado simples que será usado no Capítulo 2.
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Lema 1.6 ([10], Apêndice A). Seja h(t) uma função integrável não negativa. Suponha

que existam constantes não negativas a1 e a2 satisfazendo∫ t

t0

h(τ)dτ ≤ a1(t− t0) + a2,

para todos t e t0, com 0 ≤ t0 ≤ t. Então,

sup
t≥0

(
e−t

∫ t

0

eτh(τ)dτ

)
<∞.

Agora, recordaremos algumas desigualdades que serão bastante utéis no terceiro

capítulo. No que segue, usaremos a notação Dkf =
∑
|α|=k

Dαf .

Lema 1.7 (veja, por exemplo, [1], [14], [28], [31]). Sejam s ∈ N, α um multi-índice

com |α| = α1 + α2 + α3 e Dα o operador de derivação Dα := ∂α1
1 ∂α2

2 ∂α3
3 .

(a) (Estimativa do comutador) Se f ∈ Hs, Df ∈ L∞ e g ∈ Hs−1 ∩ L∞, então∑
|α|≤s

∥Dα(fg)− fDαg∥L2 ≤ C (∥∇f∥s−1∥g∥L∞ + ∥∇f∥L∞∥g∥s−1) . (1.1)

(b) (Estimativa do produto) Se f, g ∈ Hs ∩ L∞, então∑
|α|≤s

∥Dα(fg)∥L2 ≤ C (∥f∥L∞∥g∥s + ∥f∥s∥g∥L∞) . (1.2)

(c) (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg) Se |α| = k ≤ s, então∑
|α|≤s

∥Dαf∥L2s/k ≤ C∥f∥1−k/s
L∞ ∥f∥k/ss . (1.3)

(d) (Desigualdades de Sobolev) Para qualquer f ∈ H2 e q ∈ [2, 6], temos que

∥f∥Lq ≤ C∥f∥1, ∥f∥L6 ≤ C∥∇f∥L2 , ∥f∥L∞ ≤ C∥∇f∥1 ≤ C∥f∥2. (1.4)

(e) (Uma desigualdade no espaço de Sobolev) Para todo s ≥ 1 existe uma constante Cs

tal que, para quaisquer f, g ∈ Hs ∩ L∞, tem-se

∥f g∥s ≤ Cs (∥f∥L∞∥g∥s + ∥f∥s∥g∥L∞) . (1.5)

Agora, apresentaremos outros espaços funcionais necessários para o desenvolvi-

mento deste trabalho. Escrevemos

V(Ω) = {u ∈ C∞
0 (Ω) / divu = 0 em Ω} ,
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e denotamos por H(Ω) e V(Ω) o fecho de V(Ω) em L2(Ω) e H1(Ω), respectivamente.

Note que V(Ω) ↪→ H(Ω), onde a inclusão é contínua e densa. Tais espaços são carac-

terizados por (veja [50], Teoremas 1.4 e 1.6, páginas 15 e 18, respectivamente):

H(Ω) =
{
v ∈ L2(Ω); div v = 0, v.ν|∂Ω = 0

}
,V(Ω) =

{
v ∈ H1

0(Ω); div v = 0
}
.

Aqui, v.ν|∂Ω representa a componente normal de v sobre ∂Ω.

O complemento ortogonal de H(Ω) é caracterizado por

H⊥(Ω) = {ϕ ∈ L2(Ω) : ϕ = ∇p para algum p ∈ H1(Ω)}.

Assim, o espaço L2(Ω) possui a decomposição L2(Ω) = H(Ω)⊕H⊥(Ω) (decomposição

de Helmholtz) e podemos, então, considerar a projeção ortogonal

P : L2(Ω) → H(Ω).

Note que P (∇g) = 0, ∀ g ∈ H1(Ω). Outra importante projeção ortogonal que tra-

balharemos é a projeção R : L2(Ω) → H1
0(Ω). Consideraremos o operador de Stokes

A = −P∆ : D(A) → H(Ω) que é caracterizado pela igualdade

(Aw,v) = (∇w,∇v), para todos w ∈ D(A), v ∈ V(Ω),

onde D(A) = V(Ω) ∩H2(Ω) é o domínio do operador de Stokes. Suas autofunções e

seus autovalores são, respectivamente, indicados por φk e λk. Uma vez que A é um

operador autoadjunto, definido positivo com inverso A−1 : H(Ω) → H(Ω) compacto,

resultados de análise funcional nos garante que existe uma sequência de autovalores

positivos λk > 0 e um sequência de autofunções
{
φk
}∞
k=1

, tais que

Aφk = λk φ
k, φk ∈ D(A)

e 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λk ≤ λk+1 ≤ · · · , lim
k→∞

λk = ∞ (ver [15]).

Também sabemos que
{
φk(x)

}∞
k=1

,
{
φk(x)√
λk

}∞

k=1

e
{
φk(x)

λk

}∞

k=1

formam um sis-

tema ortonormal completo nos espaços H(Ω),V(Ω) e V(Ω)∩H2(Ω) equipados com os

produtos internos (u,v), (∇u,∇v) e (Au, Av), respectivamente.

Consideraremos também, o operador de Laplace B = −∆ e o operador fortemente

elíptico L = −(ca+cd)∆−(c0+cd−ca)∇div , com condições de contorno de Dirichlet e
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domínios D(B) = H1
0(Ω) ∩H2(Ω) = D(L). A fim de não sobrecarregarmos a notação,

denotaremos, respectivamente, por ϕk e γk as autofunções e os autovalores de B ou

L, segundo o contexto. Notemos que todas as propriedades acima para o operador

A têm considerações similares para os operadores B e L. Por exemplo,
{
ϕk(x)

}∞
k=1

,{
ϕk(x)
√
γk

}∞

k=1

e
{
ϕk(x)

γk

}∞

k=1

formam um sistema ortonormal completo nos espaços

L2(Ω), H1
0(Ω) e H1

0(Ω) ∩H2(Ω), respectivamente. Além disso, temos

(Bw,v) = (∇w,∇v),

(Lw,v) = (ca + cd)(∇w,∇v) + (c0 + cd − ca)(divw, divv),

para todos v ∈ H1
0(Ω) e w ∈ D(B) = D(L). Observamos que devido a hipótese

c0 + cd > ca, o operador L é, de fato, um operador positivo.

Usando resultados de Amrouche e Girault (veja [4]), quando Ω é de classe C1,1,

temos que ∥u∥H2 e ∥Au∥, ∥w∥H2 e ∥Bw∥, ∥w∥H2 e ∥Lw∥, são normas equivalentes em

D(A),D(B) e D(L), respectivamente. Também temos que ∥∇w∥, ∥w∥H1 e ∥L1/2w∥

são normas equivalentes em H1
0(Ω).

Para cada k ∈ N, denotamos por Pk e Rk as projeções ortogonais de L2(Ω) em Vk :=

span[φ1, · · · ,φk] e Wk := span[ϕ1, · · · ,ϕk], respectivamente, ou seja, se f ∈ L2(Ω),

então

Pkf =
k∑

i=1

(f,φi)φi e Rkf =
k∑

i=1

(f,ϕi)ϕi.

Neste caso, para todos f ∈ D(A), g ∈ D(B) = D(L) e k ∈ N, temos

PkAf = APkf, RkBg = BRkg e RkLg = LRkg.

Também trabalharemos com as projeções ortogonais Qk e Sk de L2(Ω) sobre Ṽk :=

span[φk+1,φk+2, · · · ] e W̃k := span[ϕk+1,ϕk+2, · · · ], respectivamente. É claro que as

seguintes identidades são verdadeiras:

P = Pk +Qk e R = Rk + Sk.

Para estas expansões em termos das autofunções, podemos estimar os erros de

acordo com o seguinte lema:
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Lema 1.8 (veja [43] e [44]). Se v ∈ V(Ω) e w ∈ H1
0(Ω), então

∥v − Pkv∥2 ≤
1

λk+1

∥∇v∥2, ∥w −Rkw∥2 ≤ 1

γk+1

∥L1/2w∥2.

Além disso, se v ∈ V(Ω) ∩H2(Ω) e w ∈ H1
0(Ω) ∩H2(Ω), então

∥v − Pkv∥2 ≤
1

λ2k+1

∥Av∥2, ∥w −Rkw∥2 ≤ 1

γ2k+1

∥Lw∥2,

∥∇v −∇Pkv∥2 ≤
1

λk+1

∥Av∥2, ∥L1/2(w −Rkw)∥2 ≤ 1

γk+1

∥Lw∥2.

A seguir, enunciaremos alguns resultados que serão frequentemente utilizados no

Capítulo 4 e usaremos a notação

∥D2f∥2 =
3∑

i,j,k=1

∥∥∥∥ ∂2fi
∂xj ∂xk

∥∥∥∥2 .
Lema 1.9 ([23], Lema 1). Seja Ω um conjunto aberto do R3 com fronteira uniforme-

mente de classe C3. Suponha que v ∈ V(Ω) é uma solução generalizada do problema

de Stokes 
−∆v +∇p = f, em Ω com f ∈ L2(Ω),

div v = 0, em Ω,

v = 0, sobre ∂Ω,

isto é, v satisfaz a identidade
∫
Ω

∇v∇ϕ dx =

∫
Ω

fϕ dx para todo ϕ ∈ V(Ω). Então v

possui segundas derivadas em L2(Ω) e as desigualdades

∥D2v∥ ≤ C∂(∥P f∥+ ∥∇v∥),

∥∇v∥3 ≤ C∂(∥P f∥1/2∥∇v∥1/2 + ∥∇v∥),

são satisfeitas com constantes dependendo somente da regularidade-C3 da ∂Ω (mas

independentes da medida de Ω ou ∂Ω).

Observação 1.2. A hipótese de Ω ser um domínio com fronteira de classe C3 é usada

somente para provar o Lema 1.9 sem usar a Teoria do Potencial. Para detalhes, veja

os Lemas 1 e 2 em [23].

Nos lemas abaixo, assumiremos que as funções ϕ(t), ψ(t), f(t) e h(t) são suaves,

não-negativas e definidas para todo t ≥ 0.
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Lema 1.10 ([23], Lema 3). Suponha que ϕ(0) = ϕ0 e ϕ′(t) + ψ(t) ≤ g(ϕ(t)) + f(t)

para t ≥ 0, onde g é uma função Lipschitz não-negativa definida para ϕ ≥ 0. Então

ϕ(t) ≤ F (t ;ϕ0) para todo t ∈ [0, T (ϕ0)), onde F (· ;ϕ0) é a solução do problema de

valor inicial F ′(t) = g(F (t)) + f(t), F (0) = ϕ0 e [0, T (ϕ0)) é o intervalo maximal de

existência. Além disso, se g é não-decrescente, então∫ t

0

ψ(τ)dτ ≤ F̃ (t ;ϕ0),

onde

F̃ (t ;ϕ0) = ϕ0 +

∫ t

0

[
g(F (τ ;ϕ0)) + f(τ)

]
dτ.

Lema 1.11 ([23], Lema 4). Suponha que ϕ(0) = ϕ0 e ϕ′(t) + ψ(t) ≤ h(t)ϕ(t) + f(t)

para t ≥ 0. Então ϕ(t) ≤ F̄ (t ;ϕ0) e
∫ t

0

ψ(τ)dτ ≤ F̄∗(t ;ϕ0), para todo t ≥ 0, onde

F̄ (t ;ϕ0) =

(
ϕ0 +

∫ t

0

f(τ)(exp

∫ τ

0

−h(s)ds) dτ
)
exp

∫ t

0

h(τ)dτ

e

F̄∗(t ;ϕ0) = ϕ0 +

∫ t

0

[
h(τ)F̄ (τ ;ϕ0)) + f(τ)

]
dτ.

Assim, as estimativas para ϕ(t) e
∫ t

0

ψ(τ)dτ são obtidas a partir das estimativas para

ϕ0,
∫ t

0

h(τ)dτ e
∫ t

0

f(τ)dτ .

Lema 1.12 ([23], Lema 7). Seja Ω um domínio tridimensional qualquer com fronteira

uniformemente de classe C3. Seja Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ Ω3 ⊂ · · · uma sequência de subdomínios

limitados de Ω, todos com fronteira uniformemente de classe C3, satisfazendo Ω =

∪∞
m=1Ωm, e tais que a regularidade C3 das fronteiras ∂Ωm é uniforme com respeito à

m. Seja a ∈ V(Ω) e suponha que ∥D2a∥ <∞. Então existe uma sequência de funções

am ∈ V(Ωm) com ∥∇am∥Ωm ≤ ∥∇a∥ e ∥D2am∥Ωm ≤ A, tal que ∥∇am − ∇a∥ → 0

quando m → ∞. Aqui é entendido que am ≡ 0 fora de Ωm e A é uma constante

independente de m.

Similarmente, para funções em H1
0(Ω), temos o seguinte resultado:

Lema 1.13. Seja Ω um domínio tridimensional qualquer com fronteira uniformemente

de classe C3. Seja Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ Ω3 ⊂ · · · uma sequência de subdomínios limitados de Ω,
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todos com fronteira uniformemente de classe C3, satisfazendo Ω = ∪∞
m=1Ωm, e tais que

a regularidade C3 das fronteiras ∂Ωm é uniforme com respeito à m. Seja b ∈ H1
0(Ω)

e suponha que ∥D2b∥ < ∞. Então existe uma sequência de funções bm ∈ H1
0(Ωm)

com ∥L1/2bm∥Ωm ≤ ∥L1/2b∥ e ∥D2bm∥Ωm ≤ B, tal que ∥L1/2bm − L1/2b∥ → 0 quando

m→ ∞. Aqui é entendido que bm ≡ 0 fora de Ωm e B é uma constante independente

de m.
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Capítulo 2

Estimativas de erro uniformes no

tempo

Consideramos aproximações semi-Galerkin espectrais para soluções globais fortes

das equações que modelam o movimento de fluidos assimétricos (micropolares) com

densidade variável. Obtivemos estimativas de erro, uniformes no tempo, otimais na

norma H1, para as aproximações das velocidades linear e angular de rotação das par-

tículas do fluido. Também obtivemos estimativas de erro para as aproximações da

densidade em alguns espaços Lr. Os resultados que provamos são similares ao de

Heywood [24] para as equações de Navier-Stokes usuais (densidade constante) e ao

de Braz e Silva e Rojas-Medar [10] para as equações de Navier-Stokes com densidade

variável. Aqui, por otimalidade entendemos que as soluções aproximadas uk e wk con-

vergem para a solução u, w do problema (1) na melhor taxa possível, medidas por

potências do inverso dos autovalores λk+1 e γk+1 dos operadores de Stokes e de Laplace

(Laplaciano), considerando-se as aproximações nos subespaços Vk e Wk.

2.1 Introdução

Seja Ω um domínio regular limitado em R3 de classe C1,1, com fronteira ∂Ω. Vamos

estudar o sistema (1) na região Ω× (0,∞), ou seja
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

ρut + ρ(u · ∇)u+∇p = (µ+ µr)∆u+ 2µr rotw + ρf em Ω× (0,∞),

divu = 0 em Ω× (0,∞),

ρwt + ρ(u · ∇)w − (c0 + cd − ca)∇(divw) + 4µrw

= (ca + cd)∆w + 2µr rotu+ ρg em Ω× (0,∞),

ρt + u · ∇ρ = 0 em Ω× (0,∞).

(2.1)

Complementamos o sistema (2.1) com as seguintes condições de fronteiras e iniciais: u(x, t) = 0, w(x, t) = 0 sobre ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), w(x, 0) = w0(x) e ρ(x, 0) = ρ0(x) em Ω.
(2.2)

Estamos interessados no método semi-Galerkin espectral aplicado ao sistema (2.1).

O termo espectral é usado para indicar que a base utilizada para as aproximações

de Galerkin é formada por autofunções do operador de Stokes. A importância de

obter estimativas de erros para métodos de Galerkin reside na ampla aplicação de tais

métodos em experimentos numéricos. Mesmo o caso mais simples de aproximações

espectrais podem ser usados como preparação para um método de elementos finitos.

Um desenvolvimento sistemático de estimativas de erro para o método de Galerkin

espectral aplicado às equações de Navier-Stokes clássicas foi obtido em [44]. As estima-

tivas lá obtidas são locais no tempo no sentido que dependem de funções que crescem

exponencialmente com o tempo. Como observado em [24], esse resultado é o melhor

que se pode esperar sem hipóteses adicionais sobre a estabilidade da solução que está

sendo aproximada. Estimativas ótimas e uniformes no tempo para a norma de Diri-

chlet da velocidade foram obtidas em [24], supondo limitação uniforme no tempo da

norma L2 do gradiente da velocidade e estabilidade exponencial da solução na norma

de Dirichlet.

Para o caso das equações de Navier-Stokes com densidade variável, estimativas de

erro locais no tempo foram inicialmente obtidas em [47]. Além disso, estimativas uni-

formes no tempo para a norma L2 também foram obtidas. Essas últimas estimativas

não são ótimas. Além disso, requeriam a hipótese u ∈ L∞([0, T ];H3(Ω)) que, como ob-

servado em [25], é muito restritiva, pois requer uma condição global de compatibilidade

para os dados iniciais mesmo no caso de densidade constante. Em [10], Braz e Silva e
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Rojas-Medar obtiveram estimativas de erro uniformes no tempo, para as soluções das

equações de Navier-Stokes, supondo que a solução fosse estável em um certo sentido

específico. Neste capítulo, iremos estender, para as equações dos fluidos micropolares

dadas pelo sistema (2.1), os resultados obtidos em [10].

2.2 Conceito de estabilidade e resultado principal

Consideramos o problema (2.1) para todo tempo t ≥ 0, e supomos que os dados do

problema satisfazem as condições abaixo:

u0 ∈ V(Ω) ∩H2(Ω), w0 ∈ H1
0(Ω) ∩H2(Ω), (2.3)

sup
t≥0

∥f∥H1 <∞ ; sup
t≥0

∥ft∥ <∞, sup
t≥0

∥g∥H1 <∞ ; sup
t≥0

∥gt∥ <∞, (2.4)

ρ0 ∈ C1(Ω̄) ; 0 < α ≤ ρ0(x) ≤ β <∞, (2.5)

onde α e β são constantes. Além disso, também supomos que existem constantes

M, M̃ > 0 tais que a solução (ρ,u,w) de (2.1) satisfaz

∥∇u(·, t)∥+ ∥∇w(·, t)∥ ≤ M, ∀ t ≥ 0, (2.6)

∥∇ρ(·, t)∥Lp0 ≤ M̃, ∀ t ≥ 0 e para algum p0 ∈ [6,∞]. (2.7)

A desigualdade (2.6) é válida quando f,g,u0 e w0 são suficientemente pequenos (cf. [7]).

Para um dado p0, 6 ≤ p0 ≤ ∞, também assumimos que (ρ,u,w) é p0-condicionalmente

assintoticamente estável (cf. a Definição 2.1 a seguir e veja as referências [10], [24] e

[47] para noções similares de estabilidade). Para definir esta noção de estabilidade,

necessitamos do estudo do comportamento de “soluções perturbadas” do sistema (2.1).

Para isto, consideramos uma solução (ρ̂, û, ŵ) do problema (2.1) começando no tempo

inicial t0 ≥ 0, com valores iniciais û0, ŵ0 e ρ̂0 e com as mesmas forças externas f e g,

ou seja, (ρ̂, û, ŵ) satisfaz o seguinte sistema de equações em Ω× (t0,∞):
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

ρ̂ ût + ρ̂ (û · ∇)û − (µ+ µr)∆û +∇q = 2µr rot ŵ + ρ̂ f,

div û = 0,

ρ̂ ŵt + ρ̂ (û · ∇)ŵ − (ca + cd)∆ŵ − (c0 + cd − ca)∇(div ŵ) + 4µrŵ

= 2µr rot û + ρ̂g,

ρ̂t + û · ∇ρ̂ = 0,

û(x, t) = 0, ŵ(x, t) = 0, sobre ∂Ω× (t0,∞),

û(x, t0) = û0(x), ŵ(x, t0) = ŵ0(x), ρ̂(x, t0) = ρ̂0(x) em Ω.

(2.8)

Dizemos que o terno (η(x, t), ξ(x, t), ζ(x, t)), definido para t ≥ t0 ≥ 0, é uma

perturbação de (ρ,u,w) no tempo t0 se o terno (ρ̂, û, ŵ) := (ρ+ η, u+ ξ, w + ζ) for

uma solução do sistema (2.8). Portanto, se escrevermos ξ0 := ξ(·, t0), ζ0 := ζ(·, t0),

η0 := η(·, t0), o terno (ρ̂, ξ, ζ) é uma solução do seguinte problema de valor de fronteira

e inicial em Ω× (t0,∞):

ρ̂ξt + ρ̂(u · ∇)ξ + ρ̂(ξ · ∇)u+ ρ̂(ξ · ∇)ξ +∇p̃

= (µ+ µr)∆ξ + (ρ− ρ̂)(ut + (u · ∇)u− f) + 2µrrot ζ,

ρ̂ζt + ρ̂(u · ∇)ζ + ρ̂(ξ · ∇)w + ρ̂(ξ · ∇)ζ − (c0 + cd − ca)∇div ζ + 4µrζ

= (ca + cd)∆ζ + (ρ− ρ̂)(wt + (u · ∇)w − g) + 2µrrot ξ,

ρ̂t + ((ξ + u) · ∇)ρ̂ = 0,

div ξ = 0,

ξ|∂Ω = 0, ζ|∂Ω = 0,

ξ(x, t0) = ξ0(x), ∀x ∈ Ω,

ζ(x, t0) = ζ0(x), ∀x ∈ Ω,

ρ̂(x, t0) = ρ̂0(x) = ρ(x, t0) + η0(x), ∀x ∈ Ω.

(2.9)

Agora, para um dado p0, 6 ≤ p0 ≤ ∞, definimos o conceito de solução p0-condicionalmente

assintoticamente estável.

Definição 2.1. Seja p0 ∈ [6,∞]. Uma solução (ρ,u,w) do problema (2.1) é dita

p0-condicionalmente assintoticamente estável se, para todo t0 ≥ 0, existir números

positivos A1, A2, A3, δ1, δ2, M1, M2, M3 e uma função F : [0,∞) → R+, contínua

decrescente, onde F (0) = 1 e lim
t→∞

F (t) = 0, tais que, para todos ξ0 ∈ V(Ω) ∩H2(Ω),

ζ0 ∈ H1
0(Ω) ∩H2(Ω), η0 ∈ L∞(Ω) ∩W 1,p0(Ω), satisfazendo ∥∇ξ0∥ < δ1, ∥∇ζ0∥ < δ2,
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∥Aξ0∥ < A1, ∥Bζ0∥ < A2, ∥η0∥L∞ < A3, o problema (2.9) admitir uma única solução

(η, ξ, ζ), com

ξ ∈ L2
loc([t0,∞);V(Ω) ∩H2(Ω)),

ζ ∈ L2
loc([t0,∞);H1

0(Ω) ∩H2(Ω)),

ξt, ζt ∈ L2
loc([t0,∞);H1(Ω)),

η ∈ L∞([t0,∞);L∞(Ω) ∩W 1,p0(Ω)).

Além disso,

∥∇η(·, t)∥Lp0 ≤M1 , ∀ t ≥ t0, (2.10)

∥∇ξ(·, t)∥ ≤M2∥∇ξ0∥F (t− t0) , ∀ t ≥ t0, (2.11)

∥∇ζ(·, t)∥ ≤M3∥∇ζ0∥F (t− t0) , ∀ t ≥ t0. (2.12)

Observação 2.1. Usamos uma função geral F (t) na Definição 2.1 apenas para salientar

que os resultados que aqui faremos não requerem uma taxa de decaimento exponencial.

A solução do problema (2.1) pode ser obtida através das aproximações semi-Galerkin

espectrais, isto é, aproximações Galerkin espectrais

uk(x, t) =
k∑

i=1

Aik(t)φ
i(x), wk(x, t) =

k∑
i=1

Bik(t)ϕ
i(x)

para as velocidades linear e angular de rotação das partículas do fluido, respectiva-

mente, unicamente determinadas por

(ρkuk
t ,ν

k) + (ρkuk · ∇uk,νk) + (µ+ µr)(∇uk,∇νk) (2.13)

= 2µr(rotwk,νk) + (ρkf,νk), t ≥ 0,

(ρkwk
t , ν̄

k) + (ρkuk · ∇wk, ν̄k) + (ca + cd)(∇wk,∇ν̄k) + 4µr(wk, ν̄k) (2.14)

+(c0 + cd − ca)(divwk, div ν̄k) = 2µr(rotuk, ν̄k) + (ρkg, ν̄k), t ≥ 0,

uk(x, 0) = Pku0(x), (2.15)

wk(x, 0) = Rkw0(x), (2.16)

para todos νk e ν̄k da forma νk(x) =
k∑

i=1

ciφ
i(x) e ν̄k(x) =

k∑
i=1

diϕ
i(x), e uma

aproximação em dimensão infinita ρk(x, t) para a densidade, solução da equação de
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continuidade
ρkt + uk · ∇ρk = 0,

ρk(·, 0) = ρ0(·).
(2.17)

Pode-se provar que (ρk,uk,wk) converge em um sentido apropriado para (ρ,u,w),

solução do problema (2.1). O principal resultado deste capítulo é o seguinte

Teorema 2.1. Suponha que (ρ,u,w) é p0-condicionalmente assintoticamente estável,

para algum p0, 6 ≤ p0 ≤ ∞. Então, existem constantes N ∈ N e C ≥ 0, tais que se

k ≥ N tem-se, para todo t ≥ 0,

∥∇u(·, t)−∇uk(·, t)∥2 + ∥∇w(·, t)−∇wk(·, t)∥2 ≤ C

λk+1

+
C

γk+1

. (2.18)

Além disso, se 6 ≤ p0 <∞, então

∥ρ(·, t)− ρk(·, t)∥Lr ≤ Ct

(λk+1)
1
2

+
Ct

(γk+1)
1
2

, 2 ≤ r ≤ 6p0
6 + p0

, (2.19)

e se p0 = ∞, então

∥ρ(·, t)− ρk(·, t)∥Lr ≤ Ct

(λk+1)
1
2

+
Ct

(γk+1)
1
2

, 2 ≤ r ≤ 6. (2.20)

As constantes N e C, dependem apenas de Ω, da ∂Ω, das viscosidades, das normas

dos dados em (2.3)-(2.4) e das constantes introduzidas em (2.5)-(2.7) e na Definição

2.1.

2.3 Estimativas a priori

Nesta seção, obteremos várias estimativas integrais, que dependerão somente dos

limites de integração. Isto será suficiente para provarmos o Teorema 2.1.

Para u e w, soluções do problema (2.1), e para as perturbações ξ e ζ, temos:
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Lema 2.1. Para todo t ≥ t0 ≥ 0, temos

(µ+ µr)
d

dt
∥∇u(·, t)∥2 + 3(µ+ µr)

2

64 β
∥Au(·, t)∥2 + α

2
∥ut(·, t)∥2

≤ C
(
∥f(·, t)∥2 + ∥∇u(·, t)∥10 + ∥∇w(·, t)∥2

)
, (2.21)

(ca + cd)
d

dt
∥∇w(·, t)∥2 + (c0 + cd − ca)

d

dt
∥divw(·, t)∥2 + 3(ca + cd)

2

64 β
∥Bw(·, t)∥2

+
α

2
∥wt(·, t)∥2 + 4µr

d

dt
∥w(·, t)∥2 + 3(ca + cd)µr

2 β
∥∇w(·, t)∥2

≤ C
(
∥g(·, t)∥2 + ∥∇u(·, t)∥2 + ∥∇w(·, t)∥2 + ∥∇u(·, t)∥8∥∇w(·, t)∥2

)
, (2.22)

(µ+ µr)
d

dt
∥∇ξ(·, t)∥2 + α(µ+ µr)

2

24 β2
∥Aξ(·, t)∥2 + α

2
∥ξt(·, t)∥2

≤ C
(
∥∇ξ(·, t)∥2 ∥∇u(·, t)∥8 + ∥∇ξ(·, t)∥10 + ∥ut(·, t)∥2 + ∥Au(·, t)∥2 + ∥f(·, t)∥2

)
+ C

(
∥∇u(·, t)∥10 + ∥∇ζ(·, t)∥2 + ∥∇ξ(·, t)∥2 ∥Au(·, t)∥2

)
, (2.23)

(ca + cd)
d

dt
∥∇ζ(·, t)∥2 + (c0 + cd − ca)

d

dt
∥div ζ(·, t)∥2 + α(ca + cd)

2

24 β2
∥Bζ(·, t)∥2

+
α

2
∥ζt(·, t)∥2 + 4µr

d

dt
∥ζ(·, t)∥2 + 2µrα(ca + cd)

3 β2
∥∇ζ(·, t)∥2

≤ C
[
∥∇u(·, t)∥8

(
∥∇w(·, t)∥2 + ∥∇ζ(·, t)∥2

)
+ ∥∇ξ(·, t)∥8 ∥∇ζ(·, t)∥2 + ∥Bw(·, t)∥2

]
+ C

[
∥∇ξ(·, t)∥2

(
∥Bw(·, t)∥2 + 1

)
+ ∥∇ζ(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2 + ∥g(·, t)∥2

]
. (2.24)

Demonstração. Provaremos apenas a desigualdade (2.21), pois as demais desigual-

dades são provadas de formas completamente análogas. Para isto, fazemos o produto

interno da primeira equação de (2.1) com ϵAu (para algum ϵ > 0 a ser conveniente-

mente escolhido) e depois com ut. Usando integração por partes, a fórmula de Green

e os fatos que divu = 0 e (∇p,Au) = 0, pois ∇p ∈ H⊥ e Au ∈ H, obtemos, respecti-

vamente

ϵ(µ+ µr)∥Au∥2 = −ϵ(ρut, Au)− ϵ(ρu · ∇u, Au) + ϵ(ρf, Au) + 2µrϵ(rotw, Au)(2.25)

e

µ+ µr

2

d

dt
∥∇u∥2 + ∥√ρut∥2 = (ρf,ut)− (ρu · ∇u,ut) + 2µr(rotw,ut). (2.26)

Somando estas duas identidades, temos

µ+ µr

2

d

dt
∥∇u∥2 + ∥√ρut∥2 + ϵ(µ+ µr)∥Au∥2 = −ϵ(ρut, Au)− ϵ(ρu · ∇u, Au)

+ ϵ(ρf, Au) + 2µrϵ(rotw, Au) + (ρf,ut)− (ρu · ∇u,ut) + 2µr(rotw,ut).(2.27)
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Agora, estimaremos cada um dos termos do lado direito da identidade (2.27). Fazendo

uso das desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, obtemos

|(ρut, Au)| ≤ ∥Au∥ ∥ρut∥ =
√
µ+ µr ∥Au∥

1√
µ+ µr

∥ρut∥

≤ 3(µ+ µr)

16
∥Au∥2 + 4β

3(µ+ µr)
∥√ρut∥2,

|(ρu · ∇u, Au)| ≤ ∥Au∥ ∥ρu · ∇u∥ ≤
√
µ+ µr ∥Au∥

β√
µ+ µr

∥u · ∇u∥

≤ 3(µ+ µr)

16
∥Au∥2 + 4β2

3(µ+ µr)
∥u · ∇u∥2,

|(ρf, Au)| ≤ ∥Au∥ ∥ρf∥ ≤ ∥Au∥ β ∥f∥ =
√
µ+ µr ∥Au∥

β√
µ+ µr

∥f∥

≤ 3(µ+ µr)

16
∥Au∥2 + 4β2

3(µ+ µr)
∥f∥2,

|2µr(rotw, Au)| ≤ 2µr ∥Au∥ ∥∇w∥ =
√
µ+ µr ∥Au∥

2µr√
µ+ µr

∥∇w∥

≤ 3(µ+ µr)

16
∥Au∥2 + 16µ2

r

3(µ+ µr)
∥∇w∥2,

|(ρf,ut)| = |(√ρ f,
√
ρut)| ≤ ∥√ρ f∥ ∥√ρut∥ ≤ 1

6
∥√ρut∥2 +

3

2
∥√ρ f∥2

≤ 1

6
∥√ρut∥2 +

3β

2
∥f∥2,

|(ρu · ∇u,ut)| = |(√ρu · ∇u,
√
ρut)| ≤ ∥√ρut∥ ∥

√
ρu · ∇u∥

≤ 1

6
∥√ρut∥2 +

3

2
∥√ρu · ∇u∥2

≤ 1

6
∥√ρut∥2 +

3β

2
∥u · ∇u∥2,

|2µr(rotw,ut)| =

∣∣∣∣2µr(
1
√
ρ
rotw,

√
ρut)

∣∣∣∣ ≤ 2µr

∥∥∥∥ 1
√
ρ
rotw

∥∥∥∥ ∥√ρut∥

≤ 2µr√
α
∥∇w∥ ∥√ρut∥

≤ 1

6
∥√ρut∥2 +

6µ2
r

α
∥∇w∥2.

Por outro lado, usando-se as desigualdades de Hölder, da interpolação e de Poincaré,

juntamente com o fato que ∥u∥H2 e ∥Au∥ são normas equivalentes, obtemos

∥u · ∇u∥2 ≤ ∥u∥2L4 ∥∇u∥2L4 ≤ ∥u∥1/2 ∥u∥3/2L6 ∥∇u∥1/2 ∥∇u∥3/2L6

≤ C ∥∇u∥1/2 ∥∇u∥3/2 ∥∇u∥1/2 ∥Au∥3/2

= C ∥∇u∥5/2 ∥Au∥3/2.
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Substituindo as desigualdades acima na identidade (2.27), obtemos

µ+ µr

2

d

dt
∥∇u∥2 +

(
1

2
− 4ϵβ

3(µ+ µr)

)
∥√ρut∥2 +

ϵ(µ+ µr)

4
∥Au∥2

≤
(
3β

2
+

4ϵβ2

3(µ+ µr)

)
∥f∥2 +

(
6µ2

r

α
+

16ϵµ2
r

3(µ+ µr)

)
∥∇w∥2 (2.28)

+

(
3Cβ

2
+

4ϵβ2C

3(µ+ µr)

)
∥∇u∥5/2 ∥Au∥3/2.

Escolhendo ϵ =
3(µ+ µr)

16β
, obtemos, da desigualdade (2.28) acima, que

µ+ µr

2

d

dt
∥∇u∥2 + 1

4
∥√ρut∥2 +

3(µ+ µr)
2

64 β
∥Au∥2

≤ 7β

4
∥f∥2 + (α + 6β)µ2

r

αβ
∥∇w∥2 (2.29)

+
7βC

4
∥∇u∥5/2 ∥Au∥3/2.

Usando a desigualdade generalizada de Young (ver Lema 1.2), temos

7βC

4
∥∇u∥5/2 ∥Au∥3/2 ≤ δ(µ+ µr)∥Au∥2 + Cδ

(
7βC

4

)4

(µ+ µr)
−3∥∇u∥10. (2.30)

Substituindo esta última estimativa na desigualdade (2.29) com δ =
3(µ+ µr)

128 β
, con-

cluimos que

(µ+ µr)
d

dt
∥∇u∥2 + 3(µ+ µr)

2

64 β
∥Au∥2 + α

2
∥ut∥2 ≤ C(∥f∥2 + ∥∇u∥10 + ∥∇w∥2),

que é exatamente a desigualdade (2.21). �

Corolário 2.1. Para todo t ≥ t0, temos que∫ t

t0

(
∥Au(·, τ)∥2 + ∥Bw(·, τ)∥2

)
dτ ≤ C + C(t− t0), (2.31)

∫ t

t0

(
∥ut(·, τ)∥2 + ∥wt(·, τ)∥2

)
dτ ≤ C + C(t− t0), (2.32)

∫ t

t0

(
∥Aξ(·, τ)∥2 + ∥Bζ(·, τ)∥2

)
dτ ≤ C + C(t− t0), (2.33)

∫ t

t0

(
∥ξt(·, τ)∥2 + ∥ζt(·, τ)∥2

)
dτ ≤ C + C(t− t0). (2.34)
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Além disso, combinando as desigualdades (2.31), (2.32), (2.33) e (2.34) com o Lema

1.6, obtemos

sup
t≥0

e−t

∫ t

0

eτ
(
∥ut(·, τ)∥2 + ∥wt(·, τ)∥2

)
dτ <∞, (2.35)

sup
t≥0

e−t

∫ t

0

eτ
(
∥Au(·, τ)∥2 + ∥Bw(·, τ)∥2

)
dτ <∞, (2.36)

sup
t≥0

e−t

∫ t

0

eτ
(
∥ξt(·, τ)∥2 + ∥ζt(·, τ)∥2

)
dτ <∞, (2.37)

sup
t≥0

e−t

∫ t

0

eτ
(
∥Aξ(·, τ)∥2 + ∥Bζ(·, τ)∥2

)
dτ <∞. (2.38)

Demonstração. Integrando a desigualdade (2.21) de t0 a t, devido as hipóteses dadas

em (2.4) e (2.6), obtemos∫ t

t0

(
∥Au(·, τ)∥2 + ∥ut(·, τ)∥2

)
dτ ≤ C

∫ t

t0

(∥f∥2 + ∥∇u∥10 + ∥∇w∥2)dτ + C∥∇u(·, t0)∥2

≤ C(t− t0) + C.

Isto prova as primeiras estimativas em (2.31) e (2.32). As demais estimativas são

provadas de forma extremamente análogas. Basta, para isto, integrar as desigualdades

(2.22), (2.23) e (2.24) de t0 a t e usar, quando necessário, as estimativas ∥∇ξ(·, t)∥ ≤

M2∥∇ξ0∥, ∥∇ζ(·, t)∥ ≤M3∥∇ζ0∥, ∀ t ≥ t0 e ∥∇u(·, t)∥+ ∥∇w(·, t)∥ ≤M , ∀ t ≥ 0. �

O lema abaixo estabelece algumas estimativas para u e w que serão muito impor-

tantes no decorrer deste capítulo.

Lema 2.2. Temos que

sup
t≥0

(
∥ut(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2

)
<∞, (2.39)

sup
t≥0

(
∥Au(·, t)∥2 + ∥Bw(·, t)∥2

)
<∞, (2.40)

sup
t≥0

e−t

∫ t

0

eτ
(
∥∇ut(·, τ)∥2 + ∥∇wt(·, τ)∥2

)
dτ <∞. (2.41)

Demonstração. Supondo que a desigualdade (2.39) é válida, iniciaremos com a prova

da estimativa (2.40). Multiplicando a primeira equação de (2.1) por Au em L2, obtemos

(µ+ µr)∥Au∥2 = 2µr(rotw, Au) + (ρf, Au)− (ρu · ∇u, Au)− (ρut, Au).
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Portanto,

(µ+ µr)∥Au∥ ≤ 2µr∥∇w∥+ β∥f∥+ β∥u · ∇u∥+ β∥ut∥

≤ 2µr∥∇w∥+ β∥f∥+ β∥u∥L4∥∇u∥L4 + β∥ut∥

≤ 2µr∥∇w∥+ β∥f∥+ Cβ∥∇u∥
5
4∥Au∥

3
4 + β∥ut∥

≤ 2µr∥∇w∥+ β∥f∥+ C∥∇u∥5 + µ+ µr

2
∥Au∥+ β∥ut∥.

Logo,

∥Au∥ ≤ C (∥∇w∥+ ∥f∥+ ∥∇u∥5 + ∥ut∥). (2.42)

Por (2.4), (2.6) e (2.39), segue da desigualdade (2.42) que

sup
t≥0

∥Au(·, t)∥2 <∞. (2.43)

Agora, notemos que como L = −(ca + cd)∆ − (c0 + cd − ca)∇div é um operador

fortemente elíptico, segue que

(Lw, Bw) ≥ (ca + cd)∥Bw∥2 −N0∥∇w∥2, (2.44)

onde N0 depende apenas de ca + cd , c0 + cd − ca e ∂Ω (veja [33], página 70).

Analogamente a obtenção de (2.43), se multiplicarmos a terceira equação de (2.1)

por Bw em L2, obteremos

(Lw, Bw) = 2µr(rotu, Bw) + (ρg, Bw)− (ρu · ∇w, Bw)

−(ρwt, Bw)− 4µr(w, Bw). (2.45)

Logo, pela desigualdade (2.44), segue da identidade (2.45), que

(ca + cd)∥Bw∥2 ≤ N0∥∇w∥2 + 4µ2
r Cϵ∥∇u∥2 + β2Cϵ∥g∥2 + 16µ2

r Cϵ∥w∥2

β2Cϵ∥u · ∇w∥2 + β2Cϵ∥wt∥2 + 5ϵ∥Bw∥2,

onde, para obtermos a desigualdade acima, usamos a desigualdade de Young. Uma

vez que ∥u · ∇w∥2 ≤ ∥u∥2L∞ ∥∇w∥2 ≤ ∥Au∥2 ∥∇w∥2 e ∥w∥2 ≤ C ∥∇w∥2, tomando

ϵ =
ca + cd
10

, obtemos

∥Bw∥2 ≤ C (∥∇u∥2 + ∥∇w∥2 + ∥g∥2 + ∥Au∥2 ∥∇w∥2 + ∥wt∥2). (2.46)
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De (2.4), (2.6), (2.39) e (2.43), temos que sup
t≥0

∥Bw(·, t)∥2 < ∞. Este resultado, jun-

tamente com (2.43), conclui a prova de (2.40). Agora, para provarmos (2.39) e (2.41),

derivamos, com relação a t, ambos os lados da primeira e da terceira equações de (2.1)

e multiplicamos, em L2, as equações resultantes por ut e wt, respectivamente, para

obtermos

(ρtut,ut) + (ρutt,ut) + (µ+ µr)(But,ut) = 2µr(rotwt,ut) + ((ρf)t,ut)

−((ρu · ∇u)t,ut)

e

(ρtwt,wt) + (ρwtt,wt) + (Lwt,wt) + 4µr(wt,wt) = 2µr(rotut,wt)

+ ((ρg)t,wt)− ((ρu · ∇w)t,wt).

Usando a identidade

(ρt ν,ν) = −((u · ∇ρ)ν,ν) = −(div (ρu)ν,ν) = 2(ρ(u · ∇)ν,ν),

válida para todo ν ∈ H1(Ω) com νt ∈ L2(Ω), as duas identidades anteriores podem ser

reescritas da seguinte maneira:

1

2

d

dt
∥√ρut∥2 + (µ+ µr)∥∇ut∥2 = −(ρ(u · ∇)ut,ut) + 2µr(rotwt,ut)

+((ρf)t,ut)− ((ρu · ∇u)t,ut)

e

1

2

d

dt
∥√ρwt∥2 + (ca + cd)∥∇wt∥2 + (c0 + cd − ca)∥divwt∥2 + 4µr∥wt∥2

= −(ρ(u · ∇)wt,wt) + 2µr(rotut,wt) + ((ρg)t,wt)− ((ρu · ∇w)t,wt).

Somando estas identidades, obtemos:

1

2

d

dt

(
∥√ρut∥2 + ∥√ρwt∥2

)
+ (µ+ µr)∥∇ut∥2 + (ca + cd)∥∇wt∥2

+ (c0 + cd − ca)∥divwt∥2 + 4µr∥wt∥2 = −(ρ(u · ∇)ut,ut) + 2µr(rotwt,ut)

+(ρft,ut) + (ρtf,ut)− (ρt (u · ∇)u,ut)− (ρ(ut · ∇)u,ut)− (ρ (u · ∇)ut,ut)

−(ρ(u · ∇)wt,wt) + 2µr(rotut,wt) + (ρgt,wt) + (ρtg,wt)

−(ρt (u · ∇)w,wt)− (ρ(ut · ∇)w,wt)− (ρ (u · ∇)wt,wt). (2.47)
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Agora, estimaremos cada um dos termos do lado direito da identidade (2.47) como

segue:

|2µr(rotwt,ut)| ≤ C ∥∇wt∥ ∥ut∥ ≤ ca + cd
2

∥∇wt∥2 +
C2

2(ca + cd)
∥ut∥2,

|2µr(rotut,wt)| ≤ C ∥∇ut∥ ∥wt∥ ≤ µ+ µr

2
∥∇ut∥2 +

C2

2(µ+ µr)
∥wt∥2,

|(ρft,ut)| ≤ β ∥ft∥ ∥ut∥ ≤ β2

2
∥ft∥2 +

1

2
∥ut∥2,

|(ρgt,wt)| ≤ β ∥gt∥ ∥wt∥ ≤ β2

2
∥gt∥2 +

1

2
∥wt∥2,

|2(ρ(u · ∇)ut,ut)| ≤ ∥ρ∥L∞ ∥u∥L4 ∥ut∥L4 ∥∇ut∥

≤ Cβ∥∇u∥ ∥ut∥
1
4 ∥∇ut∥

3
4 ∥∇ut∥

= Cβ∥∇u∥ ∥ut∥
1
4 ∥∇ut∥

7
4

≤ Cδ(CβM)8∥ut∥2 + δ∥∇ut∥2,

|2(ρ(u · ∇)wt,wt)| ≤ ∥ρ∥L∞ ∥u∥L4 ∥wt∥L4 ∥∇wt∥

≤ Cβ∥∇u∥ ∥wt∥
1
4 ∥∇wt∥

3
4 ∥∇wt∥

= Cβ∥∇u∥ ∥wt∥
1
4 ∥∇wt∥

7
4

≤ Cϵ(CβM)8∥wt∥2 + ϵ∥∇wt∥2,

|(ρtf,ut)| = | − (div (ρu)f,ut)|

= |(ρ(u · ∇)f,ut) + (ρ(u · ∇)ut, f)|

≤ ∥ρ∥L∞ ∥∇u∥ ∥∇f∥ ∥∇ut∥

≤ Cδ(CβM∥∇f∥)2 + δ∥∇ut∥2,

|(ρtg,wt)| = | − (div (ρu)g,wt)|

= |(ρ(u · ∇)g,wt) + (ρ(u · ∇)wt,g)|

≤ ∥ρ∥L∞ ∥∇u∥ ∥∇g∥ ∥∇wt∥

≤ Cϵ(CβM∥∇g∥)2 + ϵ∥∇wt∥2,

37



|(ρt(u · ∇)u,ut)| = | − (div (ρu)(u · ∇)u,ut)|

≤ C∥ρ∥L∞ ∥∇u∥2 ∥Au∥ ∥∇ut∥

≤ Cδ(CβM
2∥Au∥)2 + δ∥∇ut∥2,

|(ρt(u · ∇)w,wt)| = | − (div (ρu)(u · ∇)w,wt)|

≤ C∥ρ∥L∞ ∥∇u∥2 ∥Bw∥ ∥∇wt∥

≤ Cϵ(CβM
2∥Bw∥)2 + ϵ∥∇wt∥2,

|(ρ(ut · ∇)u,ut)| ≤ ∥ρ∥L∞ ∥ut∥2L4 ∥∇u∥ ≤ Cβ∥∇u∥∥ut∥
1
2∥∇ut∥

3
2

≤ Cδ(CβM∥ut∥
1
2 )4 + δ∥∇ut∥2,

≤ CδC
4β4M4∥ut∥2 + δ∥∇ut∥2,

|(ρ(ut · ∇)w,wt)| ≤ ∥ρ∥L∞ ∥ut∥L4 ∥∇w∥ ∥wt∥L4 ≤ Cβ∥ut∥L4 ∥∇w∥ ∥∇wt∥

≤ Cβ∥ut∥
1
4∥∇ut∥

3
4∥∇w∥∥∇wt∥

≤ CϵC
2 β2∥ut∥

1
2∥∇ut∥

3
2 ∥∇w∥2 + ϵ∥∇wt∥2

≤ Cδ

(
C2

ϵC
4 β4M4∥ut∥

)2
+ δ∥∇ut∥2 + ϵ∥∇wt∥2.

Substituindo as estimativas acima na identidade (2.47), obtemos a seguinte desigual-

dade diferencial:

1

2

d

dt

(
∥√ρut∥2 + ∥√ρwt∥2

)
+ (µ+ µr)∥∇ut∥2 + (ca + cd)∥∇wt∥2

≤
(
(2 + C4

ϵ )Cδ(CβM)8 + Cδ(CβM)4 +
C2

2(ca + cd)
+

1

2

)
∥ut∥2

+

(
Cϵ(CβM)8 +

C2

2(µ+ µr)
+

1

2

)
∥wt∥2 +

β2

2

(
∥ft∥2 + ∥gt∥2

)
(2.48)

+Cδ (C βM∥∇f∥)2 + Cϵ (C βM∥∇g∥)2 + CδC
2 β2M4 ∥Au∥2

+CϵC
2 β2M4 ∥Bw∥2 +

(
5δ +

µ+ µr

2

)
∥∇ut∥2 +

(
4ϵ+

ca + cd
2

)
∥∇wt∥2.

Escolhendo δ <
µ+ µr

10
, ϵ <

ca + cd
8

e usando (2.4), concluimos que

d

dt

(
∥√ρut∥2 + ∥√ρwt∥2

)
+ C1 ∥∇ut∥2 + C2 ∥∇wt∥2

≤ C + C ∥Au∥2 + C ∥Bw∥2 + C ∥ut∥2 + C ∥wt∥2, (2.49)
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onde C1 e C2 são constantes positivas que dependem somente de µ, µr, ca e cd. Agora,

multiplicando a desigualdade (2.49) por et e integrando no tempo de 0 a t, obtemos:

et
(
∥√ρut(·, t)∥2 + ∥√ρwt(·, t)∥2

)
+ C̃

∫ t

0

eτ
(
∥∇ut(·, τ)∥2 + ∥∇wt(·, τ)∥2

)
dτ

≤ ∥√ρut(·, 0)∥2 + ∥√ρwt(·, 0)∥2 + C

∫ t

0

eτ∥Au(·, τ)∥2dτ

+C

∫ t

0

eτ∥Bw(·, τ)∥2dτ + C

∫ t

0

eτdτ + (C + β)

∫ t

0

eτ∥ut(·, τ)∥2dτ

+(C + β)

∫ t

0

eτ∥wt(·, τ)∥2dτ,

onde C̃ = min{C1, C2}. Disto segue que

∥√ρut(·, t)∥2 + ∥√ρwt(·, t)∥2 + C̃ e−t

∫ t

0

eτ
(
∥∇ut(·, τ)∥2 + ∥∇wt(·, τ)∥2

)
dτ

≤ e−tβ
(
∥ut(·, 0)∥2 + ∥wt(·, 0)∥2

)
+ C e−t

∫ t

0

eτ∥Au(·, τ)∥2dτ

+C e−t

∫ t

0

eτ∥Bw(·, τ)∥2dτ + C e−t

∫ t

0

eτdτ + C e−t

∫ t

0

eτ∥ut(·, τ)∥2dτ

+C e−t

∫ t

0

eτ∥wt(·, τ)∥2dτ.

Devido a desigualdade acima e as estimativas dadas em (2.35) e (2.36), nos resta estimar

∥ut(·, 0)∥2 e ∥wt(·, 0)∥2, para obtermos o resultado desejado. Para isto, fazemos o

produto interno da primeira equação de (2.1) com ut e da terceira equação de (2.1)

com wt, para obtermos, respectivamente:

(ρut,ut) = 2µr(rotw,ut) + (ρf,ut)− (ρ(u · ∇)u,ut)− (µ+ µr)(Au,ut)

e

(ρwt,wt) = 2µr(rotu,wt) + (ρg,wt) + (c0 + cd − ca)(∇divw,wt)− 4µr(w,wt)

− (ca + cd)(Bw,wt)− (ρ(u · ∇)w,wt).

Pelas hipóteses (2.3)-(2.6), as igualdades acima implicam que

∥ut(·, 0)∥ ≤ 2µr

α
∥∇w0∥+

β

α
∥f(·, 0)∥+ Cβ

α
∥Au0∥ ∥∇u0∥+

µ+ µr

α
∥Au0∥ ≤ C
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e

∥wt(·, 0)∥ ≤ 2µr

α
∥∇u0∥+

β

α
∥g(·, 0)∥+ c0 + cd − ca

α
∥∇divw0∥+

4µr

α
∥w0∥

+
ca + cd
α

∥Bw0∥+
Cβ

α
∥Au0∥ ∥∇w0∥ ≤ C,

uma vez que H2(Ω) ↪→ L∞(Ω). Isto conclui a demonstração do nosso lema. �

Corolário 2.2. Para todos t0 , t ∈ R, 0 ≤ t0 ≤ t, temos que∫ t

t0

(
∥∇ut(·, τ)∥2 + ∥∇wt(·, τ)∥2

)
dτ ≤ C(t− t0) + C. (2.50)

Demonstração. Integrando a desigualdade (2.49) de t0 a t, obtemos

∥√ρut(·, t)∥2 + ∥√ρwt(·, t)∥2 + C̃

∫ t

t0

(
∥∇ut(·, τ)∥2 + ∥∇wt(·, τ)∥2

)
dτ

≤ ∥√ρut(·, t0)∥2 + ∥√ρwt(·, t0)∥2 + C

∫ t

t0

dτ + C

∫ t

t0

∥Au(·, τ)∥2dτ

+C

∫ t

t0

∥Bw(·, τ)∥2dτ + C

∫ t

t0

∥ut(·, τ)∥2dτ + C

∫ t

t0

∥wt(·, τ)∥2dτ

≤ ∥√ρut(·, t0)∥2 + ∥√ρwt(·, t0)∥2 + C (t− t0) + C (t− t0)

(
sup
t≥0

∥Au(·, t)∥2
)

+C (t− t0)

(
sup
t≥0

∥Bw(·, t)∥2
)
+ C (t− t0)

(
sup
t≥0

∥ut(·, t)∥2
)

+C (t− t0)

(
sup
t≥0

∥wt(·, t)∥2
)
.

Usando as desigualdades (2.39) e (2.40), obtemos a estimativa (2.50). �

Estimativas a priori para as soluções ξ e ζ do problema (2.9), semelhantes às do

Lema 2.2 para u e w, também são válidas. De fato, se ∥∇ξ0∥ < δ1 e ∥∇ζ0∥ < δ2,

onde δ1 e δ2 são números citados na Definição 2.1, então, segue de (2.11) e (2.12),

que ∥∇ξ(·, t)∥ ≤ δ1M2 e ∥∇ζ(·, t)∥ ≤ δ2M3, para todo t ≥ t0. Portanto, as funções

û = u + ξ e ŵ = w + ζ, soluções do problema (2.8), satisfazem ∥∇û∥ ≤ M + δ1M2

e ∥∇ŵ∥ ≤ M + δ2M3, para todo t ≥ t0. Além disso, se ∥Aξ0∥ < A1 e ∥Bζ0∥ < A2,

onde A1 e A2 também são números referidos na Definição 2.1, então ∥Aû(·, t0)∥ e

∥Bŵ(·, t0)∥ são limitadas. Neste caso, analogamente à prova do Lema 2.2, pode-se

estimar ∥Aû(·, t)∥ e ∥Bŵ(·, t)∥, para t ≥ t0. Estas estimativas implicam que ∥Aξ(·, t)∥

e ∥Bζ(·, t)∥ são limitadas para t ≥ t0. Em resumo, temos o seguinte
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Lema 2.3. Para perturbações ξ e ζ, soluções do sistema (2.9), satisfazendo ∥∇ξ0∥ <

δ1, ∥∇ζ0∥ < δ2, ∥Aξ0∥ < A1 e ∥Bζ0∥ < A2, temos que ∥Aξ(·, t)∥ + ∥Bζ(·, t)∥ ≤ C,

para todo t ≥ t0.

Também temos o seguinte

Lema 2.4. As funções ξ e ζ satisfazem∫ t

t0

(
∥∇ξt(·, τ)∥2 + ∥∇ζt(·, τ)∥2

)
dτ ≤ C(t− t0) + C, (2.51)

para todos t0 , t, 0 ≤ t0 ≤ t.

Demonstração. Note que

∥∇ξt(·, t)∥2 = ∥∇(û − u)t(·, t)∥2 = ∥∇ût(·, t)−∇ut(·, t)∥2

≤ (∥∇ût(·, t)∥+ ∥∇ut(·, t)∥)2 ≤ 2
(
∥∇ût(·, t)∥2 + ∥∇ut(·, t)∥2

)
e

∥∇ζt(·, t)∥2 = ∥∇(ŵ −w)t(·, t)∥2 = ∥∇ŵt(·, t)−∇wt(·, t)∥2

≤ (∥∇ŵt(·, t)∥+ ∥∇wt(·, t)∥)2 ≤ 2
(
∥∇ŵt(·, t)∥2 + ∥∇wt(·, t)∥2

)
.

Logo∫ t

t0

(
∥∇ξt(·, τ)∥2 + ∥∇ζt(·, τ)∥2

)
dτ

≤ 2

∫ t

t0

(
∥∇ût(·, τ)∥2 + ∥∇ŵt(·, τ)∥2

)
dτ + 2

∫ t

t0

(
∥∇ut(·, τ)∥2 + ∥∇wt(·, τ)∥2

)
dτ.

A segunda integral do lado direito da desigualdade acima é estimada no Corolário 2.2.

Portanto, nos resta estimar
∫ t

t0

(
∥∇ût(·, τ)∥2 + ∥∇ŵt(·, τ)∥2

)
dτ . Mas, esta estimativa

é feita de forma análoga ao da obtenção das estimativas para u e w. �

Agora, sejam u = u(x, t) =
∞∑
i=1

Ai(t)φ
i(x) e w = w(x, t) =

∞∑
i=1

Bi(t)ϕ
i(x) as

expressões das soluções u e w do problema (2.1), em termos das autofunções do ope-

rador de Stokes A := −P∆ e do operador de Laplace B := −∆, respectivamente.

Considerando as projeções ortogonais Pk e Rk, definimos

αk := Pku =
k∑

i=1

Ai(t)φ
i(x) e βk := Rkw =

k∑
i=1

Bi(t)ϕ
i(x),
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as k-ésimas somas parciais das séries de u e w, respectivamente. Sejam Ek = u−αk,

εk = w−βk, ηk = uk−αk e rk = wk−βk, onde uk e wk são as k-ésimas aproximações

de Galerkin de u e w, respectivamente. Inicialmente estimaremos Ek e εk.

Lema 2.5. As estimativas

∥Ek(·, t)∥2 ≤ C

λ2k+1

, ∥∇Ek(·, t)∥2 ≤ C

λk+1

, (2.52)

∥εk(·, t)∥2 ≤ C

γ2k+1

, ∥∇εk(·, t)∥2 ≤ C

γk+1

, (2.53)

são válidas para todo k ∈ N e para todo t ≥ 0.

Demonstração. Provaremos apenas as desigualdades que aparecem em (2.53), uma

vez que estimativas dadas em (2.52) são provadas de maneiras similares. Estimamos,

∥εk(·, t)∥2 = ∥w(·, t)−Rkw(·, t)∥2 ≤ 1

γ2k+1

∥Lw(·, t)∥2 ≤ C

γ2k+1

∥Bw(·, t)∥2 ≤ C

γ2k+1

,

onde na primeira desigualdade usamos o Lema 1.8, na segunda usamos o fato que ∥Lw∥

e ∥Bw∥ são normas equivalentes e na terceira desigualdade, usamos (2.40). Além disso,

pela mesma justificativa anterior, temos

∥∇εk(·, t)∥2 = ∥∇ (w −Rkw) (·, t)∥2 ≤ C∥L1/2 (w −Rkw) (·, t)∥2

≤ C

γk+1

∥Lw(·, t)∥2 ≤ C

γk+1

∥Bw(·, t)∥2 ≤ C

γk+1

,

como queríamos. �

A seguir, provaremos que estimativas apropriadas para ∥∇ηk(·, t)∥ e ∥∇rk(·, t)∥

implicarão em estimativas para ∥Aηk(·, t)∥ e ∥Brk(·, t)∥.

Lema 2.6. Se existe constantes positivas K1 e K2 tais que a desigualdade ∥∇ηk(·, t)∥2+

∥∇rk(·, t)∥2 ≤ K1

λk+1

+
K2

γk+1

é satisfeita em algum intervalo [0 , t∗], então existe C > 0,

independente de k, tal que

∥Aηk(·, t)∥2 + ∥Brk(·, t)∥2 ≤ C, (2.54)

para todo t ∈ [0 , t∗].
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Demonstração. Como ηk = uk−αk, rk = wk−βk, sup
t≥0

∥Aαk(·, t)∥ ≤ sup
t≥0

∥Au(·, t)∥ <

∞ e sup
t≥0

∥Bβk(·, t)∥ ≤ sup
t≥0

∥Bw(·, t)∥ <∞, nos resta estimar ∥Auk(·, t)∥ e ∥Bwk(·, t)∥,

pois

∥Aηk(·, t)∥ ≤ ∥Auk(·, t)∥+ ∥Aαk(·, t)∥ e ∥Brk(·, t)∥ ≤ ∥Bwk(·, t)∥+ ∥Bβk(·, t)∥.

Observemos que, por hipótese,

(
∥∇ηk(·, t)∥+ ∥∇rk(·, t)∥

)2 ≤ 2
(
∥∇ηk(·, t)∥2 + ∥∇rk(·, t)∥2

)
≤ 2K1

λk+1

+
2K2

γk+1

,

em [0 , t∗]. Logo

∥∇ηk(·, t)∥+ ∥∇rk(·, t)∥ ≤
(
2K1

λk+1

+
2K2

γk+1

) 1
2

, em [0 , t∗].

Como

∥∇uk(·, t)∥ − ∥∇αk(·, t)∥ ≤ ∥∇uk(·, t)−∇αk(·, t)∥ = ∥∇ηk(·, t)∥

e

∥∇wk(·, t)∥ − ∥∇βk(·, t)∥ ≤ ∥∇wk(·, t)−∇βk(·, t)∥ = ∥∇rk(·, t)∥,

temos que

∥∇uk(·, t)∥+ ∥∇wk(·, t)∥ ≤
(
2K1

λ1
+

2K2

γ1

) 1
2

+ 2M, (2.55)

em [0 , t∗], pois λ1 ≤ λk+1, γ1 ≤ γk+1 , ∀ k ∈ N e ∥∇αk(·, t)∥ ≤ ∥∇u(·, t)∥ ≤ M , bem

como ∥∇βk(·, t)∥ ≤ ∥∇w(·, t)∥ ≤M . Também temos, para uk e wk, as estimativas∫ t

t0

(
∥Auk(·, τ)∥2 + ∥Bwk(·, τ)∥2

)
dτ ≤ C + C(t− t0),∫ t

t0

(
∥uk

t (·, τ)∥2 + ∥wk
t (·, τ)∥2

)
dτ ≤ C + C(t− t0),

que são análogas àquelas que aparecem em (2.31) e (2.32) para u e w, e que podem

ser provadas usando-se argumentos similares. Portanto, pelo Lema 1.6,

sup
t≥0

e−t

∫ t

0

eτ
(
∥uk

t (·, τ)∥2 + ∥wk
t (·, τ)∥2

)
dτ <∞, (2.56)

sup
t≥0

e−t

∫ t

0

eτ
(
∥Auk(·, τ)∥2 + ∥Bwk(·, τ)∥2

)
dτ <∞. (2.57)
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Usando estas estimativas, prova-se, de maneira completamente análoga a (2.49), que

d

dt

(
∥
√
ρkuk

t ∥2 + ∥
√
ρkwk

t ∥2
)
+ C1 ∥∇uk

t ∥2 + C2 ∥∇wk
t ∥2

≤ C + C ∥Auk∥2 + C ∥Bwk∥2 + C ∥uk
t ∥2 + C ∥wk

t ∥2, (2.58)

para todo t ∈ [0 , t∗]. Observe que restringimos o intervalo de tempo na estimativa

(2.58). Isso deve-se ao fato da constante C depender também do sup
t≥0

∥∇uk∥ , sup
t≥0

∥∇wk∥,

e só podemos garantir a estimativa deste termo, uniformemente com respeito à k, no

intervalo [0, t∗].

Multiplicando a desigualdade (2.58) por et e integrando de 0 a t, obtemos, depois

de multiplicarmos a desigualdade resultante por e−t, a seguinte estimativa:

∥
√
ρkuk

t (·, t)∥2 + ∥
√
ρkwk

t (·, t)∥2 + C̃ e−t

∫ t

0

eτ
(
∥∇uk

t (·, τ)∥2 + ∥∇wk
t (·, τ)∥2

)
dτ

≤ e−tβ
(
∥uk

t (·, 0)∥2 + ∥wk
t (·, 0)∥2

)
+ C e−t

∫ t

0

eτ∥Auk(·, τ)∥2dτ

+C e−t

∫ t

0

eτ∥Bwk(·, τ)∥2dτ + C e−t

∫ t

0

eτdτ + (C + β) e−t

∫ t

0

eτ∥uk
t (·, τ)∥2dτ

+(C + β) e−t

∫ t

0

eτ∥wk
t (·, τ)∥2dτ.

Logo, devido a (2.56) e (2.57), temos que

∥uk
t (·, t)∥+ ∥wk

t (·, t)∥ ≤ C, (2.59)

para todo t ∈ [0 , t∗]. Tal como na demonstração do Lema 2.2, pode-se mostrar que

∥Auk∥ ≤ C (∥∇wk∥+ ∥f∥+ ∥∇uk∥5 + ∥uk
t ∥) e (2.60)

∥Bwk∥2 ≤ C (∥∇uk∥2 + ∥∇wk∥2 + ∥g∥2 + ∥Auk∥2 ∥∇wk∥2 + ∥wk
t ∥2). (2.61)

Por (2.4), (2.55) e (2.59), segue, de (2.60), que

∥Auk∥ ≤ C, (2.62)

para todo t ∈ [0 , t∗]. Agora, por (2.4), (2.55), (2.59) e (2.62), segue, de (2.61), que

∥Bwk∥ ≤ C, (2.63)

para todo t ∈ [0 , t∗]. Isto finaliza a demonstração do lema. �
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Agora, estimaremos, para uso futuro, os termos ∇Pk(η
k − ξ) = ∇ηk − ∇Pkξ e

∇Rk(r
k − ζ) = ∇rk −∇Rkζ (note que ηk ∈ Vk e rk ∈ Wk). Para isto, notemos que

αk e βk satisfazem, respectivamente, as seguintes equações

(ρut,ν
k) + (ρu · ∇u,νk) + (µ+ µr)(∇αk,∇νk) = (2.64)

= 2µr(rotw,νk) + (ρf,νk),

(ρwt, ν̄
k) + (ρu · ∇w, ν̄k) + (ca + cd)(∇βk,∇ν̄k) + 4µr(β

k, ν̄k) (2.65)

+(c0 + cd − ca)(divβk, div ν̄k) = 2µr(rotu, ν̄k) + (ρg, ν̄k),

para todos νk e ν̄k da forma νk(x) =
k∑

i=1

ciφ
i(x) e ν̄k(x) =

k∑
i=1

diϕ
i(x). Subtraindo

a equação (2.13) da equação (2.64) e a equação (2.14) da equação (2.65), obtemos,

respectivamente

(ρkηk
t ,ν

k) + (µ+ µr)(∇ηk,∇νk) = (ρkEk
t ,ν

k) + ((ρ− ρk)(ut + u · ∇u− f),νk)

+ (ρku · ∇u,νk)− (ρkuk · ∇uk,νk)

+ 2µr

(
rot (rk − εk),νk

)
(2.66)

e

(ρkrkt , ν̄
k) + (ca + cd)(∇rk,∇ν̄k) + (c0 + cd − ca)

(
div rk, div ν̄k

)
+ 4µr(r

k, ν̄k)

= (ρkεkt , ν̄
k) + ((ρ− ρk)(wt + u · ∇w − g), ν̄k) + (ρku · ∇w, ν̄k)

− (ρkuk · ∇wk, ν̄k) + 2µr

(
rot (ηk − Ek), ν̄k

)
. (2.67)

Por outro lado, fazendo o produto interno da primeira equação de (2.9) com νk e da

segunda equação de (2.9) com ν̄k, obtemos, respectivamente

(ρ̂ξt,ν
k) + (ρ̂u · ∇ξ,νk) + (ρ̂ξ · ∇u,νk) + (ρ̂ξ · ∇ξ,νk) + (µ+ µr)(∇ξ,∇νk)

= ((ρ− ρ̂)(ut + u · ∇u− f),νk) + 2µr(rot ζ,νk) (2.68)

e

(ρ̂ζt, ν̄
k) + (ρ̂u · ∇ζ, ν̄k) + (ρ̂ξ · ∇w, ν̄k) + (ρ̂ξ · ∇ζ, ν̄k)

+ (c0 + cd − ca)(div ζ, div ν̄k) + 4µr(ζ, ν̄
k) + (ca + cd)(∇ζ,∇ν̄k)

= ((ρ− ρ̂)(wt + u · ∇w − g), ν̄k) + 2µr(rot ξ, ν̄k). (2.69)
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Subtraindo a equação (2.68) da equação (2.66) e a equação (2.69) da equação (2.67),

obtemos, respectivamente

(ρkθt,ν
k) + (µ+ µr)(∇θ,∇νk)

= ((ρ̂− ρk)(ut + u · ∇u− f),νk) + ((ρ̂− ρk)ξt,ν
k) + (ρkEk

t ,ν
k)

+ (ρku · ∇u,νk)− (ρkuk · ∇uk,νk) + (ρ̂u · ∇ξ,νk)

+ (ρ̂ξ · ∇u,νk) + (ρ̂ξ · ∇ξ,νk) + 2µr(rot (ψ − εk),νk) (2.70)

e

(ρkψt, ν̄
k) + (ca + cd)(∇ψ,∇ν̄k) + 4µr(ψ, ν̄

k) + (c0 + cd − ca)
(
divψ, div ν̄k

)
= ((ρ̂− ρk)(wt + u · ∇w − g), ν̄k) + ((ρ̂− ρk)ζt, ν̄

k) + (ρkεkt , ν̄
k) + (ρku · ∇w, ν̄k)

− (ρkuk · ∇wk, ν̄k) + (ρ̂u · ∇ζ, ν̄k) + (ρ̂ξ · ∇w, ν̄k)

+ (ρ̂ξ · ∇ζ, ν̄k) + 2µr(rot (θ − Ek), ν̄k), (2.71)

onde θ := ηk − ξ e ψ := rk − ζ. Uma vez que Pkθ = Pk(η
k − ξ) = ηk − Pkξ, temos

que

(ρku · ∇u,νk)− (ρkuk · ∇uk,νk) = (ρkηk · ∇Ek,νk) + (ρkEk · ∇ηk,νk) (2.72)

+ (ρku · ∇Ek,νk) + (ρkEk · ∇αk,νk)− (ρku · ∇Pkθ,ν
k)− (ρku · ∇Pkξ,ν

k)

− (ρkPkθ · ∇u,νk)− (ρkPkξ · ∇u,νk)− (ρkηk · ∇Pkθ,ν
k)− (ρkηk · ∇Pkξ,ν

k).

Além disso, como ξ = Pξ = Pkξ +Qkξ, temos que

ρ̂u · ∇ξ = ρ̂u · ∇Pkξ + ρ̂u · ∇Qkξ, (2.73)

ρ̂ξ · ∇u = ρ̂Pkξ · ∇u+ ρ̂Qkξ · ∇u. (2.74)

Também temos que

ρkηk · ∇Pkξ = ρkPkθ · ∇Pkξ + ρkPkξ · ∇Pkξ, (2.75)

ρkξ · ∇ξ = ρkPkξ · ∇Pkξ + ρkQkξ · ∇Pkξ + ρkPkξ · ∇Qkξ + ρkQkξ · ∇Qkξ. (2.76)

Logo, de (2.75) e (2.76), concluimos que

ρ̂ξ · ∇ξ = ρkηk · ∇Pkξ − ρkPkθ · ∇Pkξ + ρkPkξ · ∇Qkξ + ρkQkξ · ∇Pkξ

+ ρkQkξ · ∇Qkξ + (ρ̂− ρk)ξ · ∇ξ. (2.77)
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Portanto, a partir das identidades (2.72), (2.73), (2.74) e (2.77), obtemos

(ρku · ∇u,νk)− (ρkuk · ∇uk,νk) + (ρ̂u · ∇ξ,νk) + (ρ̂ξ · ∇u,νk) + (ρ̂ξ · ∇ξ,νk) =

(ρkηk · ∇Ek,νk) + (ρkEk · ∇ηk,νk) + (ρku · ∇Ek,νk) + (ρkEk · ∇αk,νk) (2.78)

− (ρku · ∇Pkθ,ν
k)− (ρkPkθ · ∇u,νk) + ((ρ̂− ρk)u · ∇Pkξ,ν

k) + ((ρ̂− ρk)Pkξ · ∇u,νk)

+ (ρ̂u · ∇Qkξ,ν
k) + (ρ̂Qkξ · ∇u,νk)− (ρkηk · ∇Pkθ,ν

k)− (ρkPkθ · ∇Pkξ,ν
k)

+ (ρkPkξ · ∇Qkξ,ν
k) + (ρkQkξ · ∇Pkξ,ν

k) + (ρkQkξ · ∇Qkξ,ν
k) + ((ρ̂− ρk)ξ · ∇ξ,νk).

Como Pkθt = ηk
t − Pkξt e Pkξt = ξt − Qkξt, temos que Pkθt = θt + Qkξt. A partir

disto, combinando as identidades (2.70) e (2.78) e tomando νk = Pkθt, obtemos

∥
√
ρkθt∥2 +

µ+ µr

2

d

dt
∥∇Pkθ∥2 = (2.79)

((ρ̂− ρk)(ut + u · ∇u− f + ξt + u · ∇Pkξ + Pkξ · ∇u+ ξ · ∇ξ), Pkθt)− (ρkθt, Qkξt)

+ (ρkEk
t , Pkθt) + (ρkηk · ∇Ek, Pkθt) + (ρkEk · ∇ηk, Pkθt) + (ρku · ∇Ek, Pkθt)

+ (ρkEk · ∇αk, Pkθt)− (ρku · ∇Pkθ, Pkθt)− (ρkPkθ · ∇u, Pkθt) + (ρ̂u · ∇Qkξ, Pkθt)

+ (ρ̂Qkξ · ∇u, Pkθt)− (ρkηk · ∇Pkθ, Pkθt)− (ρkPkθ · ∇Pkξ, Pkθt) + (ρkPkξ · ∇Qkξ, Pkθt)

+ (ρkQkξ · ∇Pkξ, Pkθt) + (ρkQkξ · ∇Qkξ, Pkθt) + 2µr

(
rot (ψ − εk), Pkθt

)
.

Agora, faremos uma conta similar para obtermos uma equação para ψ. Usando o fato

que Rkψ = Rk(r
k − ζ) = rk −Rkζ e Pkθ = ηk − Pkξ, obtemos

(ρku · ∇w, ν̄k)− (ρkuk · ∇wk, ν̄k) = (ρkηk · ∇εk, ν̄k) + (ρkEk · ∇rk, ν̄k)

+ (ρku · ∇εk, ν̄k) + (ρkEk · ∇βk, ν̄k)− (ρku · ∇Rkψ, ν̄
k)− (ρku · ∇Rkζ, ν̄

k)

− (ρkPkθ · ∇w, ν̄k)− (ρkPkξ · ∇w, ν̄k)− (ρkηk · ∇Rkψ, ν̄
k)− (ρkηk · ∇Rkζ, ν̄

k).

Por outro lado, como ζ = Rζ = Rkζ + Skζ, a partir da identidade acima, se proceder-

mos de forma similar a obtenção de (2.78), encontraremos
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(ρku · ∇w, ν̄k)− (ρkuk · ∇wk, ν̄k) + (ρ̂u · ∇ζ, ν̄k) + (ρ̂ξ · ∇w, ν̄k) + (ρ̂ξ · ∇ζ, ν̄k) =

(ρkηk · ∇εk, ν̄k) + (ρkEk · ∇rk, ν̄k) + (ρku · ∇εk, ν̄k) + (ρkEk · ∇βk, ν̄k)

− (ρku · ∇Rkψ, ν̄
k)− (ρkPkθ · ∇w, ν̄k) + ((ρ̂− ρk)u · ∇Rkζ, ν̄

k) + ((ρ̂− ρk)Pkξ · ∇w, ν̄k)

+ (ρ̂u · ∇Skζ, ν̄
k) + (ρ̂Qkξ · ∇w, ν̄k)− (ρkηk · ∇Rkψ, ν̄

k)− (ρkPkθ · ∇Rkζ, ν̄
k)

+ (ρkPkξ · ∇Skζ, ν̄
k) + (ρkQkξ · ∇Rkζ, ν̄

k) + (ρkQkξ · ∇Skζ, ν̄
k) + ((ρ̂− ρk)ξ · ∇ζ, ν̄k).

Combinando a identidade acima com (2.71) e tomando ν̄k = Rkψt, obtemos

∥
√
ρkψt∥2 +

ca + cd
2

d

dt
∥∇Rkψ∥2 + 2µr

d

dt
∥Rkψ∥2 +

c0 + cd − ca
2

d

dt
∥divRkψ∥2 = (2.80)

((ρ̂− ρk)(wt + u · ∇w − g + ζt + u · ∇Rkζ + Pkξ · ∇w + ξ · ∇ζ), Rkψt)− (ρkψt, Skζt)

+ (ρkεkt , Rkψt) + (ρkηk · ∇εk, Rkψt) + (ρkEk · ∇rk, Rkψt) + (ρku · ∇εk, Rkψt)

+ (ρkEk · ∇βk, Rkψt)− (ρku · ∇Rkψ, Rkψt)− (ρkPkθ · ∇w, Rkψt) + (ρ̂u · ∇Skζ, Rkψt)

+ (ρ̂Qkξ · ∇w, Rkψt)− (ρkηk · ∇Rkψ, Rkψt)− (ρkPkθ · ∇Rkζ, Rkψt) + (ρkPkξ · ∇Skζ, Rkψt)

+ (ρkQkξ · ∇Rkζ, Rkψt) + (ρkQkξ · ∇Skζ, Rkψt) + 2µr

(
rot (θ − Ek), Rkψt

)
.

A partir deste momento, vamos estimar cada termo do lado direito da identidade (2.79).

Como Pk é projeção ortogonal, ∥Pkθt∥ ≤ ∥θt∥. Usando as desigualdades de Hölder,

Sobolev, Young e os Lemas 1.8, 2.2 e 2.5, obtemos, para todo ϵ > 0, as seguintes

estimativas:

|(ρkθt, Qkξt)| ≤ ϵ∥θt∥2 +
C(ϵ)

λk+1

∥∇ξt∥2,

|(ρkEk
t , Pkθt)| ≤ ϵ∥θt∥2 +

C(ϵ)

λk+1

∥∇ut∥2,

|(ρkηk · ∇Ek, Pkθt)| ≤ ϵ∥θt∥2 +
C(ϵ)

λk+1

∥Aηk∥2,

|(ρkEk · ∇ηk, Pkθt)| ≤ ϵ∥θt∥2 +
C(ϵ)

λk+1

∥Aηk∥2,

|(ρku · ∇Ek, Pkθt)| ≤ ϵ∥θt∥2 +
C(ϵ)

λk+1

,

|(ρkEk · ∇αk, Pkθt)| ≤ ϵ∥θt∥2 +
C(ϵ)

λk+1

,

|(ρku · ∇Pkθ, Pkθt)| ≤ ϵ∥θt∥2 + C(ϵ)∥∇Pkθ∥2,

|(ρkPkθ · ∇u, Pkθt)| ≤ ϵ∥θt∥2 + C(ϵ)∥∇Pkθ∥2,

|(ρ̂u · ∇Qkξ, Pkθt)| ≤ ϵ∥θt∥2 +
C(ϵ)

λk+1

∥Aξ∥2,
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|(ρ̂Qkξ · ∇u, Pkθt)| ≤ ϵ∥θt∥2 +
C(ϵ)

λk+1

∥Aξ∥2,

|(ρkηk · ∇Pkθ, Pkθt)| ≤ ϵ∥θt∥2 + C(ϵ)∥Aηk∥2∥∇Pkθ∥2,

|(ρkPkθ · ∇Pkξ, Pkθt)| ≤ ϵ∥θt∥2 + C(ϵ)∥Aξ∥2∥∇Pkθ∥2,

|(ρkPkξ · ∇Qkξ, Pkθt)| ≤ ϵ∥θt∥2 +
C(ϵ)

λk+1

∥Aξ∥4,

|(ρkQkξ · ∇Pkξ, Pkθt)| ≤ ϵ∥θt∥2 +
C(ϵ)

λk+1

∥Aξ∥4,

|(ρkQkξ · ∇Qkξ, Pkθt)| ≤ ϵ∥θt∥2 +
C(ϵ)

λk+1

∥Aξ∥4,

|2µr(rot (ψ − εk), Pkθt)| ≤ ϵ∥θt∥2 + C(ϵ)∥∇Rkψ∥2 +
C(ϵ)

γk+1

∥Bζ∥2 + C(ϵ)

γk+1

,

uma vez que H2(Ω) ↪→ L∞(Ω). Vale ressaltar que na última desigualdade usamos

a identidade ψ = Rkψ − Skζ. Agora, estimaremos cada termo do lado direito da

identidade (2.80). Como Rk é projeção ortogonal, ∥Rkψt∥ ≤ ∥ψt∥. Similarmente a

obtenção das desigualdades acima, temos que para todo δ > 0, as seguintes estimativas

são válidas:

|(ρkψt, Skζt)| ≤ δ∥ψt∥2 +
C(δ)

γk+1

∥∇ζt∥2,

|(ρkεkt , Rkψt)| ≤ δ∥ψt∥2 +
C(δ)

γk+1

∥∇wt∥2,

|(ρkηk · ∇εk, Rkψt)| ≤ δ∥ψt∥2 +
C(δ)

γk+1

∥Aηk∥2,

|(ρkEk · ∇rk, Rkψt)| ≤ δ∥ψt∥2 +
C(δ)

λk+1

∥Brk∥2,

|(ρku · ∇εk, Rkψt)| ≤ δ∥ψt∥2 +
C(δ)

γk+1

,

|(ρkEk · ∇βk, Rkψt)| ≤ δ∥ψt∥2 +
C(δ)

λk+1

,

|(ρku · ∇Rkψ, Rkψt)| ≤ δ∥ψt∥2 + C(δ)∥∇Rkψ∥2,

|(ρkPkθ · ∇w, Rkψt)| ≤ δ∥ψt∥2 + C(δ)∥∇Pkθ∥2,

|(ρ̂u · ∇Skζ, Rkψt)| ≤ δ∥ψt∥2 +
C(δ)

γk+1

∥Bζ∥2,

|(ρ̂Qkξ · ∇w, Rkψt)| ≤ δ∥ψt∥2 +
C(δ)

λk+1

∥Aξ∥2,

|(ρkηk · ∇Rkψ, Rkψt)| ≤ δ∥ψt∥2 + C(δ)∥Aηk∥2∥∇Rkψ∥2,

|(ρkPkθ · ∇Rkζ, Rkψt)| ≤ δ∥ψt∥2 + C(δ)∥Bζ∥2∥∇Pkθ∥2,

|(ρkPkξ · ∇Skζ, Rkψt)| ≤ δ∥ψt∥2 +
C(δ)

γk+1

∥Aξ∥2∥Bζ∥2,
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|(ρkQkξ · ∇Rkζ, Rkψt)| ≤ δ∥ψt∥2 +
C(δ)

λk+1

∥Aξ∥2∥Bζ∥2,

|(ρkQkξ · ∇Skζ, Rkψt)| ≤ δ∥ψt∥2 +
C(δ)

λk+1

∥Aξ∥2∥Bζ∥2,

|2µr(rot (θ − Ek), Rkψt)| ≤ δ∥ψt∥2 + C(δ)∥∇Pkθ∥2 +
C(δ)

λk+1

∥Aξ∥2 + C(δ)

λk+1

,

onde na última desigualdade usamos a identidade θ = Pkθ − Qkξ. Observando as

identidades (2.79) e (2.80), vemos que resta estimar |(πhk, Pkθt)| e |(πh̃k, Rkψt)|, onde

π := ρ̂− ρk,

hk := ut + u · ∇u− f + ξt + u · ∇Pkξ + Pkξ · ∇u+ ξ · ∇ξ,

h̃k := wt + u · ∇w − g + ζt + u · ∇Rkζ + Pkξ · ∇w + ξ · ∇ζ.

Começaremos estimando hk e h̃k.

Lema 2.7. Para todo p, 2 ≤ p ≤ 6, a estimativa de erro

∥hk(·, t)∥2Lp ≤ C + C∥Aξ(·, t)∥2 + C∥Aξ(·, t)∥4

+ C∥∇ut(·, t)∥2 + C∥∇ξt(·, t)∥2 (2.81)

é válida para todo t ≥ t0 ≥ 0.

Demonstração. Fazendo uso da hipótese (2.4), do Lema 2.2 e da desigualdade de

Sobolev ∥v∥Lp ≤ C∥v∥H1 , válida para todo p ∈ [2, 6] e v ∈ H1(Ω), obtemos

∥hk(·, t)∥2Lp ≤ C
{
∥ut(·, t)∥2Lp + ∥u · ∇u(·, t)∥2Lp + ∥f(·, t)∥2Lp + ∥ξt(·, t)∥2Lp

+ ∥u · ∇Pkξ(·, t)∥2Lp + ∥Pkξ · ∇u(·, t)∥2Lp + ∥ξ · ∇ξ(·, t)∥2Lp

}
≤ C

{
∥∇ut(·, t)∥2 + ∥Au(·, t)∥4 + ∥∇f(·, t)∥2 + ∥∇ξt(·, t)∥2

+ ∥Au(·, t)∥2∥Aξ(·, t)∥2 + ∥Au(·, t)∥2∥Aξ(·, t)∥2 + ∥Aξ(·, t)∥4
}

≤ C + C∥Aξ(·, t)∥2 + C∥Aξ(·, t)∥4 + C∥∇ut(·, t)∥2 + C∥∇ξt(·, t)∥2,

uma vez que ∥v∥H1 e ∥∇v∥ são normas equivalentes em H1
0(Ω). �

Lema 2.8. Para todo p, 2 ≤ p ≤ 6, a estimativa

∥h̃k(·, t)∥2Lp ≤ C + C∥Aξ(·, t)∥2 + C∥Bζ(·, t)∥2 + C∥Aξ(·, t)∥2∥Bζ(·, t)∥2

+ C∥∇wt(·, t)∥2 + C∥∇ζt(·, t)∥2 (2.82)

é válida para todo t ≥ t0 ≥ 0.
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Demonstração. Como 2 ≤ p ≤ 6, analogamente a prova do Lema 2.7, temos

∥h̃k(·, t)∥2Lp ≤ C
{
∥wt(·, t)∥2Lp + ∥u · ∇w(·, t)∥2Lp + ∥g(·, t)∥2Lp + ∥ζt(·, t)∥2Lp

+ ∥u · ∇Rkζ(·, t)∥2Lp + ∥Pkξ · ∇w(·, t)∥2Lp + ∥ξ · ∇ζ(·, t)∥2Lp

}
≤ C

{
∥∇wt(·, t)∥2 + ∥Au(·, t)∥2∥Bw(·, t)∥2 + ∥∇g(·, t)∥2 + ∥∇ζt(·, t)∥2

+ ∥Au(·, t)∥2∥Bζ(·, t)∥2 + ∥Aξ(·, t)∥2∥Bw(·, t)∥2 + ∥Aξ(·, t)∥2∥Bζ(·, t)∥2
}

≤ C + C∥Aξ(·, t)∥2 + C∥Bζ(·, t)∥2 + C∥Aξ(·, t)∥2∥Bζ(·, t)∥2

+C∥∇wt(·, t)∥2 + C∥∇ζt(·, t)∥2,

como queríamos. �
No próximo lema, estimaremos π := ρ̂− ρk.

Lema 2.9. Se 6 ≤ p0 <∞, então a estimativa

∥π(·, t)∥2Lr ≤ C∥π(·, t0)∥2Lr + C(t− t0)

∫ t

t0

∥∇Pkθ(·, τ)∥2dτ

+
C

λk+1

(t− t0)
2 +

C

λk+1

(t− t0)

∫ t

t0

∥Aξ(·, τ)∥2dτ (2.83)

é válida para todo t ≥ t0 ≥ 0 e todo r, 2 ≤ r ≤ 6p0
6 + p0

. Se p0 = ∞, então a estimativa

(2.83) é válida para todo t ≥ t0 ≥ 0 e todo r, 2 ≤ r ≤ 6.

Demonstração. Como ρ̂t + û · ∇ρ̂ = 0, temos que

ρ̂t + uk · ∇ρ̂ = (uk − û) · ∇ρ̂.

Também sabemos que

ρkt + uk · ∇ρk = 0.

Destas duas equações, obtemos

πt + uk · ∇π = (uk − û) · ∇ρ̂. (2.84)

Por outro lado,

uk − û = uk − (u+ ξ) = (uk − u)− ξ = (ηk − Ek)− ξ

= (ηk − ξ)− Ek = θ − Ek = Pkθ −Qkξ − Ek .
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Substituindo a identidade acima em (2.84), obtemos

πt + uk · ∇π = (Pkθ −Qkξ − Ek) · ∇ρ̂. (2.85)

Seja r ≥ 2 um número real pertencente a um determinado intervalo que depende do

valor de p0. Multiplicando a equação (2.85) por |π|r−1, integrando sobre Ω, usando

integração por partes e a desigualdade de Hölder, obtemos

1

r

d

dt
∥π(·, t)∥rLr = −

∫
Ω

uk · ∇π |π|r−1dx+

∫
Ω

(Pkθ −Qkξ − Ek) · ∇ρ̂ |π|r−1dx

= −1

r

∫
Ω

uk · ∇|π|rdx+

∫
Ω

(Pkθ −Qkξ − Ek) · ∇ρ̂ |π|r−1dx

=
1

r

∫
Ω

|π|rdivuk dx+

∫
Ω

(Pkθ −Qkξ − Ek) · ∇ρ̂ |π|r−1dx

≤
∫
Ω

|(Pkθ −Qkξ − Ek) · ∇ρ̂ | |π|r−1dx

≤
(∫

Ω

|(Pkθ −Qkξ − Ek) · ∇ρ̂ |rdx
) 1

r
(∫

Ω

|π|rdx
) r−1

r

= ∥(Pkθ −Qkξ − Ek) · ∇ρ̂ ∥Lr∥π∥r−1
Lr .

Como
1

r

d

dt
∥π(·, t)∥rLr = ∥π(·, t)∥r−1

Lr

d

dt
∥π(·, t)∥Lr , novamente pela desigualdade de Höl-

der, temos

d

dt
∥π(·, t)∥Lr ≤ ∥(Pkθ −Qkξ − Ek) · ∇ρ̂ ∥Lr ≤ ∥Pkθ −Qkξ − Ek∥Lp∥∇ρ̂ ∥Lp0 ,

onde p é escolhido de tal forma que
1

p
=

1

r
− 1

p0
se 6 ≤ p0 <∞, e p = r se p0 = ∞. Note

que no caso em que 6 ≤ p0 < ∞, esta escolha de p implica que 2 <
2p0
p0 − 2

≤ p ≤ 6.

Já no caso p0 = ∞, temos 2 ≤ p ≤ 6. Logo, em ambos os casos, p ∈ [2, 6]. Usando

a desigualdade de Sobolev ∥v∥Lp ≤ C∥v∥H1 , válida para todo p ∈ [2, 6] e v ∈ H1(Ω),

lembrando que ∥v∥H1 e ∥∇v∥ são normas equivalentes em H1
0(Ω), obtemos, a partir

do Lema 1.8 e da desigualdade (2.52), a seguinte estimativa:

d

dt
∥π(·, t)∥Lr ≤ C

(
∥∇Pkθ(·, t)∥+ ∥∇Qkξ(·, t)∥+ ∥∇Ek(·, t)∥

)
≤ C

(
∥∇Pkθ(·, t)∥+

∥Aξ(·, t)∥
(λk+1)

1
2

+
1

(λk+1)
1
2

)
,

uma vez que ∥∇ρ̂ ∥Lp0 ≤ M̃+M1,∀ t ≥ t0, devido as hipóteses (2.7) e (2.10). Integrando

a desigualdade acima de t0 a t, obtemos:
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∥π(·, t)∥2Lr ≤ 2∥π(·, t0)∥2Lr + C


(∫ t

t0

∥∇Pkθ(·, τ)∥dτ
)2

+

(∫ t

t0

1

(λk+1)
1
2

dτ

)2

+

(∫ t

t0

1

(λk+1)
1
2

∥Aξ(·, τ)∥dτ

)2


≤ C∥π(·, t0)∥2Lr + C

{
(t− t0)

∫ t

t0

∥∇Pkθ(·, τ)∥2dτ +
1

λk+1

(t− t0)
2

+
1

λk+1

(t− t0)

∫ t

t0

∥Aξ(·, τ)∥2dτ
}
,

onde na última passagem usamos a desigualdade de Schwarz (observe que C ≥ 2). �

Devido a todas estas estimativas, se voltarmos às desigualdades (2.79) e (2.80),

obteremos, respectivamente

α∥θt∥2 +
µ+ µr

2

d

dt
∥∇Pkθ∥2 ≤ 17ϵ∥θt∥2 +

C(ϵ)

λk+1

∥∇ξt∥2 +
C(ϵ)

λk+1

∥∇ut∥2 +
C(ϵ)

λk+1

∥Aηk∥2

+
C(ϵ)

λk+1

+
C(ϵ)

λk+1

∥Aξ∥2 + C(ϵ)

λk+1

∥Aξ∥4 + C(ϵ)∥π∥2Lr∥hk∥2Lp

+ C(ϵ)∥∇Pkθ∥2
{
1 + ∥Aηk∥2 + ∥Aξ∥2

}
+ C(ϵ)∥∇Rkψ∥2 +

C(ϵ)

γk+1

∥Bζ∥2 + C(ϵ)

γk+1

e

α∥ψt∥2 +
ca + cd

2

d

dt
∥∇Rkψ∥2 + 2µr

d

dt
∥Rkψ∥2 +

c0 + cd − ca
2

d

dt
∥divRkψ∥2

≤ 17δ∥ψt∥2 +
C(δ)

γk+1

∥∇ζt∥2 +
C(δ)

γk+1

∥∇wt∥2 +
C(δ)

γk+1

∥Aηk∥2 + C(δ)

λk+1

∥Brk∥2

+
C(δ)

γk+1

+
C(δ)

λk+1

+
C(δ)

γk+1

∥Bζ∥2 + C(δ)

λk+1

∥Aξ∥2 + C(δ)∥Aξ∥2∥Bζ∥2
(

1

γk+1

+
1

λk+1

)
+ C(δ)∥π∥2Lr∥h̃k∥2Lp + C(δ)∥∇Rkψ∥2

{
1 + ∥Aηk∥2

}
+ C(δ)∥∇Pkθ∥2

{
1 + ∥Bζ∥2

}
,

onde, no caso 6 ≤ p0 < ∞, as desigualdades acima são válidas para cada r ∈[
3,

6p0
6 + p0

]
, com p ∈

[
3p0
p0 − 3

, 6

]
escolhidos de tal forma que

1

r
+

1

p
=

1

2
. Já no caso

p0 = ∞, estas desigualdades são válidas para todo r ∈ [3, 6], com p ∈ [3, 6] escolhidos de

tal forma que
1

r
+
1

p
=

1

2
. Agora, escolha ϵ = δ ∈

(
0,
α

17

)
. Integrando as desigualdades

acima de t0 a t e usando os Lemas 2.3, 2.5 e 2.6, obtemos, respectivamente,
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(µ+ µr)∥∇Pkθ(·, t)∥2 + c

∫ t

t0

∥θt(·, τ)∥2dτ ≤ (µ+ µr)∥∇Pkθ(·, t0)∥2

+
C

λk+1

(t− t0) +
C

γk+1

(t− t0) +
C

λk+1

∫ t

t0

∥∇ξt(·, τ)∥2dτ +
C

λk+1

∫ t

t0

∥∇ut(·, τ)∥2dτ

+ C

∫ t

t0

∥π(·, τ)∥2Lr∥hk(·, τ)∥2Lpdτ + C

∫ t

t0

(
∥∇Pkθ(·, τ)∥2 + ∥∇Rkψ(·, τ)∥2

)
dτ (2.86)

e

(ca + cd)∥∇Rkψ(·, t)∥2 + 4µr∥Rkψ(·, t)∥2 + (c0 + cd − ca)∥divRkψ(·, t)∥2 + c

∫ t

t0

∥ψt(·, τ)∥2dτ

≤ (ca + cd)∥∇Rkψ(·, t0)∥2 + 4µr∥Rkψ(·, t0)∥2 + (c0 + cd − ca)∥divRkψ(·, t0)∥2

+
C

λk+1

(t− t0) +
C

γk+1

(t− t0) +
C

γk+1

∫ t

t0

∥∇ζt(·, τ)∥2dτ +
C

γk+1

∫ t

t0

∥∇wt(·, τ)∥2dτ

+ C

∫ t

t0

∥π(·, τ)∥2Lr∥h̃k(·, τ)∥2Lpdτ + C

∫ t

t0

∥∇Rkψ(·, τ)∥2dτ + C

∫ t

t0

∥∇Pkθ(·, τ)∥2dτ, (2.87)

onde c > 0 é uma constante que depende apenas de α. Somando as desigualdades

(2.83), (2.86) e (2.87) e usando o Lema 2.3, obtemos

(µ+ µr)∥∇Pkθ(·, t)∥2 + (ca + cd)∥∇Rkψ(·, t)∥2 + 4µr∥Rkψ(·, t)∥2

+ (c0 + cd − ca)∥divRkψ(·, t)∥2 + ∥π(·, t)∥2Lr + c

∫ t

t0

∥θt(·, τ)∥2dτ + c

∫ t

t0

∥ψt(·, τ)∥2dτ

≤ (µ+ µr)∥∇Pkθ(·, t0)∥2 + (ca + cd)∥∇Rkψ(·, t0)∥2 + 4µr∥Rkψ(·, t0)∥2

+ (c0 + cd − ca)∥divRkψ(·, t0)∥2 + C∥π(·, t0)∥2Lr

+
C

λk+1

(t− t0) +
C

γk+1

(t− t0) +
C

λk+1

(t− t0)
2 +

C

λk+1

∫ t

t0

∥∇ξt(·, τ)∥2dτ

+
C

γk+1

∫ t

t0

∥∇ζt(·, τ)∥2dτ +
C

λk+1

∫ t

t0

∥∇ut(·, τ)∥2dτ +
C

γk+1

∫ t

t0

∥∇wt(·, τ)∥2dτ

+ C

∫ t

t0

∥π(·, τ)∥2Lr

(
∥hk(·, τ)∥2Lp + ∥h̃k(·, τ)∥2Lp

)
dτ + C

∫ t

t0

∥∇Rkψ(·, τ)∥2dτ

+ C

∫ t

t0

∥∇Pkθ(·, τ)∥2dτ + C(t− t0)

∫ t

t0

∥∇Pkθ(·, τ)∥2dτ. (2.88)
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Fixe t̄ > t0. Usando o Corolário 2.2 e o Lema 2.4, concluimos que

(µ+ µr)∥∇Pkθ(·, t)∥2 + (ca + cd)∥∇Rkψ(·, t)∥2 + 4µr∥Rkψ(·, t)∥2

+ (c0 + cd − ca)∥divRkψ(·, t)∥2 + ∥π(·, t)∥2Lr + c

∫ t

t0

∥θt(·, τ)∥2dτ + c

∫ t

t0

∥ψt(·, τ)∥2dτ

≤ (µ+ µr)∥∇Pkθ(·, t0)∥2 + (ca + cd)∥∇Rkψ(·, t0)∥2

+ 4µr∥Rkψ(·, t0)∥2 + (c0 + cd − ca)∥divRkψ(·, t0)∥2 + C∥π(·, t0)∥2Lr

+
C

λk+1

+
C

γk+1

+
C

λk+1

(t− t0) +
C

γk+1

(t− t0) +
C

λk+1

(t− t0)
2

+ C

∫ t

t0

∥π(·, τ)∥2Lr

(
∥hk(·, τ)∥2Lp + ∥h̃k(·, τ)∥2Lp

)
dτ + C

∫ t

t0

∥∇Rkψ(·, τ)∥2dτ

+ C

∫ t

t0

{1 + (t̄− t0)}∥∇Pkθ(·, τ)∥2dτ, (2.89)

para todo t ∈ [t0, t̄ ]. Seja

Λ(t) := (µ+ µr)∥∇Pkθ(·, t)∥2 + (ca + cd)∥∇Rkψ(·, t)∥2 + 4µr∥Rkψ(·, t)∥2

+ (c0 + cd − ca)∥divRkψ(·, t)∥2 + ∥π(·, t)∥2Lr + c

∫ t

t0

∥θt(·, τ)∥2dτ + c

∫ t

t0

∥ψt(·, τ)∥2dτ.

Como C ≥ 2 (veja o final da demonstração do Lema 2.9), podemos reescrever a desi-

gualdade (2.89) da seguinte maneira:

Λ(t) ≤ CΛ(t0) +
C

λk+1

+
C

γk+1

+
C

λk+1

(t− t0) +
C

γk+1

(t− t0)

+
C

λk+1

(t− t0)
2 + C

∫ t

t0

{
1 + t̄− t0 + ∥hk(·, τ)∥2Lp + ∥h̃k(·, τ)∥2Lp

}
Λ(τ)dτ.

Aplicando um corolário do Lema de Gronwall (ver [3], página 90, Corolário 6.2), obte-

mos

Λ(t) ≤
(
CΛ(t0) +

C

λk+1

+
C

γk+1

+
C

λk+1

(t− t0) +
C

γk+1

(t− t0)

+
C

λk+1

(t− t0)
2

)
exp

{
C

∫ t

t0

(
1 + t̄− t0 + ∥hk(·, τ)∥2Lp + ∥h̃k(·, τ)∥2Lp

)
dτ

}
.

Resumimos estes resultados no seguinte

Lema 2.10. Suponha que a desigualdade ∥∇ηk(·, t)∥2 + ∥∇rk(·, t)∥2 ≤ K1

λk+1

+
K2

γk+1

é

válida para constantes K1 e K2 > 0 e todo t em um dado intervalo de tempo 0 ≤ t0 ≤

t ≤ t̄. Sejam ξ e ζ soluções do problema (2.9), e considere as funções π, θ, ψ, hk, h̃k

definidas anteriormente. Se 6 ≤ p0 <∞, então, para todo t ∈ [t0, t̄ ], temos
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(µ+ µr)∥∇Pkθ(·, t)∥2 + (ca + cd)∥∇Rkψ(·, t)∥2 + 4µr∥Rkψ(·, t)∥2

+ (c0 + cd − ca)∥divRkψ(·, t)∥2 + ∥π(·, t)∥2Lr + c

∫ t

t0

∥θt(·, τ)∥2dτ + c

∫ t

t0

∥ψt(·, τ)∥2dτ

≤ C
[
(µ+ µr)∥∇Pkθ(·, t0)∥2 + (ca + cd)∥∇Rkψ(·, t0)∥2 + 4µr∥Rkψ(·, t0)∥2

+ (c0 + cd − ca)∥divRkψ(·, t0)∥2 + ∥π(·, t0)∥2Lr +
1

λk+1

+
1

γk+1

+
1

λk+1

(t− t0) +
1

γk+1

(t− t0) +
1

λk+1

(t− t0)
2
]
exp

{
C

∫ t

t0

a(τ)dτ

}
, (2.90)

para todo r ∈
[
3,

6p0
6 + p0

]
e p ∈

[
3p0
p0 − 3

, 6

]
escolhidos de forma que

1

r
+

1

p
=

1

2
, onde

a(t) := 1+ t̄− t0 + ∥hk(·, τ)∥2Lp + ∥h̃k(·, τ)∥2Lp. Se p0 = ∞, então a estimativa (2.90) é

válida para todo r ∈ [3, 6] e p ∈ [3, 6] tais que
1

r
+

1

p
=

1

2
.

Observação 2.2. Pelas desigualdades (2.50), (2.51), (2.81), (2.82) e pelo Lema 2.3,

temos que ∫ t

t0

a(τ)dτ ≤ C + C(t− t0) + C(t̄− t0)(t− t0),

pois C ≥ 2. Portanto,

exp

{
C

∫ t

t0

a(τ)dτ

}
≤ exp {C + C(t− t0) + C(t̄− t0)(t− t0)} . (2.91)

Agora, provaremos que as estimativas para ∥∇ηk∥2 e ∥∇rk∥2 exigidas nos Lemas

2.6 e 2.10 são válidas para k suficientemente grande.

Proposição 2.1. Existem K1, K2 > 0 e N ∈ N tal que se k ≥ N , então ∥∇ηk(·, t)∥2+

∥∇rk(·, t)∥2 < K1

λk+1

+
K2

γk+1

para todo t ≥ 0.

Demonstração. Escolha T ∈ [0,∞) tal que
(
M2

2 +M2
3

) [
F (T )

]2 ≤ 1

4
, onde M2, M3

e F (t) são tais como na Definição 2.1. Considere os números reais positivos m, K1 e

K2 dados por

m := min{µ+ µr , ca + cd},

K1 :=
8C

m
(1 + T + T 2) exp{C + CT + CT 2},

K2 :=
8C

m
(1 + T ) exp{C + CT + CT 2}.
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Seja N ∈ N (suficientemente grande) tal que, para todo k ≥ N ,(
K1

λk+1

+
K2

γk+1

) 1
2

< δ,

onde δ := min{δ1 , δ2} e δ1 e δ2 são números positivos citados na Definição 2.1. Sobre

essas condições, para k ≥ N , temos

∥∇ηk(·, t)∥2 + ∥∇rk(·, t)∥2 < K1

λk+1

+
K2

γk+1

, para todo t ≥ 0. (2.92)

De fato, se a desigualdade (2.92) for falsa para algum k ≥ N , existe (pelo menos um)

t̃ ≥ 0 tal que

∥∇ηk(·, t̃ )∥2 + ∥∇rk(·, t̃ )∥2 ≥ K1

λk+1

+
K2

γk+1

. (2.93)

Seja t∗ o menor valor de t que satisfaz a desigualdade (2.93). Observe que, de fato,

t∗ existe, pois o conjunto de todos os t’s que satisfazem (2.93) é fechado e limitado

inferiormente. Pode ocorrer que t∗ ≤ T ou que t∗ > T . Se t∗ ≤ T , considere t0 = 0,

t̄ = t∗, ξ = 0, ζ = 0 e η = 0. Neste caso, temos que Pkθ = ηk, Rkψ = rk e π = ρ− ρk,

pois θ = ηk, ψ = rk e ρ̂ = ρ. Além disso, ηk(x, 0) = uk(x, 0) − Pku(x, 0) = 0,

rk(x, 0) = wk(x, 0)−Rkw(x, 0) = 0 e π(x, 0) = ρ(x, 0)− ρk(x, 0) = 0. Assim,

(µ+ µr)∥∇Pkθ(·, 0)∥2 + (ca + cd)∥∇Rkψ(·, 0)∥2 + 4µr∥Rkψ(·, 0)∥2

+ (c0 + cd − ca)∥divRkψ(·, 0)∥2 + ∥π(·, 0)∥2Lr = 0.

Portanto, como 0 < t∗ ≤ T , temos, pelo Lema 2.10 e pela desigualdade (2.91), que

(µ+ µr)∥∇ηk(·, t∗)∥2 + (ca + cd)∥∇rk(·, t∗)∥2 + 4µr∥rk(·, t∗)∥2

+ (c0 + cd − ca)∥div rk(·, t∗)∥2 + ∥π(·, t∗)∥2Lr + c

∫ t∗

0

∥ηk
t (·, τ)∥2dτ + c

∫ t∗

0

∥rkt (·, τ)∥2dτ

≤
(

C

λk+1

+
C

γk+1

+
C

λk+1

T +
C

γk+1

T +
C

λk+1

T 2

)
exp{C + CT + CT 2}.

Da desigualdade acima, concluimos que

∥∇ηk(·, t∗)∥2 + ∥∇rk(·, t∗)∥2

≤
(

C

mλk+1

+
C

mγk+1

+
C

mλk+1

T +
C

mγk+1

T +
C

mλk+1

T 2

)
exp{C + CT + CT 2}

=
K1

8λk+1

+
K2

8γk+1

<
K1

λk+1

+
K2

γk+1

,
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o que contradiz a escolha de t∗. Por outro lado, se t∗ > T , considere t̄ = t∗, t0 = t∗−T

e ξ(x, t), ζ(x, t) e η(x, t) satisfazendo

ξ(x, t0) = ηk(x, t0),

ζ(x, t0) = rk(x, t0),

η(x, t0) = ρk(x, t0)− ρ(x, t0).

Com essas escolhas, temos que θ(x, t0) = 0, ψ(x, t0) = 0 e π(x, t0) = 0, pois ρ̂(x, t0) =

ρk(x, t0), para todo x ∈ Ω. Logo,

(µ+ µr)∥∇Pkθ(·, t0)∥2 + (ca + cd)∥∇Rkψ(·, t0)∥2 + 4µr∥Rkψ(·, t0)∥2

+ (c0 + cd − ca)∥divRkψ(·, t0)∥2 + ∥π(·, t0)∥2Lr = 0.

Lembremos que θ = ηk − ξ, ψ = rk − ζ e π = η + ρ− ρk, pois ρ̂ = ρ+ η e π = ρ̂− ρk.

Usando o Lema 2.10 e a desigualdade (2.91), obtemos

(µ+ µr)∥∇ηk(·, t∗)−∇Pkξ(·, t∗)∥2 + (ca + cd)∥∇rk(·, t∗)−∇Rkζ(·, t∗)∥2

+ 4µr∥rk(·, t∗)−Rkζ(·, t∗)∥2 + (c0 + cd − ca)∥div rk(·, t∗)− divRkζ(·, t∗)∥2

+ ∥ρ(·, t∗)− ρk(·, t∗) + η(·, t∗)∥2Lr + c

∫ t∗

t∗−T

∥ηk
t (·, τ)− ξt(·, τ)∥2dτ

+ c

∫ t∗

t∗−T

∥rkt (·, τ)− ζt(·, τ)∥2dτ

≤
(

C

λk+1

+
C

γk+1

+
C

λk+1

T +
C

γk+1

T +
C

λk+1

T 2

)
exp{C + CT + CT 2},

ou seja,

∥∇ηk(·, t∗)−∇Pkξ(·, t∗)∥2 + ∥∇rk(·, t∗)−∇Rkζ(·, t∗)∥2

≤
(

C

mλk+1

+
C

mγk+1

+
C

mλk+1

T +
C

mγk+1

T +
C

mλk+1

T 2

)
exp{C + CT + CT 2}

=
K1

8λk+1

+
K2

8γk+1

.

Portanto, segue da desigualdade triangular, da desigualdade acima, de (2.11) e (2.12)

e da nossa escolha de T , que
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∥∇ηk(·, t∗)∥2 + ∥∇rk(·, t∗)∥2

≤ 2
(
∥∇ηk(·, t∗)−∇Pkξ(·, t∗)∥2 + ∥∇Pkξ(·, t∗)∥2

)
+ 2

(
∥∇rk(·, t∗)−∇Rkζ(·, t∗)∥2 + ∥∇Rkζ(·, t∗)∥2

)
≤ 2

(
K1

8λk+1

+
K2

8γk+1

+M2
2∥∇ξ(·, t0)∥2F (T )2 +M2

3∥∇ζ(·, t0)∥2F (T )2
)

≤ 2

(
K1

8λk+1

+
K2

8γk+1

+
1

4
∥∇ηk(·, t0)∥2 +

1

4
∥∇rk(·, t0)∥2

)
< 2

(
K1

8λk+1

+
K2

8γk+1

+
K1

4λk+1

+
K2

4γk+1

)
=

3

4

(
K1

λk+1

+
K2

γk+1

)
<

K1

λk+1

+
K2

γk+1

,

uma vez que ξ(·, t0) = ηk(·, t0) e ζ(·, t0) = rk(·, t0). Isto novamente contradiz a escolha

de t∗. Observe que a penúltima desigualdade é válida porque t0 = t∗ − T < t∗. Logo,

para k ≥ N , a desigualdade (2.92) é verdadeira. Isto conclui a prova da proposição. �

2.4 Prova do Teorema 2.1

Usando as estimativas (2.52), (2.53) e (2.92), obtemos

∥∇u(·, t)−∇uk(·, t)∥2 = ∥∇(u− uk)(·, t)∥2 = ∥∇(Ek − ηk)(·, t)∥2

= ∥∇Ek(·, t)−∇ηk(·, t)∥2

≤
(
∥∇Ek(·, t)∥+ ∥∇ηk(·, t)∥

)2
≤ 2

(
∥∇Ek(·, t)∥2 + ∥∇ηk(·, t)∥2

)
≤ 2C

λk+1

+
2K1

λk+1

+
2K2

γk+1

≤ C

λk+1

+
C

γk+1

,
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e

∥∇w(·, t)−∇wk(·, t)∥2 = ∥∇(w − wk)(·, t)∥2 = ∥∇(εk − rk)(·, t)∥2

= ∥∇εk(·, t)−∇rk(·, t)∥2

≤
(
∥∇εk(·, t)∥+ ∥∇rk(·, t)∥

)2
≤ 2

(
∥∇εk(·, t)∥2 + ∥∇rk(·, t)∥2

)
≤ 2C

γk+1

+
2K1

λk+1

+
2K2

γk+1

≤ C

λk+1

+
C

γk+1

.

Logo,

∥∇u(·, t)−∇uk(·, t)∥2 + ∥∇w(·, t)−∇wk(·, t)∥2 ≤ C

λk+1

+
C

γk+1

, (2.94)

que é a estimativa (2.18) do Teorema 2.1. Por outro lado, para provarmos as estimativas

(2.19) e (2.20) para a densidade, notemos, inicialmente, que

ρt + u · ∇ρ = 0, (2.95)

ρkt + uk · ∇ρk = 0. (2.96)

Subtraindo a equação (2.96) da equação (2.95), obtemos

(ρ− ρk)t + uk · ∇(ρ− ρk) = (uk − u) · ∇ρ. (2.97)

Agora, se 6 ≤ p0 < ∞, seja r ∈
[
2,

6p0
6 + p0

]
. Escolhamos p ∈

[
2p0
p0 − 2

, 6

]
tal que

1

r
=

1

p
+

1

p0
. Multiplicando a equação (2.97) por |ρ − ρk|r−1, integrando sobre Ω e

usando a desigualdade de Hölder, obtemos

1

r

d

dt
∥ρ− ρk∥rLr ≤

∫
Ω

|ρ− ρk|r−1|(uk − u) · ∇ρ| dx

≤ ∥ρ− ρk∥r−1
Lr ∥(uk − u) · ∇ρ∥Lr

≤ ∥ρ− ρk∥r−1
Lr ∥∇ρ∥Lp0 ∥uk − u∥Lp ,

uma vez que∫
Ω

uk ·∇(ρ− ρk) |ρ− ρk|r−1dx =
1

r

∫
Ω

uk ·∇|ρ− ρk|rdx = −1

r

∫
Ω

|ρ− ρk|rdivuk dx = 0.

Logo, segue da desigualdade acima e da hipótese (2.7), que

d

dt
∥ρ− ρk∥Lr ≤ M̃∥uk − u∥Lp ,
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pois
1

r

d

dt
∥ρ − ρk∥rLr = ∥ρ − ρk∥r−1

Lr

d

dt
∥ρ − ρk∥Lr . Se p0 = ∞, a estimativa acima é

válida para todo r ∈ [2, 6] e p = r. Como, em ambos os casos, p ∈ [2, 6], usando a

desigualdade de Sobolev ∥v∥Lp ≤ C∥v∥H1 , válida para todo p ∈ [2, 6] e v ∈ H1(Ω),

obtemos

d

dt
∥ρ(·, t)− ρk(·, t)∥Lr ≤ M̃∥uk(·, t)− u(·, t)∥Lp ≤ C∥∇uk(·, t)−∇u(·, t)∥, (2.98)

pois ∥v∥H1 e ∥∇v∥ são normas equivalentes em H1
0(Ω). Integrando a desigualdade

(2.98) de 0 à t, segue, da estimativa (2.94), que

∥ρ(·, t)− ρk(·, t)∥Lr ≤ C

(
C

λk+1

+
C

γk+1

) 1
2

t+ ∥ρ(·, 0)− ρk(·, 0)∥Lr

≤

[
C

(λk+1)
1
2

+
C

(γk+1)
1
2

]
t, (2.99)

pois ρk(x, 0) = ρ0(x). Isto finaliza a prova do Teorema 2.1. �
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Capítulo 3

Sobre o limite de viscosidade nula

Provaremos que quando as viscosidades tendem a zero, a solução do problema de

Cauchy para o sistema de um fluido não-homogêneo, viscoso, incompressível e assi-

métrico em R3 converge para a solução do sistema de um fluido não-homogêneo, não-

viscoso, incompressível e assimétrico (no âmbito do espaço L2). Resultado análogo foi

provado por S. Itoh em [26] no contexto L2 e por S. Itoh e A. Tani no contexto Lp

(p > 3) em [27] para as equações não-homogêneas de Navier-Stokes. Em [9], os auto-

res estendem os resultados de S. Itoh e A. Tani ao modelo considerado neste capítulo

(também no contexto Lp, p > 3).

3.1 Introdução e resultado principal

Estudaremos o problema de Cauchy (1)-(2) em QT = R3 × [0, T ], T > 0. Mais

precisamente, consideraremos o sistema de equações

ρut + ρ(u · ∇)u+∇p = (µ+ µr)∆u+ 2µr rotw + ρf,

divu = 0,

ρwt + ρ(u · ∇)w − (c0 + cd − ca)∇(divw) + 4µrw

= (ca + cd)∆w + 2µr rotu+ ρg,

ρt + u · ∇ρ = 0,

(3.1)
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em QT = R3 × [0, T ], T > 0, sujeito as condições iniciais ρ(x, 0) = ρ0(x),

u(x, 0) = u0(x), w(x, 0) = w0(x).
(3.2)

Queremos estudar “o limite invíscido” para o sistema (3.1)-(3.2), ou seja, estamos

preocupados com a transição do sistema viscoso a um sistema não-viscoso.

Para simplificar a notação, escreveremos:

µ̄ := µ+ µr, ν1 := ca + cd e ν2 := c0 + cd − ca .

Quando µ̄ = ν1 = ν2 = 0, o sistema (3.1) torna-se

ρut + ρ(u · ∇)u+∇p = ρf,

divu = 0,

ρwt + ρ(u · ∇)w = ρg,

ρt + u · ∇ρ = 0,

(3.3)

sobre QT = R3 × [0, T ], T > 0. Denotamos a solução do problema (3.3)-(3.2) por

(ρ0,u0,w0).

Observação 3.1. Note que estamos considerando os problemas (3.1)-(3.2) e (3.3)-(3.2)

com os mesmos dados iniciais ρ0,u0 e w0 e as mesmas forças externas f e g.

Como de costume, trabalharemos no âmbito dos espaço L2(R3) =
(
L2(R3)

)3.
Quando m for um inteiro não-negativo, escreveremos Hm(R3) =

(
Wm,2(R3)

)3, e deno-

tamos por (· , ·) o produto interno em L2(R3). Por simplicidade, usaremos as seguintes

abreviações:

∥ · ∥m := ∥ · ∥Hm(R3) e ∥ · ∥Lp := ∥ · ∥Lp(R3) , 1 ≤ p ≤ ∞ .

O propósito deste capítulo é estabelecer a convergência uniforme da solução do

problema (3.1)-(3.2) para a solução do problema (3.3)-(3.2) quando as viscosidades

tenderem a zero. Provamos o seguinte

Teorema 3.1. Considere 0 < µ̄, ν1 ≤ 1, ν1 ≥ max {µr, ν2}, e assuma que

ρ0 ∈ C0(R3), ∇ρ0 ∈ H2(R3), 0 < m ≤ ρ0(x) ≤M <∞,

u0, w0 ∈ H3(R3), divu0 = 0,

f, g ∈ L2
(
[0, T ];H3(R3)

)
.
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Então existe T0 ∈ (0, T ], independente de µ̄, ν1 e ν2, tal que o problema (3.1)-(3.2) tem

uma única solução (ρ,u,w) que satisfaz

ρ ∈ C0
(
R3 × [0, T0]

)
, ∇ρ ∈ C0

(
[0, T0];H

2(R3)
)
, 0 < m ≤ ρ(x, t) ≤M <∞,

u, w ∈ C0
(
[0, T0];H

3(R3)
)
, ∇u, ∇w ∈ L2

(
[0, T0];H

3(R3)
)
,

ut, wt ∈ L2
(
[0, T0];H

2(R3)
)
.

Resultados análogos são válidos para a solução (ρ0,u0,w0) do problema (3.3)-(3.2).

Além disso, temos

sup
0≤t≤T0

[
∥
(
ρ− ρ0

)
(·, t)∥2 + ∥

(
u− u0

)
(·, t)∥2 + ∥

(
w −w0

)
(·, t)∥2

]
→ 0 (3.4)

quando µ̄, ν1 → 0.

Nosso principal objetivo é provar (3.4) na Seção 3.3, aplicando estimativas unifor-

mes, independentes de µ̄, ν1 e ν2, estabelecidas na Seção 3.2.

3.2 Estimativas a priori

Nesta seção, obteremos estimativas, locais no tempo, (uniformes em µ̄, ν1 e ν2) para

as soluções dos problemas de valor inicial (3.1)-(3.2) e (3.3)-(3.2). Denotaremos por

C as várias constantes positivas que podem depender dos dados iniciais, das forças

externas e dos teoremas de imersões, mas não de µ̄, ν1 e ν2. Além disso, focaremos

apenas na prova das estimativas uniformes para as soluções do problema (3.1)-(3.2),

uma vez que estimativas análogas para as soluções de (3.3)-(3.2) podem ser provadas

da mesma maneira. No que segue, usaremos a notação Dku =
∑
|α|=k

Dαu.

Seja (ρ,u,w) uma solução suficientemente regular do problema (3.1)-(3.2). Come-

çamos com a seguinte estimativa para a densidade ρ.

Lema 3.1. Seja

Ψ(t) :=

∫ t

0

(
1 + ∥∇ρ(·, s)∥22 + ∥u(·, s)∥23 + ∥w(·, s)∥23

)2
ds. (3.5)

Para todo (x, t) ∈ QT = R3 × [0, T ], temos

m ≤ ρ(x, t) ≤M (3.6)
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e, além disso, temos que

∥∇ρ(·, t)∥22 ≤ ∥∇ρ0(·)∥22 + CΨ(t). (3.7)

Demonstração. Segue do problema (3.1)4-(3.2)1 e do método das características, que

a densidade ρ é dada por

ρ(x, t) = ρ (y(s;x, t), s) |s=t = ρ0 (y(s;x, t)) |s=0,

onde a trajetória da partícula y(s;x, t) é definida pela solução do problema de Cauchy

dy

ds
= u(y, s), y|s=t = x .

Logo, da hipótese m ≤ ρ0(x) ≤M , resulta imediatamente a estimativa (3.6).

Agora estabeleceremos a desigualdade (3.7). Aplicando o operador Dα a ambos os

lados da equação (3.1)4 e multiplicando a equação resultante por Dαρ em L2, obtemos,

após somar sobre |α| = 1, 2, 3, a seguinte igualdade

1

2

d

dt
∥∇ρ(·, t)∥22 = −

3∑
|α|=1

(Dα (u · ∇ρ) , Dαρ) . (3.8)

Devido à condição de incompressibilidade divu = 0 e usando integração por partes, é

fácil ver que

3∑
|α|=1

(u · ∇Dαρ,Dαρ) = −1

2

3∑
|α|=1

∫
R3

|Dαρ|2divu dx = 0.

Logo, a equação (3.8) pode ser reescrita da seguinte maneira

1

2

d

dt
∥∇ρ(·, t)∥22 = −

3∑
|α|=1

(Dα (u · ∇ρ)− u · ∇Dαρ,Dαρ) . (3.9)

Agora usaremos as desigualdades (1.1) e (1.4) para estimar o lado direito da identidade

(3.9). De fato, temos

3∑
|α|=1

|(Dα (u · ∇ρ)− u · ∇Dαρ,Dαρ)| ≤ C (∥∇u∥2∥∇ρ∥L∞ + ∥∇u∥L∞∥∇ρ∥2) ∥∇ρ∥2

≤ C∥∇u∥2∥∇ρ∥22.
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Substituindo a estimativa acima na identidade (3.9) e usando a desigualdade de Young,

concluimos que

d

dt
∥∇ρ(·, t)∥22 ≤ C∥∇u∥2∥∇ρ∥22 (3.10)

≤ C

(
1

4
+

1

4
∥∇u∥42 +

1

2
∥∇ρ∥42

)
≤ C

(
1 + ∥u∥23 + ∥∇ρ∥22

)2
.

Integrando este resultado sobre [0, t], obtemos

∥∇ρ(·, t)∥22 ≤ ∥∇ρ0(·)∥22 + C

∫ t

0

(
1 + ∥∇ρ(·, s)∥22 + ∥u(·, s)∥23

)2
ds,

como queríamos. �
Nos próximos dois lemas, obteremos estimativas uniformes para ∥u(·, t)∥3 e ∥w(·, t)∥3.

Lema 3.2. Para todo t ∈ [0, T ], temos

m
d

dt
∥u(·, t)∥23 + µ̄ ∥∇u(·, t)∥23 ≤ C

[
(1 + ∥∇ρ∥2) ∥u(·, t)∥33 + ∥w(·, t)∥23

+∥∇ρ(·, t)∥2∥ut(·, t)∥2∥u(·, t)∥3

+(1 + ∥∇ρ∥2) ∥f(·, t)∥3∥u(·, t)∥3
]
. (3.11)

Demonstração. Aplicando o operador Dα a ambos os lados da equação (3.1)1 e

fazendo o produto interno da equação resultante por Dαu em L2, deduzimos, depois

de somar sobre |α| ≤ 3, que

L1 + L2 + L3 :=
∑
|α|≤3

(ρDαut, D
αu)− µ̄

∑
|α|≤3

(∆Dαu, Dαu) +
∑
|α|≤3

(Dα∇p,Dαu)

= −
∑
|α|≤3

(Dα(ρu · ∇u), Dαu) + 2µr

∑
|α|≤3

(rotDαw, Dαu)

−
∑
|α|≤3

(Dα(ρut)− ρDαut, D
αu) +

∑
|α|≤3

(Dα(ρf), Dαu) . (3.12)

Para o primeiro termo do lado esquerdo da identidade (3.12), usando integração por

partes, é fácil deduzir que

L1 =
1

2

d

dt

∑
|α|≤3

∥√ρDαu∥2L2 −
1

2

∑
|α|≤3

(ρtD
αu, Dαu)

=
1

2

d

dt

∑
|α|≤3

∥√ρDαu∥2L2 +
1

2

∑
|α|≤3

((u · ∇ρ)Dαu, Dαu)

=
1

2

d

dt

∑
|α|≤3

∥√ρDαu∥2L2 −
∑
|α|≤3

(ρu · ∇Dαu, Dαu) .
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Também por integração por partes, concluimos que L2 = µ̄∥∇u∥23 e, mais uma vez,

devido a condição de incompressibilidade divu = 0, temos que

L3 = −
∑
|α|≤3

∫
R3

DαpDα(divu) dx = 0.

Portanto, a identidade (3.12) pode ser reescrita da seguinte maneira:

1

2

d

dt

∑
|α|≤3

∥√ρDαu∥2L2 + µ̄∥∇u∥23 = −
∑
|α|≤3

(Dα(ρu · ∇u)− ρu · ∇Dαu, Dαu)

+ 2µr

∑
|α|≤3

(rotDαw, Dαu) +
∑
|α|≤3

(Dα(ρf), Dαu)

−
∑
|α|≤3

(Dα(ρut)− ρDαut, D
αu)

=: R1 +R2 +R3 +R4. (3.13)

Agora, estimaremos cada termo do lado direito da identidade (3.13). Devido as desi-

gualdades (1.1), (1.4) e (3.6), obtemos a seguinte estimativa para o termo R1:

|R1| ≤
∑
|α|≤3

| (Dα(ρu · ∇u)− ρu · ∇Dαu, Dαu) |

≤ C (∥∇(ρu)∥2∥∇u∥L∞ + ∥∇(ρu)∥L∞∥∇u∥2) ∥u∥3

≤ C∥∇(ρu)∥2∥∇u∥2∥u∥3

≤ C [∥u∥2∥∇ρ∥2 + ∥u∥3 (1 + ∥∇ρ∥2)] ∥u∥23

≤ C (1 + ∥∇ρ∥2) ∥u∥33.

Quanto ao termo R2, estimamos

|R2| ≤ 2µr

∑
|α|≤3

| (rotDαw, Dαu) |

= 2µr

∑
|α|≤3

| (rotDαu, Dαw) |

≤ 2µr

∑
|α|≤3

∥rotDαu∥L2∥Dαw∥L2

≤ 2µr

∑
|α|≤3

∥∇Dαu∥L2∥Dαw∥L2

≤ µrC∥∇u∥3∥w∥3 ≤
µ2
r

2
∥∇u∥23 + C∥w∥23

≤ µ̄

2
∥∇u∥23 + C∥w∥23,

uma vez que µ2
r ≤ µr ≤ µ̄. Usando as estimativas (1.1) e (1.4) e a desigualdade de

Cauchy-Schwarz, obtemos
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|R3| ≤
∑
|α|≤3

| (Dα(ρf)− ρDαf, Dαu) |+
∑
|α|≤3

| (ρDαf, Dαu) |

≤
∑
|α|≤3

∥Dα(ρf)− ρDαf∥L2∥Dαu∥L2 +
∑
|α|≤3

∥ρDαf∥L2∥Dαu∥L2

≤ C (∥∇ρ∥2∥f∥L∞ + ∥∇ρ∥L∞∥f∥2) ∥u∥3 + C∥f∥3∥u∥3

≤ C∥∇ρ∥2∥f∥2∥u∥3 + C∥f∥3∥u∥3

≤ C∥f∥3∥u∥3 (1 + ∥∇ρ∥2) .

Finalmente, vamos estimar R4. Pelas desigualdades (1.1) e (1.4), temos

|R4| ≤
∑
|α|≤3

∥Dα(ρut)− ρDαut∥L2∥Dαu∥L2

≤ C∥∇ρ∥2∥ut∥2∥u∥3.

Portanto, introduzindo as estimativas para R1, R2, R3 e R4 na identidade (3.13), obte-

mos

m
d

dt
∥u(·, t)∥23 + µ̄ ∥∇u(·, t)∥23 ≤ C

[
(1 + ∥∇ρ∥2) ∥u(·, t)∥33 + ∥w(·, t)∥23

+ ∥∇ρ(·, t)∥2∥ut(·, t)∥2∥u(·, t)∥3

+ (1 + ∥∇ρ∥2) ∥f(·, t)∥3∥u(·, t)∥3
]
,

o que prova o Lema. �

Lema 3.3. Para todo t ∈ [0, T ], temos

m
d

dt
∥w(·, t)∥23 + ν1 ∥∇w(·, t)∥23 ≤ C

[
(1 + ∥∇ρ∥2) ∥u(·, t)∥3∥w(·, t)∥23

+ ∥u(·, t)∥23 + ∥∇ρ(·, t)∥2∥wt(·, t)∥2∥w(·, t)∥3

+ (1 + ∥∇ρ∥2) ∥g(·, t)∥3∥w(·, t)∥3
]
. (3.14)

Demonstração. A demonstração deste lema é análoga a do lema anterior. Aplique o

operador Dα a ambos os lados da equação (3.1)3 e faça o produto interno da equação

obtida com Dαw em L2. Some a equação resultante sobre |α| ≤ 3, para obter

68



E1 + E2 + E3 :=
∑
|α|≤3

(ρDαwt, D
αw) +

∑
|α|≤3

(LDαw, Dαw) + 4µr

∑
|α|≤3

(Dαw, Dαw)

= −
∑
|α|≤3

(Dα(ρu · ∇w), Dαw) + 2µr

∑
|α|≤3

(rotDαu, Dαw)

−
∑
|α|≤3

(Dα(ρwt)− ρDαwt, D
αw)

+
∑
|α|≤3

(Dα(ρg), Dαw) , (3.15)

onde L é o operador fortemente elíptico L = −ν1∆ − ν2∇div . Um cálculo simples e

direto nos leva a concluir que

E1 =
1

2

d

dt

∑
|α|≤3

∥√ρDαw∥2L2 −
1

2

∑
|α|≤3

(ρtD
αw, Dαw)

=
1

2

d

dt

∑
|α|≤3

∥√ρDαw∥2L2 +
1

2

∑
|α|≤3

((u · ∇ρ)Dαw, Dαw)

=
1

2

d

dt

∑
|α|≤3

∥√ρDαw∥2L2 −
∑
|α|≤3

(ρu · ∇Dαw, Dαw) ,

E2 = ν1 ∥∇w∥23 + ν2 ∥divw∥23 e E3 = 4µr ∥w∥23. Assim, reescreveremos a identidade

(3.15) da seguinte forma

1

2

d

dt

∑
|α|≤3

∥√ρDαw∥2L2 + ν1 ∥∇w∥23 + ν2 ∥divw∥23 + 4µr ∥w∥23 =

−
∑
|α|≤3

(Dα(ρu · ∇w)− ρu · ∇Dαw, Dαw)

+ 2µr

∑
|α|≤3

(rotDαu, Dαw) +
∑
|α|≤3

(Dα(ρg), Dαw)

−
∑
|α|≤3

(Dα(ρwt)− ρDαwt, D
αw) =: D1 +D2 +D3 +D4. (3.16)

Vamos estimar Di, i = 1, · · · , 4. Similarmente a prova do Lema 3.2, temos

|D1| ≤ C (1 + ∥∇ρ∥2) ∥u∥3∥w∥23,

|D2| ≤ ν1
2
∥∇w∥23 + C∥u∥23 (já que µ2

r ≤ µr ≤ ν1),

|D3| ≤ C (1 + ∥∇ρ∥2) ∥g∥3∥w∥3,

|D4| ≤ C∥∇ρ∥2∥wt∥2∥w∥3.

Portanto, colocando as estimativas de D1, D2, D3 e D4 na identidade (3.16), obtemos

a desigualdade dada em (3.14). �
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Lema 3.4. Seja A a constante definida a seguir:

A := 1 + ∥∇ρ0(·)∥22 + ∥u0(·)∥23 + ∥w0(·)∥23 +
∫ T

0

(
∥f(·, t)∥23 + ∥g(·, t)∥23

)
dt. (3.17)

Para todo t ∈ [0, T ], temos a seguinte estimativa

∥∇ρ(·, t)∥22 + ∥u(·, t)∥23 + ∥w(·, t)∥23 + µ̄

∫ t

0

∥∇u(·, s)∥23 ds+ ν1

∫ t

0

∥∇w(·, s)∥23 ds

≤ C

∫ t

0

(
∥ut(·, s)∥22 + ∥wt(·, s)∥22

)
ds+ C

[
A+Ψ(t)

]
, (3.18)

onde Ψ(t) é dado em (3.5).

Demonstração. Basta trabalharmos simultaneamente com as estimativas (3.10),

(3.11) e (3.14) e usarmos a desigualdade de Young, para obtermos diretamente, após

integramos a relação resultante com respeito a t, o resultado desejado. �
Agora, estimaremos as integrais no lado direito da desigualdade (3.18). Para isto,

provaremos o seguinte

Lema 3.5. Para todo t ∈ [0, T ], temos

µ̄ ∥∇u(·, t)∥22 + ν1 ∥∇w(·, t)∥22 + m

∫ t

0

(
∥ut(·, s)∥22 + ∥wt(·, s)∥22

)
ds ≤ C

[
A+Ψ(t)

]3
.

(3.19)

Demonstração. Dividiremos a demonstração deste lema em cinco etapas.

Etapa 1. Segue da condição de incompressibilidade que

divut = (divu)t = 0, (∇p,ut) = − (p, divut) = 0.

Portanto, multiplicando a equação (3.1)1 por ut em L2, obtemos

∥√ρut(·, t)∥2L2 +
µ̄

2

d

dt
∥∇u(·, t)∥2L2 = 2µr (rotw,ut) + (ρf,ut)− (ρ(u · ∇)u,ut) . (3.20)

Pelas desigualdades (1.2), (1.4) e (3.6), e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, esti-

mamos os termos do lado direito da identidade (3.20) da seguinte maneira:

|2µr (rotw,ut)| = 2µr

∣∣∣∣( 1
√
ρ
rotw,

√
ρut)

∣∣∣∣
≤ 2√

m
∥∇w∥L2 ∥√ρut∥L2

≤ C ∥w∥3 ∥
√
ρut∥L2 ,
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|(ρf,ut)| = |(√ρf,√ρut)|

≤ ∥√ρf∥L2 ∥√ρut∥L2

≤ C ∥f∥3 ∥
√
ρut∥L2 ,

|(ρ(u · ∇)u,ut)| = |(√ρ (u · ∇)u,
√
ρut)|

≤ ∥√ρ (u · ∇)u∥L2 ∥√ρut∥L2

≤ C (∥u∥L∞∥∇u∥L2 + ∥u∥L2∥∇u∥L∞) ∥√ρut∥L2

≤ C ∥u∥23 ∥
√
ρut∥L2 .

Usando estas desigualdades na identidade (3.20), deduzimos pela estimativa (3.6) e

pela desigualdade de Young, que

m∥ut(·, t)∥2L2 + µ̄
d

dt
∥∇u(·, t)∥2L2 ≤ C

(
∥u∥43 + ∥w∥23 + ∥f∥23

)
. (3.21)

Integrando a desigualdade (3.21) sobre [0, T ], obtemos

m

∫ t

0

∥ut(·, s)∥2L2ds+ µ̄ ∥∇u(·, t)∥2L2 ≤ C [A+Ψ(t)] , (3.22)

onde Ψ(t) e A são dados em (3.5) e (3.17), respectivamente. Seguindo um procedimento

semelhante ao da obtenção da estimativa (3.21), deduzimos a partir da equação (3.1)3

que

m∥wt(·, t)∥2L2 + ν1
d

dt
∥∇w(·, t)∥2L2 + ν2

d

dt
∥divw(·, t)∥2L2 + 4µr

d

dt
∥w(·, t)∥2L2

≤ C
(
∥u∥23 ∥w∥23 + ∥u∥23 + ∥g∥23

)
. (3.23)

Portanto,

m

∫ t

0

∥wt(·, s)∥2L2 ds+ ν1∥∇w(·, t)∥2L2 ≤ C [A+Ψ(t)] . (3.24)

Etapa 2. Se aplicarmos o operador Dα a ambos os lados da equação (3.1)1 e fizermos

o produto interno da equação resultante por Dαut em L2, deduzimos, depois de somar

sobre |α| = 1, que

S1 + S2 + S3 :=
∑
|α|=1

(ρDαut, D
αut)− µ̄

∑
|α|=1

(∆Dαu, Dαut) +
∑
|α|=1

(Dα∇p,Dαut)

= −
∑
|α|=1

(Dα(ρu · ∇u), Dαut) + 2µr

∑
|α|=1

(rotDαw, Dαut)

+
∑
|α|=1

(Dα(ρf), Dαut)−
∑
|α|=1

(Dα(ρut)− ρDαut, D
αut) . (3.25)
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Note que

S1 = ∥√ρ∇ut∥2L2 .

Integrando por partes, é fácil ver que S2 =
µ̄

2

d

dt
∥D2u∥2L2 e, também usando o fato que

divut = 0, concluimos que

S3 = −
∑
|α|=1

∫
R3

DαpDα(divut) dx = 0.

Substituindo estes resultados na identidade (3.25), obtemos

∥√ρ∇ut∥2L2 +
µ̄

2

d

dt
∥D2u∥2L2 = −

∑
|α|=1

(Dα(ρu · ∇u), Dαut) + 2µr

∑
|α|=1

(rotDαw, Dαut)

+
∑
|α|=1

(Dα(ρf), Dαut)−
∑
|α|=1

(Dα(ρut)− ρDαut, D
αut)

=: J1 + J2 + J3 + J4. (3.26)

Fazendo uso das desigualdades (1.1), (1.2), (1.4), (3.6) e da desigualdade de Cauchy-

Schwarz, obtemos

|J1| ≤
∑
|α|=1

∥Dα(ρ(u · ∇)u)− ρDα((u · ∇)u)∥L2∥Dαut∥L2 +
∑
|α|=1

∥ρDα((u · ∇)u)∥L2∥Dαut∥L2

≤ C (∥∇ρ∥L2∥u · ∇u∥L∞ + ∥∇ρ∥L∞∥u · ∇u∥L2) ∥∇ut∥L2

+ C (∥u∥L∞∥∇u∥1 + ∥u∥1∥∇u∥L∞) ∥∇ut∥L2

≤ C (∥∇ρ∥2∥u∥2∥∇u∥2 + ∥u∥2∥∇u∥2) ∥∇ut∥L2

≤ C (1 + ∥∇ρ∥2) ∥u∥23∥∇ut∥L2 ,

|J2| ≤ 2µr

∑
|α|=1

∥rotDαw∥L2∥Dαut∥L2

≤ 2
∑
|α|=1

∥∇Dαw∥L2∥Dαut∥L2

≤ C∥w∥3∥∇ut∥L2 ,

|J3| ≤
∑
|α|=1

∥Dα(ρf)− ρDαf∥L2∥Dαut∥L2 +
∑
|α|=1

∥ρDαf∥L2∥Dαut∥L2

≤ C (∥∇ρ∥L2∥f∥L∞ + ∥∇ρ∥L∞∥f∥L2 + ∥ρ∥L∞∥∇f∥L2) ∥∇ut∥L2

≤ C (∥∇ρ∥2∥f∥2 + ∥∇ρ∥2∥f∥L2 + ∥∇f∥L2) ∥∇ut∥L2

≤ C (1 + ∥∇ρ∥2) ∥f∥3∥∇ut∥L2 ,
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|J4| ≤
∑
|α|=1

∥Dα(ρut)− ρDαut∥L2∥Dαut∥L2

≤ C∥∇ρ∥L∞∥ut∥L2∥∇ut∥L2

≤ C∥∇ρ∥2∥ut∥L2∥∇ut∥L2 .

Usando estas estimativas, segue da desigualdade de Young, que

4∑
i=1

|Ji| ≤ C∥∇ut∥L2

[
∥w∥3 + ∥∇ρ∥2∥ut∥L2 + (1 + ∥∇ρ∥2)

(
∥f∥3 + ∥u∥23

)]
≤ m

2
∥∇ut∥2L2 + C

[
∥w∥23 + ∥∇ρ∥22∥ut∥2L2 + (1 + ∥∇ρ∥2)2

(
∥f∥23 + ∥u∥43

)]
.(3.27)

Substituindo a estimativa (3.27) na identidade (3.26), obtemos

m∥∇ut∥2L2 + µ̄
d

dt
∥D2u∥2L2

≤ C
[
∥w∥23 + ∥∇ρ∥22∥ut∥2L2 + (1 + ∥∇ρ∥2)2

(
∥f∥23 + ∥u∥43

)]
. (3.28)

Podemos obter uma estimativa análoga a desigualdade (3.28) para w. De fato, apli-

cando o operador Dα com |α| = 1 em cada lado da equação (3.1)3, multiplicando o

resultado por Dαwt em L2, e somando sobre |α|, obtemos

m∥∇wt(·, t)∥2L2 + ν1
d

dt
∥D2w(·, t)∥2L2 + ν2

d

dt
∥div∇w(·, t)∥2L2 + 4µr

d

dt
∥∇w(·, t)∥2L2

≤ C
[
∥∇ρ∥22∥wt∥2L2 + (1 + ∥∇ρ∥2)2

(
∥g∥23 + ∥u∥23 ∥w∥23

)
+ ∥u∥23

]
. (3.29)

Etapa 3. Adicionando as desigualdades (3.21) e (3.28) e integrando sobre t, obtemos

µ̄∥∇u(·, t)∥21 +m

∫ t

0

∥ut(·, s)∥21 ds ≤ ∥∇u0(·)∥21

+ C sup
0≤s≤t

∥∇ρ(·, s)∥22
∫ t

0

∥ut(·, s)∥2L2 ds

+ C

(
1 + sup

0≤s≤t
∥∇ρ(·, s)∥22

)∫ t

0

(
∥f(·, s)∥23 + ∥u(·, s)∥43

)
ds

+ C

∫ t

0

∥w(·, s)∥23 ds,

que juntamente com as estimativas (3.7) e (3.22), nos dá

µ̄∥∇u(·, t)∥21 +m

∫ t

0

∥ut(·, s)∥21 ds ≤ C [A+Ψ(t)]2 . (3.30)

Similarmente, somando as desigualdades (3.23) e (3.29) e integrando sobre t, encon-

tramos
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ν1∥∇w(·, t)∥21 +m

∫ t

0

∥wt(·, s)∥21 ds

≤ ∥∇w0(·)∥21 + ∥divw0(·)∥21 + 4∥w0(·)∥21 + C sup
0≤s≤t

∥∇ρ(·, s)∥22
∫ t

0

∥wt(·, s)∥2L2 ds

+ C

(
1 + sup

0≤s≤t
∥∇ρ(·, s)∥22

)∫ t

0

(
∥g(·, s)∥23 + ∥u(·, s)∥23 ∥w(·, s)∥23

)
ds

+ C

∫ t

0

∥u(·, s)∥23 ds.

Portanto, devido as estimativas (3.7) e (3.24), temos

ν1∥∇w(·, t)∥21 +m

∫ t

0

∥wt(·, s)∥21 ds ≤ C [A+Ψ(t)]2 . (3.31)

Etapa 4. De forma análoga ao desenvolvimento efetuado na Etapa 2 acima, porém

com |α| = 2, não é difícil mostrar que

m∥D2ut(·, t)∥2L2 + µ̄
d

dt
∥D3u(·, t)∥2L2

≤ C
[
∥∇ρ∥22∥ut∥21 + (1 + ∥∇ρ∥2)2

(
∥f∥23 + ∥u∥43

)
+ ∥w∥23

]
(3.32)

e

m∥D2wt(·, t)∥2L2 + ν1
d

dt
∥D3w(·, t)∥2L2 + ν2

d

dt
∥divD2w(·, t)∥2L2 + 4µr

d

dt
∥D2w(·, t)∥2L2

≤ C
[
∥∇ρ∥22∥wt∥21 + (1 + ∥∇ρ∥2)2

(
∥g∥23 + ∥u∥23 ∥w∥23

)
+ ∥u∥23

]
. (3.33)

Etapa 5. Somando as desigualdades (3.21), (3.28) e (3.32), e integrando sobre t,

obtemos

µ̄∥∇u(·, t)∥22 +m

∫ t

0

∥ut(·, s)∥22 ds ≤ ∥∇u0(·)∥22

+ C sup
0≤s≤t

∥∇ρ(·, s)∥22
∫ t

0

∥ut(·, s)∥21 ds

+ C

(
1 + sup

0≤s≤t
∥∇ρ(·, s)∥22

)∫ t

0

(
∥f(·, s)∥23 + ∥u(·, s)∥43

)
ds

+ C

∫ t

0

∥w(·, s)∥23 ds.

Devido as estimativas (3.7) e (3.30), encontramos

µ̄∥∇u(·, t)∥22 +m

∫ t

0

∥ut(·, s)∥22 ds ≤ C [A+Ψ(t)]3 . (3.34)
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Por fim, se adicionarmos as desigualdades (3.23), (3.29) e (3.33) e usarmos as estima-

tivas (3.7) e (3.31), obteremos

ν1∥∇w(·, t)∥22 +m

∫ t

0

∥wt(·, s)∥22 ds ≤ C [A+Ψ(t)]3 . (3.35)

Portanto, juntando os resultados obtidos nas desigualdades (3.34) e (3.35), concluimos

a demonstração da estimativa (3.19). �
Resumimos os resultados acima no seguinte

Lema 3.6. Para todo t ∈ [0, T ], temos

∥∇ρ(·, t)∥22 + ∥u(·, t)∥23 + ∥w(·, t)∥23 +
∫ t

0

(
∥ut(·, s)∥22 + ∥wt(·, s)∥22

)
ds

+ µ̄

∫ t

0

∥∇u(·, s)∥23 ds+ ν1

∫ t

0

∥∇w(·, s)∥23 ds ≤ C [A+Ψ(t)]3 . (3.36)

Lema 3.7. Existe T0 ∈ (0, T ], independente de µ̄, ν1 e ν2, tal que

Ψ(t) ≤ A para t ≤ T0. (3.37)

Demonstração. Do Lema 3.6 segue que

∥∇ρ(·, t)∥22 + ∥u(·, t)∥23 + ∥w(·, t)∥23 ≤ C (A+Ψ(t))3 .

Da definição de Ψ(t), dada em (3.5), podemos concluir que(
d

dt
Ψ(t)

)1/2

= 1 + ∥∇ρ(·, t)∥22 + ∥u(·, t)∥23 + ∥w(·, t)∥23 ≤ C (A+Ψ(t))3 .

Escrevendo

Y (t) := Ψ(t) + A,

encontraremos a seguinte desigualdade diferencial

d

dt
Y (t) ≤ CY 6(t),

ou ainda

Y −6(t)
d

dt
Y (t) ≤ C. (3.38)

Se escrevermos I(t) =

∫ t

0

Y −6(s)
d

ds
Y (s) ds, concluiremos, após usarmos integração

por partes, que

I(t) =
1

5A5
− 1

5Y 5(t)
.
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Segue da desigualdade (3.38) que

1

5A5
− 1

5Y 5(t)
≤ C t.

Após um cálculo simples e direto, é fácil ver que

Y (t) ≤ A
(
1− 5CA5t

)−1/5 com 0 ≤ t <
(
5CA5

)−1
.

Portanto,

Ψ(t) ≤ A para t ≤ T0 =
31

160CA5
.

�

Devido aos Lemas 3.6 e 3.7, obtemos as seguintes estimativas uniformes, locais no

tempo, para as soluções do problema (3.1)-(3.2) e (3.3)-(3.2), respectivamente:

Proposição 3.1. Existe uma constante positiva C tal que

sup
0≤t≤T0

[
∥∇ρ(·, t)∥22 + ∥u(·, t)∥23 + ∥w(·, t)∥23

]
+

∫ T0

0

(
∥ut(·, t)∥22 + ∥wt(·, t)∥22

)
dt

+ µ̄

∫ T0

0

∥∇u(·, t)∥23 dt + ν1

∫ T0

0

∥∇w(·, t)∥23 dt ≤ C

e

sup
0≤t≤T0

[
∥∇ρ0(·, t)∥22 + ∥u0(·, t)∥23 + ∥w0(·, t)∥23

]
+

∫ T0

0

(
∥u0

t (·, t)∥22 + ∥w0
t (·, t)∥22

)
dt ≤ C.

3.3 Prova do Teorema 3.1

A existência da solução dos problemas (3.1)-(3.2) e (3.3)-(3.2) é provada com o

método semi-Galerkin, uma vez que as estimativas locais no tempo estabelecidas na

Proposição 3.1 são válidas para as aproximações semi-Galerkin, as quais são suficientes

para passarmos ao limite para obtermos a existência local. Como este processo é

silimar ao de [5], omitiremos os detalhes da prova e nos restringiremos a estabelecer

nosso resultado principal (3.4).

Subtraindo-se (3.3) de (3.1), obtemos o seguinte sistema linear de equações para

σ := ρ− ρ0,v := u− u0,y := w −w0 e q := p− p0:
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

ρvt + ρ(u · ∇)v − µ̄∆v − µ̄∆u0 +∇q = −ρ(v · ∇)u0 +∇(p0)
σ

ρ0
+ 2µr rotw =: F,

divv = 0,

ρyt + ρ(u · ∇)y + Ly + Lw0 + 4µry + 4µrw
0 = −ρ(v · ∇)w0 + 2µr rotu =: G,

σt + u · ∇σ = −v · ∇ρ0,

(3.39)

em QT = R3 × [0, T ], T > 0, com condições iniciais

σ(x, 0) = 0, v(x, 0) = 0, y(x, 0) = 0, x ∈ R3. (3.40)

Etapa 1. Aplicando o operador Dα a ambos os lados da equação (3.39)4 e multipli-

cando a equação resultante por Dασ em L2, obtemos, após somar sobre |α| ≤ 2, a

seguinte igualdade

1

2

d

dt
∥σ(·, t)∥22 = −

∑
|α|≤2

(Dα (u · ∇σ) , Dασ)−
∑
|α|≤2

(
Dα
(
v · ∇ρ0

)
, Dασ

)
. (3.41)

Usando integração por partes, é fácil ver que∑
|α|≤2

(u · ∇Dασ,Dασ) = −1

2

∑
|α|≤2

∫
R3

|Dασ|2divu dx = 0,

pois divu = 0. Logo, a identidade (3.41) pode ser reescrita da seguinte maneira

1

2

d

dt
∥σ(·, t)∥22 = −

∑
|α|≤2

(Dα (u · ∇σ)− u · ∇Dασ,Dασ)−
∑
|α|≤2

(
Dα(v · ∇ρ0), Dασ

)
.

(3.42)

Para estimar o primeiro termo do lado direito da identidade (3.42), notemos que

∑
|α|≤2

(Dα (u · ∇σ)− u · ∇Dασ,Dασ) =

∑
|α|=1

+
∑
|α|=2

 (Dα (u · ∇σ)− u · ∇Dασ,Dασ) =: B1 +B2.

Assim, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Hölder, obtemos

|B1| ≤ C∥∇u∥L∞∥∇σ∥2L2 ≤ C∥∇u∥2∥∇σ∥2L2 ≤ C∥u∥3∥σ∥22,

|B2| ≤ C
(
∥D2u∥L4∥∇σ∥L4 + ∥∇u∥L∞∥D2σ∥L2

)
∥D2σ∥L2 ≤ C∥u∥3∥σ∥22.

Logo, devido a estas estimativas, podemos concluir, pela Proposição 3.1, que∑
|α|≤2

| (Dα (u · ∇σ)− u · ∇Dασ,Dασ) | ≤ C∥u∥3∥σ∥22 ≤ C∥σ∥22. (3.43)
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Quanto ao segundo termo do lado direito da identidade (3.42), ao usarmos as esti-

mativas (1.2), (1.4), as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young e a Proposição 3.1,

obteremos∑
|α|≤2

|
(
Dα(v · ∇ρ0), Dασ

)
| ≤ C

(
∥v∥2∥∇ρ0∥L∞ + ∥v∥L∞∥∇ρ0∥2

)
∥D2σ∥L2

≤ C∥∇ρ0∥2∥v∥2∥σ∥2 ≤ C
(
∥σ∥22 + ∥v∥22

)
. (3.44)

Substituindo as estimativas (3.43) e (3.44) na identidade (3.42) e integrando o resultado

obtido sobre [0, t], obteremos

∥σ(·, t)∥22 ≤ C

∫ t

0

(
∥σ(·, s)∥22 + ∥v(·, s)∥22

)
ds, (3.45)

uma vez que σ(x, 0) = 0, ∀x ∈ R3.

Etapa 2. De forma análoga a obtenção das estimativas (3.11) e (3.14), obtemos das

equações (3.39)1 e (3.39)3, a seguinte identidade:

1

2

d

dt

∑
|α|≤2

∥√ρDαv∥2L2 +
∑
|α|≤2

∥√ρDαy∥2L2

+ µ̄∥∇v∥22 + ν1∥∇y∥22 + ν2∥divy∥22 + 4µr∥y∥22

= µ̄
∑
|α|≤2

(
∆Dαu0, Dαv

)
+ ν1

∑
|α|≤2

(
∆Dαw0, Dαy

)
+ ν2

∑
|α|≤2

(
∇(divDαw0), Dαy

)
−
∑
|α|≤2

(Dα(ρvt)− ρDαvt, D
αv)

− 1

2

∑
|α|≤2

((u · ∇ρ)Dαv, Dαv)−
∑
|α|≤2

(Dα(ρu · ∇v), Dαv)

−
∑
|α|≤2

(Dα(ρu · ∇y), Dαy)−
∑
|α|≤2

(Dα(ρyt)− ρDαyt, D
αy)

− 1

2

∑
|α|≤2

((u · ∇ρ)Dαy, Dαy)− 4µr

∑
|α|≤2

(
Dαw0, Dαy

)
+
∑
|α|≤2

(DαF, Dαv) +
∑
|α|≤2

(DαG, Dαy) =:
12∑
i=1

Ri. (3.46)

Agora, estimaremos cada termo do lado direito da identidade (3.46). Integrando

por partes, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, a Proposição 3.1 e o

fato que ν1 ≥ ν2, obtemos

|R1|+ |R2|+ |R3| ≤ 1

2

(
µ̄∥∇v∥22 + ν1∥∇y∥22

)
+ C

(
µ̄∥u0∥23 + ν1∥w0∥23

)
≤ 1

2

(
µ̄∥∇v∥22 + ν1∥∇y∥22

)
+ C(µ̄+ ν1).
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Usando a estimativa (1.4), a desigualdade de Hölder e a Proposição 3.1, o termo R4

pode ser estimado da seguinte maneira:

|R4| ≤ C
(
∥Dρ∥L∞∥vt∥L2 + ∥Dρ∥L∞∥∇vt∥L2 + ∥D2ρ∥L4∥vt∥L4

)
∥v∥2

≤ C∥∇ρ∥2∥vt∥1∥v∥2 ≤ C
(
∥v∥22 + ∥vt∥21

)
.

Para o termo R5, usamos a estimativa (1.2), a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a

Proposição 3.1, para obtermos

|R5| ≤ C (∥u∥L∞∥∇ρ∥L2 + ∥u∥L2∥∇ρ∥L∞) ∥v∥22

≤ C∥u∥3∥∇ρ∥2∥v∥22 ≤ C∥v∥22.

Para estimarmos o termo R6, primeiro o reescreveremos da seguinte forma

R6 = −
∑
|α|≤2

(ρu · ∇Dαv, Dαv)−
∑
|α|≤2

(Dα(ρu · ∇v)− ρu · ∇Dαv, Dαv)

=
1

2

∑
|α|≤2

∫
R3

(u · ∇ρ)|Dαv|2 dx−
∑
|α|≤2

(Dα(ρu · ∇v)− ρu · ∇Dαv, Dαv)

=: R6,1 +R6,2.

Analogamente à demonstração do Lema 3.2, usando integração por partes, o fato que

divu = 0, a desigualdade de Cauchy-Schwarz, as estimativas (1.2), (1.4) e a Proposição

3.1, concluimos que

|R6,1| =

∣∣∣∣∣∣12
∑
|α|≤2

∫
R3

(u · ∇ρ)|Dαv|2 dx

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2

∑
|α|≤2

∥u · ∇ρ∥L2∥Dαv∥2L2

≤ C (∥u∥L∞∥∇ρ∥L2 + ∥u∥L2∥∇ρ∥L∞) ∥v∥22

≤ C∥u∥3∥∇ρ∥2∥v∥22

≤ C∥v∥22.

Quanto ao termo R6,2, usando a desigualdade de Hölder, a estimativa (1.4) e a Propo-

sição 3.1, temos
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|R6,2| ≤
∑
|α|=1

| (Dα(ρu · ∇v)− ρu · ∇Dαv, Dαv) |+
∑
|α|=2

| (Dα(ρu · ∇v)− ρu · ∇Dαv, Dαv) |

≤ C∥∇(ρu)∥L∞∥∇v∥2L2 + C
(
∥D2(ρu)∥L4∥∇v∥L4 + ∥∇(ρu)∥L∞∥D2v)∥L2

)
∥D2v∥L2

≤ C
(
∥∇(ρu)∥L∞ + ∥D2(ρu)∥L4

)
∥v∥22

≤ C
(
∥∇(ρu)∥2 + ∥D3(ρu)∥L2

)
∥v∥22

≤ C∥∇(ρu)∥2∥v∥22

≤ C (∥u∥2∥∇ρ∥2 + ∥ρ∇u∥2) ∥v∥22

≤ C [∥u∥2∥∇ρ∥2 + ∥u∥3(1 + ∥∇ρ∥2)] ∥v∥22

≤ C(1 + ∥∇ρ∥2)∥u∥3∥v∥22

≤ C∥v∥22.

Portanto, |R6| ≤ |R6,1| + |R6,2| ≤ C∥v∥22. Similarmente, temos que |R7| ≤ C∥y∥22.

Se repetirmos o processo para a obtenção da estimativa para o termo R4, obteremos

|R8| ≤ C
(
∥y∥22 + ∥yt∥21

)
. Analogamente a obtenção da estimativa para R5, podemos

mostrar que |R9| ≤ C∥y∥22. Para estimarmos o termo R10, usamos as desigualdades de

Cauchy-Schwarz e Young e a Proposição 3.1, para obtermos

|R10| ≤ 4µr

∑
|α|≤2

∥Dαw0∥L2∥Dαy∥L2

≤ Cµr∥w0∥3∥y∥2 ≤ C
(
µ2
r∥w0∥23 + ∥y∥22

)
≤ C

(
µ̄+ ∥y∥22

)
,

pois µ2
r ≤ µr ≤ µ̄. Finalmente, recordando as definições de F e G (ver equações (3.39)1

e (3.39)3), usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young e a Proposição 3.1,

estimamos R11 e R12 da seguinte maneira:

|R11|+ |R12| ≤ C
(
∥v∥22 + ∥y∥22

)
+ C

(
∥F∥22 + ∥G∥22

)
≤ C

(
µ̄+ ∥v∥22 + ∥y∥22

)
+ C∥σ∇(p0)/ρ0∥22. (3.47)

Da equação (3.3)1 e da Proposição 3.1, é fálcil concluir que

∥σ∇(p0)/ρ0∥22 ≤ C∥σ∥22
(
1 + ∥u0

t∥22 + ∥f∥23
)
. (3.48)

Devido às estimativas (3.47) e (3.48), obtemos

|R11|+ |R12| ≤ C
(
µ̄+ ∥σ∥22 + ∥v∥22 + ∥y∥22

)
+ C∥σ∥22

(
∥u0

t∥22 + ∥f∥23
)
.
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Portanto, substituindo as estimativas para Ri na identidade (3.46), i = 1, · · · , 12, e

usando a desigualdade (3.6), obtemos

d

dt

(
∥v∥22 + ∥y∥22

)
≤ C

(
µ̄+ ν1 + ∥σ∥22 + ∥v∥22 + ∥vt∥21 + ∥y∥22 + ∥yt∥21

)
+C∥σ∥22

(
∥u0

t∥22 + ∥f∥23
)
.

Integrando o resultado acima sobre [0, t], usando a estimativa (3.45) e a Proposição

3.1, concluimos que

∥σ(·, t)∥22 + ∥v(·, t)∥22 + ∥y(·, t)∥22 ≤ (µ̄+ ν1)C T0 + C

∫ t

0

(
∥vt(·, s)∥21 + ∥yt(·, s)∥21

)
ds

+C

∫ t

0

(
∥σ(·, s)∥22 + ∥v(·, s)∥22 + ∥y(·, s)∥22

)
ds, (3.49)

pois v(x, 0) = 0 e y(x, 0) = 0, ∀x ∈ R3.

Etapa 3. Como divvt = (divv)t = 0, então

(∇q,vt) = − (q, divvt) = 0.

Portanto, multiplicando a equação (3.39)1 por vt em L2, obtemos

∥√ρvt(·, t)∥2L2 +
µ̄

2

d

dt
∥∇v(·, t)∥2L2 = 2µr (rotw,vt)− (ρ(u · ∇)v,vt) + µ̄(∆u0,vt)

−
(
ρ(v · ∇)u0,vt

)
+ (σ∇(p0)/ρ0,vt). (3.50)

Agora, estimaremos cada termo do lado direito da identidade acima. De uma forma

semelhante à prova do Lema 3.5, temos

|2µr (rotw,vt)| ≤ Cµr∥w∥3∥
√
ρvt∥L2 ≤ Cµ̄∥w∥3∥

√
ρvt∥L2 ,

| (ρ(u · ∇)v,vt) | ≤ C∥u∥L∞∥∇v∥L2∥√ρvt∥L2 ≤ C∥u∥3∥v∥2∥
√
ρvt∥L2 ,

|µ̄(∆u0,vt)| ≤ Cµ̄∥∆u0∥L2∥√ρvt∥L2 ≤ Cµ̄∥u0∥2∥
√
ρvt∥L2 ,

|
(
ρ(v · ∇)u0,vt

)
| ≤ C∥v∥L∞∥∇u0∥L2∥√ρvt∥L2 ≤ C∥v∥2∥u0∥3∥

√
ρvt∥L2 ,

|(σ∇(p0)/ρ0,vt)| ≤ C∥σ∥2
(
∥u0∥23 + ∥u0

t∥2 + ∥f∥2
)
∥√ρvt∥L2 .

Substituindo as estimativas acima na identidade (3.50), usando a Proposição 3.1 e a

desigualdade de Young, obtemos

m∥vt∥2L2 + µ̄
d

dt
∥∇v∥2L2 ≤ C

[
µ̄+ ∥v∥22 + ∥σ∥22

(
1 + ∥u0

t∥22 + ∥f∥23
)]
. (3.51)

81



Integrando a desigualdade (3.51) sobre [0, t], usando a estimativa (3.45) e a Proposição

3.1, encontramos

m

∫ t

0

∥vt(·, s)∥2L2ds+ µ̄ ∥∇v(·, t)∥2L2 ≤ Cµ̄ T0 + C

∫ t

0

(
∥σ(·, s)∥22 + ∥v(·, s)∥22

)
ds.

(3.52)

Seguindo um processo semelhante ao da obtenção da estimativa (3.51), encontramos,

a partir da equação (3.39)3, a seguinte desigualdade:

m∥yt∥2L2 + ν1
d

dt
∥∇y∥2L2 + ν2

d

dt
∥divy∥2L2 + 4µr

d

dt
∥y∥2L2 ≤ C

(
ν1 + ∥v∥22 + ∥y∥22

)
.(3.53)

Logo,

m

∫ t

0

∥yt(·, s)∥2L2ds+ ν1 ∥∇y(·, t)∥2L2 ≤ Cν1 T0 + C

∫ t

0

(
∥v(·, s)∥22 + ∥y(·, s)∥22

)
ds.

(3.54)

Agora, se aplicarmos o operador Dα a ambos os lados da equação (3.39)1 e fizermos

o produto interno da equação resultante por Dαvt em L2, deduziremos, depois de

somarmos sobre |α| = 1, que

m∥∇vt∥2L2 + µ̄
d

dt
∥D2v∥2L2 ≤ C

[
µ̄∥u0∥23 + (1 + ∥∇ρ∥2)2∥u∥23∥v∥22 + ∥∇ρ∥22∥vt∥2L2

+ (1 + ∥∇ρ∥2)2∥u0∥23∥v∥22 + µr∥w∥23 + ∥σ∥22
(
1 + ∥u0

t∥22 + ∥f∥23
) ]
.

Pela Proposição 3.1, a desigualdade acima pode ser reescrita da seguinte maneira:

m∥∇vt∥2L2 + µ̄
d

dt
∥D2v∥2L2 ≤ C

[
µ̄+ ∥v∥22 + ∥vt∥2L2 + ∥σ∥22

(
1 + ∥u0

t∥22 + ∥f∥23
) ]
.(3.55)

Somando as desigualdades (3.51) e (3.55), obtemos

m∥vt∥21 + µ̄
d

dt
∥∇v∥21 ≤ C

[
µ̄+ ∥v∥22 + ∥vt∥2L2 + ∥σ∥22

(
1 + ∥u0

t∥22 + ∥f∥23
) ]
.

Integrando este resultado sobre [0, t], usando as estimativas (3.45) e (3.52) e a Propo-

sição 3.1, obtemos

µ̄∥∇v(·, t)∥21+m

∫ t

0

∥vt(·, s)∥21 ds ≤ C µ̄ T0+C

∫ t

0

(
∥σ(·, s)∥22 + ∥v(·, s)∥22

)
ds. (3.56)

Da mesma forma que obtivemos a estimativa (3.55), podemos encontrar

m∥∇yt∥2L2 + ν1
d

dt
∥D2y∥2L2 + ν2

d

dt
∥div∇y∥2L2 + 4µr

d

dt
∥∇y∥2L2

≤ C
(
ν1 + ∥v∥22 + ∥y∥22 + ∥yt∥2L2

)
. (3.57)
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Somando as desigualdades (3.53) e (3.57), obtemos

m∥yt∥21 + ν1
d

dt
∥∇y∥21 + ν2

d

dt
∥divy∥21 + 4µr

d

dt
∥y∥21 ≤ C

(
ν1 + ∥v∥22 + ∥y∥22 + ∥yt∥2L2

)
.

Se integrarmos este resultado sobre [0, t] e usarmos a estimativa (3.54), obteremos

ν1∥∇y(·, t)∥21 +m

∫ t

0

∥yt(·, s)∥21 ds ≤ C ν1 T0 + C

∫ t

0

(
∥v(·, s)∥22 + ∥y(·, s)∥22

)
ds.(3.58)

Das estimativas (3.56) e (3.58), concluimos que

µ̄∥∇v(·, t)∥21 + ν1∥∇y(·, t)∥21 +m

∫ t

0

(
∥vt(·, s)∥21 + ∥yt(·, s)∥21

)
ds

≤ C(µ̄+ ν1)T0 + C

∫ t

0

(
∥σ(·, s)∥22 + ∥v(·, s)∥22 + ∥y(·, s)∥22

)
ds.

Segue, da estimativa acima e da desigualdade (3.49), que

∥σ(·, t)∥22 + ∥v(·, t)∥22 + ∥y(·, t)∥22 ≤ (µ̄+ ν1)C T0

+ C

∫ t

0

(
∥σ(·, s)∥22 + ∥v(·, s)∥22 + ∥y(·, s)∥22

)
ds. (3.59)

Aplicando um corolário do Lema de Gronwall à desigualdade (3.59) (ver [3], página 90,

Corolário 6.2), obtemos

∥σ(·, t)∥22 + ∥v(·, t)∥22 + ∥y(·, t)∥22 ≤ (µ̄+ ν1)C T0 exp(C T0).

Isto completa a prova do Teorema 3.1. �
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Capítulo 4

Soluções semi-fortes e fortes em

domínios ilimitados

Utilizando condições similares usualmente impostas as equações não homogêneas

de Navier-Stokes e usando o método semi-Galerkin espectral, provamos a existência e

unicidade de soluções semi-fortes e fortes para o problema não homogêneo dos fluidos

micropolares em domínios tridimensionais com fronteira uniformemente de classe C3.

Os resultados que apresentaremos são similares aos que foram obtidos por Braz e

Silva, Rojas-Medar e Villamizar-Roa em [11] para as equações de Navier-Stokes com

densidade variável.

4.1 Introdução e resultados principais

Estudaremos as equações para o movimento de um fluido assimétrico viscoso, não-

homogêneo e incompressível no conjunto aberto Ω × (0, T ), onde Ω é um domínio

em R3, não necessariamente limitado, com fronteira uniformemente de classe C3 e

(0, T ) é um intervalo de tempo. A exigência de que a fronteira seja de classe C3

deve-se a necessidade de se obter resultados que baseiam-se em estimativas “locais”

para o problema de fronteira de Stokes, nas quais as constantes independem da medida

(“tamanho”) da ∂Ω e da medida de Ω (veja o Lema 1.9). De fato, obteremos estimativas

para a velocidade u que implicam, usando os resultados de [32], em estimativas para
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a densidade, que inicialmente satisfaz 0 < α ≤ ρ0(x) ≤ β < ∞. Recordemos que as

equações que governam o movimento destes fluidos são dadas por:

ρut + ρ(u · ∇)u+∇p = (µ+ µr)∆u+ 2µr rotw + ρf em Ω× (0, T ),

divu = 0 em Ω× (0, T ),

ρwt + ρ(u · ∇)w − (c0 + cd − ca)∇(divw) + 4µrw

= (ca + cd)∆w + 2µr rotu+ ρg em Ω× (0, T ),

ρt + u · ∇ρ = 0 em Ω× (0, T ).

(4.1)

Complementamos o sistema (4.1) com as seguintes condições iniciais e de fronteiras:

u(x, 0) = u0(x), w(x, 0) = w0(x) e ρ(x, 0) = ρ0(x) em Ω, (4.2)

u(x, t) = 0, w(x, t) = 0 sobre ∂Ω× (0, T ). (4.3)

Se Ω for ilimitado, impomos, também, a seguinte condição para as velocidades (linear

e angular) no infinito:

lim
|x|→∞

u(x, t) = 0, lim
|x|→∞

w(x, t) = 0, t ∈ (0, T ). (4.4)

Estudaremos existência e unicidade de soluções semi-fortes e fortes para o sistema

(4.1) em L2(Ω), no caso de domínios tridimensionais ilimitados com fronteira uniforme-

mente de classe C3. Adaptaremos as técnicas usadas em [23] para as equações clássicas

de Navier-Stokes juntamente com argumentos usados em [7, 21, 48] para mostrar exis-

tência e unicidade de soluções local e global no tempo.

Primeiramente, daremos a definição de solução semi-forte.

Definição 4.1. Seja Ω um domínio de R3, com fronteira uniformemente de classe C3 e

T ∈ (0,∞]. Se u0 ∈ V(Ω), w0 ∈ H1
0(Ω), D

2u0, D
2w0 ∈ L2(Ω) e ρ0 ∈ L∞(Ω), com 0 <

α ≤ ρ0(x) ≤ β < ∞ em Ω, diremos que um terno (ρ,u,w) é uma solução semi-forte

do problema (4.1)-(4.3) em Ω× (0, T ∗) se:

(a) para f,g ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), existir um tempo T ∗, 0 < T ∗ ≤ T , tal que

u ∈ C([0, T ∗);V(Ω)) ∩ L2(0, T ∗;V(Ω) ∩H2(Ω)),

ut ∈ L2(0, T ∗;H(Ω)),
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w ∈ C([0, T ∗);H1
0(Ω)) ∩ L2(0, T ∗;H1

0(Ω) ∩H2(Ω)),

wt ∈ L2(0, T ∗;L2(Ω)) e

ρ ∈ L∞(Ω× (0, T ∗)),

com (ρ,u,w) satisfazendo (4.1)1, (4.1)2 e (4.1)3 q.s. em Ω × (0, T ∗), (4.1)4 no

sentido das distribuições sobre Ω × (0, T ∗), as condições iniciais (4.2)1, (4.2)2 e

(4.2)3 em V(Ω), H1
0(Ω) e W−1,∞(Ω), respectivamente, e as condições de contorno

(4.3)1 e (4.3)2 no sentido do espaço V(Ω) e H1
0(Ω), respectivamente, q.s. em

(0, T ∗).

(b) para T = ∞ e f,g ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)), as funções ρ, u e w são tais que

u ∈ C([0,∞);V(Ω)) ∩ L2
loc(0,∞;V(Ω) ∩H2(Ω)),

ut ∈ L2
loc(0,∞;H(Ω)),

w ∈ C([0,∞);H1
0(Ω)) ∩ L2

loc(0,∞;H1
0(Ω) ∩H2(Ω)),

wt ∈ L2
loc(0,∞;L2(Ω)) e

ρ ∈ L∞(Ω× (0,∞)).

Usando o projetor ortogonal P e os operadores A e L, definimos uma solução forte do

problema (4.1)-(4.3) da seguinte maneira:

Definição 4.2. Seja Ω um domínio de R3, com fronteira uniformemente de classe C3

e T ∈ (0,∞]. Se u0 ∈ V(Ω) ∩ H2(Ω), w0 ∈ H1
0(Ω) ∩ H2(Ω) e ρ0 ∈ C1(Ω), com 0 <

α ≤ ρ0(x) ≤ β < ∞ em Ω, diremos que um terno (ρ,u,w) é uma solução forte do

problema (4.1)-(4.3) em Ω× (0, T ∗) se:

(a) para f,g ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) e ft,gt ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), existir um tempo T ∗, 0 <

T ∗ ≤ T , tal que (ρ,u,w) satizfaz o sistema
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

(ρut,v) + (ρ(u · ∇)u,v) + (µ+ µr)(Au,v) = 2µr(rotw,v) + (ρf,v),

∀ t ∈ (0, T ∗), ∀v ∈ V(Ω),

(ρwt,ψ) + (ρ(u · ∇)w,ψ) + (Lw,ψ) + 4µr(w,ψ) = 2µr(rotu,ψ) + (ρg,ψ),

∀ t ∈ (0, T ∗), ∀ψ ∈ H1
0(Ω),

ρt + u · ∇ρ = 0, (x, t) ∈ Ω× [0, T ∗),

u(x, 0) = u0(x), w(x, 0) = w0(x), ρ(x, 0) = ρ0(x), x ∈ Ω.

(4.5)

e, além disso,

u ∈ C([0, T ∗);V(Ω) ∩H2(Ω)) ∩ C1([0, T ∗);H(Ω)),

w ∈ C([0, T ∗);H1
0(Ω) ∩H2(Ω)) ∩ C1([0, T ∗);L2(Ω)) e

ρ ∈ C1(Ω× [0, T ∗)).

(b) para T = ∞ e f,g ∈ L∞(0,∞;H1(Ω)) e ft,gt ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)), as funções ρ, u e w

são tais que

u ∈ C([0,∞);V(Ω) ∩H2(Ω)) ∩ C1([0,∞);H(Ω)),

w ∈ C([0,∞);H1
0(Ω) ∩H2(Ω)) ∩ C1([0,∞);L2(Ω)) e

ρ ∈ C1(Ω× [0,∞)).

Consideremos Pk e Rk as projeções ortogonais de L2(Ω) em Vk := span[φ1, · · · ,φk]

e Wk := span[ϕ1, · · · ,ϕk], respectivamente. As soluções do problema (4.5) podem

ser obtidas usando-se o método semi-Galerkin (i.e., uma aproximação Galerkin para

as velocidades e uma aproximação em dimensão infinita para a densidade; veja [35])

determinado pelos espaços Vk e Wk e pelos operadores Pk e Rk. Mais precisamente,

para cada k ∈ N fixado, consideramos o problema de encontrar T k ∈ (0, T ], uk ∈

C1([0, T k);Vk), wk ∈ C1([0, T k);Wk) e ρk ∈ C1(Ω× [0, T k)) tais que

(ρkuk
t + ρk(uk · ∇)uk − 2µrrotwk − ρkf,v) + (µ+ µr)(Au

k,v) = 0,

(ρkwk
t + ρk(uk · ∇)wk + 4µrw

k − 2µrrotuk − ρkg,ψ) + (Lwk,ψ) = 0,

para t ∈ (0, T k), ∀v ∈ Vk, ∀ψ ∈ Wk,

ρkt + uk · ∇ρk = 0 em Ω× (0, T k),

uk(·, 0) = Pku0(·), wk(·, 0) = Rkw0(·), ρk(·, 0) = ρ0(·) em Ω.

(4.6)
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No sistema (4.6), temos um problema de valor inicial para um sistema de equações

diferenciais ordinárias acopladas a uma equação de transporte. Usando o método das

características, não é difícil provar que (4.6) possui exatamente uma solução (ρk,uk,wk)

definida no intervalo de tempo [0, T k). As estimativas a priori estabelecidas abaixo

provam que podemos tomar, de fato, T k = T para todo k ≥ 1.

Na próxima seção, obteremos estimativas para as soluções destes problemas aproxi-

mados em domínios limitados, independentes da medida de Ω. Usaremos estas estima-

tivas para estudar o caso de domínios ilimitados através da expansão de uma sequência

de domínios limitados. Este método foi utilizado em [23] para as equações de Navier-

Stokes usuais e em [11] para as equações de Navier-Stokes com densidade variável. O

principal objetivo deste capítulo é provar os seguintes teoremas:

Teorema 4.1. Seja Ω um domínio de R3, com fronteira uniformemente de classe C3.

Suponhamos que u0 ∈ V(Ω), w0 ∈ H1
0(Ω) e ρ0 ∈ L∞(Ω), com 0 < α ≤ ρ0(x) ≤ β <

∞ em Ω. Se f,g ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), então existe uma solução semi-forte (ρ,u,w) de

(4.1)-(4.3) em Ω × (0, T ∗), para algum T ∗ ∈ (0, T ]. As funções ρ, u, w (e consequen-

temente p), são tais que

u ∈ L∞(0, T ∗;V(Ω)),

w ∈ L∞(0, T ∗;H1
0(Ω)),

ut, wt, D
2u, D2w, ∇p ∈ L2(0, T ∗;L2(Ω)),

ρ ∈ L∞(0, T ∗;L∞(Ω)),

ρt ∈ L∞(0, T ∗;L∞
loc(Ω)),

∇ρ ∈ L∞(0, T ∗;L∞
loc(Ω)),

∥∇u(t)−∇u0∥ → 0 e ∥∇w(t)−∇w0∥ → 0 quando t→ 0+.

Observação 4.1. Se Ω é limitado ou Ω = R3, a regularidade para a densidade é

ρt ∈ L∞(0, T ∗;L∞(Ω)) e ∇ρ ∈ L∞(0, T ∗;L∞(Ω)). Este fato deve-se aos resultados

conhecidos sobre a regularidade do problema de Stokes em tais domínios (ver Obser-

vação 4.6).

Observação 4.2. Supondo que f,g ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)) e que as normas ∥u0∥H1 , ∥w0∥H1 ,

∥f∥L∞(0,∞;L2(Ω)) e ∥g∥L∞(0,∞;L2(Ω)) são suficientemente pequenas, pode-se mostrar que

existe uma solução semi-forte (ρ,u,w), global no tempo, para o problema (4.1)-(4.3).
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Com respeito a existência de soluções globais fortes, provamos:

Teorema 4.2. Seja Ω um domínio de R3, com fronteira uniformemente de classe C3.

Assuma que os dados iniciais são tais que u0 ∈ V(Ω)∩H2(Ω), w0 ∈ H1
0(Ω)∩H2(Ω) e

ρ0 ∈ C1(Ω), com 0 < α ≤ ρ0(x) ≤ β < ∞ em Ω. Se f,g ∈ L∞(0,∞;H1(Ω)) e ft,gt ∈

L∞(0,∞;L2(Ω)) e se as normas ∥u0∥H1, ∥w0∥H1, ∥f∥L∞(0,∞;L2(Ω)) e ∥g∥L∞(0,∞;L2(Ω))

são suficientemente pequenas, então existe uma solução forte (ρ,u,w), do problema

(4.1)-(4.3), globalmente no tempo. Ademais, existem constantes positivas C∂ e C∂,γ,

γ > 0, tais que

sup
t≥0

(
∥∇u(·, t)∥2 + ∥∇w(·, t)∥2

)
≤ C∂, (4.7)

sup
t≥0

(
∥ut(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2

)
≤ C∂, (4.8)

sup
t≥0

(
∥Au(·, t)∥2 + ∥Bw(·, t)∥2

)
≤ C∂, (4.9)

sup
t≥0

(
∥D2u(·, t)∥2 + ∥D2w(·, t)∥2

)
≤ C∂, (4.10)

sup
t≥0

e−γ t

∫ t

0

eγ s
(
∥ut(·, s)∥2 + ∥wt(·, s)∥2

)
ds ≤ C∂,γ, (4.11)

sup
t≥0

e−γ t

∫ t

0

eγ s
(
∥Au(·, s)∥2 + ∥Bw(·, s)∥2

)
ds ≤ C∂,γ, (4.12)

sup
t≥0

e−γ t

∫ t

0

eγ s
(
∥∇ut(·, s)∥2 + ∥∇wt(·, s)∥2

)
ds ≤ C∂,γ, (4.13)

ρ ∈ C1(Ω̃× [0, T ]), Ω̃ ⊂⊂ Ω, ∀T ∈ (0,∞). (4.14)

Aqui, as constantes C∂ e C∂,γ dependem somente da regularidade da ∂Ω. Estas cons-

tantes independem da medida da ∂Ω e da medida de Ω.

Observação 4.3. Com as mesmas hipóteses para os dados iniciais u0, w0 e ρ0 exigidas

no Teorema 4.2, provamos, na Proposição 4.1, existência e unicidade de solução forte

do problema (4.1)-(4.3) em Ω × (0, T ∗), para algum T ∗ ∈ (0, T ], supondo que f,g ∈

L2(0, T ;H1(Ω)) e ft,gt ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

Observação 4.4. Ainda sobre existência global, tal como em [7, 8], se as forças externas

decaírem exponencialmente com o tempo, obteremos soluções mais regulares do que

aquelas dadas pelo Teorema 4.2. De fato, combinando as técnicas das próximas seções e

os argumentos de [7], podemos provar que se u0 ∈ V(Ω)∩H2(Ω), w0 ∈ H1
0(Ω)∩H2(Ω),

ρ0 ∈ C1(Ω), com 0 < α ≤ ρ0(x) ≤ β < ∞ em Ω, f,g ∈ L∞(0,∞;H1(Ω)), ft,gt ∈
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L∞(0,∞;L2(Ω)) e, além disso, se para alguma constante ξ > 0,

eξt(f + g) ∈ L∞(0,∞;H1(Ω)), eξt(ft + gt) ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)),

então a solução forte (ρ,u,w) do problema (4.1)-(4.3) existe globalmente no tempo,

desde que as normas ∥u0∥H1 , ∥w0∥H1 , ∥eξt f∥L∞(0,∞;L2(Ω)) e ∥eξt g∥L∞(0,∞;L2(Ω)) sejam

suficientemente pequenas. Pode-se provar, também, que existe uma constante positiva

ξ∗ ≤ ξ tal que, para qualquer 0 ≤ θ < ξ∗, as estimativas

sup
t≥0

eξ
∗t
(
∥∇u(·, t)∥2 + ∥∇w(·, t)∥2

)
< +∞,

sup
t≥0

eθt
(
∥ut(·, t)∥2 + ∥wt(·, t)∥2

)
< +∞,

sup
t≥0

eθt
(
∥Au(·, t)∥2 + ∥Lw(·, t)∥2

)
< +∞,

sup
t≥0

∫ t

0

eθs
(
∥∇ut(·, s)∥2 + ∥∇wt(·, s)∥2

)
ds < +∞,

sup
t≥0

(∥ρt(·, t)∥L∞ + ∥∇ρ(·, t)∥L∞) < +∞,

são válidas.

4.2 Estimativas a priori

A partir de agora, denotaremos por C∂ as várias constantes positivas que podem

depender dos dados iniciais, das forças externas, das viscosidades e do tempo final

T , mas não da medida da ∂Ω nem da medida de Ω, embora possam depender da

regularidade da ∂Ω.

Provaremos algumas estimativas a priori para as aproximações (ρk,uk,wk), solu-

ções de (4.6), no caso de domínios tridimensionais limitados. As estimativas obtidas

serão independentes da medida do domínio Ω. Combinaremos os métodos utilizados

em [23, 30] para obter estas estimativas.

Lema 4.1. Seja (ρk,uk,wk) a solução do problema (4.6). Existe T ∗ ∈ (0, T ], indepen-

dente de k, tal que as seguintes estimativas valem para todo t ∈ [0, T ∗):
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α ≤ ρk(x, t) ≤ β

(
α = inf

Ω
ρ0, β = sup

Ω
ρ0

)
, (4.15)

∥uk(t)∥2 + ∥wk(t)∥2 ≤ C∂, (4.16)∫ t

0

(
∥∇uk(τ)∥2 + ∥∇wk(τ)∥2

)
dτ ≤ C∂, (4.17)

∥∇uk(t)∥2 + ∥∇wk(t)∥2 ≤ F1(t), (4.18)∫ t

0

(
∥Auk(τ)∥2 + ∥Bwk(τ)∥2

)
dτ ≤ F2(t), (4.19)∫ t

0

(
∥uk

t (τ)∥2 + ∥wk
t (τ)∥2

)
dτ ≤ F3(t), (4.20)

∫ t

0

(
∥D2uk(τ)∥2 + ∥D2wk(τ)∥2

)
dτ ≤ F4(t), (4.21)

onde Fj : [0, T
∗) → R, j = 1, · · · , 4, são funções contínuas.

Demonstração. Dado uk, usando o método das características (veja [32]), obtemos

ρk, solução de (4.6)3, que satisfaz (4.15).

Note que se multiplicarmos a equação (4.6)3 por ν e tomarmos o produto interno

da equação resultante também por ν, obteremos

(ρkt ν,ν) = −((uk · ∇ρk)ν,ν) = −(div (ρkuk)ν,ν) = 2(ρk(uk · ∇)ν,ν),

para todo ν ∈ H1
0(Ω) com νt ∈ L2(Ω). Logo, da identidade acima, obtemos

1

2

d

dt
∥(ρk)1/2ν∥2 = (ρkνt,ν) +

1

2
(ρkt ν,ν) = (ρkνt,ν) + (ρk(uk · ∇)ν,ν). (4.22)

Tomando v = uk e ψ = wk nas equações (4.6)1 e (4.6)2, respectivamente, e tendo em

vista a identidade (4.22), obtemos

1

2

d

dt
∥(ρk)1/2uk∥2 + (µ+ µr)∥∇uk∥2 = (ρkf,uk) + 2µr(rotwk,uk),

1

2

d

dt
∥(ρk)1/2wk∥2 + (ca + cd)∥∇wk∥2 + (c0 + cd − ca)∥divwk∥2 + 4µr∥wk∥2

= (ρkg,wk) + 2µr(rotuk,wk).

Somando estas duas equações, usando a estimativa (4.15) e as desigualdades de Cauchy-

Schwarz e Young, obtemos

d

dt

(
∥(ρk)1/2uk∥2 + ∥(ρk)1/2wk∥2

)
+ (µ+ µr)∥∇uk∥2 + (ca + cd)∥∇wk∥2

+2(c0 + cd − ca)∥divwk∥2 ≤ C∂

(
∥f∥2 + ∥g∥2

)
+ C∂

(
∥uk∥2 + ∥wk∥2

)
.
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Integrando a desigualdade acima com respeito ao tempo de 0 à t e usando as hipóteses

sob as forças externas e os dados iniciais, obtemos

α∥uk(t)∥2 + α∥wk(t)∥2 + (µ+ µr)

∫ t

0

∥∇uk(τ)∥2dτ + (ca + cd)

∫ t

0

∥∇wk(τ)∥2dτ

+ 2(c0 + cd − ca)

∫ t

0

∥divwk(τ)∥2dτ ≤ C∂ + C∂

∫ t

0

(
∥uk(τ)∥2 + ∥wk(τ)∥2

)
dτ.(4.23)

Aplicando o Lema de Gronwall, obtemos

∥uk(·, t)∥2 + ∥wk(·, t)∥2 ≤ C∂ exp(C∂ t) ≤ C∂ exp(C∂ T ).

Logo, da desigualdade (4.23), segue que∫ t

0

(
∥∇uk(·, τ)∥2 + ∥∇wk(·, τ)∥2

)
dτ ≤ C∂ + C2

∂

∫ t

0

exp(C∂ T )dτ

≤ C∂ + C2
∂ exp(C∂ T ) t

≤ C∂ + C2
∂ exp(C∂ T )T.

Estes dois últimos resultados implicam na estimativas (4.16) e (4.17). Isto prova, em

particular, que as soluções (ρk,uk,wk) são definidas em todo o intervalo [0, T ).

Agora, tomemos na equação (4.6)1, v = uk
t e, logo em seguida, v = −εAuk, com

ε > 0 à ser escolhido posteriormente. Somando as equações resultantes e trabalhando

como em [30], obtemos

α

2
∥uk

t ∥2 + (µ+ µr)
d

dt
∥∇uk∥2 + (µ+ µr)

2

2α
∥Auk∥2 ≤ C∂

(
∥f∥2 + ∥∇wk∥2 + ∥(uk · ∇)uk∥2

)
.(4.24)

Precisamos encontar uma desigualdade diferencial similar para wk. Para isto, to-

mamos ψ = wk
t em (4.6)2 para obter

α

2
∥wk

t ∥2 +
ca + cd

2

d

dt
∥∇wk∥2 + c0 + cd − ca

2

d

dt
∥divwk∥2 + 2µr

d

dt
∥wk∥2

≤ C∂

(
∥g∥2 + ∥∇uk∥2 + ∥(uk · ∇)wk∥2

)
.

Também, se tomarmos ψ = Bwk em (4.6)2, facilmente obteremos

α

2

d

dt
∥∇wk∥2 + ca + cd

2
∥Bwk∥2 ≤ C∂

(
∥g∥2 + ∥∇uk∥2 + ∥(uk · ∇)wk∥2

)
.

Consequentemente, adicionando as desigualdades acima obtemos

α

2
∥wk

t ∥2 +
ca + cd + α

2

d

dt
∥∇wk∥2 + c0 + cd − ca

2

d

dt
∥divwk∥2 + 2µr

d

dt
∥wk∥2

+
ca + cd

2
∥Bwk∥2 ≤ C∂

(
∥g∥2 + ∥∇uk∥2 + ∥(uk · ∇)wk∥2

)
. (4.25)
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Usando as desigualdades de Sobolev ∥v∥6 ≤ C∂∥∇v∥ e ∥v∥3 ≤ C∂∥v∥1/2 ∥v∥1/26 válidas

∀v ∈ H1(Ω), e também as desigualdades de Hölder e Young, obtemos

∥(uk · ∇)uk∥2 ≤ ∥uk∥26∥∇uk∥23 ≤ C∂∥∇uk∥3∥Auk∥ ≤ ε∥Auk∥2 + C∂,ϵ∥∇uk∥6,

para qualquer ε > 0. Analogamente, temos

∥(uk · ∇)wk∥2 ≤ δ∥Bwk∥2 + C∂,δ∥∇uk∥4∥∇wk∥2, ∀ δ > 0.

Adicionando as desigualdades (4.24) e (4.25) e usando as estimativas acima com ε =
(µ+ µr)

2

4α
e δ =

ca + cd
4

, obtemos

d

dt
θk(t) + ψk(t) ≤ ϕ(t) + C∂ θ

3
k(t),

onde

θk(t) = 2(µ+ µr)∥∇uk∥2 + (ca + cd + α)∥∇wk∥2 + (c0 + cd − ca)∥divwk∥2 + 4µr∥wk∥2 + 1,

ψk(t) = α∥uk
t ∥2 +

(µ+ µr)
2

2α
∥Auk∥2 + α∥wk

t ∥2 +
ca + cd

2
∥Bwk∥2,

ϕ(t) = C∂

(
∥f∥2 + ∥g∥2

)
.

Como θk(0) ≤ 2(µ + µr)∥∇u0∥2 + (ca + cd + α)∥∇w0∥2 + (c0 + cd − ca)∥divw0∥2 +

4µr∥w0∥2 + 1, ou seja, θk(0) é limitado independentemente de k, temos, pelo Lema

1.10, que existem T ∗ ∈ (0, T ] e determinadas funções contínuas F1, F2 e F3 definidas

em [0, T ∗), tais que

∥∇uk(t)∥2 + ∥∇wk(t)∥2 ≤ F1(t),∫ t

0

(
∥Auk(τ)∥2 + ∥Bwk(τ)∥2

)
dτ ≤ F2(t),∫ t

0

(
∥uk

t (τ)∥2 + ∥wk
t (τ)∥2

)
dτ ≤ F3(t).

Isto prova as estimativas (4.18)-(4.20). O Lema 1.9 nos dá

∥D2uk∥2 ≤ C∂

(
∥Auk∥2 + ∥∇uk∥2

)
. (4.26)

Similarmente, também temos que

∥D2wk∥2 ≤ C∂

(
∥Bwk∥2 + ∥∇wk∥2

)
. (4.27)

Usando as desigualdades (4.17) e (4.19), a partir das estimativas (4.26) e (4.27), obte-

mos a desigualdade (4.21). Isto completa a prova do lema. �
Agora, obteremos estimativas de maior regularidade para uk e wk.
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Lema 4.2. Seja (ρk,uk,wk) a solução do problema (4.6). Para todo t ∈ [0, T ∗), onde

T ∗ é dado no Lema 4.1, temos:

∥uk
t (t)∥2 + ∥wk

t (t)∥2 ≤ F5(t), (4.28)∫ t

0

(
∥∇uk

t (τ)∥2 + ∥∇wk
t (τ)∥2

)
dτ ≤ F6(t), (4.29)

∥Auk(t)∥2 + ∥Bwk(t)∥2 ≤ F7(t), (4.30)

∥uk(t)∥26 + ∥wk(t)∥26 ≤ F8(t), (4.31)

∥D2uk(t)∥2 + ∥D2wk(t)∥2 ≤ F9(t), (4.32)

onde Fj : [0, T
∗) → R, j = 5, · · · , 9, são funções contínuas.

Demonstração. Derivando (4.6)1 e (4.6)2 com respeito a t, tomando v = uk
t , ψ = wk

t ,

usando o fato que ρkt = −div (ρkuk) e trabalhando como em [7], obtemos

1

2

d

dt
∥
√
ρkuk

t ∥2 + (µ+ µr)∥∇uk
t ∥2 = −

(
ρk(uk · ∇)uk

t ,u
k
t

)
+ 2µr(rotwk

t ,u
k
t )

+((ρkf)t,uk
t )− ((ρkuk · ∇uk)t,u

k
t )

e

1

2

d

dt
∥
√
ρkwk

t ∥2 + (ca + cd)∥∇wk
t ∥2 + (c0 + cd − ca)∥divwk

t ∥2 + 4µr∥wk
t ∥2

= −
(
ρk(uk · ∇)wk

t ,w
k
t

)
+ 2µr(rotuk

t ,w
k
t ) + ((ρkg)t,wk

t )− ((ρkuk · ∇wk)t,w
k
t ).

Somando estas duas identidades, obtemos:

1

2

d

dt

(
∥
√
ρkuk

t ∥2 + ∥
√
ρkwk

t ∥2
)
+ (µ+ µr)∥∇uk

t ∥2 + (ca + cd)∥∇wk
t ∥2

+(c0 + cd − ca)∥divwk
t ∥2 + 4µr∥wk

t ∥2

= −
(
ρk(uk · ∇)uk

t ,u
k
t

)
+ 2µr(rotwk

t ,u
k
t ) + (ρkft,uk

t ) + (ρkt f,u
k
t )

− (ρkt (u
k · ∇)uk,uk

t )− (ρk(uk
t · ∇)uk,uk

t )− (ρk (uk · ∇)uk
t ,u

k
t )

−
(
ρk(uk · ∇)wk

t ,w
k
t

)
+ 2µr(rotuk

t ,w
k
t ) + (ρkgt,w

k
t ) + (ρkt g,w

k
t )

− (ρkt (u
k · ∇)wk,wk

t )− (ρk(uk
t · ∇)wk,wk

t )− (ρk (uk · ∇)wk
t ,w

k
t ).

Portanto,

1

2

d

dt

(
∥
√
ρkuk

t ∥2 + ∥
√
ρkwk

t ∥2
)
+ (µ+ µr)∥∇uk

t ∥2 + (ca + cd)∥∇wk
t ∥2

+(c0 + cd − ca)∥divwk
t ∥2 + 4µr∥wk

t ∥2
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≤
∫
Ω

(
2ρk|uk||uk

t ||∇uk
t |+ 2µr|rotwk

t ||uk
t |+ ρk|ft||uk

t |
)
dx

+

∫
Ω

(
ρk|uk||uk

t ||∇f|+ ρk|uk||∇uk
t ||f|+ ρk|uk||uk

t ||∇uk|2
)
dx

+

∫
Ω

(
ρk|uk|2|uk

t ||D2uk|+ ρk|uk|2|∇uk||∇uk
t |+ ρk|uk

t |2|∇uk|
)
dx

+

∫
Ω

(
2ρk|uk||wk

t ||∇wk
t |+ 2µr|rotuk

t ||wk
t |+ ρk|gt||wk

t |+ ρk|uk||wk
t ||∇g|

)
dx

+

∫
Ω

(
ρk|uk||∇wk

t ||g|+ ρk|uk||wk
t ||∇uk||∇wk|+ ρk|uk|2|wk

t ||D2wk|
)
dx

+

∫
Ω

(
ρk|uk|2|∇wk||∇wk

t |+ ρk|uk
t ||wk

t ||∇wk|
)
dx =:

18∑
j=1

Ij. (4.33)

Acima usamos a identidade

(ρkt ν,v) = −((uk ·∇ρk)ν,v) = −(div (ρkuk)ν,v) = (ρk(uk ·∇)ν,v)+(ρk(uk ·∇)v,ν),

válida para todos ν, v ∈ H1(Ω) com νt, vt ∈ L2(Ω). Agora, estimaremos cada inte-

gral Ij, j = 1, · · · , 18, na desigualdade (4.33). Para isto, usaremos, basicamente, as

desigualdades da interpolação, de Hölder, de Sobolev e de Young, o que nos permitirá

obter estimativas independentes da medida do domínio Ω, como segue:

I1 ≤ 2∥ρk∥∞∥uk∥6∥uk
t ∥3∥∇uk

t ∥

≤ C∂∥∇uk∥∥uk
t ∥1/2∥uk

t ∥
1/2
6 ∥∇uk

t ∥

≤ C∂∥∇uk∥∥uk
t ∥1/2∥∇uk

t ∥3/2

≤ C∂,ε∥∇uk∥4∥uk
t ∥2 + ε∥∇uk

t ∥2,

I2 = 2µr

∫
Ω

|wk
t ||rotuk

t | dx

≤ C∂∥wk
t ∥∥∇uk

t ∥

≤ C∂,ε∥wk
t ∥2 + ε∥∇uk

t ∥2,

I3 ≤ C∂(∥ft∥2 + ∥uk
t ∥2),

I4 ≤ ∥ρk∥∞∥uk∥6∥uk
t ∥3∥∇f∥

≤ C∂∥∇uk∥∥uk
t ∥1/2∥uk

t ∥
1/2
6 ∥∇f∥

≤ C∂∥∇uk∥∥uk
t ∥1/2∥∇uk

t ∥1/2∥∇f∥

≤ C∂,ε(∥∇uk∥4∥uk
t ∥2 + ∥∇f∥2) + ε∥∇uk

t ∥2,
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I5 ≤ ∥ρk∥∞∥uk∥6∥f∥3∥∇uk
t ∥

≤ C∂∥∇uk∥∥f∥H1∥∇uk
t ∥

≤ C∂,ε∥∇uk∥2∥f∥2H1 + ε∥∇uk
t ∥2,

I6 ≤ ∥ρk∥∞∥uk∥6∥uk
t ∥6∥∇uk∥23

≤ C∂∥∇uk∥∥∇uk
t ∥∥∇uk∥∥∇uk∥6

≤ C∂∥∇uk∥2∥∇uk
t ∥∥D2uk∥

≤ C∂∥∇uk∥2∥∇uk
t ∥
(
∥Auk∥+ ∥∇uk∥

)
= C∂

(
∥∇uk∥2∥Auk∥+ ∥∇uk∥3

)
∥∇uk

t ∥

≤ C∂,ε(∥∇uk∥4∥Auk∥2 + ∥∇uk∥6) + ε∥∇uk
t ∥2,

I7 ≤ ∥ρk∥∞∥uk∥26∥∇uk
t ∥∥D2uk∥

≤ C∂∥∇uk∥2∥∇uk
t ∥
(
∥Auk∥+ ∥∇uk∥

)
≤ C∂,ε∥∇uk∥4

(
∥Auk∥+ ∥∇uk∥

)2
+ ε∥∇uk

t ∥2

≤ C∂,ε

(
∥∇uk∥4∥Auk∥2 + ∥∇uk∥6

)
+ ε∥∇uk

t ∥2,

I8 ≤ ∥ρk∥∞∥uk∥26∥∇uk∥6∥∇uk
t ∥

≤ C∂∥∇uk∥2∥D2uk∥∥∇uk
t ∥

≤ C∂∥∇uk∥2
(
∥Auk∥+ ∥∇uk∥

)
∥∇uk

t ∥

≤ C∂,ε∥∇uk∥4
(
∥Auk∥+ ∥∇uk∥

)2
+ ε∥∇uk

t ∥2

≤ C∂,ε

(
∥∇uk∥4∥Auk∥2 + ∥∇uk∥6

)
+ ε∥∇uk

t ∥2,

I9 ≤ ∥ρk∥∞∥∇uk∥∥uk
t ∥6∥uk

t ∥3

≤ ∥ρk∥∞∥∇uk∥∥∇uk
t ∥∥uk

t ∥
1/2
6 ∥uk

t ∥1/2

≤ C∂∥∇uk
t ∥3/2∥∇uk∥∥uk

t ∥1/2

≤ C∂,ε∥∇uk∥4∥uk
t ∥2 + ε∥∇uk

t ∥2,

I10 ≤ 2∥ρk∥∞∥uk∥6∥wk
t ∥3∥∇wk

t ∥

≤ C∂∥∇uk∥∥wk
t ∥1/2∥wk

t ∥
1/2
6 ∥∇wk

t ∥

≤ C∂∥∇uk∥∥wk
t ∥1/2∥∇wk

t ∥3/2

≤ C∂,δ∥∇uk∥4∥wk
t ∥2 + δ∥∇wk

t ∥2,
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I11 = 2µr

∫
Ω

|uk
t ||rotwk

t | dx

≤ C∂∥uk
t ∥∥∇wk

t ∥

≤ C∂,δ∥uk
t ∥2 + δ∥∇wk

t ∥2,

I12 ≤ C∂(∥gt∥2 + ∥wk
t ∥2),

I13 ≤ ∥ρk∥∞∥uk∥6∥wk
t ∥3∥∇g∥

≤ C∂∥∇uk∥∥wk
t ∥1/2∥wk

t ∥
1/2
6 ∥∇g∥

≤ C∂∥∇uk∥∥wk
t ∥1/2∥∇wk

t ∥1/2∥∇g∥

≤ C∂,δ(∥∇uk∥4∥wk
t ∥2 + ∥∇g∥2) + δ∥∇wk

t ∥2,

I14 ≤ ∥ρk∥∞∥uk∥6∥g∥3∥∇wk
t ∥

≤ C∂∥∇uk∥∥g∥H1∥∇wk
t ∥

≤ C∂,δ∥∇uk∥2∥g∥2H1 + δ∥∇wk
t ∥2,

I15 ≤ ∥ρk∥∞∥uk∥6∥wk
t ∥3∥∇uk∥6∥∇wk∥3

≤ C∂∥∇uk∥∥wk
t ∥6∥D2uk∥∥∇wk∥6

≤ C∂∥∇uk∥∥∇wk
t ∥∥D2uk∥∥D2wk∥

≤ C∂∥∇uk∥
(
∥Auk∥+ ∥∇uk∥

) (
∥Bwk∥+ ∥∇wk∥

)
∥∇wk

t ∥

≤ C∂,δ

(
∥∇uk∥2∥Auk∥2 + ∥∇uk∥4∥Bwk∥2 + ∥Bwk∥2 + ∥∇uk∥4 + ∥∇wk∥2

)
+ δ∥∇wk

t ∥2,

I16 ≤ ∥ρk∥∞∥uk∥26∥wk
t ∥3∥D2wk∥

≤ C∂∥∇uk∥2∥wk
t ∥1/2∥wk

t ∥
1/2
6

(
∥Bwk∥+ ∥∇wk∥

)
≤ C∂∥∇uk∥2∥wk

t ∥1/2∥∇wk
t ∥1/2

(
∥Bwk∥+ ∥∇wk∥

)
≤ C∂,δ(∥∇uk∥4∥Bwk∥2 + ∥∇uk∥4∥∇wk∥2 + ∥wk

t ∥2) + δ∥∇wk
t ∥2,

I17 ≤ ∥ρk∥∞∥uk∥26∥∇wk∥6∥∇wk
t ∥

≤ C∂∥∇uk∥2∥D2wk∥∥∇wk
t ∥

≤ C∂∥∇uk∥2
(
∥Bwk∥+ ∥∇wk∥

)
∥∇wk

t ∥

≤ C∂,δ∥∇uk∥4
(
∥Bwk∥+ ∥∇wk∥

)2
+ δ∥∇wk

t ∥2

≤ C∂,δ

(
∥∇uk∥4∥Bwk∥2 + ∥∇uk∥4∥∇wk∥2

)
+ δ∥∇wk

t ∥2,
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I18 ≤ ∥ρk∥∞∥∇wk∥∥uk
t ∥6∥wk

t ∥3

≤ ∥ρk∥∞∥∇wk∥∥∇uk
t ∥∥wk

t ∥
1/2
6 ∥wk

t ∥1/2

≤ C∂∥wk
t ∥1/2∥∇wk∥∥∇wk

t ∥1/2∥∇uk
t ∥

≤ C∂,ε,δ∥∇wk∥4∥wk
t ∥2 + ε∥∇uk

t ∥2 + δ∥∇wk
t ∥2.

Aplicando as estimativas acima na desigualdade (4.33) e tomando ε =
µ+ µr

18
e δ =

ca + cd
16

, obtemos

d

dt

(
∥
√
ρkuk

t ∥2 + ∥
√
ρkwk

t ∥2
)
+ (µ+ µr)∥∇uk

t ∥2 + (ca + cd)∥∇wk
t ∥2

+2(c0 + cd − ca)∥divwk
t ∥2 + 8µr∥wk

t ∥2

≤ C∂

[
∥uk

t ∥2
(
1 + ∥∇uk∥4

)
+ ∥wk

t ∥2
(
1 + ∥∇uk∥4 + ∥∇wk∥4

)
+ ∥ft∥2 + ∥gt∥2

]
+C∂

[
∥∇uk∥4

(
∥Auk∥2 + ∥Bwk∥2

)
+ ∥∇uk∥2∥Auk∥2 + ∥∇uk∥4∥∇wk∥2

]
+C∂

[
∥∇uk∥6 + ∥∇uk∥4 + ∥∇wk∥2 +

(
∥f∥2H1 + ∥g∥2H1

) (
1 + ∥∇uk∥2

) ]
. (4.34)

Podemos reescrever a desigualdade (4.34) da seguinte maneira:

d

dt
ϕk(t) + ψk(t) ≤Mk(t)ϕk(t) +Nk(t), (4.35)

onde

ϕk(t) = ∥
√
ρkuk

t (t)∥2 + ∥
√
ρkwk

t (t)∥2,

ψk(t) = (µ+ µr)∥∇uk
t (t)∥2 + (ca + cd)∥∇wk

t (t)∥2,

Mk(t) = C∂

(
1 + ∥∇uk(t)∥4 + ∥∇wk(t)∥4

)
,

Nk(t) = C∂

[
∥ft(t)∥2 + ∥gt(t)∥2 + ∥∇uk(t)∥4

(
∥Auk(t)∥2 + ∥Bwk(t)∥2

)
+ ∥∇uk(t)∥2∥Auk(t)∥2 + ∥∇uk(t)∥4∥∇wk(t)∥2 + ∥∇uk(t)∥6 + ∥∇uk(t)∥4

+ ∥∇wk(t)∥2 +
(
∥f(t)∥2H1 + ∥g(t)∥2H1

) (
1 + ∥∇uk(t)∥2

) ]
.

Note que se colocarmos v = uk
t em (4.6)1, obteremos

∥
√
ρkuk

t ∥2 = (ρkf,uk
t ) + 2µr(rotwk,uk

t )− (ρk(uk · ∇)uk,uk
t )− (µ+ µr)(Au

k,uk
t ).

Aplicando a desigualdade de Young na igualdade acima e usando que uk
0 ∈ V(Ω),
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wk
0 ∈ H1

0(Ω) e ∥D2uk
0∥ <∞, obtemos

∥uk
t (0)∥2 ≤ C∂

(
∥(uk(0) · ∇)uk(0)∥2 + ∥f(0)∥2 + ∥∇wk(0)∥2 + ∥Auk(0)∥2

)
≤ C∂

(
∥uk(0)∥26∥∇uk(0)∥23 + ∥f(0)∥2 + ∥∇wk(0)∥2 + ∥Auk(0)∥2

)
≤ C∂

(
∥∇uk(0)∥3∥D2uk(0)∥+ ∥f(0)∥2 + ∥∇wk(0)∥2 + ∥Auk(0)∥2

)
≤ C∂

(
∥∇u0∥3 + ∥f(0)∥2 + ∥∇w0∥2 + ∥Au0∥2

)
.

Analogamente, colocando ψ = wk
t em (4.6)2, obtemos

∥
√
ρkwk

t ∥2 = (ρkg,wk
t ) + 2µr(rotuk,wk

t )− (ρk(uk · ∇)wk,wk
t )− (Lwk,wk

t )− 4µr(w
k,wk

t ).

Mais uma vez pela de desigualdade de Young segue que

∥wk
t (0)∥2 ≤ C∂

(
∥(uk(0) · ∇)wk(0)∥2 + ∥g(0)∥2 + ∥∇uk(0)∥2 + ∥Lwk(0)∥2 + ∥wk(0)∥2

)
≤ C∂

(
∥uk(0)∥26∥∇wk(0)∥23 + ∥g(0)∥2 + ∥∇uk(0)∥2 + ∥Lwk(0)∥2 + ∥wk(0)∥2

)
≤ C∂

[
∥∇uk(0)∥2∥∇wk(0)∥∥D2wk(0)∥+ ∥g(0)∥2 + ∥∇uk(0)∥2

+ ∥Lwk(0)∥2 + ∥wk(0)∥2
]

≤ C∂

(
∥∇u0∥2∥∇w0∥+ ∥g(0)∥2 + ∥∇u0∥2 + ∥Lw0∥2 + ∥w0∥2

)
,

pois uk
0 ∈ V(Ω), wk

0 ∈ H1
0(Ω) e ∥D2wk

0∥ < ∞. Logo, das duas últimas desigualdades,

segue que ∥uk
t (0)∥2 e ∥wk

t (0)∥2 são uniformemente limitadas. Portanto, como ϕk(0) ≤

β
(
∥uk

t (0)∥2 + ∥wk
t (0)∥2

)
, temos que ϕk(0) é uniformemente limitado. Usando o Lema

1.11, a desigualdade (4.35) implica que

∥uk
t (·, t)∥2 + ∥wk

t (·, t)∥2 ≤ F5(t),∫ t

0

(
∥∇uk

t (·, τ)∥2 + ∥∇wk
t (·, τ)∥2

)
dτ ≤ F6(t),

para certas funções contínuas F5 e F6 definidas em [0, T ∗). Isto prova as estimativas

(4.28) e (4.29). Para provarmos a desigualdade (4.30), tomamos, inicialmente, v = Auk

na equação (4.6)1 e após algumas contas simples obtemos

(µ+ µr)∥Auk∥2 = (ρkf, Auk) + 2µr(rotwk, Auk)− (ρkuk
t , Au

k)− (ρk(uk · ∇)uk, Auk)

≤ C∂∥Auk∥
(
∥uk

t ∥+ ∥∇wk∥+ ∥f∥+ ∥(uk · ∇)uk∥
)
.

Logo,

∥Auk∥ ≤ C∂

(
∥uk

t ∥+ ∥∇wk∥+ ∥f∥+ ∥(uk · ∇)uk∥
)
. (4.36)
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Observe que

∥(uk · ∇)uk∥ ≤ C∂∥∇uk∥3/2∥Auk∥1/2 ≤ C∂,ε∥∇uk∥3 + ε∥Auk∥, (4.37)

para qualquer ε > 0. Combinando as desigualdades (4.36) e (4.37) com ε =
1

2
, dedu-

zimos que

∥Auk∥ ≤ C∂

(
∥uk

t ∥+ ∥∇wk∥+ ∥∇uk∥3 + ∥f∥
)
. (4.38)

Similarmente a obtenção da desigualdade (4.38), pode-se mostrar que

∥Bwk∥2 ≤ C∂

(
∥wk

t ∥2 + ∥∇uk∥2 + ∥∇wk∥2 + ∥∇uk∥4∥∇wk∥2 + ∥g∥2
)
. (4.39)

A estimativa (4.30) segue das desigualdades (4.38) e (4.39) juntamente com a hipótese

sob as forças externas e as desigualdades (4.18) e (4.28). Usando a desigualdade de

Sobolev

∥ϕ∥6 ≤ C∂∥∇ϕ∥,

que é válida para todo ϕ ∈ H1(Ω), juntamente com a desigualdade (4.18), obtemos

a estimativa (4.31). Por fim, para obter a desigualdade (4.32), basta observar as

estimativas (4.18), (4.26), (4.27) e (4.30). Isto completa a prova do lema. �

É possível obter estimativas de maior regularidade usando a regularidade do ope-

rador de Stokes A = −P∆ (veja [4]). De fato, primeiro note que

(µ+ µr)(∇uk,∇ϕ) = −
(
ρkuk

t + ρk(uk · ∇)uk − 2µrrotwk − ρkf,ϕ
)

=: (σk,ϕ),

para qualquer ϕ ∈ V(Ω). As estimativas anteriores implicam que σk é uniformemente

limitada em L2(0, T ′;L6(Ω)) para todo T ′ < T ∗. Portanto, pelos resultados de Amrou-

che e Girault em [4] para o operador de Stokes, segue que

uk ∈ L2(0, T ′;W2,6(Ω)). (4.40)

Em particular, pelos teoremas de imersões de Sobolev, temos que

∇uk ∈ L2(0, T ′;L∞(Ω)). (4.41)

Analogamente, para qualquer ψ ∈ C∞
0 (Ω), temos

(Lwk,ψ) = −(ρkwk
t + ρk(uk · ∇)wk + 4µrw

k − 2µrrotuk − ρkg,ψ)

=: (ηk,ψ).
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Como antes, ηk é uniformemente limitada em L2(0, T ′;L6(Ω)) para todo T ′ < T ∗. Por-

tanto, wk é uniformemente limitada em L2(0, T ′;W2,6(Ω)). Pelas imersões de Sobolev,

∇wk também é uniformemente limitada em L2(0, T ′;L∞(Ω)).

Como ρ0 ∈ C1(Ω̄), aplicando os resultados de Ladyzhenskaya e Solonnikov em [32]

(veja Lema 1.3) para ρk, obtemos

∇ρk ∈ L∞(0, T ′;L∞(Ω)), (4.42)

ρkt ∈ L∞(0, T ′;L∞(Ω)), (4.43)

para todo T ′ < T ∗. De fato, podemos mostrar que

∥∇ρk(·, t)∥∞ ≤ C∥∇ρ0(·)∥∞ exp
(∫ t

0

∥∇uk(·, τ)∥∞ dτ

)
e

∥ρkt (·, t)∥∞ ≤ C∥uk(·, t)∥∞∥∇ρ0(·)∥∞ exp
(∫ t

0

∥∇uk(·, τ)∥∞ dτ

)
.

Para outros detalhes veja a rerefência [8]. Resumimos os resultados acima no seguinte

Lema 4.3. Seja (ρk,uk,wk) a solução do problema (4.6). Para todo t ∈ [0, T ∗), T ∗

dado no Lema 4.1, temos:∫ t

0

(
∥uk(τ)∥22,6 + ∥wk(τ)∥22,6

)
dτ ≤ F10(t), (4.44)∫ t

0

(
∥∇uk(τ)∥2∞ + ∥∇wk(τ)∥2∞

)
dτ ≤ F11(t), (4.45)

∥∇ρk(t)∥∞ ≤ F12(t), ∥ρkt (t)∥∞ ≤ F13(t), (4.46)

onde Fj, j = 10, · · · , 13, são funções (reais) contínuas definidas em [0, T ∗).

Observação 4.5. As estimativas obtidas até o momento para (ρk,uk,wk) são válidas em

domínios limitados. As constantes que aparecem nas estimativas dos Lemas 4.1 e 4.2

são independentes da medida do domínio. Este é o principal ponto do argumento, e é o

que nos permitirá estender estas estimativas para domínios ilimitados, como realizado

na próxima seção. No entanto, não sabemos se as constantes das estimativas do Lema

4.3 são independentes da medida do domínio Ω. Este seria o caso se resultados análogos

aos resultados de [4] fossem válidos para domínios ilimitados gerais, o que é, até onde

sabemos, uma questão em aberto.
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Observação 4.6. Se Ω = Rn, usando os resultados de [2] relacionados com a regula-

ridade do problema de Stokes quando a força externa f pertence ao espaço L6(Rn),

concluimos que a estimativa (4.40), e consequentemente as estimativas (4.41)-(4.43),

são independentes da medida do domínio. Logo, neste caso, é possível estender as

estimativas para domínios ilimitados.

4.3 Resultados de existência e unicidade

Iniciamos esta seção com uma proposição relativa à existência de soluções fortes do

sistema (4.1)-(4.3), no caso de domínios limitados. Faremos a demonstração apenas

para que essa tese fique a mais completa possível, uma vez que a prova já foi feita por

Boldrini, Rojas-Medar e Fernández-Cara em [8] (veja os Teoremas 1 e 2 nas páginas

1504 e 1507, respectivamente).

Proposição 4.1. Seja Ω um domínio limitado com fronteira uniformemente de classe

C3. Assuma que u0 ∈ V(Ω)∩H2(Ω), w0 ∈ H1
0(Ω)∩H2(Ω) e ρ0 ∈ C1(Ω), com 0 < α ≤

ρ0(x) ≤ β < ∞ em Ω. Além disso, suponha que as forças externas f e g são tais que

f,g ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) e ft,gt ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). Então o problema (4.1)-(4.3) possui

uma única solução forte (ρ,u,w) definida em um (possivelmente pequeno) intervalo de

tempo [0, T ∗), onde T ∗ ∈ (0, T ]. Esta solução satisfaz

P (ρut + ρ(u · ∇)u− 2µrrotw − ρf) + (µ+ µr)Au = 0, (4.47)

ρwt + ρ(u · ∇)w − 2µrrotu+ Lw + 4µrw = ρg, (4.48)

ρt + u · ∇ρ = 0, (4.49)

q.s. em Ω× (0, T ∗). Além disso, se (ρ1,u1,w1) é uma outra solução do sistema (4.1)-

(4.3) em [0, T̄ ), T̄ ∈ (0, T ∗], satisfazendo

u1 ∈ L4(0, T̄ ;V(Ω)), u1t ∈ L2(0, T̄ ;L3(Ω)), (4.50)

w1 ∈ L2(0, T̄ ;H1
0(Ω)), w1t ∈ L2(0, T̄ ;L3(Ω)), (4.51)

ρ1 ∈ L∞(0, T̄ ;L∞(Ω)), ∇ρ1 ∈ L2(0, T̄ ;L∞(Ω)), (4.52)

então (ρ1,u1,w1) = (ρ,u,w) em Ω× (0, T̄ ).
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Demonstração. Devido as estimativas obtidas na Seção 4.2, concluimos que

{uk
t } é uniformemente limitada em L∞(0, T ∗;H(Ω)),

{wk
t } é uniformemente limitada em L∞(0, T ∗;L2(Ω)),

{∇uk} é uniformemente limitada em L2(0, T ∗;H1(Ω)) ∩ L2(0, T ∗;L∞(Ω)),

{∇wk} é uniformemente limitada em L2(0, T ∗;H1(Ω)) ∩ L2(0, T ∗;L∞(Ω)),

{ρkt } é uniformemente limitada em L∞(0, T ∗;L∞(Ω)),

{∇ρk} é uniformemente limitada em L∞(0, T ∗;L∞(Ω)).

Logo, usando o Teorema 1.1 e o Corolário 1.1, concluimos que existe uma subsequência

de (ρk,uk,wk), a qual continuaremos denotando por (ρk,uk,wk), convergindo para

(ρ,u,w) no seguinte sentido:

uk
t

∗
⇀ ut, w

k
t

∗
⇀ wt em L∞(0, T ∗;L2(Ω)),

∇uk ⇀ ∇u, ∇wk ⇀ ∇w em L2(0, T ∗;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ∗;L∞(Ω)),

ρkt
∗
⇀ ρt em L∞(0, T ∗;L∞(Ω)),

∇ρk ∗
⇀ ∇ρ em L∞(0, T ∗;L∞(Ω)).

Observe que a subsequência (ρk,uk,wk) converge para (ρ,u,w) em outros sentidos,

mas as convergências listadas acima são suficientes para passarmos o limite em (4.6) e

obtermos (4.5). Outras convergências, são, por exemplo

uk
t ⇀ ut em L2(0, T ∗;H(Ω)),

uk ⇀ u em L2(0, T ∗;D(A)).

Usando o Lema de Aubin-Lions (Lema 1.3) com B0 = D(A), B1 = H(Ω), B = V(Ω)

e p0 = p1 = 2, concluimos que

uk → u em L2(0, T ∗;V(Ω)).

Analogamente, pode-se mostrar que wk → w em L2(0, T ∗;H1
0(Ω)).

Iniciaremos provando que∫ T ∗

0

(ρk(t)uk
t (t),v)ϕ dt −→

∫ T ∗

0

(ρ(t)ut(t),v)ϕ dt (4.53)
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e ∫ T ∗

0

(ρk(t)wk
t (t), z)ζ dt −→

∫ T ∗

0

(ρ(t)wt(t), z)ζ dt, (4.54)

quando k → ∞, para todos v, z ∈ C∞
0 (Ω) e quaisquer ϕ, ζ ∈ D(0, T ). Como

ρkuk
t − ρut = ρkuk

t − ρuk
t + ρuk

t − ρut = (ρk − ρ)uk
t + ρ(uk

t − ut),

temos que ∣∣∣∣∫ T ∗

0

(ρk(t)uk
t (t),v)ϕ dt−

∫ T ∗

0

(ρ(t)ut(t),v)ϕ dt

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ T ∗

0

((ρk − ρ)(t)uk
t (t),v)ϕ dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ T ∗

0

(ρ(uk
t − ut)(t),v)ϕ dt

∣∣∣∣ . (4.55)

Observe que∣∣∣∣∫ T ∗

0

((ρk − ρ)(t)uk
t (t),v)ϕ dt

∣∣∣∣ ≤ Cϕ,v

∫ T ∗

0

∥ρk − ρ∥∥uk
t ∥ dt.

Como ρk → ρ em L2(0, T ∗;L2(Ω)), concluimos que a primeira integral do lado direito

da desigualdade (4.55) converge para zero quando k → ∞. Além disso,∣∣∣∣∫ T ∗

0

(ρ(uk
t − ut)(t),v)ϕ dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ T ∗

0

((uk
t − ut)(t), ρv)ϕ dt

∣∣∣∣ .
Como uk

t
∗
⇀ ut em L∞(0, T ∗;L2(Ω)), deduzimos que a segunda integral do lado direito

da desigualdade (4.55) também converge para zero quando k → ∞. Isto prova (4.53).

A convergência de ρk(t)wk
t (t) em (4.54) é provada de forma similar. Agora mostraremos

que ∫ T ∗

0

(ρk(uk · ∇)uk,v)ϕ dt −→
∫ T ∗

0

(ρ(u · ∇)u,v)ϕ dt (4.56)

e ∫ T ∗

0

(ρk(uk · ∇)wk, z)ζ dt −→
∫ T ∗

0

(ρ(u · ∇)w, z)ζ dt (4.57)

quando k → ∞, para todos v, z, ϕ e ζ como antes. Provaremos apenas (4.56), já que

a prova de (4.57) é feita de forma análoga. Uma vez que

ρk(uk · ∇)uk − ρ(u · ∇)u = (ρk − ρ)(uk · ∇)uk + ρ((uk − u) · ∇)uk + ρ(u · ∇)(uk − u),
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temos ∫ T ∗

0

(ρk(uk · ∇)uk,v)ϕ dt−
∫ T ∗

0

(ρ(u · ∇)u,v)ϕ dt

=

∫ T ∗

0

((ρk − ρ)(uk · ∇)uk,v)ϕ dt+

∫ T ∗

0

(ρ((uk − u) · ∇)uk,v)ϕ dt

+

∫ T ∗

0

(ρ(u · ∇)(uk − u),v)ϕ dt. (4.58)

Usando a desigualdade (4.37), obtemos∣∣∣∣∫ T ∗

0

((ρk − ρ)(uk · ∇)uk,v)ϕ dt

∣∣∣∣
≤ Cϕ,v∥ρk − ρ∥L∞(0,T ∗;L∞(Ω))

(∫ T ∗

0

∫
Ω

|(uk · ∇)uk|2 dx dt
)1/2

≤ Cϕ,v∥ρk − ρ∥L∞(0,T ∗;L∞(Ω))

(∫ T ∗

0

∥Auk∥∥∇uk∥3 dt
)1/2

.

Logo, como ρk → ρ em L∞(0, T ∗;L∞(Ω)), devido as estimativas (4.18) e (4.30), temos

que ∫ T ∗

0

((ρk − ρ)(uk · ∇)uk,v)ϕ dt

converge para zero quando k → ∞, isto é, a primeira integral do lado direito da

identidade (4.58) converge para zero quando k → ∞. Agora, note que∫ T ∗

0

(ρ((uk − u) · ∇)uk,v)ϕ dt ≤ Cϕ,v∥ρ∥L∞(0,T ∗;L∞(Ω))

∫ T ∗

0

∥uk − u∥∥∇uk∥ dt,

ou seja, a segunda integral do lado direito da identidade (4.58) também converge para

zero quando k → ∞, tendo em vista a estimativa (4.18) e o fato que uk → u em

L2(0, T ∗;L2(Ω)). Por fim, como ∇uk ⇀ ∇u em L2(0, T ∗;L2(Ω)), então∫ T ∗

0

(ρ(u · ∇)(uk − u),v)ϕ dt −→ 0

quando k → ∞, isto é, a terceira integral do lado direito da identidade (4.58) também

converge para zero quando k → ∞. Isto prova o limite dado em (4.56).

Por densidade, os limites dados em (4.53), (4.54), (4.56) e (4.57) são válidos para

todos v ∈ D(A), z ∈ D(L), ϕ, ζ ∈ C∞
0 (0, T ). Podemos agora passar ao limite na

equação (4.6). De fato, para qualque ϕ ∈ D(0, T ) e qualquer v ∈ ∪j≥1Vj, temos∫ T ∗

0

(ρkuk
t + ρk(uk · ∇)uk − 2µrrotwk − ρkf − (µ+ µr)∆uk,v)ϕ dt = 0
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para todo k suficientemente grande. Fazendo k → ∞, obtemos∫ T ∗

0

(ρut + ρ(u · ∇)u− 2µrrotw − ρf − (µ+ µr)∆u,v)ϕ dt = 0,

para todo ϕ ∈ D(0, T ) e qualquer v ∈ ∪j≥1Vj. Logo, pelo Lema de Du Bois-Raymond

(Lema 1.4), temos

(ρut + ρ(u · ∇)u− 2µrrotw − ρf − (µ+ µr)∆u,v) = 0

q.s. em (0, T ∗), para todo v ∈ ∪j≥1Vj. Portanto,

P (ρut + ρ(u · ∇)u− 2µrrotw − ρf − (µ+ µr)∆u) = 0

q.s. em Ω× (0, T ∗).

A passagem ao limite na equação para wk é similar. A fim de lidar com a equa-

ção para a densidade ρk, observemos que uk → u em L2(0, T ∗;L2(Ω)), ρkt ⇀ ρt em

L2(0, T ∗;L2(Ω)) e ∇ρk ⇀ ∇ρ em L2(0, T ∗;L2(Ω)). Isto nos dá

ρt + u · ∇ρ = 0

no sentido das distribuições.

Da mesma forma como feito em [8], podemos mostrar que as condições iniciais são

satisfeitas (veja a Proposição 2 na página 1517). De fato, temos

lim
t→0+

∥∇u(t)−∇u0∥ = 0 e lim
t→0+

∥∇w(t)−∇w0∥ = 0.

Finalmente, note que se νm é uma função da forma

νm(x, t) =
m∑
i=1

ci(t)φ
i(x)

com coeficientes ci contínuos em [0, T ], temos para todo k ≥ m,

(ρkuk
t + ρk(uk · ∇)uk − (µ+ µr)∆uk − 2µrrotwk − ρkf,νm) = 0.

Ou seja, para k ≥ m e 0 < T ∗ < T , temos∫ T ∗

0

(ρkuk
t + ρk(uk · ∇)uk − (µ+ µr)∆uk − 2µrrotwk − ρkf,νm) dt = 0.
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Fazendo k → ∞, obtemos∫ T ∗

0

(ρut + ρ(u · ∇)u− (µ+ µr)∆u− 2µrrotw − ρf,νm) dt = 0. (4.59)

Como ∥∆u∥ ≤ ∥D2u∥, usando a desigualdade (4.37) e o Lema 1.9, obtemos

∥ρut+ρ(u·∇)u−(µ+µr)∆u−2µrrotw∥2 ≤ C∂

(
∥ut∥2 + ∥Au∥2 + ∥∇u∥6 + ∥∇u∥2 + ∥∇w∥2

)
.

Integrando no tempo de 0 até T ∗, usando (4.18), (4.19), (4.20) e o fato que f ∈

L2(0, T ;L2(Ω)), deduzimos que

ρut + ρ(u · ∇)u− (µ+ µr)∆u− 2µrrotw − ρf ∈ L2(0, T ∗;L2(Ω)).

Uma vez que as funções νm são densas em L2(0, T ∗;H(Ω)) (pois as autofunções {φi}

formam um sistema ortonormal completo em H(Ω)), segue da identidade (4.59) que

ρut + ρ(u · ∇)u− (µ+ µr)∆u− 2µrrotw − ρf ∈ L2(0, T ∗;H⊥(Ω)).

Logo, existe uma função p(x, t) com ∇p ∈ L2(0, T ∗;L2(Ω)), tal que

ρut + ρ(u · ∇)u− (µ+ µr)∆u− 2µrrotw − ρf = −∇p.

Para a unicidade, suponha que (ρ1,u1,w1) é uma solução de (4.1)-(4.3) em [0, T̄ ),

T̄ ∈ (0, T ∗], satisfazendo as condições de regularidade (4.50)-(4.52). Consideremos o

terno (π,η, ξ), onde π := ρ− ρ1, η := u− u1 e ξ := w−w1. Estas funções satisfazem

as seguintes equações:

P (ρηt + ρ1(u1 · ∇)η) + (µ+ µr)Aη

= P (2µrrot ξ + πf − πu1t − π(u · ∇)u− ρ1(η · ∇)u),

divη = 0,

ρξt + ρ1(u1 · ∇)ξ + Lξ + 4µrξ = 2µrrotη + πg

−πw1t − π(u · ∇)w − ρ1(η · ∇)w,

πt + u · ∇π = −η · ∇ρ1,

η(x, 0) = 0, ξ(x, 0) = 0, π(x, 0) = 0 em Ω.

(4.60)
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Fazendo o produto interno da equação (4.60)1 com η e da equação (4.60)3 com ξ

em L2(Ω), obtemos, respectivamente:

1

2

d

dt
∥√ρη∥2 + (µ+ µr)∥∇η∥2 = (2µrrot ξ + πf − πu1t − π(u · ∇)u− ρ1(η · ∇)u,η)

+
1

2
(ρtη,η)− (ρ1(u1 · ∇)η,η)

e

1

2

d

dt
∥√ρ ξ∥2 + (ca + cd)∥∇ξ∥2 + (c0 + cd − ca)∥div ξ∥2 + 4µr∥ξ∥2

= (2µrrotη + πg − πw1t − π(u · ∇)w − ρ1(η · ∇)w, ξ)

+
1

2
(ρtξ, ξ)− (ρ1(u1 · ∇)ξ, ξ).

Somando as identidades acima e estimando, de maneira usual, cada termo do lado

direito da identidade resultante, obtemos:

d

dt

(
∥√ρη∥2 + ∥√ρ ξ∥2

)
+ (µ+ µr)∥∇η∥2 + (ca + cd)∥∇ξ∥2 ≤

C∂ ∥η∥2
(
1 + ∥∇u∥4 + ∥∇u1∥4 + ∥ρt∥∞

)
+ C∂ ∥ξ∥2

(
1 + ∥∇w∥4 + ∥∇u1∥4 + ∥ρt∥∞

)
+ C∂ ∥π∥2

[
∥f∥21,2 + ∥g∥21,2 + ∥u1t∥2L3 + ∥w1t∥2L3 + ∥∇u∥2

(
∥Au∥2 + ∥Bw∥2

) ]
+ C∂

[
∥∇u∥2

(
∥∇u∥2 + ∥∇w∥2

) ]
. (4.61)

Agora, multiplicando a equação (4.60)4 por |π|, integrando sobre Ω, usando a condição

de incompressibilidade divu = 0 e as desigualdades de Hölder e Young, obtemos a

seguinte estimativa:

d

dt
∥π∥2 = d

dt

∫
Ω

|π|2 dx ≤ 2

∫
Ω

|η · ∇ρ1||π| dx

≤ 2

(∫
Ω

|η · ∇ρ1|2 dx
)1/2(∫

Ω

|π|2 dx
)1/2

≤ 2∥η · ∇ρ1∥∥π∥

≤ C∂∥η∥∥∇ρ1∥∞∥π∥

≤ C∂∥η∥2 + C∂∥∇ρ1∥2∞∥π∥2. (4.62)

Somando as desigualdades (4.61) e (4.62), integrando o resultado obtido de 0 até t,

e usando o fato que η(x, 0) = 0, ξ(x, 0) = 0 e π(x, 0) = 0, deduzimos que

∥η(t)∥2 + ∥ξ(t)∥2 + ∥π(t)∥2 ≤ C∂

∫ t

0

H(s)
(
∥η(s)∥2 + ∥ξ(s)∥2 + ∥π(s)∥2

)
ds
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para todo t ∈ [0, T̄ ), onde

H(t) = 1 + ∥f(t)∥21,2 + ∥g(t)∥21,2 + ∥u1t(t)∥2L3 + ∥w1t(t)∥2L3 + ∥∇u(t)∥4 + ∥∇w(t)∥4

+ ∥∇u(t)∥2∥∇w(t)∥2 + ∥∇u(t)∥2
(
∥Au(t)∥2 + ∥Bw(t)∥2

)
+ ∥∇u1(t)∥4

+ ∥ρt(t)∥∞ + ∥∇ρ1(t)∥2∞.

Observe que além de H ser uma função integrável (tendo em vista as regularidades de

(u,w, ρ) e (u1,w1, ρ1)), H(t) ≥ 0. Portanto, pelo Lema de Gronwall, concluímos que

∥η(·, t)∥2 + ∥ξ(·, t)∥2 + ∥π(·, t)∥2 ≡ 0.

Isto completa a prova da proposição. �

4.3.1 Prova do Teorema 4.1

Para provarmos o Teorema 4.1 usaremos o truque da “sequência diagonal”, isto é,

o método da diagonalização de Cantor (veja, por exemplo, [45]). Seja Ω um domínio

ilimitado com fronteira uniformemente de classe C3. Escolhamos uma sequência de

“domínios invasores” limitados {Ωm}, isto é, Ωm é limitado para cada m ∈ N, e

Ωm+1 ⊃ Ωm, Ω =
∞∪

m=1

Ωm,

tais que ∂Ωm é uniformemente de classe C3, para todo m ∈ N. Consideremos as

sequências {u0m} ⊂ V(Ωm) e {w0m} ⊂ H1
0(Ωm) dadas pelo Lemas 1.12 e 1.13, respec-

tivamente, tais que ∥∇u0m∥Ωm ≤ ∥∇u0∥, ∥D2u0m∥Ωm ≤ A, ∥L1/2w0m∥Ωm ≤ ∥L1/2w0∥

e ∥D2w0m∥Ωm ≤ B, onde A e B são constantes independentes de m. Além disso,

∥∇(u0m − u0)∥ e ∥L1/2(w0m −w0)∥ −→ 0 quando m→ ∞.

Agora, em vez de denotar aproximações semi-Galerkin, (ρm,um,wm) será a solu-

ção forte do problema (4.1)-(4.3) em Ωm × (0, T ), com condições iniciais um(x, 0) =

u0m(x), w
m(x, 0) = w0m(x) e ρm(x, 0) = ρm0 (x), onde ρm0 é a restrição de ρ0 à Ωm.

As forças externas fm e gm são, também, as restrições de f e g, respectivamente, à

Ωm. A existência desta solução forte é assegurada pela Proposição 4.1. Além disso, o

terno (ρm,um,wm) satisfaz as estimativas obtidas na Seção 4.2 e estas estimativas são
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uniformes com respeito à m. Seja l ∈ N fixado. Para m ≥ l, temos:

um ∈ L∞(0, T ∗;V(Ωl)),

um
t ∈ L2(0, T ∗;V(Ωl)) ∩ L∞(0, T ∗;L2(Ωl)),

D2um ∈ L2(0, T ∗;L2(Ωl)),

wm ∈ L∞(0, T ∗;H1
0(Ωl)),

wm
t ∈ L2(0, T ∗;H1

0(Ωl)) ∩ L∞(0, T ∗;L2(Ωl)),

D2wm ∈ L2(0, T ∗;L2(Ωl)),

ρmt ∈ L∞(0, T ∗;L∞(Ωl)),

∇ρm ∈ L∞(0, T ∗;L∞(Ωl)).

Como cada solução (ρm,um,wm) está definida em Ωm, estendemos estas funções para

todo Ω. Tal extensão pode ser realizada preservando-se a regularidade da solução

(ρm,um,wm), através de teoremas de extensão em espaços de Sobolev (veja [1], Ca-

pítulo 5). Portanto, cada terno (ρm,um,wm) é estendido à Ω por um novo terno

(ρ̃m, ũm, w̃m) tal que

ũm ∈ L∞(0, T ∗;V(Ω)),

ũm
t ∈ L2(0, T ∗;V(Ω)) ∩ L∞(0, T ∗;L2(Ω)),

D2ũm ∈ L2(0, T ∗;L2(Ω)),

w̃m ∈ L∞(0, T ∗;H1
0(Ω)),

w̃m
t ∈ L2(0, T ∗;H1

0(Ω)) ∩ L∞(0, T ∗;L2(Ω)),

D2w̃m ∈ L2(0, T ∗;L2(Ω)),

ρ̃m
t ∈ L∞(0, T ∗;L∞(Ω)),

∇ρ̃m ∈ L∞(0, T ∗;L∞(Ω)).

Além disso, devido a continuidade do operador extensão, temos:

∥ũm∥L∞(0,T ∗;V(Ω)) ≤ C∥um∥L∞(0,T ∗;V(Ωm)),

∥ũm
t ∥L2(0,T ∗;V(Ω)) ≤ C∥um

t ∥L2(0,T ∗;V(Ωm)),

∥ũm
t ∥L∞(0,T ∗;L2(Ω)) ≤ C∥um

t ∥L∞(0,T ∗;L2(Ωm)),

∥D2ũm∥L2(0,T ∗;L2(Ω)) ≤ C∥D2um∥L2(0,T ∗;L2(Ωm)),

∥w̃m∥L∞(0,T ∗;H1
0(Ω)) ≤ C∥wm∥L∞(0,T ∗;H1

0(Ωm)),
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∥w̃m
t ∥L2(0,T ∗;H1

0(Ω)) ≤ C∥wm
t ∥L2(0,T ∗;H1

0(Ωm)),

∥w̃m
t ∥L∞(0,T ∗;L2(Ω)) ≤ C∥wm

t ∥L∞(0,T ∗;L2(Ωm)),

∥D2w̃m∥L2(0,T ∗;L2(Ω)) ≤ C∥D2wm∥L2(0,T ∗;L2(Ωm)),

∥ρ̃m
t ∥L∞(0,T ∗;L∞(Ω)) ≤ C∥ρmt ∥L∞(0,T ∗;L∞(Ωm)),

∥∇ρ̃m∥L∞(0,T ∗;L∞(Ω)) ≤ C∥∇ρm∥L∞(0,T ∗;L∞(Ωm)),

onde a constante C depende apenas da regularidade do domínio e dos expoentes dos

espaços de Sobolev envolvidos. A fim de não sobrecarregarmos a notação, denotaremos

tais extensões novamente por (ρm,um,wm). Escolhendo l = 1, encontramos, devido ao

Teorema 1.1 e ao Corolário 1.1, uma subsequência (ρ1,m,u1,m,w1,m) de (ρm,um,wm),

convergindo para o terno (ρ1,u1,w1) no seguinte sentido:

u1,m ∗
⇀ u1 em L∞(0, T ∗;V(Ω1)),

u1,m
t ⇀ u1t em L2(0, T ∗;V(Ω1)),

u1,m
t

∗
⇀ u1t em L∞(0, T ∗;L2(Ω1)),

D2u1,m ⇀ D2u1 em L2(0, T ∗;L2(Ω1)),

w1,m ∗
⇀ w1 em L∞(0, T ∗;H1

0(Ω1)),

w1,m
t ⇀ w1t em L2(0, T ∗;H1

0(Ω1)),

w1,m
t

∗
⇀ w1t em L∞(0, T ∗;L2(Ω1)),

D2w1,m ⇀ D2w1 em L2(0, T ∗;L2(Ω1)),

ρ1,mt
∗
⇀ ρ1t em L∞(0, T ∗;L∞(Ω1)),

∇ρ1,m ∗
⇀ ∇ρ1 em L∞(0, T ∗;L∞(Ω1)).

Agora tomamos l = 2 e extraímos uma subsequência (ρ2,m,u2,m,w2,m) de (ρ1,m,u1,m,w1,m),

convergindo para o terno (ρ2,u2,w2) no seguinte sentido:

u2,m ∗
⇀ u2 em L∞(0, T ∗;V(Ω2)),

u2,m
t ⇀ u2t em L2(0, T ∗;V(Ω2)),

u2,m
t

∗
⇀ u2t em L∞(0, T ∗;L2(Ω2)),

D2u2,m ⇀ D2u2 em L2(0, T ∗;L2(Ω2)),

w2,m ∗
⇀ w2 em L∞(0, T ∗;H1

0(Ω2)),
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w2,m
t ⇀ w2t em L2(0, T ∗;H1

0(Ω2)),

w2,m
t

∗
⇀ w2t em L∞(0, T ∗;L2(Ω2)),

D2w2,m ⇀ D2w2 em L2(0, T ∗;L2(Ω2)),

ρ2,mt
∗
⇀ ρ2t em L∞(0, T ∗;L∞(Ω2)),

∇ρ2,m ∗
⇀ ∇ρ2 em L∞(0, T ∗;L∞(Ω2)).

Obviamente, (ρ2,u2,w2) = (ρ1,u1,w1) em Ω1. Dando continuidade a esse processo,

encontramos sucessivas subsequências (ρj,m,uj,m,wj,m) tais que (ρj+1,m,uj+1,m,wj+1,m)

é uma subsequência de (ρj,m,uj,m,wj,m), ∀ j ∈ N e, além disso,

uj,m ∗
⇀ uj em L∞(0, T ∗;V(Ωj)),

uj,m
t ⇀ ujt em L2(0, T ∗;V(Ωj)),

uj,m
t

∗
⇀ ujt em L∞(0, T ∗;L2(Ωj)),

D2uj,m ⇀ D2uj em L2(0, T ∗;L2(Ωj)),

wj,m ∗
⇀ wj em L∞(0, T ∗;H1

0(Ωj)),

wj,m
t ⇀ wjt em L2(0, T ∗;H1

0(Ωj)),

wj,m
t

∗
⇀ wjt em L∞(0, T ∗;L2(Ωj)),

D2wj,m ⇀ D2wj em L2(0, T ∗;L2(Ωj)),

ρj,mt
∗
⇀ ρjt em L∞(0, T ∗;L∞(Ωj)),

∇ρj,m ∗
⇀ ∇ρj em L∞(0, T ∗;L∞(Ωj)),

para todo j ∈ N. Pela mesma razão, (ρj+1,uj+1,wj+1) = (ρj,uj,wj) em Ωj.

Observação 4.7. Em particular, temos que

uj,m ∗
⇀ ui em L∞(0, T ∗;V(Ωi)),

uj,m
t ⇀ uit em L2(0, T ∗;V(Ωi)),

uj,m
t

∗
⇀ uit em L∞(0, T ∗;L2(Ωi)),

D2uj,m ⇀ D2ui em L2(0, T ∗;L2(Ωi)),

wj,m ∗
⇀ wi em L∞(0, T ∗;H1

0(Ωi)),

wj,m
t ⇀ wit em L2(0, T ∗;H1

0(Ωi)),

wj,m
t

∗
⇀ wit em L∞(0, T ∗;L2(Ωi)),
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D2wj,m ⇀ D2wi em L2(0, T ∗;L2(Ωi)),

ρj,mt
∗
⇀ ρit em L∞(0, T ∗;L∞(Ωi)),

∇ρj,m ∗
⇀ ∇ρi em L∞(0, T ∗;L∞(Ωi)),

para todo i = 1, · · · , j.

Agora, consideremos a sequência diagonal, {(ρj,j,uj,j,wj,j)}, que é uma subsequên-

cia de {(ρj,m,uj,m,wj,m)}m∈N (exceto, possivelmente, os j−1 primeiros termos). Logo,

pela Observação 4.7, concluimos que

uj,j ∗
⇀ u em L∞(0, T ∗;V(Ω)),

uj,j
t ⇀ ut em L2(0, T ∗;V(Ω)),

uj,j
t

∗
⇀ ut em L∞(0, T ∗;L2(Ω)),

D2uj,j ⇀ D2u em L2(0, T ∗;L2(Ω)),

wj,j ∗
⇀ w em L∞(0, T ∗;H1

0(Ω)),

wj,j
t ⇀ wt em L2(0, T ∗;H1

0(Ω)),

wj,j
t

∗
⇀ wt em L∞(0, T ∗;L2(Ω)),

D2wj,j ⇀ D2w em L2(0, T ∗;L2(Ω)),

ρj,jt
∗
⇀ ρt em L∞(0, T ∗;L∞

loc(Ω)),

∇ρj,j ∗
⇀ ∇ρ em L∞(0, T ∗;L∞

loc(Ω)).

Para k ≥ m e 0 < T ∗ < T , temos∫ T ∗

0

(ρkuk
t + ρk(uk · ∇)uk − (µ+ µr)∆uk − 2µrrotwk − ρkf,νm) dt = 0,

para todo νm ∈ C1
0([0, T ];C

1
0(Ωm)) satisfazendo divνm = 0, onde νm ≡ 0 e uk ≡ 0

fora de seus domínios originais de definição. Fazendo k → ∞, obtemos∫ T ∗

0

(ρut + ρ(u · ∇)u− (µ+ µr)∆u− 2µrrotw − ρf,νm) dt = 0.

Como

∥ρut+ρ(u·∇)u−(µ+µr)∆u−2µrrotw∥2 ≤ C∂

(
∥ut∥2 + ∥Au∥2 + ∥∇u∥6 + ∥∇u∥2 + ∥∇w∥2

)
,

concluimos que

ρut + ρ(u · ∇)u− (µ+ µr)∆u− 2µrrotw − ρf ∈ L2(0, T ∗;L2(Ω)).
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Como o conjunto de todas as funções νm, do tipo consideradas acima, é denso em

L2(0, T ∗;H(Ω)), existe uma função p(x, t) com ∇p ∈ L2(0, T ∗;L2(Ω)), tal que

ρut + ρ(u · ∇)u− (µ+ µr)∆u− 2µrrotw − ρf = −∇p.

A passagem ao limite na equação de w e na equação da densidade, bem como o fato

que ∥∇u(t) −∇u0∥ −→ 0 e ∥∇w(t) −∇w0∥ −→ 0 quando t → 0+, seguem como no

caso de domínios limitados. �

4.3.2 Unicidade

Proposição 4.2. Seja Ω um domínio em R3 com fronteira uniformemente de classe

C3. Se (ρ,u,w) e (ρ1,u1,w1) são soluções do sistema (4.1) dadas pelo Teorema 4.1,

correspondentes aos mesmos dados iniciais u0,w0, ρ0 e as mesmas forças externas f e

g tal que ρ− ρ1 ∈ L∞(0, T ∗;L3/2(Ω)), então ρ = ρ1, u = u1 e w = w1.

Demonstração. Consideremos a quádrupla (π,η, ξ, q), onde π := ρ−ρ1, η := u−u1,

ξ := w −w1 e q := p− p1. Estas funções satisfazem as seguintes equações:

ρηt + ρ(u · ∇)η − (µ+ µr)∆η +∇q

= 2µrrot ξ + π (f − u1t − (u1 · ∇)u1)− ρ(η · ∇)u1,

divη = 0,

ρξt + ρ(u · ∇)ξ − (ca + cd)∆ξ − (c0 + cd − ca)∇(div ξ) + 4µrξ

= 2µrrotη + π (g −w1t − (u1 · ∇)w1)− ρ(η · ∇)w1,

πt + u · ∇π = −η · ∇ρ1,

η(x, 0) = 0, ξ(x, 0) = 0, π(x, 0) = 0 em Ω.

(4.63)

Fazendo o produto interno da equação (4.63)1 com η e da equação (4.63)3 com ξ em

L2(Ω), obtemos, respectivamente:

1

2

d

dt
∥√ρη∥2 + (µ+ µr)∥∇η∥2 = (π(f − u1t − (u1 · ∇)u1),η)− (ρ(η · ∇)u1,η)

+ 2µr(rot ξ,η)
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e

1

2

d

dt
∥√ρ ξ∥2 + (ca + cd)∥∇ξ∥2 + (c0 + cd − ca)∥div ξ∥2 + 4µr∥ξ∥2

= (π(g −w1t − (u1 · ∇)w1), ξ)− (ρ(η · ∇)w1, ξ) + 2µr(rotη, ξ).

Somando as identidades acima e estimando, de maneira usual, cada termo do lado

direito da identidade resultante, obtemos:

1

2

d

dt

(
∥√ρη∥2 + ∥√ρ ξ∥2

)
+ (µ+ µr)∥∇η∥2 + (ca + cd)∥∇ξ∥2

≤ C∂,ε,δ ∥η∥2
(
1 + ∥∇u1∥4

)
+ C∂,ε,δ ∥ξ∥2

(
1 + ∥∇w1∥4

)
+ 4ε∥∇η∥2 + 3δ∥∇ξ∥2

+ C∂,ε,δ ∥π∥23/2
[
∥f − u1t − (u1 · ∇)u1∥26 + ∥g −w1t − (u1 · ∇)w1∥26

]
. (4.64)

Por outro lado, multiplicando a equação (4.63)4 por
3

2
|π|1/2, integrando sobre Ω, usando

a condição de incompressibilidade divu = 0 e a desigualdade de Hölder, obtemos

d

dt
∥π(·, t)∥3/23/2 ≤ 3

2

∫
Ω

|η · ∇ρ1||π|1/2 dx

≤ 3

2

(∫
Ω

|η · ∇ρ1|3/2 dx
)2/3(∫

Ω

|π|3/2 dx
)1/3

=
3

2
∥η · ∇ρ1∥3/2 ∥π∥1/23/2

≤ C∂∥η∥6∥∇ρ1∥∥π∥1/23/2

≤ C∂∥∇η∥∥∇ρ1∥∥π∥1/23/2.

Como
d

dt
∥π(·, t)∥23/2 =

4

3
∥π(·, t)∥1/23/2

d

dt
∥π(·, t)∥3/23/2, se multiplicarmos a desigualdade

acima por
4

3
∥π(·, t)∥1/23/2, obteremos

d

dt
∥π(·, t)∥23/2 ≤ C∂∥∇η∥∥∇ρ1∥∥π∥3/2

≤ ε∥∇η∥2 + C∂,ε∥∇ρ1∥2∥π∥23/2. (4.65)

Somando as desigualdades (4.64) e (4.65), tomando ε =
µ+ µr

10
, δ =

ca + cd
6

e inte-

grando o resultado obtido de 0 até t, deduziremos que

∥η(t)∥2 + ∥ξ(t)∥2 + ∥π(t)∥23/2 ≤ C∂

∫ t

0

H̃(s)
(
∥η(s)∥2 + ∥ξ(s)∥2 + ∥π(s)∥23/2

)
ds,

onde

H̃(t) = 1 + ∥f(t)∥21,2 + ∥g(t)∥21,2 + ∥∇u1t(t)∥2 + ∥∇w1t(t)∥2 + ∥∇u1(t)∥4

+ ∥D2u1(t)∥4 + ∥D2w1(t)∥4 + ∥∇w1(t)∥4 + ∥∇ρ1(t)∥2.
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Observe que H̃ é uma função não-negativa e integrável (tendo em vista as regularidades

de (ρ,u,w) e (ρ1,u1,w1)). Usando o Lema de Gronwall, concluímos que

∥η(·, t)∥2 + ∥ξ(·, t)∥2 + ∥π(·, t)∥23/2 ≡ 0,

isto é, ρ = ρ1, u = u1 e w = w1. Isto completa a prova da proposição. �

4.3.3 Soluções globais: prova do Teorema 4.2

Provaremos este teorema combinando as técnicas apresentadas nas seções anteriores

e argumentos devidos a Boldrini e Rojas-Medar em [7] e Heywood e Rannacher em [25].

Segue das desigualdades (4.24) e (4.37) que

α

2
∥uk

t ∥2 + (µ+ µr)
d

dt
∥∇uk∥2 + (µ+ µr)

2

4α
∥Auk∥2 ≤ C∂

(
∥f∥2 + ∥∇uk∥6 + ∥∇wk∥2

)
.(4.66)

Portanto,

∥∇uk(·, t)∥2 ≤ C∂

(
∥∇u0∥2 +

∫ t

0
(∥f(·, s)∥2 + ∥∇uk(·, s)∥6 + ∥∇wk(·, s)∥2) ds

)
, (4.67)

para todo t ≥ 0. Por outro lado, como

∥(uk · ∇)wk∥2 ≤ ε∥Bwk∥2 + C∂,ϵ∥∇uk∥4∥∇wk∥2,

segue da desigualdade (4.25) que

α

2
∥wk

t ∥2 +
ca + cd + α

2

d

dt
∥∇wk∥2 + c0 + cd − ca

2

d

dt
∥divwk∥2 + 2µr

d

dt
∥wk∥2 + ca + cd

4
∥Bwk∥2

≤ C∂

(
∥g∥2 + ∥∇uk∥2 + ∥∇wk∥2 + ∥∇uk∥4∥∇wk∥2

)
. (4.68)

Logo,

∥∇wk∥2 ≤ C∂

(
∥w0∥2H1 +

∫ t

0
(∥g∥2 + ∥∇uk∥2 + ∥∇wk∥2 + ∥∇uk∥4∥∇wk∥2) ds

)
, (4.69)

para todo t ≥ 0. Portanto, se ∥u0∥H1 , ∥w0∥H1 , ∥f∥L∞(0,∞;L2(Ω)) e ∥g∥L∞(0,∞;L2(Ω)) são

suficientemente pequenas, segue das estimativas (4.67) e (4.69) que

sup
t≥0

(
∥∇uk(·, t)∥2 + ∥∇wk(·, t)∥2

)
≤ C∂ , (4.70)

ou seja, {uk} e {wk} são uniformemente limitadas em L∞(0,∞;V(Ω)) e L∞(0,∞;H1
0(Ω)),

respectivamente. Por outro lado, como em [25], multiplicando as desigualdades (4.66) e (4.68)
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por eγ t, com γ > 0, integrando no tempo de 0 até t, multiplicando a desigualdade resultante

por e−γ t e usando a estimativa (4.70), obtemos

sup
t≥0

e−γ t

∫ t

0
eγ s

(
∥uk

t ∥2 + ∥wk
t ∥2
)
ds ≤ C∂,γ , (4.71)

sup
t≥0

e−γ t

∫ t

0
eγ s

(
∥Auk∥2 + ∥Bwk∥2

)
ds ≤ C∂,γ . (4.72)

Da estimativa (4.71), concluimos que {uk
t } e {wk

t } são uniformemente limitadas em L2
loc(0,∞;H(Ω))

e L2
loc(0,∞;L2(Ω)), respectivamente. Já da estimativa (4.72), vemos que {uk} e {wk} são

uniformemente limitadas em L2
loc(0,∞;D(A)) e L2

loc(0,∞;D(B)), respectivamente. Multipli-

cando a desigualdade (4.34) por eγ t e integrando no tempo de 0 até t, obtemos

eγ t
(
∥
√

ρkuk
t ∥2 + ∥

√
ρkwk

t ∥2
)
+ C̃

∫ t

0
eγ s

(
∥∇uk

t (s)∥2 + ∥∇wk
t (s)∥2

)
ds

≤ C∂(∥ut(0)∥2 + ∥wt(0)∥2) + C∂

∫ t

0
eγ s(∥ft∥2 + ∥gt∥2) ds

+C∂,γ

∫ t

0
eγ s

(
∥uk

t ∥2(1 + ∥∇uk∥4)
)
ds

+C∂,γ

∫ t

0
eγ s

(
∥wk

t ∥2(1 + ∥∇uk∥4 + ∥∇wk∥4)
)
ds

+C∂

∫ t

0
eγ s

(
∥∇uk∥4(∥Auk∥2 + ∥Bwk∥2)

)
ds

+C∂

∫ t

0
eγ s∥∇uk∥2 ∥Auk∥2 ds

+C∂

∫ t

0
eγ s∥∇uk∥4 ∥∇wk∥2 ds

+C∂

∫ t

0
eγ s

(
∥∇uk∥6 + ∥∇uk∥4 + ∥∇wk∥2

)
ds

+C∂

∫ t

0
eγ s

(
(∥f∥2H1 + ∥g∥2H1)(1 + ∥∇uk∥2)

)
ds,

onde C̃ = min{µ + µr, ca + cd}. Multiplicando a desigualdade acima por e−γ t, usando as

hipóteses sobre as forças externas e as estimativas (4.70), (4.71) e (4.72), juntamente com

estimativas para ∥ut(0)∥2 e ∥wt(0)∥2 que podem ser facilmente obtidas fazendo o produto

interno, em L2(Ω), da equação (4.1)1 com ut e da equação (4.1)3 com wt em t = 0, respecti-

vamente, obtemos,

sup
t≥0

(
∥uk

t (·, t)∥2 + ∥wk
t (·, t)∥2

)
≤ C∂ , (4.73)

sup
t≥0

e−γ t

∫ t

0
eγ s

(
∥∇uk

t ∥2 + ∥∇wk
t ∥2
)
ds ≤ C∂,γ . (4.74)

Das desigualdades (4.73) e (4.74), resulta que {uk
t } e {wk

t } são uniformemente limitadas

em L∞(0,∞;H(Ω)) ∩ L2
loc(0,∞;V(Ω)) e L∞(0,∞;L2(Ω)) ∩ L2

loc(0,∞;H1
0(Ω)), respectiva-
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mente. Devido as desigualdades (4.38), (4.39), (4.70) e (4.73) e do fato que ∥f∥L∞(0,∞;L2(Ω))

e ∥g∥L∞(0,∞;L2(Ω)) são suficientemente pequenas, obtemos

sup
t≥0

(
∥Auk∥2 + ∥Bwk∥2

)
≤ C∂ , (4.75)

isto é, {uk} e {wk} são uniformemente limitadas em L∞(0,∞;D(A)) e L∞(0,∞;D(B)),

respectivamente. Usando as estimativas (4.70) e (4.75), a partir das desigualdades (4.26) e

(4.27), obtemos

sup
t≥0

(
∥D2uk∥2 + ∥D2wk∥2

)
≤ C∂ . (4.76)

A estimativa (4.76) nos diz que {D2uk} e {D2wk} são uniformemente limitadas em L∞(0,∞;L2(Ω)).

Por outro lado, analogamente à obtenção de (4.40), podemos obter

sup
t≥0

e−γ t

∫ t

0
eγ s

(
∥uk(s)∥22,6 + ∥wk(s)∥22,6

)
ds ≤ Cγ , (4.77)

onde a constante Cγ pode depender da medida de Ω e da ∂Ω. Devido as imersões de Sobolev,

a estimativa (4.77) implica que

sup
t≥0

e−γ t

∫ t

0
eγ s

(
∥∇uk(s)∥2C(Ω) + ∥∇wk(s)∥2C(Ω)

)
ds ≤ Cγ . (4.78)

Note que a desigualdade (4.78) é válida para γ ≥ 0, desde que consideremos um intervalo de

tempo finito [0, T ] (veja [7], p. 40). Portanto, se tomarmos γ = 0 em (4.78), obtemos

sup
t≥0

∫ t

0

(
∥∇uk(s)∥2C(Ω) + ∥∇wk(s)∥2C(Ω)

)
ds ≤ C,

onde a constante C pode depender da medida de Ω e da ∂Ω. Por fim, os resultados de [32]

para ∇ρ e ρt, implicam que

ρk ∈ C1(Ω× [0, T ]), ∀T ∈ (0,∞). (4.79)

Lembramos que as estimativas acima foram obtidas considerando Ω limitado, tal como na

Seção 4.2. Agora, escolhendo uma sequência adequada de domínios limitados, expandindo à Ω

(tal como na demostração do Teorema 4.1), e “transportando” para (ρ,u,w) as estimativas de

(ρk,uk,wk) dadas em (4.70), (4.71), (4.72), (4.73), (4.74), (4.75), (4.76) e (4.79), finalizamos

a prova do Teorema 4.2 (aqui usamos o Teorema 1.1, o Corolário 1.1 e a Proposição 1.1). �
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Comentários finais e projetos futuros

Com os resultados obtidos nesta tese, estamos elaborando alguns artigos em parceria com

os Professores Pablo Braz (UFPE, Brasil) e Marko Rojas-Medar (Universidad del Bío-Bío,

Chile). A seguir os descreveremos.

Do Capítulo 2, estamos preparando o paper “Error estimates uniform in time for semi-

Galerkin approximations of asymmetrics fluids with variable density”.

Os resultados do Capítulo 3 foram submetidos para publicação em 2013 com o título

“Vanishing viscosity for non-homogeneous asymmetric fluids in R3: The L2 case”.

Com relação ao Capítulo 4, estamos produzindo o paper “Strong solutions for the equations

of nonhomogeneous asymmetric fluids in unbounded domains”.

Quanto a trabalhos futuros, podemos mencionar o estudo da existência de soluções pe-

riódicas para as equações de um fluido assimétrico e, como em [42], onde é considerado o

limite invíscido para os fluidos micropolares no caso de densidade constante para algumas

forças externas especiais, poderiamos trabalhar com o caso de densidade variável. Também,

como sugestão dos Professores F. Guillén, M. Rojas-Medar e P. Braz, há a possibilidade de

se estudar o problema de Cauchy (1)-(2) em Ω× (0, T ), sendo Ω um domínio limitado de R3,

seguindo as mesmas ideias de F. Guillén-González e G. Planas em [22].
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