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Resumo

Estudamos alguns aspectos teéricos das equagoes que modelam o movimento de
fluidos assimétricos (micropolares) incompressiveis com densidade variavel. Mais es-
pecificamente, obtivemos estimativas de erro, uniformes no tempo, para aproximagoes
semi-Galerkin de solugoes. Também estabelecemos a convergéncia uniforme da solugao
do problema viscoso para a solucao do problema nao-viscoso, quando as viscosidades
tendem a zero e, por fim, provamos a existéncia de solugoes fortes (e semi-fortes) em

dominios tridimensionais ilimitados.

Palavras-Chave: Aproximacoes semi-Galerkin; Equacoes do tipo Navier-Stokes; Flui-

dos assimétricos; Viscosidade nula; Existéncia; Unicidade.



Abstract

We study some theoretical aspects of the equations that model the motion of incom-
pressible asymmetric fluids (micropolar) with variable density. More specifically, we
obtain error bounds, uniform in time, for semi-Galerkin approximations of solutions.
Also, we establish uniform convergence of the solution the viscous problem to the solu-
tion of non-viscous problem, as viscosities tend to zero. Finally, we show the existence

of strong solutions (and semi-strong) in general unbounded three-dimensional domains.

Key-Words: Semi-Galerkin approximations; Navier-Stokes type equations; Asym-

metric fluids; Vanishing viscosity; Existence; Uniqueness.
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Introducao

A teoria dos fluidos assimétricos (micropolares) surgiu em 1966 a partir do trabalho
Theory of micropolar fluids publicado por Eringen [19] e ja conta com muitos resultados
estabelecidos sobre existéncia, unicidade e regularidade de solugoes (veja, por exemplo,
[39] e as referéncias ali sugeridas). Esses fluidos sdo nao-newtonianos, uma vez que o
tensor de stress é assimétrico. As equagoes dos fluidos assimétricos sao generalizagoes
das equagoes de Navier-Stokes, no sentido que descrevem a dinamica de fluidos com
microestrutura, isto é, as particulas imersas estao sujeitas tanto a translagoes como a
rotacoes, o que leva, naturalmente, a considerar com uma “nova” grandeza: a velocidade

angular.

As equagoes de movimento para um fluido nao-homogéneo, viscoso, incompressivel
e assimétrico ocupando um dominio (ndo necessariamente limitado) 2 C R? (regido de
escoamento) durante um intervalo de tempo [0,7],0 < T < oo, sao ([18], [19], [38],
[39])
pu; + p(u- Viu+ Vp = (u+ p)Au + 24, rot w + pf,
divu =0,
pwi + p(u- V)W — (co + ¢4 — ¢o)V(divw) + 4p, w (1)

= (Cq + ca)AW + 2, rot u + pg,

[ et Vp=0.
Estas equacdes formam um sistema de equacdes ndo lineares, onde u(x,t) € R?
w(x,t) € R? p(x,t) € R e p(x,t) € R sdo as incognitas e representam, respecti-
vamente, a velocidade linear, a velocidade angular de rotacao das particulas do fluido,
a densidade e a pressao do fluido em um ponto x € 2 no tempo ¢ € [0, 7]. Em termos

de aplicagoes, o sistema acima modela o comportamento de alguns fluidos complexos,

como cristais liquidos e também fluidos corporeos, como por exemplo, o sangue (veja
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[39]). Complementamos o sistema (1) com condi¢oes iniciais dadas pg, ug e wo, isto &,

p(X, 0) = pO(X),

u(x,0) = uy(x), w(x,0)=wy(x).

(2)

No sistema (1), as forgas externas f e g sdo conhecidas. As constantes p, f,, ¢o, ¢4
e ¢q sdo positivas. Fisicamente, o pardmetro p é a viscosidade Newtoniana (usual). As
constantes ., ¢, ¢, € ¢q sao viscosidades adicionais, relacionadas a quebra de simetria
do tensor de stress e, portanto, relacionadas ao fato do campo rotacional w nao se

anular. Essas constantes satisfazem ¢y + ¢g > ¢,.

Notemos, ainda, que, no sistema (1), a primeira equagao corresponde & conservagao
do momento linear, a segunda equacao representa a incompressibilidade do fluido e as
duas tltimas equacoes sao as leis de conservacao do momento angular e da massa, res-
pectivamente. Os simbolos V , A div e rot denotam, respectivamente, os operadores
gradiente, Laplaciano, divergente e rotacional; us, wy e p; sao as derivadas com relagao
ao tempo de u,w e p; a i-ésima componente de (u-V)u e (u- V)w em coordenadas
cartesianas sao dadas, respectivamente, por:

3

(o V), =D uy

j=1

Também temos:

Note que se conhecemos (p,u, w), a pressao p = p(x,t) pode ser determinada pela

solugao da seguinte equagao:
div (p'Vp) = div (f — (u- V)u+ fip ' Au + 24,p~ ' ot w).

Portanto, mencionaremos somente (p,u, w) quando nos referirmos a solugao do pro-

blema (1).

Conforme mencionamos acima, o sistema (1) inclui, como caso particular, as equa-

¢oes de Navier-Stokes. De fato, se nao ha microrotacao, isto é, se w =0 e pu, =0, 0
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sistema (1) se reduz a

pu; + p(u- V)u+ Vp = pAu + pf,
divu = 0, (3)
pr+u-Vp=0,
com condigoes iniciais
p(x,0) = po(x),

u(x,0) = uy(x),

(4)

que é o sistema usual de Navier-Stokes com densidade variavel. O sistema (3) tem sido
bastante estudado quanto & existéncia de solugoes (veja [5], [6], [7], [29], [30], [32], [35],
[36], [37], [41], [47], [49]).

Logo, um dos motivos de se estudar o sistema (1) é o “desejo” de se obter resultados
correspondentes para o caso assimétrico e que as possiveis influéncias da estrutura do
fluido nos resultados obtidos sejam enfatizadas, uma vez que o caso newtoniano ja foi,

e ainda é, amplamente estudado, através das equagoes de Navier-Stokes.
A seguir, faremos uma breve exposicao de alguns trabalhos conhecidos.

Com relagao ao sistema (1), sob certas condigdes, usando linearizagdo e um (quase)
teorema de ponto fixo, Lukaszewicz estabelece em [38] a existéncia de solugoes fracas
por curto periodo de tempo (veja também [39]). Através do método semi-Galerkin
espectral, Boldrini, Rojas-Medar e Fernandez-Cara provaram em |[8] a existéncia e
unicidade de uma solugao forte (local e global no tempo) em dominios limitados com
uma abordagem hilbertiana. Utilizando um método iterativo, Conca, Gormaz, Ortega-
Torres e Rojas-Medar em [16] e [17], mostram a existéncia e unicidade de solugao forte.

A solugao fraca com densidade inicial nado-negativa foi estudada em [12] e [13].
No que segue, descreveremos como esta estruturado este trabalho.

No Capitulo 1, apresentamos, de forma sucinta, os espacos funcionais apropriados
para a analise matematica do sistema (1), bem como os resultados mais utilizados ao

longo do texto.

No Capitulo 2, obteremos estimativas de erro, uniformes no tempo, para certas
solugdes estéaveis (em um certo sentido a ser precisado neste capitulo). Estas estimativas

sdo obtidas com taxas otimais na norma H!, para as aproximacoes das velocidades
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linear e angular de rotagao das particulas do fluido. Também s@o obtidas estimativas

para as aproximacoes da densidade em alguns espacos L".

No Capitulo 3, estudaremos o limite de viscosidade nula (“vanishing viscosity limit”)
para a solugao do problema de Cauchy (1)-(2) em R*x [0,7], T > 0. Estabeleceremos a
convergéncia uniforme da solugao do sistema (1)-(2) & solugao de um fluido assimétrico

nao-homogéneo ideal, quando as viscosidades tenderem a zero.

Por fim, no Capitulo 4, mostraremos a existéncia e unicidade de solugoes fortes (e
semi-fortes) locais e globais no tempo para o sistema (1) em dominios ilimitados com

fronteira uniformemente de classe C3.
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Capitulo 1

Preliminares

Para facilitar a leitura, faremos uma breve revisao dos principais conceitos e re-
sultados que serao usados nos demais capitulos. Para maiores detalhes, consulte as

referéncias [1], [15], [20], [39], [40] e [46].

1.1 Definicoes iniciais

No que segue, denotaremos sempre por {2 um dominio (ndo necessariamente li-
mitado) em R®. Funcdes com valores em R, bem como seus espacos e pontos, sao
representados com letras em negrito. Nas proximas quatro defini¢oes, U C R" deno-

tard um conjunto aberto.

Definicao 1.1. Uma funcao f : U — R é dita Lipschitziana se existir uma constante

C > 0 tal que
fx) —fy)l < Cllx—yl.vx,y € U.

Definicao 1.2. Uma funcao f : U — R é dita localmente Lipschitziana se para cada

x € U, existir uma vizinhanga Vy, do ponto x, tal que f|y, é Lipschitziana.

Defini¢do 1.3. Dizemos que f : U — R é uma funcao C"' se f for diferenciével em

U com derivadas parciais localmente Lipschitziana.

Defini¢do 1.4. Um conjunto aberto U em R™ ¢ dito ser um conjunto aberto C*!

se existem constantes positivas 1y e ¢ tais que para todo z € OU, existem uma fun-
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¢io CH' f = f, : R — R satisfazendo f(0) = 0, Vf(0) = 0, ||[Vf|L= < ¢,
IVf(x) — Vf(w)| <c||x—w| e um sistema de coordenadas ortonormal C'S, : y =

(Y1, s Yn—1,Yn) = (¥, yn) com sua origem em z tal que
B(z,m0) NU = {y € B(0,79) em CS, /y, > f(¥)}.

Definig¢do 1.5. Dizemos que a fronteira de Q é uniformemente de classe C*, k € N,
quando ¢ possivel escolher coordenadas cartesianas locais (21, g, £3) numa vizinhanga
Uy de cada y € 09 tal que 02N U, seja representado por uma funcdo zs = (x1, 22,y)
de classe C*. Além disso, as vizinhancas U, podem ser escolhidas como sendo bolas,
todas com o mesmo didmetro, com respectivos centros y, e as derivadas até ordem k

de cada fungao ¢(-,-,y) s@o limitadas por uma constante independente de y.

1.2 Espacos funcionais e notacoes

Os espacos C(92),C*(Q), CH(Q), C5°(9) sao definidos da maneira usual. Denotare-
mos por LP(€), 1 < p < 00, o espago das fungoes reais u definidas em {2, mensuraveis,

cuja poténcia p, |u|?, é integravel (a Lebesgue) em 2, ou seja,
LP(Q2) = {u : Q@ = R, u mensuravel e / |u(z)|Pdr < oo} :
Q

que é um espago de Banach munido da norma

1/p
el ey = ( / |u<x>|ﬁdx) .

No caso p = 2, L*(2) é um espaco de Hilbert separavel com respeito ao produto interno

(u, V) 1200 —/Qu(x)v(x)dx.

O produto interno e a norma usuais em L*($2) sdo denotados por (-,-) e || - ||, respec-

tivamente, a menos de menc¢ao contraria.

Uma funcao u que é mensuravel em € é dita essencialmente limitada em €) se existe
uma constante C' € R* tal que |u(z)] < C quase sempre (q.s.) em . Por L>®(Q)
denota-se o espago das fungoes reais u, mensuraveis em ) e que sao essencialmente

limitadas em 2, onde usamos a notagao q.s. em {2 para indicar que a propriedade

15



lu(z)| < C évalida, exceto, possivelmente, para = pertencente a algum subconjunto de

) com medida nula. Chama-se supremo essencial de v ao infimo do conjunto
{C e R"; Ju(x)| < C qs. em Q}

e o denotamos por

supess |u(z)| .
e

Mostra-se que L*°(2) é um espago de Banach equipado com a norma
||| oo () = supess |u(z)] .
zeQ

Seja 1 < p < oo. Dizemos que uma fun¢ao u : Q@ — R pertence a L (Q) se

loc

u|x € LP(Q2) para todo compacto K C €.

Sejam I um intervalo da reta e X um espago de Banach. Se p € [1, +00], 0 espago
LP(I, X) representa o conjunto de todas as fungdes mensuraveis f : [ — X tais que a

fungao t — || f(t)||x pertence a LP(I). Para f € LP(I,X), definimos

1/p
T ( / IIf(t>H’§<dt) se p< oo,
I

[z xy = supess|[f{t)][x-
tel

p
loc

que f|; € LP(J, X) para todo sub-intervalo limitado J de I.

Denotamos por L7 (I,X) o conjunto de todas as fungdes mensuraveis f : I — X tais

O conjunto C*(I; X) representa o espaco de todas as funcdes que sdao k-vezes con-

tinuamente diferenciaveis sobre I com valores em X.

Consideraremos os espagos de Sobolev usuais
WP (Q) = {f € LX(Q) : [|D*fllzri) < +o0,]a] <m},

para um multi-indice a = (aq, ag, az) € N3, um inteiro nao-negativo me 1 < p < oo.

Aqui, D% denota o operador de derivacao de ordem « definido por

olel

aq (%) g )
0x" 0x5*0xs

onde |a| = ag+as+as. Para cadau € W™P(Q), define-se e denota-se a norma de u por

16



1/p

filny = | / Dou(@)fPde |, sel<p<oo,
laj<m ¥

[ullmee =Y supess|Du(z)|.
‘Oé'SmeQ

Escrevemos H™() := W™?(Q) e denotamos por H{"(2) o fecho de C5°(Q2) em
H™(Q), onde C5°(R2) denota o conjunto de todas as fungdes f : @ — R que tém
suporte compacto e sdo de classe C™°. Sabemos que H™()) é um espago de Hilbert

separavel e que H,(f2) é caracterizado por

HY(Q) = {u e H(Q); u|gq = 0}.

Enunciaremos a seguir, resultados que frequentemente usaremos nos préximos ca-

pitulos.

Lema 1.1 ([15], Generalizagao da Desigualdade de Hélder). Sejam @ C R" um

1 1 1
dominio limitado, p; > 1 e f; € LPY(Q) parai=1,--- |k, onde — = — +---+ — < 1.
P N Pk

k k
Entio f =[] fi € L e | flle < [ Ifillow:.
i=1 i=1

Lema 1.2 (|20, Desigualdade generalizada de Young). Sejam a e b dois nimeros
1 1
reais nao-negativos. Se p,q € R sao tais que 1 < p < oo e —+ — =1, entao para todo
q
e >0, tem-se

ab < ead? + C.b, onde C. =

Pz 151’q.
q

Lema 1.3 (|34] ou [49], Lema de Aubin-Lions). Sejam By, B e By espagos de Ba-
nach com By e By reflexivos tais que By — B < By com injecoes continuas e a injecao
By — B compacta. Para T € (0,00) e 1 < p; <o0,i=0,1, seja
d
W ={v;veL”0,T;By), v = d—: € LP(0,T; By)}

munido da norma
[vllw = lvllzro 0.7:80) + 1Vl o1 0.7:81)-

Entao W é um espago de Banach e
W — LP°(0,T; B)
com injecao compacta.
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Observagao 1.1. O Lema de Aubin-Lions nos diz que os conjuntos limitados em W sao
relativamente compactos em LP°(0,7; B). Logo, sequéncias limitadas em W admitem

subsequéncia convergindo (fortemente) em L (0,7 B).

Lema 1.4 ([40], Lema de Du Bois-Raymond). Seja u € L},.(Q). Entdo

/Qu(:v)tp(x) dr =0, VYo eDQ)

se, e somente se, u =0 q.s. em 2.

Lema 1.5 (|50], Lema 1.2, pag. 260). Sejam V e H dois espagos de Hilbert tais que

V s H = H* < V* com inclusdes continuas e densas. Se a funcdo v € L*(0,T;V) e
o du

Cdt
em H e, além disso, a identidade

€ L*(0,T;V*), entio u € quase sempre igual a uma fun¢do continua de [0, T)

d
llull? =2 (! w)

¢ vdlida no sentido das distribuigoes sobre (0,T).

Teorema 1.1 ([15], Alaoglu-Banach). Um espago de Banach X € reflezivo se, e so-
mente se, toda sequéncia limitada em X possui uma subsequéncia fracamente conver-

gente.

Teorema 1.2 (veja [15]). Se X € um espaco vetorial normado separdvel, entao toda

sequéncia limitada em X* possui uma subsequéncia convergente na topologia fraca™.

Uma vez que o espago L'(Q) é separavel e (Ll(Q))* = L*(Q)), temos o seguinte

Corolario 1.1. Se (u,) € uma sequéncia limitada em L*(Q), entao existem u € L*(Q)

e uma subsequéncia (un,) C (u,) tais que u,, — u.

Proposicao 1.1 (veja [15]). Sejam E um espago vetorial normado, {x,}nen C F €

{fu}tnen C E* duas sequéncias.

(i) Se x, — z, entio {x,} € limitada e ||z| < liminf ||z,].

(i) Se f, = f, entio {f.} € limitada e, se E for Banach, || f|| < liminf || f,]|.

A seguir, enunciamos um resultado simples que serd usado no Capitulo 2.
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Lema 1.6 ([10], Apéndice A). Seja h(t) uma fungao integrdvel nao negativa. Suponha
que existam constantes nao negativas a; € as satisfazendo

t
/ h(T)dr < ay(t — to) + as,

to

para todos t e tg, com 0 <ty < t. Entao,

t
sup <e_t/ eTh(T)dT> < 00.
t>0 0

Agora, recordaremos algumas desigualdades que serao bastante utéis no terceiro

capitulo. No que segue, usaremos a notacao D* f = Z D*f.
la|=k

Lema 1.7 (veja, por exemplo, [1], [14], [28], [31]). Sejam s € N, a um multi-indice
com |a] = ay + ag + az e DY o operador de deriva¢ao D* := 07" 05%05*.
(a) (Estimativa do comutador) Se f € H*, Df € L™ e g€ H*' N L™, entdo
> D (f9) = fD%lle < C(IVflls=llgliow + IV fle=llgls-r) . (1.1)
laf<s

(b) (Estimativa do produto) Se f,g € H* N L™, entdo

DD Uz < CUfle=lglls + 1 sllgllze) (1.2)

laf<s

(¢) (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg) Se |a| = k < s, entdo

S T Fll 2o < ClFLNFIE>. (1.3)

laf<s

(d) (Desigualdades de Sobolev) Para qualquer f € H* e q € [2,6], temos que

[fllze < CUAlls WS llze < CUV fllzz, [[fllze < CIVL < Clifll2 (14)

(e) (Uma desigualdade no espago de Sobolev) Para todo s > 1 existe uma constante C

tal que, para quaisquer f,g € H* N L™, tem-se
1 glls < Cs (I llzeellglls + [Lf[lsllgll oe) - (1.5)

Agora, apresentaremos outros espagos funcionais necessérios para o desenvolvi-

mento deste trabalho. Escrevemos
V(Q) ={ueCyrf)/divu=0em Q},
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e denotamos por H(2) e V(Q) o fecho de V(2) em L*(Q2) e H'(Q), respectivamente.
Note que V(Q2) — H(2), onde a inclusao ¢ continua e densa. Tais espagos sao carac-

terizados por (veja [50], Teoremas 1.4 e 1.6, paginas 15 e 18, respectivamente):
H(Q) = {veL*Q); divv = 0, vir|pn =0} ,V(Q) = {v e Hy(Q); divv = 0} .
Aqui, v.v|gq representa a componente normal de v sobre 0f).

O complemento ortogonal de H(Q2) ¢ caracterizado por
H(Q) = {¢ € L*(Q) : ¢ = Vp para algum p € H*(Q)}.

Assim, o espaco L?(Q) possui a decomposicao L?(Q2) = H(Q) @ H*(Q) (decomposicio

de Helmholtz) e podemos, entao, considerar a proje¢ao ortogonal
P:L*Q) — H(Q).

Note que P(Vg) = 0,Vg € H'(Q). Outra importante proje¢dao ortogonal que tra-
balharemos ¢ a projecio R : L*(Q) — Hy(2). Consideraremos o operador de Stokes
A=—PA:D(A) —» H(Q) que é caracterizado pela igualdade

(Aw,v) = (Vw, Vv), para todos w € D(A), v € V(Q),

onde D(A) = V() N H*(Q) é o dominio do operador de Stokes. Suas autofuncdes e
seus autovalores sdo, respectivamente, indicados por ¢ e \,. Uma vez que A é um
operador autoadjunto, definido positivo com inverso A™' : H(Q) — H(Q) compacto,
resultados de analise funcional nos garante que existe uma sequéncia de autovalores

positivos Ay > 0 e um sequéncia de autofungoes {gak}zozl, tais que
At =Mo", " € D(A)

e0<)\1§§)\k§)\k+1§,khm /\k:oo(ver[15])
—00

k o0 k o
) o [ei(x) ¢ (x) .
Também sabemos que {p*(x)} " { } e { formam um sis-
{ ( )}kfl VAR ) e )

tema ortonormal completo nos espacos H(2), V() e V() NH?*(Q2) equipados com os

produtos internos (u, v), (Vu, Vv) e (Au, Av), respectivamente.

Consideraremos também, o operador de Laplace B = —A e o operador fortemente

eliptico L = — (¢, +¢q) A — (co+cqg—c,) Vdiv, com condigoes de contorno de Dirichlet e
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dominios D(B) = Hj(Q2) N H*(Q) = D(L). A fim de ndo sobrecarregarmos a notagao,
denotaremos, respectivamente, por ¢* e v, as autofuncoes e os autovalores de B ou
L, segundo o contexto. Notemos que todas as propriedades acima para o operador

A tém consideragoes similares para os operadores B e L. Por exemplo, {gbk (X)}:;l,

k 00 k

{d)_(x)} e {qb_(x)} formam um sistema ortonormal completo nos espagos
V) i Tk ) k=1

L*(Q), Hy(Q) e HY(Q) N H?*(Q), respectivamente. Além disso, temos

(Bw,v) = (Vw,Vv),

(Lw,v) = (co+ca)(VW,VV) + (co+ cg — ) (divw,divv),

para todos v € Hj(2) ew € D(B) = D(L). Observamos que devido a hipotese

co + cq > ¢4, 0 operador L é, de fato, um operador positivo.

Usando resultados de Amrouche e Girault (veja [4]), quando © ¢é de classe C*,
temos que ||ul|gz e [|Aul|, ||[w]|mz e || Bw||, |w]||az e || Lw]|, sdo normas equivalentes em
D(A),D(B) e D(L), respectivamente. Também temos que |[Vw|, ||w|g e ||LY?w|

a0 normas equivalentes em Hy ().

Para cada k € N, denotamos por Py, e R}, as projecdes ortogonais de L?(Q) em V}, :=
span[@’, -, "] € Wy, := span[@’,--- , ¢"], respectivamente, ou seja, se f € L*(1Q),

entao
k k

i=1 i=1

Neste caso, para todos f € D(A), g € D(B) =D(L) e k € N, temos

Também trabalharemos com as projecdes ortogonais @y e Sy, de L?(€2) sobre \ka =

k+1

span[p" 2 ] e W, = span[¢* ™ @"2 .. .] respectivamente. E claro que as

seguintes identidades sao verdadeiras:
P:Pk—i-Qk (S R:Rk+5k.

Para estas expansoes em termos das autofuncoes, podemos estimar os erros de

acordo com o seguinte lema:
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Lema 1.8 (veja [43] e [44]). Se v € V(Q) e w € H}(Q), entdo
2 1 2 2 1 1/2 112
v = Puvl” < s—I[IVvl, lw — Rpw||” < —|[L7/w|]".
Aot 1 Vk+1

Além disso, se v € V(Q) NH*(Q) e w € Hi(Q) N H*(Q), entdo

1 1
Iv = Puvl* < 5l AP, Iw — Riwl|* < —— || Lw]]*,
k41 k41
1 1
IVv = VEv|* < —[lAv]P, ILY2(w = Rew)|[* < — || Lw]|*.
E+1 Ve+1

A seguir, enunciaremos alguns resultados que serao frequentemente utilizados no
Capitulo 4 e usaremos a notacao

3

10?7 = )

i.j.k=1

2

0% f;
8CL’j 8xk

Lema 1.9 ([23], Lema 1). Seja Q um conjunto aberto do R* com fronteira uniforme-

mente de classe C°. Suponha que v € V(Q) é uma solucio generalizada do problema

de Stokes
~Av+Vp = f em Q comfec L*Q),

div v. = 0, em ,

v = 0, sobre 09,

isto €, v satisfaz a identidade / VvVepdx = / f ¢ dx para todo ¢ € V(Q2). Entdo v
Q

Q
possui sequndas derivadas em L*(Q) e as desigualdades

1D < Co(llPAll + IV,
IVvlls < Co(IlPEY?[ V]2 + [[Vv])),

sdo satisfeitas com constantes dependendo somente da reqularidade-C* da 0 (mas

independentes da medida de 2 ou 02).

Observacio 1.2. A hipotese de Q ser um dominio com fronteira de classe C° é usada
somente para provar o Lema 1.9 sem usar a Teoria do Potencial. Para detalhes, veja

os Lemas 1 e 2 em [23].

Nos lemas abaixo, assumiremos que as fungdes ¢(t), ¥ (t), f(t) e h(t) sdo suaves,

nao-negativas e definidas para todo ¢t > 0.
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Lema 1.10 ([23], Lema 3). Suponha que ¢(0) = ¢ e ¢'(t) + (t) < g(o(t)) + f(t)
para t > 0, onde g € uma fung¢ao Lipschitz nao-negativa definida para ¢ > 0. Entao
o(t) < F(t;¢0) para todo t € [0,T(¢o)), onde F(-;¢0) € a solugdo do problema de
valor inicial F'(t) = g(F(t)) + f(t), F(0) = ¢g € [0,T(¢o)) € o intervalo mazimal de

existéncia. Além disso, se g € nao-decrescente, entao

/0 W(r)dr < F(t; o),

onde

F(t;¢o) = ¢o + /Ot [9(F (73 $0)) + f(1)]dr.

Lema 1.11 (23|, Lema 4). Suponha que ¢(0) = ¢ e ¢'(t) + () < h(t)p(t) + f(t)
para t > 0. Entio ¢(t) < F(t; o) e / Y(T)dr < F.(t; o), para todo t > 0, onde
0

Fition) = (an+ | e [ b i) eon | h(r)dr

Eult: ¢0) = do+ / [h(r)E(r: 60)) + F(r)]dr.

t
Assim, as estimativas para ¢(t) e / Y(T)dT sao obtidas a partir das estimativas para
0

b0, /Ot h(T)dr e /Otf(T)dT.

Lema 1.12 ([23], Lema 7). Seja Q um dominio tridimensional qualquer com fronteira
uniformemente de classe C°. Seja Q1 C Qy C Q3 C -+ wma sequéncia de subdominios
limitados de Q, todos com fronteira uniformemente de classe C°, satisfazendo Q) =
UX_ O, e tais que a reqularidade C° das fronteiras 0Q,, ¢ uniforme com respeito
m. Seja a € V() e suponha que ||[D*al| < co. Entdo existe uma sequéncia de fungdes
a, € V(Q,) com ||[Vanla, < |Val| e ||D*anlq, < A, tal que |Va,, — Val — 0
quando m — oo. Aqui € entendido que a,, = 0 fora de ,, e A € uma constante

independente de m.

Similarmente, para func¢oes em H(l)(Q), temos o seguinte resultado:

Lema 1.13. Seja Q) um dominio tridimensional qualquer com fronteira uniformemente

de classe C3. Seja Q0 C Qy C Q3 C -+ uma sequéncia de subdominios limitados de §Q,
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todos com fronteira uniformemente de classe C®, satisfazendo Q = UX_ Q,,, e tais que
a reqularidade C* das fronteiras 0S),, € uniforme com respeito a m. Seja b € Hy(S2)
e suponha que |D?*b|| < co. Entdo existe uma sequéncia de fungées b,, € Hp(Q,)
com ||LY?b,, ||q,, < ||LY?b]| e | Dby, < B, tal que ||LY?b,, — LY*b|| — 0 quando
m — 0o. Aqui € entendido que b,, =0 fora de 2, e B € uma constante independente

de m.
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Capitulo 2

Estimativas de erro uniformes no

tempo

Consideramos aproximagoes semi-Galerkin espectrais para solucoes globais fortes
das equagbes que modelam o movimento de fluidos assimétricos (micropolares) com
densidade variavel. Obtivemos estimativas de erro, uniformes no tempo, otimais na
norma H', para as aproximacoes das velocidades linear e angular de rotacdo das par-
ticulas do fluido. Também obtivemos estimativas de erro para as aproximagcoes da
densidade em alguns espacos L". Os resultados que provamos sao similares ao de
Heywood [24] para as equagbes de Navier-Stokes usuais (densidade constante) e ao
de Braz e Silva e Rojas-Medar [10] para as equagoes de Navier-Stokes com densidade
variavel. Aqui, por otimalidade entendemos que as solucoes aproximadas u* e w”* con-
vergem para a solu¢ao u, w do problema (1) na melhor taxa possivel, medidas por

poténcias do inverso dos autovalores A1 € ;11 dos operadores de Stokes e de Laplace

(Laplaciano), considerando-se as aproximagoes nos subespagos Vi e Wy.

2.1 Introducao

Seja © um dominio regular limitado em R? de classe C'!, com fronteira 0. Vamos

estudar o sistema (1) na regiao © x (0,00), ou seja
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( pu; + p(u-Viu+ Vp = (pu+ pr)Au+ 2p, rot w + pf  em Q x (0, 00),
divu=0 em Q x (0,00),

§ pwi+ p(u- V)W — (co + ¢ — ¢)V(divw) + 4p,w (2.1)

= (cq + ca) AW + 2, rotu + pg  em Q x (0, 00),

| P+ u-Vp=0 em €2 x (0,00).

Complementamos o sistema (2.1) com as seguintes condiges de fronteiras e iniciais:

u(x,t) =0, w(x,t) =0 sobre 00 x (0, 00), (2.2)

u(x,0) = uy(x), w(x,0) = wo(x) e p(x,0) = po(x) em .
Estamos interessados no método semi-Galerkin espectral aplicado ao sistema (2.1).
O termo espectral é usado para indicar que a base utilizada para as aproximagoes
de Galerkin é formada por autofungoes do operador de Stokes. A importéncia de
obter estimativas de erros para métodos de Galerkin reside na ampla aplicacao de tais
métodos em experimentos numéricos. Mesmo o caso mais simples de aproximagoes

espectrais podem ser usados como preparacao para um método de elementos finitos.

Um desenvolvimento sistematico de estimativas de erro para o método de Galerkin
espectral aplicado as equagoes de Navier-Stokes cléssicas foi obtido em [44]. As estima-
tivas 14 obtidas sao locais no tempo no sentido que dependem de fung¢oes que crescem
exponencialmente com o tempo. Como observado em [24], esse resultado ¢ o melhor
que se pode esperar sem hipoteses adicionais sobre a estabilidade da solucao que esta
sendo aproximada. Estimativas 6timas e uniformes no tempo para a norma de Diri-
chlet da velocidade foram obtidas em [24], supondo limitagdo uniforme no tempo da

norma L? do gradiente da velocidade e estabilidade exponencial da solucdo na norma

de Dirichlet.

Para o caso das equagoes de Navier-Stokes com densidade varidvel, estimativas de
erro locais no tempo foram inicialmente obtidas em [47]. Além disso, estimativas uni-
formes no tempo para a norma L? também foram obtidas. Essas tltimas estimativas
nio sio 6timas. Além disso, requeriam a hipétese u € L*°([0, 7]; H*(2)) que, como ob-
servado em [25], é muito restritiva, pois requer uma condigao global de compatibilidade

para os dados iniciais mesmo no caso de densidade constante. Em [10], Braz e Silva e
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Rojas-Medar obtiveram estimativas de erro uniformes no tempo, para as solugoes das
equagoes de Navier-Stokes, supondo que a solucao fosse estavel em um certo sentido
especifico. Neste capitulo, iremos estender, para as equagoes dos fluidos micropolares

dadas pelo sistema (2.1), os resultados obtidos em [10].

2.2 Conceito de estabilidade e resultado principal

Consideramos o problema (2.1) para todo tempo ¢ > 0, e supomos que os dados do

problema satisfazem as condigoes abaixo:

uo € V(Q) NH2(Q), wy € HL(Q) NH2(Q), (2.3)

sup [l < 00 ; sup [ < oo, sup gl < 0o : supllegll < oo (24)
>0 >0 £>0 >0

po € CH); 0 < a < py(x) < B < oo, (2.5)

onde o e [ sdo constantes. Além disso, também supomos que existem constantes

M, M > 0 tais que a solugio (p,u,w) de (2.1) satisfaz

IVl 8) + Vw8 < M, ¥i>0, (2.6)

IVp(-,t)|[re < M, Vt >0 e para algum po € [6,00]. (2.7)

A desigualdade (2.6) ¢ valida quando f, g, uy e w sao suficientemente pequenos (cf. [7]).
Para um dado py, 6 < py < 0o, também assumimos que (p, u, w) é po-condicionalmente
assintoticamente estdvel (cf. a Defini¢ao 2.1 a seguir e veja as referéncias [10], [24] e
[47] para nogoes similares de estabilidade). Para definir esta nogao de estabilidade,
necessitamos do estudo do comportamento de “solugoes perturbadas” do sistema (2.1).
Para isto, consideramos uma solugao (p, u, w) do problema (2.1) comegando no tempo
inicial ¢y > 0, com valores iniciais Uy, W € py € com as mesmas forcas externas f e g,

ou seja, (p, U, w) satisfaz o seguinte sistema de equagoes em € X (tg, 00):
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pu;+p(u- V)d — (p+ p)Au+ Vg = 2, rot W + pf,

pwWi+p(a- V)W — (¢, + cg) AW — (co + ¢g — ¢o)V(divw) + 4p, W

= 2u,rotu+ pg, (2.8)
pr+u-Vp=0,
u(x,t) =0, w(x,t) =0, sobre d§ x (tg,00),

=)

| u(x,to) = o (x), W(x,t0) = Wo(x), p(x, o) = po(x) em £2.

Dizemos que o terno (n(x,t),&(x,t),{(x,t)), definido para t > ¢, > 0, é uma
perturbagao de (p,u, w) no tempo tq se o terno (p, u, w) := (p+n, u+ &, w+ ¢) for
uma solugao do sistema (2.8). Portanto, se escrevermos &, := &(-, to), ¢y := C(+, o),
no :=n(+, o), o terno (p, &, ¢) é uma solugao do seguinte problema de valor de fronteira

e inicial em §2 X (tg, 00):

;

P+ p(u-V)E+p(€ - V)u+p&-V)E+Vp
= (1 + )AL+ (p— p)(u; + (u- V)u —f) + 2p,rot ¢,

pCi+ p(u-V)C+p(& - V)w + (€ - V)¢ — (co + ca — ¢a) Vdiv ¢ + 4p,C
= (ca + ) AC+ (p = P)(We + (- V)W — g) + 2p,10t €,

pr+((§+u)-V)p=0, (2.9)
divg =0,

§loa =0, Clon =0,

£(x,to) = &(x), Vx €,

C(x,t0) = Co(x), Vx € Q,

-~

p(x,t0) = po(x) = p(x,to) + 1m0(x), Vx € .

\

Agora, para um dado pg, 6 < py < 00, definimos o conceito de solugao pg-condicionalmente

assintoticamente estéavel.

Definigao 2.1. Seja py € [6,00]. Uma solugdo (p,u,w) do problema (2.1) é dita
po-condicionalmente assintoticamente estével se, para todo t, > 0, existir niimeros
positivos Ay, As, As, 01, da, My, My, M3 e uma fungao F : [0,00) — RT, continua
decrescente, onde F(0) =1 e tlggo F(t) = 0, tais que, para todos &, € V(Q) N H?*(1),
¢ € HY(Q) NH2(Q), no € L>(Q) N W (Q), satisfazendo ||VE|| < 61, ||[VColl < 62,
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| A&, |l < A1, [|BC,ll < Az, |Inollz= < As, o problema (2.9) admitir uma tnica solugao

(7,€,¢), com

& € Lip([to, 00); V() NH*(Q)),

loc

¢ € Lig([to, 00); Hy(2) NH*(Q)),

&, €, € Li([to, 00); H(Q)),
n € L ([ty, 00); L>=(Q) N WP (Q)).

Além disso,

IV ()l < My, Yt > to, (2.10)
IVEC, Il < Ma||VE I F(t —to), Vit = to, (2.11)
IVE( D)l < Ms[|VE|| F(t —to), Vi > to. (2.12)

Observagao 2.1. Usamos uma fungao geral F'(t) na Definigao 2.1 apenas para salientar

que os resultados que aqui faremos nao requerem uma taxa de decaimento exponencial.

A solugao do problema (2.1) pode ser obtida através das aproximagoes semi-Galerkin
espectrais, isto €, aproximagoes Galerkin espectrais

u” (Xv t) - Z A (t)soi(XL w (X7 t) = Z Bik (t)d)z (X)

para as velocidades linear e angular de rotacao das particulas do fluido, respectiva-

mente, unicamente determinadas por

(o, 1) + (b Tt o) + (s + 1) (Vb Virb) (2.13)
= 24, (rot w*, ) + (p"f, V%), t >0,
(p"wWh, D") + (pFu® - VW DY) + (e, + o) (VWF, VIP) + dp, (wh, %) (2.14)
+(co + cq — o) (divw”, div o*) = 2u, (rot u*, %) + (pFg, %), t >0,
u”(x,0) = Pug(x), (2.15)

wh(x,0) = Rywo(x), (2.16)

k k
para todos v* e D" da forma v*(x) = ch-cpi(x) e UM(x) = Zdiq’)i(x), e uma
i=1 i=1

aproximacao em dimensao infinita p* (x,t) para a densidade, solugdo da equagao de
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continuidade
pi +ut- Vb =0,

P 0) = po(-)-

,w") converge em um sentido apropriado para (p,u,w),

(2.17)

Pode-se provar que (p*,u”

solugao do problema (2.1). O principal resultado deste capitulo é o seguinte

Teorema 2.1. Suponha que (p,u, w) € po-condicionalmente assintoticamente estdvel,
para algum py, 6 < py < co. Entao, existem constantes N € N e C > 0, tais que se

k > N tem-se, para todot > 0,

C C
Akl Vet
Além disso, se 6 < py < 00, entao
Ct Ct 6p
Hp('7t) - pk("t)”lf < T + T 2<r< 6—0, (2.19)
(Ae+1)2 (Vs + Do
e se py = 00, entao
Ct Ct
lp(t) = P )l < + -, 2<r <6 (2.20)

Mer1)?  (Yr1)?
As constantes N e C, dependem apenas de 2, da 02, das viscosidades, das normas
dos dados em (2.3)-(2.4) e das constantes introduzidas em (2.5)-(2.7) e na Defini¢ao
2.1.

2.3 Estimativas a priori

Nesta se¢ao, obteremos varias estimativas integrais, que dependerao somente dos

limites de integragao. Isto seré suficiente para provarmos o Teorema 2.1.

Para u e w, solugoes do problema (2.1), e para as perturbagoes &€ e ¢, temos:
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Lema 2.1. Para todot >ty > 0, temos

3(U+Mr)2 2, O 2
S g AU O + Sl

< C ([EC. O + [Vl )l + [Vw (1)), (2.21)

d :
(1 1) 9 ) +

3(cq + ca)?

2
B

d d, ..
(ca + ca) VW O + (co + ca = o) 2l divw(, )] +

3(ca + ca)pir
2
<C (gt DI + [[Vul, O + [Vw (-, ) + [[Vu(-, ) Vw(-, 1)]1%) (2.22)

«Q d
+ §||Wt(-,lt)||2 + 4ur£IIW(-, t1? + IVw(-, 1)

d a(p+ p)? o
(ot ) B19ECOI + LT ag e+ e ol

< C (IVEC DI IVaC, O + IVECHIT + e O + [ AuC, H)l* + ¢ O)11%)

+C (IVul, ) + [IVCC DI + [ VEC DI [Aul, 1)) (2:23)
d d a 2
(cat ca) ZIVEC I + (o + ca = ea) i (-, )2+ %um,t)u?

o 9 d o 2ur0(cq + cq) 5
+ S IG DI+ 4 1G] +3—52||VC(-,25)H

< C [IVuC OIF (IVw (B + [IVECDIP) + IVECDIFIVEC DI + [1Bw (-, )]
+C [IVECOIP (IBw( O + 1) + IVEC DI + [Iwe (Ol + s O] - (2.24)

Demonstracao. Provaremos apenas a desigualdade (2.21), pois as demais desigual-
dades sao provadas de formas completamente analogas. Para isto, fazemos o produto
interno da primeira equacgao de (2.1) com eAu (para algum e > 0 a ser conveniente-
mente escolhido) e depois com u;. Usando integracao por partes, a formula de Green
e os fatos que divu = 0 e (Vp, Au) = 0, pois Vp € H* ¢ Au € H, obtemos, respecti-

vamente

e(p + pr)||Aul]? = —e(puy, Au) — e(pu - Vu, Au) + e(pf, Au) + 2u,€(rot w, Au)(2.25)

M
2

d
%HVUHQ + [[voue|? = (pf, wy) — (pu - Vu,uy) + 2, (rot w,uy).  (2.26)

Somando estas duas identidades, temos

H+
2

d
F IVl + [[Vowll® + i+ )| Aul* = —e(puy, Au) — e(pu - Vu, Au)

+€(pf, Au) + 2p,e(rot w, Au) + (pf, u;) — (pu - Vu, uy) + 2p,(rot w, uy).(2.27)
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Agora, estimaremos cada um dos termos do lado direito da identidade (2.27). Fazendo

uso das desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, obtemos

1
w, Au)| < ||Au wl| = Vi + puy ||[Au|| — || pu
3(p+ pr) 2 453 2
< BT HI A S A
< 6 lAul”+ 3(M+W)H\/ﬁutH :
s
pu-Vu, Au)| < ||Aul|pu-Vu|| < v+, ||Au|| ———|ju- Vu
( )] [ Aul ] <V [ Aul| m” I
3 . 432
< ML)y v,
16 3+ )
p
of, Au)| < ||Au|| ||pf]| < ||Au]| B ||f]]| = Vi + pr [|Au]| — ||f
I( )] [ Aul| ||of]] < [[Aul] 5 [f]] = v | ||\/m|| |
3+ pr 44
< Hetm) >\|AUI!2+—HfH2,
16 3(p+ pr)
2/
2u(rotw, Au)| < 2u, [|Au|| ||VW] = Vi + iy ||Au|| —= ||[VW
|24 ( )] [Aul| [Vw] = v/ | Aull WH I
3(p + pr) ) 1647 >
< 2T H) 4 _ 1O

GE )l = I(VpE vou)l < IVafl Ivaul < glvawl? + Slvafl
< clvaul?+ 2,
(- Vu )| = |(ypu- Va, o) < [y - Tl
< Slvpul? + 5y Tul?

1 308
< glIvewll® + -Vl

1 1
12, (rot w, )| = [2p.-(—=rot w, /puy)| < 2u, —rotWH [/l
! \/_p \/_ t \/_,0 \/_ t
< - =l | 1v/ou |
Vw u
\/_ PU

1 Gye;
< 6||\/ﬁut||2 + 7||VW||2-

Por outro lado, usando-se as desigualdades de Hdélder, da interpolacao e de Poincaré,

juntamente com o fato que ||ul|g2 e ||Aul| sdo normas equivalentes, obtemos

3/2 3/2
lu-Vul? < Jafg IValze < Jafl? allf [ Va) 2 [Vl g

< CVul 2 [Vul? [Vl || Al

C [Vul[?/? || Au[}*"2.
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Substituindo as desigualdades acima na identidade (2.27), obtemos

Bt pe d 2 1 4ep o, €lp+pr) 2
@ P AR ) g
5 71Vl +<2 300+ ) Ve[ + = Aul|

33 4e3? ) ) (6,u2 16€p? ) )
<|\—=4+———|IfIF + -+ - Vw 2.28
(S g+ (5 + ) ot eas

3CH 4eB2C ) 5/2 3/9
+ + Vu Au / .

3(p+ )

BT obtemos, da desigualdade (2.28) acima, que

Escolhendo € =

[+ py
2

(b + par)?

d 2 1 2 3 2
= - A
Y e P

(a+68)
af

V7|2 || Aul*/2.

[
< I+ IVw? (2.29)

76C

M

Usando a desigualdade generalizada de Young (ver Lema 1.2), temos

78C 78C\* _

— IValP2 [ Au] < 6(u + pr)|| Aul* + Cy (—4 ) (1 + )2V, (2.30)
Substituindo esta ultima estimativa na desigualdade (2.29) com 0 = 3(?;8— g T), con-
cluimos que

d 3(p + pr)? o
(e )7l + 2D e 4 S < COIE + [Tl + VW)
que é exatamente a desigualdade (2.21). O
Corolario 2.1. Para todo t > ty, temos que
t
[ (aat ol + | Bw(.nlF) dr < €+ Ct ~ o), 2.31)
to
t
/ (laso )2 + [ wal-,7)[2) dr < C + Ot — to), (2.32)
to
t
| AgC P+ 1B dr < 0+ Ot~ o) 233
to
t
[ &I+ 166y dr < €+ Cle - o) 231
to

33



Além disso, combinando as desigualdades (2.31), (2.82), (2.33) e (2.34) com o Lema

1.6, obtemos

¢
supet [ e ()P + wile ) dr < o (2.35)
t>0 0
supe”’ /t e” (||Au(-,7)|* + [|Bw(-, 7)|]?) dr < o0, (2.36)
>0 0
Supet/ e (116, I” + 1S TIIF) dr < o0, (2.37)
t>0 0
oup et [ (AEC. DI+ 1BEC )IP) dr < o 2.3%)
t>0 0

Demonstragao. Integrando a desigualdade (2.21) de ¢y a t, devido as hipoteses dadas
em (2.4) e (2.6), obtemos

t t
/ (Au(, D)I* + lue(- 7)[*) dr - < C/ (11" + [[Vall ™ + [Vw][*)dr + C[[Vu(-, to)]|*

to to

< C(t—ty) +C.

Isto prova as primeiras estimativas em (2.31) e (2.32). As demais estimativas sao
provadas de forma extremamente analogas. Basta, para isto, integrar as desigualdades
(2.22), (2.23) e (2.24) de tp a t e usar, quando necessario, as estimativas ||[VE(-,1)|| <
M| V&l IVEC,IF < Ms[[VEoll, ViE = to e [Vu(, )| + [Vw(-, 8[| < M, V=0 O

O lema abaixo estabelece algumas estimativas para u e w que serao muito impor-

tantes no decorrer deste capitulo.

Lema 2.2. Temos que

sup (DI + i )7) < o, 23

Stl>l%)) (HAu(vt)HQ + ”BW<>t)H2) < o0, (2'4())
¢

stt>1£> e_t/ e’ (||Vut(-,7')||2 + ||th(-,7')||2) dr < 0. (2.41)
> 0

Demonstragao. Supondo que a desigualdade (2.39) ¢ valida, iniciaremos com a prova

da estimativa (2.40). Multiplicando a primeira equagao de (2.1) por Au em L*, obtemos

(1 + 1) Aul* = 241, (rot w, Au) + (pf, Au) — (pu - Vu, Au) — (pu;, Au).
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Portanto,

IN

(1 pe)[[Aul] < 2p [V ]| + BIIE] + Bllu - Vi + ||

IN

20, IVW( + Bl + Bllales [Vallps + Bllu

2| VW + BIIE| + CBIIVu ]| Aull s + Bl

IN

IN

H
2 [ VW + Bl + CIVul? + == Aul| + B[]l
Logo,
[Au]] < C([Vwll + [l + [Vall” + [ue]). (2.42)

Por (2.4), (2.6) e (2.39), segue da desigualdade (2.42) que

sup ||Au(-, )||* < co. (2.43)
>0
Agora, notemos que como L = —(c, + cq)A — (co + cq — ¢,)Vdiv é um operador
fortemente eliptico, segue que
(L, Bw) > (e + ca) | BwI|* — Nol| Vv (2.44)

onde Ny depende apenas de ¢, + ¢q, co + cqg — ¢ € 09 (veja [33], pagina 70).

Analogamente a obtengao de (2.43), se multiplicarmos a terceira equagao de (2.1)

por Bw em L?, obteremos

(Lw,Bw) = 2u,(rotu, Bw) + (pg, Bw) — (pu- Vw, Bw)

—(pwy, Bw) — 4p,.(w, Bw). (2.45)
Logo, pela desigualdade (2.44), segue da identidade (2.45), que

(ca+ca)|Bw]* < NollVw|* + 47 O Vul|* + 52 Cclg]|* + 1617 Ce[w*

B Cellu- Vwl* + B2 Ce[wi[|* + 5¢l| Bw|]?,

onde, para obtermos a desigualdade acima, usamos a desigualdade de Young. Uma

vez que [[u- Vw|* < [Julf. [[Vw]* < [Au)* [Vw]* e |w[* < C'[|[Vw]?* tomando
Cq + Cq

, obtemos
10

€ =

1Bw|* < C(IVul* + [Vw]* + [lgl* + [| Aul* [[Vw]|* + [we]|*). (2.46)
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De (2.4), (2.6), (2.39) e (2.43), temos que sup | Bw(-,t)||* < co. Este resultado, jun-
>0

tamente com (2.43), conclui a prova de (2.40). Agora, para provarmos (2.39) e (2.41),
derivamos, com relagao a t, ambos os lados da primeira e da terceira equagoes de (2.1)
e multiplicamos, em L?, as equacoes resultantes por u, e w,, respectivamente, para

obtermos

(prag, wy) + (pug, ug) + (1 + ) (Bug,ug) = 2p,(rot wy, ug) + ((pf)s, 1)
—((pu - Vu);, uy)

(pewi, W) + (pWie, We) + (Lwy, We) + dpie (Wi, W) = 2p, (rot ug, wy)

+ ((p8)e, wi) — ((pu- VW), wy).

Usando a identidade
(ptI/J/) = —((u-Vp)y,u) = —(div(pu)y,y) = 2(p(U'V)I/,I/),

valida para todo v € H*(Q) com v, € L?(f), as duas identidades anteriores podem ser

reescritas da seguinte maneira:

1d
5@”\/51%“2 + (p+ ) [V |* = —(p(u- V)u,u) + 2, (rot wy, u,)
+((pf)e, ug) — ((pu - Vu)y, uy)

1d .
57 VAWl + (ot ca) IVWll® + (co + ca = ca) [ div wel* + dpy [ we

= —(p(u- V)wy, wy) + 2p.(rot ug, we) + ((p8)r, wi) — ((pu- VW), we).
Somando estas identidades, obtemos:
ld 2 2 2 2
577 VPl + [IVewil ) + (1 + ) [ Vue* + (ca + ca) [V
+ (o + ca — ca)[|div wi||* + dp Wil = —(p(u - V)uy, ue) + 24, (vot wi, wy)
+(pfi, wy) + (pef, 0e) — (pr (0= V)u,wp) — (p(u; - V)u,wg) — (p (u- V)ug, wy)
—(p(u - V)wy, wy) + 2p,(rot ug, wy) + (pg;, i) + (0i8, Wi)

—(pe (- V)w, wi) = (p(u; - V)w,wy) = (p(u-V)w;, wy). (2.47)
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Agora, estimaremos cada um dos termos do lado direito da identidade (2.47) como

segue:

1241, (rot Wy, uy) |

1241, (rot vy, wy)|

|(pfe, ur))|

|(pgt, W)l

2(p(u- V)ug, )|

2(p(u- V)w, wy)|

|(pf, 1y)|

|(prg, W)

IN

IN

IA

IN A

IN

IN A

IA

IN

IA

2

c ||V < \Y - ;
IVwell llu]l < ——[[Vw| +2<Ca+cd)llut||
H+ 2 ? 2

C [V [|we]| < Vu|® + ———=||w||7,
IVl lwell = == V| 2(u+m)“ al

2
1
BIEI Taell < IR + 5w,

Bz L e
Bligel Twell = = llgell™ + Slwell”,

ol ([l (el (V|
CAIIVul w3 [V [V
CAIVull f[u? [V ?
Cs(CBM)® uy||? + 6| V|,

ol [[allgs Wl | Vwl|
CBIIVull [[wll5 [ Vw3 [|Vwi]
CAIIVll w7 | Vwe |
C(CHM) |[wi|* + e Vw2,

| = (div (pu)f, w,)|

[(p(u- V)f ) + (p(u- V)uy, f)|
[ollLe | Vull | VE] [ V||
Cs(CBM | V) + 8[| Vuy| %,

| = (div (pu)g, wy)|

[(p(u-V)g, W) + (p(u- V)w, g)|
[pllLee [Vl Vel [Vw|

C(CBM|[Vg|)* + el Vw1,
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|(pe(u-V)uw,u)[ = | = (div (pu)(u- V)u, u)|

IA

Cliplle [Vall® [ Aull [[Vu]|

IN

Cs(CBM? | Aul))® + 6] Vue %,

(pr(u-V)w, wi)| = | = (div (pu)(u- V)w, w;)|

IN

Clipllue [Vull* [ Bwl| | Vw: |

IA

C(CAM?|| Bw|)* + €] Vw.|*,
1 3
[(p(ue - VIwu)| < lplle ([l [Vl < CBIIV | fful]2 || V| 2

C5(CHM [ug|[2)* + 0| Vue %,

IA

IN

CsCHB*M*||uy]|? + §|| Va2,

(ol - VIw, wi)| - < [plleee [lwlfes VW] {[willLs < OBl [us [[Vw | [[Vw]

< OBl 1|V 1| VW] Vw|
< C.CP B w2 | V|2 [ VW[ + ¢ Vs
< C5 (C2C M w]])? + 8] V|| + €] Vw2,

Substituindo as estimativas acima na identidade (2.47), obtemos a seguinte desigual-

dade diferencial:

d
= (Vowl + 1Vewdl?) + (i + ) [Vl + (o + ca) [V wil

N | —

2
< ((2 - CNCH(CAMY® + CS(CBM) + % n %) 2

C? 1 2
+ M8 - 2 2 2

+C5 (CBM||VE)® + C. (CBM|Vgl)® + C5C? 8° M* || Aul®

+ fr Cate
+ C.C* B> M* | Bw||* + (56+“ 2M>\|VutH2+(4e+ 5 d) | Vw,||%.

+ pr Cq + C
np < d

Escolh
scolhendo ¢ < 10 , € 3

e usando (2.4), concluimos que

d
7 (Vowll® + [Vpwil ) + Cr IV |* + G [[Vwe |
< C+CllAuf* + CBw* + C [[ue|* + C w1, (2.49)
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onde C e (5 sao constantes positivas que dependem somente de i, ., ¢, € ¢q. Agora,

multiplicando a desigualdade (2.49) por ¢’ e integrando no tempo de 0 a ¢, obtemos:
ot
e (VoG OI7 + llvpw: (-, t)]*) + C /0 e (IVu (-, )1 + IV w. (-, 7)[1?) dr
t
< Ve 0)[* + ||\/5Wt(',0)\|2+0/0 e’ || Au(., 7)|*dr
t t t
—i—C/ €THBW(-,7')H2dT+C/ e'dr + (C+ 5) / e |lw (-, 7)|*dr
0 0 0
t
+(C'+ 5) / ™ ||w. (-, 7)||2d,
0
onde C = min{C4, Cy}. Disto segue que
B t
Ivpue( 017 + lVowe (- Ol + Ce™ /0 e (IVue(-, T)II* + [V we(-, 7)|*) dr
t
< B ([l (,0)[* + [w.(-, 0)]*) + Ce™* / e’||Aa(, 7)|[Pdr
0
t t t
+Ce™t / e"||Bw(-,7)||*dr + Ce™* / e’dr+Ce™ / 7w (-, 7)||*dr
0 0 0

t
+C’e_t/ ™ ||wi(-, 7)||2dr.
0

Devido a desigualdade acima e as estimativas dadas em (2.35) e (2.36), nos resta estimar
|w(-,0)* e ||we(-,0)||?>, para obtermos o resultado desejado. Para isto, fazemos o
produto interno da primeira equagao de (2.1) com u; e da terceira equagao de (2.1)

com Ww;, para obtermos, respectivamente:

(pue,u) = 24, (rot w,wy) + (pf, ue) — (p(u- Vyu,wg) — (o + pr) (Au, wy)

(pwe, we) = 2p,(rotu, wy) + (pg, W) + (co + ca — ca)(Vdivw, wy) — 4y, (w, wy)

—(ca +cq)(Bw,wy) — (p(u- V)w, wy).

Pelas hipoteses (2.3)-(2.6), as igualdades acima implicam que

o+
«

21ty
«

p cp i
a0 < 2 7wl + 20+ 2 au ) [Vl + £ g <
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24ty s Co+ Cd = Cay oy Apr
[we, Ol < = Vol + gl )] + = Viv wol| + = [ wo|
Cqt+cC C
[ Bwoll + [ Ausl| [Vl < C,
a a
uma vez que H*(Q) — L>(Q). Isto conclui a demonstragdo do nosso lema. O
Corolario 2.2. Para todos ty,t € R, 0 <ty <t, temos que
t
/ (Ve )P + (IVwe(, 7)I[7) dr < C(t — to) + C. (2.50)
to

Demonstragao. Integrando a desigualdade (2.49) de tq a t, obtemos

l/pus (-, t)1* + Vw1 + C /t IV, )12 + (Vw7 7) dr

t t
< Ivpul P + Vowdsto)l? +C [ dar+c [ flaut,jPar
to

to

t t t
—1-6'/ ||BW(',T)H2dT—|—C/ \|ut(-,T)H2dT+C’/ |we(-, 7)||2dr
to to to
< VA )l + IVl P+ C 1= t) + (¢~ t0) (sup l4uC, )
t=>
+C (t—to) (supHBw(-,t)Hz) +C(t—ty) (supHut(-,t)Hz)
>0 >0

+C (t—to) (sup Hwt(-,t)HQ) :
0
Usando as desigualdades (2.39) e (2.40), obtemos a estimativa (2.50). O

Estimativas a priori para as solugoes & e ¢ do problema (2.9), semelhantes as do
Lema 2.2 para u e w, também sao vélidas. De fato, se ||V&,|| < 61 e [|[Vy] < do,
onde 0; e 09 sdo numeros citados na Definigdo 2.1, entdo, segue de (2.11) e (2.12),
que [|[VE(,t)|| < §1Ms e |VC(-,t)|| < d2Ms, para todo t > ty. Portanto, as fungdes
u=u-+&ew=w+ (, solugbes do problema (2.8), satisfazem ||Vul|| < M + 0, My
e ||[VwW| < M + 69 M3, para todo t > to. Além disso, se ||A&,|| < A1 e ||B,| < Aa,
onde A; e Ay também sdo numeros referidos na Definigdo 2.1, entdo |[Au(-,ty)| e
|BW(-, )| s@o limitadas. Neste caso, analogamente & prova do Lema 2.2, pode-se
estimar [|Au(-,t)|| e ||Bw(-,t)||, para t > to. Estas estimativas implicam que [|A&(-, )|

e || B¢(+,t)|| sdo limitadas para t > t;. Em resumo, temos o seguinte
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Lema 2.3. Para perturbagoes & e ¢, solugdes do sistema (2.9), satisfazendo [|[VE,]|| <
01, [VGoll < 02, [[A&ll < Av e |[BColl < Ag, temos que |AE(, 1) + [[BC( )] < C,

para todo t > tg.

Também temos o seguinte

Lema 2.4. As funcoes € e ¢ satisfazem

/ (V& DI + IVE(, )I?) dr < C(t —to) + C, (2.51)

to

para todos to ,t, 0 <ty < t.

Demonstragao. Note que

IV&C O = [IVE - Ol = [VE(, 1) — Vg (-, 1)
< (VGG O+ Vel 0lD* < 2 (V8 017 + [Vl 1))

VGO = IV =W Ol = V(1) — Vw17
< (VWO (Vw0 < 2 (VRGP + VW 6)]) -

Logo

/t (V&P + IVECIP) dr

t
< 2/ (|]Vﬁt(~,r)||2 + ||V6\vt(-,7-)||2) dr + 2/ (||Vut(~,7-)|]2 + HVWt(.,T)H2) dr.
to to
A segunda integral do lado direito da desigualdade acima é estimada no Corolério 2.2.
t
Portanto, nos resta estimar / ([IVT (-, 7)|1* + [[VWe(-, 7)]|?) dT. Mas, esta estimativa
t

0
é feita de forma anéaloga ao da obtencao das estimativas para u e w. 0

Agora, sejam u = u(x,t) = ZAi(t)cpi(x) ew = w(x,t) = ZBi(t)¢i(x) as
i=1 =1

expressoes das solugoes u e w do problema (2.1), em termos das autofung¢oes do ope-

rador de Stokes A := —PA e do operador de Laplace B := —A, respectivamente.

Considerando as projecoes ortogonais Py e Ry, definimos
k k
of = Pu=) At)'(x) e B :=Row=> Bit)¢'(x),
i=1 =1
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as k-ésimas somas parciais das séries de u e w, respectivamente. Sejam EF = u — aF,

k k k k

" =w—-p0" n*f =u"—af erf = wh— 3" onde uf e w*

sao as k-ésimas aproximagoes

de Galerkin de u e w, respectivamente. Inicialmente estimaremos E* e &”.

Lema 2.5. As estimativas

C C

IS )] < VIR IVE*(-,1)]* < VR (2.52)
k+1 k+1
C C

le* (-, DIP < ——, Ve DI < —, (2.53)
k+1 Vk+1

sao validas para todo k € N e para todo t > 0.

Demonstragao. Provaremos apenas as desigualdades que aparecem em (2.53), uma

vez que estimativas dadas em (2.52) sdo provadas de maneiras similares. Estimamos,

1 C C
2 HLW<':t)H2§ 2 HBW('at)HZS 2

k+1 k+1 k+1

le* (O = llw (-, 1) = Rew (-, £)]]* <

onde na primeira desigualdade usamos o Lema 1.8, na segunda usamos o fato que ||Lw/||
e || Bw|| sdo normas equivalentes e na terceira desigualdade, usamos (2.40). Além disso,

pela mesma justificativa anterior, temos

IVe (.07 = IV (w—Rew) (- )]> < CIILY* (w — Ryw) (-, 1)
C C C
< —Lw( ) < —[Bw(, )" < —,
Tr+1 Ve+1 Ve+1
como queriamos. 0

A seguir, provaremos que estimativas apropriadas para ||[Vn"(-,t)|| e || Vr*(-,t)]

implicardo em estimativas para |[An®(-,t)|| e || Br*(-,t)]|.

Lema 2.6. Se existe constantes positivas K, e Ky tais que a desigualdade |V 0" (-, t)||*+

K K.

Ve t))? < 3 L+ =2 ¢ satisfeita em algum intervalo [0,t*], entio existe C > 0,
k+1 Tkl

independente de k, tal que

[An" (O + | Br* (- )| < C, (2.54)

para todo t € [0,t7].
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Demonstragao. Comon® = u*—a*, r* = w"—8* sup ||Aa” (-, t)|| < sup ||Au(-, 1)|| <
£>0 £>0
oo e sup | BB*(-,t)|| < sup ||[Bw(-,t)|| < oo, nos resta estimar || Au®(-,¢)|| e | BW" (-, 1)]|,
>0 >0

pois
[AR" ()] < | A ()| + [[Aat ()] e [ BrE(, 0] < [ Bw(, )l + BB 1)]l-

Observemos que, por hipotese,

2 2K 2K
(VR ol + Ve ol < 2(IVRFC ol + [V (L 1))1?) < X L =2
k+1 Vk+1
em [0,t]. Logo
90K, 2K, \?
HwﬂwwHWﬂwm§<l+ 2),me}
Mol V1
Como
[V (-, 1) = [V (-, 1)]| < [VUb(-,t) = V' (-, 1)]| = [Vn*(-, 1)
e
IVWFC O] = (IVBE 0 < [VWF(,t) = VB (L 1) = [|[Vr*(, )],
temos que
90K, 2K, \?
IVl + 17wl < (04 252 ) (2.5
1 1

em [0,*], pois A\; < Mgy, 11 < Yer1,Vhk € Ne [|[VaF( )| < ||[Vu(+, )| < M, bem
como ||[VB*(-,t)|| < [|[Vw(-,t)|| < M. Também temos, para u* e w”, as estimativas

[ (At P+ | Bw,n)P) dr < €+ O o)

to

/(WKJMMWWNJW%mSC+c@—m,

to
que sao analogas aquelas que aparecem em (2.31) e (2.32) para u e w, e que podem

ser provadas usando-se argumentos similares. Portanto, pelo Lema 1.6,

t
Stgge‘t/ e (g (-, M) + [[wi (-, 7)I?) dr < o0, (2.56)
= 0

t
supet/ & (|Aut ()P + | Bwh(, 7)) dr < oo. (2.57)
t>0 0
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Usando estas estimativas, prova-se, de maneira completamente analoga a (2.49), que

(VAP + VP ?) + Oyt + G [

< C+C AP + CIBWE* + C [luy || + C'[|wyf?, (2.58)

para todo t € [0,t"]. Observe que restringimos o intervalo de tempo na estimativa

(2.58). Isso deve-se ao fato da constante C' depender também do sup [Vu|, sup Vw"]],

e s6 podemos garantir a estimativa deste termo, umformemente com respelto a k, no

intervalo [0, t"].

Multiplicando a desigualdade (2.58) por €' e integrando de 0 a t, obtemos, depois

—t

de multiplicarmos a desigualdade resultante por e *, a seguinte estimativa:

t
IV prag ()12 + [V phwy (- ||2+C€_t/ e (IVus ()P + IV wi (- 7)I?) dr
0
t
< 7B (J[uf (- 0 + wi (- 0)]%) +C€_t/ eT[|Aut (-, 7)|dr
0
t t t
+Ce™! / 7| Bw" (-, 7)||2dT + C e / eTdr + (C+ B)e? / er|luk (-, 7)||2dr
0 0 0
t
sepet [P
0
Logo, devido a (2.56) e (2.57), temos que
laf ()] + [wi (- 8] < C, (2.59)
para todo t € [0,¢*]. Tal como na demonstragao do Lema 2.2, pode-se mostrar que

[Au|] < C(IVwWH] + (1] + [Vt ]” + [Jug]) e (2.60)

1Bw"[|*

IA

C (Va2 + [IVw 12 + [lgll* + | Au®[* [VwE[|* + wi][*). (2.61)
Por (2.4), (2.55) e (2.59), segue, de (2.60), que

| Au®|| < C, (2.62)
para todo ¢t € [0,t*]. Agora, por (2.4), (2.55), (2.59) e (2.62), segue, de (2.61), que
|Bw"|| < C, (2.63)

para todo t € [0,t"]. Isto finaliza a demonstragao do lema. O
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Agora, estimaremos, para uso futuro, os termos VP (n* — &) = Vn* — VP.£ e
VR, (rF — ¢) = Vr* — VR,¢ (note que n* € Vi e r* € W},). Para isto, notemos que

af e Bk satisfazem, respectivamente, as seguintes equagoes

(pug, V%) + (pu- Vu, ") + (u + ) (Va, V) = (2.64)
= 24, (rot w, ") + (pf, V"),
(pwy, TF) + (pu - Vw, D) + (cq + a)(VB*, VIF) + 4p,(8*, 5%) (2.65)

+(co + ca — o) (div 8%, div 7*) = 20, (vot u, %) + (pg, 7*),

k k
para todos v* e #* da forma v*(x) = Zcigoi(x) e UF(x) = Zdi(ﬁ(x). Subtraindo
i=1 i=1
a equacao (2.13) da equagao (2.64) e a equagao (2.14) da equagao (2.65), obtemos,

respectivamente

(0" V") + (n+ ) (V0 Vol = (0B v%) + ((p = p") (e + u - Va — £),0F)
+ (p"u - Vu, v*) — (pFu® - vuF, o)

+ 24, (rot (r* — ), ") (2.66)

(Prf, BF) + (ca+ ca) (VI VPP) + (co + ca — o) (dive®, divo®) + 4y, (c%, &)
= (p'et, 7"+ ((p— p")(wi +u- Vw — g), 7%) + (p"u - Vw, D)
— (p*u" - VW, 5%) + 2, (ot (n* — EF), 0%). (2.67)

Por outro lado, fazendo o produto interno da primeira equacao de (2.9) com v* e da

segunda equagao de (2.9) com * . obtemos, respectivamente

(ﬁftv Uk) + (ﬁu ’ Vé, Uk) + (ﬁﬁ ’ Vu, Vk) + (Z)\ﬁ ’ Vé, Vk) + (:u + /M")(vév vyk)

=((p—p)(u, +u-Vu—f),v" +2u,(rot ¢, ") (2.68)

(0, 7") + (pu - V¢, 0%) + (p€ - Vw, 0") + (p€ - V¢, 7%
+ (co+ ca — ca)(div €, div o*) + 441, (¢, 7%) + (ca + ca)(VE, VIY)

= ((p— P)(wi +u-Vw —g),7") + 21, (rot £, 7). (2.69)
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Subtraindo a equagao (2.68) da equagao (2.66) e a equagao (2.69) da equagao (2.67),

obtemos, respectivamente

(pkgta Vk) + (:U“ + ,ur)(vga vyk)
= ((p = p")(w +u-Vu—1£),0°) + ((7 - P, V") + (0"Ef, V)
+ (p"u - Vu, v¥) — (pFu® - vuF, b)) + (pu - Ve, UF)

+ (P& - Vu,v¥) + (p€ - VE, ") + 2p,(rot (¢ — €°), 1) (2.70)

(P, B") + (o + ca) (Vap, V") + dp, (b, %) + (co + ca — ¢,) (divep, div %)
= ((p— ") (wi+u-Vw—g),7") + (- )¢, 7*) + (el B*) + (pPu - Vw, )
— (P - VW, B + (pu - V¢, BY) + (€ - Vw, DF)

(€ - V¢, 55) + 241, (rot (8 — BF), 5), (2.71)

onde 8 :=n" — ¢ e ¢ :=r" — ¢. Uma vez que P,0 = Py(n" — &) = n* — P&, temos
que
(pFu - Vu, v*) — (pFu® - vut vF) = (pFnF - VEF VR + (0EF - vk vk (2.72)
+ (p'u- VE* %) + (p"EF - Vo, vb) — (pfu- VPO, V") — (pPu- VBE V)

— (p"PpO - Vu,v*) — (p" P& - Vu, vF) — (pFn* - VPO, V) — (pFn" - VPE VY.

Além disso, como € = P = P& + Qr€, temos que

pu-VE = pu-VEBE+ pu-VQiE, (2.73)
p€-Vu = pP.&-Vu+ pQir€-Vu. (2.74)

Também temos que
o"nt VP& = pFP.0 - VP& + pFP.E - VPE, (2.75)

e VE=p" P& VP& + 0" Qi€ - VR + p'Pig - VQi& + 0" Qi€ - VQiE. (2.76)
Logo, de (2.75) e (2.76), concluimos que

pE-VE = pnf VP& —p"P0-VPE+ p" P& - VQirE + p"Qr€ - VPiE
+ 0" QrE - VQiE + (p— pM)E - VE. (2.77)
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Portanto, a partir das identidades (2.72), (2.73), (2.74) e (2.77), obtemos

(PP - Vu, v*) — (p"a® - Vuh o) + (pu - VEVF) + (P - Vu, vb) + (p€ - VEVF) =

(0" - VE* vF) + (p"EF - V" v%) + (p"u - VEF UY) + (PE* - Va&, vb) (2.78)
— (P*u- VPO, V%) — (0" P8 - Vu, v*) + (5 — p*)u- VPE V*) + (5 — p*) i€ - Vu, V)
+(pu- VQuE VF) + (pQi€ - Vu,v*) — (00" - VPO, V°) — (p" PO - VP& V)

+ (0" P - VQLE V) + (0° Qi€ - VPE VY) + (0" Qi€ - VOuE V") + (0 — )€ - VE VY.

Como Pp8; = 0¥ — P&, e P&, = &, — Qi€,, temos que P8, = 0, + Qi€,. A partir
disto, combinando as identidades (2.70) e (2.78) e tomando v* = P,0,, obtemos

VAo + L S v e = (2.79)
(P—p ) +u-Vu—f+¢ +u-VPE+ P& -Vu+£&-VE), PO, — (0°6,, Qi€

+ (p"EF, P.6,) + (p*n* - VEF P.0,) + (0"E* - Vn*, P.6,) + (p*u - VE* P.6,)

+ (P*EF - Va*, P.0,) — (p*u - VPO, P.0,) — (p"P.0 - Vu, P.6,) + (pu - VQ,&, P.6,)

+ (PQr& - Vu, P0,) — (p"n* - VPO, P.8,) — (0" P.O - VP.E, P.O,) + (0" P& - VQiE, P.6,)
+ (

PFQrE - VP, Piy) + (05 Q1€ - VQiE, P0;) + 241, (rot (¢ — €¥), P6;) .

Agora, faremos uma conta similar para obtermos uma equacao para 1. Usando o fato
que Rpp = Ry(vF — ¢) =r* — Ri.¢ e PO = n* — P&, obtemos

(pku ’ VW, Ijk) - (pkuk ’ vwk7 Dk) = (Pknk ’ VEku ﬂk) + (pkEk ’ vrk’ Dk)

+ (pfu - Ver, o%) + (PEF - VBF, BF) — (pPu - VR, 7F) — (pu- VR, 0Y)

— (0" PO - Vw,D") — (0" P& - Vw, 0%) — (p"n" - VRp, %) — (p"n" - VR, D).

Por outro lado, como ¢ = R¢ = R + Si¢, a partir da identidade acima, se proceder-

mos de forma similar a obtencao de (2.78), encontraremos
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(PP Vw, o) — (phu" - VWF, 58 + (pu - V¢, 58 + (p€ - Vw, B¥) + (p€ - V¢, %) =

(pn* - Ver, oF) 4+ (o"EF - vk 5% + (pFu - Ver, BF) 4 (0" EF . v BF 5F)

— (p"u- VRap, 0%) — (0" P8 - Vw, %) + (5 — p*)u - VReC, 0%) + (5 — p*) i€ - Vw, B%)

+ (pu - VSp¢, o) + (pQr€ - Vw, 5%) — (p"n" - VR, o%) — (p* PO - VRC, 0%)

+ (PP P& - V(") + (0°Qu€ - VRC, 78) + (0" Qué - VIS¢, %) + (0 — pF)€ - V¢, 55).
Combinando a identidade acima com (2.71) e tomando #* = Ryab,, obtemos

Ca+C d Co+ Cqg— Ca
IVF I + DL Rl + 2, | By 4 LT

(F=P")Wi+u-Vw —g+ ¢, +u- VRS + P& - Vw + £ - V), Retp,) — (0", 5i¢,)
(0"er, Rtpy) + (p"n" - Ver, Riapy) + (0"E* - V¥, Rpap,) + (p"u - Ve, Ryap,)

(P"EF - V8", Ritp,) — (p"u- VR, Rpap,) — (0" Pr0 - Vw, Ryap,) + (pu - VSiC, Ritp,)
(P

(

d. .
£||d1ka¢||2 = (2.80)

+
+
+ (PQE - VW, Bith,) = (0" - VR, Bith,) = (0" P - VR, Ritpy) + (0" Pu& - VS, Ripy)
+ (0" Qu€ - VRiC, Repy) + (0" Qi€ - V Sk, Repy) + 24, (vot (0 — EF), Ryap,) .

A partir deste momento, vamos estimar cada termo do lado direito da identidade (2.79).

Como Py é projecao ortogonal, || P.0:|| < ||6;||. Usando as desigualdades de Holder,

Sobolev, Young e os Lemas 1.8, 2.2 e 2.5, obtemos, para todo € > 0, as seguintes

estimativas:

Cle
(0. Q&) < O+ S ve, |
k+1
Cle
(EE RO < o+ v
+1
Cle
(o VES RO < o+ St
Cle
[(P"E* - Vn*, P6,)| < EHOtHZJF#HAnkHQ»
k+1
C
(ohu - VES RO < o+ S,
A1
Cle
(0"E"- Vo, Pi6,)| < €]l + )\( )’
k+1

IN

ell6.l* + C(e)[[ VP01,
(0" PO - Vu, P.6,)|

IN

)

[(p"u - VP8, P.6,)|
) ell6:]* + C(e) [ VRO,
)

|(Pu - VQiE, Piby)|

IN

Cle
€l|04” + S ( )||A€||2,
k+1
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|(PQr& - Vu, P6,)|
((p*n* - V.0, P.6,)|

IN

Cle
€l|0:]” + —/\( ) | A€,
k+1

IN

)

) €01 + C(e) | An*| |V PO|%,
(0" PLO - VP&, P.6,)|

)

< 8P + C(O) A€V EB
C
(P& Ve PO < clorl+ gy,
+1
C
(FQu- VRE RO < o+ 5D ag)
+

Cl(e
(0 Qi - VOUE O] < €ll6,]2 + %HA&H‘*,
+
C C
20 (rot (4 — €5, B8] < €ll6u]2 + COIVRI2 + 2L Bepz + £,
Vk+1 Vk+1

uma vez que H*(Q) «— L>®(€). Vale ressaltar que na tltima desigualdade usamos
a identidade ¥ = Rpy — Si{. Agora, estimaremos cada termo do lado direito da
identidade (2.80). Como Ry ¢é projecao ortogonal, ||Ript,| < ||t,]|. Similarmente a
obtencao das desigualdades acima, temos que para todo 6 > 0, as seguintes estimativas

sao validas:

C(5)

|(Pk"/’taSkCt)| 5||'¢’t||2 + V—HVCtH{

IN

Sl + ( >HV JP.
c< )

[(p"er’, Rty )|

IA

(™" - VE*, Riapy)| oo An "%,

IN

ol * +

Sl + ( >||B 2,

|(p"EF - vk Rpap,)| <
(PFu- Vb, Rup))| < 6||wt||2+ﬂ,

k:+1
(FEF- VB8 R < sl £
(Phu- VR, Bt < Bl + CO) VR
(FPO - Tw. Riapy)| < 8| + C0)]|VE0]
(Pu- VSiC, Rep)l < ol + “||B<:||2
(P0E - Vw, Rep)] < ol + ()HA€H2

IN

)
|(p"n" - V Ry, Ry, )| 6H¢t’|2+0( )HA?? IV Ry,

)

)

(FPO- VR Ry < Sllil2 + CO)|BEIP VP61
C(6
(PPt - VG, By)| < 6||wt||2+ﬁnAannBcna
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C(9)

(0@ VR Rt <l + 5 14€]°1B¢”
C(o
(FQue - VS Rip)l < Sl + 5 A€l Bl
21 (r01 (0 — B, Righ)| < ol + CO)IVROI + S ag e+ S,
k+1 k+1

onde na tltima desigualdade usamos a identidade 8 = P,0 — Q€. Observando as

identidades (2.79) e (2.80), vemos que resta estimar |(7h”*, P,8,)| e |(xh*, R;4,)|, onde

T o= p=p
h* = w+u-Va—f+¢ +u-VPREF PE-Vu+t€-VE,

h* = w,+u-Vw—g+¢ +u-VR+ PE-Vw+E&- V.

Comecaremos estimando h* e h*.
Lema 2.7. Para todo p, 2 < p < 6, a estimativa de erro
Il < O+ CllAEC D) + CllAg *
+Cl[Vue (-, 1)* + ClIVE( ) (2.81)
€ valida para todo t > ty > 0.

Demonstracao. Fazendo uso da hipotese (2.4), do Lema 2.2 e da desigualdade de

Sobolev ||v||Lr < C||v]|ar, valida para todo p € [2,6] e v € H'(Q), obtemos

DG OIE < C{lul Ol + w- Va, Ol + I O + 1€, DI
+llu- VREC, DL + 1P - Val, )L, + 1€ - VEC, 1)L }
< C{IVu( I + [[Aul O] + [VEC DI + V&, )
+ [l Au(, )P AEC DI + [ Au(, ) PLAEC DI + A& )]}
< C+ClAEC DI + CIAEC DI + ClIVw (- 1)12 + CIVEC I,
uma vez que ||v|g e [[Vv]| sio normas equivalentes em H(€2). O
Lema 2.8. Para todo p, 2 < p <6, a estimativa
B (0I5 < C+ CIAEC I + CIUBC( O + CIIAEC B IPIBEC )
+CIVw( O + CIIVE () (2.82)

€ vdlida para todo t > ty > 0.
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Demonstragao. Como 2 < p < 6, analogamente a prova do Lema 2.7, temos

DGOl < C{Iw0lE + la- Yw(, Ol + 186 Ol + 1€l
+[lu- VRS 0)Es + 1P - VW OlIEs + 1€ VS, 0150}
< C{IVwil DI + [[Aul, )17 Bw (- O] + (Ve O + IV ¢ )11
+ | AuC, P BSC D1 + [AECOIPIBw(, O + A€, DIPIBSC, 011%)
< C+Cl AL+ CIBEC D17 + CIAEC HIPIIBEC )]
+C|[Vwi ()7 + CIVE D1

como queriamos. O

No préximo lema, estimaremos 7 := p — pk.

Lema 2.9. Se 6 < py < oo, entao a estimativa

t
I,z < CHW(-,to)H%mLC(t—to)/ IV PO, 7)|>dr
to

c ,, C 'f :
+ (t —to)” + (t—to) [ [[AE(,7)|"dr (2.83)
)\k"i‘]. )\k"r]. to
6
€ valida para todot >ty > 0 e todor, 2 <r < fo . Se pg = 00, entao a estimativa
Po

(2.83) € valida para todo t >ty >0 e todo r, 2 <r < 6.

Demonstragao. Como p; +u - Vp = 0, temos que
~ k ~ k ~ ~
pr+u”-Vp=(u"—u)-Vp.

Também sabemos que

pf+uf - vk =0.

Destas duas equacgoes, obtemos
m+ut . Vr = (u* —1)-Vp (2.84)
Por outro lado,

w8 = uf -t = -u) - = (n" - EY) ¢

= " -¢-E=0-E"=P0O - Q& - E.
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Substituindo a identidade acima em (2.84), obtemos
A ut -V = (P — Qr€ — EF) - Vp. (2.85)

Seja r > 2 um numero real pertencente a um determinado intervalo que depende do
valor de po. Multiplicando a equacio (2.85) por |r|"~!, integrando sobre €2, usando

integracao por partes e a desigualdade de Holder, obtemos

1d
—— |7, O = —/ ut - Vr || tdx + /(Pke — Qi€ — Ek) VP |r|tdx
Tdt Q Q
1
= - / u” - V|r|"dx + /(PkO — Qi€ — EF) . Vp|n|ldx
Q Q

1
— ;/ |7|"div u® dx+/(Pk0 — Qi€ — EF) - Vpn|"ldx
Q Q

< / (PO — Qué — BN - V| [a]dx
Q

< ( /Q (PO — Qi — BF) - Vﬁrdxy ( /Q wdx) T

= [|(P0 — Q& —E") - Vi o[l

1d d
Como —EHW(-J)HTU = |7 (-, )7 £||7T(, t)|| -, novamente pela desigualdade de Hol-
r
der, temos
d k ~ k -~
TGOl < (1P — Qi€ —EY) - Vil < [|[Fif — Q€ — EF|eo ||V | oo,
onde p é escolhido de tal forma que — = ———se 6 < py < 00, e p =1 se pg = co. Note
p 7T Do
2
que no caso em que 6 < pg < 00, esta escolha de p implica que 2 < p02 <p<6.
Po —

Ja no caso py = oo, temos 2 < p < 6. Logo, em ambos os casos, p € [2,6]. Usando
a desigualdade de Sobolev ||v||L» < C||v||g1, vilida para todo p € [2,6] e v € HY(Q),
lembrando que ||v|g e |[Vv]| sdo normas equivalentes em Hg(f2), obtemos, a partir

do Lema 1.8 e da desigualdade (2.52), a seguinte estimativa:

S0l < C(IVROCH]+ IVQEC DI + B 1))

< C('\vpke«,t)rw”Aé("t3”+ 1 )
(Ak41)2 (Akg1)2

uma vez que || V7| oo < M+M;, ¥t > to, devido as hipéteses (2.7) e (2.10). Integrando

a desigualdade acima de ty a t, obtemos:
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e (- NZ-

IN

2|7 (- to)l17- +C (/t: HVP’CB('77_)||dT)2 N (/t: (/\k;)éd7>2
+</lemma mmy

t
Clrttwl +{t—tw) [ ITROCIPdr+ 5
to

1 t
—+X;3<t—toyl;nAsc,TanT},

onde na tultima passagem usamos a desigualdade de Schwarz (observe que C' > 2). O

1

k+1

IA

(t —to)?

Devido a todas estas estimativas, se voltarmos as desigualdades (2.79) e (2.80),

obteremos, respectivamente

ot gy d <> c© C(o)
oo + FS P GV RO < 70 + TV + TV T A

Cle
+()+(Nmm2 (WMW+aﬂwmwwa
Akl Akl
C&HWU%WF{1+HAHH2+HA€H}
Cle Cle
COIVRa|2 + XL Bep + €19
Vk+1 YEk+1
e
2 Ca‘i‘cdi 2 i 2 CO_‘_Cd_Cai . 2
ol L9 TR + 2 Rl + T i R
C(o C(o C(6 _(d
< 1P + S+ S o+ S g+ S
Vi Yk V41 k+1
_(6 _(6 C C(o 1 1
L C0) o), OO peye ”MW+&M%M&WC—+ )
Vi+1 )\k:-i-l V41 Vie+1 )\k—i-l

+ COmllz 1002, + COIVRI® {1+ |An*|*} + C(O)IVROIP {1+ | BS|*}

onde, no caso 6 < py < oo, as desigualdades acima sao validas para cada r €

6 3 1 1 1
3, Po , com p € Po ,6| escolhidos de tal forma que — + — = —=. J4 no caso
6+ po Po— 3 rop 2

po = 00, estas desigualdades sao validas para todo r € [3, 6], com p € [3, 6] escolhidos de

1 1 1
tal forma que —+— = 3 Agora, escolha e = § € (O, %) Integrando as desigualdades
r.p

acima de ty a t e usando os Lemas 2.3, 2.5 e 2.6, obtemos, respectivamente,
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t
(u+/~br)||VPk9(wt)ll2+C/ 16:(-, ) |IPdr < (1 + ) [V PeB(-, o)
to

+

C c [ ) c o[ )
(t—to) + —— @ —to) + +—— [ V&, DI dr + — [ V(- 7)[|7dr
Akl Ve+1 Akl to Akt1 to

+C/t HW(-,T)H%th'“(-,T)HipdT+C/ (IVBO( 7)II* + IV Retp (-, 7)II7) dr (2.86)

to

(ca + ) IVRRp( )1 + dptr | Riap (-, 1)I° + (co + ca — ca)lldiv Ratp (- )|I* + C/t [, (-,

< (ca + c)[VR( t0) I + 4 [ Ritp (-, t0) * + (co + ca — ca) [ div Ryt (-, t0)||*

C C c [ c [
ottt (=t [ VGl = [ [Twien)|Par
k+1 Ye+1 Ve+1 Jto TYe+1 Jitg

t _ t t
+c/Hﬂnwiwﬁwmﬂm+o/mewuﬂww+c/ﬁvawnwwa
to to to

+

onde ¢ > 0 é uma constante que depende apenas de a. Somando as desigualdades

(2.83), (2.86) e (2.87) e usando o Lema 2.3, obtemos

(1 + 1) VPO, P + (ca + ca)IVRep (-, )1 + Apae|| Rip (- 1) |7
+@m+%—commdmwuwW+wﬂwa«+c;H@@Tm%r+clﬁwxmmﬁh
< (0 + m)IVEOC 1) + (o + ca) [V R )] + At | Rep (- 10)]?

+ (co + ca — ¢o)||div Regp (-, to)|* + CI7 (-, to) |7 t
O<ww@+%%@—my+§%u—mf+§%lﬂwa@ﬂWm

Nt

C t C t C t
/ IV, ()P + SV / [Va (-, 7)|*dr + —/ [V w.(-, 7)|[Pdr
,Yk-‘rl to k+1 to ’ka‘f‘l to

t " t
€ [ Ir I (I + 1B IR ) dr o+ C [ IV Rt Par
to to

+

_|_

t t
+C/ vake(.,r)u2d7+0(t—to)/ IV PO(-,7)|2dr. (2.88)
to to
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Fixe t > tg. Usando o Corolério 2.2 e o Lema 2.4, concluimos que

(1 1) IVBOC DI + (6o + e[ VRO + g | Bitp(c )
(eo = clliv B 01+ IO+ e [ 100+ [Tl
< (it ) [VROC, 1)+ (e + ) V(- 1) 0
A B o) + (o + ca — o) [div Riab (o 1)]> + Clla(e, 1)
c c C oy

+ L)+
Akl Vel Akl T e T N

t B t
+€ [ Ir I (I + 1B dr o+ C [ IV R, Par
to to

t
+ C/ {1+ (t—t)}IVPO(-, 7)||*dT, (2.89)
to
para todo t € [tg,t]. Seja

A(t) = (4 p) IV PO )I” + (ca + ca)IVRep (O + dpy | Riap (-, 1) |
+ (co + ca — ca) [div Rigp (-, O)* + (| (-, 1) |17 +0/ 10:(-, 7)]*dr + C/ 19, (-, 7)II*dr.

to
Como C' > 2 (veja o final da demonstragao do Lema 2.9), podemos reescrever a desi-

gualdade (2.89) da seguinte maneira:

c  Cc C C
A(t) < CA(ty) + + + t—tp) + t—t
®) (to) Akl Vhtt /\k:+1( o) 7k+1( o)
C ' . =
+5 (t—to)2+c/ {14710+ 105G, )R + IR DI f AT
k+1 to

Aplicando um corolario do Lema de Gronwall (ver [3], pagina 90, Corolério 6.2), obte-

mos
C C C C
At) < (C’A(to) + + + (t—to) + —(t —to)
Mokl T+l Akt Vi+1
C t _ ~
b= w2 e {0 [ (L4 =t I G+ B CIR) dr.
>\k+1 to
Resumimos estes resultados no seguinte
; k 2 k 2 K Ky
Lema 2.10. Suponha que a desigualdade |[Vn® (-, t)||” + ||V (-, )| < — + é
Akl Vet

vdlida para constantes K1 e Ko > 0 e todo t em um dado intervalo de tempo 0 <ty <
t <t. Sejam & e ¢ solugdes do problema (2.9), e considere as fungdes 7, 6, 1, h¥, h*

definidas anteriormente. Se 6 < py < 00, entdo, para todo t € [to,t], temos
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(:u + ur)l|vpk0(7 t)||2 + (Ca + Cd)||VRk¢(’t)||2 + 4Mr||Rk17/)(7 t)Hz
T (ot ca— ca)[div Rigp(, )2 + (- )l + / 16, 7)|dr + / |46, 7|
< O+ 1)IV BB 1) 2+ (e + ca) VR ) |2 + 4pan | Rith (- 1)

. 1
+ (€0 + ea = ca)lldiv Regp (-, t0) |I° + (- to) [ + 5 +
k+1 Tk+l
t
+ (t —to) + (t—to) + (t —to)?] exp {C/ CL(T)dT} , (2.90)
k+1 V41 k+1 to

6 3 1 1 1
para todo r € |3, Po epe Po ,6| escolhidos de forma que — + — = —, onde
6 + po Po — 3 rop 2

at) =14+t —to+||b* (-, 7) |2 + ||b* (-, 7)||2,. Se py = oo, entio a estimativa (2.90) ¢

1 1 1
vdlida para todo r € [3,6] e p € [3,6] tais que — + — = 7"
r . p

Observagio 2.2. Pelas desigualdades (2.50), (2.51), (2.81), (2.82) e pelo Lema 2.3,

temos que

/tCL(T)dT < C+C(t—to) + C(t —to)(t —to),

to
pois C' > 2. Portanto,

exp {C’/to a(T)dT} <exp{C+ C(t—to)+ C(t —to)(t —to)} - (2.91)

Agora, provaremos que as estimativas para ||[Vn"||* e ||Vr"||? exigidas nos Lemas

2.6 e 2.10 sao validas para k suficientemente grande.

Proposigao 2.1. Ezistem K;, Ky >0 e N € N tal que se k > N, entdo | V0" (-,t)||* +

K K
[Vrk (-, 1)]]2 < —— + —2 para todo t > 0.
Akl Vrtt

1
Demonstragdo. Escolha T € [0, 00) tal que (M3 + M3) [F(T)]2 < 7 onde My, Ms
e F(t) sao tais como na Definigdo 2.1. Considere os nimeros reais positivos m, K; e

K, dados por

m = min{u+ p,,c, + cat,
8C

K, = E(1+T+T2)exp{C+C’T+C’T2},
8C

K, = E(l—&—T)eXp{C%—C’T—i—CTQ}.
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Seja N € N (suficientemente grande) tal que, para todo k > N,

K Ky \?
(1+ 2)<6,

Akl Vhtt
onde 0 := min{d;,d} e d; e do s80 nimeros positivos citados na Definigdo 2.1. Sobre

essas condicoes, para k > N, temos

K K.
L+ =2 paratodo ¢t > 0. (2.92)

V" ()17 + (IVeF (-, 0)]° < 3
k+1 Vk+1

De fato, se a desigualdade (2.92) for falsa para algum k& > N, existe (pelo menos um)

t >0 tal que

- - K K

IV D)+ IVeF (D)2 > —— + —=
>\k+1 Ve+1

(2.93)

Seja t* o menor valor de ¢t que satisfaz a desigualdade (2.93). Observe que, de fato,
t* existe, pois o conjunto de todos os t’s que satisfazem (2.93) é fechado e limitado
inferiormente. Pode ocorrer que t* < T ou que t* > T. Se t* < T, considere ty = 0,
t=t",€6=0,¢=0en=0. Neste caso, temos que P,0 =n*, Rpap =1 e 7 = p— pF,
pois @ = 0¥, @ =" e p = p. Além disso, n"(x,0) = u*(x,0) — Pau(x,0) = 0,
r*(x,0) = w"(x,0) — Ryw(x,0) = 0 e 7(x,0) = p(x,0) — p*(x,0) = 0. Assim,

(M + Mr)||vpk0(7 O)H2 + (Ca + Cd)HVRk:w(a O)H2 + 4Mr||Rk¢(a 0>||2
+ (e + ca— ca)lldiv Regp (-, 0)[|* + [| (-, 0)[|7- = 0.

Portanto, como 0 < t* < T, temos, pelo Lema 2.10 e pela desigualdade (2.91), que
(14 )V NP+ (ca + ca) [V ()12 4 dpp |05 (-, 19)]?
t* t*
ot ca = )| (P + In e e [ mbCorPdr e [ sk Par
0 0
C C C C

C
< ( + + T + T + T2> exp{C + CT + CT?}.
Metl Vetl o Akl V1 k1

Da desigualdade acima, concluimos que

IV ()P + Ve (-, 19)))?

<( ¢© ¢ Y @ C T2>exp{C+CT+CT2}
M Akt

T \MmA1 MY M V41 M Ags1

K K, K K,
- + <Ly
8Aet1 SVl Akl Vet
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o que contradiz a escolha de t*. Por outro lado, se t* > T, considere t = t*, to =t* — T

e &£(x,t), ¢(x,t) e n(x,t) satisfazendo

E(Xv tU) = Wk(Xv to),
C(x,t) = r¥(x,to),
n(x,to) = pF(x,to) — p(x,to).

Com essas escolhas, temos que 0(x,tg) = 0, ¥(x,ty) = 0 e m(x,ty) = 0, pois p(x,ty) =

p"(x,ty), para todo x € Q. Logo,

(1A ) IVEOC o)+ (ca+ ca) IVRRp (-, to) I + 4par | Riab (-, o) |

(o +ea— ca)ldiv Rigb(-, to)|[2 + [l to)l[3 = 0.

Lembremos que @ =n* — €, p=r" —Cem=n+p—p~ poisp=p+nen=p—p"
Usando o Lema 2.10 e a desigualdade (2.91), obtemos

(e + )V (1) = VREC )P + (ca + ca) VX (1) = VR (- 1)
A |rt () = RGP+ (eo + ca — ca) | dive™ (-, ") — div B¢ (-, )

+ oG %) = ) + (1) +C/ . 5 (- 7) = & ) |Pdr

t*—
t*

te / b)) P

< C C C C
_l’_

C
T + T + T2)eX C+CT +CT?},
Akl Vel Akl Vi1 Ak+1 pi }

<

ou seja,

V0 (-, 1) = VPEC )P+ [ Ve, t7) = VRS 1)
g( ¢ + ¢ + ¢ T + ¢ T + ¢ T2>exp{C+CT+CT2}

MAgy1 MVer1 M Ay M V+1 M Aks1

K L K,
8\er1  SVkt1

Portanto, segue da desigualdade triangular, da desigualdade acima, de (2.11) e (2.12)

e da nossa escolha de T, que
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IV ()17 + Ve, )1
< 2(|IVn*(- ") = VBEC )P + [VREC,E)]?)
+2 ([Vrf (- #7) = VRGP + IV ReCCL E)17)

IA

K K.
2 (st g + MEIVEC PF(T + MG )PP
8Akr1  SVrt1

IN

Ky Ko 1 k 2 1 k 2
2 A% ot —|| VR (-t
(8)\k+1 + o~ + IV G o) [P+ Ve o)

K, K, K, K, 3 ( K Ky
<2 + + + S +
8Akr1 31t A1 AV 4\ Nker1 e
K, Ky

+ ;
Aol Vgl

<

uma vez que &(-,%9) = n*(-, o) e ¢(-, o) = r¥(-, ty). Isto novamente contradiz a escolha
de t*. Observe que a pentltima desigualdade é valida porque to = t* — T < t*. Logo,

para k > N, a desigualdade (2.92) é verdadeira. Isto conclui a prova da proposi¢ao. [J

2.4 Prova do Teorema 2.1

Usando as estimativas (2.52), (2.53) e (2.92), obtemos

IVu(-, ) = V(]2 = [|V(u—u")( )] = [VE" —9")(-, )]
IVEF(-, ) — V' (-, )|
(IVE* ()] + V0t )])°

2 (IVE*( )P + V0" (-, )]1%)
20 2K, 2K,
Tt T
Akl Akl Vet
C C
+

)
/\k-l—l Ve+1

IANIN

VAN

IA
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IVw(t) = VWi I = (IV(w = w5 (]2 = V(" =) (L )

Ve (- t) = Ve (., )]*

2
< (IVer .l + Ve (-, 1))
< 2([IVE 012+ Ve, 1))
2C 2K, 2K,
< +
Vk+1 Ak Vi+1
C C
< +—.
Akl Vi+1
Logo,
k 2 k ,_ C C

T et Vet
que é a estimativa (2.18) do Teorema 2.1. Por outro lado, para provarmos as estimativas

(2.19) e (2.20) para a densidade, notemos, inicialmente, que

pe+u-Vp=0, (2.95)

P 4u” - Vo =o. (2.96)

Subtraindo a equacao (2.96) da equagao (2.95), obtemos

(p=p")e+u"-V(p—p*) = (u* —u)-Vp. (2.97)
6 2
Agora, se 6 < py < 00, seja r € {2, Po } Escolhamos p € { Po ,6] tal que
Lo 6 + po Po — 2
~ = = + —. Multiplicando a equacdo (2.97) por |p — p*|"™", integrando sobre Q e
r b Do
usando a desigualdade de Hélder, obtemos

1d k kir—1 k
=PI < L —u)-Vpld
o=l < [ lo= T~ w - Vpldx

lp = p" I 1 (u® =) - Vpl v

IA

IN

lp = PN IV ol 2o [0* — e,
uma vez que
1 1
/ u*-V(p—p) |p—p" " dx = - / u*-V|p—pdx = ——/ o= p*|"divu* dx = 0.
Q rJa rJa

Logo, segue da desigualdade acima e da hipotese (2.7), que

o 0"l < Mt — s

dt - ’
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. 1d ., 1 d o o
pois ;aHp — "5 = llp = PFII5" %HP — p*llz-. Se po = 00, a estimativa acima &
valida para todo r € [2,6] e p = r. Como, em ambos os casos, p € [2,6], usando a
desigualdade de Sobolev ||[v|L» < C||v|m, valida para todo p € [2,6] e v € H*(Q),

obtemos
d _
EHP('J) — )l < M[u*(-,t) —u(-, t)|lwe < C|[Vu*(-, 1) — Vu(, )],  (2.98)

pois ||Vl e [[Vv] sio normas equivalentes em H{(Q). Integrando a desigualdade

(2.98) de 0 a t, segue, da estimativa (2.94), que

100, 0) = POl < c( ¢ ,C )2t+||p<-,o>—p’f<-,o>uy

Mo+l Ykt
C C
< -+ -1 ¢, (2.99)
(Aer1)z (Wer1)?
pois p¥(x,0) = po(x). Isto finaliza a prova do Teorema 2.1. O
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Capitulo 3

Sobre o limite de viscosidade nula

Provaremos que quando as viscosidades tendem a zero, a solugao do problema de
Cauchy para o sistema de um fluido nao-homogéneo, viscoso, incompressivel e assi-
métrico em R3 converge para a solucdo do sistema de um fluido nao-homogéneo, néo-
viscoso, incompressivel e assimétrico (no ambito do espaco L?). Resultado analogo foi
provado por S. Itoh em [26] no contexto L? e por S. Itoh e A. Tani no contexto L?
(p > 3) em [27]| para as equagoes nao-homogéneas de Navier-Stokes. Em [9], os auto-
res estendem os resultados de S. Itoh e A. Tani ao modelo considerado neste capitulo

(também no contexto LP, p > 3).

3.1 Introducao e resultado principal

Estudaremos o problema de Cauchy (1)-(2) em Q7 = R* x [0,7], T > 0. Mais
precisamente, consideraremos o sistema de equagoes

(

pu; + p(u - Viu+ Vp = (u+ pp)Au + 2, rot w + pf,

divu =0,

pw; + p(u - V)W — (co + cq — ¢a)V(divw) + 4p,w (3.1)
= (¢q + ca) AW + 2p, Tot u + pg,

pt+UVp:07
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em Qr = R* x [0,7], T > 0, sujeito as condicdes iniciais

p(x,0) = po(x), (3.2)

u(x,0) = uy(x), w(x,0)=wy(x).

Queremos estudar “o limite inviscido” para o sistema (3.1)-(3.2), ou seja, estamos

preocupados com a transicao do sistema viscoso a um sistema nao-viscoso.
Para simplificar a notacao, escreveremos:
L=+ U, V1 :=Cq+Cq € Vyg:i=Co+Cq— Cq.
Quando i = vy = vy = 0, o sistema (3.1) torna-se

(
pu; +p(u-Vju+Vp = pf,

diva = 0,
(3.3)
pwi+p(u-Viw = pg,

L pt"‘U-VP = 07

sobre Q7 = R* x [0,T], T > 0. Denotamos a solucdo do problema (3.3)-(3.2) por

(p°,u’, wO).

Observagao 3.1. Note que estamos considerando os problemas (3.1)-(3.2) e (3.3)-(3.2)
com os mesmos dados iniciais pg, Uy € Wy e as mesmas forcas externas fe g.

Como de costume, trabalharemos no ambito dos espago L*(R?) = (L2(]R3))3.
Quando m for um inteiro ndo-negativo, escreveremos H™(R?) = (Wm’Q(R3))3, e deno-
tamos por (-,-) o produto interno em L*(R?). Por simplicidade, usaremos as seguintes

abreviacoes:
[ Al =1 lmmes) e (] flwe o= - le@s) , 1 < p < oo,

O proposito deste capitulo é estabelecer a convergéncia uniforme da solugao do
problema (3.1)-(3.2) para a solugdo do problema (3.3)-(3.2) quando as viscosidades

tenderem a zero. Provamos o seguinte
Teorema 3.1. Considere 0 < i, vy < 1, v; > max{p,, 12}, € assuma que
po € C°(R?), Vpo € HA(R?), 0<m < po(x) < M < o0,
ug, wo € H*(R?), divug = 0,
f, ge L? ([0, T; H*(R?)).
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Entao eziste Ty € (0,T), independente de fi, vy e vs, tal que o problema (3.1)-(3.2) tem

uma unica solugao (p,u, w) que satisfaz

peC’(R>x[0,Tp]), VpelC®([0,To]; H*(R®)), 0<m<p(x,t)<M < oo,
u, w e C° ([0, Tp; H*(R?)) , Vu, Vw € L* ([0, Tp]; H*(R?)) ,

u, wy € L? ([0, Tp; H*(R?)) .

Resultados andlogos sdo vdlidos para a solugcdo (p°,u’, w") do problema (3.3)-(3.2).

Além disso, temos

sup [I[ (p = ") C.0)ll2 + [ (w =) (Ol + | (w=w°) (0)]2] =0 (34)

0<t<Typ

quando ji, v — 0.

Nosso principal objetivo é provar (3.4) na Segao 3.3, aplicando estimativas unifor-

mes, independentes de [i, 1, e v, estabelecidas na Secao 3.2.

3.2 Estimativas a priori

Nesta se¢@o, obteremos estimativas, locais no tempo, (uniformes em i, 4 e ) para
as solugoes dos problemas de valor inicial (3.1)-(3.2) e (3.3)-(3.2). Denotaremos por
C' as varias constantes positivas que podem depender dos dados iniciais, das forgas
externas e dos teoremas de imersdes, mas nao de fi,v; e vo. Além disso, focaremos
apenas na prova das estimativas uniformes para as solugdes do problema (3.1)-(3.2),
uma vez que estimativas anilogas para as solugoes de (3.3)-(3.2) podem ser provadas

da mesma maneira. No que segue, usaremos a notacio D*u = E D>u.
la|=k

Seja (p, u, w) uma solugao suficientemente regular do problema (3.1)-(3.2). Come-

¢amos com a seguinte estimativa para a densidade p.
Lema 3.1. Seja
U(t) = /Ot (L4 1V, 93 + [, )13 + [[w(-, 5)[13)° ds. (3.5)
Para todo (x,t) € Qp = R® x [0,T], temos
m < p(x,t) <M (3.6)
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e, além disso, temos que

IVo( )2 < V0 ()3 + C(2). (3.7)

Demonstragao. Segue do problema (3.1)4-(3.2); e do método das caracteristicas, que

a densidade p é dada por

:0<X7 t) =p (y(s;x, t)a 3) |8=t = po (Y<S; X, t)) |8:07

onde a trajetoria da particula y(s;x,t) é definida pela solu¢ao do problema de Cauchy

dy

7e = u(y,s), ¥ls==x.

Logo, da hipotese m < po(x) < M, resulta imediatamente a estimativa (3.6).

Agora estabeleceremos a desigualdade (3.7). Aplicando o operador D a ambos os
lados da equacdo (3.1),4 e multiplicando a equacio resultante por D%p em L?, obtemos,
ap6s somar sobre |a| = 1,2,3, a seguinte igualdade

1d 2 > « «
5 IVPCDIE == (D% (u-Vp), D). (38)

laf=1

Devido a condicao de incompressibilidade divu = 0 e usando integracao por partes, é

facil ver que

3 3
1
E (w-VD%, D) = —3 E / |D*p|*divudx = 0.
la|=1 R3

|a|=1
Logo, a equagao (3.8) pode ser reescrita da seguinte maneira

~—|Vp(- )3 ==Y (D*(u-Vp) —u- VD, D). (3.9)

|a|=1
Agora usaremos as desigualdades (1.1) e (1.4) para estimar o lado direito da identidade
(3.9). De fato, temos

3
DD (u-Vp) —u-VD,D%)| < C(IVull| Vo= + [|Vulle= [ Voll2) [ Voll2

laf=1

< C|Vull2[ Vol
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Substituindo a estimativa acima na identidade (3.9) e usando a desigualdade de Young,

concluimos que

d
1ot 013 < CIVulllol3 (3.10)
1 1 1
< i1 4, 1 4
< ¢ (g+5Ivult+ 519002)

2
< C (L[l +[1Vpl13)"
Integrando este resultado sobre [0, ], obtemos

t
IVp(, )l < IIVpo(~)H§+C/O (14 Vo, )3 + u(, 9)[3)" ds,

como queriamos. [

Nos proximos dois lemas, obteremos estimativas uniformes para ||u(-,t)||s e ||[w(-, )]s

Lema 3.2. Para todo t € [0,T], temos

m%\lﬂ(nﬂ!\%+uHVU(-,t)H§ < CLA+IVol) [l Ol + w3
HIVoC Ol Dll2[ul, 8)lls
+ (L4 Vo) G, ) ls[[ul O)lls]. (3.11)

Demonstragao. Aplicando o operador D a ambos os lados da equagao (3.1); e
fazendo o produto interno da equacdo resultante por D*u em L?, deduzimos, depois

de somar sobre |a] < 3, que

Li+Ly+Ls == Y (pD"w, D)~y (ADu,D*u)+ Y  (D*Vp,D*u)
o] <3 <3 || <3
= = (D*(pu-Vu),D*u)+2u, » _ (rot D*w,D"u)
|| <3 |er|<3

— Y (D*(pw,) — pD™u;, D) + Y (D*(pf), D*u).  (3.12)

|| <3 || <3
Para o primeiro termo do lado esquerdo da identidade (3.12), usando integragao por

partes, é facil deduzir que

1d o 1 a a
Ly = 5= > [VpD™ . = 5 D (peD™u, D*u)
lo| <3 || <3
1d o 1 a a
= 53 > IveD™ul: + 5 Y ((u- Vp)Du, D*u)
lo| <3 o] <3
1d o a a
= 37 Z |v/pD*ul3 — Z (pu- VD%, D%).
la|<3 o <3
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Também por integracio por partes, concluimos que L, = ji|[Vu||3 e, mais uma vez,

devido a condicao de incompressibilidade divu = 0, temos que

Ly=— ) /Rg D*pD%(divu) dx = 0.

|o|<3
Portanto, a identidade (3.12) pode ser reescrita da seguinte maneira:

1d

S 20 APl + A Vull = =3 (D*(pu- Vu) — pu- VD, D)

laf<3 || <3

+2u, Y (rot D*w, D®u) + Y (D*(pf), D*u)

la<3 lo|<3
- Z (D% (puy) — pD*uy, D)
laf<3
= R1 + R2 + R3 + R4. (313)
Agora, estimaremos cada termo do lado direito da identidade (3.13). Devido as desi-
gualdades (1.1), (1.4) e (3.6), obtemos a seguinte estimativa para o termo Rj:

[Ri| < ) [(D%(pu-Vu) = pu- VD, D*u)|

laf<3

< C(IV(pu)ll2[[VullLe + [V (pu)[[Lee[[Vullz) [lul]s
< CfVipw)ls|[Vullz[fulls

< Cllull2Vollz +llualls 1+ [1Vell2)] [ull3

< C+Voll) [full3.

Quanto ao termo R, estimamos

[Ro| < 2 Y | (rot D*w, D) |

|o|<3
= 24 Y |(rot D°u, D°w)|

o] <3
< 24 Y [rot Dullg2|| D w2

<3
< 2, ) [IVD ul|pe || D w2

||<3

MQ 2 2

< wClVulsliwlls < S [[Vulls + Cllwlls

i
< SlIVuls+Cllwls,

uma vez que p? < p, < fi. Usando as estimativas (1.1) e (1.4) e a desigualdade de

Cauchy-Schwarz, obtemos
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[Rs| < Y [(D*(pf) — pDf, Dw) [+ > | (pD"f, D"u)|

jal<3 al<3
< DD (pf) — pD e l|D*ullre + Y [lpDEllez ]| D*ullez
jal<3 lal<3
< C(IVpll2lfllue + [VollueIfll2) alls + Cllf]s]ulls
< ClIVol2lifllzlfulls + Clflls]ulls
< Clffisllalls 0+ [[Vpll2) -

Finalmente, vamos estimar R,. Pelas desigualdades (1.1) e (1.4), temos

[Ral < > ID%(pws) — pDuyre ]| D2

o <3

< ClIVolzllul:fals.

Portanto, introduzindo as estimativas para R;, Ry, R3 e Ry na identidade (3.13), obte-

mos
m%\lu(wt)!\% +aVu(, s < CLA+IVel2) a0l + w3
F Vo t)laflus s 8)lafful )]s
+ (L4 [Voll2) [IEC, )l al, )]ls],
o que prova o Lema. U

Lema 3.3. Para todo t € [0,T], temos

m%llW(ut)H%er IVw( Ol < CTA+ Vo) ult)lsllw(- )1
+llaC Ol + 1V Dl we )l lw (- )]s

+ (1 +[1Voll2) l1gC ) llslw(-, t)ls]- (3.14)

Demonstragao. A demonstragao deste lema é analoga a do lema anterior. Aplique o
operador D a ambos os lados da equacdo (3.1)3 e faga o produto interno da equagao

obtida com D*w em L. Some a equagdo resultante sobre |a| < 3, para obter

68



Ei+Ey+Es = Y (pD°w,, D)+ Y _ (LDw,D°W) +4p, Y (D*w,Dw)

|| <3 |a|<3 |a|<3
= - Z (D%(pu - Vw), D*W) + 24, Z (rot D%u, D*w)

lal<3 lal<3

- Z (D*(pwi) — pDwy, DW)
o] <3

+ ) (D*(pg), D*w) (3.15)
|| <3

onde L é o operador fortemente eliptico L = —11 A — 15, Vdiv. Um calculo simples e

direto nos leva a concluir que

Ld a 1 a «
B = LS DI - 3 S (Dt Do)
la<3 |or|<3
ld a 2 1 « «
= S S I wR + 5 S (w Vp)Dow, D)
lo|<3 || <3
1d « 2 « «
= 33 > IVPD Wit = Y (pu- VD"w, Dw),
la|<3 ja|<3

Ey = v |[VW|; + v2 ||divw]|3 e B3 = 4u, |[w||3. Assim, reescreveremos a identidade
(3.15) da seguinte forma

1d . .
S D IVeD Wl + v [[Vw][5 + va [|div wlf3 + 4, [[ w5 =
|lo|<3
— Z (D%(pu-Vw) —pu-VDW, D)

o] <3
+2u, Y (rot Du, D*w) + Y (D%(pg), D*w)

<3 <3

— Y (D*(pwi) — pD*wy, D*W) =: Dy + Dy + D3 + D, (3.16)

laf<3

Vamos estimar D;, i = 1,--- ;4. Similarmente a prova do Lema 3.2, temos

Dy

IN

C (L +[IVall2) l[ulls][wl3,

| Ds|

IN

%1 ..
5 IVwllz + Cllull3 (& que pf < pr < 1),
C(1+Vpl2)llglslwls,

ClIVellzlwll2lwlls-

| D3|

IN

| Dy

IN

Portanto, colocando as estimativas de Dy, Dy, D3 e D4 na identidade (3.16), obtemos

a desigualdade dada em (3.14). O
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Lema 3.4. Seja A a constante definida a sequir:

A= 14+ [Vpo() 3+ ol + wo() 13 + / (IEC, O3+ 8¢ D) de.  (3.17)

Para todo t € [0,T], temos a sequinte estimativa

t t

IVeC 0115 + [, O)ll5 + ||w<-,t>||§+u/ ||Vu<-,s)|!§ds+vl/ IVw (-, s)|I3 ds

0 0
t

< C/O (G, )5 + Iwe(-, 5)13) ds + CTA+ ¥ (8)], (3.18)
onde V(t) € dado em (3.5).
Demonstracao. Basta trabalharmos simultaneamente com as estimativas (3.10),
(3.11) e (3.14) e usarmos a desigualdade de Young, para obtermos diretamente, apos
integramos a relagao resultante com respeito a ¢, o resultado desejado. ([

Agora, estimaremos as integrais no lado direito da desigualdade (3.18). Para isto,

provaremos o seguinte

Lema 3.5. Para todo t € [0,T], temos

AlIVaC, )3 + v (Vw3 + m/o (e, )13 + Wi, 9)[3) ds < C[A+w(®)]”.
(3.19)

Demonstracao. Dividiremos a demonstracao deste lema em cinco etapas.

Etapa 1. Segue da condigao de incompressibilidade que
divu; = (divu); =0, (Vp,w) =— (p,divuy) = 0.
Portanto, multiplicando a equacdo (3.1); por u; em L?, obtemos

i d
/A, 8|22 + %%HVu(-,t)Hiz — o, (ot w, ;) + (pf, w,) — (p(u - V)u, u;). (3.20)

Pelas desigualdades (1.2), (1.4) e (3.6), e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, esti-

mamos os termos do lado direito da identidade (3.20) da seguinte maneira:

1
12u, (rotw,wy)| = 2pu, (%rotw,\/ﬁut)

IN

2
T VWL [[v/pug |2
C ||wll3 [[v/pue|Le,
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(pf,u)| = |(Vof, Vo)l
(NI VR R
ClI£lls [|v/Paelrz,

IN

IN

[(p(u-V)u, u,)|

(Ve (u-V)u,\/pu)|

Ve (0 V)ullez [[voug |2

C ([l Va2 + [Jullez{[ValLe) |vpue||cs
Cllalf3 [Iv/pue e

IN A

IN

Usando estas desigualdades na identidade (3.20), deduzimos pela estimativa (3.6) e

pela desigualdade de Young, que
mlfue(-, 1)Lz + M%HVU('J)H%; < C (Julls + [[wl3 + [1£]3) - (3.21)
Integrando a desigualdade (3.21) sobre [0, 7], obtemos
m [ e s + 90 D] < C 1A+ w0, (322)

onde ¥(t) e A sdo dados em (3.5) e (3.17), respectivamente. Seguindo um procedimento

semelhante ao da obtencao da estimativa (3.21), deduzimos a partir da equagao (3.1)3

que
mllwa e ) 1 T ) B+ v v w(, ) + A D
< O (Il Il + 1l + ) (3.23)
Portanto,
m /Ot wi(e, 8|32 ds + v1||[VW(, ) |lfe < C[A+ U(t)]. (3.24)

Etapa 2. Se aplicarmos o operador D® a ambos os lados da equagao (3.1); e fizermos
o produto interno da equacéo resultante por D®u, em L?, deduzimos, depois de somar

sobre |a| =1, que

S1+Sy+ 53 = Z (pD%uy, D) — 1 Z (AD%u, D%wy) + Z (D*Vp, D*u;)

la|=1 lal=1 la|=1
= - Z (D% (pu - Vu), D) + 2u, Z (rot D%w, D%wy)
la|=1 lal=1
+ Y (D(pf), D) — Y | (D*(puy) — pD*uy, D*wy). (3.25)
lor|=1 la]=1
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Note que

S1 = I/ Vu 2.
s s pd
Integrando por partes, é facil ver que Sy =

EaHDQuHiQ e, também usando o fato que

divu; = 0, concluimos que

Sy=—Y_ /RS D*pD*(divuy) dx = 0.

|a|=1
Substituindo estes resultados na identidade (3.25), obtemos

i d

IVp Vit + £ DMt = =37 (D%(pu- w), D™w) + 24, 3 (rot D*w, D)

laf=1 laf=1

+ Z (D*(pf), D*u;) — Z (D%(pus) — pDuy, D*uy)

la=1 la|=1

= Jl + J2 + J3 + J4. (326)

Fazendo uso das desigualdades (1.1), (1.2), (1.4), (3.6) e da desigualdade de Cauchy-

Schwarz, obtemos

[ < Y ID%(p(u- V)u) = pD((w- V)u) ez D*uellez + ) [lpD*((u- V)u)lee ]| Dy p2

lor=1 la|=1

< C(IVeleallu-Vullye + (Vo [u- Vallgz) [V [l
+ C (e [[Vally + [fully[[Vallue) [V

< C([[Vollzllull2[[Vullz + [[ufl2[Vall2) [[ V|
< C(+ Vol [all3VuL,
[l < 2p, Y [[rot DOwl|g: [ D%uy e
la]=1
< 2 ||VDOW|ee ]| Dy |r
lal=1
< ClwllslVuel|ee,
[Js| < > D (pf) — pDflee || D willz + Y lpDFllge || Dy |
lor|=1 la|=1
< OVl liflle + [Vollue Iflluz + [loll Lo [[VEL2) [Vl
< C([[Voll2llfllz + [[Voll2[fl[Lz + [[VElL2) Va2
< CA+([Vpll2) [Ills[Vuaelre,
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il <) 1D (pw) — pDwy ez || D w2

la|=1
< ClVplleeelfuglea | Vay[|ee
< ClVpllaffufle [V 2.

Usando estas estimativas, segue da desigualdade de Young, que

4
D1l < ClIVullee [[twlls + 19 pllzllelice + (1 + 1Vpll2) (1] + [ull3)]

i=1
m
< SIVulte + C IIwlli + IV plEllwllEs + (1 + [ Voll2)” (I£]5 + [ul5)] (3.27)
Substituindo a estimativa (3.27) na identidade (3.26), obtemos
\V4 2 7£ D2 2
mlVu + | Dl

< O [Iwlz + IVoll3lalze + L+ [V pll2) (115 + lall5)] . (3.28)

Podemos obter uma estimativa anéloga a desigualdade (3.28) para w. De fato, apli-
cando o operador D® com |a| = 1 em cada lado da equagdo (3.1)3, multiplicando o

resultado por D*w; em L? e somando sobre ||, obtemos

d d, .. d
m|Vwi(, )z + 1 [ D*w(, Olge + va 2 [[div VW (e, D[z + 4 — [ VW (-, D)2

< ClIVallalwelzs + (1 +[1Vpll2)” (lglls + lull3 [Iwl3) + [[ulls] - (3.29)
Etapa 3. Adicionando as desigualdades (3.21) e (3.28) e integrando sobre ¢, obtemos
t
AV, Ol + m/ e, s)llds < [Vuo()lly
0

t
+C sup Vol 93 / s 8)|22 ds

0<s<t

+0(1+ sup ||Vp<-,s>||§) [ U8 + o)1) ds

0<s<t
4
e [ wtsas
0
que juntamente com as estimativas (3.7) e (3.22), nos da

AlIVa(, oI + m/o (-, 5)|[F ds < CTA+ W(1)]*. (3.30)

Similarmente, somando as desigualdades (3.23) e (3.29) e integrando sobre ¢, encon-

tramos
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t
Mthmﬁ+mleh$ﬁ%
t
SHVWNN?+MWWdNﬁ+MWdNE+C§gJVMuM@4HW&ﬁMédS

+C (1+ sup ||V,0(-,S)||§)/0 (IgC. )13+ lul, )5 W, $)l5) ds

0<s<t
t
+C [ a5 Bds
0
Portanto, devido as estimativas (3.7) e (3.24), temos

Vw12 + m/o wi(-, )2 ds < C[A+ T()]2. (3.31)

Etapa 4. De forma analoga ao desenvolvimento efetuado na Etapa 2 acima, porém

com |a| = 2, nao ¢ dificil mostrar que

d
m|[ D*u (-, )| + /%IID?’U('%)||%2

< C{IVpllalhaclit + (1 + 1Vpll2) (€15 + l[ulls) + W3] (3.32)

d d, .. d
ml| D*wi(, )l + 11 | D Ol + va || div D*w(, )] g2 + dp— 1D W (-, 1) e

< C[IVollalwell? + (L + 1Vpll2)* (I3 + lull3 Iwliz) + flull5] (3.33)

Etapa 5. Somando as desigualdades (3.21), (3.28) e (3.32), e integrando sobre t,

obtemos
t
MHVU(wt)H%er/O Jue(,9)ll5ds < [[Vao(-)|3

t
-+0supHVpusm;A lus )| ds

0<s<t

t
#0 (15 s 1900, )18) [ (IR + 1)
0<s<t 0
t
+C [ wts) s
0

Devido as estimativas (3.7) e (3.30), encontramos

meﬁ%+mAHmh@%%§CM+W®ﬁ (3.34)
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Por fim, se adicionarmos as desigualdades (3.23), (3.29) e (3.33) ¢ usarmos as estima-

tivas (3.7) e (3.31), obteremos
¢
w0+ m [ il s) s < € A+ W) (3.35)
0

Portanto, juntando os resultados obtidos nas desigualdades (3.34) e (3.35), concluimos
a demonstragao da estimativa (3.19). O

Resumimos os resultados acima no seguinte

Lema 3.6. Para todo t € [0,T], temos

IV, 01 + l[ul Ol + [Iw(, 0)l5 + /Ot (G 8)l5 + lwi(-, 5)[13) ds

+ /l/ot IVu(-, s)||3ds + vy /Ot IVw(-,s)||2ds < C[A+T(t)]. (3.36)
Lema 3.7. Eziste Ty € (0,T], independente de [i, vy e vs, tal que

U(t) <A para t<Ty. (3.37)

Demonstragao. Do Lema 3.6 segue que
IVpC, 015+ la, O3 + lw (-, D)1 < C (A+2(1)*
Da definigao de ¥(t), dada em (3.5), podemos concluir que

1/2
(GYO) =1+ ITaC0IR + I O + Il )3 < €4+ w(o)"

Escrevendo

encontraremos a seguinte desigualdade diferencial

Ly (1) < Cvo(t),

dt
ou ainda
d
Yot aY (t) < C. (3.38)
K d
Se escrevermos [(t) = / Y~ 5(s) d—Y(s) ds, concluiremos, ap6s usarmos integragao
0 5
por partes, que
I(t) = 1 1
5 A5 5Y5(t)



Segue da desigualdade (3.38) que

1 1
545 sve) = O

Apo6s um célculo simples e direto, é facil ver que
V() < A(1-504%)""" com 0<t< (504%)7".

Portanto,
31

‘P(t) S A para t S TO = W

O

Devido aos Lemas 3.6 e 3.7, obtemos as seguintes estimativas uniformes, locais no

tempo, para as solugoes do problema (3.1)-(3.2) e (3.3)-(3.2), respectivamente:

Proposicao 3.1. FExiste uma constante positiva C' tal que

sup [[IVp(, )3 + [luC, 0I5 + [Iw (- 6)]l3] +/0 O (e 0I5 + we(- 1)I13) dt

0<t<Ty

TO TO
e [ IVaC OB de o [ oW < C
0 0

To
s (1A O + IO + w0l + [ (ool + e 0lf) de < C.

3.3 Prova do Teorema 3.1

A existéncia da solugdo dos problemas (3.1)-(3.2) e (3.3)-(3.2) é provada com o
método semi-Galerkin, uma vez que as estimativas locais no tempo estabelecidas na
Proposigao 3.1 sao validas para as aproximagoes semi-Galerkin, as quais sao suficientes
para passarmos ao limite para obtermos a existéncia local. Como este processo é
silimar ao de [5], omitiremos os detalhes da prova e nos restringiremos a estabelecer

nosso resultado principal (3.4).

Subtraindo-se (3.3) de (3.1), obtemos o seguinte sistema linear de equagoes para

c=p—p vi=u-uly=w-wleqg:=p—p"
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pvi +p(u-V)v — gAv — pAw® + Vg = —p(v-V)u’ + V(po)% +2u,rotw =: F,
divv = 0,
py: + p(u-V)y + Ly + Lw® + 4p,y 4+ 4p,w® = —p(v- V)W’ + 2p, rotu =: G,
or+u-Vo = —v-Vp°,
(3.39)
em Qr = R* x [0, 7], T > 0, com condi¢des iniciais
o0(x,0) =0, v(x,0)=0, y(x,0)=0, x¢cR> (3.40)

Etapa 1. Aplicando o operador D a ambos os lados da equagao (3.39)4 e multipli-
cando a equacdo resultante por D% em L?, obtemos, apos somar sobre |a| < 2, a
seguinte igualdade

1d

Sl DB == 3 (D% (u- Vo), D%) = 3 (D (v- V), D). (341)

o] <2 ol <2

Usando integragao por partes, é facil ver que

for a 1 a |2 7:
Z (u-VD%, D U):_Q Z |D%|“divudx = 0,

3
laf<2 loj<2 /R

pois divu = 0. Logo, a identidade (3.41) pode ser reescrita da seguinte maneira
S0l =->_ (D*(u-Vo)—u-VD%,D%) — > _(D*(v-Vp"),D%).

o] <2 o] <2

(3.42)

Para estimar o primeiro termo do lado direito da identidade (3.42), notemos que

|| <2 lal=1 |a|=2

Z (D% (u-Vo)—u-VD%,D%%) = (Z + Z) (D% (u-Vo)—u-VD%%,D%) =: By + Bs.
Assim, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Holder, obtemos

Bl < ClVulu=[[VolL: < C[Vull2[[Voli: < Clluls|o]s,

1Bo| < C(I[D*usl|Volles + [[Vullu= || D*o|lr2) [| D*ollrz < Cllulls]lo|3-
Logo, devido a estas estimativas, podemos concluir, pela Proposicao 3.1, que

> 1(D*(u-Vo) —u- VD%, D%)| < Clluls|loll3 < Cllo]s. (3.43)

o] <2
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Quanto ao segundo termo do lado direito da identidade (3.42), ao usarmos as esti-
mativas (1.2), (1.4), as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young e a Proposigao 3.1,
obteremos
YD), D%) | < C (VI e + IVl VA o) [ Do
|| <2
< CIVAlllvlzllell: < C (lloll3 + IvI5) . (3.44)
Substituindo as estimativas (3.43) e (3.44) na identidade (3.42) e integrando o resultado

obtido sobre [0, t], obteremos
t
lo (-, )lI2 < C/O (o, s)l2 +11v (-, 5)l3) ds, (3.45)

uma vez que o(x,0) =0, Yx € R®.
Etapa 2. De forma analoga a obtengao das estimativas (3.11) e (3.14), obtemos das

equagoes (3.39); e (3.39)3, a seguinte identidade:

1d _ .
o (Z IVED VIR + 3 \/ﬁDayiz> + VI + VY13 + valldiv 3 + 40 iy 13
o <2 o <2

= [ Z (ADO‘uO,Dav) + v Z (ADO‘WO,DO‘y)

o] <2 lal<2
+ 15 Z (V(divDO‘WO),DO‘y) - Z (D*(pvy) — pD%y, DV)
lor|<2 | <2
1
-5 > ((u-Vp)D*V,D*) = Y (D%(pu-Vv), D)
o <2 o <2
— > (D*(pu-Vy),D%) — > _ (D%(py:) — pD*ys, D)
o] <2 jal<2
]' (6% (6% (0% (0%
~3 > ((u-Vp)D%,D%) — 4, > (DW°, DY)
|a|<2 || <2
12
+ > (D°F, D)+ Y (D°G,D%) =) R (3.46)
jal<2 ja <2 i=1

Agora, estimaremos cada termo do lado direito da identidade (3.46). Integrando
por partes, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, a Proposicao 3.1 e o

fato que 1 > vy, obtemos

|Ri|+ |Ro| + |Rs] < = (alIVVI5+ [ Vyl3) + C (allu’(5 + vil|w[]3)

IN

(AIVVIE + ml[Vyl3) + C(a + ).

N =N

78



Usando a estimativa (1.4), a desigualdade de Holder e a Proposi¢ao 3.1, o termo Ry

pode ser estimado da seguinte maneira:

[Ral < C([IDpllzIvellez + 1 Dpll o [ VVillez + 1D pllzal[vell ) V]2

< CIVpllalvelhlIvliz < € (VI3 + Ivel7) -

Para o termo Rs, usamos a estimativa (1.2), a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a

Proposicao 3.1, para obtermos

75| < C(llulle=lVolle + ez Voll=) IVI5

< Clullsl[Vallllv]z < ClvI.

Para estimarmos o termo Rg, primeiro o reescreveremos da seguinte forma

RG - - Z (pu . VDQV, DaV) — Z (Da(pu . vv) _ pu . VDaV, Dav)
|2 lal<2
1 a2 a o o
= 3 Z /Rg(u-Vp)|D v[©dx — Z (D%(pu - Vv) — pu - VD%, D*V)
<2 || <2
=. RG,l + R672.

Analogamente & demonstracao do Lema 3.2, usando integracao por partes, o fato que
divu = 0, a desigualdade de Cauchy-Schwarz, as estimativas (1.2), (1.4) e a Proposigao

3.1, concluimos que

1 a2
Roal = |33 [ (- VDV ax

jal<2

1 «
< 53 Ju- Vol DV

la<2
< C(||ulle=||Vpllrz + [alle2l|VollLe) VI3
< Clulls[Vpl2llvl3
< Cv|3.

Quanto ao termo Rg o, usando a desigualdade de Hélder, a estimativa (1.4) e a Propo-

sicao 3.1, temos
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|Rs2| < Z | (D%(pu-Vv)—pu- VD, D) |+ Z | (D%(pu-Vv)—pu-VD, D) |
lor|=1 |or|=2

ClIV(pw) L= l[VVlL: + C (I1D*(pw) sl VViies + [V (pw) | [ D*V)|L2) | D*V e
C (IV(pw) Lo + [1D*(pw)lles) VI3

C (IIV(pu)ll2 + 1D (pu)l|e) VI3

ClIV(pwl2lvl;

INININ A

IN

C (lull2lVollz + [oVull2) [[vI2
Cllall2IVellz + [ulls( + IVl VI3

CA+[IVol2)l[ulslvls

INIA

IN

Clivla.

Portanto, |Rs| < |Re1| + |Rez2| < C|v|l5. Similarmente, temos que |R;| < C|y]|5.
Se repetirmos o processo para a obtencao da estimativa para o termo R4, obteremos
|Rs| < C (|lyll3 + llyll}). Analogamente a obtengao da estimativa para Rs, podemos
mostrar que |Ry| < C||y||3. Para estimarmos o termo Rjo, usamos as desigualdades de
Cauchy-Schwarz e Young e a Proposigao 3.1, para obtermos

[Rio| < 4 Y | DWOl|z2 | Dy e

o] <2
CrrllWlllsllyll2 < C (prlIW°ll5 + Iy 12)

C(n+lyls).

IA

IN

pois p? < pi, < fi. Finalmente, recordando as definicdes de F e G (ver equacdes (3.39);
e (3.39)3), usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young e a Proposigao 3.1,

estimamos Ry, e Rjs da seguinte maneira:

< C(p+ vz +1ylz) + Clle V") /A3 (3.47)

[Rul + [Ri] < C(IVIE+lIyl2) +C (IFI: + 1GI3)

Da equagao (3.3); e da Proposigao 3.1, é falcil concluir que
le v (@°)/°l15 < Cllell3 (1 + g3 + [1£3) - (3.48)
Devido as estimativas (3.47) e (3.48), obtemos
[Rul+[Riz| < C (a+ lloll3 + VI3 + Iyll2) + Cllolls (Ta?l3 + [1]3) -
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Portanto, substituindo as estimativas para R; na identidade (3.46), i = 1,--- ,12, e

usando a desigualdade (3.6), obtemos

IVIE+1IylE) < C(a+va+llols +IVIE+IVeld + Iy 12 + [lyell?)

+Clloll3 (a3 + [1H15) -

p

Integrando o resultado acima sobre [0, ], usando a estimativa (3.45) e a Proposigao

3.1, concluimos que
t
lo GOl + IvC O3+ Iy (0113 < (/Z+V1)CT0+C/U (IveC, )1+ llye(-, 5)I7) ds
t
+C/O (loCo )13+ v )5+ lly (- s)l3) ds, (3.49)

pois v(x,0) = 0 e y(x,0) = 0, ¥Yx € R

Etapa 3. Como divv, = (divv); = 0, entao
(Vg,v¢) = — (¢, divvy) = 0.
Portanto, multiplicando a equacdo (3.39); por v, em L? obtemos

[ d
Iovils 012 + S0V, 0% = 2pn (rotw, v,) — (p(u- V)v,v) + i Au’, v)

2dt
— (p(v-V)u’,vy) + (e V() /", vi). (3.50)

Agora, estimaremos cada termo do lado direito da identidade acima. De uma forma

semelhante a prova do Lema 3.5, temos

2 (ot w,vi)| - < Cpp|wlisllVoville < Calwllsllvovillez,
[ (p(u-V)v,vi)| < Cllulle<[[VVlez|Voviliee < Cllulls|iviizllvovillee,
(Au’, vy)| < CflAu’||e]lpvellee < Chllul2lly/pve e,
[(p(v- V)’ vi) | < Cllvie= [ Va[lee[lv/pville: < ClIvilallu®ls[lv/pvelee,
eV @)/ vl < Cllollz (a5 + [u?llz + [I]l2) [Ivovellze.

Substituindo as estimativas acima na identidade (3.50), usando a Proposi¢do 3.1 e a

desigualdade de Young, obtemos

_d _
ml[villte + A= IVVIE: < C [+ VI + lolls (1+ a5 + [If5)] - (351)
dt
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Integrando a desigualdade (3.51) sobre [0, ¢], usando a estimativa (3.45) ¢ a Proposigao

3.1, encontramos

t t
m [ ites)lads + aI9¥( 0l < CaTo+ € [ (o)l + v 5)1B) ds
0 0
(3.52)
Seguindo um processo semelhante ao da obtengao da estimativa (3.51), encontramos,

a partir da equagao (3.39)3, a seguinte desigualdade:
mlyilles + 12 HVYHLz + e, HleyHL2 + A, HYH%2 < C (4 vz + llyl2)(3.53)

Logo,

t t
m / lye(s $)IT2ds + v [IVy (- Ol < Cri Ty + 0/ (IvC 9+ Ny, 9)ll3) ds
’ ’ (3.54)
Agora, se aplicarmos o operador D* a ambos os lados da equagao (3.39); e fizermos
o produto interno da equacdo resultante por D®v, em L2, deduziremos, depois de

somarmos sobre |a| = 1, que

m|Vvilt: + i ||D2V||L2 < Clafu’ll5 + 1+ [Voll2)*[ull5IvIiz + [ VollvelLs

+ (1 +Vpll2)* [l I5IVIE + plwlls + llol3 (1 + [hadllz + 1£1]5) ]
Pela Proposicao 3.1, a desigualdade acima pode ser reescrita da seguinte maneira:
m|Vvilte + i ||D2V||L2 < Cla+ IvIz + [Ivellze + llollz (1+ [[a?lls + [I£]35) ].(3.55)

Somando as desigualdades (3.51) e (3.55), obtemos

m[vey +ud IVVI < Cla+ IVIE + vl + lloll (1 + [agll3 + [1£]35) 1.

Integrando este resultado sobre [0, ¢], usando as estimativas (3.45) e (3.52) e a Propo-

sicao 3.1, obtemos
t t
AIVVEDIE+m [ vi(s)llids < CuTo+C/ (oG 9)l3 +1v(,9)l13) ds. (3.56)
0 0
Da mesma forma que obtivemos a estimativa (3.55), podemos encontrar

m||Vyilt: +m— HDQyHLHw [l div VIl + 4= I\Vy\l?m

<C(m+ vl + Iyl + HYtHL2)' (3.57)
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Somando as desigualdades (3.53) ¢ (3.57), obtemos
m” “2 iv 2 id 2 4 i 2<C 2 2 2
yelli + Vldt” vyl + VthH vyl + MrdtHYHl > (Vl +vIz+lyllz + ||Yt||L2) :
Se integrarmos este resultado sobre [0,¢] e usarmos a estimativa (3.54), obteremos
t t
[ Vy (-, 1)l +m/ lye(-,s)lds < Con To + C/ (v ()2 + [y (-, 5)113) ds(3.58)
0 0
Das estimativas (3.56) e (3.58), concluimos que
t
ATV + IOy GOl +m [ (il s)lE + v 9)IR) ds
0
t
0
Segue, da estimativa acima e da desigualdade (3.49), que

loC.OIZ+IvEDIE + Iy 0l < (7+1)C T

+ 0/0 (lo G o)z + v )llz + 1y, 9)lI2) ds. (3.59)

Aplicando um corolario do Lema de Gronwall a desigualdade (3.59) (ver [3], pagina 90,

Corolario 6.2), obtemos
lo (5 + v DI + 1y 015 < (7 + 1) C Toexp(C To).

Isto completa a prova do Teorema 3.1. 0]
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Capitulo 4

Solucoes semi-fortes e fortes em

dominios 1limitados

Utilizando condicoes similares usualmente impostas as equagoes nao homogéneas
de Navier-Stokes e usando o método semi-Galerkin espectral, provamos a existéncia e
unicidade de solugoes semi-fortes e fortes para o problema nao homogéneo dos fluidos
micropolares em dominios tridimensionais com fronteira uniformemente de classe C°.
Os resultados que apresentaremos sao similares aos que foram obtidos por Braz e
Silva, Rojas-Medar e Villamizar-Roa em [11] para as equagoes de Navier-Stokes com

densidade variavel.

4.1 Introducao e resultados principais

Estudaremos as equagoes para o movimento de um fluido assimétrico viscoso, nao-
homogéneo e incompressivel no conjunto aberto 2 x (0,7'), onde € é um dominio
em R®, ndo necessariamente limitado, com fronteira uniformemente de classe C? e
(0,7) ¢ um intervalo de tempo. A exigéncia de que a fronteira seja de classe C°
deve-se a necessidade de se obter resultados que baseiam-se em estimativas “locais”
para o problema de fronteira de Stokes, nas quais as constantes independem da medida
(“tamanho”) da 0f2 e da medida de €2 (veja o Lema 1.9). De fato, obteremos estimativas

para a velocidade u que implicam, usando os resultados de [32], em estimativas para

84



a densidade, que inicialmente satisfaz 0 < o < po(x) < f < co. Recordemos que as

equacgoes que governam o movimento destes fluidos sao dadas por:

( pu; + p(u-Viu+ Vp = (pu+ p) Au+ 2, rot w + pf em Q x (0,7,
divu=0 em Q x (0,7),
pwi + p(u- V)W — (co + cqg — ¢o)V(divw) + 4p,w (4.1)
= (¢q + ca) AW + 2p, rot u+ pg em Q x (0,7),
| petu-Vp=0 emQx (0,7).

Complementamos o sistema (4.1) com as seguintes condigoes iniciais e de fronteiras:

u(x,0) =uy(x), w(x,0)=wo(x) e p(x,0)=po(x) em€Q, (4.2)

u(x,t) =0, w(x,t)=0 sobre 0Q x (0,7). (4.3)

Se Q for ilimitado, impomos, também, a seguinte condi¢ao para as velocidades (linear

e angular) no infinito:

lim u(x,t) =0, lim w(x,t)=0, t€(0,7). (4.4)

|x|—00 |x|—00

Estudaremos existéncia e unicidade de solugoes semi-fortes e fortes para o sistema
(4.1) em L?(€2), no caso de dominios tridimensionais ilimitados com fronteira uniforme-
mente de classe C3. Adaptaremos as técnicas usadas em [23] para as equagoes classicas
de Navier-Stokes juntamente com argumentos usados em [7, 21, 48] para mostrar exis-

téncia e unicidade de solugoes local e global no tempo.

Primeiramente, daremos a definicao de soluc¢ao semi-forte.

Definigao 4.1. Seja 2 um dominio de R?, com fronteira uniformemente de classe C* e
T € (0,00]. Seuy € V(Q), wo € H)(Q), D*ug, D*wo € L*(Q) e py € L™=(R), com 0 <
a < po(x) < B < oo em (2, diremos que um terno (p,u, w) é uma solugao semi-forte

do problema (4.1)-(4.3) em Q x (0,77) se:

(a) para f,g € L*(0,T;L*(2)), existir um tempo 7*,0 < T* < T, tal que

u e C([0,7%); V(Q)) N L*(0, T V(Q) N H2(Q)),
u; € L*(0, 7% H()),
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w e C([0,T%); Hy(Q)) N L*(0,T%; Hy(Q2) NH*(Q)),
w, € L*(0,T%L*(Q)) e
p € L>®(Qx(0,T")),

com (p,u,w) satisfazendo (4.1);, (4.1)2 e (4.1)3 q.s. em Q x (0,77), (4.1); no
sentido das distribuigoes sobre Q x (0,7), as condigoes iniciais (4.2)1, (4.2)2 e
(4.2)3 em V(Q), H}(2) e W1>°(Q), respectivamente, e as condi¢des de contorno

(4.3); e (4.3); no sentido do espaco V(Q) e Hj(f2), respectivamente, q.s. em
(0,77).

(b) para T = co e f, g € L(0,00; L*(Q)), as funcdes p, u e w sio tais que

N L?

loc

u e C([0,00); V(Q) (0,00; V(Q) N H*()),

)
u; € Li (0, 00, H(Q)),
w € C([0, 00); Hy(€2)) N L, (0, 003 Hy () N H*(2)),
Wi € Li,(0,00,L%(Q2)) e

p € L*(Q x (0,00)).

Usando o projetor ortogonal P e os operadores A e L, definimos uma solugao forte do

problema (4.1)-(4.3) da seguinte maneira:

Definicao 4.2. Seja Q um dominio de R?, com fronteira uniformemente de classe C*
e T € (0,00]. Seuy € V(Q) NH?(), wy € Hy(Q2) NH*(Q) e py € C*(Q), com 0 <
a < po(x) < B < oo em €, diremos que um terno (p,u,w) é uma solugao forte do

problema (4.1)-(4.3) em 2 x (0,77) se

(a) para f,g € L*(0,T;H'(Q)) e f,,g, € L*(0,T;L*(Q)), existir um tempo T*,0 <

T* < T, tal que (p,u,w) satizfaz o sistema
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,

(pus, v) + (p(u- V)u,v) + (1 + pr) (Au, v) = 24, (ot w, v) + (pf, v),
Vte (0,T%), Vv e V(Q),

(pwi, ) + (p(u- V)w, ) + (Lw, ) + dpp (W, ) = 2p,(rot u, ) + (pg, ¥),
Vit e (0,T%), Vb € HY(Q),

pr+u-Vp=0, (x,t) € Qx[0,T%),

u(x,0) = up(x), w(x,0) =wy(x), p(x,0) = po(x), x € Q.

(4.5)

e, além disso,

u e C([0,77); V(Q) N H*(Q)) N C([0,T7); H(Q)),
w € C([0,7%); Hg(Q) N H?(Q)) N CH([0,T7); L*()) e

p € CHQ x[0,T%)).

(b) para T = oo e f,g € L®(0,00; H(Q)) e f;,g, € L>®(0,00; L%(Q)), as funcdes p, u e w

sao tais que

u € C([0,00); V(Q) N H*(Q)) N C*([0,00); H(Q)),
w € C([0,00); HY(Q) NHZ(R2)) N C*([0,00); L2(Q)) e
p e CHQ x [0,00)).

Consideremos Py e Ry, as projecoes ortogonais de L*(Q) em Vy := span[p!, - - - , "]
e W, := span[¢’, - - -, ¢"], respectivamente. As solucdes do problema (4.5) podem
ser obtidas usando-se o método semi-Galerkin (i.e., uma aproximacao Galerkin para
as velocidades e uma aproximagao em dimensao infinita para a densidade; veja [35])
determinado pelos espacos Vi, e Wy e pelos operadores P, e Ry. Mais precisamente,
para cada k € N fixado, consideramos o problema de encontrar T% € (0,T], u®
CH[0,T%); V1), wk € ([0, T%); Wy) e p* € CH(Q x [0,T)) tais que

.

(*uf + p*(u* - V)u" — 2p,r0t wh — oM, v) + (1 + pr) (Au¥, v) = 0,

(PFwy + pF(u" - V)W* + 4, wF — 2p,r0t u* — pFg ) + (Lw*, ) =0,

¢ parate (0,T%),Vv eV, Vi € Wy, (4.6)
pF4u” Vo' =0em Q x (0,7%),

| u"(-,0) = Pauo (), w*(,0) = Rewo(-), p"(-,0) = po(-) em €.
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No sistema (4.6), temos um problema de valor inicial para um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias acopladas a uma equagao de transporte. Usando o método das
caracteristicas, nio ¢ dificil provar que (4.6) possui exatamente uma solucio (p*, u*, w")
definida no intervalo de tempo [O,Tk). As estimativas a priori estabelecidas abaixo

provam que podemos tomar, de fato, T% = T para todo k > 1.

Na proxima secao, obteremos estimativas para as solucoes destes problemas aproxi-
mados em dominios limitados, independentes da medida de €2. Usaremos estas estima-
tivas para estudar o caso de dominios ilimitados através da expansao de uma sequéncia
de dominios limitados. Este método foi utilizado em [23] para as equagoes de Navier-
Stokes usuais e em [11]| para as equagoes de Navier-Stokes com densidade variavel. O
principal objetivo deste capitulo é provar os seguintes teoremas:

Teorema 4.1. Seja Q um dominio de R®, com fronteira uniformemente de classe C*.
Suponhamos que ug € V(Q), wo € H5(Q) e po € L=(Q), com 0 < a < po(x) < 3 <
oo em Q. Se f,g € L*(0,T;L*(Q)), entio existe uma solu¢io semi-forte (p,u,w) de
(4.1)-(4.3) em Q x (0,T), para algum T* € (0,T]. As fungdes p, u, w (e consequen-
temente p), sao tais que

u e L>0,T%V(Q)),

w € L>(0, T H5(Q)),

w;, wy, D*u, D*w, Vp € L*(0,T*; L*(Q)),

p € L=(0,T% L=(1)),

pe € L7(0,T7; L5, (S2)),

Vp e L=(0,T7% L. (),

[Vu(t) — Vug|| = 0 e ||[Vw(t) — Vwo| — 0 quando t — 0.

Observacio 4.1. Se  ¢é limitado ou Q = R?, a regularidade para a densidade é
pr € L=(0, T L>(Q) e Vp € L>(0,T*;L>*(Q)). Este fato deve-se aos resultados
conhecidos sobre a regularidade do problema de Stokes em tais dominios (ver Obser-
vagao 4.6).

Observagio 4.2. Supondo que f, g € L>(0, 00; L*(£2)) e que as normas ||uo /g1, ||[Wole,
£l oo (0,00512(2)) € 118l £o0(0,00:L2(02)) 880 suficientemente pequenas, pode-se mostrar que

existe uma solugao semi-forte (p, u, w), global no tempo, para o problema (4.1)-(4.3).
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Com respeito a existéncia de solugoes globais fortes, provamos:

Teorema 4.2. Seja 2 wm dominio de R®, com fronteira uniformemente de classe C*.
Assuma que os dados iniciais sio tais que ug € V(Q) NH?*(Q), wo € H5(Q) NH?*(Q) e
po € CHQ), com0 < a < py(x) < B <ooem. Sef,ge L>0,00;H(Q)) efy, g, €
L>(0,00; L*(Q2)) e se as normas |[uollen, [Wollmr, [fllz~eor2@) € [8ll=(.mm2)
sao suficientemente pequenas, entdo existe uma solug¢ao forte (p,u,w), do problema
(4.1)-(4.3), globalmente no tempo. Ademais, existem constantes positivas Cy e Cp.,

v >0, tais que

(HVu I+ [Vw(- 1)[*) < Co, (4.7)

(”ut O + [[we (-, )]*) < Ca, (4.8)

IOD(HAu I + [ Bw(-, 1)]*) < Ca, (4.9)

p(HD2 D+ D*w (- 1)]%) < Co, (4.10)
t

sup 6‘”/ 7 (llus (-, ) II” + [Iwe(-, 8)[1?) ds < Cay, (4.11)
2 0
t

supevt/ & ([ Au(, )2 + [ Bw(-, 5)[?) ds < Co, (4.12)
t>0 0
t

sup e_“’t/ e ([[Vue(-, 8)|1* 4 |[Vwe (-, 8)[1?) ds < Co, (4.13)
t>0 0

peCHQx[0,T]),2ccQ VT € (0,00). (4.14)

Aqui, as constantes Cy e Cy., dependem somente da reqularidade da OS). Estas cons-

tantes independem da medida da 02 e da medida de 2.

Observagao 4.3. Com as mesmas hipoteses para os dados iniciais ug, wg e pg exigidas
no Teorema 4.2, provamos, na Proposicao 4.1, existéncia e unicidade de solugao forte
do problema (4.1)-(4.3) em Q x (0,7™), para algum T* € (0,7], supondo que f, g €
L*(0,T; HY(Q)) e fi,g, € L*(0,T; L*(Q)).

Observagao 4.4. Ainda sobre existéncia global, tal como em [7, 8], se as forgas externas
decairem exponencialmente com o tempo, obteremos solugoes mais regulares do que
aquelas dadas pelo Teorema 4.2. De fato, combinando as técnicas das proximas secoes e
os argumentos de [7], podemos provar que se ug € V(Q)NH?(Q), wo € Hj(Q)NH?*(Q),
po € CHQ), com0 < a < py(x) < B < ooem, f,g € L™=(0,00;H(Q)), f., g, €
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L>(0,00; L*(€2)) e, além disso, se para alguma constante & > 0,
e!(f+g) € Lo(0,00; H'(Q)), e(fi +g,) € L™(0,00;L*(2)),

entao a solugao forte (p,u,w) do problema (4.1)-(4.3) existe globalmente no tempo,
desde que as normas [|uol|ur, [[Wollur, |6 fll <0 0oz € [[€% 8l (000m2(2)) sejam
suficientemente pequenas. Pode-se provar, também, que existe uma constante positiva

& < € tal que, para qualquer 0 < 0 < £, as estimativas
sup e ([[Vu(-, O + [[Vw (-, 1)|]*) < +oo,
£>0
sup e ([ )+ il )2) < +o0,

sup e ([l Au( O] + [[Lw(-. 1)) < +oo,

t
sup [ (9w (eos) [ Twile5)|?) ds < oc,
0

SUp (e, B)llee + [Vo(, B)llnee) < +o0,

sao validas.

4.2 Estimativas a priori

A partir de agora, denotaremos por Cy as varias constantes positivas que podem
depender dos dados iniciais, das forcas externas, das viscosidades e do tempo final
T, mas nao da medida da 02 nem da medida de €2, embora possam depender da

regularidade da 0f).

koo k
,W"), solu-

Provaremos algumas estimativas a priori para as aproximacgoes (,ok ,u
¢oes de (4.6), no caso de dominios tridimensionais limitados. As estimativas obtidas
serao independentes da medida do dominio 2. Combinaremos os métodos utilizados

em [23, 30] para obter estas estimativas.

Lema 4.1. Seja (p*,u*, w") a solugio do problema (4.6). Eziste T* € (0,T), indepen-

dente de k, tal que as sequintes estimativas valem para todo t € [0,T™):
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a < pf(x,t) <P (a = infpo, = sgpp()) :
[u*(@)]|* + [Wh(@)|* < Co,

(4.15)
(4.16)
/Ot (IVu(n)* + [IVw* (1)[]%) dr < Co, (4.17)
(4.18)
(4.19)

[Vuk ()]]2 + |[VW*(1)]|? < Fi(t), 4.18
t
/ (JAW* ()P + |BwH) 1) dr < Fy(t), 419
0
t
/0 (Il ()2 + [wE () [12) dr < Fa(t), (4.20)
t
/ (IDPaH ()| + | D () 2) dr < Fa(t), (4.21)
0
onde F; : [0,T") - R, j=1,---,4, sdo fungoes continuas.

Demonstragao. Dado u”, usando o método das caracteristicas (veja [32]), obtemos

p", solucdo de (4.6)3, que satisfaz (4.15).

Note que se multiplicarmos a equagao (4.6)3 por v e tomarmos o produto interno

da equacao resultante também por v, obteremos
(pfv,v) = —=((0*- Vo, v) = =(div (p"u")v,v) = 2(p" (0" - V)v,v),

para todo v € H}(Q) com v, € L*(€). Logo, da identidade acima, obtemos
1d 1
5 7 1) ? = (v w) + S (ot vov) = (Pvv) + (M (0 Vv, v). - (422)

k

Tomando v = u® e ¢ = w* nas equacoes (4.6); e (4.6),, respectivamente, e tendo em

vista a identidade (4.22), obtemos

1d

Sl AP+ IV = (0 )+ 2 (rot W, ),

1d k\1/2. k2 k2 < k|2 k2
5 S l0) 22 4 e+ ca) [FWH 12 (o + i = ca)Jliv w12+ dpa [

= (p"g, w") + 2u, (rot u*, w").

Somando estas duas equagdes, usando a estimativa (4.15) e as desigualdades de Cauchy-

Schwarz e Young, obtemos

d
7 (G20t 4 10" 2w N2) + (4 i) [V o+ (ca + ca) [ V]2

+2(co + ca = ca) | div w*|[* < Co (I]]* + llgll*) + Ca (lu*[* + [Iw*[|*) .
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Integrando a desigualdade acima com respeito ao tempo de 0 a t e usando as hipoteses

sob as forcas externas e os dados iniciais, obtemos
Al O + allw O + e ) [ IVl + e+ [ IVl
#20e0 b a) [ lavw Ol < Co+ o [ (WO + IwHo)IP) . (129
Aplicando o Lema de Gronwall, obtemos
la® (-, )7 + W (-, )]* < Coexp(Cat) < Copexp(Co T).

Logo, da desigualdade (4.23), segue que

IN

t

Co + Cg/ exp(Cy T)dr
0

Co+ Clexp(CyT)t

[ vt CnlP + 19wt ) ar

IA

< Co+Ciexp(CoT)T

Estes dois ultimos resultados implicam na estimativas (4.16) e (4.17). Isto prova, em

particular, que as solugdes (p*, u*, w"*) sdo definidas em todo o intervalo [0, T').

Agora, tomemos na equagao (4.6);, v = u,’f e, logo em seguida, v = —cAu®, com
€ > 0 a ser escolhido posteriormente. Somando as equagoes resultantes e trabalhando

como em [30], obtemos

(1 pr)?

—||ut||2 (u+ur)—||V I+

[Au*)* < Co (I£]* + VW] + | (0" - V)u®[|*)4.24)

Precisamos encontar uma desigualdade diferencial similar para w”. Para isto, to-

mamos ¥ = wr em (4.6), para obter

cot+tca—cod . o d
—||d 2y —
5 v W T+ 24,

< Co (llgll* + [Vu|* + | (u* - V)w*]?) .

" d
Sk 4+ et DGk Iw" 2
2 dt

Também, se tomarmos 1 = Bw" em (4.6),, facilmente obteremos

ca—i—
2dtHV w2+ 2 BWF||2 < Cp (Ilg]]* + [ Vu|? + [ (u* - V)w*|?) .

Consequentemente, adicionando as desigualdades acima obtemos

a d —c, d . d
S w2 + L g D T i w2,
2 2 dt
Ca+ d
+ ||Bwk||2<od<ug||2+||Vuk||2+||<u OWHE) . (4.25)

92



Usando as desigualdades de Sobolev ||v|s < Cy||Vv| e [[v]s < Collv|*/? HVHé/2 validas

Vv € H'(Q), e também as desigualdades de Holder e Young, obtemos
(ab - V)| < ([t Vut |2 < Col| Vut | Aut]| < el Auk |2 4 Co. | V|,
para qualquer € > 0. Analogamente, temos
I(u” - V)wE|[* < S| BWH|]* + Co sl Vu || VWE|[?, ¥ 6 > 0.

Adicionando as desigualdades (4.24) e (4.25) e usando as estimativas acima com ¢ =
(M+Nr)2 e d = Cq + Cq

1o Y obtemos
d
—0k(1) + Ui(t) < 9() + Co 6(1),
onde

0p(t) = 2(u+ p)|[|VU®||? + (co + ca + )| VW2 + (co + cq — co)||div w"||? + 4p, || W"||? + 1,
A+ pe)? Ca+ Ca

welt) = ol + LTI Ak afwt? 4+ O g
o0 = Co I8+ lelP).

Como 0,(0) < 2(p + )| Vug||® + (ca + ca + @)|[[Vwol|* + (co + ca — ca)||divwol|* +
4yi.|[wol[* + 1, ou seja, 0(0) ¢ limitado independentemente de k, temos, pelo Lema
1.10, que existem T € (0,7] e determinadas fun¢oes continuas Fy, F, e F3 definidas

em [0,7), tais que
IV OIP + [V (1))
t
/0 (JAut ()2 + | BwH(r)P) dr

AN
=

IN
5
=

/Ot (Iaf (D) + wi (n)[?) dr - < Fy(t).
Isto prova as estimativas (4.18)-(4.20). O Lema 1.9 nos da
ID*u*||* < G (|| Au®|* + [ Vu*|?) . (4.26)
Similarmente, também temos que
ID*W*|* < Co (I BW|* + VW) . (4.27)

Usando as desigualdades (4.17) e (4.19), a partir das estimativas (4.26) e (4.27), obte-

mos a desigualdade (4.21). Isto completa a prova do lema. O

Agora, obteremos estimativas de maior regularidade para u* e w*.
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Lema 4.2. Seja (p*,u*, w") a solucdo do problema (4.6). Para todot € [0,T*), onde

T* € dado no Lema /4.1, temos:

g (O + Iwe ()I* < F5(2), (4.28)
t
| (v + Ivwt()17) ar < Fe), (4.29)
0
[Au*(@6)]* + [ BW" ()] < Fy(t), (4.30)
la*(@)IIE + W ()15 < Fs(t), (4.31)
ID*u*(t)|1* + [|D*W" (1) < Fy(t), (4.32)
onde F; : [0,T") = R, j=5,---,9, sdo fungoes continuas.
Demonstragao. Derivando (4.6); e (4.6), com respeito a ¢, tomando v = u¥, 1 = wF,
usando o fato que pf' = —div (p*u*) e trabalhando como em [7], obtemos
SIS+ et ) V2 = (0 )l ) + 2 (rot wh, )

+((p ), uy) = ((P"a" - Vub),, uy)

2altH\/ PEwEI2 + (ca+ ca) IVWEIP + (co + ca — ea) [ div wil|* + 4p, [ wi' ]

— — (P V)wh, wh) + 2, (ot wh, wh) + (o) wh) — ((pFut - V), wh).

Somando estas duas identidades, obtemos:
2 (IRt + 1V + ot )| P2 4 (e ca) IV P
4 (co 4 cq — co)||div wF||? + 4, || wF||?
= — (P"(u" - V)uy, uf) + 20 (vot wi', uy) + (o™, wy) + (pif, uy)
= (pr (0" - V)u', up) = (p"(uf - V)ut,up) — (p" (0" V)uy, up)
— (" (u" - V)W, wE) + 2p, (vot ug, wi) + (p'g,, wy) + (o8, we)
= (pr (0" - V)wh, wi) — (p*(u - V)W, wi) — (o" (u* - V)wi, wp).

Portanto,

&l&

= (VA 2+ 1V ) + e ) [V 2+ (e + ca) | Vo |

+(co+ ca — ca) [ div wi|[* + 4y [[wi]|?

DN | —
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S/Q(2pk!u’“||uf||VUf|+2ur|r0thIIUf|+p’“|ftlluf|) dx
+/Q(p’“|u'“\|uf|\vﬂ + PtV [[f] + pf [utfJuy [ Vut]?) dx
+/Q(p’“|u"”\2!ufHD2uk! + Pt [t P Va|[Vug| + pMuf*[Vut]) dx
+/Q(2p"“|ukIIWfIIVWf|+2Mr|r0tuf||vvf|+p’“|gt|IWf| + ot |lwy ]| Vgl) dx

+/Q(p’“|u’“||VWfllg|+p'“|uk||Wf|IVukl|VW'“| + pt[ut Plwi ][ D*wh) dx

18
+ / (7 0 P9 [ VW] + b f[wh [V wh]) dx = 3

j=1

I;. (4.33)
Acima usamos a identidade
(P v, v) =—((0"- V", v) = —(div (p"u")v,v) = (o (0" Vv, v)+ (" (0" - V)v,v),

valida para todos v, v.€ H'(Q) com vy, v; € L*(2). Agora, estimaremos cada inte-
gral [;, j = 1,---,18, na desigualdade (4.33). Para isto, usaremos, basicamente, as
desigualdades da interpolacao, de Holder, de Sobolev e de Young, o que nos permitira

obter estimativas independentes da medida do dominio {2, como segue:

I

IN

211" ool [lo 1 || V|

1/2
Col| V¥ [ wf 2 [[uf I v uf]|

IA

IN

Col V(|| |2 Vg |2

IN

Co|IVu*[[*[uf||* + el Vuy|f?,

I, = Qur/|wf\|rotu,’f|dx
Q

Collwy IVt |

IN

IA

Cocllwi|l* + el Vug |,

&
IN

Colllf||* + lluz|*),

Iy

IN

12" oo 0 [l [ | V£

1/2
Col|Vu® [ M2 [[uf || £

IN

IN

Col V([ [y |2 [V |2 V|

IN

Coc (I Vu*[[*luf|* + [IVE]*) + el Vuy|?,
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INIA

IN

R VAN VAN VANR VAN

IN

IN AN IA

IN

VAN VAN VAN VAN

IN

INIAN A

IN

ININ A

IN

12" oo 0 6 1£1]3 | V|
Coll V| [ ez: | Vur |

Coc | Vu|* £l + el Vug |,

12" lloo 10 [ flo [V 15

Coll Vu* [ [ Vug [ Vu*[[[|Vu* g

Coll V|| V||| D"

Co |Vt |*[|Vug]| (| Au®] + [[Va*])

Co (IVu[*[lAu®]| + [[Vu¥|) | Vuy|

Co (VU [[*[|Au®|* + [[Vu®[|) + & Vg |,

1" el [ Vg [ [ D>

CollVu* V|| (|| Au®[| + [[Vu*|])
Coe || Vb |[* ([ Au® | + [ Vu®]) + & Vuf |
Co.e (IVu[[*Au®]* + [|Vu®[®) + el Vuy 1%,

1" oo ™ 51 V0 [lo]| V|

CollVu*[*[ D*u®||[| Vug]|

Coll V| (| Au®|| + [[Vuf|]) || Vuy|
Coe|Vub|[* (- Au¥ | + [ Vu®])” + & Vuf
Coe (IVu*[*lAu** + [[Vu¥|°) + el Vuy]?,

12" oo I V0" [ [t 15

[0 eIV Va1 |2
ColIVug |22V u | ug /2
Co|[IVu*[[*[ufI* + e[ Vug]?,

2/| " oo 1 [l 1w 13|V w |

Col| Vb [l wi 12w 16 [V w|
ColIVu"[[lwy |2 [[Vwr|[*/2

CosllVut[[*[[wi|* + o[ Vw1,
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I

¥

I

Iig

Iy

VAR

IN

IN

ININ A

IN

INIA

IN

ININ AN

IN

VAN VAN VAN

IN

INININ A

IN

24ty / [u¥||rot wF| dx
Q
Calluy [ Vwy]l

Co.slluf|* + ol Vwy]*,
Colllgll* + l[wi*),

1" oo [l 1w 15| Vg

1/2
Coll vt [[[lwf 1w s Vel
Coll Vu*[[[|wy I Vw2 Vgl

Cos(IVu*[[*[wil* + I Vel*) + ol Vwi ],

1" oo [l Il V7w |
ColIVu'|[llgll e | Vwi|

CosllVu**[lgllfz: + o1 Vwi]*,

1" oo 1 [l 1w |31 Va6 V' 15

Col [ Vu*|[[[w [ls[| D*u* [ [ Vw* s

Col[Vu*|[[Vwi | [ D*u® (|| D*w*|

Col | Vu*|| (IlAu*[| + [[Vu®]]) (IBw"]| + VW) [Vwi]

Cos (VU [Pl Au®|* + [Vuf I BW||* + | BWH|[* + [[Vuf[|* + [[Vw][*) + ol Vwy][?,

1" oo 1 31w 1| D*w |

1/2
Coll Vut P w1 wf I (I Bw![| + V)
CollVul | [[wr |2V wi ||V (I Bw"|| + [IVw*])

Cos(IV0* [ BWE(* + [[Vu [ VW[ + [[wg][?) + ol Vwy][?,

16 |oo [ 2175 | 7|
Col|Vut || D>w* ||V wi |

Col| V|| (| Bw* | + VW) || Vwl|

Coal V*|[* (IIBW"|| + [[VWH][)* + 8[| Vwi

Cos (VU || BWH[2 + [|Vu* |4 Vw|2) + 8|V wh| %

97



Ls < "o Vw11 flol 1wyl
S A N A A A S
< Collwi |2V w* [[[| Vw2 Vuy|
< Cocsl VWM Iwi|* + el Vug|[* + o[ Vwy .
Aplicando as estimativas acima na desigualdade (4.33) e tomando ¢ = a T8MT ed =
Ca ;}Cd, obtemos

& (VAP + IVAWE) + ) [F0? + (ea + )|
4 2(co -+ a — o) iy w? + 8wt

< Gyl (1 + 19 ) + wh? (L4 [+ ) + 6 + )]
IV (1 Au 12 + |BwH?) + [ At + [Vt Tt

+Co[[IVu*]]® + [[Vut||* + [VWH]* + (Ifllz + lIgllz) (1+ [Vuf]?) . (4.34)

Podemos reescrever a desigualdade (4.34) da seguinte maneira:

L 900) +0(1) < M(t)xlr) + N0, (4.35)
onde
ou(t) = IV + Voo
Glt) = (Vb + (o + e IVwEO,
Mi(t) = Ca(1+ 9t + VW),
Nilt) = CollIE(O” + (o) + [Vt (@)]* (At @) + | Bt 0)P)

+Vut @) Aut ()7 + [V O IVwE @ + [Vut @) + [ Va* (o) ]*
+IVWE I + (IO 7 + l8®lE) (1+ [Va*@©)]?) .

Note que se colocarmos v = u? em (4.6),, obteremos

IVl = (08 wf) + 20 (rot wh, uf) — (0F (w0t - V)ub, ub) — (+ g1, ) (Au, uf).

Aplicando a desigualdade de Young na igualdade acima e usando que u’g € V(Q),
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wh € HY(Q) e ||D*uf|| < oo, obtemos

) < Co ([[(u*(0) - V)u(0)[* + [£0)]* + [VW*(0)[|* + [ Au*(0)]*)
< Co ([ (O)IENIVu" ()5 + [IEO)[* + [[VW* (0)[|* + | Au*(0)]|*)
< Co (IVu* ()P D*a* ()] + [EO)* + [[VW*(O)* + [| Au*(0)]*)
< Co (IVuoll® + [IEO)[I* + [[Vwol|* + [| Aug]*) .

Analogamente, colocando ¥ = w* em (4.6),, obtemos

IV orwill? = (p"g, wi) + 2u, (rot u*, wi) — (p"(u" - V)w*, wi) — (Lw*, wi) — dp, (W, wy).

Mais uma vez pela de desigualdade de Young segue que

Wi (O < Co(ll(u" W) + llg(O)* + [IVu*(0)1* + [Lw* (0)]I* + [Iw* (0)[*)
< Co (I O)IEIVW* )13 + g(O)]I* + [[Vu* (0)I* + [ Lw"(0)]* + [Iw*(0)][*)
= UIVH JEIVwWHO) [ D*w* (0)]] + [lg(0)][* + [|Vu* (0)]f*
+ ([ LwHO)[1* + [[w* (0) ]
< Co (IVuoll*[IVwoll + Ig(0)II* + I Vuoll* + | Lwo |* + [[wol*) ,

pois uf € V(Q), wi € HL(Q) e ||D*w{|| < co. Logo, das duas tltimas desigualdades,

segue que |[uf(0)||* e ||w¥(0)|* sio uniformemente limitadas. Portanto, como ¢(0) <
B (|luf (0)[|* + [[wy(0)]|*), temos que ¢4(0) é uniformemente limitado. Usando o Lema

1.11, a desigualdade (4.35) implica que
[ G117 + wi (L 0l7 < F(1),
t
| Uvut ol + vwie o) ar < R,

para certas fungdes continuas Fy e Fy definidas em [0, 7). Isto prova as estimativas
(4.28) e (4.29). Para provarmos a desigualdade (4.30), tomamos, inicialmente, v = Au*

na equagao (4.6); e apos algumas contas simples obtemos

(i ) [AHE = (65, Aub) + 20, (rot wF, Aut) — (pFuf, Au®) — (o (ut - V)ut, Aub)

IN

Coll Au®|| (J[uy[| + VW[ + [[£] + | (u" - V)u”[]) .
Logo,
lAu*(| < Co ([luf | + [Vw* ]| + [[£] + [[(u* - V)u"])) . (4.36)
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Observe que
I(u* - V)ut|| < Co| Vb (P2 Au®||/? < Co || Vut|® + ]| Au®], (4.37)

1
para qualquer € > 0. Combinando as desigualdades (4.36) e (4.37) com ¢ = 2 dedu-

zZimos que
[Au*]| < Co (J[uf]| + [[Vw*[| + [[Vu"|* + [[£]]) - (4.38)
Similarmente a obtengao da desigualdade (4.38), pode-se mostrar que
IBW"[* < Co (W] + [IVu®||* + [Vw"|[* + [[Va* [ Vw"|* + [lg]?) . (4.39)

A estimativa (4.30) segue das desigualdades (4.38) e (4.39) juntamente com a hipdtese
sob as forgas externas e as desigualdades (4.18) e (4.28). Usando a desigualdade de
Sobolev

Iolls < CallV,

que é valida para todo ¢ € H'(f2), juntamente com a desigualdade (4.18), obtemos
a estimativa (4.31). Por fim, para obter a desigualdade (4.32), basta observar as

estimativas (4.18), (4.26), (4.27) e (4.30). Isto completa a prova do lema. O

E possivel obter estimativas de maior regularidade usando a regularidade do ope-

rador de Stokes A = —PA (veja [4]). De fato, primeiro note que

(14 ) (VU", V) = — (p"uf + pF(u"- V)u* — 2p,r0t w* — p*f, ¢)
= (0", ),

k

para qualquer ¢ € V(Q2). As estimativas anteriores implicam que o é uniformemente

limitada em L*(0,7"; L°(Q)) para todo T’ < T*. Portanto, pelos resultados de Amrou-

che e Girault em [4] para o operador de Stokes, segue que
u® € L2(0,T"; W*5(Q2)). (4.40)
Em particular, pelos teoremas de imersoes de Sobolev, temos que
vu* € L2(0, T, L>(Q)). (4.41)
Analogamente, para qualquer ¥ € C;°(2), temos
(Lwh, ) = —(p"wi + p"(a" - V)wF + dp,wh — 2p,rot ut — pfg, )
= (n",9).
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Como antes, n* é uniformemente limitada em L?(0,7”; L°(f2)) para todo T’ < T*. Por-
tanto, w" ¢ uniformemente limitada em L*(0,7"; W*5(Q)). Pelas imersoes de Sobolev,

Vw" também é uniformemente limitada em L*(0,7"; L>(12)).

Como py € C*(Q), aplicando os resultados de Ladyzhenskaya e Solonnikov em [32]

(veja Lema 1.3) para p*, obtemos

Vot e L0, T, L>=(Q)), (4.42)
pi € L2(0,T'; L®(Q), (4.43)

para todo 7" < T*. De fato, podemos mostrar que

IVP* (-, )l < ClIVp0(-)lloo exp (/O HVH'“(',T)HoodT)

1ot (-, B)lloe < Cllu™ ()]l l1V 0 ()0 P (/0 HVH’“(W)HoodT) :

Para outros detalhes veja a rereféncia [8]. Resumimos os resultados acima no seguinte

Lema 4.3. Seja (p*,u*, w*) a solucio do problema (4{.6). Para todo t € [0,T*), T*

dado no Lema /.1, temos:

/Ot (" (T)[I56 + [IW" (T)ll56) dT < Fro(2), (4.44)

/Ot (IVu*(n)I5 + IVWH(r)I%) dr < Fu(t), (4.45)

Vo O)llee < Frz(t),  llor(t)lle < Fas(t), (4.46)
onde F;, j =10,---,13, sdo fungoes (reais) continuas definidas em [0,T™).

F wh) sdo validas em

Observagao 4.5. As estimativas obtidas até o momento para (pk, u
dominios limitados. As constantes que aparecem nas estimativas dos Lemas 4.1 e 4.2
sao independentes da medida do dominio. Este é o principal ponto do argumento, e é o
que nos permitiré estender estas estimativas para dominios ilimitados, como realizado
na proxima sec¢ao. No entanto, nao sabemos se as constantes das estimativas do Lema
4.3 sao independentes da medida do dominio €). Este seria o caso se resultados analogos

aos resultados de [4] fossem validos para dominios ilimitados gerais, o que ¢, até onde

sabemos, uma questao em aberto.
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Observagao 4.6. Se Q@ = R", usando os resultados de [2]| relacionados com a regula-
ridade do problema de Stokes quando a forca externa f pertence ao espaco LS(R™),
concluimos que a estimativa (4.40), e consequentemente as estimativas (4.41)-(4.43),
sao independentes da medida do dominio. Logo, neste caso, ¢ possivel estender as

estimativas para dominios ilimitados.

4.3 Resultados de existéncia e unicidade

Iniciamos esta se¢ao com uma proposicao relativa a existéncia de solugoes fortes do
sistema (4.1)-(4.3), no caso de dominios limitados. Faremos a demonstragdo apenas
para que essa tese fique a mais completa possivel, uma vez que a prova ja foi feita por
Boldrini, Rojas-Medar e Ferndndez-Cara em [8] (veja os Teoremas 1 e 2 nas paginas

1504 e 1507, respectivamente).

Proposicao 4.1. Seja 2 um dominio limitado com fronteira uniformemente de classe
C®. Assuma que ug € V(Q)NH?(Q), wo € H{(Q)NH?*(Q) e po € C1(Q), com 0 < a <
po(x) < B < oo em ). Além disso, suponha que as forcas externas f e g sao tais que
f,g € L*(0,T;H'(Q)) e fi,g, € L*(0,T;L*Q)). Entdo o problema (4.1)-(4.3) possui
uma tinica solugao forte (p,u,w) definida em um (possivelmente pequeno) intervalo de

tempo [0,T*), onde T* € (0,T]. Esta solu¢ao satisfaz

P(pu; + p(u - V)u — 2p,rot w — pf) + (u + p,)Au = 0, (4.47)
pwi + p(u - V)w — 2u,rotu + Lw + 4w = pg, (4.48)
pe+u-Vp = 0, (4.49)

q.s. em Q x (0,T%). Além disso, se (p1,uy,wy) € uma outra solu¢io do sistema (4.1)-

(4.3) em [0,T), T € (0,T%], satisfazendo

u, € L40,T;V(), uy € L*0,T;L*(Q)), (4.50)
wy € L*(0,T; Hy(), wi € L*(0,T;L*(Q)), (4.51)
p1r € L™(0,T; L®(Q)), Vp € L*(0,T;L>(%)), (4.52)

entio (p1,u1,wi1) = (p,u,w) em Q x (0,7).
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Demonstragao. Devido as estimativas obtidas na Segao 4.2, concluimos que

{ul} ¢ uniformemente limitada em L>(0,7*; H(Q)),

{wF} & uniformemente limitada em L>(0,T*; L*(Q2)),

{Vu"} ¢ uniformemente limitada em L*(0,7*; H'(Q)) N L*(0, T*; L>(Q)),
{Vw*} & uniformemente limitada em L2(0,7*; H'(Q)) N L2(0, T*; L>=°(Q)),
{pF} é uniformemente limitada em L>(0,7*; L=(Q)),

{Vp"*} é uniformemente limitada em L>(0,T*; L>(Q)).

Logo, usando o Teorema 1.1 e o Corolario 1.1, concluimos que existe uma subsequéncia

k k

de (p",u*, w"), a qual continuaremos denotando por (p*,u*, w"), convergindo para

(p, u, w) no seguinte sentido:

uf Soug, w5 w, em L0, T L)),
Vut = Vu, Vw* = Vw em L2(0,7*;L2(Q)) N L2(0, T*; L=()),
pi = prem L(0, 7% L¥(9)),

Vo 5 Vp em L>=(0, T L>(Q)).

Observe que a subsequéncia (p*, u”, w*) converge para (p,u,w) em outros sentidos,
mas as convergéncias listadas acima sdo suficientes para passarmos o limite em (4.6) e

obtermos (4.5). Outras convergéncias, sao, por exemplo

uf —u, em L0, 7% H(Q)),

u® —u em L2(0, 7% D(A)).

Usando o Lema de Aubin-Lions (Lema 1.3) com By = D(A), By = H(Q?), B =V (Q)

e pp = p1 = 2, concluimos que
u® — u em L2(0, 7% V(Q)).

Analogamente, pode-se mostrar que w* — w em L*(0, 7% H()).

Iniciaremos provando que
T T*
| wrantomed — [ pouo.vod (4.59)
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T T
| wrewt.aca — [ powo.c (4.54)
0 0
quando k — oo, para todos v,z € C°(Q2) e quaisquer ¢, € D(0,7"). Como

phug — puy = phuy — puy + puy — pu, = (o — p)uf + p(uy — ),

temos que

/O T*(p’“(t)uf(t), v)pdt — /0 " (p(t)uy(t), v)é dt'

<

/OT*((pk — p)(t)uf(t), v)¢ dt' 4 /OT* (p(uf — ) (t),v)o dt’ . (4.55)

Observe que

T*

T*
/ <<pk—p><t>uf<t>,v>¢dt]s% / 1% =l d.
0 0

Como p* — p em L*(0,T*; L*()), concluimos que a primeira integral do lado direito

da desigualdade (4.55) converge para zero quando k — oco. Além disso,

/OT*(P(uf - ut)(t),V)qudt‘ = /OT*((uiC —w)(t), pv)bdt] .

Como uf = u, em L>(0,7*;L*(12)), deduzimos que a segunda integral do lado direito

da desigualdade (4.55) também converge para zero quando k — oco. Isto prova (4.53).

A convergéncia de p*(t)wF(t) em (4.54) é provada de forma similar. Agora mostraremos

que

/0 (P - V)b, v)p dt —s /0 (p(u- V)u, v)é dt (4.56)

/0 (P - V)W, 2)¢ dt — /0 (p(u- V)w, 2)C dt (4.57)

quando k — oo, para todos v, z, ¢ e ( como antes. Provaremos apenas (4.56), ja que

a prova de (4.57) ¢ feita de forma analoga. Uma vez que

Pt V)ut — plu- V)u = (o — p)(u - V)ut + p((0t — u) - V)ut + p(u- V)(ut - ),
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temos

/0 (P (u* - V)uk, V)t — / (p(u- V)u,v)édt
- / (" — p) (o - V)b, v) e + / (p((u* — u) - V)ut, v)odt

+/0 (p(u- V)(u* — u), v)s dt. (4.58)

Usando a desigualdade (4.37), obtemos

[ -t ot s

T 1/2
< Coullp® = pll om0 @) (/ / |(u” - V)uk\dedt)
o Ja

. 1/2
< Conll =~ pliur-aan ([ IAut IV )
0
Logo, como p* — p em L>(0,T*; L>(12)), devido as estimativas (4.18) e (4.30), temos
que
T*
| = o Do d
0
converge para zero quando k — oo, isto é, a primeira integral do lado direito da

identidade (4.58) converge para zero quando k — oco. Agora, note que

T* T*
| ot =) Wyt vodt < Conlpllmoramien [ It =l Vot dr
0 0

ou seja, a segunda integral do lado direito da identidade (4.58) também converge para

zero quando k — oo, tendo em vista a estimativa (4.18) e o fato que u* — u em

L*(0,T*; L*()). Por fim, como Vu* — Vu em L*(0,T*; L*(f)), entdo

/0 (p(u- V)(u* — ), v)gdt —> 0

quando k — oo, isto é, a terceira integral do lado direito da identidade (4.58) também

converge para zero quando k — oo. Isto prova o limite dado em (4.56).

Por densidade, os limites dados em (4.53), (4.54), (4.56) e (4.57) sdo validos para
todos v € D(A),z € D(L), ¢,¢ € C5°(0,T). Podemos agora passar ao limite na

equacao (4.6). De fato, para qualque ¢ € D(0,7) e qualquer v € U;>1Vj;, temos
T*
/ (P*uf + pF (¥ - V)u* — 2p,rot wh — oM — ( + ) AuF, v)pdt =0
0
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para todo k suficientemente grande. Fazendo k — oo, obtemos

-
/ (pu; + p(u- V)u — 2p,rot w — pf — (p + 1) Au, v)p dt = 0,
0

para todo ¢ € D(0,T) e qualquer v € U;>,Vj. Logo, pelo Lema de Du Bois-Raymond

(Lema 1.4), temos

(puy + p(u- V)u — 2u,rot w — pf — (4 p)Au, v) =0
q.s. em (0,7"), para todo v € U;>1V;. Portanto,

P(pu; + p(u- V)u — 2u,rotw — pf — (u+ p,.)Au) = 0

q.s. em Q x (0,77%).

k

A passagem ao limite na equacao para w" é similar. A fim de lidar com a equa-

cdo para a densidade p*, observemos que u* — u em L?*(0,7* L%*(Q2)), p¥ — p; em

L*(0, T L*(Q)) e Vp* = Vp em L*(0,T*;L%(Q)). Isto nos da
P+ u- Vp =0

no sentido das distribuigoes.

Da mesma forma como feito em [8], podemos mostrar que as condiges iniciais sao

satisfeitas (veja a Proposigao 2 na pagina 1517). De fato, temos

lim [|[Vu(t) — Vuy| =0 e lirgl+ |Vw(t) — Vw| = 0.

t—0t t—

Finalmente, note que se ¥ é uma funcao da forma

m

Ve t) = 3 el (x)
i=1
com coeficientes ¢; continuos em [0, T, temos para todo k > m,
(p"uf + pF(u" - V)ub — (4 ) AuF — 2p,70t W — pFE ™) = 0.

Ou seja, para k >me 0 < T < T, temos

T*
/ (pFuf + pF(u” - V) — (u+ p) AuF — 2p, 1ot wh — pFf, ™) dt = 0.
0
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Fazendo k — oo, obtemos
T*
/ (pug + p(u-V)u— (u+ p)Au — 2, rot w — pf, v™) dt = 0. (4.59)
0
Como ||Au| < ||D*u|, usando a desigualdade (4.37) e o Lema 1.9, obtemos
lpastp(uVyu—(ptp) Au—2p,rot wi* < Co ([[ue]|* + [ Au® + [[Vu]|® + [ Vul[* + | Vw]]?) .

Integrando no tempo de 0 até T, usando (4.18), (4.19), (4.20) e o fato que f €
L*(0,T;L*(£2)), deduzimos que

pu; + p(u- Viu — (p+ p)Au — 2,0t w — pf € L2(0, T L*(Q)).

Uma vez que as fungdes v™ sio densas em L?(0,T*; H(Q)) (pois as autofungoes {¢'}

formam um sistema ortonormal completo em H((2)), segue da identidade (4.59) que
pu; + p(u- V)u — (u+ ) Au = 2p,rot w — pf € L2(0, 7% HH(Q)).
Logo, existe uma funcdo p(x,t) com Vp € L*(0,T%; L*()), tal que

pu; + p(u- Viu — (u+ pp)Au — 2, rot w — pf = —Vp.

Para a unicidade, suponha que (p;,u;, w;) é uma solugio de (4.1)-(4.3) em [0,7),
T € (0,T*], satisfazendo as condigoes de regularidade (4.50)-(4.52). Consideremos o
terno (m,m,&), onde m:=p—p;, M:=u—1u e £ :=w — wy. Estas fungoes satisfazem
as seguintes equacoes:

(

P(pn, + pr(ay - V)m) + (p + pe) An
= P(2u,rot & + 7f — muyy — w(w- V)u — p1(n - V)u),

divn =0,

p€, + pi(uy - V)€ + LE + 4p,.& = 2u,rotm + g (4.60)
—mwy —m(u- V)w — p1(n - V)w,

m+u-Vr=-—n-Vp,

n(x,0) =0, &£(x,0) =0, 7(x,0) =0 em .
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Fazendo o produto interno da equagao (4.60); com n e da equagao (4.60); com &

em L?(Q), obtemos, respectivamente:

1d
5allﬁn||2 + (4 p)|Vl? = 2uroté +7f— ruy — w(u- V)u—pi(n-V)u,n)
1
+ §(pm, n) — (p1(ur - V)n,m)

1d
S IVPEIR + (ca+ ca) IVEN® + (o + ca — ca) [div E[I* + 4 [I€]°
2dt

— (2ppr0t 1+ 78 — 7w — 7(u- V)W — py(1- V)w, €)
F5(0E6) — (mlu - V)E£).

Somando as identidades acima e estimando, de maneira usual, cada termo do lado

direito da identidade resultante, obtemos:

% (Uvenl® +IVeEl?) + (1 + p)lIVall* + (ca + ca) I VE]* <

Co mll* (1 + [Vull* + [Vwl|* + [lpelle) + Ca IEN* (1 + VW] + [[Vaal[* + | pelloc)
+ Collml* [I1E113 5 + 8]l 2 + [lsel|Ls + [waellLs + [Val* ([ Aul® + | Bw]*) ]

+ Co [[IVul* (IVul* + [Vw]?) ]. (4.61)

Agora, multiplicando a equagao (4.60)4 por |r|, integrando sobre €2, usando a condigao
de incompressibilidade divu = 0 e as desigualdades de Hélder e Young, obtemos a

seguinte estimativa:

d 2 d 2
il -2 d
Gl =5 [ i x

VAN

2 [ Vi ax
Q

1/2 1/2
2 (/ |n - Vpﬂ%lx) (/ || dx>
Q Q

2|ln - Vpu[[|=]]
CollnllIV pullso||7]]
Collnll* + Col Vor ]I (4.62)

ININ A

IN

Somando as desigualdades (4.61) e (4.62), integrando o resultado obtido de 0 até t,

e usando o fato que n(x,0) = 0, £(x,0) = 0 e 7(x,0) = 0, deduzimos que

IO + €N + = (B)]I* < Ca/o H(s) (Ilm()1* + 1€)I1* + [lm(s)[*) ds
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para todo t € [0,7T), onde

H(t) = 1+ [f0)IF2 + llg®)llis + e @®lLs + Iwie(®)ILs + [Vu@)* + [Vw ()|
+ [IVa@®) [P[Vw@)l* + [[Va@)|* (lAu@) [ + [ Bw@)]?) + [V (0]

+ llpe®lloo + Vo1 (015

Observe que além de H ser uma fun¢ao integravel (tendo em vista as regularidades de

(u,w,p) e (u,wy, p1)), H(t) > 0. Portanto, pelo Lema de Gronwall, concluimos que

I GO + €GB + [l H)]* = 0.

Isto completa a prova da proposicao. O

4.3.1 Prova do Teorema 4.1

Para provarmos o Teorema 4.1 usaremos o truque da “sequéncia diagonal”, isto é,
o método da diagonalizacao de Cantor (veja, por exemplo, [45]). Seja 2 um dominio
ilimitado com fronteira uniformemente de classe C®. Escolhamos uma sequéncia de

“dominios invasores” limitados {€2,,}, isto é, €2, é limitado para cada m € N, e

Qm—‘rl D) Qm, Q= G Qma

m=1
tais que 09, ¢ uniformemente de classe C3, para todo m € N. Consideremos as
sequéncias {ug,,} C V() e {wo,,} € Hy(£,,) dadas pelo Lemas 1.12 e 1.13, respec-
tivamente, tais que | Voo, < [Vl [D*uomlle, < A, [IL*Wonlle,, < LY ?wl|
e |D*Womlla,, < B, onde A e B sdo constantes independentes de m. Além disso,

IV (tom — uo)|| e ||LY?(Wom — Wo)|| — 0 quando m — oo.

Agora, em vez de denotar aproximagoes semi-Galerkin, (p™,u™, w™) sera a solu-
gao forte do problema (4.1)-(4.3) em €, x (0,7"), com condigoes iniciais u™(x,0) =
Ugm (%), WwT(x,0) = won(x) e p™(x,0) = pp'(x), onde py* é a restrigdo de pg a §2,.
As forcas externas f™ e g™ sao, também, as restrigoes de f e g, respectivamente, a
Q,,. A existéncia desta solucao forte é assegurada pela Proposicao 4.1. Além disso, o

terno (p™,u™, w™) satisfaz as estimativas obtidas na Segao 4.2 e estas estimativas sao

109



uniformes com respeito a m.

Seja | € N fixado. Para m > [, temos:

u™ € L=(0,T%V(Q)),

u" € L0, 7% V() N L=(0,T% L2()),
D*u™ € L*0,T5 L)),

w™ € L0, T H(SY)),

w € L0, 7% HL(Q)) N L=(0, T LA(Q)),
D*w™ ¢ L*0, T L)),

pt € L=(0,T% L>(C)),

Vo™ € L®(0,T%L>®()).

Como cada solugao (p™,u™, w™) esta definida em €Q,,, estendemos estas fungdes para
todo 2. Tal extensao pode ser realizada preservando-se a regularidade da solucao
(p",u™, w™), através de teoremas de extensdao em espagos de Sobolev (veja [1], Ca-

pitulo 5). Portanto, cada terno (p™,u™,w™) ¢é estendido & €2 por um novo terno

(p™,a™ w™) tal que

um e L®0,T%V(Q),

u € LX0,7V(Q)) N L>(0, T L*(Q)),
DX™ e L*0,7%L*Q)),

W€ L0, T Hy(Q),

Wi o€ L*0,7Hy(Q)) N L0, 77 L*(2)),
D*w™ € L*0,T%L*Q)),

pit € L=(0,T7 L>(Q)),

Vp™ € L®(0,T%L>(Q)).

Além disso, devido a continuidade do operador extensao, temos:

™ |zorviey < Clu™z=@rv@n),
[allzzorviy < Clullzzorviam)
[0 | Leor12@) < Cluf||Leor+120m)):
1D*0™ || 20051200 < CID* ™| 120, 12(00m))
<

W ™ | oo (0,7s113(9)

Cllw™ ||L°°(0,T*;H(1)(Qm))a
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W 2y < ClUW 20,0513 (00m))
W o020y < ClWi || o,0+:L2 ()
ID*W ™| 20, +120)) < ClID*W™ || r2(0.7+:12(00m))
1P o=@y < Cllpf 0.1 L% @m))s
Vo™ |z @) < CIIVE™ | Lo 0,051 (@m))»

onde a constante C' depende apenas da regularidade do dominio e dos expoentes dos
espagos de Sobolev envolvidos. A fim de nao sobrecarregarmos a notagao, denotaremos
tais extensoes novamente por (p™,u™, w™). Escolhendo [ = 1, encontramos, devido ao

Teorema 1.1 e ao Corolario 1.1, uma subsequéncia (p"™, u>™, w'™) de (p™,u™, w™),

convergindo para o terno (pi, u;, wi) no seguinte sentido:

ubm w; em L0, 7 V()),

u " u;; em L*(0, 7% V(§)),
" uy; em L>(0, 7% L* (),
D*a'™ — DPuy em L*(0,T% L% (%)),
whm wi em L®(0, T Hy(4)),
w, " wie em L*(0, 7% Hy (1)),
w, " wy; em L(0, 7% L*()),
D*wlm D?*wy em L*(0, 7% L%()),
ptl’m p1e em L0, T L=(8)),
A Vp em L>(0, T L>(Qy)).

Agora tomamos [ = 2 e extraimos uma subsequéncia (p*>™, u*>™, w*™) de (p"™, u"™, wh™),

convergindo para o terno (ps, us, wy) no seguinte sentido:

u?m uy em L>(0,7*;V(€y)),
wm uy em L*(0,T%V()),
uw" uy; em L0, 7% L*(9y)),
D*u*" — D?uy em L*(0, 7% L*(()),
w" wy em L0, 7% Hy(22)),
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Obviamente, (p2,us,ws) = (p1,ur, wy) em ;. Dando continuidade a esse processo,

encontramos sucessivas subsequéncias (p”™, u’™, w?™) tais que (p TV, ! TH™ wi T

wa, em L*(0, 7% Hy(Q2)),
wo, em L(0, 7% L*(€s)),
D*wy em L*(0, 7% L*(y)),
par em L=(0,T7; L*(Qy)),

Vpa em L0, 7% L>(£22)).

¢ uma subsequéncia de (p”™,u™ w’™) Vj € N e, além disso,

V"

*

u; em L=(0,77;V(Q,)),
u;; em L*(0, 7% V(€,)),
u;; em L>(0,T* L*(€)),
D*u; em L*(0, T L2(9y)),
w; em L®(0,7%Hy(Q;)),
w;; em L*(0, 7% Hy(€);)),
w;; em L®(0, T L*(Q;)),
D*w; em L*(0,7*;L*(2;)),
pje em L>(0,T7; L>(;)),

Vpj em L=(0, 7% L7(€)),

para todo j € N. Pela mesma razao, (pjt+1, Wj1, Wit1) = (p;, uj, w;) em Q.

Observagao 4.7. Em particular, temos que

u; em L*=(0,7%;,V(£))),
w; em L2(0, 7% V(Q)),
u;; em L®(0, 7% L%(Q)),
D?*u; em L*(0, T L*()),
),
)
)

w; em L°(0,T*; Hy (S
wi em L>(0, 7% L*()),

wi em L0, T H (9
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D2wim
j7m

Pt
A\

para todoi=1,--- 7.

Agora, consideremos a sequéncia diagonal, {(p””, u’’, w’’)}, que é uma subsequén-

cia de {(p"™, 0™ W™ },.en (exceto, possivelmente, os j — 1 primeiros termos). Logo,

D*w; em L*(0,T* L*()),
pir em L(0,T%; L=(€Y)),

Vp; em L*=(0, 7% L>(€)),

pela Observacao 4.7, concluimos que

w’ — w; em L2(0,T%V(Q)),
wd 5w em L0, T LA(Q)),
D>/ — D2 em L*(0,T%L2(Q)),
wii N woem L0, T HL(Q)),
wil  w, em L2(0, 7% HL(Q)),
wil 5wy em L0, T LA(),
D*wii  — Dw em L*(0,T% L)),
pl? 5 ppem L0, T LE(Q)),
Vo 5 Vp em L0, T L. (Q)).

Parak >me 0 <T* < T, temos

T*
/ (PPuf + pf(u* - V)u" — (u+ ) Au® — 2p,r0t wh — p*f, ™) dt = 0,
0

0

para todo v™ € C}([0,T]; C3(y,)) satisfazendo dive™ = 0, onde v™ = 0 e u”

fora de seus dominios originais de defini¢gao. Fazendo £ — oo, obtemos
/OT*(put +p(u-V)u— (u+ p)Au — 2u,rot w — pf, v™) dt = 0.
Como
lpuetp(u-Vyu—(u+pu) Au—2prot wi|* < Cp (|[uel|* + [[Au* + [Vu]]® + [Vul* + [ Vw|)
concluimos que
pu; + p(u-Vu — (u+ p)Au — 2u,rot w — pf € L*(0, T*; L*(12)).
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Como o conjunto de todas as fungoes v™, do tipo consideradas acima, é denso em

L*(0,T*;H(Q)), existe uma funcdo p(x,t) com Vp € L*(0,T*; L*(Q)), tal que
pu; + p(u- Viu — (g + p.)Au — 2u,rot w — pf = —Vp.

A passagem ao limite na equacao de w e na equacgao da densidade, bem como o fato
que [|[Vu(t) — Vug|] — 0 e ||[Vw(t) — Vwg|| — 0 quando ¢t — 0%, seguem como no

caso de dominios limitados. O

4.3.2 Unicidade

Proposigao 4.2. Seja Q um dominio em R® com fronteira uniformemente de classe
C?. Se (p,u,w) e (p1,u;, w1) sio solugées do sistema (4.1) dadas pelo Teorema 4.1,
correspondentes aos mesmos dados iniciais Uy, Wo, pg € as mesmas forcas externas f e

g tal que p — p1 € L>(0,T%; L**(Q)), entdo p=p, u=1; e W = wy.

Demonstragao. Consideremos a quadrupla (7,7, &, q), onde 7 := p—p;, ' = u—uy,

£:=w—w; eq:=p—p;. Estas fungoes satisfazem as seguintes equagoes:

4

pm, + p(a- V)n — (u+ 1) An + Vg
=2p,rot§ + 7 (f—uy — (w - V)w) — p(n - V)uy,

divn =0,

p€; + p(u- V)& — (o + ca) A& — (co + ca — ca)V(divE) + 4p€ (4.63)
= 2protn + (g — Wi — (wr - V)wi) — p(n - V)wy,

m+u-Vr=-—n-Vp,

n(x,0) =0, £(x,0) =0, 7(x,0) =0 em S

\
Fazendo o produto interno da equagao (4.63); com 1 e da equagao (4.63)3 com & em

L*(Q), obtemos, respectivamente:

S+ |Vl =l w— ( - V). m) — (ol - 9w, )

+ 2, (rot €, m)
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Ld

5 7 IVPEIP + (ca + ca) [VEI + (co + ca = ca)lldiv &[* + 4 [|€]°

= (7(g = wu — (w - V)wi), §) = (p(n - V)W1,§) + 2p,(vot 1, §).

Somando as identidades acima e estimando, de maneira usual, cada termo do lado
direito da identidade resultante, obtemos:

d
(Venl? + IVeEIP) + (u+ m)IVall* + (ca + ca) [ VE]?

Cocs [nll* L+ [IVwi[[*) + Cors I€11° (1 + [[Vwi][*) + e[ Vnl|* + 35(|VE||*

1
2

N &

+ Coes Il [IIf = wae = (ur - V)wi[[§ + [lg = wie — (wi - V)wilg].  (4.64)

1/2

3
Por outro lado, multiplicando a equagao (4.63), por 5\7r| , integrando sobre €2, usando

a condi¢ao de incompressibilidade divu = 0 e a desigualdade de Hélder, obtemos

d 3/2 3 1/2
GIrC 01 < 5 [ n- Vol ax

3 2/3 1/3
(st ([
Q Q

<
3 1/2
= §H"7'VP1H3/2 732
1/2
< ColmlsllVoulllimlly)s

1/2
< ol Valll|Voullliwlly)s-

d 4 d

Como %l|ﬂ(-,t)||§/2 = §||7T(,t)||:1,’ga||7r(,t)||gg, se multiplicarmos a desigualdade
acima por §H7r(, t)Hég, obteremos

d 2

IGO0l < CollVallliVadlllimls/.

< ellVall* + CocllVoullP I3 - (4.65)
. n+ iy Cq+Cqg .

Somando as desigualdades (4.64) e (4.65), tomando ¢ = T ) = o © inte-

grando o resultado obtido de 0 até t, deduziremos que

IO + [EON* + 7 (B)]l5/, < Ca/o H(s) (In(s)” + 1€()I* + Im(s)l13,2) ds,

onde

H(t) =1+ )72 + ls®)i + Vun @) + Vw0 + |V (1)

+HD*w@]* + [D*wi @) + Vw1 ()] + [V or (8)].
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Observe que H é uma fungao nao-negativa e integravel (tendo em vista as regularidades

de (p,u,w) e (p1,u;,wy)). Usando o Lema de Gronwall, concluimos que

I G017 + 1EC DI + I D)l = 0,

isto &, p = p1, u=u; e w = wy. Isto completa a prova da proposicao. 0

4.3.3 Solugoes globais: prova do Teorema 4.2

Provaremos este teorema combinando as técnicas apresentadas nas se¢oes anteriores
e argumentos devidos a Boldrini e Rojas-Medar em [7] e Heywood e Rannacher em [25].

Segue das desigualdades (4.24) e (4.37) que

@ d (b + pr)?
S 4 (o) 902+ 2B Aub2 < Co (IE2 + 1V + [ 9w (4.66)

Portanto,
IVu* (-, )* < Ca (HVuo!2 + /Ot(!f('aS)H2 +Vu(, 8)[1° + ([ VwE (- 8)17) dS) , (4.67)
para todo ¢ > 0. Por outro lado, como
I(u” - V)WF |2 < el BWF|* + Ca o [Va® || [ Vw1,

segue da desigualdade (4.25) que

o g2, Catcgtad k2  Cotca—cad . po d, pi2 Catcq k2
= e TR v DT e Z g 2ty — B
w2 ST w2 DA L iy w2 4 2, P 4 S B

< Co (llgll? + 1702 + [ Vw2 + [ V[ Tw*]2) (4.68)
Logo,

t
IVwh|* < Cy (HWollip +/0 (lgll? + [IVu|[* + [ Vw** + \Vuk\\4|!VW'“\\2)d8> , (4.69)

para todo ¢ > 0. Portanto, se [[uo|g1, [Woller, [[fllze0,00:2(0)) € 18llz0,00:m2(02)) S30

suficientemente pequenas, segue das estimativas (4.67) e (4.69) que
sup (([Vf 1) + VWi, 1)) < o, (4.70)
t>

ou seja, {u*} e {w*} sdo uniformemente limitadas em L>(0,00; V(2)) e L>(0, o0; H5(Q)),

respectivamente. Por outro lado, como em [25], multiplicando as desigualdades (4.66) e (4.68)
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por €7t com v > 0, integrando no tempo de 0 até ¢, multiplicando a desigualdade resultante

por e 7" e usando a estimativa (4.70), obtemos

t
supe?" [ e ((uf? + ) ds < G, (4.71)
t>0 0

t
supevt/ e (HAukHQ + \\Bwk|]2) ds < C.,. (4.72)
t>0 0

Da estimativa (4.71), concluimos que {u?} e {w"} sio uniformemente limitadas em L2 (0, oo; H(f2))
e L2 (0,00; L2(Q)), respectivamente. Ja da estimativa (4.72), vemos que {u*} e {w"*} sio
uniformemente limitadas em L7, .(0,00; D(A)) e L7, (0, 00; D(B)), respectivamente. Multipli-

cando a desigualdade (4.34) por e?! e integrando no tempo de 0 até ¢, obtemos
! (Vo2 + |V oFwh|2) + C /0 o (IVuk(s) 2+ [T 9)?) ds

< Co(llu(0)[2 + [we(0)[2) + C: /0 O EI? + lgl ds

+Cosy /0 o (b + [Vt ) ds

+Cosy /0 o (I + [Vt + [V ds

+Co /0 o (T A + B ) ds

#Co [ Tt ds

#Co [ T [T s

#Co [ (I9a0+ [9u+ 9w ds

t
+Co [ (10 + el 1 + [Vu1P)) .

onde C' = min{y + fir, cq + cq}. Multiplicando a desigualdade acima por e~ 7%, usando as
hipoteses sobre as forgas externas e as estimativas (4.70), (4.71) e (4.72), juntamente com
estimativas para [Jus(0)]|* e ||w¢(0)||* que podem ser facilmente obtidas fazendo o produto
interno, em L*(Q), da equagio (4.1); com u; e da equagao (4.1)3 com w; em ¢ = 0, respecti-

vamente, obtemos,

A
5

k(o2 wh(. 2 .
sup ([ (. DI + w01 (4.73)

IN

t
supe?! [ (Vb + [Vwt?) ds < o (4.74)
0

>0
Das desigualdades (4.73) e (4.74), resulta que {uf} e {wF} sio uniformemente limitadas

em L>(0,00; H(Q)) N L2 (0, 00; V(Q)) e L0, 00; L%(2)) N L1 (0, 00; HY(2)), respectiva-

loc loc
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mente. Devido as desigualdades (4.38), (4.39), (4.70) e (4.73) e do fato que ||fl[ 1 (0,00;1.2(02))

e |18l Lo (0,00:1.2(02)) 580 suficientemente pequenas, obtemos
sup (|| Au¥|? + | BwF|2) < C, (4.75)
>0

isto ¢, {u*} e {w"} sdo uniformemente limitadas em L*°(0,00;D(A)) e L>(0,00; D(B)),
respectivamente. Usando as estimativas (4.70) e (4.75), a partir das desigualdades (4.26) e
(4.27), obtemos

sup (|[D%u|2 + | D*w*|[2) < Co. (4.76)
t>0

A estimativa (4.76) nos diz que { D?*u’} e { D?*w*} sdo uniformemente limitadas em L>(0, oo; L2(1)).

Por outro lado, analogamente a obten¢ao de (4.40), podemos obter

t
supe [ (b )+ w9l ds < (.17
onde a constante C, pode depender da medida de €2 e da 0€2. Devido as imersoes de Sobolev,
a estimativa (4.77) implica que
t
supe [ (1Dt () + 1T (9 ) ds < € (4.78)
Note que a desigualdade (4.78) é valida para v > 0, desde que consideremos um intervalo de
tempo finito [0,77] (veja [7], p. 40). Portanto, se tomarmos v = 0 em (4.78), obtemos
t
sup [ (I96(6) [y + 994 o)) ds < €,
t>0 Jo
onde a constante C' pode depender da medida de © e da 9. Por fim, os resultados de [32]

para Vp e py, implicam que
pF e CHQ % [0,T)),VT € (0,00). (4.79)

Lembramos que as estimativas acima foram obtidas considerando 2 limitado, tal como na
Secao 4.2. Agora, escolhendo uma sequéncia adequada de dominios limitados, expandindo a 2
(tal como na demostracao do Teorema 4.1), e “transportando” para (p,u, w) as estimativas de
(pF, u®, wk) dadas em (4.70), (4.71), (4.72), (4.73), (4.74), (4.75), (4.76) e (4.79), finalizamos

a prova do Teorema 4.2 (aqui usamos o Teorema 1.1, o Corolario 1.1 e a Proposi¢ao 1.1). O
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Comentarios finais e projetos futuros

Com os resultados obtidos nesta tese, estamos elaborando alguns artigos em parceria com
os Professores Pablo Braz (UFPE, Brasil) e Marko Rojas-Medar (Universidad del Bio-Bio,

Chile). A seguir os descreveremos.

Do Capitulo 2, estamos preparando o paper “Error estimates uniform in time for semi-

Galerkin approximations of asymmetrics fluids with variable density”.

Os resultados do Capitulo 3 foram submetidos para publicacdo em 2013 com o titulo

“Vanishing viscosity for non-homogeneous asymmetric fluids in R®: The L? case”.

Com relagao ao Capitulo 4, estamos produzindo o paper “Strong solutions for the equations

of nonhomogeneous asymmetric fluids in unbounded domains”.

Quanto a trabalhos futuros, podemos mencionar o estudo da existéncia de solucoes pe-
riddicas para as equagoes de um fluido assimétrico e, como em [42], onde é considerado o
limite inviscido para os fluidos micropolares no caso de densidade constante para algumas
forcas externas especiais, poderiamos trabalhar com o caso de densidade variavel. Também,
como sugestao dos Professores F. Guillén, M. Rojas-Medar e P. Braz, ha a possibilidade de
se estudar o problema de Cauchy (1)-(2) em Q x (0,7, sendo © um dominio limitado de R?,

seguindo as mesmas ideias de F. Guillén-Gonzélez e G. Planas em [22].
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