| [~=g
[ [~=2
e~

S|

‘g

VIRTUS IMPAVIDA
L A |

Universidade Federal de Pernambuco
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Departamento de Matemaética

Pés-graduacdao em Matematica

Estabilidade de Hipersuperficies com
Curvatura Média H,, ; Constante

Edgar Corréa de Amorim Filho

Dissertacdo de Mestrado

Recife
2014



Universidade Federal de Pernambuco
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Departamento de Matematica

Edgar Corréa de Amorim Filho

Estabilidade de Hipersuperficies com Curvatura Média H,
Constante

Trabalho apresentado ao Programa de Pos-graduacdo em
Matemdtica do Departamento de Matemdtica da Universi-
dade Federal de Pernambuco como requisito parcial para
obtencdo do grau de Mestre em Matemadtica.

Orientador:  Prof. Dr. Antonio Fernando Pereira de Sousa

Recife
2014



Catalogacéao na fonte
Bibliotecaria Jane Souto Maior, CRB4-571

A524e Amorim Filho, Edgar Corréa de

Estabilidade de hipersuperficies com curvatura média Hr+1 /
Edgar Corréa de Amorim. — Recife: O Autor, 2014.
60 f.: il.

Orientador: Antonio Fernando Pereira de Sousa.

Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal de
Pernambuco. CCEN. Matematica, 2014.

Inclui referéncias e apéndice.

1. Geometria diferencial. 2. Geometria riemanniana. |. Sousa,
Antonio Fernando Pereira de (orientador). |. Titulo.

516.36 CDD (23. ed.) UFPE- MEI 2014-155




Dissertacdo submetida ao Corpo Docente do Programa de Pos-graduacdo do
Departamento de Matematica da Universidade Federal de Pernambuco como parte dos requisitos
necessarios para a obtencdo do Grau de Mestrado em Matematica.

Aprovado:

Antonio Fernando Pereira de Sousa, UFPE
Orientador

Henrique José Morais de Araujo, UFPE

Marco Antonio Lazaro Velasquez, UFCG

ESTABILIDADE DE HIPERSUPERFICIES COM
CURVATURA MEDIA H,,; CONSTANTE

Por
Edgar Corréa de Amorim Filho

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
Cidade Universitaria — Tels. (081) 2126 - 8414 — Fax: (081) 2126 - 8410
RECIFE — BRASIL
28 de Fevereiro — 2014



A minha mde, meu pai, e minha irmd.



Agradecimentos

Gostaria de agradecer primeiramente a minha mae, Nilza, meu pai, Edgar (in memoriam), e
minha irma, Gabriela, por tornarem cada parte desse trabalho possivel, agregando a mim cada
um dos requisitos necessarios ao longo de todos os anos de minha vida.

Agradeco também a minha familia como um todo: avds(6s), tios(as), primos(as), sobri-
nhos(as) e aos agregados.

Agradeco aos meus amigos Rafael, Thiago (Kid), Paulo(inho), Roger, Pedro, Dinho, Cés-
sio, Max, Ursinho, Bia, Luiz, George e a todos os meus amigos do Conjunto Residencial Mar-
cos Freire, aos quais também devo desculpas por deixar de comparecer.

Gostaria também de agradecer a minha familia da sala 212 do DMAT-UFPE: Lorena, Gil-
son, Tanaka, Luiz Filipe, Renato, Cldudia e Eudes, que transformavam cada dia de estudo em
bons momentos.

Agradeco aos alunos e professores do DMAT-UFPE pelo bom convivio, mesmo diante das
desavencas. Em especial aos alunos Jaime, Luiz, Jodo e Bruno (Bob), e ao Professor Antonio
Sousa (Tony) pela orientagdo.

Agradeco aos Professores Henrique Aradjo e Marco Antonio pelo cuidado na corre¢do
deste trabalho e por participarem da banca examinadora.

E por fim, agradeco ao CNPq pelo apoio financeiro.



Resumo

Definimos a no¢ao de r-estabilidade sobre hipersuperficies fechadas com curvatura de ordem
superior H,,; constante em um forma espacial Riemanniana. Com a hipétese de que uma
tal hipersuperficie M" esta contida ou em um hemisfério aberto de uma esfera Euclidiana ou

no espaco Hiperbdlico, mostraremos que M" é r-estdvel se, e somente se, M" é uma esfera
geodésica.

Palavras-chave: Forma espacial Riemanniana. Curvaturas de ordem superior. R-estabilidade.
Esferas geodésicas.



Abstract

We define the notion of r-stability concerning closed hypersurfaces with higher order mean
curvature H,, | constant in a Riemannian space form. By supposing that such a hypersurface
M" is contained either in an open hemisphere of the Euclidian sphere or in the hyperbolic space,
we are able to show that M" is r-stable if, and only if, M" is a geodesic sphere.

Keywords: Riemannian space form. Higher order mean curvatures. R-stability. Geodesic
spheres.
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Introducao

Em geometria diferencial, a curvatura média de uma superficie surge quando consideramos o
classico problema isoperimétrico, que podemos enunciar do seguinte modo:

Dentre todas as superficies que envolvem uma certa quantidade de volume, qual é a que tem a
menor drea?

A resposta € a esfera redonda. Porém, se procuramos apenas por solugdes locais do pro-
blema isoperimétrico, a drea de uma superficie compacta imersa no espago euclidiano € es-
taciondria com respeito a toda variagdo que preserva volume se, € somente se, a imersao tem
curvatura média constante. Ou seja, as superficies com curvatura média constante sao os pontos
criticos do funcional drea com respeito as variacdes que preservam volume.

Por conta disso, por muitos anos o trabalho dos gedmetras era focado em caracterizar as
superficies fechadas com curvatura média constante. Até os anos 80, as esferas eram os tinicos
exemplo de superficies com esta propriedade no espaco Euclidiano.

Em 1984, J.L. Barbosa e M. do Carmo provaram em [2] que

As esferas sdo as unicas superficies estdveis com curvatura média constante.

Mas, em 1986, H.C. Wente [11] demonstrou a existéncia de um toro imerso em R? com
curvatura média constante. Apds esses resultados cldssicos, surgiram varios estudos sobre
estabilidade e curvatura média constante.

Em 1988, J.L. Barbosa, M. do Carmo, e J. Eschenburg [3] estudaram estabilidade de hiper-
superficies imersas em variedades Riemannianas de curvatura seccional constante € mostraram
o seguinte resultado:

Sejam M" uma variedade Riemanniana fechada e x : M" — MZH uma imersao com cur-
vatura média constante. Entdo x é estdvel se, e somente se, x(M") é uma esfera geodésica em
M

No caso em que a variedade ambiente MZH tem curvatura seccional constante ¢, € possivel
mostrar que imersdes com (r+ 1)-ésima curvatura de ordem superior constante aparecem como
pontos criticos do problema variacional de minimizar certos funcionais do tipo

A, :/ F(S1,...,S,)dM,
M
onde F, é uma func¢do apropriada, para variacdes que preservam o volume. Para esse pro-

blema, as férmulas da primeira e segunda variacdo podem ser determinadas e o conceito de
r-estabilidade, que generaliza o que foi introduzido em [3], pode ser estabelecido.
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Baseado nesses estudos, temos como objetivo neste trabalho, que estd dividido em 4 capi-
tulos, demonstrar o seguinte resultado, obtido por J.L.. Barbosa e A.G. Colares em [4]:

. wntl s . —nt1
Seja M’Z,+ um hemisfério aberto de S se c =1, ou H'™ !, se ¢ = —1. Seja x : M" — MZ+

. . . . . . -+l

uma hipersuperficie fechada com H'™' > 0 constante. A hipersuperficie x : M" — MZ+ é

r-estdvel se, e somente se, x(M") é uma esfera e x é sua inclusdo como uma esfera geodésica.

No primeiro capitulo, come¢amos com um breve estudo sobre imersdes em variedades Rieman-
nianas, segunda forma fundamental e curvatura média. Em seguida, vamos definir operadores
especiais, a saber: o gradiente, o divergente e o laplaciano, e verificar algumas de suas pro-
priedades. Faremos também um resumo de resultados cldssicos sobre curvatura e curvatura
seccional. Finalizaremos o capitulo definindo campos tensoriais, derivada tensorial e o Hessi-
ano.

No segundo capitulo, vamos definir os tensores de Newton e o operador L, e demonstrar
algumas de suas propriedades. Enunciaremos também um importante resultado que garante a
elipcidade do operador L.

No terceiro capitulo, vamos estabelecer 0o nosso problema variacional e encontrar as res-
pectivas formulas para a primeira e segunda variacdo. Posteriormente, definiremos o funcional
de Jacobi, a nocao de r-estabilidade e demonstraremos algumas proposi¢des que relacionam o
funcional de Jacobi com o problema variacional.

Por fim, no dltimo capitulo, iremos demonstrar o resultado principal.

O caso em que 0 espaco ambiente é o espaco Euclidiano R"*! é tratado em [1], por Alencar
et al., onde estd provado que, para cada valor de r, as esferas sdo as unicas hypersuperficies
r-estaveis fechadas imersas.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos e resultados que serdo utilizados ao longo
deste trabalho. Vamos assumir que o leitor tem alguma familiaridade com geometria Rie-
manniana. Primeiramente, trataremos das imersdes isométricas e definiremos a segunda forma
fundamental e o operador de forma, estabelecendo assim a notagdo utilizada neste trabalho. Em
seguida iremos definir os operadores gradiente, divergente e Laplaciano, e verificar algumas de
suas propriedades. Vamos também definir a curvatura de uma variedade Riemanniana e listar
alguns resultados cldssicos. Por fim, vamos definir campos tensoriais, mostrar como derivar
campos tensoriais e verificar algumas propriedades do Hessiano.

1.1 TImersoes
. —nt1 . ~ . . . . —n+1
Sejax:M"—<M"" uma imersio entre variedades Riemannianas orientadas M" e M" ', de
dimensdes n e n+ 1 respectivamente, n > 2, onde a métrica de M" € induzida pela imersao x.
o ‘o . . —ntl = ~ e
Vamos indicar por ”(,)” a métrica Riemanniana de M"" e V sua conexio de Levi-Civita. Se

- . = = . - . —n+1 .
X e Y sdo campos locais em M", e X, Y sdo extensodes locais a M, verifica-se que
_ \T
V¥ = (Vi)

define uma conexdao em M" e que essa é a conexao de Levi-Civita em M", onde o T, como
expoente, indica a componente tangente a M" do campo ?YY.

Considere X(M") e X(M")* os conjuntos dos campos tangentes e normais, respectiva-
mente, a M". A segunda forma fundamental da imersao x é a aplicacdo B: X(M") x X(M")—
X(M™)* que associa a cada par (X;Y) de campos tangentes &4 M" o campo B(X;Y), normal 2
M definido por

B(X;Y) = V5Y — VxY.

Dado p € M", B(X;Y)(p) € (T,M) é a componente de VY (p) normal 2 M". Note que a
segunda forma fundamental s6 depende do comportamento de X e Y ao longo de M", portanto
nao depende das extensdes escolhidas para X e Y. De agora em diante, vamos indicar a extensao
local do campo X por X, para simplificar a notagdo.

Como B ¢ bilinear simétrica (ver [7]), expressando B em um sistema de coordenadas, ve-
rificamos que B(X;Y)(p) depende apenas dos valores de X(p) e de Y(p). Em cada ponto
p de M", B determina uma aplicagdo bilinear simétrica T,M x T,M — (T,M )*. Se N é um
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campo normal unitdrio em M", para cada p € M" esta associada a aplicacdo linear auto-adjunta
A:T,M — T,M dada por

(A(x),y) = (B(x:y
De fato, como (N,Y) = 0 para qualquer Y € X

~—

N), x,yeT,M.

—~

M"), entdo, para qualquer X € X(M"),
X(N,Y) = <VXY,N - <—§XN,Y> —0

Assim,
(B(X;Y),N) = <§XY _ VXY,N> - <§XY,N> - <—§XN,Y>.
Defina a aplicacao A por -
A(X(p)) = (=VxN)(p). (1.1)
O operador A é dito operador de forma da imersdao x. Definimos a curvatura média H da
imersdo x em p por
1
H=-tr(A
ir(4)

onde 7r(A) indica o trago da matriz associada a aplicagdo A. Como A é auto-adjunta, existe
uma base ortonormal {ej,...,e,} de T,M tal que a matriz de A com respeito a essa basse &
uma matriz diagonal. Os ndmeros reais ki, ...,k, na diagonal principal dessa matriz sdo as
curvaturas principais de x em p. Logo

M=

nH =tr(A) =) k.

1

~.

O préximo lema expressa a curvatura média em coordenadas.

Lema 1.1.1. Sejam x : M" — M uma imersao, {e1,...,e,} uma base de X(M") definida
numa vizinhanga V de p e N um campo normal. Para todo g € V a curvatura média H de x em

q € dada por
n
= Y ¢4 @) (VeenN).
ik=1

onde g*(q) indica a entrada ik da inversa da matriz (gix(q)) = ((eizex)) (q).

Demonstragdo.
Considerando A(e;) = Yi_ aije;, temos que (A) = (ajj) e dai tr(A) = ¥ a;;. Logo

n n
(Alei), ex) = <Z aij€j>€k> =) aijgjk
=1 =1

n

= ((A(ei),ex)) = (aij)(gjx) = (aij) = ((Alei),ex)) (87) = aij =Y (A(ei), ex) 8.

k=1
concluimos entdo que,

nH = tr(A) = kz_) (Aler),ex) g5 = kZ_‘, <j N ek> Z <V &2 > :

ik=1 i,
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1.2 Operadores Especiais

Nesta secdo vamos definir alguns operadores especiais que aparecerdo em diversas situa-
coes deste trabalho. Esses operadores sdo o gradiente, o divergente e o laplaciano. Os mesmos
possuem uma representacao simples em um referencial adequado, que vamos definir a seguir.
Indicaremos por §(M") o conjunto das fungdes suaves em M".

Definicdo 1.2.1. Seja X € X(M") e f € F(M"). A divergéncia de X, indicada por divX, € a
fungao divX : M — R dada por divX(p) = trago da aplicagdo linear Y (p) — VyX(p). Além
disso, o gradiente de f é o campo de vetores gradf € X(M") definido por

(gradf(p),v) =dfy(v), p € M,v € T,M.

Decorre da dltima defini¢cdo que o gradiente e a divergéncia possuem as seguintes proprie-
dades.

Proposicao 1.2.1. Sejam f,g € F(M") e X,Y € X(M").
1. grad(f+g) = gradf + gradg;
2. grad(f-g)=f-gradg+g-gradf;

3. div(X +Y) =div(X)+div(Y);

z

E possivel mostrar que se M" é uma variedade Riemanniana de dimensdo n e p € M,
existem uma vizinhanca V de p e n campos de vetores e, ...,e, ortonormais em X(M") tais
que Veej(p) =0Vi,je{1,...,n}. Una familia de campos com essas caracteristicas ¢ dita um
referencial geodésico em p.

Proposicao 1.2.2. Seja p € M e {e;,...,e,} um referencial geodésico em p. Entdo, dada uma
tungdo f e um campo vetorial X =Y} | fie;, podemos escrever

gradf(p) =Y (ei(eilp) e divX(p)=

i=1 i

ei(fi)(p).

-

1

Demonstragdo.

Seja {ey,...,e,} um referencial geodésico em p. Como grad f é um campo em M podemos
escrever que gradf = Y! | a;e; para uma certa familia ay, ...,a, de fun¢des em M. Além disso,
como {ey,...,e, } ¢ uma base ortonormal de X(M"), cada uma das fungdes a; é dada por

ai(p) = (gradf(p),ei(p)).

Entdo, a;(p) = (gradf(p),ei(p)) = dfp(ei;) = ei(f)(p), e consequentemente

n

gradf(p) =Y (ei(f))ei(p).

=

~
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Para o divX, se Dx : X(M") — X(M") é a aplicagdo linear dada por
Dx(Y) = VyX,

entdo a matriz associada a esse operador na base {ey,...,e,} € dada por (D) = ({¢;, V¢, X)).
Mas,

<ei,Ver> - <ei7vej<i fkek)>
k=1

n
= <ei7zve‘jfkek>
k=1

n

= ) (e fiVejer+ (ej(fi))ex)-

k=1

Como ey, ...,e, € um referencial geodésico em p, entdo Vejek(p) =0paratodo j,k=1,....ne
(ei,ex) = 6. Logo

B

(€i,Ve,X) (p) = (€i(p), fi(p)Vesen(p) + (ej(fi) (p))ex(p))

»-
I
—

I
M=

{ei(p), (ej(fi)(P))ex(p))

k=1
- é(exfk)(p))<e,-(p>,ek<p>>
= ().
Portanto,
divX(p) = ; ei, Vo X) ( iéei(fi)(l’)-

Proposiciio 1.2.3. Se f € F(M") e X € X(M"), entdo
div(f-X) = f-divX + (gradf,X) .

Demonstracdo. Seja {ey,...,e, } um referencial geodésico de M" em p, f uma fungéo em M"
eX =YY", fie € X(M"). Na Proposicdo 1.2.2 verificamos que

)= Lot

n
gradf(p Z YedivX(p
i=1
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Portanto,

f-divX + (gradf,X) =

i )+<i@mmq§¥m>

J:

A

fl +Zflez

|
M: 0 M:

fei(fi) + fiei(f)

I
o
D
\
=

I
Sl
="
\
>

]

Seja f uma fungdo de M. O laplaciano de f, indicado por Af, € a funcdo de M dada por

Af(p) =div gradf(p).

Se {ey,...,e,} é um referencial geodésico em p, fazendo uso da proposi¢do anterior, verifica-se
facilmente que

AF(p) = Y eilei ) (p). (1.2)

1

1.3 Curvatura

Nesta se¢do vamos definir curvatura e curvatura seccional de uma variedade Riemanniana
e citar algumas propriedades importantes que serdo utilizadas ao londo deste trabalho. A de-
monstracdo de tais propriedades pode ser encontrada em [7].

Definicao 1.3.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M" é uma correspondéncia
que associa a cada par (X;Y) de campos em M" uma aplicacdo R(X;Y) : X(M") — X(M") tal
que para cadaZ € X(M"),

R(X;Y)Z =VyVxZ-VxVyZ+ V[X;Y]Z'

o o~ . —n+1 . ~ . o -
Proposicao 1.3.1. Sejamx: M" — M ' uma imersdo isométrica, R e R os tensores curvatura

de M" e ]\_4n+1, respectivamente, B a segunda forma fundamental da imersdo x e A o operador
de forma. Entéo, para todo X,Y,Z,T € X(M") e N € X(M™)*, valem as equagdes:

1. Equagao de Gauss:

(R(X;Y)Z,T) = (R(X;Y)Z,T)— (B(Y;T),B(X;Z)) + (B(X:T),B(Y;Z));
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2. Equacao de Codazzi:
(R(X;Y)Z,N) = ((VyA)(X),Z) — ((VxA)(Y),Z).
Dado um espaco vetorial V e x,y € V, indicaremos por |x A y| a expressdo

VIR = (692,

que representa a drea do paralelogramo determinado por x e y.

Proposicao 1.3.2. Sejam p € M", 6 um subespago bidimensional de T,M" e x,y € ¢ linear-
mente independentes. Entdo o nimero

R(x;y)x,y
Ky — (RESY)EY)
e Ayl
ndo depende da escolha dos vetores x,y € ©.

Definicdo 1.3.2. Nas mesmas condi¢des da proposicio anterior, o nimero real K(c) = K(x;y)
é chamado curvatura seccional de M" em p segundo G.

Proposicao 1.3.3. Seja M" uma variedade Riemanniana. Entio M" tem curvatura seccional
constante igual a c se, e somente se,

R(X;Y)Z = c[(Z,X)Y —(Z,Y)X],

VX,Y,Z € X(M").

1.4 Derivada Tensorial

Defini¢do 1.4.1. Seja M uma variedade. Um campo tensorial do tipo (r;s), ou um (r;s)
campo tensorial, em M é uma aplicacio §(M)-multilinear T : X*(M)" x X(M")* — F(M).
Indicaremos por T;(M) o conjunto de todos os (r;s) campos tensoriais em M.

Exemplo 1.4.1. Se @ é uma I-forma em uma variedade M, entdo a fun¢do X — @ (X) é §(M)-
linear de X(M") em §(M). Portanto é um (0;1) campo tensorial. De fato, todo (0;1) campo
tensorial é proveniente de uma unica I-forma. Escrevemos entao que

M) = x*(M).
Exemplo 1.4.2. SeV é um campo vetorial em M, defina a aplicacao
V(6)=0(V) Vb € X*(M).

Esta aplicacdo V : X*(M) — §(M) € §(M)-linear e, portanto, um (1;0) campo tensorial. De
fato, todo (1;0) campo tensorial em M provem de um tinico campo vetorial. Escrevemos entao
que

To(M) = X(M").



1.4 DERIVADA TENSORIAL 17

Exemplo 1.4.3. Se A : X(M")* — X(M") é §(M)-multilinear, defina o campo tensorial A :
X (M) x X(M™)S — §(M) por

A(0,X1,....Xs) = 0(A(X1, ... Xs)).

A é §(M)-linear, e consequentemente, um campo tensorial do tipo (1;s). Em situagdes desse
tipo, iremos considerar o proprio A como campo tensorial do tipo (1,s).

Definicdo 1.4.2. Sejam T um campo tensorial do tipo (0;s) ou (1;s) e X um campo em M".
A derivada covariante de T em relagdo a X, indicada por VxT, é o (0;s) ou (1,s) campo
tensorial dado por

s
(VXT)(Y17~'-7YS):VX( Yl; oY, ZTYla 7 Y. 7Y)
i=1

Nas mesmas condi¢ées, a derivada covariante de T, indicada por VT, é o (0;s+ 1) ou (1;s+
1) campo tensorial dado por

(VT>(X Y., ) (VXT)(Yla--st)

Exemplo 1.4.4. Seja f € F(M"). Definimos anteriormente o campo grad f como o campo tal
que

(gradf,X) =X (f) = df(X).

O Hessiano de f é o campo tensorial do tipo (1;1) dado por
Hessf =V (gradf).

O Hessiano pode ser visto também como um campo tensorial simétrico do tipo (0;2) dado
por
Hessf(X;Y) = (Vx(gradf),Y).

De fato, como X (gradf,Y) = (Vx(gradf),Y)+ (gradf,VxY),

(Vx(gradf),Y) = X(gradf.Y)—(gradf,VxY)
= X¥(f))—df(
= X(Y(f))—df(
= X(Y(f) - (VYX)—df([X;Y])
= XY (f)—df(VyX)—[X:Y](f)
= X(¥(f) df(VYX)—X(Y(f))+Y(X(f))
= Y(X(f))—df(VyX)
(Vy(gradf),X).
Portanto, Hessf é simétrico.
Proposicao 1.4.1. Seja f € F(M").
Af =tr(Hessf).
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Demonstragdo. Considere {ey,...,e,} um referencial geodésico. Vimos na Proposi¢do 1.2.2
que

gradf =Y (e;(f))e;
j=1
Entao,

Hess(eisei) = (Vegradf,e;)

_ v< >>>

ei(ej(f))ej7el>

~
Il

|

(eilej(f))ej+ej(f)Vee)ei)

I

~
I
—_

~.
I

Portanto, pela igualdade 1.2,

tr(Hessf) = iHessf eize)) = Y eiei( ) =
i=1 i=1



CAPITULO 2

Os Tensores de Newton e o Operador L,

Neste capitulo vamos definir os tensores de Newton e o operador L,, que generaliza o ope-
rador Laplaciano em certo sentido. O foco deste capitulo € mostra que sobre certas condi¢des, o
operador L, se escreve como divergente de um campo, o que vai nos dar algumas propriedades
muito importantes para o andamento deste trabalho.

2.1 Os Tensores de Newton

Defini¢ao 2.1.1. O r-ésimo polinomio simétrico associado ao operador autoadjunto A, indi-
cado por S,(A) ou S, (ky,...,k,), € definido como

1 , ser=0
SH(A) = . Z . ki ki, , sere{l,..,n}
1<ij<..<iy<n
0 , ser>n,
onde ki, ...,k, sdo os autovalores do operador A. Note que (—1)"S,(A) € o coeficiente do

mondémio de grau n — r no polinémio caracteristico de A. Para 1 < r < n, a r-ésima curvatura
de 6rdem superior de M"* em p € o niimero H, dado por

(’Z) H, = S,(A).

Em particular, parar =1,

1 n
H = - Z ki=H
i=1
é a curvatura média de M", e parar = n,
Hn — kl te kn

€ a curvatura de Gauss-Kronecker.
Nas mesmas condigdes de antes, definimos também a soma das r-ésimas poténcias dos
autovalores de A por

oy (k1o k) = Zl (ki)'

A préxima proposi¢do exibe duas identidades, que sdo conhecidas como Identidades de
Newton, ¢ serdo utilizadas nesse trabalho.
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Proposicao 2.1.1. Sejam ky, ..., k, nimeros reais. Entdo
r—1
LY (=1 ek, oo kn) (Koo kin) 4 (= 1) 7S (k1 oo k) = 0 s€ 1 < 7 < ;5
k=0

r—1

2. Y (—1)5Selky, o k) 0 (ki s k) = 0 s€ 7> 1.

k=0
Demonstracdo.
Por simplicidade, vamos usar as indicag¢des Sy = Sy (k1,...,ky) € @ = @ (ky,...,ky,). Primei-
ramente, observe que se k; = ... =k, = 0, entdo Sy = 0 para todo k € N e valem as identidades.

Agora suponha que existe i € {1,...,n} tal que k; # 0. Considere o nimero real M dado por
M = max{|ki|;i e N,1 <i<n}

— R por

e defina o polinémio g : (—77; 37)

n
= [T (1 +1kj) = 1+ 811+ 8o + ...+ St
i=0

~.

Por um lado,

() =S1+28 4 ... +nS," L. (2.1)

Por outro lado,
/ n n
g) d d : k;
= —Ing(t) = — 1 tk;) | = .
g(t) dt ng(t) dt Zl n(i+1k)) ,Z'l 1 +1k;

Como M foi escolhido de modo que |tk;j| < 1 para todo j, podemos escrever

kj _ i (—1)k(kj)k+1tk.

l-l-lkj =0

Logo,

gl v v Dlaar. Dlaar. S k k

=Y Y (DX ZZ =Y (~Dfaat

gt =i k=0

Segue que
g1 = [Z (_l)kwk—i—ltk] g(1). (2.2)
k=0

Para concluir o resultado, basta comparar os coeficientes dos polindmios 2.1 € 2.2. Em 2.1, o
mondmio de graur — 1 é rS,#"~1. J4d em 2.2, 0 mondmio de graur—1¢

r—1 r—1
Zskl‘k(—l)r_l_kwr_klr_l_k [Z S r 1- k k] tr—l _ _(_1)r [Z Sk(_l)kwr—k] tr—l‘
k=0 k=0

Comparando os coeficientes, e lembrando que S, = 0 se r > n, temos os resultados desejados.
O
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Defini¢ao 2.1.2 (Tensores de Newton). Seja x : M" — M uma imersio isométrica, A seu
operador de forma e r € N. O r-ésimo Tensor de Newton ¢ a aplicagio P,(A) : T,M — T,M
dada por:

r

=Y (-1)/S,_;(A)A’.

Note que Py(A) =1 e que se P(x) é o polinémio caracteristico de A, entdo P,(A) = P(A) =0e
portanto P.(A) = 0 para todo r > n.

Lema 2.1.1. Para cada r, o tensor de Newton assiciado a A satistaz:
a) Pi1(A)=S,41(A)—AP.(A);

b) tr[AP.(A)] = nS,41(A) —tr[P41(A)];

c) tr[A2P.(A)] = tr[S,11(A)A] —tr[AP1(A)].

Demonstragdo.

a) Para r =0, temos que

1
Pi(A) = Z 1)78)_;(A)A7
=0

= I(A)I So(A)A
= Si(A)I—-AR(A).
Agora suponha que P11 (A) = S,4+1(A)I —AP.(A) para todo r <k — 1. Para r = k temos que
k+1 ) )
Peri(A) = ) (=1)Spp1-;(A)A
=0

K+ .
= Siy1(A I+Z 1)/ Siy1—(A)A7

= Skt1(A I+Z DL i(A)A™!

= Siri(A)I-A Z (—1)'Sk_i(A)A’
= Skt1(A)—APB(A).
Portanto, por indugdo, temos que P, 1(A) = S,+1(A) —AP,(A) para todo r € N.

b) Pelo item a), temos que
AP:(A) = Sr41(A)] — P11 (A)
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Logo

HIAR(A)] = (S, (A — 1r{Prs1 ()
= Seatrll] ~ trlB (A)]
= nSp1 —tr[Pr (A)].

¢) Ainda pelo item a), multiplicando por A, temos que
A%P.(A)=S,,1(A)A—AP,(A).

Portanto,
tr[A%P.(A)] = tr[S,; 1 (A)A] — tr|[AP., { (A)].

Com o Lema 2.1.1 podemos mostrar a seguinte proposicao.
Proposicao 2.1.2. Para cadar, o tensor da Newton associado a A satisfaz:

1. tr[P:(A)] = (n—r)S-(A);

2. tr[AP(A)] = (r+ 1)S,41(A);

3. tr[A%P.(A)] = S1(A)S,+1(A) — (r+2)S,12(A).
Demonstragdo. 1. Considere {ej,...,e,} uma base ortonormal de autovetores de A e

ki,....kn € R tais que A(e;) = k;e;. Temos que
n
triP(A)] = ; (P-(A)(ei),ei).

Pela defini¢do de P-(A),

trip(A)] =

(ngE
—
.M“

(—1)/S,—j(A)A7 (es), €i>

Il
—
~

I
o

(~1)78,j(A) (A (e1), ).

I
-

I
—_
~.

Il
o
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Como A/ (e;) = kle;,

trip(A)] =

33 (15 4) (Hever)
i=1j=

VY (1S A (e e
=1 j=0

i=1j=

i i (_1)JSV—J(A>/<

i=1j=0

Y (1S A) Y K

J=0 i=1

Y (1504

J:

Fazendo k = r — j e observando que @wy(A) = n, obtemos

r{P(A)] =

r—1
nSr(A)+ Y (1) 7ESk(A) 0,k (A)
k=0
r—1

nSe(A)+ (=1)" Y (=1 Si(A) 0,k (A).

k=0

Das identidades de Newton da Proposi¢do 2.1.1 segue que

tr[Pr(A)]

nSy(A)+ (=1)"(=1)(=1)"rS,(A)
nS,(A) —rS,(A)
(n—r)Sr(A).

2. Pelo item (b) do Lema 2.1.1, temos

trlAP-(A)] = nSy41(A) —tr[P+1(A)].

E pelo item 1, segue que

(1B (A)) = [ = (7 DISy41(4).

Portanto

tr[AP.(A)]

= nS,11(A) = [n—(r+1)]S41(A4)
= nSr41(A) —nSr1(A) + (r+1)S,11(A)
(1S (A).

23
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3. Pelo item (c) do Lema 2.1.1, temos
tr[A2P(A)] = t7[S,1 1(A)A] — tr[AP.,  (A)].

Usando o item 2, temos

triAP 1 (A)] = [(r+1) +1]S(41)11(4)
= (r+2)S,42(A).
Alem disso,
trSr1(A)A] Srr1(A)ir(A]
Sr+1(A)S1(A).
Logo

1r[A’P(A)] = S1(A)S,11(A) — (r+2)S,12(A).
O
Observacao 2.1.1. Como P,(A) é uma combinagao de poténcias de A, entdo AP.(A) = P,(A)A.

. —n+t1 . o Iy . . .
Lema 2.1.2. Sejam x: M" — M""" uma imersdo isométrica entre variedades Riemannianas e
{e1,...,e,} uma base ortonormal de autovetores do operador de forma A associado a imersio x.
Entéo, para cadai € {1,...,n}
Pr(A)(ei) = pirei,
onde U; » € dado por
Z kil---kir s sel<r<n
_ i1<...<ir,
Hir=9 s
1 , ser=0.

Demonstragdo. Primeiramente observe que
Sj(A) = Wi j—1ki = fi j
Vamos fazer a demonstracio por inducgdo sobre r. Para o caso r =0,
P()(A) (ei) = I(e,') = Ui oé;.
Suponha agora que, para r = j — 1, vale que Pj_{(A)(e;) = U; j—1¢;. Entdo,
Pi(A)(ei) = (S;(A)I—AP;_1(A))(ei)
= Sj(A)ei—AP;1(A)(e)
= Sj(A)ei—A(lij-1ei)
= Si(A)e; — i j—1kie;
= (Sj(A) — Wi j-1ki)ei
= Hijeéi

portanto, o resultado é vdlido para r € {0,1,...,n}. O
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De posse do exemplo 1.4.3, o r-ésimo tensor de Newton associado ao operador de forma A
¢ um campo tensorial do tipo (1;1). Assim, para X,Y € X(M), temos que

(VxP)(Y)=VxP.(Y)—P.(VxY).
Lema 2.1.3. Dado X € X(M), o operador linear Vx P, é auto-adjunto.

Demonstragdo. De inicio, observe que, como P, é combina¢do de poténcias do operador de
forma A, entdo P, € um operador linear auto-adjunto. Sejam Y,Z € X(M). Temos que

(VxP)(Y),Z) = (VxP(Y)=F(VxY),Z)
(VxP(Y),Z) — (P.(VxY),Z).

Porém, sabemos que

Portanto,

(VxP)(Y),Z) = X(P(Y),Z) = (P.(Y),VxZ) = (P(VxY),Z)
= X(¥,P(2)) = (Y,P(VxZ)) — (VxY,P.(Z))
= (Y,VxP:(Z2)) — (Y,P(VxZ))
= (¥, (VxP)(2)).

]

Definicao 2.1.3. A divergéncia do r-ésimo tensor de Newton, 0 < r < n, é o campo dado por

divh, =Y (Ve Pr)(ei),
i=1

onde {ey,...,e,} € um referencial ortonormal de M".

2.2 O Operador L,

Por simplicidade, a partir de agora indicaremos por S, € P, o r-ésimo polindmio simétrico e

o r-ésimo tensor de Newton, respectivamente, associados ao operador de forma da imersdao
n+1

x:M"—M

Definicao 2.2.1. Dador € N, com 0 <r < n— 1, definimos o operador diferencial de segunda
ordemL, : §(M) — §(M) por

L.(f) =tr(P-Hessf),

onde P,Hess f indica a composicao de P, e Hessf.
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O nosso objetivo agora € demonstrar que sobre certas condi¢des, o operador L, pode ser
escrito como

Lo(f) = divy(Pgrad ).

) —n+1 ) . L .
Lema 2.2.1. Sejam x : M"* — M uma imersdo isométrica e A seu operador de forma. Seja
P, o r-ésimo tensor de Newton associado a A. Entdo, para todo X € X(M),

(gradS,,X) =tr(P,_VxA).

Demonstracdo. Considere {ey,...,e,} um referencial ortonormal que diagonaliza o operador
de forma. Por um lado, temos que

(gradS,,X) = Z Zk,l X(k

<...<iy j=

Por outro lado,

(VXA)(e,-) = VxA(ei) —A(Vxei)
= Vxkje;—A(Vxe;)
= kiVXei—l—X(kl> (Vxe )
Como {ey,...,e,} € ortonormal,

n

VXei = Z <VXei,ej>ej.
j=1

Logo,

(VxA)(ei) = ki Z <Vxel,e]>e]+X (Z <VXe,,e]>ej>

J=1
n
= X(k)ei+ Y ki(Vxeiej)e;— Z (Vxeiej)A(e
=1 i—1
Jn ;
= X(ki)ei+ Z ki(Vxeiejyej— Y kj(Vxeiej)e;

j=1 j=1

= e,+Z VXe,,eJ> kj <VXe,,eJ>
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Dai,

agE

ll’(Pr,IVXA) = <Pr 1(VXA(e,)) >

~.
—

I

N
I
_

(VxA(e;),P—1(e))

|
=

< i)ei+ Z Vxel,ej> kj <Vxe,,ej> ej, Ui r— 1€l>

~.
—

I

~
—

{X(k )u, r—1 e,,e, i k <Vxe,-,ej> —kj <Vxei,ej>)u,~7r,1 <e,-,ej>} }

I

~
—

{X (ki) pir—1 (e, ei) + [ki (Vxei,ei) — ki (Vxei, e)| Hip—1 }

n
= Y X(k) Y kijki,
i=1 i1<.<lp—1,
i F#i
= ¥ LX)k,
n<..<ip j=

O
Lema 2.2.2. Sejam x : M" — M uma hipersuperticie e N um campo normal a M". Entao,
paracadare {1,...n—1} eX € X(M"),
(divP,,X) = Z Y (—1)/(R(N,P.—_j(ei))ei, A (X)),
i=1j=1

n—|—1
onde R é o tensor curvatura de M

Demonstrag¢do. Primeiramente note que para todo X,Y € X(M)
(VxI)(Y)=Vx(I(Y))—1(VxY)=0.
Assim,

(VxP)(Y) = (Vx(SH—AP.1))(Y)
= (VxSD)(Y) = (VxAP1)(Y)
= X(S)Y +8(VxD)(Y) = (VxA)(Pr1(Y)) = A(Vx Py (V)
= X($,)Y = (VxA)(P1(Y)) = A(VxPr1(Y)).

Em particular, se {ey,...,e, } ¢ um referencial ortonormal de autovetores do operador de forma,

(VePr)(ei) = ei(Sr)ei — (Ve,A) (Pr-1(ei)) —A(Ve,Pr-1(ei)).
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Logo

aivk = Y el)ei— Y (Te) (Br1(e) ~ACE Ve 1(e)

Portanto,

(divP,, X) = (gradS,,X) — Z Pr_1(ei)),X) — (A(divP_1),X) .
i=1

Da equagdo de Codazzi, temos que

(Ve A)(Proi(ei), X) = (Poi(ei), (VeA) (X))
= <Pr,1(€l>, (VxA)<€i)> + <F<X;€l‘)Pr,1(€,'),N>
= <Pr_1((VXA)(€,')),€,'> + <§(N;Pr_1(e,-))e,-,X>.
Substituindo,
(divP,,X) = (gradS,X)— i ((VxA)(e)),e;)

— Zn:l (R(N;P._i(e;))ei, X ) — (A(divPr_1),X)

28

= (gradS,,X) —tr(P_1VxA) =) (R(N:P_1(e)))e;, X) — (A(divP,_1),X) .

i=1

Mas pelo lema anterior,
(gradS,,X) =tr(P,_1VxA).

Logo
n
lePr,X Z NPr 1 el el7X> lePr*1)7X>'

Agora basta usar inducao para concluir o resultado. Para r = 1, temos que

(divP,X) = —Z<RNP0 ei))ei, X ) — (A(divRy),X)
= —i<F(N§PO(ei))ei;X>
1 n
= Y Y (1) (R(N:Pi_j(ei))ei, AT (X)).

=1i=1

~.
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Tomemos por hipétese de inducao que

Dai,

(divP.,X)

r—1 n
(divP,_,X) = Zl zi(—l)j<l_€(N;Pr1j(ei))e,-,Aj_l(X)>.
j=li=

-

N
I
—_

—<A(diVPr_1>,X> — <I_€(N;P,_1(e,-))ei,X>

-

N
I
—_

—<diVPr_1,A<X)> — <I_€(N;P,_1(e,-))e,~,X>

T
L

n

(—1)j <]_€(N;Pr_1_j(ei))€i,Aj(X)> — ; <I_?(N;Pr_1(e,-))ei,AO(X)>

(— D (ROV: B a(en))er, A5 (X))

~

I
—_

I
—_

| |
M-
1= IP=

T
\S]
i

N

(=)' (R(N: P (en)ei, A (X))

(= (RONV: P_i(ei) )i A (X) )

~
Il

S}
Il
—_

(=)' (R(N: P (en)ei, A (X))

(—1) (ROV: Prosler) e A ().

~
I
—_
I

De posse desse resultado, podemos mostrar a proposicao seguinte.

- : —n+1 : .. —n+1 .
Proposi¢ao 2.2.1. Sejax: M" — M'CIJr uma hipersuperficie. Se M Z+ tem curvatura seccional
constante c, entao

L,(f) = divy(P-gradf),

para todo f € F(M").

Demonstragdo.

Seja p € M". Considere {ey,...,e,} um referencial ortonormal em M" que diagonalize o
operador de forma A da imersao x em p. Da defini¢ao 1.2.1,

divy(Prgradf) =tr[Y — VyP,gradf].

Como {ey,...,e,} € um referencial ortonormal,

n

V. Pgradf = Z <VeiPrgradf, ej>ej.
=1
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Dai,
n
divy (P.gradf) = Z (Ve Prgradf,e;).

Observe que
(Ve,Pr)(gradf) =V, (P.gradf) — P(Ve,gradf).
Segue que

((VePr)(gradf) + Pr(Ve,gradf),e:)

M=

divy(Prgradf) =

N
I
_

((Ve,Pr)(gradf)),ei) + Zn: Ve, gradf),e;).
i=1

I

N
I
—_

Por outro lado,

M:

L(f) =tr[P(Hessf)] = ) (P(Hessf(ei)),ei).

1

~.

Mas como Hessf(e;) = V,,gradf,

n
Z Vegradf)),ei).
Substituindo na equagdo acima, obtemos que

divy(Prgradf) = L.(f)+ ) ((Ve,P)(gradf)),ei)

VR

I
—_

1

™=

L)+ X (grad (V) e0)

+
= L.(f)+ (divP.,gradf).
Pelo Lema 2.2.2,
(divP,,gradf) = z”l: XV" (—1)/ <I_€(N,Pr,j(gradf))e,-,Aj71(X)>,
i=1j=1

5 4 ——n+1 . N —n+1
onde R € o tensor curvaturade M, e N é um campo normal a M". Como M, ~ tem curvatura
seccional constante, pela Proposi¢ao 1.3.3,

(R(N,P,_j(gradf))ei, A1 (X)) = c[{e;N)(P-_jgradf,A7 (X))
—(e1, P j(gradf)) (N,A71(X))] =0
paratodoi € {1,...,n} e j € {1,...,r}. Portanto,
(divP,, gradf) =

Lo(f) = div(P.grady).
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Proposicao 2.2.2. Se M" é uma variedade Riemanniana fechada, entao
| Lpam=oe [ pr(pam=— [ (pgradfgrads).
M M M

~ - —n+1 .
Demonstragcdo. Na Proposicao 2.2.1 mostramos que quando MZ+ tem curvatura seccional
constante, L,(f) é a divergéncia de algum campo. Mas, pelo teorema da divergéncia, como M"
tem bordo vazio,

/ Lo(f)dM = / divy(Pgradf) = 0.
M M

Para a segunda igualdade note que, pela Proposi¢ao 1.2.3,

div(fPgradf) = fdiv(P.gradf)-+ (P.gradf,gradf)
= SL(f) + (Prgradf,gradf).

Logo,

/fL,(f)dM = /div(fP,gradf)dM—/ (P.gradf,gradf)dM. (2.3)
M M M

Novamente, pelo teorema da divergéncia, [, div(fP.gradf)dM = 0. Portanto

/fL,(f)dM:—/ (P.gradf,gradf).
M M

]

o~ . ——n+1 . P . . .
Definicao 2.2.2. Sejam x : M" — M, uma imersdo isométrica de uma variedade Rieman-
niana conexa em uma variedade Riemanniana simplesmente conexa com curvatura seccional

constante c¢. Dizemos que o operador L, € dito eliptico se o tensor de Newton P, é positivo
definido.

A proposicao a seguir, cuja demonstragdo encontra-se em [4], diz que o operador L, € elip-
tico sob certas condi¢des, que serdo consideradas em alguns resultados ao longo deste trabalho.

Proposicao 2.2.3. Seja MZH o espaco Euclidiano R"*!, se ¢ = 0, um hemisfério aberto da
esfera Euclidiana S"*!, se ¢ = 1, ou o espaco hiperbolico H" !, se c = —1. Se H,,| é positivo,
entdo para todo j € {1,...,r},

(1) L; € eliptico;

(2) aj-€ésima curvatura H; € positiva.



CAPITULO 3

O Problema Variacional

Neste capitulo vamos definir o que seria a variagdo de uma imersao e alguns conceitos basi-
cos a respeito de variacdes. Vamos definir os funcionais r-area e volume, e calcular as férmulas
da primeira variagdo dos mesmos. Feito isso, poderemos descrever o problema variacional que
serd tratado neste trabalho, definir o funcional de Jacobi e uma noc¢@o de r-estabilidade para
hipersuperficies.

3.1 Variacao de uma Imersao

. . . —n+1 . ~ —n+1
Sejam M" uma variedade fechada orientadae x : M" — M~ suaimersioem M . Uma

o~ . . L —nt1
variacdo da imersdo x é uma aplica¢do X : (—&;€&) x M" — M, € >0, suave, tal que:

1. Para cada t € (—&;¢€), a aplicagdo x, : M" — M dada por x;(p) = X(t;p) é uma

imersio; e
2. xp = X.
O campo variacional associado a X € definido por

En =21

Uma variagéo é dita normal se o campo variacional é da forma & (p) = f(p)N(p) para alguma
funcdo f : M" — R suave.

O funcional r-area associado a variagdo X : (—¢&;€) x M" — A_/IZH ¢ a aplicacdo A, :
(—&;€) — R dada por

A(t) = /MFr(Sl,...,Sr)dM,, 3.1)

onde S, = S,(t), dM; é a forma volume em M" induzida pela imerséo x; e F, é definido recursi-
vamente por
1, ser=0
F.(A)=<¢ Si, ser=1
Sr+c("++l)F,_2, se2<r<n-—1.

Observacio 3.1.1. Note que parar =0, Ao(t) = [,,dM, é o funcional drea cldssico.
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O volume V (¢) da varia¢do X é dado por

V()= / X*dM,
[0;¢] x M™

onde dM é a forma volume de M""' e X*dM é o pull-back da forma volume de M" "' para
(—€;€) x M". Dizemos que uma variagdo preserva volume, se V() = V(0), para todo r €

(—¢&;¢).

3.2 A Primeira Variacio do Volume e do Funcional r-Area

.~ . —nt1 L . ~ ~ .
Proposicao 3.2.1. Seja X : (—&;6) x M" —» M uma variacdo da imersdo x. Entdo a pri-
meira variacio do volume emt = ty é dada por

V(o) = | fud,

onde f;,(p) = <%—)§<IOQP)7NIO(P)>'

Demonstragdo. Seja p € M" e {¢},...,€},} um referencial ortonormal em uma vizinhanga co-
nexa V de p. Como X*dM é uma forma volume em (—&;€) x M", entdo existe uma funcio
b:(—¢&;e) xM" — Rtal que

X*dM(vy,...,vpi1) = b(t,p)dt NdM, (v, ..., V1 1),

Vs Vng1 € Tp((—€;€) x M). Em particular, para cadat € (—¢;€),

"
b(t’p) = XdM(E7et17"'7e£l)
00X
= dM(E(t;p%dxt(etl);"'7dxt<e§’l))
0X
= <W(f§P)7Nt(P)>-
Logo, usando o teorema de Fubini,
d _
V) = —/ X*dM
(t0) dt Jio:t0)xM

d )¢
N E/[O;IO]XM<E<t’p)’N’(p)>dl/\djut

- L (o)

_ /M <%—f(to;p),Nro(P)> dM;,.
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Da tltima proposi¢ao temos que uma varia¢do preserva volume se, e somente se, [y, fidM; =
0. Dizemos que uma fungéo suave f : M" — R tem média zero sobre M se [;, fdM = 0.
O préximo resultado garante a existéncia de variagdes normais que preservam volume.

. —n+1 . o~ . Ly . ~
Lema 3.2.1. Sejax:M" — M uma imersao isométrica. Dada uma fun¢ao suave f : M" —
R com média zero, existe uma variagdo normal de x que preserva volume cujo vetor variagao é

fN.

Demonstracdo. Seja ¢ : (—¢;€) x M" — R uma fung¢@o diferencidvel e defina a variacdo X :

(—e;e) x M" — M""" por

X(t;p) = expy(,) @(t; p)N.
0" (%—‘f) t:ON . Queremos mostrar que ¢ pode ser
escolhida de modo que X satisfaca as condi¢des do lema.

Considere a fungdo volume V(¢) de X. Note que X = eoy, onde y : (—¢;€) x M" —
R x M" é dada por y(t;p) = (@(t;p);p) € e(u;p) = expy(puN, u € R. Fixando E(u;p) =
det(de p.,)), temos que

X € uma variacdo normal com (%—f)

V() = / X*dM
[0;t]xM

= / vie*dM
[0st]xM

d
= / E(fp(t;p);p)—a(p(dM/\dt)
[0st]xM 1

= [ ([ Bty Sar) am

Agora seja f : M" — R uma fun¢do com média zero sobre M" e seja ¢ a soluciao do problema
de valor inicial:
do _ f(p)

ot E(e(t:p):p)
Direto da expressdo acima para V (¢), junto com o fato de f ter média zero sobre M", segue que

V(t) = 0 para todo r € (—¢;€). Como E(¢(0;p);p) =1, X é uma variagdo normar de x que
preserva volume e cujo vetor variacdo € fN. [

Vamos agora encontrar uma expressao para a primeira variagdo da r-area, que faremos
por indugdo. Precisaremos encontrar uma expressdo para Ag(t), mas antes veremos alguns
resultados. Sabemos que, de acordo com a Defini¢do 3.1,

Ao(r) = [ a,

onde dM; é a forma volume em M induzida pela imersdo x;. Considerando {ey,...,e,} uma
base de X (M) em uma vizinhanga de um ponto p € M, {duy,...,du,} sua respectiva base dual
e g(t) a métrica de M induzida por x; cuja matriz € (g;(r)) = ({dx;(e;),dx;(e;))), temos que

dM; = \/det(gij(t))dui A ... Nduy,.
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Portanto Ag(r) :/@/det(gij)dul A...Nduye
d
Al(f) = /E,/der(g,,(r))dulA...Adu,,.

L. .o~ - . L d ~ .
As préximas proposi¢des vio auxiliar no cédlculo de 7 +/det(g;;(t)) da expressdo acima.

Proposiciio 3.2.2. Sejax:M" — M""' uma hipersuperficie e X : (—&;€) x M" — M""" uma

variagdo de x. Considere os campos
* E(X(1:p)) = dX(p) (5 (:P));
* &i(t;p) = (0sei(p)) € Tip,py (I X M); €

« &(X(t;p)) = dXp (@i(t; ).
Entéo, fixado ty € (—¢;€), temos que

dgik(; p) ~ 5 )
Tt e = EX (03 2)) (@(X (10 ), 8(X (103 1))
Demonstracdo. Primeiramente observe que & (X (¢; p)) = dx;(p)ey. De fato, fixado t € (—¢;¢€)
epeEM”,

F(X (1)) = dXpulisp) = (X o(s))

para qualquer curva y: (—8;0) — I x M diferencidvel com y(0) = (¢;p) e ¥ (0) = &x(z; p).
Em particular, para y(s) = (t;a(s)), onde o : (—8;0) — M é uma curva diferencidvel com
a(0) = pe a'(0) = e, temos que

aX(@p) = 5 (Xor)| =S Xwal)| | = Tula)]
= dx,(a(0))a' (0
= dx/(p)e.

Consequentemente, gi(t; p) = (€x(X(2;p)),éx(X(¢;p))) . Por fim, note que

E(X(10;p)) (& (X (10;p)), & (X (o3 p))) = %((5k(X(to;P))7ék(X(fo;P)» °B(s))

s:O’

E(X(t0:p)) (ek(X (103 p)), (X (t0:p))) = %(<ék,ék>ox(s+f0§l7))
d

— a((ék(X(s—I-IO;P))aék(X(S'i‘tO;P))))

S=

s=0

d (s+1p)
et — S
dsgkk 0

dgik
dt

0 que conclui nossa demonstragao. ]

s=0

)
=ty
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Proposicao 3.2.3. Sob as mesmas condi¢des da Proposi¢ao 3.2.2, temos que VEék = ngE .

Demonstragdo. Seja f : (—€;€) x M" — R uma funcéo suave. Vamos calcular [Ek;%] (f).

Dados (t; p) € (—€&;€) x M", temos que e(t; p) € T(;,) ({t} X M). Identificando 7., ({t} x M)
com T,M, podemos escrever

L 0
= Z ci(p)
i=1
Logo,

@i ) -

Il
TPM= TP
—— 2
2 S
Q —
/I\ S:’ Y]
V|l ~
-~
— =
>
v I
~__
R
™=
~__—

~.

= (ci(p) ;xl ) i(cl

=

I
_

|
1=
A~
YUK

Portanto, [E;&;] =0, e com isso, V& = V5, E. O
Proposicao 3.2.4. SejaA: (—¢€;€) — Mpxn(R) uma aplicagao diferenciavel com A(ty) = Id
para algum ty € (—¢€;¢€). Entao

C(der(A(n))| _=1r(A'(10))-

=ty

Q.l&

Demonstragdo. Considere A(t) = (a;j(t)) e Ax(t) = (a1x(t);...;am(2)).
Note que Ag(to) = (aix(to) = 0;...;a(t0) = 15...;au(t9) = 0). Logo

Saa)| = Sdertai0:an )]
= idet(Al(to);...;Afc(to);...;An(to))
k=1
- ¥ duto)
k=1
— (A (1),
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Finalmente vamos ao que queremos mostrar

Proposicdo 3.2.5. Dadoty € (—¢;¢€), {ey,...,e, } um referencial geodésico em M induzido pela
imersdo x;, e (g;;(t)) a matriz da métrica em M induzida por x; com respeito a base {ey, ...,e, }.

Entao .
d : dX
77\ /det(gij(t))‘t_to = —nHf +div ((E) )
Demonstragao.
d 1 d
—/det(gij(t = —det(g;(t
dt e (glj( ) _— > det(g,'j(t())) di e (glj( ) 1=ty
1d
= 5 det(si(1) —_

A dltima igualdade segue do fato que {e;...;e,} é um referencial geodésico em M induzido
pela imersdo x;,. Portanto, (g;;(t9)) = Id e /det(gij(to)) = 1. Pelo resultado da Proposigao
3.24,

~
N
—~
oo
<
-~
o
N—
SN—

< \Jder(gi0)

| =

t=ty

(Proposicao 3.2.2)
0

I
| =
K
1=
SIE

o9

k.

b

)

-~

N—

Il
N =
-
=

eslt

—

Q

T

Q

8

~

2 <vEék,ék> (Proposicdo 3.2.3)

I
| —
~
HM:

p—

I
1=
S
&
\.ml
N
=~
~_—

T
1L

Il
1=
|
/\
tTh
<
™
)
AL
\/
+
Q
N
7~
i
N
A\
~—

T

Note que podemos escrever:

)
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onde os expoentes N e T indicam as componentes normal e tangente, respectivamente, a

Mde‘é—f.Logo
dX + dx\" _ Z dx\" _
— e = — e
ar ) ¢k k:lk dr s €k

n n
S a(ea)-Ya
k=1 k=1

Nl

ii)
_ — N\T —  \N
(Vadr) X(w:p) = (Vaak) (Xo:p)+(Vad) (X(w:p)
_ T _ N
= <Vd)€zoekdxt()ek> (X (P)) + (detoekdxtoek) (X (P))
_ T _ N
= (Vaer) (0)+(Vaer) )
Mas como {ey;...;e, } € referencial geodésico em M,
_ T
(Veer)” (p) = Verenlp) =0,
© N
(ngék> (X(tosp)) = (Vekek> (p) = <Vekek,N> N.
Portanto,
d L = n .
i det(gij(t)) = - E,Zvé,fk +Z ev (E ., é)
! 1=t k=1 k=1
dX [ &< [ (ax\"
= — <E’ <kZ’] Vekek,N>N> +div (( ) )
dX n_ dx\"
= —(— V. di
(G Eraem)oan((3) )
dX
= —nHf+div ((—) > .
d
Na ultima igualdade usamos o resultado do Lema 1.1.1. O]
Proposicao 3.2.6. Sejax: M" — M uma hipersuperficie e X : (—€&;€) x M" — M uma

variacdo de x. Entdo a primeira variacdo da drea é dada por
AO = —n/ HtfdMla

onde f(t;p) = (X (t;p),Ni(p) ) e H, € a curvatura média da imersao x;.
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Demonstragdo. Sabemos que A((r) = f%\/det(g,-j(t))dul A...Adu,. Substituindo o resul-
tado da Proposi¢ao 3.2.5 obtemos

T
Ap(t) = /M—an~|—div<(cfi—):> >dM,
o (ax\"
_ /M—andM,+/Mdzv<(Z) >dM,.

Pelo teorema de Stokes, como M é compacta sem bordo, |, ydiv ((%) T) dM; = 0 e portanto

Ap(t) = —n/MHfdM,.

Dando sequéncia, vamos assumir a seguinte proposicao.

o o~ . =—=n+1 . . . . .
Proposicao 3.2.7. SejaM,  uma variedade Riemanniana orientada com curvatura seccional

—n+1 , . —n+l
constante ¢ e x : M" — M. uma hipersuperficie fechada. Se X : (—e;€) x M, é uma
variagdo de x, entao

aSr—i—l

o1 =L,(f) +[S18r41 — (r+2)Srp2] f +c(n— r)Srf+D(al)TSr+la

t

T
onde D, )TSr+1 indica a derivada da fung¢do S, na diregcdo de <%—f) .

(%

A demonstragdo de tal proposi¢ao se encontra em [4]

Observacio 3.2.1. (n—r)S, = tr(P,) = b,H,, onde b, = (n—r)(}) = (r+1)(,})

Observacdo 3.2.2. S1S,,1 — (r+2)S,.2 = tr(A’P,) = nH, (H”_l)H,H —(r+2)(,""y)Hr2 =

r+2
n
n(r+1)H1Hr+1 — by 1Hy s

Segue das observacdes 3.2.1 e 3.2.2 que podemos reescrever o resultado da proposi¢ao
anterior da seguinte maneira:

aSr—i—l .
ar

L.(f)+tr(A*P) f +c tr(P,)f—f—D(aX)rS,H.

t

Lema 3.2.2. Sob as mesmas hipéteses da Proposicao 3.2.7,

T
agrtH _r+l [Le(f) +tr(A*P,) f +c tr(P) f] + < (%) : gradHr+1> .

b,
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Demonstragdo. Substituindo S,y = (,,)Hy+1 no resultado da Proposi¢do 3.2.7, obtemos

n 8Hr+1 o 2 n
(I’—I—l) — = L)+ (AR f +ctr(P) f] + (HI)D(;{)TH,+1
Note que
1 (r+1) r41
(n) e+n(r) o b
) T
X
D<7X)THr+1 <(E) ,gradHr+1>.
Portanto,
aHH—l r+1

= (L (f) +tr(A%P,) f +c tr(P,) f] + oX ' radH,
ot b o ’ ’ 9r ) 8L )

O

o o~ . =—n+l1 . . . . .
Proposicao 3.2.8. Seja M,  uma variedade Riemanniana orientada com curvatura seccional

—n+1 . L. +1 &
constante ¢ e x : M — M, uma hipersuperficie fechada. Se X : (—&;€) x M" — M"
uma variagcdo de x que preserva volume, entiao

AL0) = ~by | HopfaM,

onde b, = (n—r)( ) (r+1)(r+1)

Demonstragcdo. A demonstracao serd feita por indugcdo em dois casos.
1° caso) r par:

Quando r = 0, ja mostramos anteriormente que

Suponha agora que para algum r par temos que

A/r—Z(t) =—b,_» /MHr_lfth.

A) = /M F, aM,
_ / [Sr-l-—c( norilp z]th

r—1

1)
- /S dM, + r+ /F,sz,

_ (r) /M H, th—i-&Arfz(t)-

r—1
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Al(t M,) . 2
=a0= (") [5G S am)| + "Dy ) 6)
Vamos agora calcular cada uma das integrais da expressao 3.2.
dH, r
"aM, = / L1 (f) + ctr(Pr_y) f + tr(A2P_y) fldM,
M dt b1 Jm

T
+/ <(8—X) ,gradH,>dM,
M dt

b /CbrlHrlfth
r—1

b,_
+ ! /(n 1H1Hr—err+1)fth
br—1Jm

r— 1 )th+

r

= cr/ Hrlfth—}—n/ H\H, fdM,
M M

ox\ 7'
—(”—r)/Hr+1fsz+/ — | ,gradH, )dM,.
M M ot

/Hr 2(a’M,) = /H [—nH1f+dlv
M Ot M

_ —n/HHlfth+/Hdl (
= —n/HHlfth—}—/dlv<H
ax\"

_/M<(E) ,gradHr>dM,
ax\"
= —n/ HrHlfth—/ — | ,gradH, )dM,;.
M M dt

Por hipétese de inducio,

) s
oX
dt

) )on

A;_Z(Z) =—b,_» /MHrlfth.



3.2 A PRIMEIRA VARIACAO DO VOLUME E DO FUNCIONAL R-AREA 42

Segue que

Al = (’Z) [cr /M H,_\fdM, +n /M HyH, fdM,
T
_(n—r)/MH,HfdM,+/M<(aa—}:> ,gradHr>dM,
T
—n/ HrHlfdM,—/ <(88—):> ,gradHr>dM,}
M M

— 1
—Mbrfz /MHrlfth

r—1

Observando que

n—r+1 n—r+1 n n
—— b, = —— 1 =b,_1=
r—1 " 2 r—1 (r+ )(r—l) r-1 r(r)

e fazendo as devidas simplifica¢des, temos que

40 = - (") [ Heogam

= —br/ Hyy 1 fdM,;.
M
2° caso) r impar: Se r = 1, temos que

A](t) :/ Flth :/ SldM[ :n/ Hlth.
M M M
Logo,

JdH,

d
/ — —
A1) = n[M - dM,+/MH1at(dM,)]

T
= n/M{bl—O [Lo(f) —l—ctr(PO)f—l-tr(AzPo)f} + < <aa—):) ,gradH1>}dM,

T
—i—n/ H, [—nHlf—I—div (8—X>
M ot

Mas, by = n, Py = Id, tr(Py) = n, tr(A*Ry) = "™ H\H, — biH, = n®H} — b1 H, e pela
proposi¢do 1.2.3

ax\" ox\" ox\"
div (Hl (a_t) ) = Hdiv (8_t> + < <8_t) ,gradH1> .

dM,.
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Aj(0) = [ / {%[diV(gmdf)Jrcanr(nsz—ble)f]

(@ )
+/M { —nHf +div <H1 (%) ) _ < (a—f) ,gradH1> }th]

= / div(grad f)dM; + cn / fdM, + / n’H: fdM; — / biH, fdM,
M M M M
ax\’ -
—|—n/ — | ,gradH; )dM; —/ n“H{i fdM,;
M ot M
T T
—|—n/ div | H; 8_X th—n/ (9_X ,gradHy ) dM,
M ot M ot

= —b / HyfdM,.
M

Na ultima igualdade usamos o fato de M ter bordo vazio e que X preserva volume,
portanto, [, fdM; = 0. O passo indutivo é andlogo ao visto na demonstracdo do caso
r par.

]

Observacao 3.2.3. Na demonstracdo da proposicdo anterior, usamos que a variagdo preserva
volume apenas no caso em que o r é impar. Portanto, quando r é par, a mesma formula vale
para variagdes que ndo preservam volume.

Observacao 3.2.4. Fazendo algumas poucas modificagdes na demonstra¢do da proposi¢ao an-
terior, encontra-se uma expressao mais geral para a pimeira variagdo da r-drea que nao exige
que a variagdo preserve volume. A férmula encontrada é

A0 = b, [ HerfdMite, | faM,
M M
onde ¢, € uma constante que depende apenas do valor de r, e é dada recursivamente por

_c(n—r+1)

cr = cr—1, co=0ec; =cn.

r—1

3.3 Descricao do Problema Variacional

Vamos considerar agora o problema de minimizar o funcional
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A (—g€e) — R
t — A1)

I T+1
para toda variacdo de x : M" — M'Cl que preserva volume.

Definicao 3.3.1. O funcional de Jacobi associado ao problema variacional é a aplicagcdo J, :
(—&;€) — R dada por
Jr(t) =Ap(t) + Db, AV (1)

onde A é uma constante a ser determinada pelo problema.

Note que, por um lado, no caso de variacdes que preservam volume, os pontos criticos de
J; s30 0s mesmos de A,. De fato, se a variagdo preserva volume, V'(¢) = 0 para todo e

Jit) = ALt)+bAV/(2)
= AL(r).
Por outro lado, como consequéncia das proposi¢des 3.2.1 e 3.2.8 e da observacao 3.2.4
Ji(t) = AL)+bAV(1)
= —b,/ H,1(t)fdM, +cr/ fdM; +br7t/ fdM;
M M M

= —br/ Hr+1(t)fth+br (ﬁ+)‘)/fth
M b, M

- b,/M KZ—:HL) —H,H(z)] fdM,.

A constante A sera escolhida de maneira que os pontos criticos do funcional de Jacobi sejam as
hipersuperficies com (r+ 1)-ésima curvatura de 6rdem superior constante. Para tal, considere

— 1
H=—— / H,.1(0)dM.
Note que quando a curvatura H,,(0) é constante, entdo
_ 1
H=H, (0 —/ dM = H,1(0).
r+l( >A0(O) ” r+1( )
Logo, escolhendo A de modo que i + 4 = H, temos que
J@) = b, /M H—H, ()] fdM, (3.3)

— b, / (Hy1(0) — Hyy1 (£)] fdM,.
M

. ~ . =—n+1 . . . . .
Proposicao 3.3.1. SejaM,.  uma variedade Riemanniana orientavel com curvatura seccional

—n+1 . . - . .
constante c e x : M" — MZ uma hipersuperficie fechada. Sao equivalentes as seguintes
afirmagoes:
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(a) x tem curvatura H, constante;

(b) Para toda variagdo de x que preserva volume, temos que A.(0) = 0;

(c) Para toda variagdo de x, temos que J)(0) = 0.

Demonstragdo. Vamos mostrar as equivaléncias na seguinte ordem:
(@) = (c), (c) = (b) e (b) = (a).

(a) = (c): Lembre que, dada uma variag@o de x, a constante A do funcional de Jacobi associ-
ado a variagdo é escolhido de maneira que se H, | € constante, entdo J.(0) = 0. Portanto,
para toda variacdo de x, temos que J.(0) = 0.

(c¢) = (b): Se, para toda variagdo de x, J.(0) = 0, em particular, para toda variagdo de x que
preserva volume, J/(0) = 0. Mas se a varia¢do preserva volume, vimos anteriormente
que os pontos criticos de J, sdo os mesmos de A,. Portanto A%(0) = 0.

(b) = (a): Suponha que existe p € M tal que
Hy11(p) # H= (H1—H) (p) #0.

Vamos supor, sem perda de generalidade, que (H,+1 — ﬁ) (p) > 0. Considere os conjun-
tos

Mt ={qeM|(H4 1 —H)(q) >0}e
M~ ={q€M|(H.1—H)(q) <0}.

Como a funcdo H,, | — H é continua e M+ é ndo vazio (pois p € M), entdo M & aberto.
Seja U um aberto de M com U C M e ¢ : M — R uma fungdo diferencidvel com suporte
compacto em M tal que

Note que
L= / (H,+1 — H)dM > 0.
M

Agora vamos definir uma fungdo { : M — R para M~ com as mesmas propriedades de ¢.
Mas preimeiro precisamos verificar que M~ € ndo vazio. Primeiro observe que

/ (Hr+l —ﬁ)dM: O
M
De fato,
/]u(Hr+1—ﬁ>dM - /]uHr_l,_ldM—ﬁ/A/[dM
Ao

1
— /Hr+1dM——AO/ Hr+1dM
M Ay M
= 0.
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Logo, se (H,1 —H)(g) > 0 para todo g € M, como existe p tal que (H,,; —H)(p) > 0,
| (Hei—Ham >0,
M

que é absurdo devido a observacdo anterior. Portanto existe ¢ € M tal que (H,y| —
H)(q) <0 e M~ é ndo vazio. Com isso podemos contruir { : M — R com suporte
compacto em M~ tal que

{ 0<8(g)<1, VgeM
Clg) =1, VgeV

onde V é uma aberto de M com V € M~ . Dai,
S— / C(Hy,\ —H)dM < 0.
M

Tomando y = —%C , considere f = (¢ + y)(H, | — H). Temos que

[ fam = [ (p+w)(Hyo ~Tam
M M

= [ @t ~HaM+ [ y(H.1~H)am
M M

L

= L—g/ C(Hy1 —H)aM
Ju
5

= 0.

Portanto, pelo Lema 3.2.1, existe variacdo normal de x que preserva volume e cujo vetor

variacdo é (¢ + y)(H,+1 —H)N = fN. Para essa variacdo,

AO) = b, [ Hyfdm
— b, | HeafdM+bH | fam
M M
— b, [ flHy ~H)am
M
= b [ (o)t~ ) <.

Concluimos entdo que se H,;1 ndo € constante, existe uma variacdo de x que preserva
volume tal que A}(0) # 0. Portanto, se A}(0) = 0 para toda variagdo de x que preserva
volume, entdo H,, | e constante igual a H.

O

Para hipersuperficies com (r+ 1)-ésima curvatura constante, a proposi¢io anterior nos mo-
tiva a estabelecer a seguinte no¢do de estabilidade:
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o~ . =—n+1 . . . . P .
Definicao 3.3.2. Seja M. uma variedade Riemanniana orientdvel com curvatura seccional

—nt1 . .. .
constante c e x : M" — MZ+ uma hipersuperficie fechada com H, | constante. Dizemos que
T+l s . ——n+1
x:M"— M é restivel se A”(0) > 0 para toda variagio X : M" x (—g;€) —s M. de x
que preserva volume.

Considere o conjunto

g:{fe(:ﬂ/MfdM:o}.

Proposicao 3.3.2. x: M" — A_/[ZH é r-estdvel se, e somente se, para todo f € ¢4, temos que
J7(0)(f) = 0.

Demonstragdo.
(=) : Suponha que x : M"* — MZH ¢ r-estivel e seja f € 9.

/MfdM:O.

. N —n+1 :
Entdo existe uma variagio X : M" x (—&;€) — M, de x que preserva volume, cujo vetor
variagdo € dado por

X

— = fN.
ot S
Logo V”(0) = 0 e portanto,
J7(0) = A7(0) + AV (0) = A7(0) = 0.

(«<):SejaX :M" x (—€;8) — 1\_/IZJrl uma variagdo de x que preserva volume e f : M — R tal
que
x| \"
= fN —_— .
1=0 SN+ ( dt z_O)

V’(t):/MfdM,:OVte(—s;e):>f€£¢.

a_X
ot

Como X preserva volume,

Entdo, por hipétese, J//(0) > 0. Portanto,
J;(0) = A7(0) +AV"(0) = A/(0) > 0
e x é r-estavel. [l

Por fim, a férmula da segunda variacdo do funcional de Jacobi € fornecida no seguinte
resultado.

.~ ——n+1 ~
Proposicao 3.3.3. Sex: M" — MZ+ tem H,. constante, entdo

J0)(f)=~(r+1) /M (Lo f+ctr(B)f+1r(A%P,) f} fdM.
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Demonstragdo.
Vimos em 3.3 que

J(t)=b, /M (H—H, ] fdM,

Logo

d
J;/’/(O) = brE/M W_Hr+l]fth

0
= _br/M{E(Hr—H) o

= T f e tr(B) f+1r(A2P) £} fdM
M br

t
_br/M<<(j-9_)t() 7gradHr+1>fdM

= 1) [ AL et (B +ir AR [ M,

t=0

bast b, [ -0 (0] 5 (ram)

t=0

48



CAPITULO 4

Uma Caracterizaciao de Hipersuperficies r-Estaveis

Neste capitulo vamos demonstrar o resultado principal deste trabalho, que verifica que as
Unicas hipersuperficies r-estdveis imersas em variedades Riemannianas com curvatura seccio-
nal constante sdo as esferas. Primeiramente vamos ver a esfera como um primeiro exemplo de
hipersuperficie com essas caracteristicas. Em seguida vamos verificar que, de fato, as esferas
sd0 o Unico exemplo.

4.1 Exemplo de Hipersuperficie r-Estavel

. ~ . =—n+l1 . . . . . .
Proposicao 4.1.1. Seja M.  uma variedade Riemanniana simplesmente conexa e orientdvel
. ~ L. —n+1 . ..
com curvatura seccional constante c. Entdo as esferas geodésicas do M, sdo r-estaveis.

Demonstragdo.
. —n+1 L - ——n+1 L -
Sejax: M" — M, uma esfera geodésica de M, . Sabe-se que as esferas geodésicas de

—n+1 . . . P . e
M, sdo hipersuperficies compactas, totalmente umbilicas. Assim, suas curvaturas principais

s@o iguais a uma certa constante k. Sem perda de generalidade, podemos supor que k > 0. Dai

obtemos que A =kl e
n .
Si=1{.|K.
! <J)

Como ]\_/IZJrl tem curvatura seccional constante, L,(f) = divy (P, gradf).
Note que P-(A) = (".")K'I. De fato,

Re(n) = 5o ()



Logo,

Segue que

Portanto,

7)) =
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()R ler ()

(=) + (=1 +Zr: {(_1)” (’::fﬂ

Poo= Y (1), A
i=0

— IZO <r )kr lkl

- [Ber(e)e
:( )k’[

L,(f) = divy ((”; 1)k’gmd f) - (”; 1)k’A(f).

—(r+1) /{L +[c tr(P) +tr(A*P)]f) fdM

—(r+1)/M{<” ) 1)k’Af—|— [cn(”;l)k%n(":l)k”z} f}fdM

(r+1)<n;l>k’/M{—fAf—n(c—k2)f2}dM.

Agora, levando em consideragao que M" é isométrica a uma esfera n-dimensional Euclidi-
ana com curvatura seccional constante (c + k?), o primeiro autovalor 1; do Laplaciano de M

Ny :=inf

fAfdM

M—fec""(M),f;éo,/fdM:o = n(c+k%).
/fsz M
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Mais informagdes sobre o cdlculo de 1; poderm ser encontradas em [5]. Logo,
—1
~U«D2<P+U(n )”/ﬁhn—n@+k%hﬂmw=o
r M

—n+1 , .
e, portanto, x : M" — MZ+ é r-estavel. ]

4.2 As Formas Espaciais Riemannianas e as Funcoes Altura

No que segue, lembremos que o espaco (7 + 2)-dimensional de Lorentz-Minkowski L2 é o
espaco vetorial R”*? munido da métrica

(,) = —dxg+dxi...+dx,
onde (xg, ...,X,+1) s80 as coordenadas candnicas de R"t2. 0 espaco hiperbdlico
H'™ = {p e "% (p,p) = —1,po > 1},

¢ uma hipersuperficie de "2 cuja métrica induzida pela inclusdo i : H**' — L"*2 ¢ uma
métrica Riemanniana. Com essa métrica, H" ™! é uma variedade Riemanniana simplesmente
conexa com curvatura seccional constante igual a —1. O espaco Euclidiano R"*! e a esfera
Euclidiana ™! € R"*? sio variedades Riemannianas com curvatura seccional constante igual
a zero e 1, respectivamente. O préximo resultado verifica que toda variedade Riemanniana,
simplesmente conexa, com curvatura seccional constante € isométrica a uma dessas trés varie-
dades. Tal resultado encontra-se demonstrado em [7].

o ~ . =—n+1 . . . .
Proposicao 4.2.1. Seja M, uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa,
. ~ n+1 . .
com curvatura seccional constante c. Entalo M, € isométrica a:

a) H"t! sec=—1,
b) R"! sec=0,
c) S sec=1.

As variedades completas com curvatura seccional constante sdo chamadas formas espaci-
ais Riemannianas. Agora, para hipersuperficies em R"*!, seja U um vetor em R"*! fixado,
para hipersuperficies em S"t!, seja U um vetor em R"2 fixado, e para hipersuperficies em
H" L seja U um vetor em L"*2 fixado. Definimos as funcoes

fU . M" — R
p = fulp)=«N(p),U),

gu : M " - R
p = gu(p)=&(p),U),.
Estas sdo as fun¢oes altura na direcdo do vetor U associado a hipersuperficie.

O préximo lema serd usado na demonstracdo do resultado principal e encontra-se demons-
trado em [4].
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~ ~ . .. —n+1 .
Lema 4.2.1. Se fy e gy sdo as fungdes alturas da hipersuperficie x : M" — MZ+ definidas
acima, entao

b, b
Lr(fU) = - (n—HHr—H _br+1Hr+2> fU +Cerr+1gU T <g”adHr+1,U>;

-
r+1 r+1
Lr(gU) = err+1fU _CerrgUa

onde b, = (r+1)(,%,)

4.3 Caracterizacao de Hipersuperficies r-Estaveis

Agora podemos estabelecer o principal resultado deste trabalho, que fornece uma caracte-
rizacdo de superficies r-estaveis.

.=t 1 o
Teorema 4.3.1. Seja MT um hemisfério aberto de S"*!, se ¢ = 1, ou H', se ¢ = —1.
. —n+1 . .. . .
Sejax: M" — MT uma hipersuperficie fechada com H'*! > 0 constante. A hipersuperficie

—n+1 . P . . . ~
x:M"— M. = € r-estdvel se, e somente se, M" é uma esfera e x é sua inclusdo como uma
esfera geodésica.

Demonstragdo.

(<)Sex:M" — 1\_/IZ+1 ¢ uma esfera geodésica de 1\_/[2’Jrl , ja verificamos na Proposi¢do 4.1.1
que x € r-estavel. Resta apenas mostrar a reciproca.

(=)Seja x : M" — MZH uma hipersuperficie como nas hipéteses. Como H,;1 > 0, o
operador L; é eliptico e H; > 0, para todo j € {1,...,r}.

—n+1 - eo
1° caso: Suponha que MZ+ ¢ um hemisfério aberto de S"*! ¢ R"+2,

Seja N(p) = (N1(p),...,Nuy+2) um campo normal a M" e

N:/ NdM = (/ NldM,...,/ Nn+2dM).
M M M

Afirmamos que N # 0. De fato, suponha que N = 0. Para cada U € R"*+?

0:<N,U>:</MNdM,U>:/M<N,U>dM.

Fixe {Uy, ...,U,11} uma base ortonormal de R"*2 e para cada k € {0,...,n+ 1}, con-
sidere as funcdes altura na direc@o de Uj associadas a hipersuperficie, dadas por:
fk M — R
p — filp)=(N(p),Uk)

8k - M" — R
p — gp)=(x(p),Us).



4.3 CARACTERIZACAO DE HIPERSUPERFICIES r-ESTAVEIS

Como x : M"" — ]\_/I'CHrl é r-estavel e [, frdM = 0, segue que

J7(0)(fi) = 0
para cada k € {0,...,n+1}. Dai,

0 < —(r+1) /M (Lo (fo) + [tr(P) + tr(A2P)] fi} fedM

b,
= —(r+l)/M{—(nr+1HHr+l—br+1Hr+2)fk

b
+brHy 118k — r+—rl (gradH,1,Uy)
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b,
{bH +n +1HHr+1 br+1Hr+21 fk}fde

— —(r—l—l)br/M[Hr+1gkfk+Hrfk2}dM

para cada k € {0,...,n+ 1}. Somando de k = 0 até n+ 1 temos que

+

0 < Z (r+1)b /[r—i—lgkfk"’Hrsz}dM

n+1 n+1
= r+1b/ [ r+lzgkfk+H ka]dM

Note que, usando o produto interno usual de R”*2, obtemos

n+1 n+1
Z gkfr = Z <X, Uk> <N7 Uk> = <X7N> =0,
k=0 k=0
pois N € .S+, e
n+1 n+1

Y =Y (VU = NP =1.
k=0 k=0
Logo, lembrando que H, > 0,

0<—(r+ l)br/ H,dM <0
M

que € absurdo. Portanto, N # 0. Entdo, podemos considerar {Uj, ...,

ortonormal de R"*2 com

=

U():l |

=

Definindo fj e g, como antes, temos que

/Mfde: 0

U,+1} uma base
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paracadak € {1,...,n+1}. De fato, se k € {1,...,n+ 1},

0:<N,Uk>:</MNdM,Uk>:/M<N,Uk>dM:/Mfde.

Portanto, como x € r-estavel,é J/'(0)(fx) >0e

—0+Um4;mﬂaﬁ+Hﬁﬁw4za

Somando, agora de 1 ate n+ 1,
n+1 5
0 < Y —(r+1)b [ [Hyrgefict HisfZldM
k=1
n+1 n+1
= —(r+ l)br/M He Y gufe+H Y fE|dM
k=1 k=1

= _(7+1)br/M[Hr+1(_g0f0)+Hr<1_f()2>]dM'

54

Note agora que para qualquer referencial ortonormal de R"*2 {x = e, e1...,en, €51 =

N} adaptado a hipersuperficie x : M" — MZH,
=15 > )
pois
. 2 2 2_ 2, 2
1=|Uo]> =Y (Uo,ei)” > (Up,x)"+ (Uo,N)" = f5 + 85
i=0
Logo

0 < (r4+0b, [ [Her(ofo) = HA(1=fD)] aM
(r+1)/Mgo [brHy41(fo) — brHrgoldM
= (1, [ goLr(go)dMt

= —(r+l)br/M(Prgradgo,gradgo)dM.

IA

Como L, € eliptico, temos que P. € positivo definido e
(Prgradgo, gradgo) > 0.

Portanto,
0<—(r+ 1)/ (P,gradgo, gradgo) < 0.
M

Consequentemente gradgy = 0, ou seja, go = (Up,x) é constante.

Concluimos entdo que x(M") estd contida na interse¢io entre um hiperplano de R"*2

e S"*!. Consequentemente, x(M") é uma esfera geodésica de S"+1.
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2° caso: Suponha que ]\_/I'CIJrl é o espago hiperbdlico H""! C 1"*2 e suponha também que
x(p) = (x1(p), ... Xn12(p)). Seja

)_c:/ xdM = (/ xldM,...,/ xn+2dM).
M M M

Como (x,x) = —1, entdo
(x,%) < 0. (4.1)

De fato, embora pareca Obvia, a desigualdade acima nio € tdo simples de ser veri-
ficada. Sua demonstra¢do pode ser encontrada no Apéndice A deste trabalho. Fixe
Uy = HfCTH e complete a base ortonormal {Uy, ...,U, 4+ }. Paracada k € {0,...,n+ 1},

Oz(X,Uk>:</deM,Uk>:/M<x,Uk>dM:/Mgde.

Como x : M"" — ]\_/I’CHrl é r-estdvel, para k € {1,...,n+ 1},

J7'(0)(gx) > 0.

Dai,
0 < —(r41) [ {L(g)+[=tr(P) +1r(A%P) i gudM
= —(r+ 1)/M{err+lfk+errgk
b,
+ _err+nr+1HHr+l _br+1Hr+2 8k gde
b,
= —(r+ 1)/ |:err+1fkgk+ (n HH,+) _br—HHr—i-Z) g;%} dM.
M r+1
Segue que
n+1 br n+1 5
0< —(r+ 1)/ byH, Z Sr8r + (n HH, _br+1Hr+2> Z 8k | dM.
M k=1 r+l k=1
Note que, usando o produto interno de L"+2, temos que
n+1 n+1
—fogo+ Y fugk = — (N, Uo) (x,Up) + Y (N, U) (x,Uy) = (N,x) =0
k=1 k=1

n+l1 n+1

—g(2)+ Z g,% =— <x,Uo>2+ Z (x,Uk>2 = (x,x) = —1.
k=1 k=1
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Considere um referencial {x = eg, ey, ...,en,e,+1 = N} adaptado a hipersuperficie x.
Tal referencial é ortonormal, pois {ej,...,e,+1} é referencial ortonormal em M",
(x,x) = —1 e (x,e;) = 0 para todo i € {1,...,n+ 1}. Para qualquer referencial or-
tonormal desse tipo

n
—1 = (Up,Up) = — (Up,x) Z Uo, 1) + (Up,N)* > —gb + 13,
i=1

e consequentemente, 1 — g3 < —f3.

Portanto,

0 < (r+1)/M —err+1fogo+(n +l_br+1Hr+2>(1_g(2))} M

-
r+1 d

IN

11— br+1Hr+2) foz] am

- b,
1 [ |-bH, - \
(r+ )/M |~ 1080 (nr+1

- b,
= (r+l>/M__err+1g0_<nr+1 r+1_br+1Hr+2)fO

b,
r+1

(gradH,1,Up) ] JodM
—_———

=+ 1) [ AL, (fo)dm

Pela Proposicao 2.2.2, temos que

| foLo(so)ar = | (Pgrad o, gradfo) am
M M

Logo,

0< (r+1) | ALfo)dM =~(r+1) | (Pgradfo.gradfy) am
Como L, € eliptico, P, € positivo definido, ou seja,

(Pygradfy, grad fo) > 0
Segue que
0< —/ (P.grad fy,gradfy)dM < 0.
M
Portanto, como P, € positivo definido, gradfy =0¢e 1 — g% = — f02. Isso implica que
go(p) = (x(p),Up) é constante. Logo, x(M") esta contido na intersecdo de um hiper-

plano Euclidiano de L"*? com H"*!, e portanto, x(M") é uma esfera geodésica de
H"*1, concluindo assim a nossa demonstracao.

]



APENDICE A

Demonstracao Da Desigualdade 4.1

A.1 Desigualdade 4.1

Com o intuito de verificar a desigualdade 4.1, vamos demonstrar a seguinte proposicao:

Proposicio A.1.1. Seja M" uma variedade Riemanniana e x : M" — H"*! uma imersio de
M" no espago hiperbolico H'"! ¢ IL"*2. Considere x(p) = (xo(p), ..., %s11(p)). Definindo

% € L2 por
)—C:/de:</ xodM,...,/xn+1dM>,
M M M

Mas antes precisamos de alguns lemas auxiliares.

temos que (X,X) < 0.
Lema A.1.1. Sejam ¢,y : M" — R fungdes integrdveis. Entiao

2
(/ |<Pllf|) S/rpz-/ v’
M M M
Demonstragdo.

O resultado é 6bvio se [;, 9> =0ou [, > =0. Se [,, > >0e [, ¥? > 0, defina

o= (B) coe ()
2

a*y? +b*
——

Comoa-b=1,

loy| = |ay-bo| <

]

(e o)

[a4 ([v) s (/Mgoz)Zz/Mgoz/Ml,,z]
{ / v e v

Portanto

IN

I
S— BI= BI= s
S, S—

\-e
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Lema A.1.2. Sejam fi,..., f, : M" — R funcgoes integraveis. Entao
2 2
2 2
(/M\/fl fn) i_Zl(Mm)
Demonstragdo.

Faremos a demonstragcdo por indu¢ao em n. Para o caso n = 2, note que

(/, M) (/, |f1) = [ resa- [l | [ s [ 1]
- () [L )

Fazendo(p:\/\/f12+f22—|f1|el//:\/,/flz—l—fzz—l—\fl\nolemaanterior,temosque
2 2

_ 2 2
(/M\/ferf%) —(/M!ﬁ!) = /Mw -/Mw
2
> ([ lowl)

= (/M\/(\/f12+f22—|f1|) (x/f12+f22+|f1|>)
2
= (1)

M

(/Mm)zz </M\f1|)2+ (/M|fz|)2-

Agora considere k € N, k > 2, e suponha que a desigualdade ¢ vélida para todo 2 < n < k.
Vamos mostrar que a desigualdade também vale para n = k. Chamando f]2 +...+ sz_l de g2,

obtemos ) )
([revz) =([fJerr)

Aplicando o cason =2,
(/M\/g2+f,3)22(/M|g|)2+(/M|fk|)2. (A1)

Mas pela hipétese de inducdo,

(/M\g\)zz(/M\/fh...Hgl)zz';zll(/Mw)z-

2

Portanto,
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Logo

(/M|g|)2+(/M|fk|)2 fl(/ m)

Juntando esta ultima desigualdade com a desigualdade A.1, obtemos a desigualdade desejada.
[]

Agora podemos partir para a demonstragao da Proposicdao A.1.1.

Demonstragdo (Proposi¢do A.1.1).
Como x(p) € H"t! € IL"*2, para cada p € M", temos que xo(p) >0 e

(x,x) = —x%+x%+...+x%+1 =—1.

Logo xo = \/ 1+x7+...+x2,. Aplicando o lema anterior, temos que

</Mx0)z = (/M\/1+x%+...+x§+1)2

Portanto

IN IN
| |
A/~
s~ 5
— =
e

[\)

4

S

N
—
=

~_

[\®)
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