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Resumo

Definimos a noção de r-estabilidade sobre hipersuperfícies fechadas com curvatura de ordem
superior Hr+1 constante em um forma espacial Riemanniana. Com a hipótese de que uma
tal hipersuperfície Mn esta contida ou em um hemisfério aberto de uma esfera Euclidiana ou
no espaço Hiperbólico, mostraremos que Mn é r-estável se, e somente se, Mn é uma esfera
geodésica.

Palavras-chave: Forma espacial Riemanniana. Curvaturas de ordem superior. R-estabilidade.
Esferas geodésicas.



Abstract

We define the notion of r-stability concerning closed hypersurfaces with higher order mean
curvature Hr+1 constant in a Riemannian space form. By supposing that such a hypersurface
Mn is contained either in an open hemisphere of the Euclidian sphere or in the hyperbolic space,
we are able to show that Mn is r-stable if, and only if, Mn is a geodesic sphere.

Keywords: Riemannian space form. Higher order mean curvatures. R-stability. Geodesic
spheres.
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Introdução

Em geometria diferencial, a curvatura média de uma superfície surge quando consideramos o
clássico problema isoperimétrico, que podemos enunciar do seguinte modo:

Dentre todas as superfícies que envolvem uma certa quantidade de volume, qual é a que tem a
menor área?

A resposta é a esfera redonda. Porém, se procuramos apenas por soluções locais do pro-
blema isoperimétrico, a área de uma superfície compacta imersa no espaço euclidiano é es-
tacionária com respeito a toda variação que preserva volume se, e somente se, a imersão tem
curvatura média constante. Ou seja, as superfícies com curvatura média constante são os pontos
críticos do funcional área com respeito às variações que preservam volume.

Por conta disso, por muitos anos o trabalho dos geômetras era focado em caracterizar as
superfícies fechadas com curvatura média constante. Até os anos 80, as esferas eram os únicos
exemplo de superfícies com esta propriedade no espaço Euclidiano.

Em 1984, J.L. Barbosa e M. do Carmo provaram em [2] que

As esferas são as únicas superfícies estáveis com curvatura média constante.

Mas, em 1986, H.C. Wente [11] demonstrou a existência de um toro imerso em R3 com
curvatura média constante. Após esses resultados clássicos, surgiram vários estudos sobre
estabilidade e curvatura média constante.

Em 1988, J.L. Barbosa, M. do Carmo, e J. Eschenburg [3] estudaram estabilidade de hiper-
superficies imersas em variedades Riemannianas de curvatura seccional constante e mostraram
o seguinte resultado:

Sejam Mn uma variedade Riemanniana fechada e x : Mn→ Mn+1
c uma imersão com cur-

vatura média constante. Então x é estável se, e somente se, x(Mn) é uma esfera geodésica em
Mn+1

c .
No caso em que a variedade ambiente Mn+1

c tem curvatura seccional constante c, é possivel
mostrar que imersões com (r+1)-ésima curvatura de ordem superior constante aparecem como
pontos críticos do problema variacional de minimizar certos funcionais do tipo

Ar =
∫

M
Fr(S1, ...,Sr)dM,

onde Fr é uma função apropriada, para variações que preservam o volume. Para esse pro-
blema, as fórmulas da primeira e segunda variação podem ser determinadas e o conceito de
r-estabilidade, que generaliza o que foi introduzido em [3], pode ser estabelecido.
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Baseado nesses estudos, temos como objetivo neste trabalho, que está dividido em 4 capí-
tulos, demonstrar o seguinte resultado, obtido por J.L. Barbosa e A.G. Colares em [4]:

Seja Mn+1
c um hemisfério aberto de Sn+1, se c = 1, ou Hn+1, se c =−1. Seja x : Mn ↪→Mn+1

c

uma hipersuperfície fechada com Hr+1 > 0 constante. A hipersuperfície x : Mn ↪→ Mn+1
c é

r-estável se, e somente se, x(Mn) é uma esfera e x é sua inclusão como uma esfera geodésica.

No primeiro capítulo, começamos com um breve estudo sobre imersões em variedades Rieman-
nianas, segunda forma fundamental e curvatura média. Em seguida, vamos definir operadores
especiais, a saber: o gradiente, o divergente e o laplaciano, e verificar algumas de suas pro-
priedades. Faremos também um resumo de resultados clássicos sobre curvatura e curvatura
seccional. Finalizaremos o capítulo definindo campos tensoriais, derivada tensorial e o Hessi-
ano.

No segundo capítulo, vamos definir os tensores de Newton e o operador Lr e demonstrar
algumas de suas propriedades. Enunciaremos também um importante resultado que garante a
elipcidade do operador Lr.

No terceiro capítulo, vamos estabelecer o nosso problema variacional e encontrar as res-
pectivas fórmulas para a primeira e segunda variação. Posteriormente, definiremos o funcional
de Jacobi, a noção de r-estabilidade e demonstraremos algumas proposições que relacionam o
funcional de Jacobi com o problema variacional.

Por fim, no último capítulo, iremos demonstrar o resultado principal.
O caso em que o espaço ambiente é o espaço Euclidiano Rn+1 é tratado em [1], por Alencar

et al., onde está provado que, para cada valor de r, as esferas são as únicas hypersuperfícies
r-estáveis fechadas imersas.



CAPÍTULO 1

Preliminares

Neste capítulo introduziremos alguns conceitos e resultados que serão utilizados ao longo
deste trabalho. Vamos assumir que o leitor tem alguma familiaridade com geometria Rie-
manniana. Primeiramente, trataremos das imersões isométricas e definiremos a segunda forma
fundamental e o operador de forma, estabelecendo assim a notação utilizada neste trabalho. Em
seguida iremos definir os operadores gradiente, divergente e Laplaciano, e verificar algumas de
suas propriedades. Vamos também definir a curvatura de uma variedade Riemanniana e listar
alguns resultados clássicos. Por fim, vamos definir campos tensoriais, mostrar como derivar
campos tensoriais e verificar algumas propriedades do Hessiano.

1.1 Imersões

Seja x : Mn→Mn+1 uma imersão entre variedades Riemannianas orientadas Mn e Mn+1, de
dimensões n e n+ 1 respectivamente, n ≥ 2, onde a métrica de Mn é induzida pela imersão x.
Vamos indicar por ”〈,〉” a métrica Riemanniana de Mn+1 e ∇ sua conexão de Levi-Civita. Se
X e Y são campos locais em Mn, e X , Y são extensões locais a Mn+1, verifica-se que

∇XY =
(

∇XY
)T

define uma conexão em Mn e que essa é a conexão de Levi-Civita em Mn, onde o T , como
expoente, indica a componente tangente a Mn do campo ∇XY .

Considere X(Mn) e X(Mn)⊥ os conjuntos dos campos tangentes e normais, respectiva-
mente, à Mn. A segunda forma fundamental da imersão x é a aplicação B :X(Mn)×X(Mn)→
X(Mn)⊥ que associa a cada par (X ;Y ) de campos tangentes à Mn o campo B(X ;Y ), normal à
Mn definido por

B(X ;Y ) = ∇XY −∇XY.

Dado p ∈Mn, B(X ;Y )(p) ∈ (TpM) é a componente de ∇XY (p) normal à Mn. Note que a
segunda forma fundamental só depende do comportamento de X e Y ao longo de Mn, portanto
não depende das extensões escolhidas para X e Y . De agora em diante, vamos indicar a extensão
local do campo X por X , para simplificar a notação.

Como B é bilinear simétrica (ver [7]), expressando B em um sistema de coordenadas, ve-
rificamos que B(X ;Y )(p) depende apenas dos valores de X(p) e de Y (p). Em cada ponto
p de Mn, B determina uma aplicação bilinear simétrica TpM× TpM → (TpM)⊥. Se N é um
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campo normal unitário em Mn, para cada p ∈Mn está associada a aplicação linear auto-adjunta
A : TpM→ TpM dada por

〈A(x),y〉= 〈B(x;y),N〉 , x,y ∈ TpM.

De fato, como 〈N,Y 〉= 0 para qualquer Y ∈ X(Mn), então, para qualquer X ∈ X(Mn),

X 〈N,Y 〉=
〈

∇XY,N
〉
−
〈
−∇X N,Y

〉
= 0

Assim,
〈B(X ;Y ),N〉=

〈
∇XY −∇XY,N

〉
=
〈

∇XY,N
〉
=
〈
−∇X N,Y

〉
.

Defina a aplicação A por
A(X(p)) = (−∇X N)(p). (1.1)

O operador A é dito operador de forma da imersão x. Definimos a curvatura média H da
imersão x em p por

H =
1
n

tr(A)

onde tr(A) indica o traço da matriz associada a aplicação A. Como A é auto-adjunta, existe
uma base ortonormal {e1, ...,en} de TpM tal que a matriz de A com respeito a essa basse é
uma matriz diagonal. Os números reais k1, ...,kn na diagonal principal dessa matriz são as
curvaturas principais de x em p. Logo

nH = tr(A) =
n

∑
i=1

ki.

O próximo lema expressa a curvatura média em coordenadas.

Lema 1.1.1. Sejam x : Mn → Mn+1 uma imersão, {e1, ...,en} uma base de X(Mn) definida
numa vizinhança V de p e N um campo normal. Para todo q ∈V a curvatura média H de x em
q é dada por

nH(q) =
n

∑
i,k=1

gik(q)
〈

∇e jek,N
〉
,

onde gik(q) indica a entrada ik da inversa da matriz (gik(q)) = (〈ei;ek〉)(q).
Demonstração.

Considerando A(ei) = ∑
n
j=1 ai je j, temos que (A) = (ai j) e daí tr(A) = ∑

n
i=1 aii. Logo

〈A(ei),ek〉=

〈
n

∑
j=1

ai je j,ek

〉
=

n

∑
j=1

ai jg jk.

⇒ (〈A(ei),ek〉) = (ai j)(g jk)⇒ (ai j) = (〈A(ei),ek〉)(g jk)⇒ ai j =
n

∑
k=1
〈A(ei),ek〉gk j.

concluimos então que,

nH = tr(A) =
n

∑
i,k=1
〈A(ei),ek〉gki =

n

∑
i,k=1

〈
−∇eiN,ek

〉
gki =

n

∑
i,k=1

〈
∇eiek,N

〉
gki
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1.2 Operadores Especiais

Nesta seção vamos definir alguns operadores especiais que aparecerão em diversas situa-
ções deste trabalho. Esses operadores são o gradiente, o divergente e o laplaciano. Os mesmos
possuem uma representação simples em um referencial adequado, que vamos definir a seguir.
Indicaremos por F(Mn) o conjunto das funções suaves em Mn.

Definição 1.2.1. Seja X ∈ X(Mn) e f ∈ F(Mn). A divergência de X , indicada por divX , é a
função divX : M → R dada por divX(p) = traço da aplicação linear Y (p) 7→ ∇Y X(p). Além
disso, o gradiente de f é o campo de vetores grad f ∈ X(Mn) definido por

〈grad f (p),v〉= d fp(v), p ∈M, v ∈ TpM.

Decorre da última definição que o gradiente e a divergência possuem as seguintes proprie-
dades.

Proposição 1.2.1. Sejam f ,g ∈ F(Mn) e X ,Y ∈ X(Mn).

1. grad( f +g) = grad f +gradg;

2. grad( f ·g) = f ·gradg+g ·grad f ;

3. div(X +Y ) = div(X)+div(Y );

É possível mostrar que se Mn é uma variedade Riemanniana de dimensão n e p ∈ M,
existem uma vizinhança V de p e n campos de vetores e1, ...,en ortonormais em X(Mn) tais
que ∇eie j(p) = 0 ∀i, j ∈ {1, ...,n}. Uma família de campos com essas características é dita um
referencial geodésico em p.

Proposição 1.2.2. Seja p ∈M e {ei, ...,en} um referencial geodésico em p. Então, dada uma
função f e um campo vetorial X = ∑

n
i=1 fiei, podemos escrever

grad f (p) =
n

∑
i=1

(ei( f ))ei(p) e divX(p) =
n

∑
i=1

ei( fi)(p).

Demonstração.
Seja {e1, . . . ,en} um referencial geodésico em p. Como grad f é um campo em M podemos

escrever que grad f = ∑
n
i=1 aiei para uma certa família a1, ...,an de funções em M. Além disso,

como {e1, ...,en} é uma base ortonormal de X(Mn), cada uma das funções ai é dada por

ai(p) = 〈grad f (p),ei(p)〉 .

Então, ai(p) = 〈grad f (p),ei(p)〉= d fp(ei) = ei( f )(p), e consequentemente

grad f (p) =
n

∑
i=1

(ei( f ))ei(p).
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Para o divX , se DX : X(Mn)→ X(Mn) é a aplicação linear dada por

DX(Y ) = ∇Y X ,

então a matriz associada a esse operador na base {e1, ...,en} é dada por (D) =
(〈

ei,∇e jX
〉)

.
Mas,

〈
ei,∇e jX

〉
=

〈
ei,∇e j(

n

∑
k=1

fkek)

〉

=

〈
ei,

n

∑
k=1

∇e j fkek

〉

=
n

∑
k=1

〈
ei, fk∇e jek +(e j( fk))ek

〉
.

Como e1, ...,en é um referencial geodésico em p, então ∇e jek(p) = 0 para todo j,k = 1, ...,n e
〈ei,ek〉= δik. Logo

〈
ei,∇e jX

〉
(p) =

n

∑
k=1

〈
ei(p), fk(p)∇e jek(p)+(e j( fk)(p))ek(p)

〉
=

n

∑
k=1

〈
ei(p),(e j( fk)(p))ek(p)

〉
=

n

∑
k=1

(e j( fk)(p))〈ei(p),ek(p)〉

= (e j( fi))(p).

Portanto,

divX(p) = tr(D)(p) =
n

∑
i=1
〈ei,∇eiX〉(p) =

n

∑
i=1

ei( fi)(p).

Proposição 1.2.3. Se f ∈ F(Mn) e X ∈ X(Mn), então

div( f ·X) = f ·divX + 〈grad f ,X〉 .

Demonstração. Seja {e1, ...,en} um referencial geodésico de Mn em p, f uma função em Mn

e X = ∑
n
i=1 fiei ∈ X(Mn). Na Proposição 1.2.2 verificamos que

grad f (p) =
n

∑
i=1

(ei( f ))ei(p) e divX(p) =
n

∑
i=1

ei( fi)(p).
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Portanto,

f ·divX + 〈grad f ,X〉 = f ·

(
n

∑
i=1

ei( fi)

)
+

〈
n

∑
j=1

(e j( f ))e j,
n

∑
i=1

fiei

〉

=
n

∑
i=1

f ei( fi)+
n

∑
i=1

fiei( f )

=
n

∑
i=1

f ei( fi)+ fiei( f )

=
n

∑
i=1

ei f · fi

= div( f ·X).

Seja f uma função de M. O laplaciano de f , indicado por ∆ f , é a função de M dada por

∆ f (p) = div grad f (p).

Se {e1, ...,en} é um referencial geodésico em p, fazendo uso da proposição anterior, verifica-se
facilmente que

∆ f (p) =
n

∑
i=1

ei(ei( f ))(p). (1.2)

1.3 Curvatura

Nesta seção vamos definir curvatura e curvatura seccional de uma variedade Riemanniana
e citar algumas propriedades importantes que serão utilizadas ao londo deste trabalho. A de-
monstração de tais propriedades pode ser encontrada em [7].

Definição 1.3.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana Mn é uma correspondência
que associa a cada par (X ;Y ) de campos em Mn uma aplicação R(X ;Y ) : X(Mn)→ X(Mn) tal
que para cada Z ∈ X(Mn),

R(X ;Y )Z = ∇Y ∇X Z−∇X ∇Y Z +∇[X ;Y ]Z.

Proposição 1.3.1. Sejam x : Mn→Mn+1 uma imersão isométrica, R e R os tensores curvatura
de Mn e Mn+1, respectivamente, B a segunda forma fundamental da imersão x e A o operador
de forma. Então, para todo X ,Y,Z,T ∈ X(Mn) e N ∈ X(Mn)⊥, valem as equações:

1. Equação de Gauss:〈
R(X ;Y )Z,T

〉
= 〈R(X ;Y )Z,T 〉−〈B(Y ;T ),B(X ;Z)〉+ 〈B(X ;T ),B(Y ;Z)〉 ;
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2. Equação de Codazzi:〈
R(X ;Y )Z,N

〉
= 〈(∇Y A)(X),Z〉−〈(∇X A)(Y ),Z〉 .

Dado um espaço vetorial V e x,y ∈V , indicaremos por |x∧ y| a expressão√
|x|2|y|2−〈x,y〉2,

que representa a área do paralelogramo determinado por x e y.

Proposição 1.3.2. Sejam p ∈ Mn, σ um subespaço bidimensional de TpMn e x,y ∈ σ linear-
mente independentes. Então o número

K(x;y) =
〈R(x;y)x,y〉
|x∧ y|

não depende da escolha dos vetores x,y ∈ σ .

Definição 1.3.2. Nas mesmas condições da proposição anterior, o número real K(σ) = K(x;y)
é chamado curvatura seccional de Mn em p segundo σ .

Proposição 1.3.3. Seja Mn uma variedade Riemanniana. Então Mn tem curvatura seccional
constante igual a c se, e somente se,

R(X ;Y )Z = c[〈Z,X〉Y −〈Z,Y 〉X ],

∀X ,Y,Z ∈ X(Mn).

1.4 Derivada Tensorial

Definição 1.4.1. Seja M uma variedade. Um campo tensorial do tipo (r;s), ou um (r;s)
campo tensorial, em M é uma aplicação F(M)-multilinear T : X∗(M)r×X(Mn)s −→ F(M).
Indicaremos por Tr

s(M) o conjunto de todos os (r;s) campos tensoriais em M.

Exemplo 1.4.1. Se ω é uma 1-forma em uma variedade M, então a função X 7→ω(X) é F(M)-
linear de X(Mn) em F(M). Portanto é um (0;1) campo tensorial. De fato, todo (0;1) campo
tensorial é proveniente de uma unica 1-forma. Escrevemos então que

T0
1(M) = X∗(M).

Exemplo 1.4.2. Se V é um campo vetorial em M, defina a aplicação

V (θ) = θ(V ) ∀θ ∈ X∗(M).

Esta aplicação V : X∗(M)→ F(M) é F(M)-linear e, portanto, um (1;0) campo tensorial. De
fato, todo (1;0) campo tensorial em M provem de um único campo vetorial. Escrevemos então
que

T1
0(M) = X(Mn).



1.4 DERIVADA TENSORIAL 17

Exemplo 1.4.3. Se A : X(Mn)s → X(Mn) é F(M)-multilinear, defina o campo tensorial A :
X∗(M)×X(Mn)s→ F(M) por

A(θ ,X1, ...,Xs) = θ(A(X1, ...,Xs)).

A é F(M)-linear, e consequentemente, um campo tensorial do tipo (1;s). Em situações desse
tipo, iremos considerar o próprio A como campo tensorial do tipo (1,s).

Definição 1.4.2. Sejam T um campo tensorial do tipo (0;s) ou (1;s) e X um campo em Mn.
A derivada covariante de T em relação a X , indicada por ∇X T , é o (0;s) ou (1,s) campo
tensorial dado por

(∇X T )(Y1, ...,Ys) = ∇X(T (Y1, ...,Ys))−
s

∑
i=1

T (Y1, ...,∇XYi, ...,Ys).

Nas mesmas condições, a derivada covariante de T , indicada por ∇T , é o (0;s+1) ou (1;s+
1) campo tensorial dado por

(∇T )(X ,Y1, ...,Ys) = (∇X T )(Y1, ...,Ys)

Exemplo 1.4.4. Seja f ∈ F(Mn). Definimos anteriormente o campo grad f como o campo tal
que

〈grad f ,X〉= X( f ) = d f (X).

O Hessiano de f é o campo tensorial do tipo (1;1) dado por

Hess f = ∇(grad f ).

O Hessiano pode ser visto também como um campo tensorial simétrico do tipo (0;2) dado
por

Hess f (X ;Y ) = 〈∇X(grad f ),Y 〉 .
De fato, como X 〈grad f ,Y 〉= 〈∇X(grad f ),Y 〉+ 〈grad f ,∇XY 〉,

〈∇X(grad f ),Y 〉 = X 〈grad f ,Y 〉−〈grad f ,∇XY 〉
= X(Y ( f ))−d f (∇XY )
= X(Y ( f ))−d f (∇Y X +[X ;Y ])
= X(Y ( f ))−d f (∇Y X)−d f ([X ;Y ])
= X(Y ( f ))−d f (∇Y X)− [X ;Y ]( f )
= X(Y ( f ))−d f (∇Y X)−X(Y ( f ))+Y (X( f ))
= Y (X( f ))−d f (∇Y X)

= 〈∇Y (grad f ),X〉 .

Portanto, Hess f é simétrico.

Proposição 1.4.1. Seja f ∈ F(Mn).

∆ f = tr(Hess f ).
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Demonstração. Considere {e1, ...,en} um referencial geodésico. Vimos na Proposição 1.2.2
que

grad f =
n

∑
j=1

(e j( f ))e j.

Então,

Hess(ei;ei) = 〈∇eigrad f ,ei〉

=

〈
∇ei

(
n

∑
j=1

(e j( f ))e j

)
,ei

〉

=
n

∑
j=1

〈
∇ei(e j( f ))e j,ei

〉
=

n

∑
j=1

〈
ei(e j( f ))e j + e j( f )∇eie j,ei

〉
=

n

∑
j=1

〈
ei(e j( f ))e j,ei

〉
= 〈ei(ei( f ))ei,ei〉
= ei(ei( f )).

Portanto, pela igualdade 1.2,

tr(Hess f ) =
n

∑
i=1

Hess f (ei;ei) =
n

∑
i=1

ei(ei( f )) = ∆ f .



CAPÍTULO 2

Os Tensores de Newton e o Operador Lr

Neste capítulo vamos definir os tensores de Newton e o operador Lr, que generaliza o ope-
rador Laplaciano em certo sentido. O foco deste capítulo é mostra que sobre certas condições, o
operador Lr se escreve como divergente de um campo, o que vai nos dar algumas propriedades
muito importantes para o andamento deste trabalho.

2.1 Os Tensores de Newton

Definição 2.1.1. O r-ésimo polinômio simétrico associado ao operador autoadjunto A, indi-
cado por Sr(A) ou Sr(k1, ...,kn), é definido como

Sr(A) =


1 , se r = 0

∑
1≤i1<...<ir≤n

ki1 · · ·kir , se r ∈ {1, ...,n}

0 , se r > n,

onde k1, ...,kn são os autovalores do operador A. Note que (−1)rSr(A) é o coeficiente do
monômio de grau n− r no polinômio característico de A. Para 1≤ r ≤ n, a r-ésima curvatura
de órdem superior de Mn em p é o número Hr dado por(

n
r

)
Hr = Sr(A).

Em particular, para r = 1,

H1 =
1
n

n

∑
i=1

ki = H

é a curvatura média de Mn, e para r = n,

Hn = k1 · · ·kn

é a curvatura de Gauss-Kronecker.
Nas mesmas condições de antes, definimos também a soma das r-ésimas potências dos

autovalores de A por

ωr(k1, ...,kn) =
n

∑
i=1

(ki)
r.

A próxima proposição exibe duas identidades, que são conhecidas como Identidades de
Newton, é serão utilizadas nesse trabalho.
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Proposição 2.1.1. Sejam k1, ...,kn números reais. Então

1.
r−1

∑
k=0

(−1)kSk(k1, ...,kn)ωr−k(k1, ...,kn)+(−1)rrSr(k1, ...,kn) = 0 se 1≤ r ≤ n;

2.
r−1

∑
k=0

(−1)kSk(k1, ...,kn)ωr−k(k1, ...,kn) = 0 se r > n.

Demonstração.
Por simplicidade, vamos usar as indicações Sk = Sk(k1, ...,kn) e ωk = ωk(k1, ...,kn). Primei-

ramente, observe que se k1 = ...= kn = 0, então Sk = 0 para todo k ∈N e valem as identidades.
Agora suponha que existe i ∈ {1, ...,n} tal que ki 6= 0. Considere o número real M dado por

M = max{|ki|; i ∈ N,1≤ i≤ n}

e defina o polinômio g : (− 1
M ; 1

M )→ R por

g(t) =
n

∏
j=0

(1+ tk j) = 1+S1t +S2t2 + ...+Sntn.

Por um lado,

g′(t) = S1 +2S2t + ...+nSntn−1. (2.1)

Por outro lado,

g′(t)
g(t)

=
d
dt

lng(t) =
d
dt

(
n

∑
j=1

ln(i+ tk j)

)
=

n

∑
j=1

k j

1+ tk j
.

Como M foi escolhido de modo que |tk j|< 1 para todo j, podemos escrever

k j

1+ tk j
=

∞

∑
k=0

(−1)k(k j)
k+1tk.

Logo,

g′(t)
g(t)

=
n

∑
j=1

∞

∑
k=0

(−1)k(k j)
k+1tk =

∞

∑
k=0

n

∑
j=1

(−1)k(k j)
k+1tk =

∞

∑
k=0

(−1)k
ωk+1tk

Segue que

g′(t) =

[
∞

∑
k=0

(−1)k
ωk+1tk

]
g(t). (2.2)

Para concluir o resultado, basta comparar os coeficientes dos polinômios 2.1 e 2.2. Em 2.1, o
monômio de grau r−1 é rSrtr−1. Já em 2.2, o monômio de grau r−1 é

r−1

∑
k=0

Sktk(−1)r−1−k
ωr−ktr−1−k =

[
r−1

∑
k=0

Sk(−1)r−1−k
ωr−k

]
tr−1 =−(−1)r

[
r−1

∑
k=0

Sk(−1)k
ωr−k

]
tr−1.

Comparando os coeficientes, e lembrando que Sr = 0 se r > n, temos os resultados desejados.
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Definição 2.1.2 (Tensores de Newton). Seja x : Mn −→Mn+1 uma imersão isométrica, A seu
operador de forma e r ∈ N. O r-ésimo Tensor de Newton é a aplicação Pr(A) : TpM −→ TpM
dada por:

Pr(A) =
r

∑
j=0

(−1) jSr− j(A)A j.

Note que P0(A) = I e que se P(x) é o polinômio característico de A, então Pn(A) = P(A) = 0 e
portanto Pr(A) = 0 para todo r ≥ n.

Lema 2.1.1. Para cada r, o tensor de Newton assiciado a A satisfaz:

a) Pr+1(A) = Sr+1(A)I−APr(A);

b) tr[APr(A)] = nSr+1(A)− tr[Pr+1(A)];

c) tr[A2Pr(A)] = tr[Sr+1(A)A]− tr[APr+1(A)].

Demonstração.

a) Para r = 0, temos que

P1(A) =
1

∑
j=0

(−1) jS1− j(A)A j

= S1(A)I−S0(A)A
= S1(A)I−AP0(A).

Agora suponha que Pr+1(A) = Sr+1(A)I−APr(A) para todo r≤ k−1. Para r = k temos que

Pk+1(A) =
k+1

∑
j=0

(−1) jSk+1− j(A)A j

= Sk+1(A)I +
k+1

∑
j=1

(−1) jSk+1− j(A)A j

= Sk+1(A)I +
k

∑
i=0

(−1)i−1Sk−i(A)Ai+1

= Sk+1(A)I−A
k

∑
i=0

(−1)iSk−i(A)Ai

= Sk+1(A)I−APk(A).

Portanto, por indução, temos que Pr+1(A) = Sr+1(A)I−APr(A) para todo r ∈ N.

b) Pelo item a), temos que
APr(A) = Sr+1(A)I−Pr+1(A)
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Logo

tr[APr(A)] = tr[Sr+1(A)I]− tr[Pr+1(A)]
= Sr+1tr[I]− tr[Pr+1(A)]
= nSr+1− tr[Pr+1(A)].

c) Ainda pelo item a), multiplicando por A, temos que

A2Pr(A) = Sr+1(A)A−APr+1(A).

Portanto,
tr[A2Pr(A)] = tr[Sr+1(A)A]− tr[APr+1(A)].

Com o Lema 2.1.1 podemos mostrar a seguinte proposição.

Proposição 2.1.2. Para cada r, o tensor da Newton associado a A satisfaz:

1. tr[Pr(A)] = (n− r)Sr(A);

2. tr[APr(A)] = (r+1)Sr+1(A);

3. tr[A2Pr(A)] = S1(A)Sr+1(A)− (r+2)Sr+2(A).

Demonstração. 1. Considere {e1, ...,en} uma base ortonormal de autovetores de A e
k1, ...,kn ∈ R tais que A(ei) = kiei. Temos que

tr[Pr(A)] =
n

∑
i=1
〈Pr(A)(ei),ei〉.

Pela definição de Pr(A),

tr[Pr(A)] =
n

∑
i=1

〈
r

∑
j=0

(−1) jSr− j(A)A j(ei),ei

〉

=
n

∑
i=1

r

∑
j=0

(−1) jSr− j(A)
〈
A j(ei),ei

〉
.
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Como A j(ei) = k j
i ei,

tr[Pr(A)] =
n

∑
i=1

r

∑
j=0

(−1) jSr− j(A)
〈

k j
i ei,ei

〉
=

n

∑
i=1

r

∑
j=0

(−1) jSr− j(A)k
j
i 〈ei,ei〉

=
n

∑
i=1

r

∑
j=0

(−1) jSr− j(A)k
j
i

=
r

∑
j=0

(−1) jSr− j(A)
n

∑
i=1

k j
i

=
r

∑
j=0

(−1) jSr− j(A)ω j(A)

= Sr(A)ω0(A)+
r

∑
j=1

(−1) jSr− j(A)ω j(A).

Fazendo k = r− j e observando que ω0(A) = n, obtemos

tr[Pr(A)] = nSr(A)+
r−1

∑
k=0

(−1)r−kSk(A)ωr−k(A)

= nSr(A)+(−1)r
r−1

∑
k=0

(−1)kSk(A)ωr−k(A).

Das identidades de Newton da Proposição 2.1.1 segue que

tr[Pr(A)] = nSr(A)+(−1)r(−1)(−1)rrSr(A)
= nSr(A)− rSr(A)
= (n− r)Sr(A).

2. Pelo item (b) do Lema 2.1.1, temos

tr[APr(A)] = nSr+1(A)− tr[Pr+1(A)].

E pelo item 1, segue que

tr[Pr+1(A)] = [n− (r+1)]Sr+1(A).

Portanto

tr[APr(A)] = nSr+1(A)− [n− (r+1)]Sr+1(A)
= nSr+1(A)−nSr+1(A)+(r+1)Sr+1(A)
= (r+1)Sr+1(A).
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3. Pelo item (c) do Lema 2.1.1, temos

tr[A2Pr(A)] = tr[Sr+1(A)A]− tr[APr+1(A)].

Usando o item 2, temos

tr[APr+1(A)] = [(r+1)+1]S(r+1)+1(A)
= (r+2)Sr+2(A).

Alem disso,

tr[Sr+1(A)A] = Sr+1(A)tr[A]
= Sr+1(A)S1(A).

Logo
tr[A2Pr(A)] = S1(A)Sr+1(A)− (r+2)Sr+2(A).

Observação 2.1.1. Como Pr(A) é uma combinação de potências de A, então APr(A) = Pr(A)A.

Lema 2.1.2. Sejam x : Mn→Mn+1 uma imersão isométrica entre variedades Riemannianas e
{e1, ...,en} uma base ortonormal de autovetores do operador de forma A associado a imersão x.
Então, para cada i ∈ {1, ...,n}

Pr(A)(ei) = µi,rei,

onde µi,r é dado por

µi,r =


∑

i1<...<ir,
ik 6=i

ki1...kir , se 1≤ r ≤ n

1 , se r = 0.

Demonstração. Primeiramente observe que

S j(A)−µi, j−1ki = µi, j

Vamos fazer a demonstração por indução sobre r. Para o caso r = 0,

P0(A)(ei) = I(ei) = µi,0ei.

Suponha agora que, para r = j−1, vale que Pj−1(A)(ei) = µi, j−1ei. Então,

Pj(A)(ei) = (S j(A)I−APj−1(A))(ei)

= S j(A)ei−APj−1(A)(ei)

= S j(A)ei−A(µi, j−1ei)

= S j(A)ei−µi, j−1kiei

= (S j(A)−µi, j−1ki)ei

= µi, jei.

portanto, o resultado é válido para r ∈ {0,1, ...,n}.
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De posse do exemplo 1.4.3, o r-ésimo tensor de Newton associado ao operador de forma A
é um campo tensorial do tipo (1;1). Assim, para X ,Y ∈ X(M), temos que

(∇X Pr)(Y ) = ∇X Pr(Y )−Pr(∇XY ).

Lema 2.1.3. Dado X ∈ X(M), o operador linear ∇X Pr é auto-adjunto.

Demonstração. De início, observe que, como Pr é combinação de potências do operador de
forma A, então Pr é um operador linear auto-adjunto. Sejam Y,Z ∈ X(M). Temos que

〈(∇X Pr)(Y ),Z〉 = 〈∇X Pr(Y )−Pr(∇XY ),Z〉
= 〈∇X Pr(Y ),Z〉−〈Pr(∇XY ),Z〉 .

Porém, sabemos que

X 〈Pr(Y ),Z〉= 〈∇X Pr(Y ),Z〉+ 〈Pr(Y ),∇X Z〉 .

Portanto,

〈(∇X Pr)(Y ),Z〉 = X 〈Pr(Y ),Z〉−〈Pr(Y ),∇X Z〉−〈Pr(∇XY ),Z〉
= X 〈Y,Pr(Z)〉−〈Y,Pr(∇X Z)〉−〈∇XY,Pr(Z)〉
= 〈Y,∇X Pr(Z)〉−〈Y,Pr(∇X Z)〉
= 〈Y,(∇X Pr)(Z)〉 .

Definição 2.1.3. A divergência do r-ésimo tensor de Newton, 0≤ r≤ n, é o campo dado por

divPr =
n

∑
i=1

(∇eiPr)(ei),

onde {e1, ...,en} é um referencial ortonormal de Mn.

2.2 O Operador Lr

Por simplicidade, a partir de agora indicaremos por Sr e Pr o r-ésimo polinômio simétrico e
o r-ésimo tensor de Newton, respectivamente, associados ao operador de forma da imersão
x : Mn→Mn+1

.

Definição 2.2.1. Dado r ∈ N, com 0≤ r ≤ n−1, definimos o operador diferencial de segunda
ordem Lr : F(M)−→ F(M) por

Lr( f ) = tr(PrHess f ),

onde PrHess f indica a composição de Pr e Hess f .
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O nosso objetivo agora é demonstrar que sobre certas condições, o operador Lr pode ser
escrito como

Lr( f ) = divM(Prgrad f ).

Lema 2.2.1. Sejam x : Mn→Mn+1 uma imersão isométrica e A seu operador de forma. Seja
Pr o r-ésimo tensor de Newton associado a A. Então, para todo X ∈ X(M),

〈gradSr,X〉= tr(Pr−1∇X A).

Demonstração. Considere {e1, ...,en} um referencial ortonormal que diagonaliza o operador
de forma. Por um lado, temos que

〈gradSr,X〉= X(Sr) = ∑
i1<...<ir

r

∑
j=1

ki1...X(ki j)...kir .

Por outro lado,

(∇X A)(ei) = ∇X A(ei)−A(∇X ei)

= ∇X kiei−A(∇X ei)

= ki∇X ei +X(ki)ei−A(∇X ei).

Como {e1, ...,en} é ortonormal,

∇X ei =
n

∑
j=1

〈
∇X ei,e j

〉
e j.

Logo,

(∇X A)(ei) = ki

n

∑
j=1

〈
∇X ei,e j

〉
e j +X(ki)ei−A

(
n

∑
j=1

〈
∇X ei,e j

〉
e j

)

= X(ki)ei +
n

∑
j=1

ki
〈
∇X ei,e j

〉
e j−

n

∑
j=1

〈
∇X ei,e j

〉
A(e j)

= X(ki)ei +
n

∑
j=1

ki
〈
∇X ei,e j

〉
e j−

n

∑
j=1

k j
〈
∇X ei,e j

〉
e j

= X(ki)ei +
n

∑
j=1

[ki
〈
∇X ei,e j

〉
− k j

〈
∇X ei,e j

〉
]e j.
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Daí,

tr(Pr−1∇X A) =
n

∑
i=1
〈Pr−1(∇X A(ei)),ei〉

=
n

∑
i=1
〈∇X A(ei),Pr−1(ei)〉

=
n

∑
i=1

〈
X(ki)ei +

n

∑
j=1

[ki
〈
∇X ei,e j

〉
− k j

〈
∇X ei,e j

〉
]e j,µi,r−1ei

〉

=
n

∑
i=1

{
X(ki)µi,r−1 〈ei,ei〉+

n

∑
j=1

[
(ki
〈
∇X ei,e j

〉
− k j

〈
∇X ei,e j

〉
)µi,r−1

〈
ei,e j

〉]}

=
n

∑
i=1

{
X(ki)µi,r−1 〈ei,ei〉+[ki 〈∇X ei,ei〉− ki 〈∇X ei,ei〉]µi,r−1

}
=

n

∑
i=1

X(ki) ∑
i1<...<ir−1,

ik 6=i

ki1...kir−1

= ∑
i1<...<ir

r

∑
j=1

ki1...X(ki j)...kir .

Lema 2.2.2. Sejam x : Mn→Mn+1 uma hipersuperfície e N um campo normal a Mn. Então,
para cada r ∈ {1, ...,n−1} e X ∈ X(Mn),

〈divPr,X〉=
n

∑
i=1

r

∑
j=1

(−1) j 〈R(N,Pr− j(ei))ei,A j−1(X)
〉
,

onde R é o tensor curvatura de Mn+1.

Demonstração. Primeiramente note que para todo X ,Y ∈ X(M)

(∇X I)(Y ) = ∇X(I(Y ))− I(∇XY ) = 0.

Assim,

(∇X Pr)(Y ) = (∇X(SrI−APr−1))(Y )
= (∇X SrI)(Y )− (∇X APr−1)(Y )
= X(Sr)Y +Sr(∇X I)(Y )− (∇X A)(Pr−1(Y ))−A(∇X Pr−1(Y ))
= X(Sr)Y − (∇X A)(Pr−1(Y ))−A(∇X Pr−1(Y )).

Em particular, se {e1, ...,en} é um referencial ortonormal de autovetores do operador de forma,

(∇eiPr)(ei) = ei(Sr)ei− (∇eiA)(Pr−1(ei))−A(∇eiPr−1(ei)).
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Logo

divPr =
n

∑
i=1

ei(Sr)ei−
n

∑
i=1

(∇eiA)(Pr−1(ei))−A(
n

∑
i=1

∇eiPr−1(ei))

= gradSr−
n

∑
i=1

(∇eiA)(Pr−1(ei))−A(divPr−1).

Portanto,

〈divPr,X〉= 〈gradSr,X〉−
n

∑
i=1
〈(∇eiA)(Pr−1(ei)),X〉−〈A(divPr−1),X〉 .

Da equação de Codazzi, temos que

〈(∇eiA)(Pr−1(ei)),X〉 = 〈Pr−1(ei),(∇eiA)(X)〉
= 〈Pr−1(ei),(∇X A)(ei)〉+

〈
R(X ;ei)Pr−1(ei),N

〉
= 〈Pr−1((∇X A)(ei)),ei〉+

〈
R(N;Pr−1(ei))ei,X

〉
.

Substituindo,

〈divPr,X〉 = 〈gradSr,X〉−
n

∑
i=1
〈Pr−1((∇X A)(ei)),ei〉

−
n

∑
i=1

〈
R(N;Pr−1(ei))ei,X

〉
−〈A(divPr−1),X〉

= 〈gradSr,X〉− tr(Pr−1∇X A)−
n

∑
i=1

〈
R(N;Pr−1(ei))ei,X

〉
−〈A(divPr−1),X〉 .

Mas pelo lema anterior,
〈gradSr,X〉= tr(Pr−1∇X A).

Logo

〈divPr,X〉=−
n

∑
i=1

〈
R(N;Pr−1(ei))ei,X

〉
−〈A(divPr−1),X〉 .

Agora basta usar indução para concluir o resultado. Para r = 1, temos que

〈divP1,X〉 = −
n

∑
i=1

〈
R(N;P0(ei))ei,X

〉
−〈A(divP0),X〉

= −
n

∑
i=1

〈
R(N;P0(ei))ei,X

〉
=

1

∑
j=1

n

∑
i=1

(−1) j 〈R(N;P1− j(ei))ei,A j−1(X)
〉
.
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Tomemos por hipótese de indução que

〈divPr−1,X〉=
r−1

∑
j=1

n

∑
i=1

(−1) j 〈R(N;Pr−1− j(ei))ei,A j−1(X)
〉
.

Daí,

〈divPr,X〉 = −〈A(divPr−1),X〉−
n

∑
i=1

〈
R(N;Pr−1(ei))ei,X

〉
= −〈divPr−1,A(X)〉−

n

∑
i=1

〈
R(N;Pr−1(ei))ei,X

〉
= −

r−1

∑
j=1

n

∑
i=1

(−1) j 〈R(N;Pr−1− j(ei))ei,A j(X)
〉
−

n

∑
i=1

〈
R(N;Pr−1(ei))ei,A0(X)

〉
= −

r

∑
k=2

n

∑
i=1

(−1)k−1
〈

R(N;Pr−k(ei))ei,Ak−1(X)
〉

+
n

∑
i=1

(−1)1 〈R(N;Pr−1(ei))ei,A1−1(X)
〉

=
r

∑
k=2

n

∑
i=1

(−1)k
〈

R(N;Pr−k(ei))ei,Ak−1(X)
〉

+
n

∑
i=1

(−1)1 〈R(N;Pr−1(ei))ei,A1−1(X)
〉

=
r

∑
k=1

n

∑
i=1

(−1)k
〈

R(N;Pr−k(ei))ei,Ak−1(X)
〉
.

De posse desse resultado, podemos mostrar a proposição seguinte.

Proposição 2.2.1. Seja x : Mn→Mn+1
c uma hipersuperfície. Se Mn+1

c tem curvatura seccional
constante c, então

Lr( f ) = divM(Prgrad f ),

para todo f ∈ F(Mn).

Demonstração.
Seja p ∈ Mn. Considere {e1, ...,en} um referencial ortonormal em Mn que diagonalize o

operador de forma A da imersão x em p. Da definição 1.2.1,

divM(Prgrad f ) = tr[Y 7→ ∇Y Prgrad f ].

Como {e1, ...,en} é um referencial ortonormal,

∇eiPrgrad f =
n

∑
j=1

〈
∇eiPrgrad f ,e j

〉
e j.
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Daí,

divM(Prgrad f ) =
n

∑
i=1
〈∇eiPrgrad f ,ei〉.

Observe que
(∇eiPr)(grad f ) = ∇ei(Prgrad f )−Pr(∇eigrad f ).

Segue que

divM(Prgrad f ) =
n

∑
i=1
〈(∇eiPr)(grad f )+Pr(∇eigrad f ),ei〉

=
n

∑
i=1
〈(∇eiPr)(grad f )),ei〉+

n

∑
i=1
〈Pr(∇eigrad f ),ei〉.

Por outro lado,

Lr( f ) = tr[Pr(Hess f )] =
n

∑
i=1
〈Pr(Hess f (ei)),ei〉.

Mas como Hess f (ei) = ∇eigrad f ,

Lr( f ) =
n

∑
i=1
〈Pr(∇eigrad f )),ei〉.

Substituindo na equação acima, obtemos que

divM(Prgrad f ) = Lr( f )+
n

∑
i=1
〈(∇eiPr)(grad f )),ei〉

= Lr( f )+
n

∑
i=1
〈grad f ,(∇eiPr)(ei)〉

= Lr( f )+ 〈divPr,grad f 〉 .

Pelo Lema 2.2.2,

〈divPr,grad f 〉=
n

∑
i=1

r

∑
j=1

(−1) j 〈R(N,Pr− j(grad f ))ei,A j−1(X)
〉
,

onde R é o tensor curvatura de Mn+1
c e N é um campo normal à Mn. Como Mn+1

c tem curvatura
seccional constante, pela Proposição 1.3.3,〈

R(N,Pr− j(grad f ))ei,A j−1(X)
〉

= c
[
〈ei,N〉

〈
Pr− jgrad f ,A j−1(X)

〉
−
〈
ei,Pr− j(grad f )

〉〈
N,A j−1(X)

〉]
= 0

para todo i ∈ {1, ...,n} e j ∈ {1, ...,r}. Portanto,

〈divPr,grad f 〉= 0

e
Lr( f ) = divM(Prgrad f ).
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Proposição 2.2.2. Se Mn é uma variedade Riemanniana fechada, então∫
M

Lr( f )dM = 0 e
∫

M
f Lr( f )dM =−

∫
M
〈Prgrad f ,grad f 〉.

Demonstração. Na Proposição 2.2.1 mostramos que quando Mn+1
c tem curvatura seccional

constante, Lr( f ) é a divergência de algum campo. Mas, pelo teorema da divergência, como Mn

tem bordo vazio, ∫
M

Lr( f )dM =
∫

M
divM(Prgrad f ) = 0.

Para a segunda igualdade note que, pela Proposição 1.2.3,

div( f Prgrad f ) = f div(Prgrad f )+ 〈Prgrad f ,grad f 〉
= f Lr( f )+ 〈Prgrad f ,grad f 〉 .

Logo, ∫
M

f Lr( f )dM =
∫

M
div( f Prgrad f )dM−

∫
M
〈Prgrad f ,grad f 〉dM. (2.3)

Novamente, pelo teorema da divergência,
∫

M div( f Prgrad f )dM = 0. Portanto∫
M

f Lr( f )dM =−
∫

M
〈Prgrad f ,grad f 〉.

Definição 2.2.2. Sejam x : Mn → Mn+1
c uma imersão isométrica de uma variedade Rieman-

niana conexa em uma variedade Riemanniana simplesmente conexa com curvatura seccional
constante c. Dizemos que o operador Lr é dito elíptico se o tensor de Newton Pr é positivo
definido.

A proposição a seguir, cuja demonstração encontra-se em [4], diz que o operador Lr é elíp-
tico sob certas condições, que serão consideradas em alguns resultados ao longo deste trabalho.

Proposição 2.2.3. Seja Mn+1
c o espaço Euclidiano Rn+1, se c = 0, um hemisfério aberto da

esfera Euclidiana Sn+1, se c = 1, ou o espaço hiperbólico Hn+1, se c =−1. Se Hr+1 é positivo,
então para todo j ∈ {1, ...,r},

(1) L j é elíptico;

(2) a j-ésima curvatura H j é positiva.



CAPÍTULO 3

O Problema Variacional

Neste capítulo vamos definir o que seria a variação de uma imersão e alguns conceitos bási-
cos a respeito de variações. Vamos definir os funcionais r-área e volume, e calcular as fórmulas
da primeira variação dos mesmos. Feito isso, poderemos descrever o problema variacional que
será tratado neste trabalho, definir o funcional de Jacobi e uma noção de r-estabilidade para
hipersuperfícies.

3.1 Variação de uma Imersão

Sejam Mn uma variedade fechada orientada e x : Mn −→Mn+1 sua imersão em Mn+1. Uma
variação da imersão x é uma aplicação X : (−ε;ε)×Mn −→Mn+1, ε > 0, suave, tal que:

1. Para cada t ∈ (−ε;ε), a aplicação xt : Mn −→ Mn+1 dada por xt(p) = X(t; p) é uma
imersão; e

2. x0 = x.

O campo variacional associado a X é definido por

ξ (p) =
∂X
∂ t

∣∣∣
t=0

.

Uma variação é dita normal se o campo variacional é da forma ξ (p) = f (p)N(p) para alguma
função f : Mn −→ R suave.

O funcional r-área associado à variação X : (−ε;ε)×Mn −→ Mn+1
c é a aplicação Ar :

(−ε;ε)−→ R dada por

Ar(t) =
∫

M
Fr(S1, ...,Sr)dMt , (3.1)

onde Sr = Sr(t), dMt é a forma volume em Mn induzida pela imersão xt e Fr é definido recursi-
vamente por

Fr(A) =


1, se r = 0
S1, se r = 1
Sr +

c(n−r+1)
r−1 Fr−2, se 2≤ r ≤ n−1.

Observação 3.1.1. Note que para r = 0, A0(t) =
∫

M dMt é o funcional área clássico.
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O volume V (t) da variação X é dado por

V (t) =
∫
[0;t]×Mn

X∗dM,

onde dM é a forma volume de Mn+1 e X∗dM é o pull-back da forma volume de Mn+1 para
(−ε;ε)×Mn. Dizemos que uma variação preserva volume, se V (t) = V (0), para todo t ∈
(−ε;ε).

3.2 A Primeira Variação do Volume e do Funcional r-Área

Proposição 3.2.1. Seja X : (−ε;ε)×Mn −→Mn+1 uma variação da imersão x. Então a pri-
meira variação do volume em t = t0 é dada por

V ′(t0) =
∫

M
ft0dMt0 ,

onde ft0(p) =
〈

∂X
∂ t (t0; p),Nt0(p)

〉
.

Demonstração. Seja p ∈ Mn e {et
1, ...,e

t
n} um referencial ortonormal em uma vizinhança co-

nexa V de p. Como X∗dM é uma forma volume em (−ε;ε)×Mn, então existe uma função
b : (−ε;ε)×Mn −→ R tal que

X∗dM(v1, ...,vn+1) = b(t, p)dt ∧dMt(v1, ...,vn+1),

v1, ...,vn+1 ∈ Tp((−ε;ε)×M). Em particular, para cada t ∈ (−ε;ε),

b(t; p) = X∗dM(
∂

∂ t
,et

1, ...,e
t
n)

= dM(
∂X
∂ t

(t; p),dxt(et
1), ...,dxt(et

n))

=

〈
∂X
∂ t

(t; p),Nt(p)
〉
.

Logo, usando o teorema de Fubini,

V ′(t0) =
d
dt

∫
[0;t0]×M

X∗dM

=
d
dt

∫
[0;t0]×M

〈
∂X
∂ t

(t; p),Nt(p)
〉

dt ∧dMt

=
d
dt

∫
[0;t0]

(∫
M

〈
∂X
∂ t

(t; p),Nt(p)
〉

dMt

)
dt

=
∫

M

〈
∂X
∂ t

(t0; p),Nt0(p)
〉

dMt0.
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Da última proposição temos que uma variação preserva volume se, e somente se,
∫

M ftdMt =
0. Dizemos que uma função suave f : Mn −→ R tem média zero sobre M se

∫
M f dM = 0.

O próximo resultado garante a existência de variações normais que preservam volume.

Lema 3.2.1. Seja x : Mn−→Mn+1 uma imersão isométrica. Dada uma função suave f : Mn−→
R com média zero, existe uma variação normal de x que preserva volume cujo vetor variação é
f N.

Demonstração. Seja ϕ : (−ε;ε)×Mn→ R uma função diferenciável e defina a variação X :
(−ε;ε)×Mn→Mn+1 por

X(t; p) = expx(p)ϕ(t; p)N.

X é uma variação normal com
(

∂X
∂ t

)∣∣∣
t=0

=
(

∂ϕ

∂ t

)∣∣∣
t=0

N. Queremos mostrar que ϕ pode ser
escolhida de modo que X satisfaça as condições do lema.

Considere a função volume V (t) de X . Note que X = e ◦ψ , onde ψ : (−ε;ε)×Mn →
R×Mn é dada por ψ(t; p) = (ϕ(t; p); p) e e(u; p) = expx(p)uN, u ∈ R. Fixando E(u; p) =
det(de(p;u)), temos que

V (t) =
∫
[0;t]×M

X∗dM

=
∫
[0;t]×M

ψ
∗e∗dM

=
∫
[0;t]×M

E(ϕ(t; p); p)
∂ϕ

∂ t
(dM∧dt)

=
∫

M

(∫ t

0
E(ϕ(t; p); p))

∂ϕ

∂ t
dt
)

dM.

Agora seja f : Mn→ R uma função com média zero sobre Mn e seja ϕ a solução do problema
de valor inicial:

∂ϕ

∂ t
=

f (p)
E(ϕ(t; p); p)

, ϕ(0; p) = 0.

Direto da expressão acima para V (t), junto com o fato de f ter média zero sobre Mn, segue que
V (t) = 0 para todo t ∈ (−ε;ε). Como E(ϕ(0; p); p) = 1, X é uma variação normar de x que
preserva volume e cujo vetor variação é f N.

Vamos agora encontrar uma expressão para a primeira variação da r-área, que faremos
por indução. Precisaremos encontrar uma expressão para A′0(t), mas antes veremos alguns
resultados. Sabemos que, de acordo com a Definição 3.1,

A0(t) =
∫

M
dMt ,

onde dMt é a forma volume em M induzida pela imersão xt . Considerando {e1, ...,en} uma
base de X(M) em uma vizinhança de um ponto p ∈M, {du1, ...,dun} sua respectiva base dual
e g(t) a métrica de M induzida por xt cuja matriz é (gi j(t)) = (

〈
dxt(ei),dxt(e j)

〉
), temos que

dMt =
√

det(gi j(t))du1∧ ...∧dun.
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Portanto A0(t) =
∫ √

det(gi j)du1∧ ...∧dun e

A′0(t) =
∫ d

dt

√
det(gi j(t))du1∧ ...∧dun.

As próximas proposições vão auxiliar no cálculo de d
dt

√
det(gi j(t)) da expressão acima.

Proposição 3.2.2. Seja x : Mn→Mn+1 uma hipersuperfície e X : (−ε;ε)×Mn→Mn+1 uma
variação de x. Considere os campos

• Ẽ(X(t; p)) = dX(t;p)(
∂

∂ t (t; p));

• ēi(t; p) = (0;ei(p)) ∈ T(t;p)(I×M); e

• ẽi(X(t; p)) = dX(t;p)(ēi(t; p)).

Então, fixado t0 ∈ (−ε;ε), temos que

dgkk(t; p)
dt

∣∣∣
t=t0

= Ẽ(X(t0; p))〈ẽk(X(t0; p)), ẽk(X(t0; p))〉 .

Demonstração. Primeiramente observe que ẽk(X(t; p)) = dxt(p)ek. De fato, fixado t ∈ (−ε;ε)
e p ∈Mn,

ẽk(X(t; p)) = dX(t;p)ēk(t; p) =
d
ds

(X ◦ γ(s))
∣∣∣
s=0

para qualquer curva γ : (−δ ;δ ) −→ I×M diferenciável com γ(0) = (t; p) e γ ′(0) = ēk(t; p).
Em particular, para γ(s) = (t;α(s)), onde α : (−δ ;δ ) −→ M é uma curva diferenciável com
α(0) = p e α ′(0) = ek, temos que

ẽk(X(t; p)) =
d
ds

(X ◦ γ(s))
∣∣∣
s=0

=
d
ds

(X(t;α(s)))
∣∣∣
s=0

=
d
ds

xt(α(s))
∣∣∣
s=0

= dxt(α(0))α ′(0)
= dxt(p)ek.

Consequentemente, gkk(t; p) = 〈ẽk(X(t; p)), ẽk(X(t; p))〉 . Por fim, note que

Ẽ(X(t0; p))〈ẽk(X(t0; p)), ẽk(X(t0; p))〉= d
ds

(〈ẽk(X(t0; p)), ẽk(X(t0; p))〉 ◦β (s))
∣∣∣
s=0

,

onde β (s) : (−δ ;δ ) −→M é diferenciavel com β (0) = X(t0; p) e β ′(0) = Ẽ(X(t0; p)). Tome
β (s) = X(s+ t; p). Como β (0) = X(t; p) e β ′(0) = dX(t;p)(

∂

∂ t (t; p)) = Ẽ(X(t; p)). Segue que

Ẽ(X(t0; p))〈ẽk(X(t0; p)), ẽk(X(t0; p))〉 =
d
ds

(〈ẽk, ẽk〉 ◦X(s+ t0; p))
∣∣∣
s=0

=
d
ds

(〈ẽk(X(s+ t0; p)), ẽk(X(s+ t0; p))〉)
∣∣∣
s=0

=
d
ds

gkk(s+ t0)
∣∣∣
s=0

=
dgkk

dt

∣∣∣
t=t0

,

o que conclui nossa demonstração.
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Proposição 3.2.3. Sob as mesmas condições da Proposição 3.2.2, temos que ∇Ẽ ẽk = ∇ẽk Ẽ.

Demonstração. Seja f : (−ε;ε)×Mn → R uma função suave. Vamos calcular
[
ek; ∂

∂ t

]
( f ).

Dados (t; p)∈ (−ε;ε)×Mn, temos que ek(t; p)∈ T(t;p)({t}×M). Identificando T(t;p)({t}×M)
com TpM, podemos escrever

ek(t; p) =
n

∑
i=1

ci(p)
∂

∂xi
(t; p).

Logo, [
ek;

∂

∂ t

]
( f )(t; p) =

n

∑
i=1

ci(p)
∂

∂xi

(
∂

∂ t
( f )
)
− ∂

∂ t

(
n

∑
i=1

ci(p)
∂

∂xi
( f )

)

=
n

∑
i=1

(
ci(p)

∂

∂xi

(
∂

∂ t
( f )
))

−
n

∑
i=1

(
∂

∂ t
(ci(p))

∂

∂xi
( f )
)
−

n

∑
i=1

(
ci(p)

∂

∂ t

(
∂

∂xi
( f )
))

= 0,

visto que ∂

∂ t (ci(p)) = 0 e ∂

∂ t

(
∂

∂xi
( f )
)
= ∂

∂xi

(
∂

∂ t ( f )
)

. Portanto
[
ek; ∂

∂ t

]
= 0. Mas note que

[
Ẽ; ẽk

]
=

[
dX
(

∂

∂ t

)
;dX(ek)

]
= dX

([
∂

∂ t
;ek)

])
.

Portanto,
[
Ẽ; ẽk

]
= 0, e com isso, ∇Ẽ ẽk = ∇ẽk Ẽ.

Proposição 3.2.4. Seja A : (−ε;ε)−→Mn×n(R) uma aplicação diferenciável com A(t0) = Id
para algum t0 ∈ (−ε;ε). Então

d
dt
(det(A(t)))

∣∣∣
t=t0

= tr(A′(t0)).

Demonstração. Considere A(t) = (ai j(t)) e Ak(t) = (a1k(t); ...;ank(t)).
Note que Ak(t0) = (a1k(t0) = 0; ...;akk(t0) = 1; ...;ank(t0) = 0). Logo

d
dt
(det(A(t)))

∣∣∣
t=t0

=
d
dt

det(A1(t); ...;An(t))
∣∣∣
t=t0

=
n

∑
k=1

det(A1(t0); ...;A′k(t0); ...;An(t0))

=
n

∑
k=1

a′kk(t0)

= tr(A′(t0)).
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Finalmente vamos ao que queremos mostrar

Proposição 3.2.5. Dado t0 ∈ (−ε;ε), {e1, ...,en} um referencial geodésico em M induzido pela
imersão xt0 e (gi j(t)) a matriz da métrica em M induzida por xt com respeito a base {e1, ...,en}.
Então

d
dt

√
det(gi j(t))

∣∣∣
t=t0

=−nH f +div

((
dX
dt

)T
)

Demonstração.

d
dt

√
det(gi j(t))

∣∣∣
t=t0

=
1

2
√

det(gi j(t0))
d
dt

det(gi j(t))
∣∣∣
t=t0

=
1
2

d
dt

det(gi j(t))
∣∣∣
t=t0

.

A última igualdade segue do fato que {e1; ...;en} é um referencial geodésico em M induzido
pela imersão xt0. Portanto, (gi j(t0)) = Id e

√
det(gi j(t0)) = 1. Pelo resultado da Proposição

3.2.4,

d
dt

√
det(gi j(t))

∣∣∣
t=t0

=
1
2

tr(g′i j(t0))

=
1
2

n

∑
k=1

d
dt

gkk(t)
∣∣∣
t=t0

(Proposição 3.2.2)

=
1
2

n

∑
k=1

Ẽ 〈ẽk, ẽk〉

=
1
2

n

∑
k=1

2
〈

∇Ẽ ẽk, ẽk

〉
(Proposição 3.2.3)

=
n

∑
k=1

〈
∇ẽk Ẽ, ẽk

〉
=

n

∑
k=1
−
〈

Ẽ,∇ẽk ẽk

〉
+ ẽk

〈
Ẽ, ẽk

〉
= −

〈
Ẽ,

n

∑
k=1

∇ẽk ẽk

〉
+

n

∑
k=1

ẽk
〈
Ẽ, ẽk

〉
.

Note que podemos escrever:

i)

Ẽ =
dX
dt

=

(
dX
dt

)N

+

(
dX
dt

)T

,
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onde os expoentes N e T indicam as componentes normal e tangente, respectivamente, à
M de dX

dt . Logo

n

∑
k=1

ẽk
〈
Ẽ, ẽk

〉
=

n

∑
k=1

ẽk

〈(
dX
dt

)N

+

(
dX
dt

)T

, ẽk

〉
=

n

∑
k=1

ẽk

〈(
dX
dt

)T

, ẽk

〉

= div

((
dX
dt

)T
)
.

ii) (
∇ẽk ẽk

)
(X(t0; p)) =

(
∇ẽk ẽk

)T
(X(t0; p))+

(
∇ẽk ẽk

)N
(X(t0; p))

=
(

∇dxt0ekdxt0ek

)T
(xt0(p))+

(
∇dxt0ekdxt0ek

)N
(xt0(p))

=
(

∇ekek

)T
(p)+

(
∇ekek

)N
(p).

Mas como {e1; ...;en} é referencial geodésico em M,(
∇ekek

)T
(p) = ∇ekek(p) = 0,

e (
∇ẽk ẽk

)
(X(t0; p)) =

(
∇ekek

)N
(p) =

〈
∇ekek,N

〉
N.

Portanto,

d
dt

√
det(gi j(t))

∣∣∣
t=t0

= −

〈
Ẽ,

n

∑
k=1

∇ẽk ẽk

〉
+

n

∑
k=1

ẽk
〈
Ẽ, ẽk

〉
= −

〈
dX
dt

,

〈
n

∑
k=1

∇ekek,N

〉
N

〉
+div

((
dX
dt

)T
)

= −
〈

dX
dt

,N
〉〈 n

∑
k=1

∇ekek,N

〉
+div

((
dX
dt

)T
)

= −nH f +div

((
dX
dt

)T
)
.

Na última igualdade usamos o resultado do Lema 1.1.1.

Proposição 3.2.6. Seja x : Mn→Mn+1 uma hipersuperfície e X : (−ε;ε)×Mn→Mn+1 uma
variação de x. Então a primeira variação da área é dada por

A′0(t) =−n
∫

M
Ht f dMt ,

onde f (t; p) =
〈dX

dt (t; p),Nt(p)
〉

e Ht é a curvatura média da imersão xt .
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Demonstração. Sabemos que A′0(t) =
∫ d

dt

√
det(gi j(t))du1∧ ...∧dun. Substituindo o resul-

tado da Proposição 3.2.5 obtemos

A′0(t) =
∫

M
−nH f +div

((
dX
dt

)T
)

dMt

=
∫

M
−nH f dMt +

∫
M

div

((
dX
dt

)T
)

dMt .

Pelo teorema de Stokes, como M é compacta sem bordo,
∫

M div
((dX

dt

)T
)

dMt = 0 e portanto

A′0(t) =−n
∫

M
H f dMt .

Dando sequência, vamos assumir a seguinte proposição.

Proposição 3.2.7. Seja Mn+1
c uma variedade Riemanniana orientada com curvatura seccional

constante c e x : Mn −→ Mn+1
c uma hipersuperfície fechada. Se X : (−ε;ε)×Mn+1

c é uma
variação de x, então

∂Sr+1

∂ t
= Lr( f )+ [S1Sr+1− (r+2)Sr+2] f + c(n− r)Sr f +D

( ∂X
∂ t )

T Sr+1,

onde D
( ∂X

∂ t )
T Sr+1 indica a derivada da função Sr+1 na direção de

(
∂X
∂ t

)T
.

A demonstração de tal proposição se encontra em [4]

Observação 3.2.1. (n− r)Sr = tr(Pr) = brHr, onde br = (n− r)
(n

r

)
= (r+1)

( n
r+1

)
Observação 3.2.2. S1Sr+1− (r + 2)Sr+2 = tr(A2Pr) = nH1

( n
r+1

)
Hr+1− (r + 2)

( n
r+2

)
Hr+2 =

n
( n

r+1

)
H1Hr+1−br+1Hr+2.

Segue das observações 3.2.1 e 3.2.2 que podemos reescrever o resultado da proposição
anterior da seguinte maneira:

∂Sr+1

∂ t
= Lr( f )+ tr(A2Pr) f + c tr(Pr) f +D

( ∂X
∂ t )

T Sr+1.

Lema 3.2.2. Sob as mesmas hipóteses da Proposição 3.2.7,

∂Hr+1

∂ t
=

r+1
br

[Lr( f )+ tr(A2Pr) f + c tr(Pr) f ]+

〈(
∂X
∂ t

)T

,gradHr+1

〉
.
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Demonstração. Substituindo Sr+1 =
( n

r+1

)
Hr+1 no resultado da Proposição 3.2.7, obtemos(

n
r+1

)
∂Hr+1

∂ t
= [Lr( f )+ [tr(A2Pr)] f + c tr(Pr) f ]+

(
n

r+1

)
D
( ∂X

∂ t )
T Hr+1.

Note que
1( n

r+1

) = (r+1)
(r+1)

( n
r+1

) = r+1
br

,

e

D
( ∂X

∂ t )
T Hr+1 =

〈(
∂X
∂ t

)T

,gradHr+1

〉
.

Portanto,

∂Hr+1

∂ t
=

r+1
br

[Lr( f )+ tr(A2Pr) f + c tr(Pr) f ]+

〈(
∂X
∂ t

)T

,gradHr+1

〉
.

Proposição 3.2.8. Seja Mn+1
c uma variedade Riemanniana orientada com curvatura seccional

constante c e x : Mn −→Mn+1
c uma hipersuperfície fechada. Se X : (−ε;ε)×Mn −→Mn+1 é

uma variação de x que preserva volume, então

A′r(t) =−br

∫
M

Hr+1 f dMt ,

onde br = (n− r)
(n

r

)
= (r+1)

( n
r+1

)
.

Demonstração. A demonstração será feita por indução em dois casos.

1º caso) r par:

Quando r = 0, já mostramos anteriormente que

A′0(t) =−n
∫

M
H1 f dMt .

Suponha agora que para algum r par temos que

A′r−2(t) =−br−2

∫
M

Hr−1 f dMt .

Ar(t) =
∫

M
Fr dMt

=
∫

M

[
Sr +

c(n− r+1)
r−1

Fr−2

]
dMt

=
∫

M
Sr dMt +

c(n− r+1)
r−1

∫
M

Fr−2 dMt

=

(
n
r

)∫
M

Hr dMt +
c(n− r+1)

r−1
Ar−2(t).
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⇒ A′r(t) =
(

n
r

)[∫
M

dHr

dt
dMt +

∫
M

Hr
∂

∂ t
(dMt)

]
+

c(n− r+1)
r−1

A′r−2(t). (3.2)

Vamos agora calcular cada uma das integrais da expressão 3.2.∫
M

dHr

dt
dMt =

r
br−1

∫
M
[Lr−1( f )+ ctr(Pr−1) f + tr(A2Pr−1) f ]dMt

+
∫

M

〈(
∂X
∂ t

)T

,gradHr

〉
dMt

=
r

br−1

∫
M

Lr−1( f )dMt +
r

br−1

∫
M

cbr−1Hr−1 f dMt

+
r

br−1

∫
M

(
nbr−1

r
H1Hr−brHr+1

)
f dMt

= cr
∫

M
Hr−1 f dMt +n

∫
M

H1Hr f dMt

−(n− r)
∫

M
Hr+1 f dMt +

∫
M

〈(
∂X
∂ t

)T

,gradHr

〉
dMt .

∫
M

Hr
∂

∂ t
(dMt) =

∫
M

Hr

[
−nH1 f +div

(
∂X
∂ t

)T
]

dMt

= −n
∫

M
HrH1 f dMt +

∫
M

Hrdiv
(

∂X
∂ t

)T

dMt

= −n
∫

M
HrH1 f dMt +

∫
M

div

(
Hr

(
∂X
∂ t

)T
)

dMt

−
∫

M

〈(
∂X
∂ t

)T

,gradHr

〉
dMt

= −n
∫

M
HrH1 f dMt−

∫
M

〈(
∂X
∂ t

)T

,gradHr

〉
dMt .

Por hipótese de indução,

A′r−2(t) =−br−2

∫
M

Hr−1 f dMt .
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Segue que

A′r(t) =

(
n
r

)[
cr
∫

M
Hr−1 f dMt +n

∫
M

H1Hr f dMt

−(n− r)
∫

M
Hr+1 f dMt +

∫
M

〈(
∂X
∂ t

)T

,gradHr

〉
dMt

−n
∫

M
HrH1 f dMt−

∫
M

〈(
∂X
∂ t

)T

,gradHr

〉
dMt

]
−c(n− r+1)

r−1
br−2

∫
M

Hr−1 f dMt

Observando que

n− r+1
r−1

br−2 =
n− r+1

r−1
(r+1)

(
n

r−1

)
= br−1 = r

(
n
r

)
e fazendo as devidas simplificações, temos que

A′r(t) = −(n− r)
(

n
r

)∫
M

Hr+1 f dMt

= −br

∫
M

Hr+1 f dMt .

2º caso) r ímpar: Se r = 1, temos que

A1(t) =
∫

M
F1dMt =

∫
M

S1dMt = n
∫

M
H1dMt .

Logo,

A′1(t) = n
[∫

M

∂H1

∂ t
dMt +

∫
M

H1
∂

∂ t
(dMt)

]
= n

∫
M

{
1
b0

[
L0( f )+ c tr(P0) f + tr(A2P0) f

]
+

〈(
∂X
∂ t

)T

,gradH1

〉}
dMt

+n
∫

M
H1

[
−nH1 f +div

(
∂X
∂ t

)T
]

dMt .

Mas, b0 = n, P0 = Id, tr(P0) = n, tr(A2P0) =
nb0
1 H1H1−b1H2 = n2H2

1 −b1H2 e pela
proposição 1.2.3

div

(
H1

(
∂X
∂ t

)T
)

= H1div
(

∂X
∂ t

)T

+

〈(
∂X
∂ t

)T

,gradH1

〉
.
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Então,

A′1(t) = n

[∫
M

{
1
n
[div(grad f )+ cn f +(n2H2

1 −b1H2) f ]

+

〈(
∂X
∂ t

)T

,gradH1

〉}
dMt

+
∫

M

{
−nH2

1 f +div

(
H1

(
∂X
∂ t

)T
)
−

〈(
∂X
∂ t

)T

,gradH1

〉}
dMt

]
=

∫
M

div(grad f )dMt + cn
∫

M
f dMt +

∫
M

n2H2
1 f dMt−

∫
M

b1H2 f dMt

+n
∫

M

〈(
∂X
∂ t

)T

,gradH1

〉
dMt−

∫
M

n2H2
1 f dMt

+n
∫

M
div

(
H1

(
∂X
∂ t

)T
)

dMt−n
∫

M

〈(
∂X
∂ t

)T

,gradH1

〉
dMt

= −b1

∫
M

H2 f dMt .

Na última igualdade usamos o fato de M ter bordo vazio e que X preserva volume,
portanto,

∫
M f dMt = 0. O passo indutivo é análogo ao visto na demonstração do caso

r par.

Observação 3.2.3. Na demonstração da proposição anterior, usamos que a variação preserva
volume apenas no caso em que o r é ímpar. Portanto, quando r é par, a mesma fórmula vale
para variações que não preservam volume.

Observação 3.2.4. Fazendo algumas poucas modificações na demonstração da proposição an-
terior, encontra-se uma expressão mais geral para a pimeira variação da r-área que não exige
que a variação preserve volume. A fórmula encontrada é

A′r(t) =−br

∫
M

Hr+1 f dMt + cr

∫
M

f dMt ,

onde cr é uma constante que depende apenas do valor de r, e é dada recursivamente por

cr =
c(n− r+1)

r−1
cr−1, c0 = 0 e c1 = cn.

3.3 Descrição do Problema Variacional

Vamos considerar agora o problema de minimizar o funcional
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Ar : (−ε;ε) −→ R
t 7−→ Ar(t)

para toda variação de x : Mn→Mn+1
c que preserva volume.

Definição 3.3.1. O funcional de Jacobi associado ao problema variacional é a aplicação Jr :
(−ε;ε)−→ R dada por

Jr(t) = Ar(t)+brλV (t)

onde λ é uma constante a ser determinada pelo problema.

Note que, por um lado, no caso de variações que preservam volume, os pontos críticos de
Jr são os mesmos de Ar. De fato, se a variação preserva volume, V ′(t) = 0 para todo t e

J′r(t) = A′r(t)+brλV ′r (t)
= A′r(t).

Por outro lado, como consequência das proposições 3.2.1 e 3.2.8 e da observação 3.2.4

J′r(t) = A′r(t)+brλV ′(t)

= −br

∫
M

Hr+1(t) f dMt + cr

∫
M

f dMt +brλ

∫
M

f dMt

= −br

∫
M

Hr+1(t) f dMt +br

(
cr

br
+λ

)∫
M

f dMt

= br

∫
M

[(
cr

br
+λ

)
−Hr+1(t)

]
f dMt .

A constante λ será escolhida de maneira que os pontos críticos do funcional de Jacobi sejam as
hipersuperfícies com (r+1)-ésima curvatura de órdem superior constante. Para tal, considere

H =
1

A0(0)

∫
M

Hr+1(0)dM.

Note que quando a curvatura Hr+1(0) é constante, então

H = Hr+1(0)
1

A0(0)

∫
M

dM = Hr+1(0).

Logo, escolhendo λ de modo que cr
br
+λ = H, temos que

J′r(t) = br

∫
M
[H−Hr+1(t)] f dMt (3.3)

= br

∫
M
[Hr+1(0)−Hr+1(t)] f dMt .

Proposição 3.3.1. Seja Mn+1
c uma variedade Riemanniana orientavel com curvatura seccional

constante c e x : Mn −→ Mn+1
c uma hipersuperficie fechada. São equivalentes as seguintes

afirmações:
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(a) x tem curvatura Hr+1 constante;

(b) Para toda variação de x que preserva volume, temos que A′r(0) = 0;

(c) Para toda variação de x, temos que J′r(0) = 0.

Demonstração. Vamos mostrar as equivalências na seguinte ordem:

(a)⇒ (c), (c)⇒ (b) e (b)⇒ (a).

(a)⇒ (c): Lembre que, dada uma variação de x, a constante λ do funcional de Jacobi associ-
ado à variação é escolhido de maneira que se Hr+1 é constante, então J′r(0) = 0. Portanto,
para toda variação de x, temos que J′r(0) = 0.

(c)⇒ (b): Se, para toda variação de x, J′r(0) = 0, em particular, para toda variação de x que
preserva volume, J′r(0) = 0. Mas se a variação preserva volume, vimos anteriormente
que os pontos críticos de Jr são os mesmos de Ar. Portanto A′r(0) = 0.

(b)⇒ (a): Suponha que existe p ∈M tal que

Hr+1(p) 6= H =⇒
(
Hr+1−H

)
(p) 6= 0.

Vamos supor, sem perda de generalidade, que
(
Hr+1−H

)
(p)≥ 0. Considere os conjun-

tos

M+ =
{

q ∈M|
(
Hr+1−H

)
(q)≥ 0

}
e

M− =
{

q ∈M|
(
Hr+1−H

)
(q)≤ 0

}
.

Como a função Hr+1−H é contínua e M+ é não vazio (pois p∈M+), então M+ é aberto.
Seja U um aberto de M com U ⊂M+ e ϕ : M→R uma função diferenciável com suporte
compacto em M+ tal que {

0≤ ϕ(q)≤ 1, ∀q ∈M
ϕ(q) = 1, ∀q ∈U .

Note que

L =
∫

M
ϕ(Hr+1−H)dM > 0.

Agora vamos definir uma função ζ : M→R para M−com as mesmas propriedades de ϕ .
Mas preimeiro precisamos verificar que M− é não vazio. Primeiro observe que∫

M
(Hr+1−H)dM = 0

De fato, ∫
M
(Hr+1−H)dM =

∫
M

Hr+1dM−H
∫

M
dM︸ ︷︷ ︸

A0

=
∫

M
Hr+1dM− 1

A0
A0

∫
M

Hr+1dM

= 0.
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Logo, se (Hr+1−H)(q)≥ 0 para todo q ∈M, como existe p tal que (Hr+1−H)(p)> 0,∫
M
(Hr+1−H)dM > 0,

que é absurdo devido a observação anterior. Portanto existe q ∈ M tal que (Hr+1 −
H)(q) < 0 e M− é não vazio. Com isso podemos contruir ζ : M → R com suporte
compacto em M− tal que {

0≤ ζ (q)≤ 1, ∀q ∈M
ζ (q) = 1, ∀q ∈V

onde V é uma aberto de M com V ∈M−. Daí,

S =
∫

M
ζ (Hr+1−H)dM < 0.

Tomando ψ =−L
S ζ , considere f = (ϕ +ψ)(Hr+1−H). Temos que∫
M

f dM =
∫

M
(ϕ +ψ)(Hr+1−H)dM

=
∫

M
ϕ(Hr+1−HdM+

∫
M

ψ(Hr+1−H)dM

= L− L
S

∫
M

ζ (Hr+1−H)dM︸ ︷︷ ︸
S

= 0.

Portanto, pelo Lema 3.2.1, existe variação normal de x que preserva volume e cujo vetor
variação é (ϕ +ψ)(Hr+1−H)N = f N. Para essa variação,

A′r(0) = −br

∫
M

Hr+1 f dM

= −br

∫
M

Hr+1 f dM+brH
∫

M
f dM

= −br

∫
M

f (Hr+1−H)dM

= −br

∫
M
(ϕ +ψ)(Hr+1−H)2 < 0.

Concluímos então que se Hr+1 não é constante, existe uma variação de x que preserva
volume tal que A′r(0) 6= 0. Portanto, se A′r(0) = 0 para toda variação de x que preserva
volume, então Hr+1 e constante igual a H.

Para hipersuperfícies com (r+1)-ésima curvatura constante, a proposição anterior nos mo-
tiva a estabelecer a seguinte noção de estabilidade:



3.3 DESCRIÇÃO DO PROBLEMA VARIACIONAL 47

Definição 3.3.2. Seja Mn+1
c uma variedade Riemanniana orientável com curvatura seccional

constante c e x : Mn→Mn+1
c uma hipersuperfície fechada com Hr+1 constante. Dizemos que

x : Mn→ Mn+1
c é r-estável se A′′r (0) ≥ 0 para toda variação X : Mn× (−ε;ε) −→ Mn+1

c de x
que preserva volume.

Considere o conjunto

G =

{
f ∈C∞|

∫
M

f dM = 0
}
.

Proposição 3.3.2. x : Mn → Mn+1
c é r-estável se, e somente se, para todo f ∈ G , temos que

J′′r (0)( f )≥ 0.

Demonstração.
(⇒) : Suponha que x : Mn→Mn+1

c é r-estável e seja f ∈ G .∫
M

f dM = 0.

Então existe uma variação X : Mn× (−ε;ε) −→ Mn+1
c de x que preserva volume, cujo vetor

variação é dado por
∂X
∂ t

= f N.

Logo V ′′(0) = 0 e portanto,

J′′r (0) = A′′r (0)+λV ′′r (0) = A′′r (0)≥ 0.

(⇐) : Seja X : Mn× (−ε;ε)−→Mn+1
c uma variação de x que preserva volume e f : M→R tal

que
∂X
∂ t

∣∣∣
t=0

= f N +

(
∂X
∂ t

∣∣∣
t=0

)T

.

Como X preserva volume,

V ′(t) =
∫

M
f dMt = 0 ∀t ∈ (−ε;ε)⇒ f ∈ G .

Então, por hipótese, J′′r (0)≥ 0. Portanto,

J′′r (0) = A′′r (0)+λV ′′(0) = A′′r (0)≥ 0

e x é r-estável.

Por fim, a fórmula da segunda variação do funcional de Jacobi é fornecida no seguinte
resultado.

Proposição 3.3.3. Se x : Mn→Mn+1
c tem Hr+1 constante, então

J′′r (0)( f ) =−(r+1)
∫

M
{Lr f + c tr(Pr) f + tr(A2Pr) f} f dM.
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Demonstração.
Vimos em 3.3 que

J′r(t) = br

∫
M
[H−Hr+1] f dMt

Logo

J′′r (0) = br
d
dt

∫
M

[
H−Hr+1

]
f dMt

∣∣∣∣
t=0

= −br

∫
M

{
∂

∂ t
(Hr+1)

∣∣∣∣
t=0

}
f dM+br

∫
M

[
H−Hr+1(0)

] ∂

∂ t
( f dMt)

∣∣∣∣
t=0

= −br

∫
M

r+1
br
{Lr f + c tr(Pr) f + tr(A2Pr) f} f dM

−br

∫
M

〈(
∂X
∂ t

)t

,gradHr+1

〉
f dM

= −(r+1)
∫

M
{Lr f + c tr(Pr) f + tr(A2Pr) f} f dM.



CAPÍTULO 4

Uma Caracterização de Hipersuperfícies r-Estáveis

Neste capítulo vamos demonstrar o resultado principal deste trabalho, que verifica que as
únicas hipersuperfícies r-estáveis imersas em variedades Riemannianas com curvatura seccio-
nal constante são as esferas. Primeiramente vamos ver a esfera como um primeiro exemplo de
hipersuperfície com essas características. Em seguida vamos verificar que, de fato, as esferas
são o único exemplo.

4.1 Exemplo de Hipersuperfície r-Estável

Proposição 4.1.1. Seja Mn+1
c uma variedade Riemanniana simplesmente conexa e orientável

com curvatura seccional constante c. Então as esferas geodésicas do Mn+1
c são r-estáveis.

Demonstração.
Seja x : Mn→Mn+1

c uma esfera geodésica de Mn+1
c . Sabe-se que as esferas geodésicas de

Mn+1
c são hipersuperfícies compactas, totalmente umbílicas. Assim, suas curvaturas principais

são iguais a uma certa constante k. Sem perda de generalidade, podemos supor que k > 0. Daí
obtemos que A = kI e

S j =

(
n
j

)
k j.

Como Mn+1
c tem curvatura seccional constante, Lr( f ) = divM(Pr grad f ).

Note que Pr(A) =
(n−1

r

)
krI. De fato,

r

∑
i=0

(−1)i
(

n
r− i

)
=

r

∑
i=0

(−1)r−i
(

n
i

)
= (−1)r +

r

∑
i=1

(−1)r−i
(

n
i

)
= (−1)r +

r

∑
i=1

{
(−1)r−i

[(
n−1
i−1

)
+

(
n−1

i

)]}
= (−1)r +

r

∑
i=1

[
(−1)r−i

(
n−1
i−1

)]
+

r

∑
i=1

[
(−1)r−i

(
n−1

i

)]
.
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r

∑
i=0

(−1)i
(

n
r− i

)
= (−1)r +

r

∑
i=1

[
(−1)r−i

(
n−1
i−1

)]
+

r

∑
i=1

[
(−1)r−i

(
n−1

i

)]
= (−1)r +(−1)r−1 +

r

∑
i=2

[
(−1)r−i

(
n−1
i−1

)]
+

r−1

∑
i=1

[
(−1)r−i

(
n−1

i

)]
+

(
n−1

r

)
=

r−1

∑
j=1

[
(−1)r−( j+1)

(
n−1

j

)]
+

r−1

∑
j=1

[
(−1)r− j

(
n−1

j

)]
+

(
n−1

r

)
=

(
n−1

r

)
.

Logo,

Pr =
r

∑
i=0

(−1)iSr−iAi

=
r

∑
i=0

(−1)i
(

n
r− i

)
kr−ikiI

=

[
r

∑
i=0

(−1)i
(

n
r− i

)]
krI

=

(
n−1

r

)
krI.

Segue que

Lr( f ) = divM

((
n−1

r

)
krgrad f

)
=

(
n−1

r

)
kr

∆( f ).

Portanto,

J′′r (0) = −(r+1)
∫

M
{Lr( f )+ [c tr(Pr)+ tr(A2Pr)] f} f dM

= −(r+1)
∫

M

{(
n−1

r

)
kr

∆ f +
[

cn
(

n−1
r

)
kr +n

(
n−1

r

)
kr+2

]
f
}

f dM

= (r+1)
(

n−1
r

)
kr
∫

M

{
− f ∆ f −n(c− k2) f 2}dM.

Agora, levando em consideração que Mn é isométrica a uma esfera n-dimensional Euclidi-
ana com curvatura seccional constante (c+ k2), o primeiro autovalor η1 do Laplaciano de M
é

η1 := in f


−
∫

M
f ∆ f dM∫

M
f 2dM

; f ∈C∞(M), f 6= 0,
∫

M
f dM = 0

= n(c+ k2).
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Mais informações sobre o cálculo de η1 poderm ser encontradas em [5]. Logo,

J′′r (0)≥ (r+1)
(

n−1
r

)
kr
∫

M
{η1−n(c+ k2)} f 2dM = 0

e, portanto, x : Mn→Mn+1
c é r-estável.

4.2 As Formas Espaciais Riemannianas e as Funções Altura

No que segue, lembremos que o espaço (n+ 2)-dimensional de Lorentz-Minkowski Ln+2 é o
espaço vetorial Rn+2 munido da métrica

〈,〉=−dx2
0 +dx2

1...+dx2
n+1,

onde (x0, ...,xn+1) são as coordenadas canônicas de Rn+2. O espaço hiperbólico

Hn+1 = {p ∈ Ln+2;〈p, p〉=−1, p0 ≥ 1},

é uma hipersuperfície de Ln+2 cuja métrica induzida pela inclusão i : Hn+1 → Ln+2 é uma
métrica Riemanniana. Com essa métrica, Hn+1 é uma variedade Riemanniana simplesmente
conexa com curvatura seccional constante igual a −1. O espaço Euclidiano Rn+1 e a esfera
Euclidiana Sn+1 ⊂Rn+2 são variedades Riemannianas com curvatura seccional constante igual
a zero e 1, respectivamente. O próximo resultado verifica que toda variedade Riemanniana,
simplesmente conexa, com curvatura seccional constante é isométrica a uma dessas três varie-
dades. Tal resultado encontra-se demonstrado em [7].

Proposição 4.2.1. Seja Mn+1
c uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa,

com curvatura seccional constante c. Então Mn+1
c é isométrica a:

a) Hn+1, se c =−1,

b) Rn+1, se c = 0,

c) Sn+1, se c = 1.

As variedades completas com curvatura seccional constante são chamadas formas espaci-
ais Riemannianas. Agora, para hipersuperfícies em Rn+1, seja U um vetor em Rn+1 fixado,
para hipersuperfícies em Sn+1, seja U um vetor em Rn+2 fixado, e para hipersuperfícies em
Hn+1, seja U um vetor em Ln+2 fixado. Definimos as funções

fU : Mn → R
p 7→ fU(p) = 〈N(p),U〉p

e
gU : Mn → R

p 7→ gU(p) = 〈x(p),U〉p .
Estas são as funções altura na direção do vetor U associado a hipersuperfície.

O próximo lema será usado na demonstração do resultado principal e encontra-se demons-
trado em [4].



4.3 CARACTERIZAÇÃO DE HIPERSUPERFÍCIES r-ESTÁVEIS 52

Lema 4.2.1. Se fU e gU são as funções alturas da hipersuperfície x : Mn → Mn+1
c definidas

acima, então

Lr( fU) = −
(

n
br

r+1
HHr+1−br+1Hr+2

)
fU + cbrHr+1gU −

br

r+1
〈gradHr+1,U〉 ,

Lr(gU) = brHr+1 fU − cbrHrgU ,

onde br = (r+1)
( n

r+1

)
4.3 Caracterização de Hipersuperfícies r-Estáveis

Agora podemos estabelecer o principal resultado deste trabalho, que fornece uma caracte-
rização de superfícies r-estáveis.

Teorema 4.3.1. Seja Mn+1
c um hemisfério aberto de Sn+1, se c = 1, ou Hn+1, se c = −1.

Seja x : Mn→Mn+1
c uma hipersuperfície fechada com Hr+1 > 0 constante. A hipersuperfície

x : Mn → Mn+1
c é r-estável se, e somente se, Mn é uma esfera e x é sua inclusão como uma

esfera geodésica.

Demonstração.
(⇐)Se x : Mn→Mn+1

c é uma esfera geodésica de Mn+1
c , já verificamos na Proposição 4.1.1

que x é r-estável. Resta apenas mostrar a recíproca.
(⇒)Seja x : Mn → Mn+1

c uma hipersuperfície como nas hipóteses. Como Hr+1 > 0, o
operador L j é elíptico e H j > 0, para todo j ∈ {1, ...,r}.

1º caso: Suponha que Mn+1
c é um hemisfério aberto de Sn+1 ⊂ Rn+2.

Seja N(p) = (N1(p), ...,Nn+2) um campo normal a Mn e

N =
∫

M
NdM =

(∫
M

N1dM, ...,
∫

M
Nn+2dM

)
.

Afirmamos que N 6= 0. De fato, suponha que N = 0. Para cada U ∈ Rn+2

0 =
〈
N,U

〉
=

〈∫
M

NdM,U
〉
=
∫

M
〈N,U〉dM.

Fixe {U0, ...,Un+1} uma base ortonormal de Rn+2 e para cada k ∈ {0, ...,n+1}, con-
sidere as funções altura na direção de Uk associadas a hipersuperfície, dadas por:

fk : Mn −→ R
p 7−→ fk(p) = 〈N(p),Uk〉

e
gk : Mn −→ R

p 7−→ gk(p) = 〈x(p),Uk〉 .
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Como x : Mn→Mn+1
c é r-estável e

∫
M fkdM = 0, segue que

J′′r (0)( fk)≥ 0

para cada k ∈ {0, ...,n+1}. Daí,

0 ≤ −(r+1)
∫

M
{Lr( fk)+ [tr(Pr)+ tr(A2Pr)] fk} fkdM

= −(r+1)
∫

M

{
−
(

n
br

r+1
HHr+1−br+1Hr+2

)
fk

+brHr+1gk−
br

r+1
〈gradHr+1,Uk〉

+

[
brHr +n

br

r+1
HHr+1−br+1Hr+2

]
fk

}
fkdM

= −(r+1)br

∫
M

[
Hr+1gk fk +Hr f 2

k
]

dM

para cada k ∈ {0, ...,n+1}. Somando de k = 0 até n+1 temos que

0 ≤
n+1

∑
k=0
−(r+1)br

∫
M

[
Hr+1gk fk +Hr f 2

k
]

dM

= −(r+1)br

∫
M

[
Hr+1

n+1

∑
k=0

gk fk +Hr

n+1

∑
k=0

f 2
k

]
dM.

Note que, usando o produto interno usual de Rn+2, obtemos

n+1

∑
k=0

gk fk =
n+1

∑
k=0
〈x,Uk〉〈N,Uk〉= 〈x,N〉= 0,

pois N ∈ TxSn+1, e
n+1

∑
k=0

f 2
k =

n+1

∑
k=0
〈N,Uk〉2 = ‖N‖2 = 1.

Logo, lembrando que Hr > 0,

0≤−(r+1)br

∫
M

HrdM < 0

que é absurdo. Portanto, N 6= 0. Então, podemos considerar {U0, ...,Un+1} uma base
ortonormal de Rn+2 com

U0 =
N
‖N‖

.

Definindo fk e gk como antes, temos que∫
M

fkdM = 0
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para cada k ∈ {1, ...,n+1}. De fato, se k ∈ {1, ...,n+1},

0 =
〈
N,Uk

〉
=

〈∫
M

NdM,Uk

〉
=
∫

M
〈N,Uk〉dM =

∫
M

fkdM.

Portanto, como x é r-estável,é J′′r (0)( fk)≥ 0 e

−(r+1)br

∫
M
[Hr+1gk fk +Hr f 2

k ]dM ≥ 0.

Somando, agora de 1 ate n+1,

0 ≤
n+1

∑
k=1
−(r+1)br

∫
M
[Hr+1gk fk +Hr f 2

k ]dM

= −(r+1)br

∫
M

[
Hr+1

n+1

∑
k=1

gk fk +Hr

n+1

∑
k=1

f 2
k

]
dM

= −(r+1)br

∫
M

[
Hr+1(−g0 f0)+Hr(1− f 2

0 )
]

dM.

Note agora que para qualquer referencial ortonormal de Rn+2 {x = e0,e1...,en,en+1 =

N} adaptado a hipersuperfície x : Mn→Mn+1
c ,

1− f 2
0 ≥ g2

0

pois

1 = |U0|2 =
n+1

∑
i=0
〈U0,ei〉2 ≥ 〈U0,x〉2 + 〈U0,N〉2 = f 2

0 +g2
0.

Logo

0 ≤ (r+1)br

∫
M

[
Hr+1(g0 f0)−Hr(1− f 2

0 )
]

dM

≤ (r+1)
∫

M
g0 [brHr+1( f0)−brHrg0]dM

= (r+1)br

∫
M

g0Lr(g0)dM

= −(r+1)br

∫
M
〈Prgradg0,gradg0〉dM.

Como Lr é elíptico, temos que Pr é positivo definido e

〈Prgradg0,gradg0〉 ≥ 0.

Portanto,
0≤−(r+1)

∫
M
〈Prgradg0,gradg0〉 ≤ 0.

Consequentemente gradg0 = 0, ou seja, g0 = 〈U0,x〉 é constante.

Concluimos então que x(Mn) está contida na interseção entre um hiperplano de Rn+2

e Sn+1. Consequentemente, x(Mn) é uma esfera geodésica de Sn+1.
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2º caso: Suponha que Mn+1
c é o espaço hiperbólico Hn+1 ⊂ Ln+2 e suponha também que

x(p) = (x1(p), ...,xn+2(p)). Seja

x =
∫

M
xdM =

(∫
M

x1dM, ...,
∫

M
xn+2dM

)
.

Como 〈x,x〉=−1, então
〈x,x〉< 0. (4.1)

De fato, embora pareça óbvia, a desigualdade acima não é tão simples de ser veri-
ficada. Sua demonstração pode ser encontrada no Apêndice A deste trabalho. Fixe
U0 =

x
‖x‖ e complete a base ortonormal {U0, ...,Un+1}. Para cada k ∈ {0, ...,n+1},

0 = 〈x,Uk〉=
〈∫

M
xdM,Uk

〉
=
∫

M
〈x,Uk〉dM =

∫
M

gkdM.

Como x : Mn→Mn+1
c é r-estável, para k ∈ {1, ...,n+1},

J′′r (0)(gk)≥ 0.

Daí,

0 ≤ −(r+1)
∫

M
{Lr(gk)+ [−tr(Pr)+ tr(A2Pr)]gk}gkdM

= −(r+1)
∫

M

{
brHr+1 fk +brHrgk

+

[
−brHr +n

br

r+1
HHr+1−br+1Hr+2

]
gk

}
gkdM

= −(r+1)
∫

M

[
brHr+1 fkgk +

(
n

br

r+1
HHr+1−br+1Hr+2

)
g2

k

]
dM.

Segue que

0≤−(r+1)
∫

M

[
brHr+1

n+1

∑
k=1

fkgk +

(
n

br

r+1
HHr+1−br+1Hr+2

)n+1

∑
k=1

g2
k

]
dM.

Note que, usando o produto interno de Ln+2, temos que

− f0g0 +
n+1

∑
k=1

fkgk =−〈N,U0〉〈x,U0〉+
n+1

∑
k=1
〈N,Uk〉〈x,Uk〉= 〈N,x〉= 0

e

−g2
0 +

n+1

∑
k=1

g2
k =−〈x,U0〉2 +

n+1

∑
k=1
〈x,Uk〉2 = 〈x,x〉=−1.
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Considere um referencial {x = e0,e1, ...,en,en+1 = N} adaptado à hipersuperfície x.
Tal referencial é ortonormal, pois {e1, ...,en+1} é referencial ortonormal em Mn,
〈x,x〉 = −1 e 〈x,ei〉 = 0 para todo i ∈ {1, ...,n+ 1}. Para qualquer referencial or-
tonormal desse tipo

−1 = 〈U0,U0〉=−〈U0,x〉2 +
n

∑
i=1
〈U0,ei〉2 + 〈U0,N〉2 ≥−g2

0 + f 2
0 ,

e consequentemente, 1−g2
0 ≤− f 2

0 .

Portanto,

0 ≤ (r+1)
∫

M

[
−brHr+1 f0g0 +

(
n

br

r+1
HHr+1−br+1Hr+2

)
(1−g2

0)

]
dM

≤ (r+1)
∫

M

[
−brHr+1 f0g0−

(
n

br

r+1
HHr+1−br+1Hr+2

)
f 2
0

]
dM

= (r+1)
∫

M

[
−brHr+1g0−

(
n

br

r+1
HHr+1−br+1Hr+2

)
f0

− br

r+1
〈gradHr+1,U0〉︸ ︷︷ ︸

0

]
f0dM

= (r+1)
∫

M
f0Lr( f0)dM

Pela Proposição 2.2.2, temos que∫
M

f0Lr( f0)dM =−
∫

M
〈Prgrad f0,grad f0〉dM.

Logo,

0≤ (r+1)
∫

M
f0Lr( f0)dM =−(r+1)

∫
M
〈Prgrad f0,grad f0〉dM.

Como Lr é elíptico, Pr é positivo definido, ou seja,

〈Prgrad f0,grad f0〉 ≥ 0.

Segue que

0≤−
∫

M
〈Prgrad f0,grad f0〉dM ≤ 0.

Portanto, como Pr é positivo definido, grad f0 = 0 e 1− g2
0 = − f 2

0 . Isso implica que
g0(p) = 〈x(p),U0〉 é constante. Logo, x(Mn) está contido na interseção de um hiper-
plano Euclidiano de Ln+2 com Hn+1, e portanto, x(Mn) é uma esfera geodésica de
Hn+1, concluindo assim a nossa demonstração.



APÊNDICE A

Demonstração Da Desigualdade 4.1

A.1 Desigualdade 4.1

Com o intuito de verificar a desigualdade 4.1, vamos demonstrar a seguinte proposição:

Proposição A.1.1. Seja Mn uma variedade Riemanniana e x : Mn → Hn+1 uma imersão de
Mn no espaço hiperbólico Hn+1 ⊂ Ln+2. Considere x(p) = (x0(p), . . . ,xn+1(p)). Definindo
x ∈ Ln+2 por

x =
∫

M
xdM =

(∫
M

x0dM, . . . ,
∫

M
xn+1dM

)
,

temos que 〈x,x〉< 0.

Mas antes precisamos de alguns lemas auxiliares.

Lema A.1.1. Sejam ϕ,ψ : Mn→ R funções integráveis. Então(∫
M
|ϕψ|

)2

≤
∫

M
ϕ

2 ·
∫

M
ψ

2.

Demonstração.
O resultado é óbvio se

∫
M ϕ2 = 0 ou

∫
M ψ2 = 0. Se

∫
M ϕ2 > 0 e

∫
M ψ2 > 0, defina

a =

( ∫
M ϕ2∫
M ψ2

) 1
4

e b =

(∫
M ψ2∫
M ϕ2

) 1
4

.

Como a ·b = 1,

|ϕψ|= |aψ ·bϕ| ≤ a2ψ2 +b2ϕ2

2
.

Portanto (∫
M
|ϕψ|

)2

=

(∫
M

a2ψ2 +b2ϕ2

2

)2

≤ 1
4

(
a2
∫

M
ψ

2 +b2
∫

M
ϕ

2
)2

=
1
4

[
a4
(∫

M
ψ

2
)2

+b4
(∫

M
ϕ

2
)2

+2
∫

M
ϕ

2
∫

M
ψ

2

]

=
1
4

[∫
M

ϕ
2
∫

M
ψ

2 +
∫

M
ϕ

2
∫

M
ψ

2 +2
∫

M
ϕ

2
∫

M
ψ

2
]

=
∫

M
ϕ

2
∫

M
ψ

2.
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Lema A.1.2. Sejam f1, . . . , fn : Mn→ R funções integráveis. Então(∫
M

√
f 2
1 + . . .+ f 2

n

)2

≥
n

∑
i=1

(∫
M
| fi|
)2

.

Demonstração.
Faremos a demonstração por indução em n. Para o caso n = 2, note que(∫
M

√
f 2
1 + f 2

2

)2

−
(∫

M
| f1|
)2

=

[∫
M

√
f 2
1 + f 2

2 −
∫

M
| f1|
][∫

M

√
f 2
1 + f 2

2 +
∫

M
| f1|
]

=

[∫
M

(√
f 2
1 + f 2

2 −| f1|
)][∫

M

(√
f 2
1 + f 2

2 + | f1|
)]

.

Fazendo ϕ =

√√
f 2
1 + f 2

2 −| f1| e ψ =

√√
f 2
1 + f 2

2 + | f1| no lema anterior, temos que

(∫
M

√
f 2
1 + f 2

2

)2

−
(∫

M
| f1|
)2

=
∫

M
ϕ

2 ·
∫

M
ψ

2

≥
(∫

M
|ϕψ|

)2

=

(∫
M

√(√
f 2
1 + f 2

2 −| f1|
)(√

f 2
1 + f 2

2 + | f1|
))2

=

(∫
M
| f2|
)2

.

Portanto, (∫
M

√
f 2
1 + f 2

2

)2

≥
(∫

M
| f1|
)2

+

(∫
M
| f2|
)2

.

Agora considere k ∈ N, k > 2, e suponha que a desigualdade é válida para todo 2 ≤ n < k.
Vamos mostrar que a desigualdade também vale para n = k. Chamando f 2

1 + . . .+ f 2
k−1 de g2,

obtemos (∫
M

√
f 2
1 + . . .+ f 2

k

)2

=

(∫
M

√
g2 + f 2

k

)2

.

Aplicando o caso n = 2,(∫
M

√
g2 + f 2

k

)2

≥
(∫

M
|g|
)2

+

(∫
M
| fk|
)2

. (A.1)

Mas pela hipótese de indução,(∫
M
|g|
)2

=

(∫
M

√
f 2
1 + . . .+ f 2

k−1

)2

≥
k−1

∑
i=1

(∫
M
| fi|
)2

.
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Logo (∫
M
|g|
)2

+

(∫
M
| fk|
)2

≥
k

∑
i=1

(∫
M
| fi|
)2

.

Juntando esta última desigualdade com a desigualdade A.1, obtemos a desigualdade desejada.

Agora podemos partir para a demonstração da Proposição A.1.1.

Demonstração (Proposição A.1.1).
Como x(p) ∈Hn+1 ⊂ Ln+2, para cada p ∈Mn, temos que x0(p)> 0 e

〈x,x〉=−x2
0 + x2

1 + . . .+ x2
n+1 =−1.

Logo x0 =
√

1+ x2
1 + . . .+ x2

n+1. Aplicando o lema anterior, temos que

(∫
M

x0

)2

=

(∫
M

√
1+ x2

1 + . . .+ x2
n+1

)2

≥
(∫

M
1
)2

+
n+1

∑
i=1

(∫
M
|xi|
)2

.

Portanto

〈x,x〉 = −
(∫

M
x0

)2

+
n+1

∑
i=1

(∫
M

xi

)2

≤ −
(∫

M
x0

)2

+
n+1

∑
i=1

(∫
M
|xi|
)2

≤ −
(∫

M
1
)2

< 0.
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