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Resumo

O estudo de dlgebras de Hopf foi iniciado por Heinz Hopf em 1941, como uma estrutura na topologia
algébrica. Uma dlgebra de Hopf H € uma 4lgebra sobre um corpo k tal que H tem uma estrutura
dual compativel (dita codlgebra) e um antiendomorfismo S que generaliza a ideia de inversdao mul-
tiplicativa. Os tensores integrais das dlgebras de Hopf estdo intimamente relacionados com a sua
estrutura algébricas. Esta estrutura é uma peca chave de um programa de pesquisa para a classifi-
cacdo das algebras de Hopf, eles sao um ingrediente de grande importancia na topologia quantica
das variedades tridimensionais. Nesta dissertacdo, estudamos algumas constru¢des de dlgebras de
Hopf e algumas classes de exemplos consagradas tais como a dlgebra de um grupo, o envelope de
uma algebra de Lie, e alguns grupos quanticos. Também estudamos a estrutura dos tensores integrais
em dlgebras de Hopf e verificamos alguns teoremas notdveis e calculos diagramdticos sobre eles
baseando-nos nos trabalhos de David Radford e Greg Kuperberg dentre outros. Em particular, discu-
timos a reconstrucdo da estrutura de uma dlgebra de Hopf involutéria (S 2= ) a partir dos tensores
traco e cotrago. Para explicarmos estes temas, fizemos uma apresentacdo da estrutura categérica

(diagramatica) subjacente e ao conceito de traco quantico aqui empregado.

Palavras-chave: Algebra de Hopf. Teoria tensorial. Tracos. Integrais. Semissimplicidade.



Abstract

The study of Hopf algebras have initiated by Heinz Hopf in 1941 as a structure in algebraic topology.
A Hopf algebra H is a algebra over a field such that H has a compatible dual structure (known like
coalgebra) and an antiendomorfismo S that generalizes the notion multiplicative of the inversion.
The integral tensors of Hopf algebra are closely related with its algebraic structure. This estructure
is a key to the research program to the classification of Hopf algebras, they are a very important
ingredient in quantum topology of manifolds. In this thesis, we study some constructions of Hopf
algebras and some classes of examples such as consecrated algebra of a group, the envelope of a
Lie algebra, and some quantum groups. We also study the structure of the tensor integrals in Hopf
algebras and we found some remarkable theorems and diagrammatic calculations on them based
on the works of David Radford and Greg Kuperberg among others. In particular, we discuss the
reconstruction of the structure of a Hopf algebra involutory (S =) with the tensors trace and
cotrace. To explain these issues, we made a presentation of the categorical (diagrammatic) structure

behind them and the concept of quantum trace used here.

Keywords: Hopf Algebra. Tensorial theory. Trace Function. Integrals. Semisimplicity.
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CAPITULO 1

Introducao

Diz-se que H ¢é uma k -dlgebra, se este conjunto H € um k -espaco vetorial com um produto
M :H®H — H linear, associativa e com unidade. A estrutura dual a k -algebra denomina-se k -
codlgebra, e trata-se de um k -espacgo vetorial com coproduto A:H — H®H linear, coassociativa
e counidade !. Uma bidlgebra é um espaco vetorial H que possui a0 mesmo tempo uma estrutura
de dlgebra com unidade (H,M,1) e codlgebra com counidade (H,A,€) e o coproduto A deve ser
um morfismos de dlgebra. Por fim, para ser considerada uma algebra de Hopf, este uma bidlgebra
deve possuir uma generalizacdo da inversao multiplicativa S : H — H, que denomina-se antipoda.
A principio, esta defini¢do poderia ser considerada muito restritiva, mas existe um resultado devido
a [BDG99] que garante que a existéncia de um nimero infinito de tipos de algebras de Hopf. Esta
estrutura tdo particular tem demonstrado grande aplicabilidade em matematica e dreas afins. Nesta
dissertacdo, apresentaremos esta estrutura de forma sucinta, todavia de maneira bastante informativa
e formal.

Estas dlgebras de Hopf surgiram como algebras graduadas em topologia algébrica e a partir do
estudo dos anéis de cohomologia de grupos de Lie. Logo se identificaram exemplos sem graduagdo
tais como as dlgebras de grupo, envelopes universais de dlgebras de Lie e dlgebras de Hopf afins.

Na década de 1980, relacdes entre dlgebras de Hopf, topologia e fisica quantica foram descober-
tas, formando um estudo interdisciplinar denominado matematica quintica 2. Estes estudos incor-
poraram os grupos quanticos >, que sio dlgebras de Hopf ndo-comutativas e ndo-cocomutativas. Os
grupos quanticos tém uma forte relacdo com estudo das solucdes da equacdo de Yang-Baxter, que é
uma condi¢@o necessdria para a solubilidade de modelos mecanicos-estatisticos. Através da ‘quanti-
zagdo’” do envelope universal 4 de 4lgebras de Lie, criaram-se certos grupos quinticos. Estas relagdes
justificam o atual interesse dos fisicos por esta estrutura. Por outro lado, o estudo da matematica
quantica contribuiu para a teoria combinatéria e para teoria da representagdo e para outros ramos
da algebra quantica, para a topologia quintica, para a adlgebra comutativa [Eis95] e para geometria
ndo-comutativa.

As algebras de Hopf tém uma teoria de representacdo muito sofisticada devido as estruturas
categdricas adicionais ° que estdio presentes na categoria de seus médulos.

Quanto a classificacdo, o estudo das dlgebras de Hopf se dividiu em duas dire¢des: As dlgebras

'Uma counidade é uma aplicagio €:H — k que satisfaz (e ® idy) o A ~ idy ~ (idg @ €) 0 A.

2Vladimir Drinfeld (Carcévia, 14 de fevereiro de 1954) recebeu a Medalha Fields em 1990 por suas contribuicdes em
matematica quantica e fisica-matematica.

3Virios autores contribuiram para a criagio deste conceito.

4Pode-se dizer: ‘quantizacio’ por deformacdo por um parimetro. Faremos isto na Segio 4.2.10.

SPor exemplo, produto tensorial e, eventualmente, entrelacamento, dualidade, trago, etc. Apresentamos um pouco
destas estruturas no apéndice B, com objetivo apenas de ilustrar.
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de Hopf semissimples e ndo-semissimples.

Semissimples
z / z
Algebra de Hopf Algebra de Hopf
de Dimensdo Finita Ponteada
e Nio — |
Semissimples — [
Algebra de Hopf
Nao Ponteada

No caso ndo-semissimples, a subclasse das dlgebras de Hopf ponteadas foi intensivamente estudada
e ainda € materia de pesquisa.

Sejam H uma algebra de Hopf e p um nimero primo, temos que parte da classificacdao de
H é conhecida para os casos dimH = p, p?, 2p e 2p*> com p impar. As dlgebras de Hopf
de dimensdo p® ainda sdo um problema parcialmente aberto. Muitos autores contribuiram com a
sua classificacdo e ja se conseguiu catalogar as dlgebras de Hopf semissimples e ponteadas nestas
condicdes. Conjectura-se que toda dlgebra de dimensdo p> ou é semissimples ou é ponteadas ou é
a dlgebra dual de uma dlgebra ponteada. Assumindo-se algumas hipéteses adicionais, provou-se que
esta conjectura é verdadeira em [Gar05].

As integrais ©, que é um invariante dlgebrico das dlgebras de Hopf, contribuiram para classifica-
cdo das algebras de Hopf. Nas Secdo 3.2, desenvolveremos a teoria das integrais e reuniremos varios
fatos importantes sobre as integrais e sua aplicag@o na classificacdo de dlgebras de Hopf.

Se H € uma algebra de Hopf com integral ndo nula, entdio H é chamada dlgebra cofrobenius
€, ndo necessariamente, tem dimensao finita.

Outro problema cléssico da édlgebras de Hopf de dimensao finita, diz respeito a ordem da sua
antipoda. Desde entdo, passou a se estudar as poténcias das antipodas. Radford foi o responsédvel
por encontrar uma importante férmula para S*, que basicamente fechou o estudo da conjectura ’.
Como resultado desta férmula, temos o seguinte coroldrio.

Corolario 1. A ordem da antipoda de uma dlgebra de Hopf de dimensao finita é finita.

Além disso, o traco de S? estd intimamente relacionado com a semisimplicidade de H. A seguir
temos o resultado que relaciona o quadrado da antipoda com a semissimplicidade da 4lgebra.

Teorema 1 ([LR94],[LS69]). Se a caracteristicade k € zero, as seguintes condi¢ées em uma dlgebra
de Hopf de dimensao finita H sao equivalentes:

1. H € semissimples.
2. H é cosemissimples, isto é, H* é semissimples.

3. H é involutéria, isto é, S* =1.

®Retornaremos a esta defini¢io na Secio 2.3.
"Vide a [Rad94].
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Como consequéncia, uma subdlgebra e/ou a dlgebra quociente de uma dlgebra semissimples é
também semissimples.

Na topologia de baixa dimensao, os grupos quanticos e suas generalizagdes tém sido uma grande
fonte de coeficientes algébricos para os invariantes conhecidos como invariantes quénticos. Esta
especialidade teve inicio na década de 1980 e partiu da aplicacdo de técnicas tipicas da fisica tedrica
a objetos topoldgicos e, gradualmente, abstraiu seus métodos para o nivel de categorias. Neste
trabalho, ndo estaremos focados nesta pluralidade, mas no estudo especifico dos tensores integrais,
que se mostraram muito uteis em topologia de baixa dimensdo. As pesquisas sobre dlgebras de
Hopf em si mantém-se com grande vitalidade até hoje. Por exemplo, o programa de classificacdo de
Andruskiewitsch-Schneider 3 se mantém produtivo e atuante.

Cdlculos gréficos sdo utilizados em muitas ciéncias com objetivo de visualizar férmulas, simplifi-
car demonstragdes e extrair resultados. Sua ubiquidade € devida a natureza diagramadtica de diversas
categorias com estruturas adicionais. A cerca de 20 anos, cdlculos grificos especificos para alge-
bras de Hopf, mdédulos de Hopf e suas generalizacdes em categorias com estrutura adicional tém
sido elaborados e mostram muito valor teérico. Dai, descobriram-se dlgebras de Hopf (categdricas)
universais, que foram denominadas de objetos do tipo Hopf [Kup96]. Estes objetos sdo de natureza
diagramdtica e nos permitem provar teoremas sobre dlgebra de Hopf em contextos bastante gerais.
Estas técnicas inspiraram a constru¢ao de mais invariantes topolégicos que desempenharam papel
importante no desenvolvimento do programa de investigacdo que ja conseguiu algebrizar parcial-
mente as 3 -variedades fechadas °.

O objetivo geral desta dissertacao foi estudar as estruturas do tipo dlgebras de Hopf. Bem como
estudar seus invariantes e prorpriedades elementares. Como objetivo especifico, temos o estudo das
integrais de dlgebras de Hopf. O estudo das integrais possibilitam encontrar férmulas para demons-
trar que a ordem da antipoda € finita. Além disso, o estudo da categoria dos objetos do tipo Hopf é
rico e se mostrou util na classificacdo de 3 -variedades fechadas [Kup96] e [Kup89].

8No inicio de 2012, Nicolds Andruskiewitsch e Sonia Natalie visitaram o departamento de matematica da UFPE. E
ministraram minicursos durante o curso de verdo. Andruskiewitsch discursou sobre os seus trabalhos de classificacio de
algebra de Hopf de dimensao finita junto a Hans Jiirger Schneider.

Existe uma péagina no impa onde, dentre outras coisa, podemos encontrar videos onde se expdem as rela-
cdes entre as 3 -variedades topologicas e os grupos quanticos. O leitor interessado pode encontrar os videos em
http://video.impa.br/index.php?page=quantum-groups-and-3-manifold-invariants.



CAPITULO 2

Conceitos Introdutorios da Teoria

Neste Capitulo, introduziremos os conceitos de dlgebra, codlgebra, bidlgebra e dlgebra de Hopf.
Tomamos como referéncia os livros [Kas95], [DNROO], [Swe69a]. O objetivo deste Capitulo é
apresentar estas estruturas de forma detalhada. Cabe ressaltar que as dlgebras de Hopf possuem
uma antipoda S e um produto de convolugdo, que entenderemos melhor na Secdo 2.5.

2.1 Algebras

Definicao 2.1 (Algebra). Uma k -dlgebra associativa com unidade é uma tripla (A,M,i), onde A ¢
um espago vetorial sobre o corpo k e os morfismos M:A®A — A e i:k — A sdo transformagdes
lineares, tais que os seguintes diagramas comutam.

oM

AQA®A A®A
M®I M
A®A _ A Aok — % S AQA<—" koA

Denomina-se M de multiplicacdo e i de unidade. Observamos que, sendo estes diagramas co-
mutativos, equivale a afirmar que a dlgebra € associativa com unidade. Podemos escrever os axiomas
da associatividade e da unidade da seguinte maneira Mo (IQM)=Mo(M®I) e Mo (i®I) =
Mo(I®i)=1.

Defini¢do 2.2. Denomina-se subdlgebra um subespaco S de uma dlgebra (A, My, i) tal que, para
todos a,b € S, temos que

Mg(a®b) =Mp(a®b) €S e

is (L) = ia(1k)

Definicio 2.3. Denomina-se o subespago vetorial I da dlgebra (A,My,iy) de ideal de A, se
My(I®A+ARI) CI.

Com o ideal I de uma algebra A, define-se a dlgebra quociente A /I. Para isto, definimos o
conjunto A/l = {x+1I|x€ A} easoperagdes M:A/IQA/I— A/l e i:k— A/I, que estdo bem

12
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definidas, no sentido que seus resultados independem dos representantes das classes do conjunto
quociente e a verificacdo deste fato ndo é diferente do que € feito em anéis quocientes e em modulos
quocientes com o0s quais o leitor ja deve ter familiaridade.

Dada uma multiplicacdo M podemos definir a multiplicacdo repetida, que se trata de uma apli-
cacdo linear nos moldes da multiplicacdo, tal que M" : A" — A, satisfaz M"o (I"®i) = M""! e
M"™ ' =Mo(I@M")=Mo(M"®1I). Definiremos este morfismo recursivamente por:

MY =1, M'=M e M''':=Mo(IoM")
Proposi¢do 2.1. Paratodos n>1 ecom r €N, temos que M" :=M" o (I'@MI"").
Demonstragdo. No caso n =1, ouseja, M> =Mo(I@M)=Mo(M®I). Fixado n € N, supo-
nha que, para 0 <r <n, vale M"=M""'o(I"® M®I""'~"). Entdo, paratodo 1 <r<n-+1,
provaremos que M"t! =M"o (I'@M @I 1).
M}’H-] — Mo (I ®Mn)
= Mo(IM" 'o(I'eMaI"™'™"))
= Mo(I&M" Ho(loI'oMaI"™ )
M" o (Ir—H ®M®In—r—l)
Logo provamos, por indugido, o resultado que queriamos. ]
Proposicdo 2.2. Seja (A,M,i) uma dlgebra. Entdo a unidade i é tnica.
Demonstracdo. Sejam i,i’ duas unidades para uma algebra A e para a multiplicagio M. Entdo
temos que
(1) = M (' (1) ®i(1k)) = i(1k)
Logo as transformagdes lineares i,i’ s3o iguais, pois o sdo na base {1} de k. ]
Defini¢do 2.4. Sejam (A, M,i), (A’,M’,€') duas dlgebras. Uma aplicagio linear f:A — A" ¢é
denominada de morfismo de dlgebras, se satistaz

Mo(fof)=foM e  foi=1i.

Calculando os coeficientes de estrutura ! temos que, fixada uma base PB; para a dlgebra A,
M(B;®B;) = YLckPr e denotamos Ml’-< j = ¢k os coeficientes de estrutura da multiplicacéo.

Exemplo 2.1.1. (dlgebra trivial) Esta dlgebra é dada por (k,-, 1), onde - € a multiplicagao de
k e 1y sua unidade.

Exemplo 2.1.2 (Algebra Oposta). Para toda 4lgebra (A,M,i), podemos definir a dlgebra A°P =
(A, M°P i), satisfazendo
M°P =Mon AA

ou seja, M°?(a®@b) =M (b®a). E, assim, verificamos que
M°P o (I®M"p)(a,~ ®b,’®€,’) = M(ai®M(ci®bi)) = M(M(C,’ ®bl’) ®a,~) =M°?o (M()p ®I)(a,~®bi®ci)

Uma dlgebra tal que M°P = M ¢é denominada dlgebra comutativa, ou seja, as algebras comutativas
sdo as dlgebras tais que M°? =M oTpgp =M.

ILeia a Secdo A.1.
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Exemplo 2.1.3 (Produto Tensorial de Algebras). Sejam (A,My,ip) e (A',M/,i) duas dlgebras
quaisquer. A partir destas dlgebras, podemos definir a dlgebra (AQ A’ Mpepr,ip0nr), satisfazendo
Mygn = My @My )o(I@Tp o ®I) € igga =ip @1 e, verificamos que:

Maga (Ipon @ MA@A’) ((aqy®@ ) ® (ap)®b()) @ (az) ®b3))) =

= Mpen ((an)@b(1)) @ (ap)aE) @bpybs)))

=aq)(a@)ag >> ®b< >(b<2>b<a>)
para ndo carregar a notagdo, denotaremos M(a ® b) simplesmente por ab. Da mesma forma, veri-
ficamos que

MA@A'(MA®A'®IA®A')((G ) ®b(1)) ® (a2 ®@b()) @ (az) ®b(3))) =
= Mpeun((ag ( ) ® ( nbe )) (az)®b3)))
= (aqya))aE) @ (bbb

e, portanto, a multiplicagdo assim definida é associativa devido as dlgebras A, A’ serem associativas,
ou seja, vale que a(l)(a(z)a(3)) = (a(l)a(z))a(3) (& b(l)(b(z)b(3)) = (b(l)b(2)>b(3).

Mpgp(ipnon @Izon) =My o (ian@Iy) @Mpro(iy ®Iy) = Iygar-

A outra relagdo para a identidade é simples e deixamos ela a cargo do leitor.

2.2 Coalgebras

As codlgebras, como o proprio nome faz referéncia, sdo estruturas definidas a partir do dual de
dlgebras. Seus axiomas sdo os duais dos axiomas de defini¢cdo de dlgebras como o leitor podera
observar a seguir:

Definicéo 2.5 (Codlgebra). Uma k -codlgebra (coassociativa com counidade) é uma tripla (C, A, €)
na qual C ¢é um espaco vetorial sobre o corpo k e os morfismos A:C - C®RC e €¢:C — k sao
transformacoes lineares tais que os seguintes diagramas comutam

C A CeC C
A 10A = =
CxC v CCxC Cxk o CxC -~ ks C

Denomina-se A por comultiplicagdo e € por counidade. O primeiro diagrama ser comutativo
€ o que define a coassociatividade da codlgebra. Podemos expressar estes diagramas da seguinte
maneira (I @A) = (A®I)oA =1. J4 o fato expresso pela comutatividade do segundo diagrama
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define a propriedade essencial do morfismo counidade, ou seja, (I®€)oA= (e®A)=¢ 2. Paraa
comultiplicagdo A, denotaremos a ac¢do deste morfismo sobre x por

A(x) = Zx(l)i ®X(2)i-

Esta notacdo € chamada de notagdo de Heyneman-Sweedler. Contudo, é costume suprimir o indice
i e, muitas vezes, até mesmo o simbolo do somatério 3. Assim a sentenga resultante €

A(x) = Y x(1) ®x(2) = X(1) DX
A coassociatividade escrita segundo a notacao de Heynemam-Sweedler €
(I®A)oA(x) =x(1)® (x2)(1) @X2)2)) = (X(1)(1) @X(1)(2)) @ X(2) = (ART) 0 A(x)

e, pelo que vimos, podemos simplificar mais a notacao levando em consideragdo a igualdade anterior
para escrever:
([®A) OA()C) = X(1) ®X(2) ®X(3) = (A®1) OA(X)

No caso do morfismo €, a notagio de Heynemam-Sweedler para (e®1)oA(x) = (I®€)oA=1 ¢
dada por

ZS(X(l))X(Z) =X= ZX(l)S(X(z)). 2.1)

Definicao 2.6. Denomina-se de subcodlgebra um subespaco S de uma codlgebra tal que, para todo
a €S, temos

As(a) =Ac(a) eS®S e egg(a) =¢c(a)

Definicio 2.7. Denomina-se o subespago I da codlgebra (C,Mc,ic) de coidealde C, se Ac(I) C
I9C+C®I e gc(l) =0.

A partir do coideal, definimos uma estrutura de codlgebra no espago vetorial quociente C/I =
{x+1I|x € C}. Basta observar que as aplicacdes

A: C/I — C/I®C/I e: C/I — C/IaC/I
c —  A(¢) =A(c) c —  €(c) =¢(c)

estdo bem definidas. Observe que A(x+1) =A(x)+I®C+C®I, portanto aclasse A(x+1)=A(x).

De maneira similar, €(x+17) = €(x), ou seja, A, € estdo bem definidas. A coassoaciatividade A
segue da coassociatividade de A, tendo em vista que

Para a counidade, temos

(E@I) oA = Zf—l(f(l)) ®f(2) = ZE(X(l)) ®X(2) =X.

2Essa igualdade, na verdade, faz uso do isomorfismo natural k@ C = C®k.
3 A supressido do simbolo do somatério é devida 4 notacdo proposta por Einstein.
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Analogamente, se verifica que Y X(;) ® €(X(2)) = X.

Dada uma codlgebra, podemos deﬁmr a comultiplicacao repetida, que é uma aplicagao linear nos
moldes da comultiplicagio tal que A" :A — A®" e que € definida a partir da prépria comultiplicagio.
Definiremos estes morfismos do seguinte modo

Al =
An+l :(I®An)OA
Proposiciio 2.3. Paratodos n€N ecom 1 <rc<n-—1, temosque A":=(I"'@ARI" " 1)oA" 1

Demonstracdo. Sabemos que (I @ A)oA = (A®I)oA pela coassociatividade. Suponha que valha
A= (I'@ARI" "N oA" ! para 1 <r<n-—1, entdo podemos concluir que

An—i—l (1®An) oA
= (JoI'®Ax ™ Ha oA
= II'@ARI" " No(IA" oA
(Ir—H ®A®Iﬂ—r—l)) oA,
Logo provamos, por indug¢ao finita, o resultado que queriamos. ]

Proposicao 2.4. Seja (C,A,€) uma codlgebra. Entdo a counidade € é tnica.

Demonstragdo. Sejam €,€' duas counidades para uma coédlgebra C com relagdo a comultiplicagio
A. Entdo temos que como € éuma counidade, (€®1I)oA =1, ou seja, paratodo x € C vale que

A(x) = ¥x(1) ®x(2). Nesta caso, podemos assumir que {x(j)},{x()} sdo conjuntos linearmente
1ndependentes Portanto aplicando a propriedade da counidade Y &€(x(1))x2) = x = L& (x(1))x(2)-
Além disto, temos que Y x(1)€(x(y)) = x implica em x ser gerado por {x(j)}. Escolhamos uma
base {x;} de C, sabemos que Alxj) = Y x(1);®xq2);, portanto o conjunto {xa)jh<izk;

1<i<k;

gera x;, e como vimos nestes conjuntos vale s(x(l) j) =¢€'(x(;);). Temos que, como {x;} gera C,
entdo {x(;);} gera C. Por fim, temos que, como vale que &(x(;);) = € (x(1);) paratodo j, segue
facilmente que €(x;) =€ (x;). Logo as transformacdes lineares €,€’ sdo iguais, pois 0 sdo na base
Xj. O

Com respeito a Proposicao 2.4, podemos parafrasear [Kup89] e afirmar que a "a carne"da coal-
gebraestiem A, ou seja, a comultiplicacdo define uma tinica counidade.

z

Definicio 2.8. Sejam (C,A,e) e (C',A',€') duas codlgebras. Uma aplicagéo linear f:C — C’ é
denominada um morfismo de codlgebras, se satisfaz

(fefloA=Aof e gof=¢t.

Calculando os coeficientes de estrutura e fixando uma base [3; para a codlgebra C, temos que
A(Bi) =X cjx(Bj®Bi) edenotamos A/ F—e ik os coeficientes de estrutura da comultiplicac@o.
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Exemplo 2.2.1 (Codlgebra Co-oposta). Para toda codlgebra (C,A,€), podemos definir outra codl-
gebra (C,A“P &) onde
AP — TC,C oA

ou seja, AP(a) =TecoA(a) =Tc. c@a ®a()) = Lap) ©a
(IQA“P)oA“P(a) =) a3y @ap) ®@agy) = (AP @1) 0 A“P(a) (2.2)
Uma codlgebra tal que A°? = A € dita uma algebra cocomutativa, ou seja, Tcepc ©A = A.

Exemplo 2.2.2 (Produto tensorial de codlgebras). Sejam as codlgebras (C,Ac,ec) e (C',Acr,€ec).
Entdo podemos definir a produto tensorial destas codlgebras (CRC',Acocr,€cac), onde Acgor =
(I@tco®@I)o(Ac®Ar) € ecne = ec @ e

(Acwer @Icacr) 0 Acoc (a® b) (AC®C’ ®Icec) (@) @bp)) @ (ag) @ b))
= (ay®b(1)) ®(ap) @ )® (a@) ® ( ))
= (AC®C’ ®IC®C’)((a (1)) ® (a@p) @b(2)))
= (lcec @ Acger) © AC@C’ (a ®D).

2.3 Algebras e Coalgebras Duais

Nesta se¢do, dualizaremos as dlgebras A (codlgebras C) para obter a codlgebra A* (resp. dl-
gebra C*) definida a partir da transposta da aplicagdo M (resp. A) de A. Ressaltamos que para
dualizar as dlgebras a dimensdo do espaco vetorial faz diferengca como serd explicado na Secao 2.3.2.
Esta aplicagdo T ndo € invertivel sempre, mas apenas nos casos onde A tem dimensao finita. Con-
tudo, nos restringiremos as dlgebras de dimensao finita para evitar o problema da cardinalidade.

23.1 A Algebra Dual de Uma Coalgebra

Dada uma codlgebra (C,A,¢€) e seja a comultiplicagio A: C — C®C. Queremos definir uma
dlgebra a partir da estrutura original de codlgebra. Para isto, tomemos a aplicacdo adjunta A* :
(C®C)* — C* e definamos a multiplicacdo em C* por:

a: C'eC* — (CRC)
(ferg) r— [f-g:CoC—k,

satisfazendo (f-g)(x®y) = f(x)g(y). Deste modo, podemos definir as fungdes My = A*oa e
ic» =€*, que tornam o conjunto (C*, Mc+,ic+) uma dlgebra. Basta verificar que My é associativo,
ou seja,

Mo (I®Mc+)(f@®g®h)(x) = o(f@Mc-(g®h))oA(x)
= Y flx M(C* (8®h)(x@2))
= Y F(xa)8(x))h(x2)2)

Y fxa (X (1)(2))8x(2))

_ Moo (Me s 1)(f g h) sy
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Além disso, precisamos verificar o axioma da counidade

My o (I®ic)(f@1k)(x) = Y Flxay)ic (1K) (x)
= ) ) (Elx))

= f(}Y e(xe)xq)
= f(x).

Analogamente ao que fizemos antes, vale que

My o (ic- @) (k@ f)(x) =Y ic+ (1) (x(1)) f (x(2))
= Y Flxp)(Ekm))

S e(x)x)
= f(x).

Temos que o dual de uma codlgebra € uma dlgebra e, portanto, podemos enunciar o seguinte resul-
tado:

Proposicao 2.5. Seja (C,A,e) uma codlgebra. Entdo (C*,Mc+,ic+), como definimos acima, é
uma dlgebra.

2.3.2 A Codlgebra Dual de uma Algebra de Dimenso Finita

Se tentarmos obter uma codlgebra a partir do dual de uma dlgebra, teremos um problema com
o fato da fungio o : A*®A* — (A®A)* * ndo ser invertivel, em geral, quando dimA = o. No
contexto deste trabalho, estamos interessados, com poucas exceg¢des, nas dlgebras de Hopf de dimen-
sdo finita. Pois, ndo precisamos nos preocupar com a fung¢do o; tendo em vista que o € sempre
invertivel nestas condicdes.

Para édlgebras de dimensio finita, temos sempre como definir a codlgebra (A* Ap«,€x+), onde
Ap+ =~ ToM* sendo M*: A* — (A®A)*. Verificaremos a coassoaciatividade desta operagio

(I @A) 0 Ap(f) = U 2A) (Y f1y® fr2) = Y. F)) ) ®f)2)
Ora, sendo o um isomorfismo

o: AFQA*QA* — (AQARQA)
f@g®h — f(x)8()h(z) =u(x@y®z)

temos que, pela propriedade do produto tensorial Definicdo A.2, existe uma dnica transformagdo
linear u: A®3 — k com esta propriedade. Neste caso, vale que

M(x®y) =Y fu)(x foyMx®y)) = fiyn) ) fay e )

4Quando A tiver dimensdo infinita, entdo a cardinalidade de A* é maior. Mas, com dimensao finita, temos Coro-
lario A.2.
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e, portanto,

Y foym @ faye 0 fe) (@) =Y fayMx©Y) fo)z) = F(MM(xey)®2)).

Analogamente, segue que

Y fy®) o)) ) fe)e) (@) = F(MExoM(yR2))).
Pelo que vimos, existe um morfismo tinico
u:AQA®A —k talque u=foM(IRIM)=foMMQI).

Logo, como ¢’ € um isomorfismo, temos que ¥, f(1)® (f(2)1) ® f2)2)) = L(f(1)(1) @ f(1)2) @ f2)5
ou seja, o morfismo A* € coassociativo segundo a Definicao 2.5.

Para a counidade, queremos demonstrar que vale Y. f(1) ®i*(f2)) = f = L f1) ® fpyoi(lk) e,
pela propriedade do produto tensorial, temos que:

Ly fe) (k) = foMx@i(1) = f(x) e Lfu)(i(l)fiz)(x) = fF(M(i(1x) @x)) = f(x).
Entdo i* : A — k satisfaz o axioma de counidade. E a proposicao a seguir estd demonstrada:

Proposicio 2.6. Seja (A,M,i) uma dlgebra. Entdo (A* /Ap-,€5+), como definimos acima, é uma
codlgebra.

2.4 Bialgebras

Suponha que tenhamos um espago vetorial B que possua uma estrutura de dlgebra (B,M,i) e
uma estrutura de codlgebra (B,A,€). Seja 2" um conjunto de geradores de B como dlgebra, ou
seja, um conjunto multiplicativo que gere por soma e produtos de elementos neste conjunto 2~ o
espaco vetorial B. Ora, seria conveniente que tivessemos A(M(a®b)) = A(a)A(b), pois assim, a
partir desta definicdo e do valor de A nos demais elementos de 2", obteriamos o valor do morfismo
para todo elemento da algebra.

Proposicao 2.7. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:
(a) As transformagdes A,€ sdo morfismos de dlgebras;
(b) As transformagoes M,i sdo morfismos de codlgebras.
Demonstragcdo. Assumindo que vale (a)e,se A:B—B®B € um morfismo de dlgebra; entdo temos

que, como
BB, MeM)o(I®t®l),i®i,IT®1)o(ARA),eRQE),

vale que
(MRM)o(I®Tt®I)o(ARA)=AoM, Aoci=i®li, (e(a)e(b)) =¢(a,b) e goi=Iy.

Portanto temos que M,i sdo morfismos de codlgebras, ou seja, (a) = (b). Deste modo, a reciproca
€ verdadeira. Logo (1) < (ii). [



2.5 PRODUTO DE CONVOLUCAO E ANTIPODA 20

Definicao 2.9 (Bidlgebra). Seja B um conjunto com as estruturas de dlgebra (B,M,i) e codlge-
bra (B,A,€) e que satisfaca um dos itens da Proposi¢do 2.7 (e, portanto, ambos os itens). Entdo
denomina-se (B,M,i,A€) de bidlgebra.

Definicao 2.10. Denomina-se de Sub-bidlgebra um subconjunto S de uma bidlgebra (B, Mg, ig,Ap,€p)
tal que S € uma subdlgebra e subcodlgebra e vale que Ag:S — S®S € um morfismo de dlgebras
como na Proposicao 2.7.

Defini¢do 2.11. Denomina-se o subconjunto / da dlgebra (A, My,ip) de ideal da bidlgebra A , se
S é um ideal e um coideal de A.

Proposicao 2.8. Seja H uma bidlgebra. Entdo H* admite uma estrutura de bidlgebra.

Demonstracdo. Seja H uma bidlgebra. Podemos definir uma estrutura de codlgebra (4lgebra) em
H* a partir do morfismo M (resp. A), como vimos na Secdo 2.3. Entdo vale que AoM =
(M@M) o (1®TH7]HI ®I) o (A@A). Denotaremos A(f) = Zf(l) ®f(2) e A(g) = Zg(l) ®g(2). E,
assim, podemos calcular

As- oMy (f @ g)(x®y) = a(MB*<f®g>oM<x®y>>
= o) Fxay)eEeye))
o) fo(x ))f ) )(x2))82)(¥(2)))
Y f ( )81 (X2 ) ( ) ( ))
= alfy) yoM( Zx M(Y vy
= (MIB%*®MIB*) (I®TB*7IB%*®I) (AB*®AB*)(f®g)(X®y)-
Logo H* € uma bidlgebra. [

2.5 Produto de Convolucao e Antipoda

Sejam uma dlgebra (A,M,i) e uma codlgebra (C,A,¢). Definiremos uma transformacao bili-

near, que denomina-se convolugdo, no espago vetorial Hom(C,A) de transformagdes lineares de
C para A.

*: Hom(C,A) x Hom(C,A) — Hom(C,A)

(f:8) > fxgi=Mo(f®g)oA
Usando a notagdo sigma de Sweedler, temos
(frg)(x Zf 2) = f(x1)) - gx2)- (2.3)

Proposiciio 2.9. Sejam A uma dlgebra, C uma codlgebrae A*, C* sdo seus duais’. Entio:

(a) Atripla (Hom(C,A), , io€) éuma dlgebra.

>Calculamos na Secdo 2.3.
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(b) A transformagdo Ac p :A®C* — Hom(C,A) (onde Acp(a® o) =o(x)a € tal que x € C
e (a®@0a) € A®C*) é um morfismo de dlgebras, onde A ® C* €& o produto tensorial das
dlgebras A e C* 9.

Demonstracdo. (a)Dados f,g€ Hom(C,A), temosque fxg=Mo(f®g)oA€ Hom(C,A). Basta
verificar que, para todo f € Hom(C,A), segue que f*(iog)=Mo(f® (icg))oA=Mo(IRi)o
(feol)o(Ioioe) o= f.
(b) Queremos verificar que Aca(ab® (a-B)) =Aca(a®@a)xA(b®B) para isto faremos
Acalab®(a-B)) = (o-B)(x)ab

= au(x(1))B(x(2))ab

=M o (aa®Bb) o A(x)

= aaxPb

= kC,A (Cl X OL) *XQA (b ® B)

Por outro lado, observe que
Aea(l®@e)(x) =¢e(x)l =e(x)i(1) =ioe(x).
Isto mostra que Ac4 € um morfismo de dlgebra. ]

Definicio 2.12. Seja (H,M,i,A,e) uma bidlgebra. Um endomorfismo S de H é chamado de
antipoda da bidlgebra H, se
Skl =ioe=IgxS.

Algebricamente, temos que estas relagdes se reduzem a expressoes

ZS(X(I)))C@) = 8()6)1 = ZX(I)S(X(Z)). 2.4)
() (%)

Uma bidlgebra ndo necessariamente tem uma antipoda. Mas, se uma bidlgebra tiver uma antipoda,
entdo esta serd unica. Basta notar que:

S=Sxie=Sx(IgxS) = (SxIg) xS =5
Seja B; uma base para a bidlgebra H. Entdao S(B;) = Y ;c;B; e os coeficientes de estrutura da
antipoda sao SE’ =cj

Lema 2.1 (Radford). Seja H uma algebra de Hopt de dimensao finita e S sua antipoda sobre um
corpo k. Entdo S é€ bijetiva.

Demonstragdo. Provaremos este lema por inducio na dimensao da dlgebra de Hopf. No caso onde
dimH = 1, temos que a bijecdo € trivialmente satisfeita. Suponha que, para toda dlgebra de Hopf
com dimH < n, vale que S é uma bijecdo. Entdo, seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao igual
a n, considere a dlgebra de Hopf H' = S(H) com antipoda S’ = S|p. Se B=A, entdo S=5 e

®Esta tltima conforme construimos na Secio 2.3.
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temos que ela € sobrejetiva. Portanto S’ é bijetiva. Caso H # H', entdo §':H' — H' é uma bijecdo
pela nossa hipétese de induc@o. Neste caso, teremos H = kerS®H’' como espagos vetoriais.

Seja mw:H — H' a projecdo linear sobre H’' com nicleo igual a kerS. Como m,S e €=
€oS =¢ se anulam em kerS e A(kerS) C kerS®@H+ H®kerS (Observe que este conjunto se
anulaem S®S e ker(S®S) =kerS® H+ H®kerS) concluimos que xS =io€ em kerS.
Como n=1Iy em H e A(B) C B®B. Observe que, para todo b € H', temos que b= S(a) com
a € H e, portanto, A(b) =AoS(a) =(S®S)oA(a) CH ®H') concluimos que TxS=io€ em
B. Portanto mxS =io€ que significa que T € uma inversa a esquerda para S na convolucao de
dlgebra Endy(A). Portanto = Iy ou, equivalentemente, kerS = 0. Mostramos que S ¢é injetiva.
Isto implicaem S ser bijetiva como queriamos demonstrar. O]

2.6 Algebras de Hopf: Biglgebras com Antipoda

Em esséncia, uma algebra de Hopf trata-se de uma bidlgebra com uma antipoda S. Nesta se¢do,
finalmente caracterizaremos completamente as dlgebras de Hopf.

Definicfio 2.13 (Algebra de Hopf). Seja (H,M,i,A,¢€,S). Dizemos que H é uma dlgebra de Hopf,
se (H,M,i,A,e) éuma biglgebra’e S uma antipoda ®.

Como vimos podemos obter outras estruturas duais a partir de dlgebras (Proposicao 2.6), codlge-
bras (Proposicdo 2.5) ou bidlgebras (Proposicdo 2.8) pelas construcdes vistas nas respectivas seg¢oes.
Isto ainda € verdade para dlgebras de Hopf e, dentre outras coisas, verificaremos nesta secdo a estru-
tura da dlgebra de Hopf dual. Embora tenhamos reservado a Secdo 4.2 para a maioria dos exemplos
de 4lgebra de Hopf.

Proposicao 2.10. Seja H uma algebra de Hopf de dimensdo finita e S sua antipoda. Entdo a
bidlgebra H* ¢ uma dlgebra de Hopf com o antiendomorfismo (antipoda) S*.

Demonstracdo. O endomorfismo S*: H* — H* € a transposta da antipoda S. Provemos que S* €
uma antipoda para H, verificando a Defini¢do 2.12. Para todo o € H*, temos que

(Y oS (o) (x) = (Y oy (x1))S™ (o)) (x2) = (Y, ouny (k1)) (042)) (Sx(2)))-
(@) (@)(x) () (x)
Pela defini¢éo da codlgebra dual, temos que ¥ 041 (x)02) () = at(xy). Portanto:

((Z; oS (02)))(x) = 06(%}6(1)5)6(2)) = a(ie(x)) = € (o) (x)

Analogamente, mostramos que Y (q)S*(04(1))02) = €"i*. Logo S* € uma antipoda para o dual da
algebra de Hopf. [

Agora, dada uma algebra de Hopf H de dimensao finita, podemos definir H*. Faremos algumas
construcoes deste tipo no Capitulo 4. Por exemplo, encontramos as dlgebras de Hopf duais da dlgebra
de grupos, da algebra de Sweedler, da dlgebra de Taft e de algumas poucas algebras quociente de
polindmios. Agora estudaremos algumas propriedades da antipoda e as propriedades das dlgebras de
Hopf que este morfismo nos transmite.

"Vide Definigio 2.9.
8Vide Definicdo 2.12.
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Teorema 2.1. Seja (H,M,i,A,¢€,S) uma algebra de Hopf. Entio:

(a) S € um morfismo de bidlgebra de H para HP P, i. e, temos que
S(xy) = S(v)S(x), (2.5)

paratodo x,y € H, e
(S®S)oA=A%0S (2.6)

(b) As afirmagdes seguintes sdo equivalentes:

(i) Temos S? = I;
(ii) Para todo x € H, temos ZS(x(z))x(l) =¢e(x)1;
(x)
(iii) Para todo x € Hl, temos ZX(Z)S(X(U) =g(x)l.
(%)

(c) Se H é comutativa e cocomutativa, entio S* = Iy

Demonstragdo. Comecgaremos definindo as aplicacOes lineares

v(x®@y) =S(y)S(x) e plx®y) =S(xy),

onde x,y € H. Para provar o resultado, precisamos verificar que v = p. Para isto, basta provar que
pxM =M%V =iog, pois p=px(io€) =p*x(M*V)=(VxM)xv=(iog)*V=V.

(PrM)(x®y) = Y p((x@y)1)M((x®Y)@)

xRy
= ) Pl ®@y1)M(xp) ®ye)

(X))

= ) SGaya)xeye)

X))

= Y S() 1) @)

) )
= ig(xy)



2.6 ALGEBRAS DE HOPF: BIALGEBRAS COM ANTIPODA 24

Por outro lado, temos que
Mxv(x®@y) = Y M(x0y)n)V((x®y)2)
xRy
= Y Mgy ®@ym)V(xe) ®ye)
()

= Y xapyn)SOe)Ske)
()

= Y QySOe))xe)
®

= (Z;,X(l) (ie(y))x(2)

— ig(y)ie(x)
— i(e()el))

= ig(xy)

ou seja, as duas convolucdes dao as mesmas respostas e, por isso, temos que

pr@y) = (pxig)(x®y)

— e (Mxv(x@y)

— (pxM)*v(xy)

= (iexV)(x®y)

= V(x©y)
implica em S(xy) = S(y)S(x), ou seja, S é um antiendomorfismo de dlgebra. Aplicando (I %
S)(x) =ioe(x) a x=1, obtemos S(1)= 1. Isto prova a equagdo (2.5). Queremos mostrar que
AoS=(S®S)oA°?. Nos moldes da demonstrag¢do anterior, denominamos p =AoS e v=(§®
S) o A°P. Estas aplicagdes vao de H para H® H. Desejamos mostrar que p = V. Isto segue da

relagio p*A =AxVv = (i®i)e que devemos verificar. Por um lado, pela Defini¢do 2.5 na parte
referente a counidade, temos que:

(pxA)(x) = (Z;,A(S(x(l)))A(x(z))
= A((Z),S(X(l))X(z))

= Alie(x))
(i(1) @i(1))e(x)
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para todo x € H. Por outro lado, temos

(A%V)( ZA ((S®S) 0 A (x(2)))

= (Z;(x(l) ®x(2))(S(x4)) ®S(x(3)))

= Y (x1yS(xy)) ®x2)S(x(3)))
(x)

_ %(x(l)s(x(g))e@e(x(a)l)

= §<x<1>s<s(x<z>>x<3>> ©1)

= (Z;,(X(1)S(X(z))®1)

= (e(x)Ix1)
= g(x)(1x1)
= (i®i)(e)).

Analogamente ao caso anterior, podemos mostramos que p =V

p(x)

Entdo podemos deduzir que

= ¢e(ie(x
= e(x)e(i(1k))
= E(X)lk.

—
~—
~—

Isto completa a demonstracao do item (a).
(b) Provaremos primeiro que (ii) < (i). Pela unicidade da inversa, é bastante mostrar que $? éa
inversa a direita de S na convoluc@o, do mesmo modo que / € a inversa de S. Agora usaremos a
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expressdo de (ii) para verificar isto.

(Sx8*)(x) = Y S(x1))S*(x2))

Isto implica em S+S% =iog, portanto S?> =I. Provemos a reciproca: Se S =1, entdo
(X;,S(X(z))m) = SZ((Z)S(X(Z))X(I))
= S((X;,S(Xu))sz(x(z)))
= S((Z;S(X(l))l(x(z)))

= S(e(x)1)
= ¢(x)S(1).

Podemos provar de modo andlogo que (i) < (iii).
(c)Evocamos a Defini¢cdo ?? da antipoda para mostrar que

(Z;S(x(l))x(z) =i(g(x)) = (X;,X(US(X(z)),

para todo x € H. Isto implica em S? =1 pela parte (b) de (ii). Quando H é cocomutativa, entio a
segunda equagdo se torna

iog(x) =Y S(xq))x)- (2.7)
(x)
A equagdo (2.7) implica outra vez que §2=1 , em vista do item (3)(iii). [

Denomina-se de dlgebra de Hopf involutéria uma dlgebra de Hopf que tenha S =1.

Obs.: 2.6.1. Na Secao 3.7, voltaremos a estudar as dlgebras de Hopf involutérias e suas propriedades.
Algumas dlgebras involutorias importantes sdo as algebras de grupos e a algebra de Gelaki. Nos
dedicamos a estudar a dlgebra de grupos na Secao 4.2.1 verificaremos algumas de suas propriedades.

Como consequéncia do Teorema 2.1, temos o seguinte coroldrio:
Corolario 2.1. Seja H = (H,M,i,A,¢,S) uma dlgebra de Hopf. Entdo:
HeP-<°P = (H,M°P i, A €, S)

é uma dlgebra de Hopfe S:H — H°P P ¢é um morfismo de dlgebras de Hopf. Se, além disso, S
for um isomorfismo com inversa S”!, entdo
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HeP = (H,M°P,i,A,e,S7') e HP = (H,M,i, A& S ")
sdo algebras de Hopt isomorfas e este isomorfismo é dado por S.

Demonstragdo. Seja S : H — HPP a antipoda. Queremos mostrar que S é um morfismo de
algebras de Hopf. E bastante para isto, observar que

SoM=M"P0(S®S) e (S®S)oA? =AoS

Sendo assim temos que S € um morfismo das bidlgebras H, H” “°?. Além disso, € trivial S co-
mutar com ela propria e, portanto, S € um morfismo de dlgebras de Hopf. Como vimos, se S for
um isomorfismo com inversa S_l, entdo S € um isomorfismo de bidlgebras. Além disso, trocamos
H por H°P, teremos que S~!:HC°P — HP. Pois

SoMP=Mo(S®S) e (S®S)ocA=A“PoS
e S _1, evidentemente, comuta com S~ ! e, portanto, trata-se de um isomorfismo. L]

Um endomorfismo 7 de uma dlgebra H € chamado um skew-antipoda(lit. antipoda enviesada)
de H, se vale
LT (xi)x) = (@)1 = Y x) T (xqy))-
(x) (x)

Podemos afirmar ainda que, dada uma bidlgebra H, temos que 7 € uma antipoda para H’ e
HC°P. Pelo Coroldrio 2.1, vimos que, caso exista, S~! & uma skew-antipoda. O préximo resultado
nos permite afirmar, se uma funcdo é uma antipoda do modo mais simples.

Lema 2.2. Sejam H uma bidlgebrae S :H — H°” um antiendomorfismo de dlgebra. Assuma que
H ¢é uma algebra gerada por um subconjunto X tal que

Y S(xay)xp) = &)1 =) x1)S(x2)),
(x) (x)

paratodo x € 2 . Entdo S ¢é uma antipoda para H.

Demonstracdo. Se H é gerado como dlgebra por 2, entdo qualquer elemento z de H ¢é daforma
Y xi-yi, com x; € 2 e y; € H. Deste modo, basta verificar que, se vale para x € 2" ; entdo, para

qualquer y, vale que Z S((xy) (1)) (xy) (2) = €(xy) 1 = Z(xy)(l)S((xy)(z)). Vejamos a seguir:

(xy) (xy)
Y )S()) = Y xaynSEeye)
(xy) )
= Y xapymS0e)Sa)
)
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Analogamente, podemos verificar

Y. S()a))e = Y, SEaya)xeye
(xy)

= Y SO Sxay)xe))yae)
) (x)

_ %S(y(l))(s(@l)y(z)

= e(y) Y SOy
)
= e(y)e(x)
Nestas condig¢des, concluimos que S € uma antipoda para algebra. [l

Para verificar que H* é uma dlgebra de Hopf com as estruturas dual, precisamos verificar que
S* € uma antipoda para H*.

Proposicao 2.11. Sejam H* uma bidlgebra com a estrutura definida na Se¢do 2.4 e S uma antipoda
para H. Entdo S§* é uma antipoda para H*.

Demonstragdo. Ja verificamos na Secdo 2.4 que no caso de dimensdo finita vale que H* é uma
bidlgebra. Basta verificar que S* satisfaz o axioma da antipoda

(™ (o)) otz)) (6) = Y oy (SCxny)) oy (x2)) = S (x(1y)x(2)) = a(1)e(x)
e, para o outro lado da defini¢do de antipoda, temos que
(o)™ (o)) (%) = Y oty () )0ty (S(x2))) = x(1yS(x(2))) = (1) (x).
Logo §* € uma antipoda para a algebra de Hopf H*. ]
Definicdo 2.14. O elemento ‘grouplike’® da codlgebra (H,A,¢), i.e., um elemento x # 0 tal que
Alx) =x®x. (2.8)
O conjunto dos elementos ‘grouplike’ é definido por G(H) = {x € H|x € H,A(x) =x®x}).
Este conjunto tem a propriedade abaixo.

Proposicdo 2.12. Seja H uma bidlgebra. Entdo G(H) é um monoide da multiplicagdo de H com
unidade ly. Se, além disso, H tem uma antipoda invertivel S, entdo todo elemento ‘grouplike’ x
tem um inverso em G(H) que é S(x). Consequentemente, G(H) & um grupo.

9Tradugio: tipo grupo.
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Demonstragdo. Sejam x,y um elemento do G(H), entdo temos que A(M(x®y)) =xy®xy e, além
disso, 1 =1ig(lk) € a unidade do conjunto G(H), ou seja, G(H) é um monoide. Para a segunda
parte, temos que A(S(x)) = (S®S)oAP(x). Segue que, se x € G(H), entdo S(x) pertence a G(H)
(porque A(S(x)) = S(x) ®S(x)). Para completar a prova, basta verificar que €(x) = 1, quando x
¢ grouplike e usamos o fato que (I ®¢€)oA(x) = x®¢€(x), que implica em €(x) = 1. Portanto
xS(x) = S(x)x = iog(x) = 1. Assim, para todo x € G(H), temos que Ix~! = S(x) € H tal que
xS(x) =S(x)x=1. Logo G(H) é um grupo. O
Obs.: 2.6.2. Sejam x um elemento grouplike e y seu inverso em G(H). Entao podemos afirmar
que, como S € bijetiva, existe um b € H tal que y = S(b). Como xS(x) = xy = xS(b), entdo
x(S(x—>b)) =0. Por outro lado, S(x)xS(x—b) = S(x—b)=0. Portanto S(x) = S(b), que implica
em x=b. Logo y= S(x).

Resta observar que, se H ¢ uma dlgebra de Hopf de dimensao finita, entdo teremos como con-
sequéncia o resultado a seguir segundo o [Kup96]

Proposicao 2.13. A antipoda fixa a unidade e a counidade.

Demonstracdo. Seja M(Soi®1)(1x ®b). Entdo temos que, como H tem dimenséo finita, S &
invertivel e, portanto, podemos dizer que b =S (b(l)) (S € bijetiva). Assim temos que

M(Soi®l)(lk®@b) = M(Soi®l)(lk®S(b)))
= Mo(s@S)o(i®l)(ly@b))
= SoMP(iel)(ly b))
— SoM(by®i(ly))
= S(bg))
b.

Analogamente, vemos que M(ioS®1I)(b® lx) = b. Portanto Soi € uma identidade e segue que,
como a unidade € dnica, i = Soi. Jd para o morfismo counidade, temos Y €(S(a(1)))a(z). Como §
¢ invertivel, podemos aplicar § a soma (S € injetiva). Assim temos que

SO e(S(any))ap) = Y. &(S(aq))) ))
= (805@1)( ®S(a()))
dexl)o (S®S)OA()
= 0(e®1)oA(S(a))
o(I@e)oA(S(a))
(a)

Assim, aplicando S —1 a0s dois lados da expressao acima, obtemos

Y e(S(agy))ap = SHS(Y e(S(an)))an))
= 57 Y(S(a) =a.

U)

E, analogamente, Y.a(1)€(S(a(2))) = a. Portanto €0S € uma counidade € como vimos, na se¢do de
codlgebra, a counidade € tinica, ou seja, €05 =¢€. Logo a antipoda fixa a unidade e a counidade. [
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2.7 Modulos e Comodulos

Pela dualizagdo, obtemos a nogdo de comédulos sobre uma codlgebra. Seja, entdo, (C,A,¢)
uma k -codlgebra conforme definimos na Defini¢do 2.5.

Definicio 2.15. Um C -comddulo a direita € um par (M,p), onde M é um k -espaco vetorial e
p:M— Mx®C €éum morfismo de k -espacos vetoriais, onde C ¢é uma codlgebra e os seguintes
diagramas sdo comutativos:

M MxC MxC
I®e
P pI Mk P
MxC oA MCxC M

Obs.: 2.7.1. Em outras palavras, os morfismos p: M — CRM e € satisfazem as relagbes (A®
lNop=(I®p)op e (ex)p=0, onde ¢ € o isomorfismo candnico (como podemos ver em
Proposi¢ao A.4).

Defini¢do 2.16. Um C -comddulo a esquerda é um par (M,p), onde M é um k -espago vetorial
e p:M— C®M éum morfismo de k -espacos vetoriais, onde C ¢ uma codlgebra e os seguintes
diagramas sdo comutativos:

M CoM CoM
exl
P Iep koM P
CoMm vy, CeCaoM M

Obs.: 2.7.2 (A notagdo de comddulo:). Seja M um C -comédulo a direita com a aplicagdo estrutu-
ral p: M — M ®C. Entdo, para todo elemento m € M, denotaremos

p(m) = ZM(O) Q@mq). (2.9

Os elementos na primeira entrada do produto tensorial do lado direito da equagao (2.9) sdo os m’(o)s €
M e os elementos na segunda do produto tensorial do lado direito da equagao (2.9) sdo os m’(l)s eC.
Caso M sejaum C -comddulo a esquerda com a aplicagdo estrutural p: M — CQ M, denotaremos

p(m) =Y m_1y@m).

onde m_) € C e mg) € M.
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As relagdes que definem o comddulo a direita podem ser escritas usando a notagdo sigma de
Heyneman-Sweedler adaptada abaixo.

Y (m())(0) @ (o)) 1y @mry = Y mo) @ (mo))1 @ (m1))2 = Y &lmry)mg) = m.

Defini¢do 2.17. Um morfismo de C -comddulos f : (M,uy) — (M’ ,upy) € uma aplicagdo f :
(M,p) — (M,p') de M para M’, tal que

(I®f)op=p'of.

Obs.: 2.7.3. Um morfismo de C -comédulos bijetivo é denominado isomorfismo de comédulos.

Da mesma forma que faziamos antes para codlgebras, definiremos a coagdo a esquerda repetida
por
pli=p e pi=(_1®p)op" (2.10)

Podemos provar que a coagdo repetida adotada desta forma € equivalente & p" := (I;Qp ® I,—s),
por inducao finita, de forma anédloga ao que fizemos para a multiplica¢io e comultiplicagao.

Defini¢ao 2.18. Seja um subespago vetorial N’ de um C -comédulo (N,py). N’ é denominado
um subcomédulo de (N, p), se py(N') =py(N')C CRN'.

Para colocar uma estrutura de comédulo no produto tensorial de dois comddulos, precisamos
uma bidlgebra estrutura.

Definicdo 2.19. Sejam (H,M,i, A €) uma bidlgerae (M,py) e (N,py) H -comédulo a esquerda.
Entdo (M ®N, ppyen) € um H -comddulo a esquerda onde

PmaN = (U Ivyen)In @ T @ Iv) (Py @ pN)-

Desde que H seja uma bidlgebra, a aplicacdo ppywny dota o produto tensorial M ® N com uma
estrutura de H -comddulos.

E conveniente, usar para comédulos o mesmo tipo de notagio que foi introduzida para codlge-
bras na Se¢do 2.5. Sejam (C,A, &) uma codlgebra e (N,A,e) um C -comédulo. Por convengio,
escreveremos

An(x) =) xc®xn,
(x)
para qualquer x € N. A equacdo (2.9) € equivalente a

Y (xc) (1) @ (xc) ) @xn = Y xc ® (xn)c @ (xn) N,
(x) (x)

paratodo x € N, onde xc € C e xy € N. Relagdo é equivalente a

ZE(XC) Rxy =x
(x)
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Uma aplicagdo linear f: N — N’ € um morfismo de C -comddulos, se

Y xc® f(xw) Zf )c® f(xX)nr.
(x) (x)
A partir deste ponto estamos assumindo que (A,M,i) é uma k -bidlgebra conforme definimos
na Secao 2.4. Trabalharemos com a no¢@o de médulo sobre uma bidlgebra.

Defini¢do 2.20. Um A -mddulo a direita é um par (X,u), onde X é um k -espaco vetorial e
u:X®A — X € um morfismo de k -espacgos vetoriais, tais que A ¢é uma 4dlgebra e os seguintes
diagramas sdo comutativos:

XoAA "  _xoA X®QA
Qi

1eM " X 9k p

X®A . X \\\\X

Obs.: 2.7.4. Em outras palavras, os morfismos u e € satisfazem as relagdes po(IQu)=puo(MQI)
e uo(i®l)=4¢, onde ¢ :k®@H — H ¢é o isomorfismo canénico.

Defini¢do 2.21. Um A -mddulo a esquerda é um par (X,u), onde X éum k -espaco vetorial e u:
A®X — X éum morfismo de k -espacos vetoriais tal que os seguintes diagramas sdo comutativos:

ARARX A®X A®X
i®I

MeI u k®X u

A®X \\\\X

u

Sejam A uma 4dlgebra e M,N mddulos sobre a dlgebra A. Temos que o produto tensorial
M®N é uma A®A moddulo, onde A® A tem a estrutura de dlgebra do produto tensorial de
dlgebras. Basta ver que

(a2d)b@b))(Uev) = (b2db) (V)
abu®d'b'v
= (a@d)((beb)(uav)),
para todos a,d’,b,b' € A e ue M,v e N. Seja (H,M,i,A,&) uma bidlgebra. Temos que A torna
M®N um A -médulo. Basta ver que
(ab)-(u®@v) = A(ab)(u®v)
= A@AB) @)
= A@)(b- (4w v))
= a-(b-(u®v)),
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para todos a,b € A,u e M e v & N. Observe que a estrutura necessaria para que M QN seja um
A -médulo é exatamente a requerida na defini¢do de bidlgebra. Observe que € dota o espaco vetorial
N, com uma estrutura trivial de A -médulo dada por av = g(a)v.

2.8 Modulos Racionais

Suponha que sejam C uma codlgebra, C* a dlgebra dualde C e w: M — M ® C qualquer
morfismo que defina a codlgebra. Definiremos o morfismo Y, : C*®@M — M que defina a estrutura
de médulo pela composta

() ¢

U Mo oC Y Mek - M

CoME8cromec 2

T denota a aplicag@o ‘tor¢do’ dada por ¢*®@m — m®c* e (-,-) é a valoragdo, que é definida por
c*®c— (c*,c). (2.10)

Temos que ¢ € o isomorfismo candnico. Se ®W(m) =Y,;m; ®c;, entdo Ye(c* @m) =do (I (,))o
(t@I)o(IRw)(c*®@m) =Y, c*(ci)m;.

Defini¢do 2.22. Seja (M,®) um comddulo. Defina

Y =001 {))o(1@1)0 (IB0).

Proposicao 2.14. Seja C uma codlgebra. Entao (M,®) é um C -comodulo a direita se e somente
se (M,yy) éuum C* -modulo a esquerda.

Obs.: 2.8.1. Chamamos a atengdo para o fato que C, neste caso, ndo necessariamente tem dimensao
finita.

Demonstracdo. Assuma que (M,®) sejaum C -comdédulo. Denotemos por ¢*-m = Ye(c* @m),
temos c¢*-m =Y c*(m))m, paratodo ¢* € C*, m € M. Primeiramente, temos que, pela defi-
ni¢do de um comddulo,

legs - m=¢€-m= Ze(m(l))m(o) =m,

ou seja, 1+ =€ € uma unidade para a estrutura de médulo. Entéo, para ¢*,d* € C* e m e M,

- (d¥-m) = C*'(Zd*(m(l )m))
= Y d*(m))(c*-m))

Y d"(m C*<m<1>>m<o>
= Y (¢"d") (m())mo)
(d*c*)-m,

mostra que M é um C* -mddulo a esquerda.
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Assuma agora que (M,y,) € uma estrutura de C* -médulo a esquerda. Mostraremos que
o(m) = Y m) @myy) satisfaz a condi¢do de comé6dulo. Na dlgebra dual C*, temos que 1 =¢
¢ a unidade para o médulo. Portanto, ¢(1®@m)=1-m=¢€-m=m e segue que Y.&(m())mg) = m.
Portanto a segunda condi¢ao para a definicdo de comddulo estd verificada. Se ¢*,d* € C* e me M,
entao

(c*d*)-m = Y (c"d*)(m(1))mg)
= Y < (muy) a)d* ((m)) 2))mo)
= (I @d")(IA)o(m),
onde ¢ : M@k ®k — M € um isomorfismo candnico, e I € a identidade de M. Podemos verificar
ainda

¢t (dm) = (Y d" (my)mg))
= Ld"(my))
= d (m(l))c*
= @ ®
Denotando
y=({I®A)wm)—(ox)nm) e MCxC
temos (IQc*®d*)(y) =0 paratodo ¢*,d* € C. Mas isto mostra que y =0. Porque, se denotamos
por (e;); umabase de C, entdo podemos escrever y =1}, jm;j@e;®e; paraalguns m;; € M. Fixe
ip € jo e considere as transformagdes lineares e; € C*, que ndo necessariamente formam uma base
de C*, definidapor ¢ (e;) =9;; paraqualquer j. Entdo mjyj, = (I®e; ®e} )(y) =0 e chegamos
ay=0. ]
Considere agora M um c¢* -mdédulo a esquerda e ¢y : C* @M — M a aplicagdo que dd a
estrutura de mdédulo de M. Definimos
pv: M — Hom(C*" M)
m +— py(m)(c*)=c*"m.
Seja j: C— C*, j(c)(c*) = c*(c) omergulho candnico (ndo necessariamente bijetivo, contudo de
C tem dimensdo finita j € bijetiva), e definiremos outra aplicacdo dada por
fu: MC™* — Hom(C*",M)
mc™  —  fu(mc) () = (c)m,
que € um morfismo injetivo, pois
fu(mi®c™) =c;*(c")mi =0

e podemos encontrar vetores c¢; tais que cj*(cj‘) = §;;. E assim, temos, para todo i, que m; =0,

ou seja, m; ®c;* =0. Segue que a aplicacdo

Cy: M®C — Hom(C*,M)

m@c — Cu(mec) = full® j)(mec) 2.11)

é injetiva, pois fi, j sdo injetivas. E natural a defini¢io py(m®c)(c*) = ¢*(c)m para ¢ € C,
cteC, meM.
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Defini¢ao 2.23. O C* -m6dulo a esquerda M € chamado racional, se
pu(M) C Cu(M R C),
onde () é aaplicacdo que definimos antes.

Obs.: 2.8.2. (1) M é um C* -médulo racional se e somente se, para todo m € M, existem duas
familias finitas de elementos (m;); C M e (c;)i C C tal que ¢*m = Y;c*(c;)m; para qualquer
c*eCr.

(2) Se M é um C* -médulo racional e para um elemento m € M, existem dois pares de fami-
lias (m;)i,(ci)i e (m})j,(c}); como em (1); entdo Y;m;®c; =Y ;m;®c), tendo em vista que
Cu(Limi@ci) = Cu(L;m;®c}) eque y € injetivo.

Podemos escrever p'(m) = ;' (pa(m)) = Ym; @ ¢; (Isto faz sentido porque pas(m) estd, por
defini¢do, na imagem de {y). Como vimos nas observagdes, a aplicagdo pj, estd bem definida.
Em consequéncia, segue a proposi¢ao abaixo.

Proposi¢iio 2.15. Se M é um C* -médulo racional, entdo (M,p’) é um C -comédulo a direita.

Demonstragdo. E facil verificar que a estrutura original da aplicacio y: C*®M — M é a mesma
composi¢ao abaixo
I2p' 13, =
CoM P croMeC B mecroC S Mok S m

que € exatamente a definicdo do morfismo Y, conforme pode ser visto na Defini¢do 2.22, todavia
com ®=p’. Pois,como M éracional, existe Y ¢;@m; € CQM tal que p(m) = c*(c;)m;. Assim,
tendo em vista que ¥ € uma estruturade C* -mdédulo a esquerda, segue que p nos d4 uma estrutura
de C -comddulo a direita. [

Obs.: 2.8.3. As Proposicao 2.14 e Proposicao 2.15 juntas estabelecem uma bije¢do entre o conjunto
dos C -comédulos a direita (M,®) com os C* -médulos racionais (M, V), i.e., se p’ € definida
a partir do médulo racional (M, V), entio p = ® pela Proposi¢do 2.15. Por outro lado, dado um
C* -médulo racional (M,V), se p é aestrutura de C -comddulo definida a partir de (M,y) como
na Proposi¢do 2.14, entao y = .

Segue o teorema chave dos mddulos racionais. Mddulos racionais serdo de grande importancia
no estudo das integrais definidas no Capitulo 2.

Teorema 2.2. Sejam C uma codlgebrae L, M, M C* -mddulos a esquerdacom M, M sendo
modulos racionais. Entdo:

(i) NCM éum C* -submédulo a esquerda < p'(N) CN®C, ie., N ésubmddulos racional.
Em particular, todo submdédulo de um mddulo racional € ainda racional.

(ii) Um submédulo ciclico de um C* -moédulo racional tem dimensao finita.

(iii) Se M é um C* -médulo racional e N é um C* -submédulo de M, entio M/N é um
modulo racional.



2.8 MODULOS RACIONAIS 36

(iv) Se (M,)ic; € uma familia de C* -médulos racionais, entdo @;.;M; é um C* -mddulo raci-
onal.

(v) Todo C* -médulo L tem um tnico submédulo racional maximal que € igual a soma de todos
submédulos racionais de L e é também igual a p;'(L®C), onde p: L — Hom(C*,L) éo
descrito p; acima para o médulo L. Estes submédulos maximal é chamado L™ .

(vi) f:M — M éum morfismo de médulo < f é um morfismo de comédulo.
Mais precisamente, L™ é a soma de todos submddulos racionais de L.

Além disso, a correspondéncia L — L™ define um funtor exato a esquerda Rat :c+ M —>c+ M .

Demonstragdo. Para o item (i): Para todo n € N, seja p(n) = {(Yn; ®c;), entdo p'(n) =Y n®
ci,ni € N,c¢; € C. Assim, para todo ¢* € C*, temos que ¢*-n=Y/(c* ¢;)n; pela defini¢do de p’
como vimos na na observacdo 1.8.1. Lembramos que o p’ d4 uma estrutura de comédulo para um
modulo racional, como vimos na Proposi¢do 2.15. Por isso, p’ também dd uma estrutura de como-
dulo para N. Setemos que (p’®1I)op’(m)=(I®A)op’(m), paratodo me M, i.e., M é um mo-
dulo racional; entéo, em particular, valerd paratodo n € N C M que (p'®1I)op'(n)=(I®A)op'(n).
Portanto, pela Proposicdo 2.14, ¢*-n € N e N € um submddulo & esquerda. Reciprocamente, as-
suma que N C M ¢ um submédulo. Suponha, por contradi¢do, que p’(n) ¢ N®C, para algum
n€N, eescreva p(n) =Y m;@c; € M®C. Podemos assumir que os ¢; sdo linearmente indepen-
dente e que m; ¢ N. Escolha ¢* € C* com (c*,¢;) = d;1, entdo ¢*-n =Y mi(c*,c;) =m; ¢ N.
Isto implicaria em N ndo ser um C* -submédulo de M. Portanto, p’(N) C N® C. Logo o item
(1) esta demonstrado.

Para o item (ii): Seja m € M, Seja p(m) =Y} m;®c;. Entdo ¢*-m =Y mi(c*,¢c;) €
Y? km;, ouseja, (m) C kmj+...+kms estd contido em subespaco vetorial de M de dimen-
sdo finita e, portanto, tem dimensao finita sobre k.

Para o item (iii): Seja M /N o quociente em questdo, ®: M — M /N §é a projecdo natural. Seja
T acomposicdo abaixo

MEmMec X M/NeC

Entao, pelo Apéndice A secdo extra de dlgebras e codlgebra, existe uma uUnica estrutura de comédulo
P para M/L que torna ®w: M — M/N uma aplicagdo de comédulos pelo item (b) da Proposi-
cdo A.10. Isto implica, pela teoria de médulos, que p induz uma estrutura de C* -mdédulo em
M/N que é a mesma como o quociente da estrutura de C* -médulo em M/N.

M P M®C
T \\T I
M/N M/N®C

Assim como existe Y. m; ®c¢; tal que Y. c*(c;)m;, entdo existe Y. c;®@m; € CRM/N §é tal que
c*-m=c*(c;) ®m;, ouseja, M/N éracional. Isto demonstra o item (iii).

Para o item (iv): Seja ¢g;: M; — ;- » M; uma inclusdo candnica de M; na soma direta, e m =
Yic.7qi(m;) um elemento de P,c ,M,. Seja .# um subconjunto finito de .#. Paratodo i€ .#,
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omddulo M; éracional, portanto existe duas familias de elementos (c;j)icz CC e (m;j)ics C M;,
tal que ¢*-m; =Y ,c#c*(cij)m;; para qualquer ¢* € C*. Entdo

m=Y qi(c-m)=Y Y qi(c*(cijymij) =Y. Y *(cij)gi(mij)

ieF ie¥ jeF; i€F jEF;

e, portanto, existe Y c¢;; ® q;(m;;) tal que Cp (Y cij®qi(mij)) =c*-m e agora @;c;M; é racional
pela parte (1) da observagao 1.8.1.

Para o item (v): seja y: C*®L — L a aplica¢do estrutural do C -médulo. Defina L™ =
(p}) Y (L®C) C L como sendo o conjunto maximal tal que L™ tal que p’'(M) C M®C. Clama-
mos que L™ é um submddulo racional.

Para o€ L' seja pj (o) =Y oy ®@c¢; € L C. Pelarelagdo de p; paraaagdode C*, ¢*-o=
Y, o{c* c;) paratodo ¢* € C*. Portanto

(c*d*)-a = Zoc,(c*d*,c,
= Y o' @d, ))
= Y olc"cn){d” i)
= Y ou{c*, (a7, )>Ci(1))>
= Y oc*(ciy)d* (cia))-

A relagdo de pj, que satisfaz a agdo de C* sobre M, permite que, para todo ¢* € C*, ¢*-a =
Y o (c*,ci(. Entdo temos que pj(a) =Y o; ®c¢;. Desde que L seja um médulo, a expressdo acima
¢ também igual a ¢*- (d* - ).

c*(d*-m) = c*(Zd*(ci)m, Zd ci)c*(cij)aij.

Portanto, com d*-o desempenhando o papel de o, obtemos
pL@ @) = py(Ld"(c)o)
= Y d(ci)pr (o)
= sz*(cz‘)(%@%)
= ZZd* DICEL
= ZZ%‘ 7Ci(2)>ci(l)]
i (i)
= Y o;®d € L®C,

onde o; € L e dj € C. Portanto, para todo d* € C*, d*-o € (p}) ' (L&C) =L, ie., L' ¢
um submoédulo de L. Podemos verificar, neste ponto, que

pL (Lrat) C Lmt ® C

(ja paralelamente a prova da segunda parte de (i) acima). Pela definicdo de p; e pp«, portanto
segue que Prra = Prlpra 1 I — L' @ C. Assim L™ é um submddulo racional de L. Suponha
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que T seja um submédulo de L racional, entdo o morfismo p% : 7 — T ® C. Pelas defini¢des
de pr,pr e dos mergulhos T®C C L& C C Hom(C*,L), segue que pr|T =pr: T — T C.
Assim p(T) CT®C C LRC e, por definicdo de L™, temos que T C L. Portanto L' é a
tinico submédulo maximal racional, entdo L™ =Y ;T € a soma de todos submédulos racionais de
L onde T éum submoddulo racional de L.

Para o item (vi): Suponha que f é uma morfismo de comdédulos. Com a estrutura de comédulo
de M e N, se meM,neN,c* € C*,

cem="Y m)(c*,m)), c*on=Y nlc"na))-
(m) (n)

Aquele f serd um morfismo de comddulos. Isto implica em

Y. fm)oy® f(m)q)y =Y. f(me)) @m)
(f(m)) (m)

Assim

- fm) = Y f(m)){c*, f(m)y)
(f(m))

= (X;f(m(o))@*,m(]ﬂ
= (Zsf(m(o))<c*,m(1)>
= f(c*-m),

tal que f é um morfismo de médulos. Se f é um morfismo de médulos, entdo igualando ¢* - f(m)
e f(c*-m) mostramos que

Y Fm) (", flmay)) = Y f(me))(c" my),
(f(m)) (m)

para todos ¢* € C*. Como observado na prova da parte (v), temos que, para qualquer m € M, o
lado esquerdo da expressdo anterior implica em

pn(f(m)) = (ng(m(O)) Qmyy)

e, pelo lado direito, temos py(f(m)) = (f®1I)opy(m). Assim f é um morfismo de comédulo.
Isto completa a prova do teorema. ]

Corolario 2.2. Todo médulo racional finitamente gerado tem dimensao finita.

Demonstragdo. Este resultado € consequéncia direta do item (ii) da Proposicdo 2.14; pois, se o
submédulo M’ é um finitamente gerado, M’ =Y} ,C*-x; =Y}, Yiomij(ctei) € X i k-
m;j, Ou seja, M’ tem dimensdo finita sobre k. L]



2.9 MODULOS DE HOPF 39

Exemplo 2.8.1. Seja C um espago vetorial com base {c;}icy. Defina A(cy) Zc, Rcp_i €
&(cu) =80, Entdo (C,A,€) éuma codlgebra. Seja x' definido por x'(c;)=3§; ; em (C*. Note que
ge=1c: =x estdiem C* eque (x'x/,c,) =81, talque x'x/ =x'"/. Entio C* = {Z?»x’|7u ek}
e isto dd um isomorfismo entre C* e a série de poténcia de uma varidvel '°,

Seja L um C* -m6dulo. Entdo L é uma C* -médulo racional se e somente se, paracada o€ L,
existe um n dependente em o, onde

0= a=x"a
Assim C* ndo € uma C* -moédulo racional a esquerda, que também pode ser visto pelo fato do

modulo ciclico gerado por 1 ter dimensao finita.

2.9 Moédulos de Hopf

Nesta se¢do, H serd sempre uma dlgebra de Hopf com antipoda S e iremos definir o espaco
covariante, que terd muita importancia na Se¢do 3.3.

Definicao 2.24. Um k -espago vetorial M ¢é chamado de um H -médulo de Hopf a direita, se
H tem uma estrutura de H -mdédulo a direita (a acdo de um elemento 4 € H em um elemento
m € M serd denotada por m-h) e a estrutura de um H -comédulo a direita, dada pela aplica¢do
p:M—MH, p(m)=Ymg ®@mq) talque, paratodo me M, hel

p(m . h) = Zm(O)hl ®m(1)h2.

Obs.: 2.9.1. Diagramaticamente, podemos interpretar a defini¢do da seguinte maneira

p

MeH - M MH
pPRA @My
MoHHoH —2"  yeoHoHH

Obs.: 2.9.2. E ficil verificar que M @ H tem uma estrutura de médulo a direita sobre H@H !

definida por (m®h)(g® p) =mg@hp, paratodo mxhe MRH, g®pc H®H. Considerando
o morfismo de dlgebra A:H — H®H, vemos que M @ H se torna um H -moédulo a direita. Esta
estrutura é dada por (m®h)g =Y mg) ® hgy paratodos m@h € M®@H, g € H. Com esta estrutura,
observamos que a compatibilidade das relagbes da definicdo de modulos de Hopf significa que p
€ um morfismo de H -moédulos a direita. Existe uma interpretacdo dual desta relagdo. Considere

190bserve que as cardinalidades de C e C* nio sdo as mesmas.
TAqui H®H tem a estrutura de dlgebra no produto tensorial de lgebras.
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H&®H como o produto tensorial com estrutura de codlgebras. Entio M @ H tem uma estrutura
natural de comédulo a direita sobre H® H, definida por m®@h — Y. mg) @ hy @ m(;y @ ha. A
multiplicagdo p:H®H — H da dlgebra H ¢é um morfismo de codlgebra; entdo, pela restricao
dos escalares M ® H, torna-se um H -comédulo com m® h — Y. mg) @ hy @ m()hy. Entdo a
compatibilidade das relacdes da definicdo precedente pode ser expressada pelo fato que a aplicacio
0:M®H — H, que é uma estrutura de H -mddulo a direita de M, é um morfismo de H -comédulo.

Podemos definir uma categoria tendo como objetos os H -mdédulos de Hopf a direita e como
morfismos entre dois tais objetos todas as aplicagdes lineares que s@o morfismos de H -mdédulos
a direita e morfismos de H -comddulos a direita. Esta categoria, que denotamos por ///H]_}HH, serd
chamada de categoria de H -médulos de Hopf i direita. E claro que, nesta categoria, um morfismo
¢ um isomorfismo se e somente se € bijetivo.

Exemplo 2.9.1. Seja V um k -espaco vetorial. Entdo definimos em V@ H uma estrutura de H -
modulos, para todo v eV, h,g € H, por (v®h)g =v®hg e uma estrutura de H -comodulo a
direita dada pela aplicacio p: VRH - VRH®H, p(v®h) =Y v®h; ® hy para todo v €V,
h € H. Entdo V®H tornar-se um H -médulo de Hopf a direita com estas duas estruturas. Portanto

p((veh)g) = plvehg)
= Y voe(hg)® (hg)
Y veohigi®hg
Y (vehi)g) @hag
= Y (v®h) )81 ®@ (v@h)1)82

provando a compatibilidade das relagoes.

Mostraremos que os exemplos de H -mdédulos de Hopf do exemplo anterior sdo (sobre o iso-
morfismo) todos H -moédulos de Hopf. Precisaremos para isto da definicao abaixo; que, além disso,
servird para o Capitulo 2 e nos permitird demonstrar um dos principais resultados que envolve inte-
grais, que diz respeito a relacdo das integrais com a semissimplicidade da édlgebra.

Definicao 2.25. Seja M um H -comddulo a direita com estrutura de comédulo dada pela aplicacio
p:M—M®H. O conjunto

MM =M = {meM|p(m)=mx1}
€ um subespaco vetorial de M, que é chamado o espago dos covariantes de M.

Exemplo 2.9.2. Seja H dada a estrutura de H -comédulo, que é induzida por A : H — H® H.
Entdao HH =k-1, onde 1 é o elemento identidade de H. Portanto, se h € HH entdo A(h) =
Yhi®hy=h®1. Aplicando € na primeira posicao obtemos h=¢€(h)-1 € k- 1. Reciprocamente,
se h=o-1 paraum escalar o, entio A(h)=a-11=h®]1.

Obs.: 2.9.3. Paratodo ¢ €k e mym' € M, temos que p(c-m)=cp(m)=c(m®@1)=(cm®1) e
p(m+m')=pm)+pm)=m1+m' 1= m+m')®1, ouseja, M' é um subespago vetorial.
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Teorema 2.3 (O teorema fundamental dos médulos de Hopf). Seja H uma dlgebra de Hopf e M
uma H -Hopf mddulo a direita. Entdo a aplicagao

definida por

f: M@H — M,
meoh +— m-h

fm @h)=m'-h,

paratodo m' € M’ e h € H, éum isomorfismo de médulos de Hopf '2.

Demonstragdo Denotamos a aplicacdo dando a estrutura de comédulo de M por p: M - M ®

p(m) =Y m)

p(g(m))

(1)- Considere a aplicagdo g: M — M, que € definida por g(m)=
paratodo m GM Se meM,

temos

= (X m)S(ma)))

= Y(m(0))(0)(S(m(i)))1 ® (m(0)) 1) (S(mq)))2
=) (m0)()S((m(1))2) ® (mq)
= (

ZI’H(O)S

(m

(1))7

que mostra que g(m) € M°H | para qualquer m € M. Entio faz sentido definir a aplicacio F : M —

MH @H por F(m)

=Y. g(mq)) @my),

de f. Portanto, se me M©H ¢ h € H, temos

Ff(m®h) =

F(mh)

= Y g((mh)q)) ® (mh) )

=Y g(myn,) @mpyhy

= Y g(mh)®@hy

=Y (mh1)(0)S((mh1) (1)) ® ha
=Y m) () 1S(m(1)(h1)2) @ hy
= Y m(h)1S((h1)2) @by

= Y me(h))@h

meh

para qualquer m € M. Mostraremos que F € o inverso

2Em M’ ®H, consideramos a estrutura de H -médulo de Hopf definida como no exemplo anterior para o espago

vetorial M'.
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portanto F f = Id. Reciprocamente, se m € M, entdo

fFE(m) = f(Y. m@))S(muy@m)

= Y me(mq))

g }’n7

que mostra que fF = Id. Resta mostrar que f € um morfismo de H -mdédulos de Hopf, i.e., € um
morfismo de H -mddulos a direita e um morfismo de H -comddulos a direita. A primeira afirmagao
€ clara, desde que

f((m@h)h) = f(m@hh') = mhh' = f(m@ h)H .

Primeiro, mostramos que f é um morfismo de H -comddulo a direita. Temos, portanto, que provar
o diagrama a seguir
f

MCOH®H M
IRA p
MH @ H o H = MeH

¢ comutativo. Isto € imediato, desde que
(Pf)(m&h) = p(mh)
= Ymh ®hy (desde que m € M°H)
= L(feD)meh @h)
= (fenUeA)(meh).

Logo o teorema estd demonstrado. ]



CAPITULO 3

Integrais e Cointegrais

Neste Capitulo, definiremos o conjunto dos elementos integrais de uma dlgebra de Hopf. Este su-
bespago vetorial de H ¢ unidimensional, se dim H < co. Para podermos definir uma estrutura de
algebra de Hopf em H*, consideraremos dimH < oo e, portanto, H* ~ H. Como invariante, as
integrais sdo muito importantes no estudo da estrutura e da classificacao das dlgebras de Hopf; con-
forme veremos no decorrer deste Capitulo. Os morfismos das dlgebras de Hopf dao origem a uma
estrutura grafica e esta estrutura herda as propriedades das dlgebras de Hopf. Toda a teoria basica
das integrais deste Capitulo usa como referéncia [Swe69a]; contudo a parte principal deste Capitulo
se encontra nos artigos [Kup96], [Kup89], [KRO00], [Rad94] e na tese de PhD [Sou02].

3.1 Acoes de Algebras de Hopf

Seja H uma élgebra de Hopf. Entdo defini-se a acio transposta em H* por:
Defini¢do 3.1. (a— p)(b) =p(ba) e (p+— a)(b)= p(ab),

para todos a, b€ H e p € H*. Da mesma forma, para dlgebra H*, pode-se definir a acdo
transposta em H (usando H** =H) descrita por:

Defini¢do 3.2. p —a=Yaq)plap) e a~— p=Yplam))ap),
paratodos pe H* e a € H.

Ora, queremos ressaltar que estas acgdes sdo, na realidade, equivalentes entre si.

(p—a)(q) = alqp)
= gp(a)

= Y qlaq))plagp)

e, analogamente, (p < a)(q) = q(a())p(a)). Assim, como (p — a)(q) = q(p — a), temos que
p—a=Y p(a(z))a(l), ou seja, as defini¢des se confundem a nivel de seus duais. Por curiosidade,
veremos que

(a—=p)b) = Zp 1

=()(

Seja a € H e p € H*. Definimos r(a),r(p) € Endx(H) por r(a)(b) =ba e r(p)(b) =b+ p
para b € H e, similarmente, defini-se /(a),l(p) € Endy(H) por l(a)(b)=ab e I(p)(b) =p—b.

43
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Seja f:H — H um endomorfismo de dlgebra e seja g :H — H um antiendomorfismo de
dlgebra. Entdo defini-se a acdo adjunta como abaixo:

Deﬁnigﬁo 33. a —fg b= Zf(a(z))bg(a(l)) e b —fregad= Zg(a(z))bf(a(l)), para a, b e H.

Como, para a,b € H, ab=a—¢ € ba=Db ;¢ a, entdo as multiplica¢des a esquerda e direita
em H sdo acdes adjuntas.
Para a Secdo 3.4.2, precisaremos passar pela seguinte defini¢cdo:

Defini¢do 3.4. p<ta=YS(a()) = p+ap) e a>p=Yaq) — p+ S(ap)).

O espago H* é um H -médulo a esquerda via a agdo transposta ‘torcida’ pelo antiendomorfismo
S de élgebras. Este modulo a esquerda €, portanto, definido por:

Definicdo 3.5. (a — p)(b) = p(S(a)b), paratodos a,b € H e p € H*.

3.2 Integrais e Cointegrais

Dada uma bidlgebra (H,M,i,A,€) de dimensdo finita (Denotaremos, neste Capitulo, sempre
1 =1y =i(lg)). A aumentagdo serd denotado por (-,1):H* — k, de modo que tem-se (h,1) =
h(1) e, segundo vemos em [Swe69a], define-se uma integral como se segue:

Defini¢do 3.6. A; € H* é chamado integral a esquerda de H*, se My« (h*®@N;) =h"-A =h*(1))\;.

Obs.: 3.2.1. Ressaltamos que, em (H*, My, iy, Ay, €p+) temos que eg+(h*) = h*(1), segundo o
que vimos na Se¢do 2.3. Assim pode-se dizer que h*A; = e~ (h%)A; e, neste sentido, as integrais e
cointegrais sdo analogas como veremos.

Seja .# qualquer H* -mddulo a esquerda tal que A*-m = h*(1)m paratodo h* € H* e m €
A . Entdo .# € um H* -mddulo racional. Verifica-se isto facilmente, pela definicdo da estrutura
de comédulo em ., dadapor y:m —-m®1 C .# QH. Defina ¢ : # QH* — Hom(H*, %)
de modo que, para todo c¢*, temos que ¢(m® 1) = c*(1)m € Hom(H* M). E ficil ver que ¢ &
injetivo. Assim p = ¢ oy é um mergulho definido por p(m) = c*(1)m = 4(m® 1), para todo
c* € H*, ouseja, temos que p(.#) C {y(# @H), onde y conforme foi definidaem 2.11, mostra
que .# ¢éum H* -mddulo racional. verifica-se facilmente que a agdo do H* -médulo definida a
partir de y corresponde a acdo original do médulo. Em particular, o conjunto

/: (AeH | A=h())  VxeH),
l

que denomina-se integral a esquerda, é um ideal a esquerda (além de ser um mddulo racional) de
H*. Assim / C H*™ ¢ chamado o espago das integrais.

Analogamente, definiremos também a integral a direita e conjunto destes elementos, denotado
por:

Definicdo 3.7. A, € H* é chamado integral a direita, se My+(A, @ h*) =A,-h* = h*(1)A.
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/: (AEH B =k (1) VreH)

Proposicao 3.1. Suponha que H ¢ uma bidlgebra e que x € uma integral a direita em H*. Entao,
para todo a € H e g*,h* € H*, valem as seguintes propriedades:

(1) (g*,a+—h*)=(h"g* a);
(i) (x,h— h*) = h*(1)(x, ).

Demonstragdo. (i) Para todos g*,h* € H* e h € H, temos

= (g", Y (I h1))h2))

(h)
(h)
= (h*g",h).
(i1) Pela relacdo (i), temos que
(x*h—h*) = (h*x,h)
— (W (1)x, )
= h*(1)(x,h).

Logo segue o resultado da proposi¢do como queriamos. ]

Uma bidlgebra ndo necessita ter um elemento integral ndo-nulo. Em particular, como [ C H*"%,
se H* nao tem ideais racionais, entdo ela ndo terd integrais nao-nulas. Como vimos no Teorema 2.2,
H*™ ¢ o submddulo racional maximal que é a soma dos submddulos racionais de H*. Citamos
aqui um exemplo de uma tal bidlgebra, no Capitulo 3, a dlgebra de Hopf divided power !.
Se H ¢é uma dlgebra de Hopf de dimensao finita, entao H* e H** sdo algebras de Hopf de

dimensao finita e o isomorfismo € linear de H para H**, definido por

T H — H*

Kk

v o v

onde 1(v) =v* € H*, e vale, paratodo u* € H*, que v*(u*)=u*(v). Basta verificar que (10
S)(x)(u*) = (§** o1)(x)(u*). Comecemos verificando que
(toS)(x)(u*) = 1(S(x

= (S()

= ' (S(x)).

IPara entender este exemplo veja Secio 4.2.3 correspondente no préximo Capitulo.
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Por outro lado,

(§7o1)) (@) = ($7("))(u")

portanto 1 € uma aplicagdo de dlgebra de Hopf. Tomamos o isomorfismo H = H** como uma
identificacdo dos espacos e, nestas condi¢des, poderemos generalizar o conceito e definir a cointegral
em H.

Definicdo 3.8. A; € H € chamado integral a esquerda, se M(h® A;) = hA; =¢€(h)A;.

/I* — (A € H|hA = e(h)A Vx € H)

Definicio 3.9. A, € H é chamado integral a direita, se M(A, @h) = Ah=¢g(h)A,.

*
/ — {A € H|Ah = h(1)A Vx € H}
-
Assim fica claro que os conceitos de integral e cointegral sdo andlogos e a ordem na qual foram

apresentados tem como Unica motivagao a ordem em que foram definidos no livro [Swe69a]. Desta
maneira que definimos, temos que A, :k+— [ C H, definido por A,(1) = A, € H, é um morfismo
sobrejetivo sobre o conjunto das integrais. A partir da Secdo 3.4, onde definiremos os tensores
integrais, faremos uso constante das aplicacdoes A, e A;.

3.3 A Estrutura de H*' e Sua Relaciio Com a Integral da Algebra de Hopf

Nesta secdo, abordaremos a semissimplicidade e cosemissimplicidade (vide a Defini¢do 3.11) e
as sua relacdes com as integrais e cointegrais das dlgebras de Hopf de dimensao finita. Veremos, no
decorrer desta se¢@o que: se para uma cointegral A # 0 temos €(A) # 0, entdo a dlgebra de Hopf é
semissimples. Analogamente, se para uma integral A # 0 temos A(1) # 0, entdo a dlgebra de Hopf
€ cossemissimples, ou seja, H* € semissimples.

Sabemos que H*™* ¢ um H* -médulo racional a esquerda. E isto induz uma estrutura de H -
comédulo a direita em H*'¥, conforme definimos na Secdo 2.8, dada por p : H*™* — H*" @ H,
p(h*) = Zh?o) ® h>(k1) tal que g*h* = Zg*(hfl))hfo) para todo g* € H*.

Obs.: 3.3.1. Seja o subespago vetorial H*™ . Entdo denotaremos o morfismo p : H*" — H*"™ @ H
definido acima por

p(h) = hy @hyy, (3.1)
onde h(z) € H*r h(l) € H.
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Lema 3.1. Paratodo h € H,g*,h* € H*, temos

g =Y g ( (h{yyh2) (hig) ~ 1) (3.2)

Demonstragdo. Mostraremos que ambos os lados da igualdade, quando substituimos b € H, ddo no

mesmo. Portanto ‘ - * denota a multiplicagdo em H* induzida por A.
(X" (h{yyh2) () = h)(b) =} &" (h{})h2)hiy) (bS(h1))
= ) (ha = g")(h(1))hg) (S(h1))
= 2 ((ha—g")n")(gS

*

S(h1))
) h
")
)

(

) (

((8S(m))1)h" ((8S(11))2)
(g1S(h1)1)h"(g28(h1)2)
(g1S(h
)
)

—~
S
[\S] [\S}
Ll
o 00 09

*

)
g15(h2))h* (g25(h1))
*(g18(h2)h3)h* (828 (h1))
“(g1€(h2))h* (828 (h1))

MMMQMMMM
1

o 00 O

~
oQ
*
—
Ryl
*
>
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SN—
—~
oQ
N—

Isto prova a relagdo que queriamos. Além disso, mostramos que A* < h € H*™ . E, além disso,
temos que

ph* —h) =Y hip) ~ h1 @h{})ho,
i.e., H** ¢ um H -mdédulo de Hopf a direita. ]

Obs.: 3.3.2. Como comentamos anteriormente, a convolugdo coincide (f-g,a), i.e.,

(f-ga Zf

Definicdo 3.10. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda. Definiremos H := H*"®

Seja H um H* -médulo racional, entdo H é um H -comddulo a direita. Seja p: H- — H” ®
H a estrutura de comdédulos e, portanto, como escrevemos usualmente, Z h%) ® h(Dl) = p(hD), p
(h5)
faz de H- um H -médulo de Hopf.

Teorema 3.1. A dlgebra H” é um H -submdédulo a direita de H* sobre « . Além disso, — e
p tornam H" um H -médulo de Hopf.

Demonstracdo. Basta estabelecer, para todos g* € H*, h® e H” e a € H, que

g (P —a)= DZ (o) — am)(g",hya)- (3.3)
()
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Por hipétese, isto € verdade. Entdo a equacao (3.3) implica em

pih-—a) = Y (K —an)®@hqaw). (3.4)
(h(a))

Assim, WP «—a € p7/(H* ® H) = H*"* = H", veja o Teorema 2.2 item (v). Além disso, a equa-
¢do (3.4) € justamente a condi¢do da definicdo dos médulos de Hopf. Agora, pelo Lema 3.1 e pela
equacao (3.2),
g (h7—a)=Y ((ap)— &) -h") —aq).
(a)

Desde h- e HD, por um lado, é exatamente

Y (gylae =g hm) —am =Y, (g —aw)(g" hayaw)
(a),(h5) (a),(h5)

tal que equacdo (3.3) € verdade. Completando a prova deste teorema. [

Pelo Teorema 2.3, H™ = (H")'® H visto como médulos de Hopf, onde (H") = {r” € H"|p(h") =
h9 = K9 ®1}. Observe que isto é exatamente {h* € H*|g* - h* = n(g*)h* Vg* € H*}, que implica
em (HY) = [. Explicitamente, vemos pelo Teorema 2.3 que o isomorfismo [ ®@H = H" ¢ dado
por x®h — (x < h) e segue que:

Teorema 3.2. Seja H uma Hopf dlgebra. Entao temos que:

H*mtz/@)H e /:O — H*™ = ().

Demonstragdo. (=) O isomorfismo é mostrado no Teorema 2.3 pelo teorema fundamental dos
médulos de Hopf, e o fato de [ =0 implica em H*™ =0.
(<) Se H*™ =0; entdo, como [ C H*™  temos que [ =0. O

Antes de dar uma caracterizacio teérica de H", introduziremos a a¢io do médulo transposto.
Dados A uma dlgebra e M um A -médulo a direita. Entdo M* = Homy (M, k) pode ser feito
através de um A -mddulo a esquerda via (a-m*,m) = (m*,m-a).

Neste caso, diz-se que M* tem uma estrutura de modulo transposto. Em particular, se C € uma
codlgebrae M um C -comddulo a esquerda, entdo M tem uma estrutura de C* -médulo induzida
pela estrutura de C -comddulo. E temos o seguinte:

Lema 3.2. Segundo a definigdo acima, se M tem dimensao finita, entio o C* -modulo M* (com a
estrutura transposta) é um C* -médulo racional.

Demonstracdo. Seja A : M — C®M a estrutura de comédulo de M. Como M supostamente
tem dimensdo finita, entdo existe um isomorfismo linear Hom(M,CQM) = M* @ C®@ M. Se A
corresponde a ) ; /i ® ¢; @ m;, entdo

AMm) =Y (fi m)ci@m;,

i
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e, para ¢* € C*, temos que
m-c* = Z(f,*,m) (c*,ciym;.
i

Isto implica, para m* € M*, ¢* € C*, que

¢tom” =Y [ (e i) (m* mi).

i
Assim, pelo Teorema 2.2, a acdo a esquerda de ¢* em M ¢é racional com estrutura dada por

m* =Y fi®ci(m*,m;).
i

Observe que Y, fi ® ¢;{m*,m;) é um elemento de M* ®C tal que Y, f; @ c*(c;)(m*,m;) = p(m) €
Hom(C*,M). O

Teorema 3.3. Seja C uma codlgebra qualquer. Os seguintes conjuntos sdo iguais:
(1) C* rat.
(2) A soma de todos ideais a esquerda de C* com dimensao finita;

(3) {c*€C*| kerc* contém um C -coideal a esquerda }.

Demonstragdo. Submodulos ciclicos de mddulos racionais tem dimensao finita pelo Teorema 2.2
item (ii) e, portanto, (1) C (2). Pois, para todo x € C* | temos que |Jycc+ra (x) € 0s ideais (x)
tem dimensdo finita. Portanto ¢’ C {I| ideal de C* a esquerda com dimens&o finita }

Dizemos que x € (2). Entdo, para algum J C* -ideal de dimensao finita, x € J. Pela Proposi-
¢do A.9 da Secdio A.3.3, J- é um coideal a esquerdaem C e J* tem dimensio finita. Mas x € J,
implica em ker x C J=. Assim (2) estd contido em (3).

Agora suponha que x € (3). Seja N um coideal a esquerda cofinito em C, que esteja contido
em kerx, i.e., x€N*t. Oconjunto C éum C* -médulo via ¢ ~— ¢* = Y(¢){c*,c1))c(2)- Note que
C* € uma agdo a esquerda pela multiplica¢do induzida por A, que é exatamente a acdo decorrente
de + .Desde que N seja um coideal a esquerda, i. e., (sobre <) um C* -submddulo racional a
direita. Portanto C/N é um C* -mddulo. Dado (C/N)*, temos que a transposta da C* -estrutura,
verifica-se facilmente que a sequéncia exata

0— (C/N)* =5 ¢

induzida por
C-C/N—0
é, de fato, uma sequéncia exata de C* -aplicacdes. Como C/N tem dimensdo finita, entdo
(C/N)* éracional pelo Lema 3.2. Mas, aimagemem C* de (C/N)* nasequéncia (a) é exatamente

N*t, Ja que,como a imagem é um mddulo racional, entdo ela prépria é racional. Como x € N+,
provamos que (3) estd contida em (1). Logo todos os conjuntos sdo iguais. ]

Corolario 3.1. Se H ¢é uma algebra de Hopt de dimensao finita com antipoda S, entdo:
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1) H* — HI:J (: H*rat);
2) / € unidimensional;
3) S é bijetivo.

Demonstracdo. (1) A algebra de H* € um H* -ideal de dimensao finita e como resultado, pelo
Teorema 3.3, temos que HY =H, pois HY é a soma dos ideais. (2) e (3): xQh — S(h) = x=
X ~ h, dando um isomorfismo de [®H com H- = H*. Isto implicaem S injetiva, ja que f®S
estd no niicleo de [ ®@H = HY. Como dim H < o, § é bijetivo visto que S é injetiva. ]

Corolario 3.2. Para H toda dlgebras de Hopf com antipoda S, [ = o se e somente se H* tem
somente zero como um ideal a esquerda de dimensao finita. Se [ # 0, entdo S € injetiva.

Demonstracdo. A primeira afirmag@o segue do Teorema 3.3 e do isomorfismo [Q@H = H*™. A
segunda é um fato provado no item (3) do Corolério 3.2, onde a parte do corolario referente a injeti-
vidade, ndo assumimos que H tem dimensdo finita. O

Se H ¢é uma dlgebra de Hopf de dimensao finita, entdo H*, como vimos (na Se¢ao
Aqui definiremos a importante no¢ao de semissimplicidade:

Definicao 3.11. Seja M uma mdédulo sobre uma k -dlgebra de Hopf. Seguem as definicdes:

1) Um médulo M sobre uma k -dlgebra H ¢é chamada simples, se nao tiver submddulos nao
triviais, isto €, o inico submédulo de M sdo (0) e M ele mesmo.

2) Um médulo M sobre uma k -dlgebra H € chamada semissimples, se todo submédulo U C
M tomando um complemento D, isto €, se podemos encontrar qualquer submédulo U um
submoédulo D tal que DGU =M.

3) Uma 4lgebra é chamada semissimples, se ela é semissimples como um médulo de Hopf sobre
ele préprio.
Proposicao 3.2. Seja H uma k -dlgebrae M um H -modulo. Entao as seguintes afirmagdes sao
equivalentes:
(i) M ¢é a soma direta de submddulos simples.
(i) M € uma soma (ndo necessariamente) de modulos semissimples.
(iii)) M € semissimples, isto €, todo submodulo U C M tem um complemento D.
Corolario 3.3. Todo quociente ou submédulo de um moédulo semissimples é semissimples.

Agora o teorema que relaciona a integral (ou cointegral) de uma dlgebra de Hopf com sua semis-
simplicidade.

Teorema 3.4. Uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Temos que H ¢é semissimples como dlgebra

se e somente se 8(/) # 0.
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Demonstragcdo. Se H ¢é semissimples, entdo existe um ideal a esquerda [ tal que
H=I®e.
Para x € kere e y €I, temos que xy € kereNI e, portanto, xy =0 = €(x)y. Entdo, para qualquer
heH,h=(h—¢g(h)l)+¢(h)l; entdo, paratodo h € H, h= (h—¢€(h)1) € kere. Assim I C [, que
¢ um subespaco unidimensional, portanto I = [. Como H = I&®kere, concluimos que €([) # 0.
Reciprocamente, se €(/) # 0, escolha z € [, onde €(z) = 1. Pelo uso deste z, mostraremos
que todo H -mdédulo € completamente redutivel (semissimples). Digamos que M seja um H -

moédulo a esquerda e N um submédulo de M. Seja E : M — N qualquer projecdo linear que € a
identidade em N. Definamos P: M — N por

:(Z;,Z(l) "E(S(z(2)) -m).

Em particular, para n € N, temos que

= §z<1>E<s<zm> ) =Y z1yS(z2) n=¢(z) n=n

Entdo P € uma projegdo sobre N e, portanto, M = N @ ker(P) como espago vetorial. De fato,
clamamos que P € um morfismo de médulos. Isto completaria a demonstracao tendo em vista que
a soma direta acima seria entdo uma soma de H -mddulo.

Veremos que P ¢ um morfismo de médulos, dado h € H, m € M. Entdo

h-P(m) = h-(({;’Z(l)'E(S(Z(z))'m))
= ZhZ(n'E(S(Z(z))'m)

= Z i (S(z2)E(h(2))) - m)
(z),(h)
= Z h (S(h@)22)) -he2)-m)
¢ facil verificar que
Y, )z ®@S(hoyzp) ©ha) = T@SQI(Y Alh1)z) @h)
(2)-(h) B

= 1®SxI( ZA 1)v) @A)

= IeselIA ()®h)
= Zz ®S(z(2)) ®h (3.5)

Pela ultima equacdo (3.5), temos que a igualdade dos tensores implica em

Zz )-h-m)=P(h-m).

Isto completa a prova. [
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Analogamente a cossemissimplicidade, ou seja, a simissimplidade da dlgebra de Hopf H* esta
analagamente relacionada com a integral A.

Teorema 3.5. Uma dlgebra de Hopt de dimensao finita. Temos que H é cosemissimples como
dlgebra se e somente se A(1) # 0.

3.4 Calculos Algébricos de Tracos

Definiremos aqui os tragos de morfismo e os calcularemos para alguns morfismos da dlgebra de
Hopf. Nesta secdo, veremos como podemos obter as integrais e cointegrais a partir do traco. Além
disso, construiremos a antipoda a partir de uma integral A e uma cointegral A, tais que A(A) = 1.
Aqui também veremos alguns dos teoremas que usaremos nas proximas duas secdes em versdes
diagramdticas. Além disso, usaremos estes resultados para construir os tensores integrais e suas
consequéncias.

Definicao 3.12. O espaco H ¢ dito unimodular, se as integrais a esquerda e a direita de A sdo as
mesmas.

Obs.: 3.4.1. Uma dlgebra de Hopf semissimples é unimodular, ou seja, os elementos que sio coin-
tegrais a direita também sdo elementos cointegrais a esquerda.

e(A) # 0
g(A) # 0.

H ¢ semissimples & {

Como as cointegrais sdo unidimensionais, temos que [, = (A,) e [, = (A;). Podemos supor que
Ar#FN = [N)={0}

A-a = gla)A

ah, = ela)A, (3.6)

H € semissimples < {

Temos que AA; € [,N [, ={0}. Observe que A,A;-a=Ar(e(a)A;) e a-AN = (e(a)-Ar)A;.
Além disso, €(AA;) =€(Ar)e(A) #0 = AA; #0, e, portanto, [, = [;. Em virtude do Teo-
rema 3.2 e Corolario 3.2, existe uma aplicacdo ¢ : H — H* que é simultaneamente um isomorfismo
de H -moédulos a esquerda e um isomorfismo de H* -mddulo a direita.

Teorema 3.6. Seja H uma dlgebra Hopt de dimensao finita com antipoda S sobre o corpo k. Entao
existe um isomorfismo linear ¢ : H — H*, que satisfaz ¢(ab) = a — O(b), paratodos a,b € H, e

satistaz ¢~ (pq) = 0~'(p) < q para p,q € H*.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.2, temos um morfismo ¢ : H® [ — HY & definido por ¢/(h®
Ag) =h — Ag. Temos que ¢ é um isomorfismo de médulos (de Hopf). Além disso, como H tem
dimensdo finita, temos, pelo Corolario 3.1, que H* = HY e dim J =1. Assim podemos definir o
morfismo 1(h) =h®A, que é uma bije¢do. Portanto, definindo ¢ = ¢’ o1, temos um isomorfismos.
E, por defini¢do, vale que ¢(ab) =a — o(b).
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Por outro lado, temos que o morfismo ¢! existe. Seja p € H*, temos pela bijeciio que existe
um tnico a € H tal que p(x) = Ag(S(a)x) e assumimos que Az € uma cointegral a esquerda tal
que Ag(Ar) = 1. Denote

Il
>
=
~—
9]
P
S
o
S
Q
<
<
®

I
>
=
—~
0
—
N
® =
\_>/\_/
i
- =

onde Y Ar(Ar (1))Ar2) =1, pois

p(Y Ae(Arq =Y p(Ap)e(Ar 1)) = p(D)AR(AL)

Logo ¢~! = A, « p e, portanto, (])_1 também satisfaz ¢~ (pq) = ¢~ (p) — g para p,q € H*.
O]

Como consequéncia do Teorema 3.6, temos os importantes resultados a seguir que usaremos no
decorrer desta se¢do. Além disso, sempre que ndo houver confusdo, e como normalmente identifica-
mos no enunciado dos resultados a nota¢do adotada, A (resp. A) denotard a cointegral ou integral
de H* (integral ou integral de H) a direita ou a esquerda conforme mencionarmos no enunciado.
Antes denotariamos por Ay e Ag as cointegrais a direita ou esquerda e por Ap,Ag as integrais a
direita ou esquerda (conforme a Secdo 3.2 deste Capitulo). Escrevendo deste jeito para simplificar a
notacgao.

Proposicao 3.3. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finitae S a antipoda sobre um corpo k
e seja ¢ : H — H* o isomorfismo do Teorema 3.6. Defina A= ¢~'(¢) e A= ¢(1). Entio:

(a) A éuma cointegral de H e A é uma integral a direita de H*;

(b) 0(a)=a— A para acH e ¢ '(p) =A<+ p para pc H*. Assim (H*,—) é um H -
modulo livre a esquerda com A como base e (H*,A) é um H* -mddulo live a direita com A
como base;

(c) S é bijetiva;
(d A~ (a—A)=a paraacH e (A~ p) — A= p para p € H;
© MA)=1=A(S(A);

(f) O ideal da integral a esquerda (ou a direita) de H € unidimensional. Portanto ¢ € o tnico a
menos de um miiltiplo escalar.

Demonstragcdo. Para provar o item (a), basta observar que

0(ah) = a—0(A)

a— &€

= g(a)e = 0(g(a)A),
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paratodo a € H, tendo em vista que €o0S = €. Portanto aA = €(a)A, paratodo a € H, visto que
¢ é injetivo. Analogamente, podemos verificar que ¢ ' (Ap) = 0~ (p(1)A) e, assim, Ap = p(1)A,
para todo p € H*. Isto termina a demonstragio do item (a).

O item (b), basicamente, é o resultado da observacdo de que ¢(a) = ¢(al) =a — ¢(1), para
todo ac H, eque ¢~ '(p)=0"1(ep) =0"!(e) — p, para p c H*.

Para mostrar o item (c), observe que 0(a)(b) = (a — A)(b) =A(S(a)b), paraquaisquer a,b € H,
pelo que vimos no item (b). Assim, S(a) =0 implicaem a =0, pois ¢ é um morfismo injetivo.
Caso contrério, se S(a) = S(b), entdo 0(a)(x) = 0(b)(x) (contradizendo a injetividade de ¢ !).

As equagdes do item (d) sdo outro modo de escrever ¢~ (¢(a)) =a e 0(d~!(p)) = p respecti-
vamente (usando também o item (b)).

O item (e) € uma aplicacdo direta da parte (d). Aplicagdo € em ambos os lados da equagdo do
item (d), quando a =1, resultaem A(A) = 1. Por outro lado, aplicando ambos os lados da segunda
equagdo do item (d) em 1, quando p =€ resultaque A(S(A)) = 1.

Para provar o item (f), seja A’ € H uma integral a esquerda, temos que S € bijetiva pela parte
(c). Agora dado o= ¢(A")(1), temos

0(A)(a) = o(A)(S(5'(a))
(

= ) — O(A)

= 0(S" (@)A)(1)

= 9(e(S™(a))N)(1)
g(a)o

para todo a € A e, portanto, A’ = aA. Para completar a prova da parte (f), note que S(a) é uma
integral a esquerda de H, se a ¢ uma integral de H a direita, tendo em vista que S €& bijetiva
e que €08 =¢€. Assim o ideal das integrais a direita de H € unidimensional também. Como
¢(a) =a— N =a — ch. Isto completa a prova de (f) e, portanto, a completamos a demonstragao
desta proposicao. ]

Obs.: 3.4.2. E ficil ver que uma dlgebra de Hopf semissimples é sempre unimodular. Basta veri-
ficar que, se A, € uma integral a direita e respectivamente A; € uma cointegral a esquerda, entao
e(A)A; = AN =€(A))A,, ouseja, Aj=¢€(A;)(e(A,))"IA, e, portanto, [F= [

Comoque S e S~! sdo anti-endomorfismos de dlgebra, sobrejetivose oS =eg=¢g0S5"!, segue
que, se S(A) e ST!(A), sdo integrais a direita de H, entio A deve ser uma integral 2 esquerda de
H. Analogamente, como S ¢ antiendomorfismo de codlgebrae S(1) =1, segue que AoS € uma
integral a esquerda da dlgebra H*, entdo A ¢é uma integral a direita de H*. Assim, pelos itens (e)
e (f) da Proposicao 3.3, segue o seguinte coroldrio:

Corolario 3.4. Seja H uma dlgebra de Hopt sobre um corpo k. Se A é um integral a esquerda ou
adireitade H e A € uma integral a direita ou a esquerda ndo nula de H* entiao A(A) # 0.

Demonstragdo. Este resultado é uma consequéncia direta do Proposicdo 3.3 item (e). [
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Como estamos trabalhando com 4dlgebras de Hopf de dimensao finita, assumimos que S bije-
tiva. Portanto existe um antiendomorfismo S~! e com este morfismo existem as 4lgebras de Hopf
(HeP M, i,A,e,S‘l) e (H“P M,i A, ¢, S_l). Isto ja foi discutido e demonstrado no primeiro Capi-
tulo Proposic¢ado 2.1.

Corolario 3.5. Seja H uma dlgebra Hopf de dimensao finita sobre o corpo k.

(a) Suponha que A ¢é uma integral ndo nula a direita ou a esquerda de H. Entdo (H,~) e
(H,—) sdo H* -médulos livres com base A.

(b) Suponha que A ¢é uma integral no nula a esquerda ou a direita de H*. Entio (H*,~) e
(H*,—) sao H -mdédulo com base A.

Demonstragdo. (a) Como vimos no Teorema 3.6 e na Proposi¢ao 3.4, H é gerado por A; como
H* -médulo, ou seja, (H,+) é um médulo livre como base Ay. Analogamente, (H,—) éum H* -
mdédulo livre com no Teorema 3.6 e Corolério 3.4 em HP?. Justamente porque ¢ : H P — (H“P)*
e, portanto, pelo teorema podemos concluir que H = H? ¢ gerado como médulo e tem base Ag.
(b) Também pelo Teorema 3.6, Ag gera H* como H -médulo livre. Analogamente, em H*, temos
que Ag em H? temos que H = H? é gerado por A;. Observe que (Ag — a)(b) =Ag(b-a) =
A(ab) = (a — N)(b), ou seja, gera todos os elementos de H*. O

Generalizaremos as formulas e os resultados anteriores em uma dlgebras de Hopf de dimensao
finita H para as dlgebras de Hopf de H7, HP e H°P P e, em muitos casos, dando novas for-
mulas e resultados para H. E interessante notar que a antipoda S pode ser expressada em termos
das integrais e cointegrais. Seja A uma integral a esquerda H e seja A uma integral a direita de
H* tal que A(A) =1. Como S~!(a) — A=A+ a para a € H, pelo item (d) da Proposigio 3.3,
temos que

SN a)=A+— (A=a)=Y MaA)) (3.7)

para a € H. Agoraseja A’ uma integral a direita H tal que A(A ): 1. Entdo equagdo (3.7) para
a dlgebra de Hopf H? ¢é

S(a) =N —(a—1) =Y MA (3.8)

para todo a € H, quando expressado em termos de H.

3.4.1 O Traco Quantico: Calculos Algébricos

Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita com antipoda S sobre o corpo k. Computa-
remos o traco de um endomorfismo linear f € Endy(H) e mostraremos a relagdo com as integrais
e cointegrais de vdrias maneiras. Através de tragos, calcularemos integrais e cointegrais. Existem
importantes aplicacdes das funcdes tracos de dlgebras de Hopf. Na préxima secdo, por exemplo,
mostraremos que os traco e cotraco de morfismos definem os tensores integrais e reconstruiremos a
estrutura de uma algebra involutdria a partir dos tensores traco e cotraco.

Definicdo 3.13. Seja f € Endy(H). Conhecemos o isomorfismos Endy(H) = H*®@H e, portanto,
f—= Y pi®a;. Afungio traco Tr: Endy(H) — Endy (k) é tal que Tr(f) =Y pi(a;).
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Obs.: 3.4.3. No caso das transformagoes lineares T € £(V), temos qug, fixada uma base {v;}1<i<n,

temos que T (v;) =Y a;jv; € dada uma base do espago vetorial dual v/(v;) = §;;, podemos escrever

que T =Y a;jv'v;. Peloisomorfismos (V)2 V*QV, temos que T = Z Za,]v ®v;. Assim
j i

temos que Tr(f) =Y ;(L;aijpy'(vj)) =X aj;.

A base da computacdo de tracos em termos das integrais € o item (d) da Proposi¢do 3.3. Logo a
seguir mostramos como calcular o traco de um endomorfismo:

Teorema 3.7. Seja H uma dlgebra de Hopt de dimensao finita com antipoda S sobre um corpo k.
Suponha que A é uma cointegral a esquerda de H e que A € uma integral a direita de H* tal que
MA) = 1. Entao:

Tr(f) = Y MS(Ap)f(Aw))

para f € Endy(H).

Demonstracdo. Sem perder generalidade, como estamos identificando H* ® H = Endy (H), pode-
mos assumir que f = p®a; pois, se f =Y p;®a;, podemos fazer tr(f) =Y pi(a;). Podemos as-
sumir que A e A sdo as integrais segundo a Proposic¢do 3.3. Assumimos que f(a) = (p®a)(b) =
p(b)a, onde p € H* e a,b € H. Observe que nesta condigdes Tr(p ®a) = p(a). A equagdo
YAMS(A1)))f(Aqy) =Tr(f) € deduzida pela aplicagdo em ambos os lados da segunda equagdo da
Proposicao 3.3 do item (d) ao elemento a € H,

(A=p)=N(a) = (YL p(An)AR))—1)

Y ASCY. p(A1)A@R))a)
Y ASY. p(Ag))A@R))a)
A} P(A1)S(A2)a)
( (Any)a)

( (A

Como temos que ((A « p) — A)(a) = p(a) =Tr(f) ecomo f(A(})) €k temos a primeira igual-
dade. Ja a equagdio Tr(f) =YX M(So f(A«2)))A()) € deduzida pela aphcagao p € H* para ambos
os lados da primeira equagdo do item (d) da Proposicao 3.3. Por outro lado, podemos fazer

p((A=(a—=1)) = p(A—=(MS(a)-)))

= p(Y(MS(a)An)Aw)
= Y(MS@An)p(Aw)
= Y (Mp(Ap)S@Aq))
= Y (MS(p(Ap))a)Any))
= Y (MS(F(Ap)Am)-

Temos que p(A — (a — L)) = Tr(f). Isto conclui a prova do teorema. O
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Obs.: 3.4.4. O resultado anterior pode ser interpretado diagramaticamente e faremos isto na Se-
¢do 3.6. Podemos ver em [Sou02] que o Teorema 3.7 pode ser traduzido diagramaticamente pelo
lema a seguir para os tensores dos objetos do tipo Hopf, que generalizam o resultado para a dlgebras
de Hopf. Objetos do tipo Hopf generalizam os diagramas das dlgebras de Hopf categoricamente
e através disto podemos demonstrar resultados em dlgebras de Hopf em um contexto mais geral.
Daremos um sentido diagramatico para a aplicagdo traco de f.

O trago € uma fun¢do que leva um endomorfismo de H para um endomorfismo de k, ou melhor,
tr(f) : k — k. No caso de operadores lineares, temos que ¢r(f)(1x) = Y a;;. No lema a seguir,
denotamos por Pgr; = Ag ® Az o produto tensorial de uma cointegral a esquerda A; com uma
integral a direita Ag.

Proposicao 3.4. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita com antipoda S sobre o corpo k.
Suponha que A é uma cointegral a esquerda para H e que A € uma integral a direita para H* tal
que A(A) =1. Entéo:

(@) Tr(r(a)oS?or(p)) =Ma)p(A) para ac H e p € H*.

(b) N(a) =Tr(r(a)oS?) para a € H & uma integral a direita. Mais ainda A’ # 0 se e somente
se H € semissimples.

(c) Tr(S?)=A(1)e(A). Portanto Tr(S%)#0 se e somente se H e H* sdo semissimples.
Demonstragdo. Os itens (b) e (c) seguem diretamente de (a). Para provar o item (a), primeiro ob-

servaremos que ZS(a(z))Sz(a(l)) = S(X.S(aqy)aqy) = S(e(a)l) = €(a)l paratodo a € H, e que
A(a—p)=Y(an)~ p)®a(y) para acH e p € H". Usaremos agora o Teorema 3.7 para calcular

Tr(r(a)oS*or(p)) = Y. MS(Aw)S*(Au) < p)a)
= Y AS A;P )2))S*((A = p)1ya))
= Me(A+ p)a)
= Ma)p(A),

para a € H e p € H".
Para provar (b), assuma que A'(a) = Tr(r(a)oS?) = Tr(r(a)oS?or(e)) = A(a)e(A) eque r(a)o
S?or(e) = r(a)oS?, temos que

Y FaN (x@) = Y flxa)Mx))e(A)
S (A(x)e(A))

N (x),
ou seja, A’ € uma integral 2 direita. Para a segunda parte de (b), temos que, se A’ # 0, entdo
A(a) = Ma)p(A) # 0. E isto implica em €(A). Logo, pelo Teorema 3.7, A dlgebra de Hopf H ¢
semissimples.

Para provar (c), podemos comegar verificando que S? = r(1)oS2or(e) e, portanto, Tr(S?) =
Tr(r(1)0S8%or(e)) = M1)e(A). Segue que se Tr(S?) = A(1)e(A) # 0 implica em A(1) # 0
assim H* ¢é semissimples e €(A) # Isto conclui a prova da proposigao.

U o
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A Proposi¢ao 3.4 mostra que podemos expressar integrais por meio da func¢ao traco. E que, atra-
vés da mesma funcgdo traco, podemos identificar se uma algebra € semissimples. Na sec@o seguinte,
discutiremos o tensor a existéncia dos tensores integrais que tem propriedades relacionadas com o
resultado anterior.

3.4.2 Ordem da Antipoda

Vimos a definicdo do conjunto grouplike? e denotamos este conjunto por G(H). Temos que
G(H*) = Algk(H, k) que denota o grouplike de H*. Para entender esta igualdade, basta observar-
mos que A*(f)=f® f seesomentese f(M(x®y))=f(x)f(y), ouseja, f éum endomorfismo
de dlgebra. Nesta secdo, definiremos o conceito de grouplike destacado que foi usado para estudar
a ordem da antipoda.

No artigo [Rad85], temos como um de seus resultados que

Afirmacao 3.4.1. existe uma bije¢do entre G(H) e o conjunto dos ideais unidimensionais de H
dada por

g Lo ={p e H"|px=p(g)x}.

Assim temos que, como o conjunto | das integrais a direita é unidimensional. Portanto existe
um g € G(H) tal que L, = [. Isto implica em, para todo elemento A € [, pA= p(g)A. Como,
neste caso, H tem dimensio finita vale o andlogo para H*, ou seja, Aa = oa)A. Este resultado
original pode ser encontrado em [Rad76].

Sejam A # 0 uma cointegral a esquerda de H e A # 0 uma integral a direita H*. Pela Pro-
posicdo 3.3 item (f), o ideal das integrais a esquerda (ou a direita) é unidimensional. Portanto existe
um o € Algi(H, k) = G(H*), independente da escolhade A tal que Aa = o(a)A para a € H.

Definicdo 3.14. Existe um o € Algy(H,k) = 4(H), independe da escolha de A tal que Aa =
o(a)A para a € H. A este elemento se d4 o nome de grouplike destacado de H*.

Definicdo 3.15. Existe um g € Algx(H* k) = ¢(H), independe da escolha de A tal que pA =
p(g)A para p € H*. A este elemento se did o nome de grouplike destacado de H.

O resultado principal deste trabalho envolvera essas defini¢oes. Através da férmula que Radford
desenvolveu foi possivel estudar a ordem das antipodas de dlgebras de Hopf de dimensao finita.

Proposicao 3.5. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita e antipoda S, A € H uma integral
aesquerdae A € H* uma integral a direita; onde g um elemento grouplike destacado de H e seja
o um elemento grouplike de H*. Entao:

@ SA)=a—AeSA)'=A~a
(b) hoS=A+—g e AoS l=g—A

(c) A—a=a(g)(a—A) e g—=A=0a(g)(h—g).

2Vimos a definigdo do elemento grouplike na equacio (2.14) no primeiro Capitulo. g € G(H), se A(g) =g®g.
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d SN =a—-rA—a'=a(gHA e hoS? =g =LA g=a(g DA

Demonstracdo. Podemos assumir que A(A) = A(S(A)) =1 conforme Proposi¢do 3.3. Pelo item
1 (f), integrais a esquerda ou direita sdo tnicas a menos de multiplos escalares. Portanto quaisquer
dois elementos entre S(A), a — A ou o+ A formam um conjunto linearmente dependente.
Do mesmo modo, quaisquer dois elementos dentre AoS, g — A, e A+ g formam um conjunto
linearmente independente.

Mostraremos primeiro o item (a). Desde que S(A) e o — A sejam linearmente dependen-
tes, o fato que A(S(A)) =1 e os cdlculos Ala — A) = MEU(Ap)A1) = LAMAq))UAp) =
o(1)A(A) =1 estabelece que S(A) = o — A. Equivalentemente a dltima equag@o, na dlgebra de
Hopf HP? H“P é S~'(A) = A~ 0, quando expressado em termos de H. Ou seja, seja §' = S~!
a antipoda de H? temos que vale arelagio S™'(a) =5'(A) = ot —cop A=Y U(A2))A) = A —a
quando expresso em termos de H.

O item (b) é uma versio do item (a) em HP:*. Pois, seja (S~!)* =S’ a antipoda de HP*,
temos pelo item (a) que A(S™!) =S5 (A) =g —cop A = Y g(A2))A(1) = XA (g)A(1) =Aorg, ou
seja, AMS1)(x) =S (A)(x) = (A — g)(x). Analogamente, verifica-se que AoS~! =g —A.

Para mostrar a parte (c), usaremos o fato que A < o e o — A sdo linearmente dependentes.
Pois, como sabemos, ambos sdo integrais a direita. Concluiremos que A — o= o(g)(a0 — A) pois
MA = o) = a(Xa(Aq)A@) = LoUAq)A(Ag)) = aM(A) = a(g)M(A) = a(g). Segue, portanto,
que A — o= oa(g)(e — A). Temos, na dlgebra de Hopf HP“°P-*  que esta relacdo passa a ser
g—A=a(g)(Ah—g), quando expesso em termos de H*.

Para mostrar o item (d), notamos que a primeira equagdo em H?”“°P* ¢ a segunda, quando
expressamos em termo de H*. Assim basta provar a primeira relacdo. Temos que

1

a—~A—a! = (a(g) A=) —a

Observe que S?(A) também é uma integral a direita de H. Consequentemente, S?(A) e A sio
linearmente dependentes. Assim é suficiente mostrar que A(S?(A)) = a(g™!). Jaque S(g) =g !,
segue pelo item (b) que

MS*(A)) = AoS(S(A))

Portanto S?(A) =oa(g~!)A, eaprovado item (d) estd completa. Isto termina a prova da proposicio.
0



3.4 CALCULOS ALGEBRICOS DE TRACOS 60

Lema 3.3. Seja A uma integral a esquerda de Hl. Entao
Y Aqgy®arp) =Y S(a) para a€H (3.9)

Demonstragdo. para ver isto observamos que

Y bay@abpy = Y (e(any)1)ba)@ap)bp)

Entdo para
YAm@arg = ) Slam)agA) o @ (@A)
= Y S(amy)(e(ap)A) 1) @ (e(ap)A) o)
Y Slag))eap))Ap) @ Ap)
= Y S(a)Aq) @A
para a,b € H. [

Facamos o seguinte cdlculo
(ADb)SZ(CI) = ZA(z)bS(A(I))Sz(a)
= Y Ap)bS(S(a)A())

pela equagdo (3.9), temos que Y A(2)bS(S(a)A(1)) = Mo (I®bS)(LS(a)A1) @ Ap)) =Mo(I®
bS)(L A1) ®al)). Sendo assim,

(A>b)S*(a) = Y Ap)bS(S(a)Ax))

= LarebS(Aw)
= a(A>Db),

e, portanto,
(A>b)S*(a) = a(A>b) paraa,b € H.

(3.10)

Tendo em vista que a antipoda de uma dlgebra de Hopf leva os elementos grouplike em seus inversos,
deduzimos que

Sor(a) =l oS e  Solla)=r(a')oS para o€ GH) (3.11)
Desde que S seja um antiendomorfismo de coalgebra, deduzimos que
Sor(a)=1I1(a"1)oS e Sol(a)=r(a"')oS  para a € G(H) (3.12)

onde S € um antiendomorfismo de dlgebra (antipoda).
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Proposicao 3.6. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita com antipoda S. Suponha que A
é uma integral a esquerda de H e que A € uma integral a direita de H* tal que M(A) =1. Seja g
o elemento grouplike destacado de H e seja o o elemento grouplike destacado de H*. Entao para
fEeE ndk(H) :

@) Tr(foSor(a))=YMAn)f(Aw))-

(b) Tr(r(g)oSof) =YX Mf(An)Ap))-

(c) Tr(foS2or(a!)) =EMS(An)S(Aw))-

d Tr(r(g™ ") oS 20 f) = L MS(Aw))f(Aw)).

() Tr(fol(g)os™ ol(a) = MA@ f(A))).

@ Tr(l(g~")ol(a™") o f) = EMf(Aw)S(An))).
Demonstragcdo. Para mostrar (a), observamos que o — A € uma integral a esquerda, conforme
vimos antes em Proposi¢do 3.5, ¢ A ¢é uma integral a direita de HP* tal que Ala — A) = 1.
gggt)anto aplicando o Teorema 3.7 a dlgebra de Hopt H°” temos (sabendo que a antipoda neste caso

Tr(f) = YM(foS ' (a—A)g) (a—A)y)
= LMA@(foSHa—Ap))).

Pela equagio (3.11) segue que Sor(a) =I(a~')oS e, portanto, Tr(foSor(a))=Tr(fol(a 1o
S).
Tr(fol(o1)oS) = 27\. H(fol(a™ )oS)oSil(A(z)))
= YA (Fola )~ Ap))
= (A(l)f(A(Z)))'
Para mostra o item (b), observamos que A + o é uma integral a esquerda de HP°P ¢ A+ g
¢ uma integral a direita de H?”“°P-* tal que (A — g)(A < o) =1 pela Proposi¢do 3.4. Portanto o

item (a) para a dlgebra de Hopf H°P-°P expressado em termo de H. Primeiramente o~ ! = S(a)
€ o grouplike destacado; pois, se A € uma integral a esquerda, temos que

S(A)-a = aS(A)
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tendo em vista S*(at) = (§*)~!(a) = a~!. Observe que em HP°P* vale que a antipoda nesta
dlgebra de Hopf é igual a S* e (5*)~!(a) = S* (o) = oS e (§*)~'(a) = oS!, portanto (S*o
(5*) ") (o) =S* (oS~ = oS 1 oS = . Logo, como neste caso o~! é um grouplike destacado,
temos que

(foSor(a™))(b) = f(S(Xo ' (ba))ba)))
foS(a~! —b)
= (foSol(a"))(b)

Portanto vale que

Tr(foSol(a™) = YA—g)((A—a g f(A—a "))

Assim temos

Tr(l(g™")ofor(aoSor(a) = Y Me(((g™ o for(a™))(Au) — o)Ap))

Mas, pela equagio (3 9) e pela equacio (3.11) segue que Tr(l(g~')o for(a™)oSol(a™)) =
Tr(l(g~") o foS) =Tr(r(g)oSof).

Para mostrar o item (c), observamos que S(A) é uma integral a esquerda para H’? e que A é
uma integral a direita H?”* tal que A(S(A)) = 1. Assim o item (a) para a dlgebra H°”, quando
expressados em termos de H, se traduz por

Tr(foS'or(a™)) = Y AMS(A)u)- f(S(A)@2)

Portanto

Tr(foS2or(a™!)) = Tr(foStostor(a™))
= Y MfosTH(S(A1))S(Ap)))
= Y M(F(A@)S(A@))-

Para mostrar o item (d), observamos que S(A) é uma integral de H’”“°? ¢ g — A é uma
integral a direita de H?”<°P-* tal que (g — A)(S(A)) =1 pela Proposi¢do 3.4. Aplicando o Teo-
rema 3.7 para a dlgebra de Hopf HP:“°P segue que

Tr(f) = Y(e—=M((foS(S(A)1))) S(A)2)
= YAMS(An))(foS(S (A 2) )))8)
= TMS(A)(foS* (A 2))))8)
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Pela equagdo (3.12) segue que Tr(r(g~')oS 1o f) =Tr(r(g7")ofoS™2) = LMS(A1))f(Ap))-

Para mostrar a parte (e¢), observemos que A ¢ uma integral a esquerda de H” e A +— g é uma
integral a direita de H“P* tal que (A~ g)(A) = 1. Assim o item (a) da dlgebra de Hopf H?
quando expressado em termos de H ¢é

Tr(foS~'ol(®)) = Y.(A=g)(Apf(Aw))
= Y MeAp) f(Am))

Portanto Tr(foS~'ol(a)) = Z?»(A(z)f(g_lz\(l))) pela equacdo (3.9). Onde a iltima equagio
segue da equagio (3.9) ja que S(g) =g~ '. Portanto Tr(fol(g)oS 'ol(a)) = YAMAR f(Aw)))-

Para mostrar a parte (f), relembramos da prova da parte (d) que S(A) ¢é uma integral a esquerda
de H°P“°P eque g — A éuma integral a direita de HP“°P>* tal que (g — A)(S(A))=1. Portanto
o item (a) da dlgebra de Hopf H”>“°P quando expressado em termos de H ¢&

Tr(foSol(a™) = Y g—MS(A) @) - £(S(A) 1))
= Y Mf(S(A@))S(Am))g)

Entio Tr(foSol(o)) = EA(S(Am)S(8)S(Am)) = TAU(S(Ap))s™IS(A) que segue
de S(A) ser uma integral a direita e } Ay ® Aa =Y. S(a)A(;) ® A para todo a € H. Onde a
dltima equacdo segue da equacio (3.9). Agora Tr(fol(g N ol(a™))=Tr(foS toSol(a™l)) =
YA(f(A@2))S(A1))) pela equagdo (3.12). Isto termina a demonstragdo da proposigdo. O

As férmulas de traco da Proposi¢ao 3.6 pode ser deduzida diretamente sem recorrer a H°P, H?
ou H°PP  mas ndo abordaremos isto nesta dissertacao.

O préximo teorema teve muitas aplicacdes na pesquisa das relacdes entre cointegrais de H e
integrais de H* e também com a ordem da antipoda de H. O item (a) segue de [Rad76]. Nesta
dissertacdo, daremos duas outras demonstracdo para itens (a), segundo a demonstracdo de [Radford,
1994]. A primeira é baseada na equacdo (3.7) e na equagdo (3.8). A segunda é uma computacao do
traco baseada na defini¢do dos elementos grouplike destacados o de H* e na Proposi¢ao 3.4. Na
segunda demonstragdo, em um determinado ponto, usamos a seguinte relacao simples

r(p)or(a) =Y r(ap)or(ag)— p) parape H* e acH, (3.13)

que segue pelo célculode ba  p =Y p(bya(1))bnyan) = Xlaa) — p(b())bx))ap) para a,b € H
e peH".

Teorema 3.8. Seja H uma dlgebra de Hopf dlgebra com antipoda S sobre o corpo k. Suponha que
A € uma integral a esquerda de H e que A ¢ uma integral a direita de H*. Seja g um grouplike
destacado de H e seja o elemento grouplike destacado de H*. Entdo:

(a) Mab) =MS%*(b— )a) para a,bc H.
(b) A(ab) = AMbS* (o~ — g lag)) para a,b € H.
(c) 27“(2) ®7\,(1) = Z(X(}\,(l) OSZ) ®7y(2).

@) LA @M1 =XA0) @S2 (Ap)s.
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Demonstragdo. Primeiro mostraremos o item (a). Podemos assumir, pelo Coroldrio 3.4 que A(A) =
1. Agora S(b) =Y MS?(b)A(1))Ap) pela equagdo (3.7), pois Y A(S*(B)A(1))Ap) =S~ 1($*(b)) =
S(b). Por outro lado, como A+ o e o~ !'A sdo integrais a direita tal que o™ 'A(A o) =1, segue
pela equagdo (3.8) que

S(b) = Y o "M(Aq) — o)b)Ap
= Yo 'M(Aq) — o) (b—aTh) —a)Ag,
= Yo 'MAp@—ah) —a)Ap
= Y A (b;oc DA@)-

Portanto Y A(S?(b)A 1)A2) = LMAq) (b — a” 1))A(2) para b € H (Lembre que o 'A =)Ao

r(o~1) que precisamos para obter a ultlma igualdade e que (a o) (b—a) = (Y oa)ap)) (L oa)ap

Yo(a)ob)apybo) = (ab — a)). Aplicando p € H* em ambos os lados da dltima equagdo ob-
temos A(S?(b)a) = Ma(b — o)) para a,b € H pelo Coroldrio 3.5 item (a), pois (H,~) é um
H* -médulo com base A. E assim o item (a) segue.

Daremos uma segunda prova do item (a) que usa a funcio traco. Desde que S seja um endo-
morfismo de 4lgebra segue que S%or(a) = r(S*(a))oS? para a € H. Dado p € H* e a,b € H,
Entiio pela equagio (3.13) segue que (r(ab)oS?or(p) =r(a))

Tr(r(ab)oS*or(p)) = Tr(r(b)or(a)oS®or(p))

= Tr(r(a)oS*or(p)or(b))
= LTr(r(a)oS?or(by)o r( —p))
= LTr(r(a)or(S*(b)))oSo ( 1) = p))
= LTr(r($*(b))a )052 r(by = p)).

Agora suponha que p(A) = 1. Entdo pela proposi¢io 4.2.1(a) temos

Aab) = p(A)\(ab)
Tr(r(ab) o S? or(p))

|
H
S
—
S
<
~—
O
o]
\]
O
~
—
M
@‘

— p)or($* (b))
or(a )OS Or(Zb )Ap))

1
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=3
Q>
= >
s o
N— N
8 s

= MS%(b — @a),

Usamos a relagio r(a)oS%or(p)or(b) = r(aSz(b(z))) 08?0 r(Lb(1y — p) e, portanto, a segunda
demonstrac¢do do item (a) estd completa. Nada que g — A & uma integral de (H” “°P)* & uma
questdo simples mostrar que o item (b) € a parte (a) para a dlgebra de Hopf H°? “°? quando expres-
sada em termos de .

)=
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(g —~A)(ab) =

I

S
S
%)

[\S)
~~
oQ
—~
ng!

RN
S
~—r
S
~— —
~— Q
~—

a
= AbS* (o — g~ lag)

O item (c) € equivalente a formulagio do item (a) desde p(ab) = Y. p(1)(a)p(2)(b) para p € H* e
a,b € H pela definicdo da comultiplicagdo em H*.

YA (@)a)(b) = A(ab)

= ( 2(b — a)a)

= 1)(52(17;0‘))7&2 (a)

= XA ( ( $2(b(2))))h2) (@)
= Z(OC( 1 OS (b(z))))k(z)(a)
= Loy oS87)(b)Ap)(a)

Portanto 7\,(1)(61) = 7\.(2) (Cl) e 7\,(2) (b) = OCO\.(]) 0§52 )

A segunda prova do item (a) pode ser modificada para dar uma prova do item (d). Melhor ainda
notar que o item (c) e a dualidade implica na parte (d). Para observar que S(A) é uma integral a
direita de H = H** e que a integral a esquerda AoS de H* satisfazem (ko S\p=plgH)(XoS)
de p € H*. Portanto pelo item (c) temos que Y.S(A)2) @ S(A)(;)y =X (S (S (A)1))) @S(A)2)-
Como S é antiendomorfismo de bidlgebra e S(g) = g~ !, vejamos que LS(Aqy) @S(A) =
ySs (SZ(A(Q))g) ® S(A(1)) e, portanto, o item (d) € consequéncia. Isto completa a demonstragéo
do teorema. [

A férmula para $* em (veja [Rad85], prop. 6 radford:1994) é ficil deduzir pelo uso dos itens
do teorema Teorema 3.8 (a), (b). Note que isto pode também ser deduzido das formulas de tracos da
Proposicao 3.6 e pelo item (a) do Teorema 3.8. Pelo Teorema 3.8 (a) e a pela Proposi¢do 3.6 itens
(d), (f) temos que

Tr(r(g™ ) oS0 f) = Y As(Au)f(A)
= Y M8 (f(A) — a)S(A))
= Y M((S*or(a)o ))(S(A))))
= Tr(i(g"")ol(a™")oS?or(a)o f)

para f € Endy(H). Portanto r(g~')oS?=1(g7!)ol(a!)oS?or(a). Como S?> comuta com estes
operadores (veja na equacgdo (3.12) e na equacdo (3.11)), segue que S* = l(g)o r(g_l) o r(oc_l) o
I(a).

S*a)=gla—a—o g! para a € H.

Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao sobre o corpo k com antipoda S. Para uma integral ndo
nula a esquerda x, existe um o € G(H*) = Alg(A,k) satisfazendo xh = a(h)x paratodo h € H,



3.5 VERSAO DIAGRAMATICA: ALGEBRA DE HOPF 66

e seja a € G(H) o elemento correspondente (a o grouplike destacado) em A*. Temos como vimos
que S*(h) =a (o — h — a~!a. Disto é possivel provar que seja H uma dlgebra de Hopf de
dimensao finita, entdo a ordem da antipoda S € finita [Rad76].

3.5 Versdo Diagramitica: Algebra de Hopf

Linguagem grdfica: O uso da notacdo grafica de operadores nos diagramas € devido a [Pen56];
que dualizam os grafos da notagdo tradicional, onde os vértices sdo os objetos e as arestas represen-
tam morfismos, e transformam os objetos nas arestas e os morfismo nos vértices.

Considere o seguinte exemplo para explicar a relacdo dos diagramas com os coeficientes de es-
trutura. Sejam M:A —B,N:B®XC — D e P:D — E aplicacdes lineares entre espagos vetoriais
de dimensao finita A,B,C,D,E. Estas aplicagdes podem ser combinadas. De um modo natural,
obtemos uma aplicacdo linear F :A®C — E. Nanocdo funcional, a aplicagdo F pode ser escrita
como

F=PoNo(M®idyg).

O mesmo pode ser expressado como uma rotulacdo das aresta por indices, relativos a alguma escolha
de base de cada espaco. Na nogdo matematica, suponha M = (m;;), N = (n; jx), P = (pm;) €
F = (fmik), onde i,j,k,I,m passeiam sobre a base dos respectivos espago vetorial. Entdo

Foik = Zzpm,lnhjkmj,i- (3.14)
71

Daremos preferéncia a seguinte notagio >:

i ik 3 ri
Fit = PLN/" M, (3.15)

Em equacdo (3.14) e equagdo (3.15), a ordem dos fatores na multiplicacdo ndao € importante, como
todas as informagdes estdo contida nos indices. Note também que, enquanto a notagdo menciona a
escolha de bases, a transformacao linear gerada a partir deste coeficientes de estrutura sdo claramente
independente de bases.

a) a(1)

d) _ c d
ag) | F - T apy b N p
— M

No diagrama acima, temos uma visualizacdo gréfica e os indices substituidos nas arestas para visuali-
zacdo da férmula. Normalmente, como visualizamos nossos tensores com grafos de vértices rigidos,
enumeramos as entradas como comentamos na Secao A.7.3.

Falaremos agora da definicio da estrutura da algebra de Hopf * por diagramas. A partir de
agora, queremos descrever a formulagdo diagramdtica dos axiomas e teoremas do primeiro Capitulo.
Para melhor compreender os diagramas o leitor pode ler o apéndice B, que traz uma apresentacao
dos diagramas e da categoria dos objetos do tipo Hopf. Em resumo, representaremos:

3Em fisica, é mais comum escrever o indice da coluna sobrescrito e os indices das arestas subescrito. Mais ainda,
podemos fazer cair a sumarizacao usando a notacao de Einstein.

“4Esta definicio diagramitica define a categoria dos objetos do tipo Hopf. Na pritica, usamos esta definicio que
generaliza os morfismos para demonstrar resultados por diagrama.



3.5 VERSAO DIAGRAMATICA: ALGEBRA DE HOPF

* A arestas sdo os objetos da categoria >

* Os vértices representam os morfismos das algebras de Hopf.

67

* O diagramas representam, em geral, as propriedades que definem os tensores de uma algebra

de Hopf.

Omitiremos, quando ndo trouxer confusdo para o leitor os objetos nas arestas tendo em vista que o
objeto é sempre uma dlgebra de Hopf fixada H. Enunciaremos a versdo diagramética dos axiomas

de algebra:
(1) Associatividade:
P
/ v ) ™ M ol M
/
(i1) Unidade:
i
~ N
M— = M— = —
7 .7

l

Efetuando um cruzamento® nas entradas do diagrama de M obtemos M°P, que pode ser visto

abaixo.

N
Mmop = ><:M—>
-

Representaremos a coassociatividade e counidade diagramaticamente abaixo.

(1) Coassociatividade:
N
\ N A/
\
(i) Counidade:

éA

Diagramaticamente, temos que A®” & a aplicagio A com as saidas cruzadas * como indica o

diagrama a seguir:

—>A< S Sy

3 A definigdo de categoria se encontra no apéndice B. No nosso caso, o objetos sdo a dlgebra de Hopf H.

®Leia a Seciio A.10.
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A defini¢do de bidlgebra ¢ interpretada pelo conjunto de diagramas abaixo:

—_— — —_— € ——
A><M _ \M%A/ : g_>A/ _ ,
~. >
M—i = ’ E—| = 0 =id

ou seja, se os diagramas de dlgebra e codlgebra satisfazem as relacoes anteriores, entdo M, i, A, €
tem uma estrutura de bidlgebra.

Por fim, para definir uma 4lgebra de Hopf, precisamos de diagramas que definam a propriedade
da antipoda. Representamos o axioma da antipoda abaixo.

/S\ Y

Lembre que em grafos de vértice rigido fixamos uma ordem para as entradas e saidas Se¢do A.7.3.
Adotamos esta ordem nos diagramas abaixo.

Defini¢ao 3.16. Os diagramas a seguir definem a integral a direita e a integral esquerda.

//

AR
—>A\ = —Ag i— —>A\ =AM— i—
AL
De maneira andloga ao que fizemos com as integrais, exibiremos os diagramas que definem as
cointegrais.

Definicdo 3.17. Sejam Az, Ay ’ sdo morfismos. Neste contexto, os diagramas que definem a pro-
priedade das cointegrais sao

M— = — & ALQ M— = ——¢ ARQ-

A partir de agora falaremos sobre os tensores ‘Ladders’ 8. O Apéndice ?? explica a natureza dos
diagramas, que serdo necessdrios para desenvolver a teoria dos tensores integrais. Contudo, apenas
observando as propriedades dos ladders e, com a explicagcdo algébrica que daremos em seguida ao
préoximo lema, acredito que o leitor terd os subsidios necessdrio para compreensdo do restante da
secao.

"Cabe ressaltar que A; e Ag denotam, neste caso, ndo as integrais, mas as transformagdes lineares de k para H,
definidas por Ar(lx) =Ar e Ag(lx) = Ag.
8No apéndice de categorias, descrevemos os grafos de VR e as propriedades que nossos diagramas t&ém.
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Lema 3.4. (Ladder de Kuperberg) Os tensores:

! | | !

quando vistos como endomorfismo dos espacos H@QH, Ho H*, H* @ H e H*®@H*, sdo invertiveis
e seus tensores inversos sao respectivamente:

! | | |
S S S S
! ! ! !

Demonstrag¢do. Analisaremos o primeiro diagrama:

| | !
(a) S = A—S—M = e =
! P~ |

O primeiro diagrama € a composi¢do do tensor com seu ‘candidato’ a tensor inverso. Fizemos na
segunda parte o uso da propriedade diagramdtica da associatividade e da coassociatividade para o
tensor. No terceiro diagrama, fizemos uso da propriedade da antipoda. Por fim, usamos a definicao
diagramdtica da unidade e da counidade. E, segue a identidade dos diagramas que significa que a
justaposi¢do, que simbolicamente é a composi¢ao dos morfismos, mantém as entradas originais. Por
outro lado, temos que

S = A—S—M = € i =
! ! |

ou seja, trocando a ordem também chegamos ao fato que os morfismos justapostos mantém as entra-
das originais. Esta composi¢do trata-se, na realidade, da identidade de H® H. Os diagramas abaixo
seguem 0 mesmo raciocinio.

| | |
(b) S = A—S—M = i =

i A T
A
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s =  As—M = e i =
! ! |

Agora que vimos os dois itens (a) e (b) podemos resolver sem problemas os itens (c) e (d). Logo os
morfismos sdo invertiveis e os candidatos a ‘inversos’ sdo realmente seus morfisSmos inversos como
queriamos demonstrar. [

Lema 3.5. As seguintes identidades sdo mantidas na dlgebra de Hopf:

(a) —t (b —S
M—¢& = M—S—— = /MOP—>-
—¢€ — S
S—l
(c) (d) /N
i—5— = i— A Mr— = e i

Demonstragdo. (a)

M— = €

— A—¢

X = Tmeal =
Pelos tensores ‘ladders’ serem invertiveis, como vimos no Lema 3.4, temos que:

X >

— A—M—¢ = — A—¢ €

E, se colocamos € na entrada livre de A, temos que isto implicard na seguinte igualdade entre os
morfismos:

ég
\M—>g _
/ — >
Para o item (b), temos que:
S~ = X = Smeal) = i
Por outro lado,
A M A M—
A X M A M
TS§epMor— =5 M~
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A =M M —e ~——=M

E, aplicando a defini¢do de i e a propriedade da antipoda S, chegamos a
—_— 8
] —
—_— 8

Portanto concluimos que os seguintes morfismos sao iguais:

XN >N
—A—M—=5—M = —A M

Aplicando os inversos dos tensores ‘ladders’ na parte de cima e na parte debaixo dos tensores ante-
riores de forma parecida com a que fizemos no itens (a) chegamos a igualdade a segir.

_>S

M—S—— = MOoP —
7

\
/

- S
Para o item (c), calculamos — § — € =— € comeg¢aremos por:

i—S i
.7 . —1
1 11— 9
Pela definicdo de unidade e pelo item anterior, segue como vimos no item (c). E assim acabamos de

mostrar o item (c). Analogamente, podemos verificar que — § — € =— €. Como segue abaixo:
- §S—¢ €
—S§—& = —A = —=§ = AcoP = —>¢

T §1——=¢

Portanto temos que — § — € =— €.
Para os tensores (d), temos:

_)A/S_l N T

MoP — = —sA M—)-S—1—> = ——¢8 ] ——

— N
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Analogamente,
S
— A Mo - = —sA M»S—lé = ——¢& ] —
\_/
\ 1 /
Assim vemos que, se assumimos S & invertivel, entdio S~! é uma antipoda para HOP. ]

Obs.: 3.5.1. Este lema prova uma versao diagramadtica dos resultados obtidos na se¢ao 1.6. O leitor
podera ver que o item anterior é, por exemplo, a versao diagramadtica do item (a) do Teorema 2.1. O
item (c) € a versao diagramadtica da Proposi¢do 2.13 e o item (d) é uma versao tensorial do Corola-
rio 2.1.

3.6 Tensores Integrais: Existéncia e Unicidade

Nesta se¢@o, definiremos o tensor integral a direita Pg (resp. Pr) que funciona ao mesmo
tempo como integral e cointegral a direita (resp. integral e cointegral a esquerda). Sendo assim,
encontramos as ‘integrais’ de uma dlgebra de Hopf sem usar a defini¢do de médulo de Hopf como se
fazia antes dos trabalhos de Kuperberg °. Na tltima secdo deste Capitulo, retornaremos a usar estas
estruturas, de modo particular em dlgebras de Hopf involutdrias, para reconstruir a estrutura tensorial
de uma algebra de Hopf involutdria.

AN A

R M\S/A © L M\S/A

Para discutir os diagramas dos tensores integrais e cointegrais faremos uso do conceito de coeficientes
de estrutura como apresentamos na Secdo 3.5 '°. Os diagramas, na realidade, sdo uma forma de
definir os morfismos de maneira mais simples para que os cédlculos dos tensores se tornem tabelaveis.
Seja S a antipoda de H. Suponha que A € [, A € [ sdo diferentes de zero. Entdo, se
MA) # 0 [Rad94], podemos assumir que A(A) = 1, o item (a) da proposi¢io 2.4.2 '! nos d4 a

equagao
tr(r(a)o§%or(p)) = Ma)p(A) (3.16)

para todos a € H e p € H*. Isto expressa uma conexdo fundamental entre a fungfo traco em
End(H) e as integrais. Motivados pelas ideias de Kuperberg em [Kup96] e [Kup89], expressaremos
equacdo (3.16) em termos endomorfismo Q =A® A de A como segue

p(Q(a)) =tr(r(a)oS*or(p)) (3.17)

para todo p € H* e a € H. Descreveremos Q em termo dos coeficientes de estrutura. Podemos
omitir o somatdério. Assim escrevemos as relacdes anteriores como segue:

9Kuperberg definiu esses tensores para encontrar invariante de 3 -variedades fechadadas nos artigos
[Kup96],[Kup89].

1040 leitor que ndo conhece o conceito aconselhamos ler, além da Secdo 3.5, a secdo Coeficientes de Estrutura no
apéndice B.

"ou o item (a) da proposigio 2 de [Rad94].
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aiaj=M(a;®a;) = M ja, A(ak):AZja,-@)aj e S(aj):Si-ai.

Agora seja {a,...,0a,} uma base dual de H* que é a base dual para base {aj,...,a,} de H, ou
seja, temos que o;(a;) = 0; ;. Entdo verificamos facilmente que

(r(aj) o8 or(a)(a) = r(aj)oS(r(oy)(ax))
= r(aj) OSZ(Arvocl(ar)a\/)
= r(aj)oS(4;"S(a))

= r(a))(A¢"SyS(au))

= r(a;)(Ay"SiS)ay)

= &S (aw-ay)

= ASySymy, iay

para todos 1 <i,j,/ <n, ou seja, € um somatorio sobre todos os indices livres. Portanto
tr(r(aj) o % or(on)) = mi ;ALSIS)

para todos 1 <i,j < n. Podemos escrevee Q(a;) = Q;-ai, onde Qz- = 0,;(Q(aj)) paratodos 1 <
i,j <n fixados. Assim ‘ .

Q' = ml, A SUSY (3.18)
para todos 1 <i,j <n. Agora etiquetaremos as arestas com os indices que representardo as opera-
coes bdsicas

j i

— 95—

\
_./D\_.

representa os coeficientes de estrutura Mf It A;’j e Sl! respectivamente. Entao a equacgdo (3.18) pode
ser expressada simbolicamente por

1 4 /

S S

omitindo-se os indices das linhas temos a igualdade de tensores anterior anterior.
Consideremos o endomorfismo Pz de H definido por Pr(a j) = m{v jS}‘AZ’xS;Vax para todos
1 < j <n, ouequivalentemente por

(PR)’; = mil, ;SEAV'SY. (3.19)
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paratodos 1 <i,j <n. Note que Pg pode ser descrito diagramaticamente por

S
j i j y i i
%PR—> = — M A—
Ny

Este diagrama foi introduzido por Kuperberg !? em seus artigos [Kup96],[Kup89]. Ele provou as
relacdes diagramdticas usando uma generalizacio de uma 4lgebra de Hopf '3, como mencionamos
na Secdo 3.5. Além disso, temos que 7r(Pg) =1 e por consequéncia teremos que Ag(Agr) = 1.

A partir deste momento, discutiremos a existéncia e unicidade das integrais. Sejam Ag € [", Ag €
/.. e consideremos o endomorfismo Pgr = Ag ® Ag € H. Definamos os tensores

PR(a(l)) ®agp) = Pr(a)®1 e (Pgr(a))b=¢(b)Pg(a) (3.20)
para todos a,b € H. A segunda equacdo segue de Ag ser uma integral a direita de H, observe que
(Pr(a))(Ix®b) = (Ar(a) © Ag)(1x©D)

= Ag(a) @ Agb

= Ag(a)®e(b)Ag
= £(b)(Ar(a) ®Ar)
= &(b)(Pr(a))

para todo a,b € H. A primeira equacdo é consequéncia da definicdo de Ag e do fato que
Maqy)a) =Ma) 1 = Ma)i(lk). (3.21)

Observe que, para todo p € H*, temos que

p(May)ap) = Maqy)rlap))
= p(HMa)
= p(i(1x))Ma).
para todo a € H. Assim sendo temos que, se p = €, entdo tomando uma base dual de H dada por

{ay,...,0a,}, onde o;(1)=9;, temos que

o (Maqry)ag)) = Magy)ou(am)) = o (1)A(a) = 81 Ma).
Assim temos que Ag (a(l))a(z) = A(a)lg. Agora podemos calcular a primeira equagéo (3.20) segue
da defini¢do de integral a direita de H. Note que
Praq)) ®ap)y = Ar(ag))ap) @ Ar

= AR®Ag (a(l))a(z)

= ARQAg (a) 1y

= kR(a)AR R 1y

PR(a) Q 1y

12Kuperberg usou estes tensores para encontrar invariantes das 3-variedades como se pode ver em [Kup96],[Kup89].
3Estas generalizacdes sio citadas no artigo como Objetos do tipo-Hopf.
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Agora afirmamos que € facil ver que qualquer combinacao linear das integrais e cointegrais de H ¢é
ainda uma integral e cointegral de HI.

Lema 3.6. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita sobre um corpo k e suponha que Pg
€ uma integral ndo-nula e uma cointegral de H. Escreva P =Y A @ A; € H* @ H = End(H)
onde r é tdo pequeno quanto possivel. Entdo A; € [" e A; € [, paratodos 1 <i<r.

Demonstracdo. Desde que Pg # 0 e r seja o natural minimal tal que {A,...,A.}, {Ar,...,A,}
sdo linearmente independentes. Dado a € Hl, entdo

7\«,’(61(1))/\5 ®a(2) = PR(a(l)) ®a(2) = PR(LZ) ®1= Z li(a)A,- ®1.
1 i=1

-

1

Isto significa que
Z A® 7\4(61(1))61(2) = Z A ® 7\.,'(61) 1.
i=1 i=1

Desde que {Aj,...,A;} sejalinearmente independente, temos que A;(a(yy)a(2) = Ai(a)l paratodos
1<i<r Assim A; € [", paratodos 1 <i<r, pelaequagio (3.21).

Agoraseja be H, se (Pr(a))b=¢(b)Pr(a) ouequivalentemente Y|, Ai(a)Aib=Y"_,e(b)Ai(a)A;
para todos a € H, segue que Y/ A, @Ab=Y] A ®€e(b)A;. Desde que {Ai,...,A,} sejaline-
armente independente, concluimos que A;b = €(b)A; paratodos 1 <i<r. Assim A; € [, para
todos 1 <i<r ]

Note que a equacdo (3.20) pode ser expressada por

~ Pg - — Py G2

! = /PR i— e | = —>¢ pR\

Analogamente ao que foi feito para os tensores integrais Pg, podemos definir o tensor Pg; satisfa-
zendo o seguinte — Ppp —=— Ag AL — .

Afirmacao 3.6.1. Os diagramas dos tensores abaixo sao equivalentes:

A AL —A

\S _ \S _
L%4;>PRL \M—>7VR

Demonstragdo. Ora, apliquemos S aos dois lados do tensor acima. Teremos que

AL —A

S = —5—

\
—8§—M—Ag
Segue que, no lado esquerdo, temos:

A=A _
S\ =
_>S_>M_>)\«R AL_>A_>M_>S_>}\«R
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Como sabemos — § — Ag =—> A, e, portanto:

—A—M— _ —>A;><M—> _ \M_)A/ _ AL—=Ap
7 N
AL—>A—>M—>7LL AL—>A—>M—>7\,L AL }\,L —>g]—

Aplicando o morfismo o Lema 3.4 de maneira apropriada temos como resultado que

AL — A

AL —Ap
S —=

Logo, como assumimos S invertivel, segue o resultado desejado.

Lema 3.7. Os tensores abaixo sdo equivalentes:

_)S/(]u_:)PRL: —>S—>M—>7\,R
/ / = —

A— AL—>A—>

76

Demonstracdo. A demonstracao € simples e segue a ideia da afirmagdo anterior. Deixamos ela a

cargo leitor.

Portanto o teorema abaixo trata-se de uma consequéncia deste resultado.

]

Lema 3.8 (Férmulas do trago de Radford). Seja Pr; o tensor que descrevemos anteriormente. En-

tdo, diagramaticamente, para dlgebras de Hopf vale que:

o,
T

M — PgL.

= Q’Aq‘f S M
NG

J U

Prp

C_’—f> = C_’A—>S \\_f/M Prr

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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Demonstragdo. Para espagos vetoriais e pela Lema 3.7, temos que vale

—f—= = A f

\
S
%4: Fr

Entdo tomando o trago em ambos os lados, e aplicando os movimentos permitidos em um grafo VR,
para obter a férmula desejada.
(b) Usando a Lema 3.6.1 para escrever a identidade, obtemos

—f— = _>f_>S/Z]W_:>PRL
/

A—

Neste diagrama, podemos tomar o traco em ambos os lados, e aplicando os movimentos permitidos
nos diagramas VR, obtemos a férmula desejada.
(c) Vamos usar o fato de SoS~' =S"!1oS§ =1 para escrever a relagio abaixo:

<—>—f> = L)S_l—>5—>f) = Q)Sefﬁ.s—l) =

Neste ponto, aplicando a relacdo (b) temos que:

<—> A%M%PRLDC—’ A—S \f/ M PRL>

Logo demonstramos a nossa proposicao. [

Interpretamos estes tensores do Lema 3.8 com a ajuda dos artigo [KROO], por exemplo, podemos
considerar o primeiro tensor do lema anterior colocando a, b € H nas entradas do tensor e teremos,
traduzindo para a linguagem algébrica, que

(ab1))S(b(2)(1)) ®b2)(2) = a®@b = (aS(b(1)))b2)1) @ b2)b(2),

Substituindo a e b também nos outros diagramas temos
(ab(1)2))S(b(2) ®b1)1) = a® b = (aS(b()(2)))b2) © b1y,

b1y ($(b2)(1)a)) © b)) = a®@b = S(b))(b)1)a) @b)(2)

b(1)(2)(S(b(2))a) @ b))y = a®@b = S(by))(br)a) @by
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respectivamente para cada um dos outros diagramas. Observemos agora a primeira relagio:

(ab1))S(bay1)) ®by2) = albmyS(b)1))) @by 2)
= a(buyn)S(b) (2))) b2)
= a(E(b(l))1)®b(2)
= a1®8(b(1))b(2)
= a®£(b(1))b(z)
= a®b

que ¢ a traducdo algébrica da primeira parte da demonstracao diagramadtica. A segunda parte vem a
seguir:

(@S(b1)))b2)1) ©be)2) = a(S(b))ba)n) @bw)e)
= a(S(by1))b(1)2) @b(2)
= a(i—l(b(l))l)®b(2)

al@S(b(l))b(z)
a®8(b(1))b(2)
= a®b

A seguir, temos o resultado que mostra que o tensor Pg satisfaz as condi¢des de ser uma integral a
direita e uma cointegral a direita. Além disso, provemos a unicidade deste tensor no item (b) abaixo.

Teorema 3.9. Seja H uma algebra de Hopf de dimensdo finita € Pg um endomorfismo definido
pela equagdo (3.19). Entao:

(a) Pr € uma integral e uma cointegral de H que satisfaz tr(Pg) = 1.
(b) Integrais e cointegrais de H sdo tnicos a menos de multiplicagdo por escalar.

Demonstragcdo. Seguimos a prova dada em [Kup96] e decifraremos alguns detalhes no processo. Os
seguintes argumentos pode ser visto através dos desenhos na demonstragdo diagramatica, ou eles
podem ser vistos como uma prove simbdlica prova nestes direito proprio. Para mostrar a parte (a),
iniciamos pela primeira equacio estabelecida a partir da equacio (3.22). E suficiente mostrar que

~—A—Pp
I - TS5 i

Relembre que, pelo Lema 3.4, vale a relacdo abaixo.

A
|
S o — S -
:
M

—_—
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Observando a relacao anterior, obtemos o seguinte resultado pela composi¢ao do morfismo inverso.

AN
~—— A< A—Pp A ~— P
v /v AN
S = S\ 45 — — = Pr i—
v

Pelo lema das Lema 3.4, obtemos a primeira equagdo de (3.22). Na segunda igualdade de I, usamos
a propriedade a definicdo da bidlgebra. O diagrama mais a direita de II € obtido do dltimo diagrama
de I pela coassociatividade de A. A primeira igualdade de II é consequéncia do lema da Lema 3.4.
Usando o Lema 3.5, temos que o resultado final.

] ] |1
S—M

I = S—M = |
] M

—M—A— —M A M

A S A S

<
[— : \S
/

I | | = | ——
A

M

A M— A M—

Os diagramas nas dltimas igualdades ndo tem ciclos fechados e a dltima igualdade é algebricamente
S(aqy) @) @S(awy)ayap) =S(a)® 1, quando através destes cdlculos usamos a equivaléncia diagra-
matica dos axiomas de dlgebras de Hopf.

Estes célculos estabelecem a primeira igualdade da equacdo (3.22) pelo que vimos antes. A
segunda igualdade da equacgdo (3.22) € anéloga.

L ] |
A—S
I = A—S = |
| ==
— M—=A— —M A A M
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S~—— M~ S~——M
) f /
A—S—M

Il | | - = —t S
A M \
A M— A M—

E, aplicando o Lema 3.4, chegamos a

é‘PR -

’

— M —

I
o™
a

Como S ¢é uma antipoda da bidlgebra, o equivalente diagramatico do axioma da dlgebra de Hopf
S(ay)ap) = €(a)l pode ser visto na Segdo 3.5!4. Usando isto calculamos:

Cpd - M/ \A - M=———A

Entdo o diagrama anterior se reduz a i — S — € = i — €. Eisto estabelece que o trago é 1r(Pg) = 1.
Logo podemos concluir o item (a) da proposic¢ao.
Para provar o item (b), primeiro notamos que

7\.R<—M<—
T — AR_>?\'R S<
AR—>A—>

que € a expressao diagramadtica da identidade da dlgebra de Hopf deduzida por

neapy)a)A

AR(Ar(@)Ar2) = Mr(Ag() R(2)
= Ar(Ar1)a()Ar@2)€(a2)
= A(Arm)a(1)Ar@)a@2)S(ag))
= XR((AR%))(U)(ARM)(2)5( 2))
= &(a()Mr(Ar(1))Ar2)S(ar(2))
= KR(AR(l))AR(z)S(a)

a tltima equagdo € consequéncia da Ar(Ag(1))Ag(2) = Ar(Ar)1. Note que estes cdlculos envolvem
uma ‘ladder’ inversa; assim a prova diagramadtica da identidade da dlgebra de Hopf naturalmente

14Vide os diagramas das pagina 48-49
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envolve o lema das Lema 3.4. Multiplicando ambos os lados da expressao pela ‘ladder’ apropriada
temos a equagdo a seguir.

- 7\‘R B Af ~u P
= R
AR — o<
que demonstra o item (b). Com isso concluimos a prova do teorema. O]

Ora, este teorema € o teorema da existéncia e unicidade dos tensores integrais. O item (a) mostra
que Pr € um tensor integral e o item (b) mostra que nesta condi¢des ele € Unico.

Lema 3.9 (Existéncia de integrais). O tensor:

S
27
—>-P _— = _— _—
R M\S/A

é ao mesmo tempo uma integral a direita e uma cointegral a direita e seu tragco € 1.

Corolario 3.6 (Unicidade de integrais). Dando uma integral a direita Ag e uma cointegral a direita
AR7
AR - 7\4R
- 7\'R AR — =

—>PR—>

Observamos que, para provarmos a unicidade de Pg, ficou claro a motivacdo de vermos este
tensor como o produto tensorial das integrais. Dadas uma integral Az e uma cointegral Ag podemos
calcular

AR—~A—M— g AR =g
= S
7N
a inversa da ‘ladder’ obtemos que
AR—  Ag—A M — Ag AR = AR AR = g

AT T T

Diagramaticamente, o endomorfismo Pr de H pode ser descrito em termos de um endomorfismo
2 de H®H e da fun¢io traco.

— g

Obs.: 3.6.1. Seja S’ uma antipoda para a dlgebra de Hopf H°P. Entdo temos que:

§'—S
A N\

O
— —_—s = — op >~ ( —> = € =
A\S/M 27 M i—S
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Assim, podemos concluir pelo lema das ‘ladders’, que S’ = S~!. Fora isto o resultado

AL_>A_>MOP>>\«R AL_>}\'R

7 AN

é consequéncia do que vimos antes.

Isto € feito como segue. Cortamos a aresta S — M no ciclo que define Pr para obter um
morfismo 2 de H®H determinado por

N4 N N _—

M—>S—>A

2 NN N

Observe que aplicando o trago entre as arestas que rotulamos de (1) e (2) obtemos de volta o tensor
P.

3.7 Construciao da Estrutura Tensorial para Algebras Involutérias

Ja discutimos a defini¢ao algébrica e diagramética dos tensores integrais. Uma dlgebra de Hopf
de dimensao finita tem sempre uma integral e uma cointegral ndo nula. Nas dlgebras de Hopf in-
volutérias, o traco 7 ¢ a integral a direita e a esquerda [LR94]. Agora, a partir da teoria que
desenvolvemos, reconstruiremos os tensores integrais de uma algebra de Hopf involutéria fazendo o
uso dos tensores traco e cotraco.

Lema 3.10 (Radford e Larson). O tensor:
—M
&
€ uma integral a direita (possivelmente nula).

Demonstracdo. Seja Ag uma integral nao-nula a direita e seja A7 uma cointegral a esquerda néo-
nula. Primeiro observemos que:

(a)

AL—>A—>M—> AL—>A—>M—> = AL—>M AL ] ——
Lt - X < =
7\«R<—M<—A<— }\«R<_A 7\'R €<~—

<—>A+M+7LR




3.7 CONSTRUCAO DA ESTRUTURA TENSORIAL PARA ALGEBRAS INVOLUTORIAS 83

Os diagramas acima, a menos de ‘torcdo’, sdo iguais. Assim sendo, aplicando o tensor inversos a
direita do tensor (a), temos que

ALe-A—> AL iI— M —

{
S
A<M~ AR 8+1<—

Agora aplicando novamente o tensor inverso a direita, temos que

/
A
N
S S
NS
M
AN

pelo Lema 3.9, Como Ag e Ay sdo ndo nulos, a dltima igualdade mostra que Ag(Az) deve ser ndo
nulo. Finalmente, obtemos que:

AL —> AL

7\«R -~ 7\,R

€

A
S \ / S
M A
e, como queriamos demonstrar, vimos que os morfismos anteriores se equivalem, ou seja, o morfismo
a direita € um multiplo escalar de uma integral a direita. ]

AL —¢ Ar

7\.R -~ 7LR

Obs.: 3.7.1. Observamos que, se trocarmos A por A°’? e M por M°P  temos uma analogia com
resultado anterior da seguinte maneira

AR — AR
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Desta maneira, temos que

AR—>€ AR A

e
S
\
7\'L -~ 7\'L M

/8
AN
¢ =
/!
AN

Agora nos dedicaremos a construc@o da estrutura tensorial da dlgebra de Hopf involutorias (i.e.,

S2=1 ) usando os tragos, cotragos e a antipoda de uma maneira baseada em uma versao da tese de
[Sou02].

Lema 3.11. Nas dlgebras de Hopf involutorias H, As seguintes identidades se mantém:

(a) —Pr—¢ = ( ) e — P —¢ ZT M)

ﬁM

—_—

—=M A—

@ C O =7C"y e C O =%

q.M

Demonstragdo. Aplicando o axioma da counidade e usando que S =1, segue que

¥ /S
P e = —M A—¢ = —M_ | = =M
N \S

O segundo caso do item (a) e o item (b) inteiro sdo demonstrados da mesma maneira.
Para demonstra o item (c), primeiramente, verificaremos os diagramas abaixo:

Isto nos motiva a considerar a multiplicacio repetida abaixo, como a fun¢do f na defini¢do do trago
de f 13, aplicando o traco apenas nas setas a e b

15Vide o Lema 3.11



3.7 CONSTRUCAO DA ESTRUTURA TENSORIAL PARA ALGEBRAS INVOLUTORIAS 85

Com a equacdo (3.23) e a equagdo (3.25) do Lema 3.8, podemos escrever o tragco de M por:

T
:_,g): Cy/z)]?;MOP—)PRLD = C->AfM—>PRL>
S

(3.26)
;g) = QA%M—*;Q = QA/S\GgM PRLD,
(3.27)

onde as segundas igualdades dos diagramas acima resultam da associatividade. Agora, iniciando pelo
traco a esquerda abaixo, nds criamos uma aresta extra b via o axioma da unidade, entdo estamos
habeis para aplicar a equacao (3.26):

M~ = @ - C +PRL>
T = ;\g?q M

Entdo, eliminaremos b e introduziremos uma aresta extra c¢. Assim, estaremos prontos para aplicar
a equacao (3.27). Finalmente, eliminaremos a unidade, adicionando o seguinte resultado desejado:

C’A/S\GgM PRL) = ;S): QD

]

Isto mostra que a categoria da dlgebras de Hopf € uma categoria com traco esférico, como discu-
tiremos brevemente no apéndice'®. Além disto, é importante ressaltar que uma versdo mais genérica
da equacdo (3.26) e da equacdo (3.27) envolve uma dada funcdo ©. No caso das dlgebras de Hopf,
temos que ¢ = 1. Agora discutiremos as fungdes traco e cotraco e verificaremos algumas de suas
propriedades. Estes tensores s@o a base que usaremos para construir os ouros morfismos de objetos
do tipo Hopf. Lembre-se que os morfismos trago e cotrago foram definidos como abaixo.

Definicao 3.18. A funcgdo traco 7' e a func¢do cotrago C sdo definidas por:
_ _ M — _ A=<
- G0 =T e em G- T e

Agora calcularemos o seguinte coroldrio usando nossa definicdo de funcdes traco e cotrago.

16Vide Apéndice ??
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Corolario 3.7. Os tensores abaixo sdo equivalentes:

A—>M=©

Demonstragdo. Usamos a parte (a) do Lema 3.27, e entdo tomando o traco de ambos os lados temos
que:

< = ' = :A;_>M = i—m = ()
O

Definicao 3.19. Um diagrama de Hopf 7 do tipo (0,1) 7 é um funcdo traco quando sua compo-
sicdo com M igual sua composi¢do com M°P (M com a estrutura oposta), € sua composi¢cdo com
S ¢ igual para o préprio ¢. Andlogo, definimos um funcdo cotraco substituindo M por A.

Mostraremos que — M ¢ uma funcdo traco e A — & uma fung¢ao cotrago. Iniciamos com a
propriedade relacionada a antipoda:

Proposicio3.7. A—S— = A— e —S—M = —M

Demonstragdo. Construiremos as arestas b e ¢ usando o fato de S ser involutéria. A aresta f
foi criada segundo Proposicao 3.5 aplicando as arestas ¢ e d. Entdo ‘cancelamos’ a antipoda por
esta ser um aplicacdo involutdria. Aplicando os movimentos para o diagrama de VR, identificamos
— M :

b f
—S—=M = —>s—>M —>S—>M B /;M—>S =
RS

Logo demonstramos o item — S — M =— M. Analogamente, se demonstraque A = § —-=A —
O

Lema 3.12. Valem as seguintes igualdades de diagramas:

(a) = bt = 1
A
() —>¢ Q = >M—>M = A>M—>M e, analogamente,

"Diagrama com 0 entradas e apenas 1 saida.
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Demonstragdo. (a) Primeiro cancelamos as ‘ladders’ no diagrama a esquerda abaixo aplicando a
Lema 3.4, chegamos a primeira igualdade. Em seguida aplicando o Corolério 3.6, temos como re-
sultado a segunda igualdade. Por fim, o Corolério 3.7 nos d4 a ultima igualdade:

M

l —> Pp—> \ /
M——- S
]\l/[ A Q

Cancelando o topo da ‘ladder’ do primeiro e do ultimo diagrama, obtemos:

—>—D>
I
l
<
I
I
I

I
MoA O

A segunda parte segue por analogia.
(b) Entdo, a partir do item (a), e com o axioma da counidade podemos aplicar a série de operacdes
abaixo.

1 — ¢ Q = —S§—¢ Q = — M~<~—A—¢ = —M-=<A
|1 )
M A M

No primeiro diagrama abaixo, inserimos uma antipoda S via Proposi¢dao 3.7. Entdo aplicamos o
Lema 3.5.(b), e movimentos no diagrama '3, absorvendo uma das antipodas segundo a Proposi-
¢ao 3.7.

= S M<A = —>S§S—>M—-M = —=S5—-M—-M
| ./ /
S—M A—S A

Primeiramente, para mostrar a segunda parte deste resultado, inserimos uma antipoda via a Proposi-
cdo 3.7. Em seguida, fazendo uma substitui¢do conforme a relacio I ji obtida. Finalmente, usamos
o fato da élgebra ser involutdria:

/ /

A A

18Segundo a Segdo A.7.
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Ora fazendo o mesmo porém usando a segunda parte da (a), podemos demonstrar a segunda parte de
(b).

(c) Aplicamos o Corolario 3.7 para usar que o € um elemento grouplike destacado, e que A € uma
integral a direita. O item (b) dando no minimo a igualdade abaixo. A invertibilidade da diagrama da
dimensao € conduzido para o resultado desejado:

— 0 Q = — 0 A—M = — M —-=M = —— € Q
/

A
Isto prova o item (c). Com isso concluimos a demonstra¢io do teorema. L]
Uma versao de uma proposi¢ao Proposi¢ao 3.8 da Secdo 3.4 € dado pela seguinte afirmacao:

Teorema 3.10. Sejam Ar (resp. Agr) uma integral (cointegral) e o (resp. a) uma elemento
grouplike destacado. Entdo:

~ /(x

M—)lg= —§2—>A M— )
AT SR A

el 7
AR~ SR A M5

Disto temos como consequéncia o lema a seguir:
Lema 3.13. Valem as seguintes afirmacdes com relacdes aos tensores:

(a) Para toda integral a direita Ag (em particular, para — M) :

>M—>AR = ><jM—>xR

(b) A multiplicagdo repetida abaixo € invariante sobre a aplicagdo de uma permutagdo ciclica em
suas arestas.

M—M

NCHS

Obs.: 3.7.2. Um resultado andlogo ao anterior é valido para A.

Demonstragdo. (a) Primeiro usamos a forma geral da transposi¢cdo das arestas como afirmado no
Teorema 3.10. Entdio usamos o fato da dlgebra ser involutéria S~2, e aplicamos Lema 3.12 item (c)
para as arestas b :

€

b o b

ﬁA
~>M —~Ag — M
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Usando o axioma counidade; obtemos a identidade desejada.
(b) Ja usamos a associatividade para isolar as entradas para serem trocadas, aplicando o item (a), e
reassociando as multiplicagdes:

1

1 1 \
;MeM = M—M = \\i74ﬁM»M = ;M+M7
A / AN !

M M
e e

ou seja, a permutacdo ciclica das aresta ndo altera o morfismo.
O

Obs.: 3.7.3. Com o Lema 3.13 item (a) e Lema 3.10, temos que — M ¢é uma fungio traco '°.
Analogamente, concluimos que — A é uma funcio cotraco >*.

De acordo com o Lema 3.13 item (b), os seguintes diagramas abaixo estdo bem definidos sem a
referéncia para suas primeiras extremidades livres.

Definicao 3.20. Os diagramas abaixo sdo chamados os produtos traciais e coprodutos traciais
respectivamente. Os casos com exatamente uma extremidade livre estdo na Defini¢do 3.18

N X . .
-/ -/ \. \.
A préxima proposicdo nos dd uma regra fundamental na prova da invariancia e completude do
invariante do tipo Hopf involutério de Kuperberg 2.

O proximo resultado expressard todos os morfismo que definem o objetos do tipo algebra de Hopf
em termos das integrais e cointegrais:

Proposicao 3.8. Os tensores M, i, A, € e S sdo construidos a partir dos tragos e cotragos como
segue:

a M— Q = M ~<— A—= S —— e, de maneira similar, vale que:
@ - q
/ /
\ \

(b) Q i— = M~<~—A—S— = M~—A— e, analogamente, vale que:

Definida na pagina 65.
20Kuperberg mostrou que cada classe de isomorfismo das 3-variedades correspondia a um invariante do tipo Hopf
unicamente determinado.
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Demonstragdo. Os itens (b) e (c) s@o exatamente versdes das afirmacdes (a) e (b) do Lema 3.12,
respectivamente. Para provar a parte da multiplicagdo do item (a), primeiramente usamos o fato da
algebra ser involutdria para criar um par de antipodas no primeiro diagrama. Entdo substituimos

a primeira antipoda da esquerda para direita segundo o item (c), e aplicando a associatividade da
multiplicacdo (no tensor trago repetido):

S S S
O

]

Com este resultado, reconstruimos toda a estrutura de um objeto tipo Hopf involutério a partir
dos tensores trago e cotrago.



CAPITULO 4

Algebras de Hopf

Neste Capitulo, estudaremos exemplos cldssicos de dlgebras de Hopf de dimensao finita e infinita.
No decorrer da Se¢do 4.2, construiremos os grupos quanticos por extensoes de Ore que estudaremos
com rigor na Secao 4.1. Célcularemos para algumas dlgebras de Hopf seus invariantes classicos como
as integrais, as cointegrais, os grouplike destacados, entre outros; conforme foram apresentados no
Capitulo 2. Além disso, daremos explicitamente alguns dos coeficientes de estrutura das classes de
exemplos trabalhadas.

4.1 Extensoes de Ore

Sejam A umadlgebrae Aft] um A -mddulo livre a esquerda consistindo de todos os polindmios

da forma
P(t) = ant" +ap 1" V.t apl®

com coeficientes em A. Se a, # 0, denotaremos o grau gr(P(t)) =n e, por convencdo, colo-
caremos gr(0) = —eo (como sempre fizemos no anel dos polindmios). O objetivo desta segdo é
encontrar estruturas de dlgebra para A[f] que sejam compativeis com a estrutura de dlgebraem A e
com uma no¢ao de grau. Precisaremos da defini¢do abaixo para definir estas estruturas que estendam
a dlgebra A.

Definicao 4.1. Seja o.: A — A um endomorfismo de dlgebra. Denomina-se uma o -derivacao de
A o endomorfismo linear & que satisfaz

d(ab) = aa)a(b) +0(a)b, 4.1)
para todos a,b € A.
Obs.: 4.1.1. Observamos que a equagdo (4.1) implicaem 8(1-1) =o(1)8(1)+3(1)1 e, portanto,
implica em a(1)3(1) =0. Mas, como o ¢é um endomorfismo de dlgebras, temos que o (1) = 1.
Logo temos que (1) =0.
Teorema4.1. (a) Assuma que A[t] tem uma estrutura de dlgebra tal que a inclusdo natural A — Alt]
é um morfismo de dlgebra e que tenhamos gr(PQ) = gr(P)+gr(Q) para qualquer par de polinémios

P,Q € Alt]. Entdo A ndo tem divisores de zero e existem um tnico endomorfismo injetivo de
dlgebra o.: A — A e uma unica o -derivagdo de A, que chamaremos 9, tal que

ta=oa)t+9(a) 4.2)

para todo a € A.

(b) Reciprocamente, seja A uma dlgebra sem divisores de zero. Dados o : A — A um endomor-
fismo injetivo de dlgebra e uma o -derivacio & de A, existe uma unica estrutura de Alt] tal que a
inclusdo de A — A[t] é um morfismo de dlgebra e a equagdo (4.2) se mantém para todo a € A.

91
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Obs.: 4.1.2. A dlgebra definida pelo Teorema 4.1 parte (b) é denotada por Alt,o, 8] e denomina-se
atripla (A,a,d) por extensdo de Ore de A.

Demonstragdo. (a) Dados a, b elementos ndo nulosem A. Segue que gr(a)=gr(b) =0 em Aft].
Temos que, pela propriedade gr(ab) = gr(a)+ gr(b) =0, isto implica em ab # 0. Consequente-
mente, A nao tem divisores de zero.

Provaremos a partir de agora a existéncia e unicidade dos endomorfismos o e 8. Para todo
elemento ndonulo a de A, consideramos o produto ra. Assim temos que gr(ta)=gr(t)+gr(a)=
1. Por defini¢do de Alt], existem elementos unicamente determinados o(a) #0 e 8(a) em A tais
que

ta=aa)t+(a).

Isto define as aplicagdes 0 e O de maneira Unica. Se a multiplicagdo a esquerda por ¢ for linear,
entdo as aplicacdes o e O também serdo lineares. E, além disso, o devera ser injetiva. Para
verificar a linearidade, precisamos expandir ambos os lados da igualdade (ta)b =t(ab). Tendo em
vista que esta relagdio é vdlida em Alt], verificaremos isto usando a equagdo (4.2). Portanto, sendo
a,b € A, obtemos o seguinte resultado:

o(a)a(b)t + a(a)o(b) + 8(a)b = alab)t + d(ab). (4.3)
A equagdo (4.3) implica em
oab) = a(a)oub) e d(ab) = o(a)d(b)+d(a)b 4.4

Aplicando a relagdo (4.2) para 1 =¢ (lembrando que 1 € a unidade de Alf]) determinamos que
o(l)=1 e 8(1) =0. Segue da equagdo (4.4) que o é um endomorfismo de dlgebra e que & é
uma o -derivacdo de A.

(b) Claramente, é suficiente conhecer o produto ta, para todo a € A, para determinarmos o
produto em A[tf] completamente. Assim a equagdo (4.2) define a estrutura de dlgebra em Alf]
unicamente.

Provaremos agora a existéncia de uma estrutura de dlgebra em A[t]. Para este fim, mergulhamos
Alt] sobre uma dlgebra associativa .#, que consiste de todas as matrizes infinitas (f;;); j>1 com
entradas na dlgebra End(A) dos endomorfismos lineares de A tal que cada linha e também cada
coluna tém somente uma quantidade finita de entradas nao nulas. A unidade de .# ¢ uma matriz
diagonal infinita / com todas as entradas da diagonal iguais a identidade de A e tendo todas as
outras entradas nulas.

Dado um elemento a € A, denotamos por a € End(A) a multiplicacdo a esquerda por a. As
hipdteses fazem o e O terem as seguintes relacdes

— —_—

aoca=o(a)o. e doa=oa)d+d(a) 4.5)

no endomorfismo End(A). Agora, consideremos a matriz infinita abaixo
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d 00 0O
oa 06 0 00
0o d 00
T={00a &0 (4.0)
0 00 a3d
em .. Segue que este T define uma aplicagdo linear @ : At] — .# dada por
n . n .
D(Y ait') =Y (aT'. 4.7)
i=1 i=1

Lema 4.1. A aplicacao ® ¢é injetiva.

Demonstracdo. Para qualquer inteiro i > 1, sejam {e;};>; 0s vetores coluna infinitos cujas entra-
das sdo todas zero com a excecdo da i-ésima que deve ser igual a 1 de A. Podemos aplicar a
matriz T de .# ao vetor ¢;. Como 6(1)=0 e o(l)=1 verificamos que

T (e;) = eit1 (4.8)

n

para todos i > 1. Agora, seja P = Za,-t’ um elemento de A tal que ®(P)=0. Desejamos
i=0

mostrar que todos os elementos ay,...,a, sdo nulos. Aplicando ®(P) ao vetor coluna e, pela

equacao (4.8), obtemos

0=2>®(P)(e1) = i,)(ﬁiTi)(el) = iﬁiem- (4.9)
= i=1

Como o conjunto {e;};>; € linearmente independente, temos que a; =0 paratodo i. Como A
tem uma unidade, obtemos que a; =0 para todos i, pois 0 =a;(1) =a;-1 = a;. Logo concluimos
que P=0. U

As relagdes da equagdo (4.5) implicam nas seguintes relacdes nas entradas de .# para todo
acA:

—_—

§ 000 aooo oa)d+8a) 0 0
o d 00 0 ao00o0 oa)a o(a)d+9d(a) 0
0 ad 0 00ado0 = 0 o(a) a(a)d+3(a)
00 ad 000a =

— —

Logo, podemos concluir que 7 (al) = (a(a)I)T + (8(a)l). Esta argumentagdo esboca a demonstra-
¢d0 o préximo lema.

— —

Lema 4.2. Temos que T (al) = (o(a)])T + (8(a)I).
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Agora, completaremos a demonstracdo do item (b) do teorema. Seja S uma subdlgebra de M
gerada pelos elementos 7 e al onde a € A. Pelo Lema 4.2, esté claro que S é aimagem de A[f]
sobre a aplicagdo ®. Como ® ¢ um morfismo injetivo, isto induz um isomorfismo linear de Alt]
sobre a dlgebra S. Isto define uma estrutura de dlgebra para Aft] definida a partir do levantamento
para a subédlgebra S. Logo A[f] tem uma estrutura de algebra tal que a inclusdo é um morfismo
injetivo da édlgebra e a equacgdo (4.2) € conservada em vista do lema anterior. ]

Extrairemos algumas consequéncias do Teorema 4.1. Primeiramente, daremos uma formulagdo
n+m

geral para o produto em A[t,0,d]. Considere P=Y" ,ait' e Q=Y",bit'. Seja PQ = Z cit'.
i=0

Seja S, oendomorfismo linear de A definido como a soma de todas as 6" possiveis composi¢des
de k copias do morfismo & com n—k cépias do morfismo «.

Corolario 4.1. Sobre a hipétese do item (b) do Teorema 4.1, sdo vdlidas as seguintes afirmagoes:
(a) Para todo i, com 0 <i<m+n, temos que
r P
=3 ap Y Spi(br—px) (4.10)

p=0 k=0

e,paratodo a€ A e ne N, em Aft,a,0|, vale
n
t"a=Y" Syila)" . (4.11)
k=0

(b) A dlgebra Alt,a,d] ndo tem divisores de zero. Como um A -mddulo a esquerda, esta dlgebra é
livre e tem por base {t'};cn.
(c) Se o é um automorfismo, entio Alt,a,8] é um A -mddulo livre a direita com mesma base

{t'}ien.
Demonstragdo. (a) Primeiramente, verificaremos, para todo a € A, que
fla= ZSjJ((l)Iiij,
sempre que valha a relacdo (4.2). Prossigamos verificando as relacdes
e = I(ZSj’i(a)tiii)
(S0t +8(Sj))
= oSy T 88

Basta observar que cada composi¢ao de k termos & com i+ 1—k termos o pertence ao con-
junto dos morfismos Sy 41t 7% ou estd na forma a(S;;)r /!, ouna forma §(S;;)f"~/. Assim
demonstramos que t'a =1Y.S;;(a)t'"/. Para finalizar o item (a), vejamos que

(iaiti)(i ait) =Y ait'bit! =Y ai(} S(k,i)t' )/ =Y a; Y S(k,i) () TE (4.12)
i=1 j i k i k

j=1
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Agora, ao fixarmos a poténciade ¢ igual r,temos i+ j—k =r. Neste caso, se fizermos i = p em
equacao (4.12), temos que
Cr= ZapZS(k,p)(ka,p).
p k

Deste modo, conseguimos demonstrar o item (a).
(b) Isto é uma consequéncia da existéncia do grau e da defini¢do de Al[t]. Pois sejam P,Q #
0 € Aft] temos que gr(PQ) = gr(P)+gr(Q) >0 e, observando que P =Y"a;it' e Q=Y"bit',
temos que
PO = anSno(bm)t" " +... = @y (by )" + ...

Portanto, como o é um morfismo injetivo e como A nio tem divisores de zero, entdo gr(PQ) =
n—+m. Isto implicaem A[f] ndo ter divisores de zero.

(c) Provaremos, primeiro, que o conjunto {t'};>; gera A[t,,8] como um R -médulo a di-
reita. Isto significa que todo elemento P de A[r,a,8] pode ser escrito como P =Y" ;¢ ‘a', onde
aop,...,a, € A. Provemos isto, por indugdo, no grau n = gr(P). Para n =0, o resultado é cla-
ramente verdadeiro. Suponha que também seja verdade, para 1 < k < n, que todo P com grau
gr(P) =k possa ser escrito como A -médulo a direita gerado por {t'}1<x<,. Seja P =YY" ja;t',
temos que

"o " (ay) = apt" + termos de grau menor. (4.13)

Para obter a equacdo (4.13), ja assumimos o invertivel e usamos a equagdo (4.2) para deduzi-la.
Assim, podemos isolar a,t" =t"o.""(a,) + termos de grau menor. Portanto, P =¢"""(a,) + termos
de grau menor, ou seja, P—1t"a, = M la,_ 1+ ... +1%y. Logo P =t"a,+ " la,_ 1+ ... +1%y.
Resta provar que o conjunto {t'};>o € livre. Suponha que este conjunto nio seja livre. Entdo existe
uma relagdo da forma

t"a,+1"a, 1 +...+ta;+ay=0

com a, # 0. Usando equagdo (4.13), uma vez que obtemos, por indugdo, a equacgio gerada como
modulo a direita da forma
o' (a,)t" + termos de grau menor.

e, pelo item (b), isto implica em o (a,) = 0. Como a aplicacdo a € isomorfismo, obtemos a, =0
que € uma contradi¢do. Logo estd demonstado o item (c) e, em consequencia, o coroldrio. ]

Exemplo 4.1.1 (basico). Considere o caso especial onde o =id e & = 0. Entdo a extensio de
Ore Alt,ida,0] € claramente isomorfa a algebra dos polindmios A[t]. No caso de uma derivagoes
genérica, a dlgebra Alt,id,d] é uma ‘dlgebra de polindmios com operadores diferenciais’. Quando

A=k e & € a derivacdo usual e de polinémios, entdo Alt,id,d] é a dlgebra de Weyl, que é
X

gerada pela duas varidveis x e & com conhecida relacdo de Heisenberg Ox — x0.

Definicdo 4.2. Seja A um anel. Dizemos que A ¢é um anel Noetheriano '; se uma, e por con-

sequéncia ambas, das seguintes seguintes propriedades equivalentes forem vélidas:

'No inicio do século XX, Amy Noether definiu a condi¢io de cadeia ascendente para os anéis comutativos. Em
homenagem a autora deste conceito, os aneis que satisfazem a condi¢do de cadeia ascendente sdo denominados anéis
Noetherianos. O conceito € generalizdvel para midulos, anéis e dlgebras comutativos e ndo-comutativos. Este compor-
tamento para anéis comutativos é conveniente, porque € uma condi¢do suficiente, por exemplo, para garantir a existéncia
de uma decomposi¢do primadria para ideais.
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(i) Qualquer ideal a esquerda / de A ¢é finitamente gerado, i.e., existem ajp,...,a, em [ tais
que I =Aa;+...+Ag,

(i) (Condigao de Cadeia Ascendente (cca)) Toda sequénciaascendente Iy CIL, C...C L, C...CA
de ideais a esquerda de A € finita, i.e., existe um inteiro r tal que I, = I, paratodo i > 0.

Como vimos podemos definir anéis Noetherianos de duas maneiras. Contudo, ndo € dificil verif-
car que estas condi¢des sdo equivalentes.

Proposiciao 4.1. Seja ¢ : A — A’ um morfismo sobrejetivo dos anéis. Se A é Notheriano, entio
A’ também é Noetheriano.

Demonstracdo. Seja J um ideal a esquerda de A’. O ideal a esquerda [ = (1)_1(]) de A é gerado
pelos elementos ay,...,a,. Portanto J = 0(¢~1(I)) é gerado por d(ay),...,0(a,). O

O teorema a seguir € a versdo ndo-comutativa do teorema da base de Hilbert.

Teorema 4.2. Sejam A uma dlgebra, a. um automorfismo de algebra e & uma «o -derivagdo de
A. Se A € Noetheriano, entdo a extensdo de Ore também é Noetheriana.

Demonstracdo. Seja I um ideal a esquerda da extensdo de Ore Alr,a,8]. Temos que provar que
I ¢é um ideal finitamente gerado. Dando um inteiro d > 0, definimos I; como a unido de {0}
e todos os elementos de A, que sdo coeficientes lideres dos elementos de grau d de I. Uma
simples verificacdo mostra que I; € um ideal a esquerda de A, pois a multiplicag¢do a esquerda de
um elemento de ¢ € I; por um elemento a € A resulta em ca, que € o coeficiente para algum
polindmio de grau d em 1.

Por outro lado, se a é o coeficiente lider de algum polindmio P, entdo o(a) € o coeficiente
lider de ¢P. Consequentemente, 0.(I;) estd incluida em I;,;. Portanto temos a cadeia ascendente
abaixo

LhCoa ') Ca?(L)C...Ca (I) C...

de ideais a esquerda de A. Desde que A seja Noetheriano a esquerda, existe um inteiro n tal que
L.y = oi(I,) paratodos i> 0.

Para qualquer d com 0<d < n, escolha os geradores ay 1,...,a4, de I;. Seja Py; o polino-
mio de I cujo o coeficiente lider € ay ;. Provemos, por indug¢do no grau, que qualquer polindmio
P em [ pertence ao ideal I’ = ZA[I,OL,S]PM. Isto implicard que I = I’ é finitamente gerado,

di
que implicard no teorema. A hipétese de inducdo estd clara para o caso de grau 0. Suponha que
tenhamos provado que todo elemento de grau menor d em I estiem I'. Seja P um elemento de
grau d de I.

(a) Se d < n, o coeficiente lider a de P € daforma a =} o;<pridai, onde ro,...,r, sdo
elementos de A. Consequentemente, Q = P — Z riPg; € um elemento de I com grau menor
0<i<p

que d. E, por hipétese de indugdo, Q pertence a 1.
(b) Se d >n, ocoeficiente lider a de P pertencea I, = o "(I,) = (0@ "(az1),....,0 " (aq p)).
O coeficiente lider a pode ser escrito como a =Y, riocd_"(adj) para alguns ry,...,r, € A. Con-
sidere o polindmio
Q=P-Y rt" "Py;.

0<i
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O coeficiente do mondmio ¢ em Q é

a— Y, riad™(ay,;) = 0.

0<i<p

Assim, Q tem grau menor que d. Podemos, portanto, aplicar a hipétese de indugdoa Q € I'. Logo,
P=0+ Z ritd*”PdJ pertence a I’ n
0<i

Como uma consequéncia da Proposicdo 4.1 e do Teorema 4.2 aplicado ao caso a.=id ¢ d=0.
Temos o seguinte corolario como consequéncia deste teorema.

Corolario 4.2. Se A ¢é Noetheriano a esquerda, entdo para todo ideal A[Xy,...,X,|/I também é
Noetheriano.
Demonstracdo. Seja J um ideal de A[Xj,...,X,]/I. Entdo o ideal gerado pelos elementos

= {pEA[Xl,...,Xn”ﬁEA[Xl,...,Xn]/I},

é umideal de A[Xj,...,X,| e, portanto, . é finitamente gerado, ou seja, . = (ay,...,a,). Logo
J=(ai,...,a,). Assim, pela arbitrariedade de J, temos que este ideal é finitamente gerado. ]

4.2 Classes de Exemplos

Nesta secdo, discutiremos em detalhes as classes de exemplos de dlgebra de Hopf e cdlcularemos
invariantes segundo o capitulo anterior. Visto a sua importincia, encontraremos as integrais das
algebra de Hopf de dimensdo finita, faremos os calculos referentes aos tracos como no capitulos
anterior. Além disso, tentaremos explicitar as dlgebra duais para as dlgebras de Hopf sempre que
pudermos. No decorrer desta se¢do, para nao carregar a notacdo, denotaremos My« = M*, Ap+ =
A*, I =i"e Ex+ =¢g*

4.2.1 Algebras de Grupo

Podemos definir uma dlgebra de Hopf a partir de um grupo (G,*,e). Tomemos o seguinte con-
junto (k[G],M,i,A,¢€), onde

M(g®h) = gxh,

i(lk) = e,
Alg) = gw®sg, 19
S(g) = k.

Para verificar a associatividade e a coassociatividade, ndo ha dificuldade. Pois, pela linearidade
de M e A, temos que em seus elementos basicos a aplicacdo M ¢ dada por

M(gi®@M(g;j®@gr)) =gi*(gj*gk) = (8i*gj)*gx =M(M(gi®g;) ® gk)-

Por outro lado, aplicando A a g temos
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(ARI)oA(g) =g®g®g=(I®A)oA(g).

Para verificar que as estruturas de dlgebra e codlgebra € compativel como bidlgebra, faremos

AM(gi®g))) = (gi*gj) @ (gi*gj) = Musu(A(gi) @A(g)))

Além disto, faremos o seguinte:

eM(gi®g)) =€(gixg) =1k,  Ali(lx)) = Ale) =e®@e = (i®i) oA (Ix)
e(i(1x)) = £e) = 1x = €/(1y.).

Logo H é uma bidlgebra 2.

E fécil verificar que a aplicagio S :H — H definida por S (g)=g!

€ a antipoda de H.

Mo (S@I)oA(g) =M(S(g)0g)=M(g '©g)=e

e, analogamente,

Mo(I®S)oA(g) =M(g®S(g)) =M(gog ') =e

Temos que, conforme definimos, H € uma algebra de Hopf. Temos que, no caso do grupo ser
finito, vale o seguinte resultado:

Teorema 4.3 (Teorema de Muschke). Seja (G,x*,e) um grupo finito. temos que:
k[G] € uma algebra de Hopf semissimples < |G| ndo divide a caracteristica do corpo.

Demonstragdo. (=) : Primeiro, € facil ver que x =Y ,.cg € uma integral a direita e a esquerda.
Pois M(x@h) = M(Lec8@h) = Leca8h = Yocad = e(h)(Lecqg) = e(h)x. Como vimos no
Capitulo 3, [ ¢é unidimensional, | = (x). Portanto, se k[G] ¢é semissimples, entdo €(x) # 0 e,
portanto, vale que €(x) = |G|lx = |G| # 0.

(<) : Por outro lado, se |G| ndo divide a caracteristica de k, entdo €(x) = |G| #0. As-
sim, temos que k[G] é uma dlgebra de Hopf semissimple. Logo demonstramos a equivaléncia do
teorema. [

Observe que }.,c;¢ € também a cointegral a direita da dlgebra de grupos.

M(h® Zg)z Zh*gz Zg.
geG geG geG
Construiremos agora a dlgebra de Hopf dual de H = k[G]| dada por H* = Docckg” onde
g*(gj) =90 e gj € G. Observe que a afirmacdo anterior ¢ trivial, tendo em vista que trabalhamos
com um grupo finito.
Explicitaremos os morfismos que definem a dlgebra de Hopf dual. Primeiramente, expressaremos
M(g*®@h*)(c) = g*(c')-h*(c"), com definido na Se¢do 2.3. Ora, mas isto implica em

2Lembre que (k,M’,i’,A’,€) é a dlgebra de Hopf trivial.
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N N *, *:h*
Mg om={ & &

paratodos g*,h* € G e i=¢" onde l(lk)(h) =¢€*(h). Por outro lado, definiremos acomultlph—

cagdo por A(g ):7(1( *M(hH)))= ( )Rg e (h’) onde h,h cH e g} a )(h) e )(h’)
g"(M(h®Mn')). Portanto, podemos aﬁrmar que
heG

E, além disso, €(h*)(1y) = h*(i(1y)) = h* (1) 3
Observemos que A, = A; = ¢* satisfazem a Defini¢do 3.7 e a Defini¢do 3.6.
* * _ € g =e¢
e wea={ § L0

Além disso, temos que, como g*(e) = 8g7e onde g € H e e € o elemento neutro, entdo A; =
A = €* sdo elementos integrais. Veja que €*(e*) =€*(e) =1 e segue que H é cossemisimple, ou
seja, H* & semissimples. Pela equacio (3.7) e pela equacdo (3.8), temos que S~ '(a) = A ~— (A~
a) =Y. MaA(1))A«2) para qualquer a € A.

=) e'(ag)g

¢€G
Como sabemos que e¢* sé ndo se anula quando ag = e, entio g =a~'. Explicitamente, temos
S Ha)=a"".
Analogamente, com A(A’) =1 esendo A’ uma cointegral a direita H*, vale que *
S(a)=AN ~—(a—2L)= Z?\,
paratodo a € H. Assim, substituindo as intgrais e cointegrais temos:
=) ¢ (sa)g

Isto confirma o fato de S(a) =a~', que implicaem $?=1. >

4.2.2 Algebra de Hopf de Matrizes. As algebras de Hopf GL(2) e SL(2)

Para qualquer dlgebra associativa A, denotaremos por M(A) uma dlgebra de matrizes 2 x 2
com entradas em A. Como o conjunto M3(A) estd em bije¢do com o conjunto das quadruplas de
elementos em A. Assim temos a bijecao natural dada por

Hompg(M(2),A) = My(A), (4.15)

3Tudo isto foi visto e justificado na Se¢do 2.3.
4Veja na Secio 3.4.
> H ¢ uma 4lgebra de Hopf involutéria. Vide 2.6.
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para qualquer dlgebra comutativa A, onde M(2) é definida como a dlgebra polinomial kla,b,c,d].
Esta bije¢do é um morfismo de dlgebra f:M(2) — A para a matriz

fla) f(b) )
, 4.16
< fle) f(d) (10
ou seja, o morfismo de dlgebra é definido nos geradores a,b,c e d. Considere o grupo GL;(A)

das matrizes invertiveis na dlgebra de matrizes M,(A). Quando A ¢é comutativa, sabemos que uma
matriz M & invertivel se e somente se det(M) é invertivel.

GLZ(A):{ (‘; g)eMz(A) . 0S—Byc A }

Define-se SL;(A) como o subgrupo de GL,(A) das matrizes com determinante ad—By= 1.

Proposicao 4.2. Defina a algebra comutativa pelo quociente
GL(2)=M(Q2)[t]/((ad — bc)t — 1) e SL(2)=GL(2)/(t—1)=M(2)/(ad —bc—1).
Para qualquer dlgebra A, existem bijecoes
Homypq(GL(2),A) = GLy(A) e Homye(SLy(A)),
que enviam um morfismo de dlgebra f para a matriz

fla) f(b)
(f(C) f(d)) 17

Demonstra¢do. Dado GL(2) como definimos e usando o morfismo M(2) — M,(A) (Sabendo que
M(2) =Kkla,b,c,d]). Fagamos a proje¢do m: M(2)[t]/((ad —bc)t —1) — M(2), onde f(a), f(b),
f(c), f(d) e f(tr) € A. Definindo

fle) f(d)
Como temos que f(a) =a, f(b) =B, f(c)=v,f(d) =95 e f(t), podemos fazer

flad —be)r—1) = flad—bc)f(1) - f(1)
= (fla)f(d) = f(B)f(c))f(2) = f(1) (4.19)
= (a8 —Py)f() -1
vemos que f(t) = (ad — By)_]. Portanto, os elementos que estdo na imagem deste isomorfismo
estdo em GLp(A). Analogamente, temos que, para M(2) — M»(A), vale

flad—be—1) = f(a)f(d)—f(b)f(c)—1.

fa) f(b)
(f(C) f(d)) (20)

pertence a SLp(A). Para terminar demonstragdo da proposi¢do, usaremos o homomorfismo de
GL(2) =M(2)[t]/((ad —bc)t — 1) — GL(2) que manda 7 =1 e, portanto, SL(2) = M(2)/(ad —
bc—1)=GL(2)/(t—1). O

Portanto a matriz
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Queremos verificar que M(2),GL(2) e SL(2) como definidos anteriormente sdo bidlgebras.
Usaremos a notagio M(2)®? com M(2)®M(2), GL(2)*? com GL(2)®GL(2) e SL(2)®? com
SL(2) ® SL(2). Definiremos a comultiplicagdo A com a seguir:

Ala)=a®a+a®c, Ab)=a®b+b®d, Alt)=1tt (4.21)
Alc) =c®a+d®c, Ad)=cb+d®d, (4.22)
ga)=1, €b)=0, €gt)=1 (4.23)
e(c) =0, &(d)=1. (4.24)

A seguir verificaremos que os morfismos de dlgebra A e €, como definidos acima, dotam esta
algebra com uma estrutura de uma bidlgebra cocomutativa.

Proposicdo 4.3. Seja A: M(2) — M(2)®? um morfismos de 4lgebra definido pelas relagoes (4.22).
Entdo, para toda dlgebra comutativa A, o morfismo A corresponde a multiplicacdo de matriz em
M (A).

Demonstragdo. Mostraremos que a comultiplicacio € andloga a multiplicacdo de matrizes

Al @ b\ [ a®a+b®c a@b+b®d \ [ a b a b
c d) \c®a+d®c cb+d®d ) \ ¢ d c d )’
sobre a identificacdo da equacdo (4.15). 0

E conveniente reescrever as férmulas de A da proposicao na forma da multiplicacdo de matrizes
para compactar a férmula. Veja a seguir

(10)-( )-(10)e(22) e
S(a) =td, S(b)=—tb, S(t)=1"" (4.26)
S(c) =—te, S(d)=ta. (4.27)

Temos que ¢! = ad — bc é invertivel em GL(2) e A(t) =t ®¢t. Primeiramente, provaremos
que A € coassociativo, pois valem

(A®I)oA(a) = (AR (a®Ra+b®c)
= Ala)®a+ADb)®c
= (a®a+b®c)@a+ (a@b+b®d)®c
= a®@®a+b®c)+b®(c®a+d®c)
= a®A(a)+bRA(c)
= (I®A)oA(a).
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Analogamente, se verifica esta igualdade para os outros geradores. Assim se pode concluir que
(I®A)oA=(A®I)oA. Alémdisso, vale que €(r) =¢€(a) =€(b) =1 e g(b) =¢€(c) =0 e, portanto,
segue que

(I®e)oA(a) =a®e(a)+b®e(c) e (e®I)oA(a) =€(a) ®a+¢e(b)®c.

Analogamente, verifica-se para os outros geradores b, ¢ e d a igualdade da relacdo. Isto
implicaem (/®¢€)oA = (e®I)oA. Naforma da multiplicacdo de matrizes, temos

() Gon)=(02)=Con)ed)

Por fim, verificamos a antipoda como definimos antes. Observamos que as relagdes da antipoda

podem ser escritas da seguinte maneira:
[ €a) b)Y (10
- \egle) ed ) 01

( (1%S)(a) (IxS)(b) ) _ ( a b ) ( S(a) S(b) )
)= (58 & )-(o 1)
-

(IxS)(c) (I*S)(d) c d S(c) S(d)
e também
= ad — bc. Observaremos, por fim, que

(SxI)(a) (Sx1)(b) S(a) S(b) \(a b
( (SxI)(c) (SxI)(d) ) ( S(c) S(d) )(C d
e vale que 1S(r) = S(t)r = €(¢t) =1, desde que S(t) =
o morfismo S? & tal que

§*(a) = S(td) = S(d)S(t) =a, S%(b)=—S(th) = =S(b)S(t) =b, $*(1)=S@"")=1
$2(c) = —S(tc) = —S(c)S(t) = ¢,  §2(d) = S(ta) = S(a)S(t) = d.

Portanto a antipoda desta dlgebra de Hopf € involutéria. Observamos que, como o espaco H ndo tem
dimensao finita, ndo podemos reconstruir a estrutura tensorial como fizemos no final da Secdo 3.7.

4.2.3 Algebra de Hopf ‘Divided Powers’ (Graus Dissociados)

Seja H uma lgebra de Hopf com base {t|i € N}. Define-se a sua estrutura multiplicativa por:

M({"@1™") = <n+m)t”+’" e i(ly) =1
n

Isto define completamente a estrutura de dlgebra de H.
Para definir a comultiplicag@o temos as seguintes relagcdes:

n
=) feol! e g(t") =380

Verificaremos a seguir que estas estruturas satisfazem a definicao de bidlgebra:

AM(" @1™)) = (”*’")A(W) - (’”m) gz"@zﬁmi.

n n

E, por outro lado, temos que
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Mecm(A) @A) = (Yror)-(Y dem )
=0 j=0

ME Q)M @

(l’fj> (”er—.i— j) 1+ g nm—ii
0 l n—i

Chamando u =i+ j, temos uma simplifica¢do das relacdes do seguinte modo

n+m u o
= Z Z (th) (n+m ) u>tu ®tn+m7u

I
M=
agE

Il
o
Il
o

I
(agE
ngE

i=0i

u=0 i=0 n—i
n+m u
u n+m-—u _
u=0i=0 \! n—i
n+m
— Z (l’l + m) tu ® tn—O—m—u
u=0 n
n+m
. n+m i n+m—i
= ("M ) et .
i=0

Logo concluimos que Mygm(A(t") @ A(t™)) = A(M(t" ®™)). Basta verificar as outras relagdes da
definicao de bidlgebra, ou seja,
A(i(1) = A(®) =" @1°

e(1" ) =e( (" 7" ) = (" S = (" oo =l e

n
S(i(lk)) = 8(1‘0) = 807() =1
Assim, temos que o conjunto H tem uma estrutura de bidlgebra.

Para mostra que a bidlgebra H € uma dlgebra de Hopf, basta exibir uma antipoda para nossa
bidlgebra. Observe que S(t°) =10 satisfaz

Mo (S oA(®) =S =10 =e(1")°, Mo(I®S)oAr") =15(1") =1 =(:")°

Definiremos, por recursio, que S(t") = —S(°)t" —S(t" )"~ —... =S~ ")t!, e verificamos que

Mo(S&1)oAW") = Y (),
i=0

e fica claro que esta relacdo satisfaz a definicao da antipoda, pois
S+ SEH) S e +5()° =0

para todo n >0, e para £(t")t” = 0. Portanto temos verificada a propriedade da antipoda para S.
Assim definimos a dlgebra de Hopf ‘divided Power’.

A dlgebra dual da édlgebra divided power H ¢é a dlgebra k[[X]], i.e., a série de poténcia em uma
variavel.
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Exemplo 4.2.1 (Algebra Divided Power Dual). Tentaremos encontrar, pela identificacio de H* =
k[[X]], onde a fun¢do X € definida por X"(t™) = 8, uma integral para H. Observe que P(t") =
P(0), pois t° anula todos os X' sobrando apenas a constante P(0). Deste modo suponha, por
contradicio, Q uma integral de H* e que P #0 € H* com P(t°) =0, entio PQ = P(:°)Q = 0.
Contudo, temos que PQ # 0, se Q # 0; como produto de elementos em uma série de poténcia,
porque k[[X]] € um dominio de integridade. Assim Q =0 e isto implicaem [ = {0}.

4.2.4 Algebra de Hopf de Sweedler

Nesta secdo, devido a algebra Sweedler ter dimensdo 4, faremos a tabulacdo da estrutura de
dlgebra, codlgebra e antipoda.

A élgebra de Hopf de Sweedler é construida sobre como um quociente do anel dos polindmios e é
dada por k[T,X]/I = (X%, T>—1,TX +XT) =k[x,t]. Como espaco vetorial H tem dimensio finita.
A multiplicac@o desta dlgebra é a multiplicagdo padrdo do anel quociente, ou seja, M(p(X,T)®
q(X,T)) = p(X,T)q(X,T). Portanto a algebra herda a comutatividade do anel de polindmios. A
seguir a tabela da multiplicacio da Algebra de Sweedler:

(M 1] ¢t [ x|
1 1 t X | tx
t t 1 tx | x
x||lx|—-tx]|0]O0
tx |[tx| —x | 0|0

Para finalizar a estrutura da dlgebra, resta exprimir o morfismo unidade. Afirmamos que i(lx) =1 €
H =k[X,T]/I =k|x,t] define o morfismo identidade.

A comultiplicacdo e a counidade sdao definidas pelas tabelas a seguir na bases do espaco vetorial
H=Kk[X,T]/I =k|x,t] :

| 2 I T B
A1 ot [ tox+x01 [ 1@ +ux®1 |

I ENEAEIES
[eft[t]ofo]

Este foi, por algum tempo, um dos tnicos exemplos de uma dlgebra de Hopf que ndo € comutativa e
tampouco cocomutativa. Observe também que a dlgebra de Sweedler ndo € involutoria.

INNREIEN
S|1]t]—-tx]| x
ST1le] —x | —2x

Podemos verificar também que A = (1+1¢)x € uma cointegral da dlgebra de Sweedler a direita
e A" =x(1+1) é uma cointegral da dlgebra de Sweedler a esquerda. Pois vemos facilmente que

| H ! | ! | x | tx |
Ar=(1+0)x || L-Ar=e(D)A, | t- A =¢€(t)(A) | x-Ar=0=¢€X)A, | tx-A, = €(tx)A,
Alzx(l-i-t) A1 :S(I)A/ Al-t:ii(l‘)(/\l) A -x= :S(X)A[ Al-tx:s(tx)Al
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E, como €(A) =0, podemos concluir que a dlgebra de Sweedler nio é semissimples.

Queremos calcular a dlgebra de Hopf dual da dlgebra de Sweedler. Como H tem dimensao
finita, entdo podemos assumir que {1*,7*,x*, (tx)*} formam uma base dual da dlgebra de Sweedler
dual. Observamos que, como vimos na Secdo 2.3, €" = 1*4¢* ¢é a unidade de H*. Portanto
podemos trocar a base de H* para {1*+41*,* x*, (tx)x}. Observe que o produto em H* ¢ dado

por M(f®g)(x) =Y f(x1))g(xz)) onde A(x) =Y x1)®xp) e i(lx) =1"+1"

| M [ U4 | X \ (tx)* |
U || e | ¢ | x| (x)*
t* t* x| 0
x* x* 0 0
(tx)* (tx)* | (tx)* | O 0
Definimos a codlgebra e, pela Segdo 2.3, temos que A*(f) = f(1)® fio) tal que foM(x®y) =

Jiy(x) f2)(y)-

| | A |
1% 4-¢* 11+ 1R+ " Q1+ ¢
t* I"t*+*® 1*

x* FRx +1"® (tx)* +x* @ 1* — (tx)* @1*
(tx)* || '@ @x)*+ ()" @ 1" +F @x* —x* @ *

Para a counidade de H*, temos a tabela a seguir

N EaraIca
lel & [O0fO] 0 |

Observamos que A; = (tx)*, A, =x* sdo integrais a esquerda e direita respectivamente. Tendo
em vista que

| | ! | t | x | x |
7\,1 = (tx)* 1 -7\‘1 = 8(1)7\‘[ t-?ul = S(I)O\ﬂ )C-?u[ =0= 8()()7\.[ tx-kl = 8([)6)7\.[
o=x | M l=e()h | M t=e0)(M) | A x=0=2(0)A | Ay-1x=E(1x)As

Sabendo que A,(A;) =1,A(A;) =1 e, segue do que vimos, que
S(a) =N — (A — a), S Ha)=A, — (a—1\,).
Além disso, pelo que vimos nas secdes anteriores e pela formula

:Zkr(S<Al(2) 27\. SOf Al Z)\, fOS Al )Al(l))7

construiremos a antipoda S~!(a) = Zk(aA( 1)A@)-
Primeiramente, vemos que

AA) = A((T+1)x)
= A(l+1)A(x)
= (I11+re)(txx+xx1)
= Qx+xQ1+1tx+1x®1.
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Para calcular a relagio, temos S~!(a) = x*(at)x + x*(ax)1 + x*(a)tx + x*(atx)t. Podemos fazer o
seguinte S~'(1)=1,5'(x) =tx,S7!(t) =¢ e S~!(tx) = —x. Analogamente, podemos verificar a
seguinte relacao

A(A) = Ax(1+1))

= AX)A(1+1)
(tRx+x1)(11+1®1)
IRx—1Rtx+x®1 —txRt.

para, em sequencia, calcular a relacdo S(a) = x*(ta)x —x*(a)tx+x*(xa)l —x*(txa)t. Portanto subs-
tituindo S(1)=1,8(zr) =1, S(x) = —tx e S(tx) =x.
4.2.5 Algebra de Taft

Seja n > 2 um inteiro e { uma n-ésima raiz da unidade. Considere a dlgebra T({) definida
pelos geradores ¢ e x com as relagdes

'=1, xX'=0, xc = Cex
Nesta algebra, podemos introduzir uma estrutura de coélgebra induzida por
Alc)=c®c, Ax)=x®c+1ex, glc)=1, &x)=0.

Deste modo, T({) © tornar-se a bidlgebra de dimensdo n?, tendo por base {cx/|0 <i, j<n—1}.
A antipoda € definida por S(c¢) =c~! e S(x) = —c~'x. Como vale a relagio xc = {cx, podemos
denotar por A=x®c e B=1®x e observar que BA =C(AB

BA = (1®x)(x®c)
= (x®xc)
— (oo
= ((xrec)(1®x)
= C(AB.
7

Como consequéncia disto, podemos calcular o seguinte teorema’.

Proposicdo 4.4. Seja x* € H. Entdo temos que A(xX) = Y5 (%) g(xi ® clxk 1.

®Note que, para n =2 e { = —1, obtemos como exemplo a dlgebra de Sweedler. Vide Se¢io 4.2.4.
"Provaremos usando as relagdes da Segio A.5.1.
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Demonstragdo. Pelas relagdes dos bindmios da Secao A.5.1, temos que

(A+B)F =

Com isto, provamos o resultado que queriamos. ]

Além disso, vale que A(c'x/) = (¢! ®c')A(x/), paratodo 1<i,j<n— 1. Portanto, em geral,
. A
Aldx") =) () (¢'x/ @ k).
: l C

Investigaremos agora as integrais a direita e a esquerda. Para isto, observemos o seguinte

{ Nic= S(C)A[ =N

Ax = S(X)Al =0. (4.28)

Portanto x"~! p(c) = A;. Por outro lado, vemos que, como A;c = Ay, vale que

Arc=p(e)xX" te=p(e) (@ Tex" ).

Podemos concluir que (" 'ep(c) — p(c))x"1 =0 e, portanto, "~ 'zp(z) — p(z) € (" —1).
Assim temos que (£ 'z—1)p(z) € (z*—1) e, portanto, p(z) = (" —1)/({* 'z —1). Conclui-
mos que a integral esquerda é A; = p(c)x"~!. Podemos verificar que €(A;) =&(x" 1)e(p(c)) =0,
portanto esta dlgebra ndo é semissimples.

Analogamente ao que fizemos para A;, podemos calcular A,. A partir das seguintes relacoes

{ cAr =€g(c)Ar = A,

XA, = g(x)A, =0, +*P

podemos concluir que x"~!'p(c) = A,. Por outro lado, vemos que, como A;c = A;, temos
Arc=p(c)x" e = ple) (T e 1.

Analogamente ao que fizemos antes, podemos concluir que A, =x""!p(c). Como &(A,) =¢(x" e(p(c)) =
0, temos que a dlgebra nao é semissimples.

Sabe-se que a dlgebra de Taft é autodual, ou seja, satisfaz a igualdade T({) ~ T({)* como
algebras de Hopf. Para verificar isto, tomemos as seguintes funcoes:
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sz(clxm) = q15m70 %(clxm) =01,

para todo 0 </, m < n. A proposicao a seguir nos did o isomorfismo de dlgebras de Hopf. Na
demonstragdo desta Proposi¢ao 4.5, usaremos a notacio M* = My, A" =Ap+, S* =Sp+, 1" =¢€ e
€" = 1, para evitar que a notagio usada na demonstracdo fique muito complicada.

Proposicio 4.5. A dlgebra de Taft é isomorfa a sua dlgebra de Hopf dual, ou seja, T () = T({)*.

Demonstragdo. Primeiramente, sabendo que, como a dlgebra de Taft tem dimensao finita, vale que

o morfismo o : T({)* ® T({)* — (T({) ® T({))* definido por a(f®g)(x®y) = f(x)g(y) é um
1somorfismo. Assim, calculemos

szf(clxm)szf(c”xv) = Clﬁm,o?;”f)v,o

e, por outro lado,
ﬂ(M(Clxm ®CuxV)) _ d(clxmcux\/) — Cmu%(cl-i-uxm-‘rV) — Cmu€l+u6m+v70-

Isto implica em

A (XMt (X" = o (X" ex).
Como consequéncia do isomorfismo padrio® o, temos que

ANA)=d Q.
Para verificar que A(2') = 2 @ &/ +e® 2 fagamos
2 (' X™) e (") +e(dX™) X (X)) = X (™) (¢"x") = 814" Sy0.
Por outro lado,
(' H"x") = ¢S 1.
Para 0 </, m,u,v <n, temos que
Z(cx"e'x") = X (™M)t (") + (™) 2 (cx).

Assim, pelo isomorfismo o, temos que A(2) = 2 @& +e@ 2.
Falta verificar que 2' & =0 X

(2 )(cx") = (Z) 2 (") 1)) (! (W) 2)) = 2 (ea") e (™) = By g L

A segunda igualdade segue do fato do termo de .o/ se anular para uma poténcia de x maior que O.
Entao, pela Proposicdo 4.4, o tinico termo de A(x) que ndo anula na soma deve ser x” ®a™. Assim

temos
¢+l om=1

aem={

(4.30)

8Vide a Sec¢ido 2.3.
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De forma similar, chegamos a

(o 27)(c Z A (') 1)) 2 (")) = () 2 (™) = B T

e, portanto,
l =1
(Ja/%)(clxm):{ %’ ”:7& | (@31

Segue que '/ =LA XL .
Agora, para ter o isomorfismo, basta verificar se 2" =0 e " = 1. Queremos verificar a
relagio /' 2 (c"x*) = {/"(n)!,8,, 5. Paraisto note que
n
(@' 2™M)(F) =Y. () 1) 2" () ) = Y (") (") 2™ (.
i=0 \'/ ¢

Pela defini¢do de o7, temos que esse somatério s6 ndo se anula para os termos onde i = 0. Segue,
desta observacio e de que «7!(c") = (7 (c"))! = {", a seguinte relagdo

(%l%m)(chS) — Zcrl%m(chS)‘
Podemos provar, por indugdo, que 27%(c"x*) = (k)!,8;s paratodos k, r e s € N—{0}. Assim
XM x) = (m) Sy

Podemos calcular agora que /" 2 %(c"x*) = £ (0)!,8,s = €(c"x*) e temos que € € a unidade da
dlgebra de Hopf dual. Analogamente, &%0%” = (n)!40,, =0((n)!y =0).

Definidas as relagdes clamamos que f: T({) — T(C)* tal que f(a'x™) = A'X™ & um morfismo
de algebra e codlgebra

Fa ) = O (el = O g1 s (g g (o 209
e (1) = f(a°°) = A°XY = ¢ = 1*. Por outro lado, temos que
(fef)x' @) = flx) @ f0) = fx) &) @ f3) ) = (fx) @ fO) () @ f())
e, como vale que, temos
(fRf)oAla) =ARA =A"(f(a)), (fRf)oA(x) =X RA+Ee®X,

€ of(a)=A(1) =1 e € o f(x)=X(1)=0.

Segue que f € um morfismo de bidlgebra. Por isso s6 precisamos verificar que

foS(a)=A""=5"(f(a)) e foS(x)=-XA""=S5"(f(x)).

Logo f dard um isomorfismo de dlgebras de Hopf como queriamos demonstrar. O]
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Pelo artigo [SHOS], a dlgebra de Taft é a tinica que ndo é semissimple de dimensio p> em um
corpo de caracteristica 0 algebricamente fechado.
Para calcular a antipoda e sua inversa, podemos usar as integrais e cointegrais:

SN a)=A—(a—1) =Y MaA1)Aw),
onde A =A; éum cointegral & esquerda. Como S~'(c) = Y(17(£))*(cAq1))A(

A () = AW A(p(c)
e A" ) =c"Tex"1+.., temos
A pe)) =ap " T @ e L pag @ T 4
onde p(c)=Yaic. S7'(c)=X(11({)*(cc" Hx"! =x*"!. Analogamente,
S7Hx) = Y (1) (xAG)) A

e que

S(a) =N —(a— 1) =Y MAHa)A ), S(x) =Y (17(8)" (Al 0)Aly),
onde A’ =A, é uma cointegral a direita. p(&f’)%”_l =A e 2" p() =A,.

4.2.6 Coalgebra Colivre sobre um espaco vetorial

Sejam V um espago vetorial e C uma codlgebra cocomutativa. Definiremos a seguir uma
codlgebra colivre (C,m)

Definicio 4.3. Seja V um espago vetorial. Uma codlgebra colivre sobre V é o par (C, ), onde
C € uma codlgebra cocomutativa sobre k e n:C — V ¢ uma aplicagdo linear tal que, para toda
aplicacdo k -linear f: C' — 'V, existe um dnico morfismo de codlgebras f : C' — C satisfazendo

f=mof.
Verificaremos a seguir que dadas as codlgebras colivres (C,m) e (C',A’,n') podemos definir
uma estrutura natural de coalgebra colivre em C® C'.

Proposi¢io 4.6. Sejam V, V' espagos vetoriaise (C,n), (C,n') codlgebras colivre sobre o espagos
V,V'. Define-se p:CoC' — V&V por

(x®y) — p(x®y) = (R(x)e'(y), 7' (y)e(x)),
onde €,€' sdo as counidades de C,C'. Entdo (C®C’,p) é uma codlgebra colivre sobre V@V’

Demonstracdo. Sejam C,C’ codlgebras colivres. Basta observar que, sendo f:C’ — VoV,
podemos escrever f(c”) = fi(c")® f2(c") devidoa £(C",VOV') ~L(C", V)@ L(C",V'). Assim
temos que existe um tnico morfismo f:C' — C®C' (f = fi ® f>). De modo que
f(c//) = po (Z(d!)l

pO(_f1®f2)OA(C”) B
((fi(c1))e (f2(c2)), m(f2(c))e(fi(cT)))

(f1(c))€'(c2),&(c)) fa(ch))
= (filc"). fo(c")).

)

Assim concluimos que (C®C”, p) é uma codlgebra colivre sobre V@V’ O
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Opar (C®C,p) é uma codlgebra colivre cocomutativa sobre V&V, onde

plx®@y) = (n(x)e(y), n(y)e(x))-
A Proposicao 4.6 mostra o morfismo k -linear y: CQC®C - Ve VeV, definida por

Yx@y@z) = (p(x®y)e(z), m(e)e(c @ d)) = (n(x)e(y)e(2), n(y)e(x)e(z), m(z)e(2)e(y)),

que dota o par (C® C® C,y) de uma estrutura de codlgebra colivre cocomutativa. Definamos
m:VeV —YV por (x,y) — x+y. Entdo a aplica¢do linear mo p induz um morfismo de dlgebra
M, pois (C,m) é uma codlgebra colivre cocomutativa e, portanto, existe um tnico morfismo de
dlgebra M : C®C — C tal que ToM = mo p. Analogamente, para o morfismo (m @ id)oy:
(CeC)®C — (VaV), temos que o morfismo (M ®1) satisfaz a condigdo da Defini¢éo 4.3, ou
seja, po(M®I)= (m@id)oy

poMRIN(xRy®z) = pMxrxRy)®z)

(T
= (mop(x®y)e(z),n(z)e(x
(m

= (m®id)o (plx®y)e(z), n(z)e(x)e(y)).

Se fizermos 0 mesmo para o morfismo (id ©m), obteremos um tnico morfismo de dlgebras 1@ M :
(CRC)®C—-CRC talque po(I®M) = (id®m)y. Como (m®did)om = (id ®m)om, entdo
noM®I)oM = (m®id)opoM
= (m@id)omoy
= (id®m)omoy
= (id&m)opoM
= mo(IGM)oM

e, pela unicidade dos morfismo com esta propriedade da codlgebra colivre, (M ®I)oM = (IR M) o
M. Aunidade i:k — C é definida usando o morfismo 0: C — {0} e a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 4.7 (Vide a Se¢do A.4). A dlgebra cocomutativa colivre sobre o espago vetorial nulo é
k, com a estrutura de codlgebra trivial, junto com o morfismo nulo, ou seja, (k,0).

Exemplo 4.2.2 (codlgebra trivial). A codlgebra trivial ¢ (k,A,€) onde A(1)=1®1, €(1)=1.

A unidade é definida pela aplicagdo linear dada por @' = 0:k — {0} onde i=0:k — C éo
morfismo de codlgebras tal que woi=0.

A codlgebra colivre cocomutativa sobre o espago vetorial V& {0} de (C®k,p’), onde p/'(x®
k) = (n(x)k,0). Tomemos que (id®0)op’: C®k — Vd {0}, onde ChHk tem a estrutura de uma
codlgebra. Assim, existe um morfismo de codlgebra (id ®0)op’ = (I®1i) tal que

po(I®@i)(x®k) = (m(x)e(i(k)),n oi(k)e(x))
(n(x)e(i(k)),0)

= (n(x)i(e(k)),0)
(id®0)o p' (x k).
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Agora definiremos Mo (I®i): C®k — C a partir da aplicagdo linear mo (id ©0) o p’, ou seja,
Mo (I®i) éum morfismo de codlgebras tal que

oMo (I®i)=mopo(I®i)=mo(id®0)op'.

Agora definiremos Mo (i®1) :k® C — C a partir da aplicagdo linear mo (0@ id) o p’, ou seja,
Mo (i®1) é um morfismo de codlgebras tal que

oMo (i®l)=mopo(i®l)=mo (idH0)op’

Como mo (id®0)op’ =mo (id®0)op’, temos a igualdade dos morfismo Mo (I®i)=Mo (i®
I). Além disso, M, i sdo morfismos de codlgebras. Entdo, por definicdo, (C,M,i,A,€) é uma
bialgebra.

Para definir a antipoda, temos que, na codlgebra colivre cocomutativa, (C,m) e s:V —V éuma
aplicacdo k -linear definida por s(v) = —v, existe um tGnico morfismo de codlgebra 5=5:C — C
tal que ToS =som. Queremos provar agora que ZS(x(l))x(z) = ZS(x(l))x(z), ou seja, S satisfaz

(x)

o axioma da antipoda. Verifiquemos o morfismo
p(Yx(1)®x)) = Y (R(x(1))e(x(2)), T(x(1))e(x(2))) = (x,x) = 8(x),
(x) (x)
ou seja, poA(x)=(x). Observe que mo (s@®id)od=mo (id®s)od e, portanto,
noMo(S®I)oA(x) = mop(S®I)oA(x)
= mop(S(x1)) ®x(2))

= mo (o S(x(1))e(x2)), T(x2)e(S(x(1)))))
= mo (s(x))e(x2)) Tlx2))e(x1)))

= mo (s(x1)e(x(2))), T(x2))&(x(1)))

= (s@ld)Op oA

= mo(s@id)od

= mo(ldEBs)oﬁ

= woMo(I®S)oA.

Pela unicidade dos morfismos, temos o seguinte resultado
Mo(S®I)oA=Mo(I®S)oA.
Assim concluimos que podemos definir uma estrutura de dlgebra de Hopf para uma codlgebra colivre
cocomutativa.
4.2.7 Algebras Tensoriais, Simétricas e Exteriores

Na 4lgebra tensorial definida a partir de uma espaco vetorial V ° é possivel dotar este con-
junto com uma estrutura de dlgebra de Hopf. A partir das dlgebras tensoriais definimos as dlgebras
envelope e desta construiremos os grupos quanticos por deformagdo por um parametro.

Definimos uma algebra graduada na Secdo A.2.1.
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Fixada umabase v; de V. Definimos a dlgebra tensorial como o conjunto 7(V) = ,5o k(V#"),
como um espago vetorial graduado onde V*° = l7(v), satisfazendo as seguintes relagdes:

(M, @ ®v,)® (v, @ ®V})) = V@@V @V, D@V,
M((viy @+ ®@v;,) @ L)) = v RQ---QV
A(v) = 1ev+vel
Svi, ®---®v;,) = (=1)"(v;, ®---@v;)
g(v) = 0
i(lk) = IT(V)
\ S(Ik) = e

Estas relagdes definem as aplicacdes M, A, € e i nabasede T(V) de modo simples.

Teorema 4.4. Dado um espago vetorial V. Existe uma unica estrutura de bidlgebra na 4lgebra
tensorial T(V) talque A(v)=1®v+v®1 e €(v) =0 para todo elemento v € V. Esta estrutura

de bidlgebra é cocomutativa e para todos vi,vy,---,v, €V temos
g(vy-vpy) =0 (4.32)
e
A(vi--ovy) = 1Qvy--v, + ZZ;II YoVo(1) " Vo(p) @ Vo(p+1) Vo) T V1 Va @1

433
= Yp—0XoVo(1) " Vo(p) DVo(pt+1)*Vo(n) #39

onde G percorre o conjunto de todas as permutagdes simétricas S, tais que
6(l)<o(2)<---<o(p) e o(p+l)<o(p+2)<---<o(n),

tal permutagdo é chamada uma (p,n— p) -‘shuffle’.

Demonstragdo. Pela propriedade universal da algebra tensorial, existem morfismos tinicos

{ A: T(V) — T(WV)®? e

e: T(V) — Kk (4.34)

tais que as restricoes a V sdo dadas por

Alv) = 1v+v®l1,
{ e(v) = 0.

Como consequéncia imediata da propriedade universal da dlgebra tensorial e destas relagdes, segue
que €(vy---v,) =0. Resta verificar que A(v;---v,) satisfaz as condi¢des que desejamos. Suponha-
mos para isto que, para todo n—1 > 1, valha que:

n—1
A(V] ...vn_l) — 1®V1 ...vn_l + Z Zvc(l)...vc(p)®v6(p+l) ...vc(n_1)+vl ...Vn_l ®1’
p:] (o}

ou, equivalentemente:

A1 vae1) = ) Y Vo(1) Vo(p) @ Vo(pt1) * Voln)-
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Pela propriedade universal, temos que
AWy vp_1vp) = A vp—1)A(wy).

Fazendo a multiplicagdo, chegamos arelacdo

= V@V Vu— 1+ZZV6 “Vo(p)Vn @ Vs(p+1) (n,1)+v1---vn,1vn®l
p 1 c
= e T Y o) V) @ 1) Va1
p=1 0
+ZZVG Vo(p) @Vo(pt1) Von—1)Vn + V1 Va1 @Vp +v1 v, @1
p=1 0

Sabemos que o conjunto das permutacdes ‘shuffles’ é a unido disjunta dos subconjuntos dos shuffles
onde 6(p)=n

o(l)<---<o(p)=n e o(p+1)<---<o(n)
e dos ‘shuffles’ onde
o(l)<---<o(p) e o(p+1)<---<o(n)=n.
Como podemos ver, os termos da parcela
V@V VetV v, @1+ Z Zvc Vo (p)Vn @ Vs(p+1) """ Vo(n—1)
p=10

sdo0 os (p,n— 1) -shuffles que fixam o'(p) =n, ou seja,

o(i) 1<i<p
oi)=<¢ n i=p+l
o(i—1) p+2<i<n
Analogamente,
L@vi-vyptv- vy 1®Vn+ZZVG e ®V(S(p—i—l) “Vo(n—1)Vn

p=10

sdo (p—1,n— p) -shuffles que fixa o’(n) =n, ou seja,

o(i) 1<i<p
o(i)=¢ o(i—1) p+2<i<n
n iI=n

portanto a soma das duas parcelas € igual a

Ai--va) = (Y Y Vo(1) " Vo) @ Vo(pr1) Vo) (1 Ve +v, @ 1)
p=0 o’

= ) ) Vo) Vel (p) OVl (pr1) Vel (n)-

p=0 o’
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Sendo assim, a relagdo de A estd verificada e o axioma da counidade estd satisfeito, pois (/®¢€)o
AWi-vy)=vi v, @1 ~1Qv; v, = (€®T)oA(v)---v,). Tendo em vista que €(vi---v,) =0
paratodo r > 1. A cocomutatividade segue do fato que todo (p,n — p) -shuffles tais que trocamos
a ordem dos subconjuntos ordenados é um (n— p, p) -shuffles.
A coassociatividade de A: T(V) —» T(V)®T(V) é consequéncia da observagdo que AR :
T(V)®? = T(V)® & um morfismo de lgebras, pois
Aeh(xeyEey)) = (Ash)x'@y)

= Al)®yy

= (Al)@y)(AK)®)")

= (AehEey)(Aen) K @),
Como sabemos que, paratodo v eV, (A®I)oA(v) = (I®A)oA(v), vale ainda

(AR oA(vy---vy) = (ARI)o(A(v1)---A(vy))
= ((A@hoA(v))---((A®I)oA(v,))
= ([®A)oA(v))--- (@A) oA(v))
= (I@A)o(A(v1)---A(va))
= (I®A)oA(vi---w,)
Concluimos que A € coassociativo. [

Proposicdo 4.8. Seja S:T(V) — T(V) um antiendomorfismo definido por S(v) = —v . Entdo S
é um uma antipoda.

Demonstragdo. Verificar que S € uma antipoda € simples. Basta verificar a defini¢do da antipoda
na base {v;} de V conforme o Lema 2.2:

Mo(IRS)AW) =Mvi@S(1)+1®S(v;)) =vi®ol —1®v;=0=¢(v).
Assim Mo (I®S)oA(v;) =¢&(vi)lyyy=Mo(S®I)oA(v;). Logo S ¢ umaantipidapara T(V). [J

Dada uma élgebra de Hopf 7' (V) e fazendo o quociente pelo ideal I = (u®@v—vQulu,v € V).
Se V tiver dimensdo finitae {vi,...,v,}, entdo temos que S(V)~T(V)/I=Kk|vy,---vy,|, ou seja,
o anel dos polindbmios.

( M(u®v) = w=vu=MbvQu),
Mu®lrwy) = u
A(v) = lev+vel
S(v) = (="
g(v) =0
[ i(1k) = lIgw)

Por fim, construiremos a estrutura de dlgebra de Hopf para a dlgebra exterior. Primeiro obser-
vamos que, para construir a algebra de Hopf exterior, podemos fazer o seguinte A(V)=T(V)/I =
DB,en N (V) onde oideal 1= (uv+vulu,v V).
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([ M(u®v) = w=—-vu=-M>Qu),
Mu®lry) = u
A(u) = 1Qu+uxl
S(u) = (=1)"u
e(u) =0
L i(lk) = lgw)

Assim vemos que a dlgebra simétrica e exterior sdo dlgebras de Hopf quociente.

4.2.8 Algebra Envelope de Uma Algebra de Lie

Qualquer algebra de Lie se torna uma algebra associativa ${(L), que é denominada algebra
envelope de L. Podemos definir um morfismo de dlgebras de Lie 17 : L — L(${(L)). Definimos o
envelope de uma dlgebra de Lie por T(L)/I, com I definido por

I ={xy—yx—[x)]lx,y € L}.

110.

sendo um ideal”; pois, se x,y, ¢ € L, temos que

M((xy—yx—[x,y])®c) = (xy—yx—[xy])®c
XyRc—yx®c—[x,y|®c
(xy—yx)®@c—[x,y]®@c
0

Portanto M(I® L) C I e segue, analogamente, que M(L®1) C I. A dlgebra quociente de T (L)
pelo ideal I serd denotado por H = T(L)/I. Ressaltamos que, como os geradores de I(L) néo
sdo homogéneos em 7(L) e ndo existe uma graduacgdo para dlgebra de Hopf H compativel com
a graduacdo original da dlgebra tensorial, ou seja, termos de mesmo ‘grau’ nao sdo mandados em
termos de mesmo grau. Assim o conjunto (L) ndo pode ser descrito como um quociente nivel a
nivel de T(L).

Definimos uma aplicacdo 1; como a composi¢ido da sobrejecdo canOnica da algebra tensorial
p:T(V)—U(L)=T(V)/I sobre a dlgebra envelope com a inje¢do candnica i: L < T (L), ou seja,
1, = poi. Pela definicdo de 1, temos que 1z([x,y]) = xy —yx, devido a 1z(xy —yx— [x,y]) = 0.
Isto mostra que 1;, é um morfismo algebra de Lie, onde T(L) tem uma édlgebra de Lie induzida na
algebra associativa arbitréria.

Teorema 4.5 (Propriedade Universal de (L) ). Seja L uma dlgebra de Lie. Dada qualquer dlgebra
associativa A e qualquer morfismo de dlgebra de Lie f:L — L(A), existe um tinico morfismo de
dlgebra ¢ : (L) — A tal que ol = f.

Demonstragdo. Pela defini¢ao da dlgebra tensorial, temos que sendo f € um morfismo de dlgebra de
Lie, entdo f se estende para um morfismo de dlgebra f: T(L) — A, definido por f(xi,...,x,) =
f(x1)...f(xy), para xi,---,x, € L. A existéncia de ¢ segue de f(I(L)) = {0}. A fim de de-
monstrar este fato, temos somente que demonstrar que f(xy —yx — [x,y]) = 0, para todos x,y € L.
Verificamos o seguinte:

Sy —yx—[x,y]) = f(X) f(¥) = f) f(x) = f([x,5])-

10 xy denota x®y.



4.2 CLASSES DE EXEMPLOS 117

E, quando f é um morfismo de 4lgebras de Lie, temos que f(xy —yx — [x,y]) = 0. A unicidade de
¢ é devida ao fato que L gera a dlgebra T(L) e, portanto, $i(L). O

Obs.: 4.2.1. Se denotarmos por Homyp;.(L,L’) o conjunto dos morfismos das dlgebras de Lie de L
para L', poderemos expressar o teorema pela bijecdo natural

HomLie (L, L(A)) = HomAlg(iJ.(L) ,A).
Deduzimos, a partir deste teorema, os dois coroldrios a seguir:
Corolario 4.3. Sejam L, L’ dlgebras de Liee f:L— L' um morfismo de dlgebra. Entio:

(a) Para qualquer morfismo de dlgebra de Lie f:L — L', existe um tnico morfismos de dlgebras
U(f) - U(L) — ML) tal que LU(f)or, =1y o f. Também temos que U(idy.) = idy(y)-

(b) Se f:L—L e f':L' — L sdo morfismos de dlgebra de Lie, entio:

U(f'o f) =U(f") o 8U(f)-

Demonstragdo. Item (a): Aplicaremos o teorema Teorema 4.5 para g =1, 0f : L — A = $(L).
Obtemos uma aplicagdo linear $A(f) : LU(L) — U(L") tal que U(f)ol, =g =1;of. Além disso, se
U(f)1, U(f)2 sdoelementos tais que LU(f)jo1, =10 f =U(f)201y, entdo (U(f)1 —U(f)2)oL =
0. Assim, para todo x € L, vale que U(f)(x) = HU(f)2(x) e, portanto, U(f); =U(f)2, pois sdo
iguais nos geradores de $(L). Além disso, quando f =idy, temos que U(idp)ol, =1, 0id;, =1
e, portanto, U (idp) o1, =1y. Isto implicaem U(idy) = idy).-

Item (b): Temos que

U(f) oth(f) oy =U(f")orp o f =10 flo f=U(f o f)or.

E, apelando para a unicidade $(f”o f) provada no item (a) deste coroldrio, temos que U(f’o f) =
U(f") o 4U(f). A parte da unicidade desta afirmagdo também implica em U (idy.) = idyy)- O

Por fim, associamos o envelope de uma soma direta de algebras de Lie L, L’ com o produto
tensorial de dlgebras tensoriais $((L) e $A(L).

Corolario 4.4. Sejam L, L' dlgebrasde Liee L®L' é a sua soma direta. Entdo temos a equivaléncia
a seguir:
ULOL) = U(L)@UL).

Demonstragdo. Primeiramente, construiremos um morfismo de dlgebra ¢ : (LB L) — U(L) ®
(L") a partir do Coroldrio 4.4 e usando o morfismo f que definiremos a seguir. O morfismo ¢
deve satisfazer ¢o1;,; = f. Agora, para qualquer x € L e x' € L', podemos definir o morfismo
f abaixo:

fl, ) =u(x) @1+ 11 (x).
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Esta férmula determina uma aplicacdo linear f: L@ L — U(L) @ $4(L"). Mostraremos que f é um
morfismo de 4lgebras de Lie. Para x,y € L ¢ x',y’ € L', temos que

fex), f3))] = (wWE@@1+1eu W) (wd)@ 1+ 1oy ()
(@ el+1ew () (wx)el+1ey )
(), ()] @1+1@ [ (), 1w ()]
= u(y)el+1oy(Y,y])
= f(xyL Iy
= f([(,x), 3D

Aplicando o Teorema 4.5, obtemos um morfismo de dlgebra ¢ : (LB L") — LU(L) @ LU(L).

Usaremos a propriedade universal do produto tensorial para as duas dlgebras para construir um
morfismo de dlgebra y: U(L) @ U(L") — U(LBHL'). A composi¢do da inje¢do candnica de L para
L®L com gy e, da mesma forma, a injegdo candnica de L' para L& L' com 1, sdo
morfismos de dlgebra de Lie. Pelo Coroldrio 4.3, existem morfismos de dlgebras y; : U(L) —
(LL') e yr:U(L) — UMLDL') tais que, parapara x €L e X' € L', temos:

Vi(x) =1ep(x,0) e yo(x') =101(0,x).

Pela Proposi¢do A.11, a formula y(a®d’) = yi(a)ys(d’) define um morfismo de dlgebra y :
U(L) @UL) = UWLOL') tal que Yooy =Wy e Yol ., = Yy, desde que yi(a)yz(d') =
Yo (d')yi(a) paratodos a € U(L) e ' € U(L"). Provaremos esta comutatividade, observando que
é bastante verificar que W (x) e Yy (x') comutam para x € L e x' € L'. Agora, vejamos que

Wi(x), W (X)) = [er(x,0),1er(0,x)]
= 1L®L’([(xa0>7 (07xl)]>
= 1L(X)L’([x: O]a [Oaxl])
= 0.

Portanto i (a)ya(d') —wa(d' )y (a) =0, que implica na comutatividade yi(a)y,(a’) =y (d )y (a).

Afirmamos agora que os morfismos ¢ e Y sdo inversos um do outro. Consideremos a composi-
¢do yoo. E o endomorfismo de lgebra (L L) identidade, quando restito a imagem de L& L'
Portanto, para todos x € L, x' € L,

V(@) =y(x® 1) +y(1@x) =1er((x,0)+(0,X)) = yer (x,x). (4.35)

Consequentemente, devido ao fato de 17, ser uma inclusdo prépria temos que Yo ¢ = id;o. Um
argumento similar mostra que ¢o VY = idy sy

O(Ww(x@x)) = o0(y1(x)y2(x)) =

= 0(or (Der () = 0(er ()0(er () = f(x,0)f(0,x) = x@1)(1@x) =x@x'

Assim concluimos o resultado como queriamos. [
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O Coroldrio 4.3 e o Corolério 4.4 nos permitem definir uma estrutura de dlgebra de Hopf para
a dlgebra L(L). Portanto, a comultiplicagdo A em LI(L) serd definida por A = ¢ 04l(3), onde
d:L— L&L, definida por x — (x,x), e ¢ é um isomorfismo U(L® L) — (L) ®U(L), que foi
construido na demonstra¢do Coroldrio 4.4. A counidade foi dada por € = U(0), onde 0:L — {0}
¢ o morfismo nulo. Finalmente, a antipoda é definida por S =U(op), onde op:L — L°P e x—

op(x) = —x.

Proposicio 4.9. A dlgebra envelope (L) como um dlgebra de Hopf cocomutativa para as aplica-

¢oes A, € e S definida acima. Para xy,...,x, € L, temos
Ay X)) = 1@x1 X+ Z Y o1y Xo(p) DXo(pr1) - Xo(n)
p=10
1 @1,

onde G percorre todos os (p, q) -shuffles dos grupos simétricos de S,, e

S(xpxp - xp) = (—1)"x, -+ - 2x0x7.

Demonstragcdo. O axioma de associatividade € satisfeito como consequéncia da comutatividade do

seguinte diagrama.
)

L L&L
) &)
LBL LOSLBL

ol

Sabemos que U(8) o1y =15.08. Como (I ®8)od= (0P 1)0d, temos que U((Ip®)od) =
U((d& 1) 0d). Isto implica em U(Ip &98)oU(d) = U(d® 1) o 4(5). Queremos verificar que
WL oo (Iy) @44(3)) 00 e, analogamente, Wrpr 10 (4(8) @1y (1)) 00. Alémdisso, er: LOL—
U(L®L) e, pelo isomorfismos, temos que 1l er =1 D1y (analogamente UsLal =L S D).
A partir da relacdo abaixo:

VrreLo (lyr) ®48))odo (ar) = Wirero (lyw) @US))o (1L®1L)
= VYrraro(u ( (8)or))
= VYrrero (L ® (1L ®1z)09))
= VYrreLO (lL ® (lL EBLL)) o (IL ® 5)
= Vrrero (L ® (Ler)) o (IL®0)
Yerero (IL®3J).

Chagamos a
W rer© (I @ U(8)) o A = yrar 1o (U(8) ® Iy(r)) o A
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e, por consequéncia, vale que

VL reLo Iy @W) o (Iy) @A) o A=VYrer Lo (W@ Iyr)) o (AR Ly)) o A

Basta verificar que, com a =x®101+1Qy01+101®¢z,

VL reLo Iy @W)(a) = Wrer Lo (W@ Iy )(a),

para x,y,z € L, pois sabemos que isto implica em

WL LaL© (lyr) V) = WrerLo (W@ Iy(z))-

Nestas condig¢des, basta ver que, conforme foi feito na equacdo equagao (4.35), temos

Vi reLo Iy @W)(x®y®z) = Uersr(*,0,0) +1erer(0,,0) +11e1:0(0,0,2)
= Wsrer)(* (12))
= UsLeL(X,),2)
= 1(L®L)®L((xvy>vz)
ViorLo (W@ lyr))(x®@y®z)

Logo temos verificada a propriedade coassociatividade. Assim A(V) = 0o(8)(V) = ¢(¥,v) =v®1+
1®V e, portanto, como fizemos na Se¢do A.2.1, verificamos que A é coassoaciativo, cocomutativo
e temos a férmula a seguir

n—1
AR %) = 1QX1 X+ Y Y K1) Xo(p) OXo(pr1)* Xom) + X1 Xn® 1.
p=1 0

O axioma de counidade também segue, analogamente, da codlgebra. Tendo em vista que €(X) =
U(0)(x) = 0. Assim segue que
g(Xy--Xy) =0.

A analogia entre A e €, que pode ser vista na Sec¢do 4.2.7, implica em € ser uma counidade. A
cocomutatividade é devida ao fato de uma tor¢do de um (p, n— p) -shuffle serum (n— p, p) -shuffle
e, portanto, as permutagdes varrem o mesmo conjunto. A antipoda serd dada por S(Xi---X,) =
(—1)"x,---X;, como na Se¢do 4.2.7. O

A seguir um teorema que deixa mais clara a visualizacio da algebra envelope.
Teorema 4.6. Seja L uma dlgebra de Lie:

(a) A dlgebra $A(L) é filtrada como um quociente da dlgebra tensorial T (L) (graduada como
vimos na Se¢do 4.2.7) e a dlgebra graduada correspondente é o isomorfa a dlgebra simétrica
em L :

gr (L) = S(L).

Portanto, se {v;}ic; € uma base de L totalmente ordenada, onde {vj ---v; |vi € {vi}tici},
onde i1 <---<i, €I, com n€N, éuma base de $A(L).
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(b) Quando a caracteristica do corpo k € zero, a simetriza¢do da aplicagcdo m : S(L) — (L)

definida por
1
Mvi--va) = Y Vo) Vo)
* oES,
para vy,---,v, € L, é um isomorfismo de coalgebra.

Demonstracdo. Item (a): Dada uma élgebra de lie L e uma base {v;};c». Temos que esta base
¢ totalmente ordenada (pelo teorema da boa ordenag@o, encontramos uma base ordenada para L).
Assim, pelo Teorema A.2, o conjunto {vg‘ ...vgl”}, onde neN, {ij,...,ix} €l e ay,...,0, €N,
forma uma base de (L) e, portanto, a graduagio de LI(L) € similar ade S(L).

Item (b): No caso onde k tem caracteristica zero, temos, entdo, que a simetrizagdo 1M : S(L) —
(L) definida por

1
ﬂ(vl .. .vn) = ; Z Vs(1) -+ Vs(n)-
*SES,
MeM)(AW@r...va)) = M®n) Z Y vo( ) ©Vo(p+1) -+ Vo(n))
: (e}
= Z Y NOs1) - Vo(p) @NWs(pt1) - -Von)))

p=0 o0

= ZZZZVHOG Vs106(p) ® Viyoo(pt1) - - Vsyoa(n)-

sy s2 p=0©
Queremos observar que

Aom(vi...v) :A(l

n!

Y v Z YD Vo (1) @ Vo(s(p1)) -+ - Vo(s(n))-

SES, p 0o s

Ora, podemos ordenar os conjuntos {G(s(1)),...,o(s(p))},{c(s(p+1)),...,0(s(n))}, segundo a
ordem dos naturais, obtendo {ji,...,jp},{jp+1,---5Jn}, que pode ser vista como uma (p,n—p) -
shuffle o', tal que o'(k) = ji. Por fim, podemos definir duas permutagdo si,sy tais que sj o
o' (k) =s1(jx) =cos(k), para 1 <k <p, e s06(k) =s2(jx) =0o0s(k), para p+1<k<n.
Portanto os elementos do tipo Gos = (s x 5') o6. Portanto todo elemento é da forma Gos =
(s1 X s2) o0’. Analogamente, sejam {s;o05(1),...,s100(p)},{s2006(p+1),...,50006(n)}, pode-
mos ordenar estes conjuntos segundo a ordem dos naturais {ji,...,jp},{jp+1,..-,Jn}. Feito isto,
definimos um ¢ tal que

s(ji) =s1(0())  1<i<p, s(ji) =s2(0(i))  pH1<i<n

Assim sempre existem G e s tais que Gos(k) = (s; Xs2)006. Logo Aon=(nom)oA como
queriamos demonstrar. ]
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4.2.8.1 Algebra $(sl{(M>(k)))

Trabalharemos esta dlgebra de Hopf como um exemplo, particularmente importante, para a com-
preensdo da Secdo 4.2.8. Por outro lado, construiremos os grupos quanticos nas proximas segoes
através da deformacgdo por um parametro do envelope universal de uma dlgebra de Lie. Primeira-
mente, tomemos a dlgebra de Lie gl(2) = L(M,(k)), onde M,(k) é uma édlgebra associativa e,
como podemos ver na Se¢do A.3.2, gl(2) é uma dlgebra de Lie com o comutador [a,b] = ab — ba,
paratodo a,b € M,(k). Temos que os elementos abaixo

(30) -(29)
(3 0) - (40)

formam uma base para g[(2) e seus comutadores sdo facilmente computdveis como podemos ver
logo abaixo

X,Y|=H, [HX]=2X, [HY]=-2X, [I.X]=I[Y]=[I,H]=0.

As matrizes de trago nulo formam o subespago sl(2) C gl(2). Temos que sl(2) = (X,Y, H), pois
dim sl(2) < dim gl(2) = 4. As relagdes anteriores mostram que s[(2) é um ideal da dlgebra de lie
gl(2) e que existe uma decomposigao

gl(2) = sl(2) &k,

que reduz a investigagdo da dlgebra de Lie gl(2) a investigacdo da dlgebra de Lie s[(2).
A dlgebra envelope U = U (sl(2)) de s[(2) éisomorfa a dlgebra gerada pelos elemento X, Y e
H com as trés relagdes a seguir:

X,Y|=H, [H,X]=2X, |[HY]=-2Y. (4.36)

Ora, podemos construir o conjunto 7'(s(2)) = @,y T"(s1(2)) e a dlgebra envelope é definida por
U(sl(2)) =T(sl(2))/I, onde

I=( XY -YRX-HHXX-XQH-2XHRQY —-Y ®H+2X)

Como vimos na Sec¢do 4.2.7 e na Secdo 4.2.8 respectivamente. Abaixo verificaremos algumas das
relacdes em U = U(sl(2)) :

Lema 4.3. As seguintes relacdes sdo satisfeitas em U para quaisquer p,q > 0 :

XPH? = (H—2p)IX?, [XP,Y]=pXP"'(H+p—1)=pH-p+1)X"" 1,
YPH? = (H+2p)iY?, [X,YP]=pY? ' (H—p+1)=pH+p-1)y"".

Demonstragdo. Para provar as duas primeiras relacdes, usamos indugdo dupla em p e g. Usando
as relacdbes XH = (H—2)X e YH = (H+2)Y, que é outro modo de expressar o comutador das
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equagdo (4.36). Fixemos ¢ = 1, suponhamos que valha que XPH = (H —2p)X?, para um p
fixado, entdo

XPHH = X(XPH)
= X(H-2p)X?
= XHXP —2pxPt!
= (H-2)X.X?—2pxrt!
= (H-2-2p)xrH!
= (H=2(p+1)X"",
ou seja, a relagdo com g = 1 estd demonstrada. Agora temos que, para todo p, vale que X?H =

(H—2p)H. Suponhamos que, com um ¢ fixado, valha que X?H? = (H +2p)?Y”, entdo podemos
verificar que

XPHIT' = XPHIH
= ((H-=2p)'X")H
= (H—2p)!(H—-2p)X”
(H—2p)t1xr.

Isto prova a primeira relacdo como queriamos. A segunda relacdo € feita de maneira andloga.
Para as relagdes restantes, faremos por inducdo em p. A relagdo é trivial para p = 1. Quando
p > 1, temos

X, YP] = XYP—YPX
= xyPly —yr-lxy4+yr-lxy —yrlyx
= X, yP Ny +vrlx,y]
= (p—DYP2(H—-p+2)Y +Y"'H
= Y Y ((p—1)(H—p)+H)
= pY?" Y H-p+1).

Concluimos que, passando yr—1 por H, temos
pY? ' (H—p+1) = p(¥?'H—py?~'4yr )
= p((H+2(p—1)y?~"—py?~t4yr)
= p((H+2(p—1))—p+1)y*!
p((H+p—1)yr .

Concluimos que [X,Y?] = p(H+p—1)Y?~! e a outra relagio é analoga. [l

Agora exibiremos uma base bem escolhida para ${(s[(2)) que nos ajuda a visualizar melhor esta
algebra.

Proposi¢io 4.10. O conjunto {X'Y/H*}; ; ren € uma base de U(sl(2)).
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Demonstragdo. Este teorema é consequéncia direta do Teorema A.2, tratando-se do item (a) do
Teorema 4.6. [l

Como vimos na Secdo 4.2.8, no conjunto U também valem as relagdes A, i, € e § como
podemos ver na mesma secao.

AX)=X®1+10X, AY)=Y®1+1QY, AH) =H®1+12H (4.37)
g(X) =0 e(Y) =0 e(H) =0 (4.38)

i(X) =1y i(Y)=1y i(H) =1y (4.39)

S(X)=—X S(Y)=-Y S(H)=—H. (4.40)

A Proposicao 4.10 e as relagdes (4.37-4.40) explicitam a estrutura de dlgebra de Hopf, resta verificar
que S ¢é uma antipoda para a bidlgebra definida nos geradores.

Proposicao 4.11. O antimorfismo S definido com nas equacdes 4.40 é uma antipoda para bidlgebra
definida em (sl(2)). Comisto $(s((2)) é uma dlgebra de Hopf.

Demonstragdo. Basta calcular nos geradores de $A(sl(2)) pelo Lema 2.2. Portanto, temos que

Mo(S®I)oAX)=Mo(SRN(X®1+1X)=0=g(X)

Mo(SRI)oAY)=Mo(SRNY®1+1Y)=0=¢(Y)
Mo(SRI)oA(H)=Mo(SRN(HR1+10H)=0=¢(H).
Logo esta verificada na base e, portanto, S é uma antipoda para L(s[(2)). O

Esta dlgebra de Hopf U tem um elemento denominado elemento de Casimir definido por:

H2
C:XY—FYX—FT.

E possivel construir um isomorfismo entre o centro da 4lgebra de Hopf e a dlgebra polinomial k[t]
enviando o elemento de Casimir em ¢, ou seja, o elemento de Casimir gera o centro desta dlgebra
de Hopf.

Primeiramente, verificaremos que o elemento de Casimir'! est4 no cento da dlgebra de Hopf.

Lema 4.4. O elemento de Casimir C pertence ao centro de U.

10 elemento de Casimir foi denominado assim em homenagem a Hendrik Casimir, que o identificou em sua descrigio
da dindmica de corpo rigido em 1931.
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Demonstragdo. Basta verificar que, cdlculando os colchetes Lie, temos [C, H] =[C, X|=[C,Y]|=0.
Devido a AC = CA paratodo A, entio [C,A] = AC—CA =0. Assim temos que

2

H
[H,C] = [HXY+YX+ 7]

1
= [H,XY]+[H,YX]+ E[H,HZ]
= HXY -XYH-+HYX-YXH
= HXY—X(H+42)Y +HYX —Y(H—-2)X
= HXY —-XHY -2XY+HYX -YHX +2YX
= HXY—(H-2)XY -2XY+HYX - (H+2)YX+2YX
= HXY —HXY —-2XY+2XY+HYX -HYX -2YX+2YX
= —2XY+2XY -2YX+2YX
=0
temos também que
H2
X,C] = [X,XY+YX—|—7]
1
= [X,XY]+[X,YX]+§[X,H2]

1
= X°Y —XYX+XYX -YX*+ E(XH2 —H?X)

1 1
= XY —XYX+XYX -YX*+ 5 (H = 2)°X — EH2X

1 1
= X%Y —XYX+XYX-YX%+ 5(H2 —4H +4)%X — EHZX

= X°Y —YX?+(-2H+2)X
= [X2,Y]-2HX +2X

— 2X(H+1)—2HX 42X
= 2[X,H]+4X

— —2[H,X]+4X =0
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€ que
H2
Y,C] = [Y,XY+YX+ 7]

= [Y,XY]+[Y,YX]+%[Y7H2]

1
= YXY -XY?+Y2X -YXY + 5(YH2 —H?Y)

1 1
= Y2X-XY*+ S(H+ 2)%Y — zHZY

1 1
= [Yz,X]+§(H2+4H+4)2Y—§H2Y
= —[X,Y*]+2HY 42V

= —2Y(H—1)+42HY +2Y

= —2Y(H—1)+2HY +2Y

= 2[H,Y]+4Y =0.

Com isso provamos o teorema. [

4.2.9 A Algebra de Hopf GL,(2) e SL,(2)

Primeiramente, definiremos as relagdes abaixo. Estas relagdes servirdo para definir uma estrutura
de dlgebraem M,(2) e dar uma defini¢do de A -ponto de M,(2), onde A & um anel.

ba = gab, db = gbd, (4.41)
ca = qac, dc = qgcd, (4.42)
bc = cb, ad —da= (g~ —q)be. (4.43)

Definicdo 4.4. A dlgebra M,(2) ¢é o quociente da dlgebra livre k{a,b,c,d} pelo ideal J, gerado
pelas relagoes [4.41-4.43].

Definicdo 4.5. Dada uma dlgebra A, define-se um A -ponto de M,(2) pela quadrupla (A,B,C,D)
em A* satisfazendo as relacdes a seguir

BA = gAB, DB = ¢BD, (4.44)
CA = gAC, DC = ¢CD, (4.45)
BC = CB, AD—DA = (¢ ' —¢)BC. (4.46)

O objetivo agora é mostrar que a dlgebra M,(2) mesmo sendo ndo-comutativa, tem certas pro-
priedades de dlgebra comutativa M,(2). Desejamos chegar ao seguinte resultado:

Teorema 4.7. A dlgebra M,(2) é Noetheriana e ndo tem divisores de zero. Uma base para o espago
vetorial é dada pelo conjunto de monémios {a'b’ckd! }ijk1>0-



4.2 CLASSES DE EXEMPLOS 127

Observe a seguinte cadeia crescente de dlgebras k =Ag CA] CAy CA3 CAs = Mq(2). Mos-
traremos que A;;+; é uma extensdo de Ore de A;, onde A; =kl[a], Ay =k{a,b}/(ba—qab) e

Az =k{a,b,c}/{ba— qab,ca— qac,cb — bc).

Observe que a dlgebra A; é uma extensdo de Ore trivial de k, ou seja, A} = k|a, idy,0).
Usaremos esta cadeia e os lemas abaixo para demonstrar o Teorema 4.7:

Lema 4.5. Existe um isomorfismo entre A; e a extensdo de Ore A;[b,0,0]. Além disso, o conjunto
{a'b’}; j>0 € uma base de Aj.

Demonstracdo. Seja o morfismo ¢ : Ay — Aj[b,01,0] definido por ¢0i(a) =a e ¢1(b) =b. A
existéncia de A;[b,01,0] € consequéncia do Teorema 4.1 item (b), que diz respeito as extensdes
de Ore e ao fato que ba = a(a)b —0(a) = gab. Como ba —qgab =0 € Ay temos, se ¢; € um
morfismo de dlgebra, que

0=01(ba—qab) = 61(b)d1(a) — qd1(a)d(b)

Por outro lado, pela defini¢do de ¢; e sabendo a relagdo da extensdo de Ore ba = o (a)b —0(a) =
qab, temos que
01(b)01(a) —q01(a)01(b) = ba— gab = gab — gab = 0.

Assim ¢; define um morfismo de dlgebras. Este morfismo é sobrejetivo, jd que a dlgebra A;[b, 0., 0]
¢ gerada por a e b. Para mostrar que ¢; € um isomorfismo primeiramente precisamos construir
uma aplicacdo linear yj : Aj[b,a,0] — Ay que satisfaca yj o) =id. Como A, é uma extensdo
de Ore, entdo {a'b’}; j>¢ € uma base de A;[b,0.1,0] e podemos definir Wi por i (a’b/) = d'b’.
Segue que Y é um isomorfismo linear. Logo A, ¢é isomorfoa Aj[b,a;,0] e umabasede A; éo
conjunto {a'b’}. O

Assim temos que k[a,b] = A, é uma extensdo de Ore de A;. Para continuar contruindo a cadeia
precisamos construir A3 que seja uma extensdo de Ore de Aj.
Verifiquemos que 0(a) =ga e op(b) =b definem um automorfismo o, da dlgebra A, por

0z (ab) = ax(a)az(b) = gab.
Temos o seguinte resultado cuja a demonstracdo segue as mesmas linhas do Lema 4.5.

Lema 4.6. A dlgebra A3 € isomorfa a dlgebra Az|[c,02,0]. Além disso, o conjunto {a'b/ck}; ; x=¢
€ uma base de As.

Demonstragcdo. Definiremos o morfismo ¢, : A3 — Az[c,0,0] por 02(a) =a, ¢2(b)=>b e ¢a(c) =
c. Basta verificar as relacdes

02(¢)02(a) — q92(a)9a(c) = ca — gab = [oz(a)c + 0(a)] - gac = 0,

02(c)92(b) — 02(b)d2(c) = cb — be = [0(b)c +0(b)] — be = 0.
Portanto ¢» € um morfismo de dlgebra sobrgjepivo. Co.ns_trul’remos um morfismo  : Az[c,02,0] —
A3z tal que W od, = id, definido por ya(a'b/cK) = a'b/ck. Segue que > ¢ um isomorfismo. Isto
implica em ¢, ser um isomorfismo de dlgebras e o conjunto {a'b/c*} ser uma base para A3. [
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O ultimo passo para constru¢do da cadeia € mostrar que A4 € uma extensdo de Ore de A3. Este
€ o unico passo que envolve uma derivacao nao nula. Primeiro, verifiquemos que os morfismos

o3 (a) =a, O(,3(b) = qb, o3 (C) =qc
definem um automorfismo de dlgebra A3. Define-se o endomorfismo & de A3 nabase {a'bh/ ck i k>0
por 8(b/c*) =0 e por _
S(a'bict) = (q—q~ )AL T 1t
1—q?
se i > 0. Com isso, provaremos o seguinte lema
Lema 4.7. O endomorfismo & é uma o3 -derivacdo de As.

Demonstragdo. Verifiquemos que 8(a'b/cka’b’c') = g +"§(at"b/5ck+1). Assim a relagio

k=t=0
ipJ ol rps fy — ) i ) ’
S(ab c-ab C) { qkr+jr11:t‘];2 az—lbﬁ—lck—i—l , k7§0 out#O. (4.47)
Para k=1t =0, temos que
3(a'b’a’b®) = a3(a'b))0(a"b*) + 0(a'b’)a"b’.
Caso tenhamos r #0 e k=0, vejamos que
. . L 1— g2
o3 (a'b)d(d'b’c') 4+ 8(d'b))a’ b’ = ¢la'bi(g—q ") l—qza’_] pHic!
—q
(1 TN S i TR T
_ qjqj(r— )<q_q— )1_—q2al+r— bj+s+ CH-
jr -1 1“]2r i+r—1g j+s+1 t+1
= ¢"(q—q )7 za BT e

_ qu6<ai+rbj+sct)’
ou seja, &(a'b/-a"b’c') = az(a'b’)d(a"b’c") + 8(a'b/)a"b*c’. No tltimo caso, onde 1 #0 e k #0,

2r

. . L 1—
o3 (a'b/VS(a b ') +8(a' b/ M)a' b = q]a’bf(q—q_l)1—61261r_ll75+10“rl
—q
. Lo 1— 2r
— q]-i-kalbjck(q_q—l) 1_‘22 o st 4
1_q2i ) )
+ (q_q—l) l 2al—1bj+lck+1arbsct
—q
. B oo B 1—q2r. o
_ q]—l—qu(r l)qj(r 1)(q_q 1) 1_q2 ians lbj+s+lck+t+1+
k1) +r(j+1 N G TR TR
+ qr( +1)+r(j+ )(q—q )1__qzaz+r pitstla+
1—¢* 5 1-¢* I\ itr—1p st kit
_ ( - +q rl_qz)(q_q— )aH—r— bj+S+ C+t+ .

l—gq
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2}"17([21' _ liqZ(l#r)
1—¢? 1—¢?

_2r
Observamos que 11_# +q

e, portanto,
o3 (a'b/ *)S(a" b ") + 8(a'b K)a"b ! = 8(d'bIck-d b)),
Logo & é uma o3 derivagdo de A3 como queriamos demonstrar. ]

O lema a seguir é consequéncia do resultado anterior.

Lema 4.8. A dlgebra Ay = M,(2) é isomorfa a extensdo de Ore As[d,03,8], e {a'b/ckd'}; ;10
€ uma base de A4.

Demonstracdo. Defina ¢4(a) =a,d(b) =b,04(c) = c,04(d) = d. Isto define um morfismo sobreje-
tivo de dlgebras ¢4 de A4 sobre a extensdo de Ore As[d,03,9], precisamos apenas verificar que a
quadrupla (04(a),d4(b),04(c),04(d)) é um Az[d,a3,8] -pontode M,(2). Isto implica em verificar
as relagdes da Defini¢do 4.5
04(b)04(a) = qd4(a)94(b), 04(d)94(b) = q04(b)04(d), (4.48)
04(c)94(a) = qs(a)ds(c), 04(d)04(c) = q94(c)9s4(d), (4.49)
04(b)9s(c) = 04(c)04(b), 04(a)a(d) — 0a(d)ds(a) = (¢~ —q)0s(b)Pa(c).  (4.50)
Nao verificaremos todas relagdes, mas apenas algumas relacdes necessarias. Lembre-se que os ele-
mentos sdo pontos de Asz[d,03,0] e
db=as(b) (b) = gbd,
dc = o3(c) (¢) = qcd,
da = o3(a)d +8(a) = ad + (q—q ")bc.
estas relacdes se mantém em As3[d,a3,0], pela definicdo de o3 e de §. Para completar a prova,
construiremos uma aplicacao linear 4 tal que Y4004 =id, como na prova do Lema 4.5. ]

d+9d
d+9d

O Teorema 4.7 é uma consequéncia dos Lema 4.6, Lema 4.7 e Lema 4.8, do Coroldrio 4.2, e
do Teorema 4.2. Procedemos, por analogia a Se¢cdo A.5.2, dando uma estrutura de codlgebra. As
relagdes que definem a codlgebra seguem

Ala) =a®a+b®c, Alb)=a®a+b®c,
Ala) =c®a+d®c, Ald)=c®b+d®d, 4.51)
g(a) =¢(d) =1, g(b) =¢(c) =0.

e, usando o determinante quantico, definimos a seguinte algebra

GLy(2) = MyQ)1)/(tdety—1) ¢ SLy(2) = My(2)/(dety — 1) = GL,(2)/(t ~ 1).

Dando uma dlgebra A, definimos um A -pontode GL,(2) (resp. de SL,(2)) comoum A -ponto
(A,B,C,D) e escrevemos este ponto na forma matricial a seguir:

()

Assim o determinante quantico desta matriz é Det,(m) = AD — g 'BC . Este determinante & inver-
tivelem A (resp. éiguala 1). Denotando GL,(2) e SL,(2) por M,, vemos que o conjunto de
A -pontos de G, estd em bije¢do com o conjunto Homy;e(G,4,A) dos morfismos da dlgebra de G,
para A.
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Teorema 4.8. Pelas relagoes 4.51 que definem a comultiplicagdo A e a counidade € de M,(2),
equipamos a dlgebra GL,(2) e a dlgebra SL,(2) com estruturas de bidlgebra. Além disso, defini-
mos uma estrutura de algebra de Hopf tal que a antipoda S € dada em forma de matriz por

S(a) S(b)\ _, 1 d —gb

(S(c) s(d) = det, “gle a (4.52)

Demonstragdo. Primeiro, temos que mostrar que A e € sdo bem-definidos em GL,(2) e em
SL,(2). Para SL,(2), o resultado abaixo segue de cdlculos simples

A(detq—1) = (dety®@dety) — (1@ 1) = (dety — 1) @ dety +1® (dety — 1),
g(det; —1) =0. Um argumento similar para GL,(2) mostra que

Alt)=t®t e €(t)=1.

Os axiomas de coassociatividade e counidade se conservam para GL,(2) e para SL,(2), tendo em
vista que jd se mantém para M,(2).

Resta confirmar que em GL,(2) e SL,(2) temos antipodas como as definidas na equagéo (4.52).
Dadas as relagdes

S'(a)=d, Sb)=—gb, S)=—-q ¢, §d)=a. (4.53)

A quadrupla (S'(a),S'(b),S'(c),S'(d)) é M,(2)°P -ponto de M,(2) '2. Reciprocamente, S" define
um morfismo de dlgebras de M,(2) para M,(2)°’. Em seguida, estenderemos S’ para GL,(2) e
para SL,(2) definindo S'(r) =t. Este antlendomorﬁsmo de algebra estd bem-definido, porque

S'(1)S' (dety) = (S'(d)S'(a) — g 'S (b)S'(c))S'(t) = (ad — g~ "be)t =

desde que o determinante quintico seja invertivel e central em GL,(2) (ou SL,(2)), € possivel
definir um morfismo S de dlgebra S de GL,(2) (resp. SL,(2)) para GLg"(2) (resp. SLg"(2))
com S(t)=t""e

S(a) S(b)\ _ ;1 (@) SB)\_, 1 d —qb
(S(c) Sd)) dety S'(c) S'(d)) det, —q ¢ a )
Finalmente, para verificar que S é uma antipoda, basta trabalhar com os geradores (a,b,c,d), de
acordo com a Proposicao 2.11. As relagdes 2.12 sdo equivalentes as igualdades matriciais abaixo

a b d —qb\ _ d —qb\ (a b\ _ 1 0\ g(a) €(b)
(c d) (—qlc a ) N (—qlc a ) (c d) = dety (0 1) = dety (S(C) ed))’
Logo a equagdo (4.52) define uma antipoda para a bidlgebra, ou seja, com esta estrutura, GL,(2) e
SL,(2) sao dlgebras de Hopf.

2Proposicio 3.4(c), vide [Kas95].
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Para contrastar com a inversdo em um grupo e com a antipoda de GL(2) e de SL(2), a antipoda
S de GL,(2) ede SL,(2) &, em geral, ndo involutéria. Portanto, com a equacdo (4.52), definimos

a b d —gb\ d —qb ab_dt10
c d)\—-q¢g'¢ a ) \=qgl¢ a c d) = %\o 1)

para todo inteiro n. Fixadoum n e seja g uma raiz da unidade de ordem exatamente n, obtemos
dois exemplos de dlgebras de Hopf cujo o quadrado da antipoda tem ordem n.

S%(a) =a, S?(b) = ¢°b, $2(¢) =q %, S?(d) =d.

Assim, se n =2k, temos que a ordem de 52 é k, ouseja, aordemde S € n. Por outro lado, se n
é impar temos que a ordem de S? deveria ser n, ou seja, aordemde S & 2n.

4.2.10 Grupos Quanticos Através de Quantizacao por Deformacao

Defini¢fio 4.6. Definimos U, = U,(s[(2)) como a dlgebra gerada pelas varidveis E, F, K e K~
com as relagcdes

KK '=K 'k =1, (4.54)
-1 _ 2 -1 _ -2
KEK ' =¢’E, KFK~' = ¢7°F, (4.55)
K—K!
[E,F]= —— (4.56)
q—q!

Lema 4.9. Existe um (tinico) automorfismo de algebra de U,, tal que

o(E)=F, oF)=E e oK)=K"'

Demonstragdo. Observe que ® satisfaz as relagdes. Primeiramente, veja que
oK HK =K Ho(K) =K 'K)=1.
Portanto vale que ®(K~!) =K. Observe agora que
o(KEK™") = 0(K)o(E)o(K ) = ¢°F = ¢ o(E),

o(KFK™') = o(K)o(F)o(K ") = ¢ °E = ¢ *o(F),
K'-K oK) -oK") K—K!
[0(E),o(F)] = [F,E] = - = T =0(—).
q9—9 q9—9 q9—9
Com essas relagdes, temos que as relagdes definidas acima mostram que ® € um automorfismo. [

Verificaremos o produto nabase E, F, K e K —1 dabase U,:
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Lema 4.10. Seja m >0 e n € Z. As seguintes relagoes sdo validas para U :

EmKn — qunInKnEm, FmKn — q2annFm,

L e I e e
), q9—q
— [m] qm—]K*q_(m—l)K—] mel — [m]Em*I C]m_leq_(m_])K—l
q—q! e

Demonstracdo. As duas primeiras relagdes sdo consequéncia de equacgdo (4.55), pois
KE'"K™' = (KEK1" = ¢*"E". (4.57)
Isto implica em E"K = ¢ >"KE". Agora, suponha que E"K™ =g 2""K™E", entio vale que

E"K"™! = E"K"K
— (q—anKmEn)K
_ q—anKm(q—ZnKEn)
_ qun(erl)KerlEn

Assim provamos, por indugdo, que E™K" = g~>"K"E™. Analogamente, provamos que F"K" =
g*"™K"F™. Porindugio, como ji sabemos que [E,F] = 1;:_5_—11 e assumindo por hipétese de indugao
que

qm—lK_q—(m—l)K—l (m—l)K_qm—lK—l

_ 19
[E,F"] = [m] - F" ! = [m]Fm! . ;
q—q! q—q!
temos o seguinte
K—K!
[E,F"'] =[E,F"|F + F"|E,F] = [E,F"|F + F" ' ———.
q—q

A partir desta relacdo, temos que

- ~1
) = oy ) KK
q9—4
Usando a equagao (4.54) e a anterior, chegamos a
-mpg mK—l
E,F™] = [m+1)2 1> pm,
q—q!

Portanto provamos a terceira relacdo. Para demonstrar a ultima relagdo, basta aplicar ® do Lema 4.9
a terceira relagdo. [

As relagdes anteriores servirdo para verificar que U, € uma extensdo de Ore, ou seja, U, € uma
algebra de Hopf obtida por extensdes de Ore. Veremos também a estrutura de dlgebra de Hopf em
U,. Além disso, pela Se¢do 4.1, podemos concluir que esta dlgebra € Noetheriana.

Proposicdo 4.12. A dlgebra U, ¢é Noetheriana e ndo tem divisores de zero. O conjunto {E FiK!},
onde i,j€N e | € Z, € uma base de U,.
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Demonstragdo. Defina o anel Ag=k[K,K~!]. Construiremos duas extensdes de Ore A C A, tais
que A € isomorfa a dlgebra U,. Primeiro, observe que a dlgebra Ap ndo tem divisores de zero
e é Noetheriana, pois esta é um quociente da dlgebra dos polindmios de duas varidveis k[X,Y] =
k[X,Y]/(XY —1). A familia {K'},c7 é uma base para A,.

Considere o automorfismo «; de Ay determinado por o;(K) = ¢°K e a extensdo de Ore
correspondente A; = Ag[F,011,0]. A dltima, tem por base os monémios {F/K'}en jez. Através
de um argumento anlogo ao usado no Lema 4.5, mostrar que A; ¢é a dlgebra gerada por F, K, K~!
com a relacio FK = ¢g°KF.

Agora construiremos a extensdo de Ore Ay = A([E,0,0] de um automorfismo o e uma o -
derivacdo de Aj. O automorfismo o € definido por

o (F/KY =g 2 FIK!. (4.58)
Assuma que existe uma o -derivagdo O tal que

K—K!

8(F):q—q‘1

Entdo a seguinte relagdo € conservada em A :

K—K!
EK=0(K)E+8(K)=q °KE e EF=0(F)E+8(F)=FE+— .
q9—q

A partir destas relagoes, € facil concluir que A, € um isomorfo a dlgebra U,. Isto resulta no Coro-
lario 4.1 e, pelo Teorema 4.2, que U, tem as propriedades requeridas. U

A seguir um lema técnico para finalizar a demonstrag¢do do resultado acima.

Lema 4.11. Denote por 8(F)(K) o polinémio de Laurent X — 11 , edado §(K')=0 e

S(F/K") ZF/ '8(F) (g *K)K'

quando j > 0. Entio O se estende a uma o -derivagdo de Aj.

Demonstragdo. Devemos verificar que, paratodo j,m € N e todos [,n € Z, temos
S(F/K'-F™K™) = o (F/K")S(F"K") + 8(F/K")F"K". (4.59)

Computemos o lado direito de (equagdo (4.59)) usando (equacao (4.55)), (equacdo (4.58)) e (equa-
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¢do (4.59)). Temos que

. m-1 . . = .
o (F/KNS(F"K") = Y ¢ *FIK'F"'8(F) (¢ *K)K"+ Y F/~'8(F)(¢ *K)K'F"K"
i=0 i=0

_ Z q—2l—2l(m—1)Fj+m—18(F)(q—ZiK)Kl+n
i=0
-l ‘ .
+ Zq—ZlmFm+]—16(F)<q—21—2mK)Kl+n
=0
—1 Jj+m—1
_ Zq—ZlmFm—i-j—lS(F)( —ZlK)Kl+n+ Z q—ZlmFm-i-j 18( )( —ZiK)Kl+n

i=m

s&

(=]

i=
jtm—1 .
_ q—Zlm( Z Fj+m—18(F)(q—21K)Kl+m)
i=0
quZmS(FjerKlJrn)
S(F/K'-F™K™).

O Lema 4.11 mostra que a dlgebra A, € uma extensio de Ore e que
Ay =k(K)[E,F] = k(K)[F][E,0u,8].

Agora estamos aptos a definir uma estrutura de dlgebra de Hopf em U,. Para definir a bidlgebra,
temos

A(E)=1®E+E®K, A(F):K—1®F+F®1, (4.60)
AK)=K®K, AKH=kKk"! ®K— (4.61)
e(E) =¢(F) =0, e(K) =e(K') = (4.62)
e, para antipoda, temos
S(Ey=—-EK! S(F)=-KF, SKK)=Kk"! Sk )=k (4.63)

Proposicao 4.13. As equagdes (4.60-4.62), dotam U, com uma estrutura de bidlgebra. Além disso,
a equacdo (4.63) é uma antipoda para a bidlgebra, ou seja, (Uy, M, i, A, €,S) éuma dlgebra de Hopf.

Demonstragdo. Etapa 1: Primeiro mostraremos que A define um morfismo de dlgebras de U, sobre
U, ®U,. E verificar que

AK)AK™ =AK HAKK) =1, (4.64)
A(K)A(E)A(K™Y) = $?A(E) (4.65)
AK)A(F)AK™Y) = g 2A(F) (4.66)

. —1
A(E), aF)) = 2RI A (4.67)

q9—9
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A equacdo (4.64) estd clara. Para (equacdo (4.65)), temos

AKAE)AK™) = (K@K)(IQE+EQK)(K'@K™")
= (K®K)(IQE+E®K)(K 'oK )
= F(IQE+E®K).

¢*A(E).

A equacio (4.66) é provada de modo similar. Finalmente, para equacio (4.67), temos que

AE),A(F)] = (IRE+ERK)(K'®F+F®1)— (K '9@F+F®1)(1®9E+E®K)
= K '®EF+FQE+EK '9KF+EF®K +
— K '®QFE-K 'EQFK-F®QE—-FE®K
— K '®|[E,F|+|E,F]®K

K'oK-KYH)+(K-KHeK
q—q

A(K) —AKK™")

q—q'

Etapa 2: Em sequida, verificaremos que A € coassociativo. Basta verificd-lo nos quatro geradores.
Damos como exemplo o cdlculo de E. Observe que

(AQid)AE) = (A®id)19E+EQK) =101 QE+1QEQK+EQK®K,

(id ® A)AE) = (id @A) (1R E+ E®RK) =10 1RE+19ERK+E®K®K,

ou seja, A € coassociativo.

Etapa 3: E ficil ver que € define um morfismo de dlgebra de U, sobre k e satisfaz o axioma da
counidade.

Etapa 4: Resta ver que S define uma antipoda de U,. Temos primeiro que verificar que S € um
morfismo de algebras de U, sobre Ug?. Paraisto, vejamos as seguintes relagdes

S(KHS(K)=S(K)S(K™ 1) =1, (4.68)
S(K~HS(E)S(K) = ¢°S(E), (4.69)
S(K~NS(F)S(K) = q 2S(F), (4.70)

. -1
s(7),s(8) = 2= @71

Computaremos a equacao (4.69) e a equagdo (4.71). Iniciaremos por

S(KHS(EY)S(K) = —K(EK YK ' = —?EK ™! = *S(E)

[S(F),S(E)] = KFEK '—EK 'KF =[F,E]= [;__1 q—11< = S(K;:Z(If_l)-
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Concluir que S € uma antipoda. Apelando para o Lema 2.2, é bastante verificar que a relacdo

(Z;,X(US(X(z)) = (Z;S(Xu))x(z) =g(x)1

é satisfeita, quando x é qualquer gerador E, F, K, K~'. Esta verificacio é simple e serd deixada
para o leitor. ]

Esta algebra de Hopf U, nio € comutativa e tampouco € cocomutativa. Assim definimos uma
classe de dlgebras de Hopf ‘fortemente’ ndo comutativa. Além disso, a dlgebra de Hopf nao € invo-
lutéria como veremos a seguir

Proposicao 4.14. Seja S:U,; — U, como definimos. Paratodo u € U, temos que S?(u) = KuK 1.
Demonstragdo. Com efeito, temos
S*’(E) =S(S(E)) = S(—EK™ ') = —S(K"S(E) = KEK ™!
S*(E) = S(S(F)) = S(—KF) = —S(F)S(K) = —(KF)(K~') = KFK !
e, também, vale que S(K) =KKK ' =K, S(K~')=KK'K~!. Portanto S?(u)= KuK~!. O

Desta forma, caso ¢ sejauma 2N -raiz da unidade (com N > 1), entdo a antipoda de U, serd

tal que S?V; pois, por inducdo, S?(u) = ¢*Nu=u = Iu.

Agora expressaremos a comultiplicagdo de U, nabase {E iFi KZ}L jeN,iez; Pois, segundo vimos
na Proposi¢@o 4.12, este conjunto € uma base de U,,.

Proposicao 4.15. Paratodos i,j €N e | € Z, temos que

A(EzF]Kl) _ Z Zqr(zfr)Jrs(]fs)fZ(zfr)(]fs) { ; :| { i } (ElfrFsKlf(]fs)) ®ErF]szl+(zfr)
r=0s=0

Demonstragdo. Primeirmente, por A ser um morfismo de dlgebra, temos que
AE'FIK"Y = AE)AF)YAK) =(19E+ERK) (K '@F+F1)/(K2K).
Agora observe que
(E@K)(10E) = (1QE)E®K) e (K '@F)(Fel)=¢(Fal)(K '®F).

Aplicando a Proposi¢do A.16, obtemos que

AE) = Y qr(i—r){” ETQEK™ e AF) = qu(j_s)[i}FSK_U_S)@)ErKj_S-
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Concluimos que
P . .
A(EiFjKl) _ i qu(i—r)+s(j—s) |: l :| |: J :| (Ei—rFsK—(j—s)Kl®ErKi—ij—sKl)
r=0s5=0 r §
pela relacio KFK~! = ¢—2F, temos que
Ki—ij—sK—(i—k) _ (Ki—kFK—(i—k))j—s _ (qi—kF)j—s _ q(i—k)(j—s)Fj—s

Segue que, como
( ETFsk- U)K @ E"( Kikpi—s Kf(ifk)) Kl+(ifk)) _

(EifrFst(jfs)Kl ® Er(q(ifk)(jfs)ijS)KlJr(ifk)),
vale que

i J

A(EZF]KZ) — Z Zqr(ifr)Jrs(j*S)*z(i*r)(]'*5) |: ’l/‘ :| |: i :| (Ei*rFSKl*(j*S))®Eerszl+(i7r)

r=0s=0

como queriamos demonstrar.
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APENDICE A

Apéndice: Preliminares de Algebra

Nesta se¢do, daremos subsidios necessario a compreensdo da estrutura de exemplos e alguns resul-
tados que foram essénciais para a constru¢ao dos objetos do tipo Hopf.

A.1 Algebra Multilinear

Apresentaremos, nesta se¢do, o produto tensorial de espacos vetoriais usando como referéncia
[Gre78]. Enunciaremos os teoremas sem demonstracao, pois sua verificacdo ndo é o foco da disser-
tagdo. Contudo, € aconselhavel que o leitor, que ndo domine algum conceito desta teoria, leia este
apéndice e consulte a referéncia para que possa entender melhor o trabalho.

Transformacoes Multilineares e Produtos Tensoriais

Os morfismos M, A foram definidos a partir de aplicagdes bilineares e, portanto, passaremos
pela aplicacdes bilineares.

Definicao A.1. Sejam U,V e W espagos vetoriais lineares, e considere uma aplicacdo ¢ : U x
V — W. A aplicacdo ¢ ¢ chamada bilinear se satisfaz as condi¢des

O(Ax1 +px2,y) = AO(x1,y) +ud(x2,y) Vxi,xp, €U,yeV
O(x, Ayt +uy2) = A0(x,y1) +ud(x,y2) Vxe Uy, eV

onde A, u€ k.

Para o casode W =k serd denotado por B(U,V;k). As generalizagdes de aplicagdes bilineares
sdo as aplicacdes multilineares:

¢(x17"‘ 7xi—177\‘xi+yyi7xi+17" : >-xp) = kq)(xlf” s Xiy e ,Xp)‘i“llq)()(f],"‘ y Vi 7-xp)
xi,yi €U;;, Auek. Se W=Kk, entdo ¢ é chamada uma func¢do p -linear.

Definicao A.2. Sejam U e V dois espacos vetoriais. Suponhaque ¢: U XV — W ¢é uma apli-
cacdo bilinear de U x V sobre um espaco W. O par (W,0) é chamado produto tensorial de U
e V, se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

Q1) Imo=W

141



A.1 ALGEBRA MULTILINEAR 142

®,) Se y:UxV — H éuma aplicagio bilinear de U x V sobre um espaco vetorial H arbitrério.
Entio existe uma tnica aplicacio linear f: W — H tal que y= fo¢. !

A propriedade ), afirma que o diagrama a direita pode ser completado para o diagrama a
esquerda.

UxVY - H UXVW—:H
¢j ¢L %
W W

Obs.: A.1.1. Ascondi¢oes @, e &, sdo equivalentes a condi¢cdo:
Q :Se 0:UxV — H ¢éuma aplicagcdo bilinear sobre um espago vetorial, entdo existe uma tinica
aplicagdo linear f:W — H talque ¢ = fod (esta propriedade é conhecida como fatoracgao tinica).

Obs.: A.1.2. Podemos escrever um elemento 7 # 0 de U®V da seguinte forma

=) Xy, (A.D

.
i=1
onde os vetores x; e os vetores y;(i=1,---,r) sdo linearmente independentes.

Proposiciio A.1 (Unicidade [Gre78]). Suponha que UV e URV sdo produtos tensoriais de U
e V. Entao existe um isomorfismo linear

f:UQV— UKV

tal que
VxeU,yeV fx®y) = x®y.

Proposicao A.2 (Veja em [Gre78]). Sejam U e V dois espagos vetoriais e considere o espago
vetorial livre % (U x V) sobre o conjunto U x V. Seja .#(U,V) o espacode € (U x V) gerado
pelos elementos

(Axy +pxa,y) = Mxp,y) —u(x2,y) x1,x0 €UyeVeluck
(6, Ay +uy2) = Mx,y1) —u(x,y2) x€U,y,y2 €V.

Denotamos por T a projecao canénica de .% (U x V) sobre o espaco W =.7 (U x V)/.#(U,V).
Assim definindo a aplicagdo

¢:UxV— FUxV)/7(U,V) ,onde  O(x,y) =7(x,y).
Entdo o par (W,¢) & um produto tensorial de U com V.

Dada uma forma bilinear B(U,V;W) podemos encontrar uma tnica transformago correspon-
dente em L(U®V;W), ou seja, podemos interpretar fungdes bilineares como lineares.

lesta propriedade é conhecida como propriedade da fatorizagao.
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Proposicao A.3 (restricdo [Gre78]). Sejam U e V dois espagos vetoriais e U®V um produto de
U e V. Entao, para todo espago vetorial W, o isomorfismo linear

P: LIURV, W) — B(U,V,W)
é definido por
:fo® e fe LE®RF;G).

Proposicao A.4 (isomorfismos naturais. [Kas95], pag. 25). Sejam U,V e W espacos vetoriais.
Existem isomorfismos lineares canonicos, e categoricamente, naturais

(UV)oW=U (VeoW)
determinado por (u®@v)@wW—u® (Vvew) ;
kovVevV=Vek
determinado por AQvi—Av e v vRv®1, e
Tuyv:U®V=EVeU
dado pela ‘troca’ tyy determinada por u@v— vQu

Corolario A.1 ([Kas95], pag. ). Seja {u;} umabasede U e {v;} umabasede V. Entao {u;®v;}
forma uma base para U® V. Consequentemente, dim(U®V)=dimU- -dimV.

Defini¢do A.3. Sejam f: U —>W e g:V — W transformagdes lineares. Entdo, define-se f® g
por:

(f@g)uev)=fu)©g)
A partir disto, define-se a aplicagdo A : Hom(U,U') @ Hom(V,V') — Hom(V@ U, U @ V'),
onde A(f®g)(v&u) = f(u)@g(v).

Teorema A.1. ([Kas95], pag. 27) A aplicacdo A € um isomorfismo, se no minimo um dos pares
(U, U"), (V,V') ou (U,V) forum par de espagos vetoriais de dimensao finita.

Corolario A.2 ([Kas95]). A aplicagdo A:U*®@V* — (V®U)* € um isomorfismo, se U ou V for
um espago vetorial de dimensao finita.

Coeficientes de Estrutura

Sejam T uma aplicagdo lineare {b;}<;<, uma base do espago vetorial V. Denote-se T (b;) =
Y.T;bj onde T, sdo coeficientes. Denominam-se os 7; por coeficientes de estrutura. Para os
morfismos M, i, A, € e S podemos definir seus coeficientes de estrutura.

Seja {ay,...,a,} umabasede H e sejam mij, A;’], S;e]k para 1 <i,j,I <n oscoeficientes
de estruturas para o produto M, o coproduto A e a antipoda S de H, definida por

M(a;®a;) =aja; = ZmJa
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paratodos 1 <i,j<n,
paratodos 1 <[/ <n e

paratodos 1 < j <n respectivamente. A

Exemplo A.1.1. No caso das dlgebras de grupo k[G], segundo fizemos na Se¢do 4.2.1, temos que
Mik =8, onde g,=M(g;®gk), que A{’k = 695}; e que S(b;) =8;; onde g = (g:;)~".

A.2 Algebras Graduadas

As algebras tensoriais de uma dlgebra de Lie sdo cruiciais para a defini¢do de uma dlgebra en-
velope universal. A partir deste envelope, definimos os grupos quanticos, que sdo uma classe de
algebras de Hopf de suma importancia. Estes foram vistos como deformacdes por um parametro de
envelopes universais e, portanto, para compreendé-los necessitaremos passar antes por uma breve
explicacdo sobre dlgebras graduadas.

Definicio A.4. Uma dlgebra A ¢ dita graduada, se existem subespacos (A;);en tais que
A= @A,‘ e A,’Aj CAi+j
ieN
para todos i, j € N. Denominam-se os elementos de A; por elementos homogéneos de grau i.

Exemplo A.2.1. O anel dos poliné6mios é um exemplo cldssico de uma algebra graduada. Neste
conjunto, cada A; =k-x', ou seja, os miiltiplos de x' por k.

Proposicao A.S (vide [Kas95]). Sejam A = @Ai uma dlgebra graduada e I um ideal gerado pelos
i€N

I1=EUnA)

i>0

elementos homogéneos. Entao,

e o quociente da dlgebra A/l €& graduado com (A/I); =A;/(INA;) para todos i.

A.2.1 Algebra Tensorial, Algebra simétrica e Algebra Exterior

Esta secdo Trard as defini¢des cldssicas das dlgebras tensoriais, siméticas e exterior, que usamos
na Secdo 4.2.7.

Seja V um espago vetorial. Definimos T°(V) =k, T'(V)=V e T"(V) =V®" se n> 1.
Existe um isomorfismo candnico

(V)@ T"(V) = T""(V)
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que induz um produto associativo no espago vetorial T(V) =&D,~(T"(V). Assimequipamos T (V)
com uma estrutura de dlgebra, chamada de algebra tensorial de V. O produto em T (V) ¢ explici-
tamente determinado por

(X1 ® . Q) (X1 ® e DX ) = X1 R oo QX QX ] R oo @ Xyt (A.2)
onde Xxi, ..., Xy, Xp+1, --- Xp+m S0 elementos de V.
A unidade deste produto é o elemento 1 em k =7%(V). Seja 1y o mergulho canénico (‘inclu-
sio’)de V=T!(V) em T(V). Pela equacio (A.2) temos que
X1 Q... x, :lv()q)...lv(xn), (A.3)

que nos permite mostrar que
X100 X =X Q... QX (A4

onde xi,...,x, sdo elementos de V.

Proposicao A.6 ([Kas95](I1.4)). Usando as definigoes que foram dadas anteriormente, sdo validas
as seguintes afirmagoes:

(a) A dlgebra de Hopf T(V) é graduada de modo que T (V) é um subespaco de elementos
homogéneos de grau n.

(b) Paratoda dlgebra A e toda aplicagdo linear f:V — A, existe um tinica morfismo de dlgebra
f:T(V)— A tal que foly = f. Consequentemente, a aplicagdo f+ foly €é uma bijegdo.

Hompo(T(V,A)) = Hom(V,A).
(c) Seja I um conjunto de indices para uma base do espaco vetorial V. Entao a algebra tensorial
T(V) € isomorfa a dlgebra livre k{I}.

Definimos a dlgebra simétrica S(V), onde V & um espaco vetorial, por S(V)=T(V)/I(V) da
dlgebra tensorial T'(V) pelo ideal I(V) gerado por todos elementos xy —yx, onde x,y € V. A
imagem de T"(V) pela a projecdo de T(V) sobre S(V) é S*(V).

Proposicao A.7. As seguintes afirmagao sao verificadas:

(a) A dlgebra S(V) é comutativa e graduada de forma tal que S"(V) é um subespago dos ele-
mentos homogéneos de grau n.

(b) Paratoda dlgebra A e toda aplicagao linear f:V — A tal que
FE ) =F)fx),

para todo par (x,y) de elementos de V, existe um tinico morfismo de dlgebras f:S(V) — A
tal que foly = f.

(c) Seja I um conjunto de indices de uma base V. Entdo a dlgebra simétrica S(V) € isomorfa a
dlgebra dos polinémios k[I] no conjunto.

(d) Se V' é outro espago vetorial, temos um isomorfismo de dlgebra

S(Ve V) 2S(V)eS(V).
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A.3 Teoremas Elementares de Algebra Abstrata

Para entender alguns exemplos da Secao 4.2, necessitamos de alguns dos resultados que apresen-
taremos nesta se¢do. Referenciamos os resultados necessérios no capitulo 3 para esta se¢ao.
A.3.1 A Estrutura dos Grupos de Matrizes

Definicdo A.5. Para toda dlgebra A, denotamos por M;(A) a élgebra das matrizes 2 x 2 com
entradas em A por M>(A), que estd em bije¢do com o conjunto das quadruplas de A. Temos uma
bijecdo natural (A.5) dada por

M>(A) = Hompe(M(2),A)

para qualquer dlgebra comutativa A onde M(2) =kla,b,c,d|.

Consideremos agora o grupo das matrizes invertiveis da dlgebra de matrizes M>(A). Quando A
€ comutativo, dizemos que uma matriz € invertivel, se o seu determinante € invertivel:

GLZ(A):{( ‘;‘ g >€M2(A) tal que QS—BYEAX}.

Defina SL;(A) como o subgrupo de GL;(A) das matrizes com determinante ad— By = 1.

Proposicao A.8 (Vide [Kas95]). Defina as dlgebras comutativas
GL(12)=M(Q2)[t]/((ad — bc)t — 1) e SL(2)=GL(2)/(t—1)=M(2)/(ad —bc—1).
Para qualquer dlgebra A, existem bijecoes
Homy(GL(2),A) = GLy(A) e Homyo(SL(2),A) = SLy(A).

enviando um morfismo de dlgebra f para uma matriz

fla) f(b) >
A5
(7 fa (A
A.3.2 Algebras de Lie
Definicdo A.6. Uma dlgebra de Lie L € um espago vetorial com uma aplicagdo bilinear [-,-], cha-

mada colchete de Lie, satisfazendo as seguintes condi¢des para todos x, y, z€ L:

(i) Antissimetria:
[xvy] = _[y’x];

(i1) Identidade de Jacobi
[xv [y,z]] + [y7 [Z,XH + [Z, [x,y]] =0.

7z

Defini¢do A.7. Sejam L, L' &lgebras de Lie. Um morfismo de algebras de Lie f de L em L' é
uma transformagdo linear f:L — L' tal que f([x,y]) = [f(x),f(y)] paratodos x,y € L. Um ideal
I de uma dlgebra de Lie L é um subespago I de L tal que para todo elemento (x,y) € L x I temos
[,y el
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Exemplo A.3.1. Seja I um ideal de uma 4dlgebra de Lie L. Existe uma tnica estrutura de dlgebra
de Lie no espacgo vetorial quociente L/I tal que a proje¢cio de L sobre L/I é um morfismo de
dlgebras de Lie.

Exemplo A.3.2. Seja f:L — L' um morfismo de Lie. Seu niicleo ker(f) é um ideal de L, a
imagem f(L) é uma subdlgebrade L', e a aplicagdo ¢, induzida por

L— L ruycr
/7
T -
-

L/kerf ,
é um isomorfismo de dlgebras de Lie.

Exemplo A.3.3. Seja A uma dlgebra associativa. Definiremos [a,b] = ab — ba (comutador de a
e b) paratodos a,b € A. E ficil verificar que esta aplicagio bilinear é antissimétrica e satisfaz a
identidade de Jacobi. Temos também |a,bc] = |a,b|c + bla,c] para todos a,b,c € A. Esta dlgebra
linear serd denotada por L(A).

Obs.: A.3.1. Para todo espago vetorial V, denotamos a dlgebra de Lie L(Endy(V)) de todos endo-
morfismos de V por gl(n). Quando V tem dimensdo finita n, entdo gl(V) € isomorfa a dlgebra

z

de Lie gl(n) =L(M,(k)) das nx n -matrizes com entradas no corpo k. E claro que o comutador
de duas matrizes é uma matriz de traco zero. Consequentemente, o espago vetorial sl(n) das n
matrizes de trago nulo é uma subdlgebra de Lie de gl(n).

O teorema a seguir foi necessdrio na compreensao do exemplo de dlgebras de Hopf como os
envelope de uma algebra de Lie. O leitor interessado em conhecer os detalhes de sua demonstracao
podera 1é-los em [Dix96].

Teorema A.2 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Seja {xi,...,x,} uma base do espago vetorial V. Entdo o

conjunto x|'x7..xin, onde i,...,i, €N, forma uma base de % (V)

A.3.3 Extrade Algebras e Coalgebras
Proposicao A.9. Seja C uma codlgebra.
(a) Se J C C éum coideal, entdo J- & uma subdlgebra de C*.
(b) Se I é uma subdlgebrade C*, entdo I+ éum coideal em C.
(c) V C C éum coideal, se e somente se V' éuma subalgebra de C*t.

Teorema A.3 (Vide [Swe69a]). Seja C uma codlgebra, V um coideale n:C — E =C/V uma
aplicacao linear natural sobre o espago vetorial quociente. Entao:

(a) E tem uma Unica estrutura de coalgebra tal que T € uma aplicacdo de codlgebra;

(b) Se f:C — C' é qualquer codlgebra, entdo ker f é um coideal;
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(c) Se V Cker f, entdo existe uma tinica aplicacdo de codlgebra f tal que

f

C C’

C/V
€ comutativo.
Proposicao A.10 (Vide [DNROO]). Sejam M, N,L C -comédulos. Entio:

(a) Se f:M — N éum morfismo de comoédulo, entao ker f € um subcomédulode M e Imf é
um subcomodulo de N.

(b) Se L C M é um subcomédulo de M, M/L tem um estrutura de comdédulo tinica fazendo
n: M — M/L um morfismo de comédulo.

(c) gom a notacao de (a) e (b), se L C ker f, entdo existe um unico morfismo de comodulos
f:M/L— N fazendo o diagrama

M/L
ser comutativo.

Proposicao A.11. Sejam f:A — C e g:B — C morfismos de dlgebras tais que, para todo par
(a,b) € Ax B, arelacdo f(a)g(b) =g(b)f(a) é verificadaem C. Entdo existe um morfismo tinico
de dlgebra f®@g:A®B —C talque (f®g)oia=f e (f®g)oip=g, onde iy:A—ARB e
ip:B—A®B.

A.4 Coalgebra Colivre

E necessdrio um conhecimento prévio de alguns fundamentos de categorias. A Secdo A.6 apre-
senta alguns fundamentos bésicos de categorias. Se o leitor tiver interesse em aprofundar-se no
estudo de categorias indicamos [Mac98]. Principalmente, indicamos uma breve leitura na se¢ao de
adjuncao que é um conceito que ndo foi trabalhado nessa dissertagao.

Definicdo A.8. Seja V um k -espaco vetorial. Uma codlgebra colivre sobre V é um par (C,p),
onde C éuma k -codlgebrae p:C — V éuma aplicacdo k -linear tal que, para toda k -codlgebra
C’ e toda aplicacdo k -linear f: C' — V, existe um tinico morfismo de codlgebras f:C' — C
com f=pof.



A.4 COALGEBRA COLIVRE 149

Obs.: A.4.1. E facil verificar que p é sobrejetiva. Suponha, por contradi¢do, que p ndo seja
sobrejetivo. Tomemos, por exemplo, C' =T (V) = @;cy V¥, temos que

f: T(V) — v
Co@Clul@(Zuil®u%)@"'@(zul®"'®uk) — ol

Existe u€ T(V) talque f(u)=veV e v¢ p(C). Contudo, isto implicaem v= f(u) = p(f(u)),
ou seja, v € p(C) (contradi¢do!). Logo p € sobrejetivo. Segue que, sejam C, C' duas codlgebras
colivres sobre V, entdo teremos que C,C’ sdo isomorfas.

Lema A.1. Sejam X e Y dois espagos vetoriais. Entdo existe uma tnica bijecao natural entre
Hom(X,Y*) e Hom(Y,X").

Lema A.2. Seja V um k -espaco vetorial. Entdo existe uma codlgebra colivre sobre V**.

Lema A.3. Sejam (C,p) uma codlgebra colivre sobre o k -espaco vetorial V. e W um subespagco
de V. Entdo existe uma codlgebra colivre sobre W.

Teorema A.4. Seja V um k -espaco vetorial. Entao existe uma codlgebra colivre sobre V.
Corolario A.3. O funtor esquecido U : k — Cog — .4 tem uma adjungdo a direita.

E fécil verificar que, para V =0, a codlgebra colivre sobre V € o corpo k com a estrutura
codlgebra trivial na qual a comultiplicacdo é o isomorfismo candnico e a counidade € a aplicacdo
identidade de k.

Proposiciao A.12. Seja p:k — 0 o morfismo nulo. Entdo (k,p) é uma coalgebra colivre sobre o
espago nulo.

Definicao A.9. Seja V um espaco vetorial. Uma codlgebra colivre cocomutativa sobre V & um par
(E,p), onde E éuma codlgebra cocomutativa k -codlgebrae p:E — V éuma aplicagdo k -linear
tal que, para toda k -codlgebra cocomutativa & e toda aplicacdo k -linear f: 2 — V, existe um
tinico morfismo de codlgebra f: 2 — E com f = pof.

Teorema A.S5. Seja V um k -espaco vetorial. Entdo existe uma codlgebra colivre cocomutativa
sobre V.

Paraum k -espago vetorial V, denotamos por CFC(V) a coalgebra colivre cocomutativa sobre
V, construida a partir do Teorema A.5. De fato, podemos construir um funtor CFC :x # —k—%€
e a subcategoria de k - % tendo como objetos as codlgebras cocomutativas. Para um espaco vetorial
V, associa-se a CFC(V), através do funtor de codlgebra colivre cocomutativa. Se f:V — W ¢
uma aplicagdo linear e (CFC(V),p), (CFC(W),m) sdo codlgebras colivres cocomutativas sobre
V e W, entdo denotamos por CFC(f): CFC(V) — CFC(W) o tnico morfismo de codlgebra tal
que mW(CFC(f)) = fp. A existéncia e a unicidade de CFC(f) segue da propriedade universal de
CFC(W). Estas associacdes de objetos e morfismos definem o funtor CFC, que é também um
funtor adjung¢do a direita.

Corolario A.4 (Vide [Mac98] e Dascalescu). O funtor CFC ¢é uma adjungdo a direita do funtor
esquecido U :k — € —y A .
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Proposicao A.13. A coalgebra colivre cocomutativa sobre o espaco nulo é k, com a estrutura coal-
gebra trivial e junto com o morfismo nulo.

Proposicio A.14. Sejam V,V, espacos vetorial e (Cy,m;), (Cy,m) codlgebras colivres coco-
n: CC, — ViaV,,

c®e — T(c®e) = (m1(c)ez(e),ma(e)er(c))
€1,€» sdo respectivamente as counidades de C; e C,. Entio (C;®C,,nt) é uma coalgebra colivre
cocomutativa sobre V| @ V,.

mutativas sobre V,V,. Dados onde

A.5 Combinatéria Quantica

Esta secdo € dedicada a apresentar alguns principios de combinatdria quantica, ou seja, a adapta-
¢do da combinatdria que se intitula desta maneira. Usamos para isto a Sec¢do 4.2.10.

A.5.1 Polindémio de Gauss e a Formula ¢ -binomial

Fixemos um elemento g # 0 € k. Se ¢ = 1, entdo as relagcdes e as poténcias binomiais sdo
iguais as relacdes do binomio de Newton. Assim apenas generalizaremos as relacdes binomiais do
anel de polindmios

q -1
qg—1

(n)g=14+q+...+¢" "= (A.6)

Definimos o ¢ -fatorial de n > 0 por

(O)tq =1 (A.7)
D (P—1).. (" .
(n+Dly=(n)ly(n+1),= g 1)(q(q_11))',;'(q D,

O ¢ -fatorial de n € expresso como a multiplicacdo em A.7. E substituindo a relagdo A.6, ele é
um polindmio em ¢ com coeficiente inteiros. Podemos substituir g =1 e obter n!. Definimos as
polindmiais de gauss com 0 < k <n por

n (n)ly
( q )q (k)lq(n—k)!y
Proposicao A.15. Seja 0 <k <n.

(a) ( ) é um polinomial em g com coeficientes integrais e com valor em g = 1 igual ao
q

coeficiente binomial < " ) .
q/4

(b) Temos que

( " )q: (")) a9
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(c) (q -identidade de Pascal) Também verifica-se que

n [ n—1 vf n—1 [ n—1 nk [ n—1
<k>q_(k—1> +q( k ) _(k—1> T ko ) A0
q q q q
Agora, nos planos quinticos, que sdo o quociente da algebra livremente gerada k{x,y} com o

ideal I =< yx—gxy > . Os bindmios desta dlgebra sdo segundo proposi¢ao abaixo.

Proposicao A.16 (Vide [Kas95]). Sejam x e y as varidveis do plano quintico, que satisfazem a
relacdo yx = gxy. Entdo, para todo n > 0, temos

Gty'= ¥ ( " )quyn—k.

0<k<n

A relagdo a seguir € calculada analogamente a férmula de Chu-Vandermond da combinatdria
classica.

Proposicao A.17 (Vide [Kas95]). Para m > p < n, temos que

m+”) _ <m—k><p—k>(m) ( n )
g q .
( p q Oéép k q p—k q

Seja ¢ # 0 € k e suponha que g # 1,—1. Entdo, podemos definir

q—q" 1 3 3 1
[”]:qunf +q" g T g

Além disto, valem as seguinte relacdes, que podem ser verificadas:
[-nl=—[] e [m+tn]=q"m+q"n]. (A.11)

Observe que, se ¢ ndo é uma raiz da unidade, entdo [n] # 0 para qualquer inteiro ndo nulo. Pois
[n1] =0 implica ¢" —g " =0, ouseja, g** —1=0. Isto nio é verdade, quando ¢ no é uma raiz da
unidade. Neste caso, denotamos por d a ordem, i.e., 0 menor inteiro maior que 1 tal que qd =1.
Como assumimos que ¢> # 1, devemos ter d > 2. Define-se, quando for raiz da unidade,

e:{ d, sed éimpar (A.12)

d’2, sed épar

e definimos d = e = o, quando ¢ ndo é uma raiz da unidade. Verifica-se que [n] =0 < n =
Omodulo e.
Temos a seguinte versdo do fatorial para os inteiros 0 < k < n, satisfazendo [0]!=1 e

[kt =[1][2]--- [K].

Se k>0, entdo
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[Z }:ﬁ.mm)

Ainda valem as rela¢des abaixo, que relacionam o que vimos com o apéndice A,

) =g " V), ]t =g """ (),

ni _  —k(nk[ 1
[k}_q (k)qz' (A.14)

Com a nova notagdo, podemos reescrever o bindmio do plano quantico k[x,y| =k{x,y}/(yx —
gxy). Temos que

(x+y)" = Z qk(n—k) l Z }xkyn—k' (A.15)

A.5.2 A Estrutura de M,(2)

Definimos as relacdes algébricas abaixo:

ba = qab, db = qbd, ca = qac,
dc=qcd, bc=ch, ad—da= (g~ —q)bc.

Chamaremos J,; o ideal gerado pelas seis relagdes.

(A.16)

Definiciio A.10. A dlgebra M,(2) ¢é o quociente da dlgebra livre k{a,b,c,d} peloideal J,.

Proposicao A.18 (Vide [Kas95]). O elemento det; = ad — g 'bc = da — gbc estd no centro de
My(2).

A estrutura de M,(2) ¢é similar a estrutura do anel de polindmios. No seguinte teorema, explici-
tamos algumas propriedades importantes desta dlgebra.

Teorema A.6 (Vide [Kas95], pag. 81). A dlgebra M,(2) é Noetheriana e nao tem divisores de zero.
Uma base do espago vetorial M,(2) é o conjunto dos mondmios {a'b/c*d'}; ; ;>0

Definiremos uma estrutura de codlgebra e bidlgebraem M, (2). A comultiplicagdo e a counidade
serdo as mesmas que dotam M(2) com uma estrutura de coélgebra.
Teorema A.7. Existe um morfismo de dlgebra
A:M;2) —M;2)@oM;(2) e €:M;2) —k
unicamente determinado por
Ala)=a®a+b®c, Alb)=a®a+b®c,

Ala) =c®Ra+d®c, Ald)=ceb+d®d, e(a)=¢(d)=1,
g(b) =¢(c) =0.

Equipado com este morfismo, a dlgebra M,(2) torna-se uma bidlgebra que ndo é comutativa e nao
€ cocomutativa. Mais ainda, temos

A(det)) = det,@det; e €(dety)=1.
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A.6 Fundamentos de Categorias

O objeto do tipo Hopf tem como riqueza adjacente o fato da categoria de seus objetos terem
estrutura adicional. Iniciaremos com uma revisdo de categorias e resumiremos as caracteristicas
especiais da estrutura. Os leitores interessados em saber mais podem consultar [Mac98], [Awo10],
[AHSO09] e [Sel09]. Uma categoria trata-se, intuitivamente, de uma estrutura algébrica composicional
que possui ‘objetos’ que sdo relacionado por ‘morfismos’. Formalmente, uma categoria % consiste
de:

* Uma classe 0b(%) de objetos;

* Uma classe hom(%) de morfismos, ou aplica¢des, entre os objetos da categoria. Cada f €
hom (%) possui um tnico dominio D(f) € Ob(%¢’) e uma tnica imagem (ou contradominio)
Im(f) € Ob(f). Denotamos isto por f: Dom(f) — Im(f).

* Para quaisquer trés objetos a,b e c, existe uma operacdo bindria
hom(a,b) x hom(b,c) — hom(a,c)

chamada composi¢cao de morfismos. A compostade f:a—b e g:b— ¢ é escrita como
2
gof

A composi¢do satisfaz os seguintes axiomas:
* (associatividade): Se f:a—b, g:b—c e h:c—d, entdio ho(gof)=(hog)of;

* (identidade): Para todos objetos x € %, existe um morfismo 1,:x — x (ou 1, chamado
morfismo identidade de x, tal que, paratodo morfismo f:a— b, temos 1,0f=f= fol,.

A.6.1 Funtor

Quando existe uma relagdo funcional entre as estruturas de duas categoria, temos como con-
sequéncia que uma categoria herda alguns resultados de outra categoria.

Um funtor F :% — 2 é um morfismo entre as categorias, ou seja, uma relacio funcional que
associa um objeto de uma categoria x € Ob(%’) a um elemento F(x) € Ob(Z) e um morfismo de
fix—x €hom(€¢) aum morfismo de Ff:F(x)— F(x') € hom(2).

Definicao A.11. Dadas as categorias 4, %. Um funtor 7 : 4 — 2 com dominio em % e
imagem (ou contradominio) em & consiste de duas relagdes funcionais: A rela¢ao funcional entre
os objeto 7, que associa cada objeto ¢ € ¢ aumobjeto T(c) € Z e arelacio funcional entre os
morfismos, que também é denotada por T, e associa cada morfismo f:c — ¢’ € € aum morfismo
Tf:T(c)—T(c') €%, de modo que

T(lc)le(c)7 T(gof):T(g)oT(f),

para morfismos componiveis.

2 Alguns autores usam ‘a ordem diagramatica’ ou ordem direitista, escrevendo feg ou fg.
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Obs.: A.6.1. Um funtor que tenha dois argumentos é chamado bifuntor.

Assim um funtor €, essencialmente, uma aplicagdo de € para A que preserva estrutura com-
posicional.

Exemplo A.6.1. Seja Set a categoria dos conjuntos. Definamos o funtor conjunto das partes & :
Set — Set. O funtor associa um conjunto 2" € Set ao conjunto & (X") € Set das parte deste
conjunto. A fungao associa o morfismo f ao morfismo T f : Set — Set da seguinte maneira S —>

2(8) ={f()xe 2}
Dados dois funtores T: 4 — %', S:%" — ¢". Podemos comp0-los conforme abaixo:

%_];cg/? Cg'ng// = (gl;cg/:gcg//:(gﬂ(g//.

Esta composi¢do resulta em um funtor de SoT : .o/ — %. O funtor composto age sobre o objeto e
sobre o morfismo da seguinte maneira:

c—S(Tc) fr—S(TY)

Esta composicdo é associativa. Para cada categoria 4, existe um funtor identidade Iy : # — A,
que € uma identidade para a composi¢ao de funtores, ou seja, IzoT =T =T ol,.

Definicdo A.12. Seja T : %4 — ¢’ um funtor. Dizemos que 7 € um isomorfismo de categorias, se
existe um morfismo 77 ': ¢’ — %€ talque T 'oT =idyr ToT ' =idy.

Algumas relagdes funcionais categdricas agem nas aplicagdes de forma semelhante ao modo
que os funtores agem, porém invertendo a ordem da composicdo dos morfismos. Estas relacdes
funcionais sdo denominados como funtores contravariantes.

Definicao A.13. Um funtor contravariante 7 ¢ um morfismo de categorias que inverte a ordem
da composi¢do. Especificamente, dadas duas categorias 4, ¥ e um funtor 7 : 4 — & com do-
minio em % e contradominio em &, o funtor T consiste de duas relacdes funcionais: A relacio
funcional entre objeto 7, que associa cada objeto ¢ € ¥ a um objeto T(c) € ¥, e a relagdo
relacdo funcional entre aplicacdo, que também € denotada por 7 e que associa cada aplicagdo
fic—cd €€ aummorfismo Tf:T(c') — T(c) € ¢’, de modo que

T(le) =17,  T(gof)=T(f)oT(g)Vf g €hom(¥,?).

Exemplo A.6.2. O funtor ‘forgetfull’ (lit. funtor esquecido) F : ¢ — ¢’ €é muito conhecido no
estudo de categorias. Este funtor associa uma objeto na categoria ¢ a outro objeto que é conjutisti-
camente identico, mas que perde totalmente ou em parte sua estrutura. Por exemplo, .% : Vet — Set
que associa o espago vetorial ao conjunto de seus pontos.
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A.6.2 Transformacio Natural

Com a defini¢do a seguir, os funtores entre as categorias formam uma categoria ¢.<7.7, onde
os objetos sdo as categorias € os morfismos sdo os funtores.

Definicao A.14. Sejam ¥, Y categoriase F,G:% — & funtores. Uma transformacao natural
1: F — G consiste de uma familia de morfismos Ty : FA — GA, para cada objeto X € %, tal que
o seguinte diagrama comuta, paratodo f:A — B, onde A,B € % :

A FA— ™ . GA
f Ff Gf
B FB GB

B

Uma transformag@o natural leva os valores do funtor .%# em valores do funtor ¢ de maneira
compativel com a estrutura composicional, ou seja, TgoF' f = Gfo14. Além disso, podemos compor
duas transformagdes naturais dando origem a uma outra transformacao natural.

Dadas duas transformagdes naturais a: F — G, P:G — H, para um morfismo f:X — 7Y,
temos que a composi¢do Poa : F — H satisfaz o diagrama abaixo.

X FX) ™ Gx) P H(x)
f F(f) LG(f) LH(J")
Y FY) -2~ G(v) P~ H(x)

Definicao A.15. Se, para todo objeto X € ¥, o morfismo Ny ¢é um isomorfismo em D), entdo
denomina-se My um isomorfismo natural. Dois funtores F' e G sdo ditos isomorfos, se existe
um isomorfismo natural de F' para G.

Exemplo A.6.3. Todo grupo tem um isomorfismo natural com seu grupo oposto. Considere a ca-
tegoria dos grupos Grp de todos grupos com os homomorfimos de grupos hom(Grp, Grp) como
morfismos. Um funtor contravariante -°P : Grp — Grp, que associa um grupo ao seu grupo oposto,
é definido por f°P = f para todo homomorfismo de grupo f:G — H. Note que f°P é um homor-
fismo de grupo de G°P para HP :

fP(axPb) = fP(bxa) = f(b) x f(a) = £ (a) x fP(b).

Nestas condigoes, o relagdo funcional -°P : Grp — Grp ¢é um isomorfismo natural.

A.7 A Estrutura Diagramatica dos Tensores

Nesta sec@o, daremos sentido aos diagramas, que representam os morfismos bem-formados usa-
dos. Através desta visao gréfica, [Kup96] definiu a categoria dos objetos do tipo Hopf que foi utili-
zada na classificacdo de 3 -variedades fechadas. Para fins de compreensao, abordaremos-se de forma
intuitiva os diagramas a partir daqui.
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A.7.1 Movimentos Sobre as Aresta e Vértices

Quando construimos um diagrama (ou grafo) que represente a composicdo de morfismos, po-
demos simplicar a sua topologia sem alterar suas propriedades algébricas. Nesta secdo, estamos
interessados em indicar como coloca-se um grafo na sua forma equivalente mais simples.

Grafos resultantes da representacdo da composi¢ao dos morfismos tém as seguintes propriedade:

* Os grafos sdo finitos, sdo orientados € ndo necessariamente sao grafos conexos;

Os grafos podem ter lacos, arestas paralelas, extremidades livres, ciclos orientados e rotulacdes
na arestas e vértices;

Os grafos isomorfos guardam os mesmo rétulos do grafo original;

* Nossa imersdao do grafo € suave por pedacos, isto €, queremos dizer que nao introduziremos
bicos, quando realizarmos a imersdo do grafo em ([0,1] x R?) ouem ([0,1] x R3);3

Definicio A.16. O mergulho préprio de um grafo G sobre [0,1] x R?> é uma imersio de G em
um subconjunto préprio do R3 onde a fronteira de G, que sdo as extremidades livres do grafo,
devem estar sobre a fronteira de {0,1} x R,

Definicao A.17. O Diagrama de Projecao do grafo G deve satisfazer as seguintes propriedades:
* Realizar a imersdo de G em RZ;

* Cada cruzamento reprezenta dois pontos um anterior € outro posterior, isto €, capturamos a
ideia de profundidade. Os demais pontos que ndo se cruzam sdo isolados;

* Nos cruzamentos, os pontos sobrescritos devem estar no interior da arestas que se cruzam e
nao podendo assim serem vértices;

e Os cruzamentos sao representados por:

X X

Em cada caso, guardamos a informacao sobre que aresta se encontra mais ‘profunda’.

Obs.: A.7.1. Um diagrama de projeg¢ao € dito achatado, se perdemos a nocao de profundidade nos
cruzamentos. Neste caso, os cruzamentos serdo representado por

X

3Fazendo isto consideramos que o grafo herda a topologia do R ”.
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Exemplo A.7.1 (Diagramas de projegio). Dado um grafo mergulhado em R? x [0,1], podemos
representd-lo em um diagrama de projegcdo. Por exemplo, a partir do diagrama de projecao a seguir
podemos recuperar uma representacio graficaem R? x [0,1] :

s

A seguir temos uma versao de um diagrama de projecao achatado.

Y

Definiciio A.18. Um diagrama de projecio em R? ¢ dito ser alinhado se, e somente se, todas as
arestas do grafo, ja com a nogdo de profundidade®, tem sempre ‘componetes’ em alguma direciio
destacada do R?, ou seja, suas arestas tdm sempre componetes horizontais (ou respectivamente
verticais).

A defini¢do anterior ajuda a representar o grafo de maneira mais clara. Todas as arestas do

diagrama, por exemplo, podem ter projecdo horizontal que nao seja apenas um ponto.

Exemplo A.7.2 (Diagrama de projecdo alinhado). Os grafos a seguir sdo exemplos de um grafo
alinhado a direita e de um grafo nao-alinhado a esquerda.
I
\. .
e ~

Tendo em vista a Definicdo A.18, um diagrama cujas projecoes de alguns vértices se sobrepo-
nham, podem-ser transladadas em alguma direcdo destacada (por exemplo, horizontalmente) con-
forme seja mais conveniente.

*——0

|

|

o——> @

Exemplo A.7.3 (Diagramas alinhados e a associatividade). Esta propriedade topoldgica dos grafos
tem relagdo, por exemplo, com a associatividade.

Além disto, dizemos que o grafo € progressivo, se a projecao de cada aresta sobre a direcao
destacada assumir um unico sentido. Por exemplo, apresentaremos dois grafos que sdo alinhados,
porém s6 o da direita é progressivo.

S ~
— 7

o——

4Uma funcdo de Morse.
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Obs.: A.7.2. Em geral, escolhemos como dire¢do destacada em nossos diagramas a horizontal e o
sentido assumido foi o da esquerda para direita.
A.7.2 Emaranhados, Trancas, Links e nés

A partir deste ponto, faremos um breve apresentacdo de alguns conceitos da teoria dos nos.

Definiciio A.19. Um (m,n) -emaranhado (ou entrelagamento) orientado :
Grafos sem vértices livre (unido disjunta de ciclos e arestas) propriamente mergulado sobre [0, 1] x
R? com fronteira mergulhada em ({0} x {1,...,m} x {0} U ({1} x {1,...,m} x {0}).

Exemplo A.7.4. Temos, por exemplo, o grafo abaixo. Este grafo é uma (3,1) -entrelacamento

orientado.
—

O proximo diagram é de um (6,2) -entrelacamento orientado.

Obs.: A.7.3. Aqui denotamos por {1,...,0} :=0.
Definiciio A.20. m -tranca® é um (m,m) -enlacado progressivo.

Exemplo A.7.5. A seguir um exemplo de uma 3 -tranca.

DT

Definicido A.21. Um elo (tradugdo literal de ‘link’) (orientado ou ndo) é um (0,0) -enlagado que
pode ou néo estar orientado’ .

Definicao A.22. N6 (orientado ou ndo) é elo conexo®, podendo ser orientado ou ndo.

>Vide [Con70] e [FY89].

®E. Artin definiu explicitamente esta nogio em [Art25], A. Hurwitz definiu tranca implicitamente em [Hur91].
"No caso orietado, assumi-se um sentido para cada ciclo.

8Sempre homeomorfo a um ciclo.
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&5

Em topologia, uma isotopia ambiente ¢ um tipo da distor¢ao continua de uma ‘espago ambiente’
de uma variedade, que € tomada como uma subvariedade de outra. Em teoria dos nds, consideram-se
dois nods iguais se um pode ser obtido do outro artavés de uma deformagdo continua sem quebrar o
n6. Na prdtica, a isotopia no grafo, tmabém chamada isotopia planar, trata-se de uma deformacao
das arestas e vértices sem criar cruzamentos, mantendo a orientacdo da esquerda para direita. Além
de ndo degenerar aresta em pontos e ndo poder tirar vértices de faces ou passar através das arestas.

Defini¢io A.23 (Isotopia Ambiente). Sejam .47, 4" duas subvariedades de .#. Dizemos que
A" e A" sdo isotopias ambientes, se existe uma aplicacdo continua F : .#Z x [0,1] — .# onde
F(x,0) =x € .#, onde cada F; é homeomorfismo de .# nele mesmo e onde F (A" 1)=.4".

Definicao A.24 (Isotopia Regular). Na teoria dos nds, isotopia regular € a relacdo de equivaléncia
entre os diagramas de entrelacamentos gerados pelo movimento II e IIT de Reidemeister.

Definicao A.25. Isotopia de emaranhados é a isotopia ambiente, como na Definicio A.23, do
entrelacamento em [0, 1] x R? relativa a fronteira {0,1} x R?. Dizemos que dois entrelacamentos
sdo isotdpicos, se a deformacdo que leva um entrelacamento em outro também deforma o ambientes
que o cerca.

Definicao A.26. Diagramas de emaranhados sdo diagramas nio achatados resultantes da projecao
dos emaranhados sobre [0, 1] x R.

Definicao A.27. Isotopia dos diagramas dos emaranhados ¢ uma isotopia ambiente dos diagramas
de emaranhados em [0, 1] x R que preserva as indica¢des de profundidade nos cruzamentos, ou seja,
a nogio de cruzamento passando por cima ou por baixo °.

Isotopias dos emaranhados incluem pequenas perturbacdes, curvando os subarcos das arestas e
deslizandos os cruzamentos. Ilustramos esta propriedade abaixo:

|
/N /N

g e —

Y Y

Isotopia alinhada dos diagramas dos emaranhados: Os diagramas dos emaranhados dever permane-
cer alinhados ' em cada etapa da isotopia.

Na década de 1930, foi demonstrado que todas as deformagdes de né podem ser reduzidas a uma
sequéncia de trés tipos de movimentos, que ficaram conhecidos por movimentos de Reidemester
[Rei32].

Vide a Defini¢io A.17.
10Vide a Definigio A.18.
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A seguir, listamos os movimentos de Reidemester:

IO - O

11 > >

\ / Vs N/
XX

Os movimentos sdao conhecidos por:

I Primeiro movimento de Reidemester;
II Segundo movimento de Reidemester;
III Terceiro movimento de Reidemester.

Teorema A.7.1 (Vide [Rei32] e [Art25]). Dois diagramas de emaranhados sdo isomorfos se, e so-
mente se, um pode ser obtidos um do outro por uma sequéncia finita de operagdes do tipo a seguir:

» Isotopias de diagramas de Emaranhados;

* Movimentos de Reidemeister.

A.7.3 Grafos de Vértices Rigidos (VR)

Definicao A.28. Diz-se que G é um grafo de vértice rigido se este for dotado de:

* Uma ordem para as entradas e saidas de cada vértice de G;
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* Uma parti¢do em dois conjuntos entre as extremidades livres de G em dois conjuntos ordena-
dos que denominam-se repectivamente de dominio e imagem de G.

Cada vértice V € dito se tipo (i(V),0(V)) onde o(V) denota o nimero de aresta que saem do
vértice V e i(V) denota o nimero de arestas que entram no vértice V.

Como fizemos na Secao A.7.2, definiremos um mergulo de um grafo de vértice rigido. Primeira-
mente, enumeraremos as propriedades elementares destes grafos:

» Cada vértice preserva a ordem ciclica da apresentacdo das arestas no sentido anti-horario, ou
seja, a partir da primeira entrada seguem as entrada em ordem. Posteriormente, sdo apresenta-
das as saidas com a ordem inversa.

=

N

-/n,f

* As ordem ciclica de incidéncia das arestas nos vértices € preservada, ou seja, queremos di-
zer que podemos representar o grafo com as arestas torcidas, mas sem confudir a ordem das

entradas e saidas.

(A.17)

Se, por exemplo, realizarmos uma rotagdes em torno do eixo que passa por f e perpendicular
a esta pagina, teremos que os diagramas ainda serdo equivalente, desde que o diagrama final
permanega progressivo.Para cada vértice V, existe uma bola .4y centrada nele que o isola
tal que, nesta vizinhanga, ndo existem cruzamentos das arestas e a ordem ciclica se preserva.

* Imaginamos que o grafo mergulhado € uma unido bolas. As bolas centradas em vértices os
isola de cruzamentos e a isotopia ndo poderd mudar a ordem de suas entradas e saidas. Nas
bolas que contém arestas sem vértices, podemos-se deformar as arestas livremente por movi-
mentos afins e pelos movimentos de Reidemeister.

Definicao A.29. O Mergulho de uma grafo de vértice rigido G ¢ um mergulho deste grafo sobre
[1,0] x R? com as seguinte propriedades:

« Este mergulhode G é extensivel de um mergulho ¢ de S sobre [0,1] x R? tal que a restricio

de ¢ em cada disco seja métrica'l;

» Aplicamos as isotopia ambiente nas bolas .4y, que preservam a ordem ciclica;

* Movimentos afins para as outras bolas que nao tem vértices.

Os nossos diagramas do Capitulo 2 sdo achatados. Portanto, falaremos apenas dos diagramas de
vértice rigido achatados.

"Veja a relagio equagio (A.17).
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Definicao A.30. Os diagramas admitem movimentos sobre vértices, que é a permissao de um nu-
mero arbitrario de arestas poderem se mover através de qualquer vértice.

A.8 Categorias Livres

Nesta secdo, falaremos intuitivamente de categorias livres. Este tema € necessario para compre-
ender a defini¢do de objetos do tipo Hopf a partir da visdo diagramatica de seus morfismos. Esta
secdo se basea em [Mac98]. Contudo, como categorias nao sdo o foco da dissertacao, tentamos ser o
mais objetivos possivel.

O grafo progressivo G é uma familia ¢ de objetos !> e uma familia .7 de arestas. Além de
uma par de relagdes funcionais do tipo &/ — 0 :

dy: o/ — O, 9of = dominio de f,
01:4 — O, 091f = codominio de f,

Defini¢io A.31. Um morfismo D : G — G’ de um grafo é um par de fungdes Dy : O — 0’ ¢
D :of — o' talque Dgdof =Dy f € Dgdif =091Dy/f paratoda aresta f € o7 .

Estas relagdes funcionais, além da composi¢do, sdo morfismos da categoria Grafo de todos os
pequenos grafos 3. Cada grafo pode ser representado por um diagrama de vértices (objetos) e arestas
(morfismos), exatamente como na defini¢do de categorias exceto pelo fato que o axioma da compo-
sicdo e o axioma do morfismo identidade ndo sdo verificados. Portanto um grafo é frequéntemente
chamado de um esquema diagramatico ou pré-categoria. Entao toda categoria 4 determina um
grafo U% com os mesmos objetos e morfismos, esquecendo que os morfismos sdo componiveis e
esquecendo as identidades.

A partir de um funtor F : % — ¢’ define-se um morfismo UF : U€ — U%’ entre os grafos
correspondente a cada categoria. Estas observagdes define o funtor ‘forgetfull '** U : Cat — Graph
de todas as pequenas categorias para os grafos.

Fixado os objeto &' na categoria 4. Um & -grafo denotard o conjunto de todos os grafos com
O como objetos. Sejam o/ e % familias de elemento do tipo & -graphs, o produto deles sobre
o é

A x5 B ={(g f)loog=01f.g €A, f € B}, (A.18)

< . PR fo8 ) . .
Este € o conjunto de ‘pares componiveis’ de morfismos - — - = -. Além disso, se definirmos

aO<gaf>:aOf al<g7f>:alg7 (A19)

12Estes serdo denotados por vértices do grafo.
13Um grafo é pequeno, se ambos ¢ e &/ sdo conjuntos pequenos, ou seja, a principio nido admitimos classes prépria.
14Vide a Definigio A.6.2.
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entdo este conjunto é um ¢ -grafo. Este produto de ¢ -grafos € associativo, visto que para quaisquer
trés O -grafos o/, % e € existe um isomorfismo & X5 (BX5C) = (A Xg B) XeE. Além
disso, o préprio & éum & -grafo e o isomorfismo & = &7 X 5 € & induzido por f— (f,dof).

Podemos definir uma categoria com objetos &/ como um ¢ -grafo equipado com c¢ : &7 X
o = e i:0— o/ morfismosde O -grafos (composicdes e identidades respectivamente) tais
que os diagramas:

o X X oot —E of X oo Oxod 2% xpad Lot x50
CXIL lc ’:l lc l:
oA X g o A o

sejam comutativos.

Portanto, as arestas componiveis (g, f) tém uma composicdo dada por c¢(g,f) e cada objeto
b € ¢ tem um morfismo identidade dado por i(b) € <.

Todo O -grafo G pode ser usado para ‘gerar’ uma categoria % com objetos em ¢. Sejam
g2 :A— B, g1:B— C dois morfismos componiveis em G. Podemos escrever a ‘palavra’ g-gi
que representa a composi¢do dos dos morfismos. Pode-se representar a palavra por

dog1 25 d1g1 = dogr B 9140

Seguindo a racioncinio, sejam g; com 1 <i<n morfismos de G tais que dog;+1 = d1g;, te-
mos uma ‘palavra’ g,...g;. Esta categoria serd denotada por % (G) e denomina-se categoria livre
gerada pelos grafos G.

Teorema A.8. Seja G={</ = 0} um pequeno grafo. Existe uma pequena categoria ¢ = ¢ com
O como conjunto de objetos e uma morfismo P:G — U% de grafos de G para o grafo subjascente
U% de € com a seguinte propriedade. Dada qualquer categoria % e qualquer morfismo D : G —
U%A de grafos, existe um tnico funtor D' : ¢ — % com (UD')oP = D, como no diagrama
comutativo

¢ G—Lt-vuw
lD/ Y lw
B U%A

Em particular, se 4 tem ¢ como um conjunto de objetos e D é um morfismo de ¢ -grafos, entdo
Dp =ids.

Como ja mencionamos, podemos representar esta categoria livre como ‘palavras’ f1f2... fy,
onde f;_1 e f; sdo componiveis. Cabe ressaltar que a palavra vazia @ € a unidade para a concate-
nacdo e pode ser pensada como A,y : A — A. Podemos representar uma palavra da categoria livre
pela concatenacgdo de (1,1) -diagramas dada por:

Ao A Ay, BB AL
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A.8.1 Notac¢ao Dual de Penrose

Como vimos antes, um morfismo f de uma categoria € representado por dom(f) ER im(f). A
notagdo dual a esta foi introduzida por [Pen56] para podermos representar os morfismos por

o) )
Com esta nota¢do, um caminho na categoria grafica Graf(%’) seria representado por:

A A A A A
LN e x|

Obs.: A.8.1. Na categoria Graf(%¢) os seguintes diagramas sdo distintos. A representagdo a es-
querda é orientado com dois vértices e o a direita trata-se de um grafo orientado de apenas um
vértice.
N f LA g5 # A fog N

embora a composi¢ao na categoria original dos morfismos g, f sejaigual ao morfismo go f. Este
diagramas sao diferentes, porque seus grafos sdo distinto e a categoria livre considera so a estrutura
dos grafos e ndo a estrutura algébrica da categoria original. Contornamos este problema tomando o
quociente da assinatura ¥ pelo conjunto dos morfismos que sao idénticos na categoria. Para isto,
definimos a equivaléncia

— 81— 8 ...~ 81—~ —g10820...08;, —.
Temos com resultado que os diagramas acima passam a serem equivalentes no quociente L/ ~ .

Preliminares: Uma categoria % possui sua estrutura dada por: objetos, morfismos (em parti-
cular, identidades) e as composi¢des destes morfismos. Uma categoria 4 com estrutura adicional
possui, além da estrutura categdrica composicional, uma estrutura a mais. Por exemplo, estruturas
como o produto tensorial, trangamento, no¢do de dualidade, traco, estruturas aditivas nos morfismos,
entre outras.

Denotaremos as visualizagdes por grafos dos tensores de uma categoria livre por graf(%) e
rotularemos os diagramas como segue:

{Objetos de ¢’} +— {Objetos de graph(%) sido representados como um rétulo em arestas
dos diagramas em graph(%’) que tém propriedades VR }
{Morfismos de ¥} <— {Rotulos em vértices dos diagramas}.

Ou seja, A composi¢do de morfismos € representada como um grafo onde suas arestas e seus vértices
sdo rotulados conforme afirmamos anteriormente.

Ao Ay As A An

fO fl fn

Esta palavra ou caminho anterior trata-se de um morfismo de homg,qpp (%) (4, <y,), onde os elemen-
tos «<f; sdo objetos em € e fj € homg(o/j—1,47;). A identidade de objetos </ ¢ representada
por um diagrama em graph(%’) em qualquer das formas equivalentes a seguir.

N Mg dy
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. .. A . B P
Desta forma, levamos um elemento f € hom(</, %) no diagramdtico — f —, que é o diagrama
A — f — B segundo a nota¢do de Penrose.

Composicido em graph(%’) é a colagem horizontal de diagramas componiveis que podemos
entender como sendo dois diagramas onde o rétulo da saida de um € igual ao rétulo da entrada
do outro. Depois de fazer estd colagem, podemos fazer o redimensionamento deste diagrama e
mergulhd-lo como antes.

A .B C B C A . B

S>f—g— = (> g—=)o(=>f—).
Assim, a composi¢do € interpretada como a colagem de diagramas em graph(%). Temos que
graph(%) os seguintes diagramas

£>f£>g£> # £>g0<gf£>, —>idA£> #+ A

em graph(%’) sdo distintos, pois sdo distintos como grafos.
Definiremos as seguintes relagdes de equivaléncia no conjunto graph(%) :
A ., B C A C A . A A
—f—=g— ~ — gog f —, —>zdf—> ~ — .
Estas duas rela¢des juntas, para todos f, g componiveis na categoria %, denotaremos por ~p .

Além disso, denomina-se a parte a esquerda das equivaléncias de estrutura grafica e a parte a direita
das relacdes de estrutura simbdlica.

graph(¢)/~5 = ¢

Em geral, podemos considerar as versdes graficas e simbdlicas como distintas ou identificd-las. Em
geral, trabalharemos com a identificacdo acima. Para formalizar o conceito de categoria quociente
,temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao A.19. (vide capitulo 2, secao 8 [Mac98]) Para uma dada categoria C, seja % uma
fung¢do que associa a cada par de objetos a,b de ¢ uma relagdo bindria %,) no conjunto dos
morfismos C(a,b). Entdo existe uma categoria quociente ¢ /% eum funtor Q= Q€ — € |Z%
tais que:

(i) Se fRupf €€, entio Of = Qf';

(i) Se H:%¢ — 2 ¢é qualquer funtor de ¢ para qual f%,,f" implica Hf = Hf' paratodo f
e f', entdo existe um unico funtor H' : ¢ /% — D com H'oQg = H. Mais ainda, o funtor
Qg € uma bijecdo em objetos.

Assim consideramos a dlgebra quociente % (G)/%, onde % é definida pelas igualdades a se-
guir:

B rleSyz2BeofrS) Bidd D).

Agora a justaposicdo em graf(G) funciona como a composi¢do de morfismos em %’. Em outras

A A A A A A A
palavras, temos que —= fo — f1 —2 ... =% f, = o~ L (fio...ofy) 25,
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A.9 Conceito de Categorias Monoidais

Neste trabalho, lidamos com objetos com uma estrutura tensorial. A generalizagcdo do tensor € a
nocdo de categoria monoidal. Uma categoria monoidal (ou uma categoria tensorial) € uma categoria
com um produto tensorial associativo e com unidade. Mais especificamente, podemos defini-la por:

Definicao A.32. Uma categoria monoidal 4 ¢ uma categoria com a adicdo das seguintes proprie-
dades:

(1) Um produto tensorial entre objetos A, B € ¥ denotado por A ® B;
(i) Um objeto especial em %, denotado por 1¢ (Objeto unidade de %');
(iii)) Um produto tensorial entre os morfismos f:A — C, g:B — D definido por
f®g:A®B —C®D;
(iv) Isomorfismos canonicos
o: R0 (®Xidg) = Qo (idg X ®), h:®@o (I Xidg) = idg ¢ p: Qo (idy x 1) = idg

onde [ representa o funtor constante

F.: ¢ — ¢
A — g
f — id[

onde f:A— B.
Estas estruturas satisfazem os seguintes axiomas:

(i) @ éum bifuntorde € ®% em % que significa que
idy@idp =idpgp ¢  (k®@h)o(g®[f)=(kog)® (hof);
(i) o, A e p sdo isomorfismos naturais, i.e.,
(fe(g®h))oospc=04pco((fR®N),  fol=hyolidi®f) e
fopa=pao(f@id);

(iii)) Além disso, valem os dois axiomas da coeréncia abaixo, chamados o ‘axioma pentagonal’ e o
‘axioma triangular’:

oy g.c®id, 04 BaC,
(A®B)®C)®D —"""~ (A® (B®C))®D —2 > A@ ((B&C) @ D)
OA®B,C,D idpA®0g c,p
(09
(A®B)®(C®D) e A® (B®(CeD))
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A, 10 .B

(A®ly)®B A® (1 @B)

pA®idp idgy@M\p

A®B

Quando fazemos a identifica¢do dos isomorfismos entre as categorias o, p e A, ou seja, estes
isomorfismos sio considerados identidades. A categoria 4 ¢é denominada monoidal estrita.

As categorias que trabalhamos nesta dissertacao foram estritificadas e, portanto assumimos que,
para todos objetos A, Be C€%, AR(BXRC)=(A®B)C=ARBRC ¢ AQI=A=IRA.

Com isto em mente, uma categoria monoidal pode ser representada graficamente como segue:

Produto tensorial idygp = ids ® idp A
B
Unidade id; : (vazio)

1 1

Morfismo f: A1 ®...®A, = B ®...QBm >f< ou _AI®.. R4y fBl®"'®B’"

n m

A B
Produto tensorial de morfismos f ® g: —f—

C D

—f —

Note que, na terceira linha da tabela, colocamos apenas os indices do dominio A} ® ... ®A, nas
arestas de entrada e indices do contradominio B| ®...® B,, nas saida.

Coeréncia: ressaltamos que as propriedades das categorias, interpretadas graficamente, podem
ser vistas como deformacgdes dos diagramas. Por exemplo,

(idc®g)o(f®idp) = (f®idp)o (idy®g) = (f®g).
Traduzindo para linguagem gréfica, isto se torna:

A B A B

f f —f—

C D C D

8 8 —8—

Esta visualizacdo acima mostra a relacdo entre propriedades algébricas e as deformacdes nos diagra-
mas de vértice rigido.

Para formalizar a analogia existente entre a relagdo formulacao algébrica versus linguagem gra-
fica, temos o seguinte teorema de coeréncia entre as linguagens grafica e algébrica:

Teorema A.9.1 (Coeréncia da categoria monoidal '°). Uma equagdo bem-formada entre morfismos,
em uma linguagem de categoria monoidal, segue dos axiomas das categorias monoidais se e somente
se esta equagdo se mantém sobre uma isotopia planar nos diagramas diagramas progressivos que a
representa.

15vide [JS88].
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Como sabemos, vale a propriedade A.17 e, portanto, nio mudamos a ordem das entradas. A
principio numa categoria monoidal planar, ndo vale a seguinte relacao

go((pac(ida@h)opy)®idp)of=go((ho(h®idy)ol™ ") @idg)of,

onde h:I — I. A seguir alguns resultados que ndo demonstraremos, mas que sao auxiliares na
compreensao da troca das categoria monoidais pelas categorias monoidais estritas (para mais detalhes
leia [Mac98], [Sou02]).

Definicao A.33. Um funtor monoidal entre categorias monoidais 4 ¢ ¥ €um funtor F: % — 2,
junto com os isomorfismos naturais ¢>: FA®Q FB — F(A®B) e ¢°:1 — FI tal que os seguintes
diagramas comutam

2 o 2
(FA®FB)o FC— _FaoB)oFC— -~ F(A®B)®C)
loc jF(a)
id 2 2
FA® (FBoFC)— _ FA®F(BoC)— " ~F(A® (B®C))
p A
FA®I FA 1® FA FA
lid®¢0 LF(p) j¢0®id lF(k)
2
FA®FI -2~ F(A®I) FIoFA—~F1®A)

Por fim, estamos em condicdes de enunciar o resultado que queriamos. Este resultado pode ser
visto com mais detalhes na secio X/7.3 de [Mac98] e na tese [Sou02].

Teorema A.9. Qualquer categoria monoidal ¢ € categoricamente equivalente a uma categoria es-
trita, via um funtor monoidal forte em ambas as direcoes.

Exemplo A.9.1. A seguir alguns exemplos de categorias monoidais:

1. Set, a categoria dos conjuntos com produto cartesiano, um elemento do conjunto ' serve com
unidade para o produto cartesiano.

2. R-Mod, a categoria dos modulos sobre um anel comutativo R, é uma categoria monoidal com
o produto tensorial ®g servindo como o produto monoidal e o anel R servindo como unidade
para o produto.

3. k -Vect, a categoria dos espagos vetoriais sobre um corpo k, com o espago vetorial unidi-
mensional k serve como unidade.

160u seja, um conjunto unitirio qualquer.
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A.9.1 Funtorialidade e Naturalidade
O bifuntor Q) : ¢ x € — ¢ definido por:

®: CxC — €
(A,B) — Q(A,B)=A®B
(f.e) — Qf.g)=r®¢g

tem as seguintes propriedades:
id®(A’B) = ®(idA, idB) & idagp = idy @ idp

Q(f20f1,82081) = R(f2,82)0Q(fi,81) & (frofi)@(g2081) = (f20g2)o(fiDg1).

Graficamente:

5 BeHEAD BABR% Bposd
_  Ac _ _
= (3P e13) L o A grog B
Obs.: A9.1. Arelacio fRg=(f®Id)o(ld®g) = (ld®g)o(f®Id) estd bem representada por:
—8— 8 g

Esta relagdo serve para aplicar um morfismos individualmente em uma perna e posteriormente em
outra perna. Esta nog¢do é ingénua, mas tem sua utilidade nas demonstragées graficas.

Exemplo A.9.2 (Produto tensorial oposto). Seja Q7 : € x € — ¢ um bifuntor:

{ (A,B) — ®°P(A,B)=AxR°B

g — QF(fg=Q&f)=re7g

Temos que AP B= Q" (A,B) = Q(B,A)=B®RA e fo"g=Q"(f,8)=Q(s,/)=Q(g.f) =
g® f definem X°P.

A.10 Categorias Trancadas e Simétricas

Faremos o estudo da estrutura das categorias monoidais trangadas. Esta estrutura €, em esséncia,
a estrutura monoidal na qual adicionamos os movimentos de Reidemester para podermos operar em
cruzamentos nas entradas ou saidas simplificando os diagramas.

Definicao A.34. Um trancamento em uma categoria monoidal é uma familia de isomorfismos na-
turais cyp:A®B — B®A e c;}; :B®A — A®B tais que cpp ocg}g = idagp, satisfazendo os
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dois seguintes ‘axiomas hexagonais’:

(BRA)®C BO(ARC)

(A®B)® ® (CRA)
B®C) CA,BRQC (B®C

(BoA)2C— 24 _Be( (A®C)

(ARB)® ® (CRA)
W\ y
-1
A@(BoC) —2"C _ (B C)wA

As categorias dos objetos do tipo Hopf sdo categorias trangada simétricas, ou seja, o trancamento
satisfaz a condi¢do cp 4 ©cap = idagB.

Definicao A.35 (Categoria simétrica). Uma categoria monoidal trancada simétrica (ou simples-
mente categoria simétrica) € uma categoria monoidal trangada onde a tranga € sua propria inversa,
Le.:

1
CAB=Cyp

Vemos que a categoria simétrica € o quociente da categoria trangada. Deste modo, temos que

Trangada(%)

X~ A

Exemplo A.10.1. Na categoria monoidal (Set, x) dos conjuntos com produto cartesiano, o funtor
tranca € dado por c(x,y) = (y,x), onde (x,y) € Setx Set, e c(f xg) =gx f, onde fxgé¢€
hom(Set, Set) x hom(Set, Set). Na categoria (Vet,®) dos espagos vetoriais com produto tensorial,
uma simetria é dada por c(x®y) =y®x, onde xRy € Vet Vet e ¢(T®S)=S®T, onde
T ® S € hom( Vet, Vet).

Simétrica(%) =

linguagem grafica: Podemos estender a linguagem gréfica de categoria monoidais incluindo os
trancamentos:
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Obs.: A.10.1. A composi¢do destes dois diagramas de emaranhamento representa um emaranha-
mento que pode ter seus cruzamentos desfeitos, ou seja:

B A B B A B A

A B A A B A B

Observe que esta equivaléncia é exatamente o segundo movimento de Reidemeister e que o diagrama
acima traduz a propriedade cy po c;}g = idssp fielmente. O axioma pentagonal é dada por

(idg®@cac)otpaco(cap®idc) =0pcao(CcBcsa)o0ABC

e pode ser representada por:

= /

Linguagem grafica: As categorias simetrias c4 p sdo representadas graficamente por um cru-
zamento ‘achatado’!”.

B A

A B

e vale a seguinte relacao:
B A B

A B A

-
Este ultimo diagrama € a adaptacdo do diagrama do trancamento levando em concidera¢do apenas
que cap = cpa- Lembramos que os diagramas do Capitulo 2 tem os cruzamentos achatados, ou
seja, sao da forma anterior.

O resultado a seguir mostra que diagramas de vértice rigido isomorfos também sao equivalentes
por isotopia.

quociente

Proposicao A.20 (Vide [Sou02]). Classe de isotopia de grafos (VR) progressivos ' ——  Classes
de isomorfismo (respeitando ordem ciclica de incidéncia, de saidas e os rotulos) de grafos VR.

A.10.1 Funtorialidade

Para A, B€ Ob(¢), cap:A®B—AX’ B ¢ um isomorfismo natural 6:® — ®°7, isto &,
paratodos f:A— C e g:B — D temos que

®(f.g)

&(A,B) ®(C,D)
®°?(A,B) STIPY X°?(C,D)

17Vide diagramas ‘achatados’ Segdo A.7.
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¢ um diagrama comutativo.
Graficamente:

B A
—f g

A B
—g f

Para o elemento neutro, o diagrama a seguir € comutativo:

OA,lep
A®ly ly ®A
A
Graficamente:
le A
_ A
A I

A.11 Categorias Com Dualidade

Limitar-nos-emos a discutir as categorias com dualidade que sejam estritamente necessarias para
entender alguma de nossas estrutura. Mesmo sabendo que a nocao de dualidade € muito mais rica do
que apresentaremos nesta secao aos leitores.

Definicao A.36 (Dualidade). Seja 4 uma categoria monoidal. Diz-se que W ¢é um dual a esquerda
de V se existem morfismos coev:k - VW e ev: VW — k tal que:

VLT (vew) oV IYE Y

Algumas vezes, a propriedade anterior € referida por propriedade do zig-zag.

Obs.: A.11.1. A definig¢do de dual a direita € similar a defingdo de dual a esquerda, ou seja, basta
trocar a ordem da definigdo das funcbes ev e coev. Além disso, quandoo W ¢é um ideal a esquerda
e a direita denotamos W = V*.

Em uma categoria simétrica, ¢é consequéncia imediata uec, se V* é o dual de V, entdo V =
)
( *)*'

Proposicao A.11.1. V € Vect tem um dual se e somente se V tem dimensao finita.

Demonstragdo. (=) : Neste caso, V* =hom(V,k) e podemos definir: coev:k — V& V* onde
coev(l) =Y ei®ex; e ev: VR Vs -k onde ev(Yv® f) =Y f(v). Vale que (1® ev)(coev®
1)(v) =v (propriedade do zig-zag).
(«<): Seja W o dual adireitade V e sejam coev:k — V@W definido por coev(l) =Y v, @w;
e ev: VW — k definido ev(Y,v®w) = (w,v). Pelo zig-zag, temos: v = (w;,v)v;. Isto significa
que todo vetor v; é uma combinacdo linear de v; ’s. Logo V ¢ finitamente gerado.

Logo concluimos o resultado que queridmos demonstrar. [
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Um objeto X € C € dito ser rigido a esquerda se existem um objeto Y e morfismos ev:Y X —
k e coev:k —Y®X tais que

coev@zdx ( )ldX ev

X XRV)®X S3X0 (Y QX X

Yy YUY yox)or SYe(Xey) Yy

sdo identidades. Um objeto rigido a esquerda € definido de maneira similar.

A.11.1 Categorias com Traco

Na teoria das categorias, uma categoria monoidal com traco ¢ uma categoria monoidal com
estrutura extra.
Uma categoria monoidal simétrica com traco ¢ uma categoria monoidal simétrica junto com
uma familia de fun¢des
Tr{y thom(X®U,Y ®U) — hom(X,Y)

chamadas um trago, satisfazendo as seguintes condicoes:

* Naturalidade em X : para todo f:X®U—>Y®U e g:X’—)X,

* Naturalidade em Y : paratodo f:X®U Y QU e g:Y =Y/,
goTryy(f) =Try y((g@idy) o f);




A.11 CATEGORIAS COM DUALIDADE 174

* Eliminacdode /: paratodo f:X®I—=Y ®I,

* Superposi¢do: paratodo f: XU =Y QU e g:W =Z

8Ty y(f) =Trivex zoy(8® f):

* Yanking (tradugdo literal: arrancando):

Trgy(CU,U) = idU;

(onde cyy € asimetria da categoria monoidal simétrica).
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A.11.2 Categorias ‘Ribbon’

Em matemadtica, uma categoria ‘ribbon’ é um tipo particular das categorias monoidais trancadas.

Definicao A.37. Uma categoria monoidal trangada € dita ser uma categoria ‘ribbon’ se a categoria
for rigida e tiver uma familia de ‘tor¢des’ (tradugdo literal de ‘twist’). As aplicagdes ‘twists’ sdo tais

que
Ce%, 0c:C—C

tais que
Oc,00, = ccy.01¢01.6, (8¢, ®Bc,).

Exemplo A.11.1. A seguir dois exemplos de categorias ‘ribbon’:

(1) Um exemplo de categoria de médulos projetivos sobre um anel comutativo. Nesta categoria,
a estrutura monoidal é o produto tensorial, o objeto dual € o dual no senso de dlgebra linear e
0s ‘twists’, neste caso, sdo as aplicacoes identidade.

(2) Um exemplo mais sofisticado de uma categoria ribbon sdo as representacoes de um grupo
qudntico de dimengao finita.



Este volume foi tipografado em IATEX na classe UFPEThesis (www.cin.ufpe.br/~paguso/ufpethesis).



