UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
POS-GRADUACAO EM ESTATISTICA

VEROSSIMILHANCA PERFILADA NOS MODELOS.
LINEARES GENERALIZADOS COM SUPERDISPERSAO

THIAGO ALEXANDRO NASCIMENTO DE ANDRADE

Orientadora: Prof*. Dra. Audrey Helen Mariz de Aquino Cysneiros

Area de concentracio: Estatistica Matematica

Dissertagao submetida como requerimento parcial para obtencao do grau de
Mestre em Estatistica pela Universidade Federal de Pernambuco

Recife, fevereiro de 2013



Catalogacao na fonte
Bibliotecaria Monick Raquel Silvestre da Silva, CRB4-1217

Andrade, Thiago Alexandro Nascimento de
Verossimilhanca perfilada nos modelos lineares
generalizados com superdispersdo / Thiago Alexandro
Nascimento de Andrade. - Recife: O Autor, 2013.
X, 49 folhas: il., tab.

Orientadora: Audrey Helen Mariz de Aquino Cysneiros.
Dissertacdo (Mestrado) - Universidade Federal de
Pernambuco. CCEN. Estatistica, 2013.

Inclui bibliografia e apéndice.

1. Estatistica matematica. 2. Teoria assintética. I. Cysneiros,
Audrey Helen Mariz de Aquino (orientadora). Il. Titulo.

519.5 CDD (23. ed.) MEI2013 - 036




Universidade Federal de Pernambuco
P6s-Graduacdo em Estatistica

Recife, 08 de fevereiro de 2013.

No6s recomendamos que a dissertacao de mestrado de autoria de
Thiago Alexandro Nascimento de Andrade
Intitulada

“Verossimilhanca Perfilada nos Modelos Lineares Generalizados com
Superdispersao”

Seja aceita como cumprimento parcial dos requerimentos para o grau de Mestre
em Estatistica.

Coordenador da Pés-Graduacao em Estatistica

Banca Examinadora:

Audrey Helen Mariz de Aquino Cysneiros Orientadora / UFPE
Francisco José de Azevedo Cysneiros UFPE
Miguel Angel Uribe Opazo UNIOESTE

Este documento sera anexado a versdo final da tese.



il

A meus amados pais
e minha esposa,
dedico com todo meu amor.



Agradecimentos

Primeiramente a Deus, pela minha vida, por iluminar meus caminhos e
por me dar forgas necessarias para a conclusao de mais esta etapa de minha
vida.

A minha esposa Renata, por todo seu amor, companheirismo, cumplici-
dade e paciéncia para com minhas auséncias.

Aos meus familiares, em especial a minha mae Célia, meu pai Valdeci,
minha irma Thaysa, meu Tio Mario, minha sogra Maria do Carmo pelo apoio
incondicional em todos os momentos.

Um agradecimento especial a minha avo Quitéria, por todas as oragoes e
suas sabias palavras de conforto que sempre tiveram o dom de me acalmar
nos momentos mais dificeis.

A professora Audrey Helen Mariz de Aquino Cysneiros, pela orientagao,
paciéncia, amizade e ensinamentos, fundamentais para conclusao deste tra-
balho.

Aos colegas do mestrado, em especial a Ana, Diégo, Heloisa e Sadraque
por todo companheirismo e pelas muitas horas de estudo compartilhadas.

A Valéria Bittencourt, pela competéncia, dedicacgao e carinho que tornaram-
se marcas registradas de seu trabalho com os alunos da poés-graduagao.

A todos os professores do Programa de Mestrado em Estatistica da UFPE.

Ao CNPq pelo apoio financeiro.

v



"A cada dia que vivo, mais me convenco de que o desperdicio da vida estd
no amor que nao damos, nas for¢as que nao usamos, na prudéncia egoista
que nada arrisca e que, esquivando-nos do sofrimento, perdemos também a

felicidade”
Carlos Drummond de Andrade



Resumo

A classe de Modelos Lineares Generalizados com Superdispersao (MLGSs)
proposta por Dey et al. (1997), tem sido amplamente utilizada na modelagem
de dados cuja variancia da varidvel resposta excede o valor nominal predito
no modelo. O principal objetivo da presente dissertagao é a obtencao de um
fator de correcao de Bartlett, segundo a metodologia proposta por DiCiccio
e Stern (1994), a estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas ajus-
tadas proposta por Cox e Reid (1987) para o teste conjunto dos efeitos da
dispersao nesta classe de modelos. Estudos de simulagao de Monte Carlo fo-
ram realizados com o objetivo de avaliar os desempenhos dos testes baseados
nas estatisticas da razao de verossimilhangas usual (LR), razao de verossi-
milhancas perfiladas ajustadas (LR,,) e razao de verossimilhancas perfiladas
ajustadas corrigida (LR;G), no que se refere a tamanho e poder em amostras
finitas. Os resultados numéricos obtidos favorecem o teste proposto nesta
dissertagao.

Palavras chave: Correcao de Bartlett; Modelos Lineares Generalizados
com Superdispersao; Razao de verossimilhancas; Verossimilhanca perfilada.
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Abstract

The class of overdispersed generalized linear models (OGLMs) developed
by Dey et al. (1997) has been widely used in data modeling when the vari-
ance of the response variable exceeds the nominal variance predicted by the
model. The main goal of this dissertation is to obtain a Bartlett correction
(DiCiccio and Stern, 1994) for a test of dispersion effects based on the adjus-
ted profiled likelihood ratio statistic proposed by Cox and Reid (1987) in the
OGLMs. Monte Carlo simulation was used to compare the performance of
the tests based on the likelihood ratio statistic, adjusted profiled likelihood
ratio statistic and corrected adjusted profiled likelihood ratio statistic, using
different scenarios of size and power in the finite-sample. The numerical
results obtained outperforms the test proposed in this dissertation.

Keywords: Bartlett Correction; Likelihood ratio; Profile likelihood;
Overdispersed generalized linear model.
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CAPITULO 1

Introducdo

Nelder e Wedderburn (1972) estenderam a metodologia dos modelos classi-
cos de regressao, definindo uma ampla classe de modelos, qual denominaram
modelos lineares generalizados (MLGs). Estes modelos caracterizam-se pelo
fato de a variavel resposta poder ter qualquer distribuicao definida na fami-
lia exponencial de distribuigoes, tais como as distribuicoes Gama, Normal,
Normal Inversa, Binomial e Poisson, dentre outras. Além disso, nos MLGs,
a funcao de ligacao que relaciona a média da resposta ao preditor linear,
nao esta restrita a funcao identidade e pode ser qualquer funcao mondtona
derivavel.

Apesar de bastante flexiveis, os MLGs podem nao fornecer ajustes ade-
quados em situagoes onde ha grande variabilidade dos dados. Buscando me-
lhorar tais ajustes, Dey et al. (1997) introduziram um modelo de regressao
adicional para o parametro de dispersao, além de incorpora-lo na fungao de
variancia, definindo assim a classe de Modelos Lineares Generalizados com
Superdispersao (MLGSs).

Devido a grande aplicabilidade dos MLGs e MLGSs na modelagem de
dados em diversas areas do conhecimento como Economia, Demografia, Me-

dicina, Engenharia de producao, entre outras, muitos pesquisadores tém con-



centrado esforcos no sentido de melhorar a qualidade de inferéncias realizadas
com base nesses modelos. Em termos praticos, testes mais poderosos, estima-
dores mais precisos e intervalos de confianca mais estreitos, podem traduzir-se
em diversos beneficios nas atividades produtivas, motivando assim estudos
nesta area. Em particular, no que se refere a testes de hipoteses, corregoes
de Bartlett em MLGs e MLGSs vém recebendo consideravel atengao na lite-
ratura.

A seguir, apresentamos alguns trabalhos que contemplam as classes dos
MLGs e MLGSs. Cordeiro e McCullagh (1991) obtiveram férmulas gerais
para o viés de ordem O(n~!) dos estimadores de maxima verossimilhanga
em MLGs. Ferrari et al. (2005) tratam das corregoes de Bartlett em MLGs.
Cordeiro et al. (2006) obtiveram um fator de corregdo de Bartlett para a
estatistica da razao de verossimilhangas em MLGSs. Cordeiro e Barroso
(2007), obtiveram expressoes matriciais para o viés de ordem O(n™?) dos
estimadores de maxima verossimilhang¢a em MLGs. Estudos detalhados sobre
a classe dos MLGs podem ser encontrados em Cordeiro (1986), Cordeiro e
Demétrio (2010) e Paula (2012).

O presente trabalho tem como objetivo principal a obten¢ao de um fator
de correcao de Bartlett, segundo a metodologia proposta por DiCiccio e Stern
(1994), para a estatistica da razao de verossimilhangas perfiladas ajustadas
proposta por Cox e Reid (1987) na classe dos MLGSs.

1.1 Organizagao da Dissertacao

A presente dissertacao é composta por cinco Capitulos incluindo esta intro-
ducao. No segundo Capitulo, a classe de modelos lineares generalizados com
superdispersao é apresentada e sao discutidos os principais aspectos inferen-
ciais para esta classe de modelos. O terceiro Capitulo trata das corregoes de
Bartlett. Sao discutidas metodologias para obtencao de fatores de corregao
de Bartlett propostas por Lawley (1956) e DiCiccio e Stern (1994) para a

estatistica razao de verossimilhangas usual e estatistica da razao de verossi-



milhancas perfiladas ajustadas, respectivamente. Nesse capitulo encontra-se
a principal contribuicao tedrica do presente trabalho: Uma expressao em
forma matricial do fator de correcao de Bartlett, segundo a metodologia
proposta por DiCiccio e Stern (1994), a estatistica da razao de verossimi-
lhangas perfiladas ajustadas proposta por Cox e Reid (1987) para o teste
conjunto dos efeitos da dispersao na classe dos MLGSs. No quarto Capi-
tulo sao apresentados resultados de simulacao, que foram realizados com o
propoésito de comparar o desempenho de testes de hipoteses baseados nas
estatisticas da razao de verossimilhancas usual, estatistica da razao de veros-
similhancas perfiladas ajustadas e estatistica da razao de verossimilhancas
perfiladas ajustadas corrigida. O quinto e dltimo Capitulo é reservado as

consideragoes finais.

1.2 Suporte Computacional

A presente dissertagao foi integralmente digitada utilizando o sistema de
tipografia I TEX, desenvolvido por Leslie Lamport na década de 80. Foi
utilizado o software MikTeX, que é uma implementacao do IXTEX para a
utilizagao no Windows.

O estudo de simulagao foi realizado utilizando a linguagem matricial de
programagcao 0x, desenvolvida por Jurgen Doornik em 1994. Foi utilizado o
editor de textos OzFEdit em sua versao 6.2 para Windows. As maximizagoes
do logaritmo da fungao de verossimilhanca foram realizadas a partir dos
algoritmos BFGS e SQP (Nocedal e Wright, 1999, Capitulos 8 e 18), que estao
disponiveis em rotinas definidas na linguagem Ox. Para maiores detalhes

sobre esta linguagem de programacao, ver Doornik (2006).



CAPITULO 2

Modelos Lineares Generalizados com Superdispersao

2.1 Introducao

Em regressao, o termo superdispersao é usado para designar situagoes em que
a variancia da variavel resposta excede o valor nominal predito no modelo.
Este comportamento é principalmente identificado em modelos com resposta
Binomial e Poisson.

Uma vez detectada a superdispersao em um conjunto de dados, o uso de
técnicas convencionais de modelagem pode dar origem a modelos impreci-
sos e, consequentemente, erros de previsao associados & imprecisao de tais
modelos.

Ao longo dos anos, diversos trabalhos que contemplam metodologias es-
pecificas para dados em que se verifica a superdispersao vém sendo propostos
na literatura académica especializada. Destacam-se os seguintes trabalhos:
Efron (1986); Lindsay (1986); Smyth (1989) e Dey et al. (1997).

Dey et al. (1997) definem a classe de Modelos Lineares Generalizados
com Superdispersao (MLGSs). Esta classe de modelos segue a mesma es-
trutura dos Modelos Lineares Generalizados (MLGs), embora apresentando

um modelo de regressao adicional para o parametro de dispersao, além de



incorpora-lo na funcao de variancia. Assim sendo, os MLGSs sao definidos a
partir de um componente aleatorio e duas componentes sisteméaticas (Previ-
delli, 2005).

Nas demais se¢oes que compoem este Capitulo, a classe dos MLGSs é
apresentada. Para uma abordagem mais completa, recomenda-se a leitura
dos seguintes trabalhos: Dey et al. (1997) apresentam a classe dos MLGSs,
Dey e Ravishanker (1998) abordaram aspectos da inferéncia Bayesiana nos
MLGSs, Cordeiro e Botter (2001) obtiveram os vieses de segunda ordem para
os estimadores de méaxima verossimilhanga nos MLGSs. Previdelli (2005)
obteve estimadores corrigidos para modelos nao lineares generalizados com
superdispersao. Cordeiro et al. (2006) deduziram um fator de corre¢ao de

Bartlett em forma matricial para a estatistica da razao de verossimilhangas

em MLGSs.

2.2 Definicao do Modelo

Sejam Yi,...,Y,, varidveis aleatoérias independentes, em que cada Y; tem
fungao densidade (ou de probabilidade) definida na familia exponencial bi-

paramétrica de distribuicoes dada por

m(y; 1, @) = A(y)exp(y — )0 (1, ) + 6T (y) + ¥ (u, ), (2.1)

em que A(-), T(:) e (-, -) sao fungdes conhecidas, u e ¢ sdo os parametros
de média e dispersao, respectivamente. As derivadas da fungao ¢ (u, ¢) com
relacdo a p1 e ¢ sdo denotadas por ¢ = 9" (u, ¢) /Ou” 0¢° para (r,s > 0).
Deste modo, 119 denota a primeira derivada da funcéo Y(p, @) com relagao
a 11, @V denota a primeira derivada da funcdo 1(u, ¢) com relacio a ¢, ¢
assim por diante.

A variavel aleatoria Y; tem suporte nos reais e sua média e variancia sao
dadas, respectivamente, por E(Y) = p e Var(Y) = @9 Além disso,
tem-se que E[T(Y)] = =@V, Var[T(Y)] = 007207 — 4(02) ¢ ainda
E[(Y — p)T(Y)] = 500"



Além do componente aleatorio (2.1), os MLGSs sao definidos pelos mo-

delos de regressao para média e dispersao, dados, respectivamente, por

(1) = = X3 (2.2)

glg) =7=297, (2.3)

em que X e S sao matrizes de covariadas, de dimensao n X p e n X ¢, com
posto completo p e g, respectivamente. Tem-se ainda que 3 = (8,...,8,)"
ey =(7,...,7)" sao vetores de parametros desconhecidos a serem estima-
dos, que representam, respectivamente, os efeitos das covariadas na média
da resposta e no parametro de dispersao. As fungoes f(-) e g(+) sdo denota-
das, respectivamente, por fungao de ligacao da média e funcao de ligagao da
dispersao. Essas funcoes devem ser conhecidas, mondétonas, continuas e pelo

menos duas vezes diferenciaveis.

2.3 Estimacao dos Parametros

Seja 0 = (BT, ~T)T um vetor de p + ¢ parametros desconhecidos do modelo
definido em (2.1)-(2.3). Seja y = (1, ... ,yn)T um vetor de observacoes da
varidvel aleatoria Y = (V1,...,Y,)" também associada a (2.1)-(2.3). Entao,
o logaritmo da fung¢ao de verossimilhanca associado ao vetor @ dado o vetor
de observacoes y pode ser expresso na forma

n

0B,) =D =)™ (s, 61) + AT () + b, )]+ log Aw). (2.4)

=1 =1

Assume-se que (2.4) é regular e derivavel até quarta ordem com relagao
aos parametros 3 e v (Cox e Hinkley, 1974).

Para definir algumas quantidades de interesse, sera introduzida uma no-
tagdo baseada na proposta por Cordeiro et al. (2006). Os indices r, s, t,
u, ..., etc., referem-se ao vetor de parametros 3, enquanto que R, S, T, U,

..., etc., sao indexadores das componentes do vetor v de pardmetros. As



derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca sao representadas por
U, = 0(B,7)/0B,, Us = 0*¢(B,7)/9B.0vs, etc. As derivadas do inverso
das fungoes de ligagao da média p = f~'(n) e da dispersao ¢ = g~ (1)
sao dadas, respectivamente, por my = 'y /On!, ¢y = ¢ /O7}, com i =
1,2,3 el = 1,...,n. Define-se ainda (S), = 9r,/0vs, (R), = 01,/0Vr,
(S, R); = (01/0vs) (01 /OVR), etc., e (s); = O /OBs, (1)1 = O /OB, (s,7) =
(Om/0Bs)(Om/05,), etc., com | = 1,...,n. Por fim, definem-se as matri-
zes diagonais de ordem n dadas por W20 = diag{lp?’o), . ,1/17(12’0)}, U0.2) —
diag{z/;§0’2), o ,wr(lo’m}, M, = diag{m,1,...,m,} e ®, = diag{d,1, ..., O},
parar =1,2,3.

As primeiras derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca com
relagao ao r-ésimo componente de 3 e R-ésimo componente de v sao dadas

por
n

0, = 2880 _ S 5, o )
r =1

Ur = % B ZW;M)(M, o) (i — ) + T(w) + " (m, )]ou(R):,
=1

comr=1,....pe R=1,...,q, respectivamente.
A funcio escore total para o vetor @ = (8',4")T de parametros do

modelo é dada por

on= (B3 ) (V)

em que (y —p) = ((y1 — f)s--s (Yo — o))" € v = (v1,...,0,)7, com
o= (g — ) + T(yr) + %(0’1)-
As segundas derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca com

relacao ao vetor de parametros sao dadas por

2 n
—832(%%) = D (s o0miiy — ) + ¢ (s, d)mn(y — )
rrs =1

— 0P, d)m3] ()i (s)i,

7



9% -
875?8’7:*) - ;[ 2 g d0) 3w — o) + 01 (s 1) daa (u — )

+ 0T (w) + 0 ()% + 0 (s, 1) dor) (R)(S)s

2 n
% = ;Wl(m)(ﬂla o) mudu(y — )] (r)i(S)i,

comr,s=1,...,pe R,S=1,...,q.

A decomposicao do espaco paramétrico @ = (BT, ~") " induz a uma seme-
lhante decomposi¢ao da matriz de informagao de Fisher K (3,~) e da matriz
inversa associada K~ '(83,v). Além disso, tem-se que K4, = K. 3 = 0, de
modo que essas matrizes possuem uma estrutura bloco-diagonal e podem ser

expressas por

B.B
ko= (% 0 ) o= (5 2

7Y

em que Kgg = XTUEOMEX e K, ., = —S U2 P2S 530 as matrizes de in-
formacao para 3 e 7, respectivamente, enquanto que K = (XTwEO N2 X!
e K" = (-=STU2829)~! s30 as correspondentes matrizes inversas.

Os estimadores de méaxima verossimilhanca para os parametros 3 e =,
sao as quantidades B e 4 que satisfazem U (B, 4) = 0. No caso dos MLGSs,
trata-se de uma equagao nao linear, cuja solucao pode ser obtida por meio
de algoritmos de otimizagao, tais como Newton-Raphson, scoring de Fisher
e BFGS. Maiores detalhes sobre os métodos de otimizac¢ao podem ser encon-
trados em Nocedal e Wright (1999).

Apresentamos a seguir o esquema iterativo scoring de Fisher para a ob-
tengao das (m + 1)-ésimas estimativas de méxima verossimilhanca para (5 e
v, respectivamente.

Para o vetor de parametros 3, temos:



(m+1) _ q(m) —1(m) yr(m)

Substituindo K E% e Ujg pelas quantidades correspondentes e com alguma

algebra, tem-se:

Bt — gm 4 (XT\I/(ZO)(W)Mf(m)X)—lXT\II(Q,O)(m)MI(m)(y — )
= (XT\I,(2,0)(m)Mf(m)X)—1XTq,(2,0)(m)M12(m)dm)
= (XTWHx) X Tw A,
em que Wsg = q;(2,0)M12 eCi=n+ Ml_l(y — 1), com 7 = XB.

Procedendo de maneira analoga para o vetor de parametros ~y, temos:

A = ) 4 gL ),

Ao substituir K ;ly e U, pelas quantidades correspondentes e com algu-

mas manipulacoes algébricas, tem-se:

A = g (S TR ORI 5) TS T ()
= (_ST\P(OQ)(T’L)(I)?(m)S)*l(_ST\D(O,Q)(m)q)i(m)><2m)
_ Ty (m) oy—1 o T g7 (m) ~(m)
- (S W’y’y S) S ny'y 2
em que W, = —0O02? e ¢ = 7 — VOD'¢ 'y, enquanto 7 = Sy e
0= (o1, vn)T, com v =" (g — ) + Tw) + 41",
Deste modo, tem-se as seguintes equagoes para estimar [ e 7 iterativa-

mente
ﬁ(m—&-l) _ (XTW(m)X)fleW(m)C(m)
- B8 g8 S1 >
(m+1) _ T1r7(m) oy—1 aT157(m) ~(m)
¥ = (STWIMS)TLSTWwm ™.

Cabe destacar que, nas equagoes acima, as quantidades (; e (» exercem o
papel de variaveis dependentes modificadas, enquanto que WB(ZL) e WA%) Sa0

as matrizes de pesos que mudam a cada passo do processo iterativo.

9



2.4 Testes de Hipoteses

Consideremos novamente que o modelo definido em (2.1)-(2.3) tenha vetor de
parametros particionado como 6 = (BT, ~T) T, em que B e v sdo os vetores de
parametros de perturbacao e interesse, de dimensoes p e ¢, respectivamente.

O interesse é testar as hipoteses
Hy:v=~© Vs, H:~#~O), (2.5)

em que ¥(© & um vetor g-dimensional de constantes especificado.

Alguns testes para as hipoteses acima sao apresentados a seguir.

2.4.1 Testes da Razao de Verossimilhancas

A estatistica da razao de verossimilhancas usual para o teste Hy em questao
¢é definida por . -
LR =2{((8,%) — (B,7)},

em que (3,%) e (B,ﬁ/) sao os estimadores de maxima verossimilhanca de
(B,7), restritos e irrestritos, respectivamente.

Nos casos em que o modelo em estudo envolve parametros de perturbacao,
inferéncias baseadas na funcao de verossimilhanca usual conduzem a resul-
tados que podem ser menos adequados do que os alcancados na utilizacao de
inferéncias baseadas na fun¢ao de verossimilhanca perfilada. Observa-se que
a funcao de verossimilhanca perfilada é uma adaptacao da verossimilhanca
usual, em que se substituem os parametros de perturbacao por suas respecti-
vas estimativas de méaxima verossimilhanca, sendo assim funcao apenas dos
parametros de interesse.

No caso do modelo (2.1)-(2.3), o logaritmo da fungao de verossimilhanca
perfilada é dado por

L) = (. 8,), (2.6)
em que BAW é o valor que maximiza (2.4) supondo ~ fixo.

Observa-se que a obtencao de um estimador de méxima verossimilhanca
para 7y a partir de (2.6) se faz em dois momentos de maximizacdo subse-

quentes. O primeiro consiste em encontrar a quantidade 8 que maximiza
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¢(B,7) supondo ~ fixo, enquanto o segundo consiste em maximizar £,(y)
com relacao a ~.

Embora em muitas situagoes praticas o uso da verossimilhanca perfilada
seja uma boa alternativa para inferéncia quando na presenca de parametros
de perturbacao, cabe destacar que, em alguns casos, conforme ja apontado
por Araujo Junior (2006), tal método conduz a estimadores que ndo possuem
propriedades de otimalidade desejaveis, tais como consisténcia e eficiéncia.
Este problema decorre, como ja referimos anteriormente, do fato de tal funcgao
ser uma adaptacao da funcao de verossimilhanca usual, nao tendo necessari-
amente todas as propriedades desta. Outro aspecto a ser destacado é que a
qualidade das aproximagoes envolvidas nas inferéncias decorrentes de resul-
tados assintoticos é prejudicada quando é grande o ntimero parametros de
perturbagao (Cysneiros, 2004).

Com o intuito de atenuar os problemas anteriormente mencionados, di-
versos ajustes a verossimilhanca perfilada vém sendo propostos na literatura,
tais como os propostos por Barndorff-Nielsen (1983, 1994), Cox e Reid (1987,
1992), McCullagh e Tibishirani (1990) e Stern (1997). Uma revisao dessas
propostas pode ser encontrada em Silva (2005).

Neste trabalho, sera considerado o ajuste de Cox e Reid (1987). O loga-
ritmo da fungao de verossimilhanga perfilada ajustada para o modelo definido

em (2.1)-(2.3) é dado por

byalr) = £(7) — 3 Yog Liss(v, ;)] (27)

~

em que jgz(7,3,) € a informagao observada para 3 quando « ¢ fixado, ou

seja

0% -
Jgs = _ﬁ = ;[—%(370)(/% ¢l)m%l(yl — ) — %(2’0)(/% ¢l)m21(yl - Ml)

0 (, d)m2) ()i ()i

A equagdo (2.7) é denotada por verossimilhanga perfilada ajustada e a

estatistica para o teste da razao de verossimilhancas dela proveniente é dada
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por

LRpa = 2{€pa(:7) - gpa(')’(o))}v

em que 7 é o estimador de méxima verossimilhanga irrestrito de ~.

2.4.2 Teste Escore

Considerando as hipoteses definidas em (2.5), a estatistica do teste escore

pode ser expressa como

Sp=U. K0,

em que U:7 e K" sao, respectivamente, a funcao escore e a inversa da matriz
de informacao para -, estimadas segundo a hipotese nula.

Conforme ja observa Cordeiro (1999), uma vantagem da estatistica do
teste escore é que esta envolve a maximizacao da funcao de verossimilhanca

apenas segundo a hipdtese nula.

2.4.3 Teste Wald

Além da razao de verossimilhancas e do teste escore, outro teste comumente
usado para hipdteses como as propostas em (2.5) é o teste Wald. Para o teste

em questao, a estatistica Wald pode ser definida como

1

~ Y=L A
W=F-~+"TK" (3 -9,

em que K é a inversa da matriz K %7, estimada segundo a hipotese
alternativa e v é o estimador de maxima verossimilhanca irrestrito de ~.
Para realizacao de um teste estatistico, além das hipoteses e da estatistica
de teste, é necesséario o valor critico de teste, o qual é obtido da distribuicao
da estatistica de teste sob a hipdtese nula. Em geral, nao é tarefa simples
obter a distribuicao exata das estatisticas da razao de verossimilhanca, es-
core e Wald sob Hy. Entretanto, em problemas regulares, assintoticamente

e sob a hipotese nula, essas estatisticas convergem em distribuicao para uma
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Qui-quadrado com ¢ graus de liberdade, em que ¢ denota o nimero de res-
tricoes impostas na hipétese nula. Deste modo, testes aproximados podem
ser realizados utilizando-se valores criticos desta distribuicao.

Por fim, vale ressaltar que nesta dissertacao sera dada énfase aos testes

baseados na estatistica da razao de verossimilhancas.

2.5 Distribuicoes Pertencentes aos MLGSs

A classe dos MLGSs contempla distribui¢oes importantes como a Passeio Ale-
atorio, Inversa Gaussiana Generalizada, Exponencial Dupla e Poisson Dupla
(Previdelli, 2005). Na Tabela 2.1 sdo apresentadas para cada uma dessas
distribuicoes a funcao densidade, média, varidncia e suporte. Usando uma
reparametrizagao conveniente, a densidade dessas distribui¢coes podem ser
reescritas na forma da equagao (2.1).

Assim como mencionado por Cordeiro e Botter (2001) e Cordeiro et al.
(2006), no caso particular da Passeio Aleatério, definindo ¢ = —§/(26%),

além de

W 6) = 2=0)[2n— 67— (~0) 4 log?
— log[(2p — ¢)/* — (=)'
= w2 =) = (=),

tem-se que a densidade desta distribuicdo pode ser reescrita na forma da
equagao (2.1).

Outro ponto importante a ser destacado é a relagao existente na literatura
entre as distribuigdes Inversa Gaussiana (IG), que é obtida como caso particu-
lar da distribuigao Inversa Gaussiana Generalizada (IGG) quando A = —1/2,
e a Passeio Aleatorio (PA). Tal relagao, como mostra Previdelli (2005), é es-
tabelecida da seguinte forma: Se uma variavel aleatoria Z ~ IG(6,9), em
que 0 e ¢ sao respectivamente os parametros de média e dispersao, entao
Y =771 ~ PA(u, $), com p e ¢ denotando, respectivamente, os parametros

de média e dispersao.
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CAPITULO 3

Correcdo de Bartlett em MLGSs

3.1 Introducao

Em muitas situac¢oes praticas é comum fazer uso de testes estatisticos apro-
ximados para grandes amostras, uma vez que testes exatos nem sempre exis-
tem. Os testes aproximados caracterizam-se pelo uso de valores criticos ob-
tidos de uma distribuicao limite conhecida, sendo por isso denominados de
assintoticos de primeira ordem. Sao exemplos deste tipo de teste os baseados
nas estatisticas da razao verossimilhanca, escore e Wald. Estes tém, sob a
hipotese nula (Hy), distribui¢ao limite comum Qui-quadrado com ¢ graus de
liberdade (Xg), em que ¢ denota o ntmero de restricoes impostas em Hy,
sendo, portanto, assintoticamente equivalentes (Cordeiro, 1999).

Apesar de conduzir a resultados satisfatérios em muitos casos, as apro-
ximagoes de primeira ordem podem ser pobres se o tamanho da amostra
¢ pequeno ou moderado, dando origem a testes cujas taxas de rejeicao em
muito diferem dos niveis nominais desejados.

Visando melhorar a qualidade da aproximagao de primeira ordem em
amostras finitas, Bartlett (1937) prop6s um fator de corre¢ao para a estatis-

tica da razao de verossimilhangas (LR). Este autor observou que, sob a hipo-
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tese nula, a esperanca da estatistica LR tem expansao na forma ¢+b+O(n=2),
em que b ¢ uma constante de ordem O(n~!). Deste modo, seria possivel obter
uma nova estatistica de teste, cujo primeiro momento fosse mais proximo de
seu correspondente na distribuicao Xg de referéncia, aplicando sobre a estatis-
tica usual um fator de correcao da magnitude de seu primeiro momento. De
fato, a nova estatistica corrigida LR® tem, sob a hipotese nula, distribuicao
limite x? com erro de aproximacao de ordem O(n™?).

DiCiccio e Stern (1994) obtiveram uma expressao geral do fator de cor-
recao de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas
ajustadas, com a qual é possivel obter uma estatistica melhorada cuja distri-
buicao sob a hipotese nula seja mais proxima da distribuicao x?, de referéncia,
com erro de aproximagao que passa de O(n~!) para O(n=2).

O presente Capitulo apresenta correcoes de Bartlett para a estatistica da
razao de verossimilhancas usual e estatistica da razao de verossimilhancas
perfiladas ajustadas na classe dos MLGSs.

Nos tltimos anos, diversos trabalhos considerando correcoes de Bartlett
em diferentes contextos vém sendo propostos na literatura. Algumas das
principais referéncias sao apresentadas a seguir. Cribari-Neto e Cordeiro
(1996) apresentam uma detalhada revisao da literatura sobre corregao de
Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhangas e correcoes tipo Bar-
tlett para as estatisticas escore e Wald. Ferrari e Uribe-Opazo (2001) derivam
um fator de correcao de Bartlett para estatistica da razao de verossimilhancas
na classe de modelos de regressao lineares simétricos. Ferrari et al. (2004)
obtiveram um fator de correcao de Bartlett para a estatistica da razao de
verossimilhangas perfiladas ajustadas em modelos de regressao lineares nor-
mais. Barroso e Cordeiro (2005) obtiveram um fator de corre¢ao de Bartlett
para a estatistica da razao de verossimilhancas em modelos de regressao t
heterocedasticos. Aratjo Junior (2006) obteve verossimilhangas perfiladas
ajustadas por Cox e Reid (1987) e Barndorfl-Nielsen (1983) na distribui-
¢ao Birnbaum-Saunders. Cordeiro et al. (2006), generalizando resultados

obtidos por Botter e Cordeiro (1998) e Cordeiro (1983), apresentaram fa-
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tores de correcao de Bartlett para estatistica da razao de verossimilhancas
em MLGSs. Lemonte et al. (2010) derivaram um fator de corre¢do de Bar-
tlett para estatistica da razao de verossimilhancas em modelos de regressao
Birnbaum-Saunders. Aratjo (2012) obteve um fator de corregao de Bartlett
para a estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas ajustadas da classe

de modelos ndo lineares simétricos heteroscedasticos.

3.2 Fator de Correcao de Bartlett

Seja f(y;0) um modelo paramétrico, sendo @ = (0, ,0,)" um vetor de
parametros desconhecidos, em que @, e 85 tem dimensoes p e g, respectiva-
mente. Sejam £(0) logaritmo da func¢do de verossimilhanga e K (@) a matriz
de informacao de Fisher, cuja matriz inversa correspondente é denotada por
K(6)

Introduziremos agora as seguintes notagoes: Os indices 7, s,t, ... variam
sobre os parametros de perturbacao, enquanto R,S,T,... serao indexado-
res dos parametros de interesse e a,b,c,... serao indices que variam sobre
os p + q parametros do modelo. As derivadas do logaritmo da funcao de
verossimilhanca com relagao aos componentes do vetor @ sao representadas
por U, = 00(0)/00,, Uy = 0°((0)/00,0,, etc. Os cumulantes conjuntos
serao denotados por k. = E(Uyw), Kape = E(Uape) etc. As derivadas dos
cumulantes com relagao aos componentes do vetor @ serao representados por

/i((;)) = OKap/00,.. Por fim, destaca-se que a matriz de informagao tem elemen-

b 0s elementos da matriz inversa correspondente.

tos —Kap, sendo —k“

Seja LR a estatistica da razao de verossimilhangas para o teste das hi-
poteses Hy : 05 = 0&0) contra H; : 0y # 950), em que 0&0) ¢ um vetor de
constantes conhecidas. Sabe-se que a estatistica LR tem, assintoticamente e
sob a hipoétese nula, distribuicao X§ com um erro de aproximacao da ordem de
O(n™1). Visando melhorar a qualidade desta aproximagao, Bartlett (1937)

considerou multiplicar a estatistica de teste usual pelo fator de correcao
c=(1+b/q) 7", (3.1)
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em que b é uma constante de ordem O(n~1). O fator de correcio definido em
(3.1) baseia-se na relagao ¢ = ¢ 'E(LR) e tornou-se conhecido como fator
de correcao de Bartlett.

Diversas metodologias para obtencao de fatores de correcao de Bartlett
sao descritas na literatura, dentre estas a proposta por Lawley (1956). Este
autor, considerando problemas regulares, obteve uma féormula geral para a
constante b em termos de cumulantes e derivadas de cumulantes do logaritmo

da funcao de verossimilhanca dada por

b= €prq — €, (3.2)

em que €,4, ¢ um termo de ordem O(n™') definido como

€ptq = Z(Zabcd - labcdef)7 (33)

em que o somatorio estende-se a todos os componentes do vetor 6. Os ter-

moS laped € labedey 580 expressos em funcao dos cumulantes e derivadas de

cumulantes
Rabed d
s = R (B21 )40,
Kb, d Rp
ot = 1 e (6 = ) s (5 = )

e) .(d) d) .(e)
+ :‘iéc)/ibf —|—Ii((w)libf].

O termo ¢, na equagao (3.2), também é da ordem O(n™!) e pode ser
obtido de forma anéloga a €,,, a partir da equagao (3.3), com o somato-
rio estendendo-se sobre os p parametros de perturbacao. Tem-se portanto,
um fator de correcao de Bartlett com o qual é possivel obter, a partir da

estatistica LR usual, uma nova estatistica melhorada

LR

LR =
14+0b/q
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cuja distribuicao sob a hipdtese nula seja mais proxima da Xﬁ de referéncia.
De fato, o erro desta aproximagao passa a ser de ordem O(n~2).

Uma forma alternativa para a realizacao do teste Hy : 85 = 0&0) con-
tra Hy : 0y # 9%0) é considerar a estatistica da razao de verossimilhancas
perfiladas ajustadas LR,,. Assim como a estatistica usual, a aproximagao
da distribuicao de LR, sob a hipdtese nula pela distribui¢ao Xz, tem erro
de ordem O(n™'). Objetivando reduzir distor¢oes de tamanho do teste em
amostras finitas, DiCiccio e Stern (1994) propuseram um fator de corregao de
Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas ajustadas,

definido por
Cpa = (1 + bpa/Q)_la (34)

em que b,, ¢ definido em fungao de cumulantes do logaritmo da funcao de
verossimilhanca perfilada ajustada e das quantidades 7% = k*Fx*S0 g, com

(0rs) denotando a inversa da matriz (k%%) e v = k% — 79 Assim,

1
o ad__bc ad_bc (d) ad  .be ad, bey  (cd)
bpa = 17T Rabed = KT Ry + (K"K = vk gy

1 1 1
_ Z—l/‘iadTbCTef + §Had7_bf7_ce — gTadbeTce) RabcRdef

+ (KadTbcﬁef 4 0 b ce Vadlibfyce)ﬁabcmgl];)
(Hadﬁchef _ pedybeyef pad bf pee Vadybfyce)ﬂécb)/{éé).
Com base no fator de corre¢ao definido em (3.4), obtem-se uma estatistica
da razao de verossimilhancas perfiladas ajustadas corrigida
LR, = Ll
pa 1 + b /q7
pa
para qual o erro da aproximacao da distribuicao desta estatistica pela distri-
buicao x7 passa a ser de ordem O(n™?).
Os fatores de corregao de Bartlett, apresentados em (3.1) e (3.4), sdo bas-
tante gerais, podendo, em principio, ser calculados para qualquer classe de

modelos. Como foi mostrado, a obtengao de tais fatores requer basicamente
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o calculo de cumulantes e derivadas de cumulantes do modelo. Estas quan-
tidades satisfazem certas identidades, denominadas identidades de Bartlett,
que, em muitos casos, facilitam os calculos. Para maiores detalhes sobre
identidades de Bartlett, ver Cordeiro (1999, Capitulo 5).

3.3 Fator de Correcao de Bartlett nos MLGSs

Considerando uma particio conveniente do vetor de parametros @ = (3", ~v")7,
com B=(B1,...,8,) evy=(m,...,7)" da classe dos MLGSs, Cordeiro et
al. (2006) obtiveram um fator de corre¢ao de Bartlett para a estatistica da
razio de verossimilhancas do teste Hy : v = v contra H; : v # ~©, em
que v & um vetor de constantes conhecidas. Tal fator de correcao pode ser

€Xpresso como

c={1+[6() +epq(B./a} (3.5)

em que as quantidades €,(7y) e €, 4(/3, ) sdo obtidas como funcao das seguintes
matrizes de dimensao n: W) = diag{qur’s), . ,z/;ff’s)} parar,s = 1,...,4,
M, = diag{m,1,...,mu}, ®, = diag{¢,1,...,¢m} para r = 1,2, Zg =
X(XTUEOMZX)IXT e Z, = S(=STw02P25)"15T. Definem-se ainda
Zyq € Zgq como matrizes diagonais com elementos correspondentes de Z, e
Zg, respectivamente. Adicionalmente, 1 ¢ um vetor n x 1 de 1’s. Assim

temos,

1

() = ZlT(\P<°v4><b;*+2\p<0:3>q>§q>2_q,<o,2>@§)2$>1
+ %1“11(0’3)@?(243) V37,47, 7,q) B30 03]
+ 31%(072)@1@2(2%272% + 270,001
+ %1T\I’(O’S)@?ZWZWZWQH(I)Q\II(O’Q)1,
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1
6p7q(ﬁ77) = §1T[(\IJ(2’1)¢2+‘I’(2’2)®%)M1226d27d

_ \I;(Z,l)q)lezé?)Z’yq)leqj(Q,l)]1
1

Z1T\If(2’1)<I>1MfZBdZv[ZBdM12\II(2’1)

27.,4(D2V 0P 1 o, W OD))p) 1,

sendo Zgl) = Zyd © Zyq, Z§3) = Z,(yQ) ® Zy, Zéz) = Zg ® Zz com © denotando
o produto de Hadamard ou produto direto.

A expressao definida em (3.5) pode ser utilizada para obter uma esta-
tistica da razao de verossimilhangas corrigida na classe dos MLGSs, cuja
distribuicao sob a hipotese nula seja mais proxima da Qui-quadrado de refe-
réncia (Cordeiro et al., 2006).

Ainda considerando testar as hipoteses Hy : v = v© contra Hy : v #
~©) " derivamos a seguir um fator de correcdo de Bartlett, segundo a me-
todologia proposta por DiCiccio e Stern (1994) apresentada na segdo 3.2,
para a estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas ajustadas da classe
dos MLGSs. Para tanto, considerou-se o fato de que os parametros 3 e ~y
Rs 5 _

do modelo sao globalmente ortogonais, de modo que 7 = 7™ = 7" = (),

RS Rs S RS TS

viS = pfts — S = 0 e ainda 77 = k9 1™ = k™. Assim, com alguma

algebra, obteve-se o fator de correcao?

Cpa = (1+bpa/a) ™, (3.6)

em que

! Assim como antes, letras maitsculas sao usadas como indexadores do parametro de
interesse enquanto letras mindsculas sao usadas para indexar os parametros de perturba-
cao.
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1
RS, TU RS, TU  (S) RS, TU, (US)
— KRN ’f?(f}%s + KR M, RS/@&?)

1 1
rs RS TU rs RU ST
— (Zn KK —l—én KR ) KrrsksTU
1 1
_ (ZKRSKTUKVW+6RRSHTWRUV)
RS TU, VW RS, TW UV w
+ (RPR7ETY + YRR )/fRTU’quV)

KRTUKSVW

Uy (W
_ (pBSTU VW RS, TW v () (W)

+ KR TR ) RppRgy

- KRSHTSKTUKRTTHSS?()]. (3.7)

O resultado obtido na expressao (3.7) coincide com o obtido por Aratjo
(2012), e pode ser utilizado em um contexto geral a fim de obter fatores de
corregao de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas
ajustadas em qualquer classe de modelos cujos parametros sejam globalmente
ortogonais, além de particionados de forma semelhante a que fora aqui con-
siderada.

A fim de particularizar a expressao definida em (3.7) a classe dos MLGSs,
podemos reescrevé-la em termos de cumulantes e derivadas de cumulantes do
modelo. Tais cumulantes, bem como suas respectivas derivadas, encontram-
se definidas no Apéndice A e podem ser expressos por meio das quantidades

w1y, Way, Wy, Wy € wy definidas, respectivamente, como

won = "ol + 60V Shidm + 301" 63, + 401D S,
_ (0,4) 4 6 0,3) ;2 3 0,2) ;2 3 (0,2)

woy = Y, 1 6T Y00 4 3T oy A 3T dudars

w3 = %(0’4) 4111 + 5%(0’3) %z(bm + 2¢l(o’2)¢§l + 2%(0’2)(251@31,

Wy = %01(0’3) S+ 3¢1(0’2)¢1l¢2z
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coml=1,...,n.

Wy = ¢l(0’3)¢?l + 2¢l(0’2)¢1l¢21,

Assim, apo6s alguma algebra obtemos:

RRTUS =

(Us)

Kpr™ =

U
-

S wn(RS,T,UN, kil =Y wa(R.S,T,U)L,

=1 =1

> wu(R,S,TU),  kpru =Y wu(R,T,U)l

=1 =1

> ws(R.T,U)L

=1

Adicionalmente, temos que alguns cumulantes e derivadas de cumulantes

(s)

do modelo sao nulos: Kr,r = Krrs = K, pg = 0. Desse modo, a quantidade

bpa, definida em (3.7), reduz-se a

l rs 1U RS, TU  (S) RS, TU

bpa = Zf@ K CKrTUS — K K Kppy + KK
1
HRSI{TUKVW_FERRSRTWRUV

RSHTUKVW + /{RSI{TW/{UV)

| =

W)
RRTUK gy

UV)K(U)K(W)

RS TU VW RS TW
K RTFsv -

K"K K" + K K

(
+ (k
(

)F&RTU Rsvw

Substituindo em (3.8) as quantidades obtidas para os cumulantes e deri-

vadas dos cumulantes em termos dos w’s, temos
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pa

+ D (RS (S)wn(T)is™ (U),

=1

- 411 Z Z(T)ZRTU(U)MM(R)WRS(S)MM(V)z"’vVW(W)i

=1 =1

B é D (RS )iwa(T)r™ (W)iws (V)Y (V)

=1 =1

+ DS @E (U)o (R)is (8) s (V)i (W),

=1 i=1

SN (RS () (T (W )wss (Ui (V)

=1 i=1

- Z Z(T)MTU(U)zw5z(R)WRS(S)M&(V)WVW(W)i

=1 i=1
n n
— D) (RS )iwsi(T)us™ (W)iwsi (V)Y (V).
1=1 i=1
Visando simplificar a implementacao do fator de correcao, é conveni-
ente reescrevé-lo em notagao matricial. Para tanto, definem-se as seguin-

tes matrizes quadradas de ordem n: €2y, €y, Q3, 24 e 5, com elementos

Wiy, Wy, War, Wy € wsy, respectivamente, com | = 1,...,n e H, = {hy;} =
S(STwO2AP25)~1ST com elementos h.j; = (R);x%(S);, com [ =1,...,ne
i =1,...,n. Adicionalmente, define-se a matriz H,, como a matriz diagonal

associada a H,. Assim, a forma matricial do fator de correcao ¢ dada por
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1

bpa = Z1T H'Z () — 40, +40;)1

1 1
- ZlTHydeymedl - 61TQ4171§3>Q41
+ 1"HyqQuH Q5 H g1 + 17 QHP Q51

— 1TH, Qs H Q5H,q1 — 1T Qs HPQs1, (3.9)

em que H.4 = diag{h11, ..., hynn}, Hf{? = diag{h2,;,...,h2,,} e H§3) =
(h3)-

A equagdo (3.9) acima apresenta uma expressao em nota¢ao matricial,
com a qual pode-se obter um fator de correcao de Bartlett a estatistica da
razao de verossimilhancas perfiladas ajustadas, para o teste conjunto dos
efeitos da dispersao na classe dos MLGSs. Esta expressao envolve apenas
operacoes simples entre matrizes, podendo ser facilmente implementada em

linguagens de programacao, tais como C, 0x e R.
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CAPITULO 4

Avaliacdo Numérica

4.1 Introducao

Neste Capitulo sao apresentados alguns resultados de simulagao realizados
com o intuito de avaliar a eficacia do fator de correcao de Bartlett, derivado no
Capitulo anterior, para a estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas

ajustadas na classe dos Modelos Lineares Generalizados com Superdispersao.

4.1.1 Procedimentos Metodolégicos

Por meio de estudos de simulagao de Monte Carlo, comparamos os desempe-
nhos dos testes baseados nas seguintes estatisticas: razao de verossimilhancas
usual (LR), razao de verossimilhancas perfiladas ajustadas (LR,,) e razao
de verossimilhancas perfiladas ajustadas corrigida (LR}, ), sendo esta tltima
obtida através do fator de corre¢ao definido pelas expressoes (3.6) e (3.9) do
Capitulo anterior.

Os desempenhos dos testes foram avaliados segundo dois critérios. O
primeiro consiste em verificar a proximidade da probabilidade de rejei¢ao
da hipotese nula, sendo esta verdadeira (probabilidade de erro tipo I), com

relacao aos respectivos niveis nominais fixados. Ou seja, estimamos por si-
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mulacao de Monte Carlo as taxas de rejei¢ao dos testes, isto é, P(LR > z,),
P(LRyy > o) € P(LR;, > 7,), em que 7, ¢ o quantil (1 — «) da distribui-
cao Xg, com ¢ definindo o ntimero de restricoes impostas na hipdtese nula.
Estes testes sao conhecidos na literatura como tamanho do teste. Neste con-
texto, foram analisados os impactos nas taxas de rejeicao ocasionados pelo
aumento no nimero de parametros de interesse e perturbagao. O segundo
critério consiste em verificar o poder dos testes, ou seja, probabilidade de
rejeicao da hipotese nula, sendo esta falsa.

As simulagoes baseiam-se na distribuicao Passeio Aleatorio. Para gerar
as ocorréncias desta distribuicao com média p e parametro de dispersao ¢,
utilizou-se a relacao existente com a distribuicao Inversa Gaussiana: Seja
uma variavel aleatoria Z; ~ IG(6;,0;), em que 6; e J; s@o, respectivamente,

os parametros de média e dispersao dados por

0; = exp(Brz1i + ... + BpTpi)

0; = exp(V181i + - - - + VYgSqi)-
Entdo V; = Z; ' ~ PA(us, ¢;), em que p; = 1/0; +1/6; e ¢y = —0;/(202).

As matrizes de covariadas X e S foram geradas como ocorréncias inde-
pendentes de N(0,1) e U(0,1), respectivamente. Todos os parametros do
modelo foram fixados com valor um, exceto aqueles fixados na hipétese nula.

Foram considerados no experimento 10.000 réplicas de Monte Carlo, di-
ferentes tamanhos amostrais, a saber: n = 20, 30, 40 e 50, diferentes niveis
de significancia: « = 0,5%, 1,0%, 5,0% e 10,0%, além de diversos valores
para os nimeros de parametros de perturbagao (p) e interesse (q).

Em todos os cenarios considerados, as hipoteses testadas foram Hy : v =
0 Vs. Hy : v # 0, em que ~ é um vetor g-dimensional e 0 é um vetor de
zeros de mesma dimensao.

Por fim, salienta-se que todas as entradas nas tabelas que se seguem

correspondem a porcentagens.
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4.2 Resultados e Discussoes

Nas Tabelas 4.1 a 4.4 encontram-se os resultados das simulagoes realizadas
com o intuito de avaliar os desempenhos dos testes no que se refere a proxi-
midade da probabilidade de rejeicao da hipdtese nula, sendo esta verdadeira,
quando comparada aos respectivos niveis nominais fixados.

Na Tabela 4.1 sao apresentadas as taxas de rejeicao empiricas dos testes
para o modelo Passeio Aleatério com p = 3,¢q = 6 e p = 4,q = 3, con-
siderando diferentes tamanhos amostrais, a saber: n = 20, 30, 40 e 50, e
diferentes niveis de significAncia, a saber: o = 0,5%, 1,0%, 5,0% e 10, 0%.
De modo geral, os resultados indicam que em amostras de tamanho pequeno
o teste da razao de verossimilhancas usual, baseado na estatistica LR, é
notavelmente liberal, ou seja, rejeita a hipotese nula com uma frequéncia
consideravelmente superior aos niveis nominais fixados. Por exemplo, para
p=3eq=06 n=20ea=10%, a taxa de rejeicao deste teste é de
40, 1%, ou seja mais que quatro vezes maior que o nivel nominal selecionado.
Também verifica-se que, mesmo para amostra de tamanho grande, o teste
baseado em LR ainda ¢ liberal. Novamente considerando o = 10%, p = 3 e
q = 6, agora n = 50, essa taxa de rejeicao passa a ser de 16,5%. Observa-se
ainda que o teste da razao de verossimilhancas perfiladas ajustadas, base-
ado na estatistica LR,,, ¢ levemente liberal, exibindo taxas de rejeigao mais
proximas dos niveis nominais do que o teste baseado na razao de verossimi-
lhancas usual. Como ilustracao, parap =3 e q¢=6,n=30e¢ a = 10% , a
taxa de rejeicao deste teste ¢ 13,8%. Ainda como ilustracgao, considerando o
modelo com p =4 e ¢ = 3, n = 40, além de a = 5%, a taxa de rejeicao deste
teste é de 6,5%. Ja a aplicagao da correcao de Bartlett na estatistica da
razao de verossimilhancas perfiladas ajustadas, originou um teste com resul-
tados bastante favoraveis, de modo que o teste baseado em LRy, exibe taxas
de rejeicao mais proximas dos niveis nominais correspondentes. Novamente,
considerando p = 3 e ¢ =6, n = 30 e « = 10% , a taxa de rejeicao deste

teste & 10, 3%, enquanto que, parap =4e q¢=3,n =40 e a = 5% a taxa de
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rejeicao do teste é de 5, 8%.

Na Tabela 4.2 sao apresentadas as taxas de rejeicao empiricas dos testes
para o modelo Passeio Aleatorio com g = 4, n = 40, varios niveis de signifi-
cancia e varios valores para p. O intuito é analisar o impacto do aumento no
nimero de parametros de perturbagao nas taxas de rejeicao dos testes con-
siderados. De modo geral, observa-se que o teste baseado na estatistica LR
apresenta taxas de rejeicao bem superiores aos niveis nominais desejados, e
que esta tendéncia liberal acentua-se & medida que o nimero de parametros
de perturbacao do modelo aumenta. Por outro lado, verifica-se que os testes
baseados nas estatisticas LR, e LR, tendem a ser mais estaveis, além de
apresentarem taxas de rejeicao mais proximas dos niveis nominais considera-
dos. Verifica-se ainda que o teste baseado na estatistica LR, ¢ o que exibe
taxas de rejeicao mais proximas dos niveis fixados. Como ilustragao, para
p=3e¢a=10%, as taxas de rejeicao estimadas para os testes baseados nas
estatisticas LR, LR,, e LRy, sdo, respectivamente, 16,6%, 12,4% e 11,0%.
Ainda considerando o = 10%, agora com p = 7, as taxas passam a ser 31, 6%,
12,1% e 10,9%.

A fim de avaliar o impacto do aumento no ntimero de parametros de inte-
resse no desempenho dos testes, a Tabela 4.3 apresenta as taxas de rejeicao
empiricas dos testes em vérios niveis de significancia para o modelo Passeio
Aleatorio com valor fixo p = 3, n = 40 e varios valores para q. Com base nos
resultados, verifica-se para os cenarios considerados que o aumento no ni-
mero de parametros de interesse tem impacto semelhante ao produzido pelo
aumento no nimero de parametros de perturbacao. De modo geral, o teste
baseado na estatistica LR é consideravelmente liberal, rejeitando a hipotese
nula com frequéncia bem superior a desejada, enquanto que os testes basea-
dos em LR,, e LR}, apresentaram taxas de rejeigao mais proximas dos niveis
nominais considerados. Também para este cenério verifica-se que o teste ba-
seado na estatistica LR;G é o que apresenta taxas de rejeicao empiricas mais
proximas dos niveis nominais considerados. Por exemplo, para ¢ = 4 e nivel

de significancia o = 5, 0%, as taxas de rejei¢ao dos testes baseados nas esta-
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tisticas LR, LR, e LR;, sdo, respectivamente, 9,7%, 6,8% e 5,8%. Para o
mesmo nivel de significancia e considerando ¢ = 6 as taxas sao 11,5%, 7,1%
e 5,3%.

O comportamento observado nas Tabelas 4.2 e 4.3 também se verifica na
Tabela 4.4, onde encontram-se os resultados de simulacao realizados com o
intuito de investigar o impacto nas taxas de rejeicao ocasionado pelo aumento
simultaneo do ntimero de parametros de interesse e perturbacao. Para tanto,
considerou-se o modelo Passeio Aleatorio com diversos valores de p = ¢,
n = 40 e diversos niveis de significancia. Destaca-se que novamente o teste
baseado em LR mostrou-se bastante sensivel ao aumento no ntmero de pa-
rametros, enquanto que os testes baseados em LR, e LR, apresentaram
maior estabilidade e taxas de rejeicao empiricas mais proximas dos niveis
desejados. Como exemplo, para p = g =4 e a = 10,0%, as taxas de rejeigao
dos testes baseados nas estatisticas LR, LR, e LR}, sao, respectivamente,
19,4%, 12,4% e 11,1%, enquanto que para um mesmo nivel de significAn-
cia, considerando p = ¢ = 7 as taxas passam a ser 42,4%, 13,4% e 10,0%,
respectivamente.

A Tabela 4.5 apresenta os resultados de simulacao para as taxas de re-
jeigdo dos testes sob hipdtese alternativa (teste de poder). Uma vez que os
testes de tamanho baseados nas estatisticas LR, LR, e LR, apresentaram
consideravel disparidade entre as taxas de rejeicao para um dado nivel no-
minal fixado, os testes de poder foram realizados utilizando valores criticos
estimados para cada estatistica, de modo que todos os testes pudessem ter o
mesmo tamanho. Foi considerado o modelo Passeio Aleatério com p = g = 3,
niveis de significancia o = 5,0% e o = 10,0%, n = 40 e a hipotese alterna-
tiva Hy : y1 = 79 = 73 = 7" # 0, com ~* variando de 0,1 & 0,8. De modo
geral, observa-se que o comportamento dos testes baseados nas trés esta-
tisticas consideradas foram bastante semelhantes exibindo taxas de rejeicao
crescentes no sentido do distanciamento da hipdtese nula e que o teste ba-
seado na estatistica usual apresenta poder superior aos demais testes. Além

disso, observa-se que os testes baseados nas estatisticas LR, e LR;, exibem
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poderes bastante semelhantes, concluindo-se que a introducao do fator de
correcao nao acarretou em perda de poder para este teste. Como ilustracao,
para v* = 0,4 e a = 10,0%, as taxas de rejei¢do dos testes baseados nas
estatisticas LR, LR, e LR;, sdo, respectivamente, 74, 3%, 59,8% e 59, 9%.

Em linhas gerais, observa-se que o teste baseado na estatistica LR é
bastante liberal. Esta tendéncia liberal é acentuada conforme aumentamos
o numero de parametros de interesse e/ou perturbacao. Por outro lado, o
teste baseado em LR,, apresenta menor distor¢ao de tamanho, com taxas
de rejeicao bem mais proximas dos niveis nominais que o teste usual e leve
tendéncia liberal. A introducao do fator de correcao de Bartlett proposto
neste trabalho atenua esta tendéncia liberal, de modo que o teste baseado na
estatistica LI, apresenta taxas de rejeigao empiricas ainda mais proximas

dos niveis nominais fixados.
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Tabela 4.1: Taxas de rejeigao dos testes LR, LRy, ¢ LR;,, sob Hy, para o
modelo Passeio Aleatorio, com p = 3,g =6 e p = 4,q = 3, varios valores de

ne«uw

p=3eq=6 p=4eq=3
n a(%) LR LR,, LR, | LR LR,, LR,
0,5 9,1 1,9 1,2 | 6,4 2,1 1,8
20 1,0 13,3 2,9 L7192 29 2,4
9,0 29,0 8,7 5,3 22,1 8,2 7,2
10,0 40,1 15,1 9,7 32,2 14,1 12,0
0,5 3,4 1,6 L1 | 2,7 1,5 1,3
30 1,0 5,6 2,6 1,7 | 43 2/4 2,1
5,0 15,8 8,0 58 [13,6 7,3 6,6
10,0 25,3 13,8 10,3 | 22,0 13,3 11,9
0,5 1,8 1,1 0,8 | 1,8 1,0 0,9
40 1,0 3,2 1,8 1,4 | 2,9 1,6 1,4
5,0 11,5 7,1 5,3 [ 10,7 6,5 5,8
10,0 19,4 13,0 10,3 | 18,7 12,0 11,1
0,5 1,6 1,0 0,7 | 1,4 0,9 0,8
50 1,0 2,6 1,7 1,3 | 2,3 1,5 1,4
5,0 9,6 6,9 5,6 | 9,2 5,8 5,4
10,0 16,5 12,4 10,4 | 16,0 11,2 10,5

32



Tabela 4.2: Taxas de rejeicao dos testes LR, LR,,, e L

RC

pa’

sob Hy, para o

modelo Passeio Aleatorio, com n = 40, ¢ = 4 e varios valores de « e p.

n=40eq=4
a(%)  p LR LR,, LR,
3 1,5 1,1 0,9
4 2,3 1,1 0,9
0,5 5 2,9 1,2 1,0
6 3,7 1,2 1,0
7 4,9 1,1 0,9
3 2,6 1,9 1,6
4 3,7 1,9 1,5
1,0 ) 4,4 1,9 1,6
6 6,0 2,1 1,8
7 7,7 2,0 1,5
3 9,7 6,8 9,8
4 11,5 7,0 6,0
5,0 ) 13,5 6,7 5,8
6 17,4 6,7 5,9
7 21,1 6,9 6,0
3 16,6 12,4 11,0
4 19,4 12,4 11,1
10,0 5 21,9 11,9 10,7
6 27,1 12,3 10,8
7 31,6 12,1 10,9
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Tabela 4.3: Taxas de rejeicao dos testes LR, LR,,, e LR;,, sob Hy, para o

modelo Passeio Aleatorio, com n = 40, p = 3 varios valores de « e q.

n=40ep=3
a(%) q LR LR,, LR,
3 1,3 1,0 0,9
4 1,5 1,1 0,9
0,5 5 1,8 1,1 0,8
6 1,8 1,1 0,8
7 2,4 1,1 0,7
3 2,3 1,8 1,5
4 2,6 1,9 1,6
1,0 ) 3,1 1,9 1,5
6 3,2 1,8 1,4
7 4,0 2,1 1,3
3 85 6,8 6,1
4 9,7 6,8 5,8
5,0 ) 10,6 7,3 6,1
6 11,5 7,1 5,3
7 12,6 7,5 5,3
3 15,0 12,0 11,2
4 16,6 12,4 11,0
10,0 5) 18,1 13,3 11,2
6 19,4 13,0 10,3
7 20,9 13,6 10,2
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Tabela 4.4: Taxas de rejeigao dos testes LR, LR,,, e LR;,, sob Hy, para o

modelo Passeio Aleatorio, com n = 40, varios valores de a e p = q.

n = 40
a(%) p=gq LR LR, LR,
3 1,3 1,0 0,9
4 2,3 1,1 0,9
0,5 5 3.4 1,3 1,0
6 6,2 1,3 0,9
7 10,0 1,2 0,7
3 2,3 1,8 1,5
4 3,7 1,9 1,5
1,0 ) 5,6 2,1 1,6
6 9.2 20 1,6
7 14,1 2,0 1,3
3 85 6,8 61
4 11,5 7,0 6,0
9,0 ) 16,6 7,5 6,1
6 22,6 7,3 9,0
7 31,0 7,3 9,2
3 15,0 12,0 11,2
4 19,4 12,4 11,1
10,0 5 25,6 13,3 11,4
6 32,9 13,3 10,5
7 42,4 13,4 10,0
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Tabela 4.5: Taxas de rejeigao nao-nulas dos testes LR, LR,,, ¢ LR}, para o
modelo Passeio Aleatorio, com n = 40, o = 5,0% e o« = 10,0%, p =g = 3.

LR LR,, LR,
10,0% 5,0% | 10% 5% | 10% 5%
16,7 9,0 | 11,4 5,6 | 11,5 5,7
30,9 19,2 20,5 11,020,5 11,0
51,4 35,8 36,4 235|364 23,6
74,3 59,4 | 59,8 43,0 59,9 43,1
90,5 80,7 | 80,9 66,5 80,9 66,6
97,5 93,8 | 93,8 86,2 93,8 86,3
99,6 98,6 | 98,5 95,8 | 98,5 95,9
100,0 99,8 | 99,8 99,1|99,8 99,1

*

3
)

40

SCo oo oo oo
OO Ot i W N+
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CAPITULO b

Consideracdes Finais

Neste trabalho, discutimos o aperfeicoamento de testes de hipdteses baseados
na estatistica da razao de verossimilhancas da classe de Modelos Lineares Ge-
neralizados com Superdispersao. A principal contribuigao tedrica encontra-se
no Capitulo 3, onde obtivemos uma expressao em forma matricial do fator de
correcao de Bartlett, segundo a metodologia proposta por DiCiccio e Stern
(1994), a estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas ajustadas pro-
posta por Cox e Reid (1987) para o teste conjunto dos efeitos da dispersao
nesta classe de modelos.

Através de estudos de simulagao de Monte Carlo, comparamos o desem-
penho dos testes baseados na estatistica da razao de verossimilhancas usual
(LR), estatistica da razao de verossimilhangas perfiladas ajustadas (LR,,),
além da respectiva versao aperfeicoada com o fator de Bartlett desenvol-
vido neste trabalho, a saber, razao de verossimilhancas perfiladas ajustadas
corrigida (LR;,).

Os resultados de simulagao de tamanho indicam que, de modo geral, o
teste baseado na estatistica LR é bastante liberal, conduzindo a taxas de
rejeicao da hipotese nula, sendo esta verdadeira, bem superiores aos niveis

nominais fixados. Esta tendéncia liberal é acentuada conforme aumentamos
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o numero de parametros de interesse e/ou perturbagao.

O teste baseado na estatistica LR,,, de modo geral, apresenta taxas de
rejeicao empiricas bem préximas dos niveis nominais fixados, com leve ten-
déncia liberal. A introducao do fator de correcao de Bartlett proposto neste
trabalho melhorou a aproximacao da distribuicao desta estatistica pela dis-
tribuicao Qui-quadrado de referéncia, de modo que o teste baseado na esta-
tistica LR, apresenta taxas de rejeicao empiricas ainda mais proximas dos
niveis nominais fixados.

Com relacao ao poder dos testes observou-se que o teste baseado na es-
tatistica LR apresentou maior poder, o que ja era esperado uma vez que
as simulacoes de tamanho evidenciaram que este teste é notavelmente libe-
ral. Verificou-se ainda que testes baseados em LR,, e LI, apresentaram
desempenhos bastante semelhantes, o que indica que a introducao do fator
de correcao de Bartlett proposto nao acarretou em perda de poder para este
teste.

De modo geral, os resultados de simulagao favorecem o uso da estatistica
corrigida proposta nesta dissertacao, podendo, portanto, ser recomendada
para testes de hipdtese na classe de Modelos Lineares Generalizados com

Superdispersao.
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APENDICE A

Calculo dos Cumulantes

Considere a classe de Modelos Lineares Generalizados com Superdispersao
apresentada no Capitulo 2 deste trabalho. Neste Apéndice, serao apresenta-
das algumas derivadas do logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga, cumulan-

tes e derivadas de cumulantes para esta classe de modelos.

A.1 Derivadas do logaritmo da funcao de ve-
rossimilhanca

Diferenciando o logaritmo da fungao de verossimilhanga definido em (2.4)

com relacao aos componentes do vetor de parametros 3 do modelo, obtemos:

U, = %ﬁ’ﬁy) — Z [@01(2’0) ([Ll, ¢l)mll(?/l - ﬂl)(r)l]7
r =1

>l -
Urs = ﬁ = E [ (g, &) (o — ) + 020 G, d)yman (g — )
r s =1

— P (s, p)m) (r)i(s)i,
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(B, 7)

Ut = B5,08,08,
= ZWIM’O)(/M, ¢l)m?l(yl — ) + 3%(3’0) (per, pr)maumay (yy — pu)
=1
- 2%(370) (u, or)ms; — 3%(2’0) (t, dr)mumey
0 (ur, Sy (g — ) ()it
(]
oo 9B
T 0B,08,08:0P,
= Z[¢§5’0) (s o)ty (un — ) + 68" (p, dr)mmen (yr — )
=1

— 3 p)mdy + 30 (u, d1)my (y — )

+ 4 (u, d)ymarma (y — i) — 1207 (u, é)ymma
— 3020, o)y — 40 (g, d)ymarmy

+ 0 (s mailyn = p))(F)i(8)u(Eu(w)r.

Diferenciando o logaritmo da fungao de verossimilhanga definido em (2.4)

com relacao aos componentes do vetor de parametros v do modelo, obtemos:

Ur = (%((fy;:) B Z[qﬂfl’l)(ﬂl, o) — ) + T(n) + Y (. 1) du(R)r,
=1

02 -
Urs = ﬁ - ;me)(uz, &) &% (y — ) + wl“’”(m, )by — )

+ o T(w) + 02 ()% + 01 (1, &1) b (R)i(S)r,
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P*B,7)
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= ZWI(LB)(/M, 0By — ) + 30 (e, 61 dudar (v — )

=1

+ O (s, 00 st (v — ) + G T(wn) + 0% (1) 0%
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Urst =

oM(B,7)
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> Y (088w — ) + 665 (, &1) 6310 (i — 1)

=1

307 (, ¢85 (v — ) + 40 (, d)dudan (e — )
O, d)da (e — 1) + duT (W) + 01>, )bty

60" (1, @)% da + 391" (1, 1) 8%, + 461" (1, &) dua
O (@0 Sa) (R)(S)(T) (U ).

Urstu =

+ + + +

A seguir, sao obtidas algumas derivadas mistas, que s@o necessarias para o

calculo de cumulantes conjuntos dos vetores de parametros 3 e v do modelo.

2 n
Uns = 00 i o~ ),
(B, )

U, =
T 86,07s07r

n

= Z[wl@’z) (b, G1) O (yr — )

=1

+ %(2’1)(#1, &) damu(yr — )] (r)i(S)i(T):,
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" aﬂraﬁsaVTaVU
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DY (60 doman (g — )
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A.2 Calculo dos Cumulantes

Calculando o valor esperado das derivadas acima, obtém-se os seguintes cu-

mulantes:

n

rs = = D[ (i, S)mA(r)i(s),

=1

n

Krst = — 2[2%3 0 (tur, pr)m3, + 3¢(2 0 (s or)mama| (1)1(8)i(t)1,

=1
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=1

n
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€
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A.3 Derivadas de Cumulantes

A seguir, sao apresentadas algumas derivadas de cumulantes com relagao aos

componentes dos vetores de parametros 3 e v do modelo.

n

kg = 10D (u, )68+ 200 (u, ¢ dudar) (R)(S)(T):,

=1

48



n

ks = 2[1/11(074)(%@)(%5%1+5¢§073)(Ml,¢z)¢§z¢2z

=1

+ 200 (g, 0065 + 20 (ua, 31 duda) (R(S)(T)(U)s,

Koor = Y [0 (o) oy + 60 (1, 1) %m

=1

+ 30 (0% + 30 (1, $1)dudar) (RN(S)(T)(U)s

/{%)T =0.

49



