VIRTUS IMPAVIDA
v vy

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Filipe Andrade da Costa

O Problema de Calderén

Recife

30/07/2012



VIRTUS IMPAVIDA
v vy

Filipe Andrade da Costa

O Problema de Calderén

Dissertacao apresentada ao Departamento de Matemdtica da
Universidade Federal de Pernambuco, como parte dos requisi-

tos para obtencao do titulo de Mestre em Matemdtica.

Orientador: Prof. Ramon Orestes Mendoza Ahumada

Recife

30/07/2012



Catalogacao na fonte
Bibliotecaria Jane Souto Maior, CRB4-571

Costa, Filipe Andrade da

O problema de Calderdn. / Filipe Andrade da Costa. -
Recife: O Autor, 2012.

iv, 27 folhas: fig.

Orientador: Ramon Orestes Mendoza Ahumada.
Dissertacdo (mestrado) - Universidade Federal de
Pernambuco. CCEN, Matematica, 2012.

Inclui bibliografia e apéndice.

1. Andlise (matematica). 2. Fisica matematica. |. Ahumada,
Ramoén Orestes Mendoza (orientador). Il. Titulo.

515 CDD (23. ed.) MEI2013 — 042




Dissertacdo submetida ao Corpo Docente do Programa de Pdés-graduagdo do
Departamento de Matematica da Universidade Federal de Pernambuco como parte dos
requisitos necessarios para a obten¢ao do Grau de Mestrado em Matematica.

Aprovado:

Ramoén Orestes Mendoza Ahumada, UFPE
Orientador

Miguel Fidencio Loayza Lozano, UFPE

Claudio Benedito Silva Furtado, UFPB

O PROBLEMA DE CALDERON
POR

Filipe Andrade da Costa

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
Cidade Universitaria — Tels. (081) 2126 - 8414 — Fax: (081) 2126 - 8410
RECIFE — BRASIL

Julho — 2012



Agradecimentos

e Agradeco primeiramente a Deus, que me deu forcas para seguir mesmo nos momen-

tos de dificuldade;
e A minha familia que me apoiou a cada momento;

e Ao meu orientador, Prof. Ramén Mendoza, que muito me ensinou e pacientemente

me orientou durante todo este periodo;

e Ao professor Mikko Salo, da Universidade de Helsinki, o qual ajudou a esclarecer

alguns ponto sobre o problema;

e Aos colegas e amigos do departamento de matematica (DMat-UFPE), os quais tor-
naram cada momento em algo tinico. Mas, um agradecimento especial para Felipe
Wergete, Luiz Silva, Katy Wellen, Itacira Ataide, Daniel Cassimiro, Fabio Lima,
Wanderson Aleksander que estiveram mais proximos durante todo esse periodo,

servindo de apoio e incentivo mesmo quando nao imaginavam fazé-lo;

e A todos aqueles que leram as primeiras versoes dessa dissertacao, os quais ajudaram

a moldé-la na sua atual forma.

e Aos meus amigos Fernando Vasconcelos e Isabela Farias pelos agradaveis momentos

e incentivo.

e A Mario que sempre esteve presente, ajudando e tranquilizando mesmo nos momen-

tos mais estressantes.

e Ao CNPQ), pelo auxilio financeiro.

il



Resumo

Na presente dissertacao, estaremos interessados em abordar algunas questoes relacio-

nadas a unicidade do problema de Calderoén.

Palavras-Chave: Problema inverso da condutividade, equacao de Schrédinger, solu-

¢oes Opticas geométricas complexas.
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Abstract

In this work, we study questions related to the uniqueness in the Calderén problem .

Key-Words: Conductivity inverse problem, Schrédinger equation, Complex geome-

trics optics solutions.
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Introducao

O problema inverso da condutividade, ou problema de Calderon, é um problema que
tem por tras de si uma aplicacdo ao mundo real, e é dai que surgiu a ideia para seu
estudo. Tal questao foi levantada pelo matematico argentino Alberto Pedro Calderén
(1920- 1998), o qual publicou seus primeiros resultados em 1980, pela Sociedade Brasileira

de Matematica , sob o titulo "On an inverse boundary value problem "([2]).

Figura 1: Alberto Pedro Calder6n

O estudo do problema vem crescendo desde entao, principalmente por suas aplicagoes
que vem desde a prospecgao de petroleo (onde se originou), e passa pela deteccio de
rachaduras e outros estragos em canos encobertos sem a necessidade de um metédo mais
agressivo, e chega até a utilizacao na medicina com o objetivo de monitoramento pulmonar

e deteccao de cancer de mama.

O problema consiste em saber se é possivel determinar a condutividade de um corpo
conhecendo a corrente em sua fronteira. Para esclarecermos melhor iniciemos com o

problema direto da condutividade.



Seja 2 C R™ um subconjunto aberto, limitado e com fronteira C*°. Ao aplicarmos
uma tensao f na fronteira (0€2), é induzida uma tensdo u no interior de 2 e tal tensao

por sua vez é solucao da seguinte equacao diferencial parcial:

Vvﬁu:() em {2
u=/f em Of),

(1)

onde v € C?(Q), é uma fungio positiva que ¢ a condutividade em 2. No nosso caso
temos f € H'/2(9)), com o problema assim posto sabemos que existe uma tinica solucao
u € H'(Q)) para o problema (1). Assim, podemos definir o mapa de Dirichlet-Neumann (

ou como utilizaremos a partir deste momento, o mapa DN), formalmente ' como:
ou
A f=7v—
v =7 o |69,

onde v é o vetor normal unitario exterior. E fracamente, o mapa DN pode ser definido

da seguinte forma:
(Ayf.g) = / YVu - Vode para toda g € HY?(9Q),
Q

onde u é solugao de (1) e v é qualquer fungao em H'(Q) satisfazendo v|sq = ¢. Fisicamente
o mapa DN corresponde a componente normal do campo elétrico gerado pelo poténcial u
na fronteira de ). Entao podemos formular mais precisamente o problema de Calderon

da seguinte forma:

Seja €2 C R", subconjunto aberto, limitado e com fronteira C*°. Se conhecermos A, f

para toda f € HY2(0Q) & possivel determinar a condutividade v em Q7

Nesta dissertagao nao iremos abordar o problema de encontrar a condutividade v, mas
sim o de mostrar sua unicidade para o caso em que a condutividade v seja positiva e C?,
este ponto serd abordado no capitulo 2, assim como a construcao de fungoes muito im-
portantes para a solucao do problema, que sao as solu¢oes Opticas geométricas complexas.
Esta dissertacao foi baseada nas notas da palestra [1| ministrada pelo professor Mikko

Salo.

INotemos que a restricio ndo é feita no sentido usual de funcio, pois neste caso estamos lidando com

classes de fungdes, em nosso caso L?(2)



Capitulo 1

Séries de Fourier e Espacos de Sobolev

Neste capitulo iremos definir e enunciar alguns fatos sobre séries de Fourier em L?(Q),

espacos de Sobolev e operador diferencial.

1.1 Séries de Fourier em L*(Q)

Podemos definir a série de Fourier para uma funcao integravel 27 periodica em R"

como a série:

5 ce™® x e R™

kezZm™

Estaremos interessados na utilizagdo de fungoes que estejam em L*(Q), onde Q é
o cubo [—m,7|" C R™, este espago munido da norma induzida pelo seguinte produto

hermitiano torna-se um espaco de Hilbert:

(f.g) = (2m)" /Q Jgde, onde f,g € L*(Q).

Denotemos por ¢2(Z™) o espaco das sequéncias complexas ¢ = (¢;)gez» munido com a
seguinte norma

1/2
lelle2zny = (Z |Ckz|2> -

kezn



Sendo (L?(Q), || - ||) um espaco separavel e sabendo que {¢**}.cz» é uma base orton-

romal completa, pode-se mostrar o seguinte teorema.

Teorema 1.1. i)Dado f € L*(Q) exziste a série de Fourier de f dada por:
f=>_ fk)et
kezn

A qual converge em L*(Q). Onde f(k;) = (2m) /2 [ f(z).ekadz.
ii) Verifica-se a igualdade de Plancherel || f||720) = > rer2(0) |F ()|

i) Reciprocamente, se ¢ = (c;) € (*(Z™) entao a série

E : Ckeik-x

kezn

define uma funcio f € L*(Q) satisfazendo f(k) = cy.

A demonstracao deste teorema segue direto do fato que a trasformada de Fourier é
um isomorfimos entre L?(Q) e ¢*(Z"), e além disso é uma transformacio unitaria, para

mais detalhes veja por exemplo [7].

1.2 Espacos de Sobolev

Os espacos de Sobolev formam uma estrutura de grande importancia na matematica
moderna, principalmente para o estudo das equacoes diferencias. Tais espagos ganharam
reconhecimento atraves dos estudos do matematico russo Sergei L’vovich Sobolev (6 de
outubro 1908 - 3 de janeiro 1989) o qual formalizou e demonstrou muitas propriedades

desses espacos.

Iniciaremos definindo os espacos de Sobolev para R", os quais podem ser caracterizados

atraves da transformada de Fourier da seguinte forma:

Defini¢ao 1.1. Seja s > 0. Definimos os espagos H*(R™) como sendo o espago das
fungoes ' p € L2(R™) tais que (1 + ||€]|2)¥/2f(€) € L2(R™).

!'Notamos que na realidade estamos lidando com classe de funcoes

4



Este espaco munido com o seguinte produto hermitiano torna-se um espaco de Hibert:

()= [ @+ el fon

onde A ¢ a medida de Lebesgue. Observamos que para s = 0 temos que H°(R") = L?(R"™).

Porém uma defini¢ao para o caso em que s < 0 também nos sera necessaria.

Figura 1.1: Sergei L’vovich Sobolev

Definic¢ao 1.2. Seja s < 0. Definimos H*(R™) como sendo [H—*(R™)]’, ou seja, o espago

dos funcionais lineares continuos de H—*(R").

Notamos que a definicao de f = [ f(z)e **dx ¢ valida apenas para f € L'(R"),
e para definirmos a transformada de Fourier em L?(R") utilizamos um subespaco que
é denso em L?, a saber o espago de Schwartz S(R"), formado pelas fungoes de répido
decrescimento. Pois para toda f € L?(R") existe ¢r € S(R") tal que oy LR f. Em
particular ¢ € L'(R") N L?(R") e neste espago temos definido @, e

|&x — @ilrz = |ox — @il = |or — @il 12

logo, ¢y & de Cauchy, e sendo L?(R") completo podemos entdo definir f(f) = lim ;. Para
um pouco mais de detalhes sobre a definicio de f, com f € L?*(R™) veja por exemplo [7],

[8] ou [10].

Exemplo 1.1. Para ilustrar a observagao feita anteriormente, seja Q =R, I; = [7,j+1)
com j > 0, e defina g : R — R, onde g(z) = 372, jﬁxj(x) , onde X; € a fungao

caracteristica do intervalo [j, 7 + 1].



Temos entio [ |g(x)|de =Y ]ﬁ que diverge, logo g € L*(R), por outro lado temos
[g(@)|?dz =Y ﬁ < 00, e assim temos g € L*(R).

Notemos agora que x; € L'(R) e assim sua transformada de Fourier existe e é dada

, 1 —iE( 1) _ —ig]
X;(€) = /Xjelg:”dx :/ e dy = & —
j —i€

para ¢ # 0, no caso em que ¢ = 0 temos x1,(§) = 1. Pela linearidade da tranformada

por:

de Fourier obtemos g(§) =>.j = Oooj%f(j.

Exemplo 1.2. Um outro exemplo importante € determinar para que valores de s, temos
que uma dada funcao se encontra em H*(R™). Tome f € L*(R") tal que f & L*(R™), logo
f & H*(R™) para s > 0. Entao nosso prézimo passo é procurar se existe s < 0 tal que
f € H*(R™), ou seja, se [ representa algum funcional linear continuo de H *(R") — C.
Mas para isso basta mostrarmos que o funcional f : S(R™) — C definido por < f, o >=

[ fedx é continuo na norma | - | g-sgn).
| <fie>| = | [ fede| < [1fl|lde = [(1+[EP) 211+ [~/ |¢lda
< [ ey (S L+ [ER 2 A+ [E2) 51622 = clplm-+@x)
Como S(R™) C H~*(R"), temos que (1 + |£|?)*/?¢p € L*(R"), logo para o funcional
ser continuo precisamos que a primeira integral da dltima desigualdade seja limitado, o

que acontece para s < —%3. E assim, podemos estender continuamente para um funcional

f:H7R") = C, ses < —%, ou seja, f € H(R").

Iremos agora enunciar alguns resultados sobre os espacos de Sobolev que nos serao

ateis:

1. Seu € H*(R") e s > 0, e se f € C*(R") onde k é um inteiro maior ou igual a s,
entdo fu e H°(R") e

1 full s ey < N fllonmy el s 0);

2. (Teorema do trago) Para todo s > 3 o mapa C5°(R"™!) — Cg°(R") o qual leva ¢

em |, ,,—o possui uma extensao para um mapa linear limitado ¢r : H5(R"*) —

S o .
H=5(R") , on seja [[#r(¢)] 5.3 ) < Cllel

Hs (RTH»I)

6



Um outro espaco de Sobolev que nos sera importante é H*(£2), onde Q é um aberto

limitado do R"™, o qual pode ser definido da seguinte forma:

Definicao 1.3. Seja s > 0 e 0 C R” aberto, limitado e com fronteira C*. Temos

H*(Q) ={u=v|q;v e H*(R")}, e

[l s () = m{[|v]| sy vl = ).

Definigao 1.4. Seja s < 0, Q2 como na defini¢ao anterior. Definimos H*(Q) = [Hy ()],

onde Hy*(2) € o completamento de C§°(2) em relagio a norma || - || g-+)-

Por fim, definimos os espacos de Sobolev sobre a fronteira de €. Mas antes fixemos

algumas notacgoes. Seja () o retangulo aberto
Q={yeR"0<y <li=12.,n—-1-1<y, <1},
e sejam Q7 e Q os abertos

Q+:Qm{yn>o}aQ7:Qﬂ{yn<O}a

e definimos ¥ = @ N {y, = 0}. Temos que 2 C R™ é um aberto com fronteira C* o que
é equivalente a dizer que 02 é uma variedade de dimensao n — 1. Como €2 é limitado,
temos que 02 é compacto e assim, podemos cobri-lo por uma quantidade finita de abertos

limitados e tomar o seguinte sistema de cartas locais {Uj, ¢;},j = 1,2...N, tal que

@; : Uj = @, € uma bijecao de classe C;
goj_l : Q — U é de classe '
p;(U;NQ) =Q%, ¢;(U;N0Q) =X

Comecemos definido o espago H*(0Q2) onde Q = R?, temos entdo 02 = {(2/,0);2" €
R"'}. Entdo para toda funcdo u definida em O iremos identifici-la com a funcao
' — u(2’,0) de R"!' — R. Assim obtemos C5°(9Q) = CP(R"™1) e L*(02) = L*(R" 1),
e neste caso, definimos H*(9€)) = H*(R""!). Para o caso em que 2 C R™ & um aberto
limitado com fronteira C'*°, consideramos um sistema de cartas locais para 0f2, ou seja,

{(U1,¢1), .-, (Un,on)}, e funcoes testes o1, ...,on no R” tais que

7



supp(oj) C Uj, j=1,...,N, Zjvzl oi(x) =1, x € 00

Temos que, definida uma funcao w em 02, podemos definir para todo j = 1,..., N as

seguintes funcoes

ow(p; ' (y,0)), sey € Qy=]0,1[*"

O}j =
0, sey € R — Q.

Temos entdo que, se w € C*(9N), entao w; € C(R™™!) para todo j = 1,..., N. Assim,
para s > 0 definimos H*(0$2) como sendo o espago vetorial das fun¢oes w definidas em 942,
tais que w; € H¥(R"!) para todo j = 1,..., N, e munido do seguinte produto hermitiano

N
(w, V)Hs(ag) = Z(wj, Vj)Hs(Rnfl)
j=1
para todo par w,v € H*(0N2). Para mais detalhes sobre espagos de Sobolev, veja por

exemplo [8].

1.3 Operadores diferenciais

Nessa secao iremos definir operadores diferencias e mostrar um resultado que nos
garante a existéncia de solucoes para certos tipos de operadores, no nosso caso operadores

elipticos de segunda ordem.

Definicao 1.5. Um operador diferencial de ordem m, é um operador P(D), sobre as

funcoes C*° 2m-periodicas, da sequinte forma:

Onde a, € C2(R™).

A parte principal do operador P(D) é

Pn(D) = ) a.D".



Dentre esses operadores um nos sera mais importante, que é o operador diferencial eliptico
de segunda ordem, o qual serd um operador com m = 2 e dizemos eliptico se possui
coeficientes reais e Py(k) # 0 para todo k € Z" — {0}. Para o caso de operadores
diferencias elipticos de segunda ordem temos o seguinte teorema cuja demonstracao nos

indica como obter solugoes de equacoes diferenciais parciais.

Teorema 1.2. Seja P(D) um operador diferencial eliptico de sequnda ordem com coefi-

cientes constantes, e assuma que u € L*(Q) € solugcdo da equagdo
P(D)u= f em (,
para algum f € L*(Q) . Entio v € H*(Q).
Demonstracao.Aplicando a transformada de Fourier em ambos os lados da igualdade

P(D)u = f, obtemos que P(k)a(k) = f(k). Como o dominio  ¢é limitado, entdo ser

eliptico é equivalente a existir constante ¢ > 0 tal que:

k
|Po(k)| = [k[*| Pa ()| = cl k.

14
Para k # 0 temos:
[P(k)| = |Pa(k) + 327, ask; + aol
> | Pa(k) = | 2251 ajkil — laol
> |By(k)| = Rl 25—y ] — laol
> |k — Clk|.
E para |k| suficientemente grande, |k| > 2¢ = ¢/, temos que |Py(k)| > Cl’;'Q. Logo,
obtemos: . .
. [f(B)] _ 1f(R)]
= <
) = 0 < G

Como f € (2(Z") temos que < k >2 4 € (2(Z"), onde < k >= (14 |k[?)!/2, e assim, temos
u € H*(Q)

Notamos que tal resultado também é valido no caso em que o operador P tem ordem

m, sendo que nesta situagao a solu¢ao u seria um elemento de H™(Q).



Capitulo 2

Unicidade do problema de Calderén

Nosso objetivo neste capitulo serd a demonstragao do seguinte teorema:

Teorema 2.1. (Sylvester-Uhlmann) Seja @ C R™ aberto limitado com fronteira C* |

onde n > 3. Seja 1, Yo fungdes positivas em C%(Q). Se A, = A, entao v = 2 em €L

No entanto tal resultado nao sera demonstrado diretamente, de fato iremos demonstrar
a unicidade do problema para o caso da equacao de Schrédinger e atréaves deste resultado
iremos obter a unicidade para o problema de Calderén. Focaremos na demonstragao do

seguinte resultado:

Teorema 2.2. Seja €2 um subconjunto do R™ limitado e com fronteira C°,onde n > 3.
Sejam qi1, q2 fungoes em L>®(QY) tais que os problemas —A+q; e — A+ qo sao bem postos.
Se Ny, = Ay, entao q1 = qo.

Para tanto iremos seguir os seguintes passos, inicialmente iremos relacionar a equagao
da condutividade com a equacao de Schrédinger. Em seguida mostramos que sob certas
hip6teses o mapa DN para a equagao de Schrodinger é linear e limitado, para em seguida
encontrar uma relagao entre os mapas DN de cada um dos problemas de Dirichlet.E assim
seremos capazes de mostrar que a veracidade do teorema 2.2 implica a veracidade de 2.1.
Depois nos focamos na demostracao do teorema 2.2 e para isso buscaremos inicialmente

uma solucao do problema de Dirichlet para a equacao de Schrodinger, sendo essas as

10



C.G.O, e por fim atraves dessas solucoes poderemos demonstrar o teorema 2.2.

2.1 Reducao para a equacao de Schrodinger

Nosso primeiro passo rumo a unicidade do problema de Calderén sera relacionar a
equacao da condutividade com a equacao de Schrodinger e o seguinte lema nos mostra

essa relacao:

Lema 2.1. Sey € C%*(Q) e u € H'(Q) entao

—VAV(y 2u) = 2 (A + q)u (2.1)
no sentido fraco, onde
A’yl/Q
4= ——r5
~1/2

Demonstracdo.Para o caso u € C%(Q), tal demonstracio pode ser feita diretamente,

como mostra o calculo abaixo.

—0;(v0; (v VPu)) = =0;(v"205u) + 0;(0;(v'/?)u)
= —71/28]2-@4 — 020 + Oy PO + 8]2(71/2)14.
Para estender nossa demonstracao para o caso em que u € H'(), notemos que existe

uma sequéncia u, € C5°(Q) C C2(Q) a qual converge para u € H'(Q), pois C5°(€2) é um

subconjunto denso em H*(€2). Pela definicio fraca de derivacio temos:
—/VW(’V‘mun)wZ +/V('y‘1/2un)'yvs0

= - / 7P, VAVp = — / 7 PuVaVp = — / VAV u)e.

Logo w, converge fracamente para u. Analogamente, obtemos o resultado desejado para

o lado direito da igualdade. [ |

Se ¢ € L>®(2) iremos considerar o seguinte problema de Dirichlet para a equagao de

Schrodinger:
(A +qQu=0 em Q

u=f em 0,

(2.2)

11



onde f € H'Y?(99). Diremos que u € H'(2) é uma solucio fraca de (2.2) se ulsq = f e

se para toda p € H}(Q) temos:

/Q(VUVQO + quy)dr = 0. (2.3)

Diremos que o problema (2.2) é bem posto se:

1. Existe solucdo fraca u € H'(Q) para todo valor de fronteira f € H'/2(99);
2. A solugao u € H'(Q) é tnica;

3. O operador solugao f — u é continuo de HY2(9)) — H'(Q).

Quando o problema for bem posto definimos o mapa DN formalmente por:

ou
. prl/2 —1/2 -
Ay s HY(00Q) = H'P00), f = 5|

E, de forma analoga ao da equacao da condutividade, definimos o mapa DN fracamente
por:

(At )o = / (Vu- Vo + quolde f,g € HY(09),
Q

onde u é solugdo de (2.2) e v é qualquer fungdao em H'(Q) tal que v|sn = g.

Lema 2.2. Se g € L*(Q) € tal que o problema (2.2) é bem posto, entao A, € um mapa
linear limitado de H'Y/?(0Q) — H~Y2(0R) que satisfaz:

(Aof,9)oa = (f, Ng)on

Demonstracao.A definicao fraca do mapa DN nos da:

(Ayf,9) = /(VUVU + quv)dz,

onde f,g € HY%(09), u é solucdo de (2.2) e v é qualquer funcdo em H'(Q) tal que

v]oq = g. Podemos entdo, fixado f € H'?(9N), definir o seguinte funcional:

Ty(g) = /(Vqu + quv)dz,

12



onde u, v sdo como acima. Observamos que dado v' € H'(Q) tal que v|gn = v'|sq temos
entdo v — v’ € Hy(f2), e sendo u solugdo fraca para (2.2), obtemos que Ty é bem definido.

Pelo teorema do traco, temos que para todo g € HY?(09) existe v, € H'(Q) tal que

Vylaa = g, logo:

IA

T5(9)| /Q (VN + quug)da| < (1 4+ [lq]| oo @) [ull @ vgll @)

< O f 120019l 2 o0

obtemos assim que o funcional 7 é continuo.

Notamos que Ty é continuo para toda f € HY/?(99), e assim o mapa A, : HY/2(0Q) —

H=Y2(09) que leva f + A,f é um mapa linear limitado.

Resta mostrar a seguinte igualdade (A,f, g) = (f, A,g), para isso notemos que:

(Aqfag): BQEU_/VU Vv 4+ vAu

(f,Aqg):/ u@:/Vv-Vu—l—uAv.
o0 OV Q

Subtraindo ambos, obtemos:

ou ov
R Av — vAw.
8QaV/U uay /S;u ’ o

Notando que sendo u e v solu¢oes para o problema de Schrodinger para os respectivos f, g
temos que vAu—vqu = 0 e uAv—uqu = 0, logo, subtraindo ambos, temos uAv—vAu = 0

e assim concluimos:

(Aqf7 ) fa qg /8 —U—U—ZO
|

No entanto existe o problema que (2.2) nem sempre é bem posto, tomando por exemplo
o caso (—A+q)u =0, em Q e u|gg = 0 onde ¢ = —X e A > 0 é um autovalor do laplaciano
em ). Mas quando tomamos um potencial ¢ que se origina de uma condutividade, temos

o seguinte lema:
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Lema 2.3. Se vy € C*(Q) e ¢ = A2 /42 entdo o problema de Dirichlet (2.2) é bem

posto e, além disso, temos que
Aof =720 (v 2 ) 4+ 5771 52 Floa.

Demonstracdo.Fixemos f € H'/?(0Q). Tomemos v € H'(Q) solucao de VyVv = 0
e v|gg = 7~Y2f. Pelo Lema 2.1 existe u = v/?v solucdo de (—A + q)u = 0 e ulpg = f
Logo, para toda f € H'/2(9), o problema (2.2) possui solu¢io. Suponhamos agora que
existam solugoes u e v’ de (2.2). Entao u — u’ é solugao de (2.2) para f = 0. Pelo Lema
2.1, existe y7¥/2(u — ') solucdo de (2.1) para f = 0, como v~ 2(u — ') € HL() o
Teorema 2.3.2 de [5]| (outra referéncia para este resultado é [11], no teorema 4.1) nos diz

que tal solucao é unica, mas uma vez que 0 também é solucao, temos que u = u’.

Como 7 € C%(€2), temos a seguinte estimativa:
lull @) < Cllvllaey < Clly ™2 fllanzea) < Cllfllavzen

Assim o problema (2.2) é bem posto quando o potencial ¢ se origina da condutividade.

Se u é solugao de (2.2), entdo v = 7124 é solucao da equacao da condutividade e:

v 1p0u 1 450y

-1/2 _

ulaq-

Como gu = A, f e ulspa = f obtemos, enfim, a igualdade desejada. [ |

Em posse desses resultados, podemos mostrar que o Teorema 2.2 implica o Teorema

2.1.

Sejam 71,72 € C?(Q) ambas positivas, e assumamos A, = A,. Se ¢; = A 1/2/ 1/2
entdo ¢; € L>(€) e pelo Lema 2.3 os problemas de Dirichlet (—A + ¢;) sao bem postos.
Do Teorema 6.6.1 de [5], temos que, se A, = A, entdo 13 = Y2 e %’71 ‘?j em 0f). Logo,

para qualquer f € HY?(0Q) temos:

_ _ 1 ,0m
Aq1f = N 1/2A71 (’71 1/2f) + 2'7 8i
—1/2 1 07

= 7 Av2(7_1/2f)+272 By 109 = = Ag, f.

14



Pelo teorema 2.2 obtemos ¢; = ¢ em 2. Logo:

Ay Ay

= em €.
1/2 1/2
’71/ 72/
1/2 1/2
Tomemos ¢ = % = % e consideremos a equagao
M Y2
(—A+qQu=0em (2.4)

/ /2

Observamos que tanto v,/> quanto 7,/> sdo solucdes de (2.4) e que 711/2|39 = 7;/2|3Q.

Como o potencial g deriva da condutividade, temos pelo Lema 2.3 que o problema é bem

posto. Logo, obtemos ;1 = 72 pela unicidade das solugoes.

2.2 Solucao Optica Geométrica Complexa

Como motiva¢ao para a construcao das solug¢oes Opticas geométricas complexas (ou
simplesmente C.G.O) tomaremos o caso mais simples, ou seja, quando o potencial ¢ é

nulo. Entao, estaremos interessados em buscar a solugao de
—Au = 0.

Notamos que, se a + ib = ¢ € C", & tal que ¢ - ¢ = 0, temos que u(z) = €* & solucio
para —Au = 0, pois,
D*u = (- (e =0.

Porém tal funcao nao é solugao para o caso em que o potencial ¢ nao é nulo, mas podemos
encontrar solugoes que se comportam de forma muito parecida quando || — oo, e essas

solucoes sao denotadas C.G.O, e possuem a seguinte forma:
u(z) = (14 r(z)), (2.5)
onde r(z) é um termo de correcao.
Notamos que (2.5) é uma soluc¢ao de (—A + g)u = 0 se, e somente se,
e T (A + q)e“T(1+7) =0. (2.6)
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Entao a equagao (2.6) pode ser reescrita da seguinte forma:
(D*4+2.(-D+q)r = —q. (2.7)

Encontrar uma solugao para (2.7) é um passo importante para a construcao das solugoes

C.G.O.

2.2.1 Estimativa Basica

Estaremos interessados em encontrar algumas estimativas para a equagao (2.7). No

entanto, estaremos inicialmente interessados no caso em que o potencial ¢ é nulo.

Teorema 2.3. Existe uma constante Cy dependendo apenas de ) e n, tal que para qual-

quer ¢ € C" satisfazendo - ( =0 e |¢| > 1 e para toda f € L*(), a equacio
(D*+2¢-D)r = f em Q (2.8)

possui solugdo r € HY(Q) satisfazendo

Co
7] 220) < m||f||L2(Q)

V7|2 < Coll fllz2 @)

Demonstragao.Inicialmente escrevamos ( = s(a + i), com o L [ e unitérios e
I<]

s = 5. Podemos assumir que o = ¢, e £ = es. Entao, nossa equacao se reduz a:
(D? 4 2s(Dy +iDy))r = f. (2.9)
Por simplicidade, tomamos 2 C @ = [—m,7|" e definiremos f = 0 em @ — Q. Desta

forma, temos f € L2(Q). Seja {wy,}rezn, wp = ¢'*T29)7 ¢ | € Z". Tomando

(u,v) = (27r)"/Quﬁdac u,v € L*(Q),

Sabendo que {e;} é uma base ortornomal completa para L?(Q) e é facil verificar que o

mesmo é valido para o conjunto {wy}.
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Como L*(Q) é um espago de Hilbert separavel e w; ¢ um subconjunto ortonormal de

L*(Q), podemos escrever [ = > kezn frwy, onde fi = (f,wi) e Hf”%z(Q) =D hezr | fxl?.

Buscamos escrever r também como uma série, ou seja, da forma r =, .. rrwy.
Usando que Dwy, = (k + 3e2)wy e aplicando isto na equagio (2.9), obtemos:
PrTr = fka ke Zn?
onde
1 , 1
Pr = (l{i + 562) + 28(k‘1 + Z(l{ig + 5))

Podemos entao definir
_Jr
Pk

T = E TLWy

kezn

Tk

Tal r existe, pois como veremos a seguir a série converge em L*((QQ), entdo existe uma
fungao r que é o limite desta série. Reparemos que I'm(py) = 2s(ka 4+ 1/2) # 0, para todo
k € Z™. Logo:

| fl < | f| < |fel  |Cofl em O

Al il _
= o S et 2= s~ [

Temos entao

) 1/2 cl ,
7@y = (3 Irf*)"* < (Z EZJ\%' ) B W
k

k

Falta agora mostrar que Dr € L*(Q)) e com isso estaremos mostrando a segunda estima-

tiva. Observamos que:

1
Dr = Z(k‘ + Eez)rkwk.

Temos entao que

1
k+ —ey)ri| <
|( 9 2) k| |pk|

Observamos que

1 1 1
|[Re(pr)] = [(k + Se2) + 2sk1| > |(k + e2)?| = [25(k + Se2)l-
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No caso em que |k + 3es| > 4s temos |Re(pg)| > 3|(k + 3€2)|*. Logo

1 [fullk + geal _ |fillk + gea
|(k + Se)ra| < A= < Ty <1 |fk|1 < it < A4 fil-
2 |R€<pk)| §|k’+§€2| §|]€+§62| 2s
Para o caso em que |k + %62’ < 4s, note que
1 |(k + el fil _ 4s
[(k + Sea)rel < 2 < B gy
S S
Assim obtemos || Dr12q) < 4||f|lr2(q)- Desta forma r € H'(Q). |

2.2.2 Estimativas com potencial

Agora estaremos interessados em encontrar solu¢oes para (2.7) no caso em que o
potencial ¢ é nao nulo, comegaremos definindo a seguinte notagao:
Seja ¢ € C", tal que (- ¢ = 0 e || é suficientemente grande. Definiremos o operador
solugao G¢ onde:
Ge: L*(Q) — HY(Q) fr
Onde r & solucao de (D? +2( - D)r = f em Q como provado no Teorema 2.3, 0 mesmo

teorema no diz que o operador solugao é continuo.

Teorema 2.4. Seja q € L>®. Existe constante Cy dependendo apenas de ) e n tal que
para qualquer vetor ¢ € C" satisfazendo ¢ - ¢ = 0 e [¢| > max{2Cy||q||1=@), 1} e para
toda f € L*(Q) a equagado

(D*+2(-D+q)r=femQ (2.10)
possui solu¢do r € HY(Q) satisfazendo

Co
171|220y < meHLZ(Q)

V7|2 < Coll fllz2e

Demonstragao.Como vimos anteriormente, temos que no caso em que o potencial é
nulo obtemos uma solucao da forma G¢f = r, para o caso em que o potencial q é nao

nulo, iremos buscar uma solucao da forma:
Gef=r (2.11)

18



Onde f € L*(Q) é uma funcio que iremos determinar. Aplicando-se (2.11) em (2.10)

obtemos
(D*+¢ D+ q)Gef = (D*+ (- D)Gef +qGef = (I+qGo)f = f em Q.

Obteremos agora uma estimativa para o operador ¢G:

Coll fll 2
laGfll2) = llarllz2) < llgllze@ T2 < ||Q||L°°(Q)T-

Como |¢| > maz{2Cy||q|| =, 1} obtemos

N | —

19G ¢l L2()—r20) <

Disso segue que (I — (—q)G¢) é um operador invertivel em L*(Q)(proposi¢ao 4.4.1 [5]),
logo:
(I+qG)f === +4G)7'f

Temos entao que (2.11) é solucao de (2.10) , pois
(D* =20.D +q)r = [ = (I +4G)f = (I + G +aGo) ™' f = f.

Ou seja, r é realmente uma solucao de (2.10). E além disso temos || f]| < 2||f|| e com isso

obtemos as estimativas desejadas para ||7||z2) € || V7| 2. |

2.2.3 Construcao das solucoes CGO

Agora iremos construir uma solugao CGO mais geral.

Teorema 2.5. Seja g € L>®(Q)). Existe uma constante Cy que depende apenas de §) e n
tal que para qualquer ¢ € C" satisfazendo ¢ - ¢ = 0 e |¢| > max{2Co||q||z=), 1} e para
qualquer funcdao a € H*(QY) satisfazendo ¢ -Va =0 em Q a equacio (—A+q)u =0 em Q
possut uma Solu¢ao

w=e“"(a+r). (2.12)
Onde r € H'(Q) satisfaz

C
7] z20) < =

~ <]
V7|2 < Coll (A + q)all 2o

[(—=A + q)al| 2o
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Demonstrag¢do.Temos que (2.12) é solugao de (—A + ¢)u = 0 se, e somente se,

satisfaz:

e T (—A+ q)e“T(a+71)=0 (2.13)
A equacao (2.13) pode ser reescrita como:
(D*+2¢-D+q)r = —(D*a+2( - Da+ qa) = —(D* + q)a.

Observamos que D?*a € H(Q) = L?(Q) e ga € L*(Q2), logo (D*+q)a € L*(Q) dessa forma
podemos utilizar o Teorema 2.4 que nos garante a existéncia de uma solucao r € H(),

onde f = —(D?+ q)a , obtendo assim r satisfazendo as estimativas desejadas. [ |

2.3 Demonstracao da unicidade

Ja foi mostrado anteriormente que a unicidade do problema para a equacao de Schro-
dinger implica a unicidade do problema inverso da condutividade, nesta presente secao
iremos mostrar a unicidade para a equacao de Schrodinger, o teorema foi demonstrado

por Gunther Uhlmann e John Sylvester.

Comecaremos inicialmente demonstrando um lema que relaciona a diferenca Ay, — A,

com a diferenca dos respectivos potenciais.

Lema 2.4. Sejam q1, g2 fungoes em L*>®(QQ) tais que o problema de Dirichlet —A + ¢, e
—A + gy sido ambos bem postos em ). Entio para qualquer fi, f» € HY2(0) temos

(Ao = A1 ) = [ (@1 = @)uriada, (2.14)

Onde u; € H'(Q) € solugio de (—A+g;)u; =0 em Q com valores de fronteira ujlaq = f;,
j=1,2.

Demonstragao.Pela definicao fraca do mapa DN, temos:

<Ay f1, fo >= /(VU1VU2 + qruqug)de.
Q
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Onde u; é solugao de (2.2) e u;|an = f;.

Temos também que o mapa DN é auto-adjunto, logo:

<ALI2fla f2> = <f17Aq2f2> — /Q(VUQVUq + QQU2U1)CZZE.

Subtraindo ambos obtemos a igualdade desejada. [ |

Em posse dessas informacoes poderemos demonstrar o Teorema 2.2.

Demonstragdo.Seja Ay, = A, temos pelo Lema 2.4 que

/Q((CII — @)uguz)dz =0 (2.15)

Onde u; € H'(2) é solugao de (—A+¢;)u; = 0. Para mostrar que ¢; = ¢o iremos mostrar

que o produto uyuy das solucoes é denso em L'(12).

Comecemos fixando & € R™. Agora escolheremos solugoes tais que o produto ujusy seja
proximo de €%, o qual forma um conjunto denso em L'(£2). Tomemos os vetores unitarios
wi,wy € R tais que {wy,ws, } forme um conjunto ortogonal. Seja ¢ = s(w; + iws) tal
que ¢ -¢ = 0. Pelo Teorema 2.5 temos que para s suficientemente grande existem solugoes
U1, us da seguinte forma:

up = (% 4 rp);
Uy = e (1 4 1y).

Onde ||r;]|z2 < C/s. Substituindo-as em (2.15) obtemos:

/(Ch — )" +r)(1 +ry)dx = 0.

Onde os unicos termos que dependem de s sao r; e ry, sendo ambos limitados por C'/s.

Logo fazendo s — oo temos:
/(q1 — o) dx = 0.
Onde tal igualdade é vélida para todo & € R". Logo existe ¢ € L'(R") tal que ¢; — ¢ = G

em 2 e se anulando fora de €2, obtendo assim

/ G tdr =0

E esta igualdade nos mostra que a tranformada de Fourier de ¢ se anula para todo £ € R"”

o que implica ¢ nula, logo q; = @o. [ |
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Apéndice A
Calculo do mapa DN no disco unitario

Neste apéndice estaremos interessado no calculo do mapa de Dirichlet-Neumann no

disco unitario para a seguinte condutividade:

]- + Av |IE| S To
V(z) = ,
1, To S |.Z‘| S 1

onde A é uma constante positiva e 0 < ro < 1. Seja u € H'(D) solucao do problema
VAVu = 0 no disco. Entao pela definicao de solucao fraca, temos que para qualquer
p € Hy(D):

(1+A) / VuVodr + / VuVedr =0 (A.1)

lz|<ro

ro<|z|<1
Integrando por parte o primeiro termo de (A.1) temos:
(1+ A) fmgm VuVedr = (1+ A) fmgm >y Oudip
= (L S @uselon, — (0 A) f (V- Vujpda
= 14+ A4)(Vu- y@)]aDTO -1+ A4) f\wlﬁro (V- Vu)pdz,

como u é solugao de (1) temos que o segundo termo é nulo.

/ VuVpdz :/ Zajuaj@
ro<|z|<1 ro<|z|<1

= (Vuvyplap,, + Vuvplap) — / V - Vupdz,

ro<|z|<1
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como ¢ € H}(D) temos que o segundo termo da tltima igualdade é nulo, e como u é
solugdo de (1) temos que o ultimo termo também é nulo, assim da defini¢ao de solugao

fraca obtemos a seguinte condicao de transmissao:
(1+ A)(Oyu)- — (Oyu)y =0, (A.2)

onde denotamos por (J,u)y a derivada normal de u em 0D,,. Mais precisamente, se

Dp = {|z| < R} para R >0, e u_ :=u|p,, e uy := UlD—Eov definimos

x
—, v € 0D,

(Oyu)+(x) := Vuy - ™

Dessa forma obtemos o seguinte resultado:

Proposicao A.l. Seja v € H' (D). Se u é uma solucio fraca de VyVu em D se e

somente se u satisfaz Au=0 em D — dD,, junto com a condi¢ao de transmisao (A.2)

Desejamos computar A, f para um dado f € HY?(0D). Desde que v = 1 em 9D, nos
temos que A, f = 2%|yp onde u € H'(D) é solugio de VAVu = 0 em D com ulop = f.
Buscamos escrever u apenas em funcao de f, e é este nosso objetivo a partir deste ponto,

e isto pode ser feito utilizando a condicao de transmissao.

Escrevamos h := u|gp,,- Entao u_ é a fungao harmonica em D,, com u_|sp,, = h,
e uy € a fungdo harmonica em D — Dy, com uy|op = f e uy|op,, = h. Essas fungoes

harmonicas sao determinadas explicitamente pelas séries de Fourier de f e h.

Proposicdo A.2. Se f € HY/2(OD) e h € H'*(0D,,) tem séries de Fourier

f(ew) = e oo fre®?, h('f’oeie) = oo hie™®?,

entdo a fungio u, € H'(D — D,,) € dada por

U+(T€i9) = Zk, Up\T
w(r) = b |({ "“' - "“'] fk+[r|’“|—r|’“]hk).

A fungao u_ € H(D,,) € dada por

% |
u_(re?) = Z (r%) hy.e*.
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Para a demonstracao desse fato, temos que escrever A em coordenadas polares e
consideramos a equacao Au, = 0, onde uy é escrito em termos dos coeficientes uy(r), que

sao solugoes da seguinte equacao diferencial ordinéria:

" 1 !/ kQ
uy(r) + —uy(r) — —ux(r) = 0,para ro <r < 1. (A.3)

r r
As condigoes de fronteira implicam ug(r9) = hg e ug(l) = fr. A solugao desta equagao
pode ser encontrada por exemplo em [9] ( capitulo 6.3 pagina 165), e assim encontramos
os valores de u(r) desejados. A prova para u_ é obtida de forma similar, veja por exemplo

em [9] (capitulo 6.3, pagina 159).

Para encontrarmos a solugao de V-yVu = 0 em D com u|gp = f, precisamos encontrar

h tal que (A.3) seja satisfeito. Mas as formulas de u_ e uy implicam que:

(Qu). = ag_; N L]:Jh ¢kt
(Bu)y = g Zk,_ww@ﬁc (rg ™+ 751 ) ™.

T0

Entao pela condigao de transmissao (A.2) temos:

k] 1+ g [k 2ry
Ay e 1 aahe=0

Atraves de simples calculos obtemos que:

27““9‘

24 A(L— 2

Jr-

Assim escrevemos h = U’E)DTO em termos de f, e entao a formula da proposicao A.2
determina v explicitamente em funcao dos coeficiente de Fourier de f. Dessa forma

podemos computar o valor do mapa DN como segue:
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AL f

Ouy - | k1K 0
— |r=1 = _ - LI, —2lklh i
or [r=1 Z po B JH [(rok T o fi = 2[k[hy| e

k=—o00 '0
N — 1 1 2 ko
N — 1 1 2 22 IF] ,
|k" + fk_ — 0 fk esz

Z, [\ 21— g ro M=) ) 24 A - M)

L 4ry" X oy ALy

Z | |2k| 1 +r(2)|k\ . T 2|k\ fkelke Z k] + A( +r2k|)fk61k0-
P e 24+ A1 —r5") e 24+ A(1 )
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