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Resumo

Nesta dissertacao, faremos uma construcao geométrica de solugoes de alguns pro-
blemas enumerativos, utilizando como base a teoria da deformacao e alguns resultados
conhecidos da geometria enumerativa para P2. Com tais ferramentas, calcularemos

certos niimeros caracteristicos para retas, conicas, ciibicas reversas e elipticas em P3.

Palavras-Chave: Numeros caracteristicos, Teoria da deformacao, Geometria enu-

merativa.
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Abstract

In this work we construct a geometrical solutions of some enumerative problems,
using as base the deformation theory and some known results from enumerative geo-
metry for P2. With such tools, we calculate the characteristic numbers of straights,

conicals, twisted and elliptic cubics in IP3.

Key-Words: Characteristic numbers, Deformation theory, Enumerative geometry.
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Introducao

A geometria enumerativa vem sendo estudada ha muito tempo e por muitos. Pro-
blemas como "quantas curvas de certo tipo satisfazem determinadas condi¢oes"foram
dissecados durante anos, resultando em diversas contribuicoes para a area, das quais
entre as mais conhecidas temos a aplicacao da formula de Bott, por S. A. Stromme e

G. Ellingsrud, e os resultados de Kontsevich para enumeracao de curvas racionais.

Recentemente, Ravi Vakil [V] utilizou de stacks e mapas estaveis para calcular
os numeros caracteristicos de certas curvas de género 0 e 1 no espago. O método
utilizado por ele fazia uso de ferramentas um pouco sofisticadas e que exigiam uma
certa maturidade na geometria algébrica, mas cuja ideia geométrica se mostrava de uma
interpretagdo mais simples. Pensando nessa interpreta¢ao, Dan Avritzer [A| decidiu
mostrar que era possivel fazer esses calculos através de argumentos geométricos que
nao exigiam o mesmo grau de maturidade que o método apresentado por Vakil. Tal
método consistia em calcular o niimero de determinadas curvas incidentes & um certo
nimero de retas em P? em posicdo geral, através da degeneracio das mesmas & um
plano fixado H, permitindo assim subdividir o problema em casos de acordo com as

formas da curva.

Seguindo essa ideia, no capitulo 1 faremos uma pequena apresentacao dos conceitos
utilizados durante o trabalho, passando por alguns resultados conhecidos da geometria
enumerativa de curvas em P2 Feito isso, no capitulo 2, falaremos sobre a dimensao
do espaco de parametros das curvas de nosso interesse: conicas, cubicas elipticas e
reversas. Com todas ferramentas expostas e com a base apresentada, nos capitulos
seguintes, daremos inicio a construcao geométrica das solugoes de alguns problemas

da geometria enumerativa. Problemas como: "Quantas conicas incidem a 8 retas em



P? em posicdo geral?", serdo respondidos. Em procedimento similar ao feito por Dan
em [A], determinaremos alguns nimeros caracteristicos de algumas curvas de género

0, conicas [Cap.4| e cubicas reversas [Cap.6|, e ctbicas elipticas [Cap.5].



Capitulo 1

Conceltos

Este capitulo tem como objetivo apresentar de forma rapida alguns conceitos que
serao utilizados no decorrer do trabalho. No geral, sao resultados bésicos que podem

ser encontrados em qualquer livro de geometria algébrica (recomendo [H| e [Va3|).

1.1 Curvas Algébricas

1.1.1 Caso Afim

Definigao 1.1.1. Se f é um polinémio nao constante em C[X, Y], entdo o conjunto

dos zeros de f, denotado V(f), é denominado uma curva algébrica afim.

Exemplo 1.1.2. A ciibica nao singular definida pelos zeros de f(X,Y) = Y?— X3 - X,

é uma curva afim.



O grau de uma curva algébrica afim V(f), se f é livre de quadrados, é o grau de

f. Denotado por Of.

Teorema 1.1.3 (Teorema de Bézout - Versao afim). Dadas duas curvas algébricas
afins, F' e G, estas se intersectam em no mdximo OF - OG pontos, contados com mul-

tiplicidade.

Seja f(x,y) uma curva afim de grau d, podemos escrever f como

f=fa+ faer..+ f1 + fo,

onde cada f; tem grau ¢. Podemos entao associar & f um polinémio homogéneo de

grau d, dado por
d

ey, 2) =2

=0

A esse processo damos o nome de homogeneizagao.

Agora, dado
9" (2,y,2)

um polindémio homogéneo de grau d, podemos tomar a intersecao com o plano z = 1,

obtendo a curva afim g(z,y). Esse processo é chamado de desomogeneizagao.

1.1.2 Caso Projetivo

Definigao 1.1.4. Seja V um espago vetorial (n + 1)-dimensional. O conjunto dos
subespagos de V', de dimensao 1, ¢ denominado o espago projetivo P(V). Aqui

vamos trabalhar com P" = P(C"*1).

Exemplo 1.1.5. O conjunto das retas no espago que passam pela origem é denominado

plano projetivo, denotado P2

Agora, sejam V um espaco vetorial n-dimensional sobre o corpo K e V seu dual.

Tomemos f € V, f # 0, sendo assim temos definido um mapa sobrejetivo

f: VoK



/
e

z=1

onde dim kerf = dim V' —dim K = dim V' —1. Note que para todo o # 0, dim keraf =
dim kerf, entdo [f] € P(V), correspondendo assim a um subespaco linear de P(V).
Sabemos que um hiperplano define um subespaco U C V de dimensao dimV — 1,

podemos pensar entao na aplicacao quociente
7.V —=V/U.

Se r € V/U é um vetor nao nulo, entao existe um mapa linear f : V — K tal que
7(v) = f(v)r, sendo assim U = ker f. Se pegarmos um r diferente mudamos de f para
af, entao o hiperplano P(U) naturalmente define um ponto [f] € P(V'). Sendo assim,

temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.1.6. O espaco projetivo dual IP)(V) estd em correspondéncia biunivoca

com. 0s hiperplanos em P(V).

Definicao 1.1.7. O conjunto dos zeros de um polindmio homogéneo e nao constante

em P? ¢ denominado uma curva projetiva plana.

Teorema 1.1.8 (Teorema de Bézout - Versao projetiva). Dadas duas curvas projetivas

planas, F e G, estas se intersectam em OF - OG pontos, contados com multiplicidade.

Definigao 1.1.9. Seja V um espaco vetorial n-dimensional sobre C. Para cada 0 <

r < n, o conjunto
G(r,V)={U C V/U é um subespaco r-dimensional de V}

¢ denominado uma r-grassmanniana.



Dessa forma, sendo V' um espago n-dimensional, temos que a grassmanniana G(n —

1,V) = P(V).

No caso especifico, em que r = 2 e V = C?, temos que o conjunto G(2,C*) seré
composto pelos planos passando pela origem, de C*. Logo, podemos observar que ele

parametriza as retas (planos de C?) de P.

1.2 Coénicas em P?

Pela definicao de curva projetiva temos que as conicas em P? sao dadas pelos zeros

de polinémios da forma:
F(X, YV, Z) = CL()X2 -+ CL1XY + GQXZ + (13Y2 + a4YZ + CL5ZZ,

e podem ser associadas ao ponto P = (ag : ay : as : az : ay : as) de P°, que dizemos ser

o espaco de parametros das conicas no plano projetivo.

Sendo assim, dado um ponto (zg : x1 : x3) € P2, as conicas que passam por este,

ou seja, cujas as equagoes satisfazem:
agTE + a1wor + asToTs + azrt + ayri1Ts + asrs = 0,

definem um hiperplano em P°.

De maneira geral, seja F = C3, podemos pensar nas conicas em P? como a projeti-

vizagao de SoF, P° = P(So.F).

Proposicao 1.2.1. Dados cinco pontos em posicao geral no plano, existe uma unica

conica lisa passando por eles.

Demonstracao. Como vimos, passar por um determinado ponto define um hiper-
plano em P°. Sendo assim, temos cinco hiperplanos em P5, cuja intersecao serd um
tnico ponto, que por sua vez define uma tnica conica no plano. Note que a conica é

lisa pela condicao dos pontos estarem em posigao geral. [ |



1.3 Cubicas em P?

Assim como associamos as conicas em P? a pontos de P, podemos associar as
ciibicas em P? a pontos de PY. Um ciibica em P? é representada, de forma geral, como

os zeros dos polindmios da forma

F(X,Y,Z) = aoX?+ a1 X?Y + axX?Z + a3 XY? + ay X Z*
—|—CL5Y3 + a6Y2Z + a7YZ2 + (1823 + CI,gXYZ
temos entdo que cada ciibica esta associada a um ponto P = (ag : ay : ... : ag) de P?.

Analogamente ao caso de conicas, dado F = C3, podemos pensar nas ctibicas em

P? como a projetivizagio de Sz F, P? = P(S3.F).

Proposicao 1.3.1. Ezistem 12 cubicas planas singulares passando por 8 pontos em

posi¢ao geral.

Demonstragao. Esse resultado pode ser obtido diretamente da aplicagao da for-

mula de Kontsevich para curvas racionais, dada por:
3d—4

Nt > ANy, Nay-dadpg = Y ANy, -dpNy,-dadp.
datdg=d \ 3da —1 dyrdn=d \ 3da—2

3d—4

Dada uma curva racional de grau d, tal formula nos permite calcular o nimero de

curvas de tal tipo passando por 3d — 1 pontos. Veja [C] para mais detalhes.

Proposicao 1.3.2. Ezxiste uma tunica cibica passando por nove pontos em posi¢ao

geral.

Demonstra¢do. Sejam P, = (X;,Y;,Z;), com 1 < i < 9, os nove pontos em
P2. Temos que a condicdo de passar pelos noves pontos nos fornece um sistema de 9

equacoes lineares homogéneas:
a0X§+a1Xi25/¢+a2XiQZi+a3XiY;2+a4Xz‘ZZ-2+G5Y;3+GGY;QZZ'+CL7Y;Z,-2+CL8Z§+CL9X¢Y2Zu

com dez incognitas ay, ..., ag. Como o nimero de incognitas é maior que o nimero de

equacoes, existe pelo menos uma solugao nao trivial.
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Agora, suponha C; : f1(X,Y,Z) e Cy : fo(X,Y,Z) duas ctibicas em P? passando
pelos 9 pontos. Temos entao, que os coeficiente de f; e fo sao solucoes para o nosso

sistema. Sendo assim, como as solucoes do sistemas sao multiplas de uma outra, temos

que f; = kfs. Logo, C7 = Cs. [ |

1.4 Variedades Algébricas

1.4.1 Caso Afim

Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Definimos o espago
afim n-dimensional como sendo o conjunto A% = {(z1, ..., z,)/z; € K},
Se X C A% étal que X =V (I) = {(z1,...,2,) € A%/ f(x1,...,2,) = 0,Vf € I}, onde

I C K[X;,...,X,], entdo ele é dito uma variedade afim.

Exemplo 1.4.1. Seja Y C A3 com Y = {(¢,t%,t3)/t € k}. Y define uma variedade

afim, denominada ciibicas reversas.

Definigao 1.4.2. Seja X um espaco topologico e X = {U C X/U aberto de X}. Um
pré-feixe de conjuntos ¢ uma familia {F(U)}yecx de conjuntos indexada por elementos

de U e tal que para cada par de abertos encaixados U 2 V é dada uma aplicacao
o F(U) — F(V)
satisfazendo:
1. pY =1Id
2. Dadas as inclusoes U 2O V' O W, temos que
Pl = P © Y-
Os elementos de F(U) sao denominados se¢oes.

Definicao 1.4.3. O pré-feixe F é dito um feixe se satisfaz as seguintes condigoes:



1. Dada uma cobertura aberta {U;} de U, aberto de X, se para se¢Oes iguais na
intersecao de abertos existe uma secao global que restringe a elas, ou seja, se

filv= fu luye, com f; € Uy, entdo existe f € U, tal que f |y,= f;.

2. Dada uma cobertura aberta {U;} de U, aberto de X, se f ¢ uma se¢ao em U tal

que f |y,= 0, entao f é nulo.

Exemplo 1.4.4. Seja X = {a,b} um espago topologico com a topologia discreta.
Temos que os abertos de X sdo os elementos do conjunto U = {0, {a}, {b}, X }.

Definamos:

Queremos mostrar que F é um pré-feixe. Para tanto, dada a inclusao {a} C X, temos

que

Py FX) = F({a})
XxX = X

onde pﬁ} representa a primeira projecao. De maneira analoga, temos definida pf‘l;},

como a segunda projecgao, para a inclusao {b} C X. Logo F é um pré-feixe.

Agora, sejam f € F({a}) e g € F({b}). Temos que f,g € {a,b}, entao podemos
definir h € F(X) tal que h = (f,g), pgg}(h) =fe pﬁ}(h) = ¢. Logo F é um feixe.

1.4.2 Caso Projetivo

Seja X C P" um subconjunto fechado, tal que X = V(I), onde I é um ideal
homogeéneo de C[Xy,...X,,]. Entdo X é dito uma variedade projetiva. Por sua vez,

um aberto U C X ¢é dito uma variedade quase-projetiva.

Exemplo 1.4.5. Pensemos no caso projetivo das cubicas reversas. Considere



p: P! — P3

(rg : 1) > (x:axdry ixex?23) = (XY, Z, W)
tomemos a matriz A determinada pelas formas lineares X,Y, Z, W € C[X,Y, Z, W] :

XY Z
Y Z W

Os determinantes das menores 2 x 2 de A nos fornecem trés polinémios homogéneos
F = XZ-Y%

F = XW-YZ;
F = YW- 22

Olhando para o ideal homogéneo gerado por eles I =< Fy, Fy, F5 >, temos que V(I) é

uma variedade projetiva.

Proposicao 1.4.6. Toda variedade projetiva € localmente afim.

Demonstragao. Seja X C P" uma variedade projetiva. Considere os conjuntos

abertos em X dados por

Ui=X\V(x;),0<i<n.

Se X = V(P), onde P C Clxo, ..., z,) é um ideal homogéneo em relagdo a xp, entao

definamos Yy = V(doP) C C" a desomogeneizagao do ideal P em relagao a . Entdo,

para o aberto Uy = {(ag : a1 : ... : a,) € X/ag # 0} C P™, podemos definir o mapa
%o : Yo — Uo
(aq ap,) — (l:ay an)

claramente uma bijecao, com inversa

- ai aj
Yo 1(a0,a1, ey Gp) = (a_o’ - a)

De maneira analoga podemos definir Y; C C™ afim e identificar com U;,1 < j < n.

Sendo assim, temos
n n
X\(V(z) =JU.
i=0 i=0
Desde que X é coberto por esses conjuntos abertos, temos que X é localmente afim.

10



1.5 Fibrados

Definicao 1.5.1. Seja X uma variedade. Um fibrado vetorial de posto n sobre X,

é dado por uma variedade Y e um morfismo ¢ : Y — X, satisfazendo:

1. Existe uma cobertura aberta {U;};c; de X, tal que para cada i temos ¢; isomor-
fismo.

Y U, = (,Dil(Ul) L) U; x C".

2. O isomorfismo ¢; : Y|y, = ¢ 1(U;) — U; x C" deve ser tal que o diagrama abaixo

seja comutativo

Y U; —— U; x (O
el O L pr1
U, 1d U;

ou seja, se pry é a primeira projecao de U; x C™ em Uj;, temos pry o ¢); = g0|in.

Mais ainda, se a intersecao U;; = U; N U; é nao vazia, temos dois isomorfismos
n

\ wio¢;1
V;

(Ul N Uj) x C"

e (Uy) =Y

UiﬂUj

onde temos

wiowj_lz UinCn — UinCn
(z,0) = (z,9(x)v)
ou seja, as 1;; sao lineares para cada x fixado. Cada 1; é denominada uma

trivializacao local, ja as composi¢oes 1;; sao denominas funcoes de transicao,

enquanto o morfismo ¢ : Y — X é chamado de morfismo estrutural.

Agora, para cada fibrado vetorial ¢ : Y — X, temos como associa-los a um fibrado

projetivo A : P(Y) — P(X), com



Exemplo 1.5.2. Fibrado tautolégico - Seja P! = P(C?), temos que o fibrado em

retas tautologico é dado por

O(-1) = {(z,v) € P x C*/v € z}.

A sequencia de conceitos aqui enunciados serao uteis na tentativa de descrever
"espagos"que parametrizem algebricamente determinadas configuragdes (pontos, cur-
vas,...) que queremos estudar. No proximo capitulo nos focaremos em um importante

dado para o que pretendemos fazer: a dimensao desses determinados "espacos".
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Capitulo 2

Espacos de Parametros

2.1 Conicas em P?

Nosso objetivo é produzir uma variedade algébrica que parametrize as cOnicas em
P3. Para tanto, devemos considerar o fato das conicas serem curvas planares, o que

nos permite comecar com a escolha do plano suporte da conica.

Assim, seja P3 o espaco de parametros dos planos de P? |1.1.6], com
Ops(—1) = F - Q,

sua sequéncia tautologica, onde F denota o fibrado trivial P? x C* e Ops(—1) 0 subfi-

brado tautologico de posto 1.

Considerando agora o mapa induzido
Ops(—1) @ F = S F — S0,

onde S§Q ¢é o fibrado quociente das formas quadraticas modulo a equagao do plano,

temos que X = P(S,Q) ¢ o fibrado projetivo que parametriza as conicas em P3.

2.2 (Cubicas Reversas

Definamos, de modo geral, o mapa de Veronese

13



Vq - P — PN

(Xoy .y Xp) = (Mo:...: My)

onde {M;}¥, ¢ a base dos polinémios homogéneos de grau d em Xy, ..., X,,.

No caso particular n = 1 e d = 3, temos que a curva C = I'm(v3) C P? é denominada

uma cubica reversa. Note que nessa situagao temos

V3 ! ]P)l — ]P’g

(Xo:X1) — (My:...: Mj)

onde

Dessa forma, temos um total de 4 x 4 = 16 parametros.
Agora, considerando o grupo dos automorfismos de P3, G = GL,(C), temos que a

dimensao do espaco de parametros é 16 — 1 — 3 = 12.

2.3 Cubicas Elipticas em P’

Aqui, ao tentarmos construir o espaco de parametros, nos deparamos com um pro-
blema: uma curva eliptica é, de maneira geral, definida como uma curva projetiva
nao singular. Tal curva é caracterizada por ser planar, mas nem toda ctibica planar é
eliptica, ou seja, ao fazer a construcao estariamos incluindo casos que nao desejamos.
Como estamos interessados apenas na dimensao, pensemos da seguinte forma: toda
cibica eliptica é planar e temos que o espaco de parametros de ctibicas no plano é o PY.
Por sua vez, o espaco de parametros dos planos em P? tem dimensao 3, entdo temos

que a dimensao esperada para o espacgo desejado serd 12.

Um visao mais concreta de tal dimensao pode ser obtida utilizando esquemas de

Hilbert [Ha).

Com esses dados em maos, podemos partir para o problema.
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2.4 O Problema e a Teoria da Deformacao

Em [V], Vakil aborda um método de calcular certos nimeros caracteristicos de
determinadas curvas de género 0 e 1, utilizando ferramentas avancadas da geométria
algébrica, como esquemas e stacks [Fal. O método consiste basicamente na construgao
de dois stacks que parametrizem o tipo de curva desejada, no caso, um para género 0
e outro para género 1 e ali analisar o "comportamento"das curvas. Tal construcao é
extremamente sofisticada e exige um grau avancado nos conhecimentos de geometria
algébrica e por tanto nao a faremos aqui. Aos interessados nessa construcao dos stacks,

volto a indicar o texto original [V].

Aqui, estamos interessados em uma visao mais simples de fazer tais célculos. Mais
precisamente na usada por Dan Avritzer em [A], onde ele utiliza da teoria da deforma-
¢ao para determinar nimeros caracteristicos de certas familias de curvas (a teoria da
deformacao nos permite trabalhar sem nos preocupar com o espaco de parametros em
si, mas sim apenas com sua dimensao). O método usado por Dan, consite em deter-
minar o namero de certas curvas incidindo a um determinado nimero de retas (dado
pela dimensao do espago de parametro de tal curva) degenerando / "levando'a reta a

um determinado plano e fazendo a contagem neste.

Entao, seguindo a linha do que foi feito por Avritzer, queremos determinar alguns
nimeros caracteristicos para retas, conicas, ctibicas racionais e elipticas em P3, através
de uma abordagem geométrica levando nossa busca para P? e utilizando os resultados

apresentados no primeiro capitulo.
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Capitulo 3

Retas em P° Incidentes a 4 Retas em

Posicao Geral

Neste capitulo, nosso objetivo é determinar o nimero de retas em P? incidentes a
4 retas suficientemente genéricas. Para tanto, inicialmente pensemos que as 4 retas de

P? sdo duas a duas disjuntas. Refinaremos tal situacio mais adiante.

Vejamos que esse nimero nao é dificil de ser calculado utilizando alguns conheci-
mentos bésicos de geometria algébrica. Assim, considere o mapa de Segre de Pt x P!,

isto é, o morfismo projetivo

o P! x P! — P3
([Xo: Xa],[Yo: 1) = (XoYo: XoY:: XiYp: X1Y1)
que mergulha P! x P! em P* como uma superficie quadrética.
Temos que sua imagem Q = o(P! x P!), consiste na quidrica de P3 dada pelo
lugar geométrico formado pelos zeros da equacao XW — Y Z = det . Esta

z W

superficie é conhecida como a quadrica de Segre de P? e contém duas familias especiais

de retas que gozam das seguintes propriedades:

1. duas retas distintas de uma mesma familia nao se intersectam;
2. por um ponto qualquer da quadrica de Segre passa exatamente uma tnica reta
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de cada familia (cf. |A]), propriedades naturalmente observadas em P x P!.

X = pBY

Lo = [ | e Mg =

12 oW

onde o = [ : o], B=[B1: Bo] € a, B € PL.

Agora, sejam (1,05, 03 e {4 quatro retas em posicao geral em P3. A menos de
mudanga de coordenadas, podemos supor 1 = L) : X =0, Y =0, = Loy : £ =
0, W=0el; =Ly : X =2, Y = Z pertencentes a uma mesma familia de retas
na quadrica Q (cf. [RM]). Note que uma solu¢ao do nosso problema, isto é, uma reta

incidente as quatro retas £, {o, (3 e {4, vai ter que obrigatoriamente pertencer a familia

M.

Se s é uma solucao para o problema, ela intersectara O em pelo menos 3 pontos,
pois s N 4; # ¢, © = 1,2,3, sao trés pontos distintos de Q. Pelo teorema de Bézout,
s C Q, visto que #(s N Q) > 3. Agora, para a reta {4, do fato das 4 retas estarem
em posicao geral, refinamos aqui a condicao delas serem duas a duas disjuntas para
também de que nao existe um quadrica contendo as 4. Sendo assim, /4 € Q, entao
ela furard a quadrica em dois pontos, genericamente distintos, pelos quais existird uma
reta da familia Mg passando por cada e incidindo as outras trés.

Portanto, temos resolvido o problema: existem exatamente duas retas em P? incidentes

a 4 retas em posicao geral (duas a duas disjuntas e nao contidas em uma quédrica).

17



3.1 Aplicando a teoria da Deformacao

Agora nos foquemos na resolugao por teoria da deformacao.
Fixemos 4 retas, ry, 72,73 e 74, em posicao geral em P? e um hiperplano H C P3.
Para determinar o nimero de retas incidentes a estas quatro, comecemos especializando
r1 ao hiperplano H, geometricamente nada podemos destacar. Em seguida especiali-

zamos a reta ry ao hiperplano H, gerando duas situacoes para analisar:

1. Solucoes passando por pontos distintos de 7, e ry: As duas retas ainda nao
especializadas r3 e 74 determinam uma tunica reta s contida no plano H, que

cortard as duas especializadas ao plano.

r A

i v 4

2. Solugoes passando por {P} = r; N ry: Especializamos a reta r3 ao plano H e

marcamos o ponto {Q} = ry, N H. Temos que por P e () passa uma Unica reta,

t, e esta incide a r3 no plano.

*q

Portanto, temos que por 4 retas de P* em posicao geral incidem exatamente duas retas,

como haviamos obtido anteriormente.
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Capitulo 4

Conicas em P Incidentes a 8 Retas

em Posicao Geral

Como vimos em 2.1, o espaco de parametros das conicas de P? é um fibrado projetivo
e tem dimensdo 8. Deste modo, sejam /1, --- , /s retas em P3 em posicao geral e seja
H C P? um plano fixado. Queremos determinar o nimero de conicas em P? incidentes
a estas 8 retas.
Para tanto, comecemos especializando a reta ¢; ao hiperplano H. Se prosseguimos

especializando a reta o, teremos entao duas possibilidades:

1. Conicas que passam pelo ponto {P;} = ¢1 N {y;

2. Conicas que passam por pontos distintos de ¢, e /5.

4.1 Conicas que passam pelo ponto {P;} = {1 N/

Especializando a reta /3 a H, reduzimos nossa busca as cOnicas que incidem as
demais retas ainda em posicao geral, a reta {3 e passam pelo ponto P, no plano. Para

isso, especializemos a reta ¢4, a H, dividindo a situa¢ao nos seguintes dois subcasos.
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H

-
"

4.1.1 Conicas que passam por pontos gerais de /3 e {4

Primeiro procuremos as conicas redutiveis.
Como a conica procurada incide as retas ¢3 e £4 contidas no plano H e passa pelo ponto

P, € H, temos que uma de suas componentes esta contida no plano H.

1

\
=

Neste caso, temos que por f5,0s, (7 e (g incidem exatamente duas retas (cf. no

Cap.3) 1 e ry. Estas, por sua vez, furam H, respectivamente nos pontos @1 e Q.
Logo, as conicas que procuramos serao a uniao de duas retas, dadas por C; : P11 Ur,

eCQSP1Q2U7"2.

£

H
l

Além disso, poderiamos tomar o ponto de intersecao de alguma das 4 retas, que

ainda nao foram especializadas, ao plano H.
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Por exemplo, gerando o ponto Q3 € ¢5NH, temos que por P13 e as outras 3 retas g, {7
e lg, incidirao duas retas, s; e s3. Sendo assim, terifamos como solucoes Cs : Pi(Q3 U s;

€C43P1Q3U82.

Note que poderiamos ter pego qualquer uma das quatro retas ainda nao especiali-

zadas para marcar o ponto (J3, portanto temos 2 x 4 = 8 solugoes.

Agora, para o caso das conicas irredutiveis no plano H, tomemos os pontos P; €
l;NH, com 5 < i <8 Temos que pelos pontos Ps, Ps, P7, Py e P, passa uma tunica

conica C, que incide as retas esnecializadas /- e /4.

=

Aqui, devemos nos preocupar com algo a mais: a multiplicidade da solucao.

Temos por Bézout que a conica C intersecta {1 e {5 em dois pontos cada, p;,q; € CN¥;.
Agora, imaginemos a configuracao ainda no espago em que C, com os pontos p; e ¢;
marcados, é intersectada por /1 exatamente em p, de tal forma que, ao especializarmos
essa configuragao ao plano H, o outro ponto de intersecao da reta com a conica seja
exatamente q;. Perceba que temos entao uma das solucoes encontradas, mas note que
tomando como ponto de partida ¢; ao invés de p; a configuracao final seria a mesma,

portanto concluimos que essa solugao possui multiplicidade 2.

Voltando ao caso inicial, como estamos tratando da intersecao de C com duas retas,
{1 e Uy, podemos refazer os célculos utilizando o principio fundamental da contagem,
onde para cada reta existem duas possibilidades para se iniciar a configuracao desejada,

nos fornecendo assim uma multiplicidade total igual a 4 para esse caso.

De maneira andloga, podemos generalizar a contagem da multiplicidade para um
nimero qualquer de retas e outros tipos de curvas. Pensemos no caso em que uma
curva f irredutivel de grau Of incide a n retas. Podemos calcular a multiplicidade
associando o nimero de retas a situacoes a serem analisadas e o grau da curva ao
numero de possibilidades de construcao para cada situacao, ou seja, a multiplicidade

da solugao é dada por m = (0f)™. Aplicando no caso visto acima, temos m = 22 = 4,
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como visto anteriormente.

Logo, temos ao todo 2+ 8 + 4 x 1 = 14 solugdes para esse subcaso.

4.1.2 Conicas que passam por {Pp} = (3N,

ializem r 5 m rocurar coni ue inter m résr
Especializemos a reta /5 e passemos a procurar conicas que intersectam as trés retas
restantes no espaco e passam por dois pontos em H. Para isso, marquemos os pontos
Pl =0,NH, com 6 <i <8, pelos quais, juntamente com P, e P», passa uma unica
) ) bl )

conica irredutivel que intersecta f5 em dois pontos, nos dando multiplicidade m = 2

Yamys

Podemos ainda pensar na situacao em que pelas retas Pi{P}, (g, {7 e {3 incidem

para a solucao.

duas retas, t; e ta, que nos fornecem as solucoes: C; : PLPo Uty e Co : PLPy, Uts.

Nos dando assim, 2 x 1+ 2 = 4 solugoes para esse subcaso.

4y

Logo, temos 14 + 4 = 18 solugoes para o caso 4.1.

4.2 Conicas que passam por pontos distintos de /; e

ly

Comecemos especializando ¢3 ao hiperplano H, o que nos permitira dividir o pro-

blema em 2 subcasos, que trataremos a seguir.
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4.2.1 Conicas que passam pela intersecao de /3 com /; ou /s
Aqui, recaimos na situacao do caso 4.1, com a diferenca que o ponto inicial pode

ser escolhido de duas formas distintas. Portanto teremos 2 x 18 = 36 solugoes.

4.2.2 Conicas que passam por pontos gerais das 3 retas

Foquemos primeiro nas conicas irredutiveis.
Para comegar, tomemos os pontos {P;} = ¢; N H, com 4 < i < 8 por eles passa uma
tnica conica, que intersecta cada uma das trés retas especializadas em dois pontos, nos

dando multiplicidade m = 23 = 8 para a solucdo.

[/

Analisemos agora o caso das conicas redutiveis.

Para tal, comecemos escolhendo uma das cinco retas ainda nao especializadas e
I ’
‘5—(}-———-_
i
&2 1

|

marquemos o ponto ()1, de intersecao desta com H. Conforme visto em 3.1 para
as quatro retas restantes existem duas retas, r; e ry, que furam H em dois pontos,

respectivamente ()s e (J3.
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Neste caso, as solugoes serao dadas por: C; : Q1Q2 U1y e Co 1 Q1Q3 U rs.

Como poderiamos ter escolhido qualquer uma das cinco retas para marcar o ponto

(21, temos um total de 2 x 5 = 10 solucoes aqui.

Ao invés do procedimento anterior, poderiamos escolher duas das retas nao espe-
cializadas e marcar os pontos de interse¢cao destas com H, digamos ()4 e (J5. Para
Q4Qs5, lg, U7 e lg encontramos duas retas que as intersectam simultaneamente, s; e S,

que nos fornecerao as solugoes: Cz : Q4Q5 U sy e Cy: Q4Q5 U ss.

&1

H

Como poderiamos ter escolhido qualquer par de retas entre as cinco restantes temos
C5,2 x 2 = 20 solugoes.
Sendo assim, temos o total de 36 + 8 4+ 10 4+ 20 = 74 solugoes para o caso 4.2.

Logo, temos 18 + 74 = 92 conicas incidentes & 8 retas em posicao geral em P3.

4.3 92 ou 184 coHnicas?

~
N\

N/

Em [V], o método utilizado por Vakil computa 184 conicas incidentes a 8 retas em

P? em posigao geral, para depois (devido a simetria das contrugoes) dividir o resultado
por dois, encontrando o apresentado aqui. Para entender melhor esse processo devemos

voltar ao caso inicial.
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Sejam /,--- ,{s retas em P3 em posicdo geral e H um plano fixado. Temos que
nossas solucoes furarao o plano em dois pontos. Entao, ao iniciar o processo de especi-
alizar as retas, temos que a primeira reta deve passar por um dos dois pontos, teriamos
entao duas possibilidades de construgoes para as 92 solugoes determinadas. Mas devido
a simetria das conicas a escolha do ponto nao afeta a construgao final. Logo, temos
realmente 92 solugoes. Mais a frente (cf. 6.2.3.3), ao utilizarmos as conicas para a

construcao de cuibicas, veremos que a escolha do ponto pode alterar a construcgao final.

Conicas incidentes a 8 retas em IED?’
em posicao geral

#retas em
posi¢do geral

8 L WI//
| ot

3

PR
6 / l 7 Y
Fl o
i
# 1

8 m=2 / 74 \ m=8




Capitulo 5

Cubicas Elipticas em P? Incidentes a

12 Retas em Posicao Geral

Sabe-se que o espaco de parametros de cubicas elipticas possui dimensao 12. Sendo
assim, sejam /1, ..., {12, 12 retas em P? em posicao geral e H um hiperplano fixado.

Queremos agora calcular o nimero de cibicas elipticas em P? incidentes a estas 12

A

retas.

Primeiramente, assim como nos casos anteriores, especializemos as retas /1 e /5 a

‘H. Nessa situagao, podemos dividir o problema em dois casos:

1. Cubicas elipticas que passam por { Py} = £1 N {lo;

2. Cubicas elipticas que incidem as retas ¢; e {5 em pontos distintos.
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5.1 Chubicas elipticas que passam por {P;} = (1 N ¥y

Especializando /5 a H, passamos a procurar ctibicas que passam por Pp, incidem a

/3 no plano e intersectam as demais retas no espaco.

"/

Para isso, especializemos ¢4 ao plano e analisemos os trés subcasos fornecidos.

5.1.1 Cubicas elipticas passando por P, e pontos distintos de /3

664

Como estamos em uma configuracao que ainda nao nos permite encontrar as solu-
¢oes, especializemos a reta f5 ao plano H, subdividindo esse caso novamente em trés

subcasos.

5.1.1.1 Cbicas elipticas no plano passando por dois pontos marcados

Para comecar, tomemos os pontos de intersecao das retas ainda nao especializadas
com o plano H, definidos por {P;} = ¢; N H, com 6 < i < 12. As solugoes devem
passar por esses 7 pontos, além do ponto P; e outros 2 pontos marcados no plano pela

intersecao da cubica, quando ainda no espaco, com as retas /3 e ¢4 no plano.

Sabemos que a dimensao do espaco de parametros de ciibicas no plano tem dimensao
10 e que a condicao de passar por um ponto nos fornece um hiperplano. Sendo assim
temos a intersecao de 8 hiperplanos em P?, o que nos fornece uma reta, que pode ser

determinada por dois pontos que aqui representam cubicas, digamos C; e C5. Portanto,
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7

uma ctbica C' contém os 8 pontos, P/s e P; se, e somente se
C = aCy + BCy, com [a: 3] € P

Agora, a menos de mudanca de coordenadas, podemos supor que o plano que contém
a cubica eliptica tem por equacdo W =0, P, =[-1:1:0],3: X =0e ly: Y =0.

Considerando a intersecao dessas 2 retas com o plano geral passando por P,
aX +0Y +cZ =0,

temos marcados em H os pontos Ry = (0 : ¢: —b) e Ry = (¢ : 0 : —a). Note que
pelo fato de toda ciibica eliptica estar contida em um plano, temos que P, Ry e Ry sao

colineares. A condicao de C passar por estes pontos nos fornece o sistema
C(Ry) =0
de equacoes em c¢ e b cubicos, ¢ e a cibicos, respectivamente.

Reescrevendo o sistema de forma matricial, temos

Cl(Rl) CQ(Rl) (0% 0
Ci(R2) C2(Ry) &} 0

Como nao queremos apenas a solucao trivial, temos que

Cy(Ry) Co(R
I e )

Ci(R2) C2(Ry)

Nos fornecendo assim, uma equagao em a, b e ¢ de grau 6. Note que aqui a, b possuem
grau 3, enquanto ¢ tem grau 6. Inicialmente, temos 6 solugoes, mas quando olhamos
para ¢ = 0 a solucao passa pelo ponto de intersecao de /3 e £4, a qual nao estamos
considerando nesse caso. Portanto, temos 5 solucoes, com multiplicidade m = 3! = 3
devido a intersecao da ctbica com f5. Sendo assim, ao todo temos 15 solucoes para

esse subcaso.
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5.1.1.2 Cbicas elipticas no espacgo passando por dois pontos e incidentes

a uma reta no plano

Aqui se faz necessario especializarmos a reta fg, dividindo o problema em dois novos

subcasos.

M\

e}

1P /PJ H

5.1.1.2.1 Cubicas elipticas no plano passando por um ponto marcado

Marcando os pontos de intersecao das 6 retas ainda nao especializadas com o plano
‘H, temos que estes mais P; e P, determinam uma tunica cibica eliptica. Note que a

cubica incide a reta 5 em H, o que nos fornece multiplicidade m = 3 para a solucao.

[T

5.1.1.2.2 Cnbicas elipticas que sao a uniao de uma cdnica no espago e a reta

determinada por P, e P,

As solucoes desse caso sao construidas utilizando fibrados e classes de Chern, que
serao apresentadas no apéndice A. Utilizando dessa teoria encontramos 8 solugoes, os

calculos dos mesmos se encontram no apéndice B.
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Note que, nos dois ultimos subcasos, o ponto P, poderia ter sido determinado de duas

formas diferentes, portanto temos 2 x (3 + 8) = 22 solugdes para o subcaso [5.1.1.2].

5.1.1.3 Chibicas elipticas que sao a uniao de uma coénica no espago e a reta

determinada por ela e P, no plano

De maneira analoga ao caso anterior, temos 34 ctibicas como solugao.

Além disso, escolhendo uma das 7 retas em posicao geral, digamos {4, podemos
marcar o ponto (s em H gerando assim uma nova familia de solugoes, dada pela uniao
da reta P;(Qs com uma das 8 conicas incidentes as demais retas e marcando dois pontos

em P;Qg. Logo, temos um total de 34 4+ 7 x 8 = 90 solucbes para esse caso.

5.1.2 Cubicas elipticas contidas em H passando por P;

Tomemos os pontos {P;} = {;NH, com 5 < i < 12. Temos que por eles, juntamente
com P;, passa uma unica ciubica eliptica, que incide as retas /3 e /4 em H. Logo, temos

uma solucao com multiplicidade m = 3% = 9 para esse caso.
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5.1.3 Cbicas elipticas no espaco passando por dois pontos no

plano

Seja P, o ponto determinado ao especializar ¢4 ao plano. Ao especializarmos /5

obtemos dois novos casos.

5.1.3.1 Chbicas elipticas contidas em H passando por P, e P

Tomemos os pontos {P;} = {;NH, com 6 < i < 12. Temos que por eles, juntamente
com P; e P, passa uma unica ctbica eliptica, que incide a /5 em H. Logo, temos uma

solucao com multiplicidade m = 3! = 3 para esse caso.

H

5.1.3.2 Cibicas elipticas no espago passando por P;, P, e incidente a uma

M\

e}

1P /PJ H

reta no plano
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Note que esse caso é praticamente o mesmo que 5.1.1.2, com a diferenca de que o
segundo ponto ja esta definido. Portanto, temos 11 solucoes para esse subcaso.
Logo, temos um total de 3 + 11 = 14 solucoes para o caso 5.1.3 e um total de 127 +
14 4+ 9 = 150 solugoes para o caso 5.1.

5.2 Cubicas elipticas que incidem as retas ¢ e /5 em

pontos distintos

Especializando ¢3 ao plano H dividimos nosso problema em trés subcasos.

A

5.2.1 Cubica eliptica contida em H

Marquemos os pontos de intersecao das 9 retas ainda nao especializadas com H.
Temos que esses pontos determinam uma tnica ctbica eliptica em H. A cubica incide

as 3 retas ja especializadas, nos fornecendo multiplicidade m = 3% = 27 para a solucao.

X7
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5.2.2 Cubicas elipticas no espaco passando por um ponto e in-

cidentes a uma reta no plano

Py

Note que esse é praticamente o mesmo caso que 5.1, com a diferenca de que o
)
ponto " P;”, pode ser determinado de duas formas diferentes. Sendo assim, temos

2 x 150 = 300 solucoes.

5.2.3 Cubicas elipticas incidentes as retas ¢, /> e /3 em pontos

A

distintos

Para prosseguir devemos especializar ¢4 ao plano, dividindo este caso em trés sub-

Casos.

5.2.3.1 Cibicas elipticas no plano passando por trés pontos marcados

Para comecar, tomemos os pontos de intersecao das retas ainda nao especializadas

com o plano H. Defina {F;} = ¢; N H, com 5 < i < 12. As solugoes devem passar por
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esses 8 pontos, além de outros 3 pontos colineares marcados no plano pela intersecao
da cubica, quando ainda no espaco, com as trés retas especializadas anteriormente, que
para fim de calculos denominaremos ¢1, /5 e /3. A condi¢ao de colinearidade dos pontos

vem do fato de toda cibica eliptica esta contida em um plano.

Al

Analogamente ao caso 5.1.1.1, temos que uma ctibica C' contém os 8 pontos se, e

somente se

C = aCy + BCy, com [a: 3] € P

Agora, a menos de mudanca de coordenadas, podemos supor ¢; : X =0,05: Y =0

e l3: Z = 0. Considerando a intersecao dessas 3 retas com o plano geral
aX +0Y +cZ =0,

temos marcados em H trés pontos colineares, Ry = (0 : c: —b),Ry = (¢:0: —a) e
R3 = (b: —a:0). Ja a condigao de C' passar por estes pontos nos fornece o sistema

(
C(R) =0

C(Rs) =0

de equacoes em c¢ e b cubicos, ¢ e a cubicos, a e b cibicos, respectivamente.

Olhando inicialmente para as duas primeiras equacoes do sistema, temos

Cl(Rl) CQ(Rl) « 0
Ci(Ry) Ch(Ry) B 0

Como nao queremos apenas a solucao trivial, temos que

Cy(Ry) Co(R
I e )

Ci(R2) C2(Ry)
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Nos fornecendo assim, uma equagao em a,b e ¢ de grau 6. Note que aqui a, b possuem

grau 3, enquanto ¢ tem grau 6. Agora, da 3* equacgao do sistema, temos
aCi(Rs) = —BCy(Rs).
Multiplicando ambos os lados da igualdade por C;(R;), obtemos
—BC(R1)CL(Rs) = —BC1(R1)Ca(Ry).

Como 8 # 0, podemos dividir o resultado por 5 e em seguida tomar seu fecho, chegando
ao resultado

[ = Co(R1)Ci(R3) — C1(R1)Co(Rs).

Note que f possui grau 6, em relagdo a ¢ tem grau 3. Agora calculando a resultante

entre o polinomio gerado pelo determinante e f, com relacao a ¢, temos

18

Rc(deta f) = ‘M9><9‘ = H(bza - aib)a

i=1

um polinémio em a, b, homogéneo de grau 18.

Sendo assim, temos 18 pares (o, 3;) satisfazendo o sistema. Logo, temos 18 solugoes
para esse caso. Note que a solucao tem multiplicidade m = 3!, j4 que a ctbica incide

a reta 4 em H.

5.2.3.2 Chbicas elipticas que sao a uniao de uma coénica no espago e a reta

determinada por ela no plano

|/ u

N

Sabemos que por 8 retas em posicao geral passam 92 conicas, que marcam dois

pontos cada em H. Nossas solucoes sao formadas pela uniao da conica com a reta

determinada por esses pontos marcados.
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Podemos ainda escolher uma das 8 retas, digamos 5, e marcar o ponto )5 em H.

Sendo assim, temos de 5.1.1.3, 8 x 34 = 272 solucoes.

Além disso, escolhendo duas das retas ainda nao especializadas, determinamos uma
reta em H, nos fornecendo uma nova familia de solucoes, dada pela uniao da reta com
as conicas incidentes a ela em dois pontos e as demais retas em posicao geral. Temos
entao, Cgo X 8 = 224 solugoes.

Portanto, temos um total de 92 4 272 4 224 = 588 solucoes para esse subcaso.

5.2.3.3 Ciibicas elipticas no espago passando por um ponto e incidentes a

[
|

/ \/7’ P,

Note que esse é praticamente o mesmo caso que 5.1.1, com a diferenca que podemos

duas retas no plano

H

determinar o ponto P; de trés formas diferentes, ¢; N ¢, com 1 < ¢ < 3. Sendo assim,

temos 3 x 127 = 381 solucoes para esse subcaso.

No total, temos 54 + 588 + 381 = 1023 solucgoes para o subcaso 5.2.3, o que nos
deixa com 27 + 300 4+ 1023 = 1350 solucoes para o caso 5.2.
Logo, temos que por 12 retas em P? em posicio geral incidem 150 + 1350 = 1500

cubicas elipticas.

36



Cubicas Elipticas Incidentes a 12 retas em P
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Capitulo 6

Ctbicas Reversas em P Incidentes a

12 Retas em Posicao Geral

Como vimos em 2.2, o espago de parametros de ciibicas reversas possui dimensao
12. Assim sendo, sejam (1, ..., {12, 12 retas em P? em posicao geral e H um plano fixado.

Nosso objetivo é determinar o nimero de cibicas reversas em P? incidentes a estas 12

A

retas.

Inicialmente, especializemos a reta ¢ ao hiperplano H. Em seguida, especializando

a reta fo, podemos dividir o problema em dois subcasos:

1. Cubicas reversas que passam por { Py} = ¢1 N {y;

2. Cubicas reversas que incidem as retas ¢; e 5 em pontos distintos.
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6.1 Cubicas que passam por {P,} =/ N/,

Especializando a reta f3 ao plano H, passamos a procurar cubicas que passam por
Py e incidem a /3 no plano e as demais retas no espaco. Para tal, especializemos a reta

¢, ao plano H, gerando os seguintes trés subcasos.

OP,

x

6.1.1 Cubicas que sao a uniao de uma cénica no espaco € uma

reta no plano H passando por P,

Como vimos no Cap.4 , temos que por 8 retas em posicao geral incidem 92 conicas.
Entao, fixando uma dessas conicas, temos dois pontos marcados em H, digamos ()1 e
(2. Assim, as solucoes sao dadas pela uniao da conica com a reta P;(Q; ou P;()2. Como

hé& a possibilidade de escolher qualquer uma das conicas, temos ao todo 2 x 92 = 184

7\
"

solucoes.

s I

Por outro lado, podemos escolher uma das 8 retas nao especializadas e determinar

uma reta s em H, passando por P;. Por esta e as 7 restantes incidem 92 conicas. Assim
sendo, temos 8 X 92 = 736 solugoes.

Totalizando 184 + 736 = 920 solugoes para este subcaso.
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6.1.2 Cubicas que passam por P e {P} ={3N /{4

Especializando a reta ¢5 ao plano, podemos dividir o problema nos seguintes sub-

Casos.

6.1.2.1 Cbicas que sao a uniao de uma coénica no espaco e a reta deter-

minada por P, e P

Por P, Py, lg, ..., 011 e {15 sabemos que incidem 92 conicas, entao nossa solucao sera

dada como a Cy, : PLP, UC, onde C representa uma dessas 92 cOnicas.

~
/H/"Q)H/

6.1.2.2 Cibicas que passam por P, P, e um ponto geral de /;

Ao especializar a reta fg ao plano ganhamos 7 novos subcasos, que listaremos a

seguir:

6.1.2.2.1 Cuabicas que passam por P;, P, e pontos distintos de /5 e /g

Separando as 6 retas ainda nao especializadas em dois grupos de 3 retas cada, temos
que por cada grupo desse, mais a reta P, P, incidem outras 2 retas. Agora, sejam s1, So

as retas que passam pelo primeiro grupo e rq, 72 as que passam pelo segundo grupo, as
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solugoes procuradas sao da forma Cy, = Py P,Us;Ur; com ¢, j € {1,2}. Portanto, temos
(Ce3 x 2 x2)/2 =40 solucdes para esse subcaso, a divisdo por 2 se deve a simetria da

configuragao.

&1

H

/

6.1.2.2.2 Cuabicas que sao a uniao de uma cdnica no espago passando por

determinado ponto e uma reta no plano H

Pelo ponto P, (ou P;) passam 18 conicas que sao incidentes as 6 retas ainda nao

especializadas (cf. 4.1).

.
A7

N

Fixando uma dessas conicas, passando por P; por exemplo, temos que ela fura o

plano em um outro ponto, digamos ();. Assim, as solucoes sao formadas pela uniao da
conica fixada com a reta P,();. Como ha possibilidade de comecar a construcao com o

ponto P, temos ao todo 2 x 18 = 36 solugoes.

~
Lats K

Além disso, escolhendo uma das 6 retas ainda nao especializadas e marcando seu

ponto de intersecao com o plano H, digamos ()2, temos que por P, passam 18 conicas
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que sao incidentes a reta P1()2 e as demais retas em posicao geral. Sendo assim, temos
6 x 18 = 108 solucgoes.
Note que devido a possibilidade de ter comecado com a reta P>()s temos um total de

2 x 108 4 36 = 252 solugoes para este subcaso.

6.1.2.2.3 Cibicas que sao a uniao de uma cdnica no espago e a reta de-

terminada por P, e P, no plano

Podemos construir as solugoes desse caso de maneira rapida.
Sabemos que por fg, PP> e as 6 retas ainda nao especializadas incidem 74 conicas,
estas juntamente com a reta P, P, determinam as solugoes procuradas.

Logo, temos 74 solugbes para este subcaso (cf. 4.2.2).

A

6.1.2.2.4 Cubicas que sao a uniao de uma codnica no plano e uma reta no

|
V=

Escolhendo 4 das 6 retas ainda nao especializadas ao plano, temos que por elas

espaco

passam duas retas, digamos m; e ms. Estas retas, por sua vez, furam o plano em dois
pontos, respectivamente R; e Ry. Pelos pontos de intersecao das outras duas retas com
H, P, P, e Ry ou Ry, passa uma tnica conica que incidira as retas ja especializadas.
Aqui, devemos contar a solucao com multiplicidade, identicamente ao feito no caso

de conicas. Neste caso, temos m = 22 = 4 para a solucao, que serd formada pela co-
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nica e a respectiva reta do ponto escolhido. Portanto, temos 4 x Cg 4 X 2 = 120 solugoes.

Além disso, escolhendo 3 das 6 retas ainda nao especializadas e marcando os pontos
de intersecao destas com o plano, juntamente com P; e P, temos determinada uma
conica C7 em H. Temos que o lugar das retas que incidem as demais é uma quadrica
de P3 [A], que ao intersectar o plano H determina uma conica Co. Por sua vez, Cy
intersectara C em 4 pontos, onde por cada um desses passa uma reta incidindo as trés
retas na quadrica. Logo, temos Cp 3 X 4 = 80 solugoes, com multiplicidade m = 22 = 4,
ja que (' incide as duas retas ja especializadas, nos fornecendo o total de 320 solugoes.

Portanto, temos 120 + 320 = 440 solugoes para este caso.

6.1.2.2.5 Cubicas singulares no plano passando por dois pontos dados

Comecemos marcando os pontos {Q;} = ¢; N H, com i € {7,...,12}, por eles, jun-
tamente com P, e P, passam 12 cubicas singulares (prop.1.3.1), que intersectam as
2 retas ja especializadas nos fornecendo multiplicidade m = 3% = 9 para a solucao.
Geometricamente, o raciocinio para o calculo da multiplicidade é andlogo ao feito para
as conicas. Podemos imaginar a cibica no espac¢o com 3 pontos marcados, onde por
um deles passa uma reta, de tal forma que ao especializarmos essa configuracao ao
plano H, essa reta passe exatamente pelos os outros 2 pontos. Note que, independen-
temente do ponto escolhido para iniciar a construcao, a configuracao final é a mesma,
nos fornecendo assim multiplicidade 3 para a solucao, como estamos tratando de duas

retas temos multiplicidade 9.

Assim temos um total 12 x 9 = 108 solucoes neste subcaso.

6.1.2.2.6 Cubicas que sao uma coOnica tangente ao plano e uma reta no

plano
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Temos que pelas retas fg, as 6 ainda nao especializadas e a reta P, P, passam 74
conicas. Por 5.1.1.2.1, temos que 16 dessas conicas furam H em dois pontos, portanto
temos 74 — 16 = 58 conicas tangentes a P P». Note que temos multiplicidade m = 2

aqui, devido ao ponto duplo, nos fornecendo um total de 116 solugoes para esse subcaso.

~

Py

Py

6.1.2.2.7 Cubicas passando por {Ps} = (5N /g

Ao especializar ¢; dividimos o problema nos seguintes trés novos subcasos.

6.1.2.2.7.1 Cuabicas que sao uniao de uma coénica no espago passando por

um determinado ponto e uma reta no plano

Primeiramente, escolhamos 2 dos 3 pontos marcados em H e determinemos a reta
n, por P3 passam 18 conicas que sao incidentes a reta n. Portanto, temos Cs 9 x 18 = 54

solucgoes.

[N
A5 g7
N

6.1.2.2.7.2 Cubicas que sao uniao de uma cénica no plano passando por 3

pontos dados e incidentes a uma reta no espaco

Escolhamos 4 das 5 retas ainda nao especializadas, assim existem duas retas que
intersectam essas 4 retas e que furam o plano em dois pontos, digamos R; e Rs. Pela
intersecao da reta restante com H, digamos Rs, e os pontos Py, P, P3s e Ry ou Ry, passa
uma tnica conica. Logo, temos 5 x 2 = 10 solu¢oes, com multiplicidade m = 2! = 2, ja

que a conica incide a reta ¢; no plano H. Por outro lado, poderiamos escolher 2 das
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5 retas ainda nao especializadas e marcar seus pontos de intersecao com H, o quais,
juntamente com P;, P, e P3, determinam uma conica C; no plano. Como o lugar das
retas que se apoiam nas demais é uma quadrica, tomemos a conica Cy determinada pela
intersecao dessa quéadrica com H. A conica Cs intersecta C em quatro pontos e por
cada um desses passa uma reta incidente as 3 na quadrica. Logo, temos C55 x 4 = 40
solucoes, também com multiplicidade m = 2! = 2, ja que C) incide & reta ¢; no plano
H.

Sendo assim, temos o total de 2 x 10 + 2 x 40 = 100 solu¢oes para este subcaso.

6.1.2.2.7.3 Cubicas singulares no plano passando por 3 pontos dados

Para comegar, marquemos os pontos {Q;} = ¢; N H, com 8 < i < 12. Por esses
pontos, Py, P, e Py passam 12 cubicas singulares (cf. 1.3.1), que intersectam a reta ja

especializada nos fornecendo multiplicidade m = 3' = 3.

Py

/G

Py H

Logo, temos 54 + 100 + 36 = 190 solugoes para o subcaso 6.1.2.2.7, e um total de
40 + 252 4+ 74 + 440 4+ 108 4+ 116 + 190 = 1220 solucoes para o subcaso 6.1.2.2. Sendo
assim, temos o total de 92 4 1220 = 1312 solucoes para o caso 6.1.2.
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6.1.3 Cubicas que passam por P; e pontos distintos de /3 e /,

Aqui, novamente podemos subdividir nosso problema em sete casos, ao especializar

ls.

6.1.3.1 Cibicas que passam por P, um outro ponto no plano e incidem a

uma reta no plano

Note que este caso ¢ analogo ao apresentado em 6.1.2.2, com a diferenca de que o
segundo ponto na construcao da solucao pode ser determinado de duas formas, pela
intersecao de f5 com /3 ou ¢4. Portanto temos 2 x 1220 = 2440 solucoes para este

subcaso.

6.1.3.2 Cbicas que sao uniao de uma codnica no espago e uma reta no

plano

Ao especializar a reta /5 ao plano H, reduzimos nossa busca a determinacao das

cubicas que passam pelo ponto P; e incidem a reta /5 e as retas ainda nao especializadas.

~
e

N

Sabemos que por 7 retas em posicao geral e uma reta no plano incidem 92 conicas
(cf. 4). Se fixarmos uma dessas conicas, esta determina um novo ponto em #, digamos
(1. Portanto, temos 92 solucoes, que serao dadas pela uniao da conica com a reta
PQ:.

Poderiamos ainda ter escolhido uma das 7 retas restantes e marcar um ponto ()
no plano. Segue-se de 4.2 que existem 74 conicas incidentes as retas 5 e P;Q,. Sendo

assim, temos 7 X 74 = 518 solugoes, compostas pela uniao das conicas com a reta P;(Q)s.
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Temos entdo, 92+ 518 = 610 solugoes com multiplicidade m = 2! = 2. Logo, temos no

total 2 x 610 = 1220 solugoes para este subcaso.

6.1.3.3 Cbicas que sao a uniao de uma conica no espago passando por P,

e incidente a uma reta no plano

.
A7

Sabemos que por 6 retas em posi¢cao geral e um ponto no plano passam 18 conicas.
Fixemos uma dessas conicas e marquemos o outro ponto de intersecao desta com H,
digamos R;. Seja Ry o ponto de intersecao da reta ainda nao especializada com H, as
solucdes procuradas sdo dadas como a unido da conica fixada com a reta Ry R, nos

fornecendo assim 7 x 18 = 126 solucoes.

.
A=

Além disso, podemos pensar no caso em que escolhemos duas das 7 retas ainda

nao especializadas, determinando uma reta » em H. Temos entao, que pelo ponto P,

passam 18 conicas incidentes a reta r, o que nos fornece C7 5 x 18 = 378 solugoes.
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Totalizando 126 4+ 378 = 504 solucoes para esse subcaso.

6.1.3.4 Cubicas que sao a uniao de trés retas

Escolhendo quatro das 7 retas ainda nao especializadas, temos que por elas incidem

duas retas que furam o plano em dois pontos, digamos )7 e ()>. Pelas trés retas

restantes e a reta P;(); ou P;(Q)y incidem outras duas retas, nos fornecendo assim

C7.4 X 2 x 2 = 140 solugdes.

Al T

Agora, escolhamos uma das 7 retas em posicao geral e marquemos um ponto em H,
determinando uma reta m passando por P;. Dividamos as 6 retas restantes em dois
grupos de trés cada. Por cada grupo, juntamente com a reta m, encontramos duas

retas incidentes.

Sejam n;, ny as retas que incidem ao primeiro grupo e ti, to as que incidem ao
segundo grupo, assim as solugoes sdo da forma Cy, : m U n; Ut;, com 4,5 € {1,2}.

Sendo assim, temos (7 x Cg3 X 2 x 2)/2 = 280 solugdes.

ty

Ty

Logo, temos o total de 140 + 280 = 420 solugoes para este subcaso.
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6.1.3.5 Cbicas singulares no plano passando por um ponto dado

Para comegar, marquemos os pontos {Q;} = £; N H, com 6 < i < 12, por eles
e P, passam 12 cubicas singulares. Estas, por sua vez, intersectam as trés retas ja
especializadas nos fornecendo multiplicidade m = 3% = 27 para cada solucao. Ao todo,

temos 12 x 27 = 324 solucoes para este subcaso.

VO

P H

6.1.3.6 Cubicas que sao a uniao de uma cobdnica no plano e um reta no

espaco

Inicialmente, pensemos na situacao em que escolhemos quatro das 7 retas ainda nao
especializadas, sabemos que por elas existem duas retas incidentes, s; e sg, que furam
o plano nos pontos ()1 e ()2, respectivamente. As outras retas ainda nao especializadas
marcam trés pontos em H, os quais, juntamente com P; e ()1 ou ()2, determinam uma
Gnica conica no plano, que incide as trés retas ja especializadas. Sendo assim, temos
2 x C74 = 70 solugoes com multiplicidade m = 2% = 8, ja que as solugdes incidem a 3

retas ja especializadas no plano.

/Si ' F
[

Além disso, podemos escolher quatro das 7 retas ainda nao especializadas e marcar

os pontos de intersecao destas com o plano, estes juntamente com P; determinam uma
conica C7 em H. Sabemos que o lugar das retas que incidem as demais retas é uma

quidrica de P3. Tomemos a conica Cy, determinada pela intersecao desta quidrica
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com plano, ela intersectard C'; em quatro pontos e cada um desses pontos determina
uma reta incidindo as trés retas na quadrica. Temos assim C7 4 x 4 = 140 solu¢oes com
multiplicidade m = 2% = 8, ja que as solucoes incidem a 3 retas ja especializadas no
plano.

Logo temos 560 + 1120 = 1680 solucoes para este subcaso.

6.1.3.7 Cibicas que sao a uniao de uma conica tangente ao plano e uma

reta no plano passando por um determinado ponto

Temos que pelas 7 retas em posicao geral e a reta {5 em H passam 92 conicas, mas
ao contrario do caso de conicas, a escolha do ponto marcado pelo qual a reta passa
altera a configuracao da solugao. Sendo assim, temos 2 X 92 = 184 conicas. Por sua
vez, de 5.1.1.3 temos que 68 dessas conicas furam o plano em dois pontos. Portanto,
temos 184 — 68 = 116 conicas tangentes a H. Note que as solucoes sao geradas pela
uniao da conica tangente a ‘H e a reta determinada pelo ponto de tangéncia e o ponto
ja marcado no plano, contando ainda com multiplicidade m = 2! = 2, devido ao ponto

duplo.

Além disso, podemos escolher uma das 7 retas ainda nao especializadas e marcar
um ponto em H, determinando uma reta passando por P;. Essa nova configuracao,
¢ a mesma do caso 6.1.2.2.6, nos fornecendo assim 7 x 58 = 406 solucoes, ainda com
multiplicidade 2. Dessa forma, temos um total de 2 x (116 4+ 406) = 1044 solugoes para

esse subcaso.

Portanto, temos 2440 + 1220 + 420 + 504 + 324 + 1680 + 1044 = 7632 solugoes para
o caso 6.1.2.3 e um total de 920 4 1312 + 7632 = 9864 solugoes para 6.1.
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6.2 Cubicas que passam por pontos distintos de /; e

ly

Especializando /3 dividimos nosso problema nos seguintes trés subcasos.

6.2.1 Cdbicas incidentes a uma reta e um ponto no plano

Note que este é caso é analogo ao caso 6.1, com a tnica diferenga que o ponto inicial
da construcao da solucao pode ser determinado de duas formas diferentes, a intersecao

de ¢35 com ¢, ou ¢5. Portanto, temos aqui 2 x 9864 = 19728 solugoes para esse subcaso.

6.2.2 Cdbicas que sao a uniao de uma coédnica no espaco € uma

reta no plano

Para comegar, escolhamos duas das 9 retas ainda nao especializadas e marque-
mos os pontos P e P3; em H. Sabemos que existem 92 conicas incidentes as retas
PP, lg, ..., {15. Portanto, temos como solucoes as cibicas formadas pela uniao das

conicas com a reta P, Ps. Totalizando assim Cyo X 92 = 3312 solugoes.

/N
A 1L

Além disso, poderiamos escolher uma das 9 retas ainda nao especializadas e marcar
um ponto ()1 em H. Sabemos que pelas 8 restantes incidem 92 conicas. Fixando uma

dessas conicas, temos que ela deve furar H em dois pontos, digamos ()s e Qs.



~

N/

Assim as solucoes serao formadas tomando a conica unidao com a reta (Q1Q)2 ou
(Q1Q3, logo temos um total de 9 x 92 x 2 = 1656 solucoes para esse subcaso.

Portanto, temos um total de 3312 4 1656 = 4968 ctbicas para este caso.

6.2.3 Cubicas que passam por pontos distintos de /1, /> e /3

Especializando ¢, podemos dividir o caso em 6 novos subcasos.

6.2.3.1 Cubicas que passam por um ponto e incidem a uma reta no plano

Note que este caso é andlogo ao caso 6.1.2.3, com a tnica diferenca de que a escolha
para o ponto 7" P;” no plano pode ser feita de trés formas diferentes, £, N ¢; com 1 <

1 < 3.. Portanto temos 3 x 7632 = 22896 solucoes.

6.2.3.2 Cibicas que sao a uniao de trés retas

Inicialmente, separemos as 8 retas ainda nao especializadas em dois grupos, cada
um com quatro retas. Por cada um deles incidem duas retas, digamos s1, 2 € 11,79,
respectivamente.

Considerando uma de cada grupo, s; e r; por exemplo, determinamos dois pon-
tos em H, digamos Q1 e Qy. As retas Q;Q, 51 e r; determinam uma das solucdes

procuradas. Temos entao, um total de (Cs4 X 2 x 2)/2 = 140 solugoes.

Mas também podemos escolher duas entre as 8 retas ainda nao especializadas e

marcar dois pontos em H, que determinam uma reta ¢. Dividindo as 6 restantes em
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dois grupo de trés retas cada, temos que por cada grupo, juntamente com a reta t,
incidem duas retas. Neste caso, as solucoes serao determinadas pela uniao da reta t e

uma das retas que incidem por cada grupo.

Sendo assim, temos Cgo X Cg3 X 4 = 2240 ciibicas como solucao. Logo, temos ao

todo 140 + 2240 = 2380 solucoes para esse subcaso.

6.2.3.3 Cibicas incidentes a duas retas dadas

[N
Y 2mre

N

Sabemos que pela reta ¢4 no plano H e 7 das retas ainda nao especializadas, incidem

92 conicas. Fixando uma destas coOnicas, temos que ela intersecta H em dois pontos.

Seja Q1 & {5 um desses pontos. Temos que ele, juntamente com o ponto determinado
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em H pela tltima reta ainda nao especializada, digamos R;, determina a reta ()1 R;.
As solugoes procuradas sao formadas pela uniao de uma das conicas com a reta Q1 R;.

Portanto, temos Cg 7 x 92 = 736 solugoes.

~
A A

N

Podemos ainda escolher duas entre as 8 retas restantes, determinando assim uma

reta 7 em H. Por esta, /5 e as 6 restantes, incidem 74 conicas. Sendo assim, temos
Cs2 X T4 = 2072 solugoes.
Totalizando 736 4 2072 = 2808 solucdes, com multiplicidade m = 3! = 3.

6.2.3.4 Cbicas singulares no plano

Comecemos marcando os pontos Q); = ¢; NH, com 5 < ¢ < 12, sabemos que por
eles passam 12 cuibicas singulares, que intersectam as quatro retas ja especializadas nos

fornecendo multiplicidade m = 3* = 81 para a solucao.

/o /.

6.2.3.5 Cibicas que sao a uniao de uma coénica no plano e uma reta no

espaco

Primeiramente, escolhamos quatro das 8 retas ainda nao especializadas, sabemos
que por elas incidem duas retas, digamos r; e ry, que furam o plano nos pontos R

e R, respectivamente. As outras 4 retas determinam quatro pontos em H, os quais,
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juntamente com R; ou Ry, determinam uma tnica conica no plano. Sendo assim, temos

2 x Cg 4 = 140 ctibicas como solugdes, com multiplicidade m = 2% = 16.

H

Além disso, podemos pensar no caso em que cinco das 8 retas ainda nao especia-
lizadas determinam uma conica C; em H. Temos que o lugar das retas que passam
pelas demais ¢ uma quadrica de P3. Tomemos a conica Cy determinada pela intersecao
da quéadrica com o plano H, ela intersectard C; em 4 pontos e cada um desses pontos
determina uma reta incidindo as 3 retas na quadrica. Temos assim Cgs X 4 = 224
solucoes, com multiplicidade m = 2* = 16.

Logo, temos ao todo 16 x (140 + 224) = 5824 solugoes para esse caso.

6.2.3.6 Cibicas que sao a uniao de uma coOnica tangente ao plano e uma

reta no plano

Se forcamos que a conica incida as 8 retas em posicao geral em pontos livres, nao

temos como determinar a reta que, junto com a conica, formaria a cubica.

Sendo assim, para comecar determinemos um ponto em H, digamos ()5 = {5 N H.
Agora, por 6.1.2.3.7 temos 928 = 8 x 116 solucoes, formadas pelas conicas tangentes a

‘H e a reta determinada pelo ponto em que a conica fura H e Qs.
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Além disso, escolhendo duas das retas em posicao geral determinamos uma reta em
H. Por 6.1.2.2.6 temos Cso X 58 = 1624 solugoes.
Portanto, temos um total de 2552 solucoes para esse caso, que assim como nos casos

anteriores tem multiplicidade m = 2! = 2.

Assim sendo, temos 22896 + 2380 + 8424 + 972 + 5824 + 5104 = 45600 para o caso
6.2.3 e um total de 19728 4 4968 + 45600 = 70296 solucoes para o caso 6.2.

Logo, por 12 retas em posicao geral em P? incidem 9864 + 70296 = 80160 ctibicas

reversas.
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Apéndice

Definiremos aqui, alguns dos conceitos utilizados sobre a Classe de Chern, enun-
ciando suas principais propriedades. Os leitores interessados em um aprofundamento
no assunto e nas demonstragoes dos resultados podem consultar [F|, [Val| e [K], que

serviram de base para esse apéndice.

A. Classes Caracteristicas

Seja X um esquema. Um divisor de Cartier em X é denotado por (U,, f,), onde

U, é uma cobertura aberta de X e f, fun¢ao racional, com f,/fz regular em U, N Up.

Se D é um divisor de Cartier em X e V uma subvariedade de codimensao 1 de X,

definimos o ciclo de Weil por

[D] := Z ordy, (fa)[V].

A.1 Primeira Classe de Chern

Agora, seja E um fibrado em retas no esquema X e V uma subvariedade k-
dimensional de X. Temos que a restricao E|y de E a V ¢ isomorfo a Oy (C) para
algum divisor C' em V. Dessa forma, o ciclo Weil [C| determina um elemento bem

definido em Aj_1(X), que denotaremos por

Nessas condigoes, definimos o operador primeira classe de Chern por
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Cl(E)Z Zk — Ak_l(X)
V] — a(E)Nn[V].

A.1.1 Propriedades da primeira classe de Chern

(a) Se E e E' sao fibrados em retas sobre X e A um k-ciclo sobre X, entdo

Cl(E) N (Cl(E,) N )\) = Cl(E/) N (Cl(E) N )\),

(b) Seja f : X’ — X um morfismo proprio, £ um fibrado em retas e X' um k-ciclo
sobre X', entao

fula(fFE)NN) = ci(E) N fN.
(c) Sejam E, E' fibrados em retas, temos

ci(FE®FE') =ci(F)+ c(E);

(d) Se f: X' — X é um morfismo plano, £ um fibrado vetorial em retas e A um

k-ciclo em X, entao

a(ffE)Nf* A= [ (ci(E) N A).

A.2 Classes de Segre

Seja E' um fibrado vetorial de posto n + 1 no esquema X. Seja 7 : P(E) — X um

morfismo plano e Og(1) um fibrado em retas. Definimos a i-ésima classe de Segre por

si(E): Au(X) —  Api(X)

A — (RPN TN,

onde h = ¢;(Og(1)).

A.2.1 Propriedades das classes de Segre

(a) Seja dimX = n, entao s;(E) =0, parai < 0e i >n, e sg = Id;
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(b) Se E, E' sdo fibrados vetoriais em X, A € A, X', entdo V i, j,
si(£) N (s;(E) N A) = s;(E) N (s:i(E) N A);

(c) Se f: X' — X é um morfismo proprio, £ um fibrado vetorial em X, A € A, X,

entao V i,
Fulsi([TE) O A) = si(E)*(M);
(d) Se E é um fibrado em retas em X, A € A, X', entao

81(E> NA= —Cl(E) N A.

De maneira geral, definimos a classe total de Segre como s(E) = s;(E).

A.3 Classes de Chern
O operador inverso a classe total de Segre é denominado operador classe total de
Chern, ¢(E) = s(E)™L.

As classes de Chern possuem as mesmas propriedades ja citadas para as de Segre,
contando ainda com a seguinte propriedade:

Dada uma sequéncia exata

0E —-FE—=E"—0
de fibrados vetoriais sobre X, temos

¢i(E)=c(E") - ¢(E"),

ou seja,

cr(E) =Y a(E)e(E").

i+j=k

B. Calculo de cuabicas elipticas que sao a uniao de uma

cOnica no espaco e uma reta fixada em H

Seja F o fibrado trivial de posto 4, com a sequéncia exata

O]PB(—].) — F —» Q.
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A condicao da reta estar contida no plano nos fornece a sequéncia
0% — F - L.

Considere agora o mapa induzido,

Os,0(-1)
S F = 509 l
SL=L=

do qual estamos interessados na sessao
S OS2Q(—1> — £®2.

Mais precisamente,

5:0— ,C®2 X 0529(1).
De onde podemos tirar que o ciclo de incidéncia do nosso caso sera dado por
L] = Z(3) = e1(L%* @ Os,0(1)) = 2¢1(L) + 1(Os,0(1))-

Definamos

1(Ops(=1)) = h e c1(Os,0(1)) = k.

Sendo assim, temos de

0% < 9 — L,
que
(L) =¢(Q) = ! S Sy
R R |
Logo,

Agora, dada a sequéncia

OS2Q<—1) — SQQ —» K,

podemos a tensorizar por Os,o(+1), obtendo
0= 850® OSQQ(l) - K® OS2Q<1).
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Observe que os fibrados possuem, respectivamente, posto 1,6 e 5, o que nos garante
que

¢6(S2Q ® Os,0(1)) = 0.

Por outro lado, utilizando a sequéncia
Ops(—1) = S F — 8,9,

podemos calcular através do seguinte script em MAPLE, o ntimero de cibicas elipticas
incidentes a 6 retas em posicao geral em P3, que se quebram como a unido de conicas

no espago com uma reta fixada em .

# Calculo de C(S2Q)
r := 6;
c82Q := [1, seq(coeff(rem(expand((1+h+h~2+h~3)~4), h~4, h), h~i)*h~i, i =1 .. 7)];
L 2 3 ]
[1, 4h, 10h, 20h, 0, 0, 0, O]
# Calculando P= C6(S2Q)
P := sum(binomial(r-j, 6-j)*cS2Q[j+1]1*k~(6-j), j =0 .. 6);
6 5 2 4 3 3
k +4hk +10h k +20h k
# Ciclo de incidéncia
L := 2xh+k;
# Pela condigdo de ser incidente & 6 retas em posigdo geral e a reta no plano
> rem(collect(rem(expand(h~2+%L"6), P, k), [h], distributed), h~4, h);
3 5
8h k
# Ou seja, existem 8 clbicas elipticas incidentes a& 6 retas em posigdo geral,

# que se quebram como a uni&o de uma cdnica no espago e uma reta fixada no plano.
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