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Resumo

Neste trabalho nés obtemos condigcoes para a existéncia e unicidade de solucoes brandas
assintoticamente quase periddicas para equacoes diferenciais abstratas de primeira ordem
com a parte linear dominada por um operador de Hille-Yosida com dominio nao necessari-
amente denso. Para alcancgar nosso objetivo, usamos a teoria de extrapolacao e a teoria de
ponto fixo. Como aplicacao, examinamos condicoes suficientes para existéncia de solugoes

assintoticamente quase periddicas de equacoes da teoria de conducao de calor.

Palavras-Chave: Problema abstrato de Cauchy; Fungoes assintoticamente quase periodicas;

Operador de Hille-Yosida; Equacoes diferenciais parciais.



Abstract

In this work we obtain sufficient conditions for existence and uniqueness of asymptotically
almost periodic solutions of first-order abstract differential equations with linear part domi-
nated by a Hille-Yosida operator with domain not necessarily dense. To achieve our goal
we use abstract extrapolation theory and fixed point theory. As application, we examine
sufficient conditions for existence of asymptotically almost periodic solutions of equations of

the heat conduction theory.

Key-Words: Abstract Cauchy problem; Asymptotically almost periodic functions; Hille-

Yosida operator; Partial differential equations.
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos existéncia e unicidade de solugoes assintoticamente quase

periédicas para uma classe de equacoes diferenciais abstratas descritas na forma

W () = Au(t) + f(tu(t)), t>0, (0.1)

u(0) = ug € D(A) =: X, (0.2)

onde A é um operador linear ilimitado de Hille-Yosida de tipo negativo (Ver Defini¢ao ,
com dominio D(A) nao necessariamente denso em um espago de Banach X e
f :]0,00) x Xg — X é uma funcdo continua. E bem conhecido que se o dominio de
um operador linear A é nao-denso, a teoria classica de semigrupos nao pode ser aplicada
diretamente para tratar o problema —. De fato, o Teorema de Hille-Yosida fornece
condicoes necessarias e suficientes para que um operador linear gere um semigrupo, entre
essas condicoes esta a densidade do dominio do operador. Por outro lado, existe uma vari-
edade de equacoes diferenciais semilineares cuja parte linear é dominada por um operador
linear que nao é densamente definido. Tais situagoes surgem, por exemplo, das restrigoes
feitas sobre o espaco onde a equacao é considerada e de condigoes de contorno.

Contudo, em [31] os autores mostram que se as condigoes usuais de Hille-Yosida sao satis-
feitas, mas sem o pressuposto que D(A) seja denso em X, entdo os resultados de existéncia e
unicidade para o problema — podem ser obtidos, e sao mais gerais do que os conhe-
cidos quando D(A) é denso em X. A principal ferramenta usada em [31] é a teoria abstrata
de extrapolacao. As primeiras tentativas de construir esta teoria foram feitas por Da Prato
e Grisvard em [30] e Nagel em [27], usadas para diversos fins. Por exemplo, para estudar

equagoes integro-diferenciais de Volterra e equagoes diferenciais com retardo (ver [28, 130, [32]).
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A regularidade das solugoes de , com t € R, no espaco das fungoes pseudo quase
periédicas (respectivamente, quase automorficas, pseudo quase automérficas, compactas quase
automoérficas) foi considerada em [I0] (respectivamente,[5], [6]). Em [33], o autor estuda a e-
xisténcia de solugoes brandas locais e globais, bem como propriedades de regularidade para
tais solugoes. Em [4], os autores consideram o problema de existéncia e unicidade de solugoes
S-assintoticamente periddicas para o problema —. Recentemente, em Nagel e Sines-
trari [28] uma nova abordagem dos espagos de extrapolacao para operados lineares ilimitados
foi aplicada em equacoes de evolucao sobre espacos de Banach, afim de obter a existéncia
e propriedades das suas solugoes sob os pressupostos minimos. Entretanto, muitas questoes
em conexao com equagoes diferenciais abstratas semilineares com parte linear dominada por
operadores de Hille-Yosida com dominio nao necessariamente denso, permanecem sem res-
postas.

O estudo do comportamento assintotico de solugoes é um dos mais atraentes topicos
da teoria qualitativa de equacgoes diferenciais e, por esta razao, uma grande quantidade de
pesquisa matematica tem sido realizada sobre este tema. Particularmente interessante é o
comportamento assintético quase peridédico das solugoes de tais equagoes (ver, por exemplo,
[18, 20, 35]). A nogao de quase periodicidade assintética foi introduzida na década de 40
por M. Fréchet (ver [15]). Este conceito tornou-se muito atrativo, ndo somente do ponto
de vista estrutural do conjunto destas funcoes, mas também no sentido de aplicagoes em
Fisica, Biologia e Mecanica. Nosso principal propdsito neste trabalho é fornecer condigoes
suficientes para a existéncia de solugoes brandas assintoticamente quase peridédicas para o
problema —. O método topologico que ndés escolhemos para alcangar nosso objetivo
é a teoria de ponto fixo, que tem sido uma ferramenta muito poderosa e importante para
o estudo de fendmenos nao-lineares. Especificamente, usaremos o Principio de Contracao
de Banach e a Alternativa de Leray-Schauder. Observamos que para utilizar este ultimo
resultado sao necessarias algumas condicoes de compacidade. Portanto, a implementacao
desta abordagem nao é, a priori, trivial.

O Capitulo [1] fornece as defini¢oes necesséarias e alguns resultados preliminares. Particu-
larmente, revisaremos algumas das propriedades basicas das funcoes assintoticamente quase

periddicas. Apresentamos alguns exemplos de fungoes quase periddicas e assintoticamente



quase periddicas para construir intuicao e dar alguma luz a este conceito. Por outro lado,
é bem sabido que o estudo da composicao de duas fungdes com propriedades especiais é
importante e basico para investigagoes profundas. Nesta direcao, apresentamos um resul-
tado muito 1til (ver Lema [1.14)). Finalmente, recordamos alguns resultados bésicos sobre
espagos de extrapolacao e também alguns teoremas de ponto fixo, que sao de fundamental
importancia neste trabalho.

Os principais resultados deste texto estao contidos no Capitulo 2} Inicialmente faremos
uma miscelanea entre semigrupos e funcoes assintoticamente quase periédicas. Deveras, mos-
traremos a regularidade da convolugao de semigrupos extrapolados com fungoes assintotica-
mente quase periddicas (ver Lema . Nossos principais resultados asseguram basicamente
que se a nao-linearidade f é assintoticamente quase periddica, em um certo sentido, e veri-
fica condigoes do tipo Lipschitz, entao teremos existéncia e unicidade da solugoes brandas
assintoticamente quase peridédicas para o problema —, ver Teorema Teorema
e seus corolarios. Todavia, estes resultados nao sao suficientes para incluir perturbagoes
mais sofisticadas. Neste sentido, o Teorema [2.10] garante que se a nao-linearidade f tem cer-
tas propriedades de limitacao e compacidade, entao o problema — tem uma solucao
branda assintoticamente quase peridédica. Para mostrar quao facilmente nossa teoria pode
ser usada na pratica, no Capitulo [3, consideramos nossos resultados abstratos no ambito de
equagoes diferenciais parciais. Estudamos especialmente equagoes que surgem na teoria de

conducao de calor.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns pré-requisitos necessarios para uma melhor leitura do
texto. Com isso, desejamos tornar o trabalho o mais auto-suficiente possivel. Exigiremos do
leitor conhecimentos basicos de andlise funcional. Para sermos breves, nao faremos detalhes

de algumas demonstragoes.

1.1 Funcoes assintéticamente quase periddicas

Voltaremos nossa atencgao agora para as funcoes quase periddicas e assintoticamente quase
periddicas. Nosso interesse é definir e mostrar as principais propriedades dessas fungoes. Aqui
(X, []-1]) e (Y, ]|-]|) sempre serao espagos de Banach, deixamos claro que nao usaremos nenhum
tipo de simbolo para diferenciar as normas de X e Y, o leitor deve estar atento para que nao
haja confusao.

A seguinte definicao de funcao quase peridédica é devida a Harald Bohr.

Definicao 1.1 Uma fungao continua f : R — X € chamada quase periddica se, para todo
e > 0 eziste um l(e) > 0, tal que todo intervalo de comprimento l(€) contem um nimero T

com a propriedade

[fE+7) =Bl <e,

para todo t € R.
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O conjunto de todas as fungoes quase periddicas serd denotado por AP(X). O nimero 7

como na definicao acima, é chamado de e—periodo.

Observagao 1.2 As funcoes continuas periddicas sao quase periodicas. De fato, seja
f R = X uma funcao continua w—periodica, ou seja, f € periodica com periodo w. To-
mando (€) > w, entao todo intervalo I C R de comprimento l(g) contem algum nw, onde n
€ inteiro; assim,

flnw+1) = f(t) = f(t) = (1) =0,

para todo t € R.

O seguinte exemplo mostra uma tipica fungao quase periddica que nao é periddica (ver

[22], Exemplo 1.18).
Exemplo 1.3 Dado a € X, a # 0, defina a funcao f: R — X pela regra
f(t) = asint 4 asin(v/2t).

Em geral, a fun¢ao

f(t) = ae™ + beiﬁt, a,be X,a+#0,b+#0,
¢ uma func¢ao quase periodica que nao € periodica.
Demonstragao. Usaremos o seguinte fato: dado € > 0, existe um nimero inteiro N = N(¢),
tal que Nv/2 — [Nv/2] < ¢, onde [r] denota a parte inteira do niimero real r. Por este fato,

para um numero positivo &, existe um intervalo (2M7 — «, 2M7m + a), onde M é um inteiro

e a > 0, tais que
[be?V2EHT) — peitV2 || < g, Vi, T € 2Mm — o, 2M7 + ).

Portanto, para « suficientemente pequeno e | = 2Mm, todo intervalo de comprimento [
contem ao menos um e—periodo da funcao f. Isto mostra que f é quase periddica. Agora
vamos mostrar que f nao é periddica. De fato, suponha que f é periédica de periodo T'. Por

esta suposicao, a funcao
g(t) = ae’™T) 4 be'VAIHT) _ et _ petV2 = Vit € R.
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Entao,

27 27
0= / gt)dt = b / (eV2HT) _ iV gy
0 0

1 , ,
= —=(VE - 1)(eVH - 1),

iv2
Isto mostra que T/v/2 deve ser racional. Similarmente, podemos mostrar que 7' é racional.

Isto é um absurdo, o qual mostra que f nao é periddica.

Proposicao 1.4 Se f € AP(X), entdo f € limitada e uniformemente continua.

Demonstragao. Primeiro mostraremos que f é limitada. Seja [ = [(1) o nimero corres-
pondente a e = 1 como na Definigao [I.I] Segue-se da continuidade de f que o conjunto
{f() : t € [0,]} é limitado. Seja M > 0 tal que ||f(¢)|| < M, para todo t € [0,[]. Para
t € R arbitrario, considere o intervalo [—t, —t + [], assim existe 7 € [—t, —t + [] que satisfaz
a propriedade

[ft+7) = f@Ol <1,

Dessa estimativa, e usando o fato que t + 7 € [0, (], temos que
IFON < 7@ = fE+n)I+ 1fE+7) <1+ M

Isso mostra que f é limitada. Resta mostrar que f é uniformemente continua. Para isso, dado
e > 0, tome [ = [(¢/3) como na Definigao e note que f é uniformemente continua sobre o
intervalo [—1,1 4 {]. Agora escolhemos § = §(¢/3), 6 < 1, de modo que || f(t) — f(s)|| < /3
quando t,s € [-1,1+{] e |t—s| < 0. Parat,s € R com |[t—s| < §, ndés obtemos 7 € [—t, —t+I]

com a propriedade de || f(z + 7) — f(x)] < /3, para todo x € R, assim

IF@&) = Fl < If@) = fE+DI+1FE+7) = fls+ 7]

9 9 9
Hf+m) —fl <5+ 5+5 =<

vistoquet+71 € [0,l] C [-1, 1+ es+T € [s—t,s—t+1] C[—|s—t|,|s—t|+] C [-1,1+]].
]

13



A Proposicao nos diz que AP(X) C Cy(R; X), onde Cy(R; X) denota o espago das
fungoes continuas e limitadas f : R — X. Observamos que Cy(R; X)) munido com a norma
da convergéncia uniforme, dada por ||f|l.c = sup||f(¢)]|, é um espago de Banach.

teR

O seguinte resultado é elementar.

Proposicao 1.5 Se f € AP(X), A € C e h € R entao \f, f(- + h), e || f(-)|| sdo quase

pertodicas.

A demonstragao da préxima proposigao pode ser encontrada em Corduneanu (ver [§],

Proposigao 3.18).

Proposicao 1.6 Seja f € AP(X), entdo o conjunto Ry = {f(t) : t € R} C X € relativa-

mente compacto.

O seguinte resultado é uma caracterizagao de func¢oes quase periédicas dada por Bochner,

por motivo de brevidade omitiremos a demonstragao (Ver [§], Teorema 3.2).

Teorema 1.1.1 Uma funcao f : R — X continua € quase periddica se, e somente se, para
toda sequéncia de nimeros reais {S, }nen, existe uma subsequéncia { s, tnen C {8, fnen tal que

{f(t + sn)}nen converge uniformemente em t.

Nosso objetivo principal neste momento é mostrar que (AP(X), || - ||o) é um espago de

Banach.

Proposicao 1.7 A soma de duas funcoes quase periodicas com valores em um espago de

Banach X € quase periodica.

Demonstragao. Sejam fi, fo € AP(X). Considere a funcao t — f(t) := fi(t) + f2(t),
t € R. Dada {5, },en uma sequéncia de niimeros reais, existe uma subsequéncia {s/, }nen C
{Sn}nen tal que {fi(t + s),) }nen converge uniformemente, e ainda existe uma subsequéncia
{sn}nen C {8} }nen tal que {fo(t + $u)}nen converge uniformemente. Como f(t + s,) =

fi(t + sn) + fa(t + sn), temos que {f(t + s,) fnen converge uniformemente.

14



Teorema 1.1.2 O espago AP(X) munido com a norma da convergéncia uniforme € um

espaco de Banach.

Demonstragao. Das Proposicoes e temos que AP(X) é um subespago veto-
rial de Cy(R; X). Resta mostrar que AP(X) é fechado. Seja {f,}nen uma sequéncia em
(AP(X), || - |loo) que converge para f € Cy(R;X), vamos mostrar que f € AP(X). Dado

. 9 .
e >0, existe N > 0, tal que paran > N, || f — fulloo < 3 Ou seja,

Hﬂﬂ-h@“<gteR

Ademais, existe I(3) > 0, tal que todo intervalo de comprimento /(5) contem um nimero 7,

com a propriedade

Hm@+ﬂ—hwm<§tek

Assim,

IfE+7)=fOI < IfE+7) = fnE+n)l+ [ fnE+7) = fn@)]]

3 5 €
HifwO = SO <5+5+5=¢

para todo t € R. Portanto, (AP(X), || - ||~) ¢ Banach.

Neste trabalho manipularemos fungoes definidas sobre produtos cartesianos onde um dos
fatores é o conjunto dos nimeros reais. Assim, desejamos ter uma nogao da generalizacao
de quase periodicidade considerada anteriormente para tais funcoes. Representaremos por

C(R x Y; X) o conjunto das fungoes continuas f : R x Y — X.

Definigao 1.8 Uma funcgio f € C(RxY; X) é chamada quase periddica se f(-,z): R — X

¢ quase periodica uniformemente para todo x em subconjuntos compactos de Y.

O conjunto das fungoes quase periddicas f : RxY — X serd representado por AP(Y; X).

O seguinte resultado é usual na teoria das fung¢oes quase periédicas (ver [14]).

Lema 1.9 Se f € AP(Y;X) eu € AP(Y), entao f(-,u(-)) € AP(X).
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Trataremos agora da teoria assintética, para isso, denotamos por Cy([0, 00); X) o conjunto
de todas as fungoes continuas h : [0,00) — X tais que tlim h(t) = 0. E um fato bem conhecido
—00

que Cy([0,00); X) equipado com a norma do supremo é espago de Banach.

Definigao 1.10 Uma func¢do continua f : [0,00) — X € chamada assintoticamente quase

periddica se admite uma decomposicio f = g+ h, onde g € AP(X) e h € Cy([0,00); X).

Representaremos por AAP(X) o conjunto das fungdes assintoticamente quase periédicas.
Em [36], Secao 5.1 Proposicao 1, o autor mostra que toda funcao assintoticamente quase
periédica se decompoe de forma tinica como a soma de uma funcao quase periddica com uma
fungao em Cy([0, 00); X). Como consequéncia temos que AAP(X) = AP(X)®Cy([0,00), X).
Além disso, em [30] segao 5.1 Teorema 1, vemos a demonstracao de que (AAP(X),| - |le) €
um espaco de Banach. Um fato conhecido é que as fungoes assintoticamente quase periddicas

sao limitadas e uniformemente continuas (ver [36], secao 5.1, Proposigao 2).

Lema 1.11 Seja f € AAP(X). Entdo a imagem Ry = {f(t) : t > 0} € relativamente

compacto em X.

Demonstragao. Suponha que f = g+ h, onde g € AP(X) e h € Cy([0,00); X). Seja
{t,} C [0,00) uma sequéncia. Se {t,} é limitada, entdo existe uma subsequéncia {t;} e
to > 0, tais que klgl& tr = to. Como h é continua, ]}LIEO h(tr) = h(to). Se {t,} é ilimitada, entao
existe uma subsequéncia {t,,} tal que nlgnoo t,, = 00, portanto, n}gréo h(t,,) = 0. Assim, R), =
{Rh(t) : t > 0} é relativamente compacto em X. Do lema o conjunto R, = {g(t) : t > 0}
é relativamente compacto, por conseguinte, Ry = {f(t) : t > 0} é relativamente compacto

em X.

Seja Cy([0,00) X Y; X) o conjunto de todas as fungoes continuas h : [0,00) X Y — X, tais

que tlim (t,z) = 0 uniformemente para x em subconjuntos compactos de Y.
—00

Defini¢ao 1.12 Uma fungao continua f : [0,00) X Y — X € chamada assintoticamente
quase periddica se ezistem fungoes g € AP(Y;X) e h € Cy([0,00) x Y; X)) tais que f(t,y) =
g(t,y) + h(t,y) para todost >0 ey €Y.
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O conjunto das fungdes f : [0,00) X Y — X assintoticamente quase periddicas sera

denotado por AAP(Y; X).

Defini¢ao 1.13 Uma funcgao f : [0,00) x Y — X ¢é chamada uniformemente continua sobre
conjuntos limitados se para todo € > 0 e todo subconjunto limitado K C Y, ewiste d. x > 0

tal que
1ft,z) = ft,y)ll <e,

para todo t > 0 e todos x,y € K, tais que ||z — y|| < 0 k.
O seguinte resultado é de grande importancia para o nosso trabalho.

Lema 1.14 Suponha que f € AAP(Y; X) € uniformemente continua sobre conjuntos limi-

tados. Entao, w € AAP(Y) implica que f(-,u(-)) € AAP(X).

Demonstragao. Sejam f = g+ heu =v+¢, comg e AP(Y;X), v € AP(Y), h €
Co([0,00) x Y; X) e ¢ € Cy([0,00);Y). Observamos que
fu®) = g(t,v(t) + fE,ud) = g(t,v(t))
= g(t,v(t)) + gt u(t)) — g(t, v(t)) + h(t, u(t)).
Pelo Lema [1.9] ¢(-,v(-)) € AP(X). Uma vez que R, = {u(t) : t > 0} é relativamente

compacto (Lema [1.11]) e h € Cy(]0,00) X Y; X)), por definigao de Cy(]0,00) x YV; X)),

lim h(t, u(t)) = 0.

t—o00

Com um argumento analogo, vemos que tlim h(t,v(t)) = 0. Resta mostrar que
—00

g(,u()) - g(',U('>) S OO<[07 OO),X)

Consideremos o conjunto limitado K = R, U R,, onde R, = {v(t) : t € R}. Dado ¢ > 0,

como f ¢ uniformemente continua sobre conjuntos limitados, existe d. x > 0, tal que

(k) = Ftp)ll < <.
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para todo t > 0 e todos z,y € K, tais que ||z — y|| < 0. k. Ademais, por u(t) — v(t) = ¢(1),
podemos selecionar L > 0, tal que
[u(t) —v(®)] < Ok,
[A(t, u(®)]] <
[, o) <

para todo t > L. Assim, para t > L, temos que

lg(t u(t)) = gt o)l < gt u(®)) + h(t, u(t)) = g(t,v(t)) = h(t, v(D))]
HIAE u@) I+ 1A 0 @)

= [fu@) = & @) + [1aE w@)] + 1A v @)
< % + % + % =e.

Isto é suficiente para completar a demonstracao.

1.2 Semigrupos de Operadores Lineares

Nesta segao (X, || - ||) representard um espago de Banach. O conjunto dos operadores
lineares limitados sobre X sera denotado por £(X). Ademais, para um operador linear
A:D(A) C X — X usaremos as notagoes canonicas o(A) e p(A) para representar o espectro
e o resolvente do operador A, respectivamente. Finalmente, se A € p(A), escreveremos

R(AA):=(A— AL

Defini¢ao 1.15 Uma familia de operadores lineares (T(t))i>0 C L(X) é um semigrupo se
(1) T(0) = I; (identidade)
(15) T(t+s)=T(t)T(s),Vt,s>0.

Se, além disso

(i13) | T'(t)r — || = 0 quando t — 0%, V z € X, dizemos que o semigrupo € fortemente

continuo ou um Cy-semigrupo.
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Definicao 1.16 Seja (T'(t))i>0 um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares.

Chamaremos de gerador infinitesimal o operador A : D(A) C X — X definido por

T _
Az ;= lim (o — =

t—0+ t ’

onde

t—0t

D(A) = {x € X : lim w ea:iste}.

Exemplo 1.17 Seja A € L(X) e defina

R SV

n=0

Entao (e)y>o define um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares sobre X sa-
tisfazendo

et < et ¢ > 0.
A ideia de semigrupo esta associada a equacoes diferenciais lineares da forma
©'(t) = Ax(t), t > 0, (1.1)

x(0) = xo,

onde A : D(A) C X — X ¢é o gerador de um semigrupo fortemente continuo (7°(t));>o. O
semigrupo (7'(t)):>o ¢ o operador solucao desta equacgao, isto é, para cada xo € X, T'(t)zg é
a solucao de , em um certo sentido que nao vamos definir aqui.

A seguir temos um resultado simples, mas de fundamental importancia na teoria de

semigrupos.

Teorema 1.18 Seja T'(t) um Cy-semigrupo sobre um espago de Banach X. Entdo existem

constantes w > 0 e M > 1 tais que
| T() ||< Me**  Vt>0

Demonstragao. Mostraremos inicialmente que existe n > 0 tal que || T'(¢) || é limitado para
0 <t < 1. Se essa propriedade fosse falsa existiria uma sequéncia de nimeros positivos (t,)

satisfazendo lim ¢, =0e || T(t,) ||> n. Pelo principio da limitagao uniforme segue que para
n—oo
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algum z € X, || T'(t,)x || é ilimitado contradizendo a Defini¢ao (1.15)). Assim, || T'(t)z [|[< M
para 0 < t <7, como || T(0) ||= 1 temos que M > 1. Seja w = n~logM > 0. Dado t > 0,

fazendo t = nn + d com 0 < § < 7 e pela propriedade de semigrupo segue que

IT@) = T(O)T ()" |< M™ < MM» = Me*!

Quando w =0 e M =1, entao T'(t) é chamado um Cy—semigrupo de contragoes.
O seguinte resultado exalta algumas propriedades de Cy-semigrupos de operadores linea-

res.

Teorema 1.2.1 Dado A o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo de operadores lineares

(T'(t))i>0 em X. Entdo

(i) Para x € X,

t
(ii) Para x € X, / T(s)zds € D(A) e
0

A ( /0 t T(s)xds) — T(t)r — (1.3)

(i11) Para x € D(A), T(t)xr € D(A) e

d
aT(t)x = AT (t)x = T(t)Ax; (1.4)

(iv) Para x € D(A)
Tt — T(s)z = / T(r) Awdr — / AT(7)adr. (1.5)
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Demonstracao. (i) Segue da continuidade da aplicagao t — T'(t)z;

/0 t T(s + h)zds — /0 t T(s)xds)

t+h 1 t
T(s)xds——/ T(s)xds
h Jo

(17) Dados x € X e h > 0 tem-se

T(h)—1 [* -
T/o T(s)xds =

VR

1
h

t+h 1 t 1 t
T(s)xds—i——/ T(s)xds——/ T(s)xds
h Jn h Jo

t+h

S= = e

— T

~

h
T(s)xds — %/0 T(s)xds. (1.6)

Fazendo h — 07, o primeiro termo das igualdades em 1} converge para A( fot T(s)xds) e o
ultimo termo converge para T'(t)z — x, completando a prova,

(7i1) Dado « € D(A) e h > 0 tem-se
(%) Tt = T(1) (%) . (1.7)

Fazendo h — 07, (1.7)) converge para T'(t)Ax. Assim T'(t)x € D(A) e AT(t)x = T'(t)Az. Tal
convergencia implica também que

d+
—T(t)a = AT(t)r = T(t)Ax,

mostrando que a derivada direita de T'(t)x é T'(t)Az. A derivada a esquerda, para t > 0, de

T(t)zx existe e também é T'(t)Ax. De fato, observe que

hm(T@I_T@_mI—T@AQ - MnT@—m<Z@E;£—AQ

hs0+ h h—0+ h
+ hlg(% (T(t — h)Azx — T(t)Ax).
como x € D(A) e ||T(t — h)|| é limitada para 0 < h < t segue-se que o primeiro termo da
soma converge para 0. Ademais, como (7'(t));>0 ¢ um Cy-semigrupo o segundo converge a 0,
concluindo a prova;

(iv) Conclui-se integrando a equacao (|1.4)) do valor s ao valor t.

O préximo corolario é uma consequéncia importante do teorema anterior.

21



Corolario 1.19 Se A ¢ o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de operadores lineares

(T'(t))e>0, entao D(A) € denso em X e A é um operador linear fechado.

Demonstracgao. Para todo z € X e t > 0 define-se

1 t
T = —/ T(s)xds.
0

t

Pelo item (éi) do Teorema ([1.2.1)), segue-se que z; € D(A) para t > 0. Pelo item (i), temos

que r; — x quando t — 07. Assim D(A) = X.
Seja (zp)neny C X tal que x, € D(A), (x3)neny — x € (Azy)pneny — y quando n — oo. Pelo

item (iv) do Teorema ([1.2.1]) tem-se
t
T(t)x, — x, = / T(s)Az,ds. (1.8)
0

Dividindo por t > 0 e fazendo t — 07 tem-se que, usando (i), x € D(A) e que Ax = y. m
Seja A : D(A) C X — X um operador linear. Segue-se imediatamente do Corolario m

que se D(A) nao é denso em X entdo A nao gera um Cy-semigrupo de operadores lineares.
A seguir, veremos uma proposicao que mostra algumas equivaléncias da definicao de

Cp—semigrupo.

Proposigao 1.20 Para um semigrupo (T(t))i>o sobre um espago de Banach X as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
(a) (T'(t))i>0 € fortemente continuo.
(b) Ezistem 6 >0, M > 1, e um subconjunto denso D C X, tais que:

(i) | T(t)|] < M para todo t € [0, 4],

(ii) lg(r)l T(t)x = x para todo x € D.

(c) A fungdo t — T(t)x € continua Vx € X

Demonstracao. A implicagdo (c¢) = (b.i) é trivial. Vamos provar a implicacao (c)
= (b.i). Suponha por contradigdo que (b.i) é falsa, assim conseguimos uma sequéncia

(0n)(nen)y C [0,00) convergindo para 0 tal que || T'(d,) |[[— oo quando n — oo, entdo
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pelo principio da limitagao uniforme, existe z € X tal que (|| T(6n)2 ||)nen ¢ ilimitado,
contradizendo o fato de que t — T'(t)x é continua para t = 0.

Para mostrar que (b) = (a), considere (f,) C [0,00) uma sequéncia convergindo para
0e K ={t, : n € N} {0}, assim K é compacto. Da condi¢ao (b.i) e de t,, — 0 temos
que T'(-)|x ¢é limitada; dessa limitacao e de (b.ii), segue que T'(:)|xx é continua para todo
x € D. Vamos provar que a aplicacao t — T'(t)x restrita a K é continua para todo x € X.
De fato, dado € > 0, tome M tal que || T'(t) ||< M para todo t € K, e como D é denso em
X podemos escolher z1 € D tal que x € B(x1, 35 ). De T'(+)|xz1 ser continua, existe § > 0

tal que || T'(t)x; — T'(s)x1 || < § para todos ¢, s € K com [t — s| < §, assim
| T(t)x = T(s)z |<[| T(t)x = T()zy || + | T()xr = T(s)zy | + | T(s)zr = T(s)z [[< e
Da continuidade dessa aplicagao, temos que

lim T(t,)x =T(0)x = x

n—o0

para todo z € X. Como a sequéncia (t,),en foi escolhida arbitrariamente, temos que
lim; o T'(t)z = x, isto é, T'(t) é fortemente continuo.

Por fim, vamos mostrar a implicagdo (a) = (c). Sejam t; > 0, z € X e € > 0 dado,
como || T(t)r — x ||[— 0 quando ¢t — 0% existe §; > 0 tal que se h € [0,d], entdo

| T(h)x — =z [|< W7

| T'(to + h)x = T(to)x ||<[| T(to) [[I| T(h)x — =z ||< e

assim para h € [0, ;] temos que

Consideremos agora o caso h < 0. Existem d, e M > 0 tais que || T'(t) ||< M para todo

t € [0, 0], assim para h € [—dy, 0] temos que
| T(to + h)z — T(to)z |<|| T(to + h) [[| 2 = T(=h)z || .
Tomemos entdao ¢ = min{dy, d}, dai
h € (ty—6,tg+0) = T(to + h)x — T(to)z ||< e.

Isto completa a demonstracao.
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Proposicao 1.21 Seja (A, D(A)) o gerador infinitesimal de um Cy — semigrupo (T'(t))i>0
sobre um espago de Banach (X,|| - ||). Um subespagco D de D(A) denso com a norma || - ||

e (T(t))eo-invariante € denso em D(A) com a norma do grdfico || - || a.

Demonstracao. Para todo x € D(A), nés podemos escolher uma sequéncia (z,) C D tal
que lim z, = z em relagdo a norma || - ||. Como para cada n a fun¢ao s — T(s)z, € D é
n—oo

continua segue que s — T'(s)x,, € D é também continua com a norma do grafico, segue-se

que

t
/ T(s)x,ds,
0

sendo uma integral de Riemann, pertence ao || - || s-fecho de D. Similarmente, a || - || 4-conti-
nuidade de s — T'(s)x para x € D(A) implica que

— 0 quandot | 0Oe

I
A

¢
—/ T(s)xds — x
t Jo

1 [ L[
H—/ T(s)x,ds — —/ T(s)xds
tJo tJo

Isso prova que para cada € > 0 podemos escolher ¢ > 0 e n € N tal que

— 0 quando n — oo e para cada t > 0.
A

1 t
I Z/ T(s)xpds —x ||a< €
0

Assim, = € DIl

O seguinte Lema sera utilizado em um de nossos resultados.

Lema 1.22 Seja (T(t))i>0 um Cy—semigrupo e seja K C X wum conjunto relativamente

compacto, entao T(t)x — = quando t — 0, uniformemente para x € K.

Demonstracao. Dados ¢ > 0 e z € K fixado, da Defini¢ao (1.15)) existe d, > 0 tal que

|T(t)x — z|| < e sempre que 0 < ¢ < d,, em outras palavras,
T(t)x € B:(z),

sempre que 0 < t < §,. Como K é relativamente compacto e K C U,ex B:(z), logo existem

L1, X9, ..., Tp, tais que K C UL, B.(z;). Assim tomamos, § = min{5w1,...,5xn,g}, onde & é
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como na Proposicao (|1.20)). Portanto ¢ s6 depende de e e K, eset < e z € K, entao existe

z; € K, tal que z € B.(z;), e assim

IN

1T (t)z — =|| IT(t)z = T@)yl| + | T@)x; — 2l + [l — 2|

< Tz = z5ll + e +¢

< Me+e+e=(M+2)

E isto completa a demonstracao.
]

Agora mostraremos um caminho para construir novos semigrupos fortemente continuos
a partir de outros ja conhecidos (ver pardgrafos 1.10 e 2.2 de [12]). Assim, assumiremos que
(T'(t))i>0 ¢ um semigrupo fortemente continuo sobre um espago de Banach X com gerador

infinitesimal A.

Definicao 1.23 Para quaisquer numeros u € C e a > 0, nds definimos o semigrupo reesca-
lado (S(t))e>0 por
S(t) = e"T(at)

para t > 0.

Observamos que o semigrupo reescalado tem gerador
B =aA+ ul

com dominio D(A) = D(B). Além disso, o(B) = «ao(A) + u, dal temos que
1 A —
p(B) = ap(A) + u, ademais R(\, B) = aR <TM,A) para A € p(B). Isto mostra que

podemos mudar facilmente entre o objeto original e o objeto reescalado.

Definicao 1.24 Um operador linear (A, D(A)) sobre um espaco de Banach X é chamado
dissipativo se

A = A)z]| = Al

para todo A >0 e x € D(A).

Para sermos breves, omitiremos a demonstragdo da préxima proposi¢ao (ver Proposigao

3.14 em [12]).
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Proposicao 1.25 Para um operador dissipativo (A, D(A)) as sequintes propriedades sao

verdadeiras.
(i) A — A éinjetivo para todo A > 0 e
. 1
1A = A) 2l < Izl
para todos z na imagem rg(A — A) := (A — A)D(A).

(ii) A — A € sobrejetivo para algum X > 0 se, e somente se, é sobrejetivo para cada A > 0.

Neste caso, tem-se (0,00) C p(A).

(iii) A € fechado se, e somente se, a imagem rg(A— A) € fechada para algum (portanto para

todo) A > 0.

Finalizamos esta secao com dois importantes resultados da teoria de semigrupos, os quais
fornecem critérios espectrais para que um operador linear fechado A : D(A) C X — X sejao
gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de operadores lineares de contragoes, no primeiro

caso, ou com uma limitagao exponencial como no Teorema ([1.18)), no segundo caso.

Teorema 1.26 [12/(Hille-Yosida, Caso de contracées) Para um operador linear (A, D(A))

sobre um espaco de Banach X, as sequintes propriedades sao todas equivalentes.
(a) (A, D(A)) gera um semigrupo fortemente continuo de contragoes.

(b) (A, D(A)) é fechado, densamente definido, e para todo A > 0, tem-se X € p(A) e

[AR(X A)| < 1.

(c) (A,D(A)) € fechado, densamente definido, e para todo A € C com Rel > 0, tem-se
AeEp(A) e

1
RNA)| < —.

1RO A < s

Teorema 1.27 [13/(Teorema de Hille-Yosida) Dados A : D(A) C X — X um operador

linear fechado e constantes w € R e M > 1, as sequintes propriedades sao equivalentes:
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(i) (A, D(A)) € o gerador de um Cy-semigrupo de operadores lineares (T'(t))i>o satisfazendo

|T(t)|| < Me“*,Vt > 0. (1.9)
(i) A € densamente definido, (w,00) C p(A) e

sup{(A —w)"||A=A)7"|| :ne N A >w} < M.

1.3 Operadores de Hille-Yosida e espacos de extrapo-
lacao

Recordamos algumas propriedades bésicas dos espacos de extrapolagao para operadores

de Hille-Yosida, que sao ferramentas essenciais para este trabalho.

Definicao 1.28 Sejam X um espaco de Banach e A um operador linear com dominio
D(A). Dizemos que (A, D(A)) € um operador de Hille-Yosida sobre X se existem constantes
weR eM>1 tais que (w,00) C p(A) esup{(A—w)" || A=A)™[:neN, A>w} <M.
Chamaremos de tipo de A o par (M, ) onde pu é o infimo das constantes w. Se pudermos

escolher w menor que zero, diremos que A € de tipo negativo.

As condigoes da definigao ((1.28]) sdo as condigoes do Teorema de Hille-Yosida com excegao
da densidade do dominio de A. Observamos que a redugao das condigoes de Hille-Yosida sao

ilusérias quando X é reflexivo. De fato, temos o seguinte resultado devido a Kato ([19])

Proposigao 1.29 ([19]) Seja A: D(A) C X — X um operador linear sobre um espago de
Banach reflexivo X, tal que existem p, M > 0 verificando a propriedade:

M
A>pu=A—A)e LX) el(A—A) Y ex < py—

Entao D(A) = X.

Considere (A, D(A)) um operador linear sobre X, e X, := D(A). Seja
Ap : D(Ag) C Xo — Xo o operador definido por Agx = Az com dominio

D(A()) = {CU c D(A) cAx € X()} .
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Baseado nas propriedades da Proposicao (|1.25)), se assumirmos que o operador A é dissi-

pativo e que A — A é sobrejetivo para algum A > 0, entao (0,00) C p(A).

Lema 1.30 Seja (A, D(A)) um operador dissipativo sobre um espago de Banach X tal que
A — A € sobrejetivo, para algum A > 0. Entao a parte Ay de A no subespago Xy := D(A) €
densamente definido e gera um semigrupo de contragoes em Xo. Ademais, p(A) C p(Ag) e

R(/\7 AO) = R()‘7 A)|X07 para A€ p<A)

Demonstracgao. Pela defini¢ao

Aoilj' = Ax

para © € D(Ag) = {z € D(A) : Az € Xo} = R(\, A)Xy. Nao é muito dificil notar que
R(X\, A)lx, = R(A, Ag), assim p(A) C p(Ayp). Por conseguinte, (0,00) C p(Ap). Devido ao Te-
orema ([1.26), resta mostrar que D(Ay) ¢ denso em X. Dado x € D(A), seja x,, = nR(n, A)z,
logo x,, € D(A). Da defini¢ao de resolvente, temos que (A — A)R(\, A) = I, assim

AR(M, A) = AR(A, A) + 1.

Entao lim z, = lim AR(n,A)xr + * = =z, porque pela Proposi¢ao ([1.25) temos

n—oo n—oo

|R(n, A)|| < e Portanto, os operadores nR(n,A) convergem pontualmente sobre D(A)

para a identidade. Mas como ||[nR(n, A)|| <1 para todo n € N, obtemos a convergéncia de
Yn == nR(n, A)y =y

para todo y € Xy. Como cada y,, estd em D(Ag) = R(\, A) X, a densidade de D(Aj) em X,

esta garantida.

Agora consideraremos A sendo um operador de Hille-Yosida, assim estabelecemos o se-

guinte resultado andlogo ao Lema (|1.30)).

Lema 1.31 O operador Ay é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (To(t))i>o sobre
Xo com || To(t) ||< Met para t > 0. Além disso, p(A) C p(Ag) e R(A\, Ag) = R\, A)|x,,
para X € p(A).

28



Demonstragao. Inicialmente consideramos o operador (B, D(B)) sobre X definido por
Bxr = Ax — wz.

Assim D(B) = D(A), p(B) = p(A) —w e R(\,B) = R(A + w, A), ver observacao sobre

semigrupo reescalado. Portanto (0,00) C p(B) e para A > 0, temos
M
IR\, B)"|| = ||RO+ w, A)"|| < T para algum M > 1.
Para todo p > 0, definimos uma nova norma sobre X por
% := sup [|u" R(u, B)"x[].
n>0
Estas normas tém as seguintes propriedade (ver demonstragao do Teorema 3.8 de [12])
1) =l < llll, < Mllz]]
(i) [[pR(p, Al <1
(iii) |IAR(N,A)|l, <1para0<A<p
(1v) [IA"R(A, A) x| < [[A"R(A, A) x|, < ||z, para 0 <A< peneN
(v) [lz[[x < [lz]l, para 0 <A < p.
Com base nessas propriedades definimos a seguinte norma

][} := sup ||z,
u>0
que satisfaz
(vi) =]l < |l < M||=]|
(vii) [|AR(X, B)||| < 1 para todo A > 0.

Assim,

Allzlly = []AX = B) "' (A = B)zl|| < [I(A = B)z[l; para todo x € D(B),
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ou seja, B é || - |||—dissipativo. Pelo Lema (1.30]), o operador B gera um semigrupo de

contragoes (S(t))i>0, em (Xo, || - |||), que obedece a seguinte estimativa
IS@I < 1S@ll <1< M.

Usando a ideia de semigrupo reescalado, vemos que A gera um semigrupo fortemente continuo

(To(t))>0, onde Ty(t) = e*tS(t), assim
ITo@)]] = [l SE)| < e'|[S@)]| < Me*".
Com isso, a demonstracao estd completa.
|

No que segue, assumiremos que (A, D(A)) é um operador de Hille-Yosida de tipo negativo
(C, ) em X. Com isso temos que 0 € p(A) C p(Ay), ou seja, A;' € L(X,). Note que a
expressdo || z ||_1=| Ay'z || define uma norma em X;. O completamento de (X, || - ||-1),
denotado por X_1, é chamado o espaco de extrapolacao de X, associado ao operador Ajg.

Note também que X é um espago intermediario entre Xy e X_1 e que
Xg—=> X — X,
(ver [24]). Como Ay'Ty(t) = To(t)Ay", temos que

I To()a |2 < [ To(®) [lecxoll 2 -1

isso implica que Ty(t) tem uma tnica extensao linear 71 (t) em X_;. Observe que a familia
de operadores (T_1(t))s>o forma um Cy-semigrupo sobre X ;. De fato, seja z € X_4, assim

existe uma sequéncia (z,) C Xy tal que x,, — x, dessa forma

(i) T-1(0)z = lim T_4(0)x,, = lim T5(0)z, = lim x, =«

n—o0 n—o0 n—o0

(i) T_1(t+s)xr = lim T4 (t+s)x, = lim To(t+s)x, = Uim To(t)To(s)x, = Um T4 (6)T_1(s)z, =
n—oo

n—o0 n—oo n—oo

T_1 (t)T_l(S)l’

(iii) por construgao || T-1(t) ||=| To(t) ||, e como (Tp(t)) é um Cp-semigrupo segue que

existem 0 > 0 e M > 1 tais que || Ty(t) ||[< M, para todo ¢ € [0,0]. Assim
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(a) || T-1(¢) ||< M para todo t € [0, ]

(b) Para todo x € X, temos que

1}&1 T 1(t)x = ltlﬁ)l To(t)r = x,

e pelo teorema ([1.20) temos que (7_1(t)) é um Cy-semigrupo. Chamaremos (7_1(t)) de semi-
grupo de extrapolagao de (Ty(t))i>0. Na sequéncia, (A_q, D(A_)) serd o gerador infinitesimal

de (T1(2))e=0-
Lema 1.32 Com as condigoes anteriores, as sequintes propriedades sao verificadas.

(i) D(A_1) =Xo e || To1(t) lleixon=Il To(t) ||z(xy) para todo t > 0.

(il) O operador A, : Xy — X1 € a dnica extensio continua de
Ao : D(Ap) C (Xou |l - I]) = (Xoou | - [|=1) € Ay € uma isometria entre (Xo, || - ||) e
(Xon [ M=)

Demonstragao.(i) Note que por construcao, || 7-1(t) ||zcx_)=|| To(t) || z(xo), vamos provar
que D(A_;) = Xy. Note que (7T_1(f)) é um extensao de (7p(t)), assim temos que A_; é
uma extensao de Ay e como A_; é um operador fechado, temos que Xg C D(A_;). Como
Xo é (Tp(t))-invariante segue que Xo é (T_1(t))-invariante, assim, pela proposigao (|1.21))
concluimos que Xy é denso em D(A_;) com a norma || x ||4a_,=|| = ||-1 + || A_1z || 1. Note
que || ||=1<]| - [la_, e (Xo, || - ||=1) é espaco de Banach, assim (Xg,|| - ||-4_,) é também
espago de Banach, portanto Xo = D(A_).

(i) J& vimos no item (i) que A_; é uma extensao de Ay, como D(Ap) é denso em X, temos
que A_; é uma extensdo continua de Ag. Para ver que A_; é uma isometria entre (Xo, || - ||)

e (X_1,] - ||-1), basta notar que D(A) é denso em X e que
| A =l Ao =1l A3 Agz ||= & | ¥ = € D(Ay).

Isto conclui a demonstracao.

Observacao 1.33 28/ Sobre as condi¢oes do Lema ainda sdao wverificadas sequintes

propriedades:

31



(iii) Se XA € p(Ag), entao (A — A_y)™! emiste e (A — A_1)™' € L(X_1). Em particular,
A€ p(A71> € R<)\7 A*1)|X0 = R()‘7 AO)

(iv) O espagco Xo = D(A) € denso em (X_1,| - ||-1). Assim, o espago de extrapolagao
X_1 € também o completamento de (X, || - ||-1) e X — X_1. Além disso, A_1 € uma
extensdo de A em X_1. Em particular, se A € p(A), entdo R(\,A_1)|x = R(\,A) e
R\ A_1)X = D(A).

1.3.1 Miscelanea

Seja X um espacgo de Banach. Considere a equacao de evolucao linear

2 (t) = Ax(t) + f(t), te€]0,00), (1.10)

z(0) = . (1.11)

onde A : D(A) C X — X é um operador de Hille-Yosida de tipo negativo e f € Cy([0, 00), X),
isto é, f é continua e limitada. Na situagao onde X, := W = X, a teoria de semigrupos
aplica-se de forma imediata ao estudo de existéncia de solucoes para as Equacoes -.
Porém, se Xy é um subespaco proprio de X segue-se que A nao gera um Cp-semigrupo.

Por outro lado, como vimos nesta secao, podemos considerar uma extensao do operador
A para um espago conveniente de modo que tal extensao é o gerador de um Cy-semigrupo,
o qual denominamos de semigrupo extrapolado. Agora mostraremos alguns resultados que
relacionam existéncia de solugao para as Equagoes — e semigrupos extrapolados.

Como vimos, a hipétese de A : D(A) C X — X ser um operador de Hille-Yosida de tipo

negativo acarreta na existéncia de constantes C' > 1 e w < 0 tais que o semigrupo extrapolado

possui a seguinte limitacao exponencial
T4 (t)]] < Ce**, t>0.

No decorrer desta secao C' e w serao as constantes dessa desigualdade.

Em [23] 28] os autores mostram que a fungao z : [0, 00) — X dada por
t
z(t) =T 1(t)zo + Ty * f(t) := T 1 (t)x0 + / T4t = s)f(s)ds,
0
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é a tnica solucao branda das Equagoes ((1.10)-(1.11])). Ademais,
t
T 4% f(t) = / T 1(t—s)f(s)ds € Xo,
0
para todo t € [0, 00).

Lema 1.34 Dado f € Cy([0,00), X), as sequintes propriedades sao verificadas.

(i) 1T % fD)]] < Cet / e £(s)]|ds;

(ii) O operador linear T' : Cy([0,00), X) — Cp([0, 00), Xo) definido por T'f(t) = T_1 * f(t),

€ continuo;

Demonstracao. (i) De fato, observe que

ITo = £ < / 1T (¢ — )£ ()]l ds
< / IToa(t — )11 (s)ds
< / Cet=9)| £ (s)||ds

t
— Ce / |1 £ (s)l|ds.

(71) Basta observar que

ITf(t) = Tg®)ll < C@“’t/ote_“s\lf(S)—g(S)IIdS

t
_ (cewt/ e—wsczs> 1f = gl
0

C
< (m) 1f = gl

e a demonstragao fica completa.

Observamos que esses resultados sao validos para f € L}, ([0, 00), X).

33



1.4 Resultados de Topologia

Nesta secao relembraremos alguns teoremas e defini¢oes que serao utilizados neste traba-

lho.

Definicao 1.35 Sejam X um espaco topologico e f : X — X uma funcdao continua. Um

ponto fixo para f é um elemento x € X, tal que f(x) = .

Definigao 1.36 Sejam (X, d) e (Y, p) espagos métricos. Uma funcao f : X — Y para a qual

existe uma constante L > 0 tal que

p(f(x), f(2)) < Ld(z, 2),

para todos x,z € X € chamada Lipschitziana. A constante L é chamada constante de Lips-

chitz de f. Quando L < 1 dizemos que f é uma contracao.

Observacao 1.37 Sejam X e Y espacgos vetoriais normados. Neste trabalho nos interessa

a situagao onde f:[0,00) X X =Y € uma funcdo continua que satisfaz a condi¢ao

1t 2) = Fty)ll < L)z = yll,

para todos x,y € X, t € [0,00), e L : [0,00) — [0,00) é uma fun¢io dada. Neste caso também

dizemos que f € uma fungao Lipschitziana.
O proéximo resultado é um dos mais simples e aplicados entre os teoremas de ponto fixo.

Teorema 1.4.1 (Principio da Contragcdo de Banach) Seja (X, d) um espago métrico

completo e f: X — X uma contracao. Entao f possui um unico ponto fizo.

A seguir temos uma variacao deste resultado, a qual nos permite considerar condi¢oes um

pouco mais gerais em nosso trabalho.

Teorema 1.4.2 (Principio dos Iterados) Seja (X,d) um espago métrico completo e
f X — X uma fun¢ao continua. Se para algum n € N o iterado f™ é uma contragao,

entao f possuit um unico ponto fixo.
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Esses dois teoremas sao de grande utilidade para nds, porém como eles tratam apenas
de contracoes, logo nao cobrem algumas situagoes em que temos interesse. Neste sentido o

teorema seguinte ¢ muito tutil.

Teorema 1.4.3 (Alternativa de Leray-Schauder) Seja D um subconjunto fechado e
convexo de um espaco de Banach X tal que 0 € D. Seja G : D — D uma func¢ao completa-

mente continua. Entao, G possui um ponto fizo em D ou o conjunto
{z€D:z2=)G(2),0 <A< 1}
¢ ilimitado.

Para utilizar o Teorema (|1.4.3) vamos estabelecer um critério de compacidade em um
espago de Banach especial. Sejam X um espago de Banach e h : [0,00) — [1, 00) uma funcao

continua tal que tlim h(t) = oco. Considere o espago
—00

Cn(X) = {u € C([0,00), X) : Tim 218 _ o}

equipado com a norma

@)
][ = sup OB

Pode-se mostrar que Cj,(X') munido com a norma ||- ||, é um espago de Banach. O seguinte

critério de compacidade é muito valioso para um de nossos resultados.

Lema 1.38 ([9]) Um subconjunto K C Cy(X) € relativamente compacto se verifica as se-

gquintes condicoes:

(i) O congunto Ky, = {u|py: u € K} € relativamente compacto em C([0,b]; X') para todo
b>0.

o el
(i) Jim h(t)

= 0 uniformemente para todo u € K.

Dados K, N dois espagos métricos, denotaremos por C(K;N) o conjunto de todas as

fungoes f : K — N continuas. O proximo resultado é um teorema classico em Topologia.
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Teorema 1.4.4 ([21])(Teorema de Ascoli-Arzeld) Seja E um conjunto de aplicagoes
continuas f : K — N, onde K ¢é compacto. A fim de que E C C(K;N) seja relativamente

compacto, € necessdario e suficiente que:
1. E seja equicontinuo,

2. Para cada x € K, o conjunto E(x) = {f(x) : f € E} seja relativamente compacto em
N.

Se M é um subconjunto de um espaco linear Z, a envoltoria convera de M, denotada por
co(M), é o menor convexo de Z que contém M. Se Z é normado, denotamos por ¢o(M) o

fecho da envoltoria convexa de M.

Lema 1.39 [25] Seja Z um espago de Banach e [ : [a, ] — Z wma fung¢ao integrdvel.
Entao

B8
(6 — o) / f(r)dr € @l f(r) : 7 € [ ]}

Teorema 1.4.5 (Teorema de Mazur) Se Z é um espago de Banach e A é um subconjunto

relativamente compacto de Z, entao co(A) € relativamente compacto.

Lema 1.40 (Lema de Gronwall) Suponha que f,e e k sao fung¢des nao-negativas de uma

varidvel real t, tal que

() < =(t) + / K(r)f(r)dr

Y

entao

f() < () + / h(R)e(r)el o ar

e em particular, se € e k sao constantes, nos encontramos que

f(t) < eet®,

Com isso concluimos nossas preliminares.
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Capitulo 2

Solucoes Assintoticamente Quase

Periodicas

Neste capitulo, estamos interessados em estudar a existéncia e unicidade de solugoes bran-
das assintoticamente quase periddicas da equacao semilinear de primeira ordem descrita sob

a forma

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), t>0, (2.1)

u(0) =ug € D(A) =: X, (2.2)

onde A: D(A) C X — X é um operador linear ilimitado de Hille-Yosida de tipo (C, u) com
C > 1, u <0, cujo dominio D(A) esté contido num espago de Banach X e f : [0, 00)x Xy — X
é continua. Nao faremos suposigoes a respeito da densidade de D(A), contudo, o caso nao
denso desperta maior interesse uma vez que nesta situacao a teoria classica de semigrupos
nao pode ser aplicada. Consideramos também o caso de condigao nao local, isto é, quando a
condigao inicial ¢ da forma u(0) 4+ g(u) = ug, com g : Cy([0, 00), Xy) — X, uma fungao dada.

As consideragoes no caso linear nos motiva a definir uma solucao branda da equacao

(2.1)-(2.2)) como uma fungao continua u : [0,00) — X que satisfaz a equagao integral

u(t) = T-1(t)ug + /Ot T (t—s)f(s,u(s))ds, t > 0.

O proximo resultado assegura a regularidade da convolug¢ao do semigrupo (7-;(¢)):>0
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com as funcoes assintoticamente quase periddicas. Esse resultado serd muito util na nossa

abordagem do problema (2.1)-(2.2]).

Lema 2.1 Assuma que w € AAP(X). Entao a fungao

t
v(t) = / T 4(t — s)w(s)ds, t >0,
0
¢ assintoticamente quase periodica.

Demonstracao. Se w = g + ¢, onde g € AP(X) e ¢ € Cy([0,00),X), temos que
v(t) = G(t) + ®(t), onde
t

Glt) = / T \(t— $)g(s)ds tE€R, (2.3)

—0o0

0

O(t) = /0 T 1(t—s)p(s)ds — / T 1(t—s)g(s)ds, t > 0. (2.4)

—0o0

Afirmamos que G € AP(X). De fato, para € > 0, escolhemos [(¢) > 0 tal que todo intervalo
de comprimento I(e) contém um nuimero 7 com a propriedade ||g(t + 7) — g(t)]| < €, para
todos t € R. Portanto, a estimativa

IG(t+7) — G)|| = H/:TT_l(t—l—T—s)g(s)ds—/t T o (t — s)g(s)ds

— 00

/Ooo T 1(s)g(t —s+T)ds — /OOOT_l(s)g(t — 5)ds

< / T NT()llg(t — s+ 7) — glt — 9)|lds

(f )= ()

nos mostra que G € AP(X). Agora, mostraremos que ® € Cy([0,00),X). Como

IN

¢ € Co([0,00), X), dado € > 0 existe uma constante 7' > 0 tal que ||¢(s)|| < € para todo
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s>Te / eMds < % Entao, para todo t > 2T, deduzimos
T

0

/2 t
wwns‘l|M4wwmwwm+[|mawwwmwm+/ 1Tt — )llg(s) s

/2 -
t/2 ¢ o
< C!Iabl\oo/ e“<”>ds+ec/ e“(ts)ds—i—C’HgHoo/ 15 g
0 t/2 -
t t/2 .
< C|I¢||oo/ e“st—i—C’e/ e“sds+0||g]|oo/ 5 ds
/2 0 '
< Clloll [ s +-0c [~ @it Clgle [ ernas
T 0 .

C
< ||¢||oo€+ et ||9”oo€~

|l

Portanto, lim;_,., ®(t) = 0, ou seja, & € Cy([0,00), X). Isto completa a prova.

O seguinte Teorema ¢ o principal resultado desta secao.

Teorema 2.2 Seja f € AAP(Xo; X) uma fungdo uniformemente continua sobre conjuntos

limitados. Assuma que existe uma fungao integrdvel L : [0,00) — [0,00), tal que

1t 0) = f(,w)|| < L{#)[lv = wll, (2.5)

para todos v,w € Xy et > 0. Entao o problema — tem uma unica solugao branda

assintoticamente quase periodica.
Demonstragao. Nés definimos o operador I' sobre o espaco AAP(X,) por
t
Tu(t) = T_1(t)uo +/ T 1 (t—s)f(s,u(s))ds = T_1(t)ug+v(t), t>0. (2.6)
0

Primeiramente vamos mostrar que I' estd bem definido, ou seja, I'u € AAP(X,). Como
T 1(t)ug — 0, quando t — oo, e pelo Lema a fungao t — T_1(t)up é continua, temos
que T_1(-)ug € AAP(Xy). Ademais, pelos Lemas e 2.1 temos que v(-) € AAP(Xy).
Portanto, I'(AAP(X,)) C AAP(X)).
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Agora consideremos uq, us € AAP(X), assim:
t
| Tur(t) — Tua(t) || < / | Toa(t =) |l f(s,u1(s)) — f(s,uz(s)) || ds
< c/eﬂts V1| ua(s) — ua(s) | ds

< 0/ I L(s)ds || w1 — s [|oc
0

IN

¢

C/ L(s)ds || u1 — us |0
0

CIILIy | ur = v [|oo,

A\

Logo I' é continua. Outrossim,

I(T*un) () — (CPu2) ()] <

e

< / (C/O ||u1()—u2(7)||d7>ds
o[ ([ )Y

= S ([ vmar) ol

(CHLH )*
2

'L(s) || Pui(s) = Tus(s) || ds

IN

< w1 — usl|oo-

Em geral, para n € N, temos que:
n n Cl| Ly
1T (8) — () (8)] < (M) oty = o
(|

n!
(1.4.2) que I' tem um tunico ponto fixo u € AAP(Xy) e consequentemente existe uma unica

Uma vez que < 1 para n suficientemente grande, segue do Principio dos Iterados

solucdo branda assintoticamente quase periédica para a equacao (12.1)-(2.2)).

]

Observacgao 2.3 Considere o problema
V'(t) = Av(t) + f(t,v(t)), t>0, (2.7)
v(0) = vy € D(A) =: Xy, (2.8)



onde A e f sdo como no Teorema ([2.2). Seja ug a condicao inicial (2.2)). Suponha que existe
R > 0 tal que |jup — vg|] < R. Se u é a solucao branda assintoticamente quase periédica do

problema ([2.1)-(2.2)) e v é a solugdo branda assintoticamente quase periddica do problema
(2.7)-(2.8)), logo, pela defini¢ao vemos que:

u(t) = T-1(t)up + /Ot T 1(t—s)f(s,u(s))ds, t=>0.

t
o(t) =T_1(t)vo —l—/ T 1(t—s)f(s,v(s))ds, t=>0.
0
Entao nés temos a seguinte estimativa
| — v)|oe < CReCIEIL, (2.9)

De fato, nés observamos que
t
[u(®) =v@ < ([ T-2() [l wo — vo || +/0 T2y | S (s, uls)) — (s, 0(s)) || ds

t
< Ce || ug — vy || +C’/ e“(t_S)L(s) | u(s) —v(s) || ds
0

< Clluo = vl +C / L(s)l|u(s) — v(s)||ds
< CR+C / L(s)llu(s) — v(s) | ds.

Por isso, a estimativa (2.9) é consequéncia da inequacdo de Gronwall (Lema [1.40). Deste

fato, é facil ver que se considerarmos a familia de problemas

ul(t) = Auc(t) + f(t,u(t)), ¢>0, (2.10)
uc(0) = u§ € D(A) =: X, (2.11)

onde A e f sdo como acima e as condigoes iniciais verificam a estimativa ||u§ — ug|| < R(e),
com R(e) — 0 quando € — 0, entao nés temos que ||u — ul|oc — 0 quando € — 0, onde u‘ e u
sao a solucao branda assintoticamente quase periédica do problema — e a solugao
branda assintoticamente quase periddica do problema -, respectivamente.

Note que o Teorema (2.2) nao inclui os casos onde L em (2.5) é uma constante. Neste

caso, nos temos o seguinte teorema.
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Teorema 2.4 Seja f € AAP(Xo; X) uma fungao uniformemente continua sobre conjuntos

limitados e assuma que f verifica a condi¢ao de Lipschitz

1 (8 0) = f(Ew)|| < L) [lv — wll, (2.12)

t
com L uma func¢ao localmente integrdvel. Se Csup/ e“(t_s)L(s)ds < 1, entao o problema
>0 Jo

- tem uma unica solucao branda assintoticamente quase periodica.

Demonstragao. Procedendo como na prova do Teorema (2.2), nés definimos a funcao I'
sobre o espago AAP(Xy) pela expressao (2.6). O mesmo argumento do Teorema ([2.2)) mostra

que T estd bem-definido. Ademais, se uy, us € AAP(Xj) nés temos a inequagao

ITuy (t) = Tus ()] < /0 T2 (= s) [l f(s,ua(s)) = f(s,ua(s)) || ds
< C’/O "I L(s)||ug(s) — ug(s)||ds

t
< C’sup/ e”(t’S)L(s)ds]|u1—u2||Oo,
0

t>0

isso prova que I' é uma contracao. Portanto, a afirmagao é consequéncia do Principio da

Contracao de Banach (1.4.1]), e a prova esta completa.

As seguintes consequéncias sao imediatas.

Corolario 2.5 Seja f € AAP(Xo; X) uma fungao que verifica a condigao de Lipschitz
t

com L uma func¢ao continua e limitada. Se Csup/ e“(t_S)L(s)ds < 1, entao o problema
0

>0
— tem uma unica solucao branda assintoticamente quase periodica.

Demonstracao. Como f satisfaz a condigao de Lipschitz (2.12)) e L é continua e limitada,

temos
£t z) = f(ty)ll < L)z = yll < [|L]lollz — yl|-

Desta estimativa segue que f é uniformemente continua em t.
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Corolario 2.6 Seja f € AAP(Xo; X) uma fungdo que verifica a condigao de Lipschitz

| fit,v) — flt,w) [K K |[v—w], Vtel0,o00), v, we X. (2.13)

CK
Se W < 1, entao o problema — tem uma unica solugao branda assintoticamente
1

quase periodica.

Demonstracao. Basta notar que pela condicao de Lipschitz, f é uniformemente continua

t t (o] _1 1
em t, além disso / M=) s = / elTdr < / eldr = — = —.
0 0 0 ool

Agora, nos moveremos para o problema de perturbacoes localmente Lipschitz para a

equagao ([2.1)). Temos o seguinte resultado.

Teorema 2.7 Seja f € AAP(Xo; X) e assuma que existe uma fun¢ao nao-decrescente
L :[0,00) = [0,00) tal que para cada r > 0 e todos v,w € Xy, com ||v|| <r e |w| <7, nds
temos

1f(t,v) = f(E,w)l| < L(r)llo —wl]l, V>0

Se existe R > 0 tal que

C [ ull[uoll 1 (5 0)]loo
m( R +L(R)+—R ><1,

entao o problema — tem uma unica solugao branda assintoticamente quase periodica.

Demonstragao. Primeiramente vamos mostrar que f é uniformemente continua sobre con-
juntos limitados. Dados € > 0 e K um subconjunto limitado de X. Escolhemos r > 0, tal

que ||z|| < r, para todo x € K, entao
£t v) = f(t,w)]| < L(r)[v—w|, VE=0, Yv,we K.

Assim, basta tomar §(e, K) < % Agora, defina o operador I' como na expressao 1'
r

Considere R > 0 tal que

CRL(R)  CI/(0)]

< R.
|| |

Clluoll +
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Seja Br a bola fechada
Br={ve AAP(Xy) : ||v]|oc < R} C AAP(X)).
Observamos que se v € Bg, entao

To@] < [1T-1(F)uoll +/Ot T2t = $)[[[[f (s, 0(s)) = f(5,0) + f(s,0)l[ds

IN

”T—l(t)H”uOH"’/O HT-l(t—S)HHf(S,v(S))—f(s,O)HdSJr/O T2t = s)[[[[f (s, 0)l[ds

t
Ce ugl| + C / I L(R) o(s) | ds + C / s (-, 0)]|oc
0 0

IN

IN

t t
CHuoH+CL(R)||v||OO/ e“(ts)ds+C\|f(~,0)Hoo/ eHt=5) g
0

0

= Olluoll + CLER) o]l + 17 0)llnc) / e

IN

Ollug]] + CLR)R + 117, 0) 1) / "o ds

CRL(R) N Cllf(-,0)
|1 |1

< Clugll + I < g

Entao, I'(Bgr) C Bg. Agora, basta mostrar que I' é uma contragdo como um operador sobre

Bpr. Mas isto segue da seguinte estimativa
t
ITo(t) = Tw@)]| < /0 [T-1[l11f (s, 0(s)) = f(s,w(s))llds
t
< c/ M= L(R)I[o(s) — w(s) | ds
0

< CL(R)/ et ds||v — w|oo
0

: (-

CL(R)
|l

Como por hipdtese % <|u!HuoH + L(R) + %) < 1, logo (

da Contragao de Banach ((1.4.1]) o teorema ¢é verdadeiro.

) < 1, e pelo Principio

Observagao 2.8 Em [I1], Deng revelou que as condigoes nao-locais u(0)+g(u) = up podem
ser aplicadas em fisica com melhor efeito que a usual condigao local do Problema de Cauchy

u(0) = up. Como no trabalho de Deng, o Problema de Cauchy com condigoes nao-locais tem
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atraido outros autores (cf. [2][7, [26]). Esta é a motivagao para considerarmos o Problema de

Cauchy com condic¢oes nao-locais

W) = Au(t) + f(tut), t>0, (2.14)

u(0) + g(u) = uo € Xo, (2.15)

onde o operador linear A é como antes. Nesta situacao temos o seguinte resultado.
Proposicao 2.9 Seja f € AAP(Xo; X) uma fungao que verifica a condi¢ao de Lipschitz

| fit,v) — f(t,w) [K K ||[v—w], Vte]o0), v, we Xp. (2.16)
Assuma que g : Cy(]0,00), Xo) = Xo satisfaz a condi¢ao de Lipschitz

lg(w) = g()]| < Cyllu = vlloo, u, v € Cy([0,00); Xo).

Se C(C,+ &) < 1, entdo o problema (2.14)-(2.15) tem uma tinica solu¢do branda assinto-
g ul

ticamente quase periodica.
Demonstragao. Definimos o operador I' : AAP(X,) — AAP(X,) por:
t
Tu(t) = T-1(uo + g(u)) + / T 1(t —s)f(s,u(s))ds, Yt > 0.
0

Nao ¢ dificil ver que para cada v € AAP(X,) a funcao ¢t — T_1(¢)(u(0) + g(u)) pertence
a AAP(Xy), pois |[|[T-1(t)|| < Cet e T_(-) é fortemente continuo, daf pela Proposicao [1.20]
é continua. Como f satisfaz a condicao de Lipschitz , logo é uniformemente continua
sobre conjuntos limitados, e os Lemas e garantem que

wlt) = /0 T A(t— 8) (s, u(s))ds € AAP(Xy).
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Portanto I' estd bem-definido. Finalmente, se uy,uys € AAP(X,), entdo:

[Tu (t) = Tua ()| < IIT—1(t)(9(U1)—9(U2))|I+/0 T2 (t = s)(f(s,us(s)) = f(s,ua(s)))l|ds

IN
w
<
[N}

By
&

||T—1(t)!|||g(ul)—Q(Uz)ll+/0 T2 (t = s)I1f (s, un(s)) = S (s, ua(s))

t
< Ce“thHul—ugHm—i-C’/ e“(t’s)KHul(s)—ug(s)Hds
0
t
< C’||u1—u2||oo(Cg+K/ et*ds)
0
<

C||u1—u2]|oo(Cg+K/ et*ds)
0

K
= C(Cg + m)”ul - U2||oo

Portanto, I' ¢ uma contracao.
]

Estudaremos agora a existéncia de solugoes brandas assintoticamente quase periédicas do
problema (2.1)-(2.2) quando a fungao f nao é necessariamente Lipschitziana.
Para estabelecer o resultado, nds consideramos fungoes f : [0, 00) x Xg — X que satisfa-

zem a seguinte condicao de limitagao.

(B) Existe uma fungdo continua nao-decrescente W : [0,00) — [0,00) tal que

| f(t, )| < W(]|z]|) para todos t € [0,00) e x € X.

Teorema 2.10 Sejam h : [0,00) — [1,00) uma fungdo continua como no Lema e
f € AAP(Xy; X) uma fungao uniformemente continua sobre conjuntos limitados que satisfaz

a hipdtese (B) e as sequintes condigoes:
1 t
(a) Para cada v > 0, tliglo m/o "W (vh(s))ds = 0.
(b) Para cada e > 0 eziste § > 0 tal que para todos u,v € Cp(Xy), ||[v—ul|n < § implica que

c / e f(s,0(s)) — f(s,u(s))|ds < e,

para todo t € [0, 00).
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(¢) Para todos a,b € [0,00), a < b, e >0, o conjunto
{f(s,h(s)x) :a <5 <b, x€Xo,llz| <r}
¢ relativamente compacto em X.

(d) ligglf% > 1, onde

B(v) = HHT u0||+C'/ "W (vh(s))ds \
0

Entao o problema — tem uma solucao branda assintoticamente quase periodica.

Demonstragao. Definimos o operador I' sobre Cj(X() como em (2.6). Vamos mostrar que
I tem um ponto fixo em AAP(Xj). Dividimos a prova em alguns passos.

(i) Primeiro vamos mostrar que I' estd bem-definido. Para u € C}(Xy), sabemos que T'u(+)

é continua, pois pela Proposi¢ao (|1.20) a fungao T_1(-)ug é continua e pelo Lema ([1.34) a
t
fungao w(t) = / T 1(t —s)f(s,u(s))ds é continua. Além disso, temos que
0

[Tu@) < HTl(t)uOHJr/OtHT1(t—8)\!\!f(87u(8))!|d8

t
< aﬂm&+c/6Wﬂmwwwmm
0

t
p(t—s) ﬁ
Clluofl+ [ ¢ (hs @

E como W ¢é nao-decrescente, conseguimos a seguinte estimativa

IA

t
ITu@) < CIIUoIHC/ " IW (Jullnh(s))ds. (2.17)
0

E segue da condicao (a) que I' : Cp,(Xy) — Ch(Xp).

(ii) Agora vamos provar que a fungao I' é continua. De fato, para ¢ > 0, tome 4 como na
condicao (b). Se u,v € Cp(Xy) e ||lu—vl||p <6, entdo, como h(t) > 1 para todo ¢t > 0, vemos
que

[Tu(t) — To@)|
h(t)

smmw—nwmscAeWﬂwmw@wﬁum@mwSa

Assim,

ITu —Tol|, <e
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Portanto I' é continua.

(iii) Nosso préximo passo é mostrar que I' é completamente continua. Denotamos por B,.(Z)
a bola fechada de centro no 0 e de raio r no espago Z. Seja V = I'(B,.(Cr(Xp))) e v = T'(u)
para u € B, (Cy(Xp)). Inicialmente, provaremos que Vi (t) = {v(t) : v € V'} é um subconjunto
relativamente compacto de X, para cada ¢ € [0,b]. Pelo Lema vemos que

%Ayy@ﬁ@—&u@—@mse@um
onde A ={T_1(s)f(t —s,u(t —s)): s € la,t]}, como u(t —s) = h(t — S)Zg : z) e |lullp <,
logo
ACK ={T1(s)f(§n(&)r) : 0< s <t 0<E< T [laf| <7}

m)zqu@%+ATmpﬂﬁ@mm@
= T 4(t)uo + /Ot T 1(s)f(t —s,u(t —s))ds € T_1(t)uy + tco(K),

onde co(K) é a envoltdria convexa de K = {T_1(s)f(§,h(§)z) : 0 < s <t 0<E <,
||z|| < r}. Usando o fato que T (-) é fortemente continuo e a propriedade (c), afirmamos que
K ¢é um conjunto relativamente compacto. De fato, dada uma sequéncia
(wi) = (T-1(s7) f (&, M(&r)Ta))aeny em K, vamos mostrar que (w;) possui uma subsequéncia
convergente em X. Usando a condicdo (c), sabemos que 3(n’) C (n), tal que
f(&w, h(&w)xn) — vy, para algum y € X. E como s, € [0,¢], logo I(n) C (n'), tal que

S, — 8, para algum s € [0,¢]. Além disso,

IN

T2 (80).f (&ns (&n)n) — Ta(s)y T2 (80) (f (&ns P(€n)n) — W) + (T2 (50)y — Ta(s)y

ClLf (&n, h(&n)rn) = yll + T2 (sn)y — Ta(s)yll

IN

Como f(&u,h(&w)x) — vy e T q(sn)y — T_1(s)y, pois T_1(-)y é continua, logo
T 1(sn) f(&n, h(&n)xn) — y € X, portanto K é relativamente compacto.
Ademais, Vi(t) C T_1(t)ug + tco(K) e pelo Teorema de Mazur (1.4.5) concluimos que

V,(t) é relativamente compacto. Agora provaremos que V; é uma familia equicontinua. Note
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que
W+g—w>=(Tﬁ+@—Tﬁwmﬁ/Tﬁ+&fﬁ@wm@
t+s " ¢
+/t T_l(t+s—§)f(§,u(§))d§—/0 T1(t =€) f(& u))dE
= (Talt+s) = Ta®)uo+ | Toals+0f(t = goule =€)
+ [T s - (et~ [ T -t - )de
- (T_l(t+s)—T_l(t))uo+/t+ST_1(t+S—§)f(§aU(f))df
—hé(T4@+s)—T4@Df@—&UU—§»%‘

Para cada € > 0, nés podemos escolher 9; > 0 tal que

| [t s-oscutende] < ¢ [ eeow (18lg ) g

= Qfﬁ““*mwmgm%sdz

para s < d;. Ademais, pela condigdo (c¢) o conjunto {f(t — &u(t —¢)) : 0 < & < t,
u € B, (Cr(Xp))} é relativamente compacto e como T_4(-) é fortemente continuo, pelo Lema
(1.22) podemos escolher d; > 0 e d5 > 0 tal que ||(T_1(t+ ) — T_1(t))uo|| < €/4, para s < 0,
e

I(T-a(€ +5) = Ta(€) £t = & ult = )] < 5.

para s < d3. Combinando essas estimativas, chegamos que ||v(t + s) — v(t)|| < ¢ para s
suficientemente pequeno e independente de u € B,.(Cy,(Xy)). Assim, V}, é equicontinuo e pelo
Teorema de Arzela-Ascoli , V4 é relativamente compacto. Finalmente, lembrando que
u € B,(Cr(Xp)) e aplicando a condigao (a), de temos que

H;flg;!\ - C}y(@gH N hZ) /O W (rh(s))ds — 0, ¢ — oo,

e esta convergéncia independe de u € B,(Cy(Xp)). Portanto V satisfaz as condigoes (c-1) e
(c-2) do Lema ([1.38)) , e isto completa a prova que V é um conjunto relativamente compacto

em Cp(Xp).
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(iv) Se u(-) é uma solucdo da equagao u = A\['(u) para algum 0 < X\ < 1, entao

lu@®)] = AHTl(lﬁ)qur/o To(t = s)f (s, ul(s))ds]|

IN

t
HT—l(t)uO!|+0/ W (|[ullnh(s))ds
0

Il + W Qulibols
= . h(t

h(t)
< B(llulln)h(?),

()] ! < 1, por conseguinte Il
h(t) Bllulln) — Allulln)
concluimos que o conjunto K := {u : u = A\I'(u),\ € (0,1)} é limitado.

(v) Segue dos Lemas (1.14) e (2.1)), que I'(AAP(X,)) € AAP(X,), e pelo item (ii)
r : Cu(Xy) — Cu(Xy) ¢é continua, logo T '(AAP(X,)) ¢ fechado e como

AAP(X,) C T7YAAP(Xy)), entdao T' : AAP(Xy) — AAP(X,) C Ch(Xy). Usando as

logo < 1 e, combinando com a condicao (d),

propriedades (i)-(iii), nds temos que esta funcdo é completamente continua. Pelo item (iv)
o conjunto K é limitado e usando a Alternativa de Leray-Schauder , nos mostramos
que I' tem um ponto fixo u € W(XO). Basta mostrar que u € AAP(Xj), sendo assim,
considere (uy,)neny uma sequéncia em AAP(Xy) tal que u, — u em (Cn(Xp),| - ||n). Dado

e > 0 a condic@o (b) assegura que existe 6 > 0 tal que se ||[v — ul[, < ¢, entao:

c/t M= £ (s, 0(s)) — F(s,u(s))|lds < &, Wt > 0.
0

Além disso, existe ng € N, tal que, se n > ngy entao |lu, — ul|p, < 0. Logo, V&t > 0en > ng

temos:
[Tun(t) = Tu@)]] < /0 [T-1( = 5)(f (s, un(s)) = f(s,u(s)))]|ds

< c / | £ (5, wn(s)) — (5, u(s))]ds < <.

E isto implica que ||[I'u, — T'ulloe < €, isto é, I'u, — T'u = u uniformemente. Portanto

u="Tue AAP(Xy), pois (AAP(Xy), | - |l«) ¢ completo, e isto completa a prova.
]

Com condigoes e argumentos similares ao Teorema ([2.10]) temos o seguinte resultado para

o problema de Cauchy com condi¢oes nao-locais.
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Teorema 2.11 Seja g : Cy(Xo) — Xo uma fungdo completamente continua e limitada. As-
suma que [ € AAP(Xo; X) € uma fungao uniformemente continua sobre conjuntos limitados
que satisfaz a hipdtese (B) e as sequintes condigoes:

t

1
(a) Para cada v > 0, lim —/ MW (vh(s))ds = 0.
t—o00 h(t) 0

(b) Para cada e > 0 eziste § > 0 tal que para todos u,v € Cp(Xy), ||[v—ul|n < implica que

t
c / I 7 (s, 0(s)) — £(s,u(s)lds < e,
0
para todo t € [0, 00).

(¢) Para todos a,b € [0,00), a < b, er >0, o conjunto
{f(s,h(s)x) :a <s<b, zeX|z| <r}
¢ relativamente compacto em X.
(d) ligglf% > 1, onde
80 = [Cllll+ 171Gl + € [ W n(s)as]
Entao o problema — tem uma solucao branda assintoticamente quase periodica.
Demonstragao. Consideramos o operador I' sobre C,(Xj), definido por

Tu(t) = T-1(uo + g(u)) + /Ot T 1(t —s)f(s,u(s))ds, Vt > 0.

Mostraremos que I' tem um ponto fixo. Como na demonstracao do Teorema ([2.10)), dividi-

remos a prova em algumas etapas.

(1*) Da estimativa
t
[Tu(®)]} < Clluo + g(uw)l| + C/ e IW ([[ullnh(s))ds, (2.18)
0

e usando argumentos andlogos ao do passo (i) do Teorema vemos que [' estd bem-
definido.

(73*) Afirmamos que I' é continua. De fato, dados ¢ > 0 e u € C),(Xy), pela continuidade de
g e da condigao (b), 3§ > 0 tal que se v € Cp,(Xy) com ||u — vl||;, > I, entao

lg(w) =gl = 55
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t
¢ [ e s, 05)) = £(s.uls)ds <
0
Portanto, como h(t) > 1 para todo ¢t > 0

[Tu(t) — Tw(®)]
h(t)

DO | ™

< [Tu(t) = To(®)]]

t
0

< Clg(u) — g + C/ " f(s,u(s) — f(s,v(s))|ds < e.

Assim,

|Tu — Do, <e.

Por conseguinte, I' é continua.
(17*) Com argumentos similares ao item (iii) do Teorema ([2.10]), mostraremos que I" é com-

pletamente continuo. Sendo v = I'u, com u € B,(Cp(Xy)) vemos que
v(t) € T_1(t)(g(u) + ug) + tco(K)

onde K é como no item (iii) do Teorema , e portanto relativamente compacto. As-
sim Vi(t) C T1(t)(uo + g(Br(Cr(Xo)))) + téo(K), como g é completamente continua, logo
9(B,(Cr(Xp))) é relativamente compacto e pelo Teorema de Mazur co(K) também é
relativamente compacto, por conseguinte, V;(t) é relativamente compacto. Para mostrar que

Vj, é equicontinuo, decompomos v(t + s) — v(t) como

o(t+s)—o(t) = (Tolt+ ) — Tor()(uo + g(u)) + / T+ s — €)F(E,u(€))de

+/0 (T-1 (€ +5) = T-1 (&) f(t — & ult — €))de.

De modo semelhante ao item (iii) do Teorema (2.10)), dado € > 0 podemos escolher § > 0
independente de u € B,(Cy(Xy)), tal que se s < § entao

Nt + ) = Toa(t)u| + \

/ s - o1 u(f))daH

+

' 3e
[ e =@ st - et - e <
0
Como g é completamente continua, logo g(B,(Cr(Xp))) é relativamente compacto, e pelo

Lema ([1.22)), existe § > 0 tal que

(T2t + 5) = Ta(8))g(w)[| <

] o
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para todo s € (0,0), independente de u € B,.(Cy(Xo)).

Com os mesmos argumentos do item (iii) do Teorema chegamos que Vj, é equi-
continuo e pelo Teorema de Arzeld-Ascoli é relativamente compacto. Por conseguinte, V'
satisfaz a condigdo (c-1) do Lema (1.38), resta mostrar que satisfaz a condigio (c-2), para
isso lembramos que u € B,.(Cp(Xj)) e de juntamente com a condicao (a), temos

HZ%” < C(HUOL'@(:)HQHOO) N hif)/o IV (rh(s))ds — 0, t — o0,

e isto completa a prova que V é um conjunto relativamente compacto em C(Xp).
(1v*) Como no item (iv) do Teorema ([2.10)), se u(-) é solugao da equacao u = A['(u), para

algum A € (0,1), conseguimos a estimativa M
Blulln)

concluimos que o conjunto K := {u: u = A\['(u), A € (0,1)} é limitado.

(v*) Como no item (v) do Teorema (2.10) mostramos que I' tem um ponto fixo u € AAP(Xy).

< 1, e combinando com a condicao (d),

Para mostrar que v € AAP(X,) consideramos (u,),eny uma sequéncia em AAP(X,) tal que
up, — u em Cp(Xp). Dado € > 0, da continuidade de ¢ e pela condi¢ao (b), podemos tomar

d > 0 tal que, se ||v —ul|, > ¢, entdo
t
¢ [ IS0 — Fls,uls)lds <5 ez 0, ¢
0

Cllg(v) — g(u)]] <

N ™

Dessas estimativas e com argumentos semelhantes ao do item (v) do Teorema ([2.10)), chega-
mos que I'u, — 'u = w uniformemente, portanto v = I'u € AAP(X)), e isto completa a

prova.
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Capitulo 3
Aplicacoes

Neste capitulo, consideramos algumas aplicagoes para nossas técnicas e resultados abs-

tratos. Em nossos exemplos, precisamos de algumas notagoes sobre espacos de fungoes com

valores em um espago de Banach F, munido com a norma || - ||. Seja 8 um ndmero real, tal
que 0 < g < 1.
t) —
CP(0,T;E) ={u:[0,T] = E; [u]csorE) = sup M < 400
R PO I [
com HU”CB(O,T;E) = ||UHC(0,T;E) + [U]CB(O,T;E)a
t) —
WO.T:E) = Su:[0.T) = Bilulosors =lm  sp N2
6=0 0<|t—s|<s, t,s€[0,T] [t — s
com HUHhB(o,T;E) = HUHCﬂ(O,T;E)a

C'"2(0,T;E) = {u:[0,T] = E;u' € C°(0,T; E)},
com HUHCHB(O,T;E) = HUH01(0,T;E) + [UI]CB(O,T;E)-

Observagao 3.1 Os elementos de h?(0,T; F) sao chamados pequenas funcoes de Holder.
Este é um espaco de fungoes muito importante. De fato, pode-se provar que ele é o fecho de
CY0,T; E) em C?(0,T; E) (ver [31,134]).

Se X (0,T; FE) denota um dos espacos que acabamos de introduzir, entao consideramos o

conjunto X¢(0,7; F) = {u € X(0,T; F) : u(0) = 0}.
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Uma equacao diferencial semilinear abstrata especial

Nesta subsecao estudaremos a existéncia de solugoes brandas assintoticamente quase periddicas

para a seguinte equacao diferencial abstrata
u'(t) = Au(t) + a(t)F(u(t)) + Bz(t), t>0, u(0)=wuy€ D(A)=: Xo. (3.1)

onde A é um operador linear ilimitado de Hille-Yosida de tipo negativo i, cujo dominio D(A)
nao é necessariamente denso sobre um espago de Banach X, z(t) € R™, B: R™ — X é um
operador linear limitado, a : [0,00) = R e F': Xy — X sao fungdes apropriadas.

Pelo Corolario [2.6] temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.2 Assuma que a € AP(R), z € Cy([0,00);R") ¢ F : X9 — X € uma
funcdo continua limitada, tal que, existe uma constante positiva Lrp com a propriedade,

|F(w) — F(v)|| < Lp|lw — ||, para todos w,v € Xo. Se Lrp < %, entao tem
a oo

uma unica solucao branda assintoticamente quase periodica.

Demonstragao. Considere f : [0,00) x Xy — X, definida por
ft,x) =a(t)F(z) + Bz(t).

Nosso primeiro passo é mostrar que f € AAP(Xy; X). Como z € Cy([0,00),R™) e B é
continuo, logo Bz(+) € Cy([0,00); X). Como F ¢ limitada, existe M > 0 tal que ||F(z)| < M
para todo x € Xy, e por a € AP(R) , dado € > 0 existe I(g) > 0, tal que todo intervalo I C R
de comprimento [(¢) contém um 7 com a propriedade ||a(t + 7) — a(t)|| < % para todo t,
assim

la(t +7)F(z) — a(t)F(z)]| = la(t + 7) = a()[[[[ F(z)]| <,

para todo t e uniformemente em z. Portanto, (t,z) — a(t)F(x) é AP(Xo; X). O préximo
passo é mostrar que f satisfaz a condicao de Lipschitz [2.16] e portanto é uniformemente

continua em t. Para todos z,y € Xy e t > 0, temos

1f(t2) = Fy)ll = lla@I[[F(z) = F@) < llalloLrlz =yl

Assim pelo Corolario a Proposicao ¢é verdadeira. =
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Exemplo 3.3 Considere o conjunto B = {z € R": ||z|| < 1} e S"~! = 0B. Estudaremos a
existéncia e unicidade de solucoes brandas assintoticamente quase periddicas para a equacao

do calor nao-homogénea:

(

w(t,z) = Au(t,z) — u(t,z) + v(sint + sin(\/2_t))u(t,x) + sz ceM >0, z€B,

i=1

u(t,x) =0, 2 € S t >0,

\ u(0,2) = ug(x), z € B,
(3.2)

onde A > 0 e v € R. Para tratar o sistema (3.2)), escolhemos o espaco X = C(B;R) e o

operador A definido por Av = Av — v com dominio
D(A)={ve X :v=0sobreS"'eAve X}

Neste caso, Xy = Cy(B;R) # X e portanto A é um operador de Hille-Yosida de tipo —1
com dominio ndo denso (cf. [31]). E claro que pode ser reescrito como um sistema
abstrato da forma , onde u(t)(z) = u(t,z), a(t) = cost+cos V2, z(t) = (e, ..., e7M),
t € [0,00), F(u) = wvu para todos u € Xy e B : R* — X ¢é definido por
B(y)(z) = (y, ) = y121 + - - - + yn,. Entdo, se |v| é pequeno suficiente, pela Proposigao

o sistema ((3.2)) tem uma unica solugdo branda assintoticamente quase periddica.

Exemplo 3.4 Seja a;,r; € R, i =1,...,n. Consideramos o problema

(

u(t,x) = —ug(t,x) —ult,z) + <Z l/ake"’“t> u(t,z) +x-e ™M t>0, z€(0,1),
k=1

Y (t,0) = s (t,0) = 0, £ > 0, (33)

| w(0, %) = uo(x), x €(0,1),

onde A > 0. Também consideraremos o problema 1) no espaco X = C’g (0,1). O operador

A é dado por Av = —v’' — v definido sobre o conjunto
D(A) = {v e C'F(0,1) : v(0) = v/(0) = 0}

Logo, temos X, = hg (0,1) # X e portanto A é um operador de Hille-Yosida de tipo —1
com dominio nao denso (cf. [31]). Para y € R", definimos B(y)(z) = z|ly||, = € (0,1).
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Entao, podemos reescrever o problema na forma abstrata (3.1 com a(t) = >°,_, are™*",
z(t) = e Mey, onde e; = (1,0,...,0), t > 0, e F' como no Exemplo Segue do Exem-
plo que a fungao a é quase periddica. Assim, se |v| é suficientemente pequeno, pela
Proposigao o problema tem uma unica solucao branda assintoticamente quase

periodica.

Observacgao 3.5 No exemplo anterior 05 (0,1) nao pode ser substituido por C?(0,1) na
escolha de X, porque as estimativas de Hille-Yosida nao sao verdadeiras neste caso (Ver [31]
Proposicao 14.3]).

O proéximo resultado é consequéncia do Teorema .

Proposicao 3.6 Assuma que a € AP(R), z € Cy([0,00);R") e F': Xog — X € uma funcao
completamente  continua, tal que, existe wuma funcao continua ndo-decrescente
W : [0,00) — [0,00) com a propriedade ||F(x)|| < W(||lz||) para todos = € X,. Além

disso, suponha que as sequintes condicoes sao verdadeiras:

1 t
(a)* Para cada v >0, limy_, m/ et(t=s) <||aHooW(Vh(s)) + HBHHZHOo) ds = 0.
0
(b)* Para cada € > 0, existe § > 0 tal que para todos u,v € Cp(Xo), ||[v—ulln < implica

que

t
CHaHoo/ I (uls)) = F(v(s))llds < e,
0
para todo t € [0, 00).

(¢)* lim infL > 1, onde

oo 3%(€)
5w = Il + € [ 2 (lallat¥ 06 + 1801l ) s

h

Entao o problema tem uma solucao branda assintoticamente quase periodica.

Demonstracao. Como z € Cy([0,00);R™) e B ¢é continuo, logo Bz(-) € Cy([0,00); X).
Ademais, como F' é continua, dado K C X, compacto existe M > 0 tal que ||F(x)| < M,
para todo = € K, portanto, dado € > 0 escolhemos [(¢) > 0, tal que todo intervalo I de

comprimento [(g) existe 7 € I, com a propriedade:

£
la(t +7) —a(t) < Vi Vit >0
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Portanto,
la(t +7)F(z) — a(t) F(z)]| < [la(t +7) — a(@)[[|[ F(z)]| <e.
Sendo W : [0, 00) — [0, 00), definida por W (t) = ||allccW () + || B]|||2]|co, entdo W é continua

e nao-decrescente, além disso,
1f(t.2) < lallol[F(@)[| + [ BllIzlle < llallaW ([lz]]) + [[BllIzlle = W([lz]])-

As condigdes (a), (b) e (d) do Teorema seguem imediatamente das condigoes (a)*, (b)*
e (d)*, respectivamente. Ademais, pelos fatos de F ser completamente continua, do conjunto
{h(s)x : ¢ < s < d;||z|| < r} ser limitado para todos ¢,d € [0,00), ¢ < der >0, e a(-),

Bz(+) serem continuas, logo
{f(s,h(s)x) = a(s)F(h(s)x) + Bz(s) : c < s < d,x € Xy, ||z|]| <7}

é relativamente compacto em X, ou seja, a condic¢ao (c¢) do Teorema também € verificada.
Isto completa a demonstracao.

|
Exemplo 3.7 Estudamos a existéncia e unicidade de solugoes brandas assintoticamente

quase periodicas para o problema:

(

u(t, ) = uge(t, ) — u(t, z) + Zakeir’“t (/ u(t, s)ds) +x-e ™M t>0, x€(0,m),
k=1 0

u(t,z) =0, z € (0,7), t >0,

\ w(0,z) = ug(x), z € (0,7),
(3.4)

onde a € (0,1), A\ > 0eay,m, € R, k=1,...,n. Para tratar do sistema ({3.4)), n6s escolhemos

o espago X = C(0,7) e o operador A definido por Av = v” — v com dominio
D(A)={ve X :v" € X, v(0)=uv(r) =0}

Neste caso, Xg = Cp(0,1) # X e portanto A é um operador de Hille-Yosida de tipo —1
com dominio nao-denso (cf. [31]). Podemos reescrever (3.4) na forma (3.1), onde u, a,
z e B s@o como no Exemplo , e F(w)(z) = (fy w(s)ds)®, z € (0,1). Entdo, tomado
h(s) = €e*, s > 0, segue da Proposigao que o problema (3.2) tem uma solugao branda

assintoticamente quase periodica.
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Equacoes diferenciais parciais

Nesta subsegao usaremos os resultados do Capitulo [2] para garantir a existéncia de solugoes
brandas assitoticamente quase periddicas para equagoes diferenciais parciais semilineares com

condicoes iniciais e de contorno.

Exemplo 3.8 Estamos essencialmente interessados em estudar a existéncia de solugoes
assintoticamente quase periddicas para a seguinte equacao diferencial parcial com condicoes

de contorno.
(

u(t, ) = gy (t, ) + pu(t, z) + (cost + cos(\/ﬁt)) u(t, z) + (ﬁ) u(t,z), t >0, xz € [0, 7],

u(t,0) = u(t,7) =0,t >0,

\ u(0,2) = up(x), x € [0, 7],
(3.5)

onde 1 < 0. Nés estudamos os sistemas (3.5) no espaco X = C([0,7]). Seja A o operador

definido sobre X por Au = u” + pu, com dominio

D(A)={ue X :u" € X,u(0) = u(r) =0}.

Uma vez que D(A) = {u € X : u(0) = u(m) = 0} = Cy([0,7]) # X, temos que A é um
operador de Hille-Yosida de tipo negativo p com dominio nao-denso (cf. [31]). Portanto,
o problema pode ser expressado com um sistema abstrato da forma - com
u(t)(s) = u(t,s) e f(t,0)(s) = (cost—l—cos(ﬁt) —i—%ﬂ) o(s), parat > 0, s € [0,7] e
¢ € Co([0,7]). Portanto, se 3C' > —p, onde C' é a constante dado no Lema[L.34] entao segue
do Corolério que o problema tem uma tunica solucao branda assintoticamente
quase periodica.

No préximo exemplo, estudaremos o operador calor que serd considerado em fungao do

tempo e do espago.

Exemplo 3.9 Seja 2 C R™ um conjunto aberto limitado com fronteira regular 9€). Sejam
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a;,7; € R, 2=1,...,n. Considere o problema

( n

u(t, ) = (1/2)Au(t,z) + (1n/2)u(t,z) + (Z ake"’“t) u(t,z) + (ﬁ) u(t, z),

k=1

t>0,z€l0,n], (3.6)
u(t,0) = u(t,0) =0, t > 0,

u(0,x) = ug(x), x € (0,1),

onde y < 0. Neste problema escolhemos o espaco X = (15 (0,1;C(Q)) e A o operador dado
por Av = Av —v' 4+ pw (portanto Av(t,x) = Av(t, z) — v(t, ) + po(t, x)) com dominio

D(A) = {v e C?(0,1;DA) N C*™(0,1;C(Q)) : v(0) = v/(0) = 0},

onde Dpn é o conjunto {v € C(Q) : v = 0 sobre 99, Av € C(Q)}. Como
Xy = hB(O, 1;Co(R?)) # X, temos que A é um operador de Hille-Yosida de tipo negativo

[ com domlmo nao-denso (cf. [31]). Podemos reescrever o problema (3.6 na forma abstrata

2
com f(t, (Z 2a,e"t + —) ¢(z), comt > 0exz € (0,1). Portanto,

se |ul é Suﬁ(nentemente pequeno, segue do Corolario que o problema (3.6} - tem uma Unica

solugao branda assintoticamente quase periddica.

Observagao 3.10 Como no Exemplo , no exemplo anterior C (0, 1; C(Q)) néo pode ser
substituido por C?(0,1;C(Q)) na escolha de X, porque a estimativa de Hille-Yosida nio é

verdadeira neste caso (Ver [31]).
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