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Resumo

Neste trabalho nós obtemos condições para a existência e unicidade de soluções brandas

assintoticamente quase periódicas para equações diferenciais abstratas de primeira ordem

com a parte linear dominada por um operador de Hille-Yosida com domı́nio não necessari-

amente denso. Para alcançar nosso objetivo, usamos a teoria de extrapolação e a teoria de

ponto fixo. Como aplicação, examinamos condições suficientes para existência de soluções

assintoticamente quase periódicas de equações da teoria de condução de calor.

Palavras-Chave: Problema abstrato de Cauchy; Funções assintoticamente quase periódicas;

Operador de Hille-Yosida; Equações diferenciais parciais.

5



Abstract

In this work we obtain sufficient conditions for existence and uniqueness of asymptotically

almost periodic solutions of first-order abstract differential equations with linear part domi-

nated by a Hille-Yosida operator with domain not necessarily dense. To achieve our goal

we use abstract extrapolation theory and fixed point theory. As application, we examine

sufficient conditions for existence of asymptotically almost periodic solutions of equations of

the heat conduction theory.

Key-Words: Abstract Cauchy problem; Asymptotically almost periodic functions; Hille-

Yosida operator; Partial differential equations.
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Introdução

Neste trabalho, estudaremos existência e unicidade de soluções assintoticamente quase

periódicas para uma classe de equações diferenciais abstratas descritas na forma

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t > 0, (0.1)

u(0) = u0 ∈ D(A) =: X0, (0.2)

onde A é um operador linear ilimitado de Hille-Yosida de tipo negativo (Ver Definição 1.28),

com domı́nio D(A) não necessariamente denso em um espaço de Banach X e

f : [0,∞) × X0 → X é uma função cont́ınua. É bem conhecido que se o domı́nio de

um operador linear A é não-denso, a teoria clássica de semigrupos não pode ser aplicada

diretamente para tratar o problema (0.1)-(0.2). De fato, o Teorema de Hille-Yosida fornece

condições necessárias e suficientes para que um operador linear gere um semigrupo, entre

essas condições está a densidade do domı́nio do operador. Por outro lado, existe uma vari-

edade de equações diferenciais semilineares cuja parte linear é dominada por um operador

linear que não é densamente definido. Tais situações surgem, por exemplo, das restrições

feitas sobre o espaço onde a equação é considerada e de condições de contorno.

Contudo, em [31] os autores mostram que se as condições usuais de Hille-Yosida são satis-

feitas, mas sem o pressuposto que D(A) seja denso em X, então os resultados de existência e

unicidade para o problema (0.1)-(0.2) podem ser obtidos, e são mais gerais do que os conhe-

cidos quando D(A) é denso em X. A principal ferramenta usada em [31] é a teoria abstrata

de extrapolação. As primeiras tentativas de construir esta teoria foram feitas por Da Prato

e Grisvard em [30] e Nagel em [27], usadas para diversos fins. Por exemplo, para estudar

equações integro-diferenciais de Volterra e equações diferenciais com retardo (ver [28, 30, 32]).
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A regularidade das soluções de (0.1), com t ∈ R, no espaço das funções pseudo quase

periódicas (respectivamente, quase automórficas, pseudo quase automórficas, compactas quase

automórficas) foi considerada em [10] (respectivamente,[5, 6]). Em [33], o autor estuda a e-

xistência de soluções brandas locais e globais, bem como propriedades de regularidade para

tais soluções. Em [4], os autores consideram o problema de existência e unicidade de soluções

S-assintoticamente periódicas para o problema (0.1)-(0.2). Recentemente, em Nagel e Sines-

trari [28] uma nova abordagem dos espaços de extrapolação para operados lineares ilimitados

foi aplicada em equações de evolução sobre espaços de Banach, afim de obter a existência

e propriedades das suas soluções sob os pressupostos mı́nimos. Entretanto, muitas questões

em conexão com equações diferenciais abstratas semilineares com parte linear dominada por

operadores de Hille-Yosida com domı́nio não necessariamente denso, permanecem sem res-

postas.

O estudo do comportamento assintótico de soluções é um dos mais atraentes tópicos

da teoria qualitativa de equações diferenciais e, por esta razão, uma grande quantidade de

pesquisa matemática tem sido realizada sobre este tema. Particularmente interessante é o

comportamento assintótico quase periódico das soluções de tais equações (ver, por exemplo,

[18, 20, 35]). A noção de quase periodicidade assintótica foi introduzida na década de 40

por M. Fréchet (ver [15]). Este conceito tornou-se muito atrativo, não somente do ponto

de vista estrutural do conjunto destas funções, mas também no sentido de aplicações em

F́ısica, Biologia e Mecânica. Nosso principal propósito neste trabalho é fornecer condições

suficientes para a existência de soluções brandas assintoticamente quase periódicas para o

problema (0.1)-(0.2). O método topológico que nós escolhemos para alcançar nosso objetivo

é a teoria de ponto fixo, que tem sido uma ferramenta muito poderosa e importante para

o estudo de fenômenos não-lineares. Especificamente, usaremos o Prinćıpio de Contração

de Banach e a Alternativa de Leray-Schauder. Observamos que para utilizar este último

resultado são necessárias algumas condições de compacidade. Portanto, a implementação

desta abordagem não é, a priori, trivial.

O Caṕıtulo 1 fornece as definições necessárias e alguns resultados preliminares. Particu-

larmente, revisaremos algumas das propriedades básicas das funções assintoticamente quase

periódicas. Apresentamos alguns exemplos de funções quase periódicas e assintoticamente
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quase periódicas para construir intuição e dar alguma luz a este conceito. Por outro lado,

é bem sabido que o estudo da composição de duas funções com propriedades especiais é

importante e básico para investigações profundas. Nesta direção, apresentamos um resul-

tado muito útil (ver Lema 1.14). Finalmente, recordamos alguns resultados básicos sobre

espaços de extrapolação e também alguns teoremas de ponto fixo, que são de fundamental

importância neste trabalho.

Os principais resultados deste texto estão contidos no Caṕıtulo 2. Inicialmente faremos

uma miscelânea entre semigrupos e funções assintoticamente quase periódicas. Deveras, mos-

traremos a regularidade da convolução de semigrupos extrapolados com funções assintotica-

mente quase periódicas (ver Lema 2.1). Nossos principais resultados asseguram basicamente

que se a não-linearidade f é assintoticamente quase periódica, em um certo sentido, e veri-

fica condições do tipo Lipschitz, então teremos existência e unicidade da soluções brandas

assintoticamente quase periódicas para o problema (0.1)-(0.2), ver Teorema 2.2, Teorema

2.4 e seus corolários. Todavia, estes resultados não são suficientes para incluir perturbações

mais sofisticadas. Neste sentido, o Teorema 2.10 garante que se a não-linearidade f tem cer-

tas propriedades de limitação e compacidade, então o problema (0.1)-(0.2) tem uma solução

branda assintoticamente quase periódica. Para mostrar quão facilmente nossa teoria pode

ser usada na prática, no Caṕıtulo 3, consideramos nossos resultados abstratos no âmbito de

equações diferenciais parciais. Estudamos especialmente equações que surgem na teoria de

condução de calor.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos alguns pré-requisitos necessários para uma melhor leitura do

texto. Com isso, desejamos tornar o trabalho o mais auto-suficiente posśıvel. Exigiremos do

leitor conhecimentos básicos de análise funcional. Para sermos breves, não faremos detalhes

de algumas demonstrações.

1.1 Funções assintóticamente quase periódicas

Voltaremos nossa atenção agora para as funções quase periódicas e assintoticamente quase

periódicas. Nosso interesse é definir e mostrar as principais propriedades dessas funções. Aqui

(X, ‖·‖) e (Y, ‖·‖) sempre serão espaços de Banach, deixamos claro que não usaremos nenhum

tipo de śımbolo para diferenciar as normas de X e Y , o leitor deve estar atento para que não

haja confusão.

A seguinte definição de função quase periódica é devida a Harald Bohr.

Definição 1.1 Uma função cont́ınua f : R → X é chamada quase periódica se, para todo

ε > 0 existe um l(ε) > 0, tal que todo intervalo de comprimento l(ε) contem um número τ

com a propriedade

‖f(t+ τ)− f(t)‖ ≤ ε,

para todo t ∈ R.

11



O conjunto de todas as funções quase periódicas será denotado por AP (X). O número τ

como na definição acima, é chamado de ε−peŕıodo.

Observação 1.2 As funções cont́ınuas periódicas são quase periódicas. De fato, seja

f : R → X uma função cont́ınua ω−periódica, ou seja, f é periódica com peŕıodo ω. To-

mando l(ε) > ω, então todo intervalo I ⊂ R de comprimento l(ε) contem algum nω, onde n

é inteiro; assim,

f(nω + t)− f(t) = f(t)− f(t) = 0,

para todo t ∈ R.

O seguinte exemplo mostra uma t́ıpica função quase periódica que não é periódica (ver

[22], Exemplo 1.18).

Exemplo 1.3 Dado a ∈ X, a 6= 0, defina a função f : R→ X pela regra

f(t) = a sin t+ a sin(
√

2t).

Em geral, a função

f(t) = aeit + bei
√

2t, a, b ∈ X, a 6= 0, b 6= 0,

é uma função quase periódica que não é periódica.

Demonstração. Usaremos o seguinte fato: dado ε > 0, existe um número inteiro N = N(ε),

tal que N
√

2 − [N
√

2] < ε, onde [r] denota a parte inteira do número real r. Por este fato,

para um número positivo ε, existe um intervalo (2Mπ − α, 2Mπ + α), onde M é um inteiro

e α > 0, tais que

‖bei
√

2(t+τ) − bei
√

2t‖ < ε

2
, ∀t, τ ∈ (2Mπ − α, 2Mπ + α).

Portanto, para α suficientemente pequeno e l = 2Mπ, todo intervalo de comprimento l

contem ao menos um ε−peŕıodo da função f. Isto mostra que f é quase periódica. Agora

vamos mostrar que f não é periódica. De fato, suponha que f é periódica de peŕıodo T. Por

esta suposição, a função

g(t) := aei(t+T ) + bei
√

2(t+T ) − aeit − bei
√

2t = 0 ∀t ∈ R.
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Então,

0 =

∫ 2π

0

g(t)dt = b

∫ 2π

0

(ei
√

2(t+T ) − ei
√

2t)dt

=
1

i
√

2
(ei
√

22π − 1)(ei
√

2T − 1).

Isto mostra que T/
√

2 deve ser racional. Similarmente, podemos mostrar que T é racional.

Isto é um absurdo, o qual mostra que f não é periódica.

Proposição 1.4 Se f ∈ AP (X), então f é limitada e uniformemente cont́ınua.

Demonstração. Primeiro mostraremos que f é limitada. Seja l = l(1) o número corres-

pondente a ε = 1 como na Definição 1.1. Segue-se da continuidade de f que o conjunto

{f(t) : t ∈ [0, l]} é limitado. Seja M > 0 tal que ‖f(t)‖ ≤ M, para todo t ∈ [0, l]. Para

t ∈ R arbitrário, considere o intervalo [−t,−t + l], assim existe τ ∈ [−t,−t + l] que satisfaz

a propriedade

‖f(t+ τ)− f(t)‖ < 1.

Dessa estimativa, e usando o fato que t+ τ ∈ [0, l], temos que

‖f(t)‖ ≤ ‖f(t)− f(t+ τ)‖+ ‖f(t+ τ)‖ < 1 +M.

Isso mostra que f é limitada. Resta mostrar que f é uniformemente cont́ınua. Para isso, dado

ε > 0, tome l = l(ε/3) como na Definição 1.1 e note que f é uniformemente cont́ınua sobre o

intervalo [−1, 1 + l]. Agora escolhemos δ = δ(ε/3), δ < 1, de modo que ‖f(t)− f(s)‖ < ε/3

quando t, s ∈ [−1, 1+l] e |t−s| < δ. Para t, s ∈ R com |t−s| < δ, nós obtemos τ ∈ [−t,−t+l]

com a propriedade de ‖f(x+ τ)− f(x)‖ < ε/3, para todo x ∈ R, assim

‖f(t)− f(s)‖ ≤ ‖f(t)− f(t+ τ)‖+ ‖f(t+ τ)− f(s+ τ)‖

+‖f(s+ τ)− f(s)‖ < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

visto que t+τ ∈ [0, l] ⊂ [−1, 1+ l] e s+τ ∈ [s− t, s− t+ l] ⊂ [−|s− t|, |s− t|+ l] ⊂ [−1, 1+ l].

13



A Proposição 1.4 nos diz que AP (X) ⊂ Cb(R;X), onde Cb(R;X) denota o espaço das

funções cont́ınuas e limitadas f : R → X. Observamos que Cb(R;X) munido com a norma

da convergência uniforme, dada por ‖f‖∞ = sup
t∈R
‖f(t)‖, é um espaço de Banach.

O seguinte resultado é elementar.

Proposição 1.5 Se f ∈ AP (X), λ ∈ C e h ∈ R então λf, f(· + h), e ‖f(·)‖ são quase

periódicas.

A demonstração da próxima proposição pode ser encontrada em Corduneanu (ver [8],

Proposição 3.18).

Proposição 1.6 Seja f ∈ AP (X), então o conjunto Rf = {f(t) : t ∈ R} ⊂ X é relativa-

mente compacto.

O seguinte resultado é uma caracterização de funções quase periódicas dada por Bochner,

por motivo de brevidade omitiremos a demonstração (Ver [8], Teorema 3.2).

Teorema 1.1.1 Uma função f : R → X cont́ınua é quase periódica se, e somente se, para

toda sequência de números reais {s̃n}n∈N, existe uma subsequência {sn}n∈N ⊂ {s̃n}n∈N tal que

{f(t+ sn)}n∈N converge uniformemente em t.

Nosso objetivo principal neste momento é mostrar que (AP (X), ‖ · ‖∞) é um espaço de

Banach.

Proposição 1.7 A soma de duas funções quase periódicas com valores em um espaço de

Banach X é quase periódica.

Demonstração. Sejam f1, f2 ∈ AP (X). Considere a função t 7→ f(t) := f1(t) + f2(t),

t ∈ R. Dada {s̃n}n∈N uma sequência de números reais, existe uma subsequência {s′n}n∈N ⊂

{s̃n}n∈N tal que {f1(t + s′n)}n∈N converge uniformemente, e ainda existe uma subsequência

{sn}n∈N ⊂ {s′n}n∈N tal que {f2(t + sn)}n∈N converge uniformemente. Como f(t + sn) =

f1(t+ sn) + f2(t+ sn), temos que {f(t+ sn)}n∈N converge uniformemente.

14



Teorema 1.1.2 O espaço AP (X) munido com a norma da convergência uniforme é um

espaço de Banach.

Demonstração. Das Proposições 1.4, 1.5 e 1.7 temos que AP (X) é um subespaço veto-

rial de Cb(R;X). Resta mostrar que AP (X) é fechado. Seja {fn}n∈N uma sequência em

(AP (X), ‖ · ‖∞) que converge para f ∈ Cb(R;X), vamos mostrar que f ∈ AP (X). Dado

ε > 0, existe N > 0, tal que para n ≥ N , ‖f − fn‖∞ <
ε

3
, ou seja,

‖f(t)− fn(t)‖ < ε

3
, t ∈ R.

Ademais, existe l( ε
3
) > 0, tal que todo intervalo de comprimento l( ε

3
) contem um número τ,

com a propriedade

‖fN(t+ τ)− fN(t)‖ < ε

3
, t ∈ R.

Assim,

‖f(t+ τ)− f(t)‖ ≤ ‖f(t+ τ)− fN(t+ τ)‖+ ‖fN(t+ τ)− fN(t)‖

+‖fN(t)− f(t)‖ < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

para todo t ∈ R. Portanto, (AP (X), ‖ · ‖∞) é Banach.

Neste trabalho manipularemos funções definidas sobre produtos cartesianos onde um dos

fatores é o conjunto dos números reais. Assim, desejamos ter uma noção da generalização

de quase periodicidade considerada anteriormente para tais funções. Representaremos por

C(R× Y ;X) o conjunto das funções cont́ınuas f : R× Y → X.

Definição 1.8 Uma função f ∈ C(R×Y ;X) é chamada quase periódica se f(·, x) : R→ X

é quase periódica uniformemente para todo x em subconjuntos compactos de Y.

O conjunto das funções quase periódicas f : R×Y → X será representado por AP (Y ;X).

O seguinte resultado é usual na teoria das funções quase periódicas (ver [14]).

Lema 1.9 Se f ∈ AP (Y ;X) e u ∈ AP (Y ), então f(·, u(·)) ∈ AP (X).
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Trataremos agora da teoria assintótica, para isso, denotamos por C0([0,∞);X) o conjunto

de todas as funções cont́ınuas h : [0,∞)→ X tais que lim
t→∞

h(t) = 0. É um fato bem conhecido

que C0([0,∞);X) equipado com a norma do supremo é espaço de Banach.

Definição 1.10 Uma função cont́ınua f : [0,∞) → X é chamada assintoticamente quase

periódica se admite uma decomposição f = g + h, onde g ∈ AP (X) e h ∈ C0([0,∞);X).

Representaremos por AAP (X) o conjunto das funções assintoticamente quase periódicas.

Em [36], Seção 5.1 Proposição 1, o autor mostra que toda função assintoticamente quase

periódica se decompõe de forma única como a soma de uma função quase periódica com uma

função em C0([0,∞);X). Como consequência temos que AAP (X) = AP (X)⊕C0([0,∞), X).

Além disso, em [36] seção 5.1 Teorema 1, vemos a demonstração de que (AAP (X), ‖ · ‖∞) é

um espaço de Banach. Um fato conhecido é que as funções assintoticamente quase periódicas

são limitadas e uniformemente cont́ınuas (ver [36], seção 5.1, Proposição 2).

Lema 1.11 Seja f ∈ AAP (X). Então a imagem Rf = {f(t) : t ≥ 0} é relativamente

compacto em X.

Demonstração. Suponha que f = g + h, onde g ∈ AP (X) e h ∈ C0([0,∞);X). Seja

{tn} ⊂ [0,∞) uma sequência. Se {tn} é limitada, então existe uma subsequência {tk} e

t0 ≥ 0, tais que lim
k→∞

tk = t0. Como h é cont́ınua, lim
k→∞

h(tk) = h(t0). Se {tn} é ilimitada, então

existe uma subsequência {tm} tal que lim
m→∞

tm =∞, portanto, lim
m→∞

h(tm) = 0. Assim, Rh =

{h(t) : t ≥ 0} é relativamente compacto em X. Do lema (1.6) o conjunto Rg = {g(t) : t ≥ 0}

é relativamente compacto, por conseguinte, Rf = {f(t) : t ≥ 0} é relativamente compacto

em X.

Seja C0([0,∞)×Y ;X) o conjunto de todas as funções cont́ınuas h : [0,∞)×Y → X, tais

que lim
t→∞

h(t, x) = 0 uniformemente para x em subconjuntos compactos de Y.

Definição 1.12 Uma função cont́ınua f : [0,∞) × Y → X é chamada assintoticamente

quase periódica se existem funções g ∈ AP (Y ;X) e h ∈ C0([0,∞)×Y ;X) tais que f(t, y) =

g(t, y) + h(t, y) para todos t ≥ 0 e y ∈ Y.
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O conjunto das funções f : [0,∞) × Y → X assintoticamente quase periódicas será

denotado por AAP (Y ;X).

Definição 1.13 Uma função f : [0,∞)×Y → X é chamada uniformemente cont́ınua sobre

conjuntos limitados se para todo ε > 0 e todo subconjunto limitado K ⊂ Y, existe δε,K > 0

tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ ε,

para todo t ≥ 0 e todos x, y ∈ K, tais que ‖x− y‖ ≤ δε,K .

O seguinte resultado é de grande importância para o nosso trabalho.

Lema 1.14 Suponha que f ∈ AAP (Y ;X) é uniformemente cont́ınua sobre conjuntos limi-

tados. Então, u ∈ AAP (Y ) implica que f(·, u(·)) ∈ AAP (X).

Demonstração. Sejam f = g + h e u = v + φ, com g ∈ AP (Y ;X), v ∈ AP (Y ), h ∈

C0([0,∞)× Y ;X) e φ ∈ C0([0,∞);Y ). Observamos que

f(t, u(t)) = g(t, v(t)) + f(t, u(t))− g(t, v(t))

= g(t, v(t)) + g(t, u(t))− g(t, v(t)) + h(t, u(t)).

Pelo Lema 1.9, g(·, v(·)) ∈ AP (X). Uma vez que Ru = {u(t) : t ≥ 0} é relativamente

compacto (Lema 1.11) e h ∈ C0([0,∞)× Y ;X), por definição de C0([0,∞)× Y ;X),

lim
t→∞

h(t, u(t)) = 0.

Com um argumento análogo, vemos que lim
t→∞

h(t, v(t)) = 0. Resta mostrar que

g(·, u(·))− g(·, v(·)) ∈ C0([0,∞);X).

Consideremos o conjunto limitado K = Ru ∪ Rv, onde Rv = {v(t) : t ∈ R}. Dado ε > 0,

como f é uniformemente cont́ınua sobre conjuntos limitados, existe δε,K > 0, tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ < ε

3
,
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para todo t ≥ 0 e todos x, y ∈ K, tais que ‖x− y‖ < δε,K . Ademais, por u(t)− v(t) = φ(t),

podemos selecionar L > 0, tal que

‖u(t)− v(t)‖ < δε,K ,

‖h(t, u(t))‖ <
ε

3
,

‖h(t, v(t))‖ <
ε

3
,

para todo t ≥ L. Assim, para t ≥ L, temos que

‖g(t, u(t))− g(t, v(t))‖ ≤ ‖g(t, u(t)) + h(t, u(t))− g(t, v(t))− h(t, v(t))‖

+‖h(t, u(t))‖+ ‖h(t, v(t))‖

= ‖f(t, u(t))− f(t, v(t))‖+ ‖h(t, u(t))‖+ ‖h(t, v(t))‖

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Isto é suficiente para completar a demonstração.

1.2 Semigrupos de Operadores Lineares

Nesta seção (X, ‖ · ‖) representará um espaço de Banach. O conjunto dos operadores

lineares limitados sobre X será denotado por L(X). Ademais, para um operador linear

A : D(A) ⊂ X → X usaremos as notações canônicas σ(A) e ρ(A) para representar o espectro

e o resolvente do operador A, respectivamente. Finalmente, se λ ∈ ρ(A), escreveremos

R(λ,A) := (λ− A)−1.

Definição 1.15 Uma famı́lia de operadores lineares (T (t))t≥0 ⊂ L(X) é um semigrupo se

(i) T (0) = I; (identidade)

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s), ∀ t, s ≥ 0.

Se, além disso

(iii) ‖T (t)x − x‖ → 0 quando t → 0+, ∀ x ∈ X, dizemos que o semigrupo é fortemente

cont́ınuo ou um C0-semigrupo.
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Definição 1.16 Seja (T (t))t≥0 um semigrupo fortemente cont́ınuo de operadores lineares.

Chamaremos de gerador infinitesimal o operador A : D(A) ⊂ X → X definido por

Ax := lim
t→0+

T (t)x− x
t

,

onde

D(A) :=

{
x ∈ X : lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe

}
.

Exemplo 1.17 Seja A ∈ L(X) e defina

eAt :=
∞∑
n=0

Antn

n!
.

Então (eAt)t≥0 define um semigrupo fortemente cont́ınuo de operadores lineares sobre X sa-

tisfazendo

‖eAt‖ ≤ e‖A‖t, t ≥ 0.

A ideia de semigrupo está associada a equações diferenciais lineares da forma

x′(t) = Ax(t), t > 0, (1.1)

x(0) = x0,

onde A : D(A) ⊂ X → X é o gerador de um semigrupo fortemente cont́ınuo (T (t))t≥0. O

semigrupo (T (t))t≥0 é o operador solução desta equação, isto é, para cada x0 ∈ X, T (t)x0 é

a solução de (1.1), em um certo sentido que não vamos definir aqui.

A seguir temos um resultado simples, mas de fundamental importância na teoria de

semigrupos.

Teorema 1.18 Seja T (t) um C0-semigrupo sobre um espaço de Banach X. Então existem

constantes ω ≥ 0 e M ≥ 1 tais que

‖ T (t) ‖≤Meωt ∀ t ≥ 0

Demonstração. Mostraremos inicialmente que existe η > 0 tal que ‖ T (t) ‖ é limitado para

0 ≤ t ≤ η. Se essa propriedade fosse falsa existiria uma sequência de números positivos (tn)

satisfazendo lim
n→∞

tn = 0 e ‖ T (tn) ‖≥ n. Pelo prinćıpio da limitação uniforme segue que para
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algum x ∈ X, ‖ T (tn)x ‖ é ilimitado contradizendo a Definição (1.15). Assim, ‖ T (t)x ‖≤M

para 0 ≤ t ≤ η, como ‖ T (0) ‖= 1 temos que M ≥ 1. Seja ω = η−1logM ≥ 0. Dado t ≥ 0,

fazendo t = nη + δ com 0 ≤ δ ≤ η e pela propriedade de semigrupo segue que

‖ T (t) ‖=‖ T (δ)T (η)n ‖≤Mn+1 ≤MM
t
η = Meωt

Quando ω = 0 e M = 1, então T (t) é chamado um C0−semigrupo de contrações.

O seguinte resultado exalta algumas propriedades de C0-semigrupos de operadores linea-

res.

Teorema 1.2.1 Dado A o gerador infinitesimal do C0-semigrupo de operadores lineares

(T (t))t≥0 em X. Então

(i) Para x ∈ X,

lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x; (1.2)

(ii) Para x ∈ X,

∫ t

0

T (s)xds ∈ D(A) e

A

(∫ t

0

T (s)xds

)
= T (t)x− x; (1.3)

(iii) Para x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) e

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax; (1.4)

(iv) Para x ∈ D(A)

T (t)x− T (s)x =

∫ t

s

T (τ)Axdτ =

∫ t

s

AT (τ)xdτ. (1.5)
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Demonstração. (i) Segue da continuidade da aplicação t→ T (t)x;

(ii) Dados x ∈ X e h > 0 tem-se

T (h)− I
h

∫ t

0

T (s)xds =
1

h

(∫ t

0

T (s+ h)xds−
∫ t

0

T (s)xds

)

=
1

h

∫ t+h

h

T (s)xds− 1

h

∫ t

0

T (s)xds

=
1

h

∫ t+h

t

T (s)xds+
1

h

∫ t

h

T (s)xds− 1

h

∫ t

0

T (s)xds

=
1

h

∫ t+h

t

T (s)xds− 1

h

∫ h

0

T (s)xds. (1.6)

Fazendo h→ 0+, o primeiro termo das igualdades em (1.6) converge para A(
∫ t

0
T (s)xds) e o

último termo converge para T (t)x− x, completando a prova;

(iii) Dado x ∈ D(A) e h > 0 tem-se(
T (h)− I

h

)
T (t)x = T (t)

(
T (h)− I

h

)
x (1.7)

Fazendo h→ 0+, (1.7) converge para T (t)Ax. Assim T (t)x ∈ D(A) e AT (t)x = T (t)Ax. Tal

convergência implica também que

d+

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax,

mostrando que a derivada direita de T (t)x é T (t)Ax. A derivada à esquerda, para t > 0, de

T (t)x existe e também é T (t)Ax. De fato, observe que

lim
h→0+

(
T (t)x− T (t− h)x

h
− T (t)Ax

)
= lim

h→0+
T (t− h)

(
T (h)x− x

h
− Ax

)

+ lim
h→0+

(T (t− h)Ax− T (t)Ax) .

como x ∈ D(A) e ‖T (t − h)‖ é limitada para 0 ≤ h ≤ t segue-se que o primeiro termo da

soma converge para 0. Ademais, como (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo o segundo converge a 0,

concluindo a prova;

(iv) Conclui-se integrando a equação (1.4) do valor s ao valor t.

O próximo corolário é uma consequência importante do teorema anterior.
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Corolário 1.19 Se A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de operadores lineares

(T (t))t≥0, então D(A) é denso em X e A é um operador linear fechado.

Demonstração. Para todo x ∈ X e t > 0 define-se

xt =
1

t

∫ t

0

T (s)xds.

Pelo item (ii) do Teorema (1.2.1), segue-se que xt ∈ D(A) para t > 0. Pelo item (i), temos

que xt → x quando t→ 0+. Assim D(A) = X.

Seja (xn)n∈N ⊂ X tal que xn ∈ D(A), (xn)n∈N → x e (Axn)n∈N → y quando n→∞. Pelo

item (iv) do Teorema (1.2.1) tem-se

T (t)xn − xn =

∫ t

0

T (s)Axnds. (1.8)

Dividindo (1.8) por t > 0 e fazendo t→ 0+ tem-se que, usando (i), x ∈ D(A) e que Ax = y.

Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear. Segue-se imediatamente do Corolário 1.19

que se D(A) não é denso em X então A não gera um C0-semigrupo de operadores lineares.

A seguir, veremos uma proposição que mostra algumas equivalências da definição de

C0−semigrupo.

Proposição 1.20 Para um semigrupo (T (t))t≥0 sobre um espaço de Banach X as seguintes

afirmações são equivalentes:

(a) (T (t))t≥0 é fortemente cont́ınuo.

(b) Existem δ > 0, M ≥ 1, e um subconjunto denso D ⊂ X, tais que:

(i) ‖T (t)‖ ≤M para todo t ∈ [0, δ],

(ii) lim
t↓0

T (t)x = x para todo x ∈ D.

(c) A função t 7→ T (t)x é cont́ınua ∀x ∈ X

Demonstração. A implicação (c) ⇒ (b.ii) é trivial. Vamos provar a implicação (c)

⇒ (b.i). Suponha por contradição que (b.i) é falsa, assim conseguimos uma sequência

(δn)(n∈N) ⊂ [0,∞) convergindo para 0 tal que ‖ T (δn) ‖→ ∞ quando n → ∞, então
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pelo prinćıpio da limitação uniforme, existe x ∈ X tal que (‖ T (δn)x ‖)n∈N é ilimitado,

contradizendo o fato de que t→ T (t)x é cont́ınua para t = 0.

Para mostrar que (b) ⇒ (a), considere (tn) ⊂ [0,∞) uma sequência convergindo para

0 e K = {tn : n ∈ N}
⋃
{0}, assim K é compacto. Da condição (b.i) e de tn → 0 temos

que T (·)|K é limitada; dessa limitação e de (b.ii), segue que T (·)|Kx é cont́ınua para todo

x ∈ D. Vamos provar que a aplicação t → T (t)x restrita a K é cont́ınua para todo x ∈ X.

De fato, dado ε > 0, tome M tal que ‖ T (t) ‖≤ M para todo t ∈ K, e como D é denso em

X podemos escolher x1 ∈ D tal que x ∈ B(x1,
ε

3M
). De T (·)|Kx1 ser cont́ınua, existe δ > 0

tal que ‖ T (t)x1 − T (s)x1 ‖≤ ε
3

para todos t, s ∈ K com |t− s| < δ, assim

‖ T (t)x− T (s)x ‖≤‖ T (t)x− T (t)x1 ‖ + ‖ T (t)x1 − T (s)x1 ‖ + ‖ T (s)x1 − T (s)x ‖≤ ε.

Da continuidade dessa aplicação, temos que

lim
n→∞

T (tn)x = T (0)x = x

para todo x ∈ X. Como a sequência (tn)n∈N foi escolhida arbitrariamente, temos que

limt→0 T (t)x = x, isto é, T (t) é fortemente cont́ınuo.

Por fim, vamos mostrar a implicação (a) ⇒ (c). Sejam t0 > 0, x ∈ X e ε > 0 dado,

como ‖ T (t)x − x ‖→ 0 quando t → 0+ existe δ1 > 0 tal que se h ∈ [0, δ1], então

‖ T (h)x− x ‖≤ ε

‖ T (t0) ‖
, assim para h ∈ [0, δ1] temos que

‖ T (t0 + h)x− T (t0)x ‖≤‖ T (t0) ‖‖ T (h)x− x ‖≤ ε

Consideremos agora o caso h < 0. Existem δ2 e M > 0 tais que ‖ T (t) ‖≤ M para todo

t ∈ [0, δ2], assim para h ∈ [−δ2, 0] temos que

‖ T (t0 + h)x− T (t0)x ‖≤‖ T (t0 + h) ‖‖ x− T (−h)x ‖ .

Tomemos então δ = min{δ1, δ2}, dáı

h ∈ (t0 − δ, t0 + δ)⇒‖ T (t0 + h)x− T (t0)x ‖≤ ε.

Isto completa a demonstração.
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Proposição 1.21 Seja (A,D(A)) o gerador infinitesimal de um C0 − semigrupo (T (t))t≥0

sobre um espaço de Banach (X, ‖ · ‖). Um subespaço D de D(A) denso com a norma ‖ · ‖

e (T (t))t≥0-invariante é denso em D(A) com a norma do gráfico ‖ · ‖A.

Demonstração. Para todo x ∈ D(A), nós podemos escolher uma sequência (xn) ⊂ D tal

que lim
n→∞

xn = x em relação a norma ‖ · ‖. Como para cada n a função s 7→ T (s)xn ∈ D é

cont́ınua segue que s 7→ T (s)xn ∈ D é também cont́ınua com a norma do gráfico, segue-se

que ∫ t

0

T (s)xnds,

sendo uma integral de Riemann, pertence ao ‖ · ‖A-fecho de D. Similarmente, a ‖ · ‖A-conti-

nuidade de s→ T (s)x para x ∈ D(A) implica que∥∥∥∥1

t

∫ t

0

T (s)xds− x
∥∥∥∥
A

→ 0 quando t ↓ 0 e

∥∥∥∥1

t

∫ t

0

T (s)xnds−
1

t

∫ t

0

T (s)xds

∥∥∥∥
A

→ 0 quando n→∞ e para cada t > 0.

Isso prova que para cada ε > 0 podemos escolher t > 0 e n ∈ N tal que

‖ 1

t

∫ t

0

T (s)xnds− x ‖A< ε

Assim, x ∈ D‖·‖A .

O seguinte Lema será utilizado em um de nossos resultados.

Lema 1.22 Seja (T (t))t≥0 um C0−semigrupo e seja K ⊂ X um conjunto relativamente

compacto, então T (t)x→ x quando t→ 0, uniformemente para x ∈ K.

Demonstração. Dados ε > 0 e x ∈ K fixado, da Definição (1.15) existe δx > 0 tal que

‖T (t)x− x‖ < ε sempre que 0 ≤ t < δx, em outras palavras,

T (t)x ∈ Bε(x),

sempre que 0 ≤ t < δx. Como K é relativamente compacto e K ⊂ ∪x∈KBε(x), logo existem

x1, x2, ..., xn, tais que K ⊂ ∪ni=1Bε(xi). Assim tomamos, δ = min{δx1 , ..., δxn , δ̃}, onde δ̃ é
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como na Proposição (1.20). Portanto δ só depende de ε e K, e se t ≤ δ e z ∈ K, então existe

xj ∈ K, tal que z ∈ Bε(xj), e assim

‖T (t)z − z‖ ≤ ‖T (t)z − T (t)xj‖+ ‖T (t)xj − xj‖+ ‖xj − z‖

≤ ‖T (t)‖‖z − xj‖+ ε+ ε

≤ Mε+ ε+ ε = (M + 2)ε

E isto completa a demonstração.

Agora mostraremos um caminho para construir novos semigrupos fortemente cont́ınuos

a partir de outros já conhecidos (ver parágrafos 1.10 e 2.2 de [12]). Assim, assumiremos que

(T (t))t≥0 é um semigrupo fortemente cont́ınuo sobre um espaço de Banach X com gerador

infinitesimal A.

Definição 1.23 Para quaisquer números µ ∈ C e α > 0, nós definimos o semigrupo reesca-

lado (S(t))t≥0 por

S(t) := eµtT (αt)

para t > 0.

Observamos que o semigrupo reescalado tem gerador

B = αA+ µI

com domı́nio D(A) = D(B). Além disso, σ(B) = ασ(A) + µ, dáı temos que

ρ(B) = αρ(A) + µ, ademais R(λ,B) =
1

α
R

(
λ− µ
α

,A

)
para λ ∈ ρ(B). Isto mostra que

podemos mudar facilmente entre o objeto original e o objeto reescalado.

Definição 1.24 Um operador linear (A,D(A)) sobre um espaço de Banach X é chamado

dissipativo se

‖(λ− A)x‖ ≥ λ‖x‖

para todo λ > 0 e x ∈ D(A).

Para sermos breves, omitiremos a demonstração da próxima proposição (ver Proposição

3.14 em [12]).
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Proposição 1.25 Para um operador dissipativo (A,D(A)) as seguintes propriedades são

verdadeiras.

(i) λ− A é injetivo para todo λ > 0 e

‖(λ− A)−1z‖ ≤ 1

λ
‖z‖

para todos z na imagem rg(λ− A) := (λ− A)D(A).

(ii) λ − A é sobrejetivo para algum λ > 0 se, e somente se, é sobrejetivo para cada λ > 0.

Neste caso, tem-se (0,∞) ⊂ ρ(A).

(iii) A é fechado se, e somente se, a imagem rg(λ−A) é fechada para algum (portanto para

todo) λ > 0.

Finalizamos esta seção com dois importantes resultados da teoria de semigrupos, os quais

fornecem critérios espectrais para que um operador linear fechado A : D(A) ⊂ X → X seja o

gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de operadores lineares de contrações, no primeiro

caso, ou com uma limitação exponencial como no Teorema (1.18), no segundo caso.

Teorema 1.26 [12](Hille-Yosida, Caso de contrações) Para um operador linear (A,D(A))

sobre um espaço de Banach X, as seguintes propriedades são todas equivalentes.

(a) (A,D(A)) gera um semigrupo fortemente cont́ınuo de contrações.

(b) (A,D(A)) é fechado, densamente definido, e para todo λ > 0, tem-se λ ∈ ρ(A) e

‖λR(λ,A)‖ ≤ 1.

(c) (A,D(A)) é fechado, densamente definido, e para todo λ ∈ C com Reλ > 0, tem-se

λ ∈ ρ(A) e

‖R(λ,A)‖ ≤ 1

Reλ
.

Teorema 1.27 [13](Teorema de Hille-Yosida) Dados A : D(A) ⊂ X → X um operador

linear fechado e constantes ω ∈ R e M ≥ 1, as seguintes propriedades são equivalentes:
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(i) (A,D(A)) é o gerador de um C0-semigrupo de operadores lineares (T (t))t≥0 satisfazendo

‖T (t)‖ ≤Meωt,∀t ≥ 0. (1.9)

(ii) A é densamente definido, (ω,∞) ⊂ ρ(A) e

sup{(λ− ω)n||(λ− A)−n|| : n ∈ N, λ ≥ ω} ≤M.

1.3 Operadores de Hille-Yosida e espaços de extrapo-

lação

Recordamos algumas propriedades básicas dos espaços de extrapolação para operadores

de Hille-Yosida, que são ferramentas essenciais para este trabalho.

Definição 1.28 Sejam X um espaço de Banach e A um operador linear com domı́nio

D(A). Dizemos que (A,D(A)) é um operador de Hille-Yosida sobre X se existem constantes

ω ∈ R e M ≥ 1 tais que (ω,∞) ⊂ ρ(A) e sup {(λ− ω)n ‖ (λ− A)−n ‖: n ∈ N, λ > ω} ≤M.

Chamaremos de tipo de A o par (M,µ) onde µ é o ı́nfimo das constantes ω. Se pudermos

escolher ω menor que zero, diremos que A é de tipo negativo.

As condições da definição (1.28) são as condições do Teorema de Hille-Yosida com exceção

da densidade do domı́nio de A. Observamos que a redução das condições de Hille-Yosida são

ilusórias quando X é reflexivo. De fato, temos o seguinte resultado devido a Kato ([19])

Proposição 1.29 ([19]) Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear sobre um espaço de

Banach reflexivo X, tal que existem µ,M > 0 verificando a propriedade:

λ > µ⇒ (λ− A)−1 ∈ L(X) e ‖(λ− A)−1‖L(X) ≤
M

λ− µ
.

Então D(A) = X.

Considere (A,D(A)) um operador linear sobre X, e X0 := D(A). Seja

A0 : D(A0) ⊂ X0 → X0 o operador definido por A0x = Ax com domı́nio

D(A0) = {x ∈ D(A) : Ax ∈ X0} .
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Baseado nas propriedades da Proposição (1.25), se assumirmos que o operador A é dissi-

pativo e que λ− A é sobrejetivo para algum λ > 0, então (0,∞) ⊂ ρ(A).

Lema 1.30 Seja (A,D(A)) um operador dissipativo sobre um espaço de Banach X tal que

λ − A é sobrejetivo, para algum λ > 0. Então a parte A0 de A no subespaço X0 := D(A) é

densamente definido e gera um semigrupo de contrações em X0. Ademais, ρ(A) ⊂ ρ(A0) e

R(λ,A0) = R(λ,A)|X0, para λ ∈ ρ(A).

Demonstração. Pela definição

A0x = Ax

para x ∈ D(A0) := {x ∈ D(A) : Ax ∈ X0} = R(λ,A)X0. Não é muito dif́ıcil notar que

R(λ,A)|X0
= R(λ,A0), assim ρ(A) ⊂ ρ(A0). Por conseguinte, (0,∞) ⊂ ρ(A0). Devido ao Te-

orema (1.26), resta mostrar que D(A0) é denso em X0. Dado x ∈ D(A), seja xn = nR(n,A)x,

logo xn ∈ D(A). Da definição de resolvente, temos que (λ− A)R(λ,A) = I, assim

λR(λ,A) = AR(λ,A) + I.

Então lim
n→∞

xn = lim
n→∞

AR(n,A)x + x = x, porque pela Proposição (1.25) temos

‖R(n,A)‖ ≤ 1

n
. Portanto, os operadores nR(n,A) convergem pontualmente sobre D(A)

para a identidade. Mas como ‖nR(n,A)‖ ≤ 1 para todo n ∈ N, obtemos a convergência de

yn := nR(n,A)y → y

para todo y ∈ X0. Como cada yn está em D(A0) = R(λ,A)X0, a densidade de D(A0) em X0

está garantida.

Agora consideraremos A sendo um operador de Hille-Yosida, assim estabelecemos o se-

guinte resultado análogo ao Lema (1.30).

Lema 1.31 O operador A0 é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T0(t))t≥0 sobre

X0 com ‖ T0(t) ‖≤ Meµt para t ≥ 0. Além disso, ρ(A) ⊂ ρ(A0) e R(λ,A0) = R(λ,A)|X0,

para λ ∈ ρ(A).
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Demonstração. Inicialmente consideramos o operador (B,D(B)) sobre X definido por

Bx = Ax− ωx.

Assim D(B) = D(A), ρ(B) = ρ(A) − ω e R(λ,B) = R(λ + ω,A), ver observação sobre

semigrupo reescalado. Portanto (0,∞) ⊂ ρ(B) e para λ > 0, temos

‖R(λ,B)n‖ = ‖R(λ+ ω,A)n‖ ≤ M

λn
, para algum M ≥ 1.

Para todo µ > 0, definimos uma nova norma sobre X por

‖x‖µ := sup
n≥0
‖µnR(µ,B)nx‖.

Estas normas têm as seguintes propriedade (ver demonstração do Teorema 3.8 de [12])

(i) ‖x‖ ≤ ‖x‖µ ≤M‖x‖

(ii) ‖µR(µ,A)‖µ ≤ 1

(iii) ‖λR(λ,A)‖µ ≤ 1 para 0 < λ ≤ µ

(iv) ‖λnR(λ,A)nx‖ ≤ ‖λnR(λ,A)nx‖µ ≤ ‖x‖µ para 0 < λ ≤ µ e n ∈ N

(v) ‖x‖λ ≤ ‖x‖µ para 0 < λ ≤ µ.

Com base nessas propriedades definimos a seguinte norma

‖x‖| := sup
µ>0
‖x‖µ,

que satisfaz

(vi) ‖x‖ ≤ ‖x‖| ≤M‖x‖

(vii) ‖λR(λ,B)‖| ≤ 1 para todo λ > 0.

Assim,

λ‖x‖| = ‖λ(λ−B)−1(λ−B)x‖| ≤ ‖(λ−B)x‖| para todo x ∈ D(B),
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ou seja, B é ‖ · ‖|−dissipativo. Pelo Lema (1.30), o operador B gera um semigrupo de

contrações (S(t))t≥0, em (X0, ‖ · ‖|), que obedece a seguinte estimativa

‖S(t)‖ ≤ ‖S(t)‖| ≤ 1 ≤M.

Usando a ideia de semigrupo reescalado, vemos que A gera um semigrupo fortemente cont́ınuo

(T0(t))t≥0, onde T0(t) = eωtS(t), assim

‖T0(t)‖ = ‖eωtS(t)‖ ≤ eωt‖S(t)‖ ≤Meωt.

Com isso, a demonstração está completa.

No que segue, assumiremos que (A,D(A)) é um operador de Hille-Yosida de tipo negativo

(C, µ) em X. Com isso temos que 0 ∈ ρ(A) ⊂ ρ(A0), ou seja, A−1
0 ∈ L(X0). Note que a

expressão ‖ x ‖−1=‖ A−1
0 x ‖ define uma norma em X0. O completamento de (X0, ‖ · ‖−1),

denotado por X−1, é chamado o espaço de extrapolação de X0 associado ao operador A0.

Note também que X é um espaço intermediário entre X0 e X−1 e que

X0 ↪→ X ↪→ X−1

(ver [24]). Como A−1
0 T0(t) = T0(t)A−1

0 , temos que

‖ T0(t)x ‖−1≤‖ T0(t) ‖L(X0)‖ x ‖−1

isso implica que T0(t) tem uma única extensão linear T−1(t) em X−1. Observe que a famı́lia

de operadores (T−1(t))t≥0 forma um C0-semigrupo sobre X−1. De fato, seja x ∈ X−1, assim

existe uma sequência (xn) ⊂ X0 tal que xn → x, dessa forma

(i) T−1(0)x = lim
n→∞

T−1(0)xn = lim
n→∞

T0(0)xn = lim
n→∞

xn = x

(ii) T−1(t+s)x = lim
n→∞

T−1(t+s)xn = lim
n→∞

T0(t+s)xn = lim
n→∞

T0(t)T0(s)xn = lim
n→∞

T−1(t)T−1(s)xn =

T−1(t)T−1(s)x

(iii) por construção ‖ T−1(t) ‖=‖ T0(t) ‖, e como (T0(t)) é um C0-semigrupo segue que

existem δ > 0 e M ≥ 1 tais que ‖ T0(t) ‖≤M, para todo t ∈ [0, δ]. Assim
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(a) ‖ T−1(t) ‖≤M para todo t ∈ [0, δ]

(b) Para todo x ∈ X0 temos que

lim
t↓o

T−1(t)x = lim
t↓o

T0(t)x = x,

e pelo teorema (1.20) temos que (T−1(t)) é um C0-semigrupo. Chamaremos (T−1(t)) de semi-

grupo de extrapolação de (T0(t))t≥0. Na sequência, (A−1, D(A−1)) será o gerador infinitesimal

de (T−1(t))t≥0.

Lema 1.32 Com as condições anteriores, as seguintes propriedades são verificadas.

(i) D(A−1) = X0 e ‖ T−1(t) ‖L(X−1)=‖ T0(t) ‖L(X0) para todo t ≥ 0.

(ii) O operador A−1 : X0 → X−1 é a única extensão cont́ınua de

A0 : D(A0) ⊂ (X0, ‖ · ‖) → (X−1, ‖ · ‖−1) e A−1 é uma isometria entre (X0, ‖ · ‖) e

(X−1, ‖ · ‖−1).

Demonstração.(i) Note que por construção, ‖ T−1(t) ‖L(X−1)=‖ T0(t) ‖L(X0), vamos provar

que D(A−1) = X0. Note que (T−1(t)) é um extensão de (T0(t)), assim temos que A−1 é

uma extensão de A0 e como A−1 é um operador fechado, temos que X0 ⊂ D(A−1). Como

X0 é (T0(t))-invariante segue que X0 é (T−1(t))-invariante, assim, pela proposição (1.21)

conclúımos que X0 é denso em D(A−1) com a norma ‖ x ‖A−1=‖ x ‖−1 + ‖ A−1x ‖−1. Note

que ‖ · ‖−1≤‖ · ‖A−1 e (X0, ‖ · ‖−1) é espaço de Banach, assim (X0, ‖ · ‖−A−1) é também

espaço de Banach, portanto X0 = D(A−1).

(ii) Já vimos no item (i) que A−1 é uma extensão de A0, como D(A0) é denso em X0, temos

que A−1 é uma extensão cont́ınua de A0. Para ver que A−1 é uma isometria entre (X0, ‖ · ‖)

e (X−1, ‖ · ‖−1), basta notar que D(A) é denso em X0 e que

‖ A−1x ‖−1=‖ A0x ‖−1=‖ A−1
0 A0x ‖=‖ x ‖ ∀ x ∈ D(A0).

Isto conclui a demonstração.

Observação 1.33 [28] Sobre as condições do Lema 1.32 ainda são verificadas seguintes

propriedades:
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(iii) Se λ ∈ ρ(A0), então (λ − A−1)−1 existe e (λ − A−1)−1 ∈ L(X−1). Em particular,

λ ∈ ρ(A−1) e R(λ,A−1)|X0 = R(λ,A0).

(iv) O espaço X0 = D(A) é denso em (X−1, ‖ · ‖−1). Assim, o espaço de extrapolação

X−1 é também o completamento de (X, ‖ · ‖−1) e X ↪→ X−1. Além disso, A−1 é uma

extensão de A em X−1. Em particular, se λ ∈ ρ(A), então R(λ,A−1)|X = R(λ,A) e

R(λ,A−1)X = D(A).

1.3.1 Miscelânea

Seja X um espaço de Banach. Considere a equação de evolução linear

x′(t) = Ax(t) + f(t), t ∈ [0,∞), (1.10)

x(0) = x0. (1.11)

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador de Hille-Yosida de tipo negativo e f ∈ Cb([0,∞), X),

isto é, f é cont́ınua e limitada. Na situação onde X0 := D(A) = X, a teoria de semigrupos

aplica-se de forma imediata ao estudo de existência de soluções para as Equações (1.10)-(1.11).

Porém, se X0 é um subespaço próprio de X segue-se que A não gera um C0-semigrupo.

Por outro lado, como vimos nesta seção, podemos considerar uma extensão do operador

A para um espaço conveniente de modo que tal extensão é o gerador de um C0-semigrupo,

o qual denominamos de semigrupo extrapolado. Agora mostraremos alguns resultados que

relacionam existência de solução para as Equações (1.10)-(1.11) e semigrupos extrapolados.

Como vimos, a hipótese de A : D(A) ⊂ X → X ser um operador de Hille-Yosida de tipo

negativo acarreta na existência de constantes C ≥ 1 e ω < 0 tais que o semigrupo extrapolado

possui a seguinte limitação exponencial

‖T−1(t)‖ ≤ Ceωt, t ≥ 0.

No decorrer desta seção C e ω serão as constantes dessa desigualdade.

Em [23, 28] os autores mostram que a função x : [0,∞)→ X dada por

x(t) = T−1(t)x0 + T−1 ∗ f(t) := T−1(t)x0 +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s)ds,
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é a única solução branda das Equações (1.10)-(1.11). Ademais,

T−1 ∗ f(t) =

∫ t

0

T−1(t− s)f(s)ds ∈ X0,

para todo t ∈ [0,∞).

Lema 1.34 Dado f ∈ Cb([0,∞), X), as seguintes propriedades são verificadas.

(i) ‖T−1 ∗ f(t)‖ ≤ Ceωt
∫ t

0

e−ωs‖f(s)‖ds;

(ii) O operador linear Γ : Cb([0,∞), X) → Cb([0,∞), X0) definido por Γf(t) = T−1 ∗ f(t),

é cont́ınuo;

Demonstração. (i) De fato, observe que

‖T−1 ∗ f(t)‖ ≤
∫ t

0

‖T−1(t− s)f(s)‖ds

≤
∫ t

0

‖T−1(t− s)‖‖f(s)‖ds

≤
∫ t

0

Ceω(t−s)‖f(s)‖ds

= Ceωt
∫ t

0

e−ωs‖f(s)‖ds.

(ii) Basta observar que

‖Γf(t)− Γg(t)‖ ≤ Ceωt
∫ t

0

e−ωs‖f(s)− g(s)‖ds

=

(
Ceωt

∫ t

0

e−ωsds

)
‖f − g‖∞

≤
(
C

|ω|

)
‖f − g‖∞,

e a demonstração fica completa.

Observamos que esses resultados são válidos para f ∈ L1
loc([0,∞), X).
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1.4 Resultados de Topologia

Nesta seção relembraremos alguns teoremas e definições que serão utilizados neste traba-

lho.

Definição 1.35 Sejam X um espaço topológico e f : X → X uma função cont́ınua. Um

ponto fixo para f é um elemento x ∈ X, tal que f(x) = x.

Definição 1.36 Sejam (X, d) e (Y, ρ) espaços métricos. Uma função f : X → Y para a qual

existe uma constante L > 0 tal que

ρ(f(x), f(z)) ≤ Ld(x, z),

para todos x, z ∈ X é chamada Lipschitziana. A constante L é chamada constante de Lips-

chitz de f. Quando L < 1 dizemos que f é uma contração.

Observação 1.37 Sejam X e Y espaços vetoriais normados. Neste trabalho nos interessa

a situação onde f : [0,∞)×X → Y é uma função cont́ınua que satisfaz a condição

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖,

para todos x, y ∈ X, t ∈ [0,∞), e L : [0,∞)→ [0,∞) é uma função dada. Neste caso também

dizemos que f é uma função Lipschitziana.

O próximo resultado é um dos mais simples e aplicados entre os teoremas de ponto fixo.

Teorema 1.4.1 (Prinćıpio da Contração de Banach) Seja (X, d) um espaço métrico

completo e f : X → X uma contração. Então f possui um único ponto fixo.

A seguir temos uma variação deste resultado, a qual nos permite considerar condições um

pouco mais gerais em nosso trabalho.

Teorema 1.4.2 (Prinćıpio dos Iterados) Seja (X, d) um espaço métrico completo e

f : X → X uma função cont́ınua. Se para algum n ∈ N o iterado fn é uma contração,

então f possui um único ponto fixo.
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Esses dois teoremas são de grande utilidade para nós, porém como eles tratam apenas

de contrações, logo não cobrem algumas situações em que temos interesse. Neste sentido o

teorema seguinte é muito útil.

Teorema 1.4.3 (Alternativa de Leray-Schauder) Seja D um subconjunto fechado e

convexo de um espaço de Banach X tal que 0 ∈ D. Seja G : D → D uma função completa-

mente cont́ınua. Então, G possui um ponto fixo em D ou o conjunto

{z ∈ D : z = λG(z), 0 < λ < 1}

é ilimitado.

Para utilizar o Teorema (1.4.3) vamos estabelecer um critério de compacidade em um

espaço de Banach especial. Sejam X um espaço de Banach e h : [0,∞)→ [1,∞) uma função

cont́ınua tal que lim
t→∞

h(t) =∞. Considere o espaço

Ch(X) =

{
u ∈ C([0,∞), X) : lim

t→∞

u(t)

h(t)
= 0

}
equipado com a norma

‖u‖h = sup
t≥0

‖u(t)‖
h(t)

.

Pode-se mostrar que Ch(X) munido com a norma ‖·‖h é um espaço de Banach. O seguinte

critério de compacidade é muito valioso para um de nossos resultados.

Lema 1.38 ([9]) Um subconjunto K ⊂ Ch(X) é relativamente compacto se verifica as se-

guintes condições:

(i) O conjunto Kb = {u |[0,b]: u ∈ K} é relativamente compacto em C([0, b];X) para todo

b ≥ 0.

(ii) lim
t→∞

‖u(t)‖
h(t)

= 0 uniformemente para todo u ∈ K.

Dados K,N dois espaços métricos, denotaremos por C(K;N) o conjunto de todas as

funções f : K → N cont́ınuas. O próximo resultado é um teorema clássico em Topologia.
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Teorema 1.4.4 ([21])(Teorema de Ascoli-Arzelá) Seja E um conjunto de aplicações

cont́ınuas f : K → N, onde K é compacto. A fim de que E ⊂ C(K;N) seja relativamente

compacto, é necessário e suficiente que:

1. E seja equicont́ınuo;

2. Para cada x ∈ K, o conjunto E(x) = {f(x) : f ∈ E} seja relativamente compacto em

N.

Se M é um subconjunto de um espaço linear Z, a envoltória convexa de M , denotada por

co(M), é o menor convexo de Z que contém M. Se Z é normado, denotamos por co(M) o

fecho da envoltória convexa de M.

Lema 1.39 [25] Seja Z um espaço de Banach e f : [α, β] → Z uma função integrável.

Então

(β − α)−1

∫ β

α

f(τ)dτ ∈ co{f(τ) : τ ∈ [α, β]}

Teorema 1.4.5 (Teorema de Mazur) Se Z é um espaço de Banach e A é um subconjunto

relativamente compacto de Z, então co(A) é relativamente compacto.

Lema 1.40 (Lema de Gronwall) Suponha que f, ε e k são funções não-negativas de uma

variável real t, tal que

f(t) ≤ ε(t) +

∣∣∣∣∫ t

0

k(τ)f(τ)dτ

∣∣∣∣ ,
então

f(t) ≤ ε(t) +

∣∣∣∣∫ t

0

k(τ)ε(τ)e|
∫ t
τ k(s)ds|dτ,

∣∣∣∣
e em particular, se ε e k são constantes, nós encontramos que

f(t) ≤ εek(t).

Com isso conclúımos nossas preliminares.
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Caṕıtulo 2

Soluções Assintoticamente Quase

Periódicas

Neste caṕıtulo, estamos interessados em estudar a existência e unicidade de soluções bran-

das assintoticamente quase periódicas da equação semilinear de primeira ordem descrita sob

a forma

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t > 0, (2.1)

u(0) = u0 ∈ D(A) =: X0, (2.2)

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear ilimitado de Hille-Yosida de tipo (C, µ) com

C ≥ 1, µ < 0, cujo domı́nioD(A) está contido num espaço de BanachX e f : [0,∞)×X0 → X

é cont́ınua. Não faremos suposições a respeito da densidade de D(A), contudo, o caso não

denso desperta maior interesse uma vez que nesta situação a teoria clássica de semigrupos

não pode ser aplicada. Consideramos também o caso de condição não local, isto é, quando a

condição inicial é da forma u(0) + g(u) = u0, com g : Cb([0,∞), X0)→ X0 uma função dada.

As considerações no caso linear nos motiva a definir uma solução branda da equação

(2.1)-(2.2) como uma função cont́ınua u : [0,∞)→ X que satisfaz a equação integral

u(t) = T−1(t)u0 +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, u(s))ds, t ≥ 0.

O próximo resultado assegura a regularidade da convolução do semigrupo (T−1(t))t≥0
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com as funções assintoticamente quase periódicas. Esse resultado será muito útil na nossa

abordagem do problema (2.1)-(2.2).

Lema 2.1 Assuma que w ∈ AAP (X). Então a função

v(t) =

∫ t

0

T−1(t− s)w(s)ds, t ≥ 0,

é assintoticamente quase periódica.

Demonstração. Se w = g + φ, onde g ∈ AP (X) e φ ∈ C0([0,∞), X), temos que

v(t) = G(t) + Φ(t), onde

G(t) :=

∫ t

−∞
T−1(t− s)g(s)ds t ∈ R, (2.3)

e

Φ(t) :=

∫ t

0

T−1(t− s)φ(s)ds−
∫ 0

−∞
T−1(t− s)g(s)ds, t ≥ 0. (2.4)

Afirmamos que G ∈ AP (X). De fato, para ε > 0, escolhemos l(ε) > 0 tal que todo intervalo

de comprimento l(ε) contém um número τ com a propriedade ‖g(t + τ) − g(t)‖ ≤ ε, para

todos t ∈ R. Portanto, a estimativa

‖G(t+ τ)−G(t)‖ =

∥∥∥∥∫ t+τ

−∞
T−1(t+ τ − s)g(s)ds−

∫ t

−∞
T−1(t− s)g(s)ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ ∞
0

T−1(s)g(t− s+ τ)ds−
∫ ∞

0

T−1(s)g(t− s)ds
∥∥∥∥

≤
∫ ∞

0

‖T−1(s)‖‖g(t− s+ τ)− g(t− s)‖ds

≤
(
C

∫ ∞
0

eµsds

)
ε =

(
C

|µ|

)
ε,

nos mostra que G ∈ AP (X). Agora, mostraremos que Φ ∈ C0([0,∞), X). Como

φ ∈ C0([0,∞), X), dado ε > 0 existe uma constante T > 0 tal que ‖φ(s)‖ ≤ ε para todo
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s ≥ T e

∫ ∞
T

eµsds <
ε

C
. Então, para todo t ≥ 2T , deduzimos

‖Φ(t)‖ ≤
∫ t/2

0

‖T−1(t− s)‖‖φ(s)‖ds+

∫ t

t/2

‖T−1(t− s)‖‖φ(s)‖ds+

∫ 0

−∞
‖T−1(t− s)‖‖g(s)‖ds

≤ C‖φ‖∞
∫ t/2

0

eµ(t−s)ds+ εC

∫ t

t/2

eµ(t−s)ds+ C‖g‖∞
∫ 0

−∞
eµ(t−s)ds

≤ C‖φ‖∞
∫ t

t/2

eµsds+ Cε

∫ t/2

0

eµsds+ C‖g‖∞
∫ ∞
t

eµsds

≤ C‖φ‖∞
∫ ∞
T

eµsds+ Cε

∫ ∞
0

eµsds+ C‖g‖∞
∫ ∞
t

eµsds

≤ ‖φ‖∞ε+
C

|µ|
ε+ ‖g‖∞ε.

Portanto, limt→∞Φ(t) = 0, ou seja, Φ ∈ C0([0,∞), X). Isto completa a prova.

O seguinte Teorema é o principal resultado desta seção.

Teorema 2.2 Seja f ∈ AAP (X0;X) uma função uniformemente cont́ınua sobre conjuntos

limitados. Assuma que existe uma função integrável L : [0,∞)→ [0,∞), tal que

‖f(t, v)− f(t, w)‖ ≤ L(t)‖v − w‖, (2.5)

para todos v, w ∈ X0 e t ≥ 0. Então o problema (2.1)-(2.2) tem uma única solução branda

assintoticamente quase periódica.

Demonstração. Nós definimos o operador Γ sobre o espaço AAP (X0) por

Γu(t) = T−1(t)u0 +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, u(s))ds =: T−1(t)u0 + v(t), t ≥ 0. (2.6)

Primeiramente vamos mostrar que Γ está bem definido, ou seja, Γu ∈ AAP (X0). Como

T−1(t)u0 → 0, quando t → ∞, e pelo Lema 1.20 a função t 7→ T−1(t)u0 é cont́ınua, temos

que T−1(·)u0 ∈ AAP (X0). Ademais, pelos Lemas 1.14 e 2.1, temos que v(·) ∈ AAP (X0).

Portanto, Γ(AAP (X0)) ⊂ AAP (X0).
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Agora consideremos u1, u2 ∈ AAP (X0), assim:

‖ Γu1(t)− Γu2(t) ‖ ≤
∫ t

0

‖ T−1(t− s) ‖‖ f(s, u1(s))− f(s, u2(s)) ‖ ds

≤ C

∫ t

0

eµ(t−s)L(s) ‖ u1(s)− u2(s) ‖ ds

≤ C

∫ t

0

eµ(t−s)L(s)ds ‖ u1 − u2 ‖∞

≤ C

∫ t

0

L(s)ds ‖ u1 − u2 ‖∞

≤ C||L||1 ‖ u1 − u2 ‖∞,

Logo Γ é cont́ınua. Outrossim,

‖(Γ2u1)(t)− (Γ2u2)(t)‖ ≤ C

∫ t

0

eµ(t−s)L(s) ‖ Γu1(s)− Γu2(s) ‖ ds

≤ C

∫ t

0

L(s)

(
C

∫ s

0

eµ(s−τ)L(τ)‖u1(τ)− u2(τ)‖dτ
)
ds

≤ C2

(∫ t

0

L(s)

(∫ s

0

L(τ)dτ

)
ds

)
‖u1 − u2‖∞

=
C2

2

(∫ t

0

L(τ)dτ

)2

‖u1 − u2‖∞

≤ (C‖L‖1)2

2
‖u1 − u2‖∞.

Em geral, para n ∈ N, temos que:

‖(Γnu1)(t)− (Γnu2)(t)‖ ≤
(

(C‖L‖1)n

n!

)
‖u1 − u2‖∞.

Uma vez que
(C‖L‖1)n

n!
< 1 para n suficientemente grande, segue do Prinćıpio dos Iterados

(1.4.2) que Γ tem um único ponto fixo u ∈ AAP (X0) e consequentemente existe uma única

solução branda assintoticamente quase periódica para a equação (2.1)-(2.2).

Observação 2.3 Considere o problema

v′(t) = Av(t) + f(t, v(t)), t > 0, (2.7)

v(0) = v0 ∈ D(A) =: X0, (2.8)
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onde A e f são como no Teorema (2.2). Seja u0 a condição inicial (2.2). Suponha que existe

R > 0 tal que ‖u0 − v0‖ ≤ R. Se u é a solução branda assintoticamente quase periódica do

problema (2.1)-(2.2) e v é a solução branda assintoticamente quase periódica do problema

(2.7)-(2.8), logo, pela definição vemos que:

u(t) = T−1(t)u0 +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, u(s))ds, t ≥ 0.

v(t) = T−1(t)v0 +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, v(s))ds, t ≥ 0.

Então nós temos a seguinte estimativa

‖u− v‖∞ ≤ CReC‖L‖1 . (2.9)

De fato, nós observamos que

‖u(t)− v(t)‖ ≤ ‖ T−1(t) ‖‖ u0 − v0 ‖ +

∫ t

0

‖ T−1 ‖‖ f(s, u(s))− f(s, v(s)) ‖ ds

≤ Ceµt ‖ u0 − v0 ‖ +C

∫ t

0

eµ(t−s)L(s) ‖ u(s)− v(s) ‖ ds

≤ C‖u0 − v0‖+ C

∫ t

0

L(s)‖u(s)− v(s)‖ds

≤ CR + C

∫ t

0

L(s)‖u(s)− v(s)‖ds.

Por isso, a estimativa (2.9) é consequência da inequação de Gronwall (Lema 1.40). Deste

fato, é fácil ver que se considerarmos a famı́lia de problemas

u′ε(t) = Auε(t) + f(t, uε(t)), t > 0, (2.10)

uε(0) = uε0 ∈ D(A) =: X0, (2.11)

onde A e f são como acima e as condições iniciais verificam a estimativa ‖uε0 − u0‖ ≤ R(ε),

com R(ε)→ 0 quando ε→ 0, então nós temos que ‖uε−u‖∞ → 0 quando ε→ 0, onde uε e u

são a solução branda assintoticamente quase periódica do problema (2.10)-(2.11) e a solução

branda assintoticamente quase periódica do problema (2.1)-(2.2), respectivamente.

Note que o Teorema (2.2) não inclui os casos onde L em (2.5) é uma constante. Neste

caso, nós temos o seguinte teorema.
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Teorema 2.4 Seja f ∈ AAP (X0;X) uma função uniformemente cont́ınua sobre conjuntos

limitados e assuma que f verifica a condição de Lipschitz

‖f(t, v)− f(t, w)‖ ≤ L(t)‖v − w‖, (2.12)

com L uma função localmente integrável. Se C sup
t≥0

∫ t

0

eµ(t−s)L(s)ds < 1, então o problema

(2.1)-(2.2) tem uma única solução branda assintoticamente quase periódica.

Demonstração. Procedendo como na prova do Teorema (2.2), nós definimos a função Γ

sobre o espaço AAP (X0) pela expressão (2.6). O mesmo argumento do Teorema (2.2) mostra

que Γ está bem-definido. Ademais, se u1, u2 ∈ AAP (X0) nós temos a inequação

‖Γu1(t)− Γu2(t)‖ ≤
∫ t

0

‖ T−1(t− s) ‖‖ f(s, u1(s))− f(s, u2(s)) ‖ ds

≤ C

∫ t

0

eµ(t−s)L(s)‖u1(s)− u2(s)‖ds

≤ C sup
t≥0

∫ t

0

eµ(t−s)L(s)ds‖u1 − u2‖∞,

isso prova que Γ é uma contração. Portanto, a afirmação é consequência do Prinćıpio da

Contração de Banach (1.4.1), e a prova está completa.

As seguintes consequências são imediatas.

Corolário 2.5 Seja f ∈ AAP (X0;X) uma função que verifica a condição de Lipschitz (2.12)

com L uma função cont́ınua e limitada. Se C sup
t≥0

∫ t

0

eµ(t−s)L(s)ds < 1, então o problema

(2.1)-(2.2) tem uma única solução branda assintoticamente quase periódica.

Demonstração. Como f satisfaz a condição de Lipschitz (2.12) e L é cont́ınua e limitada,

temos

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖ ≤ ‖L‖∞‖x− y‖.

Desta estimativa segue que f é uniformemente cont́ınua em t.
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Corolário 2.6 Seja f ∈ AAP (X0;X) uma função que verifica a condição de Lipschitz

‖ f(t, v)− f(t, w) ‖≤ K ‖ v − w ‖, ∀ t ∈ [0,∞), v, w ∈ X0. (2.13)

Se
CK

|µ|
< 1, então o problema (2.1)-(2.2) tem uma única solução branda assintoticamente

quase periódica.

Demonstração. Basta notar que pela condição de Lipschitz, f é uniformemente cont́ınua

em t, além disso

∫ t

0

eµ(t−s)ds =

∫ t

0

eµτdτ ≤
∫ ∞

0

eµτdτ =
−1

µ
=

1

| µ |
.

Agora, nos moveremos para o problema de perturbações localmente Lipschitz para a

equação (2.1). Temos o seguinte resultado.

Teorema 2.7 Seja f ∈ AAP (X0;X) e assuma que existe uma função não-decrescente

L : [0,∞)→ [0,∞) tal que para cada r > 0 e todos v, w ∈ X0, com ‖v‖ ≤ r e ‖w‖ ≤ r, nós

temos

‖f(t, v)− f(t, w)‖ ≤ L(r)‖v − w‖, ∀ t ≥ 0.

Se existe R > 0 tal que

C

|µ|

(
|µ|‖u0‖
R

+ L(R) +
‖f(·, 0)‖∞

R

)
< 1,

então o problema (2.1)-(2.2) tem uma única solução branda assintoticamente quase periódica.

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar que f é uniformemente cont́ınua sobre con-

juntos limitados. Dados ε > 0 e K um subconjunto limitado de X. Escolhemos r > 0, tal

que ‖x‖ < r, para todo x ∈ K, então

‖f(t, v)− f(t, w)‖ ≤ L(r)‖v − w‖, ∀t ≥ 0, ∀v, w ∈ K.

Assim, basta tomar δ(ε,K) <
ε

L(r)
. Agora, defina o operador Γ como na expressão (2.6).

Considere R > 0 tal que

C‖u0‖+
CRL(R)

|µ|
+
C‖f(·, 0)‖∞
|µ|

< R.
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Seja BR a bola fechada

BR = {v ∈ AAP (X0) : ‖v‖∞ ≤ R} ⊂ AAP (X0).

Observamos que se v ∈ BR, então

‖Γv(t)‖ ≤ ‖T−1(t)u0‖+

∫ t

0

‖T−1(t− s)‖‖f(s, v(s))− f(s, 0) + f(s, 0)‖ds

≤ ‖T−1(t)‖‖u0‖+

∫ t

0

‖T−1(t− s)‖‖f(s, v(s))− f(s, 0)‖ds+

∫ t

0

‖T−1(t− s)‖‖f(s, 0)‖ds

≤ Ceµt‖u0‖+ C

∫ t

0

eµ(t−s)L(R)‖v(s)‖ds+ C

∫ t

0

eµ(t−s)ds‖f(·, 0)‖∞

≤ C‖u0‖+ CL(R)‖v‖∞
∫ t

0

eµ(t−s)ds+ C‖f(·, 0)‖∞
∫ t

0

eµ(t−s)ds

= C‖u0‖+ C(L(R)‖v‖∞ + ‖f(·, 0)‖∞)

∫ t

0

eµsds

≤ C‖u0‖+ C(L(R)R + ‖f(·, 0)‖∞)

∫ ∞
0

eµsds

≤ C‖u0‖+
CRL(R)

|µ|
+
C‖f(·, 0)‖∞
|µ|

≤ R.

Então, Γ(BR) ⊂ BR. Agora, basta mostrar que Γ é uma contração como um operador sobre

BR. Mas isto segue da seguinte estimativa

‖Γv(t)− Γw(t)‖ ≤
∫ t

0

‖T−1‖‖f(s, v(s))− f(s, w(s))‖ds

≤ C

∫ t

0

eµ(t−s)L(R)‖v(s)− w(s)‖ds

≤ CL(R)

∫ ∞
0

eµsds‖v − w‖∞

≤
(
CL(R)

|µ|

)
‖v − w‖∞.

Como por hipótese C
|µ|

(
|µ|‖u0‖+ L(R) + ‖f(·,0)‖∞

R

)
< 1, logo

(
CL(R)
|µ|

)
< 1, e pelo Prinćıpio

da Contração de Banach (1.4.1) o teorema é verdadeiro.

Observação 2.8 Em [11], Deng revelou que as condições não-locais u(0)+g(u) = u0 podem

ser aplicadas em f́ısica com melhor efeito que a usual condição local do Problema de Cauchy

u(0) = u0. Como no trabalho de Deng, o Problema de Cauchy com condições não-locais tem
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atráıdo outros autores (cf. [2, 7, 26]). Esta é a motivação para considerarmos o Problema de

Cauchy com condições não-locais

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t ≥ 0, (2.14)

u(0) + g(u) = u0 ∈ X0, (2.15)

onde o operador linear A é como antes. Nesta situação temos o seguinte resultado.

Proposição 2.9 Seja f ∈ AAP (X0;X) uma função que verifica a condição de Lipschitz

‖ f(t, v)− f(t, w) ‖≤ K ‖ v − w ‖, ∀ t ∈ [0,∞), v, w ∈ X0. (2.16)

Assuma que g : Cb([0,∞), X0)→ X0 satisfaz a condição de Lipschitz

‖g(u)− g(v)‖ ≤ Cg‖u− v‖∞, u, v ∈ Cb([0,∞);X0).

Se C
(
Cg + K

|µ|

)
< 1, então o problema (2.14)-(2.15) tem uma única solução branda assinto-

ticamente quase periódica.

Demonstração. Definimos o operador Γ : AAP (X0)→ AAP (X0) por:

Γu(t) = T−1(u0 + g(u)) +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, u(s))ds, ∀t ≥ 0.

Não é dif́ıcil ver que para cada u ∈ AAP (X0) a função t 7→ T−1(t)(u(0) + g(u)) pertence

a AAP (X0), pois ‖T−1(t)‖ ≤ Ceµt e T−1(·) é fortemente cont́ınuo, dáı pela Proposição 1.20

é cont́ınua. Como f satisfaz a condição de Lipschitz (2.16), logo é uniformemente cont́ınua

sobre conjuntos limitados, e os Lemas (1.14) e (2.1) garantem que

ω(t) =

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, u(s))ds ∈ AAP (X0).
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Portanto Γ está bem-definido. Finalmente, se u1, u2 ∈ AAP (X0), então:

‖Γu1(t)− Γu2(t)‖ ≤ ‖T−1(t)(g(u1)− g(u2))‖+

∫ t

0

‖T−1(t− s)(f(s, u1(s))− f(s, u2(s)))‖ds

≤ ‖T−1(t)‖‖g(u1)− g(u2)‖+

∫ t

0

‖T−1(t− s)‖‖f(s, u1(s))− f(s, u2(s))‖ds

≤ CeµtCg‖u1 − u2‖∞ + C

∫ t

0

eµ(t−s)K‖u1(s)− u2(s)‖ds

≤ C‖u1 − u2‖∞(Cg +K

∫ t

0

eµsds)

≤ C‖u1 − u2‖∞(Cg +K

∫ ∞
0

eµsds)

= C(Cg +
K

|µ|
)‖u1 − u2‖∞

Portanto, Γ é uma contração.

Estudaremos agora a existência de soluções brandas assintoticamente quase periódicas do

problema (2.1)-(2.2) quando a função f não é necessariamente Lipschitziana.

Para estabelecer o resultado, nós consideramos funções f : [0,∞)×X0 → X que satisfa-

zem a seguinte condição de limitação.

(B) Existe uma função cont́ınua não-decrescente W : [0,∞) → [0,∞) tal que

‖f(t, x)‖ ≤ W (‖x‖) para todos t ∈ [0,∞) e x ∈ X0.

Teorema 2.10 Sejam h : [0,∞) → [1,∞) uma função cont́ınua como no Lema (1.38) e

f ∈ AAP (X0;X) uma função uniformemente cont́ınua sobre conjuntos limitados que satisfaz

a hipótese (B) e as seguintes condições:

(a) Para cada ν ≥ 0, lim
t→∞

1

h(t)

∫ t

0

eµ(t−s)W (νh(s))ds = 0.

(b) Para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para todos u, v ∈ Ch(X0), ‖v−u‖h ≤ δ implica que

C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, v(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ε,

para todo t ∈ [0,∞).
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(c) Para todos a, b ∈ [0,∞), a ≤ b, e r > 0, o conjunto

{f(s, h(s)x) : a ≤ s ≤ b, x ∈ X0, ‖x‖ ≤ r}

é relativamente compacto em X.

(d) lim inf
ξ→∞

ξ

β(ξ)
> 1, onde

β(ν) :=
∥∥∥‖T−1(·)u0‖+ C

∫ ·
0

eµ(·−s)W (νh(s))ds
∥∥∥
h
.

Então o problema (2.1)-(2.2) tem uma solução branda assintoticamente quase periódica.

Demonstração. Definimos o operador Γ sobre Ch(X0) como em (2.6). Vamos mostrar que

Γ tem um ponto fixo em AAP (X0). Dividimos a prova em alguns passos.

(i) Primeiro vamos mostrar que Γ está bem-definido. Para u ∈ Ch(X0), sabemos que Γu(·)

é cont́ınua, pois pela Proposição (1.20) a função T−1(·)u0 é cont́ınua e pelo Lema (1.34) a

função ω(t) =

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, u(s))ds é cont́ınua. Além disso, temos que

‖Γu(t)‖ ≤ ‖T−1(t)u0‖+

∫ t

0

‖T−1(t− s)‖‖f(s, u(s))‖ds

≤ Ceµt‖u0‖+ C

∫ t

0

eµ(t−s)W (‖u(s)‖)ds

≤ C‖u0‖+ C

∫ t

0

eµ(t−s)W

(∥∥∥∥u(s)

h(s)
h(s)

∥∥∥∥) ds
E como W é não-decrescente, conseguimos a seguinte estimativa

‖Γu(t)‖ ≤ C‖u0‖+ C

∫ t

0

eµ(t−s)W (‖u‖hh(s))ds. (2.17)

E segue da condição (a) que Γ : Ch(X0)→ Ch(X0).

(ii) Agora vamos provar que a função Γ é cont́ınua. De fato, para ε > 0, tome δ como na

condição (b). Se u, v ∈ Ch(X0) e ‖u− v‖h ≤ δ, então, como h(t) ≥ 1 para todo t ≥ 0, vemos

que

‖Γu(t)− Γv(t)‖
h(t)

≤ ‖Γu(t)− Γv(t)‖ ≤ C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds ≤ ε,

Assim,

‖Γu− Γv‖h ≤ ε
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Portanto Γ é cont́ınua.

(iii) Nosso próximo passo é mostrar que Γ é completamente cont́ınua. Denotamos por Br(Z)

a bola fechada de centro no 0 e de raio r no espaço Z. Seja V = Γ(Br(Ch(X0))) e v = Γ(u)

para u ∈ Br(Ch(X0)). Inicialmente, provaremos que Vb(t) = {v(t) : v ∈ V } é um subconjunto

relativamente compacto de X0 para cada t ∈ [0, b]. Pelo Lema (1.39) vemos que

1

t

∫ t

0

T−1(s)f(t− s, u(t− s))ds ∈ co(A),

onde A = {T−1(s)f(t− s, u(t− s)) : s ∈ [a, t]}, como u(t− s) = h(t− s)u(t− s)
h(t− s)

e ‖u‖h ≤ r,

logo

A ⊂ K = {T−1(s)f(ξ, h(ξ)x) : 0 ≤ s ≤ t; 0 ≤ ξ ≤ t; ‖x‖ ≤ r}

assim,

v(t) = T−1(t)u0 +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, u(s))ds

= T−1(t)u0 +

∫ t

0

T−1(s)f(t− s, u(t− s))ds ∈ T−1(t)u0 + tco(K),

onde co(K) é a envoltória convexa de K = {T−1(s)f(ξ, h(ξ)x) : 0 ≤ s ≤ t, 0 ≤ ξ ≤ t,

‖x‖ ≤ r}. Usando o fato que T−1(·) é fortemente cont́ınuo e a propriedade (c), afirmamos que

K é um conjunto relativamente compacto. De fato, dada uma sequência

(ωñ) = (T−1(sñ)f(ξñ, h(ξñ)xñ))ñ∈N em K, vamos mostrar que (ωñ) possui uma subsequência

convergente em X. Usando a condição (c), sabemos que ∃(n′) ⊂ (ñ), tal que

f(ξn′ , h(ξn′)xn′) → y, para algum y ∈ X. E como sn′ ∈ [0, t], logo ∃(n) ⊂ (n′), tal que

sn → s, para algum s ∈ [0, t]. Além disso,

‖T−1(sn)f(ξn, h(ξn)xn)− T−1(s)y‖ ≤ ‖T−1(sn)(f(ξn, h(ξn)xn)− y)‖+ ‖T−1(sn)y − T−1(s)y‖

≤ C‖f(ξn, h(ξn)xn)− y‖+ ‖T−1(sn)y − T−1(s)y‖.

Como f(ξn′ , h(ξn′)x) → y e T−1(sn)y → T−1(s)y, pois T−1(·)y é cont́ınua, logo

T−1(sn)f(ξn, h(ξn)xn)→ y ∈ X, portanto K é relativamente compacto.

Ademais, Vb(t) ⊆ T−1(t)u0 + tco(K) e pelo Teorema de Mazur (1.4.5) conclúımos que

Vb(t) é relativamente compacto. Agora provaremos que Vb é uma famı́lia equicont́ınua. Note
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que

v(t+ s)− v(t) =
(
T−1(t+ s)− T−1(t)

)
u0 +

∫ t

0

T−1(t+ s− ξ)f(ξ, u(ξ))dξ

+

∫ t+s

t

T−1(t+ s− ξ)f(ξ, u(ξ))dξ −
∫ t

0

T−1(t− ξ)f(ξ, u(ξ))dξ

=
(
T−1(t+ s)− T−1(t)

)
u0 +

∫ t

0

T−1(s+ ξ)f(t− ξ, u(t− ξ))dξ

+

∫ t+s

t

T−1(t+ s− ξ)f(ξ, u(ξ))dξ −
∫ t

0

T−1(ξ)f(t− ξ, u(t− ξ))dξ

=
(
T−1(t+ s)− T−1(t)

)
u0 +

∫ t+s

t

T−1(t+ s− ξ)f(ξ, u(ξ))dξ

+

∫ t

0

(
T−1(ξ + s)− T−1(ξ)

)
f(t− ξ, u(t− ξ))dξ.

Para cada ε > 0, nós podemos escolher δ1 > 0 tal que

∥∥∫ t+s

t

T−1(t+ s− ξ)f(ξ, u(ξ))dξ
∥∥ ≤ C

∫ t+s

t

eµ(t+s−ξ)W

(
‖u(ξ)‖
h(ξ)

h(ξ)

)
dξ

≤ C

∫ t+s

t

eµ(t+s−ξ)W (rh(ξ))dξ ≤ ε/2,

para s ≤ δ1. Ademais, pela condição (c) o conjunto {f(t − ξ, u(t − ξ)) : 0 ≤ ξ ≤ t,

u ∈ Br(Ch(X0))} é relativamente compacto e como T−1(·) é fortemente cont́ınuo, pelo Lema

(1.22) podemos escolher δ2 > 0 e δ3 > 0 tal que ‖
(
T−1(t+ s)−T−1(t)

)
u0‖ ≤ ε/4, para s ≤ δ2

e

‖
(
T−1(ξ + s)− T−1(ξ)

)
f(t− ξ, u(t− ξ))‖ ≤ ε

4t
,

para s ≤ δ3. Combinando essas estimativas, chegamos que ‖v(t + s) − v(t)‖ ≤ ε para s

suficientemente pequeno e independente de u ∈ Br(Ch(X0)). Assim, Vb é equicont́ınuo e pelo

Teorema de Arzelá-Ascoli (1.4.4), Vb é relativamente compacto. Finalmente, lembrando que

u ∈ Br(Ch(X0)) e aplicando a condição (a), de (2.17) temos que

‖v(t)‖
h(t)

≤ C‖u0‖
h(t)

+
C

h(t)

∫ t

0

eµ(t−s)W (rh(s))ds→ 0, t→∞,

e esta convergência independe de u ∈ Br(Ch(X0)). Portanto V satisfaz as condições (c-1) e

(c-2) do Lema (1.38) , e isto completa a prova que V é um conjunto relativamente compacto

em Ch(X0).
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(iv) Se u(·) é uma solução da equação u = λΓ(u) para algum 0 < λ < 1, então

‖u(t)‖ = λ‖T−1(t)u0 +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, u(s))ds‖

≤ ‖T−1(t)u0‖+ C

∫ t

0

eµ(t−s)W (‖u‖hh(s))ds

=

‖T−1(t)u0‖+ C

∫ t

0

eµ(t−s)W (‖u‖hh(s))ds

h(t)
h(t)

≤ β(‖u‖h)h(t),

logo
‖u(t)‖
h(t)

1

β(‖u‖h)
≤ 1, por conseguinte

‖u‖h
β(‖u‖h)

≤ 1 e, combinando com a condição (d),

conclúımos que o conjunto K̃ := {u : u = λΓ(u), λ ∈ (0, 1)} é limitado.

(v) Segue dos Lemas (1.14) e (2.1), que Γ(AAP (X0)) ⊆ AAP (X0), e pelo item (ii)

Γ : Ch(X0) → Ch(X0) é cont́ınua, logo Γ−1(AAP (X0)) é fechado e como

AAP (X0) ⊂ Γ−1(AAP (X0)), então Γ : AAP (X0) → AAP (X0) ⊂ Ch(X0). Usando as

propriedades (i)-(iii), nós temos que esta função é completamente cont́ınua. Pelo item (iv)

o conjunto K̃ é limitado e usando a Alternativa de Leray-Schauder (1.4.3), nós mostramos

que Γ tem um ponto fixo u ∈ AAP (X0). Basta mostrar que u ∈ AAP (X0), sendo assim,

considere (un)n∈N uma sequência em AAP (X0) tal que un → u em (Ch(X0), ‖ · ‖h). Dado

ε > 0 a condição (b) assegura que existe δ > 0 tal que se ‖v − u‖h ≤ δ, então:

C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, v(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ε, ∀t ≥ 0.

Além disso, existe n0 ∈ N, tal que, se n ≥ n0 então ‖un − u‖h ≤ δ. Logo, ∀t ≥ 0 e n ≥ n0

temos:

‖Γun(t)− Γu(t)‖ ≤
∫ t

0

‖T−1(t− s)(f(s, un(s))− f(s, u(s)))‖ds

≤ C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, un(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ε.

E isto implica que ‖Γun − Γu‖∞ ≤ ε, isto é, Γun → Γu = u uniformemente. Portanto

u = Γu ∈ AAP (X0), pois (AAP (X0), ‖ · ‖∞) é completo, e isto completa a prova.

Com condições e argumentos similares ao Teorema (2.10) temos o seguinte resultado para

o problema de Cauchy com condições não-locais.
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Teorema 2.11 Seja g : Ch(X0)→ X0 uma função completamente cont́ınua e limitada. As-

suma que f ∈ AAP (X0;X) é uma função uniformemente cont́ınua sobre conjuntos limitados

que satisfaz a hipótese (B) e as seguintes condições:

(a) Para cada ν ≥ 0, lim
t→∞

1

h(t)

∫ t

0

eµ(t−s)W (νh(s))ds = 0.

(b) Para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para todos u, v ∈ Ch(X0), ‖v−u‖h ≤ δ implica que

C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, v(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ε,

para todo t ∈ [0,∞).

(c) Para todos a, b ∈ [0,∞), a ≤ b, e r > 0, o conjunto

{f(s, h(s)x) : a ≤ s ≤ b, x ∈ X0, ‖x‖ ≤ r}

é relativamente compacto em X.

(d) lim inf
ξ→∞

ξ

β(ξ)
> 1, onde

β(ν) :=
∥∥∥C‖g‖∞ + ‖T−1(·)u0‖+ C

∫ ·
0

eµ(·−s)W (νh(s))ds
∥∥∥
h
.

Então o problema (2.14)-(2.15) tem uma solução branda assintoticamente quase periódica.

Demonstração. Consideramos o operador Γ sobre Ch(X0), definido por

Γu(t) = T−1(u0 + g(u)) +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, u(s))ds, ∀t ≥ 0.

Mostraremos que Γ tem um ponto fixo. Como na demonstração do Teorema (2.10), dividi-

remos a prova em algumas etapas.

(i∗) Da estimativa

‖Γu(t)‖ ≤ C‖u0 + g(u)‖+ C

∫ t

0

eµ(t−s)W (‖u‖hh(s))ds, (2.18)

e usando argumentos análogos ao do passo (i) do Teorema (2.10) vemos que Γ está bem-

definido.

(ii∗) Afirmamos que Γ é cont́ınua. De fato, dados ε > 0 e u ∈ Ch(X0), pela continuidade de

g e da condição (b), ∃δ > 0 tal que se v ∈ Ch(X0) com ‖u− v‖h ≥ δ, então

‖g(u)− g(v)‖ ≥ ε

2C
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e

C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, v(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ε

2
.

Portanto, como h(t) ≥ 1 para todo t ≥ 0

‖Γu(t)− Γv(t)‖
h(t)

≤ ‖Γu(t)− Γv(t)‖

≤ C‖g(u)− g(v)‖+ C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, u(s)− f(s, v(s))‖ds ≤ ε.

Assim,

‖Γu− Γv‖h ≤ ε.

Por conseguinte, Γ é cont́ınua.

(iii∗) Com argumentos similares ao item (iii) do Teorema (2.10), mostraremos que Γ é com-

pletamente cont́ınuo. Sendo v = Γu, com u ∈ Br(Ch(X0)) vemos que

v(t) ∈ T−1(t)(g(u) + u0) + tco(K)

onde K é como no item (iii) do Teorema (2.10), e portanto relativamente compacto. As-

sim Vb(t) ⊆ T−1(t)(u0 + g(Br(Ch(X0)))) + tco(K), como g é completamente cont́ınua, logo

g(Br(Ch(X0))) é relativamente compacto e pelo Teorema de Mazur (1.4.5) co(K) também é

relativamente compacto, por conseguinte, Vb(t) é relativamente compacto. Para mostrar que

Vb é equicont́ınuo, decompomos v(t+ s)− v(t) como

v(t+ s)− v(t) = (T−1(t+ s)− T−1(t))(u0 + g(u)) +

∫ t+s

t

T−1(t+ s− ξ)f(ξ, u(ξ))dξ

+

∫ t

0

(
T−1(ξ + s)− T−1(ξ)

)
f(t− ξ, u(t− ξ))dξ.

De modo semelhante ao item (iii) do Teorema (2.10), dado ε > 0 podemos escolher δ > 0

independente de u ∈ Br(Ch(X0)), tal que se s < δ então

‖(T−1(t+ s)− T−1(t))u0‖+

∥∥∥∥∫ t+s

t

T−1(t+ s− ξ)f(ξ, u(ξ))dξ

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∫ t

0

(
T−1(ξ + s)− T−1(ξ)

)
f(t− ξ, u(t− ξ))dξ

∥∥∥∥ ≤ 3ε

4
.

Como g é completamente cont́ınua, logo g(Br(Ch(X0))) é relativamente compacto, e pelo

Lema (1.22), existe δ > 0 tal que

‖(T−1(t+ s)− T−1(t))g(u)‖ ≤ ε

4
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para todo s ∈ (0, δ), independente de u ∈ Br(Ch(X0)).

Com os mesmos argumentos do item (iii) do Teorema (2.10) chegamos que Vb é equi-

cont́ınuo e pelo Teorema de Arzelá-Ascoli é relativamente compacto. Por conseguinte, V

satisfaz a condição (c-1) do Lema (1.38), resta mostrar que satisfaz a condição (c-2), para

isso lembramos que u ∈ Br(Ch(X0)) e de (2.18) juntamente com a condição (a), temos

‖v(t)‖
h(t)

≤ C(‖u0‖+ ‖g‖∞)

h(t)
+

C

h(t)

∫ t

0

eµ(t−s)W (rh(s))ds→ 0, t→∞,

e isto completa a prova que V é um conjunto relativamente compacto em Ch(X0).

(iv∗) Como no item (iv) do Teorema (2.10), se u(·) é solução da equação u = λΓ(u), para

algum λ ∈ (0, 1), conseguimos a estimativa
‖u‖h

β(‖u‖h)
≤ 1, e combinando com a condição (d),

conclúımos que o conjunto K̃ := {u : u = λΓ(u), λ ∈ (0, 1)} é limitado.

(v∗) Como no item (v) do Teorema (2.10) mostramos que Γ tem um ponto fixo u ∈ AAP (X0).

Para mostrar que u ∈ AAP (X0) consideramos (un)n∈N uma sequência em AAP (X0) tal que

un → u em Ch(X0). Dado ε > 0, da continuidade de g e pela condição (b), podemos tomar

δ > 0 tal que, se ‖v − u‖h ≥ δ, então

C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, v(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ε

2
∀t ≥ 0, e

C‖g(v)− g(u)‖ ≤ ε

2
.

Dessas estimativas e com argumentos semelhantes ao do item (v) do Teorema (2.10), chega-

mos que Γun → Γu = u uniformemente, portanto u = Γu ∈ AAP (X0), e isto completa a

prova.
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Caṕıtulo 3

Aplicações

Neste caṕıtulo, consideramos algumas aplicações para nossas técnicas e resultados abs-

tratos. Em nossos exemplos, precisamos de algumas notações sobre espaços de funções com

valores em um espaço de Banach E, munido com a norma ‖ · ‖. Seja β um número real, tal

que 0 < β < 1.

Cβ(0, T ;E) =

{
u : [0, T ]→ E; [u]Cβ(0,T ;E) = sup

0≤t≤s≤T

‖u(t)− u(s)‖
|t− s|β

< +∞
}

com ‖u‖Cβ(0,T ;E) = ‖u‖C(0,T ;E) + [u]Cβ(0,T ;E),

hβ(0, T ;E) =

{
u : [0, T ]→ E; [u]Cβ(0,T ;E) = lim

δ→0
sup

0<|t−s|≤δ, t,s∈[0,T ]

‖u(t)− u(s)‖
|t− s|β

= 0

}
,

com ‖u‖hβ(0,T ;E) = ‖u‖Cβ(0,T ;E),

C1+β(0, T ;E) =
{
u : [0, T ]→ E;u′ ∈ Cβ(0, T ;E)

}
,

com ‖u‖C1+β(0,T ;E) = ‖u‖C1(0,T ;E) + [u′]Cβ(0,T ;E).

Observação 3.1 Os elementos de hβ(0, T ;E) são chamados pequenas funções de Hölder.

Este é um espaço de funções muito importante. De fato, pode-se provar que ele é o fecho de

C1(0, T ;E) em Cβ(0, T ;E) (ver [31, 34]).

Se X(0, T ;E) denota um dos espaços que acabamos de introduzir, então consideramos o

conjunto X0(0, T ;E) = {u ∈ X(0, T ;E) : u(0) = 0}.
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Uma equação diferencial semilinear abstrata especial

Nesta subseção estudaremos a existência de soluções brandas assintoticamente quase periódicas

para a seguinte equação diferencial abstrata

u′(t) = Au(t) + a(t)F (u(t)) +Bz(t), t ≥ 0, u(0) = u0 ∈ D(A) =: X0. (3.1)

onde A é um operador linear ilimitado de Hille-Yosida de tipo negativo µ, cujo domı́nio D(A)

não é necessariamente denso sobre um espaço de Banach X, z(t) ∈ Rm, B : Rm → X é um

operador linear limitado, a : [0,∞)→ R e F : X0 → X são funções apropriadas.

Pelo Corolário 2.6 temos o seguinte resultado.

Proposição 3.2 Assuma que a ∈ AP (R), z ∈ C0([0,∞);Rn) e F : X0 → X é uma

função cont́ınua limitada, tal que, existe uma constante positiva LF com a propriedade,

‖F (w) − F (v)‖ ≤ LF‖w − v‖, para todos w, v ∈ X0. Se LF ≤
|µ|

C‖a‖∞
, então (3.1) tem

uma única solução branda assintoticamente quase periódica.

Demonstração. Considere f : [0,∞)×X0 → X, definida por

f(t, x) = a(t)F (x) +Bz(t).

Nosso primeiro passo é mostrar que f ∈ AAP (X0;X). Como z ∈ C0([0,∞),Rm) e B é

cont́ınuo, logo Bz(·) ∈ C0([0,∞);X). Como F é limitada, existe M > 0 tal que ‖F (x)‖ < M

para todo x ∈ X0, e por a ∈ AP (R) , dado ε > 0 existe l(ε) > 0, tal que todo intervalo I ⊂ R

de comprimento l(ε) contém um τ com a propriedade ‖a(t + τ) − a(t)‖ < ε

M
para todo t,

assim

‖a(t+ τ)F (x)− a(t)F (x)‖ = ‖a(t+ τ)− a(t)‖‖F (x)‖ < ε,

para todo t e uniformemente em x. Portanto, (t, x) 7→ a(t)F (x) é AP (X0;X). O próximo

passo é mostrar que f satisfaz a condição de Lipschitz 2.16 e portanto é uniformemente

cont́ınua em t. Para todos x, y ∈ X0 e t ≥ 0, temos

‖f(t, x)− f(t, y)‖ = ‖a(t)‖‖F (x)− F (y)‖ ≤ ‖a‖∞LF‖x− y‖.

Assim pelo Corolário 2.6 a Proposição é verdadeira.
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Exemplo 3.3 Considere o conjunto B = {x ∈ Rn : ‖x‖ < 1} e Sn−1 = ∂B. Estudaremos a

existência e unicidade de soluções brandas assintoticamente quase periódicas para a equação

do calor não-homogênea:
ut(t, x) = ∆u(t, x)− u(t, x) + ν

(
sin t+ sin(

√
2t)
)
u(t, x) +

n∑
i=1

xi · e−λt, t > 0, x ∈ B,

u(t, x) = 0, x ∈ Sn−1, t > 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ B,
(3.2)

onde λ > 0 e ν ∈ R. Para tratar o sistema (3.2), escolhemos o espaço X = C(B;R) e o

operador A definido por Av = ∆v − v com domı́nio

D(A) = {v ∈ X : v = 0 sobre Sn−1 e ∆v ∈ X}.

Neste caso, X0 = C0(B;R) 6= X e portanto A é um operador de Hille-Yosida de tipo −1

com domı́nio não denso (cf. [31]). É claro que (3.2) pode ser reescrito como um sistema

abstrato da forma (3.1), onde u(t)(x) = u(t, x), a(t) = cos t+cos
√

2t, z(t) =
(
e−λt, . . . , e−λt

)
,

t ∈ [0,∞), F (u) = νu para todos u ∈ X0 e B : Rn → X é definido por

B(y)(x) = 〈y, x〉 = y1x1 + · · ·+ ynxn. Então, se |ν| é pequeno suficiente, pela Proposição 3.2

o sistema (3.2) tem uma única solução branda assintoticamente quase periódica.

Exemplo 3.4 Seja ai, ri ∈ R, i = 1, . . . , n. Consideramos o problema
ut(t, x) = −ux(t, x)− u(t, x) +

(
n∑
k=1

νake
irkt

)
u(t, x) + x · e−λt, t > 0, x ∈ (0, 1),

u(t, 0) = ux(t, 0) = 0, t > 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ (0, 1),

(3.3)

onde λ > 0. Também consideraremos o problema (3.3) no espaço X = Cβ
0 (0, 1). O operador

A é dado por Av = −v′ − v definido sobre o conjunto

D(A) = {v ∈ C1+β(0, 1) : v(0) = v′(0) = 0}.

Logo, temos X0 = hβ0 (0, 1) 6= X e portanto A é um operador de Hille-Yosida de tipo −1

com domı́nio não denso (cf. [31]). Para y ∈ Rn, definimos B(y)(x) = x‖y‖, x ∈ (0, 1).
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Então, podemos reescrever o problema (3.3) na forma abstrata (3.1) com a(t) =
∑n

k=1 ake
irkt,

z(t) = e−λte1, onde e1 = (1, 0, . . . , 0), t ≥ 0, e F como no Exemplo 3.3. Segue do Exem-

plo 1.3 que a função a é quase periódica. Assim, se |ν| é suficientemente pequeno, pela

Proposição 3.2 o problema (3.3) tem uma única solução branda assintoticamente quase

periódica.

Observação 3.5 No exemplo anterior Cβ
0 (0, 1) não pode ser substitúıdo por Cβ(0, 1) na

escolha de X, porque as estimativas de Hille-Yosida não são verdadeiras neste caso (Ver [31,

Proposição 14.3]).

O próximo resultado é consequência do Teorema (2.10).

Proposição 3.6 Assuma que a ∈ AP (R), z ∈ C0([0,∞);Rn) e F : X0 → X é uma função

completamente cont́ınua, tal que, existe uma função cont́ınua não-decrescente

W̃ : [0,∞) → [0,∞) com a propriedade ‖F (x)‖ ≤ W̃ (‖x‖) para todos x ∈ X0. Além

disso, suponha que as seguintes condições são verdadeiras:

(a)∗ Para cada ν ≥ 0, limt→∞
1

h(t)

∫ t

0

eµ(t−s)
(
‖a‖∞W̃ (νh(s)) + ‖B‖‖z‖∞

)
ds = 0.

(b)∗ Para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que para todos u, v ∈ Ch(X0), ‖v− u‖h ≤ δ implica

que

C‖a‖∞
∫ t

0

eµ(t−s)‖F (u(s))− F (v(s))‖ds ≤ ε,

para todo t ∈ [0,∞).

(c)∗ lim inf
ξ→∞

ξ

β∗(ξ)
> 1, onde

β∗(ν) :=

∥∥∥∥‖T−1(·)u0‖+ C

∫ ·
0

eµ(·−s)
(
‖a‖∞W̃ (νh(s)) + ‖B‖‖z‖∞

)
ds

∥∥∥∥
h

.

Então o problema (3.1) tem uma solução branda assintoticamente quase periódica.

Demonstração. Como z ∈ C0([0,∞);Rn) e B é cont́ınuo, logo Bz(·) ∈ C0([0,∞);X).

Ademais, como F é cont́ınua, dado K ⊂ X0 compacto existe M > 0 tal que ‖F (x)‖ ≤ M,

para todo x ∈ K, portanto, dado ε > 0 escolhemos l(ε) > 0, tal que todo intervalo I de

comprimento l(ε) existe τ ∈ I, com a propriedade:

‖a(t+ τ)− a(t) <
ε

M
, ∀t ≥ 0.
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Portanto,

‖a(t+ τ)F (x)− a(t)F (x)‖ ≤ ‖a(t+ τ)− a(t)‖‖F (x)‖ < ε.

Sendo W : [0,∞)→ [0,∞), definida por W (t) = ‖a‖∞W̃ (t) +‖B‖‖z‖∞, então W é cont́ınua

e não-decrescente, além disso,

‖f(t, x) ≤ ‖a‖∞‖F (x)‖+ ‖B‖‖z‖∞ ≤ ‖a‖∞W̃ (‖x‖) + ‖B‖‖z‖∞ = W (‖x‖).

As condições (a), (b) e (d) do Teorema 2.10 seguem imediatamente das condições (a)∗, (b)∗

e (d)∗, respectivamente. Ademais, pelos fatos de F ser completamente cont́ınua, do conjunto

{h(s)x : c ≤ s ≤ d; ‖x‖ < r} ser limitado para todos c, d ∈ [0,∞), c ≤ d e r > 0, e a(·),

Bz(·) serem cont́ınuas, logo

{f(s, h(s)x) = a(s)F (h(s)x) +Bz(s) : c ≤ s ≤ d, x ∈ X0, ‖x‖ < r}

é relativamente compacto em X, ou seja, a condição (c) do Teorema 2.10 também é verificada.

Isto completa a demonstração.

Exemplo 3.7 Estudamos a existência e unicidade de soluções brandas assintoticamente

quase periódicas para o problema:
ut(t, x) = uxx(t, x)− u(t, x) +

n∑
k=1

ake
irkt

(∫ x

0

u(t, s)ds

)α
+ x · e−λt, t > 0, x ∈ (0, π),

u(t, x) = 0, x ∈ (0, π), t > 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ (0, π),

(3.4)

onde α ∈ (0, 1), λ > 0 e ak, rk ∈ R, k = 1, . . . , n. Para tratar do sistema (3.4), nós escolhemos

o espaço X = C(0, π) e o operador A definido por Av = v′′ − v com domı́nio

D(A) = {v ∈ X : v′′ ∈ X, v(0) = v(π) = 0}.

Neste caso, X0 = C0(0, 1) 6= X e portanto A é um operador de Hille-Yosida de tipo −1

com domı́nio não-denso (cf. [31]). Podemos reescrever (3.4) na forma (3.1), onde u, a,

z e B são como no Exemplo 3.4, e F (w)(x) =
(∫ x

0
w(s)ds

)α
, x ∈ (0, 1). Então, tomado

h(s) = es, s ≥ 0, segue da Proposição 3.6 que o problema (3.2) tem uma solução branda

assintoticamente quase periódica.
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Equações diferenciais parciais

Nesta subseção usaremos os resultados do Caṕıtulo 2 para garantir a existência de soluções

brandas assitoticamente quase periódicas para equações diferenciais parciais semilineares com

condições iniciais e de contorno.

Exemplo 3.8 Estamos essencialmente interessados em estudar a existência de soluções

assintoticamente quase periódicas para a seguinte equação diferencial parcial com condições

de contorno.
ut(t, x) = uxx(t, x) + µu(t, x) +

(
cos t+ cos(

√
2t)
)
u(t, x) +

(
1

1 + t

)
u(t, x), t ≥ 0, x ∈ [0, π],

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, π],

(3.5)

onde µ < 0. Nós estudamos os sistemas (3.5) no espaço X = C([0, π]). Seja A o operador

definido sobre X por Au = u′′ + µu, com domı́nio

D(A) = {u ∈ X : u′′ ∈ X, u(0) = u(π) = 0}.

Uma vez que D(A) = {u ∈ X : u(0) = u(π) = 0} = C0([0, π]) 6= X, temos que A é um

operador de Hille-Yosida de tipo negativo µ com domı́nio não-denso (cf. [31]). Portanto,

o problema (3.5) pode ser expressado com um sistema abstrato da forma (2.1)-(2.2) com

u(t)(s) = u(t, s) e f(t, φ)(s) =

(
cos t+ cos(

√
2t) +

1

1 + t

)
φ(s), para t ≥ 0, s ∈ [0, π] e

φ ∈ C0([0, π]). Portanto, se 3C > −µ, onde C é a constante dado no Lema 1.34, então segue

do Corolário (2.6) que o problema (3.5) tem uma única solução branda assintoticamente

quase periódica.

No próximo exemplo, estudaremos o operador calor que será considerado em função do

tempo e do espaço.

Exemplo 3.9 Seja Ω ⊂ Rm um conjunto aberto limitado com fronteira regular ∂Ω. Sejam
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ai, ri ∈ R, i = 1, . . . , n. Considere o problema

ut(t, x) = (1/2)∆u(t, x) + (µ/2)u(t, x) +

(
n∑
k=1

ake
irkt

)
u(t, x) +

(
1

1 + t

)
u(t, x),

t ≥ 0, x ∈ [0, π],

u(t, 0) = ut(t, 0) = 0, t > 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ (0, 1),

(3.6)

onde µ < 0. Neste problema escolhemos o espaço X = Cβ
0 (0, 1;C(Ω)) e A o operador dado

por Av = ∆v − v′ + µv (portanto Av(t, x) = ∆v(t, x)− vt(t, x) + µv(t, x)) com domı́nio

D(A) = {v ∈ Cβ(0, 1;D∆) ∩ C1+β(0, 1;C(Ω)) : v(0) = v′(0) = 0},

onde D∆ é o conjunto {v ∈ C(Ω) : v = 0 sobre ∂Ω, ∆v ∈ C(Ω)}. Como

X0 = hβ0 (0, 1;C0(Ω)) 6= X, temos que A é um operador de Hille-Yosida de tipo negativo

µ com domı́nio não-denso (cf. [31]). Podemos reescrever o problema (3.6) na forma abstrata

(2.1)-(2.2) com f(t, φ)(x) =

(
n∑
k=1

2ake
irkt +

2

1 + t

)
φ(x), com t ≥ 0 e x ∈ (0, 1). Portanto,

se |µ| é suficientemente pequeno, segue do Corolário 2.6 que o problema (3.6) tem uma única

solução branda assintoticamente quase periódica.

Observação 3.10 Como no Exemplo 3.4, no exemplo anterior Cβ
0 (0, 1;C(Ω)) não pode ser

substitúıdo por Cβ(0, 1;C(Ω)) na escolha de X, porque a estimativa de Hille-Yosida não é

verdadeira neste caso (Ver [31]).
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