| [~=g
ne~-
e~

)|

‘g

<
=
=1

US IMPAVIDA

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

COEFICIENTE DE FUJITA PARA PROBLEMAS
PARABOLICOS NAO LINEARES EM DOMINIOS
EXTERIORES COM A CONDICAO DE NEUMANN NA
FRONTEIRA

RENATA DE FARIAS LIMEIRA

RECIFE - PE 2012



| [~=g
e~
e~

)|

Z)ﬂ

<
=
=1

US IMPAVIDA

COEFICIENTE DE FUJITA PARA PROBLEMAS
PARABOLICOS NAO LINEARES EM DOMINIOS
EXTERIORES COM A CONDICAO DE NEUMANN NA
FRONTEIRA

RENATA DE FARIAS LIMEIRA

Tese apresentada ao Programa de Pés-graduacao em
Matematica da Universidade Federal de Pernambuco
como requisito parcial para obtencao do titulo de

Doutor em matematica.

Orientador: Prof. Dr. MIGUEL LOAYZA

RECIFE - PE 2012



Catalogagao na fonte
Bibliotecaria Jane Souto Maior, CRB4-571

Limeira, Renata de Farias

Coeficiente de Fujita para problemas parabélicos nao
lineares em dominios exteriores com a condicdo de
Neumann na fronteira /| Renata de Farias Limeira. - Recife:
O Autor, 2012.

64 folhas

Orientador: Miguel Loayza.
Tese (doutorado) - Universidade Federal de Pemambuco.
CCEN, Matematica, 2012.
Inclui bibliografia.

1. Andlise (Matematica). 2. Equacdes diferenciais parciais. I.
Loayza, Miguel {(orientador). Il Titulo.

515 CDD (23. ed.) MEI2012 - 087




Tese submetida ao Corpo Docente do Programa de Pos-graduagdo do
Departamento de Matematica da Universidade Federal de Pernambuco como parte dos
requisitos necessarios para a obtengiio do Grau de Doutorado em Matematica.

~ Cicero Lépes Frota, UEM

— F-/ > ;D:_“? _A"'E“Wﬁ__

er Dias Ara?una. UFPB

COEFICIENTE DE FUJITA PARA PROBLEMAS PARABOLICOS NAO
LINEARES EM DOMINIOS EXTERIORES COM A CONDICAO DE
NEUMANN NA FRONTEIRA

Por
Kenata de Farias Limeira

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
Cidade Universitaria — Tels. (081) 2126.84]15— Fax: (081) 2126.8410
RECIFE —- BRASIL
Maio — 2012



AGRADECIMENTOS

Agradego a Deus por sua graca e amor sem par, por fazer tanto mais quanto esperamos
e almejamos.

A minha familia que me apoia em todos os meus projetos, em especial a minha querida
Nanana que continuara viva em minha memoria.

A Adecarlos Carvalho cuja simples companhia faz os meus dias mais felizes.

A meu orientador Professor Dr. Miguel Loayza que conduzindo-me desde o mestrado
tem sido um dos grandes responsaveis pela minha formacao.

Aos demais professores do DMAT-UFPE Hildeberto Cabral, Francisco Brito, Henrique
Araujo, Aron Simis, Ramon Mendonca, Eduardo Shirlippe, Lucas Catao, Manoel Lemos
e Fernando Cardoso que foram meus professores no mestrado e doutorado.

As funcionafias do DMAT-UFPE Claudia, Fatima e Tania por toda a ajuda.

Aos colegas da UPE em Nazaré da Mata pelo apoio.

Aos colegas e amigos Abiel, Alejandro, Allyson, André Ventura, André Vinicius,
Barbara, Bruno, Bruna, Chirleanny, Clessius, Cleice, Crislene, Danila, Denize, Erica,
Fabio Santos, Felipe Dantas, Gersonilo, Gigi, Isabela, fsis, Ives, Joedson, Joilson, José
Francisco, Jussara, Lucas Resende, Kadidja, Marcelo Fernandes, Marcelo Pedro, Nathalia,
Paulo Roberto, Dona Sonia, Thamires, Tarciana, Willberclay e Zaqueu por toda con-
vivéncia e momentos bons.

Ao CNPq e a Capes pelo suporte financeiro.



RESUMO

Obtemos uma estimativa para a funcao de Green associada ao problema de valores iniciais
e de fronteira associado a equacao do calor em dominios com fronteira Lipschitz compacta
e condicao de Neumann homogénea na fronteira. Esta estimativa viabiliza o estudo de
dois problemas parabdlicos de valor inicial em dominios exteriores com a condicao de
Neumann homogénea na fronteira. O primeiro deles consiste de um sistema acoplado e o
segundo trata-se da equacgao do calor nao linear com nao linearidade nao local no tempo.
Estabelecemos a existéncia de solugoes locais, globais e de solugoes nao globais para estes

problemas, bem como determinamos o expoente critico de Fujita para ambos.

Palavras-chave: Fungao de Green, solucoes globais, solucdes nao globais, expoente

critico, equacao do calor, condicao de Neumann, dominios exteriores.



ABSTRACT

We obtain an estimate for the Green function associated with the initial-boundary value
problem associated to the heat equation on domains with compact Lipschitz boundary
with homogeneous Neumann boundary values. This estimate alows the study of two
initial value problems in exterior domains with homogeneous Neumann boundary values.
The first problem is a coupled system and the second one is the nonlinear heat equation
with nonlocal nonlinearity in time. We stablish the existence of local solutions, as well
as the existence of global and nonglobal solutions for these problems and determine the

critical Fujita exponent for both problems.

Keywords: Green function, global solutions, nonglobal solutions, critical exponent, heat

equation, Neumann condition, exterior domains.
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Introducao

As equacgoes parabdlicas nao lineares, bem como sistemas de tais equagdes modelam di-
versos fenomenos, como por exemplo os que envolvem processos difusivos. Também en-
contramos aplica¢oes na Teoria da combustao, em Biologia e em Medicina. Sugerimos as
referéncias [4, 10, 5, 2, 14] para detalhes.

Estudos quanto a existéncia de solugoes para tais problemas e quanto ao comporta-
mento destas sao bastante conhecidos. E natural investigar condigoes sob as quais uma
solugao é global, isto é, esta definida para todo t > 0. A existéncia de tais solugoes esta
muitas vezes associada ao dado inicial, a geometria do dominio relativo a variavel espacial,
etc. Indicamos as referéncias [1, 3, 11, 20], as quais contém uma série de resultados a esse
respeito.

Em 1966, Fujita [15] considerou o seguinte problema de Cauchy parébolico semilinear

uy — Au = uP, em RY x (0, 00), )
1

u(z,0) = up(z) >0, em RY.

Ele obteve o seguinte resultado:
(a) Se 1 < p<1+2/N, entdo a unica solucao global de (1) é a solucao nula.

(b) Se p > 1+ 2/N, entao existem solugoes globais para o problema (1) para condigoes

iniciais suficientemente pequenas.

O valor pc(N) = 1+ 2/N é conhecido como expoente critico ou coeficiente de Fujita
e foi provado depois que para este valor o problema (1) nao tem solucoes globais nao
negativas (Veja [18, 21, 24]). O trabalho de Fujita [15] despertou o interesse de muitos
pesquisadores e intmeras extensdes do problema (1) tém sido consideradas. Em vez de
uP, outros termos nao lineares sao introduzidos, o espaco RY d4 lugar a outros dominios,

limitados e ilimitados, e condi¢oes de contorno sao adicionadas. Para cada extensao,
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tem-se buscado determinar um expoente critico que desempenhe papel semelhante ao de

pc(N) no problema (1). Recomendamos conferir [20, 11], para resultados nessa diregao.
Neste trabalho, estamos interessados no estudo de dois problemas de valor inicial com

condi¢ao de Neumann homogénea na fronteira. O primeiro deles consiste de um sistema

acoplado sobre um dominio exterior, a saber

( u — Au =P, em D x (0,00)
v —Av=ul em D x (0,00)
ov  Ou
_— = — = 2
o = B 0, em 9D x (0,00) (2)
u(z,0) = ug(x) >0, em D

v(z,0) =vo(z) >0, em D,

\

com p,q > 1, ug,vg € Cy(D). O segundo problema trata-se da equagao do calor nao linear

com nao linearidade nao local no tempo, também em dominios exteriores

(

t
u — Au = / (t —s)"uP(s)ds, x € D x (0,00),
0

. %:o, z € 8D x (0,00), (3)

u(z,0) = up(x), = € D,

\

com0<y<1 p>1 uye CyD).

Sobre a existéncia de solugoes locais para o problema (2) obtivemos o seguinte resul-
tado:
Teorema 1 Sejam p,q > 1. Para cada ug, vy € Co(D), existe uma solugao
(u,v) € C(D x (0,T7)) x C(D x (0,T)) do problema (2.4), para algum T > 0.

Com relagao ao coeficiente de Fujita para o problema (2), temos o seguinte Teorema:
Teorema 2. Sejam p,q > 1, com pq > 1, ug,vyg € Co(D), ug,v9 > 0 e D um dominio

exterior com fronteira Lipschitz em RY.

(i) Seja N/2 > (v+1)/(pg—1), com~y = max{p,q} e N > 3. Suponha que D tem fronteira
suave, ug € L"(D) N C*(D) e vy € L*(D) N C*(D), com r = %’;‘IT_;, s = %ZQTT'

Entao existe 6 > 0 tal que, se ||ugl|» + ||volls < d, entao (2) tem solugdo global.

(i) Se N/2 < (y+1)/(pg — 1), com v = max{p,q}, entdo a unica solu¢io global nio

negativa do problema (2) € a trivial.



O problema

uy — Au = vP, em RY x (0,00)
v, — Av = u?, em RY x (0, 00)

u(z,0) = up(x) >0, em RY

v(x,0) = vo(z) >0, em RY,

com p,q > 1 e uy, vy € C(RY) funcdes limitadas, foi considerado por Escobedo e Herrero
[13]. O Teorema 2 ¢é semelhante ao resultado obtido por eles para o problema (4). Salien-
tamos que os tinicos espacos de Lebesgue sobre RY para os quais as condicoes iniciais
pequenas geram solucoes globais sao L™(RY) e L*(RY), com r = %1‘% es = %’;‘ITT.
Isto pode ser mostrado por meio de um argumento de scaling como esta descrito a
seguir. Se (u(x,t),v(x,t)) é uma solucio do problema (4) sobre RY com condicao ini-
cial (ug(x),vo(z)), entdo, para cada A > 0, (AQ%U(/\I, A2t), )\2%11()\1‘, )\225)) também é

soluc@o do problema (4) com condigao inicial </\2§q7tllu0()\x), )\2%1}()()\:13)). Parar,s > 1,

temos

|5 uo ()| = N o, (5)
(§]

[E )| = X ol (6)

Sabemos que para condig¢oes iniciais ug = Ky, vg = pY, com Kk, > 0 suficientemente

grandes, a correspondente solucao do problema (4) nao é global. Desse modo, se para

alguma condicdo inicial em L"(RY) x L*(RY), com r # %TTT es # %’Z’T}l, existisse
alguma solucao global do problema (4), entao por (5) e (6), qualquer (ug,v9) € L"(RY) x

s(MN : > : r(mN s(mN _ Npg—1 _ Npg—1
L*(R™) geraria uma solugao global. Assim, L"(R™) e L*(R™), comr = S e s = S5
sao os unicos espacos em que condicoes iniciais pequenas geram solugoes globais. Por esta
razao é que, para o problema (2), procuramos solugoes globais para condigoes iniciais em
tais espacos.

Quando p = g e ug = vy o problema (2) coincide com o seguinte problema considerado

por Levine e Zhang [19]

u — Au =P, em D x (0,00)
g—z =0, em 0D x (0,00) (7)

u(z,t) = up(z) >0, em D,



com p > 1. Eles mostraram que o expoente critico para (7) é o mesmo da equagao (1).
Bandle e Levine [3] j4 haviam estudado o problema (7) com a condigao de Dirichlet em
lugar da condi¢ao de Neumann e tinham concluido o mesmo.

Para a equacao do calor com a condicao de Neumann na fronteira em dominios exteri-
ores, encontramos varios trabalhos que tratam do comportamento assintético de solugoes,
mas nao temos conhecimento de muitos resultados a respeito de existéncia de solugoes
globais. Podemos citar uns poucos como [23, 25]. O primeiro destes considera a equagao
(7) com a condigao de Robin na fronteira e o segundo trata do problema (7) com condi¢ao
de Neumann nao homogénea na fronteira. Contudo, o método que utilizamos para provar
a existéncia de solugoes globais para o problema (2) nao é usado em nenhuma das re-
feréncias que conhecemos. O ponto chave de nosso argumento é uma estimativa que

obtivemos, a qual envolve a funcao de Green associada ao problema

u—Au=0, (z,t) €D x (0,00),

ou
i 8
o 0, (x,t) € 9Dx € (0,0), (8)

u(z,0) =uo(z), v €D,
Esta estimativa é analoga a uma desigualdade bastante usual satisfeita pelo nicleo do
calor e permite que obtenhamos resultados de existéncia global em espacos especiais,
usando argumento de ponto fixo. A estimativa de que falamos é contetido do teorema a
seguir.
Teorema 3. Sejam 1 < p <r < oce N # 2. Se G(x,t;y,s) € a fun¢io de Green
associada a equacdo do calor linear com a condicao de Neumann na fronteira, entdo
existe uma constante C' = C(D,p,r) > 0 tal que
1 1

<C(t—9) 267 ol oy, (9)
L™(D)

/D Gl t, . 5)py)dy

para cada ¢ € LP(D) e para quaisquer 0 < s < t.

Esta estimativa é também determinante para estabelecermos a existéncia de solugoes
globais para o problema (3).

A seguir apresentamos os resultados que obtivemos para este problema. Com relacao
a existéncia de solugoes locais temos o seguinte resultado:

Teorema 5. Para cadaug € Co(D)NC?(D) er > 1, o problema (3.1) admite pelo menos
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uma solugdo u € C([0,T),Co(D)). Além disso, seuy € L"(D) entdou € C([0,T),L"(D)).
Determinamos o coeficiente de Fujita para o problema (3). Este é o teor do seguinte
Teorema:

Teorema 4. Sejam p > 1, ug € Co(D), up > 0 e D um dominio exterior com fronteira

Lipschitz em RN,

(i) Sejam N > 3 e pg. == Ne—) ¢ suponha que D tem fronteira suave. Se ug € LPs(D)N

4—2~
C*(D),
1

. . 4 — 2y
p > maxs —,p ,comp:zl—i—(
v

N —2+29)*

(10)

e ||uo||rse € suficientemente pequeno, entdo existe uma solugao globalu € C((0,00), LPs (D))

do problema (3).
(ii) Seja ug € Co(D) N L*(D) tal que ug > 0 e ug nao € identicamente nula. Se

. 1
p<p oup <, (11)

entdo a unica solugdo global nao negativa de (3) € a trivial.

Obtivemos condigOes necessarias para a existéncia de solugoes globais e de solugoes
locais para o problema (3), como estd descrito nos Teoremas 6 e 7 a seguir.
Teorema 6. Seja ug € Co(D) N L*(D), com ug > 0 € sejap > 1. Se w é uma solugao

global do problema (3) entdo existe uma constante C' > 0 tal que

lim (uo(x)\x]‘l:lv) < C.
|x]—o0
Teorema 7. Sejam ug € C(D)NL>®(D)NL*(D), up >0 ep > 1. Seu é uma solugio

local para o problema (3) sobre [0, T], com 0 < T < oo, entao

lim wy(z) < C’T_IQO%,

|z|—o00

para alguma constante positiva C.

Destacamos que até o presente, o problema (3) tem sido estudado apenas sobre RY
ou em dominios limitados. Além disso, as condi¢oes de contorno consideradas sao sempre
de Dirichlet. Para maiores detalhes, sugerimos conferir [8], onde Cazenave, Dickstein

e Weissler estudaram tais problemas e determinaram o expoente critico para ambos. O

11



Teorema 4 mostra que o expoente critico para (3) coincide com o correspondente expoente
para o problema (3) sobre RY, obtido em [8].

Descrevemos a seguir o que desenvolvemos neste trabalho, o qual esta organizado em
trés capitulos.

No primeiro capitulo tratamos da equacao do calor linear com condicao de Neumann
homogénea na fronteira em dominios com fronteira Lipschitz compacta. Introduzimos na
primeira secao as defini¢oes e propriedades concernentes a funcao de Green associada ao
referido problema, das quais faremos uso. O Teorema 3 é demonstrado na segunda se¢ao
para N > 3. Na terceira e tultima secao demonstramos o Teorema 3 para o caso N = 1.

O segundo capitulo é destinado ao estudo do problema (2). Apresentamos na primeira
secao alguns problemas relacionados e definimos o que vem a ser uma solucao deste
problema. Na se¢ao seguinte, demonstramos o Teorema 1, estabelecendo a existéncia
de solugoes locais para o problema (2). A terceira segao é destinada a demonstragao do
Teorema 2 (i) e na quarta se¢ao demonstramos o Teorema 2 (i7). Por fim, apresentamos
na quinta se¢ao algumas questoes e problemas em aberto.

No terceiro capitulo estudamos o problema (3). Na primeira se¢ao introduzimos o
problema, fazemos uma breve discussao sobre resultados correlatos e fixamos a defini¢ao
de uma solucao para este problema. Na secao subsequente estabelecemos a existéncia de
solucoes locais para o problema em questao, demonstrando o Teorema 4. Na terceira segao,
por sua vez, demonstramos o Teorema 5 (ii). A se¢@o seguinte ¢ destinada a demons-
tragdo do Teorema 5 (7). Provamos na quinta secao os Teoremas 6 e 7 que estabelecem
condicoes necessarias para a existéncia de solugoes globais e locais, respectivamente, para
o problema (3). Finalmente, na sexta segao, apresentamos algumas questoes e problemas

em aberto.
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Capitulo 1

A equacao do calor linear com
condicao de Neumann na fronteira
em dominios com fronteira Lipschitz

compacta

1.1 Introducao
O problema de Cauchy para a equacao do calor linear

uy — Au =0, em RY x (0, 00),
(1.1)

u(@,0) = p(z), em RY,
tem solugao dada por u(z,t) = [on ®(z — y,t)¢(y)dy, sendo ® o niicleo do calor

|z

®(x,t) = (dt) "2 exp (— "

), reRY, t>0. (1.2)

E bem conhecido que u tem o seguinte efeito regularizante: se ¢ € LP(RY) para algum

1 < p < oo, entdo u(t) € L"(RY), para todo p <r < oo etodot>0e
_N(1_1
@)@y < (@)™ 67 ol o). (13)
Conferir [7].
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Neste capitulo, nosso principal resultado consiste em provar que a funcao de Green
para o problema (1.4) satisfaz uma desigualdade similar a (1.3), quando D tem fronteira
Lipschitz compacta. Mais precisamente, seja D um dominio em R™, N > 3, com fronteira
suave e compacta. Suponhamos também que D tenha fronteira Lipschitz, isto é, préximo
a 0D, D pode ser representado como a regiao que ocorre acima do grafico de uma funcgao
Lipschitz. Ver [12]. Consideremos o seguinte problema linear de valor inicial, com a

condicao de Neumann na fronteira

u—Au=0, (x,t) €D x (0,00),

ou

= 1.4
- =0, (z,1) € 9Dx € (0,00), (1.4)
u(@,0) = up(x), =€ D,

em que % denota a derivada normal exterior, a qual estd definida na fronteira de D em
quase toda a parte.
Seja G(z,t;y,s) a funcao de Green associada ao problema (1.4), isto é, G(z,t;y,s) é

uma funcao que esté definida em D(G), com
D(G) ={(z. tiy,5);z,y € D,0< s <t <T},

0D ={(x,t;y,s);x € 9D,y e D,0<s<t<T}
e (G satisfaz as seguintes condicoes:
(i) G(x,t;y, s) é continua em (x,t) e localmente integravel em (y, s).

(i) Se f € C((0,T); L*(D)), a fungao,

u(z,t) :/Ot/DG(w,t;y, s)f(y, s)dyds (1.5)

é solucao do problema

Uy — Au = f(l’,t), (Zlf,t) €D x (Oa OO),
% =0, (x,t) € 9D x (0,00), (1.6)
u(z,0) =0, =z € D,

14



com u € C((0,00); H*(D)).

(iii) Para cada funcao ug € L?(D), a fungao

o(z,t) = /D G, ;. O)uo(y)dy (L.7)

é solugao de (1.4) e v € C([0,00); H*(D)) N C*([0, 00); L*(D)).

Observacgoes 1.1. (i) A fun¢io de Green definida acima € ndo negativa, de modo que

em (1.7), se ug > 0, entdo v(z,t) > 0.

(i) A existéncia e unicidade da fungio G com as mencionadas propriedades podem
ser provadas usando Teoria de semigrupos, como pode ser encontrado em [6](veja

Teoremas 10.1, pag. 205, e 9.26, pag. 182) e [7] (veja Teorema 1.4.9, pag 56).

Estabelecemos a seguinte estimativa para a fungdo de Green, similar aquela (1.3)

satisfeita pelo nicleo do calor:

Teorema 1.2. Seja D C RN wm dominio com fronteira Lipschitz compacta. Sejam
1<p<r<ooeN#2 SeG(z,t;y,s) € a fungio de Green associada ao problema
(1.4), entao existe uma constante C' = C(D,p,r) > 0 tal que

1 1

< Ct—5)" 26 ol o), (18)
L™(D)

/DG(JI, t,y,s)p(y)dy

para cada @ € LP(D) e para quaisquer 0 < s < t.

Este capitulo esta organizado em duas segoes: a primeira secao ¢ dedicada a demons-
tragao das estimativas para a funcao de Green e na segunda secao deduzimos a funcao de

Green em dominios exteriores para o caso de dimensao um.

1.2 Prova do Teorema 1.2 para N > 3

Seja G(x,t,y, s) a funcdo de Green associada ao problema (1.4). Para N > 3, foi mostrado

em [9] que existem constantes positivas C; = C(D) e a tais que

C

1 |z —y|?
WGXP —aﬁ :ClGa(xatay>S)7 (19)

<
G(x7t7y7s) — (t—S

15



para quaisquer 0 < s <t e z,y € D. Dessa forma, temos

/G(x,t;y,S)dy < Cl/ Go(z,t,y,s)dy
D D

Cy / ( ‘f_?/P)
< —m— exp | —a——— | dy
Nz [ _
(t=s)"% Jw ( s (1.10)

~man (i) [

— N2 N2,

De maneira analoga, mostramos que
/ G(z, t;y, s)de < Cya¥/2a=N/2, (1.11)
D

A constante C;7V/2a=N/? serd denotada por C,,.

Por outro lado, se ¢ > 1, temos
[ Gty <ct [ Gty sy
D D
q 2
_ L/ exp (_aqlx y| ) 0
(t—s)2 Jp t—s
q 2
< L/ exp (—aq|$ y| > dy
(t —s)92 Jrv t—s
q "2
_ G / exp (_aq Y| > w (1.12)
(t— )72 Jrw t—s

q -3
__ G = ( a_q ) / exp (—|w|?) dw
(t _ S)q2 t S RN

= O (ag) ™3t — )77

oz

vl

vz

= Clog(t — 5)_%@_1),
com Cypy = Cf7™N/%(aq)™™/2. Com argumento semelhante, mostramos que
/ Gz, t;y, s)dr < Cuq(t — 5)_%(‘1_1). (1.13)
D

Para a demonstragao do Teorema 1.2 precisamos dos seguintes lemas.
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Lema 1.3. Para cada ¢ € LP(D),

< Cullol| o(p)-
(D)

| clety ey
D
Demonstragao. Para o caso p = 0o, usamos a Desigualdade de Holder e (1.10), obtendo

/G(fﬁ,t,y, s)p(y)dy < U Gz, t;y, S)dy] el Lo ()
D D
< CallellLeo(py-

Assim,

/DG(ﬂf,t,y, s)p(y)dy

| < Gl
L>(D)
Para p < oo, seja p’ o conjugado de p, isto é, % + :z% = 1. Usando a desigualdade de

Hoélder e (1.10), obtemos

S

/ Glat,y,s)o(y)dy = / Gz, t,y,5)7 Glast,y, )b o(y)dy
D D

< {/D G(%t’y,s)dy} " {/D G(z,t,v, S)|90(y)|pdy]p

P

<o [ / G(x,t,y,smo(ynpdy}
D

Assim, por (1.11) e pelo Teorema de Fubinni, temos

» _
< Cg/p’ /
p D

— CC’Z/”//
D -

~ao [ ][ Gty s)dx} o(y)ldy
D LJD

S Cg/p CaHSOHZip(D)

| Gt s>|so<y>|pdy] dr

/DG(SE, t,y,s)p(y)dy

| et s>|so<y>|pd:c} dy

= OC(Lp+p /P ||§0||I£p(p)-
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Lema 1.4. Para p,q>1 e p € LP(D), temos

Demonstragao. Seja p’ o conjugado de p. Entao, pela desigualdade de Hélder e por (1.12),

< Coglt —5) 72
Lr(D)

@Dl 2o (Dy-

/DG"(SE,t,y, s)p(y)dy

temos

/ G (a1, . 8)o(y)dy — / G, 1, y, )7 Gy, 8) b oly)dy
D D
1/p' %
< [ / G%c,t,y,s)dy} [ / Gq<x,t,y,s>|eo<y>vdy]
D D
/ - (1) ’
< O (1~ 5) 0 [ /D Gq<x,t,y,s>|so<y>|pdy]

Assim, por (1.13) e pelo Teorema de Fubinni, temos

» _
‘/Gq(x,t,y, s)p(y)dy SC%p,(t—s)_gp’(q_l)/ /’Gq(ifﬂf,ya 5)”@(9)’%/} dx
D Lr(D) D LJD
, _Np(,_ [
—cpe—sy e [ G%z,t,y,sw(ynpdx} dy
pL/p
, _Npg,_
sy [ 1] Gq<x,t,y,s>dw} p(y)ldy

_N
2

/ _Np(,_ _
< Col (¢ — sy W UNC (1 — ) Fa D gl

Ay —N(etay(g—1
= CHP (=)o) ),
e, uma vez que p + p' = pp/, temos, pois,
N
’ / G, t,y,8)pW)dy| < Cuglt =) TV || o).
D Lr(D)

]

Demonstracao do Teorema 1.2 para N > 3. Podemos supor que p < r, ja que o
caso p = r se reduz ao Lema 1.3.

Caso 1. r < 00. Seja ¢ tal que

|
S|

(1.14)

SR

18



Note que ¢ > 1 e ¢ < r. Escrevendo

p

/D Gz, t,y, 5)p(y)dy = / Gty 5)0% (1) 0" (y)dy

D

e fazendo uso da Desigualdade de Holder, obtemos

]
(rpr) [ ! _Pp pr pr
[ Gt ety < / Gty st ()] 7 dy [ 1]
D D
( rp)/ 7 [(%) e
= / ‘G z,l,y,s ( ) dy ||90||L;(D)'
Observemos que q = ( > Logo,
FURNT IR kR
/G x,t,y, 8)p(y)dy < U ‘G T, 4y, 8)pr (y)‘ dy} lell Loy

Assim,

/DG(:L“, t,y,8)p(y)dy

;(D) - /D UD Gla,t,y, S)SO(y)dy} do

» q
S/ U ‘G(x,t,y,S)W(y)’ dy} dz ||l o (p)
D D

Gz, t,y,s)er (y) ' dy Z
A ‘

La(D

||‘P||Lp(D

Pelo Lema 1.4 e por (1.14), temos

r

/DG(JJ, t,y,s)p(y)dy

< C’géq(t—s)_ ||907||qg ||90||LP(D
L7(D)

r _Nr(q_1
= ot — )T 0D o), o ol
,Ni 1_1
=it — )" =G ol
Assim,

_N(1_1
< 1t — 5)" 67|l oy
L (D)

Caso 2. r = oo. Escolhendo ¢ tal que 1/p+ 1/q = 1, pela desigualdade de Hélder e por

/DG(:E, t,y,s)p(y)dy

(1.12), temos
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1
/DG(x,t,y,S)SO( y < { (z t;y,s)qdy} /qHsDHLv(m
< Cglt = 5)72 9 || o)
= Cuy(t — ) F 7|l o oy
= Cuy(t — ) F ||l oy

Portanto,

_N
<Ot —s) 2 |l¢lle o)
L>(D)

1.3 O caso N =1

/DG(M,.% s)p(y)dy

Consideremos o dominio exterior D = (—o0, —a] U [a,00), com a > 0 e seja p > 1. Para

uma condicao inicial ug € C'(D) N LP(D), o problema (1.4) assume a seguinte forma

uy—Au =0, (z,t) € D x (0,00),
Uz (—a,t) = uz(a,t) =0, t € (0,00), (1.15)

u(z,0) = up(x), z € D.

Seja 1 € C(RT), definida por ¢1(x) = ug(x + a). Sabemos que o seguinte problema

na semi-reta
—Au=0, (z,t) € R" x (0,00),

uz(0,t) =0, t € (0,00), (1.16)
uw(x,0) = p1(x), R

tem por solugao a funcao

uy (2,1) = (4rt)~ /OOO {exp (—%) +exp (—%)} o)y (117)

Analogamente, definimos ¢y € C(R™) por p(z) = up(x — a) e consideramos que o

-

problema

—Au=0, (z,t) e R™ x(0,00),
u.(0,t) =0, t € (0,00),

u(z,0) = po(x), € R,
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tem solucao dada por

ua(x,t) = (4mt) 3 /0 [exp (- 2 ;ty’g) +exp (_ |2 LW)} or(y)dy.  (L18)

Assim, a funcao

uy(z — a,t), se x > a,
u(z,t) =
us(x 4 a,t), se x < —a,

¢ uma solugao para o problema (1.15).
Demonstracao do Teorema 1.2 para N = 1. Com célculos andlogos aqueles em (1.10)

e (1.12), obtemos

o0 r . 2 2 _
/ (4mt)™2 | exp (—M) + exp (——'x taty > dy <1, (1.19)
0 i 4t 4t |
o r . 2 2 _
/ (art)y 2 [exp (0N o (DEEAEN g <0 1)
0 L 4t 4t |
o —yl? 2\ 19 1
/ (mty 0 [exp (—ETOTYEY oy (LAY g < g2 gy o),
0 4t 4t
(1.21)
(§]
o — yl2 2\ 19
/ (mty 2 [exp (—ZEOZYEY | oy (SO | g < 00172y 3o,
0 4t At
(1.22)

As desigualdades (1.19) - (1.22) s@o as mesmas para = — a em lugar de x + a, bem como
se as integrais em (1.19) - (1.22) forem consideradas sobre o intervalo (—oo, 0).

Notando que ||¢1]zr((0,00)) < [[tollzr(p) € que |[@alLr((—o0,0) < ||tol|zr(py € fazendo uso
das desigualdades (1.19) - (1.22), podemos proceder como na demonstracao do Teorema

1.2, caso N > 3.
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Capitulo 2

Expoente critico de um sistema
parabdlico acoplado com a condicao

de Neumann

2.1 Introducao

Em seu célebre trabalho, Fujita [15] considerou o seguinte problema de Cauchy parabdlico

semilinear:

uy — Au = uP, em RY x (0,00),
(2.1)
u(z,0) = ug(z) >0, em RY.

Ele mostrou o seguinte:

(i) Se p > 1+ 2/N e ug é limitado por uma Gaussiana suficientemente pequena, entao

(2.1) admite solugoes globais nao-negativas nao triviais.
(ii) Quando 1 < p < 1+ 2/N nao existem solugdes globais nao triviais.

O valor p = 1+ 2/N é chamado de expoente critico ou coeficiente de Fujita. Mais
tarde mostrou-se que para este valor nao existem solugoes globais. Mais precisamente,
Hayakawa mostrou isto para as dimensoes 1 e 2 ao passo que Kobayashi et al e Weissler
o fizeram para dimensdes maiores (Conferir [18, 21, 24]). Desde o trabalho de Fujita,
muitas extensoes do problema (2.1) tém sido consideradas. Os trabalhos de Levine [20] e

Deng et al [11] coletam uma série de problemas nessa diregao.

22



Quando em lugar de RY consideramos um dominio exterior, ou seja, o complemento

de um dominio limitado, com condicao de Dirichlet, temos

u — Au=uP, em D x (0, 00),
u(z,t) =0, em 0D x (0, 00),

u(z,0) = ug(x) >0, em D.

Este problema foi considerado por Bandle e Levine [3], os quais mostraram que o expoente
critico neste caso é também p =1+ 2/N.

Em [19], Levine e Zhang estudaram o problema

up — Au=u"; em D x (0,00)

g—z =0, em 0D x (0,00) (2.2)

u(z,t) = up(xz) >0, em D,

para p > 1 e D um dominio exterior. Eles obtiveram o seguinte

(i) Sejam N #2ep>1+2/N. Dado § > 0, existe uma constante by > 0 tal que, para

cada fungao nao negativa ug € C?(D) satisfazendo a condigao

uo() < bo/(1+ |2])™7, (2.3)

para todo x € RY existe uma solugao global nao-negativa para o problema (2.2).

(ii) Seja N > 1. Se p < 1+ 2/N, a tunica solugdo global ndo negativa para o problema
(2.2) é a trivial.

Note que, neste caso, o expoente critico é mais uma vez o valor p = 1 + 2/N.
Motivados pelo trabalho de Levine e Zhang [19], consideramos o seguinte sistema

parabdlico acoplado
(
w — Au =P, em D x (0,00)

v —Av=ul em D x (0,00)
ov  Ou
i 2.4
o = B 0, em 9D x (0,00) (2.4)

u(z,0) = up(x) >0, em D

v(z,0) =vo(z) >0, em D,

\
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sendo D um dominio exterior em RY, p,¢ > 1 e ug,vy € Co(D). O espago Cy(D) é o
fecho em L*(D) das fungoes continuas sobre D com suporte compacto.

As equagdes do problema (2.4) podem ser usadas como um modelo que descreve a
propagacao do calor numa mistura combustivel com duas substancias. Neste caso, as
fungoes u e v representam a temperatura de cada uma dessas substancias e uma liberagao
de energia dada por ponténcias de u e v é considerada. A condicao de Neumann indica
que o fluxo de calor pela fronteira é zero.

O problema (2.4) em R¥ foi considerado por Escobedo e Herrero [13]. Mais precisa-

mente, eles consideraram o problema

( N
u — Au = 0P, em RY x (0, 00)

v, — Av = u?, em RY x (0, 00)

u(z,0) = up(x) >0, em RY

v(z,0) = vo(z) >0, em RY,

com p,q > 1 e ugy, vy € C(RY) funcdes limitadas. Eles provaram o seguinte:

(i) Se % > L com y = max{p, ¢}, entdo o problema (2.5) admite solucdes globais nio

pg—1’
. . . -1
identicamente nulas para ||ugl|, + ||vo|s suficientemente pequena, com r = %’ZIT e
N pg—1
S =9

(i) Se & < quL_ll’ entao nao ha solugoes globais para o problema (2.5).

Estabelecemos neste trabalho que o coeficiente critico para o problema (2.4) coincide

com o coeficiente critico de (2.5), como esté descrito no resultado a seguir.

Teorema 2.1. Sejam p,q > 1, ug,vg € Co(D), ug,vo > 0 e D um dominio exterior com

fronteira suave em RY.

(i) Seja N/2 > (v +1)/(pqg — 1), com v = max{p,q} e N > 3. Suponha que D tem
fronteira Lipschitz, ug € L™(D) N L*(D) e vy € L*(D) N L*(D), com r = %%’

s = %’;‘ITT. Entao existe § > 0 tal que, se ||uoll, + ||volls < d, (2.4) tem solugao

global.

(i) Se N/2 < (y+1)/(pg — 1), com v = max{p, q}, entdo a unica solucdo global ndio

negativa do problema (2.4) € a trivial.
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Também estabelecemos a existéncia de solugoes locais para o problema (2.4):

Teorema 2.2. Sejam p,q > 1. Para cada ug, vy € Co(D) N L*(D), existe uma solu¢do
(u,v) € [C(D x (0,T)))* do problema (2.4), para algum T > 0.

Observagoes 2.3. (i) Quando p = q e uy = vy, o problema (2.4) coincide com o pro-

blema (2.2). Neste caso, N/2 < (y+1)/(pq — 1) reduz-se a p <1+ 2/N.

(ii) No problema (2.5), os espagos L"(RY) e L¥(RY) sdo chamados de espagos de scaling
e constituem os unicos espacos tais que dados iniciais “pequenos” geram solucoes
globais, como foi observado em [13]. O resultado do Teorema 2.1 (i) mostra a

importancia destes espagos na procura de solugoes globais para o problema (2.4).

(11i) Quando p = q, vemos que r = § = %(p —1). Por outro lado, da condigio (2.3),
concluimos que ug € Co(D) N LY(D) e, por interpolacio, ug € L™ (D), o que mostra
que, para o caso do problema (2.2), nosso resultado € mais geral que aquele obtido

por Levine e Zhang [19].

(iv) O argumento que usamos para obtermos uma solug¢ao global é um argumento de ponto
fixo e, para este fim, a estimativa no Teorema 1.2 da funcao de Green serd crucial.
Salientamos que o método usado por Levine e Zhang [19] para provar a erxisténcia
de solugoes globais para o problema (2.2) nao pode ser adaptado para o problema
(2.4). Para a demostracao do item (ii) do Teorema 2.1, por sua vez, utilizamos
uma adaptagao do método da fungao teste usada por Mitidieri e Pohozoaev [22] e

Kirane et al [16].

A seguir definimos o que entendemos por solugao do problema (2.4). Sejam wug, vy €
C(D). Dado T € (0,00], um par de fungoes continuas (u,v), v = u(z,t) e v = v(x,t),
definidas em D x (0, T) é dito uma solu¢ao nao negativa do problema (2.4) quando u, v > 0

e as seguintes identidades sao satisfeitas

t t a/w t
//qudyds—// u—dSyds—l—/ /vadyds
0o JD o Jop On 0 JD

t (2.6)
; /0 /D ud,bdyds — /D [y, D)y, £) — o(y)o(y, 0)}dy = 0
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t t 81/1 t
//vAwdyds—// v—dSyds+/ /qudyds
0 JD o Jop On 0 JD

t (2.7)
; / /D vdbdyds — /D [0(y, (s 1) — voly)(y, 0)ldy = O,

para t € (0,7) e para cada ¢ € C*(RY x [0,T]) tal que 1 tem suporte compacto em
RY x [0,7]. Quando T = oo, dizemos que (u,v) é uma soluciao global de (2.4). Na
literatura algumas vezes esta solucao é chamada de solucdo fraca do problema (2.4).
Este capitulo segue o seguinte roteiro: na segunda secao provamos o Teorema 2.2, na
terceira segao demonstramos o Teorema 2.1 (i) e a quarta segao, por sua vez, destina-se

a demonstragao do Teorema 2.1 (7).

2.2 Solucgoes locais

Provaremos nesta secao o Teorema 2.2, o qual estabelece a existéncia de solugoes locais
para o problema (2.4).

Para T > 0, consideremos o operador ¥ definido em [L>([0,T]; L=(D) N L2(D))]?,
por

\I/(u, U) = (\Ijl(v)v qj?(u)) )

CcOo1m

Uy (v)(x,t) :/DG(:c,t;y,O)uo(y)dy—l—/Ot/DG(:B,t;y,s)vp(y, s)dyds,

t (2.8)
Wy (u)(x,t) :/DG(x,t;y,O)vo(y)dy—l—/o /[)G(x,t;y,s)uq(y,s)dyds,

para todo (x,t) € D x (0,T), sendo p,q > 1, ug,vg € Co(D) e G(x,t;y,s) a fungao de
Green associada ao problema (1.4).

Para a demonstragao do Teorema 2.2 faremos uso do seguinte resultado:

Lema 2.4. Sejam p,q > 1, D um dominio exterior com fronteira Lipschitz suave e

ug, vo € Co(D) N LA(D). Se (u,v) é um ponto fizo de ¥, entdo (u,v) € solugio de (2.4).

Demonstragdo. SejaT € (0, 00] e seja1p € C*(RY x [0, 7]) tal que ¢ tem suporte compacto

em RY x [0,T]. Multiplicando (2.8) por % e em seguida integrando sobre D, obtemos
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/Du(x,t)zﬂ(:v,t)da::/D/DG(x,t;y,O)uo(y)dyz/J(x,t)d:E

t (2.9)
[ [ ] et sty dydsie, s
pJo Jp
Derivando (2.9) com respeito a t, temos
d
[ watote. s = [ 4 [ Gt Oty (o, e
dt dt
(2.10)

+/D%/O /DG(x,t;y,s)vp(y,s)dydsd)(x,t)dx

Assim, fazendo uso da identidade de Green, obtemos para a primeira integral do lado

direito de (2.10) o seguinte

/D% (/DG(w,t;y,O) o(y)dy(t, 95))

d / A(/G(azty,) ()dy)q/)(q:t)d
/ / (. £, 0o (y) dydy (i, )

_ / / Gl t: 9, 0)uo(y)dy (—Ais(x, 1)) da

/a ) /D G 5, 0)uoly)dy (1, 2)dS

—l—/D/DG(:c,t;y,O)uodyatw(a:,t)dx o

Quanto a segunda integral no lado direito de (2.10), temos

/D%/Ot/DG(x,t;y,S)vP(y, S)dyd81/1(x,t)dx:/[)Up@tw(x,t)dx
_/ /tA (/ G(z,t;y, s)vp(y,s)dy) dsip(z, t)dx
/ / / (z,t;y, )0 (y, s)dydsOp (¢, x)dx
/ (@ 8yl t)de (2.12)
e
/aD/ / z,t;y,0)vP (y, ))dydsa—¢(t 2)dS,
Ll |

+ / G(z,t;y, s)vP(y, s)dydsou)(t, x)dx
pJo

(x,t;y, s)vP(t, y))dydsAy(z, t)dx
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Assim, por (2.11) e (2.12)

% Du(x,t)@/)(t,x)dx:—/jju(x,t)A¢(m,t)dx+/Du(x,t)at@/)(t,x)dx

+ /aD u(x,t)a%w(t,x)dsm +/ VP (z,0)Y(t, v)d.

D

Integrando, pois, sobre [0, T'], obtemos

/D (T, ) (T, ) — uo()(0, )| dr = — /0 ' /D (e, ) Az, ) + /0 ' /D (e, )0t 2)da

[ e gvanas. s [ s oo,

o que estabelece (2.6). De modo andlogo, provamos que (2.7) é satisfeita. Portanto, (u,v)

é solucao de (2.4). O

Demonstragao do Teorema 2.2: Para T > 0 e M > 0 fixados, consideremos o espaco

Eyvr = {(u,v) € [L®(D x 0, TD]?; |w(t)|| o + ||o(t)|| e < M +1, para todo t € (0,7)}.
(2.13)

O espago Ejp com a métrica induzida pela do espago [L>°(D X [O,T])]2 ¢ um espaco

métrico completo. Definindo a aplicagao ¥(u,v) = (¥1(v), ¥s(u)), com ¥; e ¥y dados

por (2.8) e fazendo uso do Teorema 1.2, temos

t
101 (0) ()] L= () SCllluol\Lw<D>+01/0 () zee () s

em que C é a constante na estimativa (1.8). Logo,

0 () ()l (py < Chlluollze o) + Cit sup (Jo()[7 p)
0<t<T

(2.14)
< Ctlluol| ooy + CLTM?.
Procedendo de maneira analoga, obtemos
W5 (u) ()] () < Cillvolloe () + CLT M. (2.15)

Mostraremos que é possivel obter T' e M de modo que ¥ : Eyr — Ejyr seja uma
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contragao. Para (u,v), (u,v) € Eyr, temos

W1 (0)(1) = W1 (©)(1) [ oo () < 01/0 [07(s) = 0 (8)l| oo () ds

t
<901 [ ()5 ) + T2 ) ) l10(s) = (5) oy
0

Logo,
191 (0)(t) = C1 (D) (t) || (p) < 2pCLTMP™ Sup [o(£) = (8)| Lo (). (2.16)
Analogamente,
192(w)(t) — a(@) (1) ]| Ly < 2qCLTM Sup [Ju(t) —a(®)]] o= (2.17)

Fixemos M > 2C) max{||uo||oo, ||vo|loc}. De (2.14), (2.15) e
1
CiT max{MP M} < o1
temos V(Ey 7) C Ep . Mais ainda, de (2.16), (2.17) e
-1 -1 1
20T max{pMP~" gM "} < 3

concluimos que ¥ é uma contragao estrita. Dai, ¥ possui um ponto fixo, o qual, pelo

Lema 2.4, é uma solugao de (2.4).

2.3 Solucoes Globais

Esta secao é destinada & demonstracao do Teorema 2.1 (7). No resultado a seguir

mostraremos que a escolha de « e 3, satisfazendo as condigdes (2.18) e (2.19), é possivel.

Npl 5 ] ¢ g = Neal

2 prl > ol 1. Ezxistem o > q e

Lema 2.5. Sejam p,q > 1 e sejam r =

B > p tais que

N 1 N 1
0<—<3——)<1 e 0<—<2——)<1 (2.18)
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1 2 1 1 2 1
D<=~ <= oS 2.1
<s pN<ﬁ ‘ O<7’ qN<a (2.19)

Demonstracao. Para verificar que os valores o e  podem ser escolhidos desta forma,

observemos que, no plano z X y, as retas

2 2

intersectam os eixo y e z nos pontos (0,2/pN) e (2/¢N,0), respectivamente, e se inter-

sectam no ponto de coordenadas 1/r e 1/s. As retas (2.20), juntamente com as retas
py—x=20 e gr —y =20

determinam um paralelogramo no primeiro quadrante do plano z x y, de modo que, no

interior da regido determinada pelo paralelogramo, a condic¢ao (2.18) é satisfeita quando

consideramos o« = 1/z e = 1/y. As desigualdades em (2.19) sdo, por sua vez, satisfeitas

numa sub-regiao do referido paralelogramo. Mostraremos agora que é possivel escolher
12 1_ 2

a > qe [ > p. Notemos que o ponto <; — =, s — —) pertence a sub-regiao descrita

acima, pois

1 2 1 2 1
T S (2.21)
s pN p roq q
sao satisfeitas, uma vez que
P 2 1 2 q 2 1 2
==+ -<—=+1 —=—+-< =41
s N * r N i ¢ r N - s N *
- 11,11
Assim, por (2.19) e (2.21) podemos tomar 3 < e o < . O
Demonstragao do Teorema (2.1) (i). Sejama =5 (: =) eb=15 <§ - %), com o
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e [ dados pelo Lema 2.5. Do Lema 2.5 temos que 0 < aq, bp < 1. Consideremos o espaco
M = L>((0,00), L*(D)) x L*((0,00), L’ (D))
e seja
E. = {(u,v) € M: t*u(t)][zo0) + P|o(0) |30, < . para todo t > 0}

sendo £ > 0 uma constante suficientemente pequena a ser determinada mais adiante. O

espaco F. munido com a métrica

dp. (u,v), (7)) := sup {t*llu(t) — @)l } + sup {t"Io(®) =5()lo(p) §

¢ um espaco métrico completo.

Para cada (u,v) € E., definimos ¥(u,v) = (¥1(v), ¥2(u)), com ¥;(v) e Uy(u) dados
por (2.8).

Mostraremos que é possivel escolher ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo que as

seguintes condicoes sejam satisfeitas:
(i) U(E.) C E..
(ii) ¥ : E. — E. é uma contragao estrita.

(1) Seja (u,v) € E.. Usando o Teorema 1.2, temos

t
+ta/
L (E) 0

t
a,—N(L1_1 a _N(p_1
< Clt 2 (T D‘> ||u0||L’I‘(D) + C'lt / (t - 3) 2 (ﬁ a> ||U (S)HLB/P(D) ds
0

@1 (0) ()| e () <t ds

Le(D)

/D G, t: 9, 0)uo(y)dy

/ G, t;y, s)0P(y, 5)dy
D

t
= Cullull oy + Ot [ (1= o) HE D oty
0
t ,ﬂ(ﬁ,l) b
S Cl ||u0||Lr(D) + Cltaf:p/ (t - 8) 2\B alg™ pds
0

1
= C1 [[uo]l () + Crtoert™ E (Fma) 1t / (1—5)" 5 (5% sorgs,
0
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em que C é a constante na estimativa (1.8). Observemos que

N 1
a— = (2= +1—-0bp=0.
g«

Com efeito,

Assim, (2.22) reduz-se a

1
_N(p_1) _
EN )10 < Colltalr + Cre? [ (1= 5 362 s,
0

Em virtude de (2.18) e (2.19), a integral em (2.24) converge; logo, temos
taH\I/l(U)HL&(D) < (] ||u0||LT(D) + C1Ch€eP.
Procedendo de maneira analoga, obtemos

|V (u)|| sy < Ch |lvo

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

Assim, de (2.25) e (2.26), concluimos que V(E.) C E., quando ¢ > 0 é suficientemente

pequeno tal que

Cl [CQEP + Cgé?q] < %,

e [luoll 1+ (py + llvoll s(py € suficientemente pequeno tal que

Cy (lluoll oy + lvoll+(py) <

Do | M
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(77) Sejam (u,v), (w,v) € E.. Entao, pelo Teorema 1.2, temos

ds
Lepy —(2.27)

t N(p_ 1
<oy / (t — )73 (B2) 02() = 77(5) | o .
0

£ W1 (v) = W1 (D) oo <t“/ /DG(w,t;y,S) (0"(y, s) = 0"(y, ) dy

Usando a desigualdade usual ||v? — WHLB/p(D) < C(p) [||U||Z£;(1D) + HEH’;}%DJ |lv=0|| L8 (D).

valida para todo p > 1 e quaisquer funcdes u,v € L?(D), obtemos

EI9(0) = 1@y < Cot* [ (6= ) oo el + 1906,

x [[o(s) — B(5)l|aqoyds.

} (2.28)

Procedendo como antes, temos

t
[0 (v) = C1(0) Loy < 2C12%P” 1/0 (t =) B2)s b u(s) — (s)l| o s

vl

t
< sup{t’||v(t) — v(t) || opy } {201#‘5”1/ (t —s) (5=2)s~trds
£>0 0

< [201C ] sup{#[o() = 5()12o )}
(2.29)

Analogamente, temos
W) = W) sy < [202Che""] sup{eu(t) —7(t) oo} (230
>

Logo, de (2.29) e (2.30), concluimos que se ¢ ¢ suficientemente pequeno tal que

1
20 max{Cye? !, Cse? !} < g <3

entao ¥V : E. — FE. é uma contracao estrita. Logo, ¥ : E. — E. tem um ponto fixo, o

qual, pelo Lema 2.4 é uma solugao do problema (2.4). Isto estabelece o Teorema 2.1 (i7).

2.4 Solucgoes nao globais

Dedicamos esta secao a demonstragao do Teorema 2.1.

Demonstracao do Teorema 2.1 (ii). Denotemos a bola Bg(0) por Bg. Seja Qr =
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(B2r(0) N D) x [0,2R?]. Notemos que tais conjuntos crescem com R e que UgrsoQr =
D x [0, 00).
Consideremos a funcao

VYr = dr(T)nR().

A fungao np € C*[0,00) ¢ tal que ngr(t) = 1, para 0 < t < R? nr(t) = 0, para cada
t>2R%,0<nr<1le
<) <0 (2.31)

A funcio ¢r € C®(RY) é tal que ¢p(x) = 1, quando x € Bg, 0 < ¢r(z) < 1, quando
r € Bor — Br e ¢r(x) = 0 se x € (Byg)®. Podemos assumir também que ¢r(x) é radial

no anel Byp — By e satisfaz as condigoes

C
<7 (2.32)

D’
or?

2on]

or

¢
_R’

aqu(]?) .
T — O,

quando |z| = R ou |z| = 2R. Suponhamos que (u,v) é uma solucao global nao negativa

do problema (2.4). Definamos

In= [ @ )0f(at)dod

R

JR:/ ul(z, )% (x, t)dadt,
Qr

com o = f}g—fﬁ’ ed = ig—f‘f. Como 1r = 1 sobre a regiao Br(0) — D¢ x [0, R?] e como

Yr > 0, temos

R2
In = / o ()05, £ dadt > / / oz, ¢)dadt. (2.33)
Qr 0 Br—D¢

Da definigao de solu¢ao do problema (2.4), temos que
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2R?

o= [ e tugen] de— [ e 6@ @nbdst
Bsop—D¢ R

2R?
/ / xt8¢R z) nr(t)dS,dt — / u(z, t) Ag% (z)n%(t)dzdt.
oD Qr

Portanto, pela defini¢ao de ¢ e ng, juntamente com a condigao sobre o bordo, obtemos

Ip = —/B Dcu(x,O)@b}’%(a:,O)d:E
= [ o 6o )
—/Q u(z, t) ApG(2)n% (t)dxdt.

Uma vez que u(z,0) >0, 0 > 1 e A¢% = 0¢% "Adr + o(o — 1)¢% % 7 ¢r|?, temos

2R?
- / / u@, )¢q(z)ong " () (t)dadt
0 Byr—D¢
2R?
a / / u(z, t)o[of " Adr(x)ng(t)dzdt.
0 Bor—Br

Como ¢p é radial sobre Bsr — Bpg, temos que Aog = ¢% + [(N — 1)/r|¢, nesta regiao.

(2.34)

Tomando R suficientemente grande, obtemos, para |z| > R,

C
[Adr| < 45 (2.35)

Usando (2.35) em (2.34) e o fato de que nf, = 0 em [0, R?], bem como (2.31), segue-se

que

2R2 2R2
In < — / / w(z, )G (x)nG ' (t)dadt  + / / u(x, t)oF (x)ng(t)dedt | .
R R2 Bap—D¢ 0 Byr—Br

Uma vez que ¢op < 1eng <1,
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2R? 2R2
Ir < ﬁ / / u(z,t) 9% H(x)n% (t)dwdt +/ / u(x,t)gb‘}{l(m)n}'{l(t)dxdt] .
Bor—De¢ 0 Bsp—Bgr
Logo,
2R?
Ig < ﬁ / / u(z, )% (z, t)dedt —i—/ / u(z, )y (z, t)dedt | .
R2 Bop—D¢ 0 Byr—Br

Aplicando a desigualdade de Holder, obtemos

A

2R? o—1 Var ope d
In <G [Sad Jpp oo w0l Ve tydedt] [ [2lF [, e dudt]

2R? o— g1 oge 1/q
% [fo fB2R—BR uqdwqR( 1)(:1;, t)xdt} [fo fBZR_BR dxdt}

Y

1 1
com = + = = 1.
q+q/

Assim,
C 2R2 T 1/q
I / / wp %Y (2, t)dadt
R Ry Bor—D¢ ]
C - /g (2.36)
2R 7 / / wdyp™ Y (z, t)zdt
R 0 Bar—BRr |

Como ¢q(o — 1) = J, temos

C pai iy C paiz
IRS ER a JRq—FﬁR a JRq
e, por conseguinte,
N2220 1 /g
Ir <CR JE" (2.37)
Analogamente, podemos mostrar que
Jn<CR™ Jl/p (2.38)

para % + z% = 1. Assim, de (2.37) e (2.38), obtemos
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[REZCU%Nf’%/lRN+;2HI$@}Uq.
Logo,

N+2-2¢" N+4+2-2p’

Igr<CR « R vi I}{"

Assim,

pg—1 N+2-2¢4 N42-2p

I <CR « R 7u

Como p' =p/(p—1) e ¢ = q/(¢— 1), entdo

N+2—2q’+N+2—2p’ _ (q—l)(N+2)—2q+(p—l)(N+2)—2p)
q P'q q Pq
— b= DV D) - 20+ (- DV +2) - 20)
= i[qu—N—2—2p]
pq
- piq[(pq —1)N —=2(p+1)].
Logo,

p+1
-1

Ig < C, RN 0 (2.39)
Disto e de (2.33) temos que

p+1

R2
/ / vP (x,t)dazdt < Cp RN 0a-1,
0 JBg-De

No caso em que ¥ < 2t temos N — 22t < 0; logo, fazendo R — 0o, concluimos que
2 pg—1’ rg—1 ! ’ ’

v(z,t) = 0. Se repetirmos o argumento, comec¢ando com Jg em lugar de Ig, chegaremos

a desigualdade

+1

JR S C(p,q}%Niquqil, (240)
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q+1

b1 concluimos que u = 0. Portanto, se

N
de modo que, se 5 <

N 1
_</y+ ,
2 pg—1

com vy = max{p, ¢}, entao a unica solugao global de (2.4) é a solugao identicamente nula.

N _ ~v+1

No caso em que 5 = 21 observemos que, em virtude de (2.39),

IR S Cp’q ou JR S Cp7q.

Vamos supor, sem perda de generalidade, que Ir < C,,,. Assim, pelo Teorema da Con-

vergéncia Dominada,
/ / uP(x,t)dzdt < Cp, < 0.
o Jb

Desse modo, para € > 0 dado, existe uma regiao compacta K C D x [0, 00) tal que

/ uP(z, t)dxdt < e.

E possivel, entao, considerar R suficientemente grande de modo que (Byg—D¢)x[R?,2R?] C
Kce (BQR — BR) X [O,QRZ] C K°.

Logo, )
2R

/ uP(z,t)dzdt — 0
R?  JByg—De

2R2
/ / uP(z,t)dzdt — 0,
0 Bagr—BRr

quando R — oo. Isto juntamente com (2.33,) (2.36) e N — 2% = 0 nos permite concluir

que u = 0. Analogamente, mostramos que v = 0.

y+1

Portanto, se & <
) 2 pg—1°

nao existem solugoes globais nao negativas nao-triviais para o

problema (2.4), como querfamos demonstrar.

2.5 Problemas em aberto

Listamos a seguir algumas questoes e problemas em aberto.
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(i) Com relacdo a existéncia de solugdes globais e nao globais, o que acontece com o

problema
(
u — Au = u? 4+ 0P, em D x (0,00)

vy — Av =u® + 0P em D x (0, 00)
v Ou
—_— = — = D
5 = B 0, em 9D x (0,00)

u(z,0) = ug(x) >0, em D

| 0(2,0) =vo(z) >0, em D,

em que p;, ¢; = 1,0 =1,27
(ii) E quanto ao problema

( u — Au =u? - 0Pt em D x (0,00)
vy — Av =u® 0P em D x (0, 00)

0 0

a—Z:a—Z:(), em 0D x (0, 00)
u(z,0) = ug(x) >0, em D

| v(7,0) =vo(z) >0, em D,
em que p;,q; > 1,1=1,27

(iii) O que se pode dizer do correspondente problema (2.4) em dominios ilimitados como

cones e outros dominios com complemento nao limitado?

(iv) Se em lugar da condigdo de Neumann for considerada a condigao de Robin sobre a

fronteira, isto é,

0 0
e + a(z)u = e + a(z)v =0, com z € 9D,

para « > 0, como se comporta o correspondente problema com relacao a existéncia

de um expoente critico?

39



Capitulo 3

Uma equacao parabdlica nao linear
com nao linearidade nao local no

tempo

3.1 Introducao

Seja N > 1 e D C RY um dominio exterior, com fronteira suave. Para T' > 0, considere-

mos o problema

(

up — Au = /0 (t —s)"uP(s)ds, (x,t) € D x[0,T],

Ou _ (3.1)
o = 0, (z.t) € 9D x [0,T7,

u(0,2) = ug(z) > 0, x € D,

\

com uy € Cy(D), 0 <~ <1, p>1, A denotando o operador laplaciano e o espago Cy(D)
é o fecho em L*°(D) das fungoes continuas sobre D com suporte compacto. O correspon-
dente problema sobre RY e sobre domfnios limitados (este com condicdo de Dirichlet na
fronteira), foi estudado por Cazenave, Dickstein e Weissler [8]. Eles mostraram o seguinte:

Sejam 0 <y < 1,p>1eug € Co(RY). Sejam p, = 1+ﬁa p* = max{1/v,p,}
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€ Pse = ]\g(f;). Para uma solugao u € C([0, Tax ), Co(RY)) do problema

4y — Au = /0t<t —5)P(s)ds, (2,1) € RY x [0,T], (3.2)

u(z,0) = up(x) >0, x € RY,
tem-se o seguinte:
i) Se p < p*, ug # 0 entao T < 00, OU seja, u nao ¢ uma solucao global.
) Gao g
(i) Se p > p*, ug € LP*(R"N), e ||ugl| preemyy € suficientemente pequena, entdo v é uma
solugdo global de (3.2).

Por outro lado, se 2 C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave, 0 < v < 1, p > 1,

up € Cp(R2), eles mostraram para o seguinte problema

.

u — Au = /0 (t — s)"uP(s)ds, (z,t) € RY x (0, 00),

u(z,t) =0, (x,t) € N x (0, 00), (3.3)

u(z,0) = up(x) >0, x € Q,

que

(i) se py <1 e up é nao trivial, entdo a correspondente solucao u de (3.3) nao é global.

(ii) se py > 1 e [Jugl| L= (q) € suficientemente pequeno, entao a solucao u de (3.3) é global.

Estudos nesta diregao (conferir [20, 11]) foram motivados pelo trabalho de Fujita em

1966, [15]. Ele mostrou que o problema

uy — Au = uP, em RY x (0, 00),
(3.4)
u(0,2) = ug(z) >0, em RY

admite solucoes globais nao negativas para condigoes iniciais pequenas, quando p > 1 +
2/N e que nao existem solugoes globais nao triviais quando p < 1 + 2/N. Mostrou-se
depois que no caso p = 1+2/N nao existem solugdes globais nao triviais (veja [18, 21, 24]).
O valor 14 2/N é chamado geralmente de expoente critico ou expoente de Fujita.

Nao é do nosso conhecimento o estudo, no tocante ao expoente critico de Fujita, do
problema (3.1), com a condigdo de Neumann na fronteira, assim como para dominios nao

limitados diferentes de R¥.
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Neste sentido, temos o seguinte resultado quanto a existéncia de solucoes locais.
Teorema 3.1. Para cada ug € Co(D) N L*(D), o problema (5.1) admite pelo menos uma
solugio u € C((0,T),Co(D) N H*(D)). Além disso, se ug € L"(D), com r > 1, entdo
ue C(0,7),L"(D)).

Com relacao ao expoente de Fujita, o resultado que obtivemos a respeito do problema

(3.1) é que o valor p* definido abaixo assume o papel de expoente critico como no problema

(3.2). Este é o contetido dos do teorema a seguir.

Teorema 3.2. Sejam p > 1, ug € Co(D)NL*(D), ug >0 e D C RY um dominio exterior

com fronteira suave.

(i) Sejam N > 3 e ps. := Nl o suponha que D tem fronteira Lipschitz. Se ug €

4—2~
(D),
1 4 — 2y
> —,p =1 3.5
p max{y,p},comp +(N—2+27)+ (3.5)

e ||ug||rrse € suficientemente pequeno, entao existe uma solugdo global

u € L>*((0,00), L>*(D)) do problema (5.1).
(i1) Seja ug ndo identicamente nula. Se

1
p<poup<—,
Y

entdo a unica solugdo global nao negativa de (3.1) € a trivial.

Observagoes 3.3. (i) Na demonstra¢ao do Teorema 3.2 (i) usaremos um argumento de
ponto fizo. Para este fim, a estimativa que obtivemos para a funcao de Green no

Teorema 1.2 desempenha um papel fundamental.

(i) Para a demonstracio do Teorema 3.2 (i) faremos uso do método da funcgdo teste

usado por Mitidieri e Pohozaev [22] e Kirane et al [16, 17].

Estabelecemos também condicoes necessarias para a existéncia de solucoes globais,

bem como a de solugoes locais para o problema (3.1), como apresentamos a seguir.

Teorema 3.4. Seja ug € Co(D) N L*(D), com ug > 0 e seja p > 1. Se u é uma solugao

global do problema (3.1) entdo existe uma constante C > 0 tal que

lim (uo(x)\x]‘lzflv) <C.

|z]—o0
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Teorema 3.5. Sejam ug € Co(D) N L3*(D), ug > 0 e p > 1. Se u é uma solugao local
para o problema (3.1) sobre [0,T], com 0 < T < oo, entdo

lim up(x) < CT_%,

|z| =00
para alguma constante positiva C'.

Descrevemos a seguir o que entendemos por solugdo do problema (3.1). Seja uy €
C(D). Dado T € (0, 00], uma fungao u € C([0,7") x D) é uma solu¢do nao negativa do

problema (3.1) se u > 0 e a seguinte identidade ¢ satisfeita

/ // s—o0) 7upUydmpdyds—i—/ /qudyds—/ / des
oD 371

+ /O /D udstpdyds + /D w0l O O, (3.6)

para cada ¢ € C*([0,7] x RY) com suporte compacto, tal que ¥ (z,T) = 0, x € RV,
Quando T = oo, dizemos que u é uma solucao global. Na literatura esta solugao é
chamada as vezes de solugao fraca do problema (3.1).

Este capitulo estd organizado do seguinte modo: na segunda se¢cao demonstramos
o Teorema 3.1, a terceira segao estd destinada a demonstracdo do Teorema 3.2 (ii), na
quarta se¢ao demonstramos o Teorema 3.2 (7) e a quinta se¢ao é destinada a demonstragao

dos Teoremas 3.4 e 3.5.

3.2 Solucgoes locais

Nesta se¢ao provamos a existéncia de solugoes locais para o problema (3.1).
Dada uma fungao ug € L*(D) e T > 0, definimos o operador ¥ em L*([0, 7], L>°(D)),

o qual é dado por

\If(u)(:r;,t):/DG(x,t;y,O)uo(y)dy+/0 /DG($,t,y, s) /Os(s—a)up(y,a)dadyds, (3.7)

para todo (x,t) € D x (0,7), com p > 1 e G(z,t;y,s) denotando a fungao de Green
associada ao problema (1.4). No resultado a seguir mostraremos que todo ponto fixo de

(3.1) é uma solucao do problema (3.1).
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Lema 3.6. Sejam p > 1, D um dominio exterior com fronteira Lipschitz suave e uy €
L*(D)N L*(D). Seu e C([0,T],L>(D) N L*(D)) é um ponto fixo de (3.1), entdo u é
solugao de (3.1).

Demonstragdo. Com efeito, seja T' > 0 e seja ¢ € C*([0,T] x RY) com suporte compacto,
tal que ¢(z,T) = 0, com x € RY. Multiplicando (3.7) por ¢ e em seguida integrando

sobre D, obtemos

/Du(x,t)w(x,t)da::/D/DG(az,t;y,O)uO(y)dygo(:c,t)dx

+/D/Ot/DG(as,t;y, 5) /Os(s—0)‘”up(y,U)dadydw(a?,t)dﬂf-

Derivando (3.8) com respeito a t, temos

(3.8)

G | utetiete s = [ L] Gty 0unl)dyota. s

+ /D % /0 t /D Gla t:y,5) /0 (s — o)y, o) )dodyds(x, £)da.

(3.9)

Assim, fazendo uso da identidade de Green, obtemos para a primeira integral do lado

(/ G(x,t;y,0)up(y )dy) o(x,t)dx

—A
/ (., 0)uo () dydp(, )
/

w= [
o

— [ [ 6oty 0)ul)dy (-l ) da
/
/

direito de (3.9) o seguinte

[ 5 ([ ctwtn0utineien)

0
G(z,t;y, 0)uo(y)dys—¢(x, t)dS,

on
+ / G(z,t;y,0)uodydyp(z, t)dx
D JD

D JD

(3.10)
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Quanto a segunda integral no lado direito de (3.9), temos

/dt//Gxty, /“S(_O))dadydw(xtdx_// (t — 8) P (x, s)dse(x, t)dz
// (/ :13t;y,s)/os(s—U)‘”(U”(g,d))dddg) dsg(x, t)dz
+ /D /0 /D Gl by, 5) /0 (s — o) (wP(y, 0))dodydsdrp(x, t)da
_ /D /0 (= 8 (o, 8)ds (e, ) de
_ /D /0 t /D Gz, by, s) /0 (s — o) (WP (y, o)) dodyds D (x, t)dz
+/BD /Ot/DG(x,t;y,O) /Os(s—0)_”’(up(y,a))dadyds%gp(x,t)db’x

! /D /ot /D Gty s) /OS<S —0) 7 (uP(y, 0))dodydsdup(z, t)da.
(3.11)

Assim, por (3.10) e (3.11)

% Du(m,t)gp(x,t)da::—/Du(x,t)Ago(x,t)dx+/Du(x,t)atgp(x,t)dx

+ /8D u(z, t)aﬁngp(ac, t)dS, + /D /Ot(t — s) P (x, s)dsp(x, t)dx.

Integrando, pois, sobre [0, 7] e usando o fato de que p(T, x) = 0, obtemos

- [ wiwrpte.0yir =~ [ [ utw.sgtwne s [ [ ot nogte. s
n /0 ' /8 Du(x,t)%go(x,t)dsﬁ /0 ' /D /0 (= ) (o, $)ds (e, ).

[]

Demonstracao do Teorema 3.1: Seja 7' > 0. Definimos o seguinte espaco
Er ={ue L=((0,T),Co(D)); [lully <2C1|luollr=},

em que C; denota a constante da estimativa (1.8), ||ull1 = [|ul|ze(0,1),2(D)) € |[uo|lLe =

||U0||L°°(D)-

Para cada u € Er, definimos
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U(u) = /DG(:L’,t;y,O)uody + /Ot/DG(;E,t;y, s) </Os(s — U)_Vup(y,a)da> dyds.

Observemos que Er é um subespago fechado e limitado do espago métrico L>((0,T), Co(D)).

Mostraremos que ¥ tem um ponto fixo. Basta verificar, entao, que as seguintes condigoes

sao satisfeitas:
(i) UV(Er) C Ep.
(i7) ¥ : Er — Er é uma contragao.

(1) Seja u € Ep. Usando o Teorema 1.2, obtemos

1 ()|~ <

/Gxty, Yuopdy

/ G(z,t;y, s / (s — o) uP(y,o)dodyds
< O luollp + 01/ / (s — 0) 7 ||u(0)|% wdods

s
:Cl ’lUOHLoo‘i‘Cl/ / (3_0-)*’YHU<O—)HPOOdst_

0 Jo

C t
=il 1 [ (€= ) o) o
T Jo

oo

Logo,

Ch
2—=7)(1-9)
2OV g |2

— — H to|| s

2=7)(1-9)

Portanto, se T' é suficientemente pequeno tal que

()l < Cruoll - +

THHUIH”

< Oy Juol| oo +

22OV T2 |ug 5o “1
(2=7)(1-7)

temos

1@ ()l < 2C [Juol| -

46



(77) Sejam u,v € Ep. Temos, entao

1) — (o) 1 < H [ G tin) [ =07 w00.0) — o) doduds

Lo

<c [ [0 o) - (o) lmdods

/ / s — 0) U (0) — v7(0)]| = dsdo

(t—U)1 MuP(a) = vP(0)]|Ledo

1—7 0
<Clo(p)
_—1_7

/0 (t = o) (lu@)lf + o) I7=)llu = vl =do.

Assim,
2"CPC(p)|uo| [P~ T2
U(u) — )| < L L

Portanto, se T' é suficientemente pequeno de modo que

[ = ol

2°CYC(p)||uollf ' T*
(2—7)(1-7)

<1,

¥ é uma contracao estrita.

Concluimos que ¥ : Er — Ep tem um ponto fixo. Dai, pelo Lema 3.6, o problema
(3.1) tem uma solugao para cada condigao inicial em L>(D) N L*(D).

O caso em que a condigao inicial uy € Co(D) N L"(D) pode ser tratado da mesma

forma que o anterior, com o espaco
Ery ={u € L*((0,T),Co(D)NL"(D)); [|ully < 2C|luol|zos, [[w]| Lo (0,7),Lr (D)) < 2C||uol|Lr(py}

em lugar de Er. Basta estimar |[u?| - por ||ul/?=||u|| 2.

3.3 Solucgoes nao globais

Esta secao é destinada a demonstragao do Teorema 3.2 (7).

Demonstracao do Teorema 3.2 (ii). Suponhamos que u é uma solucao global nao
negativa de (3.1) e fixemos 7" > 0 tal que D® C By1/2(0), com Bpi/2(0) denotando a bola
em RY de centro na origem e raio 7%/2. Consideremos a funcio v (z,t) = ¢(t)¢'(z), em

que I > p/(p— 1), (t) = T (1 — t/T)"*", com 5 suficientemente grande tal que
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n > max{[(1 —y)p+1]/(p—1),2 — 7} e ¢(x) = ®(|z|/T?), com ® suave ndo crescente

tal que
1 se0<r<i1,

O(r) = { - (3.12)

0 ser > 2,

com 0 < & < 1. Assim, por (3.6), obtemos

/DT/O (t — ) uP(z, s)ds(z,t) = =177 /uo(x)gzsl(x) _/QT uAY(z,t)
+/o /aD”awa: s, it~ /Q udf(z 1))

Dp=100,T] x D, Qp=][0,T] x {z € D;|z| <2T"*

/DT // dudt e / :/OT/Q dudt.

Como 1 é constante em D N Bpi2(0), a terceira integral a direita da igualdade (3.13) é

(3.13)

em que

nula, donde (3.13) reduz-se a

/QT /Ot(t —8) "P(x, 8)dsy(z,t) = 17! /Quo(x)gzﬁl(x) B /QT WA (1)

(3.14)
_ /Q udhlo(w,1)].

Notemos que

/OT /Ot(t —8) P (x, s)p(t)dsdt = /OT /ST(t — 8) Pz, 8)p(t)dtds

_ /0 ' / = ) ()t uP (. 5)ds.

Definindo
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e efetuando a mudanca de varidveis 7 = }—_Z, vemos que

h(s, T)=1T"" /T(t —8) (1 —t/T) " Hat
=TT —s)" /1 71— 7)) dr (3.15)

—C(1-s/T)",

coms<TeC(C= fol (1 = 7)Hdr.
Assim, (3.14) assume a forma

/QT uP(z, t)h(t, T)¢ (z) = —TV—l/

Q

_/Q u(, )0 (x, 1)].

wo(2) ¢ (x) — / )85 1) -

Usando, agora, a desigualdade A(¢') < ¢ A(¢) e lembrando que uy > 0, obtemos

@ One D@ <€ [ ue0d e o) o)
+/Q u(z, )¢ () |0pp ()]
:C/Q u(z,t) [h(t,T)(bl(x)}

—l—/Q u(z,t) [h(t,T)tbl(x)}

hSAl

(1, T)p ()] 7 ¢ () |A(x)| (1)

RS

[n(t, T)(x)] "7 ¢' () |Bp(t)]
(3.17)
Considerando a desigualdade de Young
1 2r—1

b< —a’+
a_2pa

v,

parapp=p+p,a>0,0>0,p>1p>1, com

{ a = u(z, )[A(t, T)¢ (2)]7,
b= [h(t,T)¢ ()] 76" () |Ad(z)| o (t)
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na primeira integral a direita de (3.17), e com

{ a = u(z, O[A(t, T)¢ (2)]7,
b= [h(t, T)¢ ()] 7 ¢ (x) 0o (t)]

na segunda integral a direita de (3.17), obtemos

uP(x Nz g u? Nz 2 )] B gPiD z) [P P
[ v oo e @ < o [ wn. 1@+ ; | e r)d @ 1o
+% [ om0+ p / [h(t. T)¢ ()] 567 0o ()
CO+1 o 2r~1 ()]~ E =D T
-5 bt 7)o () + O 8 /QT[h(t,Tw( 7E D |Ag(2) P o
+ 2; /Q (h(t, T)6'(x)] " 6™ |0 (1))

(3.18)

Assim,

(1_02_;1> / u”(x,t)h(t,T)qbl(x)SCQ;1 / h(t, T) 5™ 5 70 (1) |Ag ()
QT QT
—1 S _
22 he )R @) ()
p Qr
213_1 _bp I—5 b B
v Al—D A 2N
- /QThu,T) $(2) |AG(x) o
51

: / Wt T) 5 ) no(t) P

p

=C

_l’_
(3.19)
Logo, por (3.15) e lembrando que ¢(t) = TV (1 — /7)1, temos
/ (2, Oh(t, T)é(z) < C / (1 — t/T) 51617 (x) | Ag(a)? TPV (1 — ¢/T)P0- 1+
QT QT

+C [ (1= t/T) 57} () TP (1 — ¢/t

< o770 / (1= t/T)™ 700610 () | Ag()

+ CTP=2) / (1 _ t/T)"*f’(W*Q)(bl(x).
Qp
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. e _ _1
Assim, efetuando as mudancas de varidveis 7 = T 1t, £ = T~ 2z, obtemos

uP(z ! 1+ 5 4+p(v—2) 7]+p(’y ) ql—p B gedr
/QT (@ )h(t, T)¢'(@) < CT / / L (DINDIE

+C’T1+ +p(v— 2)/ / n+pv 2<I>l(|f|)dfd7

<COT TS +P(-2)

Y

(3.20)
com

Q={¢eRYjg <2} e C=C().
Temos trés casos a considerar: p < p*, p=p“ep< %

°*p<p’
Se p < p*, o0 que é equivalente a 1 + % + p(y — 2) < 0, tem-se por (3.20), que

lim [ w’h(t,T)¢'(z) =

T—00 Qr

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, uma vez que h(t,T)¢!(z) — 1, quando

T — o0, temos que

[ f-e
0 D

donde u = 0.
o p=p
Se p = p*, 0 que é equivalente a 1 + % +p(y — 2) =0, segue-se de (3.20) que

lim uPh(t, T)¢' (z) < C,

T—o0 QT

donde,
u € LP((0,00), LP(D)). (3.21)

Neste caso, fazemos uso de um argumento semelhante ao anterior, considerando

O = <I>( 2] 1), com 1 < B < T, de modo que B é suficientemente grande, mas

T2
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sem que 1" — oo implique B — oo. Chegamos a

D=

/EU”(%t)h(t,T)cb’(x)SC ulw, ) [h(t, ) ()] [h(E T)o(0)] 76!~ (2) |A()] o(t)

X

N /E u(z, t) [h(t, T)¢ ()]

hSAl

[h(t, T)(x)] "7 ¢! () |Ohp(t)]
(3.22)

Yr =[0,T] x {z € D;|z| < 2(T/B)"?}

Yy =[0,T] x {z € D;(T/B)"? < |z| < 2(T/B)"?}.

Usando a desigualdade de Holder na primeira integral em (3.22) e a desigualdade

de Young na segunda integral, temos

<1 — 1) /2T uP(z,t)h(t, T)¢' (x) < C Up(w,t)h(t,T)¢l(x)>l/p

p

i O\
Wt T) 567 (@) [(A(a) P sop(t))

/E B T) 56 () |nelt) P

Usando (3.15), temos

<1 B 11?) /2 (2, h(t, T)¢'(x) < C (/ZT uPh(t,T)gbl(x))l/p

X (/ET TV (1 — t/T)"P0-D g (1) |A¢>(x)|ﬁ) s

+ OTPO=2) / (1— t/T)n+ﬁ(~/—2)¢l (z).

S

Considerando a mudanca de varidveis 7 = Tt ¢ = (T/B)~'/?z e lembrando que

p=p" é equivalente a 1 + & + p(y — 2) = 0, obtemos

/ whet < OTF(+EH072) i+ ( / u’h ¢l> LTy
Xr )

N (3.23)
— B %t (/ uph¢’> +0B®
b
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co1m

C=0C(Q) e Q={eD1<[¢ <2}

1
lim ( / UPW)” —0,
T—o0 Sr

Assim, fazendo T' — oo em (3.23), temos

/ /ungB_g.
o Jb

Fazendo B — oo, concluimos que u = 0.

Por (3.21), temos

o p< %
Para o casop < }/, usamos o mesmo argumento, com ¢(z) = @(%), sendo0 < R<T

suficientemente grande e de modo que T" — oo nao implique R — oo. Obtemos

o+l pp il <« 2 215 5 b
(1 2p)/mufwsscﬁ [ (1) Fo ) 80P 0
51

+

p %;h@TT5¢@H@¢@V-

co1m

Or = [0,T] x {z € D;|z| < 2R}.

efetuando as mudancas de varidveis 7 = Tt e £ = Rz, temos
/ uPhe! < CTY POV RN=20 4 oiHP(=2) RN,
Qr N
Fazendo T' — oo, como p < 1/7 é equivalente a 1 4 p(y — 1) < 0, obtemos

Améwuﬁﬁmmmga

Fazendo R — oo, obtemos, por fim,
/ / uP(z,t)dzdt <0
o Jp
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e chegamos mais uma vez a u = 0.

3.4 Solucoes Globais

Esta secao destina-se a demonstracao do Teorema 3.2 (7). O método que utilizamos é o
mesmo encontrado em [8].

Demonstracao do Teorema 3.2 (i). Seja ¢ > 0 tal que

2— 1 N 1
it g A (3.24)

p—1 p 2¢ p-1

com ¢ > p. Podemos escolher ¢ desta forma gracas a condicao p > % Por (3.5), temos

N(p—-1
1 < pee < % <q. (3.25)
Definindo
N N 2- N
_ 2=y 4 (3.26)
2P 2¢ p—1 2
e considerando (3.24), (3.25) e (3.26), verificamos que
1— N(p-1)
b>—— >0, pb < 1, ———+(p—-1b+y=2. (3.27)
p—1 2q

Consideremos o espago
Es = {u € L™((0,00), LYD)); t*||u(t)||zs <, para todo ¢t > 0},

munido com a métrica

dp, (u,v) = supt*||u(t) — v(t)]| e,
>0

para ¢ suficientemente pequeno a ser estimado mais adiante.

Seja ug € LPse(D), com ||upl||trse < 0/2. Sobre Es, consideremos o operador ¥ definido

por

U(u)(x,t) :/j)G(x,t;y,O)uo(y)dy+/Ot/DG(x,t,y, s) /Os(s—a)‘”’up(y,a)dodyds,
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para cada (z,t) € D x (0,00). Provaremos que é possivel escolher § > 0 suficientemente

pequeno de modo que o operador ¥ satisfaca as seguintes condigoes:
(Z) \I/(E(;) C FEs.
(11) U : E5 — Ej5 é uma contragao.

Usaremos || ||, para para denotar a norma || ||z~(p)
(1) Seja u € Es. Pelo Teorema 1.2 temos

t
/ / G(z,t;y,0)updy
0 D

@ ()l < t° +tb

/ Gz tiy, 5) / (s — o) "y, 0)dodyds
D 0

q

t Nip 1 s
< Ottt (= a) g ||, + Ot /(t—s)2(qq) /(s—a)—vu%)da ds
0 0 a
t Nip 1 s
= C||ug pSC—I—Cltb/(t—s)?(qq) /(s—a)‘”up(a)da ds
0 0 a
t Nip 1 s
§015/2+Cltb/(t—s)2(qq)/ (s — o) |uP (o)« dods
0 0 P
t S
:(116/2+01tb/ (t—s)—z(é’-q>/ (s — )7 Ju(o)|? dods
0 0
t S N(p—1
§C15/2+C1tb5p/ / (t—s)" &z )(3—0)’“’J’bpdads.
0 0
(3.28)

Por (3.25) e (3.27) segue-se que

t ps N(p—1) 1 t N(p-1)
/ / (t— ) "5 (s — o) o dods — ( / (1—0)701)%) / s — )5 s
0 0 0 0

b M-
:CQ/S’YP(t—S) ds.
0

1 —
— Oyt e (/ st —s)N(Sql)ds>
0

= C,Cyt? P = C 057",

(3.29)
Logo, por (3.28) (3.29), temos

P11 (u)lly < C16/2 + C1C307 <6,

para J suficientemente pequeno.

Portanto, estabelecemos que W(Es) C Ej.
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(7i) Sejam u,v € Es. Temos que

_Np-1)

Ce) = ¥, < Ot [ (=575 [T — o) (o) = o)l dods

¢ N(p-1)

<Cowr [ (=97 [s—o) (luo)lr + leto)l )

0 0

< Jlu(o) - v(0)||,dods

_ N(p-1)

t s
< 2C,C(p)t*6P dp(u, v) / / (t—s)" " 2 (s—0) Yo Pdods.
0 Jo

S 20102C3C(p)tb(5p71tide(u, U).
(3.30)

Assim,

10 () = U(v)ll, < Co" dp(u,v),

com C' = C1C,C5C (p), de modo que se § é suficientemente pequeno, temos
cort <1

e U : Fs — Ej é, portanto, uma contracao estrita. Assim, ¥ tem um ponto fixo, o qual

constitui uma solugdo do problema (3.1) pelo Lema 3.6. Isto conclui a demonstracao.

3.5 Condicoes necessarias para existéncia de solucoes
globais e de solucoes locais

Nesta secao, demonstramos, os Teoremas 3.4 e 3.5.

Demonstragao do Teorema 3.4. Seja u uma solugao global de (3.1). Desse modo,

u € C([0, R?],Co(D) N L*(D)), para todo R > 0. Faremos uso de um argumento similar
ao da demonstragao do Teorema 3.2 (ii). Neste caso, usaremos ¢ (z,t) = ¢(x)p(t), em

que p(t) = R20-D(1 —t/R*)7*" com 7 suficientemente grande e ¢(x) = ¢, (2/R), com
01 >0, € H(D)NL>*(D),
e ¢ € a primeira autofuncao do operador laplaciano, associada ao primeiro autovalor
A = inf{||ul|g1; [|ul|z2 = 1,u = 0 em B},
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com B¢ denotando o complementar da bola de centro na origem e raio r, com r tal que
D° C B,.

Do mesmo modo como chegamos & estimativa (3.19), obtemos

/ uph(t,RZ)gpl(x/R)dxdt—l—C'R2(7_1)/uo(x)gpl(:ﬂ/R)da:
Qg Q
<C [ 0B o/ R0t
Qr

e / h(t, B2) 75 oy 2/ R)" 77 |Alpa (2 R)|Poo(t)Pdvdt,
"’ (3.31)

co1m

h(t, R*) :/ s —1t) Yp(s)ds (32)
C(1—t/R*)1

Qr=[0,R] xQ, com Q={xecD;|z|<rR}.

Considerando que u > 0, temos

C’sz_l)/guo(x)gpl(x/R)d:vS C’/Q h(t, 32)7”%1901(I'/R)Wt@(t”ﬁdxdt

R

0 [ h By P By P Ao R 0Pt
Qg
Em virtude de (3.32) e lembrando que ¢(t) = R20~1D(1 —t/R?)T7" temos

RO [ wo(a)nlo/Ryde = CRFOD [ (14 R2y15902 0o R
Q QR

+ CR¥0D / (1= t/R*)" POV Al (2/ R)] Pddt.
Qg

Considerando que Afp;(z/R)] = R™? \1¢1(z/R) e efetuando as mudangas de varidveis

T =R%, ¢ = R~ 2, obtemos

1
CRZ('y—l)—i-N/ Uo(Rf)@1(f)df < CR2}5(7—2 +N+2/ / (1 )77+15( - 1(€)d€d7—
BrND BN
+ ON[R#PO-DFN+2 / / )P0V, (€)dedr
rNQ

< C(1+ X)R*P0=2) +N”/ p1(8)dé.

BrNQ
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Logo,

CROY [ (RO < CRIOD [ p(eyag
BrND B

1]

_ CRQﬁ(7_2)+2 / |R§|2(2—7)(ﬁ—1) |R§|2(2—’Y)(1—I3)¢1 (f)df

B-NQ

< CRQﬁ(7_2)+2’TR‘Q(Q—'y)(ﬁ—l) / |R£|2(2—7)(1—ﬁ)¢1(5)d5_
BrNQ

Assim,

/ un(RE) o (€)dé < C / REPZED0-Pp (£)de. (3.33)
B-ND BN

Counsiderando a estimativa

inf (uo(RE | Re-5) [

B.ND

REPEI0-D o (€)de < / uo(RE)r (€)€

(B,ND)—By

< /B  wlRE)ei(€)de,

concluimos, a partir de (3.33), que

inf (uo(RE)| RE[*E07Y) / [REPEIOPo(e)de < C | [REPEIIPop ()de.

BrND B,.NQ

Logo,
in (uo(RE)|REPPEM-D) < . (3.34)

Fazendo R — oo em (3.34) e considerando a continuidade de ug, obtemos

lim (uo(:c)|x]2(2*“’)(ﬁ*1)) = liminf (uo(x)|x|2(2*7)(ﬁ*1)) < C,

ou seja,

lim (uo(x)|x|4p_*23> <C,

|z| =00
como queriamos demonstrar.
Demonstracao do Teorema 3.5. Seja R > 0 suficientemente grande. Seja i(z,t) =

o(t)p(z), para ¢(z) = ¢1(2) como no Teorema 3.4 ¢ p(t) = T7"'(1 —t/T) """, com g
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suficientemente grande. Assim como em (3.31), obtemos

/Q up(:v,t)h(t,T)¢(x)dxdt—|—C’T71/u0(:v)<,01(x/R)dx

Q

e / Wt T) 7701 () R)™ 77 | A (2 R)) Poplt Pt

e / Wt T) 71 1 () R) o () P,
Qr

em que Qp = [0,T] x Q, com @ = {z € D;|z| <rR}, p= 2y e h(t, R?) = C(1 - t/T)].
Como u > 0, temos

CT”‘ILUO(w)wl(x/R)dx < C/Q h(t, T) 77| Al (2/R)) P (1) davdt

T

e / Wt T) 75 oy () B)|Orsplt) Pl
Qp
Assim,

ot / wo(@)p(a/ R)de < CTHD / (1= t/T)"POD| Aoy 2/ R))Pdadt

T

+ OTP0-2) / (1- t/T)”JFﬁ(W*Q)gpl(a:/R)da:dt.
Qp

Considerando que e A(p;(x/R)) = R2X\1¢1(z/R) e efetuando as mudangas de varidveis

7 =T e &= R 'z, chegamos a

CT'" ‘RN / up(Ex) ¢y (2)dEé < CRN=2PTHPO—1) NP

B-ND
1
- / / (1 —t/T)"P0 Vo (x/ R)dEdT
0 +ND
1
+ CRNTM0-2) / / (1— ¢/T)" 70D 2/ R)dedr
0 B,ND

< CRNZ2HPO-D NP / ¢1(z/R)dE

B-ND

+ CRNTP0-2) / o1(x/R)dzdt.

B.ND

Logo,

o1 / uo(x)pr(2)dg < (CNRPTHH0-D 4 O1+00-2)) / o1(x/ R)ddt
Br-ND B

rND
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e, por conseguinte,

/ uo(fx)gol(:c)df < (CAZfR—ZﬁTlJr(ﬁ—l)('y—l) + CT(2—7)(1—13)) / gol(x/R)dﬁ,
B,.ND

BrND

Fazendo uso da estimativa

inf (ug(RE)) /B . p1(6)de < / uo(RE)p1(£)dE

l€1>1 (B,ND)—B;

< / wo(RE) o1 (€)dE,
(BrND)

em (3.35), obtemos

inf (uO(Rg))/ p1(&)d¢ < (C’)\?R—QﬁTIHﬁ—I)(’Y—l) + CT(2—7)(1—:5)> /
B-ND

l§1>1 B,ND
Logo,

inf (ug(RE)) < <C)\1133—2ﬁT1+(ﬁ—1)(w—1) + CT(?—y)(l—ﬁ)) '

§1>1

Fazendo R — oo em (3.36) e lembrando que ug é continua, temos

- 2—~
lim wug(z) = liminf ug(x) < CTEVUP) < OT 1,

3.6 Problemas em aberto

Apresentamos a seguir algumas questoes e problemas em aberto.

(3.35)

¢1(z/R)dE.

(3.36)

(i) Se em lugar da condigdo de Neumann for considerada a condi¢ao de Robin, isto é,

5%” + a(x)u =0, com z € ID,

para « > 0, como se comporta o correspondente problema com relacao a existéncia

de um expoente critico?

(ii) O que acontece com o expoente critico se a nao linearidade em (3.1) for trocada por

¢
/ (t — 8) 7| z| uP(x, s)ds,
0

por exemplo?
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(iii) Sejam p,q > 1, ug, vy € Co(D), 7,0 € (0,1) e D um dominio exterior com fronteira
Lipschitz. O que se pode dizer do problema

;

t
up — Au = / (t—s) "wP(s)ds, x € D x (0,00),
0

¢
v — Av = / (t — s)ul(s)ds, x € D x (0, 00),
0

ou Ov
%:8_”:07 IG@DX(OJOO)7

u(0,2) = ug(x) >0, z € D,

(3.37)

| v(0,7) = wv(x) >0, v €D,
quanto a existéncia de solugoes globais e nao globais?

(iv) O que ocorre com o correspondente problema (3.1) sobre cones e outros dominios

ilimitados?
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