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Resuma

MELO, L. M. S. O efeito da explicitacdo dos principios invariantes na resolucéo de
problemas de combinagdo por criangas. 2012. 183 p. Dissertacdo de Mestrado, Programa
de Pos-Graduacdo em Psicologia Cognitiva, Universidade Federal de Pernambuco.

Silva e Spinillo (2010) investigaram as implicacfes da explicitacdo dos principios invariantes
em resolucdo de problemas de produto cartesiano por criangas. Os resultados evidenciaram
que a explicitacdo destes principios provocou um efeito facilitador sobre a resolucdo desses
problemas, favorecendo o uso de estratégias mais adequadas. Diante disso, emergiram alguns
questionamentos: (i) Serd que se os principios invariantes da combinagdo forem explicitados
nos enunciados dos problemas de combinagdo ocorrera 0 mesmo fendbmeno que aquele
apresentando no estudo de Silva e Spinillo (2010)? (ii) Quais as estratégias que as crian¢as
adotam na resolucdo de problemas de combinagdo quando ha a explicitacdo dos principios
invariantes? Na tentativa de responder a tais questdes, a presente pesquisa examinou o efeito
da explicitacdo dos principios invariantes sobre o desempenho e as estratégias adotadas por
criancas na resolucdo de problemas de combinacdo. Para tal, foi realizado um estudo,
composto por duas etapas com finalidades distintas, porém, complementares. A Etapa 1 teve
como objetivo examinar o desempenho dos estudantes nos problemas de combinacéo e nos de
produto cartesiano. Participaram desse estudo 60 criancas, com 8 anos de idade, de ambos 0s
sexos, alunas do 3° ano do ensino fundamental de escolas particulares do Recife. Esses alunos
foram oriundos de dois grupos distintos: Grupo 1 (participantes do estudo de Silva e Spinillo,
que resolveram problemas de produto cartesiano) e Grupo 2 (estudantes que compdem o
banco de dados da presente investigacdo e que resolveram problemas de combinacdo). As
criancas do Grupo 1 foram solicitadas a resolver 8 problemas de produto cartesiano e as do
Grupo 2 a resolver 8 problemas de combinacdo. Ambos os tipos de problemas foram
distribuidos em duas situacdes: Situacdo I, problemas sem explicitacdo dos principios
invariantes; e Situacdo Il, problemas com explicitacdo dos principios invariantes. A Etapa 2
investigou o efeito da explicitacdo dos principios invariantes sobre a resolucdo de problemas
de combinacdo. Participaram deste estudo 90 criancas, de ambos 0s sexos, com idade entre 8
e 10 anos, alunas do 3° (mesmos estudantes do Grupo 2 da Etapa 1), 4° e 5° anos do Ensino
Fundamental de escolas particulares da regido metropolitana do Recife. A Etapa 2 foi
composta por trés situacdes: Situacdo |, problemas sem explicitagio dos principios
invariantes; Situacdo |1, problemas com explicitacdo dos principios invariantes; e Situacdo IlI,
explicitacdo dos principios invariantes acompanhado de desenhos de figuras recortadas. Os
resultados da Etapa 1 mostraram que problemas de produto cartesiano sdo mais facilmente
resolvidos do que os de combinacdo. Ademais, a explicitacdo dos principios invariantes nos
problemas de combinacdo ndo favoreceu uma melhora no desempenho nos alunos do 3° ano.
Os resultados referentes a Etapa 2 indicaram que apenas o desempenho dos alunos do 4° ano
melhorou diante das Situagdes Il e Il1. Por outro lado, as SituacGes Il e 111 favoreceram o uso
de estratégias mais apropriadas para o0s estudantes de todas as séries. Observou-se também
que os problemas com pares numéricos que geravam grupos de tamanho pequeno eram mais
facilmente resolvidos e promoviam o uso de estratégias mais elaboradas. Concluiu-se que
criancas jovens sdo capazes de desenvolver estratégias de resolucdo apropriadas a
combinacdo, sendo possivel trabalhar este contetido nas séries inicias do Ensino Fundamental.

Palavras-chave: raciocinio combinatorio, principios invariantes, criangas.



Ubstuact

MELO, L. M. S. The effect of explicit of the invariants principles in solving combination
problems by children. 2012. 183 p. Dissertacdo de Mestrado, Programa de Pos-Graduacéo
em Psicologia Cognitiva, Universidade Federal de Pernambuco.

Silva and Spinillo (2010) investigated the implications of explicit of the principles invariants
in problem solving Cartesian product by children. The results showed that the explanation of
these principles led to a facilitatory effect on the resolution of these problems by encouraging
the use of more appropriate strategies. Therefore, some questions have emerged: (i) Does the
invariants principles of combination are explicit in the description of the problem of
combining the same phenomenon that occurs showing that the study of Silva and Spinillo
(2010)? (ii) What are the strategies that children adopt in resolving problems when there is an
explicit invariant principles of the combination? In an attempt to answer such questions, this
research examined the effect of explicit of the invariants principles on performance and the
strategies adopted by children in solving problems of combination. To this end, a study was
conducted, consisting of two stages with different purposes, but complementary. Stage 1
aimed to examine student performance on the problems and the combination of Cartesian
product. Participated in this study 60 children, 8 years old, both sexes, the 3rd year students of
elementary education at private schools in Recife. These students originate two different
groups: Group 1 (participants in the study of Silva and Spinillo solved problems of Cartesian
product) and Group 2 (students who make up the database of this research and solved
combination problems). Children in group 1 were asked to solve eight Cartesian product
problems and the children of Group 2 solved eight combination problems. Both types of
problems were divided into two situations: Situation I, problems without explicit of the
invariants principles, and Situation Il, problems with explanation of the invariants principles.
Stage 2 investigated the effect of explicit of the principles invariants on solving problems of
combination. The study included 90 children of both sexes, aged between 8 and 10 years,
students of the 3rd (same students in Group 2 from Stage 1), 4th and 5th year of elementary
school private schools in the metropolitan area of Recife. Stage 2 consisted of three situations:
Situation I, problems without explicit of the invariants principles, Situation 11, problems with
explicit of the invariants principles, and Situation 111, explanation of the invariants principles
accompanied by drawings of figures cut. The results of the Stage 1 showed that Cartesian
product problems are solved more easily than the combination. Furthermore, the explanation
of the invariants principles of the combination problems did not favor an improvement in
performance in the 3rd year students. The results of Stage 2 indicated that only the
achievement of students in fourth grade improved in the face of Situations Il and lii. On the
other hand, Situations Il and Ill favored the use of strategies that are appropriate for students
of all grades. It was also noted that problems with numerical sets which generate small-sized
groups were more easily resolved and promoted the use of more elaborate strategies. It was
concluded that young children are able to develop appropriate strategies to solve the
combination, being possible to work this content in initial series of elementary school.

Keywords: combinatorial reasoning, invariants principles, children.
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Intnedugic

A andlise combinatdria constitui um dos nucleos da Matemaética discreta e parte
importante da Probabilidade. Trata-se de um grande campo de investigacdo com atividade
intensa devido as suas inUmeras e diferentes areas de aplicagdes, tais como a Geologia,
Quimica, Gestdo Empresarial, entre outras. Contudo, a aprendizagem da Combinatoria
sempre se apresentou aos estudantes como um obstéculo a ser ultrapassado. Trabalhar este
assunto a partir de definicGes e férmulas leva os alunos a um exercicio mecanico sem que haja
a compreensao dos principios que fundamentam tal contetdo.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) propuseram mudancgas expressivas para
0 Ensino Fundamental, acrescentando ao estudo dos Numeros e Operacbes, do Espaco e
Formas e de Grandezas e Medidas, 0 bloco de conteddos denominado de Tratamento da
Informacdo, o qual se refere aos estudos sobre as nogdes de Estatistica, Probabilidade e de
Combinatoria. Logo, a Analise Combinatoria € um tema tratado com importancia no PCN,
uma vez que ha grande demanda social em funcdo de sua utilidade no contexto atual e na
andlise de dados, na tomada de decisdes e no desenvolvimento da criatividade do aluno
(Brasil, 1997).

Os PCN sugerem como objetivo em relacdo a combinatdria para o 1° e 2° ciclos do
Ensino Fundamental “levar o aluno a lidar com situagdes-problemas que envolvem
combinagOes, arranjos, permutacdes e, especialmente, o principio multiplicativo da
contagem” (Brasil, 1997, p.57). No que diz respeito ao 3° e 4° ciclos do Ensino Fundamental,

faz-se a seguinte afirmacéo

(...) relativamente aos problemas de contagem, o objetivo é levar o aluno a lidar com situages que
envolvam diferentes tipos de agrupamentos que possibilitem o desenvolvimento do raciocinio
combinatério e a compreensdo do principio multiplicativo para a aplicagdo no calculo de probabilidade
(Brasil, 1997, p.57).
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Estes objetivos passam a requerer do professor a inclusao da Analise Combinatoria em
sua pratica pedagogica desde o 1° ciclo. E isto podera ocasionar dificuldades pelo fato de se
tratar de um assunto que pode causar desagrado aos aprendizes, sendo este, portanto, um
grande desafio.

Diversas investigacdes foram realizadas sobre os conceitos e relacdes das operagdes
multiplicativas lecionadas nas series iniciais do Ensino Fundamental, contudo, sdo poucas as
pesquisas que examinam 0 processo de compreensdo de criancas sobre a combinacdo. Os
estudos realizados nessa direcdo (e.g. Barratt, 1975; Batista, 2002; Brown, 1981; Bryant,
Morgado & Nunes, 1992; Eizenberg & Zaslavsky, 2002; English, 1992, 1993; Fischbein &
Gazit, 1988; Fischbein & Grossman, 1997; Mekhmandarov, 2000; Moro & Soares, 2006;
Soares & Moro, 2006; Nunes & Bryant, 1997; Pessoa & Borba, 2007, 2008, 2009; Pessoa &
Matos, 2006; Schliemann, 1988; Selva et al., 2008; Taxa-Amaro, 2006) afirmam que este
tema € considerado complexo se comparado com outros contedos que compdem 0 campo
das estruturas multiplicativas. Entretanto, tem-se observado que alunos de séries iniciais ja
conseguem desenvolver estratégias de resolucdo interessantes para tais problemas que podem
ser aproveitadas pelas escolas a fim de ajuda-los a avancar na compreensdo desses tipos de
problemas. Sendo assim, sdo necessarios mais estudos nessa area que possam investigar a
compreensdo das criancas jovens acerca do raciocinio combinatorio a fim de que elas se
tornem cada vez mais aptas a resolverem com éxito estes tipos de problema.

O Estudo conduzido por Silva e Spinillo (2010) investigou se as criangas teriam um
melhor desempenho, adotando estratégias mais apropriadas, quando houvesse a explicitacéo
dos principios invariantes nos enunciados dos problemas de produto cartesiano. Os resultados
desta pesquisa evidenciaram que o desempenho das criancas melhora quando ha a

explicitagdo dos principios invariantes.



20

A partir do estudo de Silva e Spinillo (2010), e fundamentado na teoria dos campos
conceituais de Vergnaud (1998, 2009), a qual defende que um conceito é formado por um
conjunto de representacdes, um conjunto de invariantes operacionais e um conjunto de
situacbes que da sentido aos conceitos, o presente estudo buscara investigar o efeito da
explicitacdo dos principios invariantes sobre a resolucdo de problemas de combinagdo. Para
atingir este objetivo, o estudo foi constituido por duas etapas. A Etapa 1' examinou o
desempenho de criancas do 3° ano do Ensino Fundamental na resolucdo de problemas de
produto cartesiano e combinacdo em duas situacdes diferentes: uma em que o0s principios
invariantes deste conceito ndo foram explicitados no enunciado dos problemas e outra em que
estes principios foram explicitados. Ja a Etapa 2 investigou a resolucdo de problemas de
combinacdo em alunos do 3° ao 5° ano em trés situacdes distintas, que variavam em funcdo da
explicitacdo ou ndo-explicitacdo dos principios invariantes da combinacdo. Na Situacdo I, os
principios invariantes da combinacdo estavam implicitos no enunciado dos problemas. Na
Situacdo Il, os principios invariantes foram explicitados no enunciado dos problemas. Na
Situagdo I, os principios invariantes também estavam explicitos nos enunciados dos
problemas, porém foi disponibilizado desenhos de figuras recortadas.

A fim de situar o leitor, o presente estudo dividiu-se em cinco capitulos. O capitulo |
apresenta o referencial tedrico adotado, abordando a teoria dos campos conceituais de
Vergnaud, a analise combinatdria nas perspectivas matematica e psicoldgica, apresentando
consideracdes tedricas acerca do produto cartesiano, correspondéncia um-para-muitos e, por

fim, uma revisdo dos estudos com criancas e adolescentes realizados nessa area.

! Os participantes da Etapa 1 comp&em o banco de dados da dissertacéo intitulada "O efeito da explicitacdo da
correspondéncia um-para-muitos na resolucdo de problemas de produto cartesiano por criangas"”, de Juliana
Ferreira Gomes da Silva, que se encontra disponivel no NUPPEM (Nucleo de Pesquisas em Psicologia da
Educacdo Matematica), na Universidade Federal de Pernambuco.
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O capitulo Il compreende os objetivos e 0 método, descrevendo em detalhes os
participantes, materiais utilizados, planejamento experimental, procedimentos adotados na
coleta de dados e as situacdes e problemas empregados em cada etapa deste estudo.

O capitulo 111, por sua vez, corresponde ao sistema de andlise das estratégias de
resolucdo, onde ha uma descri¢do de cada estratégia acompanhada de exemplos provenientes
dos protocolos e das respostas das criangas fornecidas durante a entrevista.

O capitulo IV apresenta os resultados relativos as duas etapas da pesquisa. Os
resultados da Etapa 1 corresponde ao desempenho dos estudantes na resolucdo de problemas
de produto cartesiano e combinagdo; ao passo que o0s resultados da Etapa 2 referem-se ao
desempenho e as estratégias de resolucdo adotadas nos problemas de combinacdo em funcgéo
das diferentes situacdes, grandeza dos pares numeéricos e escolaridade.

O capitulo V discorre sobre as principais conclusdes derivadas dos resultados obtidos,
além das contribuicBes do presente estudo, implicacfes educacionais e possiveis idéias para

pesquisas futuras.
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As consideracOes teodricas que fundamentam o presente estudo serdo apresentadas em
trés secOes. Na primeira serd abordada a teoria de Vergnaud, especificamente a teoria dos
campos conceituais e 0 campo das estruturas multiplicativas. A segunda versara sobre a
analise combinatoria a partir da perspectiva matematica, focalizando os seus diferentes tipos
de problema, e da psicoldgica, abordando os problemas de produto cartesiano e o esquema de
correspondéncia um-para-muitos. Na terceira e Ultima secdo serdo apresentados os estudos

conduzidos com criancas na area do raciocinio combinatdrio.

1.1 Vergnaud: a teoria dos campes conceituais e e campe das estuturas

tinlicati

De acordo com Vergnaud (1998), o conhecimento estd organizado em campos
conceituais cujo dominio, pelo sujeito, ocorre por meio de experiéncia, maturidade e
aprendizagem durante um longo periodo de tempo. A teoria dos campos conceituais € uma
teoria psicoldgica da conceitualiza¢do da realidade, através da qual é possivel estudar os elos
e as rupturas existentes entre os saberes, além de poder ser aplicada a qualquer campo do
conhecimento. A formacdo de um conceito vai além da defini¢do de suas propriedades, pois

envolve a complexidade decorrente da necessidade de abranger em uma Unica perspectiva
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tedrica todo o desenvolvimento das situacdes gradualmente dominadas, dos teoremas e
conceitos precisos para operar de forma eficaz nessas situacoes, e das palavras e simbolos que
podem representar adequadamente esses conceitos e operagdes para os individuos, de acordo
com o seu nivel cognitivo.

Sendo assim, os conceitos ndo devem ser definidos apenas pela sua estrutura, pois,
segundo Vergnaud (1997), os sujeitos sé podem apreender um conceito quando eles dominam
trés aspectos:

1. Conjunto de situacdes, que da sentido funcional aos conceitos;

2. Conjunto de invariantes operatorios ou de propriedades do conceito, que sdo as
propriedades que se conservam nos conceitos apesar das mudancas ocorridas e que
possibilitam que o conceito seja reconhecido nas mais diversas situagoes;

3. Conjunto de representacGes, que possibilitam a representacdo dos invariantes e, por
conseguinte, a representacdo das situacOes e dos procedimentos para lidar com elas,
veiculando, assim, idéias sobre o conceito na sociedade.

Assim, esses aspectos do conceito formam um tripé (situagdes, invariantes e
representacdes) e estdo intimamente relacionados a outros. Portanto, um conceito ndo se
desenvolve de maneira isolada, mas nas relagdes com outros conceitos.

Embora, as situa¢des fornecam sentido ao conceito e que este se torne significativo por
meio de delas, o sentido ndo estd nas situacdes propriamente ditas nem em palavras ou
simbolos. O sentido € uma relacdo do individuo com as situagdes e com os significantes.
Vergnaud distingue duas classes de situacOes, a saber: (i) aquelas em que o individuo, em
certo momento de seu desenvolvimento, e sob certas circunstancias, dispde das competéncias
necessarias para o tratamento imediato da situacao; (ii) aquelas nas quais o sujeito ndo possui
todas as competéncias necessarias para lidar com a situacdo, 0 que o exige um tempo de

reflexd@o e exploragéo para obter o sucesso.
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Desta forma, pode-se perceber que o conceito de esquema ndo funciona da mesma
maneira nas duas situacfes. Na primeira, 0 sujeito ja dispde do esquema necessario para
resolvé-la, apresentando, portanto, condutas automatizadas. Ja na segunda, ocorre a testagem
de varios esquemas até atingir, ou ndo, a meta desejada (Vergnaud, 1993).

Isto posto, € importante pensar que um conceito ndo esta interligado a apenas uma
situacdo, sendo necessario, portanto, fornecer situacGes diversas para a resolucdo de
problemas a fim de que os alunos sejam capazes de fazer reflexfes e estabelecerem as
relacBes necessarias para a construcdo de um conhecimento amplo e adequado dos conceitos.
Desse modo, € necessario que o professor trabalhe essas conexdes existentes entres 0s
conceitos a fim de que os alunos consigam percebé-los e compreendé-los de uma forma mais
ampla e sistémica e ndo de maneira fragmentada.

No que concerne aos invariantes operatorios, estes instituem a base conceitual
implicita, isto é, as competéncias que os individuos possuem para resolver problemas em
determinadas situacdes, mas que carecem da explicitacdo do conhecimento que € utilizado. Os
invariantes operatérios sdo os responsaveis pela ligacdo entre a teoria e a pratica, pois a
percepcéo, a busca e a selecdo de informagGes fundamentam-se no sistema de conceitos-em-
acdo disponivel aos individuos e nos teoremas que subjazem a sua conduta (Vergnaud, 1998).

Conceitos-em-acdo e teoremas-em-acdo designam 0s conhecimentos contidos nos
esquemas e sdo denominados por Vergnaud pela expressdo invariantes operatorios. O
conceito-em-acdo é uma categoria do pensamento considerada importante, ja o teorema-em-
acao é uma hipotese considerada verdadeira sobre a realidade. O fato de este conhecimento
ser implicito faz com o que o individuo tenha dificuldades de expressa-lo ou explica-lo,
contudo, isso ndo significa que este conhecimento ndo possa ser explicitado, ja que os
teoremas-em-acdo e 0s conceitos-em-acdo podem, gradualmente, tornarem-se conceitos

cientificos, podendo ser comunicado a outros e discutido (Vergnaud, 1998).
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No que diz respeito a representacdo, Vergnaud (1983) a considera como sendo um
sistema simbolico imbuido de significado para o sujeito. Para este autor, dispomos de
representacdes computaveis para gestos e agdes do mundo fisico como também para
comportamentos verbais e interacdes sociais. Tais representacdes podem ser corretas ou néo,
precisas ou vagas, implicitas ou explicitas, porém em todos os casos elas tém a funcdo de
serem substitutos computaveis da realidade.

Assim, o conhecimento esta organizado em campos conceituais, os quais sao definidos
como um conjunto de situacdes, cujo dominio exige uma multiplicidade de conceitos,
procedimentos e representacdes.

Na area da aritmética, Vergnaud (2009) considera dois grandes campos conceituais: o
campo conceitual das estruturas aditivas e 0 campo conceitual das estruturas multiplicativas.
O primeiro é formado por um conjunto de situacbes cujo dominio requer a adicdo, a
subtracdo, ou a combinacdo destas operacdes. J& 0 campo das estruturas multiplicativas é
constituido por situacdes que envolvem a multiplicacdo, a divisdo, ou a combinacdo dessas
operacdes. Ainda fazem parte deste campo 0s conceitos de fracdo, razdo, proporgdo e
porcentagem, combinacao, entre outros.

De acordo com Nunes e Bryant (1997), o raciocinio aditivo se baseia na relacdo parte-
todo e diz respeito as acGes de unir ou separar objetos através do uso do esquema de
correspondéncia termo a termo. Embora possam ser trabalhados simultaneamente, hd uma
distingdo entre os campos multiplicativo e aditivo. Apesar de a multiplicacdo poder ser
resolvida, em algumas situacfes, por meio da adicdo repetida, h4 bases de raciocinio
diferentes entre essas duas operacdes quando examinadas as suas relagdes conceituais. A
multiplicacdo ndo envolve agdes de unir ou separar objetos, pois esta relacionada a um novo
conjunto de invariantes e de sentido de nimero. No campo aditivo a base € a relacdo parte-

todo enquanto que no multiplicativo é a correspondéncia um-para-muitos.
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Vergnaud (1983, 2009) descreve trés classes de problemas multiplicativos que
envolvem relacdes ternarias e quartenarias: isomorfismo de medidas, produto de medidas e
proporces multiplas. Cada uma delas apresenta subclasses de problemas e de acordo com
cada tipo de problema, existem niveis de complexidade distintos, podendo ser solucionados
através da multiplicacdo ou divisdo ou até mesmo pela combinagdo de ambas, todavia, o grau
de dificuldade do problema serad determinado pela sua estrutura e ndo pela aplicacdo de uma
Ou outra operagao.

O isomorfismo de medidas compreende uma relacdo quartenaria entre quantidades,
das quais duas delas sdo medidas de um tipo e as outras sdo medidas de outro tipo (Ax B =C
x D), envolvendo uma proporcdo direta simples entre esses dois tipos de medidas. Os
problemas desse tipo podem ser revolvidos por diversos procedimentos, utilizando diferentes
propriedades, por apresentar niveis de dificuldade distintos.

Os problemas de produto de medidas envolvem uma relacao ternéria, isto €, entre trés
variaveis, das quais uma delas é o produto das outras duas (A x B = C) no plano numérico e
dimensional. Sua estrutura consiste na composi¢édo cartesiana de duas medidas para encontrar
a terceira, como acontece com os problemas que envolvem &rea, volume e combinatoria. Para
Vergnaud, a estrutura de produtos de medidas apresenta dificuldades especificas pelo fato de
seus conceitos e relagbes funcionais complexas serem de dificil compreensdo por parte da
crianca.

No que diz respeito aos problemas de propor¢fes multiplas, estes compreendem
também uma relacdo ternaria entre as medidas, sendo esta a razdo da confus@o que ha entre
esse tipo de problemas com os produtos de medida. Contudo, os problemas de proporcdes
multiplas ndo podem ser resolvidos atraves do produto das outras medidas, ja que envolvem

uma relacdo intrinseca de significados, sendo, portanto, mais complexos do que os problemas
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de produto de medidas. Fazem parte desta classe, os problemas que trazem uma noc¢éo de
tempo decorrido.

Dessa maneira, 0 nivel de complexidade do problema varia, principalmente, em
funcdo de sua estrutura. Assim, os problemas de isomorfismo de medidas sdo considerados 0s
mais faceis, seguidos dos problemas de produto de medidas e, por fim, os de proporcoes
maultiplas, considerados o mais dificil dentre essas trés classes.

Como mencionado, dentre os problemas que compdem o campo das estruturas
multiplicativas encontra-se os de combinatoria. Foi sobre este conceito que o presente estudo
delineou a sua investigacdo, tendo como foco os principios invariantes que compdem o
conceito da combinacdo. Portanto, considera-se a teoria dos campos conceituais de Vergnaud
como sendo de extrema importancia para a compreensao e para a fundamentacao tedrica do
estudo em questéo.

A seguir, serdo apresentados alguns aspectos do raciocinio combinatorio, sobretudo,

no que toca a combinacao, nas perspectivas da Matematica e da Psicologia.

1.2 Undalise cambinatdtia

1.2.1 Undlise combinativia na pewspectiva da Matemdtica

1.2.1.7 Coembinagie, yvarnjo e Sevurnudtagde

Segundo Morgado, Carvalho, Carvalho e Fernandez (2006), a Analise combinatoria ou
Combinatoria é a parte da matematica que analisa as estruturas e relacdes discretas. Estes

autores enfatizam a existéncia de dois tipos de problemas que ocorrem com freqiiéncia em
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combinatdria, a saber: (i) demonstrar a existéncia de subconjuntos de elementos de um
conjunto finito dado e que satisfazem determinadas condices; (ii) contar ou classificar os
subconjuntos de um conjunto finito e que satisfazem determinadas condi¢des dadas.
Historicamente, a Combinatoria pode ser conhecida como a “arte de contar”. Merayo
(2001) também defende esta posicdo ao afirmar que a “Analise Combinatoria ¢ a técnica de
saber quantos objetos hd em um conjunto sem realmente ter que conta-los, porque essa técnica
ndo necessita listar ou enumerar todos os elementos que formam o conjunto” (p. 229).
Segundo Santos, Mello e Murari (1998), as construcdes classicas da analise
combinatéria sdo divididas em trés grupos de problemas: arranjo, combinacdo e permutacéo.
No arranjo trabalha-se com um subgrupo do grupo, ndo existe repeticdo de elementos,
contudo, a ordem de agrupamento dos elementos é considerada no problema. O arranjo pode

ser definido da seguinte maneira:

Arranjos simples de n elementos tomados p a p, onde n > 1 e p é um nimero natural tal que p < n,
sdo todos os grupos de p elementos distintos, que diferem entre si pela ordem e pela natureza dos p
elementos que compde cada grupo (Santos, Mello & Murari, 1998, p. 42).

Sua formula matematica pode ser expressa da seguinte forma: Anp= n!
{n-p)!

Na combinacdo, trabalha-se com um subgrupo do grupo, ndo ha repeticdo de
elementos e, diferentemente do que ocorre no arranjo, a ordem dos elementos ndo é
importante, ou seja, basta que a combinagdo ocorra apenas uma vez. E definida da seguinte
maneira: “A combinagdo de n elementos tomados p a p, a qualquer agrupamento nao-
ordenado dos p elementos distintos escolhidos dos n elementos existentes.” (Santos, Mello &

Murari, 1998, p. 46). Sua formula pode ser expressa da seguinte maneira:

Cnp=Anp = n!

P! p! (- p)!
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Na permutacdo analisa-se de quantas maneiras diferentes podem-se organizar um
grupo de n elementos, usando n elementos. Neste tipo de problema ndo existe repeticdo de
elementos, a ordem dos elementos é considerada, porém, diferentemente do arranjo e da
combinacéo, trabalha-se com a combinacdo de todo o grupo. A permutacdo pode ser definida
da seguinte forma: “Dado um conjunto formado por n elementos, chama-se permutagédo
desses n elementos qualquer agrupamento ordenado de n elementos, no qual aparecam todos
os elementos do conjunto.” (Santos, Mello & Murari, 1998, p. 32). E sua formula matematica
pode ser expressa da seguinte forma: P, =n!

Exemplos desses tipos de problemas que envolvem raciocinio combinatorio séo
descritos a sequir:

Arranjo: A semifinal da Copa do Mundo serd disputada pelas seguintes selecdes: Brasil,
Franca, Alemanha e Argentina. De quantas maneiras distintas podemos ter os trés primeiros
colocados?

Combinacdo: Trés alunos (Mério, Raul e Janior) participam de um concurso em que Serao
sorteadas duas bicicletas. Quantos resultados diferentes podem ser obtidos no concurso?
Permutacdo: De quantas formas diferentes poderei arrumar as fotos de meu irmao, de meu pai
e de minha mée na estante, de modo que elas fiquem lado a lado?

Diante dos problemas que configuram o campo da Combinatéria na Matematica, o
presente estudo centrou-se na combinacdo e no produto cartesiano, um tipo diferente de
problema que, embora envolva o raciocinio combinatério, é considerado mais simples (Pessoa

& Borba, 2007).
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1.2.2 O naciecinio cambinatitio na pewpectiva psicaligica

1.2.2.1 Predute Cartesiana

Os problemas de produto cartesiano® (Nunes & Bryant, 1997), também denominados
de produto de medidas por Vergnaud (1983, 2009), envolvem a idéia de raciocinio
combinatério. Eles se configuram como uma relacdo de combinagdo entre elementos de dois
ou mais conjuntos diferentes, sendo a tabela cartesiana a sua forma mais natural de
representacdo. Um exemplo desse tipo de problema é demonstrado a seguir.

Exemplo 1: Rita vai viajar levando 3 saias e 5 blusas. Quantos trajes diferentes ela
pode vestir, mudando suas saias e blusas?

O problema descrito acima envolve dois conjuntos (saias e blusas) que devem ser
combinados de maneira que produzam um terceiro conjunto (trajes) que contemple todas as
combinacgbes possiveis. Assim, pode-se afirmar que o produto cartesiano envolve uma relagédo
ternaria entre as medidas, das quais uma quantidade é o produto das outras duas tanto no
plano numérico quanto no dimensional.

A “arvore de possibilidades” ¢ uma das formas de representar os problemas de produto
cartesiano, como se pode observar adiante.

Exemplo 2: Os sanduiches da padaria Pdo Doce sdo famosos no bairro. O fregués pode
escolher entre 3 tipos de pdo: pao de forma, pao francés ou pdo italiano. Para o recheio ha 4

opcOes: salame, queijo, presunto ou mortadela. Quantos tipos de sanduiche a padaria oferece?

% No presente estudo foi adotada a denominacéo produto cartesiano, de Nunes e Bryant (1997).
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Figura 1: Possiveis combinac@es de tipos de pées e frios.

péao de forma com salame
pao de forma com queijo
péao de forma com presunto
pao de forrna com mortadela

pao de forma

pao francés com salame
pao francés com queijo
pdo francés com presunto
pao francés com morntadela

pao francés

pao italiano com salame
pao italiano com queijo
pao italiano com presunto
pao italiano com mortadela

pao italiano

De acordo com lezzi, Dolce, Degenszajn, Perigo e Almeida (2004), a “arvore de
possibilidades” permite enumerar as possiveis op¢fes de combinagdo entre 0s conjuntos,
fornecendo uma melhor visdo a respeito do nimero de decisdes que podem ser tomadas, além
de permitir a organizacdo dos elementos de forma a garantir a contagem adequada. Contudo,
quando a quantidade de elementos em cada conjunto ou conjuntos é grande, a contagem das
combinagBes pode ser mais dificil. Nestes casos, é aconselhdvel utilizar o principio
multiplicativo, que é uma ferramenta que permite calcular o numero total de possibilidades
sem que seja necessario enumera-las. Segundo Santos, Melo e Murari (1998), o principio

multiplicativo pode ser enunciado da seguinte maneira:

Se um evento A pode ocorrer de m maneiras diferentes e, se para cada uma dessas m maneiras possiveis
de A ocorrer, um outro evento B pode ocorrer de n maneiras diferentes, entdo o nimero de maneiras de
ocorrer 0 evento A seguido do evento B é m x n” (p. 29).

A compreensao desse principio e das circunstancias em que ele se aplica faz com que
as formulas utilizadas em Analise Combinatoria sejam vistas como sintese de raciocinios, ou
seja, deduzidas de modo natural e acessivel, em vez de serem apenas definigdes sem
motivacdo. Sendo assim, esta visdo estimula o raciocinio combinatério independente de

férmulas e calculos, dando maior liberdade de critica e criatividade ao aluno.
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Dessa maneira, 0s problemas de produto cartesiano apresentados nos exemplos 1 e 2
podem ser solucionados a partir do principio multiplicativo. No exemplo 1, pode-se tomar
como evento A, a escolha das blusas (5 blusas diferentes) e como evento B, a escolha da saia
(3 saias distintas). Logo, Rita dispde de A x B (pelo principio multiplicativo, m x n), isto é, 5
x 3 = 15 possibilidades diferentes de trajes. Ja no exemplo 2, pode-se tomar como evento A, 0
tipo de péo (3 tipos de pées diferentes) e como evento B, o tipo de recheio (4 tipos diferentes
de frios), ou seja, 3 x 4 = 12 tipos de sanduiches diferentes.

A idéia de combinacdo presente nos problemas de produto cartesiano pode estar
relacionada a situacdes resolvidas através da multiplicacdo ou da divisdo. Os problemas de
produto cartesiano resolvidos a partir da multiplicacdo sdo denominados de problemas diretos
e seus enunciados apresentam o valor das medidas elementares®, sendo requerido o valor da
medida produto® (por exemplo: Maria tem 2 saias e 3 blusas. De quantas maneiras diferentes
ela pode se arrumar?). Ja os problemas de produto cartesiano solucionados através da divisao
sdo nomeados de problemas inversos e seus enunciados apresentam o valor da medida
produto e de uma medida elementar, sendo solicitado o valor da segunda medida elementar
(exemplo: Numa festa, formou-se 12 casais diferentes para dangar. Se havia 3 mulheres e
todos os presentes dangaram, havia quantos homens?).

Para resolver os problemas de produto cartesiano, € necessario que a crianga
compreenda que cada elemento do conjunto elementar pode aparecer em diversos pares do
conjunto produto, principio este que caracteriza a correspondéncia um-para-muitos, assunto

abordado na proxima secéo.

¥ por medida elementar ou conjunto elementar compreende-se o niimero de elementos de determinado conjunto
(por exemplo, o conjunto blusas).

* Por medida produto ou conjunto produto compreende-se a combinag&o de duas ou mais medidas elementares.
Ela pode ser expressa pela relagdo A x B, sendo A e B medidas elementares.
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1.2.2.2 U coviespondéncia um-para-muites

O raciocinio multiplicativo tem sua origem no esquema de correspondéncia, o qual,
segundo Piaget e Szeminska (1971), é definido como um instrumento empregado para
decompor as totalidades a serem comparadas entre si. Este esquema se desenvolve de maneira
gradativa no pensamento da crianca, estando, primeiramente, atrelada apenas a percepc¢ao do
individuo e, aos poucos, através de suas experiéncias e amadurecimento, alcanca a sua forma
mais sofisticada. Inicialmente, ocorre o desenvolvimento da correspondéncia termo a termo,
juntamente com o principio de equivaléncia, e, posteriormente, ¢ que se desenvolve o
esquema de correspondéncia um-para-muitos, o qual esta relacionado as primeiras nocdes
multiplicativas.

A correspondéncia termo a termo é utilizada para se comparar quantidades, objetos ou
conjuntos. Segundo Piaget e Szeminska (1971), ha dois tipos de situacdes onde a crianca
exerce a correspondéncia termo a termo. A primeira situacdo seria aquela em que a crianca
avalia uma determinada quantidade de objetos atraves de objetos de mesma natureza, sendo
necessaria uma correspondéncia, por exemplo: se um jogador colocar 4 bolas de gude sobre o
chéo, o outro jogador colocara uma quantidade de bolas de gude que seja equivalente a do seu
parceiro. Uma segunda situacdo seria a correspondéncia entre elementos heterogéneos, porém
qualitativamente complementares, por exemplo: para cada vaso, a crianca deve plantar uma
flor. Nessas situacGes, € preciso que a crianca compreenda que cada elemento devera
corresponder a outro, assim, a correspondéncia termo a termo conduzira ao entendimento da
idéia de equivaléncia entre os elementos correspondentes.

Piaget e Szeminska (1971) conduziram uma série de investigacdes a partir das quais
foi possivel identificar e ordenar fases referentes a correspondéncia termo a termo, a saber:

Fase | — auséncia de correspondéncia termo a termo e de equivaléncia; Fase Il —
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correspondéncia termo a termo, mas auséncia da equivaléncia; e Fase Il — correspondéncia
termo a termo e equivaléncia duravel.

Da mesma forma, segundo Piaget e Szeminska (1971), a correspondéncia um-para-
muitos (também denominada de correspondéncia multipla) é construida gradualmente pela
crianca. Entretanto, esta correspondéncia se caracteriza pela relacdo de um objeto com um
conjunto de objetos, estando, portanto, seu desenvolvimento relacionado as primeiras no¢oes
multiplicativas, uma vez que € necessario entender que um elemento pode relacionar-se com
varios e ndo somente com um, como no caso da correspondéncia termo a termo. Ademais, 0
esquema de correspondéncia um-para-muitos também depende da compreensdo de outros
conceitos matematicos, como a seria¢éo, a nogao de conservacao e a transitividade.

Piaget e Szeminska (1971) investigaram criancas de cinco e seis anos de idade, que
ndo haviam estudado formalmente a multiplicacdo, com o objetivo de pesquisar o esquema de
correspondéncia um-para-muitos. Inicialmente, os participantes teriam que resolver uma
tarefa que envolvia correspondéncia termo a termo e, em um segundo momento, partiriam
para a execucdo da atividade relacionada a correspondéncia um-para-muitos. A primeira
tarefa — correspondéncia termo a termo — consistia em a crianca colocar um ovo em cada um
dos 10 oveiros, em seguida, 0s ovos eram retirados e colocados em um outro recipiente e,
novamente, o participante era solicitado a colocar um ovo em cada um dos 10 oveiros. Esses
ovos eram também retirados dos oveiros e distribuidos em outro recipiente. O objetivo era
fazer com que a crianga entendesse que 0 nimero de ovos que estavam no primeiro recipiente
era 0 mesmo do numero de oveiro, bem como a quantidade de ovos contidos no segundo
vasilhame era igual a quantidade de oveiros. Assim, para concluir que os dois conjuntos de
0VOS eram iguais era necessario que a crianga entendesse a correspondéncia termo a termo e o
seguinte raciocinio X=Y e Y=Z, entdo, X=Z. Sendo, X 0 numero de ovos do primeiro

recipiente, Y 0 nimero de oveiros e Z o nimero de ovos do segundo recipiente.
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Em wuma segunda tarefa, os autores buscaram investigar se as criancas
compreenderiam a correspondéncia um-para-muitos, que pode ser expressa da seguinte forma,
se X=2Y e Z=X, logo Z=2Y. A fim de realizar essa pesquisa, 0 examinador solicitou que a
crianca colocasse uma flor azul em cada um dos dez vasos fornecidos, depois, as flores eram
removidas e reunidas em um buqué. Em seguida, o participante era solicitado a por uma flor
rosa em cada um dos dez vasos e, novamente, as flores eram retiradas e agrupadas em um
buqué. Posteriormente, a crianca era questionada sobre o que poderia acontecer caso as flores
azuis e rosas voltassem aos dez vasos, sendo distribuidas igualmente entre eles. Quantas flores
(X) haveria nos vasos (Y)? A crianca deveria compreender que X=2Y, isto &, o nimero de
flores equivale ao dobro do nimero de vasos.

Em seguida, as flores foram retiradas do campo visual da crianca, sobrando apenas 0s
vasos, e 0 examinador solicitava que as mesmas retirassem de dentro de uma caixa a
guantidade exata de tubos plasticos de maneira que as flores (azuis e rosas) fossem colocadas
no seu interior. Nesse momento, porém, a crianc¢a tinha que compreender que 0 vaso era mais
largo em relacdo ao tubo plastico, comportando duas flores enquanto que o ultimo
comportava apenas uma flor. Assim, para resolver esta questdo, o participante precisava
entender que o nimero de tubos (Z) deveria ser igual ao nimero de flores (X), isto é, Z=X.
Era preciso entender também que o nimero de tubos € igual ao dobro de vasos (Z=2Y), ja que
cada tubo s6 comporta uma flor e cada vaso comporta duas flores.

Diante desses estudos, Piaget p6de observar que criancas de cinco e seis anos ja
compreendem a correspondéncia termo a termo, bem como alguns aspectos da relacdo
multiplicativa, como a correspondéncia um-para-muitos entre dois conjuntos. E importante
salientar que as atividades solicitadas as criancas ndo exigiram delas nenhum calculo

numérico sobre as quantidades dos conjuntos, uma vez que as tarefas requeridas buscavam
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apenas investigar se 0s participantes compreendiam as relacbes envolvidas na
correspondéncia um-para-muitos.

De acordo com Nunes e Bryant (1997), as situacGes de correspondéncia um-para-
muitos englobam o desenvolvimento de dois novos conhecimentos: proporcao e fator escalar.
A proporc¢do pode ser expressa a partir de um par de nimeros que continua invariavel mesmo
qguando o tamanho do conjunto varia, como por exemplo, a correspondéncia 1-semana-para-7-
dias. Nesse caso, cada vez que for acrescentada um elemento para o conjunto “semana”,
devem-se acrescentar doze elementos para o conjunto “dias. Em outras palavras, a propor¢édo
1-para-7 manter-se-a sempre constante mesmo havendo variacbes das quantidades dos
conjuntos (semana e dias), haja vista que a proporcao nao expressa o hiumero de objetos para
quaisquer conjuntos, mas representa a relacdo existente entre os conjuntos. Ja o fator escalar
estd relacionado ao numero de replicacGes aplicadas a ambos 0s conjuntos (semana e dias),
mantendo, assim, a proporcdo constante. Entdo, se forem realizadas 6 replicacGes, a relacéo
entre semana e dias podera ser expressa da seguinte maneira: 1 semana para 7 dias e 6
semanas para 42 dias. Nesse caso, pode-se observar que a propor¢do mantém-se constante (1-
para-7) uma vez que o mesmo fator escalar (6) foi aplicado a ambos 0s conjuntos.

Kornilaki (1999 citado em Nunes, Campos, Magina & Bryant, 2001) também
investigou a correspondéncia um-para-muitos em criangas, com idade entre 5 e 7 anos, que
ainda ndo havia recebido o ensino formal da multiplicacdo. Nesse estudo, era solicitado a
crianca a responder um problema que se apresentava da seguinte maneira: uma figura de uma
rua com trés casas e em cada uma delas morava trés coelhos e, no final, dessa rua existia um
restaurante que fornecia alimentacdo para todos os coelhos. Ap6s a apresentacdo, o
participante era solicitado a retirar de uma caixa a quantidade correta de bolinhas de comida,
as quais eram representadas por fichas, a fim de que cada animal pudesse receber uma

bolinha. E importante ressaltar, que nesse estudo, as criancas deveriam dar uma resposta
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numérica a questdo. A partir desse experimento, a examinadora pdde observar que 67% das
criancas de cinco anos de idade podem compreender as relacdes envolvidas na
correspondéncia um-para-muitos. No que diz respeito as criangas de seis e sete anos de idade,
todas conseguiram acertar o problema.

Com esse estudo foi possivel observar que mesmo antes de receberem ensino formal
acerca da multiplicacdo, as criancas ja conseguem, nessa situacdo, compreender algumas das
no¢bes multiplicativas, como a correspondéncia um-para-muitos. No que diz respeitos as
estratégias de resolucdo adotadas pelas criancas, a autora observou duas maneiras distintas de
solucionar o problema. A primeira consistia em 0s participantes retirarem da caixa trés
bolinhas e as colocarem na frente de cada casa, depois agrupavam as bolinhas e as colocava
no restaurante. A outra forma de resolucdo consistia em contagem, ou seja, as criangas
contavam trés bolinhas por casa e, em seguida, retiravam da caixa as nove bolinhas, ficando
trés bolinhas na frente de cada uma das trés casas. Embora as duas formas de solugédo
expressem o uso da correspondéncia um-para-muitos, nao é possivel assegurar que as criangas
entenderam as relagdes envolvidas nesse tipo de correspondéncia, uma vez que, ao que
parece, a contagem foi macigcamente utilizada para resolver o problema.

O problema supracitado foi adaptado por Nunes et al. (2001) para a sala de aula, mas
ao invés de utilizar material concreto como no estudo de Kornilaki, foram utilizados
instrugdes orais e desenhos para examinar como seria 0 desempenho dos participantes quando
estes ndo possuem materiais que possibilitem a aplicabilidade direta de seus esquemas de
acao. Participaram, portanto, deste estudo criancas de sete anos, estudantes de escolas
publicas de S&o Paulo. O examinador apresentava um papel a crianca, no qual havia os
desenhos de trés casas e um biscoito e, abaixo deles, o seguinte enunciado: “Em cada casa
moram quatro cachorros. Desenhe o nimero de biscoitos que precisamos ter para que cada

cachorro ganhe um biscoito.” Ao comparar os resultados deste estudo com o de Kornilaki
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(1999 citado em Nunes et. al, 2001), percebeu-se um déficit no percentual de respostas
corretas quando o problema era apresentado com lapis e papel (estudo de Nunes). Apesar
dessa defasagem no desempenho dos participantes, foi observado que eles utilizaram como
estratégia de solucdo a correspondéncia um-para-muitos. Portanto, a partir destes resultados,
0s autores puderam concluir que as criancas que ainda nao havia recebido o ensino formal da
multiplicacdo ja conseguiam aplicar o esquema de correspondéncia um-para-muitos e resolver
problemas multiplicativos.

Os estudos apresentados anteriormente abordam a correspondéncia um-para-muito no
ambito da multiplicacdo, entretanto, tal esquema pode ser aplicado também nos problemas e
situacdo de divisao.

Correa (2004) realizou um estudo com 20 criancas inglesas de seis a nove anos de
idade, estudantes de escola publica, com o objetivo de observar o uso do esquema de
correspondéncia um-para-muitos em problemas de divisdo, resolvidos a partir de calculo
mental. Para isso, a examinadora apresentou as criancas uma situacdo onde certa quantidade
de blocos, os quais representavam comidas, deveria ser dividida entre uma determinada
quantidade de ursos de pellcia. O participante, entdo, deveria responder o nimero de blocos
que cada urso deveria ganhar. Este estudo utilizou dois tamanhos de divisores (2 e 4) e quatro
de dividendos (4, 8, 12 e 24). Os resultados indicaram que o desempenho dos participantes foi
influenciado pelo tamanho dos nimeros apresentados e, dessa maneira, & medida que ocorria
0 aumento nos valores dos nimeros (tanto do dividendo como do divisor), aumentava a
dificuldade das criancas, sobretudo das mais jovens, para resolver o problema corretamente.
Outro ponto importante observado nesse estudo foi que com o aumento da idade/escolaridade
das criangas, o seu desempenho melhorava. No que diz respeito as estratégia de solucéo, a
autora constatou que 0s participantes que responderam corretamente, utilizaram como

estratégia de resolucdo colocar em correspondéncia a quantidade de ursinhos e a quantidade
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de blocos, por exemplo: em uma tarefa na qual o nimero de blocos (dividendo) era 8 e 0
numero de ursos era 2 (divisor), a crianca contava 0 numero de vezes que ocorria a
correspondéncia multipla entre os ursinhos e os blocos até que houvesse a mesma quantidade
para cada ursinho, ou seja, quatro blocos para o urso X e quatro blocos para o urso Y. Com
isso, 0 que se percebe é que mesmo em problemas mais sofisticados, as criancas ja sdo
capazes de utilizar o esquema de correspondéncia um-para-muitos para resolverem
adequadamente os problemas.

Diante do exposto, pode-se observar que o esquema de correspondéncia multipla esta
fortemente associado aos problemas de estrutura multiplicativa, bem como é possivel notar
também, através das pesquisas realizadas, que criancas nas Sséries iniciais do ensino
fundamental, que ainda ndo receberam o ensino formal da multiplicacdo, j& conseguem
entender as relacBes existentes nas correspondéncias um-para-muitos e utiliza-las
adequadamente nas resolucdes de problemas matematicos. Contudo, é importante destacar
que os estudos citados até entdo fazem mencdo a problemas multiplicativos de isomorfismo
de medidas, que segundo Nunes e Bryant (1997) sdo mais faceis do que os problemas de
produto cartesiano®, uma vez que nesse tipo de problema a correspondéncia multipla ndo se
apresenta de forma clara.

A sessdo seguinte deter-se-a a apresentacdo de estudos referentes a resolucdo de

problemas que envolvem o raciocinio combinatorio

> Vergnaud denomina problemas de produto cartesiano como problemas de produto de medidas.
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1.3 &Estudos com ciiangas e adolescentes acewca de naciecinio

Inhelder e Piaget (1976) realizaram inimeros estudos em conjunto com a finalidade de
compreender a passagem da logica da crianca a logica do adolescente. A partir dos
experimentos realizados, foi possivel observar que por volta dos 11-12 anos até os 14-15 anos
acontecia uma mudanca com o aparecimento do pensamento operatério formal, o qual €
diferente do pensamento que o0 antecede — 0 operatdrio concreto. Para 0s autores, as operacdes
formais constituem o estado final de equilibrio no desenvolvimento intelectual, tendo como
principal caracteristica a possibilidade de diferenciacdo entre o real e o possivel. O
adolescente, diferentemente da crianca que se encontra no periodo operacional concreto, ao
lidar com um problema, busca imaginar todas as possiveis relacBes apropriadas aquela
situacdo, em seguida, por meio de uma combinacdo de procedimentos, experimentacdes e de
analise l0gica, ele tenta examinar quais destas relacdes possiveis sdo realmente verdadeiras.
Desse modo, o adolescente deixa de se preocupar apenas com aquilo que lhe chega
diretamente aos sentidos (pensamento concreto) e passa a desenvolver a capacidade de
imaginar todas as possibilidades pertinentes (pensamento formal).

O pensamento formal €, essencialmente, hipotético-dedutivo. Para encontrar o real
dentro das possibilidades, é preciso que se considere o possivel como um conjunto de
hipoteses que devem ser testadas a fim de se obter a sua confirmacdo ou refutacdo. Logo, o
pensamento formal € recurso para encontrar a realidade dentro de um contexto de
possibilidades. Outra caracteristica marcante do pensamento formal diz respeito a sua
capacidade de manipular e raciocinar sobre dados da realidade na medida em que ele
transforma esses dados em afirmagdes (ou proposicdes) e, por isso, também é denominado de

pensamento proposicional. O individuo realiza operagdes concretas, mas também utiliza essas
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operacdes transformando-as em proposi¢cdes com as quais pode continuar a operar através de
relacBes ldgicas. Piaget chamou este fendmeno de combinatdria das proposicoes pelo fato de
ser uma logica das combinacdes possiveis de pensamento.

Inhelder e Piaget (1976) relacionaram o pensamento formal com a orientacdo do
possivel e o hipotético. De acordo com os autores, por meio do método da analise
combinatdria, o possivel pode ser investigado. Por exemplo, quando diante de um problema, o
individuo isola todas as varidveis envolvidas naquela situacdo e define todas as possiveis
combinagbes dessas variaveis, dessa forma, ele pode se certificar de que todas as relacGes
possiveis foram investigadas. Assim, o raciocinio hipotético-dedutivo age através das
operacdes combinatorias, as quais se caracterizam pela possibilidade de relacionar, de todas
as maneiras possiveis, objetos, fatores e pensamentos entre si. Portanto, o raciocinio
combinatdrio ndo representa apenas um campo especifico da matematica, mas um esquema
operacional e € um componente fundamental para o desenvolvimento do pensamento l6gico.

Ao investigar sobre o surgimento do pensamento formal, que é condicionado pela
constituicdo de uma combinatéria, Inhelder e Piaget (1976) realizaram um estudo a fim de
averiguar se os sujeitos do sensorio-motor descobririam um sistema de combinatéria que
demonstrasse uma independéncia com relagdo a combinatéria associada a l6gica das
proposicdes, ou se, pelo contrério, seria necessario aguardar até o estadio formal para ver a
constituicdo dessa combinatdria experimental. Esse experimento consistia em 0s participantes
combinar corpos quimicos, para isso eram apresentados a eles quatro frascos semelhantes,
com liquidos perceptivelmente idénticos, mas que, na verdade, eram de natureza diferente, a
saber: o liquido 1 era o acido sulfurico, o liquido 2 era agua, o liquido 3 era agua oxigenada e
0 ultimo era tiosulfato. Além disso, havia uma outra substancia que era o iodeto de potassio, 0
qual estava dentro de uma garrafa conta-gotas, denominada g. A mistura do liquido g com

essas 4 substancias provocava reagdes distintas: a mistura dos liquidos 1 + 3 + g, ocasionava
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uma cor amarela; a adi¢do do liquido 2 (dgua) a essa mistura ndo altera a cor; o liquido 4
descolara a mistura em questdo. O experimentador apresentava dois frascos aos sujeitos, um
com a mistura 1+3, e outro com o liquido 2. Na frente do participante, o experimentador
despejava algumas gotas de g em cada um dos vasos, provocando a observacdo de reacdes
diferentes. Em seguida, o sujeito deveria refazer a cor amarela, utilizando a vontade os frascos
1, 2, 3,4 e g. Isto é, buscava-se que o participante combinasse os liquidos dos recipientes até
formar a cor amarela.

Os resultados dessa experiéncia, e outras realizadas por Piaget e seus colaboradores,
demonstraram gque uma combinacdo sistematica sé surge no estadio das operacbes formais.
No estadio pré-operatorio (dos 4 aos sete 7 anos de idade), as criancas se restringiram a
associar casualmente dois elementos, ao mesmo tempo, e explica-lo por simples fenomenismo
ou por outras maneiras de causalidade pré-logica. Os sujeitos do estddio das operacdes
concretas (dos 7 aos 11 anos de idade) chegam a introduzir as combinagfes n a n. Entretanto,
estas reacdes se configuram apenas como simples tentativas empiricas (ensaio e erro), nao
havendo ainda a descoberta do sistema combinatério (Inhelder & Piaget, 1976).

Com o surgimento do estadio operacional formal (a partir dos 11-12 anos) ha duas
novidades. A primeira corresponde ao uso de um método sisteméatico no emprego das
combinagcbes n a n, completa para os elementos que constituem esse experimento. E a
segunda refere-se a utilizacdo dessas combinac@es, isto é, uma vez encontrada a combinacgéo
adequada (1 x 3 x g), a que provoca a cor, 0 sujeito continua a procurar outras solucGes para o
problema, até de fato ter a certeza de que esgotou todas as possibilidades. O que interessa,
portanto, ndo € um acerto por meio de uma determinada situacdo, mas o entendimento da
funcdo desempenhada por ela no conjunto de combinagdes possiveis. Alem disso, as provas
que se apresentam de maneira mais sistematica. Assim, este nivel surge como uma etapa de

equilibrio com relacdo ao anterior (Inhelder & Piaget, 1976).
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Segundo os autores, a razdo para se ter de aguardar pelo nivel formal para que seja
possivel construir o sistema combinatério € a necessidade de coordenar entre si duas
operacdes distintas, a saber, a seriagdo e a correspondéncia, numa Unica operacdo, e esta €
uma capacidade que so € adquirida nesse estadio.

De maneira geral, este experimento demonstra a intima correlacdo existente entre a

construcdo ou estrutura de conjunto das operacGes combinatdrias e das operacdes formais:

ao mesmo tempo em que o sujeito combina os elementos ou fatores dados no contexto experimental,
combina os enunciados proposicionais que exprimem os resultados de tais combinacfes de fatos, e
assim constrdi o sistema das operagBes binarias de conjungdes, disjuncdes, exclusdes, etc. Ora, esta
correlagdo € menos surpreendente pelo fato de, no fundo, ser uma identidade: o sistema das operac6es
proposicionais é, na realidade, uma combinatéria, da mesma forma que as operagdes de combinacdes
que se referem aos dados experimentais ndo tém outro fim, no espirito do sujeito, a ndo ser permiti-lhe
estabelecer tais ligagdes ldgicas (Inhelder & Piaget, 1976).

Assim, o sistema das operacdes formais é, na verdade, uma combinatdria, uma vez que
se configura como uma orientacdo generalizada no sentido de organizar elementos, isolar e
controlar variaveis, formular hipoteses e provar logicamente os fatos. Com o desenvolvimento
das operacGes combinatorias, o individuo pode transcender o real e acessar o mundo do
possivel.

Como visto Inhelder e Piaget (1976) consideram o raciocinio combinatério complexo
e que compde um dos modelos l6gico-matematicos que caracterizam as operagfes formais,
sendo este um dos motivos que contribui para que este tema ndo fosse tdo investigado em
criancas. Apesar dos poucos trabalhos referentes ao raciocinio combinat6rio nos anos iniciais,
acredita-se que é possivel que criancas mais jovens desenvolvam compreensdes acerca desses
tipos de problemas (Pessoa & Borba, 2009).

Fischbein foi um dos autores que se interessou pelos estudos do efeito da instrucéo
sobre o raciocinio combinatério de criancas de faixa etaria compreendida entre os 10 e os 15
anos. Ele atribui grande importancia a intuicdo como componente da inteligéncia. Em uma
investigacdo realizada com alunos do 4° ano (10 a 11 anos), do 6° ano (12 a 13 anos) e do 8°

ano (14 a 15 anos), por Fischbein, Pampu e Minzat (1970), buscou-se avaliar 0 impacto da
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idade e da instrucdo sobre o raciocinio combinatdrio. Os resultados mostraram que antes de
qualquer instrucdo, conforme a idade aumentava, as estimativas subjetivas ao nimero de
permutacdes, em média, se aproximavam dos valores corretos. As maiores diferencas entre as
idades foram encontradas quando o numero de elementos envolvidos na permutacdo era
maior. No que diz respeito a natureza dos objetos (nimeros, letras e formas geométricas), ndo
foram observadas diferencas significativas. Em relacdo ao ensino, os autores concluiram que
se pode ensinar com sucesso certo nimero de procedimentos combinatérios as pessoas com
idade entre 10 e 15 anos através de diagramas de arvores. Observaram também que criangas
de 10 anos eram capazes de assimilar o uso de diagramas de arvore para solucionar problemas
de arranjos com repeticdo e de permutacGes. De maneira geral, o estudo mostrou a
possibilidade de criangas, ainda no periodo de operagdes concretas, obterem conhecimento,
capacidade mental e intuicdo no que se refere a combinatoria.

Em outra investigacdo, Fischbein e Gazit (1988) estudaram o papel da instrucdo no
desenvolvimento do raciocinio combinatério em criancas de 11 a 14 anos de idade. As
variaveis analisadas nesse estudo foram o tipo de operacdo combinatéria (permutacéo,
combinacédo, arranjo com repeticdo e arranjo sem repeticdo), a idade dos participantes e a
natureza (abstrata ou concreta) dos elementos que compunham o problema. Os erros mais
significativos observados ao resolverem os problemas propostos foram atribuir aleatoriamente
a férmula dos arranjos e das combinagdes a um a outro conceito. Este erro fora denominado
de erro de ordem, uma vez que os alunos ndo foram capazes de identificar se a ordem era ou
ndo importante para a resolucdo do problema. Além disso, os participantes ndo desenvolviam
a formula de maneira correta. Os autores observaram também que os alunos que ainda néo
havia recebido instrucdo formal apresentaram maior dificuldade em resolver os problemas de
permutacdo e arranjo com repeticdo, seguindo-se o0s de arranjo sem repeticdo e as

combinagdes.
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A pesquisa conduzida por Fischbein e Grossman (1997) tinha como objetivo obter
mais informacdes no que diz respeito a relacdo entre os esquemas e as intuicdes, referindo-se
especificamente ao sistema combinatorial. Esquemas, nesse estudo, foram definidos seguindo
a linha piagetiana de pensamento, que sao programas de processamento e interpretacdo da
informacdo ou como programas para planejar e executar as reacfes adaptativas. E intuicdes
foram definidas, de maneira geral, como cognicdes imediatas. Foram investigadas as
estimativas intuitivas, relativamente espontanea, de individuos (63 alunos do 7 ° ano, 62
estudantes do 9 ° e do 11 ° anos, 41 alunos universitarios e 25 adultos) no que diz respeito aos
varios tipos de problemas combinatérios (permutacdo, arranjo com repeticao e sem repeticdo
e combinacdo). As estimativas intuitivas foram comparadas com as explicacdes posteriores
dadas pelos participantes e também com as solu¢cbes matematicas corretas. Os resultados
mostraram que, em geral, as suposicdes intuitivas sdo, por um lado, tacitamente baseadas em
algumas operac6es binarias multiplicativas (que, como tal, geralmente ndo estdo relacionados
com as formulas corretas) e, por outro lado, sdo, de alguma forma, influenciadas pelo que
deve ser as respostas corretas.

O estudo de Fischbein e Grossman (1997) concluiu que, de um modo geral, as
intuicbes podem ser pensadas como estando baseadas em algumas regras estruturadas,
expressadas tanto a nivel de maturacdo quanto a niveis de formagdo. Se o objetivo é
influenciar as intuicbes favoravies — e essa € uma tarefa importante para o processo de
aprendizagem - tem de se identificar as estruturas dos esquemas e 0s esquemas especificos
que fundamentam as respectivas intuigdes. Ao incentivar o aluno a adivinhar intuitivamente,
se cria uma situacao desafiadora. Outra forma de conseguir isso é confrontar o aluno com um
palpite pessoal e uma solugdo matematicamente aceita. Tal conflito pode estimular o interesse

do aluno e pode ajuda-lo a superar outros obstaculos intuitivos.
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Carraher, Carraher e Schliemann (1988) realizaram uma série de estudos a partir dos
quais pdde-se observar que é possivel adquirir fluéncia em procedimentos informais de
resolucdo de situacBGes-problemas mesmo sem ter o dominio de métodos escolares. Pesquisas
tém demonstrado que existem diversas estratégias que podem ser adotadas a fim de obter
sucesso na resolucdo de problemas, todavia, a escola valoriza apenas 0s métodos formais,
deixando as margens estas outras maneiras que, apesar de informais, expressam o raciocinio
adequado e necessario para responder a determinadas questdes matematicas. Dessa maneira,
¢ possivel que o raciocinio combinatério surja antes do ensino formal e que ele seja
influenciado e desenvolvido por experiéncias escolares e extra-escolares, quando requisitado.

Portanto, pesquisas como as de Fischbein e colaboradores, Carraher, Carraher e
Schiliemann, entre outras, demonstram que o raciocinio combinatério pode surgir antes do
estagio indicado por Piaget e do ensino formal, podendo ser desenvolvido também por
experiéncias cotidianas (extra-escolares). Logo, torna-se bastante relevante investigar criancas
que ainda nao receberam instrucdes formais a respeito da combinatoria, por meio de situacdes
diversas, a fim de verificar as primeiras caracteristicas relativas ao desenvolvimento do
raciocinio combinatorio.

Nunes e Bryant (1997) afirmam que o raciocinio combinatério é o tipo de problema
multiplicativo que apresenta maior dificuldade para as criancas, apresentando baixos indices
de acertos. Os autores assinalam os seguintes motivos para esta complexidade: (a) o problema
abarca dois conjuntos basicos mais um terceiro conjunto, o qual é identificado pela
combinacéo de cada elemento que formam o conjunto basico; (b) a correspondéncia um-para-
muitos ndo se apresenta de forma explicita na formulacdo verbal. Portanto, torna-se tarefa do
sujeito desvendar que para cada elemento do conjunto béasico existem inGmeras
transformac0es relativas a quantidade do outro conjunto bésico. Eizenberg e Zaslavsky (2002)

ainda acrescentam que outra dificuldade refere-se a questéo de verificar as respostas obtidas
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na resolucdo de problemas de combinatdria, ja que formas distintas de solucionar um mesmo
problema resultam em diferentes respostas visivelmente convincentes, e detectar um erro ndo
leva necessariamente a uma solucéo correta.

No sentido de tornar a aprendizagem da combinatdria mais facil, Batanero, Navarro-
Pelayo e Godino (1997) sugerem duas etapas a serem percorridas: compreender a natureza
dos erros dos estudantes ao resolverem problemas envolvendo o raciocinio combinatério e
identificar as variaveis que podem influenciar as suas dificuldades.

Um estudo nessa direcdo foi realizado por estes autores em 1996 cujo objetivo era
avaliar o raciocinio combinatdrio de 720 alunos do ensino médio, entre 14 e 15 anos de idade,
em problemas de selecdo (nos quais séo selecionados n elementos dentre m), de distribuicdo
(de n elementos em m células) e de parti¢do (subdivisdo de um conjunto de n elementos em m
subconjuntos). Dentre esta amostra, 352 alunos ja tinham estudado formalmente a
combinatdria, enquanto que o restante ndo havia passado por qualquer ensino desse tema.
Fora aplicado um questionario aos participantes, o qual era constituido por 13 itens, cada um
deles correspondendo a um problema combinatério simples, no qual era solicitado ao aluno
que explicasse em detalhe o seu raciocinio.

Os resultados evidenciaram que ambos os grupos de alunos tiveram grande dificuldade
na resolucdo dos problemas, porém o grupo de alunos que ja tinham passado pelo ensino
formal da combinatéria foi o que obteve melhores resultados nos problemas de arranjos,
permutagdes simples e permutagdes com repeticdo. Os participantes demonstraram falta de
raciocinio recursivo, a partir do qual era possivel escrever todas as possibilidades ou calcular
seu numero sem que fosse necessario enumera-las. Os erros observados neste estudo foram os
seguintes: enumeracdo ndo-sistematica, uso incorreto da arvore de possibilidades, erros de
ordem (confundia combinagdo com arranjo), erros de repeticdo (repetia os elementos quando

ndo era permitido ou ndo repetia quando era possivel), confusdo entre tipos de objetos
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(considerava objetos idénticos quando eram distintos ou vice-versa), confusao quanto ao tipo
de célula (tipo de subconjunto) em modelos de distribuicdo, e incompreensdo do tipo de
particdo exigida (Navarro-Pelayo, Batanero & Godino, 1996).

Algumas pesquisas sobre o raciocinio combinatorio buscaram investigar 0
conhecimento que as criancas jovens possuem sobre esse conceito antes de serem ensinadas
formalmente na escola.

Pedrosa (2008) investigou a aquisicdo e o desenvolvimento das noc¢des de raciocinio
combinatério de criancas de sete e oito anos de idade, do primeiro ciclo do Ensino
Fundamental, a partir de um estudo de sondagem e intervencdo. As criancas foram reunidas
em duplas e solicitadas a resolverem dois tipos de atividades. Uma delas consistia em
combinar trajes do vestuario em modelos. A estes trajes eram acoplados uma espécie de ima
para facilitar a colagem dos trajes no modelo. O outro tipo de atividade visava determinar a
guantidade méaxima de caminhos possiveis, em um quadriculado, para se chegar a um destino
a partir de lancamentos de um objeto semelhante a uma moeda. Apo6s a aplicacdo das
atividades, foi realizada uma analise do comportamento das duplas, dos procedimentos e dos
registros obtidos. Os resultados mostraram que o uso do material manipulavel e o trabalho em
dupla favoreceram o interesse bem como o desenvolvimento de idéias de organizacdo, leitura,
contagem, visualizagdo dos resultados e dos primeiros passos na relacdo entre 0os campos
aditivo e multiplicativo, essenciais para o desenvolvimento do raciocinio combinatorio.

Pessoa e Borba (2007, 2008, 2009) buscaram investigar as estratégias empregadas por
alunos do 2° ao 5° ano do Ensino Fundamental e o seu desempenho em relacdo a resolucao
dos diferentes tipos de problemas de raciocinio combinatério, antes de sua introducéo formal
na escola. A fim de atingir este objetivo, participaram do estudo 99 alunos, com idade entre
seis e doze anos. Cada participante resolveu individualmente uma ficha que continha oito

problemas envolvendo o raciocinio combinatério, sendo dois de cada tipo (produto cartesiano,
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combinacdo, arranjo e permutacdo). Os quatro primeiros problemas continham valores que
levavam a um maior numero de possibilidades na solucdo, enquanto que os quatro Gltimos
envolviam menos possibilidades.

Os resultados indicaram que os alunos das séries mais avancadas apresentaram um
melhor desempenho do que aqueles das séries iniciais havendo, portanto, um progresso no
que se refere & gradacdo por série. E importante ressaltar que nenhum dos alunos do 2° ano
acertou os problemas, porém observou-se que alguns deles iniciaram corretamente as suas
resolucdes. No que concerne ao indice de acertos em relacdo ao tipo de problema, foi
observado um melhor desempenho nos problemas de produto cartesiano (29%), o qual €
trabalhado explicitamente nestas séries, em comparagdo com 0s outros tipos de problema:
combinacdo (13%), arranjo (8%) e permutacdo (3%). Outro achado importante refere-se a
influéncia da grandeza numérica no desempenho dos alunos, haja vista que estes apresentaram
uma maior dificuldade nos primeiros problemas do que nos ultimos. As autoras identificaram
os tipos de respostas mais frequentes dos alunos em relacéo as tarefas propostas, a saber:

1. Em branco: nesse caso, ndo é possivel saber o motivo do aluno ndo ter respondido ao
problema (se foi falta de interesse, ou por ndo saber responder, por considerar o
problema de dificil resolugdo ou simplesmente porque ndo quis fazer);

2. Apenas resposta incorreta: o aluno fornece apenas a resposta incorreta ao problema
proposto, embora, algumas vezes, fosse possivel inferir a operacao por ele adotada;

3. Apenas resposta correta, sem explicitacdo da estratégia: a crianca fornece apenas a
resposta correta ao problema proposto, embora, algumas vezes, fosse possivel inferir a
operacdo por ele realizada;

4. Resposta incorreta, sem o estabelecimento de relacdo: o aluno apresenta uma

resposta incorreta e na sua resolucdo ndo ha indicios com a questao proposta;
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5. Resposta incorreta, com o estabelecimento de relacdo: o aluno erra a resposta,
porém mantém uma relacdo com a logica do problema. Na maioria das vezes, o aluno
ndo consegue esgotar todas as possibilidades para o problema proposto;

6. Resposta correta com explicitacdo de estratégia: o aluno é capaz de compreender a
I6gica do problema e chegar a resposta correta.

Foram identificadas também as formas de resolugdo que os alunos apresentaram:
a. Realiza adicdo, subtracdo ou divisdo utilizando os valores apresentados no
enunciado e a resposta, geralmente, é incorreta sem relacéo.
b. Desenha ou escreve possibilidades, podendo a resposta ser correta ou incorreta,
havendo, ou ndo, o esgotamento de todas as possibilidades.
c. Relaciona o problema a um produto, podendo a multiplicacdo ser adequada ou néo.
Diante dos resultados, as autoras concluiram que os alunos das séries iniciais ja
desenvolvem estratégias acerca do raciocinio combinatério, as quais devem ser aproveitadas
pela escola a fim de que possam ajuda-los a progredir na compreensdo dos diversos tipos de
problemas e no seu desenvolvimento conceitual. Portanto, estudos nessa direcdo possibilitam
um maior conhecimento acerca das estratégias empregadas por criangas jovens ao resolverem
problemas de combinat6ria bem como os erros mais frequentes, sendo de extrema importancia
uma reflexdo maior sobre estes dados a fim de que seja possivel criar situacGes de
aprendizagem mais adequadas para o ensino do raciocinio combinatério.

Alguns estudos buscaram examinar o efeito da idade/escolaridade sobre as estratégias
e 0 desempenho das criancas e adolescentes sobre a resolugdo de problemas envolvendo o
raciocinio combinatorio.

Nesse sentido, Moro e Soares (2006) realizaram um estudo cujo objetivo era verificar
como ocorre a construgdo do raciocinio combinatério a partir da resolu¢do de problemas

multiplicativos de produto cartesiano na escola fundamental. Participaram do estudo 50
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criancas com idades entre sete e onze anos, estudantes do 4° e 5° anos do ensino fundamental.
Os participantes eram solicitados a responder quatro problemas de produto cartesiano cuja
solucdo exigia um calculo de multiplicacdo, assim, o objetivo desta atividade era encontrar
uma medida produto a partir da combinacéo de outras duas medidas elementares. O primeiro
problema consistia na combinacdo de tipos de carros com tipos de rodas, apresentando um
total de seis combinacGes possiveis, sendo dois e trés, 0s seus pares numéricos. O segundo
problema consistia na combinacdo de trés fatores, a saber, sabores de sorvete, coberturas de
sorvete e tipos de casquinha, tendo como pares numeéricos 28, 12 e 5 e, portanto, apresentando
um total de 1680 combinagbes possiveis. O terceiro problema apresentava trés variaveis a
serem combinadas — tipos de queijos, tipos de frios e tipos de pdes — apresentando um total de
24 combinacOes possiveis, tendo dois, trés e quatro como seus pares numéricos. O quarto
problema, por fim, versava sobre a combinacdo de pulseiras, anéis e colares, tendo 92, 115,
32, como pares numéricos e, portanto, apresentando um total de 338560 combinacdes
possiveis. E interessante salientar que os problemas foram apresentados a crianca em um
formato de teste escrito e foram respondidos individualmente em uma sessao coletiva, na sala
de aula.

Diante da andlise das estratégias adotas pelas criancas nas resolucGes de cada
problema, Moro e Soares (2006) encontraram niveis e subniveis hierarquicos de raciocinio
combinatorio, séo eles:

1. Nivel 0 — Resposta alheia ao contexto: a crianca apresenta uma solucdo ndo
numérica, sem que haja relacdo com o que € pedido no enunciado do problema e sem
referéncias as variaveis;

2. Nivel I — Resposta contextualizada sem indicio de combinagao:

Subnivel 1A- solugdes que apresentam escolhas referentes a uma ou mais variaveis,

sem que haja combinagdes entre elas;
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Subnivel IB- solugdes com célculo ativo, sendo este mental ou ndo, de algumas ou de
todas as quantidades envolvidas;
Subnivel IC- solucBes com uso de algoritmo escolar em contexto onde néo se aplica.

3. Nivel Il - Primeiras aproximaces a solucdo combinatoria:

Subnivel 11A- a crianca apresenta apenas uma possibilidade de combinacao entre as
variaveis;

Subnivel 1IB- ha a representacdo de algumas combinacdes das variaveis, envolvendo
um ou mais valores, com forte presenca da correspondéncia termo a termo como
organizadora;

Subnivel 11C- as solugdes correspondem a um numero limitado de combinacbes das
varidveis, mas sem o uso de valores distratores. Existe também uma forte presenca da
correspondéncia termo a termo como organizadora.

4. Nivel 111 — Obtencao de algumas combinacdes:

Subnivel I11A- ha a representacdo de muitas combinacBes entre as variaveis, mas com
0 emprego dos valores distratores;

Subnivel 111B- as criancas realizam muitas combinacdes por meio de jungdes de
calculos entre alguns e/ou todos os valores das varidveis envolvidas;

Subnivel 111C- o participante consegue realizar um certo nimero de combinagdes entre
os valores envolvidos, que sdo obtidas mediante diferentes juncdes aditivo-
multiplicativas.

5. Nivel IV — Presenca de solugdes combinatdrias: a crianga realiza todas as
combinagbes possiveis, seja por representacdo em diagrama cartesiano, seja por
calculo multiplicativo.

Diante do exposto, verifica-se que & apenas no nivel IV que as criangas refletem

adequadamente sobre as relacbes combinatorias, representando todas as combinacGes
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possiveis. Os resultados da pesquisa em questdo indicaram que a maioria das solucbes
localiza-se nos niveis | e Il. De todas que participaram, apenas quatro criancas do 5° ano
apresentaram solucGes referentes ao nivel IV, o mais alto da hierarquia. Portanto, os
resultados desse estudo apontam para uma possivel relagdo entre os niveis de raciocinio
combinatério, encontrados nas solucfes analisadas, e 0 ano escolar. No que se refere aos
suportes de representacao utilizados, as escassas solugdes relacionadas ao nivel IV utilizaram
a “arvore de possibilidades” como ferramenta para o céalculo multiplicativo. Embora, as
autoras tivessem encontrado niveis de construcdo inicial deste conceito com uma passagem do
calculo aditivo para o calculo multiplicativo, bidimensional, ha, explicitamente, uma
dificuldade do participante em trabalhar com este tipo de problema de ordem multiplicativa.

Assim, mediante as dificuldades apresentadas, Moro e Soares (2006) consideram que
0 planejamento metodoldgico e o instrumento utilizado para a coleta de dados continham
algumas limitacdes. Nessa pesquisa, apenas as solucbes escritas dos participantes foram
analisadas, ndo havendo nenhum outro dado, como a expressao verbal, que possibilitasse uma
interpretacdo e compreensdo, em uma ordem metacognitiva, referentes as relacbes que
estariam envolvidas nas combinagdes.

Soares e Moro (2006) replicaram a pesquisa relatada acima com 60 criancas de 10 a
15 anos, estudantes do 6° e 7° ano do ensino fundamental. As criancas foram solicitadas a
responder os quatro problemas mencionados no estudo anterior, seguindo a mesma estrutura
metodoldgica. As estratégias de solucdo utilizadas pelas criancas foram especificadas em
quatro niveis de construcdo do raciocinio combinatorio, a saber:

1. Nivel I — Auséncia de solucdo combinatoria: nesse nivel, os participantes possuem
dificuldades de compreenséo e de interpretacdo acerca do que é solicitado no texto do
problema. As criancas realizam calculos aritméticos diversos com a finalidade de

encontrar, de alguma forma, uma resposta numérica para o problema;
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2. Nivel Il — Primeiros indicios de solu¢Ges combinatdrias: as criancas fazem relacdes
de correspondéncia termo a termo entre valores das variaveis;

3. Nivel 11l — Alguma aproximacdo de solucdes combinatorias: os participantes
utilizam diagramas e surgem as primeiras correspondéncia um-para-muitos, ainda com
presenca da contagem das combinac@es e marcas aditivas. E caracteristica desse nivel
também o emprego do calculo (mental ou ndo) predominantemente multiplicativo com
os valores de algumas variaveis;

4. Nivel IV — Presenca de solucGes combinatdrias: as criancas conseguem representar
0 esquema de correspondéncia um-para-muitos entre todos os valores de todas as
varidveis contidas no problema por meio da utilizacdo de diagramas ou de outros
recursos graficos, como por exemplo, listas e tabelas.

Semelhantemente ao estudo anterior (Moro & Soares, 2006), as estratégias de solugcdes
dos participantes dessa nova amostra se apresentaram como uma hierarquia, a qual destaca a
transformacdo do esquema de correspondéncia termo a termo para a correspondéncia
maltipla, como também um progresso do cdalculo relacional aditivo para o célculo
multiplicativo.

Taxa-Amaro (2006) realizou um estudo com alunos do 4° ano do ensino fundamental
com o objetivo de investigar as relacdes entre o desempenho escolar em matemaética e as
operacOes combinatdrias que subsidiam a construcdo da estrutura multiplicativa. Participaram
da pesquisa 32 criangas, as quais foram divididas em dois grupos (A e B), ficando, 16
participantes, por sua vez, em cada um dos grupos. Os integrantes do grupo A eram aqueles
que apresentavam pontuacdes mais elevadas na prova de matematica do Sistema de Avaliacédo
do Rendimento Escolar de Sdo Paulo (SARESP/96) e os do grupo B eram aqueles que
tiveram 0s menores escores nessa prova. Os participantes foram entrevistados

individualmente de acordo com o método clinico piagetiano. Todas as criangas foram
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solicitadas a resolver trés problemas de produto cartesiano, 0s quais estavam escritos em uma
folha de papel. O primeiro problema se referia a combinacdo de camisas e blusas, com 0s
pares numéricos trés e quatro, apresentando, portanto, um total de 12 combina¢fes possiveis.
O segundo problema se referia a combinacdo de homens e mulheres, com 0s pares numericos
3 e 3, apresentando um total de nove combinacdes. Ja o ultimo problema néo foi descrito pela
autora, sendo nomeado de “problema de sala de aula”, cujos pares numéricos eram 2 ¢ 3 e,
portanto, apresentava um total de seis combinacdes possiveis.

Os dados foram analisados a partir da quantidade de acertos e das estratégias de
resolucdo empregadas pelas criangas. No que diz respeito ao numero de acertos em relagéo ao
primeiro problema, 18,8% (trés alunos) do grupo A e 12,5% (dois alunos) do grupo B
conseguiram realizar todas as combinacGes possiveis. Nos segundo e terceiro problemas, 50%
do grupo A (oito alunos) realizaram todas as combinacGes possiveis, enquanto que no grupo
B, apenas um aluno (6,3%) acertou todas as combinacdes possiveis. Diante dos dados
encontrados, a autora sugere que existe uma relacdo proporcional entre o desempenho em
matematica e o desempenho nos problemas de produto cartesiano, assim, um melhor
desempenho nessa primeira varidvel, levaria a um melhor desempenho na segunda.

Taxa-Amaro (2006) categorizou as estratégias utilizadas pelos alunos baseadas nos
esquemas de correspondéncia termo a termo e um-para-muitos delineados por Piaget e
Szeminska (1971). Sendo assim, essas estratégias foram classificadas em trés grupos, a saber:

1. Estratégias por correspondéncia termo a termo rigida: primeiramente, os alunos
realizam uma representacdo gréafica e, depois, ordenam 0s pares por correspondéncia
termo a termo entre os elementos dos dois conjuntos do problema, ndo admitindo
trocas entre os elementos dos conjuntos;

2. Estratégias por correspondéncia dinamica sem totalizacdo e sistematizacao

combinatdria: os participantes tentam resolver os problemas utilizando estrategias
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diferenciadas (por exemplo, faziam céalculos com algoritmos das operacdes

aritméticas; realizavam combinacdes baseadas na idéia de que poderiam ‘trocar’ as

pecas quantas vezes quisessem, ndo havendo para isso nenhum controle de
quantificacdo; ou ainda realizavam repeticbes dos pares ordenados e tentavam
controlar as combinacdes repetidas);

3. Estratégias por correspondéncia dinamica e totalizada com um sistema
combinatdrio parcial: embora, 0s participantes ainda apresentem oscilacdes nos seus
procedimentos, estas sdo menos frequentes entre a acdo desempenhada e a justificativa
apresentada durante a realizacdo das combinacdes. A dificuldade maior das criancas
refere-se ao controle sistematico das combinacdes, apesar de haver tentativas nesse
sentido.

Diante dos resultados encontrados pela autora, observa-se que, em relacdo ao
desempenho, os dois grupos apresentaram um numero discreto de acertos nos trés problemas
propostos, 0 que demonstra que as criangas, mesmo aquelas do grupo A (composto por alunos
que obtiveram escores mais elevados na prova do SARESP/96), tiveram dificuldade em
encontrar uma solucdo combinat6ria para os problemas de produto cartesiano. No que
concerne ao planejamento metodoldgico da pesquisa em questdo, os problemas aplicados
neste estudo sdo caracterizados como sendo multiplicativos, uma vez que é dada a crianca o
valor de duas medidas elementares, a fim de que ela encontre valor da medida produto. Outro
ponto que pdde ser observado é que os valores dos pares numéricos utilizados nas questdes
séo baixos, sendo o maior deles 3 e 4, que produz um total de 12 combinagdes possiveis.

Com o objetivo de superar algumas dificuldades encontradas pelos alunos, Esteves
(2001) investigou a aquisicdo e 0s primeiros conceitos de analise combinatoria em 28
adolescentes de 14 anos de idade, que cursavam o 9° ano do Ensino Fundamental. A autora

trabalhou com dois grupos: um experimental, formado pelos alunos do Gltimo ano do Ensino
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Fundamental, e um de referéncia, composto por alunos do 2° ano do Ensino Médio. Ambos os
grupos foram submetidos a um pré-teste antes de receberem a instrucdo sobre anélise
combinatdria, para, depois, estudarem este assunto por meio de duas abordagens distintas. O
grupo experimental (GE) realizou o estudo através de uma sequéncia de ensino elaborada pela
autora, engquanto que o grupo de referéncia (GR) seguiu a abordagem tradicional apresentada
nos livros didaticos. As aulas desenvolvidas para o GE, as quais eram baseadas nas pré-
concepcdes dos alunos, ocorreram em sete encontros de, aproximadamente, 60 minutos, em
horério extra-aula. Cada encontro era caracterizado pela resolucdo, em dupla, de uma ficha
contendo varias situacGes-problema de combinatoria. Apos, as sequéncias de aulas, os dois
grupos realizaram um pos-teste.

Os resultados desse estudo revelaram que os alunos apresentam dificuldades em
resolver estes problemas, sendo as principais causas do fracasso: (i) confusdo sobre a
relevancia da ordem, (ii) falta de organizacdo para enumerar os dados sistematicamente, (iii)
duvidas com relacdo a identificacdo da operacdo aritmética equivalente, (iv) e interpretacao
do problema, quando este apresenta mais de uma etapa. Quanto ao uso das representacdes,
observaram que nem sempre o0s estudantes conseguem utiliza-las de maneira adequada para
expressar a situacdo-problema. Em algumas situacOes, a representacédo utilizada pelo aluno o
auxiliava, em outras, o conduzia a uma interpretacdo inadequada, principalmente nos
problemas em que o numero de possibilidades era elevado. Esteves (2001) defende que a
solucdo para as dificuldades esta na busca de uma aprendizagem na qual o aluno constroi seu
proprio conhecimento, na diversidade das atividades propostas e na visdo do erro enguanto
processo de aprendizagem.

De maneira geral, estas pesquisas buscaram investigar o desenvolvimento do
raciocinio combinatdrio nas criancas, apontando as estratégias adotadas por criangas na

resolucdo dos problemas de combinatoria, erros mais frequentes e possibilidades de superacéo
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destes. Ja outros estudos buscam examinar os diferentes problemas de estrutura multiplicativa
a fim de comparar o desempenho e as estratégias realizadas nestes problemas. Alguns deles
sdo apresentados a seguir.

Batista (2002) investigou o efeito de diferentes suportes de representacdo sobre a
resolucdo de quatro problemas, os quais fazem parte do campo das estruturas multiplicativas.
O primeiro problema era do tipo isomorfismo e a sua resolucdo envolvia a multiplicacao
(pares numericos 3 e 5). O segundo problema também envolvia a multiplicacdo para a sua
resolucdo, porém era do tipo produto de mediada (ou produto cartesiano) e tinha como par
numérico, os valores 4 e 3. Diferentemente dos outros, o terceiro problema envolvia a divisao
para obter a sua solucdo e era do tipo isomorfismo (pares numéricos 18 e 6). O quarto
problema também envolvia a divisdo para a sua resolucdo, porém era do tipo produto
cartesiano, com par numeérico 20 e 5. Participaram deste estudo, quarenta estudantes do 3° ano
do ensino fundamental, que foram alocados em dois grupos: 1- material concreto definido e 2-
material concreto indefinido. As criangas foram entrevistadas individualmente e solicitadas a
responder os problemas e, em seguida, explicar o procedimento empregado na sua resolucao.

Diante das estratégias adotadas pelas criancas na resolucdo dos problemas de
raciocinio combinatdrio, mais especificamente, a autora classificou as estratégias da seguinte
maneira.

1. Estratégia inadequada: o aluno faz uma operacdo inadequada e para isso,
geralmente, faz uso da adig@o ou da subtracdo com os valores contidos no enunciado
da questéo.

2. Combinacéo por pares fixos: a crianga apresenta como resposta 0 menor numero
presente no enunciado. Ela age dessa maneira pelo fato de pensar em termos de pares
fixos, rejeitando a idéia de que uma mesma blusa/saia pode formar um par diferente

com outra saia/blusa. Em outras palavras, uma vez que foi constituido um par, esse
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ndo pode ser desfeito e, portanto, seus elementos ndo poderdo formar novas

combinag6es com outros elementos.

3. Combinacédo flexivel dos pares limitados pelo maior numero presente no
enunciado: o participante apresenta como resposta 0 maior ndmero presente no
enunciado do problema. Nesse caso, a crianga comeca a pensar em termos de pares
combinados, porém ainda ndo aceita a idéia de formar um nimero maior de
combinacg6es do que o maior valor numérico presente no enunciado.

4. Combinacéo flexivel dos pares: o aluno pensa em termos de pares combinados e
aceita a idéia de que uma mesma blusa pode combinar com mais de uma saia, ou seja,
ele é capaz de realizar todas as combinacdes possiveis.

Diante dos resultados, verificou-se que o desempenho das criancas se diferenciava em
razdo do tipo de problema, sendo os problemas de isomorfismo (72,5% de respostas corretas)
mais faceis do que os de combinatodria (6,7% de acertos). Com o resultado dessa pesquisa,
novamente, foi possivel evidenciar a dificuldade das criancas em resolverem corretamente
problemas referentes ao raciocinio combinatério e, portanto, Batista (2002) p6de inferir que
0s problemas de isomorfismo e de produto cartesiano requerem raciocinios diferentes para
serem resolvidos.

Com esse mesmo intuito de averiguar o desempenho e as estratégias das criangas
diante de diferentes tipos de problema de estrutura multiplicativa, Selva et al. (2008)
realizaram um estudo com 90 criangas do 4° e 6° anos do ensino fundamental, as quais foram
solicitadas a resolverem 10 problemas, sendo dois de multiplicacdo, dois de divisao partitiva,
dois problemas de divisdo por quotas, dois de produto cartesiano direto (que envolve a
multiplicacdo) e dois de produto cartesiano indireto (que envolve a divisdo). Os participantes

deveriam responder individualmente os problemas por meio de lapis e papel.
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Os resultados indicaram que os problemas de multiplicacédo e divisdo partitiva foram
mais faceis para as criangas do que os problemas de produto cartesiano, que foram
considerados mais dificeis, sobretudo, os inversos. A maior parte da dificuldade parece dever-
se a falta de entendimento da estrutura multiplicativa inserida nos problemas, levando,
portanto, os participantes a resolverem através da adi¢cdo ou subtracdo. Diante disso, 0 que se
percebe é a aparente existéncia de diversos tipos de situagdes multiplicativas e que estas
situacOes abarcam niveis de raciocinio multiplicativos distintos.

Pessoa, Silva e Matos (2005) e Pessoa e Matos (2006) realizaram uma pesquisa com
153 alunos do 4° ao 6° ano do Ensino Fundamental a fim de avaliar as suas habilidades para
resolver problemas de estruturas multiplicativas. Os participantes foram solicitados a resolver
oito problemas multiplicativos, que envolviam produto cartesiano, correspondéncia um-para-
muitos, divisdo por quota e divisdo partitiva. Os resultados indicaram que os estudantes
pesquisados ainda apresentavam dificuldades em resolver problemas de estrutura
multiplicativa, sendo o mais dificil, tanto para os alunos do quarto como do quinto ano, as
tarefas que envolviam produto cartesiano.

Bryant, Morgado e Nunes (1992) observaram 32 criancas, de oito e nove anos de
idade, resolvendo quatro problemas de multiplicacdo, dois dos quais eram de correspondéncia
um-para-muitos simples (isomorfismo) e os outros dois eram problemas de produto
cartesiano. As criancas foram distribuidas, de maneira aleatdria, em dois grupos. Ao grupo A
foi disponibilizado todo o material concreto necessario correspondente aos valores indicados
no enunciado do problema (por exemplo, seis bermudas e quatro camisetas), enquanto que ao
grupo B, foi disponibilizado apenas um subconjunto dos materiais (por exemplo, duas
bermudas e quatro camisetas). Os participantes do grupo A, por terem recebidos todo o
material, tinha apenas que saber como manipular esse material. Ja as crian¢as do grupo B, por

ndo ter recebido todo o material, teriam que saber usar o subconjunto para criar um modelo
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para pensar e, a partir dai, conseguir fazer todas as combinagdes possiveis. Os resultados
indicaram que todas as criangas de oito e nove anos de idade conseguiram acertar todos 0s
problemas de correspondéncia maltipla simples (isomorfismo) quando tinham o conjunto
completo de materiais para Ihes servir de suporte. Ja as criancas de oito anos obtiveram menos
da metade das respostas corretas quando possuiam apenas uma parte dos materiais. No que
concerne aos problemas de produto cartesiano, nenhuma das criancas de oito anos acertou o
problema sem o apoio de todos 0s materiais concretos necessarios para chegar a solugéo.
Estes problemas mais sofisticados também se apresentaram como muito dificeis para as
criancas de nove anos, que acertaram cerca de 55% das vezes quando dispunham de todo o
material necessario para representar a situacao.

As pesquisas delineadas até 0 momento versam sobre as dificuldades de criancas e
adolescentes em relacdo a resolucdo de problemas sobre raciocinio combinatério. Contudo, ha
alguns estudos que apontam algumas possibilidades para o raciocinio combinatério infantil.
Alguns deles seréo descritos a seguir.

English (1991, 1992) realizou varios estudos a fim de investigar as primeiras idéias
das criancas sobre a combinatéria. Para atingir este objetivo, a autora examinou 50 criangas,
as quais foram divididas em seis grupos em funcéo da faixa etaria (quatro anos, cinco anos,
seis anos, sete anos, oito anos e nove anos), durante a resolucdo de sete problemas de
combinatéria do tipo produto cartesiano, todos aplicados individualmente em uma Unica
sessdo. As tarefas consistiam em vestir ursos de brinquedos (em madeira) com todas as
possibilidades de roupas. O traje era composto por uma camisa e uma calca e cada item deste
vestuario era feito de material adesivo a fim de facilitar a sua colagem no brinquedo. Uma vez
que os ursos tinham sido vestidos, as criangas tinham que coloca-lo em uma plataforma de
madeira para que as roupas pudessem ser vistas claramente. Apos a resolucdo de cada tarefa,

0 participante era questionado se todos os trajes foram formados ou se haveria outros a serem
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formados. Para cada problema, era fornecida a crian¢a uma quantidade maior de ursos e trajes
do que aquela necessaria para resolver a tarefa. E importante salientar que os problemas
consistiam em combinar duas varidveis (camisa e calca) e o valor de cada elemento do
conjunto basico chegaria até trés, gerando, portanto, um total maximo de nove combinacdes
possiveis (3x3). Diante dos resultados encontrados, English observou um desenvolvimento
gradual das estratégias utilizadas na resolucdo desses problemas a medida que aumentava a
idade dos participantes. As estratégias identificadas foram as seguintes:

1. Auséncia de planejamento: a crianca ndo faz qualquer tentativa na direcdo de
encontrar todos os trajes possiveis, ela apenas veste 0os ursos. Uma variacdo desta
estratégia € a selecdo aleatoria dos itens através de tentativa e erro;

2. Estratégia de transicdo: € mais eficiente do que a estratégia anterior, porém nao é tdo
eficiente quanto as estratégias algoritmicas sofisticadas. A principal caracteristica
desta estratégia € a presenca de um padrédo de selecdo de itens. Todavia, esse padréo é
perdido ou alterado ocasionalmente ao longo da resolugéo do problema.

3. Estratégia odométrica: é a estratégia mais eficiente. A crianga escolhe um item e o
adota como “constante” (por exemplo, blusa azul), selecionando-0 varias vezes até que
todas as combinacdes possiveis referentes a este item sejam efetuadas. A partir de
entdo, a crianca escolhe um novo item “constante” e repete 0 mesmo procedimento até
que haja o esgotamento de todos os itens.

Os resultados indicaram que criancas de quatro e cinco anos ndo planejam estratégias
de solucéo para as tarefas, vestindo aleatoriamente os ursos, enquanto que as criangas de seis
anos ja comecaram a utilizar a estratégia de transicdo, formando algumas combinacdes.
Contudo, € apenas a partir dos sete anos de idade que as criancas utilizam a estratégia
odométrica na resolucdo de problemas e, dessa maneira, esgotam todas as combinacdes

possiveis. A estratégia odométrica é empregada mais frequentemente pelas criangas de 9 anos
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(46,7%), porcentagem esta que corresponde também ao maior ao numero de acertos. English
ainda observou que os grupos de criangas de quatro e cinco anos de idade ndo avangaram
mais que os procedimentos de tentativa e erro, como previsto por Piaget para criangas
localizadas na fase do pensamento pré-operacional. Ja as criancas de sete a nove anos
realizaram procedimentos sistematicos para construir as combinac6es. Portanto, diante destes
dados, a autora concluiu que, em condi¢Ges adequadas, as criancas da fase operacional-
concreto podem adquirir um método sistematico para a construcdo de combinacgdes. A autora,
ainda recomendou que o trabalno com esses tipos de problema deveria acontecer
precocemente na escola, assegurando que quanto mais cedo este trabalho fosse realizado,
mais cedo as criancas seriam capazes de adquirir conhecimento do campo conceitual da
combinatoria.

Em outra pesquisa, English (1993) buscou investigar se a familiarizacdo com
problemas manipulativos de produto cartesiano mais simples promoveria uma maior
facilidade na resolucdo de problemas manipulativos de produtos cartesianos mais sofisticados.
A autora examinou se os procedimentos e as estratégias empregadas em um problema simples
podem ser extrapolados para problemas mais complexos, ou se estas estratégias sdo alteradas
a medida que a dificuldade da atividade aumenta. Participaram deste estudo 96 criangas de
sete a doze anos de idade, as quais foram divididas em seis grupos em funcdo da idade (sete
anos, oito anos, nove anos, dez anos, onze anos e doze anos). As criangas eram solicitadas a
resolver problemas mais simples, que se assemelhavam aos problemas descritos no estudo
anterior (vestir ursos de brinquedo com diferentes pecas de roupa) e os problemas mais
complexos tambem eram semelhantes, porém ao invés de diferentes cores de camisas, 0S
participantes tinham camisa de mesma cor, mas com diferentes quantidades de botdes, cujos
valores variavam de um a trés botdes. De acordo com os dados obtidos, a autora observou que

as criangas mais jovens alteravam mais as suas estratégias, ao passo que as mais velhas
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apresentaram estratégias fixas de resolucdo que eram empregadas nos problemas
independentemente do seu nivel de complexidade. Assim, a autora concluiu que néo € o nivel
de complexidade dos problemas que determina a utilizacéo de estratégias de solucdo, uma vez
que estas sdo esquematizadas em funcdo do percurso evolutivo da propria crianca.

Mekhmandarov (2000) buscou investigar a compreensdo de problemas de produto
cartesiano com criancas da educacdo infantil. A compreensdo da crianca foi testada pela
observacdo da forma como elas construiam os pares ordenados, classificavam um
determinado conjunto de pares e previam o tamanho do produto, antes mesmo de construir
esse conjunto. Cada crianca, das 45 que participaram do estudo, foi solicitada a resolver
individualmente tarefas de manipulagdo, utilizando blocos 16gicos (“Lego™) para compor
pares ordenados, e tinham que formar dois conjuntos iguais e dois conjuntos diferentes de
elementos. Outra tarefa que os participantes também deveriam executar refere-se a
classificacdo de elementos segundo uma tabela de dupla entrada (tabela bidimensional). O
autor descreveu trés principios que ele utilizou para avaliar a compreensao das criangas acerca
da estrutura cartesiana, séo eles:

1. Compreender que cada par é construido por um e somente um elemento de cada um
dos conjuntos;

2. Compreender que cada par é um elemento do novo conjunto-produto, aceitando que
cada elemento do conjunto basico pode aparecer em diversos pares (correspondéncia
um-para-muitos), ao contrario do que ocorre na estrutura aditiva,;

3. Compreender que cada par deve aparecer apenas uma vez no conjunto-produto.

Os resultados deste estudo indicaram que as tarefas de construcéo de pares ordenados
de dois conjuntos idénticos foram mais dificeis em relacdo aos conjuntos diferentes, isto se
deve ao fato das criancas terem se focalizado nas relagbes entre os elementos dentro dos

pares, sendo este um entrave mais perceptual do que matematico. Em relagdo aos conjuntos
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diferentes, cerca de um terco dos participantes conseguiu analisar a estrutura bidimensional do
produto. No que diz respeito a analise da compreensdo dos alunos acerca dos principios que
dao suporte ao produto cartesiano, Mekhmandarov (2000) observou, por exemplo, que 98%
das criancas sabiam que um mesmo elemento do conjunto basico pode aparecer em diversos
pares (conjunto-produto). Portanto, de maneira geral, os resultados evidenciaram que a maior
parte dos participantes foi capaz de construir elementos de um produto cartesiano ou aprender
a fazé-lo durante a entrevista por meio de algumas instrucbes. O autor considerou seus
resultados demasiadamente surpreendentes haja vista a dificuldade que os alunos do 4° e 5°
anos ainda encontram na construcdo de todas as possibilidades em problemas de
combinatdria. Assim, diante da performance e do processo de aprendizagem das criancas da
educacdo infantil que participaram deste estudo, o autor sugere que tarefas que envolvam
estrutura de produto cartesiano possam ser introduzidas desde cedo nas escolas.

Focalizando as relagcbes mais implicitas que estdo envolvidas nos problemas de
raciocinio combinatorio, assim como fez Mekhmandarov (2000) e English (1991, 1992), Silva
e Spinillo (2010) buscaram investigar o possivel efeito da explicitacdo da correspondéncia
um-para-muitos e dos principios indicados por Mekhmandarov (2000) no raciocinio
combinatério. Para examinar essa possibilidade, dois tipos de problemas de produto
cartesiano (problemas de percurso e de traje) foram apresentados em trés situagdes distintas,
as quais diferiam em funcdo da explicitagdo e da ndo explicitacdo das relagbes um-para-
muitos. A situacdo | se caracterizava pelas correspondéncias um-para-muitos estarem
implicitas nos enunciados dos problemas, sendo, portanto, os problemas apresentados de
forma classica como usualmente se observa nas pesquisas da area e livros didaticos. Na
situacdo 11, as correspondéncias multiplas estavam explicitadas no enunciado do problema e
este era acompanhado também de uma representacdo grafica dos conjuntos elementares. A

situacdo 111 havia a explicitacdo das relagbes um-para-muitos no enunciado do problema e dos
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principios de Mekhmandarov (2000). Vale ressaltar que esta pesquisa se dividiu em dois
estudos, que se distinguiam quanto a ordem de apresentacdo das situacdes. No Estudo 1, a
ordem de apresentacdo foi: Situacdo I, Situacdo Il e Situacdo Ill. Enquanto que no Estudo 2, a
ordem foi a sequinte: Situacdo Il, Situacédo Il e Situacao I.

Participaram da pesquisa 40 criancas, de oito anos de idade, alunas do 3° ano do
Ensino Fundamental e nenhuma delas havia recebido instrucdo formal sobre a multiplicacéo
no contexto escolar. Silva e Spinillo (2010) observaram diferentes tipos de estratégias, as
quais foram baseadas naquelas propostas por Batista (2002), mas com acréscimo de outras,
que variaram em funcdo do nivel de maior ou menor sofisticacdo. Estas estratégias sdo
descritas abaixo.

1. Estratégia inadequada: a crianca realiza uma operacdo inapropriada, em geral de
adicdo ou subtracdo dos dois valores presentes no enunciado do problema;

2. Combinacéo por pares fixos: a crianca fornece como resposta 0 menor valor presente
no enunciado do problema, pois para ela ndo é possivel formar mais combinagdes se o
namero de elementos de um dos grupos foi extenuado;

3. Formagao de algumas combinacfes sem sistematizacdo na formacao dos pares: a
crianca comeca a fazer a correspondéncia um-para-muitos. Algumas oferecem como
resposta 0 maior nimero presente no enunciado do problema, outras criangas realizam
combinagfes, mas sem que haja uma sistematizacdo na formacao dos pares;

4. Solucdo combinatoria por contagem: a crianca realiza a correspondéncia multipla
com os elementos do problema e cada novo par formado conta com uma unidade,
descobrindo, ao final da contagem, o resultado adequado do problema.

5. Solucédo combinatoria por adicdo repetida: a crianga encontra as combinagdes para
um item do enunciado e adiciona consecutivamente essa quantidade de acordo com o

namero de elementos presente no enunciado do problema. Outra forma de expressar o
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mesmo raciocinio é por meio da contagem em multiplos, na qual a crianca realiza a
contagem dos grupos de combinacdo formados com quantidades iguais, sem citar o
sinal da operacédo que esta sendo usado, até chegar ao numero total de combinacdes.

6. Solucdo combinatoria por multiplicacdo: A crianga encontra a resposta correta por
meio da operacdo multiplicativa a partir dos valores presentes no enunciado do
problema.

Os resultados do estudo evidenciaram que a explicitacdo da correspondéncia um-para-
muitos, seja acompanhada de representacdo grafica ou dos principios invariantes, auxilia a
resolucdo de problemas de produto cartesiano. No que diz respeito aos dois tipos de estudo,
verificou-se que o percentual de acerto no Estudo 2 é alto em ambos os problemas e nas trés
situacOes propostas. Enquanto que no Estudo 1, o desempenho na situacdo | foi aquém do que
aquele observado nas outras situacdes. Além disso, foi observado um efeito de ordem no que
concerne a aplicacdo das situacfes. Quando as situacdes de explicitacdo antecediam a situacdo
implicita, o desempenho dos alunos nesta Ultima situacdo era melhor, se aproximando do
desempenho das demais situacdes. Em relacdo as estratégias, 0s dados apontaram que 0 UsO
delas variava apenas em relacdo as situacdes, sendo 0 maior nimero de estratégias que
levavam ao acerto encontrado na Situacdo Il do que na Situacgdo I. Assim, a explicitagdo da
correspondéncia um-para-muitos também favorece o uso de estratégias mais sofisticadas.

Diante dos estudos descritos, pode-se perceber que problemas de raciocinio
combinatério sdo frequentemente considerados dificeis por alunos de diferentes idades e
niveis escolares, uma vez que € uma tarefa complexa compreender as relacGes e resolver
adequadamente problemas de combinatéria mesmo quando as varidveis possuem valores
baixos.

Pesquisas como as de English (1991, 1992), Mekhmandarov (2000) e Silva e Spinillo

(2010), que focalizam mais as relagfes implicitas envolvidas nos problemas de raciocinio
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combinatdrio, apresentam resultados a favor de um pensamento combinatorio em criancgas
jovens com idades entre 7 e 8 anos. Estes estudos, de maneira geral, defendem que a
compreensdo da correspondéncia um-para-muitos e dos principios invariantes sdo elementos
importantes para a compreensdo e resolucdo com sucesso desses tipos de problemas por
criancas. Diante dessas consideracdes, o presente estudo, buscou investigar o efeito da
explicitacdo dos principios invariantes nos problemas de combinacdo solucionados por

criancas.
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Capitule IT

Objetivas e Métoda

2.1 Objetivas

A maioria dos problemas mateméaticos que envolvem raciocinio combinatorio
(combinacdo, arranjo e permutacdo) € iniciada formalmente na escola a partir do 2° ano do
Ensino Médio, diferentemente dos problemas de produto cartesiano que ja sdo trabalhados
explicitamente nas séries iniciais do Ensino Fundamental. No entanto, os Pardmetros
Curriculares Nacionais (PCN) recomendam que os problemas de raciocinio combinatorio
sejam introduzidos ainda nos 1° e 2° ciclos do Ensino fundamental através de exercicios de
contagem e escolha (Brasil, 1997). Em um estudo recente de analise de livros didaticos,
Barreto, Amaral e Borba (2007) verificaram que, apesar do produto cartesiano ser o Gnico tipo
de problema de raciocinio combinatério trabalhado de forma explicita, os outros tipos de
problemas (combinacéo, arranjo e permutacao) também sdo apresentados nos livros didaticos
de 2° ao 5° ano do Ensino Fundamental. Contudo, nenhum destaque é feito a esses tipos de
problemas e nem mesmo as suas diferencas e semelhancas sdo trabalhadas nesse periodo.
Sendo assim, embora, ndo seja realizado um trabalho mais sisteméatico com a combinatéria
nesses primeiros anos escolares, acredita-se ser importante explorar a compreensdo que a
crianga apresenta acerca do raciocinio combinatorio; examinando, ainda, os diferentes tipos
de problemas que envolvem esta forma de raciocinar.

Além desta motivacdo de carater mais didatico, esta pesquisa apresenta

fundamentalmente um caréater psicologico.
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Considerando as questdes pontuadas ao longo da fundamentacéo teodrica sobre o
desenvolvimento cognitivo e o desempenho de criancas em problemas de raciocinio
combinatério, os principios invariantes do conceito em questdo Sd0 essenciais para a
resolucdo desses tipos de problemas matematicos. Conforme discutido na revisdo de
literatura, as criancas apresentam grandes dificuldades em resolver problemas de
combinatdria quando tais relagdes ndo sdo explicitadas nos enunciados dos problemas.

O estudo conduzido por Silva e Spinillo (2010), como ja mencionado, buscou
examinar se as criancas teriam um melhor desempenho, adotando estratégias mais
apropriadas, quando houvesse a explicitacdo dos principios invariantes nos enunciados dos
problemas de produto cartesiano. Diante dos resultados desta pesquisa, 0 que se verificou é
gue o desempenho das criancas melhora quando ha a explicitacdo dos principios invariantes,
incluindo a explicitacdo da correspondéncia um-para-muitos.

Diante disso, o presente estudo buscou examinar o efeito da explicitacdo dos
principios invariantes em relacdo a outros problemas de combinacdo considerados mais
complexos do que os de produto cartesiano (Pessoa & Borba, 2009). Neste sentido, a questdo
de pesquisa a ser respondida é: Serd que se os principios invariantes da combinacdo forem
explicitados nos enunciados dos problemas matematicos que envolvem a combinacdo
ocorrerda 0 mesmo fendmeno que aquele apresentando no estudo de Silva e Spinillo (2010); ou
seja, serd que a explicitacdo dos invariantes auxiliaria a crianga a resolver tais problemas,
apresentando uma melhor compreensdo deste conceito (melhora no desempenho e uso de
estratégias apropriadas)? Associados a esta questdo principal, outra questdo especifica surgiu:
Quais as estratégias que as crianc¢as adotam na resolucéo desses problemas quando ocorre esta
explicitacio?

Na tentativa de responder a tais questdes que a presente investigacdo foi proposta,

sendo constituida por duas etapas, que serdo descritas mais adiante. Acredita-se que esta



71

pesquisa pdde contribuir na compreensdo do desenvolvimento do raciocinio combinatorio de
criancas a fim de que elas se tornem cada vez mais aptas a resolverem com éxito estes tipos
de problema. Além disso, espera-se que 0s resultados deste estudo possam subsidiar propostas
educacionais adequadas para o ensino de problemas de raciocinio combinatorio e gerar

questionamentos ou reflexdes outras que levem a mais estudos a respeito deste tema.



72

2.2 Métade

Como mencionado, a pesquisa foi composta por duas etapas cada uma com objetivos
distintos, porém complementares. A Etapa 1 examinou o desempenho de criangas na
resolucdo de dois tipos de problemas de combinatéria: produto cartesiano e combinacao.
Ambos os tipos de problemas foram apresentados em duas situacfes diferentes: uma em que
0s principios invariantes deste conceito ndo estavam explicitados no enunciado dos problemas
e outra em que estes principios estavam explicitados. Importante esclarecer que, nesta etapa,
0s dados relativos aos problemas de produto cartesiano foram obtidos do estudo de Silva
(2010), em sua dissertacdo de mestrado e que foram gentilmente cedidos pela autora;
enquanto que as informacgOes referentes aos problemas de combinagdo foram coletadas a
partir da presente pesquisa. Dessa forma, as analises realizadas nessa primeira etapa provém
de bancos de dados de duas pesquisas diferentes.

A Etapa 2, cujos dados coletados foram produtos da presente investigacdo, foi
composta por trés situaces que variavam em funcdo da explicitacdo ou ndo explicitacdo dos
principios invariantes do raciocinio combinatorio em problemas denominados de combinacéo.
Na Situagdo 1, os principios invariantes da combinacdo estavam implicitos no enunciado dos
problemas, da maneira que usualmente se observa nas pesquisas da area (forma classica). Na
Situacdo Il, os principios invariantes foram explicitados no enunciado dos problemas. Na
Situacdo Ill, os invariantes também estavam explicitos nos enunciados dos problemas, porém
estes eram acompanhados de desenhos de figuras recortadas. Importante comentar que a
Situacdo | e a Situagdo Il foram semelhantes aquelas presentes na pesquisa de Silva e Spinillo
(2010), porém a Situagdo Il diferiu daquelas situa¢fes por envolver desenhos de figuras

recortadas.
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A decisdo por inserir uma terceira situacdo na Etapa 2 deveu-se ao fato de, durante a
realizacdo do estudo piloto para esta pesquisa, ter-se percebido a utilizacdo de estratégias de
resolucdo diferenciadas por parte da crianca, acreditando-se, portanto, que a explicitacdo dos
principios invariantes acompanhada deste tipo de material poderia facilitar ainda mais a
resolucdo desse tipos de problema, possibilitando o uso de estratégias adequadas por parte das
criancas. Pelo fato do piloto ter sido realizado com um pequeno numero de criancas, seria
necessaria uma investigacdo mais aprofundada a respeito desta questdo. Diante disto,
construiu-se a Situacdo Ill, a qual visou examinar o efeito da explicitacdo dos principios
invariantes juntamente com os desenhos de figuras recortadas sobre o desempenho e as
estratégias de resolucdo adotadas por criangas.

Em face do exposto, a hipOtese da presente pesquisa é a de que a explicitacdo dos
problemas invariantes da combinacdo podera ocasionar um feito facilitador, propiciando o
emprego de estratégias mais apropriadas para a resolucdo desses tipos de problemas. Assim,
acredita-se que o valor desta investigacdo estd em poder contribuir para uma melhor
compreensdo dos problemas de raciocinio combinatério, sobretudo combinagdo, como
também gerar outras possibilidades de situagdes mais facilitadoras para o ensino e
aprendizagem do contetdo em questdo. Além de permitir averiguar as estratégias cognitivas
utilizadas por criangas que ainda ndo receberam o ensino formal da combinagé&o.

A coleta de dados ocorreu nas proprias escolas, as quais eram pertencentes a rede
particular de ensino, e foi conduzida num periodo de quatro meses (junho, agosto, setembro e
outubro). Era disponibilizada uma sala onde o examinador pdde realizar todas as entrevistas
sem que houvesse interrupcdes. As criancas da Etapa 1 foram entrevistadas individualmente
em duas sessdes por um mesmo examinador. Em cada sessdo, a crianga fora solicitada a

resolver 4 problemas de produto cartesiano (participantes do Grupo 1) ou de combinagédo
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(participantes do Grupo 2) de uma determinada situacdo, totalizando, assim, 8 problemas de
raciocinio combinatdrio para cada grupo de alunos.

Ja os participantes da Etapa 2 foram entrevistadas individualmente em trés sessbes por
um mesmo examinador, ja que esta envolvia um tipo a mais de situacdo de pesquisa. Em cada
sessdo, a crianca foi solicitada a resolver quatro problemas de combinacdo de uma
determinada situacdo. Portanto, ao final de trés sessbes, as criancas tinham resolvido 12
problemas.

E importante esclarecer que a ordem de apresentaco das situacdes de cada etapa foi
randomizada, assim como os problemas de cada situacao, cuja ordem foi definida através de
um sorteio feito com cada crianca, antes da entrevista. Cada problema foi apresentado por
escrito em uma cartela e lido em voz alta pelo experimentador, juntamente com a crianca.
Apobs a leitura do problema, a cartela ficou disponivel sobre a mesa, sendo consultada quantas
vezes a crianga achasse necessario. Em seguida, o experimentador solicitava ao participante
que resolvesse o problema da maneira que desejasse e, apds a sua resolucéo, por meio de uma
entrevista clinica, solicitava justificativas e explicacfes a respeito do resultado obtido e das
acoes empreendidas. O tempo para a resolucdo dos problemas foi livre. As entrevistas foram

gravadas em audio e transcritas, posteriormente, em protocolos individuais.

221 &apa 1: Resclugao de probilemas de produte cartesiana e de combinagao

2.2.1.1 Panticipantes

Sessenta criangas, de ambos 0s sexos, com oito anos de idade, alunas do 3° ano do
ensino fundamental de escolas particulares da regido metropolitana do Recife, que ainda ndo

tinham recebido instrucdo formal sobre a multiplicagdo no contexto escolar. Nenhuma das
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criancas era repetente ou apresentava dificuldades em matematica ou qualquer dificuldade de
aprendizagem, segundo informacdes da escola.
Os participantes foram divididos em dois grupos:

Grupo 1°%: 30 criancas, com oito anos de idade, que resolveram problemas de produto
cartesiano em duas situacdes distintas: Situacdo | (sem explicitacdo dos principios invariantes
do produto cartesiano) e Situacao Il (com explicitacdo dos invariantes do produto cartesiano).

Grupo 2: 30 criangas, com oito anos de idade, que resolveram problemas de
combinacdo em duas situacbes diferentes: Situacdo | (sem explicitacdo dos principios

invariantes da combinacdo) e Situacdo Il (com explicitacdo dos invariantes da combinacéo).

2.2.1.2. Prnocedimenta e planejamente experimental

Como mencionado, as criangas do Grupo 1 foram participantes do estudo de Silva e
Spinillo (2010), sendo utilizados na atual pesquisa; ja os dados referentes aos estudantes do
Grupo 2 foram coletados a partir da presente investigacdo. Contudo, é importante ressaltar,
que apesar de os sujeitos dessa etapa ser provenientes de dois estudos diferentes, o
procedimento e planejamento experimental realizados em ambos sdo idénticos, alterando-se
apenas o tipo de problema que fora resolvido: produto cartesiano ou combinacao.

Os estudantes de cada grupo foram entrevistados individualmente em duas sessdes por
um mesmo examinador, na prépria escola. Os participantes do Grupo 1 foram solicitados a
resolver oito problemas de produto cartesiano, enquanto que os do Grupo 2 foram solicitados
a resolver oito de combinacdo. Cada problema foi apresentado por escrito em uma cartela e
lido em voz alta pelo experimentador, juntamente com a crianca. Apos a leitura do problema,

a cartela ficou disponivel sobre a mesa, podendo ser consultada quantas vezes a crianga

® Ressalta-se que os estudantes desse grupo foram os participantes da pesquisa de Silva e Spinillo (2010), cujos
dados foram gentilmente cedidos para este estudo e se encontram disponiveis no Nucleo de Pesquisa em
Psicologia da Educagdo Matematica (NUPPEM).
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achasse necessario. Em seguida, o experimentador solicitava que a crianca resolvesse o
problema da maneira que desejasse e, apos a sua resolucdo, por meio de uma entrevista
clinica, solicitava justificativas e explicacfes a respeito do resultado apresentado e das acdes
empreendidas. O tempo para a resolucdo dos problemas foi livre. As entrevistas foram
gravadas em audio e transcritas em protocolos individuais. Os problemas foram apresentados

em duas situacdes conforme descrito adiante.

Os protilemas

A opgdo por investigar o desempenho dos estudantes em problemas de raciocinio
combinatério distintos se deve ao fato de analisar se o efeito facilitador da explicitagdo dos
principios invariantes observados na resolucdo de problemas de produto cartesiano no estudo
de Silva e Spinillo (2010) poderia ser também verificado em problemas mais complexos,
como é o caso da combinacéo.

Os problemas que constituiam esta primeira etapa referiam-se a oito problemas de
produto cartesiano direto, cujas resolu¢bes envolviam o uso da operacdo de multiplicacédo, e
oito problemas de combinacdo. Os problemas foram apresentados aos participantes em duas
situacOes distintas, que serdo descritas mais adiante. A apresentacdo dos quatro problemas
contidos em cada situacdo foi aleatdria, definida por sorteio antes de cada entrevista com a
crianca.

Com relacdo a grandeza dos pares numeéricos trabalhados nos problemas de produto
cartesiano, isto é, o valor das medidas elementares, foram nimeros pequenos (2, 3, 4, 5 e 6),
havendo apenas duas medidas elementares em cada problema (blusas e saias, entradas e
saidas, camisetas e cal¢as). As combinacdes de medidas elementares adotadas para formacao
dos pares numeéricos deste estudo poderiam gerar 0s seguintes valores de medida produto: 8,

10, 12 e 15. Ressalta-se que no estudo original realizado por Silva e Spinillo (2010) havia dois
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tipos de problemas: problemas de trajes e de percurso. Como ndo foi encontrada qualquer
diferenca tanto no que concerne ao numero de acertos quanto ao uso de estratégias entre 0s
tipos de problemas, na presente investigacdo isso ndo foi levado em conta e os tipos de
problemas foram considerados de forma conjunta.

Ja os valores contidos nos problemas de combinagdo eram 0s seguintes: 5 e 6 para 0s
conjuntos; e 2, 3 e 4, para os subconjuntos. As combinacdes desses valores podiam gerar 10
(problemas 2 e 3) e 15 (problemas 1 e 4) grupos diferentes.

Para controle experimental os mesmos pares numeéricos foram utilizados nos
problemas das duas situacfes de cada tipo de problema. Os problemas serdo apresentados

adiante quando descritas as situacoes.

(s situagdes

O presente estudo emergiu diante dos resultados apresentados na pesquisa de Silva e
Spinillo (2010), os quais demonstraram que as crian¢as obtiveram um melhor desempenho ao
resolverem problemas de produto cartesiano quando 0s principios invariantes estavam
explicitos nos seus enunciados. A partir disso, surgiu a seguinte pergunta: se fossem
apresentados problemas de combinacdo em que seus principios invariantes estivessem
explicitados nos seus enunciados, serd que a crianca teria um melhor desempenho do que
guando esses principios ndo sdo explicitados, sendo capaz de resolver corretamente estes tipos
de problemas por meio de estratégias adequadas assim como ocorreu no estudo de Silva e
Spinillo (2010)?

Para tentar responder esta questdo, foram fornecidos problemas de produto cartesiano
a um grupo de participantes (Grupo 1) e problemas de combinagcdo a um segundo grupo

(Grupo 2) em duas situacdes distintas, uma em que 0s principios invariantes do conceito
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trabalhado ndo estava explicito (Situacéo I) e outra em que tais invariantes estavam explicitos
(Situacéo I1).

Segundo Mekhmandarov (2000), os principios invariantes dos problemas de produto
cartesiano s&o:

1. compreender que cada par € construido por um e somente um elemento de cada um
dos conjuntos;

2. compreender que cada par € um elemento do novo conjunto-produto, aceitando que
cada elemento do conjunto basico pode aparecer em diversos pares (correspondéncia
um-para-muitos), ao contrario do que ocorre na estrutura aditiva,;

3. compreender que cada par deve aparecer apenas uma vez no conjunto-produto.

Ja os principios invariantes da combinacdo, identificados nos livros didaticos que
abordam a Analise Combinatoria, (e.g. Morgado et al., 2006; Santos, Mello & Murari, 1998),
séo:

1. trabalha-se com a combinagdo de um subgrupo do grupo;

2. ndo ha repeticdo de elementos;

3. a ordem dos elementos no subconjunto ndo é importante, basta que a combinacao
0Corra apenas uma vez.

Diante dessas consideracGes, foram investigadas duas diferentes situacGes de
resolucdo de problemas, cuja ordem de apresentagcdo fora randomizada. A descri¢do dessas
situacOes é realizada a seguir.

Situacdo I: problemas sem explicitacdo dos principios invariantes

Os quatro problemas apresentados nesta situacdo seguiram o padrdo usual de
problemas de produto cartesiano e de combinagdo encontrados nos livros pedagogicos e nas
pesquisas com criancas, em que 0s principios invariantes destes tipos de problemas nao sdo

explicitados. Os problemas foram lidos pelo examinador e apresentados por escrito em
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cartelas, ficando a disposicdo do participante para que pudesse Ié-los quantas vezes achasse
necessario.

Os problemas de produto cartesiano desta situacdo foram:
Problema 1 (P1): Ana tem 2 saias (marrom e preta) e 5 blusas (rosa, laranja, azul, verde e
vermelha). Ela quer combinar as saias e as blusas para formar conjuntos. Quantos conjuntos

diferentes ela pode formar?

Problema 2 (P2): Um parque de diversdo tem 6 entradas (A, B, C, D, E, F) e 2 saidas (1, 2).
Combinando as entradas e saidas Daniela pode fazer caminhos diferentes para entrar e sair do

parque. De quantas maneiras diferentes ela pode entrar e sair do parque?

Problema 3 (P3): Pedro tem 3 camisetas (azul, amarela e verde) e 5 bermudas (vermelha,
laranja, preta, marrom e branca). Ele quer combinar as camisetas e as bermudas para formar

conjuntos. Quantos conjuntos diferentes ele pode formar?

Problema 4 (P4): Um shopping tem 2 entradas (A, B) e 4 saidas (1, 2, 3, 4). Combinando as
entradas e saidas André pode fazer caminhos diferentes para entrar e sair do shopping. De

quantas maneiras diferentes ele pode entrar e sair desse shopping?

Os problemas de combinacao desta situacdo foram:
Problema 1 (P1): Cinco criangas (Nina, Carla, Rafaela, Joel e Murilo) estdo participando do
sorteio em que trés delas serdo premiadas, cada uma ganhando um video game. Quantos

grupos diferentes de trés ganhadores podem ter nesse sorteio?
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Problema 2 (P2): Cinco criancas (Cléo, Juliana, Bruno, Davi e Mateus) querem brincar de
jogo de dama, mas s6 duas podem brincar de cada vez. Quantas duplas diferentes de criancas

podem ser formadas para brincar de jogo de dama?

Problema 3 (P3): Seis professores (Carla, Marta, Sandra, lvan, Jorge e Leo) estdo
participando do sorteio em que dois deles serdo premiados, cada um ganhando um livro.

Quantos grupos diferentes de dois ganhadores podem ter nesse sorteio?

Problema 4 (P4): Seis crianc¢as (Luisa, Vitoria, Nanda, André, Beto e Junior) querem brincar

de vélei, mas s6 quatro podem brincar de cada vez. Quantos grupos diferentes de quatro

criancas podem ser formados para brincar de vélei?

Situacdo |l: problemas com explicitacido dos principios invariantes

Os quatro problemas de produto cartesiano apresentados nesta situagdo continham
explicitamente em seu enunciado os principios invariantes indicados por Mekhmandarov
(2000). Por sua vez, os quatro problemas de combinacdo desta situagdo apresentavam
explicitamente em seus enunciados 0s seus principios invariantes (e.g. Morgado et al., 2006;
Santos, Mello & Murari, 1998). Os problemas foram lidos pelo examinador e apresentados
por escrito em cartelas, ficando a disposi¢do do participante para que pudesse Ié-los quantas
vezes achasse necessario.

Os problemas de produto cartesiano desta situacéo foram:

Problema 5 (P5): Pedro vai viajar para casa do seu avd. Na mala ele colocou 3 calgas (preta,
marrom, e azul) e 5 camisas (amarela, vermelha, verde, laranja e cinza). Ele pode combinar as
calcas e as camisas para formar conjuntos. Mas ninguém veste todas as calcas e todas as

camisas de uma soO vez; sO usa uma cal¢a e uma camisa de cada vez, ndo é? Combinando as
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camisas com as calcas, ele pode ter conjuntos diferentes, ndo pode? Nessa viagem, Pedro quer
usar uma roupa diferente a cada dia, ele ndo quer repetir os conjuntos. Por exemplo, um dia
ele pode usar a calca preta com a camisa laranja. No outro dia ele pode usar a mesma calca
preta com a camisa cinza, ja seria uma roupa diferente, ndo seria? Combinando todas as calcas

com todas as camisas, quantos conjuntos diferentes Pedro pode formar?

Problema 6 (P6): Paulo foi ao parque de diversdo. Nesse parque existem 4 entradas (A, B, C,
D) e 2 saidas (1, 2). Nesse parque, as pessoas tém que entrar pelas entradas e sair pelas saidas.
Elas ndo podem entrar e sair pela mesma porta. Paulo pode, por exemplo, entrar pela entrada
A e sair pela saida 1. Mas se ele for novamente ao parque, ele pode entrar pela mesma entrada
A e sair pela saida 2; esse seria um caminho diferente, ndo é? Nessas férias Paulo quer ir ao
parque de diversdo muitas vezes, em dias diferentes. Mas ele ndo quer repetir os caminhos de
entrada e de saida todos os dias, ele quer fazer um caminho diferente a cada dia que ele for ao
parque. Combinando todas as entradas com todas as saidas, de quantas maneiras diferentes

Paulo pode entrar e sair desse parque?

Problema 7 (P7): Fatima vai viajar para casa de sua tia. Na mala ela colocou 5 saias
(amarela, rosa, azul, preta e marrom) e 2 blusas (verde e vermelha). Ele pode combinar as
saias e as blusas para formar conjuntos. Mas ninguém veste todas as saias e todas as blusas de
uma sO vez; s6 usa uma saia e uma blusa de cada vez, ndo é? Combinando as saias com as
blusas, ela pode ter conjuntos diferentes, ndo pode? Nessa viagem, Fatima quer usar uma
roupa diferente a cada dia, ela ndo quer repetir os conjuntos. Por exemplo, um dia ela pode
usar a saia rosa com a blusa verde. No outro dia, ela pode usar a mesma saia rosa com a blusa
vermelha, ja seria uma roupa diferente, ndo €? Combinando todas as saias com todas as

blusas, quantos conjuntos diferentes Fatima pode formar?
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Problema 8 (P8): Bia foi ao shopping. Nesse shopping existem 2 entradas (A, B) e 6 saidas
(1, 2, 3, 4, 5, 6). Nesse shopping as pessoas tém que entrar pelas entradas e sair pelas saidas.
Elas ndo podem entrar e sair pela mesma porta. Bia pode, por exemplo, entrar pela entrada A
e sair pela saida 1. Mas se ela entrar novamente no shopping, ela pode entrar pela mesma
entrada A e sair pela saida 2; esse seria um caminho diferente, ndo é? Nessas férias Bia quer ir
ao shopping muitas vezes, em dias diferentes. Mas ela ndo quer repetir os caminhos de
entrada e de saida todos os dias, ela quer fazer um caminho diferente a cada dia que ela for ao

shopping. De quantas maneiras diferentes Bia pode entrar e sair desse shopping?

Os problemas de combinacao desta situacdo foram:
Problema 5 (P5): O clube vai fazer um sorteio de trés carros. Cinco pessoas (Joana, Tati,
Alina, Diogo e Guto) estdo participando do sorteio. O sorteio pode ocorrer de varias maneiras.
Mas nem todas as pessoas ganhardo o prémio porgue tem cinco pessoas participando do
sorteio e s6 tem trés carros para serem sorteados, ndo é? Os carros devem ser sorteados para
trés pessoas diferentes, entdo, uma mesma pessoa ndo pode ganhar todos os carros, ndo é?
Podem ter varias combinac@es de trés ganhadores, ndo pode? Por exemplo, uma combinagdo
de trés ganhadores pode ser: Joana, Tati e Alina. Outra combinacdo diferente seria Joana, Tati
e Diogo, néo seria? Com todas essas pessoas, quantos grupos diferentes de trés ganhadores

podem ter nesse sorteio?

Problema 6 (P6): No jogo de futebol de botdo s6 podem jogar duas criangas por vez. Cinco
criancas (Zeca, Vitor, Mario, Tiago e Sérgio) querem jogar futebol de botdo. Nem todas as
criancas jogardo futebol de botdo ao mesmo tempo porque tem cinco criangas querendo jogar
e s6 duas podem jogar futebol de botdo de cada vez, ndo €? As duplas devem ser formadas por

duas criangas, entdo, uma crian¢a ndo pode jogar sozinha o futebol de botdo, ndo é? Podem
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ser formadas vérias duplas de criangas para jogar futebol de botdo, ndo pode? Por exemplo,
uma dupla de criancas pode ser: Zeca e Vitor. Outra dupla diferente seria Zeca e Mario, nao
seria? Com todas essas criancas, quantas duplas diferentes de criancas podem ser formadas

para jogar futebol de botdo de cada vez?

Problema 7 (P7): A escola vai fazer um sorteio de duas televisfes. Seis alunos (Artur, Toni,
Silvio, Flora, Paula e Lucia) estdo participando do sorteio. O sorteio pode ocorrer de varias
maneiras. Mas nem todos os alunos ganhardo o prémio porgue tem seis alunos participando
do sorteio e sO tém duas televisdes para serem sorteadas, ndo €? As televisdes devem ser
sorteadas para dois alunos diferentes, entdo, um mesmo aluno ndo pode ganhar todas as
televisdes, ndo é? Podem ter varias combinacdes de dois ganhadores diferentes, ndo pode? Por
exemplo, uma combinacdo de dois ganhadores pode ser: Artur e Toni. Outra combinacéo
diferente seria Artur e Silvio, ndo seria? Com todos esses alunos, quantas duplas diferentes de

ganhadores podem ter nesse sorteio?

Problema 8 (P8): Na roda gigante s6 podem brincar quatro criangas por vez. Seis criangas
(Manu, Bia, Flavia, Pedro, Daniel e Rafael) querem brincar na roda gigante. Nem todas as
criangas brincardo ao mesmo tempo na roda gigante porque tem seis criancas querendo
brincar e s6 quatro podem entrar na roda gigante de cada vez, ndao é? Os grupos devem ser
formados por quatro criangas, entdo, uma crianga ndo pode brincar sozinha na roda gigante,
nédo é? Podem ser formados varios grupos de quatro criangas para brincar na roda gigante, ndo
pode? Por exemplo, um grupo de quatro criangas pode ser: Manu, Bia, Flavia e Pedro. Outro
grupo de quatro criancas diferente seria Manu, Bia, Flavia e Daniel. Com todas essas criancas,
quantos grupos diferentes de quatro criancas podem ser formados para brincar de cada vez na

roda gigante?
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A fim de facilitar a visualizacdo do leitor a respeito das situacdes, pares numericos e

referentes adotados para cada tipo problema apresentado, segue um quadro sintese.

Quadro 1: Sintese dos pares numéricos em cada situacdo para cada tipo de problema (Etapa 1).

SITUACOES TIPOS DE PROBLEMAS
Produto cartesiano Combinacéo
Problema 1 (2, 5) Problema 1 (5, 3)
Situado | Problema 2 (6, 2) Problema 2 (5, 2)

(com explicitacdo dos
principios invariantes)

Problema 3 (3, 5)

Problema 3 (6,2)

Problema 4 (2, 4)

Problema 4 (6, 4)

Situacéo Il
(sem explicitacdo dos
principios invariantes)

Problema 5 (2, 6)

Problema 5 (5, 3)

Problema 6 (5, 2)

Problema 6 (5, 2)

Problema 7 (2, 4)

Problema 7 (6, 2)

Problema 8 (5, 3)

Problema 8 (6, 4)

2.2.1.3. Material

Dezesseis cartelas retangulares de papeldo, sendo oito preenchidas por um problema

de produto cartesiano e as demais preenchidas por um problema de combinacdo. Foram

utilizados também gravador de voz (MP4) para registro das entrevistas, folhas de papel, lapis,

borracha e folhas de registro para anota¢fes da examinadora.

222 Etapa 2: Resclugie de prolilemas de combinacao

2.2.2.1 Participantes

Noventa criangas, de ambos o0s sexos, com idade entre 8 e 10 anos, alunas do 3° ao 5°

anos do Ensino Fundamental de escolas particulares localizadas na regido metropolitana do

Recife que ainda ndo havia recebido instrucdo formal sobre a combinagdo no contexto

escolar. Nenhuma das criancas era repetente ou apresentava dificuldades em matematica ou

qualquer dificuldade de aprendizagem, segundo informac6es da escola. Foram formados trés

grupos de 30 participantes em funcdo do ano escolar, a saber:

Grupo 1: alunos do 3° ano do Ensino Fundamental;
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Grupo 2: alunos do 4° ano do Ensino Fundamental;
Grupo 3: alunos do 5° ano do Ensino Fundamental.

E importante esclarecer que os participantes do Grupo 1 desta etapa S30 0S mesmos
integrantes do Grupo 2 da Etapa 1. Por isso, os dados coletados na primeira etapa foram
utilizados nesta a fim de que pudesse ser realizada uma andlise do desempenho e das
estratégias empregadas em funcdo da escolaridade dos estudantes. Vale salientar que a Etapa
2, diferentemente da Etapa 1, é constituida apenas por problemas de combinacéo, distribuidos
em 3 situagBes distintas. Portanto, nesta etapa o Grupo 1 foi solicitado a resolver os
problemas de combinacdo da Situacdo Il (problemas com explicitacdo dos problemas
invariantes acompanhados de desenhos de figuras recortadas) ja que os problemas de
combinacéo referentes a Situacdo | (problemas sem explicitacdo dos problemas invariantes) e
a Situacdo Il (problemas com explicitacdo dos problemas invariantes) ja havia sido

solucionados na Etapa 1.

2.2.2.2. Pracedimento e planejamento. experimental

Como mencionado, os estudantes do Grupo 1 desta etapa sdo 0s mesmo participantes
do Grupo 2 da Etapa 1. O procedimento experimental realizado nas duas etapas € idéntico,
diferindo apenas quanto ao ndmero de situacGes, uma vez que esta etapa apresentou uma
situacdo de pesquisa a mais e, por conseguinte, quatro problemas de combinacdo a mais para
serem resolvidos, totalizando, assim, 12 problemas de combinacdo nesta segunda etapa do
estudo. Portanto, o procedimento delineado a seguir se aplica também aos alunos do Grupo 1,
uma vez que estes resolveram os mesmos problemas que os Grupos 2 e 3, porém seus dados
também foram utilizados na Etapa 1 a fim de que pudesse ser realizada uma analise em

funcéo dos diferentes tipos de problemas (produto cartesiano e combinagéo).



86

As criancas foram divididas em trés grupos em funcdo do ano escolar, como
mencionado anteriormente, e entrevistadas individualmente em trés sessGes por um mesmo
examinador na propria escola. Os participantes foram solicitados a resolver, em cada sesséo,
quatro problemas de combinacdo de uma determinada situacdo. Portanto, ao final das trés
sessOes, as criancas tinham resolvido 12 problemas. Cada problema foi apresentado por
escrito em uma cartela e lido em voz alta pelo experimentador, juntamente com a crianca.
Apods a leitura do problema, a cartela ficou disponivel sobre a mesa, podendo ser consultada
guantas vezes a crianca considerasse necessario. Em seguida, o experimentador solicitava que
a crianca resolvesse o problema da maneira que desejasse e, ap0s a sua resolucdo, por meio de
uma entrevista clinica, eram solicitadas justificativas e explicacdes a respeito do resultado
apresentado e das acBes empreendidas. O tempo para a resolucdo dos problemas foi livre. As
entrevistas foram gravadas em audio e transcritas em protocolos individuais. Os problemas

foram apresentados em trés situacdes conforme descrito mais adiante.

Os protilemas

Doze problemas de combinacdo foram apresentados aos participantes, divididos em
trés situacOes distintas. A apresentacdo dos quatro problemas contidos em cada situacdo foi
aleatdria, definida por sorteio antes de cada entrevista com a crianca.

No que diz respeito a grandeza dos pares numéricos contidos nos problemas, estes
tinham valores pequenos, tanto os que concernem aos conjuntos (5 e 6) quanto aos
subconjuntos (2, 3 e 4), cujas combinag¢Oes geravam os seguintes valores: 10 e 15.

Para controle experimental, os mesmos pares numéricos foram utilizados nos
problemas de todas as situacOes. Os problemas serdo apresentados mais adiante quando

descritas as situagoes.
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s situagies

O presente estudo emergiu diante dos resultados apresentados na pesquisa de Silva e
Spinillo (2010), os quais demonstraram que as criangas obtiveram um melhor desempenho ao
resolverem problemas de produto cartesiano quando os principios invariantes estavam
explicitos nos seus enunciados. A partir disso, surgiu a seguinte pergunta: se fossem
apresentados problemas de combinacdo em que seus principios invariantes estivessem
explicitados nos seus enunciados, serd que a crianga teria um melhor desempenho do que
quando esses principios ndo sdo explicitados, sendo capaz de resolver corretamente estes tipos
de problemas por meio de estratégias adequadas assim como ocorreu no estudo de Silva e
Spinillo (2010)?

Conforme apresentando nos livros didaticos que abordam a Anélise Combinatdria,
(e.g. Morgado et al., 2006; Santos, Mello & Murari, 1998), foi possivel identificar os
principios invariantes que caracterizam a resolucéo de problemas de combinacéo, que sao: (i)
trabalha-se com a combinacdo de um subgrupo do grupo; (ii) ndo ha repeticdo de elementos; e
(iii) a ordem dos elementos no subconjunto ndo é importante, basta que a combinacdo ocorra
apenas uma vez.

Diante dessas consideracdes, investigaram-se trés situacfes distintas de resolucédo de
problemas, cuja ordem de apresentacdo foi randomizada de maneira que em cada faixa etaria

houvesse 10 criancas realizando todas as situaces, como demonstra 0 Quadro 2.

Quadro 2: Ordem de apresentacdo das situagdes (Etapa 2).

N° de Participantes 12 Sesséo 22 Sesséo 32 Sessdo
10 Sl Sli Sl
10 Sl Sl Sl
10 Sl Sl Sl

Sl: problemas sem explicitacdo dos principios invariantes; SlI: problemas com explicitagdo dos principios
invariantes; e SllI: problemas com explicitagdo dos principios invariantes acompanhados de desenhos de figuras
recortadas.
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As situacOes apresentadas aos participantes sdo descritas a seguir.

Situacdo I: problemas sem explicitacdo dos principios invariantes

Os quatro problemas que foram apresentados nesta situacdo seguem o padrdo usual de
problemas de combinacdo encontrado nos livros pedagdgicos e nas pesquisas com criangas,
em que o0s principios invariantes do raciocinio combinatério ndo sdo explicitados. Os
problemas foram lidos pelo examinador e apresentados por escrito em cartelas, ficando a
disposicdo do participante para que pudesse lé-los quantas vezes achasse necessario. Os
problemas desta situacdo foram:

Problema 1 (P1): Cinco criangas (Nina, Carla, Rafaela, Joel e Murilo) estdo participando do
sorteio em que trés delas serdo premiadas, cada uma ganhando um video game. Quantos

grupos diferentes de trés ganhadores podem ter nesse sorteio?

Problema 2 (P2): Cinco criancas (Cléo, Juliana, Bruno, Davi e Mateus) querem brincar de
jogo de dama, mas s6 duas podem brincar de cada vez. Quantas duplas diferentes de criancas

podem ser formadas para brincar de jogo de dama?

Problema 3 (P3): Seis professores (Carla, Marta, Sandra, Ivan, Jorge e Leo) estdo
participando do sorteio em que dois deles serdo premiados, cada um ganhando um livro.

Quantos grupos diferentes de dois ganhadores podem ter nesse sorteio?

Problema 4 (P4): Seis crianc¢as (Luisa, Vitoria, Nanda, André, Beto e Junior) querem brincar
de vélei, mas s6 quatro podem brincar de cada vez. Quantos grupos diferentes de quatro

criancas podem ser formados para brincar de vélei?
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Situacdo |l: problemas com explicitacdo dos principios invariantes

Os quatro problemas que foram apresentados nesta situacdo contém explicitamente em
seu enunciado os principios invariantes que regem a combinacdo. Os problemas foram lidos
pelo examinador e apresentados por escrito em cartelas, ficando a disposi¢do do participante

para que pudesse 1é-los quantas vezes achasse necessario. Os problemas desta situacdo foram:

Problema 1 (P1): O clube vai fazer um sorteio de trés carros. Cinco pessoas (Joana, Tati,
Alina, Diogo e Guto) estdo participando do sorteio. O sorteio pode ocorrer de varias maneiras.
Mas nem todas as pessoas ganhardo o prémio porgue tem cinco pessoas participando do
sorteio e sO tem trés carros para serem sorteados, ndo €? Os carros devem ser sorteados para
trés pessoas diferentes, entdo, uma mesma pessoa ndo pode ganhar todos os carros, ndo €?
Podem ter varias combinacdes de trés ganhadores, ndo pode? Por exemplo, uma combinacéo
de trés ganhadores pode ser: Joana, Tati e Alina. Outra combinacéo diferente seria Joana, Tati
e Diogo, néo seria? Com todas essas pessoas, quantos grupos diferentes de trés ganhadores

podem ter nesse sorteio?

Problema 2 (P2): No jogo de futebol de botdo sé podem jogar duas criangas por vez. Cinco
criangas (Zeca, Vitor, Mario, Tiago e Sérgio) querem jogar futebol de botdo. Nem todas as
criancas jogardo futebol de botdo ao mesmo tempo porque tem cinco criangas querendo jogar
e s6 duas podem jogar futebol de botdo de cada vez, ndo é? As duplas devem ser formadas por
duas criangas, entdo, uma crian¢a ndo pode jogar sozinha o futebol de botdo, ndo é? Podem
ser formadas vérias duplas de criangas para jogar futebol de botdo, ndo pode? Por exemplo,
uma dupla de criancas pode ser: Zeca e Vitor. Outra dupla diferente seria Zeca e Mario, ndo
seria? Com todas essas criancas, quantas duplas diferentes de criangas podem ser formadas

para jogar futebol de botéo de cada vez?
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Problema 3 (P3): A escola vai fazer um sorteio de duas televisfes. Seis alunos (Artur, Toni,
Silvio, Flora, Paula e Lucia) estdo participando do sorteio. O sorteio pode ocorrer de varias
maneiras. Mas nem todos os alunos ganhardo o prémio porgue tem seis alunos participando
do sorteio e sO tém duas televisdes para serem sorteadas, ndo €? As televisdes devem ser
sorteadas para dois alunos diferentes, entdo, um mesmo aluno ndo pode ganhar todas as
televisdes, ndo é? Podem ter varias combinacdes de dois ganhadores diferentes, ndo pode? Por
exemplo, uma combinacdo de dois ganhadores pode ser: Artur e Toni. Outra combinacao
diferente seria Artur e Silvio, ndo seria? Com todos esses alunos, quantas duplas diferentes de

ganhadores podem ter nesse sorteio?

Problema 4 (P4): Na roda gigante s6 podem brincar quatro criancas por vez. Seis criancas
(Manu, Bia, Flavia, Pedro, Daniel e Rafael) querem brincar na roda gigante. Nem todas as
criancas brincardo ao mesmo tempo na roda gigante porque tem seis criancas gquerendo
brincar e s6 quatro podem entrar na roda gigante de cada vez, ndao é? Os grupos devem ser
formados por quatro criancas, entdo, uma crianga ndo pode brincar sozinha na roda gigante,
ndo é? Podem ser formados varios grupos de quatro criangas para brincar na roda gigante, ndo
pode? Por exemplo, um grupo de quatro criangas pode ser: Manu, Bia, Flavia e Pedro. Outro
grupo de quatro criancas diferente seria Manu, Bia, Flavia e Daniel. Com todas essas criancas,
quantos grupos diferentes de quatro criancas podem ser formados para brincar de cada vez na

roda gigante?

Situacdo Ill: problemas com explicitacdo dos principios invariantes acompanhados de

desenhos de figuras recortadas

O procedimento adotado nesta situacdo foi idéntico aquele adotado na Situagéo I,

diferindo apenas quanto ao fato de que nesta situagdo foram disponibilizados desenhos de
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figuras recortadas, relativos aos elementos do enunciado do problema em questao, e que foi
manipulado pela examinadora, durante a leitura dos problemas, conforme os exemplos
apresentados em cada problema. Apoés, a examinadora ter lido os problemas juntamente com o
participante, tanto a cartela que contém o problema por escrito quanto os desenhos de figuras
recortadas ficaram a disposicdo da crianca para que esta pudesse utiliza-los/manipula-los da

maneira que considerasse melhor. Os problemas apresentados nesta situacao foram:

Problema 1 (P1): A escola vai fazer um sorteio de trés bicicletas. Cinco criancas (Paulo,
Lucas, Caio, Ana e Renata) estdo participando do sorteio. O sorteio pode ocorrer de varias
maneiras. Mas nem todas as criancas ganhardo o prémio porque tem cinco criangas
participando do sorteio e sé tem trés bicicletas para serem sorteadas, ndo é? As bicicletas
devem ser sorteadas para trés criancas diferentes, entdo, uma mesma crianca ndo pode ganhar
todas as bicicletas, ndo €? Podem ter varias combinacGes de trés ganhadores, ndo pode? Por
exemplo, uma combinacdo de trés ganhadores pode ser: Paulo, Lucas e Caio. Outra
combinacéo diferente seria Paulo, Lucas e Ana, ndo seria? Com todas essas criangas, quantos

grupos diferentes de trés ganhadores podem ter nesse sorteio?

Fonte: Produzido pela autora (com adi¢do de gravuras retiradas da internet).

Problema 2 (P2): No pula-pula s6 podem pular duas criangas por vez. Cinco criangas (Laura,

Maria, Jodo, Luiz e Danilo) querem brincar no pula-pula. Nem todas as criangas brincaréo ao
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mesmo tempo no pula-pula porque tem cinco criancas querendo pular e s6 duas podem entrar
no pula-pula de cada vez, ndo €? As duplas devem ser formadas por duas criancas, entdo, uma
crianca ndo pode brincar sozinha no pula-pula, ndo ¢? Podem ser formadas varias duplas de
criancas para brincar no pula-pula, ndo pode? Por exemplo, uma dupla de criancas pode ser:
Laura e Maria. Outra dupla diferente seria Laura e Jodo, ndo seria? Com todas essas criancas,
quantas duplas diferentes de criancas podem ser formadas para brincar de cada vez no pula-

pula?

Fonte: Produzido pela autora (com adi¢do de gravuras retiradas da internet).

Problema 3 (P3): A escola vai fazer um sorteio de dois computadores. Seis professores
(Luana, Clara, Tais, José, Breno e Gabriel) estdo participando do sorteio. O sorteio pode
ocorrer de varias maneiras. Mas nem todos os professores ganhardo o prémio porque tem seis
professores participando do sorteio e s6 em dois computadores para serem sorteados, ndo é?
Os computadores devem ser sorteados para dois professores diferentes, entdo, um mesmo
professor ndo pode ganhar todos os computadores, ndo é? Podem ter varias combinagdes de
dois ganhadores diferentes, ndo pode? Por exemplo, uma combinacdo de dois ganhadores
pode ser: Luana e Clara. Outra combinacdo diferente seria Luana e Tais, ndo seria? Com
todos esses professores, quantos grupos diferentes de dois ganhadores podem ter nesse

sorteio?



93

- 1
Luana Clara

Fonte: Produzido pela autora (com adi¢do de gravuras retiradas da internet).

Problema 4 (P4): No carrossel s6 podem brincar quatro criangas por vez. Seis criangas (Lia,
Patricia, Alice, Dudu, Felipe e Renato) querem brincar no carrossel. Nem todas as crian¢as
brincardo ao mesmo tempo no carrossel porque tem seis criangas querendo brincar e s6 quatro
podem entrar no carrossel de cada vez, ndo é? Os grupos devem ser formados por quatro
criangas, entdo, uma crianga ndo pode brincar sozinha no carrossel, ndo é? Podem ser
formados varios grupos de quatro criangas para brincar no carrossel, ndo pode? Por exemplo,
um grupo de quatro criangas pode ser: Lia, Patricia, Alice e Dudu. Outro grupo de quatro
criangas diferente seria Lia, Patricia, Alice e Felipe. Com todas essas crian¢as, quantos grupos

diferentes de quatro criangas podem ser formados para brincar de cada vez no carrossel?

Ay

I?glip; Renato

Fonte: Produzido pela autora (com adi¢do de gravuras retiradas da internet).
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A fim de facilitar a visualizacdo do leitor a respeito das situacdes, pares numericos e

referentes adotados para cada problema de combinacdo apresentado, segue um quadro-sintese.

Quadro 3: Sintese das situagdes, pares numéricos e referentes apresentados nos problemas da Etapa 2.

Situacdes Problemas Pares numéricos Referentes
Problema 1 5,3 Nina, Carla, Rafaela, Joel, Murilo e Video game
Problema 2 5,2 Cléo, Juliana, Bruno, Davi, Mateus e Jogo de
o dama
Situagao I ["proplema 3 6,3 Carla, Marta, Sandra, Ivan, Jorge, Leo e Livro
Problema 4 6,4 Luisa, Vitéria, Nanda, André, Beto, Jnior e
Jogo de volei
Problema 1 5,3 Joana, Tati, Alina, Diogo, Guto e Carro
Problema 2 5,2 Zeca, Vitor, Mario, Tiago, Sérgio e futebol de
botdo
Situacdo Il | Problema 3 6,3 Artur, Toni, Silvio, Flora, Paula e Lucia e
Televisbes
Problema 4 6, 4 Manu, Bia, Flavia, Pedro, Daniel, Rafael e
Roda gigante
Problema 1 5,3 Paulo, Lucas, Caio, Ana, Renata e Bicicleta
Problema 2 5,2 Laura, Maria, Jodo, Luiz, Danilo e Pula-pula
L Problema 3 6,3 Luana, Clara, Tais, José, Breno, Gabriel e
Situacdo 111 Computador
Problema 4 6,4 Lia, Patricia, Alice, Dudu, Felipe, Renato e
Carrossel
2.2.2.3. Material

Doze cartelas retangulares de papeldo, cada uma contendo um problema escrito de

combinacdo, gravador de voz (MP4) para registro das entrevistas, folhas de papel, lapis e

borracha, folhas de registro para anotagcdes da examinadora. No caso da Situacéo 111, foram

ainda disponibilizados desenhos de figuras recortadas de acordo com o enunciado dos

problemas (desenhos de figuras de pessoas, de pula-pula, de carrossel, de bicicletas e de

computadores).
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Capitule IIT

Sistema de andlise das estratégias de nesalucaa

No presente estudo, foram considerados dois aspectos para a analise dos dados, a
saber: o desempenho nos problemas propostos (nimero de acertos) e as estratégias de
resolucdo adotadas pelas criancas. O sistema de analise das estratégias de resolucdo foi
inspirado nas estratégias identificadas por English (1991), Soares e Moro (2006) e Silva e
Spinillo (2010), sobretudo, nesses dois ultimos estudos. Assim como na atual pesquisa, essas
trés autoras investigaram o raciocinio combinatorio, contudo abordaram problemas de produto
cartesiano, ao passo que o presente estudo investigou os problemas de combinacdo. Sendo
assim, para que fosse possivel contemplar as especificidades deste tipo de problema, algumas
mudancas foram realizadas com o objetivo de adequar os sistemas de analise propostos pelas
autoras com os dados obtidos nessa pesquisa. Apesar de algumas similaridades com as
estratégias identificadas nos estudos sobre produto cartesiano, as adaptacdes decorreram do
fato de que os problemas de combinagdo exigem das criangas estratégias outras para que seja
possivel obter o numero total de combinagfes possiveis. Dessa forma, as pesquisas destas
autoras supracitadas serviram como inspiracdo e suporte para a construcao das estratégias de
resolucdo que compdem o sistema de analise desse estudo.

Nos protocolos analisados foram identificados dois tipos distintos de estratégias que
levam a crianga a encontrar uma solugdo de ordem combinatéria, isto é, estratégias que
possibilitam encontrar todas as combinagfes possiveis. Desse modo, as justificativas das
criancas foram analisadas e agrupadas em categorias que variavam em funcao da sofisticacao

cognitiva apresentada, expressando niveis de maior ou menor elaboracéo.
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As estratégias podem ser agrupadas em trés blocos. O primeiro bloco é relativo as
estratégias de resolucdo que ndo sdo combinatdrias, ou seja, as crian¢as ndo compreendem o
objetivo do problema e utilizam estratégias que ndo permitem a realizacdo de todas as
combinagbes exigidas pelo problema, o que as levam ao erro. O segundo refere-se aos
primeiros indicios de solu¢des combinatorias, isto €, a crianga passa a compreender um pouco
mais sobre a natureza dos problemas, utilizando estratégias mais refinadas, porém ainda néo
consegue esgotar todas as combinacdes. Por fim, o terceiro bloco diz respeito as estratégias
combinatdrias, resultantes de uma compreensao total acerca da natureza l6gica do problema e
que, portanto, permitem a crianca desenvolver a totalidade de pares combinados possiveis e

acertar o problema. Abaixo, encontra-se um gquadro-sintese destas estratégias identificadas.

Quadro 4: Resumo geral das estratégias identificadas no presente estudo.

Estratégias de resolucdo ndo
combinatdrias

Primeiros indicios de
estratégias de resolugdes
combinatdrias

Estratégias de resolucéo
combinatdrias

Operacdo inadequada

Formagdo de algumas
combinagbes sem identificacdo
de sistematizacao na formagéo
dos pares

Esgotamento de todas as
combinagfes  possiveis  sem
identificacdo de sistematizacéo
na formacdo dos pares

Combinacéo por pares fixos

Formagdo de algumas
combinagfes com
sistematizagao na formacédo dos
pares, porém sem esgotamento

Esgotamento de todas as
combinagfes  possiveis com
sistematizagdo na formagdo dos
pares

A classificacdo das estratégias foi realizada através de analise de discussdo entre dois
juizes, cujo percentual de concordancia foi de 100%. Este alto percentual foi obtido pelo fato
dos juizes terem um conhecimento aprofundado a respeito do sistema de analise adotado na

presente pesquisa. As estratégias sdo descritas e exemplificadas a seguir’.

" Convencdes adotadas: C — crianca; E — examinador.
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3.1 Estrnatégias de nesclugie nde cambinativias

As estratégias de resolucdo ndo combinatdrias possuem a caracteristica principal de
revelar limites, maiores ou menores, de compreensdo ou interpretacdo pelas criangas acerca
do que é informado e solicitado no enunciado do problema. Esses limites resultam, sobretudo,
em combinagBes por pares fixos e em célculos aritméticos com os numeros obtidos, na

tentativa de fornecer, de alguma maneira, uma resposta numerica.

Tipo 1 — Operacdo Inadequada: A crianga realiza uma operagdo aritmética inadequada, em
geral multiplicagdo, com os valores presentes no enunciado do problema. Observa-se, muitas
vezes, que a crianca realiza a operagdo automaticamente, perdendo de vista que o objetivo do
problema é encontrar 0 nimero de combinacgdes, 0 que denota uma ndo compreensdo da
natureza do problema. Por isso, quando questionada sobre o que representa o resultado
encontrado, frequentemente, a crianca ndo relaciona com o nimero de pares, dizendo apenas
ser esta a resposta do problema. Esta estratégia também foi identificada por Silva e Spinillo

(2010). Exemplos:

Figura 2: Reproducdo do protocolo 05C26 — Participante de 10 anos, 5° ano, Situagdo Il (com explicitagdo dos
principios invariantes), Problema 4.
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E: Na roda gigante s6 podem brincar quatro criancas por vez. Seis criancas (Manu,
Bia, Flavia, Pedro, Daniel e Rafael) querem brincar na roda gigante. Nem todas as
criancgas brincardo ao mesmo tempo na roda gigante porque tem seis criancas querendo
brincar e s6 quatro podem entrar na roda gigante de cada vez, ndo é? Os grupos devem
ser formados por quatro criancas, entdo, uma crian¢a ndo pode brincar sozinha na roda
gigante, ndo é? Podem ser formados varios grupos de quatro criangas para brincar na
roda gigante, ndo pode? Por exemplo, um grupo de quatro criancas pode ser: Manu,
Bia, Flavia e Pedro. Outro grupo de quatro criangas diferente seria Manu, Bia, Flavia e
Daniel. Com todas essas criancgas, quantos grupos diferentes de quatro criancas podem
ser formados para brincar de cada vez na roda gigante?

C: (escreve)... vinte e quatro.

E: Por que vinte e quatro?

C: Porque € a quantidade de criancas que podem ir pra roda gigante vezes a
quantidade de criangas que querem ir pra roda gigante.

E: Tem certeza que € issoO mesmo?

C: Tenho.

E: Téa certo.

Figura 3: Reprodugdo do protocolo 05C17 — Participante de 10 anos, 5° ano, Situacdo 3 (com explicitacdo dos
principios invariantes acompanhados de desenhos de figuras recortadas), Problema 1.
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E: A escola vai fazer um sorteio de trés bicicletas. Cinco criancas (Paulo, Lucas, Caio,
Ana e Renata) estdo participando do sorteio. O sorteio pode ocorrer de varias
maneiras. Mas nem todas as criancas ganhardo o prémio porque tem cinco criangas
participando do sorteio e s6 tem trés bicicletas para serem sorteadas, ndo é? As
bicicletas devem ser sorteadas para trés criangas diferentes, entdo, uma mesma crianca
ndo pode ganhar todas as bicicletas, ndo é? Podem ter varias combinacOes de trés
ganhadores, ndo pode? Por exemplo, uma combinacdo de trés ganhadores pode ser:
Paulo, Lucas e Caio. Outra combinacgéo diferente seria Paulo, Lucas e Ana, ndo seria?
Com todas essas criangas, quantos grupos diferentes de trés ganhadores podem ter
nesse sorteio?

C: quinze.

E: Por que tu acha que é quinze?

C: Porque trés vezes cinco é igual a quinze.

Tipo 2 — Combinagdo por pares fixos: as respostas dos participantes correspondem a

combinacdo de um item com o outro em uma Unica vez. Isto ocorre porque a crianga pensa
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em termos de pares fixos, ndo aceitando, por exemplo, que um personagem possa combinar
com mais de um personagem. Assim, uma vez formado as combinagfes, essas ndo poderdo
ser desfeitas. Esta estratégia também foi identificada por Silva e Spinillo (2010). Contudo,
ressalta-se que, diferentemente do estudo dessas autoras, nesta pesquisa a resposta referente a
estratégia de combinacgdes por pares fixos ndo representa, necessariamente, 0 menor valor do
enunciado, pois os problemas de combinaces possuem principios invariantes diferentes dos
produtos cartesiano. Dessa forma, mesmo que a crianga pense em termos de pares fixos, ou
seja, combine um item com outro apenas uma unica vez, a resposta apresentada podera ser

diferente do menor valor contido no enunciado.

Exemplos:

Figura 4: Reproducdo do protocolo 04C8 — Participante de 8 anos, 4° ano, Situagdo | (sem explicitacdo dos
principios invariantes), Problema 4.
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E: Seis criancas (Luisa, Vitoria, Nanda, André, Beto e Janior) querem brincar de
vblei, mas s6 quatro podem brincar de cada vez. Quantos grupos diferentes de quatro
criancas podem ser formados para brincar de volei?

C:Um.

E: Um, por qué? Me diz ai.

C: Porque ndo sé pode de cada vez quatro pessoas? Entdo, vai ser Luisa, Vitoria,
Nanda e André. Beto e Janior ndo tém mais nenhum grupo pra fazer com eles.

E: Entendi. Ndo tem mais nenhuma crianca pra fazer com eles, ai eles vao sobrar.
Entéo, vocé forma ai o grupinho.

C: (escreve)

E: Entdo, vocé formou Luisa, Vitoria, Nanda e André. Ai a gente ndo pode formar
mais nenhum, né?

C:é.

E: Porque s6 sobraram duas pessoa, né?

C:é.

E: T4 bom.
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Figura 5: Reproducdo do protocolo 03C3 — Participante de 8 anos, 5° ano, Situagdo | (sem explicitacdo dos
principios invariantes), Problema 1.
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E: Cinco criangas (Nina, Carla, Rafaela, Joel e Murilo) estéo participando do sorteio
em que trés delas serdo premiadas, cada uma ganhando um video game. Quantos
grupos diferentes de trés ganhadores podem ter nesse sorteio?

: Tem que ser grupo de trés, né?

: De trés.

: la ficar duas criancas sem participar porque se tivesse outra ia poder participar.

: Ah, porque ndo ia completar o grupinho de trés, €?

=

: Entéo qual era o grupinho de trés que teria?

: Nina, Carla e Rafael.

: Rafaela, né? Ai sobraria Joel e Murilo, né?

' E.

omomomoOomao

3.2 Primeines indicies de nesclugies combinatirias

Nessa categoria de estratégia de resolucdo, nenhuma crianga apresenta total auséncia
de referéncia ao texto do problema, pelo contrério, ela compreende um pouco mais sobre a
natureza do problema e, progressivamente, comeca a realizar a correspondéncia um-para-
muitos, passando a aceitar que um item pode combinar com mais de um e formar
combinag0es diferentes.

Outra caracteristica importante dessa categoria € que ela abrange dois tipos distintos
de solucbes, as quais se diferenciam pela identificacdo do uso ou ndo de um padréo
sistematico na formagdo das combinagdes. De maneira geral, nos dois casos, percebe-se que 0

participante ja obtém uma compreensdo maior acerca do raciocinio combinatorio, uma vez
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que entende um pouco mais sobre a logica do problema e ja inicia a realizacdo de
correspondéncias um-para-muitos, entretanto, ndo possui conhecimento suficiente para que

forneca uma resposta correta ao problema.

Tipo 3 — Formacao de algumas combinacgdes sem identificacdo de sistematizacdo na
formacédo dos pares: ha o progressivo aparecimento das correspondéncias um-para-muitos,
passando a aceitar que um item pode combinar com mais de um, formando, assim,
combinac6es diferentes. Contudo, os itens sdo combinados de maneira aleatéria, ndo havendo
uma ordem identificavel na selecdo do processo, exibindo um procedimento de tentativa e
erro para resolver as tarefas. Dessa forma, as criancas realizam algumas combinacdes sem
seguir uma sistematizacdo identificavel na formacdo dos pares e, portanto, ndo contemplam
todos os pares possiveis ou entdo extrapolam a quantidade de combinacdes possiveis. Sendo
assim, essa estratégia representa uma maior compreensdo da criangca acerca do raciocinio

combinatério, porém ainda ndo € o suficiente para que ela acerte o problema. Exemplos:

Figura 6: Reproducéo do protocolo 03C12 — Participante de 8 anos, 3° ano, Situacéo Il (com explicitacdo dos
principios invariantes), Problema 3.
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E: A escola vai fazer um sorteio de duas televisfes. Seis alunos (Artur, Toni, Silvio,
Flora, Paula e Lucia) estdo participando do sorteio. O sorteio pode ocorrer de varias
maneiras. Mas nem todos os alunos ganhardo o prémio porque tem seis alunos
participando do sorteio e s6 tém duas televisdes para serem sorteadas, ndo €? As
televisbes devem ser sorteadas para dois alunos diferentes, entdo, um mesmo aluno
ndo pode ganhar todas as televisdes, ndo é? Podem ter varias combinages de dois
ganhadores diferentes, ndo pode? Por exemplo, uma combinagdo de dois ganhadores
pode ser: Artur e Toni. Outra combinacdo diferente seria Artur e Silvio, ndo seria?
Com todos esses alunos, quantas duplas diferentes de ganhadores podem ter nesse
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sorteio? Ai tu escreve a tua resposta aqui, as duplinhas que tu acha que podem ser
formadas?

C: (comeca a escrever)... Sdo com todos os alunos?

E: Com todos os alunos. Pra tu fazer a maior quantidade de duplinhas diferentes, ta
certo?

C: (escreve)... Pronto.

E: Entdo tu formasse nove duplinhas. Tu acha que tu consegue formar mais duplinhas
ou essa é a quantidade maxima de duplinhas?

C: Vou formar mais.

E: Quiais as duplinhas que tu poderia formar mais?

C: Artur e Lucia.

E: Entdo copia ai. Ai quando tu achar que terminou, tu me diz, ta?

C: humrum (resposta positiva)

E: Formasse mais duas duplinhas, ficaram onze. Como €é que vocé sabe que formou
todas as duplinhas?

C: Porque eu coloquei esse com esse daqui, esse com esse, ai esse com esse. Botei
esse com esse daqui, esse com esse. (a crianca sai apontando 0s nomes no protocolo e
dizendo que combinou determinado nome com outro, porém, como ndo explicita
nenhum padréao sistematico).

E: Entendi, tu fosse colocando um nome com cada um. Ai deu essas onze duplinhas.
Vocé foi misturando. E vocé foi misturando de uma maneira, assim, qualquer? VVocé
ndo seguiu uma ordem né&o, né?

C:E

E: Entdo a gente acabou aqui as duplinhas. Nao tem como mais formar, certo?

C:E

Figura 7: Reproducéo do protocolo 04C2 — Participante de 9 anos, 4° ano, Situagdo Il (com explicitacdo dos
principios invariantes, acompanhados de desenhos de figuras recortadas), Problema 3.
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E: No pula-pula s6 podem pular duas criangas por vez. Cinco criangas (Laura, Maria,
Jodo, Luiz e Danilo) querem brincar no pula-pula. Nem todas as criangas brincaréo ao
mesmo tempo no pula-pula porque tem cinco criancas querendo pular e s6 duas podem
entrar no pula-pula de cada vez, ndo €? As duplas devem ser formadas por duas
criancgas, entdo, uma crianca nao pode brincar sozinha no pula-pula, ndo é? Podem ser
formadas vérias duplas de criancas para brincar no pula-pula, ndo pode? Por exemplo,
uma dupla de criancas pode ser: Laura e Maria. Outra dupla diferente seria Laura e
Jodo, ndo seria? Com todas essas criancgas, quantas duplas diferentes de criangas
podem ser formadas para brincar de cada vez no pula-pula?

C: (escreve)... Pronto!

E: Entdo tu fizesse: Laura e Jodo; Jodo e Luiz; Danilo e Luiz; Laura e Maria; Danilo e
Jodo. Tu acha que da pra formar mais duplinhas diferentes dessas dai ou ndo?

C: Nao.

E: Por que tu acha que ndo da?

C: Porque eu ja fiz todas.

E: Entdo, tu ja fizesse todos os pares possiveis. Vocé acha que pode sair mais alguma
dupla diferente dessas dai que vocé ja fez ou ndo?

C: Humrum (resposta positiva)

E: Pode sair ainda diferente? Entdo monta ai, por favor, as outras.

C: (escreve)... Pronto.

E: Entdo tu formasse a mais: Maria e Jodo; Luiz e Danilo; e Laura e Luiz. Da pra
formar mais duplinhas diferentes?

C: Néo

E: Vocé acha que ja formou tudo e j& saiu todas as duplinhas possiveis?

C:Ja

E: Entdo, como foi que vocé fez essas duplinhas? Me explica ai como foi que tu
formasse.

C: Por exemplo, nesse problema aqui que tinha o exemplo Laura e Maria, ai eu fui
invertendo: Jodo e Maria, Maria e Luiz, Danilo e Luiz.

E: Tu fosse fazendo como o exemplo disse, né? Tu fosse invertendo as duplinhas e ai
deu todas essas. N&o tem mais nenhuma?

C: Humrum.

Tipo 4 — Formacéo de algumas combinacgdes com sistematizacio na formagao dos pares,
porém sem esgotamento: nesse tipo, um novo recurso emerge, o qual se caracteriza por uma
“constante” ou um “item principal”. Dessa forma, as criancas repetem a selegdo de um item
até que todas as combinagdes possiveis sejam formadas com esse item. ApoOs esgotamento
aparente do item, um novo item € selecionado e o processo € repetido. Contudo, o padrédo

desta estratégia é incompleto, ou seja, a crianca ndo forma todas as combinagdes possiveis.

Isto pode ser devido a um ou mais dos seguintes procedimentos:
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a) Ha a duplicacdo de combinacbes com um determinado item constante, extrapolando,

portanto, o numero de combinagdes possiveis. Por exemplo:

Figura 8: Reproducdo do protocolo 04C21 — Participante 9 anos, 4° ano, Situacdo Il (com explicitacdo dos

principios invariantes, acompanhados de desenhos de figuras recortadas), Problema 2.
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E: No pula-pula s6 podem pular duas criangas por vez. Cinco criangas (Laura, Maria,
Jodo, Luiz e Danilo) querem brincar no pula-pula. Nem todas as criangas brincardo ao
mesmo tempo no pula-pula porque tem cinco criangas querendo pular e s6 duas podem
entrar no pula-pula de cada vez, ndo é? As duplas devem ser formadas por duas
criangas, entdo, uma crianga ndo pode brincar sozinha no pula-pula, ndo é? Podem ser
formadas varias duplas de criangas para brincar no pula-pula, ndo pode? Por exemplo,
uma dupla de criangas pode ser: Laura e Maria. Outra dupla diferente seria Laura e
Jodo, ndo seria? Com todas essas criancas, quantas duplas diferentes de criancas
podem ser formadas para brincar de cada vez no pula-pula?

C: (escreve)... Pronto!

E: Muitas duplas, né? Dezenove duplas. Como foi que tu pensasse pra formar todas
essas duplas? Como foi que vocé foi fazendo?

C: Eu coloquei Laura com todos. Ai depois Maria, Jodo e Luiz com todos. E Danilo
com todos.

E: Tu botasse todos com todos, ai formasse as duplas?

C:E.

E: Ai tu procurasse ndo repetir nenhuma?

C: Foi.

E: Té certo.

b) N&o ha o esgotamento de todas as combinacgdes possiveis com um item constante quer seja

pelo fato da crianca se distrair durante a execucéo da tarefa e omitir alguma combinacdo, quer

seja pelo fato dela ndo conseguir gerar mais combinacdes diferentes, apesar de seus esforcos,

levando, assim, a uma resposta incorreta. Por exemplo:
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Figura 9: Reproducédo do protocolo 04C12 — Participante de 10 anos, 4° ano, Situacdo I11 (com explicitagdo dos

principios invariantes, acompanhados de desenhos de figuras recortadas), Problema 4.
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E: No carrossel s6 podem brincar quatro criancas por vez. Seis criancas (Lia, Patricia,
Alice, Dudu, Felipe e Renato) querem brincar no carrossel. Nem todas as criangas
brincardo ao mesmo tempo no carrossel porque tem seis criangas querendo brincar e
sO quatro podem entrar no carrossel de cada vez, ndo é€? Os grupos devem ser
formados por quatro criangas, entdo, uma crianca ndo pode brincar sozinha no
carrossel, ndo é? Podem ser formados varios grupos de quatro criangas para brincar no
carrossel, ndo pode? Por exemplo, um grupo de quatro criancas pode ser: Lia, Patricia,
Alice e Dudu. Outro grupo de quatro criancas diferente seria Lia, Patricia, Alice e
Felipe. Com todas essas crianc¢as, quantos grupos diferentes de quatro criancas podem
ser formados para brincar de cada vez no carrossel?

C: Pode colocar esses que estdo? (se referindo aos exemplos contidos no enunciado do
problema).

E: Pode botar, agora tu escreve porque sé vai valer na tua resposta o que tu escrever,
ta certo?

C: Ta (escreve).

E: Tu fizesse um monte de grupinho. Fizesse 9 grupinhos. Como foi que tu pensasse
pra formar todos esses grupos?

C: Primeiro eu peguei Lia, Patricia, Alice e Renato. Poderia usar a ordem, ai depois
desisti. Ai depois botei Lia, Patricia, Alice e Dudu. Lia, Patricia, Alice e Felipe

E: Entdo, vocé manteve os trés e trocasse o Ultimo, néo foi?

C: E. Ai depois eu fiz: Renato, Dudu, Felipe e Alice; Renato, Dudu, Felipe e Patricia;
Renato, Dudu, Felipe e Lia. Ai depois eu tentei fazer Patricia, Alice, Felipe e Dudu. Ai
depois fui fazendo Patricia, Alice, Felipe e Renato. Ai depois eu fazia Alice, Felipe,
Dudu e Renato.

E: Ah entendi! Ai tu fosse formando os grupinhos, deixava trés e trocava o Ultimo, né?
C.E
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3.3 Estratégias de nesalugdo combinativias

As estratégias de resolucdo apresentadas nesse bloco conduziram ao acerto do
problema, o que denota uma compreensao total da crianca acerca da logica dos problemas que
envolvem raciocinio combinatorio. As solucdes desse nivel representam a relagdo de “um
para muitos” entre todos os valores de todos os itens dos problemas, com a diferenciagao
entre 0 nimero de combinacdes e 0 nUmero de objetos a serem combinados. Nesse caso, a
crianga encontra todos os casos possiveis de combinacdo entre os elementos do enunciado,
aceitando que um item pode ser combinado com todos os itens do outro conjunto elementar.
As solucdes desse nivel concentram-se em dois tipos, os quais se diferenciam pela a

identificacdo do uso de um padréo sistematico na formacgéo das combinaces.

Tipo 5 — Formagdo de todas as combinacbes sem identificacdo de sistematizacdo na
formacao dos pares: a crianga realiza todas as correspondéncias um-para-muitos, formando,
assim, todas as combinacdes possiveis. Contudo, os itens sdo combinados de maneira
aleatoria, ndo havendo uma ordem identificavel na selecdo do processo. Apesar de nesse tipo
de resposta ndo haver a identificacdo de um padrao sistematico e constante, a crianca realiza,

com um pouco mais de dificuldade, todas as combinacgdes possiveis.

Figura 10: Reproducéo do protocolo 04C18 — Participante de 9 anos, 4° ano, Situacdo | (sem explicitacdo dos
principios invariantes), Problema 2.
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E: Cinco criancas (Cléo, Juliana, Bruno, Davi e Mateus) querem brincar de jogo de
dama, mas sé duas podem brincar de cada vez. Quantas duplas diferentes de criangas
podem ser formadas para brincar de jogo de dama?

C: (escreve)

E: Entdo, vamos ver quantos tu formasse... Dez duplas. Tu acha que tu pode formar
mais ou néo?

C: Nao.

E: Mas, tu acha que tu j& fizesse todas as misturas que poderiam ser feitas?

C: Acho.

E: E tu utilizasse alguma técnica, como vocé fez nesse aqui que vocé seguiu uma
ordem no inicio ou ndo?

C: Nao.

E: Tu misturasse mesmo, né?

C: Assim, eu colocava um, ai eu coloquei Davi e Mateus, ai Juliana com Cléo. Ai
depois que eu misturava.

E: Entendi, primeiro tu colocava um de cada vez, ai depois tu comecava a misturar,
né? (ou seja, as primeiras duplas formadas seguiram a ordem em que 0s nomes foram
apresentados no enunciado do problema, depois disso, a crianga misturava esses
nomes a fim de formar novas combinacdes)

C: Humrum.

Figura 11: Reproducdo do protocolo 03C22 — Participante de 8 anos, 3° ano, Situacdo I11 (com explicitacdo dos
principios invariantes acompanhados de desenhos de figuras recortadas), Problema 2.
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E: No pula-pula s6 podem pular duas criancas por vez. Cinco criancas (Laura, Maria,
Jodo, Luiz e Danilo) querem brincar no pula-pula. Nem todas as criangas brincardo ao
mesmo tempo no pula-pula porque tem cinco criancas querendo pular e s6 duas podem
entrar no pula-pula de cada vez, ndo e€? As duplas devem ser formadas por duas
criangas, entdo, uma crianca ndo pode brincar sozinha no pula-pula, ndo é? Podem ser
formadas vérias duplas de criangas para brincar no pula-pula, ndo pode? Por exemplo,
uma dupla de criangas pode ser: Laura e Maria. Outra dupla diferente seria Laura e
Jodo, ndo seria? Com todas essas criangas, quantas duplas diferentes de criancas
podem ser formadas para brincar de cada vez no pula-pula?
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P: (a aluna manipula, escreve as duplas e fica conferindo de maneira aleatdria se
repetiu alguma)... Acho que ndo tem mais nao.

E: porque tu acha que ndo tem mais?

P: porque ja tem dez, j& tem muitos e ja fez com quase todos.

E: ai tu fosse vendo e viu que ja foi com todo mundo, né?

P: hamram.

Tipo 6 — Formacéo de todas as combinagdes com sistematizacdo na formagdo dos pares:
observa-se nas solucdes deste tipo uma sistematizacdo na formacgéo das combinacdes, na qual
a crianga escolhe um item (por exemplo, Jodo) e o considera como “constante”, selecionando-
0 repetidas vezes até que todas as combina¢Bes possiveis que incluam este item sejam
formadas. ApGs a extin¢do deste item, um novo item constante é selecionado (por exemplo,
Maria) e o processo é repetido até que se esgotem os itens do conjunto elementar selecionado,
concluindo, portanto, que todas as combinagdes foram realizadas, ndo sendo possivel formar

mais grupos originais. Exemplos:

Figura 12: Reprodugéo do protocolo 05C30 — Participante de 10 anos, 5° ano, Situacédo 111 (com explicitacido dos
principios invariantes, acompanhados de desenhos de figuras recortadas), Problema 2.
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E: No pula-pula s6 podem pular duas criangas por vez. Cinco criangas (Laura, Maria,
Jodo, Luiz e Danilo) querem brincar no pula-pula. Nem todas as criangas brincaréo ao
mesmo tempo no pula-pula porque tem cinco criangas querendo pular e s6 duas podem
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entrar no pula-pula de cada vez, ndo é? As duplas devem ser formadas por duas
criangas, entdo, uma crianga ndo pode brincar sozinha no pula-pula, ndo é? Podem ser
formadas varias duplas de criangas para brincar no pula-pula, ndo pode? Por exemplo,
uma dupla de criangas pode ser: Laura e Maria. Outra dupla diferente seria Laura e
Jodo, ndo seria? Com todas essas criancas, quantas duplas diferentes de criancas
podem ser formadas para brincar de cada vez no pula-pula?

C: (escreve)... Pronto!

E: Entdo, formasse quantas duplas ai?

C: dez.

E: Agora, eu to vendo que dessa vez tu fizesse de um jeito mais diferente, ndo foi?

C: Foi

E: Fizesse como?

C: Eu botei Laura e fiz tudinho. Eu fiz aqui Laura e fui fazendo tudinho. Ai, passei pra
Maria e fui fazendo Jodo, Luiz.

E: Entendi. Sé ndo voltou pra Maria e Laura, né? Porque é a mesma coisa de Laura e
Maria, né?

C:E

E: Entendi. Pode passar pro outro ja, né?

C:Ja

Figura 13: Reproduc¢do do protocolo 05C13 — Participante de 9 anos, 5° ano, Situagdo Il (com explicitacdo dos
principios invariantes), Problema 2.
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E: No jogo de futebol de botdo s6 podem jogar duas criancas por vez. Cinco criangas
(Zeca, Vitor, Mario, Tiago e Sérgio) querem jogar futebol de botdo. Nem todas as
criangas jogardo futebol de botdo a0 mesmo tempo porque tem cinco criancas
querendo jogar e s6 duas podem jogar futebol de botdo de cada vez, ndo é? As duplas
devem ser formadas por duas criangas, entdo, uma crianga ndo pode jogar sozinha o
futebol de botdo, ndo é? Podem ser formadas vérias duplas de criangas para jogar
futebol de botdo, ndo pode? Por exemplo, uma dupla de criangas pode ser: Zeca e
Vitor. Outra dupla diferente seria Zeca e Mério, ndo seria? Com todas essas criancas,
quantas duplas diferentes de criancas podem ser formadas para jogar futebol de botéo
de cada vez?

C: (escreve).

E: Entdo, tu formasse dez duplas. Como foi que tu pensou pra formar essas duplas?

C: Eu fiz com Zeca. Depois, eu fiz com Mario, ai depois Vitor e, depois, eu fiz com
Sérgio.

E: Ah, entéo tu colocasse Zeca com todos 0s nomes?

C: Humrum (reposta positiva).
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E: Ai Vitor com todos 0os nomes, menos Zeca que ja tinha ido.

C: Humrum (resposta positiva)

E: E depois com os outros. Tu acha que tu ja formasse todas as duplinhas ou falta mais
alguma?

C: Com todas

No préximo capitulo, serdo apresentados os resultados referentes ao desempenho das
criancas nas duas etapas investigadas. A Etapa 1 corresponde ao desempenho das criancas na
resolucdo de problemas de produto cartesiano e de combinacdo em duas situacdes distintas:
uma em que o0s principios invariantes deste conceito ndo estdo explicitados no enunciado dos
problemas e outra em que estes principios estdo explicitados. Enquanto que a Etapa 2 refere-
se ao desempenho dos participantes apenas nos problemas de combinacdo em funcdo de
algumas variaveis, tais como ano escolar, situacdes apresentadas (Situacédo |- problemas sem
explicitacdo dos principios invariantes; Situacdo II- problemas com explicitacdo dos
principios invariantes; e Situacdo Ill- explicitacdo dos principios invariantes acompanhado
de desenhos de figuras recortadas), grandeza dos pares numéricos e tipos de estratégias

empregadas na resolucéo dos problemas.
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Capitule IV

Resultados

Como descrito no Capitulo Il, a presente pesquisa € composta por duas etapas, cada
uma com participantes distintos. A Etapa 1 examinou o desempenho das criangas na resolucao
de dois tipos de problemas de raciocinio combinatério, a saber, produto cartesiano e
combinacdo, em duas situacbes diferentes: uma em que os principios invariantes deste
conceito ndo estavam explicitados no enunciado dos problemas; e outra em que estes
principios estavam explicitados. Importante esclarecer que, nesta etapa, os dados relativos aos
problemas de produto cartesiano foram obtidos do estudo de Silva e Spinillo (2010), enquanto
que as informac0es referentes aos problemas de combinacdo foram produzidas a partir da
presente pesquisa. Dessa forma, as analises realizadas nessa primeira etapa provém de bancos
de dados de duas pesquisas diferentes. A partir dessa analise, sera possivel verificar se o efeito
facilitador encontrado no estudo de Silva e Spinillo (2010), a partir da explicitacdo dos
principios invariantes nos problemas de produto cartesiano, pode ser observado também nos
problemas de combinacéo.

A Etapa 2, por sua vez, analisou apenas 0s problemas de combinacdo em trés situacdes
que variavam em funcdo da explicitacdo ou ndo-explicitacdo dos principios invariantes do
raciocinio combinatorio em problemas denominados de combinagdo. Na Situacdo I, 0s
principios invariantes da combinagdo estavam implicitos no enunciado dos problemas, da
maneira que usualmente se observa nas pesquisas da area (forma cléssica). Na Situacéo 11, os
principios invariantes estavam explicitos no enunciado dos problemas. Na Situacdo IlI, os
principios invariantes também estavam explicitos nos enunciados dos problemas, porém

foram disponibilizados desenhos de figuras recortadas, os quais poderiam ser manipulados
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durante a resolucdo dos mesmos. A decisdo por inserir uma terceira situacdo nesta etapa
deveu-se ao fato de, durante a realizacéo do estudo piloto para este projeto de pesquisa, ter-se
percebido a adocdo de estratégias de resolucdo diferenciadas por parte da crianga,
acreditando-se, portanto, que a explicitacdo dos principios invariantes acompanhada de
desenhos de figuras recortadas pode facilitar ainda mais a resolucéo desses tipos de problema,
possibilitando o uso de estratégias adequadas por parte dos participantes. Sendo assim, a fim
de aprofundar essa investigacdo, foi construida a Situacdo 111, a qual visa examinar o efeito da
explicitacdo dos principios invariantes juntamente com os desenhos de figuras recortadas
sobre o desempenho e as estratégias de resolucdo adotadas por criangas.

Os dados dessa segunda etapa, os quais se referem apenas aos problemas de
combinacdo, foram analisados em funcéo de alguns fatores, a saber: ano escolar, situactes
apresentadas e grandeza dos pares huméricos de cada problema.

Sendo assim, com base nos objetivos propostos, os resultados obtidos foram
analisados em funcdo de dois aspectos distintos: o desempenho, considerado a partir do
namero de acertos, e as estratégias de resolucdo adotadas. As estratégias de resolugdo foram
analisadas conforme descrito no capitulo anterior, relativo ao sistema de analise. Os dados
foram submetidos a testes estatisticos apropriados com a finalidade de examinar as diferencas
existentes em funcdo das varidveis independentes consideradas. Os resultados serdo
apresentados em tabelas acompanhadas de discussdes descritivas e interpretativas.

A seqguir, os resultados sdo exibidos em funcédo do tipo de analise aplicada aos dados.
Em um primeiro momento, apresenta-se os resultados relativos ao desempenho geral das
criangas tanto na Etapa 1 quanto na Etapa 2. Em um segundo momento, os resultados
apresentados referem-se as estratégias adotadas pelos estudantes nos problemas de
combinacéo, os quais compdem a segunda etapa. Os resultados sdo descritos e comentados,

sobretudo, a luz de comparaces entre as situaces propostas neste estudo.
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4.1. Resultades relatives ac desempentic

4.1.1 Desempentic na Etapa 1

Esta secdo refere-se a analise comparativa entre os dados apresentados no estudo de
Silva e Spinillo (2010) com aqueles obtidos nesta investigagdo a fim de examinar se o efeito
facilitador observado a partir da explicitacdo dos principios invariantes nos problemas de
produto cartesiano também é notado nos problemas de combinacdo. Assim, os dados
analisados nesta etapa provém de duas pesquisas distintas e, portanto, correspondem a
informacdes de dois grupos diferentes de sujeitos, a saber: Grupo 1 (participantes do estudo
de Silva e Spinillo, que resolveram problemas de produto cartesiano) e Grupo 2 (estudantes
que compdem o banco de dados da presente investigagdo e que resolveram problemas de
combinacdo). Ambos 0s grupos sdo compostos por estudantes do 3° ano escolar da rede
particular de ensino. Portanto, as analises desta se¢do referem-se ao desempenho das criancas
nos problemas de produto cartesiano e combinacdo em duas situacfes distintas (Situacédo I-
sem explicitacdo dos principios invariantes; e Situacdo Il- com explicitacdo dos principios

invariantes).

4.1.1.1 Desempenhic geral: cemparagio entre as prabilemas de predute cartesiane e

A Tabela 1 apresenta a frequéncia e o percentual de acertos do Grupo 1 (criangas que
resolveram problemas de produto cartesiano) e do Grupo 2 (participantes que solucionaram
problemas de combinacdo). Como pode ser observado, o Grupo 1 teve um melhor
desempenho que o0 Grupo 2, nas duas situagdes, conforme detectado pelo U de Mann-Whitney

(Situacdo I: U= 242,0; p= .000; e Situacdo II: U= 146,0; p= .000). Portanto, esses dados
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mostram que os problemas de combinacdo sdo mais dificeis do que os problemas de produto

cartesiano.

Tabela 1 — Frequéncia e percentual (entre parénteses) de acertos nos problemas de produto cartesiano e
combinagdo em fungéo das situagdes (n=60).

Situac0es Grupo 1 Grupo 2
(produto cartesiano) (combinagao)
Situacéo | 55 (45,8) 3(2,5)
Situacao Il 72 (60) 2 (1,6)

Notal: Situacdo | (problemas sem explicitagdo dos principios invariantes); Situacdo Il (problemas com
explicitacdo dos principios invariantes).
Nota 2: maximo de 120 acertos em cada situacdo por grupo.

Considerando-se cada grupo separadamente, foram feitas comparagdes entre os tipos
de situacdo através do Wilcoxon. Este teste revelou diferencas significativas entre as situacdes
no Grupo 1 (Z= - 1,949; p= .051). Isso ocorreu porque o desempenho na Situacdo | foi
consideravelmente mais baixo do que na Situacdo Il, o que indica que a explicitacdo dos
principios invariantes do produto cartesiano auxilia a resolucdo desses tipos de problema. No
que se refere ao Grupo 2, o teste ndo identificou diferencas significativas entre as situacfes
(Z= -.447; p= .655). Esse resultado sugere que a explicitacdo dos principios invariantes da
combinacdo ndo possui efeito facilitador sobre esse tipo de problema, j4 que o desempenho
das criancas nas duas situacdes apresentadas ndo diferiu.

Em sintese, verifica-se que o desempenho das criangas do Grupo 1 foi melhor do que o
desempenho dos participantes do Grupo 2, sendo, portanto, os problemas de produto
cartesiano mais facilmente resolvidos do que os de combinacdo. Ademais, a explicitacdo dos
principios invariantes nos problemas de combinacdo, pelo menos ao que se refere as criancas
do 3° ano escolar, ndo favoreceu uma melhora no desempenho, parecendo ser este um

fendmeno relativo apenas ao campo dos problemas de produto cartesiano.
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4.1.2 Desempentio na Etapa 2

Esta secdo refere-se & analise apenas dos problemas de combinagcdo em funcdo de
algumas variaveis, a saber: ano escolar (3° ao 5° ano); situacdes apresentadas (Situacéo I-
problemas sem explicitacdo dos principios invariantes; Situacdo Il- problemas com
explicitagdo dos principios invariantes; e Situagdo IllI- problemas com explicitacdo dos
principios invariantes acompanhados de desenhos de figuras recortadas); e grandeza dos pares

numeéericos.

4.1.2.1 Desempentic geral veferente ac ane escelar por situagio

A Tabela 2 apresenta o desempenho nas trés situacdes em cada grupo de participantes.

Tabela 2 — Frequéncia e percentual (entre parénteses) de acertos em fungdo do ano escolar e das situagGes
(n=90).

Situacoes Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Total
(3° ano) (4° ano) (5° ano)
Situaco | 3(2,5) 21 (17,5) 23 (19,1) 47 (39,1)
Situagéo Il 2 (1,6) 15 (12,5) 25 (20,9) 42 (35,0)
Situacéo I 6 (5,0) 24 (20) 26 (21,6) 56 (46,6)

Notal: Situacdo | (problemas sem explicitagdo dos principios invariantes); Situacdo Il (problemas com
explicitacdo dos principios invariantes); Situacdo Il (problemas com explicitagdo dos principios invariantes
acompanhados de desenhos de figuras recortadas).

Nota 2: maximo de 120 acertos por situagdo em cada grupo.

A Tabela 2 mostra que o desempenho dos Grupos 2 e 3 foi melhor do que o Grupo 1.
O teste U de Mann-Whitney confirmou estes resultados ao detectar diferencas significadas
entre os Grupos 1 e 2 na Situagdo | (U= 311,0; p=.004), na Situagéo Il (U= 312,0; p=.004) e
na Situacdo I11 (U=284,0; p=.003). No que se refere a comparacéao entre o Grupo 1 e o Grupo
3, também foram encontradas diferencas na Situagdo | (U= 296,5; p= .002), na Situacéo Il

(U= 248,0; p=.000) e na Situagéo Il (U= 243,0; p=.000). Contudo, no que diz respeito ao
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Grupo 2 e ao Grupo 3, o teste ndo detectou diferencgas significativas em nenhuma das trés
situacoes.

De modo geral, quando se comparou 0 Grupo 1 com os demais foram encontradas
diferencas significativas, as quais denotam que as criancas deste grupo obtiveram um
desempenho menor do que 0s outros estudantes. Isso pode ser explicado pelo fato dos
participantes do Grupo 1 (3° ano) ainda ndo terem recebido o ensino formal da multiplicacéo,
conteddo este pertencente ao campo das estruturas multiplicativas, do qual também faz parte a
combinacdo, e que antecede e facilita a compreensdo dos problemas que envolvem o
raciocinio combinatorio, sendo mais dificil para este grupo a compreensdo dos problemas de
combinacdo. Dessa maneira, a0 que parece, 0s estudantes do Grupo 1 ainda ndo detém a
experiéncia, maturidade e aprendizagem necessarias para a compreensdo de problemas de
raciocinio combinatorio e, por isso, 0 desempenho dos demais grupos foi melhor. No que se
refere a comparacdo entre os grupos 2 e 3, ndo foram observadas diferencas expressivas.
Considera-se que isto se deveu ao fato de ambos o0s grupos ja possuirem o conhecimento da
multiplicacdo, 0 que gerou uma diferenca tdo pequena ao ponto desses grupos terem,
praticamente, se equiparados quanto ao nimero de acertos dos problemas de combinacéo.

Para examinar, em detalhes, o efeito da situacdo sobre o desempenho, aplicou-se o
Wilcoxon em cada grupo separadamente, encontrando diferencas significativas apenas entre
as situacdes Sll e Sl no Grupo 2 (Z= -2,183; p= .029). Este resultado indica que o0s
participantes deste grupo sdo sensiveis as situacdes Il e Il propostas, revelando, portanto, que
a explicitacdo dos principios invariantes da combinagdo acompanhada de figuras de desenho
recortadas facilitam a resolucao de problemas de combinacé&o.

No que diz respeito as criangas do Grupo 1, estas apresentaram um baixo percentual
de acertos nas trés situagdes (Sl= 2,5%; Sli= 1,6%; SllI=5,0%), ndo havendo uma diferenca

entre elas, mesmo quando os principios invariantes deste tipo de problema eram explicitados.
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Ja os participantes do Grupo 3 apresentaram um percentual mais alto, mas que nédo difere
entre as situacdes (SI= 19,1%; SlI= 20,9%; SllI= 21,6%). Assim, este resultado indica que
independentemente da situacdo proposta, o desempenho das criancas do Grupo 3 se manteve
praticamente uniforme, sendo indiferente a explicitacdo ou ndo dos principios invariantes da
combinacao.

Portanto, estes resultados mostraram uma maior influéncia da escolaridade do que as
situacOes sobre o desempenho dos participantes. Nesse sentido, ao que parece, a experiéncia,
maturidade e aprendizagem obtidas com o passar dos anos e com a gradacdo escolar séo
fatores que produzem maiores efeitos no desempenho dessas criancas do que as situacdes
apresentadas, pelo menos no que concernem aos sujeitos dessa faixa etaria e que resolveram
problemas de combinacdo, os quais sdo avaliados com um alto indice de dificuldade pela

literatura e pesquisas da area.

4.1.2.2 Desempenhio neferente o grandeza des pares numéricos

O presente estudo apresenta quatro problemas nas trés situacdes, que variam em
funcdo da grandeza de seus pares numéricos, propiciando, assim, diferencas no tamanho dos

grupos formados e no numero total de combinacgdes (ver Quadro 5).

Quadro 5: Sintese da grandeza dos pares huméricos.

Problemas Pares numéricos Tamanho dos grupos Numero total de
combinacdes
Problema 1 5e3 Grupos de 3 itens 10
Problema 2 5e2 Grupos de 2 itens 10
Problema 3 6e?2 Grupos de 2 itens 15
Problema 4 6ed Grupos de 4 itens 15

A fim de verificar se o desempenho das criangas variava em funcdo da grandeza dos

pares numericos presentes nos problemas, elaborou-se a Tabela 3.
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Tabela 3 — Frequéncia e percentual (entre parénteses) de acertos em fungdo da grandeza dos pares numéricos e
ano escolar (n=90).

Problemas Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
(3° ano) (4° ano) (5° ano)
Problema 1 1(11) 6 (6,6) 4 (4,4)
(5. 3)
Problema 2 4 (5,5) 39 (43,3) 39 (43,3)
(5.2)
Problema 3 6 (6,6) 23 (25,5) 28 (31,1)
(6 2)
Problema 4 0 0 3(33)
(6,4)

Nota 1: maximo de 90 acertos por problema em cada grupo.

O maior percentual de acertos concentrou-se nos Problemas 2 e 3. Isto pode ser
explicado devido ao fato de que nesses problemas, os participantes deveriam formar grupos
de dois itens, ao passo que nos problemas 1 e 4, deveriam formar grupos de trés e quatro
itens, respectivamente, o que proporcionaria um maior nivel de dificuldade para as criancas
haja vista a quantidade total de grupos que deveria ser gerada e a tenra idade dos
participantes. Diferencas significativas foram encontradas entre todos 0Ss grupos nos
problemas 2 e 3, como identificado pelo Kruskal Wallis (Problema 2: p= .000; Problema 3:
p=.003).

Para examinar em detalhes as diferencas entre os grupos, aplicou-se o teste U de
Mann-Whitney que revelou diferencas significativas entre o Grupo 1 vs. o Grupo 2 no
Problema 2 (U= 232,5; p=.000) e no Problema 3 (U= 324,0; p= .016), como também entre 0s
Grupos 1 e 3 no que se refere aos problemas 2 (U= 210,5; p=.000) e 3 (U= 253,0; p=.001).
Contudo, o teste ndo apontou diferencas significativas entre os Grupos 2 e 3 em nenhum dos
problemas.

O Friedman comparou as diferencas entre as grandezas dos pares numéricos no

interior de cada grupo, apontando diferencas significativas no Grupo 2 (p=.000) e no Grupo 3
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(p= .000). O teste de Wilcoxon comparou os problemas dois a dois em cada grupo,

identificando algumas diferencas significativas como mostra a Tabela 4%

Tabela 4 — Niveis de significancia obtidos no Wilcoxon na comparacéo dos tipos de problemas em cada ano
escolar.

Problemas Grupo 2 Grupo 3
(4° ano) (5° ano)
P1x P2 Z=-3,449 Z=-3,774
p=.001 p=.000
P1xP3 Z=-2,553 Z=-3,624
p=.011 p=.000
P2 x P3 Z=-2,000 Z=-2,138
p=.046 p=.033
P2 x P4 Z=-3,681 Z=-3,671
p=.000 p=.000
P3 x P4 Z=-3,681 Z=-3,602
p=.002 p=.000

Nota 1: Problema 1- pares numéricos 5 e 3; Problema 2- pares numéricos 5 e 2; Problema 3- pares numéricos 6 e
2; Problema 4- pares numéricos 6 e 4.

A Tabela 4 mostra que o Grupo2 e o Grupo 3 apresentaram diferencas significativas
para todas as comparagdes realizadas entre os problemas, com excecdo da comparagdo entre
os problemas 1 e 4, cuja diferenca ndo se revelou significativa. Em outras palavras, estes
dados indicaram que os participantes dos Grupos 2 e 3 apresentaram um maior percentual de
acerto ao resolver os problemas 2 e 3 do que os problemas 1 e 4. Contudo, ao observar as
comparagOes entre a grandeza dos pares numéricos referentes ao Grupo 1, nenhum delas
mostrou-se significativa. Dessa forma, tais resultados sugerem que problemas que envolvem a
formacdo de grupos de tamanhos pequenos promovem um melhor desempenho.

No que diz respeito a escolaridade, verificou-se que o maior percentual de acertos
concentrou-se nos Grupos 2 e 3 e isto pode ser explicado pelo fato destes estudantes ja terem
recebido o ensino formal da multiplicacdo, contetdo este que antecede e facilita a

compreensdo dos problemas gque envolvem o raciocinio combinatério.

® Nesta e nas outras tabelas serdo apresentadas apenas as diferencas significativas. N&o foram encontradas
diferencas significativas para o Grupo 1.
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No que concerne a grandeza numérica, esta variavel parece ser também um dos fatores
determinantes do desempenho das criancas haja vista que as mesmas apresentaram um maior
indice de acertos ao solucionarem os problemas cujos valores dos pares numéricos geravam
grupos de tamanho menor, isto € grupos de dois itens (problemas 2 e 3). Como a grande
maioria dos participantes que resolveu os problemas de maneira adequada utilizou o
procedimento de arvore de possibilidades, quanto maior fosse o grupo a ser formado ou o
total de grupos a serem realizados, maior seria o grau de dificuldade da determinada tarefa, ja
gue exigiria uma maior atencdo do participante para se alcancar o esgotamento de todas as
combinacg0es possiveis.

Sendo assim, de maneira geral, parece que os fatores ano escolar e grandeza dos pares
numéricos, de maneira simultdnea, influenciaram o desempenho dos participantes de forma

que os problemas 2 e 3 foram mais facilmente resolvidos pelos grupos 2 (4° ano) e 3 (5° ano).

4.1.2.3 Desempenhio neferente & grandeza des pares numéricos par situagac
A Tabela 5 apresenta a distribuicdo de acertos em funcdo da grandeza dos pares

numericos e das situagdes.

Tabela 5 — Frequéncia e percentual (entre parénteses) de acertos em fungdo da grandeza dos pares numéricos e
situacdo (n=90).

Problemas Situacéo | Situacéo Il Situacéo I11

Problema 1 3333 4(4,4) 4 (4,4)
(5e3)

Problema 2 25 (27,8) 22 (24,4) 28 (31,1)
(5e2)

Problema 3 18 (20,0) 15 (16,7) 23 (25,6)
(6e2)

Problema 4 1(1,1) 1(1,1) 1(1,1)
(6e4)

Total 47 (52,2) 42 (46,6) 56 (62,2)

Nota 1: Situacdo | (problemas sem explicitacdo dos principios invariantes); Situacdo Il (problemas com
explicitacdo dos principios invariantes); Situacdo Ill (problemas com explicitagdo dos principios invariantes
acompanhados de desenhos de figuras recortadas).

Nota 2: maximo de 90 acertos em cada situacao.
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Na Tabela 5, observa-se que a Situacdo Il é a que apresenta 0 maior indice de acertos
qguando comparada com as demais (62,2%). O teste estatistico de Friedman comparou 0s
problemas em todas as situagcdes, encontrando diferencas significativas para todas elas (p=
.000).

Para analisar em detalhes o efeito das situacdes sobre o desempenho, aplicou-se o
Wilcoxon, que comparou as trés situacdes propostas para cada problema. Este teste apontou
diferenca significativa para as situacdes Il e Ill, especificamente no problema 3 (p= .059°).
Dessa forma, esse resultado revela que os sujeitos sdo sensiveis aos problemas que explicitam
0s principios invariantes da combinacdo ou ainda, quando além dessa explicitacdo, vém
acompanhados de desenhos de figuras recortadas.

A Tabela 6 apresenta a distribuicdo de acertos da grandeza dos pares numéricos em

funcdo das situacdes e do ano escolar.

% Ressalta-se que p=.059 é considerado marginalmente significativo, o que confirma a tendéncia de que os
Problemas 2 e 3 apresentam um maior indice de acertos.
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Tabela 6 — Frequéncia e percentual (entre parénteses) de acertos da grandeza dos pares numéricos em fungdo da
situacdo e do ano escolar (n=30).

Grupo 1 (3° ano)

Problemas Situacéo | Situacao Il Situacao Il

Problema 1 0 1(3,3) 0
(5e3)

Problema 2 2 (6,6) 0 3(10,0)
5e2)

Problema 3 1(3,3) 1(3,3) 3(10,0)
(6e2)

Problema 4 0 0 0
(6e4)

Grupo 2 (4° ano)

Problema 1 2 (6,6) 1(3,3) 3(10,0)
(5e3)

Problema 2 11 (36,6) 9 (30,0) 11 (36,6)
(5e2)

Problema 3 8 (26,6) 5 (16,6) 10 (33,3)
(6e2)

Problema 4 0 0 0
(6e4)

Grupo 3 (5° ano)

Problema 1 1(3,3) 2 (6,6) 1(3,3)
(5e3)

Problema 2 12 (40,0) 13 (43,3) 14 (46,6)
(5e2

Problema 3 9 (30,0) 9 (30,0) 10 (33,3)
(6e2)

Problema 4 1(3,3) 1(3,3) 1(3,3)
(6ed)

Nota 1: maximo de 30 acertos em cada situacéo por grupo.

De modo geral, a Tabela 6 mostra que os problemas 2 e 3 foram 0s que apresentaram o
maior indice de acertos tanto em relacdo aos grupos quanto em relacdo as situacoes.

O Friedman comparou o desempenho dos pares numéricos em funcdo das situacdes,
detectando diferencas significativas para o Grupo 1 (p=.053), Grupo 2 (p= .000) e Grupo 3
(p=.000).

Para examinar em detalhes o efeito dos problemas de cada situagdo sobre o
desempenho, aplicou-se o Wilcoxon em cada grupo separadamente, encontrando-se

diferengas significativas, como indicado na Tabela 7.
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Tabela 7- Niveis de significancia obtidos no Wilcoxon na comparacdo da grandeza dos pares numéricos em

funcdo da situacdo e cada ano escolar.

Problemas Grupo 2 Grupo 3
(4° ano) (5° ano)
Situagéo |
P1x P2 Z=-3,000 Z=-3,317
p=.003 p=.001
P1xP3 Z=-2,121 Z=-2,828
p=.034 p=.005
P2 x P4 Z=-3,317 Z=-3,317
p=.001 p=.001
P3 x P4 Z=-2,828 Z=-2,828
p=.005 p=.005
Situacao Il
P1x P2 Z=-2,828 Z=-3,317
p=.005 p=.001
P1xP3 Z=-2,000 Z=-2,646
p=.046 p=.008
P2 x P4 Z=-3,000 Z=-3,464
p=.003 p=.001
P3x P4 Z=-2,236 Z=-2,828
p=.025 p=.005
Situacgao 111
P1x P2 Z=-2,530 Z=-3,606
p=.011 p=.000
P1xP3 Z=-2,333 Z=-2,714
p=.020 p=.007
P2 x P4 Z=-3,317 Z=-3,606
p=.001 p=.000
P3 x P4 Z=-3,162 Z=-3,000
p=.002 p=.003

O teste de Wilcoxon encontrou diferencas apenas entre 0s grupos 2 e 3 com relacéo

aos problemas P1xP2, P1xP3, P2xP4 e P3xP4 em todas as situacfes. Dessa forma, pode-se

inferir que os desempenhos dos participantes contrastam, sobretudo, quando se comparam 0S

problemas que geram grupos maiores (P1 e P4) com aqueles que produzem grupos menores

(P2 e P3), independentemente da situagdo. Em outras palavras, os problemas que exigiam das

criancas a formacéo de grupos de dois itens (P2 e P3) apresentaram um desempenho melhor

guando comparados com aqueles nos quais os participantes deveriam formar grupos de trés e

quatro itens (P3 e P4, respectivamente).
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Sendo assim, esses dados sugerem que a grandeza numérica € fator que influencia o
desempenho, uma vez que os problemas mais dificeis de serem resolvidos sdo aqueles que
exigem a formacéo de grupos com uma maior quantidade de itens, ou seja, com tamanhos de
grupos grandes. Contudo, o mesmo resultado ndo foi observado em relacdo ao Grupo 1, ja que
0 numero de acertos mostrou-se muito préximo, nao observando influéncia das situacdes e
nem tampouco do tamanho dos grupos a serem produzidos.

A fim de verificar as diferencas entre os grupos em funcdo dos problemas e das
situacOes, aplicou-se o Kruskal Wallis, que mostrou diferencas significativas para todos os
grupos no Problema 2 (p= .007) e Problema 3 (p= .020) da Situacdo I; no Problema 2 (p=
.000) e no Problema 3 (p=.022) da Situacdo Il; no Problema 2 (p=.007) e no Problema 3 (p=
.059) da Situacdo IlI.

Com o objetivo de comparar os grupos, aplicou-se o teste U de Mann-Whitney cujos

niveis de significancia podem ser observados na Tabela 8.

Tabela 8 — Niveis de significancia obtidos no U de Mann-Whitney na comparacgdo dos grupos em fungdo da
grandeza dos pares numéricos e situagao.

Grupo 1 (3°ano) x Grupo 2 (4° ano)

Problemas Situacéo | Situacéo 11 Situacéo 111
Problema 2 p=.005 p= .001 p=.015
Problema 3 p=.012 p= .088 p=.030

Grupo 1 (3°ano) x Grupo 3 (5° ano)

Problema 2 p=.002 p=.000 p=.002
Problema 3 p=.006 p=.006 p=.030

De acordo com a Tabela 8, observa-se que todas as comparagdes estatisticas tracadas
entre 0 Grupo 1 com os demais, referentes aos problemas 2 e 3 de cada situagdo proposta,
foram consideradas significativas. Ja as comparaces realizadas entre os Grupos 2 e 3 nédo

apresentaram diferencas significativas. Sendo assim, a partir desta analise, verifica-se
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novamente a influéncia de dois fatores sobre o desempenho das criancas, a saber: gradacéo
escolar e a grandeza numérica trabalhada em cada problema.

No que concerne a escolaridade, a influéncia se deu pelo fato do Grupo 2 (4° ano) e do
Grupo 3 (5° ano) ja terem recebido as instru¢des formais sobre a multiplicacdo, conteido que
antecede e facilita a compreensdo dos problemas que envolvem o raciocinio combinatorio,
proporcionando um melhor desempenho nesses grupos.

No que diz respeito a grandeza numerica, é possivel perceber a sua influéncia quando
comparamos o desempenho dos estudantes nos problemas que trabalham com a formacéo de
grupos maiores (problemas 1 e 4 — grupos de trés e quatro itens, respectivamente) com
aqueles gue requerem a formacéo de grupos menores (problemas 2 e 3 — grupos de dois itens).
Esse dado revela a influéncia do tamanho dos grupos a serem produzidos sobre o desempenho
dos estudantes em detrimento da quantidade total de combinac@es, pois, embora os problemas
2 e 3 exigissem um total de combinacdes diferentes, 10 e 15 respectivamente, o indice de
acertos dos participantes foi semelhante ja que essas tarefas solicitavam a formacao de grupos
de dois itens. J& os problemas 1 e 4, que requisitavam a formacdo de grupos maiores,
apresentaram um nivel de acerto menor, sobretudo este ultimo, que além de exigir a formacao
de grupos de quatro itens, resultava em um total de 15 combinacdo, dificultando, assim, o
desempenho das criangas. Assim, quanto maior fosse o grupo a ser formado, maior seria o
grau de dificuldade da determinada tarefa, ja que exigiria uma maior atencdo do participante

para formar grupos diferentes e se alcancar o esgotamento de todas as combinacdes possiveis.
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4.2 Resultades welatives as estratégias de nesalugio

Além da anélise do desempenho, foram identificadas estratégias de resolucdo através
dos protocolos e das justificativas fornecidas pelas criancas. Estas estratégias foram
analisadas e discutidas com base no sistema de analise construido para esta investigacao
apresentado no Capitulo I, relativo ao sistema de analise.

E importante ressaltar que s6 serdo apresentadas as estratégias referentes a Etapa 2
desse estudo. Isto se deve pelo fato da Etapa 1 envolver a analise de dois tipos de problemas
diferentes (produto cartesiano e combinacao), 0s quais apresentaram algumas estratégias de
resolucdo distintas, que sdo especificas a natureza do problema trabalhado, ndo sendo
possivel, portanto, utilizar um Unico sistema para descrevé-las. Assim, diante dessas
especificidades, ndo foi possivel tracar uma analise comparativa entre as estratégias utilizadas
nos problemas de produto cartesiano e nos de combinacao e, por isso, esta se¢do sera referente
apenas as estratégias adotadas na segunda etapa da presente investigacao.

Os resultados relativos as estratégias sao apresentados e discutidos de duas maneiras
distintas, porém complementares. Inicialmente se analisa as estratégias a partir da relacdo ano
escolar e situacdo; e em um segundo momento se analisa as estratégias a partir da relacdo ano

escolar e grandezas dos pares numéricos.

4.2.1 Undlise das estratégias eferentes ao ano escelar por situagic

Os dados da Tabela 9 referem-se a distribuicdo dos tipos de estratégias de resolucdo

adotadas pelos grupos (Grupo 1, Grupo 2, Grupo 3) nas trés situagdes propostas.
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Tabela 9 — Frequéncia e percentual (entre parénteses) de estratégias de resolugdo em funcdo do ano escolar e
situacdo (n=90)

Grupo 1 (3° ano)

Estratégias Situacéo | Situacao Il Situacao Il
Tipo 1 0 1(0,8) 0
Tipo 2 44 (36,6) 37 (30,8) 17 (14,2)
Tipo 3 66 (55) 73 (60,8) 84 (70)
Tipo 4 7 (5,8) 7(5,8) 13 (10,8)
Tipo 5 0 0 1(0,8)
Tipo 6 3(2,5) 2,7 5(4,2)

Grupo 2 (4° ano)
Tipo 1 0 0 0
Tipo 2 27 (22,5) 8(6,7) 9(7,5)
Tipo 3 57 (47,5) 73 (60,8) 60 (50)
Tipo 4 15 (12,5) 24 (20) 28 (23,4)
Tipo 5 1(0,8) 0 2
Tipo 6 20 (16,7) 15 (12,5) 21 (17,5)

Grupo 3 (5° ano)
Tipo 1 12 (10) 7(5,8) 4 (3,3)
Tipo 2 13 (10,8) 3(2,5) 0
Tipo 3 54 (45) 64 (53,4) 61 (50,8)
Tipo 4 23 (19,2) 21 (17,5) 30 (25)
Tipo 5 0 1(0,8) 2(1,7)
Tipo 6 18 (15) 24 (20) 23 (19,2)

Nota 1: Tipo 1- operacdo inadequada; Tipo 2- combinagdo por pares fixos; Tipo 3- formacdo de algumas
combinacfes sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 4- formacdo de algumas
combinagfes com sistematizacdo na formacao dos pares; Tipo 4- esgotamento de todas as combinagfes possiveis
sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 6- esgotamento de todas as combinagdes
possiveis com sistematizagdo na formagdo dos pares.

Nota 2: maximo de 120 estratégias em cada situacdo por grupo.

De modo geral, a Tabela 9 mostra que 0s trés grupos se concentraram mais na
estratégia Tipo 3 nas trés situacdes propostas. Esta estratégia corresponde ao inicio da
compreensdo da correspondéncia um-para-muitos, quando a crianga deixa de pensar em
termos de pares fixos e comega a utilizar um mesmo elemento na formagao de pares diversos.
Contudo, a crianca ndo chega a estabelecer a totalidade de combinagfes possiveis, pois, ao

que parece, falta a sistematizacdo na formacdo dos pares. Dentre as estratégias que
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demonstram raciocinio combinatdrio, o0 maior percentual encontra-se nas do Tipo 6, sobretudo
no Grupo 3.

Com o objetivo de analisar se havia diferencas significativas entre as estratégias em
cada grupo, aplicou-se o Kruskal-Wallis, que detectou diferencas significativas para todos os
grupos na Situacdo I (Tipo 1: p=.046; Tipo 2 p=.023; Tipo 6: p=.030), na Situacdo Il (Tipo
2: p=.000; Tipo 6: p=.003) e na Situacao Il (Tipo 2: p=.003; e Tipo 6: p=.005).

A fim de analisar em detalhes essas diferencas entre os grupos, aplicou-se o U de

Mann-Whitney, cujos niveis de significancia podem ser observados na Tabela 10.

Tabela 10 — Niveis de significancia obtidos no U de Mann-Whitney na comparagdo dos grupos em fun¢éo dos
tipos de estratégias em cada situagéo.

Grupo 1 (3°ano) x Grupo 2 (4° ano)

Tipos de Situacéo | Situacéo Il Situacéo 111
estratégias
Tipo 2 _ p=.004 _
Tipo 4 _ p= .050 _
Tipo 6 p=.008 p=.008 =.008
Grupo 1 (3°ano) x Grupo 3 (5° ano)
Tipo 2 p=.007 p=.000 p=.001
Tipo 4 p=.036 p= .036 p=.043
Tipo 6 p=.031 p=.001 p=.001

Nota 1: Tipo 2- combinacéo por pares fixos; Tipo 4- formacdo de algumas combinaces com sistematizacdo na
formacdo dos pares; Tipo 6- esgotamento de todas as combinagdes possiveis com sistematizacdo na formacéao
dos pares.

De acordo com a Tabela 10, percebe-se que foram encontradas diferencas
significativas quanto as estratégias adotadas pelas criancas nas comparacdes realizadas entre o
Grupo 1 com os demais.

No que se refere as comparacfes entre os Grupos 1 e 2, observou-se que o Grupo 2
apresentou um maior percentual de estratégias do Tipo 6, na Situacédo I, com relagdo ao Grupo
1. Isso se repetiu nas Situacdes Il e 111, porem o Grupo 2 apresentou uma reducgédo do uso das

estratégias do Tipo 2 (ver Tabela 9).
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Esse mesmo padrédo de resultados foi detectado nas comparac6es entre 0 Grupo 1 e o
Grupo 3, uma vez que observou-se uma diminuicdo da estratégia do Tipo 2 e um aumento das
estratégias do Tipo 6 nas trés situacfes propostas. J& as comparacdes delineadas entre os
grupos 2 e 3 nao apresentaram diferencas estatisticamente significativas, uma vez que o
percentual de tipos de estratégias adotadas pelos participantes de ambos os grupos foi
semelhante. Este resultado parece indicar que ndo ha um salto qualitativo no que diz respeito
ao raciocinio combinatério entre os estudantes que cursam o0 4° e 5° anos, como aquele
observado nas comparacgdes entre os alunos do 3° ano e demais anos escolares investigados.

Portanto, a partir desses resultados, nota-se uma evolucdo do raciocinio combinatorio
com o0 aumento da escolaridade, uma vez que, diferentemente do Grupo 1, os estudantes do
Grupo 2 diminuiram o uso de estratégias que ndo indicavam a presenca do raciocinio
combinatério e, em contrapartida, aumentaram o0 uso de estratégias de resolucdo
combinatdrias. Sendo assim, esses resultados sugerem uma influéncia da escolaridade sobre a
estratégia adotada, uma vez que a medida que se aumenta o nivel escolar, ocorre um aumento
do uso das estratégias de resolu¢do combinatoria.

O Friedman analisou a influéncia das situacdes sobre o tipo de estratégia adotada,
revelando diferencas significativas para o Grupo 1 (p=.000) o Grupo 2 (p=.000) e o Grupo 3
(p=.000).

O Wilcoxon analisou 0 uso das estratégias em cada grupo separadamente, sendo 0s

seus valores expostos na Tabela 11.
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Tabela 11 — Niveis de significancia obtidos no Wilcoxon na comparacgdo dos tipos de estratégias de resolucao
em funcao da situacdo para o Grupo 1.

GRUPO 1 (3° ANO)

Tipos de estratégias Situacéo | Situacéo Il Situacéo 111
Tipo 1x Tipo 2 Z=-3,369 Z=-3,564 Z=-2,719
p=.001 p=.000 p=.007
Tipo 1 x Tipo 3 Z=-4,111 Z=-4,300 Z=-4,603
p=.000 p=.000 p=.000
Tipo 1 x Tipo 4 Z=-1,890 _ Z=-2,730
p=0.59 p=.006
Tipo 2 X Tipo3 _ _ Z=-3,589
p=.000
Tipo 2 x Tipo 4 Z=-2,889 Z=-2,737 _
p=.004 p=.006
Tipo 2 x Tipo 5 Z=-3,369 Z=-3,563 Z=-2,507
p=.001 p=.000 p=.012
Tipo 2 x Tipo 6 Z=-3,204 Z=-3,345 _
p=.001 p=.001
Tipo 3 X Tipo 4 Z=-3,871 Z=-4,020 Z=4,311
p=.000 p=.000 p=.000
Tipo 3 X Tipo 5 Z=-4,111 Z=-4,262 Z=-4,601
p=.000 p=.000 p=.000
Tipo 3 X Tipo 6 Z=-3,943 Z=-4,285 Z=-4,436
p=.000 p=.000 p=.000
Tipo 4 X Tipo 5 Z=-1,890 Z=-2,121 Z=-2,521
p=.059 p=.034 p=.012
Tipo 4 X Tipo 6 _ Z=-1,890 _
p=.059

Nota 1: Tipo 1- operacdo inadequada; Tipo 2- combinagdo por pares fixos; Tipo 3- formacdo de algumas
combinacfes sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 4- formacdo de algumas
combinacfes com sistematiza¢ao na formacdo dos pares; Tipo 5- esgotamento de todas as combinacGes possiveis
sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 6- esgotamento de todas as combinagdes
possiveis com sistematizagdo na formagdo dos pares.
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Tabela 12 — Niveis de significancia obtidos no Wilcoxon na comparacgdo dos tipos de estratégias de resolucao
em funcao da situacdo para o Grupo 2.

GRUPO 2 (4° ANO)

Tipos de estratégias Situacéo | Situacéo Il Situacéo 111
Tipo 1x Tipo 2 Z=-2,530 Z=-2,271 _
p=.011 p=.023
Tipo 1 x Tipo 3 Z=-3,828 Z=-4,342 Z=-3,890
p=.000 p=.000 p=.000
Tipo 1 x Tipo 4 Z=-2,879 Z=-2,961 Z=-3,457
p=.004 p=.003 p=.001
Tipo 1 X Tipo 6 Z=-2,970 Z=-3,066 Z=-3,109
p=.003 p=.002 p=.002
Tipo 2 X Tipo3 _ Z=-4,213 Z=-2,917
p=.000 p=.004
Tipo 2 x Tipo 4 _ Z=-2,103 Z=-2,072
p=0.35 p=.038
Tipo2 x Tipo 5 Z=-2,490 Z=-2,271 _
p=.013 p=.023
Tipo 3 X Tipo 4 Z=-2,961 Z=-2,998 Z=-2,244
p=.003 p=.003 p=.025
Tipo 3 X Tipo 5 Z=-3,828 Z=-4,342 Z=-3,872
p=.000 p=.000 p=.000
Tipo 3 X Tipo 6 Z=-2,686 Z=-3,812 Z=-2,909
p=.007 p=.000 p=.004
Tipo 4 X Tipo 5 Z=-2,697 Z=-2,961 Z=-3,209
p=.007 p=.003 p=.001
Tipo 5 X Tipo 6 Z=-2,926 Z=-3,066 Z=-2,848
p=.003 p=.002 p=.004
Tipo 1x Tipo 2 Z=-2,530 Z=-2,271 _
p=.011 p=.023

Nota 1: Tipo 1- operacdo inadequada; Tipo 2- combinagdo por pares fixos; Tipo 3- formacdo de algumas
combinacfes sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 4- formacdo de algumas
combinagfes com sistematizacdo na formacao dos pares; Tipo 5- esgotamento de todas as combinagfes possiveis
sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 6- esgotamento de todas as combinagdes
possiveis com sistematizagdo na formagdo dos pares.
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Tabela 13 — Niveis de significancia obtidos no Wilcoxon na comparacgdo dos tipos de estratégias de resolucao
em funcao da situacdo para o Grupo 3.

GRUPO 3 (5° ANO)

Tipos de estratégias Situacao | Situacao Il Situacao Il
Tipo 1 x Tipo 3 Z=-2,429 Z=-3,443 Z=-3,524
p=.015 p=.001 p=.000
Tipo 1 x Tipo 4 _ _ Z=-2,873
p=.004
Tipo 1 X Tipo 6 _ Z=-2,075 Z=-2,744
p=.038 p=.006
Tipo 2 X Tipo3 Z= -2,429 Z=-3,968 Z=-3,986
p=.015 p=.000 p=.000
Tipo 2 x Tipo 4 _ Z=-2,626 Z=-3,564
p=.009 p=.000
Tipo2x Tipo 5 Z=-1,890 _ _
p=.059
Tipo 2 x Tipo 6 Z=-523 Z=-2,907 Z=-,493
p=.601 p=.004 p=.000
Tipo 3 X Tipo 4 Z=-2,303 Z=-2,865 Z=-2,158
p=.021 p=.004 p=.031
Tipo 3 X Tipo 5 Z=-3,654 Z=-3,976 Z=-3,986
p=.000 p=.000 p=.000
Tipo 3 X Tipo 6 Z=-2,638 Z=-2,705 Z=-2,601
p=.008 p=.007 p=.009
Tipo 4 X Tipo 5 Z=-2,994 Z=-2,961 Z=-3,355
p=.003 p=.003 p=.001
Tipo 5 X Tipo 6 Z=-2,714 Z=-3,130 Z=-3,191
p=.007 p=.002 p=.001
Tipo 1 x Tipo 3 Z=-2,429 Z=-3,443 Z=-3,524
p=.015 p=.001 p=.000

Nota 1: Tipo 1- operacdo inadequada; Tipo 2- combinagdo por pares fixos; Tipo 3- formacdo de algumas
combinacfes sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 4- formacdo de algumas
combinagfes com sistematizacdo na formacao dos pares; Tipo 5- esgotamento de todas as combinagfes possiveis
sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 6- esgotamento de todas as combinagdes
possiveis com sistematizagdo na formagdo dos pares.

No Grupo 1 (Tabela 9), houve um maior percentual de estratégias do Tipo 2 e,
sobretudo, Tipo 3 nas trés situacdes propostas. Este resultado parece indicar que as criangas
do 3° ano, embora nédo consigam resolver os problemas de forma apropriada, ja apresentam os
primeiros indicios de raciocinio combinatdrio, cujas evidéncias sdo maiores nos problemas da
Situacdo Il (explicitacdo dos principios invariantes) e Situagdo Il (explicitacdo dos principios

invariantes acompanhados de desenhos de figuras recortadas). Estes dados manifestam,
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portanto, o papel facilitador da explicitacdo dos invariantes sobre a resolucdo dos problemas.
E, ao que parece, a explicitacdo fica ainda mais potencializada quando acompanhada de
desenhos de figuras recortadas.

No Grupo 2 (Tabela 9), observou-se uma maior concentracdo na estratégia do Tipo 3 e
um aumento expressivo do Tipo 6. Ademais, verificou-se que as SituacGes Il e 11l foram as
que mais possibilitaram o uso das estratégias que ja indicavam presenca de raciocinio
combinatdrio. Esse resultado sugere que a explicitacdo dos principios invariantes facilita a
resolucdo dos problemas, ndo havendo, portanto, muita influéncia dos desenhos de figuras
recortadas j& que o percentual da estratégia do Tipo 6 foi semelhante nessas duas situacées.

O Grupo 3 apresentou dados semelhantes ao do Grupo 2, o que indica que as criancas
do 4° e 5° anos estdo praticamente no mesmo nivel de raciocinio combinatorio, uma vez que

ambos 0s grupos apresentam mesmo padrdo de resultados em relacéo as situacoes.

4.2.2 Undlise das estratégias em funcao da grandeza dos pares numéiices
A Tabela 14 apresenta a distribuicdo dos tipos de estratégia de resolucdo em funcao da

grandeza dos pares huméricos nos problemas.
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Tabela 14 — Frequéncia e percentual (entre parénteses) das estratégias de resolugdo em fungdo da grandeza dos
pares numéricos (n= 90).

Grupo 1 (3° ano)

Tipos de estratégias Problema 1 Problema 2 Problema 3 Problema 4
(5e3) 5e2) (6e2) (6e4)

Tipo 1 0 0 0 0

Tipo 2 20 (22,3) 23 (25,6) 34 (37,8) 19(21,2)

Tipo 3 59 (65,6) 57 (63,4) 48 (53,4) 62 (68,9)

Tipo 4 10 (11,2) 5 (5,6) 3(3,4) 9 (10)

Tipo 5 0 1(1,2) 0 0

Tipo 6 1(1,2) 4 (4,5) 5 (5,6) 0

Grupo 2 (4° ano)

Tipo 1 0 0 0 0

Tipo 2 10 (11,2) 12 (13,4) 13 (14,5) 9 (10)
Tipo 3 56 (62,3) 42 (46,7) 42 (46,7) 55 (61,2)
Tipo 4 18 (20) 7(7,8) 11 (12,3) 26 (28,9)
Tipo 5 1(1,2) 1(1,2) 1(1,2) 0

Tipo 6 5 (5,6) 28 (31,2) 23 (25,6) 0

Grupo 3 (5° ano)

Tipo 1 7(7.8) 6 (6,6) 7(7.8) 6 (6,6)
Tipo 2 4 (4,5) 4 (4,5) 5 (5,6) 3(3,4)
Tipo 3 50 (55,6) 37 (41,2) 41 (45,6) 48 (53,4)
Tipo 4 25 (27,8) 10 (11,2) 9 (10) 30 (33,4)
Tipo 5 0 2(2,3) 1(1,2) 0

Tipo 6 4 (4,5) 31 (34,5) 27 (30) 3(3,4)

Nota 1: Tipo 1- operacdo inadequada; Tipo 2- combinagdo por pares fixos; Tipo 3- formacdo de algumas
combinacfes sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 4- formacdo de algumas
combinagfes com sistematizacdo na formacao dos pares; Tipo 5- esgotamento de todas as combinacfes possiveis
sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 6- esgotamento de todas as combinagdes
possiveis com sistematizacdo na formacéao dos pares.

Nota 2: maximo de 90 estratégias em cada situa¢do por grupo.

De acordo com a Tabela 14, a estratégia Tipo 6 se concentra nos problemas 2 e 3,
cujos pares numericos, quando combinados, formam os grupos de menor tamanho (grupos de
dois itens). Ademais, tal estratégia apresenta maior percentual nos Grupos 2 e 3.

O teste de Kruskal Wallis comparou as diferencas entre os grupos em fungédo dos tipos
de estratégias, encontrando diferencas significativas para todos 0s grupos nas estratégias Tipo

2 (p=.022) e Tipo 4 (p=.040) do Problema 1; Tipo 2 (p=.002), Tipo 3 (p=.030) e Tipo 6 (p=
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.000) do Problema 2; Tipo 2 (p=.000) e Tipo 6 (p=.001) do Problema 3; e Tipo 2 (p=.006),
Tipo 3 (p=.003) e Tipo 4 (p=.019) do Problema 4.
A fim de analisar em detalhes essas diferencas, aplicou-se o teste U de Mann-Whitney,

cujos valores das diferencas podem ser observados na Tabela 15.

Tabela 15 — Niveis de significancia obtidos no U de Mann-Whitney na comparacdo dos grupos em fun¢do dos
tipos de estratégias e das grandezas dos pares numericos.

Grupo 1 (3°ano) x Grupo 2 (4° ano)

Tipos de Problema 1 Problema 2 Problema 3 Problema 4
estratégias

Tipo 1
Tipo 2 p=.006
Tipo 3 _ _ _ p=.002
Tipo 4
Tipo 5
Tipo 6

p=.001 p=.004

Grupo 1 (3°ano) x Grupo 3 (5° ano)

Tipo 1 _ _ _
Tipo 2 p=.022 p=.002 p=.000 p=.006
Tipo 3 _ p=.039 _ p=.003
Tipo 4 p=.040 _ _ p=.019
Tipo 5 _ _ _ _

Tipo 6 _ p=.000 p=.001

Nota 1: Tipo 1- operacdo inadequada; Tipo 2- combinagdo por pares fixos; Tipo 3- formacdo de algumas
combinacfes sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 4- formacdo de algumas
combinagfes com sistematizacdo na formacao dos pares; Tipo 5- esgotamento de todas as combinagfes possiveis
sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 6- esgotamento de todas as combinagdes
possiveis com sistematizacdo na formacéao dos pares.

De acordo com a Tabela 15, observa-se diferencas apenas nas comparacges realizadas
entre 0 Grupo 1 e os demais, 0 que indica que os resultados dos Grupos 2 e 3 sdo muito
proximos, ndo havendo, portanto diferencas significativas entre eles.

Nas comparagdes entre os Grupos 1 e 2, observou-se uma redugdo do uso de
estratégias Tipo 2 e 0 aumento expressivo das estratégias Tipo 6, sobretudo nos Problemas 2 e
3. Esse mesmo padrédo de resultados se repetiu nas comparagoes tragadas entre o Grupo 1 e o

Grupo 3.
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Assim, tais resultados indicam uma influéncia da escolaridade bem como dos pares
numéricos envolvidos nos problemas sobre 0 uso de estratégias apropriadas para a resolucao
de problemas de combinacéo.

O Friedman analisou a influéncia das grandezas dos pares numeéricas sobre 0s tipos de
estratégias, detectando diferencas significativas para o Grupo 1 (p=.000), Grupo 2 (p=.000) e
Grupo 3 (p=.000).

A fim de comparar os tipos de estratégias dois a dois, aplicou-se o Wilcoxon cujas

diferencas significativas podem ser visualizadas na Tabela 16.

Tabela 16 — Niveis de significancia obtidos no Wilcoxon na comparacéo dos tipos de estratégias de resolucéo
em funcdo das grandezas dos pares numéricos do Grupo 1.

Grupo 1 (3° ano)

Tipos de estratégias Problema 1 Problema 2 Problema 3 Problema 4
(5e3) 5e2) (6e2) (6ed)
Tipo 1x Tipo 2 Z=-2,859 _ _ _
p=.004
Tipo 1 x Tipo 3 Z=-4,579 _ _ _
p=.000
Tipo 1 x Tipo 4 Z=-4,456 _ _ _
p=.014
Tipo1x Tipo 5 Z=1 _ _ _
p=.000
Tipo 2 X Tipo3 Z=-3,119 _ _ _
p=.002
Tipo 2 x Tipo 5 Z=-2,850 _ _ _
p=.004
Tipo 2 x Tipo 6 Z=-2,754 _ _ _
p=.006
Tipo 3 X Tipo 4 Z=-3,816 _ _ _
p=.000
Tipo 3 X Tipo 5 Z=-4,579 _ _ _
p=.000

Nota 1: Tipo 1- operacdo inadequada; Tipo 2- combinagdo por pares fixos; Tipo 3- formacdo de algumas
combinacfes sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 4- formacdo de algumas
combinac6es com sistematizagao na formacdo dos pares; Tipo 5- esgotamento de todas as combinacGes possiveis
sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 6- esgotamento de todas as combinagdes
possiveis com sistematizacdo na formacao dos pares
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Tabela 17 — Niveis de significancia obtidos no Wilcoxon na comparacgao dos tipos de estratégias de resolucéo
em funcdo das grandezas dos pares numéricos do Grupo 2.

Grupo 2 (4° ano)

Tipos de Estratégias Problema 1 Problema 2 Problema 3 Problema 4
Tipo 1x Tipo 2 Z=-2,530 Z=-2,271 _ _
p=.011 p=.023
Tipo 1 x Tipo 3 Z=-3,828 Z=-4,342 Z=-3,890 _
p=.000 p=.000 p=.000
Tipo 1 x Tipo 4 Z=-2,879 Z=-2,961 Z=-3,457 _
p=.004 p=.003 p=.001
Tipo 1 X Tipo 6 Z=-2,970 Z=-3,066 Z=-3,109 _
p=.003 p=.002 p=.002
Tipo 2 X Tipo3 _ Z=-4,213 Z=-2,917 _
p=.000 p=.004
Tipo 2 x Tipo 4 _ Z=-2,103 Z=-2,072 _
p=0.35 p=.038
Tipo2 x Tipo 5 Z=-2,490 Z=-2,271 _ _
p=.013 p=.023
Tipo 3 X Tipo 4 Z=-2,961 Z=-2,998 Z=-2,244 _
p=.003 p=.003 p=.025
Tipo 3 X Tipo 5 Z=-3,828 Z=-4,342 Z=-3,872 _
p=.000 p=.000 p=.000
Tipo 3 X Tipo 6 Z=-2,686 Z=-3,812 Z=-2,909 _
p=.007 p=.000 p=.004
Tipo 4 X Tipo 5 Z=-2,697 Z=-2,961 Z=-3,209 _
p=.007 p=.003 p=.001
Tipo 5 X Tipo 6 Z=-2,926 Z=-3,066 Z=-2,848 _
p=.003 p=.002 p=.004

Nota 1: Tipo 1- operacdo inadequada; Tipo 2- combinagdo por pares fixos; Tipo 3- formacdo de algumas
combinacfes sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 4- formacdo de algumas
combinacfes com sistematiza¢ao na formacdo dos pares; Tipo 5- esgotamento de todas as combinacGes possiveis
sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 6- esgotamento de todas as combinagdes
possiveis com sistematizagdo na formag&o dos pares.
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Tabela 18 — Niveis de significancia obtidos no Wilcoxon na comparagao dos tipos de estratégias de resolucao
em funcdo das grandezas dos pares numéricos do Grupo 3.

Grupo 3 (5° ano)

Tipos de estratégias Problema 1 Problema 2 Problema 3 Problema 4
(5e3) (5e2) (6e2) (6e4)

Tipo 1x Tipo 2 Z=,090 Z=-,647 Z=-1 _
p=.928 p=.518 p=.317

Tipo 1 x Tipo 3 Z=-2,429 Z=-3,443 Z=-3,524 _
p=.015 p=.001 p=.000

Tipo 1 x Tipo 4 Z=-1,051 Z=-1,769 Z=-2,873 _
p=.293 p=.077 p=.004

Tipo1x Tipo5 Z=-1,732 Z=-1,289 Z=,000 _
p=.083 p=.197 p=1

Tipo 1 X Tipo 6 Z=-0,414 Z=-2,075 Z=-2,744 _
p=.679 p=.038 p=.006

Tipo 2 X Tipo3 Z= -2,429 Z=-3,968 Z=-3,986 _
p=.015 p=.000 p=.000

Tipo 2 x Tipo 4 Z=-1,065 Z=-2,626 Z=-3,564 _
p=.287 p=.009 p=.000

Tipo 2 x Tipo 5 Z=-1,890 zZ=-1 Z=-1414 3
p=.059 p=.317 p=.157

Tipo 2 x Tipo 6 Z=-523 Z=-2,907 Z=-,493 _
p=.601 p=.004 p=.000

Tipo 3 X Tipo 4 Z=-2,303 Z=-2,865 Z=-2,158 _
p=.021 p=.004 p=.031

Tipo 3 X Tipo 5 Z=-3,654 Z=-3,976 Z=-3,986 _
p=.000 p=.000 p=.000

Tipo 3 X Tipo 6 Z=-2,638 Z=-2,705 Z=-2,601 _
p=.008 p=.007 p=.009

Tipo 4 X Tipo 5 Z=-2,994 Z=-2,961 Z=-3,355 _
p=.003 p=.003 p=.001

Tipo 4 X Tipo 6 Z=-,686 Z=-522 Z=-1,179 _
p=.493 p=.601 p=.238

Tipo 5 X Tipo 6 Z=-2,714 Z=-3,130 Z=-3,191 _
p=.007 p=.002 p=.001

Nota 1: Tipo 1- operacdo inadequada; Tipo 2- combinagdo por pares fixos; Tipo 3- formacdo de algumas
combinacfes sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 4- formacdo de algumas
combinagfes com sistematizacdo na formacao dos pares; Tipo 5- esgotamento de todas as combinagfes possiveis
sem identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares; Tipo 6- esgotamento de todas as combinagdes
possiveis com sistematizagdo na formacédo dos pares.

No Grupo 1 (Tabela 14) observou-se uma maior concentra¢do nas estratégias do Tipo
2 e, principalmente, Tipo 3, revelando que criancas jovens ja apresentam os primeiros indicios

de raciocinio combinatério. A Tabela 16 detectou diferencas significativas apenas para o
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problema 1. Sendo assim, parece ndo haver efeito dos pares numéricos sobre o uso de
estratégias de resolucdo mais adequadas.

O Grupo 2 e 0 Grupo 3 também apresentaram maior concentracdo nas estratégias do
Tipo 3 (ver Tabela 14). Outro dado relevante refere-se a0 aumento expressivo do uso da
estratégia Tipo 6, sobretudo, nos Problemas 2 e 3, cuja combinacdo dos pares numeéricos
geravam grupos de tamanho menor (dois itens). Assim, ha uma relacdo do uso de estratégias
mais elaboradas em funcéo das grandezas dos pares numéricos.

Sendo assim, parece que os fatores ano escolar e grandeza dos pares numeéricos, de
maneira simultanea, influenciaram os tipos de estratégias adotados. No que diz respeito a
escolaridade, a multiplicacdo parece ter sido um fator relevante na utilizacdo de estratégias
mais sofisticadas, uma vez que os alunos do 4° e 5° anos, que ja haviam recebido a instrucédo
formal desse contetido, adotaram estratégias mais elaboradas. No que se refere a grandeza dos
pares numericos, 0 pequeno tamanho dos grupos gerados pela combinacdo dos pares
numericos parece ter sido uma variavel importante, ja& que foram os Problemas 2 e 3 que

concentraram as estratégias mais sofisticadas.
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Capitute V

Ao revisitar a literatura relacionada a resolucdo de problemas de estrutura
multiplicativa, observa-se que sdo poucas as pesquisas voltadas para o campo do raciocinio
combinatdrio, em particular as que abordam os problemas de combinacdo nas séries iniciais
do Ensino Fundamental. Os estudos realizados nessa diregdo advogam que este tema é
considerado bastante dificil quando comparados aos demais contetdos que compdem o campo
das estruturas multiplicativas, sobretudo para as criangas.

Nunes e Bryant (1997) afirmam que os problemas de raciocinio combinatério sdo mais
dificeis de serem compreendidos pelas criangas pelo fato do problema envolver dois
conjuntos basicos mais um terceiro, que é identificado pela combinacéo de cada elemento que
formam o conjunto basico. Ademais, a correspondéncia um-para-muitos ndo se apresenta de
forma explicita no enunciado do problema, tendo o sujeito que inferir que para cada elemento
do conjunto bésico, existem varias transformaces referentes a quantidade do outro conjunto
basico.

Acrescenta-se a essas, outras dificuldades como as assinaladas por Eizenberg e
Zaslavsky (2002), os quais afirmam que os problemas de raciocinio combinatdrio se diferem
de outros problemas multiplicativos pelo fato de ndo apresentarem estratégias evidentes de
solugdo. Além disso, torna-se dificil verificar se as respostas obtidas na resolucdo de
problemas de combinatdria estdo corretas ja que maneiras distintas de resolver um mesmo

problema resultam em diferentes respostas visivelmente convincentes, e detectar um erro nao
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leva necessariamente a uma solucdo correta. Dai, a importancia de mais estudos nessa area
para que seja possivel investigar a compreensdo das criangas jovens acerca do raciocinio
combinatério a fim de que elas se tornem cada vez mais aptas a resolverem com sucesso estes
tipos de problema.

De modo geral, os estudos conduzidos com criancas tém investigado o nivel de
dificuldade apresentado pelos problemas e as estratégias de resolucdo adotadas, fornecendo
resultados interessantes a respeito da compreensdo gradual das relacbes que caracterizam a
estrutura dos problemas multiplicativos. Entretanto, também € possivel identificar questes
mais especificas, as quais tém sido alvo de interesse dos pesquisadores da area. Algumas
pesquisas analisam as estratégias de resolucdo empregadas por criancas em funcdo de
diversos aspectos, tais como: idade, escolaridade, desempenho em matematica e
conhecimento formal sobre combinatoria (e.g. Pessoa, Silva & Matos, 2005; Pessoa & Matos,
2006; Moro & Soares, 2006; Soares & Moro, 2006; Pessoa & Borba 2007; 2008; Taxa
Amaro, 2006; Pedrosa, 2008); outros estudam a compreensdo das criangas sobre 0s principios
invariantes que fundamentam o produto cartesiano (e.g. Mekhmandarov, 2000; Silva &
Spinillo 2010); outros comparam o desempenho de criangas em diversos problemas de
estrutura multiplicativa, dentre eles produto cartesiano, arranjo, permutacdo e combinacao
(e.g. Bryant et al., 1992; Pessoa & Borba 2007; 2008; Selva et al., 2008). Ha estudos cujos
interesses estdo voltados para aspectos como o papel dos suportes de representacdo (Bryant,
Morgado & Nunes, 1992; Batista, 2002) e aqueles que utilizam o material concreto como um
recurso facilitador para a resolucéo dos problemas (English 1991, 1992) ou que investigam se
as estratégias e procedimentos utilizados em problemas de produto cartesiano simples
poderiam ser generalizados para problemas de produto cartesiano mais complexos (English,

1993).
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Sendo assim, observa-se uma caréncia de pesquisas que examinem as relagdes que
marcam a natureza dos problemas de raciocinio combinatorio, em particular, combinacao,
assim como, dos esquemas organizadores da cognicdo que estdo subjacentes a elaboracao
dessas relacOes, tais como 0s principios invariantes do conceito em questdo. Os trabalhos de
English (1991, 1992), Mekhmandarov (2000) e, mais recentemente, o de Silva e Spinillo
(2010) sdo os que parecem ter explorado de maneira mais profunda as relagdes implicitas que
estdo envolvidas nos problemas de raciocinio combinatorio.

Baseando-se na teoria de Vergnaud (1998, 2009) a respeito da formacdo de conceitos
matematicos, € possivel pensar sobre os principios invariantes que compdem os problemas de
raciocinio combinatério. Contudo, as pesquisas tém se voltado mais para os estudos das
situacOes e das representacdes dos conceitos do que para seus invariantes. Supondo, como
afirmam Nunes e Bryant (1997), que a maior dificuldade dos problemas de raciocinio
combinatério é desvendar a correspondéncia um-para-muitos, que é um dos principios
invariantes dos problemas que compdem o raciocinio combinatdrio, entdo as pesquisas que
visam facilitar a resolucdo desses tipos de problema poderiam focalizar os invariantes mais do
que as situacOes e 0s suportes de representacdo. A pesquisa conduzida por Silva e Spinillo
(2010) foi nessa direcdo e investigou o efeito da explicitagdo dos principios invariantes sobre
0s problemas de produto cartesiano em criancas. Os resultados evidenciaram que a
explicitagdo destes principios provocou um efeito facilitador sobre a resolucdo desses
problemas, promovendo o0 uso de estratégias mais adequadas. Diante disso, surgiu o
questionamento se este efeito facilitador poderia também ser observado nos problemas de
combinacéo, quando os participantes fossem submetidos a situacdes de pesquisa semelhantes.

Face as consideracdes aludidas, o presente estudo teve por objetivo examinar o papel
desempenhado pela explicitacdo dos principios invariantes na resolucdo de problemas de

combinacéo. Este estudo foi dividido em duas etapas. A Etapa 1 teve como objetivo examinar
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0 desempenho de criancas na resolucdo de problemas de produto cartesiano e de combinagéo
em duas situacBes distintas: uma em que 0s principios invariantes do conceito ndo estavam
explicitados no enunciado dos problemas e outra em que os principios estavam explicitados.
Importante ressaltar que os dados relativos aos problemas de produto cartesiano foram obtidos
do estudo de Silva e Spinillo (2010), enquanto que as informacdes referentes aos problemas
de combinacdo foram produzidas a partir da presente pesquisa. A Etapa 2, por sua vez,
coletou novos dados a fim de investigar o efeito da explicitacdo dos principios invariantes
sobre a resolucdo de problemas de combinacdo por criancas em trés situacfes distintas, a
saber: Situacdo I, problemas em que os principios invariantes estavam implicitos; Situacdo II,
em que houve a explicitacdo dos principios invariantes no enunciado dos problemas; e
Situacdo 11, na qual os principios invariantes também estavam explicitos nos enunciados dos
problemas, porém acompanhados de desenhos de figuras recortadas.

Os dados da Etapa 1 foram analisados em funcéo do desempenho (nimero de acertos),
sendo tracadas andalises comparativas a fim de examinar se o papel da explicitacdo dos
principios € 0 mesmo tanto nos problemas de produto cartesiano quanto nos problemas de
combinagdo. Na Etapa 2, os dados foram analisados em fungdo do desempenho e das
estratégias de resolucdo adotadas. Foram realizadas analises referentes as diferentes situaces
(I, 11 e 1) a fim de examinar se haveria uma situagdo mais facilitadora do que a outra; a
possivel influéncia da idade/escolaridade na resolucdo de problemas de combinacdo, bem
como a interacdo entre este aspecto e as situagdes investigadas.

Este capitulo final discute os principais resultados obtidos nesta investigacao, os quais
sdo apresentados em dois blocos, um referente ao desempenho e o outro relacionado as
estrategias adotadas na resolucdo dos problemas. Apresentam-se, ainda, as contribuicdes e as
implicacdes educacionais desse estudo, bem como as pesquisas futuras que poderdo ser

desenvolvidas.
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3.1 Puincipais wesultadaes e conclusies

5.1.1 Censideragies acewca do desempenhio

Etapa 1

Ao comparar o desempenho dos participantes em funcao da resolucéo de problemas de
produto cartesiano e de combinacdo, observou-se que as criangas resolveram mais facilmente
0s problemas de produto cartesiano. Esses dados ratificam, portanto, os resultados de estudos
anteriores (e.g. Pessoa & Borba, 2007, 2008, 2009), os quais afirmam que os problemas de
combinacéo sdo mais dificeis de serem resolvidos do que os de produto cartesiano.

Segundo Pessoa e Borba (2009), diferentemente da combinacdo, os problemas de
produto cartesiano sdo trabalhados de maneira explicita nos anos iniciais do Ensino
Fundamental, pois no momento em que a escola comeca a trabalhar formalmente a
multiplicacdo enfatiza, entre os tipos mais comuns de multiplicacéo, este tipo de problema.
Dessa forma, as criancas vao se familiarizando e se apropriando mais cedo dos invariantes do
produto cartesiano, das situacGes em que eles sdo trabalhados e das diversas formas de
representar este conceito ao ponto de resolverem com éxito a maioria desses problemas.
Contudo, 0 mesmo ndo ocorre com o0s problemas de combinacdo, uma vez que estes s6 sao
trabalhados em sala de aula de forma explicita no Ensino Médio, fato este que parece
contribuir para o baixo indice de acertos no grupo de criangas do 3° ano.

Além desse fator, a pesquisa conduzida por Pessoa e Matos (2006) aponta que alguns
livros didaticos ja introduzem este trabalho com o produto cartesiano nos anos iniciais do
Ensino Fundamental. Barreto, Amaral e Borba (2007) também observaram que, apesar do

produto cartesiano ser o Unico tipo de problema de raciocinio combinatério abordado
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explicitamente nos livros didaticos, os outros tipos de problema (combinacdo, permutacédo e
arranjo) ja sdo apresentados em alguns livros, porém nenhum destaque Ihes sdo concedidos e
semelhancas e/ou diferencas entre eles sdo enfatizadas. Portanto, a forma como estes
conteudos sdo abordados em sala de aula e nos livros didaticos parece refletir nas pesquisas da
area.

Acrescenta-se, ainda, a essas dificuldades, o fato dos problemas de combinacao
apresentar um invariante que possivelmente dificulta a formacdo das combinacGes, pois a
mudanca na ordem dos elementos ndo gera novas possibilidades e os alunos, na maioria das
vezes, ndo se dao conta dessa propriedade e acabam repetindo possibilidades, extrapolando,
assim, o numero total de combinacBes. Portanto, a soma desses fatores contribui para a
dificuldade observada na resolucdo de problemas de combina¢do quando comparados aos de
produto cartesiano.

Contudo, apesar da escola e dos livros didaticos ndo trabalharem de forma explicita e
sistematizada a combinagdo nos anos iniciais do Ensino Fundamental, além das dificuldades
inerentes aos problemas de combinacgdo, foi possivel observar, ainda que de forma pouco
expressiva, que alguns alunos foram bem sucedidos em suas resolugdes. O bom desempenho
nestes casos pode ser consequéncia de experiéncias escolares, mesmo nao explicitas ou com
outros contetdos que auxiliam no desenvolvimento de um modo de pensar sistematizado, ou
ainda, pode indicar um possivel desenvolvimento extra-escolar do raciocinio. Esses sinais de
desenvolvimento de raciocinio combinatério fora do ambiente escolar foram também
evidenciados por Carraher, Carraher e Schliemann (1988), cujos estudos demonstraram ser
possivel adquirir fluéncia em procedimentos informais de resolucéo de situagdes-problemas
mesmo sem ter o dominio de métodos escolares, porém essa evidéncia se deu com

participantes adultos que exerciam profissdes que lidava com permutac6es, em particular.
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A partir da analise desses dados, foi possivel inferir também, embora alguns
pesquisadores admitam exatamente o contrario, que os tipos de problemas abordados séo
diferentes em sua esséncia, ja que sdo formados por invariantes distintos. Os principios
invariantes que constituem o conceito de problemas de produto cartesiano sao: (i) trabalha-se
com a combinacdo entre elementos de dois ou mais conjuntos diferentes de maneira que
produzam um outro conjunto que contemple todas as combinacBes possiveis; (ii) ndo ha
repeticdo de elementos; (iii) e a ordem dos elementos dos conjuntos ndao é importante
(Vergnaud, 1983, 2009). Ja os problemas de combinacdo sdo compostos pelos seguintes
invariantes operatérios: (i) trabalha-se com a combinagdo de um subgrupo do grupo; (ii) ndo
ha repeticdo de elementos; e (iii) a ordem dos elementos no subconjunto ndo é importante,
basta que a combinacdo ocorra apenas uma vez (e.g. Morgado et al., 2006; Santos, Mello &
Murari, 1998). Por se tratarem, portanto, de invariantes distintos é que 0 sucesso nos
problemas de produto cartesiano ndo garante o éxito nos de combinacdo. Sendo assim, ao que
parece, apesar de ambos pertencerem a mesma estrutura multiplicativa e corresponderem a
problemas de raciocinio combinatério, hd uma hierarquia no que se refere aos esquemas
necessarios para a compreensdo adequada destes conceitos, refletindo, assim, no nivel de
dificuldade diferenciado.

No que se referem as situacdes propostas nesta etapa, 0s dados mostraram uma melhor
resolucéo por parte das criangas nos problemas de produto cartesiano, em que as relagdes um-
para-muitos estavam apresentadas de forma explicita. J& nos problemas de combinacdo, ndo
foram observadas diferencas significativas entre as situacfes haja vista a proximidade dos
escores em ambas. Esses dados indicam, portanto, que, de fato, a explicitacdo da
correspondéncia um-para-muitos auxilia na resolucdo de problemas de produto cartesiano,
sendo um fator importante no desempenho destes problemas, porém o mesmo ndo pode ser

dito para os problemas de combinacdo. Acredita-se que isso se deve ao fato dos problemas de
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combinacdo serem tidos como dificeis para as criancas do 3° ano a tal ponto que mesmo
explicitando os invariantes da combinacdo, o desempenho deste grupo praticamente nao se
altera.

As idéias de Vergnaud sobre a formacdo de conceitos matematicos podem ajudar a
entender melhor o que ocorre com o desempenho das criancas quando o0s problemas sao
apresentados com ou sem explicitacdo dos principios invariantes. Segundo Vergnaud (1998),
um conceito é formado por um conjunto de representacbes simbdlicas, um conjunto de
invariantes operacionais € um conjunto de situacdes que da sentido aos conceitos. Com base
nas idéias deste tedrico, os invariantes dos conceitos em questdo — produto cartesiano e
combinacdo — foram explicitados para que os participantes pudessem compreender e
estabelecer as relagdes que, até entdo, ndo eram por eles considerados.

E importante ressaltar que a capacidade da crianca em compreender 0s aspectos
relativos a combinatéria também foi investigada por Mekhmandarov (2000) por meio de
tarefas de manipulacdo. A partir destas tarefas, foi possivel observar que grande parte dos
sujeitos mostrou compreender ou ter compreendido (durante a atividade) os principios que
embasam o produto cartesiano.

Nessa etapa, houve duas formas de explicitar as propriedades desses problemas de
raciocinio combinatério: uma em que os principios invariantes ndo foram explicitados no
enunciado do problema e outra em que foram explicitados. Quando se comparou 0
desempenho das criangas que realizaram problemas de combinacdo com aquelas que
resolveram problemas de produto cartesiano nas duas situacdes, verificaram-se diferencas
entre as situacOes apenas para 0s problemas de produto cartesiano. Isto quer dizer que apenas
estes problemas sdo favorecidos pela explicitagdo dos invariantes, pelo menos no que diz

respeito aos estudantes do 3° ano.
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Sendo assim, esses dados revelam que a grande maioria das criancas do 3° ano ainda
ndo possui 0s esquemas cognitivos que fundamentam as competéncias matematicas
necessarias para a resolucdo de problemas de combinacdo. Dessa forma, esses conceitos e
conhecimentos necessarios parecem estar implicitos para a maioria desses sujeitos, ndo sendo,
portanto, capazes de formar teoremas-em-acdo a respeito deste conteudo abordado, o que
implica na origem dos erros sistematicos. Contudo, 0 mesmo nédo pode ser dito para aqueles
estudantes que solucionaram os problemas de produto cartesiano; pois, diante do alto indice
de acerto, é possivel constatar que 0s mesmos j& possuem 0S esquemas necessarios para a
resolucdo desse tipo de problema, sendo possivel lancar mdo dos conhecimentos necessarios

e, assim, obter um melhor desempenho nos problemas de produto cartesiano.

Etapa 2

Nesta etapa, foi analisado o desempenho de alunos do 3° ao 5° ano em trés situagdes
distintas a fim de verificar qual seria a mais facilitadora, a saber: Situacdo I, problemas sem
explicitacdo dos principios invariantes; Situacdo I, na qual os principios invariantes foram
explicitados no enunciado dos problemas; e Situacdo Ill, onde os principios invariantes
também estavam explicitos nos enunciados dos problemas, porém acompanhados de desenhos
de figuras recortadas.

Quando comparados o desempenho dos alunos em funcao do ano escolar e da situacao
apresentada, constatou-se um maior indice de acertos dos participantes do 4° e 5° anos em
detrimento dos estudantes do 3° ano em todas as situagOes. Este resultado corrobora os
achados de pesquisas anteriores (e.g. Pessoa & Borba, 2007, 2008, 2009) que afirmam que 0s
alunos das seéries mais avangadas apresentam um melhor desempenho do que aqueles das
séries iniciais. Esse progresso gradual pode ser creditado ao ensino nas escolas, uma vez que,

a partir do 3° ano, problemas de estrutura multiplicativa comecam a ser trabalhados e, ainda
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que o raciocinio combinatdrio ndo seja abordado de forma explicita, contetdos que antecedem
e facilitam a compreensdo da combinacdo passam a ser estudados por estes alunos. Assim,
com a gradacdo do ano escolar e a maturidade, novos conteudos a respeito do campo das
estruturas multiplicativas sdo adquiridos, aprofundando o acervo cognitivo da crianca e
possibilitando pontes com outros conceitos ja trabalhados, podendo o sujeito ampliar a sua
rede conceptual, obtendo, assim, bons desempenhos em situagdes como estas.

Nesse sentido, é possivel tomar por base a teoria proposta por Vergnaud (1988) para
explicar esse processo. A teoria dos campos conceituais € uma teoria pragmatica, que defende
gue o conhecimento estd organizado em campos conceituais cujo dominio, pelo sujeito,
ocorre por meio de experiéncia, de maturidade e aprendizagem durante um longo periodo de
tempo. E foi possivel observar a influéncia desses fatores no que diz respeito a gradacdo do
desempenho das criancas no que se refere a resolucdo de problemas de combinacéo, pois a
medida que se aumentava a escolaridade/idade, fora possivel constatar uma melhora na
performance dos participantes.

Ademais, podemos destacar o fato de esta teoria defender que um conceito esté ligado
a outro, sendo possivel tracar uma ponte entre os saberes e buscar a compreensdao de um
conceito cujo esquema ainda ndo fora totalmente desenvolvido. Portanto, 0 sucesso em
problemas de combinacdo pode ter sido alcangado, entre outros motivos, pela capacidade que
o individuo possui de buscar, por outras vias, a compreensdo de um determinado conceito por
ainda ndo possuir 0s esquemas-de-a¢do Necessarios.

Outra possibilidade a ser considerada € a de que conhecimentos escolares diversos —
ndo propriamente associados a combinatoria — podem também auxiliar no desenvolvimento
desse tipo de raciocinio, como sugerido por Carraher, Carraher e Schliemann (1988). Nesse
sentido, é de extrema importancia que as escolas tenham consciéncia de que conhecimentos

aprendidos fora desse contexto de educacdo formal somam-se as experiéncias do aluno e
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formam uma teia de saberes, interferindo positivamente no processo de aprendizagem. Estes
autores defendem que o conhecimento ocorre dentro e fora da escola e esta deve levar em
consideracdo os diferentes conhecimentos dos estudantes para que possa ser desenvolvido um
trabalho de formalizacdo de saberes adequado. Por outro lado, ndo se pode negar a
importancia da escola no desenvolvimento do raciocinio combinatorio, uma vez que ela é a
responsavel pela formalizacédo e sistematizacdo dos saberes que ocorrem dentro e fora dela e,
nesse sentido, existem conhecimentos que SO serdo organizados, desenvolvidos e
aprofundados por ela (Pessoa & Borba, 2010).

No que concerne ao efeito das situacdes propostas em cada ano escolar, verificou-se
que as criancas do 3° ano apresentaram um baixo percentual de acertos em todas as situacgoes,
ndo sendo, portanto, nenhuma delas mais facilitadora que a outra. Apesar dos estudantes do 5°
ano terem progredido de forma significativa quando comparados aos do 3° ano, ndo foram
encontradas diferencas significativas entre as situaces, o que denota uma equivaléncia de
desempenho entre elas. Assim, a explicitagdo ou ndo dos principios invariantes da
combinacdo ndo provocou diferencas no desempenho destes alunos.

Ao observar o desempenho das criancas do 4 ° ano nas trés situacdes, constatou-se
diferengas significativas apenas entre a Situacdo Il (com explicitacdo dos principios
invariantes) e a Situacdo Il (problema com explicitacdo dos principios invariantes e
acompanhado de desenhos de figuras recortadas), com esta Gltima apresentando um maior
indice de acertos. Portanto, esses resultados nos revelam que apenas as criangas do 4° ano sdo
sensiveis as situacoes, apresentando um melhor desempenho quando expostas a problemas em
que ha explicitacdo dos invariantes da combinagcdo em seus enunciados juntamente com 0s
desenhos de figuras recortadas.

Em face aos dados obtidos, podemos inferir qudo complexos sdo os problemas de

combinacdo para as criancas, haja vista o baixo percentual de acertos observados nesse
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estudo. Porém, apesar do desempenho discreto destes participantes, esses dados védo de
encontro aqueles observado por Piaget, uma vez que criancas pequenas, com idade entre 8 a
10 anos, ja sdo capazes de expressar um raciocinio combinatério, seguindo um método
sistematico de combinacdo que contempla todos os pares possiveis. Verifica-se, portanto, que
diferentemente do que pensava Piaget, criancas pequenas podem encontrar um método capaz
de realizar as combinacGes de forma exaustiva, especialmente quando se esclarece o esquema
operacional envolvido na resolucdo desses problemas e quando materiais concretos sdo
disponibilizados. Assim, tanto no presente estudo como nos estudos conduzidos por English
(1991, 1992) e Silva e Spinillo (2010) foi possivel constatar resultados mais otimistas a
respeito do raciocinio combinatorio em criancas do que aqueles observados por Piaget.

Uma possivel explicacdo para os resultados desfavoraveis obtidos por Piaget refere-se
a complexidade das tarefas de combinacdo trabalhadas, cuja resolucdo exigia pensamento
sofisticado proprio das operacdes formais. O autor ndo tinha o proposito de tornar essas
situacBes de combinacdo mais faceis para que as criancas de 7-8 anos pudessem soluciona-las,
mas tinham o objetivo de mapear ou descrever as diferentes maneiras de raciocinar dos
individuos em diferentes momentos de seu desenvolvimento. Por isso, geralmente, suas
tarefas eram mais complexas, as quais poderiam ser satisfatoriamente resolvidas nas
operacOes formais. Assim, nota-se uma diferenca de ordem metodolégica entre os estudos de
Piaget, o presente estudo e os de English e Silva e Spinillo, que tiveram por objetivo explorar
situacOes que facilitassem o desempenho.

Ja no que se referem as tarefas propostas por English e Silva e Spinillo, estas eram
mais faceis quando comparadas aquelas propostas por Piaget. A tarefa de English (1991,
1992) que requeria das criangas vestir bonecos com diferentes trajes, organizando-0os em
fileira, deixava clara a relagdo um-para-muitos, embora sem ser proposital, uma vez que a

crianga visualizava as diferentes correspondéncias feitas entre shorts e camisetas. Contudo, ao
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que parece, na tarefa proposta por English, a correspondéncia um-para-muitos nao esta tdo
evidente como nas situacfes 2 e 3 apresentadas no estudo de Silva e Spinillo (2010), que
explicitavam no enunciado do problema tal relacdo. Comparando essas duas investigacdes,
observa-se que o estudo de Silva e Spinillo, realizada com criangas de 7 e 8 anos, obteve um
desempenho mais expressivo que aquele obtido por English, cujos participantes tinham 8 e 9
anos de idade. Esse resultado é bem interessante e, de certo modo, surpreendente porque
English trabalhou com material concreto ao passo que Silva e Spinillo utilizaram apenas o
lapis e papel ou lapis e papel acompanhado de representacdo grafica. Assim, mesmo com
idades inferiores e sem utilizar material concreto, as criangas foram muito bem sucedidas
guando as correspondéncias um-para-muitos eram explicitadas. Outro aspecto interessante é
gue English conseguiu bons resultados numa tarefa facilitadora, enquanto que no estudo de
Silva bons resultados foram obtidos tanto na situacéo facilitadora como na situacéo classica.
Dessa maneira, tanto ambos os estudos mostraram ser possivel melhorar o desempenho das
criangas em problemas de combinatoria.

Como mencionado, os estudos de English e de Silva e Spinillo abordaram os
problemas de produto cartesiano, ao passo que a presente pesquisa buscou investigar os de
combinagdo, os quais sdo considerados mais dificeis pela literatura da &rea quando
comparados aos demais problemas de raciocinio combinatério (e.g. Pessoa & Borba, 2007,
2008, 2009; Correia & Fernandes, 2007; Silva, Fernandes & Soares, 2004). Enquanto que nos
problemas de produto cartesiano se trabalham com uma relagdo de combinagdo entre
elementos de dois ou mais conjuntos diferentes; na combinacéo, trabalha-se com um subgrupo
do grupo. Dessa forma, os problemas de combinagdo tornam-se mais dificeis pelo fato de as
criancas terem que compreender a relacdo envolvida entre 0s conjuntos e subconjuntos (e ndo
apenas conjuntos como tratam os problemas de produto cartesiano). Ademais, diferentemente

do que ocorre com o produto cartesiano, ndo é possivel resolver problemas de combinagéo
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através da multiplicacdo, mas sim por meio de sua férmula matematica, a qual é bastante
complexa para criangas jovens, ou por meio da arvore de possibilidades, (meio também
utilizado para representar os problemas de produto cartesiano), a partir da qual € possivel
enumerar as possiveis op¢des de combinacdo entre os conjuntos. Contudo, dependendo do
numero total de combinacBes a ser formado, este método torna-se praticamente inviavel. E,
como no presente estudo, os participantes investigados eram muito jovens, a unica forma
acessivel para representar os problemas de combinacdo, devido ao seu nivel de
desenvolvimento cognitivo, era a arvore de possibilidades, cuja utilizacdo pode ter sido
prejudicada pelos valores dos pares numéricos trabalhados em cada questéo.

Sendo assim, os dados sugerem uma maior influéncia da idade/escolaridade do que as
situacbes propostas sobre o desempenho das criancas na resolucdo de problemas de
combinacéo, pelos menos nas idades investigadas. Dessa forma, a experiéncia, maturidade e
aprendizagem obtidas com o passar dos anos e com a gradacdo escolar sdo fatores que
produzem maiores efeitos no desempenho dessas criangas.

No que diz respeito as grandezas numéricas presentes no enunciado dos problemas de
combinacdo, foi observado que os problemas 2 e 3 foram os que apresentaram o maior indice
de acertos em todos os anos escolares analisados. Em contrapartida, 0s estudantes
demonstraram maior dificuldade com relacdo ao problema 4, haja vista o seu baixo escore de
acertos. Esse resultado pode ser explicado pelo fato de os problemas 2 e 3, apesar de exigirem
a formacéo de 10 e 15 combinagdes, respectivamente, trabalharem com tamanhos de grupos
pequenos, uma vez que as criancgas deveriam formar grupos de dois itens. J& os problemas 1 e
4, que exigem um total de 10 e 15 combinacdes, respectivamente, comportam a formacéo de
grupos maiores com trés e quatro itens, sequencialmente. Sendo assim, o tamanho dos grupos
a serem formados, associado ao numero total de combinagdes, sdo alguns dos principais

fatores que contribuem para o insucesso de criangas jovens na resolucéo deste tipo problema.
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Pois como a grande maioria dos participantes que resolveu os problemas de maneira
adequada, utilizou o procedimento de arvore de possibilidades, quanto maior fosse o grupo a
ser formado ou o total de grupos a ser realizado, maior seria 0 grau de dificuldade da
determinada tarefa, ja& que exigiria uma maior atencdo do participante para se alcangar o
esgotamento de todas as combinacgdes possiveis.

Dessa forma, percebe-se que esses resultados se assemelham aos de outros estudos
(Correia & Fernandes, 2007; Pessoa & Borba, 2007, 2008, 2009; Silva, Fernandes & Soares,
2004) ja que os acertos aconteceram, em sua maioria, com 0s problemas cuja grandeza
numérica era pequena porque os alunos desse nivel de ensino ainda ndo dominam as formulas,
utilizando-se, portanto, de estratégias longas e detalhadas, as quais sdo as que melhor se
ajustam as suas possibilidades de resolver e compreender os problemas de combinacao.

Em suma, os resultados dessa pesquisa apontam que, apesar do baixo indice de
acertos, € possivel que criancas jovens resolvam com sucesso problemas de combinacéo,
especialmente, quando nos enunciados destes sdo explicitados os seus invariantes operatorios
acompanhados de desenhos de figuras recortadas e trabalham com grandezas numéricas
pequenas. Portanto, & possivel trabalhar com os alunos nas séries iniciais do Ensino
Fundamental esse conceito de combinacgéo a fim de que eles possam desenvolver, desde cedo,

seu raciocinio combinatorio e, de forma geral, suas habilidades 16gico-matematicas.

5.1.2 Cansideragies acerca das estratégias de resalugie

Em relacdo ao processo de resolugdo de problemas de combinagdo, foi possivel
identificar o uso de seis estratégias distintas, que vao desde estratégias mais elementares até as
mais elaboradas. As estratégias foram categorizadas com base nas explicagbes ou
justificativas fornecidas pelos participantes de como resolveu o problema, além do que era

eXposto nos seus protocolos.
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Estudos advogam que explicitar o raciocinio na resolucdo de problemas pode ser
considerado um desenvolvimento de uma aquisicdo mais elaborada referente a um
determinado conhecimento (Lautert & Spinillo, 1999; Spinillo & Simdes, 2003). Segundo
Spinillo e Simdes (2003), a explicitacdo do raciocinio indica uma capacidade mais sofisticada
do proprio conhecimento, uma vez que tornam explicitos elementos, até entdo, implicitos nas
representacdes dos procedimentos. Esta posicdo teorica relaciona-se a Teoria de Vergnaud
(2009), que trata dos teoremas em acéo e dos teoremas propriamente ditos.

Teoremas em acao correspondem as competéncias e habilidades que o sujeito mobiliza
em algumas situacdes e que, mesmo compreendendo a sua aplicacdo, ndo consegue explicitar
necessariamente 0s conceitos envolvidos. Dessa forma, com as respostas e justificativas
fornecidas ao final de cada resolucdo, os participantes buscaram explicitar os conceitos, as
idéias envolvidas por tras das habilidades ali executadas. Portanto, as justificativas e respostas
mais elaboradas correspondem a uma mudanca de ordem qualitativa, uma vez que um
conhecimento intuitivo passa a ser explicitado.

Este processo de explicitacdo também remete ao conceito de metacognicdo, que é
entendida como um tipo de retorno cognitivo acerca dos processos de raciocinio adotados
durante uma resolucdo de problemas (Spinillo, 1995). Sendo assim, a metacognicdo &
extremamente importante, pois possibilita que o aluno esteja atento a sua forma de raciocinio
durante todo o processo de resolugéo.

Nesse sentido, a explicitagdo dos conhecimentos permite que o examinador questione
a crianca sobre aquilo que Ihe fora dito, podendo, assim, promover atividades metacognitivas
ao fazer com que o participante reflita sobre os conceitos que estdo sendo trabalhados ou
sobre a atividade que estd sendo executada. Desse modo, tal processo favorece que o
participante repense sobre o procedimento adotado a fim de buscar estratégias de resolucao

mais adequadas.



156

Os dados relativos ao presente estudo indicam a presenca de justificativas e estratégias
mais elaboradas do que outras e, por isso, as estratégias adotadas na resolucéo dos problemas
foram hierarquizadas de acordo com o uso e a possibilidade de conduzir ao erro ou acerto,
bem como através do nivel de desenvolvimento cognitivo envolvido.

As estratégias de resolucao identificadas no presente estudo foram divididas em trés
grupos: o primeiro, composto por procedimentos menos elaborados que ndo conduziam a
resposta correta do problema; o segundo formado por estratégias que indicavam os primeiros
indicios do raciocinio combinatorio, porém ndo levavam as criangas as respostas corretas; e o
terceiro era composto por estratégias que apresentavam solucGes combinatorias e que
conduziam o participante as respostas apropriadas.

As estratégias do primeiro bloco — estratégias de resolucdo ndo combinatéria — se
caracterizam por revelar limites, maiores ou menores, de compreensao ou interpretacdo pelas
criancas acerca do que é informado e solicitado no enunciado do problema. Este grupo é
constituido pelas estratégias de operacdes inadequadas e combinacdo por pares fixos. A
primeira se caracteriza por uma operacao aritmética inadequada, em geral multiplicacdo, com
os valores presentes no enunciado do problema. Observa-se, muitas vezes, que a crianga
realiza a operacdo automaticamente, perdendo de vista que o objetivo do problema é
encontrar o numero de combinacdes, 0 que denota uma ndao compreensao da natureza do
problema. Assim, a utilizacdo de opera¢des aritméticas ndo conduz necessariamente ao acerto,
pois é fundamental que, primeiramente, seja compreendido os invariantes que fundamentam
determinado conceito a fim de que se possa escolher a estratéegia mais adequada para a sua
resolucéo.

A combinagéo por pares fixos é considerada como mais sofisticada, visto que a crianca
compreende e constroi algumas combinacgdes, porém a crianga pensa em termos de pares fixos

por entender que um item pode ser combinado com o outro uma Unica vez.
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O segundo bloco — primeiros indicios de resolucdes combinatorias — se caracteriza
pelo fato de nenhuma crianca apresentar total auséncia de referéncia ao texto do problema,
pelo contrario, ela compreende um pouco mais sobre a natureza do problema e, gradualmente,
comeca a realizar a correspondéncia um-para-muitos. Outra caracteristica importante dessa
categoria € que ela abrange dois tipos distintos de soluc@es, as quais se diferenciam pelo uso
ou ndo de um padrédo sistematico identificavel na formacgéo das combinacdes.

Por sua vez, as estratégias que constituem o bloco de estratégias de resolucédo
combinatdrias se caracterizam por conduzir ao acerto do problema, o que denota uma
compreensdo total da crianca acerca da logica dos problemas que envolvem raciocinio
combinatdrio. Os participantes ja conseguem encontrar todos os pares possiveis, aceitando
gue um mesmo item pode ser combinado com todos do conjunto elementar. As solugdes desse
nivel concentram-se em dois tipos, os quais se diferenciam pela a utilizacdo ou ndo de um
padrdo sistematico identificavel na formacdo das combinacdes, mas em ambos os caso ha o
esgotamento das combinagdes.

O desenvolvimento do raciocinio combinatdrio observado nesse estudo se assemelha a
progressdo apresentada por Moro e Soares (2006), Soares € Moro (2006) e Silva e Spinillo
(2010).

No que diz respeito as semelhancas desse estudo com as pesquisas conduzidas por
Moro e Soares (2006) e Soares e Moro (2006), observou-se uma progressdo do raciocinio
combinatério semelhante referente aos procedimentos de resolucdo. Este desenvolvimento vai
desde ao uso de estratégias que ndao demonstram nenhuma presenga do raciocinio
combinatdrio, passando por estratégias transitorias, com formacéo de algumas combinacdes e
entendimento de alguns invariantes, até as solugdes que expressam a presenca do raciocinio
combinatério, com a compreensdo de todos 0s seus invariantes e, por conseguinte, o

esgotamento de todas as combinacdes. Pelo fato dos estudos de Moro e Soares terem
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investigado os problemas de produto cartesiano, algumas diferencas com relacao aos tipos de
estratégias foram encontradas, pois os invariantes que compdem o conceito de produto
cartesiano nao sdo exatamente 0s mesmaos que constituem o conceito de combinagdo, como ja
mencionado nas conclusdes referentes a Etapa 1 dessa pesquisa. Portanto, embora ambas as
pesquisas investiguem problemas de raciocinio combinatorio, hd uma hierarquia diferenciada
no que se refere aos esquemas necessarios para a compreensdao adequada dos conceitos de
combinacdo e produto cartesiano, refletindo, assim, em alguns tipos de estratégias de
resolucdo distintos.

Quanto as semelhancas com o estudo de Silva e Spinillo (2010), observa-se a maior
concentragdo na estratégia “formagdo de algumas combinagfes sem identificacdo de
sistematizagdo na formagdo dos pares”, a qual corresponde ao inicio da compreensdo da
correspondéncia um-para-muitos. As criancas que utilizaram esta estratégia se caracterizam
por deixarem de pensar em termos de pares fixos e comecarem a utilizar um mesmo elemento
na formacdo de pares diversos. Contudo, ainda ndo atingem a totalidade de combinagdes
possiveis, pois, ao que parece, falta a sistematizacdo na formacdo dos pares. Ademais,
verificou-se também nos dois estudos que as estratégias de solugdo combinatdria estavam
mais concentradas na situacdo em que havia a explicitacdo dos principios invariantes. Sendo
assim, a explicitacdo dos invariantes do conceito trabalhado possibilita a utilizacdo de
estratégias mais elaboradas.

Estes mesmos resultados também foram observados nos outros grupos de alunos
analisados na presente pesquisa, 0s quais eram estudantes do 4° e 5° anos. Foi observado que
estes alunos também adotaram mais a estratégia de “formacdo de algumas combinacdes sem
identificacdo de sistematizacdo na formacdo dos pares”; bem como se observou que a
estratégia de solucdo combinatéria (esgotamento de todas as combinacbes possiveis com

sistematizacdo na formacdo dos pares) estava mais presente nas situacdes em que havia a
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explicitacdo dos invariantes da combinacdo. Apenas para o grupo do 3° ano foi observado
uma maior concentracdo dessa estratégia na situacdo Il (com explicitagdo dos principios
invariantes acompanhados de desenhos de figuras recortadas). Dessa forma, parece gque para
as criancas mais jovens, a presenca dessas figuras, juntamente com a explicitacdo dos
invariantes, auxilia na resolucdo dos problemas uma vez que permite tornar mais evidente as
relacBes envolvidas na combinacdo. Ademais, estes desenhos parecem servir como uma
ferramenta cognitiva uma vez que fornecem um suporte & memoria, permitindo que a crianca
tenha mais consciéncia a respeito dos grupos ja combinados.

Assim como foi evidenciado em algumas pesquisas da area (Silva, Fernandes &
Soares, 2004; Correia & Fernandes, 2007; Pessoa & Borba, 2007, 2008, 2009), a grandeza
dos pares numéricos é fator que influencia o tipo de estratégia a ser utilizado. De maneira
analoga, a presente pesquisa concluiu que pares numéricos menores, sobretudo quando
produzem grupos de tamanhos pequenos, possibilitam o emprego de estratégias mais
elaboradas, em especial para os alunos do 4° e 5° anos. Isto se deve pelo fato de as estratégias
que os alunos utilizam nesse nivel de ensino ainda serem bem longas e detalhadas ja que
ainda ndo dominam a férmula, utilizando-se, portanto, de resolugdes que se enquadram
melhor dentro do seu nivel cognitivo.

De forma geral, percebe-se que alunos dos anos escolares iniciais ja sdo capazes de
desenvolver estratégias de resolucdo interessantes e apropriadas a combinacdo. Portanto,
apesar das pesquisas da area apontarem os problemas de combina¢do como um dos mais
dificeis de serem resolvidos, dentre os problemas de combinatoria, € possivel identificar o
raciocinio combinatorio em criangas jovens. Assim, € de extrema importancia que a escola
esteja atenta a isso e elabore atividades através das quais seja possivel trabalhar este conteudo
ainda nas séries iniciais do ensino fundamental para que os alunos possam avangar na

compreensdo desses problemas e desenvolver o raciocinio combinatério a fim de que as
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dificuldades tipicas referentes aos problemas de combinagdo, quando estudadas nas series
mais adiantadas, sejam minimizadas. Ademais, 0 raciocinio combinatorio ¢ um tipo de
raciocinio légico-matematico que tem repercussdes em diversas areas, sendo, por isso, tao

importante que o seu desenvolvimento ocorra de forma satisfatoria.

3.2 Implicagies Educacionais

Embora alguns livros didaticos ja trabalhem os problemas de combinacdo nos anos
iniciais do Ensino Fundamental, nenhum destaque é feito a este contetdo. No que diz respeito
ao ensino da combinatoria no 2° ciclo do Ensino Fundamental, este ocorre, na maioria das
vezes, de maneira mecanicista, através de reproducdes de formulas, e desconectado da
realidade da crianca, tornando-o um assunto desinteressante.

Diante disso, pesquisas tém investigado o raciocinio combinatdrio e resultados
importantes tém surgido, os quais podem e devem ser discutidos a fim de se construir um
canal direto entre os achados das pesquisas e a escola com o objetivo de melhorar cada vez
mais 0 processo de ensino-aprendizagem. E nesse processo, o professor é peca fundamental,
uma vez que é ele que organiza a aprendizagem, promovendo situacdes didaticas diversas,
debates, representacdes, atividades metacognitivas, assegurando e facilitando as conexdes
necessarias para a evolugdo do conhecimento. Nesse sentido, é de extrema importancia que a
distancia entre a escola e os estudos cientificos seja minimizada. E acredita-se que o presente
estudo possa contribuir com isso, uma vez que traz implica¢0es educacionais interessantes.

Em sintese, observou-se que os problemas de produto cartesiano sdo mais facilmente
resolvidos do que os de combinagdo por criangas do 3° ano do ensino fundamental, o que
ratifica a distingdo existente entre esses tipos de problemas e a maior complexidade envolvida

na combinacdo. Contudo, a partir do 4° ano, foi possivel perceber uma melhora significativa
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no desempenho dos estudantes ao resolverem os problemas de combinacéo nas situacdes em
que eram explicitados os principios invariantes acompanhados de desenhos de figuras
recortadas. Tal desempenho é observado também nas criancas do 5° ano, porém a presenca de
desenhos de figuras recortadas nao denota tanta influéncia.

Diante desses resultados, infere-se a importancia de se trabalhar os problemas de
combinacdo desde os anos iniciais do ensino fundamental, preferencialmente, a partir do 4°
ano. Para isso, 0s principios invariantes que constituem o conceito da combinacdo devem ser
abordados a fim de que a crianca possa compreender o que &, de fato, um problema de
combinacdo e, assim, realizar os procedimentos necessarios para obter o sucesso. Ademais,
considera-se relevante trabalhar inicialmente esses tipos de problemas acompanhados de
desenhos de figuras recortadas, pois estes referentes tornam mais evidentes as relacdes
existentes envolvidas na combinacdo. Além disso, esses materiais funcionam como um apoio
a memoria, permitindo uma maior lucidez a respeito dos grupos ja formados. E, talvez, esse
suporte cognitivo seja potencializado quando os problemas requisitarem a formacéo de grupos
de tamanhos grandes.

A grandeza dos pares numéricos € outro aspecto que merece atencdo quando a
combinacédo for trabalhada em sala de aula com criangas jovens. Observou-se nesse estudo
que pares numéricos menores, sobretudo quando produzem grupos de tamanhos pequenos,
possibilitam a utilizacdo de estratégias mais sofisticadas. Como os alunos desse nivel de
ensino ndo dominam a férmula matematica da combinacdo, eles utilizam estratégias bem
longas e detalhadas (como a arvore de possibilidades), as quais podem ser prejudicadas pelo
tamanho dos pares numéricos, uma vez que vai exigir do aluno uma maior atencéo para se
atingir o esgotamento de todas as combinag6es possiveis. Assim, como o objetivo de trabalhar
a combinagdo nos anos iniciais é possibilitar que o estudante comece a entrar em contato com

0 conhecimento formal, favorecendo uma mudanga (de ordem qualitativa) de um
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conhecimento implicito para um explicito, trabalhar com pares numéricos pequenos é
fundamental. Isto porque ndo tornara a atividade cansativa e minimizara uma complexidade
que, no momento, ndo € importante ser avaliada, uma vez que o foco principal é a
compreensdo ou ndo do conceito da combinacdo e ndo a quantidade de pares a ser formados
ou 0 uso de operagdes.

De forma geral, é importante que o professor busque promover reflexées sobre a
resolucdo dos problemas e sobre as respostas fornecidas pelos alunos, isto &, estimule
atividades metacognitivas a fim de que as criangcas sejam incitadas a pensar sobre 0s
esquemas que guiam as suas acdes na tentativa de resolver situagdes-problemas com as quais
se deparam. Portanto, cabe ao professor tentar compreender os teoremas-em-ac¢ao acionados
pelos estudantes nas diferentes atividades propostas em sala para poder auxiliar os estudantes
a transformarem o conhecimento implicito em conhecimento explicito. Nesse sentido,
Vergnaud (2003) afirma que o problema do ensino é desenvolver, simultaneamente, a forma
operatéria do conhecimento (o saber-fazer) e a forma predicativa do conhecimento (saber
explicitar os objetos e as propriedades envolvidas). E pelo fato das atividades escolares
basearem-se mais na aprendizagem de algoritmos do que nas relacdes envolvidas nos
problemas, que os educadores tendem a valorizar a forma operatéria em prejuizo da forma
predicativa. Assim, € de extrema importancia que as escolas explorem essas concepcdes e
competéncias operatorias das criancas a fim de que seja possivel aprofundar os saberes
relacionados ao raciocinio combinatério a partir da verificacdo de quais teoremas-em-acao 0s
alunos estéo utilizando e, assim, auxilia-los, no desenvolvimento das relacdes predicativas das
situacGes combinatorias (Vergnaud, 2009).

Dessa maneira, € necessario que o professor aproxime o conteudo ensinado da
realidade do aluno. E isso pode ser feito de diversas maneiras, como utilizar referentes do

enunciado do problema (como os desenhos de figuras recortadas), trazer experiéncias do dia-
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a-dia, diversificar as situacdes-problemas, porque alem de tornar o problema mais atraente,
facilita a compreensdo da crianca, uma vez que estardo sendo trabalhados o0s seus
componentes fundamentais, segundo Vergnaud (2009): principios invariantes, situacdes e
formas de representacao.

Portanto, essa pesquisa demonstra a importancia de se trabalhar a combinacéo a partir
de suas propriedades invariantes para que o aluno, de fato, compreenda as relac6es envolvidas
e ndo apenas seja um reprodutor de formulas algoritmicas, sendo incapaz de transportar seu
conhecimento para as demais situacdes. Para isso, € necessario que a distancia entre a
pesquisa e a sala de aula seja minimizada a fim de que tais resultados sejam postos em pratica

e os grandes achados cientificos ndo fiquem limitados ao papel.

3.3 Pesquisas futuras

O presente estudo traz contribuicbes para a compreensdo dos problemas de
combinacdo por criangas jovens, apresentando o papel importante da explicitacdo dos
principios invariantes na resolucdo desses problemas. Os resultados mostraram que a
explicitacdo dos invariantes promove um melhor desempenho, bem como o emprego de
estratégias mais apropriadas.

Alguns aspectos ndo analisados nesse estudo poderiam fomentar objetivos de
pesquisas futuras. Um deles corresponde a investigagdo do efeito da explicitacdo dos
invariantes nos problemas de combinacdo, porém com a presenca de pares numeéricos
menores. Parece interessante examinar essa possibilidade pelo fato das criangas utilizarem
estratégias de resolucdo longas e detalhadas como, por exemplo, a arvore de possibilidades, j&
gue ainda ndo dominam a sua formula matematica e, a medida que se trabalha com pares

numericos cujas combinacgdes resultam em muitos grupos ou grupos de tamanho grande,
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acrescenta-se ai um outro fator que pode ser um obstaculo. Assim, acredita-se que a grandeza
dos pares numéricos seria um aspecto a ser pensado de maneira mais cuidadosa a fim de que
ela ndo possa dissimular o desempenho dos participantes. Ressalta-se que, como a Etapa 1
desse estudo teve o0 objetivo de comparar os desempenhos dos estudantes nos problemas de
combinacdo e nos de produto cartesiano, os pares numéricos utilizados foram aqueles que,
qguando combinados, fosse semelhantes aqueles trabalhados no estudo de Silva e Spinillo
(2010), cujo banco de dados serviu para compor a primeira etapa da presente pesquisa. Dessa
forma, os pares numéricos utilizados na Etapa 1 e na Etapa 2 (que comparou o desempenho e
as estratégias utilizadas pelos trés grupos de participantes, divididos conforme o ano escolar)
ndo puderam ser menores devido a este delineamento metodoldgico.

Outro aspecto que pode ser investigado em pesquisas futuras refere-se a analise dos
erros a fim de investigar os tipos de erros que os alunos apresentam e se existiriam erros mais
elementares e mais sofisticados frente ao raciocinio combinatorio. Uma andlise individual
também seria bastante interessante porque permitiria identificar a trajetéria cognitiva
realizada pelo participante durante a resolucdo de problemas, podendo, assim, obter dados
mais aprofundados acerca do raciocinio combinatorio.

O presente estudo investigou o desempenho das criancas do 3° ano do ensino
fundamental em problemas de combinagéo e produto cartesiano (Etapa 1) e o desempenho e
as estratégias utilizadas na resolucdo de problemas de combinacdo por criangas do 3° ao 5°
ano escolar (Etapa 2). Sabe-se que existem outros problemas de raciocinio combinatério, 0s
quais poderiam ser objetos de estudos futuros com a finalidade de investigar se a explicitacdo
dos seus principios invariantes nos enunciados dos problemas também facilitaria a sua
resolucdo. Ademais, poderiam ser analisadas diversas formas de representacdo, tais como
representacdes graficas e materiais concretos, bem como atividades metacognitivas que

permitissem ao participante refletir sobre a sua forma de resolucdo. Sendo assim, as questfes
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ndo tratadas neste estudo poderiam servir de motivacdo para pesquisas futuras a fim de que
propostas didaticas mais eficientes para o ensino dos problemas de raciocinio combinatorio

pudessem ser desenvolvidas.
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Upéndice U — Etapa 1: Pruoblemas da Situagae I (sem explicitagic dos

principios inuaviantes)

Produte Cartesiane
Problema 1 (P1): Ana tem 2 saias (marrom e preta) e 5 blusas (rosa, laranja, azul, verde e
vermelha). Ela quer combinar as saias e as blusas para formar conjuntos. Quantos conjuntos

diferentes ela pode formar?

Problema 2 (P2): Um parque de diversdo tem 6 entradas (A, B, C, D, E, F) e 2 saidas (1, 2).
Combinando as entradas e saidas Daniela pode fazer caminhos diferentes para entrar e sair do

parque. De quantas maneiras diferentes ela pode entrar e sair do parque?

Problema 3 (P3): Pedro tem 3 camisetas (azul, amarela e verde) e 5 bermudas (vermelha,
laranja, preta, marrom e branca). Ele quer combinar as camisetas e as bermudas para formar

conjuntos. Quantos conjuntos diferentes ele pode formar?

Problema 4 (P4): Um shopping tem 2 entradas (A, B) e 4 saidas (1, 2, 3, 4). Combinando as
entradas e saidas André pode fazer caminhos diferentes para entrar e sair do shopping. De

quantas maneiras diferentes ele pode entrar e sair desse shopping?
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Combinaca
Problema 1 (P1): Cinco criangas (Nina, Carla, Rafaela, Joel e Murilo) estdo participando do

sorteio em que trés delas serdo premiadas, cada uma ganhando um video game. Quantos

grupos diferentes de trés ganhadores podem ter nesse sorteio?

Problema 2 (P2): Cinco criangas (Cléo, Juliana, Bruno, Davi e Mateus) querem brincar de
jogo de dama, mas s6 duas podem brincar de cada vez. Quantas duplas diferentes de criangas
podem ser formadas para brincar de jogo de dama?

Problema 3 (P3): Seis professores (Carla, Marta, Sandra, Ivan, Jorge e Leo) estdo
participando do sorteio em que dois deles serdo premiados, cada um ganhando um livro.

Quantos grupos diferentes de dois ganhadores podem ter nesse sorteio?

Problema 4 (P4): Seis crianc¢as (Luisa, Vitoria, Nanda, André, Beto e Junior) querem brincar
de vélei, mas s6 quatro podem brincar de cada vez. Quantos grupos diferentes de quatro

criancas podem ser formados para brincar de vélei?
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Upéndice B — Etapa 1: Puoblemas da Situagice IT (com explicitacdo des

principios inuaviantes)

Produte. Cartesianc.

Problema 5 (P5): Pedro vai viajar para casa do seu avd. Na mala ele colocou 3 calgas (preta,
marrom, e azul) e 5 camisas (amarela, vermelha, verde, laranja e cinza). Ele pode combinar as
calcas e as camisas para formar conjuntos. Mas ninguém veste todas as calcas e todas as
camisas de uma soO vez; sO usa uma calca e uma camisa de cada vez, ndo é? Combinando as
camisas com as calcas, ele pode ter conjuntos diferentes, ndo pode? Nessa viagem, Pedro quer
usar uma roupa diferente a cada dia, ele ndo quer repetir os conjuntos. Por exemplo, um dia
ele pode usar a calca preta com a camisa laranja. No outro dia ele pode usar a mesma calca
preta com a camisa cinza, ja seria uma roupa diferente, ndo seria? Combinando todas as calcas

com todas as camisas, quantos conjuntos diferentes Pedro pode formar?

Problema 6 (P6): Paulo foi ao parque de diversdo. Nesse parque existem 4 entradas (A, B, C,
D) e 2 saidas (1, 2). Nesse parque, as pessoas tém que entrar pelas entradas e sair pelas saidas.
Elas ndo podem entrar e sair pela mesma porta. Paulo pode, por exemplo, entrar pela entrada
A e sair pela saida 1. Mas se ele for novamente ao parque, ele pode entrar pela mesma entrada
A e sair pela saida 2; esse seria um caminho diferente, ndo é? Nessas férias Paulo quer ir ao
parque de diversdao muitas vezes, em dias diferentes. Mas ele ndo quer repetir os caminhos de
entrada e de saida todos os dias, ele quer fazer um caminho diferente a cada dia que ele for ao
parque. Combinando todas as entradas com todas as saidas, de quantas maneiras diferentes

Paulo pode entrar e sair desse parque?
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Problema 7 (P7): Fatima vai viajar para casa de sua tia. Na mala ela colocou 5 saias
(amarela, rosa, azul, preta e marrom) e 2 blusas (verde e vermelha). Ele pode combinar as
saias e as blusas para formar conjuntos. Mas ninguém veste todas as saias e todas as blusas de
uma so vez; s6 usa uma saia e uma blusa de cada vez, ndo ¢? Combinando as saias com as
blusas, ela pode ter conjuntos diferentes, ndo pode? Nessa viagem, Fatima quer usar uma
roupa diferente a cada dia, ela ndo quer repetir os conjuntos. Por exemplo, um dia ela pode
usar a saia rosa com a blusa verde. No outro dia, ela pode usar a mesma saia rosa com a blusa
vermelha, ja seria uma roupa diferente, ndo é? Combinando todas as saias com todas as

blusas, quantos conjuntos diferentes Fatima pode formar?

Problema 8 (P8): Bia foi ao shopping. Nesse shopping existem 2 entradas (A, B) e 6 saidas
(1, 2, 3, 4, 5, 6). Nesse shopping as pessoas tém que entrar pelas entradas e sair pelas saidas.
Elas ndo podem entrar e sair pela mesma porta. Bia pode, por exemplo, entrar pela entrada A
e sair pela saida 1. Mas se ela entrar novamente no shopping, ela pode entrar pela mesma
entrada A e sair pela saida 2; esse seria um caminho diferente, ndo €? Nessas férias Bia quer ir
ao shopping muitas vezes, em dias diferentes. Mas ela ndo quer repetir os caminhos de
entrada e de saida todos os dias, ela quer fazer um caminho diferente a cada dia que ela for ao

shopping. De quantas maneiras diferentes Bia pode entrar e sair desse shopping?
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Combinaca
Problema 5 (P5): O clube vai fazer um sorteio de trés carros. Cinco pessoas (Joana, Tati,
Alina, Diogo e Guto) estdo participando do sorteio. O sorteio pode ocorrer de varias maneiras.
Mas nem todas as pessoas ganhardo o prémio porgque tem cinco pessoas participando do
sorteio e s6 tem trés carros para serem sorteados, ndo é? Os carros devem ser sorteados para
trés pessoas diferentes, entdo, uma mesma pessoa ndo pode ganhar todos os carros, ndo é?
Podem ter varias combinac@es de trés ganhadores, ndo pode? Por exemplo, uma combinagdo
de trés ganhadores pode ser: Joana, Tati e Alina. Outra combinacao diferente seria Joana, Tati
e Diogo, néo seria? Com todas essas pessoas, quantos grupos diferentes de trés ganhadores

podem ter nesse sorteio?

Problema 6 (P6): No jogo de futebol de botdo sé podem jogar duas criangas por vez. Cinco
criancas (Zeca, Vitor, Mario, Tiago e Sérgio) querem jogar futebol de botdo. Nem todas as
criancas jogardo futebol de botdo ao mesmo tempo porque tem cinco criangas querendo jogar
e s6 duas podem jogar futebol de botéo de cada vez, ndo é? As duplas devem ser formadas por
duas criangas, entdo, uma crianca nao pode jogar sozinha o futebol de botdo, ndo é? Podem
ser formadas vérias duplas de criancgas para jogar futebol de botdo, ndo pode? Por exemplo,
uma dupla de criancas pode ser: Zeca e Vitor. Outra dupla diferente seria Zeca e Mario, nao
seria? Com todas essas criancas, quantas duplas diferentes de criancas podem ser formadas

para jogar futebol de botéo de cada vez?

Problema 7 (P7): A escola vai fazer um sorteio de duas televisdes. Seis alunos (Artur, Toni,
Silvio, Flora, Paula e Lucia) estdo participando do sorteio. O sorteio pode ocorrer de varias
maneiras. Mas nem todos os alunos ganhardo o prémio porque tem seis alunos participando

do sorteio e sO tém duas televisdes para serem sorteadas, ndo €? As televisdes devem ser
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sorteadas para dois alunos diferentes, entdo, um mesmo aluno ndo pode ganhar todas as
televisdes, ndo é? Podem ter varias combinacdes de dois ganhadores diferentes, ndo pode? Por
exemplo, uma combinacdo de dois ganhadores pode ser: Artur e Toni. Outra combinacgéo
diferente seria Artur e Silvio, ndo seria? Com todos esses alunos, quantas duplas diferentes de

ganhadores podem ter nesse sorteio?

Problema 8 (P8): Na roda gigante s6 podem brincar quatro criancas por vez. Seis criancas
(Manu, Bia, Flavia, Pedro, Daniel e Rafael) querem brincar na roda gigante. Nem todas as
criancas brincardo a0 mesmo tempo na roda gigante porque tem seis criancas querendo
brincar e s6 quatro podem entrar na roda gigante de cada vez, ndo é? Os grupos devem ser
formados por quatro criancgas, entdo, uma crianca ndo pode brincar sozinha na roda gigante,
ndo é? Podem ser formados varios grupos de guatro criancas para brincar na roda gigante, ndo
pode? Por exemplo, um grupo de quatro criancas pode ser: Manu, Bia, Flavia e Pedro. Outro
grupo de quatro criancas diferente seria Manu, Bia, Flavia e Daniel. Com todas essas criancas,
quantos grupos diferentes de quatro criancas podem ser formados para brincar de cada vez na

roda gigante?
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Upéndice C — &tapa 2: Puobilemas da Situagdc I (sem explicitagic dos

principios inuaviantes)

Problema 1 (P1): Cinco criangas (Nina, Carla, Rafaela, Joel e Murilo) estdo participando do
sorteio em que trés delas serdo premiadas, cada uma ganhando um video game. Quantos

grupos diferentes de trés ganhadores podem ter nesse sorteio?

Problema 2 (P2): Cinco criangas (Cléo, Juliana, Bruno, Davi e Mateus) querem brincar de
jogo de dama, mas s6 duas podem brincar de cada vez. Quantas duplas diferentes de criancas

podem ser formadas para brincar de jogo de dama?

Problema 3 (P3): Seis professores (Carla, Marta, Sandra, Ivan, Jorge e Leo) estdo
participando do sorteio em que dois deles serdo premiados, cada um ganhando um livro.

Quantos grupos diferentes de dois ganhadores podem ter nesse sorteio?

Problema 4 (P4): Seis criancas (Luisa, Vitoria, Nanda, André, Beto e Janior) querem brincar
de volei, mas s6 quatro podem brincar de cada vez. Quantos grupos diferentes de quatro

criancas podem ser formados para brincar de volei?
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Upéndice D — Etapa 2: Preblemas da Situagéo 1T (cam explicitagdo des

principios inuaviantes)

Problema 1 (P1): O clube vai fazer um sorteio de trés carros. Cinco pessoas (Joana, Tati,
Alina, Diogo e Guto) estdo participando do sorteio. O sorteio pode ocorrer de varias maneiras.
Mas nem todas as pessoas ganhardo o prémio porgque tem cinco pessoas participando do
sorteio e s6 tem trés carros para serem sorteados, ndo é? Os carros devem ser sorteados para
trés pessoas diferentes, entdo, uma mesma pessoa ndo pode ganhar todos os carros, nao €?
Podem ter varias combinac@es de trés ganhadores, ndo pode? Por exemplo, uma combinacdo
de trés ganhadores pode ser: Joana, Tati e Alina. Outra combinacao diferente seria Joana, Tati
e Diogo, néo seria? Com todas essas pessoas, quantos grupos diferentes de trés ganhadores

podem ter nesse sorteio?

Problema 2 (P2): No jogo de futebol de botdo sé podem jogar duas criangas por vez. Cinco
criangas (Zeca, Vitor, Mério, Tiago e Sérgio) querem jogar futebol de botdo. Nem todas as
criancas jogardo futebol de botdo ao mesmo tempo porque tem cinco criangas querendo jogar
e s6 duas podem jogar futebol de botdo de cada vez, ndo é? As duplas devem ser formadas por
duas criancas, entdo, uma crianca ndo pode jogar sozinha o futebol de botdo, ndo é? Podem
ser formadas varias duplas de criancas para jogar futebol de botdo, ndo pode? Por exemplo,
uma dupla de criancas pode ser: Zeca e Vitor. Outra dupla diferente seria Zeca e Mario, ndo
seria? Com todas essas criancas, quantas duplas diferentes de criancas podem ser formadas
para jogar futebol de botéo de cada vez?

Problema 3 (P3): A escola vai fazer um sorteio de duas televisfes. Seis alunos (Artur, Toni,
Silvio, Flora, Paula e Lucia) estdo participando do sorteio. O sorteio pode ocorrer de varias

maneiras. Mas nem todos os alunos ganhardo o prémio porque tem seis alunos participando
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do sorteio e sO tém duas televisdes para serem sorteadas, ndo €? As televisdes devem ser
sorteadas para dois alunos diferentes, entdo, um mesmo aluno ndo pode ganhar todas as
televisdes, ndo é? Podem ter varias combinacdes de dois ganhadores diferentes, ndo pode? Por
exemplo, uma combinacdo de dois ganhadores pode ser: Artur e Toni. Outra combinacao
diferente seria Artur e Silvio, ndo seria? Com todos esses alunos, quantas duplas diferentes de

ganhadores podem ter nesse sorteio?

Problema 4 (P4): Na roda gigante s6 podem brincar quatro criancas por vez. Seis criancas
(Manu, Bia, Flavia, Pedro, Daniel e Rafael) querem brincar na roda gigante. Nem todas as
criancas brincardo ao mesmo tempo na roda gigante porque tem seis criangas querendo
brincar e s6 quatro podem entrar na roda gigante de cada vez, ndo é? Os grupos devem ser
formados por quatro criancgas, entdo, uma crianca ndo pode brincar sozinha na roda gigante,
ndo é? Podem ser formados varios grupos de quatro criancas para brincar na roda gigante, nao
pode? Por exemplo, um grupo de quatro criangas pode ser: Manu, Bia, Flavia e Pedro. Outro
grupo de quatro criancas diferente seria Manu, Bia, Flavia e Daniel. Com todas essas criancas,
quantos grupos diferentes de quatro criangas podem ser formados para brincar de cada vez na

roda gigante?
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Upéndice € — Etapa 2: Pucblemas da Situagio IT1 (com explicitagio des

Problema 1 (P1): A escola vai fazer um sorteio de trés bicicletas. Cinco criancas (Paulo,
Lucas, Caio, Ana e Renata) estdo participando do sorteio. O sorteio pode ocorrer de varias
maneiras. Mas nem todas as criangas ganhardo o prémio porque tem cinco criangas
participando do sorteio e s6 tem trés bicicletas para serem sorteadas, ndo é? As bicicletas
devem ser sorteadas para trés criangas diferentes, entdo, uma mesma crian¢a ndo pode ganhar
todas as bicicletas, ndo é? Podem ter varias combinacfes de trés ganhadores, ndo pode? Por
exemplo, uma combinacdo de trés ganhadores pode ser: Paulo, Lucas e Caio. Outra
combinacéo diferente seria Paulo, Lucas e Ana, ndo seria? Com todas essas criangas, quantos

grupos diferentes de trés ganhadores podem ter nesse sorteio?

Fonte: Produzido pela autora (com adi¢do de gravuras retiradas da internet).

Problema 2 (P2): No pula-pula s6 podem pular duas criangas por vez. Cinco criangas (Laura,
Maria, Jodo, Luiz e Danilo) querem brincar no pula-pula. Nem todas as criangas brincardo ao
mesmo tempo no pula-pula porque tem cinco criangas querendo pular e s6 duas podem entrar
no pula-pula de cada vez, ndo é? As duplas devem ser formadas por duas criancas, entdo, uma

crianga ndo pode brincar sozinha no pula-pula, ndo é? Podem ser formadas varias duplas de
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criancas para brincar no pula-pula, ndo pode? Por exemplo, uma dupla de criancas pode ser:
Laura e Maria. Outra dupla diferente seria Laura e Jodo, ndo seria? Com todas essas criancas,
quantas duplas diferentes de criancas podem ser formadas para brincar de cada vez no pula-

pula?

Fonte: Produzido pela autora (com adi¢do de gravuras retiradas da internet).

Problema 3 (P3): A escola vai fazer um sorteio de dois computadores. Seis professores
(Luana, Clara, Tais, José, Breno e Gabriel) estdo participando do sorteio. O sorteio pode
ocorrer de varias maneiras. Mas nem todos os professores ganhardo o prémio porque tem seis
professores participando do sorteio e s6 em dois computadores para serem sorteados, ndo é?
Os computadores devem ser sorteados para dois professores diferentes, entdo, um mesmo
professor ndo pode ganhar todos os computadores, ndo é? Podem ter varias combinacdes de
dois ganhadores diferentes, ndo pode? Por exemplo, uma combinacdo de dois ganhadores
pode ser: Luana e Clara. Outra combinacdo diferente seria Luana e Tais, ndo seria? Com
todos esses professores, quantos grupos diferentes de dois ganhadores podem ter nesse

sorteio?
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- 1
Luana Clara

Fonte: Produzido pela autora (com adi¢do de gravuras retiradas da internet).

Problema 4 (P4): No carrossel s6 podem brincar quatro criangas por vez. Seis criancas (Lia,
Patricia, Alice, Dudu, Felipe e Renato) querem brincar no carrossel. Nem todas as crian¢as
brincardo ao mesmo tempo no carrossel porque tem seis criangas querendo brincar e s6 quatro
podem entrar no carrossel de cada vez, ndao é? Os grupos devem ser formados por quatro
criangas, entdo, uma crianga ndo pode brincar sozinha no carrossel, ndo é? Podem ser
formados varios grupos de quatro criangas para brincar no carrossel, ndo pode? Por exemplo,
um grupo de quatro criancas pode ser: Lia, Patricia, Alice e Dudu. Outro grupo de quatro
criangas diferente seria Lia, Patricia, Alice e Felipe. Com todas essas crian¢as, quantos grupos

diferentes de quatro criangas podem ser formados para brincar de cada vez no carrossel?

Ay

I?glip; Renato

Fonte: Produzido pela autora (com adi¢do de gravuras retiradas da internet).



