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Resumo

Seja M uma matroide 3-conexa menor-minimal possuindo a matroide N como me-
nor. Em 2003, Lemos e Oxley obtiveram uma estimativa para diferença |E(M)− E(N)|
e mostraram que o resultado obtido é o melhor possível, quando o menor N é conexo.
Nesta tese, mostramos que esta estimativa pode ser melhorada quando o menor N é uma
matroide circular, desde que M não possua um menor isomorfo ao prisma.

Palavras-chaves: matroide, menor, circular, 3-conexa, prisma



Abstract

Let M be a minor-minimal 3-connected matroid having the matroid N as a minor.
In 2003, Lemos and Oxley obtained an estimate for the di�erence |E(M) − E(N)| and
showd that the result is the best possible when the minor N is connected. In this thesis
we show that when the minor N is a circular matroid, that estimate can be improved,
since M doesn’t have a minor isomorphic to the prism.

Keywords: Matroid, minor, circular, 3-connected, prism.
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RECOMEÇAR

"Não me importa onde você parou...
Em que momento da vida você cansou...
O que importa é que é sempre possível e necessário recomeçar.
Recomeçar é dar uma nova chance a si mesmo...
É renovar as esperanças na vida, e o mais importante...
Acreditar em você de novo.
Sofreu muito nesse período? Foi aprendizado...
Chorou muito? Foi limpeza de alma..
Ficou com raiva de pessoas? Foi para perdoá-las um dia...
Sentiu-se só por diversas vezes?
É porque fechasse a porta até para os anjos...
Acreditou que tudo estava perdido? Era o início de tua melhora...
Onde você quer chegar?
Ir alto?
Sonhe alto...
Queira o melhor do melhor...
Se pensarmos pequeno, coisas pequenas teremos...
Mas se desejarmos fortemente o melhor e principalmente lutarmos pelo melhor...
O melhor vai se instalar em nossa vida.
Porque sou do tamanho daquilo que vejo,
E não do tamanho da minha altura."

Carlos Drummond de Andrade
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Capítulo 1

Introdução

Em 2003, Lemos e Oxley [10] encontraram um limite superior para a diferença

|E(M)− E(N)|,

em que M é uma matroide 3-conexa tendo N como menor tal que M não possui menor
3-conexo tendo a matroide N como menor. O limite obtido é o melhor possível no caso
em que N é conexa. Neste texto, denominamos o par (M,N) de menor-minimal, para
indicar que M é uma matroide 3-conexa tendo N como menor tal que M não possui
um menor 3-conexo M

� tendo a matroide N como menor. Lemos e Oxley [10], porém,
sinalizaram que o resultado poderia ser melhorado para certas classes de matroides N,

propondo uma conjectura. Nesta tese nos propusemos a re�nar esta estimativa quando o
menor N é uma matroide circular. Isto é, seu conjunto de elementos E(N) está contido
em um circuito C de M. Segundo o resultado obtido por Lemos e Oxley em [10], se o par
(M,N) é menor-minimal e N é uma matroide circular com pelo menos três elementos,
então

|E(M)| ≤ 6|E(N)|− 15.

Nesta tese, mostramos no Teorema 4.19 que, se o par (M,N) é menor-minimal e N é uma
matroide circular com pelo menos três elementos, então

|E(M)| ≤ 5|E(N)|− 12, (1.1)

desde que M não possua menor isomorfo à matroide grá�ca M(P ), em que P é um prisma.
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Denominamos o par (M,A) de restrição-minimal, para indicar que M é uma matroide
3-conexa que não possui menor 3-conexo M

� tal que M |A = M
�|A, em que A é um

subconjunto de E(M). Dois limites superiores foram obtidos para diferença |E(M)−A|.
O primeiro foi obtido por Lemos e Oxley em [9] quando A gera M e o segundo por Lemos,
Oxley e Reid em [11] quando A não gera M, os quais enunciamos a seguir. Os limites
dependem das funções λ1 e λ2 de�nidas no Capítulo 4 e da função

λ3(A,M) =
�

S

(|S|− 3),

em que a soma é tomada sobre todas as classes em série S de M |A com pelo menos quatro
elementos.

Teorema 1.1. Seja M uma matroide 3-conexa tal que M � U1,3, e seja A um subconjunto
não-vazio gerador de E(M). Se o par (M,A) é restrição-minimal, então

|E(M)| � |A|+ λ1(A,M) + λ2(A,M)− 2,

exceto se A é um circuito de M de tamanho pelo menos quatro, pois neste caso,

|E(M)| � 2|A|− 2. (1.2)

Teorema 1.2. Se o par (M,A) é restrição-minimal, então

|E(M)| � |A|+ λ1(A,M) + λ2(A,M) + λ3(A,M)− α(A,M) (1.3)

em que

α(A,M) =

�
0, quando A é um circuito de M

1, quando A não é circuito.

Quando A = E(N) é um circuito de M, os Teoremas 1.1 e 1.2 fornecem, respectiva-
mente, as estimativas

|E(M)| � 2|E(N)|− 2 e |E(M)| � 3|E(N)|− 4,

as quais são mais re�nadas que a estimava (1.1) a qual obtemos. Sendo assim, não estamos
interessados, particulamente, no caso em que E(N) é um circuito de M. Portanto, em
geral, vamos supor que E(N) está contido propriamente em um circuito C de M tal que
o par (M,C) é restrição-minimal.
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A demonstração apresentada nesta tese é por indução sobre |E(N)|. Se |E(N)| � 3,

então N é 3-conexa pois ela é circular, implicando que M = N. O caso em que N é
3-conexo e é um menor próprio de M, foi resolvido por Truemper em [15] e por Bixby
e Coullard em [2] para |E(N)| � 4 e |E(N)| � 3, respectivamente. Eles obtiveram o
seguinte o resultado:

Teorema 1.3. Seja N uma matroide 3-conexa. Se M é uma matroide 3-conexa, menor-
minimal, tendo N como um menor próprio, então

|E(M)− E(N)| ≤ 3.

Nesta tese, supomos que |E(N)| � 4. O Lema 3.1 obtido por Lemos e Oxley em [10] e
o Lema 4.1 demonstrado nesta tese vão garantir a base do princípio de indução, ou seja,
que o Teorema 4.19 vale quando |E(N)| = 4. Porém, no Lema 4.1 precisamos supor que
M não possui menor isomorfo à M(P ), em que P é um prisma, pois este é um contra-
exemplo para (1.1) quando |E(N)| = 4 e todo circuito C contendo E(N) é gerador de
M. Esta restrição também surgiu na demonstração da Proposição 4.13, em particular no
Lema 4.16.

Dando sequência ao processo de indução, enunciamos o resultado principal sob a forma
de uma conjectura, parametrizada por constantes α e β.

Conjectura Sejam N uma matroide circular. Dados α e βnúmeros inteiros, se o
par (M,N) é menor-minimal, então

|E(M)| � α|E(N)|+ β.

Em seguida, escolhemos um contra-exemplo minimal (M,N) para tal conjectura e obti-
vemos propriedades para este par a partir dos valores das constantes α e β. Na descrição
do Capítulo 4, apresentamos os detalhes de como procedemos a partir desta conjectura.

Esta tese está dividida em quatro capítulos, sendo o primeiro deles esta Introdução. Em
geral, seguimos a mesma notação e terminologia utilizada por Oxley em [12]. Utilizamos a
notação [n] para denotar {1, 2, 3, . . . , n}. Usamos também as notações si(M) e co(M) para
indicar a simplicação e a cosimpli�cação da matroide M, respectivamente. Enfatizamos
que uma matroide N é dita circular quando seu conjunto de elementos E(N) está contido
em um circuito de M e é dita cocircular quando seu conjunto de elementos está contido
em um cocircuito de M (um circuito na matroide dual M∗).
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O Capítulo 2 está dividido em quatro seções. Na primeira seção, de�nimos matroide
através da sua família de circuitos. Utilizando a de�nição de circuito de�nimos indepen-
dentes e bases. Em seguida, de�nimos a função posto de uma matroide M e o fecho de um
subconjunto X de E(M). Finalizamos de�nindo matroide dual, enunciando a Proposição
2.4 a qual é conhecida como Critério de Orgonalidade. Na segunda seção, de�nimos co-
nectividade através da função conectividade introduzida por Tutte em [18] e apresentamos
suas propriedades. Em particular, de�nimos 3-conectividade e apresentamos exemplos de
matroides 3-conexa. Na terceira seção, iniciamos de�nindo uma cadeia e um leque em
uma matroide e apresentamos alguns resultados importantes sobre 3-conectividade que
serão utilizados nesta tese. Dentre estes, destacamos o Lema 2.16 obtido por Bixby [1]
e o Lema 2.17 conhecido como Lema do Triângulo de Tutte, cuja demonstração pode ser
encontrada em [12]. Na quarta e última seção apresentamos deni�ções e resultados sobre
a Geometria de Tutte, ferramenta que será de grande importância em toda esta tese.

O Capítulo 3 está dividido em duas seções. Na primeira seção apresentamos o Lema
3.2, demonstrado por Lemos, Oxley e Reid em [11], o qual lista propriedades para um
par restrição-minimal (M,A), em que A é um subconjunto de E(M). Não enunciamos
tais propriedades na íntegra, pois estamos interessados apenas no caso em que A = C

é um circuito de M contendo E(N). No Corolário 3.3 demonstramos três propriedades
válidas apenas para um par restrição-minimal (M,C), quando C é um circuito de M. Na
segunda seção demonstramos o Lema 3.7, o qual denominamos de Lema da Redução. O
termo redução foi escolhido pois, escolhemos um elemento a ∈ E(N), que não pertente
a nenhum triângulo de M, e procuramos uma matroide 3-conexa W, menor da matroide
3-conexa co(M\e), tal que o par (W,N/a) fosse menor-minimal, em que e ∈ E(M)−cl(C)

e, além disso, existe uma tríade de M contendo {e, a}.

O Capítulo 4 está dividido em quatro seções. Na primeira seção mostramos no Lema
4.1 que o teorema principal vale quando |E(N)| = 4 se todo circuito C de M contendo
E(N) é gerador de M. Veri�camos que esse resultado só é válido se M não possui um
menor isomorfo a uma matroide M(P ) em que P é um prisma. Na segunda seção,
enunciamos o resultado principal sob a forma de uma conjectura (Conjectura 4.3), a qual
é parametrizada pelas constantes α e β. No Lema 4.4 mostramos que, se M é isomorfa
a uma roda ou a um poço, então o par menor-minimal (M,N) satisfaz a Conjectura 4.3,
desde que

α � 2 e β� 8− 4α.
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Na Proposição 4.5 concluimos que se um par (M,N) é um contra-exemplo para Conjectura
4.3 tal que |E(M)| é mínimo, então todo circuito C de M contendo E(N) é hamiltoniano,
desde que

α � 3 e β� 8− 4α.

Na terceira seção, de�nimos a função conectividade segundo Seymour [14] e, em seguida,
apresentamos o Lema 4.10 obtido por Lemos e Oxley em [10], o qual caracteriza uma
matroide M menor-minimal tendo a matroide M

��� como menor tal que M não possui
2-separação induzindo uma 2-separação exata de M

���
. Este resultado é uma adaptação do

resultado mais geral obtido por Seymour em [14], no qual a analise foi feita considerando
uma k-separação, para todo k inteiro maior que dois. Lemos e Oxley [10] mostraram, no
Lema 4.11, que nestas condições, tem-se

|E(M)− E(M ���)| ≤ 5.

Ou seja, é su�ciente adicionar no máximo cinco novos elementos para destruir a 2-
separação de M ���

. Na Proposição 4.13, supondo que N é circular, que o par menor-minimal
(M,N) é um contra-exemplo minimal para Conjectura 4.3 e que existe um elemento
e ∈ E(M)− C tal que a matroide M

� = co(M\e) é 3-conexa, tem-se

|E(M)− E(M ���)| ≤ 4,

desde que M não possua um menor isomorfo à matroide M(P ) em que P é um prisma.
Isto é, sob estas hipóteses, foi su�ciente adicionar no máximo quatro novos elementos para
destruir uma 2-separação exata da matroide M ���

. Na quarta e última seção, garantimos no
Lema 4.18 a existência do elemento e ∈ E(M)−C tal que a matroide M

� = co(M\e) é 3-
conexa. Utilizando o Proposição 4.13 e a Proposição 4.5 concluimos o principal resultado
desta tese, o Teorema 4.19 a seguir:

Teorema Seja N uma matroide circular. Se o par (M,N) é menor-minimal, então

|E(M)| � 5|E(N)|− 12,

desde que M não possua menor isomorfo à M(P ) em que P é um prisma.
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Capítulo 2

Preliminares

Este capítulo está dividido em quatro seções. Na primeira seção apresentamos de�nições e
resultados sobre a teoria das matroides. Na segunda seção, de�nimos matroides 3-conexas
utilizando a função conectividade, a qual foi introduzida por Tutte [18]. Na terceira seção,
apresentamos os resultados sobre 3-conectividade utilizados nesta tese. A quarta e última
seção, é destinada à Geometria de Tutte, ferramenta que será fundamental em grande
parte desta tese.

2.1 Matroide: de�nições

Nesta seção apresentamos diversos conceitos associados á teoria das matroides. Começa-
mos apresentando a de�nição de matroide. Pode-se de�nir matroide de diversas formas,
a mais usual talvez seja a partir da sua família de independentes. Em [12], Oxley mostra
que todas essas de�nições são equivalentes. Aqui, optamos em de�nir a partir da sua
família de circuitos, pelo simples fato do problema a ser resolvido nesta tese referir-se
diretamente a circuitos.

De�nição 2.1. Seja E um conjunto �nito e C uma família de subconjuntos de E. O par
ordenado M = (E, C) é chamado de matroide se C satisfaz:

(C1) ∅ /∈ C;

(C2) Se C1 e C2 estão em C e C1 ⊆ C2, então C1 = C2;

14



(C3) Se C1 e C2 são subconjuntos distintos de C e e ∈ C1 ∩ C2, então existe um subcon-
junto C3 de C tal que C3 ⊆ C1

�
C2 − e.

Denotamos E e C, respectivamente, por E(M) e C(M). Os elementos de C(M) são
chamados de circuitos de M e os subconjuntos de E que contém elementos de C(M)

são chamados de dependentes. Os subconjuntos de E(M) que não contém elementos
de C(M) são chamados de independentes, e a família destes é denotada por I(M). Os
independentes maximais, com relação à inclusão, são chamados de bases e a família das
bases de M será denotada por B(M). Um fato importante é que os elementos da família
B(M) são equicardinais. Esse número invariante é chamado de posto de M e é denotado
por r(M). Seja M a matroide (E, C) e suponha que X ⊆ E. Seja C|X = {C ⊆ X :

C ∈ C(M)}. É imediato veri�car que o par (X, C|X) é uma matroide, a qual denotamos
por M |X = M\(E − X), e denomina-se de restrição de M ao conjunto X. O conjunto
de bases de M |X é B(M |X), cujos elementos são equicardinais. Se BX é uma base de
M |X, então o posto de X é a cardinalidade de BX , ou seja, rM(X) = |BX |. Para todo
subconjunto X de E(M), a função posto associada a M, denotada por: rM : 2|E| → N tal
que X �→ rM(X), satisfaz as seguintes propriedades:

(R1) 0 ≤ rM(X) ≤ |X| para todo X ⊆ E;

(R2) Se X ⊆ Y então rM(X) ≤ rM(Y ), para quaisquer X, Y ⊆ E;

(R3) Para quaisquer X, Y ⊆ E, temos

rM(X) + rM(Y ) ≥ rM(X ∪ Y ) + rM(X ∩ Y ).

Quando não há dúvida, denotamos o posto de X em M simplesmente por r(X). É fato
que, um subconjunto I de E(M) é um independente de M se, e somente se, r(I) = |I|. Do
mesmo modo, C é um circuito de M se, e somente se, r(C) = r(C−e) = |C|−1 para todo
elemento e de C. Um circuito C de M tal que |C| = n será chamado de n-circuito. De
modo geral, um subconjunto X de E(M) tal que |X| = n será chamado de n-subconjunto.
Um elemento e de E(M) é chamado de laço se o conjunto {e} é um circuito de M. Note
que laços não pertencem a nenhuma base de M. Um elemento e é um laço, se, somente se,
r(e) = 0. Se o conjunto {x, y} é um 2-circuito de M diremos que x e y estão em paralelo
em M, ou seja, r({x, y}) = 1, desde que x e y não sejam laços de M. Uma classe em
paralelo de M é um subconjunto maximal X de E(M) tal que quaisquer dois membros
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distintos de X estão em paralelo e nenhum membro de X é um laço. Uma classe em
paralelo com um único elemento é dita ser trivial. Uma matroide é dita simples quando
não possui laços nem classes em paralelo não triviais.

Exemplo 2.2. Sejam r e n inteiros positivos. Seja E um conjunto com n-elementos e
C(M) a coleção dos (r+1)−subconjuntos de E. O conjunto C(M) é a família de circuitos
de uma matroide sobre E. Esta matroide é denotada por Ur,n e é chamada de matroide
uniforme de posto r. Note que:

I(Ur,n) = {X ⊆ E : |X| ≤ r}

e

C(Ur,n) =

�
∅, se r = n;

{X ⊆ E : |X| = r + 1}, se r < n.

De�nição 2.3. Seja M uma matroide cujo conjuntos de elementos é E(M). Chamaremos
de dual da matroide M , denotaremos por M

∗, a matroide cujo conjunto de elementos é o
próprio E(M) e cuja família das bases é

B(M∗) = {E(M)− B; com B ∈ B(M)}.

Quando um subconjunto X de E(M) é um independente, uma base, ou um circuito da
matroide dual M∗

, denominamos estes conjuntos de coindependente, cobase e cocircuito de
M , respectivamente. Assim, um triângulo é simplesmente um 3-circuito de M , enquanto
uma tríade é um 3-cocircuito de M . Ainda sobre dualidade, temos que

rM∗(X) = r
∗(X) = |X|+ r(E −X)− r(M),

para todo subconjunto X de E(M). Similarmente como de�nimos classe de elementos em
paralelo, de�nimos uma classe de elementos em série como sendo uma classe de elementos
em paralelo na matroide dual. A matroide obtida de M pela remoção de todos, exceto
um elemento de uma classe em série será chamada de simpli�cação de M e será denotada
por si(M). Por dualidade, de�nimos a cosimpli�cação da matroide M como sendo,

co(M) = [si(M ∗)]∗.

O resultado a seguir, o qual será muito utilizado nesta tese, é conhecido como Critério de
Ortogonalidade, sua demonstração é simples e pode ser encontrada em [12].
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Proposição 2.4. Se D é um circuito e D
∗ é um cocircuito da matroide M , então

|D ∩D
∗| �= 1.

Para todo subconjunto X de E(M), a operação de remoção do conjunto X coincide
com a de�nição de restrição da matroide M ao conjunto E −X, isto é,

M\X = M |(E −X).

Já a operação de contração é de�nida como a dual da operação de remoção, isto é,

M/X = (M∗\X)∗.

Sejam X e Y subconjuntos de E tais que X ∩ Y = ∅. A subestrutura N = M\X/Y é
uma matroide, a qual é dita ser um menor da matroide M . Diversos resultados sobre
matroides referem-se a menores. A família de circuitos de N = M\X/Y é composta dos
membros minimais do conjunto

{D − Y : D é circuito de M satisfazendo D ∩X = ∅ e D − Y �= ∅}.

Diremos o menor N = M\X/Y é uma matroide circular quando E(N) for um circuito de
M ou quando existir um circuito C de M contendo E(N) propriamente.

Seja X é um subconjunto de E(M). De�nimos o fecho de X como sendo o conjunto

cl(X) = X ∪ {e ∈ E : existe circuito D de M tal que e ∈ D ⊆ X ∪ e},

ou, equivalentemente,
cl(X) = {e ∈ E : r(X ∪ e) = r(X)}.

Diremos que um subconjunto X de E(M) é um fechado de M quando cl(X) = X. Uma
matroide M é dita ser gerada por um subconjunto X de E(M) quando cl(X) = E(M). Se
um conjunto gerador X é um circuito de M então X é dito ser um circuito hamiltoniano
e M é dita ser uma matroide hamiltoniana.

De�nição 2.5. Seja M uma matroide e X um subconjunto não vazio de E(M). O con-
junto X é dito ser uma linha de M se a matroide M |X = M\(E−X) não possui colaços
e tem coposto dois. Uma linha na matroide dual M∗ é chamada de colinha.
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2.2 Matroides 3-conexas

Um subconjunto S de E(M) é dito ser um separador da matroide M se

r(S) + r(E − S) = r(M) ou M\S = M/S.

Uma matroide M é dita ser conexa se seus únicos conjuntos separadores são os triviais: o
vazio e o próprio E(M). Se M não é conexa, dizemos que M é desconexa. Um conjunto
{Z, V } é uma partição de E(M) se Z ∪V = E(M) e Z ∩V = ∅. Para um inteiro positivo
k, uma partição é dita ser uma k-separação de M quando

min{|Z|, |V |} ≥ k (2.1)

e
r(Z) + r(V )− r(M) ≤ k − 1 (2.2)

Uma k-separação é dita exata quando a igualdade ocorre em (2.2) e é dita trivial (ou
mínima) quando a igualdade ocorre em (2.1). Se M tem uma k-separação, então M é
dita ser k−separável. Se M é k−separável para algum inteiro k, então a conectividade de
M é

λ(M) = min{j : M é j − separável}.

A função

ξ(X) := ξM(X) = r(X) + r(E −X)− r(M) = r(X) + r
∗(X)− |X|,

de�nida para todo subconjunto X de E(M), é chamada de função conectividade e satisfaz
as seguintes propriedades:

• ξ(X) ≥ 0;

• ξ(X) = ξ(Y ), onde Y = E(M)−X;

• ξ(X) ≤ r(X) ≤ |X|;

• ξM(X) = ξM∗(X);

• ξ(X ∪Y )+ ξ(X ∩Y ) ≤ ξ(X)+ ξ(Y ), para quaisquer subconjuntos X e Y de E(M).
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Os dois próximos resultados envolvem k-separações. As demonstrações podem ser
encontradas em Oxley [12].

Lema 2.6. Seja {Z, V } uma k-separação de uma matroide M. Sejam C1 e C2 circuitos
de M que interceptam os conjuntos Z e V. Se os conjuntos D1 = C1 ∩ Z e D2 = C2 ∩ V

não são vazios, então o conjunto D1 ∪D2 é um circuito de M.

Lema 2.7. Se {Z, V } é uma k-separação da matroide M e r(Z) = |Z|, então todo k-
subconjunto de Z contém um cocircuito de M.

De�nição 2.8. Uma matroide é dita ser n-conexa se ela não possui uma k-separação,
com k < n. Em particular, uma matroide é dita ser 3-conexa se ela não possui uma
k-separação com k ∈ [2].

A função conectividade é invariante por dualidade, isto é, ξM(X) = ξM∗(X), para
todo X ⊆ E(M). Portanto, uma matroide M é 3-conexa se, somente se, sua dual M∗ é
3-conexa.

Exemplo 2.9. Em [12] estão listadas todas as matroides 3-conexas com no máximo seis
elementos, a maior parte delas são matroides unitárias. A matroide M(G) associada ao
grafo G = Wn (ver Figura 2.1) é chamada de roda e a matroide M = W

n
, obtida de

M(Wn) relaxando o circuito hiperplano A = {a1, a2, . . . , an}, é chamada de poço.

Figura 2.1: A roda M(Wn)

As matroides roda e poço têm posto n, são auto-duais e todo elemento está em uma
tríade e em um triângulo. Os dois próximos resultados foram obtidos por Tutte [18]. O
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Teorema 2.10 comprova que a roda e o poço são duas fundamentais famílias de matroides
3-conexas e é conhecido como Teorema da Roda e do Poço. Um elemento e de uma
matroide 3-conexa M é dito essencial quando ambas M\e e M/e não são 3-conexas.

Teorema 2.10. As seguintes a�rmações são equivalentes para uma matroide 3-conexa M

tendo pelo menos quatro elemento:

(i) Todo elemento de M é essencial;

(ii) M tem posto pelo menos três e é isomorfa a uma roda ou a um poço.

Teorema 2.11. Seja e um elemento essencial da matroide 3-conexa M. Então e está em
uma tríade ou em um triângulo de M.

O teorema a seguir estabelece um relação entre as operações de 1-soma e 2-soma e a
3-conectividade e será utilizado por diversas vezes nesta tese, em particular no Capítulo 4.
A demonstração deste teorema e as operações de 1-soma e 2-soma podem ser encontradas
em [12].

Teorema 2.12. Uma matroide 2-conexa M não é 3-conexa se, e somente se, existem
matroides conexas M1 e M2 isomorfas a menores próprios de M tal que

M = M1 ⊕2 M2. (2.3)

2.3 Resultados Importantes

Nesta seção apresentamos alguns resultados importantes na caracterização das matroides
3-conexas e que serão úteis no decorrer desta tese. Segue do Teorema 2.11 que as tríades
e triângulos desempenham um papel importante no estudo das matroides 3-conexas. Por
isso, vamos concentrar nosso interesse em triângulos e tríades nesta seção.

Seja T1, T2, . . . , Tk uma sequência não-vazia de triângulos e tríades de uma matroide
M , e seja i ∈ [k − 1], tais que

(i) {Ti, Ti+1} contém exatamente um triângulo e uma tríade;

(ii) |Ti ∩ Ti+1| = 2; e
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(iii) (Ti+1 − Ti) ∩ (T1 ∪ T2 ∪ ... ∪ Ti) é vazio.

A sequência T1, T2, ..., Tk será chamada de cadeia de M de comprimento k com elos
T1, T2, ..., Tk. Em uma matroide 3-conexa M que não seja uma roda ou um poço, uma
cadeia maximal é chamada de leque. Um leque pode ser do tipo-1, tipo-2 ou tipo-3,
dependendo se seu primeiro e último elo são, respectivamente, dois triângulos, duas tríades
ou um triângulo e uma tríade. Por exemplo, diremos que o conjunto F = (x1, x2, x3, x4, x5)

é um leque do tipo-2 se os conjuntos {x1, x2, x3}, {x2, x3, x4} e {x3, x4, x5}, são, nesta
ordem, uma tríade, um triângulo e uma tríade.

Oxley e Wu em [13] mostraram nos dois resultados a seguir que os elementos extremos
de uma cadeia maximal não são essenciais e que elementos essenciais percentem a um
leque de M, desde que M não seja uma roda ou um poço.

Lema 2.13. Seja M uma matroide 3-conexa tal que |E(M)| � 4 e suponha que M não é
uma roda nem um poço. Se T1, T2, ..., Tk é uma cadeia maximal tal que Ti = {ei, ei+1, ei+2}
para todo i ∈ [k], então os elementos de T1, T2, . . . , Tk podem ser rotulados de modo que
os elementos extremos e1 e ek+2 não são essencias.

Teorema 2.14. Seja M uma matroide 3-conexa que não seja uma roda nem um poço.
Suponha que e é um elemento essencial de M . Então e está em um leque. Além disso,
existem três únicas possibilidades para esse leque.

(a) todo leque contendo o elemento e consiste de um simples triângulo e quaisquer dois
tais triângulos interceptam em {e}; ou

(b) todo leque contendo o elemento e consiste de uma simples tríade e quaisquer duas
tais tríades interceptam em {e}; ou

(c) e está em exatos três leques; esses três leques são do mesmo tipo, cada um tem cinco
elementos, e juntos eles contém um total de seis elementos, e, dependendo se esses
leques são do tipo-1 ou tipo-2, a remoção ou contração, respectivamente, de M para
este conjunto de seis elementos é isomorfa a M(K4).

O Lema 2.16, apresentado a seguir, foi demonstrado por Bixby em [1] e será de grande
utilidade no decorrer desta tese. Este Lema é uma versão para matroides 3-conexas do
Teorema 2.15 obtido por Tutte em [18] para matroides conexas. A demonstração de ambos
pode ser encontrada em [12].
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Teorema 2.15. Se M é uma matroide conexa e e ∈ E(M), então ou M/e é conexa ou
M\e é conexa.

Lema 2.16. Seja M uma matroide 3-conexa sobre o conjunto E e seja e ∈ E. Então ou
si(M/e) ou co(M\e) é uma matroide 3-conexa. No primeiro caso, toda 2-separação de
M/e é trivial e no segundo caso toda 2-separação de M\e é trivial.

Sobre os dois próximos resultados, o primeiro foi obtido por Tutte em [18] é conhecido
como o Lema do Triângulo de Tutte, e o segundo é sua versão dual.

Lema 2.17. Seja M uma matroide 3-conexa tendo pelo menos quatro elementos e suponha
que {e, f, g} é um triângulo de M tal que nem M\e nem M\f são 3-conexas. Então M

tem uma tríade que contém e e apenas um elemento dentre f e g.

Lema 2.18. Seja M uma matroide 3-conexa tendo pelo menos quatro elementos e suponha
que {e, f, g} é uma tríade de M tal que nem M/e nem M/f são 3-conexas. Então M

tem uma triângulo que contém e e apenas um elemento dentre f e g.

Os dois próximos resultados serão utilizados oportunamente nesta tese, o primeiro foi
obtido por Lemos em [7] e o segundo foi obtido por Lemos e Melo em [8].

Lema 2.19. Suponha que M é uma matroide 3-conexa com pelo menos quatro elementos
e seja D um circuito de M. Se M\e não é 3-conexa para todo e ∈ D, então D intercepta
pelo menos duas tríades de M.

Lema 2.20. Se T
∗ é uma tríade de uma matroide 3-conexa M que intersecta um triângulo

T, então a matroide si(M/e) é 3-conexa para todo e ∈ T
∗ − T.

2.4 Geometria de Tutte

A Geometria de Tutte [6] está estruturada a partir do conceito de circuito em uma
matroide. Como estamos lidando com circuitos esta será uma ferramenta valiosa na
demonstração de vários resultados desta tese. Um fechado F de Tutte em uma ma-
troide M é de�nido como uma união de circuitos. A dimensão de F é de�nida como
dim(F ) = r

∗(M |F ) − 1. Deste modo, um fechado F de Tutte tem dimensão zero se,
somente se, F é um circuito de M. Denote por F(M) a família de fechados de Tutte de
M.
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De�nição 2.21. Um subconjunto L de E(M) é dito ser uma Linha de Tutte quando L é
um fechado de Tutte e tem coposto dois.

De�nição 2.22. Um subconjunto P de E(M) é dito ser um Plano de Tutte quando P é
um fechado de Tutte e tem coposto três.

Seja F um fechado de Tutte de M tal que dim(F ) � 1. Tutte [16] mostrou que F tem
uma partição, a qual é chamada de partição canônica de F em M,

π(F ) = {X ⊆ F : F −X ∈ F(M) com dim(F ) = dim(F −X)+1} = {X1, X2, . . . , Xm},

para algum m ≥ 2. Note que π(F ) é o conjunto de classes em série da matroide M |F. Em
particular, Tutte mostrou que:

(T1) Se C é um circuito de M contido num fechado de Tutte F de M, então

C = F − ∪{X ∈ π(F ) : X ∩ C = ∅}.

Se L é uma linha de Tutte, então

C(M |L) = {L−X1, L−X2, . . . , L−Xm}

é a família de circuitos da matroide M |L. Enquanto, se P é um plano de Tutte, então

L(M |P ) = {P −X1, P −X2, . . . , P −Xm}

é a família de linhas de Tutte contidas em P.

Um fechado de Tutte F é dito conexo quando a matroide M |F é conexa. Tutte [16]
também mostrou que:

(T2) Seja F um fechado de Tutte conexo de uma matroide conexa M. Se e ∈ E(M)−F,

então existe um fechado de Tutte conexo F
� de M tal que F ∪ e ⊆ F

� e r
∗(F �) =

r
∗(F ) + 1 (ver também [6]).

(T3) Se L1 e L2 são linhas de Tutte distintas e contidas em um plano de Tutte de M,

então L1 ∩ L2 contém um único circuito de M.

(T4) Se L é uma linha de Tutte conexa, então m � 3, ou seja, sua partição canônica
possui pelo menos três elementos.
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(T5) Seja C é um circuito de uma matroide M. Se f e g são elementos distintos de cl(C)

tais que M |[C ∪ f ] e M |[C ∪ g] são matroides binárias, então M |[C ∪ {f, g}] é uma
matroide binária (ver também [5]).

Lema 2.23. Sejam T
∗ uma tríade de M e L uma linha de Tutte na matroide M cuja

partição canônica é π(L) = {X1, X2, . . . , Xm} com m � 2. Se T
∗ ⊆ L, então |T ∗∩Xi| �= 2

para todo i ∈ [m].

Demonstração. Suponha, por contradição, que |T ∗ ∩ Xi| = 2 para algum i ∈ [m]. Por
hipótese, T ∗ ⊆ L. Como L − Xi é um circuito e |T ∗ ∩ (L − Xi)| = 1, chegamos a uma
contradição pelo critério de ortogonalidade.

24



Capítulo 3

Lema da Redução

Este capítulo será dividido em duas seções. Na primeira seção apresentamos o Lema
demonstrado por Lemos, Oxley e Reid [11], o qual caracteriza um par restrição-minimal.
Enunciamos apenas as propriedades que são válidas para um par (M,A) restrição-minimal
em que A é um circuito de M. No Corolário 3.3, apresentamos três propriedades válidas
apenas quando A = C é um circuito de M. Na segunda seção, demonstramos o Lema 3.7,
o qual denominamos de Lema da Redução, no qual reduzimos o tamanho de |E(N)| em
uma unidade e procuramos uma matroide W, menor da matroide 3-conexa co(M\e), para
algum e ∈ E(M)− cl(C), de modo que o par (W,N/a) seja menor-minimal, para algum
a ∈ E(N). O elemento a foi escolhido de modo que ele não pertence a nenhum triângulo
de M.

Estamos considerando que |E(N)| � 4 e que E(N) está contido propriamente em um
circuito C de M. Assim, N = M\X/Y com X e Y subconjuntos não vazios de E(M) tais
que X ∩ Y = ∅. Como comentado na Introdução, a demonstração do resultado principal
desta tese será por indução sobre |E(N)|. O resultado a seguir, demonstrado por Lemos
e Oxley em [10], servirá de base para o processo de indução, no caso em que existe um
circuito C de M contendo E(N) que não é gerador de M. Antecipamos seu enunciado
aqui, pois o mesmo foi utilizado para conclusão da a�rmação (3.7.2).

Lema 3.1. Seja N uma matroide 4-circular. Suponha que o par (M,N) é menor-minimal.
Se existe um circuito não gerador C de M contendo E(N), então |E(M)| = 8.

Observe, por exemplo, que a matroide M(W4) (ver Figura 2.1) tendo E(N) como a
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restrição ao seu aro, satisfaz as hipóteses do Lema 3.1.

3.1 Propriedades de um Par Restrição-Minimal

Nesta seção, apresentamos o Lema 3.2 demonstrado por Lemos e Oxley em [11], o qual
caracteriza um par restrição-minimal (M,A) com A ⊆ E(M). Adaptamos o lema para o
caso em que A = C é um circuito de M. Em seguida, demonstramos o Corolário 3.3, no
qual apresentamos três propriedades válidas apenas quando A = C é um circuito de M.

Lema 3.2. Seja (M,C) um par restrição-minimal, então:

(i) Se e ∈ E(M)− cl(C), então toda 2-separação de M\e é trivial e a matroide co(M\e)
é 3-conexa. Além disso, si(M/e) não é 3-conexa.

(ii) Se e ∈ E(M)− cl(C), então e é essencial e pertence a uma tríade de M .

(iii) Se C não é gerador de M , então |E(M)| > 6 e |C| ≥ 3.

(iv) Se T é um triângulo e T
∗ é uma tríade de M tal que T �= T

∗ e T ∩ T
∗ �= ∅, então

T
∗ − T = {a} com a ∈ cl(C).

(v) Toda tríade T
∗ de M intercepta C.

(vi) Sejam T1, T2 ⊆ E(M) tais que ambos são tríades ou ambos são triângulos de M . Se
T1 ∪ T2 − cl(C) �= ∅, então |T1 ∩ T2| ≤ 1.

(vii) Se T é um triângulo de M tal que {f1, f2} ⊆ T − cl(C), então, para cada i ∈ [2],
existe uma tríade de M que intercepta {f1, f2} em {fi}.

(viii) Seja T a família de triângulos que interceptam ambos cl(C) e E(M)− cl(C). Para
todo T em T existe um único elemento aT de T ∩ E(N) e existe uma única cadeia
T

∗
1T , T, T

∗
2T cujo aro AT está contido em E(N) e é uma classe em série da matroide

M |C. Além disso, se T e T � são elementos distintos de T , então aT �= aT � e AT �= AT � .

(ix) Se r(C) ≤ 3 e C não é gerador, então M é isomorfa à roda de posto quatro tendo
cl(C) como seu aro.
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O próximo resultado vale apenas para pares restrição-minimais (M,C) quando C é
um circuito de M.

Corolário 3.3. Sejam (M,C) um par restrição-minimal e C um circuito de M. As se-
guintes a�rmações são verdadeiras:

(i) Se T
∗ é uma tríade de M, então |T ∗ ∩ C| � 2;

(ii) Se T é um triângulo de M, então T ∩ C �= ∅.

(iii) Se D é um circuito de M diferente de C, então D ∩ C �= ∅.

Demonstração. (i) Pelo Lema 3.2(v), segue que T
∗ ∩ C �= ∅. Por ortogonalidade, tem-se

que |T ∗ ∩ C| � 2.

(ii) Seja T um triângulo de M e suponha que T ⊆ E(M) − C. Para todo e ∈ T,

por de�nição, o par (M\e, C) não é restrição-minimal. Como (M\e)|C = M |C,
concluimos que M\e não é 3-conexa. Segue do Lema 2.17 que existe uma tríade T

∗

de M tal que T
∗ ∩ T �= ∅. Pelo item (i), |T ∗ ∩ C| � 2, implicando que T ∩ C �= ∅.

(iii) De fato, se D ∩C = ∅, então para todo d ∈ D a matroide M\d não é 3-conexa pois
tem C como restrição e o par (M,C) é restrição-minimal. Segue do Lema 2.19 que
o circuito D intercepta pelo menos duas tríades de M. Se T

∗ é uma dessas tríades,
então, por ortoganalidade, |T ∗ ∩ D| � 2. Mas, pelo Corolário 3.2(i), |T ∗ ∩ C| � 2,

Portanto, D ∩ C �= ∅; uma contradição.

3.2 Lema da Redução

Nesta seção demonstramos o Lema 3.7, denominado de Lema da Redução. A demonstra-
ção do principal resultado da tese será por indução sobre |E(N)|. Por isso, escolhemos
um elemento a ∈ E(N), e procuramos uma matroide 3-conexa W, menor da matroide
3-conexa co(M\e) tal que o par (W,N/a) é menor-minimal, em que e ∈ E(M) − cl(C).

Escolhemos um elemento a que não pertence a nenhum triângulo de M porém pertence a
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uma tríade, T ∗
e
, de M a qual contém o elemento e ∈ E(M)−cl(C) e tal que T ∗

e
−e ⊆ E(N).

Escrevemos, T ∗
e
= {e, a, b} com b ∈ E(N).

Os dois próximos resultados serão utilizados diversas vezes na demonstração do Lema
3.7. O primeiro deles foi demonstrado por Lemos e Oxley em [10] e o segundo obtemos
como consequência imediata do primeiro.

Lema 3.4. Seja N uma matroide conexa tendo pelo menos quatro elementos. Suponha
que o par (M,N) é menor-minimal. Se e ∈ E(M)−E(N) e N é um menor das matroides
M/e e M\e, então e pertence a uma tríade T

∗
e

de M tal que T
∗
e
− e ⊆ E(N).

Lema 3.5. Sejam f e g elementos distintos em E(M) − E(N). Se as matroides M\f,
M/f, M\g e M/g têm N como menor, então T

∗
f
− f �= T

∗
g
− g.

Demonstração. Pelo Lema 3.4, existem as tríades T
∗
f

e T
∗
g

tais que T
∗
f
− f ⊆ E(N) e

T
∗
g
− g ⊆ E(N). Suponha que T

∗
f
− f = T

∗
g
− g. Então a matroide

M
∗|(T ∗

f
∪ T

∗
g
) ∼= U2,4

implicando que (M∗\f)∗ = M/f é 3-conexa; uma contradição pois, por hipótese, M/f

tem N como menor.

Lema 3.6. Seja (M,N) um par menor-minimal e a um elemento de E(N) que não
pertence a nenhum triângulo de M. Se existe e ∈ E(M) − cl(C) tal que a ∈ T

∗
e
, então

existe um leque de M contendo T
∗
e

e tendo a como elemento terminal.

Demonstração. Por hipótese, M é 3-conexa e diferente da roda e do poço. Além disso,
existe um elemento e ∈ E(M) − cl(C), o qual é essencial pelo Lema 3.2(ii). Escolhemos
o elemento a, de modo que ele não está em nenhum triângulo de M e existe a tríade
T

∗
e
= {e, a, b} com {a, b} ⊆ E(N). Decorre do Teorema 2.14, que o elemento e pertence a

um leque de M, o qual contém a tríade T
∗
e

e tem a como um elemento terminal.

3.6.1. T
∗
e

pertence a um leque do tipo-2 cujo aro está contido em E(N) e o(s) raio(s)
pertence(m) ao conjunto E(M)− cl(C).

Demonstração. Pelo Lema 3.6, seja To, T1, . . . , Tk para k � 2 um leque contendo o ele-
mento e e tendo a como elemento terminal. Suponha, por contradição, que este leque é do
tipo-3, isto é, que Tk é um triângulo. Vamos escrever, T0 = T

∗
e

e Ti = {ei, ei+1, ei+2} para
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todo i ∈ [k]. Por hipótese {e0, e2} ⊆ E(N) e e1 = e ∈ E(M)− cl(C). Segue da existência
do triângulo T1 que e3 ∈ E(M) − cl(C). Pelo Lema 3.4, e4 ∈ E(N). Pela hipótese de
indução, temos ek ∈ E(M) − cl(C) e ek+1 ∈ E(N), pois Tk−1 é uma tríade. Concluimos
que o aro deste leque é um subconjunto de E(N). Assumimos que Tk = {ek, ek+1, ek+2}
é um triângulo, portanto, ek+2 ∈ E(M) − cl(C). Pelo Lema 3.4 existe uma tríade T

∗

de M contendo ek+2 tal que T
∗ − ek+2 ⊆ E(N). Por ortogonalidade com Tk, temos que

ek+1 ∈ T
∗
. Agora, se e0 ∈ T

∗
, então M é isomorfa á roda ou ao poço; uma contradição.

Portanto, existe um elemento ek+3 ∈ T
∗ tal que To, T1, . . . , Tk, T

∗ é uma cadeia de M ;

uma contradição, pois, por hipótese, To, T1, . . . , Tk é uma cadeia maximal.

Denotamos esse leque por F = (a, e, b, e�, c) em que os elementos e e e
� estão em

E(M) − cl(C) são chamados de raios de F (e� pode não existir) e o conjunto {a, b, c} é
um subconjunto de E(N) que está contido no aro.

Lema 3.7. Sejam (M,N) um par menor-minimal e (M,C) um par restrição-minimal em
que C é um circuito não gerador de M contendo E(N). Escolha um elemento a em E(N)

tal que:

(i) a não pertence a nenhum triângulo de M ;

(ii) existe e ∈ E(M)− cl(C) tal que a ∈ T
∗
e
.

Se W é uma matroide 3-conexa menor de M/a\e tendo N/a como menor tal que o par
(W,N/a) é menor-minimal, então

(I) W = M/a\e; ou

(II) W = M/a\e/e�, para algum e
� ∈ E(M)− cl(C).

Mais ainda, quando (II) ocorre, ou (a, e, b, e�, c) é um leque de M do tipo-2 com {a, b, c} ⊆
E(N) ou T

∗
e
∪ e

� é um 4-circuito de M.

Demonstração. Pelo Lema 3.2(i) a matroide co(M\e) = M/a\e é 3-conexa. Por hipótese,
a matroide co(M\e) tem N/a como menor. Logo, a tríade T

∗
e
= {e, a, b} com b ∈ E(N) é

única. Assim, a matroide W existe e pode ser escrita como W = (M/a\e)\X/Y, onde X

e Y são subconjuntos disjuntos de E(M). Nosso objetivo será mostrar que X = ∅ e que
|Y | � 1.
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3.7.1. A matroide N é um menor da matroide W
� = M\(X ∪ e)/Y.

Demonstração. Por construção, E(N/a) ⊆ E(W �). Note que a e b estão em série ou ambos
são colaços na matroide M\e. Como W = W

�
/a é uma matroide 3-conexa e a matroide

W
� não é 3-conexa, segue de [12] que existem três possibilidades para o elemento a em

W
� : ou a é um laço, ou é um colaço ou o elemento a está em série com algum elemento

de E(W ). Por ortogonalidade, a não pode ser um laço de W
�
. Se a é um colaço de W

�
,

então b também é um colaço de W
�
. Logo, b é um colaço da matroide 3-conexa W ; uma

contradição. Portanto, o conjunto {a, b} é, de fato, uma classe em série de W
�
. Assim,

para obter W � de W, basta adicionar a em série com b. Assim, N é um menor de W
�
.

3.7.2. |E(W )| ≥ 4.

Demonstração. Suponha que |E(W )| ≤ 3. Como N/a é menor da matroide 3-conexa W,

segue que W = N/a. Portanto, |E(W )| = |E(N/a)| = 3. Por hipótese, |E(N)| � 4,

implicando que |E(N)| = 4. Assumimos que C contém E(N) propriamente, logo

|C| � 5. (3.1)

Tendo em vista que N é um 4-circuito e C não gera M, segue do Lema 3.1 que

|E(M)| = 8. (3.2)

Além disso, existe um cocircuito D
∗ de M que evita cl(C). Pelo Corolário 3.3(i), D∗ não

é uma tríade da matroide 3-conexa M. Logo,

|D∗| � 4. (3.3)

Combinando (3.1), (3.2) e (3.3), concluimos que

D
∗ ∩ C �= ∅;

uma contradição.

Suponha que a matroide H = M\X̃/Ỹ seja um menor da matroide M tendo a ma-
troide W como seu menor. Portanto, X̃ ⊆ X∪e e Ỹ ⊆ Y ∪a. O próximo resultado refere-
se a existência de uma 2-separação especial para H quando esta não for 3-conexa. Op-
tamos em repetir a demonstração encontrada em [10] pois a existência dessa 2-separação
será muito importante para conclusão do Lema 3.7.
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3.7.3. Se H = M\X̃/Ỹ não é 3-conexa, então existe uma i-separação {Z, V } de H com
i ∈ {1, 2}, tal que |Z ∩ E(W )| ≤ 1 e Z é fechado em ambas H e H

∗
.

Demonstração. Como H não é 3-conexa ela tem uma i-separação com i ∈ [2]. Como W é
um menor 3-conexo de H devemos ter

min{|Z ∩ E(W )|, |V ∩ E(W )|} ≤ 1.

Vamos assumir que
|Z ∩ E(W )| ≤ 1. (3.4)

Agora escolha uma tal i-separação satisfazendo (3.4) e tal que |Z| seja máximo. Note
que, como |E(W )| ≥ 4, devemos ter que

|V ∩ E(W )| ≥ 3. (3.5)

Se Z é fechado em ambas H e H
∗, o resultado vale. Assim, podemos assumir que existe

um elemento v de V tal que v é gerado por Z em H ou H
∗. Assim,

rH(Z) = rH(Z ∪ v) ou rH∗(Z) = rH∗(Z ∪ v),

daí,
rH(Z) + rH∗(Z)− |Z| ≥ rH(Z ∪ v) + rH∗(Z ∪ v)− |Z ∪ v|,

logo,
ξH(Z) ≥ ξH(Z ∪ v).

Assim, {Z ∪ v, V − v} é uma j-separação de H para algum j ∈ [2]. Agora, como W é
3-conexa, temos que

minW{|(Z ∪ v) ∩ E(W )|, |(V − v) ∩ E(W )|} ≤ 1.

Segue de (3.5) que, |(Z ∪ v) ∩ E(W )| ≤ 1. Portanto, {Z ∪ v, V − v} contradiz a escolha
de {Z, V } e (3.7.3) vale.

Lema 3.8. Na matroide W = (M/a\e)\X/Y, temos X = ∅.

Demonstração. Suponha que exista x em X e considere a matroide H = M\x. Por
construção, temos x �= e. Por (3.7.1), a matroide H = M\x tem N como menor, logo não
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é 3-conexa. Portanto, H tem uma 2-separação {Z, V } satisfazendo (3.7.3). Como M é
uma matroide 3-conexa, devemos ter

r(Z) + r(V ) = r(M) + 1 e x /∈ cl(Z) ∪ cl(V ). (3.6)

Para chegar a uma contradição e concluir que x não existe e consequetemente X = ∅,
estabeleceremos que Z = Z∩E(N) = {a, w} é um independente de M. Para alcançar esse
propósito dividimos a demonstração em várias etapas. Observe inicialmente que decorre
da a�rmação (3.7.3) que

Z ∩ E(N) ⊆ {a, w}. (3.7)

3.8.1. Não existem elementos em série em M\x contidos em (Z ∩ C)− w.

Demonstração. Suponha falso e sejam z1 e z2 elementos distintos em (Z ∩ C) − w que
estão em série na matroide H = M\x. Portanto, T

∗
x
= {x, z1, z2} é uma tríade de M

tal que T
∗ ∩ E(N) = ∅. As matroides M\z1, M\z2, M/z1 e M/z2 não são 3-conexas

pois têm N como menor. Pelo Lema 2.18 existe um triângulo Ti de M contendo zi para
i ∈ [2]. Suponha T1 = T2 = {z1, z2, u}. Como Z é fechado em H, segue que x �= u,

pois x /∈ cl(Z). Pelo resultado dual do Lema 2.20, a matroide co(M\u) é 3-conexa e
tem N como menor; uma contradição. Logo, T1 �= T2. Escrevendo, T1 = {x, z1, v1} e
T2 = {x, z2, v2} e lembrando que Z é fechado em H = M\x, concluimos que {v1, v2} ⊆ V,

pois x /∈ Z. Assim, existe um circuito D̃ de M tal que

D̃ ⊆ T1 � T2.

Mas, M é 3-conexa, logo |D̃| � 3 implicando que vi ∈ D̃ para algum i ∈ [2]. Portanto, os
circuitos D̃ e C interceptam os conjuntos Z e V. Pelo Lema 2.6 o conjunto

C
� = (D̃ ∩ Z) ∪ (C ∩ V )

é um circuito de M. Como, w /∈ C
�
, ele está contido propriamente em C; contradizendo o

axioma (C2).

3.8.2. C gera Z. Em particular, e /∈ Z.
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Demonstração. De fato, pelo Lema 3.2 itens (i) e (ii), se z ∈ Z − cl(C), então existe
uma tríade T

∗
z

de M tal que T
∗
z
− z ⊆ E(N). Se T

∗
z
� Z, então T

∗
z
∩ Z = {z}. Assim, z

é um colaço da matroide (M\x)|Z. Logo, {Z − z, V } é uma 1-separação para matroide
M\{x, z}. Logo, que z ∈ C; uma contradição. Portanto, T ∗

z
⊆ Z, implicando que

|Z ∩ E(N)| = 2.

Agora vamos garantir que existe um elemento z
� diferente de z em Z − cl(C). Podemos

escrever M\x = MZ ⊕2 MV com ponto base p. Como C não gera Z em M, o conjunto
(C ∩ Z) ∪ p não gera Z em MZ . Mas, MZ é conexa pois M é 3-conexa. Logo, MZ não
possui colaços. Isso garante a existência de z

�
, pois z /∈ cl(C), mas z pertence a um

circuito contido em Z o qual intercepta C pelo Corolário 3.3(iii). Pelo Lema 3.4 existe
uma tríade T

∗
z� de M tal que

T
∗
z
− z = T

∗
z� − z

� ⊆ E(N);

o que contradiz o Lema 3.5.

3.8.3. Z = Z ∩ C.

Demonstração. Suponha, por contradição, que f ∈ Z − (Z ∩ C). Segue de (3.8.2) que
existe um circuito Df de M contido em Z e tal que

f ∈ Df ⊆ (Z ∩ C) ∪ f ⊆ C ∪ f.

Note que Df − C = {f}. Portanto L = C ∪Df = C ∪ {f} é uma linha de Tutte conexa,
pois C ∩ Df �= ∅. Vamos mostrar que Df é um triângulo para obter uma contradição.
Atingiremos esse objetivo após uma série de etapas.

Seja π(L) = {X1, X2, . . . , Xm} com m � 3, a partição canônica de L. Inicialmente
vamos mostrar que:

3.8.3.1. |π(L)| = 3. Além disso, a /∈ Df e Df ∩ E(N) = {w}.

Demonstração. Segue da a�rmação (T4) da seção 2.4 que π(L) = {X1, X2, . . . , Xm} com
m � 3. Vamos mostrar que m = 3. Claramente os conjuntos Df − C e C − Df são
elementos dessa partição. Mostraremos agora que não existe conjunto X

� em π(L) tal que

X
� �= Df − C e X

� ∩ E(N) = ∅. (3.8)
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Suponha falso, isto é, que existe um conjunto X
� em π(L) satisfazendo (3.8). Então o

circuito L−X
� contém E(N). Logo, para todo g ∈ X

�∪ f, as matroides M\f, M/f, M\g
e M/g não são 3-conexas pois todas elas têm N como menor. Pelo Lema 3.4, existem
tríades T

∗
f

e T
∗
g

de M tais que

T
∗
f
− f ⊆ E(N) e T

∗
g
− g ⊆ E(N).

Como {f, g} ⊆ Df , por ortogonalidade com as tríades T ∗
f

e T ∗
g

e pelo fato de Z ser fechado
em H

∗ concluimos que T
∗
f
∪ T

∗
g
⊆ Z. Daí,

T
∗
f
− f = T

∗
g
− g;

contradizendo o Lema 3.5. A�rmamos agora que

a /∈ Df e b /∈ Df .

De fato, se a ∈ Df ou b ∈ Df , então por ortogonalidade com a tríade T
∗
e
= {e, a, b} e pelo

fato de Z ser fechado em H
∗
, concluimos que e ∈ Z, contradizendo (3.8.2). Portanto,

Df ∩ E(N) = {w} e consequetemente m = 3.

3.8.3.2. Se f1 e f2 são elementos distintos de Z − C, então

Df1 − f1 � Df2 − f2 ou Df2 − f2 � Df1 − f1. (3.9)

Demonstração. Suponha que existam elementos distintos f1 e f2 em Z − C. Por (3.8.2)
existem circuitos Df1 e Df2 de M contidos em Z e tais que

f1 ∈ Df1 ⊆ (Z ∩ C) ∪ f1 ⊆ C ∪ f1 e f2 ∈ Df2 ⊆ (Z ∩ C) ∪ f1 ⊆ C ∪ f2.

Segue de (3.8.3.1) que os conjuntos L1 = C ∪ Df1 e L2 = C ∪ Df2 são linhas de Tutte
conexas, cujas partições canônicas têm 3 elementos. Logo, elas são grá�cas e portanto
binárias. Essas linhas estão contidas no plano de Tutte conexo P = C ∪ {f1, f2}, o qual
também é binário pela a�rmação (T5) da seção 2.4. Segue de (3.8.3.1) que w ∈ Df1 ∩Df2 ,

daí o conjunto L3 = Df1 ∪Df2 é uma linha de Tutte conexa, a qual evita o elemento a, e
cujo terceiro circuito D

� satisfaz

{f1, f2} ⊆ D
� = Df1 �Df2 e w /∈ D

�
.

Seja L4 a linha de Tutte que evita o elemento w. Ela contém D
� e intercepta as linhas L1 e

L2 nos pontos D1 = C�Df1 e D2 = C�Df2 , respectivamente. Além disso, ainda podem
existir linhas L5 e L6 contendo os pares de circuitos, D1 e Df2 e D2 e Df1 , respectivamente
(ver �gura 3.1). Assim, existem três possibilidades para partição π(P ), a saber:
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(i) π(P ) = {X1, X2, X3, X4}; ou

(ii) π(P ) = {X1, X2, X3, X4, X5, X6}; ou

(iii) π(P ) = {X1, X2, X3, X4, X5} ou π(P ) = {X1, X2, X3, X4, X6}.

Figura 3.1: Linhas no Plano M |P

No caso (i), note que L1 e L2 são as únicas linhas de M |P evitando D
�
. Neste caso,

D
� = X1 ∪ X2 = {f1, f2} é um 2-circuito de M |P e portanto da matroide 3-conexa M,

uma contradição. Logo, f2 não pode existir.

No caso (ii), como existem as linhas de Tutte L5 e L6, as quais são grá�cas e binárias
por (3.8.3.1), existe um circuito D

�� de M tal que

D
�� = D2 �Df1 = (C �Df2)�Df1 = C � (Df1 �Df2) = C �D

�
.

O circuito D
�� é diferente de C, porém ele contém E(N) ∪ {f1, f2}. Assim, as matroides

M\f1,M/f1,M\f2,M/f2 não são 3-conexas pois têm N como menor. Pelo Lema 3.4,
existe tríade T

∗
fi

de M para i ∈ [2] tal que T
∗
fi
− fi ⊆ E(N). Segue do Lema 3.5 que

T
∗
f1
− f1 �= T

∗
f2
− f2.

Por (3.8.3.1), temos w ∈ Di ∩ T
∗
i
. Por ortogonalidade, devemos ter |Di ∩ T

∗
i
| � 2. Como

Z é fechado em H
∗ concluimos que T

∗
f1

∪ T
∗
f2

⊆ Z, implicando que |Z ∩ E(N)| � 3,

contradizendo (3.7).

No caso (iii), por simetria, vamos considerar apenas a existência de L5. Note que

C = X3 ∪X4 ∪X5, Df1 = X2 ∪X4 ∪X5 e Df2 = X1 ∪X4,

implicando que Df2 − f2 � Df1 − f1. Logo, (3.9) vale.
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3.8.3.3. Podemos rotular os elementos de Z −C por f1, f2, . . . , fn, para algum inteiro n,

de modo que
Df1 − f1 � Df2 − f2 � · · · � Dfn − fn. (3.10)

Demonstração. Para todo i ∈ [n] temos

fi ∈ Dfi ⊆ C ∪ fi ⊆ (Z ∩ C) ∪ f1.

Sem perda de generalidade, como Z−C é �nito e por (3.9), podemos rotular seus elementos
de modo que

|Df1 | � |Df2 | � · · · � |Dfn |.

Portanto, (3.10) vale e (3.8.3.3) segue.

3.8.3.4. Se i ∈ [n], então

|(Dfi+1 − fi+1)− (Dfi − fi)| = 1.

Demonstração. Suponha, por contradição, que existem elementos z1 e z2 em

(Dfi+1 − fi+1)− (Dfi − fi).

Claramente, z1 e z2 pertencem ao conjunto (Z∩C)−w. Como {Z, V } é uma 2-separação da
matroide H = M\x, segue que {Z∩C, V } é uma 2-separação da matroide (M\x)|(C∪V ).

Assim,
{{z1, z2}, C ∪ V − {z1, z2}}

também é uma 2-separação da matroide (M\x)|(C ∪ V ). Agora observe que

C ∪ V − {z1, z2} gera {f1, f2, . . . , fn}.

De fato, para todo j ∈ [n] temos

fj ∈ Dfj ou fj ∈ C �Dfj .

Portanto, {{z1, z2}, Z∪V −{z1, z2}} é uma 2-separação para matroide M\x. Logo, {z1, z2}
está contido em uma classe em série de M\x; contradizendo (3.8.1).

3.8.3.5. Para todo i � 1 o conjunto {fi, zi, fi+1} é um triângulo.
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Demonstração. A matroide M |P = M |C ∪ {fi, fi+1} é binária, daí o conjunto

Df i �Df i+1 = {fi, zi, fi+1}

contém um circuito da matroide M |P e portanto de M. Como M é 3-conexa esse circuito
é um triângulo e (3.8.3.5) vale.

3.8.3.6. |Z − C| = 1.

Demonstração. Suponha, por contradição que |Z − C| � 2. Sejam f1 e f2 elementos
distintos em Z − C. Por (3.8.3.5), existe z1 ∈ Z ∩ C tal que o conjunto {f1, z1, f2} é um
triângulo. As matroides M\f1 e M\f2 não são 3-conexas pois elas têm N como menor.
Pelo Lema 2.17, existe uma tríade T

∗
i

de M contendo fi para i ∈ [2]. Se T
∗
1 = T

∗
2 , então,

por ortogonalidade, temos
|T ∗

i
∩Dfi | � 2

para i ∈ [2]. Ainda, por ortogonalidade, temos

|T ∗
2 ∩ (C �Df2)| = 1,

uma contradição. Logo, T ∗
1 �= T

∗
2 . Assim, existem elementos distintos z0 e z2 em C tais que

o conjunto (z0, f1, z1, f2, z2) é uma cadeia. Como T
∗
1 e T

∗
2 são as únicas tríades contendo

f1 e f2, respectivamente, segue que a matroide si(M/z1) é 3-conexa e tem N como menor;
uma contradição. Portanto, f2 não pode existir e (3.8.3.6) vale.

3.8.3.7. Df é um triângulo de M.

Demonstração. Segue de (3.8.3.1) que, se f ∈ Df −C, então L = C ∪Df = C ∪ f é uma
linha de Tutte conexa. Sua partição canônica é π(L) = {X1, X2, X3} com

X1 = Df − C = {f}, X2 = Df ∩ C e X3 = C −Df .

Além disso, w ∈ X2 e E(N)− w ⊆ X3. Suponha que |X2| � 3. Então existem elementos
distintos z1 e z2 em X2 − w, os quais estão contidos em uma classe em série de M |L.
Claramente, z1 e z2 estão (Z ∩ C) − w. Como {Z, V } é uma 2-separação da matroide
H = M\x, segue que {Z ∩C, V } é uma 2-separação da matroide (M\x)|(C ∪ V ). Assim,

{{z1, z2}, C ∪ V − {z1, z2}}
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também é uma 2-separação da matroide (M\x)|(C ∪ V ). Note que

C ∪ V − {z1, z2} gera f,

pois
f ∈ Df ou f ∈ C �Df .

Portanto, {{z1, z2}, Z∪V −{z1, z2}} é uma 2-separação para matroide M\x. Logo, {z1, z2}
está contido em uma classe em série de M\x. Daí, o conjunto {x, z1, z2} é uma tríade de M
que não intercepta E(N); contradizendo (3.8.1). Portanto, |X2| = 2 e Df é um triângulo
de M.

Vamos concluir (3.8.3). Escrevendo, Df = {z, w, f}, com f ∈ Df ∩ (cl(C)−C), temos
que {z, w} é uma classe em série da matroide M\x. Logo, se x ∈ X, então T

∗
x
= {x, z, w}

é uma tríade de M. Note que a matroide M/f tem o conjunto {x, z, w} como um 2-
separador não trivial, implicando que nem ela nem a matroide si(M/f) são 3-conexas.
Note que Df ∩ T

∗
x
�= ∅. Como f ∈ Df − T

∗
x
, segue do resultado dual do Lema 2.20 que a

matroide co(M\f) é 3-conexa (ver �gura 3.2). Essa última matroide tem N como menor,
exceto se o conjunto {w, f, a} é uma tríade de M. Neste caso, temos a ∈ Z, pois Z é
fechado em H. Note que, f ∈ X, pois a matroide M/z tem {w, f} como uma classe
em paralelo. Segue da existência da tríade T

∗
e
= {e, a, b} que o conjunto {w, a, b} está

contido em uma classe em série S da matroide M\{e, f} com |S| � 3. Assim sendo, o
conjunto {w, b} é uma 2-classe em série da matroide 3-conexa W = (M/a\e)\X/Y ; uma
contradição. Portanto, o elemento f não existe e consequetemente o triângulo Df não
pode existir. Logo, Z = Z ∩ C é um independente de M.

Figura 3.2: co(M\f) é 3-conexa

Utilizando os dois próximos resultados concluiremos o Lema 3.8.

3.8.4. Z = Z ∩ E(N) = {a, w}
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Demonstração. Segue de (3.7) que Z ∩ E(N) ⊆ {a, w}. Em (3.8.3) concluimos que,

r(Z) = |Z| = |Z ∩ C|.

Como {Z, V } é uma 2-separação da matroide H = M\x, segue do Lema 2.7 que, se z1 e
z2 são elementos distintos de Z, então o conjunto {x, z1, z2} contém um cocircuito de M.

Suponha que |Z| � 3. Assim, r∗(Z ∪ x) = 2 e Z ∪ x está contido em uma linha de M
∗

com pelo menos quatro elementos. Daí, existe z ∈ Z ∩ (C − E(N)), tal que a matroide
(M∗\z)∗ = M/z é 3-conexa e tem N como menor; uma contradição. Portanto,

r(Z) = |Z| = |Z ∩ C| = 2 (3.11)

e T
∗
x
= {x, w, z} é uma tríade de M satisfazendo T

∗
x
− x ⊆ Z ∩ C = Z. Assim, para

x ∈ X, a matroide M\x não é 3-conexa e todas as suas 2-separações são triviais por
(3.11). Segundo o Lema 2.16, a matroide co(M\x) é 3-conexa. Logo, ela não pode ter N
como um menor. Portanto, devemos ter {a, w} = Z ⊆ Z ∩ E(N).

3.8.4.1. Na tríade T
∗
e
= {e, a, b} devemos ter w = b.

Demonstração. Segue do Lema 3.8.4 que, se x ∈ X, então T
∗
x
= {x, a, w} é uma tríade de

M. Por (3.7.1), a matroide W
� = M\(X ∪ e)/Y tem a matroide circular N como menor

e o conjunto {a, b} como uma classe em série. Se w �= b, então o subconjunto {a, b, w} de
E(N) está contido em uma classe em série S de W

�
, tal que, |S| ≥ 3. Assim, o conjunto

S−a é uma classe em série da matroide 3-conexa W = (M/a\e)\X/Y ; uma contradição.
Portanto, devemos ter w = b.

Para concluir o Lema 3.8, segue de (3.8.4.1), que o leque pode ser escrito como,

F = T
∗
e
= (a, e, b) ou F = (a, e, b, e�, c),

em que {e, e�} ⊆ E(M)−cl(C) e {a, b, c} ⊆ E(N). Por hipótese, x �= e. Por (3.8.4) temos,

Z = Z ∩ E(N) = {a, b}.

Como Z é fechado em H e em H
∗
, segue que, em ambos os casos, temos e ∈ Z; contradi-

zendo (3.8.2). Finalmente, concluimos que, X = ∅.

Agora que concluimos que X = ∅, vamos analisar |Y |.
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Lema 3.9. |Y | ≤ 1. Além disso, se y ∈ Y, então ou y está em uma tríade de M que está
contida em um 4-circuito de M ou y pertence a um leque, F, do tipo-2 de M.

Demonstração. Seja y ∈ Y e considere a matroide H = M/y. Decorre da a�rmação (3.7.1)
que N é menor de H e portanto H não é 3-conexa. Logo, existe uma 2-separação {Z, V }
de H satisfazendo (3.7.3), isto é, Z é fechado em H e H

∗ e |Z ∩ E(W )| � 1. Como M é
3-conexa, devemos ter

y ∈ cl(Z) ∩ cl(V ). (3.12)

3.9.1. Y ∪ a é um independente de M.

Demonstração. Se Y ∪ a não é independente de M, então existe um circuito D de M tal
que D ⊆ Y ∪ a. Escolha y ∈ D− a e note que y é um laço da matroide (M/a\e)/(Y − y).

Portanto, W = (M/a\e)/Y = (M/a\e)\y/(Y − y); o que contradiz o Lema 3.8.

3.9.2. Z − e é independente de M/y.

Demonstração. Suponha falso. Então existe um circuito D de M/y contido em Z − e.

Como Y ∪ a é independente de M por (3.9.1), segue que D − (Y ∪ a) �= ∅. Portanto,

∅ �= D − (Y ∪ a) ⊆ (Z − e)− (Y ∪ a) = Z − (Y ∪ {a, e}) ⊆ Z ∩ E(W ) ⊆ {w}.

Assim, w existe e está em D e D − (Y ∪ a) = {w}. Portanto, w é um laço da matroide
(M/y)/(D − w) e

y ∪ (D − w) ⊆ Y ∪ a,

implicando que W é um menor da matroide (M/y)/(D − w). Logo, w é um laço da
matroide 3-conexa W ; uma contradição.

3.9.3. Se existe um triângulo Ty de M contendo y, então y /∈ cl(C), |F | = 5 e y = e
�
. Em

particular, existe circuito D de M tal que

y ∈ D ⊆ T
∗
e
∪ {y}.
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Demonstração. Suponha, por contradição, que y ∈ cl(C). Escrevendo Ty = {y, p, q}, pelo
Corolário 3.3(ii) temos que q ∈ C − a e consequentemente p ∈ cl(C).

Vamos mostrar que
y ∈ C ou p ∈ C. (3.13)

De fato, se ambos não pertencem a C, então as matroides M\p e M\y não são 3-conexas
pois ambas têm N como menor. Segue do Lema 2.17, que existem tríades de M contendo
y e p. Note que não pode existir uma única tríade contendo y e p, pois, pelo Corolário
3.3(i), se T

∗ é uma tríade de M, então

|T ∗ ∩ C| � 2.

Assim, existem tríades T
∗
p

e T
∗
y

de M contendo os conjuntos {p, q} e {y, q}, respectiva-
mente. Assim, T ∗

p
, Ty, T

∗
y

é uma cadeia de M e como não existe tríade contendo p e y a
matroide si(M/q) é 3-conexa e portanto não pode ter N como menor. Daí,

q ∈ E(N)− a.

Como W = (M/a\e)/Y e p �= e, temos que: se p ∈ Y, então q é um laço de W, ou
se p ∈ E(W ), então {p, q} é um 2-circuito de W. Em ambos os casos, chegamos a uma
contradição. Portanto, (3.13) vale.

Logo, existem duas possibilidades:

(i) p ∈ C e y ∈ cl(C)− C.

(ii) q ∈ C − E(N) e p ∈ cl(C)− C.

3.9.3.1. Ty ∩ E(N) �= ∅.

Demonstração. Suponha por contradição que Ty ∩ E(N) = ∅ e seja z ∈ {p, y}. Assim,
L = C ∪ {z} é uma linha de Tutte conexa, cuja partição canônica π(M |L) tem {z} como
elemento �xo e um outro elemento Xq contendo q tal que o conjunto D

� = (C−Xq)∪{z}
é um circuito de M satisfazendo

q /∈ D
� e E(N) � D

�
.

Assim, as matroides
M\q e M/q
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não são 3-conexas pois elas têm N como menor. Pelo Lema 3.4, existe tríade T
∗
q

de M

tal que
T

∗
q
− q ⊆ E(N).

Note que, |T ∗
q
∩ Ty| = 1; contradizendo o critério de ortogonalidade. Portanto, (3.9.3.1)

vale.

Segue da a�rmação (3.9.3.1) que

1 � |Ty ∩ E(N)| � 2.

No caso (i), se |Ty ∩E(N)| = 2, então {p, q} ⊆ E(N)− a é um 2-circuito da matroide
3-conexa W, uma contradição. Se |Ty ∩ E(N)| = 1, então como W = (M/a\e)/Y e
e /∈ {p, q}, segue que p ou q é um laço de W ; uma contradição. Logo, (i) não pode
ocorrer.

No caso (ii), como y ∈ cl(C)− E(N) temos |Ty ∩ E(N)| = 1 implicando que

q ∈ E(N)− a ⊆ E(W ).

Neste caso, como W = (M/a\e)/Y e p �= e, temos que: se p ∈ Y, então q é um laço de
W, ou se p ∈ E(W ), então {p, q} é um 2-circuito de W, em ambos os casos chegamos a
uma contradição, pois W é 3-conexa. Logo, (ii) não pode ocorrer.

Portanto, y /∈ cl(C). Escrevendo Ty = {y, p, q}, temos que

p /∈ cl(C) e q ∈ E(N)− a,

pois, pelo Corolário 3.2 (viii) existe uma única cadeia do tipo-2 contendo Ty e cujo aro
está contido em E(N). Note que p /∈ Y, do contrário q é um laço de ambas as matroides
M/{y, p} e W ; uma contradição pois W é 3-conexa. Observe também que p /∈ E(W ),

caso contrário o conjunto {p, q} é um 2-circuito da matroide 3-conexa W ; um absurdo.
Como W = (M/a\e)/Y, podemos ter p = e. Por ortogonalidade, entre Ty e T

∗
e
, devemos

ter q = b e daí
y = e

� e |F | = 5.

Como F é um leque do tipo-2 de M com cinco elementos contendo T
∗
e

existe um circuito
D de M tal que y ∈ D ⊆ T

∗
e
∪ {y}.
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3.9.4. Se y não pertence a nenhum triângulo de M, então y está em uma tríade de M

que está contida em um 4-circuito de M.

Demonstração. Vamos dividir essa demonstração em três a�rmações.

3.9.4.1. |Z| � 3 e e ∈ Z. Além disso, para todo 2-subconjunto Z0 de Z − e o conjunto
Z0 ∪ e é uma tríade de M.

Demonstração. Como Z gera y por (3.12) e y não pertence a triângulos de M, segue que,
|Z| � 3. Por (3.4) temos,

|Z ∩ E(W )| � 1

e por (3.7.2) temos,
|E(W )| � 4,

implicando que
|V | � |E(W )− Z| � |E(W )|− 1 � 3.

Assim, |V −e| � 2 e como |Z| � 3, também vale que |Z−e| � 2. Portanto, {Z−e, V −e} é
uma 2-separação para M/y\e. Pelo Lema 2.7, se Z0 é um 2-subconjunto de Z−e, então Z0

contém um cocircuito de M/y\e. Assim, Z0 ∪ e contém um cocircuito de M/y e portanto
de M. Como M é 3-conexa, todo cocircuito tem pelo menos três elementos, daí Z0 ∪ e é
uma tríade de M. Além disso, e ∈ Z, pois Z é fechado em H

∗
.

3.9.4.2. |Z| = 3.

Demonstração. Suponha, por contradição, que |Z| � 4. Segue de (3.9.4.1) que e ∈ Z e
daí M∗|Z é isomorfa a U2,|Z|. Assim, a matroide

(M∗\e)∗ = M/e

é 3-conexa e tem N como menor; uma contradição.

3.9.4.3. T
∗
e
∪ {y} é um circuito de M e Z = T

∗
e
.

Demonstração. Por (3.12) temos que Z gera y, por (3.9.4.2) temos |Z| = 3 e como y não
pertence a nenhum triângulo de M, concluimos que Z∪y é um circuito de M. Por hipótese,
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existe a tríade T
∗
e
= {e, a, b} de M. Em (3.9.4.1) vimos que e ∈ Z, por ortogonalidade,

temos
|T ∗

e
∩ (Z ∪ y)| � 2.

Daí, |T ∗
e
∩ Z| � 2. Como Z é fechado em H

∗, concluimos que T
∗
e
⊆ Z, implicando que

T
∗
e
= Z.

Assim �nalizamos a demonstração da a�rmação (3.9.4).

Para �nalizar a demonstração do Lema 3.9, falta mostrar que:

3.9.5. Y − y = ∅, ou seja, |Y | � 1.

Demonstração. Suponha, por contradição, que existe y
� ∈ Y − y. Segue de (3.9.4.3) que

y /∈ cl(C), pois e ∈ Z − cl(C) e Z ∪ y é um circuito de M . Pelo Lema 3.2 itens (i) e (ii),
existe uma tríade T

∗
y

de M tal que

T
∗
y
− y ⊆ E(N).

Como, Z ∪ T
∗
y
− cl(C) �= ∅, segue do Lema 3.2(vi) que

|T ∗
y
∩ Z| � 1.

Por ortogonalidade temos,
|T ∗

y
∩ (Z ∪ y)| � 2,

implicando que
|T ∗

y
∩ Z| = 1, ou seja, |T ∗

y
∩ {a, b}| = 1. (3.14)

Agora, por (3.9.3) e (3.9.4.3) e independente se y
� estar ou não em algum triângulo de M

existe circuito D
� de M tal que

y
� ∈ D

� ⊆ T
∗
e
∪ {y�}.

Logo, L = (T ∗
e
∪ {y}) ∪ D

� = T
∗
e
∪ {y, y�} é uma linha de Tutte de M. Sobre a partição

canônica dessa linha, segue-se que:
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(1) o conjunto {y�} é um elemento �xo, pois T
∗
e
∪ y é circuito de M ;

(2) como T
∗
e
⊆ L, segue do Lema 2.23, que os elementos de T

∗
e

estão em elementos
distintos da partição;

(3) da existência da tríade T
∗
y

e de (3.14) concluimos que ou {y, a} ou {y, b} é um
elemento da partição;

(4) por hipótese o elemento a ∈ E(N) não pertence a triângulos de M.

Concluimos que a partição de M |L é

π(M |L) = {{y, a}, {e}, {b}, {y�}}.

Portanto, y� pertence ao triângulo Ty� = {y�, e, b} implicando que y
� = e

�
. Assim ,

|(Z ∪ y) ∩ T
∗
y� | = 1;

contradizendo o critério de ortogonalidade. Portanto, y� não existe e |Y | � 1.

Agora o Lema 3.9 segue de (3.9.3), (3.9.4) e (3.9.5) .

Vamos �nalizar o Lema 3.7. Ao supormos que, W = (M/a\e)\X/Y, concluimos que,
X = ∅ pelo Lema 3.8 e que |Y | � 1 pelo Lema 3.9. Logo, existem duas possibilidades
para matroide W :

(i) Se Y = ∅, então W = co(M\e) = M/a\e é 3-conexa pelo Lema 3.2(i) e e ∈ T
∗
e
=

{e, a, b} onde T
∗
e

é uma tríade de M com b ∈ E(N). Logo, o item (I) do Lema 3.7
ocorre; ou

(ii) Se Y = {e�}, então e
�
/∈ cl(C) e W = M/a\e/e� é 3-conexa e F = (a, e, b, e�, c) é um

leque do tipo-2 de M com {a, b, c} ⊆ E(N) ou T
∗
e
∪ e

� é um 4-circuito de M. Logo,
o item (II) do Lema 3.7 ocorre.
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Capítulo 4

Estimando |E(M)− E(N)|

Este capítulo está dividido em quatro seções. Na primeira seção, mostramos no Lema 4.1
que |E(M)| � 8 quando |E(N)| = 4, supondo que todo circuito de M contendo E(N) é
gerador de M, desde que M não possua menor isomorfo à matroide M(P ) em que P é
um prisma. Na segunda seção, apresentamos o resultado principal sob a forma de uma
Conjectura 4.3 parametrizada por constantes α e β. Mostramos no Lema 4.4 que se M

é isomorfa á roda M(Wn) ou ao poço W
n, então o par menor-minimal (M,N) satisfaz a

Conjectura 4.3, desde que α � 2 e β� 8 − 4α. No Lema 4.5, mostramos que se (M,N)

é um par menor-minimal que é um contra-exemplo para Conjectura 4.3 tal que |E(M)| é
mínimo, então todo circuito de M contendo E(N) é gerador, desde que α � 3 e β� 8−4α.

Na terceira seção, de�nimos a função conectividade de Seymour e apresentamos o Lema
4.10, uma adaptação feita por Lemos e Oxley em [10] de um resultado obtido por Seymour
[14] que caracteriza um par (M,M

���) menor-minimal satisfazendo kM(A,B) > 1, em que
{A,B} é uma 2-separação exata da matroide M

���
. Utilizamos esse lema para mostrar a

Proposição 4.13, supondo que o par (M,N) é menor-minimal e é um contra-exemplo para
Conjectura 4.3, que existe um elemento e ∈ E(M) − C tal que a matroide co(M\e) é
3-conexa e concluimos que são necessários adicionar no máximo quatro novos elementos
para destruir a 2-separação {A,B}. Na quarta e última seção, no Lema 4.18 garantimos a
existência de um elemento e existe tal que a matroide co(M\e) é 3-conexa. Em seguida,
no Teorema 4.19 concluimos o principal resultado desta tese.
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4.1 O caso |E(N)| = 4

Nesta seção mostramos que o resultado principal vale quando |E(N)| = 4, desde que a
matroide M não possua menor isomorfo à M(P ), em que P é um prisma.

Lema 4.1. Seja N uma matroide 4-circular. Se o par (M,N) é menor-minimal e todo
circuito C de M contendo E(N) é gerador de M, então

|E(M)| � 8,

desde que M não possua um menor isomorfo ao prisma.

Demonstração. Como |E(N)| = 4 segue do Teorema 4.9 que |E(M)| � 9. Suponha, por
contradição, que

|E(M)| = 9. (4.1)

Seja C um circuito de M contendo E(N). Então, o par (M,C) é restrição-minimal e C

gera E(M). Do Teorema 1.1 e de (4.1) segue que

6 � |C| � 8. (4.2)

Vamos analisar os três casos separadamente. Seja E(N) = {a, b, c, d}.

Caso 1: Considere |C| = 8. Seja e ∈ E(M)− C. Note que E(M\e) = C, implicando
que

M\e ∼= U7,8 e M ∼= U7,9.

Escolhendo f ∈ C − E(N), temos que a matroide M/f ∼= U6,8. Mas, λ(U6,8) = 3 e a
matroide M/f é 3-conexa; uma contradição pois ela tem N como menor.

Caso 2: Considere |C| = 7. Escreva E(M) − C = {e1, e2}. Como C é um conjunto
gerador de M, para todo i ∈ [2], o conjunto Lei = E(N)∪ei é uma linha de Tutte conexa.
A partição canônica π(Lei) possui pelo menos três elementos. Observe que:

(i) Para todo e ∈ E(M)− C existe um circuito De de M tal que e ∈ De ⊆ C ∪ e. Além
disso, por (3.8.3.1), temos De ∩ E(N) �= ∅.

(ii) Se π(Le) = {a, b, c, d, e} e e ∈ E(M)− C, então a matroide 3-conexa

M
� = M\[E(M)− C ∪ e]/[C − E(N)] ∼= U3,5

tem N como menor; uma contradição.
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Temos as seguintes possibilidades para as linhas de Tutte π(Le1) e π(Le2), a saber:

(2.1) Seja π(Le1) = {a, b, {c, d}, e1}. Se

π(Le1) = π(Le2) ou π(Le2) = {{a, b}, c, d, e2},

então o conjunto {a, b} é uma 2-classe em série da matroide 3-conexa M ; uma
contradição. Se

π(Le2) = {a, {b, c}, d, e2} ou π(Le2) = {{a, b}, c, d, e2}

então a matroide M
� = M/[C − E(N)] é 3-conexa e tem N como menor; uma

contradição.

(2.2) Seja π(Le1) = {{a, b}, {c, d}, e1}. Se

π(Le1) = π(Le2) ou π(Le2) = {a, b, {c, d}, e2},

então o conjunto {a, b} é uma 2-classe em série da matroide 3-conexa M ; uma con-
tradição. Se π(Le2) = {a, {b, c}, d, e2}, então a matroide M � = M/[C−E(N)] ∼= W

3

é 3-conexa e tem N como menor; uma contradição. Se π(Le2) = {{a, c}, {b, d}, e2},
então M

� = M/[C − E(N)] ∼= M(K4) é 3-conexa e tem N como menor; uma con-
tradição.

(2.3) Seja y ∈ C − E(N) e suponha que π(Le1) = {{a, b, c}, {d, y}, e1}. Se

π(Le2) = {a, {b, y}, {c, d}, e2}, ou
π(Le2) = {{a, b}, {c, d, y}, e2}, ou
π(Le2) = {{a, b, y}, {c, d}, e2},

então a matroide M
� = M/[C − E(N) ∪ y] é 3-conexa e tem N como menor; uma

contradição. Se

π(Le2) = {a, b, {c, d, y}, e2} ou π(Le2) = {{a, y}, {b, c, d}, e2},

então os conjuntos {a, b} e {b, c} são, respectivamente, uma 2-classe em série da
matroide 3-conexa M ; uma contradição.
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Caso 3: Considere |C| = 6. Escreva E(M)−C = {e1, e2, e3}. Como C é um conjunto
gerador de M, os conjuntos Le1 = E(N) ∪ e1, Le2 = E(N) ∪ e2 e Le3 = E(N) ∪ e3 são
linhas de Tutte conexas. As partições canônicas π(Le1), π(Le2) e π(Le3) possuem pelo
menos três elementos cada. As observações feitas no Caso 2, continuam válidas neste
caso. Assim, temos as seguintes possibilidades para essas partições:

(3.1) Se π(Le1) = {{a, b}, {c, d}, e1} e π(Le2) = {{a, c}, {b, d}, e2}, então

M
� = M\e3/[C − E(N)] ∼= M(K4)

é 3-conexa e tem N como um menor; uma contradição.

(3.2) Se

π(Le1) = {{a, b}, {c, d}, e1}
π(Le2) = {{a, b}, {c, d}, e2}
π(Le3) = {{a, c}, {b}, {d}, e3},

então M
� = M\e2/[C − E(N)] ∼= W

3 é 3-conexa e tem N como menor; uma
contradição.

(3.3) Se
π(Lei) = {{a, b}, {c, d}, ei} ou π(Lei) = {{a, b}, c, d, ei}, ∀i ∈ [3]

então o conjunto {c, d} (ou {a,b}) é uma 2-classe em série da matroide 3-conexa M ;

uma contradição.

(3.4) Se y ∈ C − E(N) e

π(Le1) = {{a, b}, {c, d, y}, e1}
π(Le2) = {{b, c}, {a, d, y}, e2}
π(Le3) = {{a, y}, {b, c, d}, e3},

então M
� = M/[C − E(N) ∪ y] ∼= M(W4) é 3-conexa e tem N como menor; uma

contradição.
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(3.5) Se
π(Le1) = {{a, b}, {c}, {d}, e1} e π(Le2) = {{a, c}, {b}, {d}, e2},

então M\e3/[C − E(N)] ∼= Q6 (Q6 é obtida de W
3 relaxando um único circuito

hiperplano) é 3-conexa e tem N como menor; uma contradição.

(3.6) Se

π(Le1) = {{a, b}, {c}, {d}, e1}
π(Le2) = {{a, b}, {c}, {d}, e2}
π(Le3) = {{a, c}, {b, d}, e3},

então M
� = M\e2/[[C − E(N)] ∼= W

3 é 3-conexa e tem N como menor; uma
contradição.

(3.7) Se y ∈ C − E(N) e

π(Le1) = {{a, b, y}, {c, d}, e1}
π(Le2) = {{a, b, c}, {d, y}, e2}
π(Le3) = {{b, y}, {a, c, d}, e3},

então a matroide M
� = M/[(C −E(N))∪ y] é 3-conexa e tem N como menor; uma

contradição.

(3.8) Se y ∈ C − E(N) e

π(Le1) = {{a, b, c}, {d, y}, e1}
π(Le2) = {{a, b, d}, {c, y}, e2}
π(Le3) = {{a, b}, {c, y}, {d}, e3},

então {a, b} é uma 2-classe em série da matroide 3-conexa M ; uma contradição.

(3.9) Se y ∈ C − E(N) e

π(Le1) = {{a, b, c}, {d, y}, e1}
π(Le2) = {{a, b, d}, {c, y}, e2}
π(Le3) = {{a, c, d}, {b, y}, e3},
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então a matroide M
� = M/[(C −E(N))∪ y] é 3-conexa e tem N como menor; uma

contradição.

(3.10) Se {x, y} ⊆ C − E(N) e

π(Le1) = {{a, c, d, y}, {b, x}, e1}
π(Le2) = {{a, b, y}, {c, d, x}, e2}
π(Le3) = {{a, b, d, x}, {c, y}, e3},

então M é isomorfa à M(P ) em que P é um prisma (veja Figura 4.1). Neste caso
não chegamos a uma contradição.

Figura 4.1: M ∼= M(P )

Corolário 4.2. Seja N uma matroide 4-circular. Se o par (M,N) é menor-minimal,
então

|E(M)| � 8,

desde que M não possua menor isomorfo à M(P ) em que P é um prisma.

Demonstração. Imediato dos Lemas 3.1 e 4.1.

4.2 M é hamiltoniana

Nesta seção, enunciamos nosso resultado principal sob a forma de uma Conjectura para-
metrizada por constantes α e β. Em seguida, no Lema 4.4 e na Proposição 4.5 encontramos
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propriedades para um par (M,N) satisfazer tal conjectura através dos valores dos para-
mêtros α e β. A partir de agora, vamos considerar que |E(N)| � 5.

Conjectura 4.3. Sejam N uma matroide circular. Dados α e βnúmeros inteiros, se o
par (M,N) é menor-minimal, então

|E(M)| ≤ α|E(N)|+ β. (4.3)

Lema 4.4. Sejam (M,N) um par menor-minimal e N circular. Suponha que M é iso-
morfa a uma roda ou a um poço. Se α � 2 e β� 8 − 4α, então o par (M,N) satisfaz a
Conjectura 4.3.

Demonstração. Podemos rotular os elementos de M por

E(M) = {a1, b1, a2, b2, ..., an, bn},

de forma que, para cada i ∈ [n] o conjunto {bi−1, ai, bi} é um triângulo de M onde os índices
são tomados módulo n (veja Figura 2.1). Observe que o conjunto A = {a1, a2, ..., an} é o
aro de M, o qual é um circuito hiperplano, no caso da roda, e é uma base, no caso do poço.
Lembre que o poço é obtido da roda relaxando o circuito hiperplano A. Como |E(N)| � 5,

temos que
n = r(M) � r(N) = |E(N)|− 1 � 4.

Se |E(N)| � n, então

α|E(N)|+ β � αn+ β

� 2n− 2n+ αn+ 8− 4α

= 2n+ (n− 4)(α− 2)

� 2n = |E(M)|.

Portanto, se |E(N)| � n, então a Conjectura 4.3 é válida para o par (M,N).

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que

|E(N)| � n− 1. (4.4)

Considere o conjunto A− E(N) = {ai : i ∈ [n]}. Segue de (4.4) que

A− E(N) �= ∅.
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Mostraremos agora que

N não é menor de M/a quando a ∈ A− E(N). (4.5)

Suponha, por contradição, que N é menor de M/ai para algum ai ∈ A − E(N). Como
{bi−1, bi} é um 2-circuito de M/ai e N é simples, então

bi−1 /∈ E(N) ou bi /∈ E(N)

Assim, podemos escolher elementos de si(M/ai) tal que esta tenha N como menor; uma
contradição, pois si(M/ai) é 3-conexa.

Agora, mostraremos que
|A− E(N)| = 1 (4.6)

De fato, suponha que (4.6) falha. Logo, |A − E(N)| � 2, pois A − E(N) �= ∅. Então
existem subconjuntos disjuntos X e Y de E(M) tais que N = M\X/Y. Por (4.5), temos

A− E(N) ⊆ X.

Mas, se ai e aj são elementos distintos de A− E(N), então a matroide M\{ai, aj} não é
conexa. Seja {Z, V } uma 1-separação para M\{ai, aj}. Como N é conexa e é menor de
M\{ai, aj}, temos que

E(N) ⊆ Z ou E(N) ⊆ V,

digamos E(N) ⊆ V. Note que

N = M\(X ∪ Z)/(Y − Z) = M\[(X ∪ Z)− ai]/[(Y − Z) ∪ ai]

contradizendo (4.5). De (4.4) e de (4.6) conclui-se que

|E(N)| = n− 1.

Mas, neste caso, temos

α|E(N)|+ β = α(n− 1) + β

� α(n− 1) + 8− 4α

� 2n− 2

= |E(M)|− 2.

e a Conjectura 4.3 não é válida para o par (M,N).
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Proposição 4.5. Suponha que (M,N) seja um par menor-minimal que é um contra-
exemplo para Conjectura 4.3 tal que |E(M)| é mínima. Se α � 3 e β� 8 − 4α, então
todo circuito de M que contém E(N) é hamiltoniano.

Demonstração. Seja C um circuito de M contendo E(N). Suponha, por contradição, que
C não é hamiltoniano. Consequentemente,

E(M)− cl(C) �= ∅. (4.7)

Seja f ∈ E(M)− cl(C). Segue do Lema 3.2 itens (i) e (ii) que a matroide

co(M\f) é 3-conexa (4.8)

o elemento f é essencial e pertence a uma tríade T
∗
f

de M tal que

T
∗
f
− f ⊆ E(N). (4.9)

Lema 4.6. Se f é um elemento de E(M) − cl(C), então f está em um leque do tipo-
2, com 3 ou 5 elementos, cujo aro está contido em E(N) e o(s) raio(s) pertence(m) à
E(M)− cl(C).

Demonstração. Mostraremos que existe um elemento a ∈ E(N) tal que a matroide M/a\f
é 3-conexa e tem um menor 3-conexo W tal que o par (W,N/a) é menor-minimal satis-
fazendo

(I) Existe leque (a, f, b) de M e W = M/a\f ; ou

(II) Existe leque (a, f, b, f �
, c) de M do tipo-2 com {f, f �} ⊆ E(M)− cl(C) e {a, b, c} ⊆

E(N) e W = M/a\f/f �
.

Seja T
∗
f
= {f, a, b} a única1 tríade de M contendo f e tal que {a, b} ⊆ E(N). Existem

apenas as duas seguintes possibilidades para f :

(i) f não está em nenhum triângulo de M ; ou

(ii) f está em algum triângulo de M.

1A unicidade é garantida por Lemos e Oxley em [10]
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Se (i) ocorre, então nem a nem b pertencem a triângulos de M. De fato, se existe triângulo
T de M contendo a ou b, por ortogonalidade com T

∗
f
, temos que {a, b} ⊆ T. Como f /∈ T,

pelo Lema 2.20 a matroide co(M\f) não é 3-conexa; contradizendo (4.8). Portanto,
F = (a, f, b) é um leque de M com 3 elementos, W = M\a/f e (I) vale fazendo e = f no
Lema 3.7.

Se (ii) ocorre, então existe triângulo Tf de M contendo f. Por ortogonalidade com T
∗
f

e como f ∈ E(N)− cl(C), sem perda de generalidade, podemos escrever

Tf = {f, b, f �} com f
� ∈ E(M)− cl(C).

Como o par (M,N) é menor-minimal e E(N) ⊆ C, então o par (M,C) é restrição-minimal.
Segue do Lema 3.2 (viii) que existe uma cadeia T

∗
1 , Tf , T

∗
2 cujo aro está contido em E(N)

e os raios estão em E(M)− cl(C). Em particular, T ∗
1 = T

∗
f

e o primeiro elemento a está
em E(N) e não está em nenhum triângulo de M (por simetria o outro elemento terminal
c desta cadeia também está em E(N) e não pertence a nenhum triângulo de M). Segue
do Lema 3.7 que a matroide co(M\f) tem um menor 3-conexo W = M/a\f/f � tal que o
par (W,N/a) é menor-minimal e (a, f, b, f �

, c) é um leque do tipo-2 e (II) vale. Logo, o
Lema 4.6 segue.

Vamos concluir a Proposição 4.5. No Lema 4.6, concluimos que (I) ou (II) vale.
Portanto, podemos aplicar o Lema 3.7 ao par menor-minimal

(W,N/a).

Deste modo,
|E(M)|− |E(W )| � 3,

implicando que a Conjectura 4.3 vale para o par (W,N/a). Consequetemente,

|E(W )| � α|E(N/a)|+ β= α|E(N)|− α + β.

Logo,
|E(M)|− 3 � α|E(N)|− α + β.

Assim,
|E(M)| � α|E(N)|+ β− α + 3.
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Como, (M,N) é um contra-exemplo para Conjectura 4.3, devemos ter

−α + 3 > 0,

ou seja,
α < 3,

contradizendo a hipótese que
α � 3.

Portanto, o circuito C é hamiltoniano, ou seja, ele é um gerador da matroide M.

Lema 4.7. Toda tríade de M intersecta E(N).

Demonstração. Seja T
∗ uma tríade de M e suponha, por contradição, que T

∗ ∩ E(N) =

∅. Segue do Corolário 3.3(i) que |T ∗ ∩ C| � 2. Sejam f1 e f2 elementos distintos em
T

∗ ∩ (C −E(N)). As matroides M/f1 e M/f2 não são 3-conexas pois ambas têm N como
menor. Segue do Lema 2.18 que existe um triângulo Ti de M contendo fi com i ∈ [2]. Se
T1 �= T2, então podemos escolher os elementos de M de modo que a matroide si(M/f1) é
3-conexa e tem N como menor; contradizendo a escolha de M. Se T1 = T2 = {u, f1, f2},
então o conjunto C

� = (C − {f1, f2}) ∪ u é um circuito de M que contém E(N) e não é
hamiltoniano; contradizendo a Proposição 4.5.

Corolário 4.8. Suponha que existam elementos e e e
� em E(M)−C tais que a matroide

M\{e, e�} tem N como menor. Então, não existem tríades T
∗
e

e T
∗
e� de M contendo e e

e
�
, respectivamente, tais que T

∗
e
− e = T

∗
e� − e

�
.

Demonstração. Suponha falso, isto é, que existem elementos e e e
� e tríades de M tais

T
∗
e
− e = T

∗
e� − e

�
. Segue do Lema 4.7 que T

∗
e
∩ E(N) �= ∅ e T

∗
e� ∩ E(N) �= ∅. Mas,

M
∗|(T ∗

e
∪ T

∗
e�)

∼= U2,4, implicando que o conjunto T
∗ = {e, e�, a} é uma tríade de M. Seja

C um circuito de M e de M\{e, e�} que contém E(N). Por ortogonalidade, temos que
|T ∗ ∩ C| = 1; uma contradição.

Em 2003, Lemos e Oxley em [10] apresentaram no teorema a seguir um limite superior
para

|E(M)− E(N)|.
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Teorema 4.9. Seja N um matroide não-vazia e e suponha que o par (M,N) é menor-
minimal. Então,

|E(M)− E(N)| ≤ 22(λ1(N)− 1) + 5(λ2(N)− 1).

No teorema acima λ1(N) representa o número de componentes conexas de N. Uma
matroide N pode ser construida de uma coleção Λ2(N) de matroides 3-conexas usando
as operações de soma direta e 2-soma. Segundo Cunningnham e Edmonds [3], Λ2(N) é
único a menos de isomor�smos. Seja λ2(N) o número de matroides em Λ2(N).

Se N é uma matroide circular, então

λ1(N) = 1 e λ2(N) = |E(N)|− 2.

Segue do Teorema 4.9 que,
|E(M)| ≤ 6|E(N)|− 15.

Até agora, vimos que
α � 3 e β� 8− 4α.

Nosso objetivo a partir de agora será mostrar que

α � 5 e β� 8− 4α

para concluir que
|E(M)| ≤ 5|E(N)|− 12.

4.3 A função conectividade por Seymour

Sejam A e B subconjuntos de E(M). Então, kM(A,B) = min{r(X) + r(Y ) − r(M)}
onde o mínimo é tomado sobre todas as partições {X, Y } de E(M) com A ⊆ X e B ⊆ Y.

Essa função, a qual foi utilizada por Seymour em [14], é equivalente á função k(M ;X, Y )

introduzida por Tutte em [16]. De fato, kM(X, Y ) = k(M ;X, Y ) − 1. Além disso, as
de�nições de kM(X, Y ) e ξ(X) (apresentada no Capítulo 1) são equivalentes para todo
subconjunto X de E(M). Seymour [14], analisou a estrutura de uma matroide M tendo
um menor N tal que {A,B} é uma partição de E(N) e M é menor-minimal tendo N

como menor e satisfazendo kM(A,B) > kN(A,B). O resultado de Seymour foi adaptado
por Lemos e Oxley [10] para o caso em que {A,B} é uma 2-separação exata de N.
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Lema 4.10. Seja {A,B} uma 2-separação exata da matroide N. Suponha que o par
(M,N) é menor-minimal e M satisfaz kM(A,B) > 1.

(i) Existem únicos subconjuntos P e Q de E(M) tal que N = M\P/Q.

(ii) Seja Mz para denotar M\z quando z ∈ P e denotar M/z quando z ∈ Q. Então Mz

tem uma única 2-separação exata {Xz, Yz} tal que A ⊆ Xz e B ⊆ Yz.

(iii) Os elementos de P ∪ Q podem ser rotulados como z1, z2, ..., zn de modo que Xzi =

A ∪ {z1, z2, ..., zi−1} e Yzi = B ∪ {zi+1, zi+2, ..., zn}.

(iv) Os elementos z1, z2, ..., zn são alternadamente elementos de P e Q.

(v) M não tem circuito D tal que D ⊆ P ∪ Q e |D − Q| ≤ 1, e M não tem cocircuito
D

∗ tal que D
∗ ⊆ P ∪Q e |D∗ − P | ≤ 1.

(vi) Para todo i > 1 se zi ∈ P, existe um circuito D de M tal que {zi−1, zi} ⊆ D e
D − {zi−1, zi} ⊆ (Q ∩ {zj : j > i}) ∪ B. Se zi ∈ Q, existe um cocircuito D

∗ de M

tal que {zi−1, zi} ⊆ D
∗ e D

∗ − {zi−1, zi} ⊆ (P ∩ {zj : j > i}) ∪ B. Além disso, o
resultado correspondente vale para todo i < n com A e B intercalados.

Utilizando o Lema 4.10, Lemos e Oxley em [10] mostraram o resultado a seguir, o qual
não apresentamos o enunciado em sua íntegra.

Lema 4.11. Seja {A,B} uma 2-separação exata da matroide N. Se M é uma matroide
menor-minimal tendo N como um menor e satisfazendo kM(A,B) > 1, então

|E(M)− E(N)| � 5.

Seja e ∈ E(M) − C tal que a matroide co(M\e) é 3-conexa. A matroide M\e não é
3-conexa pois tem N como menor. Sejam S1, S2, . . . , Sn as classes em série não-triviais
de M\e. Nosso objetivo será mostrar que n = 1. Isto é, a matroide M\e possui uma
única classe em série S não-trivial. A ideia da demonstração utilizada aqui é semelhante
a utilizada por Lemos e Oxley em [10]. Sendo assim, vamos supor que |Si| � 3, para
algum i ∈ [n].

4.11.1. Sejam e ∈ E(M) − C e S uma classe em série não-trivial da matroide M\e tal
que co(M\e) é 3-conexa.
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(i) Se |S| � 3, então S ⊆ E(N).

(ii) Se |S| = 2, então S ∩ E(N) �= ∅.

Demonstração. (i) Sejam a e b elementos distintos em S. Note que o conjunto {a, b} é um
2-cocircuito em M\e. Como M é 3-conexa o conjunto {e, a, b} é uma tríade de M.

Como |S| � 3, a matroide M
∗|(S∪e) ∼= U2,|S|+1 é uma linha com pelo menos quatro

elementos. Suponha, por absurdo, que existe x ∈ S − E(N). Então a matroide
(M∗\x)∗ = M/x é 3-conexa e tem N como menor; uma contradição. Portanto,
S ⊆ E(N).

(ii) Suponha, por contradição, que S ∩E(N) = ∅. Como S ∪ e é uma tríade da matroide
3-conexa M ; chegamos a uma contradição pelo Lema 4.7.

Decorre de (4.11.1) que existe um elemento wi ∈ S ∩ E(N) para todo i ∈ [n]. Assim,
podemos escrever

M
� = co(M\e) = M\e/

n�

i=1

(Si − wi). (4.10)

Considere também a matroide

N
� = N/

n�

i=1

(Si − wi) ∩ E(N). (4.11)

4.11.2. Para todo i ∈ [n], Si ∪ e é uma colinha.

Demonstração. De fato, se a e b são elementos distintos de Si, então o conjunto {e, a, b} é
uma tríade da matroide 3-conexa M. Portanto, M∗|(Si∪ e) ∼= U2,|Si|+1 e (4.11.2) vale.

4.11.3. Para todo i ∈ [n], temos que Si ⊆ E(N) ou n = 2.

Demonstração. Suponha que Si � E(N) para algum i ∈ [n]. Digamos i = 1. Seja a ∈
S1−E(N). A matroide M/a não é 3-conexa pois ela tem N como menor. Seja {Z ∪ e, V }
uma 2-separação para matroide M/a. Como M é 3-conexa, devemos ter

a ∈ cl(Z ∪ e) ∩ cl(V ). (4.12)
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Suponha que |Z| = 1. Escrevendo Z = {z}, segue que {z, e} é um 2-circuito de M/a.

Logo, T = {a, z, e} é um triângulo de M. Mas, por (4.11.2) Si ∪ e é uma colinha para
todo i ∈ [n]. Como n � 2, chegamos a uma contradição pelo critério de ortogonalidade.
Portanto, |Z| � 2. Assim, {Z, V } é uma 2-separação da matroide

M/a\e = M\e/a,

implicando que Z gera e em M/a por (4.12). Como as 2-separações de M\e são induzidas
pelas classes S

�
i
s para todo i ∈ [n], devemos ter

Z ⊆ Si ou V ⊆ Si,

par algum i ∈ [n]. Suponha que Z ⊆ Si. Então Si∪a gera e em M, implicando que n = 2.

De fato, se n � 3, então existe j ∈ [n], com j �= i, tal que Sj ∪ e é uma colinha por
(4.11.2); contradizendo o critério de ortogonalidade. Logo, n = 2. Portanto, V ⊆ Si para
algum i ∈ [n]. Como Z ∪ a gera e em M, existe um circuito D de M tal que

e ∈ D ⊆ Z ∪ {e, a}.

Segue de (4.11.2) que existe uma tríade T
∗ de M tal que

e ∈ T
∗ ⊆ V ∪ e ⊆ Si ∪ e.

Mas, |D ∩ T
∗| = 1; contradizendo o critério de ortogonalidade.

A partir de agora, com o objetivo de tornar o texto menos carregado de notação, utili-
zamos a desigualdade (1.1) ao invés da desigualdade (4.3). Por conveniência, reordenamos
os S �

i
s de forma que |Si| = 2 se i ∈ [t] e |Si| � 3 se 1+ t � i � n. Consequentemente, vale

que

(1) |Si − wi| = 1 e |(Si − wi) ∩ E(N)| ∈ {0, 1} quando i ∈ [t];

(2) |Si − wi| = |(Si − wi) ∩ E(N)| � 2 quando t+ 1 � i � n.

4.11.4. M
� �= N

�
.
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Demonstração. Suponha, por contradição, que M
� = N

�
. Assim,

|E(M)|− 1−
n�

i=1

|(Si − wi)| = |E(N)|−
n�

i=1

|(Si − wi) ∩ E(N)|

|E(M)| = |E(N)|+
n�

i=1

|(Si − wi)|−
n�

i=1

|(Si − wi) ∩ E(N)|+ 1

|E(M)| = |E(N)|+
t�

i=1

|(Si − wi)|−
t�

i=1

|(Si − wi) ∩ E(N)|+ 1

|E(M)| � |E(N)|+ 3 � 2|E(N)|.

Consequentemente,
|E(M)| � |E(N)|+ 3 � 5|E(N)|− 12;

uma contradição, pois o par (M,N) é um contra-exemplo para Conjectura 4.3.

Lema 4.12. A matroide co(M\e) possui uma única classe em série S não-trivial, isto é,
n = 1.

Demonstração. Suponha, por contradição, que n � 2. Suponha que existem subconjuntos
disjuntos X e Y de E(M) tais que a matroide

M
�� = M\(X ∪ e)/Y ∪ [

n�

i=1

(Si − wi)]

é menor da matroide M
� = co(M\e), descrita em (4.10), e o par (M ��

, N
�) é menor-

minimal, em que N
� foi descrita em (4.11). Suponha que Y foi escolhido tal que |Y |

seja maximal. Vamos mostrar que X = Y = ∅, isto é, M �� = M
� = co(M\e). Para tal

mostraremos que a matroide H = M\X/Y é 3-conexa (note que H tem N como menor).

4.12.1. H = M\X/Y é conexa.

Demonstração. Como n � 2, temos que |E(N �)| � 2. Assim, a matroide M
�� não possui

laços nem colaços. Agora, a�rmamos que e não é um colaço em H = M\X/Y. Assuma o
contrário. Então M tem um cocircuito D

∗ tal que e ∈ D
∗ ⊆ X ∪ e, em que |D∗| � 3 pois

M é 3-conexa. Escolha f ∈ D
∗ − e. Então o conjunto {e, f} é uma união de cocircuitos

de M\(X − f)/Y . Logo, f é um colaço da matroide M\(X − f) ∪ e/Y. Assim,

M\(X ∪ e)/Y = M\(X − f) ∪ e/Y ∪ f.
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Consequentemente,

M\(X ∪ e)/Y ∪ [
n�

i=1

(Si − wi)] = M\(X − f) ∪ e/(Y ∪ f)[
n�

i=1

(Si − wi)];

uma contradição pela escolha de Y. Concluimos que, e não é um colaço de H = M\X/Y.

Portanto, H = M\X/Y é conexa.

4.12.2. Em H = M\X/Y não existe 2-circuito contendo o elemento e.

Demonstração. Suponha falso e seja {e, f} um 2-circuito de H contando e. Contudo,
n � 2 e Si ∪ e é uma colinha para todo i ∈ [n] por (4.11.2); o que contradiz o critério de
ortogonalidade.

4.12.3. H = M\X/Y é 3-conexa.

Demonstração. Segue de (4.12.1) que H é conexa e de (4.12.2) que a matroide H não
possui 2-circuito contendo o elemento e. Suponha, por contradição, que H não é 3-conexa.
Seja {Z∪e, V } uma 2-separação tal que e /∈ Z e |Z| � 2. Então {Z, V } é uma 2-separação
da matroide M\(X ∪ e)/Y. Assim, par algum i ∈ [n], temos que

Z ⊆ Si ou V ⊆ Si.

Note que Z gera e em H = M\X/Y, implicando que Z não está contido em Si para todo
i ∈ [n]. Logo, V ⊆ Si para algum i ∈ [n]. Sendo assim, em M, existe um circuito D tal
que e ∈ D ⊆ Z ∪ e e existe uma tríade T

∗ tal que e ∈ T
∗ ⊆ V ∪ e ⊆ Si ∪ e; contradizendo

o critério de ortogonalidade. Portanto, |Z| = 1. Como {Z ∪ e, V } é uma 2-separação da
matroide H = M\X/Y, então ou Z ∪ e ou é um 2-circuito ou é um 2-cocircuito. Segue de
(4.12.2) que Z ∪ e é um 2-cocircuito. Neste caso, Z − e é um colaço da matroide conexa
M\(X ∪ e)/Y ; uma contradição. Portanto, H = M\X/Y é 3-conexa.

Por (4.12.3) a matroide H = M\X/Y é 3-conexa. Como H tem N como menor, pela
escolha de M, devemos ter H = M. Assim, X = Y = ∅. Logo,

M
� = M

�� = (M\e)/[
n�

i=1

(Si − wi)]

em que o par (M �
, N

�) é menor-minimal.
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4.12.4. |E(N �)| � 4.

Demonstração. Suponha, por contradição, que |E(N �)| ∈ {2, 3}. Consequentemente, n ∈
{2, 3}, isto é, existem duas ou três classes em série. Seja M

�� �= N
� uma matroide 3-conexa,

menor de M
� e tal que o par (M ��

, N
�) seja menor-minimal. Segundo Bixby e Coullard

[2], temos que |E(M ��)|− |E(N �)| � 3, implicando que

4 � |E(M ��)| � 6. (4.13)

Após a demosntração de (4.12.3) concluímos que M
� = M

��
. Suponha primeiro que n = 2.

Então
|E(M)| = |E(M ��)|+ |S1|+ |S2|− 1 (4.14)

e
|E(N)| � |E(N �)|+ |S1|+ |S2|− 3 (4.15)

Usando (4.13) e (4.14) e a hipótese |E(M)| > 5|E(N)|− 12 > 13, pois |E(N)| � 5, temos
que

|S1|+ |S2|+ 5 � |E(M)| > 13

|S1|+ |S2| > 8 (4.16)

Segue de (4.15) e de (4.16) que

|S1|+ |S2|+ 5 > 5|E(N �)|+ 5(|S1|+ |S2|)− 27

32− 5|E(N �)| > 4(|S1|+ |S2|) > 32;

um absurdo.
Agora, suponha que n = 3. Então,

|E(M)| = |E(M ��)|+ |S1|+ |S2|+ |S3|− 2 (4.17)

e
|E(N)| � |E(N �)|+ |S1|+ |S2|+ |S3|− 5 (4.18)

Usando (4.13) e (4.17) e as hipóteses |E(M)| > 5|E(N)| − 12 > 13, pois |E(N)| � 5,

temos que

|S1|+ |S2|+ |S3|+ 4 � |E(M)| > 13

|S1|+ |S2|+ |S3| > 9 (4.19)
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Segue de (4.18) e de (4.19) que

|S1|+ |S2|+ |S3|+ 4 > 5|E(N �)|+ 5(|S1|+ |S2|+ |S3|)− 37

41− 5|E(N �)| > 4(|S1|+ |S2|+ |S3|) > 36;

um absurdo. Portanto, |E(N �)| � 4.

Agora o par (M �
, N

�) é menor-minimal, N � é circular e |E(N �)| � 4 por (4.12.4). Além
disso, podemos supor que n � 4. Como o par (M,N) é um contra-exemplo minimal para
Conjectura 4.3, segue que a mesma é válida para o par menor-minimal (M �

, N
�), pois

|E(M �)| < |E(M)|. Logo,

|E(M �)| � 5|E(N �)|− 12

|E(M)| � 1 +
n�

i=1

|Si − wi|+ 5[|E(N)|−
n�

i=1

|(Si − wi) ∩ E(N)|]− 12

|E(M)| � 5|E(N)|− 12 +
n�

i=1

|Si − wi|− 5
n�

i=1

|(Si − wi) ∩ E(N)|+ 1 (4.20)

Suponha por (4.11.3) que Si ⊆ E(N), para todo i ∈ [n]. Assim, a equação (4.20) pode ser
reescrita como

|E(M)| � 5|E(N)|− 12− 4
n�

i=1

|Si − wi|+ 1

|E(M)| � 5|E(N)|− 12;

uma contradição, pois (M,N) é um contra-exemplo para Conjectura 4.3. Portanto, n =

1.

Agora seja S a única classe em série não-trivial da matroide M\e. Como

{S,E(M\e)− S}

é uma 2-separação da matroide M\e podemos escrever

M\e = MS ⊕2 ME(M\e)−S,

em que p é o ponto base da operação de 2-soma. Além disso, como a matroide M
� =

co(M\e) é 3-conexa, segue que a matroide ME(M\e)−S é 3-conexa.
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O Lema 4.11 nos diz que, nas condições citadas, é necessário adicionar no máximo cinco
novos elementos para destruir a 2-separação exata {A,B}. Vamos mostrar no Proposição
4.13 que acrescentado as hipóteses que todo circuito contendo E(N) é hamiltoniano e que
existe um elemento e tal que a matroide co(M\e) é 3-conexa (fato este que será mostrado
no Lema 4.18) concluimos que é necessário adicionar no máximo quatro novos elementos
para destruir uma tal 2-separação exata. Esse lema será fundamental para conclusão
do principal resultado, o qual será apresentado na próxima seção. A demonstração será
dividida em etapas. Utilizamos frequentemente o Lema 4.10 e a Geometria de Tutte.

Proposição 4.13. Seja M uma matroide que não possui menor isomorfo a matroide
M(P ) em que P é um prisma. Sejam (M,N) um par menor-minimal e N uma matroide
circular tal que todo circuito C de M contendo E(N) é hamiltoniano. Suponha que existe
um elemento e ∈ E(M) − E(N) tal que a matroide M

� = co(M\e) é 3-conexa. Se o
par (M ��

, N
�) é menor-minimal, então a matroide M

��� = M\(X ∪ e)/Y tem uma única
2-separação exata. Além disso,

|E(M)− E(M ���)| ≤ 4.

Demonstração. Seja e um elemento de E(M)−E(N). Por hipótese, existe uma classe em
série S de M com S ⊆ E(N) a qual é única pelo Lema 4.12. Segue das hipóteses e da
unicidade de S que as matroides 3-conexas podem ser escritas, do seguinte modo,

M
� = co(M\e) = M\e/(S − w) e e M

�� = M\(X ∪ e)/Y ∪ (S − w)

para algum w ∈ S. Além disso, o par (M ��
, N

�) é menor-minimal, em que N � = N/(S−w).

Note que a matroide M ��� = M\(X∪e)/Y é obtida da matroide 3-conexa M
�� = M

���
/(S−

w) adicionando-se o conjunto S −w em série com o elemento w uma vez que S é a única
classe em série na matroide M\e. Assim, a única 2-separação exata de M

��� é

{S,E(M ���)− S} = {S,E(M ��)− w}.

Vamos mostrar no Lema 4.15 que o par (M,M
���) satisfaz as hipóteses do Lema 4.10.

Vamos utilizar a teoria sobre a Árvore de Decomposição de uma matroide conexa M, a
qual é denotada por T (M). A demonstração do resultado a seguir e a teoria sobre a árvore
de decomposição podem ser encontradas em [10].

Lema 4.14. Seja M uma matroide conexa e {Z, V } uma partição de E(M) tal que
min{|Z|, |V |} � 2. Então, as seguinte a�rmações são equivalentes:
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(i) {Z, V } é uma 2-separação de M ;

(ii) T (M) tem uma aresta ou um vértice que exibe {Z, V } em que, no último caso, o
vértice é rotulado por um circuito ou um cocircuito.

Lema 4.15. A matroide M é menor-minimal tendo a matroide M
��� como menor e sa-

tisfazendo
kM(S,E(M ���)− S) > 1.

Demonstração. Claramente, M tem a matroide M
��� como menor e como M é 3-conexa,

temos
kM(S,E(M ���)− S) > 1.

Suponha, por contradição, que existe uma matroide M̃ diferente de M, tendo M
��� =

M\(X ∪ e)/Y como menor e satisfazendo

k
M̃
(S,E(M ���)− S) > 1.

Se M̃ é menor de M\e, então

1 = kM\e(S,E(M ���)− S) � k
M̃
(S,E(M ���)− S);

uma contradição. Agora seja z ∈ X ∪Y e considere a matroide Mz = M\z quando z ∈ X

e Mz = M/z quando z ∈ Y. A matroide Mz não é 3-conexa pois tem N como menor.
Logo, podemos escrever Mz = M1 ⊕2 M2, em que M1 é um vértice terminal da árvore de
decomposição T (Mz) e p é o ponto base da operação de 2-soma.

4.15.1. E(M1)− p � (X ∪ e) ∪ Y.

Demonstração. Suponha falso, isto é, E(M1) − p ⊆ (X ∪ e) ∪ Y. Suponha que M1 seja
3-conexa e |E(M1)| � 4. Seja f ∈ C ∩ [E(M1) − p]. Pela escolha de M as matroides
M\f e M/f não são 3-conexas pois ambas têm N como menor. Pelo Lema 3.4, existe
uma tríade T

∗
f

de M tal que f ∈ T
∗
f

e T
∗
f
− f ⊆ E(N). Como M1 é 3-conexa, existe

circuito D de M1 tal que f ∈ D ⊆ E(M1) − p. Porém, |T ∗
f
∩ D| = 1; contradizendo

o critério de ortogonalidade. Em T (M\x), suponha que M1 é circular (ou melhor, um
triângulo). Sejam f1 e f2 elementos distintos em [C − E(N)] ∩ [E(M1) − p]. Então o
conjunto T

∗ = {x, f1, f2} é uma tríade de M que não intercepta E(N); contradizendo o
Lema 4.7. Agora em T (M/y), suponha que M1 seja cocircular. Como M1 é hamiltoniana,
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M1 deve ser uma tríade. Além disso, E(M1)− p � C e [E(M1)− p]∩X �= ∅. Escrevendo
E(M1) = {p, x, u}, com x ∈ X e u ∈ C, segue que o conjunto (C − {y, u})∪x contém um
circuito C

� de M que contém E(N) e não é hamiltoniano; uma contradição.

4.15.2. |E(M ��)| � 4.

Demonstração. Suponha, por contradição, que |E(M ��)| = 3. Então M
�� = N

� implicando
que |E(M ���)| = |E(N)|. Como M

��� tem N como menor, devemos ter

M
��� = N = M\[E(M)− C]/[C − E(N)].

Considere os conjuntos S = {s1, s2, . . . , st} com t � 3 e E(N) − S = {n1, n2}. Note que
o conjunto Le = E(N) ∪ e é uma linha de Tutte conexa cuja partição canônica, π(Le),

pode ser:

(i) X1 = {s1}, . . . , Xt = {st}, Xt+1 = {n1}, Xt+2 = {n2} e Xt+3 = {e}.

(ii) X1 = {s1}, . . . , Xt = {st}, Xt+1 = {n1, n2} e Xt+2 = {e}.

(iii) X1 = {s1, n1}, X2 = {s2}, . . . , Xt = {st}, Xt+1 = {n2} e Xt+2 = {e}.

(iv) X1 = {s1, n1}, X2 = {s2, n2}, X3 = {s3}, . . . , Xt = {st} e Xt+2 = {e}.

No caso (i), a matroide M1
∼= Ut+1,t+3 é 3-conexa e tem N como menor; uma contradição

pois |E(M1)| < |E(M)|. Nos casos (ii) e (iii) temos uma única 2-classe em série na linha
de Tutte Le. Segue do Lema 4.11 que são necessários no máximo cinco elementos para
destruir essa 2-separação. Como |E(N)| = |S| + 2, segue que |E(M)| � |S| + 8. Mas,
|E(M)| > 5|E(N)| − 12 = 13, implicando que |S| � 2; uma contradição. No caso (iv) a
linha de Tutte Le possui duas 2-classes em série. Segue do Lema 4.11 que |E(M)| � 16,

implicando que |S| � 3. Suponha que |S| = 3. Assim, a partição canônica de Le é

X1 = {s1, n1}, X2 = {s2, n2}, X3 = {s3} e X4 = {e}. (4.21)

Considere a matroide M1 tal que E(M1) = E(N) ∪ (P ∪ Q ∪ e) em que a existência dos
conjuntos P e Q é garantida pelo Lema 4.10 para destruir a 2-separação {X1, E(N)−X1}
de M ��� = N. Ainda mais, segundo o Lema 4.11, vale que |P∪Q| � 5. Assim, |E(M1)| � 11.

Se M1 é 3-conexa, chegamos a uma contradição, pois |E(M1)| < |E(M)|. Agora, M1 é
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menor de M e é menor-minimal tendo N como menor e satisfazendo kM1(X1, E(N)−X1) >

1. Segue do Lema 3.4 de [10] que λ2(M1) < λ2(N) = 3. Suponha que λ2(M1) = 2 e escreva
M1 = H1⊕2H2 em que p é o ponto base da operação de 2-soma. As matroides M1, H1 e H2

são hamiltonianas, pois M é hamiltoniana. Suponha que e ∈ E(H1) e note que H1 é uma
matroide 3-conexa. Se H2 é 3-conexa com |E(H2)| � 4, então S ∪ {e, n1} ⊆ E(H1). Neste
caso, existe elemento f ∈ E(M)−C tal que as matroides M\f e M/f não são 3-conexas.
Pelo Lema 3.4, existe uma tríade T ∗

f
de M contendo f e tal que T ∗

f
−f ⊆ E(N); chegamos

a uma contradição, pois H1 e H2 são 3-conexas. Note que H2 não pode ser um cocircuito.
Logo, H2 é um circuito (isto é, um triângulo). Se |E(H2) ∩ E(N)| � 1, então a matroide
H1 é 3-conexa e tem N como menor; uma contradição. Logo, |E(H2)∩E(N)| = 2. Segue
de (4.21) que

E(H2)− p = X2 = {s2, n2}.

Segue de Lemos e Oxley [10] que existe um elemento z1 ∈ E(M)−E(M1) tal que o conjunto
T

∗
f
= {z1, s2, n2} é uma tríade de M. Se a matroide M̃ cujo conjuntos de elementos é

E(M̃) = E(M1) ∪ z1 é 3-conexa, então obtemos uma contradição pois |E(M̃)| � 12 e M̃

tem N como menor. A matroide Mz1 = M\z1 não é 3-conexa pois tem {X2, E(Mz1)−X2}
como 2-separação. Seja {Z, V } outra 2-separação para Mz1 . Segue de (4.21) que

|Z ∩ E(N)| � 1 ou |V ∩ E(N)| � 1. (4.22)

Seja He o vértice da árvore T (Mz1) contendo o elemento e. Note que He é 3-conexo.
Se existe vértice Hs de T (Mz1) contendo s ∈ S, então Hs é um triângulo, é adjacente
a H e é um vértice terminal por (4.22) e (4.15.1). Em T (Mz1), seja Hn um vértice
contendo n ∈ E(N) − S. Por (4.15.1) Hn é terminal e além disso é um triângulo. Seja
K um vértice no caminho entre He e Hn. Se K é 3-conexo com |E(K)| � 4, então,
por ortogonalidade, chegamos a uma contradição. Suponha que K seja um triângulo.
Neste caso existe um outro vértice K

� neste caminho o qual é uma tríade. Assim, existe
x ∈ E(K �) ∩ E(M) tal que a matroide co(M\x) é 3-conexa pelo Lema 2.20 e tem N

como menor; uma contradição. Suponha que K seja uma tríade. Neste caso também
existe um elemento x ∈ E(K) ∩ E(M) tal que a matroide co(M\x) é 3-conexa pelo
Lema 2.20. Se co(M\x) tem N como menor, então chegamos a uma contradição. Caso
contrário, existe uma tríade T

∗
x

de M tal que T
∗
x
− x =⊆ E(N). Isto implica que existem

elementos em série na matroide 3-conexa He; uma contradição. Concluimos que T (M\z1)
é uma estrela e portanto a matroide co(M\z1) é 3-conexa. Consequentemente, existe um
elemento z1 ∈ E(M) − C tal que a matroide M\z1 possui uma única 2-classe em série e

68



a matroide co(M\x) é 3-conexa. Neste caso, podemos seguir a mesma demonstração de
Lemos e Oxley em [10].

Vamos analisar a árvore T (Mz). Fazendo, A = S ∪ e e B = E(M ��) − w, em que
w ∈ S ∩ E(M ��), temos que:

4.15.3. Se M1 é 3-conexa em T (Mz), então |A ∩ E(M1)| � 1.

Demonstração. Suponha que |A ∩ E(M1)| � 2. Então

(i) A ⊆ E(M1)− p; ou

(ii) A − E(M1) = {a} e o vértice M
�
1 adjacente à M1 em T (Mz) é um circuito tal que

A ⊆ E(M1) ∪ E(M �
1). Além disso, λ2(T (M/z)) � 3.

De fato, existe circuito D contendo f ∈ A ∩ E(M1) − p e contido em E(M1) − p. Segue
de (4.11.2) que S ∪ e é uma colinha de M. Logo, por ortogonalidade, devemos ter

|D ∩ (S ∪ e)| � |S ∪ e|− 1 = |S|. (4.23)

Suponha que (i) não vale. Então, por (4.23), segue que S ∪ e − E(M1) = {a}. Seja M
�
1

o vértice de T (Mz) adjacente a M1. Como existe tríade T
∗ de M contendo a e tal que

T
∗−a ⊆ E(M1)−p, segue que a e p estão em série. Portanto, o vértice M

�
1 é um circuito.

Como T (M/z) não possui vértice terminal sendo circuito, segue que λ2(T (M/z)) � 3.

4.15.4. Se |(B ∪ w) ∩ E(M1)| � 2, então |(B ∪ w)− E(M1)| � 1.

Demonstração. De fato, se |(B∪w)−E(M1)| � 2, então (B∪w)∩E(M1) é um 2-separador
da matroide 3-conexa M1; um absurdo.

Suponha que (i) vale. Se B ∩E(M1) = ∅, então existe uma 2-separação {Z, V } de Mz

tal que A ⊆ Z e B ⊆ V, implicando que

1 = kMz(A,B) � k
M̃
(A,B) > 1; (4.24)

uma contradição. Logo, podemos supor que B ∩ E(M1) �= ∅, implicando que |(B ∪
w) ∩ E(M1)| � 2. Segue de (4.15.4) que |(B ∪ w) − E(M1)| � 1. Se B ∪ w ⊆ E(M1),

então E(M2) ⊆ X ∪ Y e M1 é 3-conexa e tem N como menor; uma contradição. Logo,
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|(B ∪ w) − E(M1)| = |B − E(M1)| = 1, implicando que a matroide M1
∼= M\[X −

E(M1)]/[Y − E(M1)] é 3-conexa e tem N como menor; uma contradição.

Suponha que (ii) vale. Se B ∩E(M1) = ∅, então o circuito M
�
1 exibe uma 2-separação

{Z, V } para Mz tal que A ⊆ S e B ⊆ V e (4.24) vale; uma contradição. Se |B∩E(M1)| =
1, então existe uma 2-separação para Mz que induz uma 2-separação para a matroide 3-
conexa M

��; uma contradição. Portanto, |B∩E(M1)| � 2, implicando que |B−E(M1)| � 1

por (4.15.4). Se B ⊆ E(M1), então a matroide M1 descrita no caso (i) é 3-conexa e tem
N como menor; uma contradição. Logo, |B − E(M1)| = 1; implicando que:

(iii) |B ∩ E(M �
1)| = 1, (λ2(T (M\z)) = 2 e λ2(T (M/z)) � 3); ou

(iv) |B − E(M1) ∪ E(M �
1)| = 1.

Nos dois casos, fazendo

{w} = A− E(M1) e {b} = B − E(M1),

segue que o ponto base p que liga M1 à M
�
1 exibe uma 2-separação que induz uma 2-

separação para matroide 3-conexa M
��; uma contradição. Portanto, |A∩E(M1)| � 1.

Em (4.15.3) concluimos que |A ∩ E(M1)| � 1. Seja a ∈ A ∩ E(M1). Segue de (4.11.2)
que S ∪ e é uma colinha de M. Existe tríade T

∗
a

de M contendo a e tal que (T ∗
a
− a) ∩

[E(M1)−p] = ∅. O elemento a é gerado por T ∗
a
−a em (Mz)∗. Logo, o conjunto {a, p} é uma

2-classe em série de Mz. Fazendo, a = w, temos que a é um colaço da matroide 3-conexa
M

�� = M\(X ∪ e)/[Y ∪ (S − w)]; uma contradição. Portanto, A ∩ E(M1) = ∅. Suponha
que B ∩ E(M1) = ∅. Então E(M1) ⊆ (X ∪ e) ∪ Y ; contradizendo (4.15.1). Suponha que
|B ∩ E(M1)| = 1 e escreva B ∩ E(M1) = {b}. Então, para todo f ∈ E(M1) − {b, p} as
matroides M\f e M/f não são 3-conexas pois ambas têm N como menor. Pelo Lema
3.4, existe uma tríade T

∗
f

de M contendo f e tal que T
∗
f
− ⊆ E(N). Por ortogonalidade,

devemos ter b ∈ T
∗
f
. Escreva T

∗
f
= {f, b, bf}. Analogamente, existe f

� ∈ E(M1)−{, f, b, p}
tal que o conjunto T

∗
f � = {f �

, b, bf �} é uma tríade de M com bf � ∈ E(N). Se bf = bf � , então
M

∗|(T ∗
f
∪ T

∗
f �) ∼= U2,4, implicando que a matroide (M∗\f)∗ = M/f é 3-conexa e tem N

como menor; uma contradição. Suponha que bf �= bf � . Neste caso, {bf , bf �} está contido
em uma classe em série de Mz. Como M é 3-conexa, se z = x ∈ X, então o conjunto
T

∗
x
= {x, bf , bf �} é uma tríade de M. Fazendo, bf � = w, concluimos que w é um colaço
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da matroide 3-conexa M
��; uma contradição. Se z = y ∈ Y, então o conjunto {bf , bf � , y}

está contido em uma classe em série da matroide 3-conexa M ; uma contradição. Suponha
que |B ∩ E(M1)| � 2. Segue de (4.15.4) que |B − E(M1)| � 1. Se B ⊆ E(M1), então o
ponto base p da 2-soma M1 ⊕2 M2 exibe uma 2-separação {Z, V } para Mz tal que A ⊆ Z

e B ⊆ V, implicando que (4.24) vale; uma contradição. Suponha que |B − E(M1)| = 1 e
seja B −E(M1) = {b}. Neste caso, temos que |B ∩E(M1)| � 2 e |(B ∪w)−E(M1)| � 2,

pois {b, w} ⊆ E(M2)−E(M1). Isto implica que existe uma 2-separação para M
�� induzida

pela 2-separação exibida pela aresta p para Mz = M1 ⊕2 M2; um absurdo pois M
�� é

3-conexa.

Agora suponha que M1 é um circular em T (M\x). Suponha que |E(M1)| � 4 e note
que:

(a) |S ∩ E(M1)| � 1. Do contrário, existem elementos distintos w1 e w2 em S ∩ E(M1),

implicando que os conjuntos T
∗
x
= {x, w1, w2} e T

∗
e
= {e, w1, w2} são tríades de M.

Assim, M∗|(T ∗
x
∪T ∗

e
) ∼= U2,4, implicando que o conjunto T

∗ = {x, e, w1} é uma tríade
de M. Mas, |T ∗ ∩ C| = 1; contradizendo o critério de ortogonalidade.

(b) Y ∩E(M1) = ∅. Caso contrário, o conjunto [E(M1)− p]∪x é uma colinha de M com
pelo menos quatro elementos, implicando que existe y ∈ Y tal que a matroide M/y

é 3-conexa e tem N como menor; uma contradição.

(c) X ∩ E(M1) = ∅. Isto decorre do fato de que M é gerada por todo circuito C que
contém E(N) e consequentemente M1 é gerada pelo circuito [C∩E(M1)]∪p. Assim,
E(M1)− p ⊆ C −X.

Portanto, M1 é um triângulo. Ou seja, os vértices terminais da árvore T (M\x) são
todos triângulos. Assim, T ∗

x
= (E(M1) − p) ∪ x é uma tríade de M. Segue do Lema 4.7

que T
∗
x
∩ E(N) �= ∅. Além disso, note que Y ∩ T

∗
x
�= ∅. De fato, se T

∗
x
− x ⊆ S, então

o conjunto S ∪ (T ∗
x
− x) é uma classe em série da matroide M\{x, e}; contradizendo o

Corolário 4.8.

Seja H o vértice de T (M\x) que contém o elemento e. Note que H não é circular. De
fato, como M é hamiltoniana e gerada por um circuito C, então H também é hamiltoniana.
Se H for circular, então e ∈ C; uma contradição. Logo, ou H é 3-conexa ou é um
cocircuito. Seja p uma aresta incidente ao vértice H. Uma das componentes de T (M\x)−p
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contém um circuito contendo o elemento e. Por (4.11.2), S∪e é uma colinha de M, assim,
devemos ter S−w contido nesta componente, para algum w ∈ S. Portanto, os vértices de
T (M\x) adjacentes à H contém no máximo um elemento de S (os demais estão em H).
A aresta p que liga H a um vértice que contém um elemento de S exibe uma 2-separação
para matroide M\x. Como S ∪ e é uma colinha de M, os elementos de S que não estão
em H estão em série com seus respectivos pontos bases. Ou seja, os vértices adjacentes à
H que contém elemento de S são circuitos.

4.15.5. Seja {Z, V } uma 2-separação de Mz. Se B intercepta Z e V, então S∪B intercepta
um deles em no máximo um elemento.

Demonstração. Suponha que S∪B intercepta Z e V em dois ou mais elementos. Então, a
2-separação {Z, V } induz uma 2-separação para matroide 3-conexa M

��; uma contradição.

Decorre de (4.15.5) que os vértices de T (M\x) têm grau dois, exceto H e os vértices
terminais. Suponha que T (M\x) é uma estrela tendo H como vértice central e os vértices
terminais sendo triângulos (cada um contendo um único elemento de E(N)). Se H é
um cocircuito, então a matroide M

� = co(M\e) é 3-conexa e tem N como menor; uma
contradição. Suponha que H é 3-conexa. Neste caso, a matroide co(M\x) é 3-conexa
e tem N como menor; uma contradição. Portanto, T (M\x) não é uma estrela. Logo,
existe pelo menos um vértice adjacente à H que não é terminal. Note que H não é um
cocircuito. Assim, H é 3-conexo com |E(H)| � 4 e não é um vértice terminal. Considere
em T (M\x) o caminho H,H1, · · · , K,M1, em que H1 está ligado à H pela aresta p e M1

é um vértice terminal (triângulo). Note que, se E(H1) ∩ S �= ∅, então H1 é um vértice
terminal. De fato, podemos escolher w ∈ E(H1). Se H1 não é terminal, então a aresta
que liga H à H1 exibe uma 2-separação {Z, V } para M\x que induz uma 2-separação
para matroide 3-conexa M

��; contradizendo (4.15.5). Suponha que E(H1) ∩ S = ∅ e que
H1 não é terminal. Note que E(K) ∩ E(M) ⊆ X ∪ Y. Suponha que K é 3-conexo e
|E(K)| � 4. Então existe um elemento f ∈ E(K) ∩ E(M) tal que as matroides M\f
e M/f não são 3-conexas. Pelo Lema 3.4 existe uma tríade T

∗
f

de M contendo f e tal
que T

∗
f
− f ⊆ E(N). Por ortogonalidade, T ∗

f
∩ (E(H) − p) �= ∅ e T

∗
f
∩ E(M1) �= ∅. A

componente T (M\x)−p contém um circuito D de M tal que |D∩T
∗
f
| = 1; contradizendo

o critério de ortogonalidade. Portanto, K ou é um cocircuito ou um circuito. Como o
par (M,N) é menor-minimal, K ou é um triângulo ou é uma tríade. Logo, esse caminho
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é uma cadeia contendo um triângulo, T, e uma tríade, T ∗
, tais que T

∗ − T = {x�} com
x
� ∈ X. Segue do Lema 2.20 que a matroide co(M\x�) é 3-conexa e tem N como menor;

uma contradição.

Suponha que M1 é cocircuito em T (M/y). Como M1 é hamiltoniana, M1 deve ser uma
tríade. Assim, todo vértice terminal de T (M/y) é uma tríade. Além disso, por (4.15.1)
devemos ter E(M1)− p � (X ∪ e)∪Y. Ainda mais, o conjunto T = (E(M1)− p)∪ y é um
triângulo de M tal que T ∩ E(N) �= ∅ e T ∩X �= ∅ (caso contrário, existe circuito de M

contendo E(N) que não é hamiltoniano).

Seja H o vértice de T (M/y) que contém o elemento e. Como e /∈ C e H é hamiltoniana,
segue que H não pode ser um circuito. Logo, ou H é 3-conexa ou é um cocircuito.
Segue de (4.15.5) que em T (M/y) todos os vértices tem grau dois, exceto H e os vértices
terminais (tríades). Além disso, S ∪ e ⊆ E(H). Logo, T (M/y) é um grafo composto de
pelo menos dois caminhos simples com origem em H e tendo Mi, i ∈ [k] e k � 2, como
vértice terminal. Seja E(Mi) ∩ [E(N)− S] = {ni}, para todo i ∈ [k]. Note que, qualquer
vértice intermediário desse caminho está contido em X∪Y. Podemos obter N contraindo e
removendo os elementos de cada um desses caminhos, exceto ni. Como M é hamiltoniana
H não pode ser um cocircuito. Portanto, H é 3-conexa com |E(H)| � 4. Neste caso, a
matroide si(M/y) é 3-conexa e tem N como menor; uma contradição.

Para �nalizar a demonstração da Proposição 4.13 falta mostrar que

|(X ∪ e) ∪ Y | = |E(M)− E(M ���)| ≤ 4.

Lema 4.16. |(X ∪ e) ∪ Y | ≤ 4.

Demonstração. Já vimos que o par (M,M
���) satisfaz as hipóteses do Lema 4.10, logo

existem únicos subconjuntos disjuntos P e Q de E(M) tais que M
��� = M\P/Q (note que

P = X ∪ e e Q = Y ). Pelo Lema 4.11, segue que

|P ∪Q| � 5. (4.25)

Pelo Lema 4.10(iv), os elementos de P e Q podem ser rotulados por z1, z2, z3, z4, z5, de
modo que, eles estão alternadamente em P e Q. Vamos supor, por contradição, que

|P ∪Q| = |P |+ |Q| = |(X ∪ e) ∪ Y | > 4. (4.26)
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Segue de (4.25) e de (4.26) que

P ∪Q = {z1, z2, z3, z4, z5}.

Pelo Lema 4.10(ii), para todo zi ∈ P ∪Q, com i ∈ {1, 2, 3, , 4, 5}, vale que

Mzi =

�
M\zi, se zi ∈ P

M/zi, se zi ∈ Q
(4.27)

Ainda mais, como {Xzi , Yzi} é a única 2-separação exata de Mzi , podemos escrever

Mzi = MXzi
⊕2 MYzi

, (4.28)

em que
E(MXzi

) = Xzi ∪ p e E(MYzi
) = Yzi ∪ p. (4.29)

O elemento p é o ponto base da operação de 2-soma. Quando necessário utilizamos p e q

para denotar pontos bases. Fixado um ponto base p, podemos escrever

MXzi−1
=

�
MXzi

\zi−1, se zi ∈ P

MXzi
/zi−1, se zi ∈ Q

(4.30)

4.16.0.1. z1 ∈ P. Além disso, z1 = e.

Demonstração. Suponha, por contradição, que z1 ∈ Q. Então pelo Lema 4.10(ii),

{Xz1 , Yz1} = {S,E(Mz1)− S}

é a única 2-separação exata da matroide Mz1 = M/z1. Ou seja, S é uma classe em série
de M/z1 e portanto da matroide 3-conexa M ; um absurdo. Logo, z1 ∈ P. Suponha que
z1 �= e. Sejam a e b elementos distintos em S. Então os conjuntos T

∗
z1

= {z1, a, b} e
T

∗
e
= {e, a, b} são tríades de M. Assim,

M
∗|(T ∗

e
∪ T

∗
z1
) ∼= U2,4

implicando que T
∗ = {z1, e, a} é uma tríade de M. Em particular, existe um circuito D

de M
��� tal que E(N) ⊆ D. Seja C um circuito de M tal que D = C−P. Note que, e /∈ D,

implicando que |D ∩ T
∗| = 1; contradizendo o critério de ortogonalidade.
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Segue de (4.16.0.1) que

P = {z1, z3, z5} e Q = {z2, z4}. (4.31)

Pelo Lema 4.10(ii), a matroide Mz2 = M/z2 tem uma única 2-separação exata {Xz2 , Yz2}
em que Xz2 = S ∪ z1. Como M é 3-conexa, z2 deve ser gerado por Xz2 = S ∪ z1 e por Yz2

em M. Além disso, pelo Lema 4.10(vi) existe um circuito Dz2 de M contendo {z1, z2} e
contido em {z1, z2} ∪ S.

4.16.0.2. z2 ∈ C.

Demonstração. Suponha, por contradição, que z2 /∈ C. Segue de (4.28) e (4.29) que o
circuito C intercepta os conjuntos E(MXz3

) e E(MYz3
). Logo, o conjunto

(C ∩Xz3) ∪ {p} = S ∪ p

é um circuito de MXz3
. Vamos mostrar que {z1, z2, p} é um independente de MXz3

. De
fato, em M\z3, note que:

(i) Se {z1, p} é um 2-circuito, então z1 é gerado por Xz1 ; uma contradição, pois M é
3-conexa.

(ii) Se {z2, p} é um 2-circuito, então S ∪ z2 é um 2-circuito de M\z3, implicando que S

é um circuito de M\z3/z2. Assim, w ∈ S é um laço da matroide

M/(S − w)\{z1, z3}/z2

e também da matroide 3-conexa M
��; uma contradição.

(iii) Se conjunto {z1, z2, p} é um triângulo de MXz3
, então o conjunto (C−S)∪{z1, z2} é

um circuito de M\z3 e portanto de M. Mas, este circuito intercepta a colinha S∪ z1

em um único elemento; uma contradição pelo critério de ortogonalidade.

Portanto, o conjunto {z1, z2, p} é um independente de MXz3
. Além disso,

cl(S ∪ p) = S ∪ p e r(MXz3
) = r(S ∪ p) + 1,

implicando que S ∪ p é um hiperplano de MXz3
. Mas,

E(MXz3
)− cl(S ∪ p) ⊆ {z1, z2}.
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Logo, {z1, z2} contém um cocircuito de Mz3 = M\z3. Como M é 3-conexa, o conjunto
{z1, z2, z3} contém um cocircuito de M ; uma contradição pelo Lema 4.10(v). Portanto,
(4.16.0.2) vale e z2 ∈ C.

Agora, vamos descrever todas as possibilidades para o circuito Dz2 de M que contém
{z1, z2}. Como M é 3-conexa, devemos ter |Dz2 | � 3. Por ortogonalidade com a colinha
S ∪ z1 = A∪ z1, devemos ter Dz2 ∩A �= ∅. Assim, existem as seguintes possibilidades para
Dz2 :

(1) Dz2 = {z1, z2} ∪ (S − a); para algum a ∈ S; ou

(2) Dz2 = {z1, z2} ∪ S.

Considere o conjunto
L1 = C ∪ {z1} = C ∪Dz2 .

Observe que, L1 é uma linha de Tutte conexa, pois C ∩Dz2 �= ∅. A partição canônica de
L1 é π(L1) = {X1, X2, ..., Xm} com m � 3. Note que:

(i) Podemos escrever X1 = {z1} e C = X2 ∪X3 ∪ ... ∪Xm;

(ii) Segue do Lema 2.23 que os elementos de S não podem estar no mesmo elemento
desta partição.

Se (1) ocorre, temos as seguintes possibilidades para π(L1), para algum b ∈ S − {a};

(1.1) X1 = {z1}, X2 = {b, z2}, X3 ∪ · · · ∪Xm−1 = S − {a, b} e Xm = (C − S ∪ z2) ∪ a;

(1.2) X1 = {z1}, X2 = {z2}, X3 ∪ · · · ∪Xm−1 = S − a e Xm = (C − S ∪ z2) ∪ b.

Se (2) ocorre, temos as seguintes possibilidades para π(L1), para algum b ∈ S − {a};

(2.1) X1 = {z1}, X2 = {b, z2}, X3 ∪ · · · ∪Xm−1 = S − b e Xm = C − S ∪ z2;

(2.2) X1 = {z1}, X2 = {z2}, X3 ∪ · · · ∪Xm−1 = S e Xm = C − S ∪ z2.
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Observe que nos casos (1.2) e (2.2), podemos trocar, respectivamente,

Xm = (C − S ∪ z2) ∪ b e Xm = C − S ∪ z2

por p, em que p é o ponto base da 2-soma Mz3 = MXz3
⊕2MYz3

, descrita em (4.28). Deste
modo,

MXz3
∼= U|S|,|S|+2 e MXz3

∼= U|S|+1,|S|+3,

respectivamente. Logo,
MXz3

\z1/z2 = MXz3
\z2/z1

tem M
��� como menor, implicando que M\z1/z2 = M\z2/z1; contradizendo a unicidade

dos conjuntos P e Q pelo Lema 4.10(i). Portanto, (1.2) e (2.2) não podem ocorrer. Além
disso, vale destacar o circuito que é obtido nos casos (1.1) e (2.1), o qual denotamos por

D11 = (C − {b, z2}) ∪ z1. (4.32)

Pelo Lema 4.10(vi) e como z2 ∈ Q, existe um cocircuito D
∗
z3

de M contendo z2 e z3

e contido em {z1, z2, z3} ∪ S. Segue do Lema 4.10(v) que D
∗
z3
∩ A �= ∅. Além disso, como

S ∪ z1 é uma colinha de M existem as seguintes possibilidades para o cocircuito D
∗
z3
:

{z2, z3, b}, {z1, z2, z3, a} ou {z2, z3, a, c},

par algum c ∈ S − {a, b}.

Sejam T
∗
z1
= {z1, a, b} e D

∗
z3
= {z1, z2, z3, a} e considere o conjunto

L
∗ = {z1, z2, z3, a, b} = T

∗
z1
∪D

∗
z3
.

Observe que L
∗ é uma linha de Tutte conexa na matroide M

∗
, pois T

∗
z1

∩ D
∗
z3

�= ∅. A
partição canônica de L

∗ é π(L∗) = {X1, X2, ..., Xm} com m � 3. Observe que L
∗ − T

∗
z1
=

{z2, z3} e L
∗ − D

∗
z3

= {b} são elementos �xos da partição. Existem duas possibilidade
para π(L∗), a saber:

(3.1) X1 = {b}, X2 = {a, z1} e X3 = {z2, z3} (veja Tabela (4.1)).

(3.2) X1 = {b}, X2 = {a}, X3 = {z1} e X4 = {z2, z3} (veja Tabela (4.2)).
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X1 = {b} X2 = {a, z1} X3 = {z2, z3}

Tabela 4.1: Linha de Tutte L
∗ no caso (3.1)

X1 = {b} X2 = {a} X3 = {z1} X4 = {z2, z3}

Tabela 4.2: Linha de Tutte L
∗ no caso (3.2)

Observe que o item (3.2) não pode ocorrer pois o conjunto D
∗ = {a, b, z2, z3} não pode

ser um cocircuito de M, pois |D∗ ∩ D11| = 1; contradiz o critério de ortogonalidade. O
item (3.1) é válido para as duas primeiras possibilidades de D

∗
z3

e os cocircuitos gerados
neste caso são:

T
∗
z1
= {z1, a, b}, {z2, z3, b} e {z1, z2, z3, a}. (4.33)

Suponha que D
∗
z3
= {z2, z3, a, c} com c ∈ S−{a, b}. Considere a tríade T

∗
z1
= {z1, a, b} e a

linha de Tutte conexa, L∗ = D
∗
z3
∪T ∗

z1
. Na partição canônica π(L∗), o conjunto {z1, z2, b, c}

é um cocircuito o qual contém a tríade T
∗ = {z1, b, c}; contradizendo o axioma (C2).

Como M é 3-conexa e por (4.28), o elemento z4 deve ser gerado por Xz4 = {z1, z2, z3}∪
S e por Yz4 . Pelo Lema 4.10(vi), como z3 ∈ P, existe um circuito Dz4 de M contendo z3 e z4
e contido em {z2, z3, z4}∪S. Pelo Lema 4.10(v), Dz4 �= {z2, z3, z4}. Portanto, Dz4 ∩S �= ∅.
Ainda mais, como S∪z1 é uma colinha de M, devemos ter S ⊆ Dz4 . Logo, existem apenas
duas possibilidades para Dz4 , a saber:

{z3, z4} ∪ S ou {z2, z3, z4} ∪ S.

4.16.0.3. Dz4 = {z3, z4} ∪ S.

Demonstração. Como z1 ∈ P e z4 ∈ Q, sabemos que a matroide M
��� é um menor da

matroide M\z1/z4. Por (4.28), podemos escrever

M/z4 = MXz4
⊕2 MYz4

,

em que
E(MXz4

) = S ∪ {z1, z2, z3, p} e E(MYz4
) = Yz4 ∪ p,

e p é o ponto base da operação de 2-soma. Como {Xz1 , Yz1} é a única 2-separação exata de
M\z1, segue que {Xz1 , {z2, z3, p}} é uma 2-separação exata de MXz4

\z1. Assim, MXz4
\z1
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é a 2-soma das matroides MXz1
e H, com ponto base q, em que E(MXz1

) = Xz1 ∪ q e
E(H) = {q, z2, z3, p}. Escrevendo,

M\z1/z4 = MXz1
⊕2 H ⊕2 MYz4

.

segue que,
MYz1

/z4 = H ⊕2 MYz4
.

Observe que a matroide H é conexa, caso contrário se p e q estão na mesma componente
de H, então P e Q não são únicos; contradizendo o Lema 4.10(i). Enquanto, se p e q estão
em componentes diferentes, então kM ���(A,B) = 0 �= 1; contradizendo (4.15). Portanto,
H é isomorfa a uma das seguintes matroides:

U1,4, U2,4, U3,4 ou M(W2).

Como P e Q são únicos e kM ���(A,B) = 1 a matroide H/z2\z3 é conexa e é unicamente
determinada como um menor de H. Em H/z2\z3, o conjunto {p, q} é um 2-circuito e um
2-cocircuito. Portanto, o conjunto {p, q, z2} é um circuito de H e o conjunto {p, q, z3} é
um cocircuito de H. Note que r(H) = r(H∗) = 2.

Pelo Lema 4.10(vi), M tem um circuito D contendo z2 e z3 e tal que D − {z2, z3} ⊆
{z4} ∪ B, ou seja, D ⊆ {z2, z3, z4} ∪ B. Seja D

� um circuito de M/z4 tal que D
� ⊆ D e

D
�∩{z2, z3} �= ∅. Se D�∩B = ∅, então {z2, z3, z4} contém um circuito de M ; contradizendo

o Lema 4.10(v). Assim, D� ∩ B �= ∅, implicando que p ∪ (D� ∩ {z2, z3}) é um circuito de
H. Como D − z4 é uma união de circuitos de M/z4, temos duas possibilidades:

(i) {p, z2} e {p, z3} são circuitos de H; ou

(ii) {p, z2, z3} é um circuito de H.

Como (i) não pode ocorrer pois {p, q, z2} é um circuito de H, segue que (ii) vale e o
conjunto {p, z2, z3} é um circuito de H. Portanto, o conjunto {z3, q} é um circuito de H

e H ∼= M(W2). Como nem Xz3 nem Xz1 geram z3 em M e

MYz1
/z4 = H ⊕2 MYz4

e E(MXz1
) = Xz1 ∪ q,

concluimos que {z3, q} não é um circuito de MYz1
. Portanto, {q, z3, z4} é um circuito de

MYz1
. Assim, M tem um circuito D que contém {z3, z4} e está contido em Xz1 ∪ {z3, z4}.

Pelo Lema 4.10(v) e por ortogonalidade com T
∗
z1

, devemos ter

D = Dz4 = {z3, z4} ∪ S.
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4.16.0.4. z4 ∈ C.

Demonstração. Suponha, por contradição, que z4 /∈ C. Como z4 ∈ Q, temos que N é um
menor das matroides M\z4 e M/z4. Segue do Lema 3.4, que existe uma tríade T

∗
z4

de M

tal que
z4 ∈ T

∗
z4

e T
∗
z4
− z4 ⊆ E(N).

Por ortogonalidade, entre T ∗
z4

e Dz4 , concluimos que T ∗
z4
∩S �= ∅. Suponha que T ∗

z4
−z4 ⊆ S.

Então, como S ∪ z1 é colinha de M, temos que T
∗
z4

− z4 = T
∗
z1

− z1, implicando que
M

∗|(T ∗
z4
∪ T

∗
z1
) ∼= U2,4. Sendo assim, (M∗\z4)∗ = M/z4 é 3-conexa e tem N como menor;

uma contradição. Portanto, |T ∗
z4

∩ S| = 1. Agora, se Dz2 = {z1, z2} ∪ S, então |T ∗
z4

∩
Dz2 | = 1; contradizendo o critério de ortogonalidade. Portanto, Dz2 = {z1, z2} ∪ (S − a).

Consequentemente, temos a ∈ T
∗
z4
. Lembre que N é menor da matroide M\z4. Escrevendo

T
∗
z4
= {z4, a, n} com n ∈ E(N)∩E(M ��), podemos fazer a = w, implicando que o conjunto

{w, n} é uma 2-classe em série da matroide 3-conexa M
��; uma contradição. Portanto,

z4 ∈ C.

4.16.0.5. O circuito C é único.

Demonstração. Suponha falso e seja C
� um circuito de M diferente de C contendo E(N).

Seja e ∈ C
� − C. Então N é um menor das matroides M\e e M/e. Pelo Lema 3.4, existe

uma tríade T
∗
e

de M contendo e e tal que T
∗
e
− e ⊆ E(N). Como N é um menor simples

da matroide M/e, podemos escolher elementos de si(M/e) tal que ela tenha N como
menor. Pela escolha de M, segue que si(M/e) não é 3-conexa. Segue do Lema 2.16 que
co(M\e) é 3-conexa. Neste caso, toda 2-separação de M\e é trivial. Note que e satisfaz
as hipóteses do Lema 4.13. Por (4.16.0.1), podemos fazer e = z1. Assim, N é um menor
da matroide M/z1. O conjunto D = Dz2 − z1 ⊆ {z2}∪S é um circuito de M/z1. Podemos
ter D = {z2} ∪ (S − a) ou D = {z2} ∪ S. Nos dois casos, N é um menor da matroide
M/z1\z2. Segue de (4.31) que N é um menor das matroides M\z2 e M/z2. Pelo Lema
3.4, existe uma tríade T

∗
z2

de M contendo z2 tal que

T
∗
z2
− z2 ⊆ E(N).

Por ortogonalidade, entre D e T
∗
z2
, concluimos que T

∗
z2
∩ S �= ∅. Se T

∗
z2
− z2 ⊆ S, então

T
∗
z2
− z2 = T

∗
z1
− z1, implicando que M

∗|(T ∗
z2
∪ T

∗
z1
) ∼= U2,4. Assim, (M∗\z2)∗ = M/z2 é 3-

conexa e tem N como menor; uma contradição. Logo, podemos escrever, T ∗
z2
= {z2, w, n}
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com n ∈ E(N) ∩ E(M ��). Concluimos que o conjunto {w, n} é uma 2-classe em série da
matroide 3-conexa M

��; uma contradição.

A partir de agora, considere os resultados na matroide

M̃ = M/(S − {a, b})

e os circuitos

D̃z4 = {z3, z4, a, b} e D̃z2 = {z1, z2, b} ou D̃z2 = {z1, z2, a, b}.

Em M̃Xz5
/z4 = M̃Xz4

, o conjunto D̃ = {a, b, z2, p} é um circuito gerador. Considere o
conjunto L4 = D̃∪z3 = D̃∪D̃z4 e note que L4 é uma linha de Tutte conexa em M̃Xz4

, pois
D̃ ∩ {z3, a, b} �= ∅. A partição canônica de L4 é π(L4) = {X1, X2, · · · , Xm}, com m � 3.

Temos que,

X1 = L4 − D̃ = {z3}, X2 = L4 − {z3, a, b} = {z2, p} e X3 = {a, b}.

A existência de X3 é garantida por ortogonalidade com a tríade T
∗
z1

= {z1, a, b} (veja
Tabela (4.3)).

X1 = {z3} X2 = {z2, p} X3 = {a, b}

Tabela 4.3: Linha de Tutte L4

Nesta mesma matroide considere o conjunto L2 = D̃ ∪ z1 = D̃ ∪ D̃z2 . Note que L2

é uma linha de Tutte conexa, pois D̃ ∩ D̃z2 �= ∅. A partição canônica de L2 é π(L2) =

{X1, X2, · · · , Xm}, com m � 3. Note que X1 = L2 − D̃ = {z1} e X2 = L2 − D̃z2 = {a, p}
são elementos �xos de π(L2). Além disso, T ∗

z1
= {z1, a, b} ⊆ L2. Deste modo, existem duas

possibilidades para π(L2), dependendo do circuito D̃z2 , a saber:

(4.1) X1 = {z1}, X2 = {b, z2} e X3 = {a, p} (veja Tabela (4.4)).

(4.2) X1 = {z1}, X2 = {a, z2}, X3 = {b} e X4 = {p} (veja Tabela (4.5)).

Vamos analisar os dois casos separadamente:
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X1 = {z1} X2 = {b, z2} X3 = {a, p}

Tabela 4.4: Linha de Tutte L2 no caso (4.1)

X1 = {z1} X2 = {a, z2} X3 = {b} X4 = {p}

Tabela 4.5: Linha de Tutte L
�� no caso (4.2)

No caso (4.1), considerando os circuitos obtidos das matroides M̃Xz4
|L2 e M̃Xz4

|L4,

temos que
M̃Xz5

/z4 = M̃Xz4
∼= M(K4)

admite a representação geométrica ilustrada na Figura (4.2).

Neste caso,
M̃

∗
Xz5

\z4 = M̃
∗
Xz4

∼= M
∗(K4). (4.34)

Isto é, a matroide M̃∗
Xz5

é obtida da matroide M̃∗
Xz4

através da extensão do elemento z4.

Para tal, vamos utilizar a representação geométrica para M̃
∗
Xz5

. Na Tabela (4.6) indicamos
alguns cocircuitos de M̃

∗ que estão contidos E(M̃∗
Xz5

).

Cocircuitos Hiperplanos

{z1, z2, b} H1 = {a, p, z3, z4}
{a, b, z3, z4} H2 = {z1, z2, p}

Tabela 4.6: Cocircuitos e Hiperplanos no Caso (4.1)

Note que os conjuntos
{a, b, z3, z4} e {a, b, z2, p}

são cocircuitos de M̃
∗
Xz5

. Observe que, z4 deve estar sobre a linha que contém {a, z3, p},
pois {z1, z2, b} é um cocircuito de M̃

∗
z4

e de M̃
∗
z5
, veja Figura (4.3).

Em M̃
∗
Xz5

, temos a seguinte análise.

(i) Se {z3, z4} é um 2-circuito, então P e Q não são únicos; contradizendo o Lema
4.10(i).

(ii) Se {p, z4} é um 2-circuito, então o conjunto {z2, z3, z4} é um circuito de M̃ impli-
cando que {z2, z3, z4} ∪ S é um circuito de M ; contradizendo o axioma (C2), pois
este circuito contém Dz4 .
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Figura 4.2: Representação geométrica de M̃Xz4
no caso (4.1)

Figura 4.3: Representação geométrica de M̃
∗
Xz5

no caso (4.1)

(iii) Se o conjunto {a, z4} for um 2-circuito não chegamos a nenhuma contradição.

Mas, pelo Lema 4.10 (vi), existe um circuito Dz5 contendo {z4, z5} e contido em {z4, z5}∪
B. Segue de (3.8.3.1) que Dz5 ∩E(N) �= ∅. Note que L5 = C ∪ z5 = C ∪Dz5 é uma linha
de Tutte conexa, pois C ∩Dz5 �= ∅. Observe que X = {z4} não é um elemento da partição
canônica π(L5). Caso contrário, L5 − {z4} é um circuito de M contendo E(N) e diferente
de C; contradizendo (4.16.0.5).

Seja c ∈ E(N) tal que o conjunto {z4, c} está contido em um elemento X da partição
canônica π(L5). Claramente, c ∈ Dz5 ∩ E(N). Vamos veri�car que

E(N)− {a, b} � Dz5 ∩ C. (4.35)

Suponha que (4.35) seja falso. Observe que L = D̃z4 ∪Dz5 é uma linha de Tutte conexa,
pois D̃z4 ∩ Dz5 = {z4}. Além disso, |π(L)| = 3, pois L − D̃z4 , L − Dz5 e {z4} são os
elementos da partição canônica π(L). Assim, M̃ |L é binária e o conjunto D̃ = D̃z4 �Dz5 é
um circuito de M̃. Deste modo, existe um circuito D de M contendo E(N) propriamente
e diferente de C; contradizendo (4.16.0.5).
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Seja d ∈ Yz5 ∩ C −Dz5 . Considere a matroide

K = M̃\[Yz5 − C]/[Yz5 ∩ (C − {c, d})],

em que {c, d} ⊆ E(N) ∩ Yz5 . Note que

E(K) = {a, b, z1, z2, z3, z4, z5, c, d}.

Logo, |E(K)| = 9. Os conjuntos D̃z2 = {z1, z2, a} e D̃z4 = {z3, z4, a, b} são circuitos de M̃

e de K. Além disso, o conjunto D̃ = {a, b, z2, z4, c, d} ⊆ C é um circuito gerador de K.

Portanto, r(K) = 5 e r((K)∗) = 4. Note que o conjunto

D̃z5 = Dz5 − [Yz5 ∩ (C − {c})] = {z4, z5, c}

também é um circuito de K.

Em K os conjuntos

L1 = D̃ ∪ z1 = D̃ ∪ D̃z2

L3 = D̃ ∪ z3 = D̃ ∪ D̃z4

L5 = D̃ ∪ z5 = D̃ ∪ D̃z5

são linhas de Tutte conexas, pois D ∩ D̃zi �= ∅ com i ∈ {1, 3, 5}. As partições canônicas
são, respectivamente,

π(L1) = {z1, {a, z2}, {b, c, d, z4}}
π(L3) = {z3, {a, b, z4}, {b, c, d}}
π(L5) = {z5, {c, z4}, {a, b, d, z2}}.

Comparando os circuitos de K com os circuitos de um prisma (veja Figura 4.4), concluimos
que K é isormofa a uma matroide M(P ) em que P é um prisma.

No caso (4.2), considerando os circuitos obtidos nas linhas de Tutte M̃Xz4
|L2 e M̃Xz4

|L4

temos que a matroide M̃Xz5
/z4 = M̃Xz4

admite a representação geométrica indicada na
Figura (4.5).
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Figura 4.4: Prisma: K ∼= M(P )

Figura 4.5: Representação geométrica de M̃Xz4
no Caso (4.2)

Sendo assim,
M̃

∗
Xz5

\z4 = M̃
∗
Xz4

∼= (W 3)∗. (4.36)

A matroide M̃
∗
Xz5

é obtida da matroide M̃
∗
Xz4

através da extensão do elemento z4.

Para tal, vamos utilizar a representação geométrica para M̃
∗
Xz5

. Na Tabela (4.7), listamos
alguns cocircuitos de M̃

∗ que estão contidos em E(M̃∗
Xz5

).

Cocircuitos Hiperplanos

{a, b, z3, z4} H1 = {z1, z2, p}
{a, b, z1, z2} H2 = {z3, z4, p}

Tabela 4.7: Cocircuitos e Hiperplanos no Caso (4.2)

Note que,
z4 /∈ H1 e z4 ∈ H2.

Em M̃
∗
Xz5

, temos as seguintes observações:

1) Se {z3, z4} é um 2-circuito de M̃
∗
Xz5

, então {z3, z4} é um 2-cocircuito de M̃Xz5
e
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portanto de M̃z5 . Sendo assim, o conjunto {z3, z4, z5} é uma tríade da matroide
3-conexa M ; contradizendo o Lema 4.10(v).

2) z4 não pertence a linha {z1, z2, p}. Logo, {z4, p} não pode ser um 2-circuito.

Note ainda que o elemento z4 pode estar sobre a linha {b, z2, z4}. De qualquer modo,
podemos obter o cocircuito {a, b, p} através da matroide

M̃
∗
Xz5

\{z1, z3}/{z2, z4}.

Isto é, o circuito {a, b, p} pode ser obtido através da matroide

MXz5
\{z2, z4}/{z1, z3} = M\{z2, z4, z5}/{z1, z3}.

O que contradiz a unicidade dos conjuntos P e Q pelo Lema 4.10(v). Portanto, o elemento
z5 não pode existir e (4.16) vale.

Figura 4.6: Representação geométrica para M̃
∗
Xz5

no caso (4.2)

Com a conclusão de do Lema 4.15 e do Lema 4.16 �nalizamos a demonstração da
Proposição 4.13.

No próximo resultado vamos garantir a existência de um elemento e ∈ E(M)−C, tal
que a matroide co(M\e) seja 3-conexa. Para tal, vamos precisar do teorema a seguir, o
qual é o principal resultado de [4].

Teorema 4.17 (R. Hall). Se H é um hiperplano de uma matroide 3-conexa K e K �
K

∗(K
���
3,n) (ver Figura 4.7), então existe um elemento e ∈ H tal que a matroide simples

associada com K/e é 3-conexa.
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Figura 4.7: Grafo K
���
3,n

Lema 4.18. Seja M uma matroide 3-conexa que não possui menor isomorfo a mátroide
M(P ), em que P é um prisma. Se C é um circuito hamiltoniano de M, então existe um
elemento e ∈ E(M)− C tal que a matroide co(M\e) é 3-conexa.

Demonstração. Como C é um circuito gerador de M, o conjunto H = E(M) − C é um
hiperplano da matroide 3-conexa M

∗
. No Teorema 4.17, faça K = M

∗ e seja e ∈ H. Por
hipótese M não tem menor isomorfo à matroide M(P ), em que P é um prisma. Logo,
a matroide M

∗ não tem menor isomorfo à matroide grá�ca M
∗(P ). Mas, P

∗ ∼= K5\e
para alguma aresta e de K5. Como P

∗ ∼= K5\e é uma restrição do grafo K
���
3,n, devemos

ter M
∗ � K

∗(K
���
3,n). Segue do Teorema 4.17 que a matroide si(M∗

/e) = [co(M\e)]∗ é
3-conexa. Portanto, a matroide co(M\e) é 3-conexa.

4.4 Estimativa para |E(M)− E(N)|

Nesta seção concluimos o principal resultado, para tal utilizamos o Lema 4.13 e a Proposi-
ção 4.5. Lembre que no Corolário 4.2 concluimos que o resultado é válido para |E(N)| = 4,

desde que M não possua menor isomorfo à M(P ) em que P é um prisma, no caso em que
todo circuito contendo E(N) é gerador de M.

Teorema 4.19. Seja N uma matroide circular. Se o par (M,N) é menor-minimal, então

|E(M)| � 5|E(N)|− 12,

desde que M não possua menor isomorfo à M(P ) em que P é um prisma.
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Demonstração. No Corolário 4.2 vimos que o resultado é válido quando |E(N)| = 4,

desde que M não tenha um menor isomorfo à M(P ), em que P é um prisma. Suponha
que |E(N)| � 5. Segue do Lema 4.18, que existe um elemento e tal que a matroide
M

� = co(M\e) é 3-conexa. No Proposição 4.13 vimos que o par (M ��
, N

�) é menor-
minimal, com

M
�� = co(M\e)\X/Y = M\(X ∪ e)/Y ∪ (S − w)

e
N

� = N/(S − w),

para algum w ∈ S. Além disso, no Lema 4.16, concluimos que

|(X ∪ e) ∪ Y | = |E(M)− E(M ���)| ≤ 4.

Logo,
|E(M)|− |E(M ��)| � |S|+ 3. (4.37)

Sem perda de generalidade, dentre todos os pares (M,N) que satisfazem as hipóteses do
Proposição 4.13 podemos escolher um par (M,N) tal que |E(M)| é mínimo. Assim, o par
(M,N) também satisfaz as hipóteses da Proposição 4.5. Logo, ele é um contra-exemplo
para Conjectura 4.3. Portanto, a Conjectura 4.3 é válida para o par (M ��

, N
�). Deste

modo,

|E(M ��)| � α|E(N �)|+ β= α|E(N)|+ β+ α(1− |S|). (4.38)

De (4.37) e (4.38), obtemos que

|E(M)|− |S|− 3 � α|E(N)|+ β+ α(1− |S|).

Como |E(M)| > α|E(N)|+ β, temos que |S|+ 3 + α(1− |S|) > 0. Contudo, |S| � 3,

implicando que α < 5. Mas, o par (M,N) é um contra-exemplo para a Conjectura 4.3,
logo podemos assumir que α � 5. Como β� 8 − 4α, fazendo α = 5, obtemos β� −12.

Agora, fazendo β= −12, o resultado vale.
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