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Resumo

Seja M uma matroide 3-conexa menor-minimal possuindo a matroide N como me-
nor. Em 2003, Lemos e Oxley obtiveram uma estimativa para diferenga |E(M) — E(N)|
e mostraram que o resultado obtido é o melhor possivel, quando o menor N é conexo.
Nesta tese, mostramos que esta estimativa pode ser melhorada quando o menor N é uma

matroide circular, desde que M néo possua um menor isomorfo ao prisma.

Palavras-chaves: matroide, menor, circular, 3-conexa, prisma



Abstract

Let M be a minor-minimal 3-connected matroid having the matroid N as a minor.
In 2003, Lemos and Oxley obtained an estimate for the difference |E(M) — E(N)| and
showd that the result is the best possible when the minor N is connected. In this thesis
we show that when the minor N is a circular matroid, that estimate can be improved,
since M doesn’t have a minor isomorphic to the prism.

Keywords: Matroid, minor, circular, 3-connected, prism.
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RECOMECAR

"Nao me importa onde vocé parou...

Em que momento da vida vocé cansou...

O que importa é que é sempre possivel e necessario recomegar.
Recomecar é dar uma nova chance a si mesmo...

E renovar as esperancas na vida, e o mais importante...
Acreditar em vocé de novo.

Sofreu muito nesse periodo? Foi aprendizado...

Chorou muito? Foi limpeza de alma...

Ficou com raiva de pessoas? Foi para perdoa-las um dia...
Sentiu-se s6 por diversas vezes?

E porque fechasse a porta até para os anjos...

Acreditou que tudo estava perdido? Era o inicio de tua melhora...
Onde vocé quer chegar?

Ir alto?

Sonhe alto...

Queira o melhor do melhor...

Se pensarmos pequeno, coisas pequenas teremos...

Mas se desejarmos fortemente o melhor e principalmente lutarmos pelo melhor...
O melhor vai se instalar em nossa vida.

Porque sou do tamanho daquilo que vejo,

E néao do tamanho da minha altura."

Carlos Drummond de Andrade
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Capitulo 1

Introducao

Em 2003, Lemos e Oxley [10] encontraram um limite superior para a diferenca
[E(M) — E(N),

em que M é uma matroide 3-conexa tendo N como menor tal que M nao possui menor
3-conexo tendo a matroide N como menor. O limite obtido é o melhor possivel no caso
em que N é conexa. Neste texto, denominamos o par (M, N) de menor-minimal, para
indicar que M é uma matroide 3-conexa tendo N como menor tal que M nao possui
um menor 3-conexo M’ tendo a matroide N como menor. Lemos e Oxley [10], porém,
sinalizaram que o resultado poderia ser melhorado para certas classes de matroides N,
propondo uma conjectura. Nesta tese nos propusemos a refinar esta estimativa quando o
menor N ¢é uma matroide circular. Isto é, seu conjunto de elementos F(N) esta contido
em um circuito C' de M. Segundo o resultado obtido por Lemos e Oxley em [10], se o par
(M, N) é menor-minimal e N é uma matroide circular com pelo menos trés elementos,
entao
[E(M)| < 6|B(N)| - 15.

Nesta tese, mostramos no Teorema 4.19 que, se o par (M, N) ¢ menor-minimal e N é uma

matroide circular com pelo menos trés elementos, entao
|E(M)| <5|E(N)| — 12, (1.1)

desde que M nao possua menor isomorfo & matroide grafica M (P), em que P é um prisma.



Denominamos o par (M, A) de restrigao-minimal, para indicar que M é uma matroide
3-conexa que nao possui menor 3-conexo M’ tal que M|A = M'|A, em que A é um
subconjunto de E(M). Dois limites superiores foram obtidos para diferenca |E(M) — A|.
O primeiro foi obtido por Lemos e Oxley em [9] quando A gera M e o segundo por Lemos,
Oxley e Reid em [11] quando A nao gera M, os quais enunciamos a seguir. Os limites

dependem das fungoes Ay e Ay definidas no Capitulo 4 e da fungao

Aa(A, M) = (S| - 3),

S

em que a soma é tomada sobre todas as classes em série S de M|A com pelo menos quatro

elementos.

Teorema 1.1. Seja M uma matroide 3-conexa tal que M 2 U, 3, e seja A um subconjunto

nao-vazio gerador de E(M). Se o par (M, A) € restrigao-minimal, entdo
QD] < A] + A(A, M) + Xa(A, M) — 2,
exceto se A € um circuito de M de tamanho pelo menos quatro, pois neste caso,
|[E(M)| < 2|A| —2. (1.2)
Teorema 1.2. Se o par (M, A) € restri¢ao-minimal, entao
|E(M)| < |A|+ M(A, M) + X2(A, M) + X3(A, M) — (A, M) (1.3)

em que
0, quando A € um circuito de M
(A, M) = 1 e
1, quando A nao € circuito.
Quando A = E(N) é um circuito de M, os Teoremas 1.1 e 1.2 fornecem, respectiva-

mente, as estimativas
[E(M)| < 2[E(N)[ =2 e [E(M)] <3|E(N)| -4,

as quais sao mais refinadas que a estimava (1.1) a qual obtemos. Sendo assim, nio estamos
interessados, particulamente, no caso em que F(N) é um circuito de M. Portanto, em
geral, vamos supor que F(N) esté contido propriamente em um circuito C' de M tal que
o par (M, C') é restrigao-minimal.
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A demonstracao apresentada nesta tese é por indugao sobre |E(N)|. Se |E(N)| < 3,
entdo N é 3-conexa pois ela é circular, implicando que M = N. O caso em que N é
3-conexo e ¢ um menor proprio de M, foi resolvido por Truemper em [15] e por Bixby
e Coullard em [2] para |E(N)| > 4 e |[E(N)| < 3, respectivamente. Eles obtiveram o

seguinte o resultado:

Teorema 1.3. Seja N uma matroide 3-conexa. Se M ¢é uma matroide 3-conexa, menor-

minimal, tendo N como um menor proprio, entao

|[E(M) - E(N)| <3.

Nesta tese, supomos que |E(N)| > 4. O Lema 3.1 obtido por Lemos e Oxley em [10] e
o Lema 4.1 demonstrado nesta tese vao garantir a base do principio de inducao, ou seja,
que o Teorema 4.19 vale quando |E(N)| = 4. Porém, no Lema 4.1 precisamos supor que
M nao possui menor isomorfo & M(P), em que P é um prisma, pois este é um contra-
exemplo para (1.1) quando |E(N)| = 4 e todo circuito C' contendo E(N) é gerador de
M. Esta restricao também surgiu na demonstragao da Proposicao 4.13, em particular no
Lema 4.16.

Dando sequéncia ao processo de inducao, enunciamos o resultado principal sob a forma

de uma conjectura, parametrizada por constantes « e (3

Conjectura Sejam N uma matroide circular. Dados o e Snimeros inteiros, se o

par (M, N) é menor-minimal, entdo
[E(M)| < o|E(N)[+

Em seguida, escolhemos um contra-exemplo minimal (M,N) para tal conjectura e obti-
vemos propriedades para este par a partir dos valores das constantes o e 3 Na descrigao
do Capitulo 4, apresentamos os detalhes de como procedemos a partir desta conjectura.

Esta tese esta dividida em quatro capitulos, sendo o primeiro deles esta Introdu¢do. Em
geral, seguimos a mesma notagao e terminologia utilizada por Oxley em [12]. Utilizamos a
notagao [n| para denotar {1,2,3,...,n}. Usamos também as notagoes si(M) e co(M) para
indicar a simplicacao e a cosimplificacdo da matroide M, respectivamente. Enfatizamos
que uma matroide N é dita circular quando seu conjunto de elementos E(N) esta contido
em um circuito de M e é dita cocircular quando seu conjunto de elementos esté contido

em um cocircuito de M (um circuito na matroide dual M*).
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O Capitulo 2 esta dividido em quatro se¢oes. Na primeira se¢do, definimos matroide
através da sua familia de circuitos. Utilizando a defini¢ao de circuito definimos indepen-
dentes e bases. Em seguida, definimos a func¢ao posto de uma matroide M e o fecho de um
subconjunto X de F(M). Finalizamos definindo matroide dual, enunciando a Proposigao
2.4 a qual é conhecida como Critério de Orgonalidade. Na segunda secao, definimos co-
nectividade através da fungao conectividade introduzida por Tutte em [18] e apresentamos
suas propriedades. Em particular, definimos 3-conectividade e apresentamos exemplos de
matroides 3-conexa. Na terceira se¢ao, iniciamos definindo uma cadeia e um leque em
uma matroide e apresentamos alguns resultados importantes sobre 3-conectividade que
serao utilizados nesta tese. Dentre estes, destacamos o Lema 2.16 obtido por Bixby [1]
e o Lema 2.17 conhecido como Lema do Tridngulo de Tutte, cuja demonstragao pode ser
encontrada em [12]. Na quarta e ultima segdo apresentamos denifi¢oes e resultados sobre

a Geometria de Tutte, ferramenta que serd de grande importancia em toda esta tese.

O Capitulo 3 esta dividido em duas se¢oes. Na primeira se¢do apresentamos o Lema
3.2, demonstrado por Lemos, Oxley e Reid em [11], o qual lista propriedades para um
par restrigdo-minimal (M, A), em que A é um subconjunto de F(M). Nao enunciamos
tais propriedades na integra, pois estamos interessados apenas no caso em que A = C
¢ um circuito de M contendo E(N). No Corolario 3.3 demonstramos trés propriedades
validas apenas para um par restrigdo-minimal (M, C'), quando C' é um circuito de M. Na
segunda se¢ao demonstramos o Lema 3.7, o qual denominamos de Lema da Redu¢ao. O
termo redug¢ao foi escolhido pois, escolhemos um elemento a € F(N), que nao pertente
a nenhum tridngulo de M, e procuramos uma matroide 3-conexa W, menor da matroide
3-conexa co(M\e), tal que o par (W, N/a) fosse menor-minimal, em que e € E(M)—cl(C)
e, além disso, existe uma triade de M contendo {e,a}.

O Capitulo 4 esta dividido em quatro se¢oes. Na primeira se¢do mostramos no Lema
4.1 que o teorema principal vale quando |E(N)| = 4 se todo circuito C' de M contendo
E(N) é gerador de M. Verificamos que esse resultado s6 é vélido se M nao possui um
menor isomorfo a uma matroide M(P) em que P é um prisma. Na segunda segao,
enunciamos o resultado principal sob a forma de uma conjectura (Conjectura 4.3), a qual
é parametrizada pelas constantes o e § No Lema 4.4 mostramos que, se M é isomorfa
a uma roda ou a um pogo, entao o par menor-minimal (M, N) satisfaz a Conjectura 4.3,
desde que

a>2 e =8—4a.
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Na Proposigao 4.5 concluimos que se um par (M, N) é um contra-exemplo para Conjectura
4.3 tal que |E(M)| é minimo, entao todo circuito C' de M contendo E(N) é hamiltoniano,
desde que

a>3 e =8—4a.

Na terceira segao, definimos a fungao conectividade segundo Seymour [14] e, em seguida,
apresentamos o Lema 4.10 obtido por Lemos e Oxley em [10], o qual caracteriza uma
matroide M menor-minimal tendo a matroide M"” como menor tal que M nao possui
2-separagao induzindo uma 2-separacao exata de M". Este resultado ¢ uma adaptacao do
resultado mais geral obtido por Seymour em [14], no qual a analise foi feita considerando
uma k-separagao, para todo k inteiro maior que dois. Lemos e Oxley [10] mostraram, no
Lema 4.11, que nestas condigoes, tem-se

[E(M) ~ E(M")| < 5.

Ou seja, é suficiente adicionar no maximo cinco novos elementos para destruir a 2-
separagao de M"". Na Proposigao 4.13, supondo que N é circular, que o par menor-minimal
(M,N) é um contra-exemplo minimal para Conjectura 4.3 e que existe um elemento
e € E(M) — C tal que a matroide M’ = co(M\e) é 3-conexa, tem-se

[E(M) — E(M")| < 4,

desde que M nao possua um menor isomorfo & matroide M(P) em que P é um prisma.
Isto é, sob estas hipdteses, foi suficiente adicionar no maximo quatro novos elementos para
destruir uma 2-separacao exata da matroide M". Na quarta e tltima segdo, garantimos no
Lema 4.18 a existéncia do elemento e € E(M) — C tal que a matroide M’ = co(M\e) ¢é 3-
conexa. Utilizando o Proposicao 4.13 e a Proposi¢ao 4.5 concluimos o principal resultado

desta tese, o Teorema 4.19 a seguir:

Teorema Seja N uma matroide circular. Se o par (M, N) é menor-minimal, entdo
[E(M)| < 5[E(N)| — 12,

desde que M ndo possua menor isomorfo a M(P) em que P é um prisma.

13



Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo esta dividido em quatro se¢bes. Na primeira secao apresentamos defini¢oes e
resultados sobre a teoria das matroides. Na segunda se¢ao, definimos matroides 3-conexas
utilizando a fung@o conectividade, a qual foi introduzida por Tutte [18]. Na terceira se¢ao,
apresentamos os resultados sobre 3-conectividade utilizados nesta tese. A quarta e tltima
secao, ¢ destinada a Geometria de Tutte, ferramenta que serd fundamental em grande

parte desta tese.

2.1 Matroide: definicoes

Nesta secao apresentamos diversos conceitos associados & teoria das matroides. Comeca-
mos apresentando a definicdo de matroide. Pode-se definir matroide de diversas formas,
a mais usual talvez seja a partir da sua familia de independentes. Em [12], Oxley mostra
que todas essas defini¢oes sao equivalentes. Aqui, optamos em definir a partir da sua
familia de circuitos, pelo simples fato do problema a ser resolvido nesta tese referir-se

diretamente a circuitos.

Definicao 2.1. Seja E um conjunto finito e C uma familia de subconjuntos de E. O par
ordenado M = (E,C) é chamado de matroide se C satisfaz:

(C1) D ¢cC;
(C2) Se Cy e Oy estao em C e Cy C Cy, entao Cy = Cy;

14



(C3) Se Cy e Cy sao subconguntos distintos de C e e € C1 N Cy, entao existe um subcon-
gunto Cy de C tal que C3 C C1|JCy —e.

Denotamos E e C, respectivamente, por E(M) e C(M). Os elementos de C(M) sao
chamados de circuitos de M e os subconjuntos de E que contém elementos de C(M)
sao chamados de dependentes. Os subconjuntos de E(M) que ndo contém elementos
de C(M) sao chamados de independentes, e a familia destes é denotada por Z(M). Os
independentes maximais, com relacao a inclusao, sao chamados de bases e a familia das
bases de M sera denotada por B(M). Um fato importante é que os elementos da familia
B(M) sao equicardinais. Esse ntimero invariante é chamado de posto de M e é denotado
por r(M). Seja M a matroide (E,C) e suponha que X C E. Seja C|X = {C C X :
C € C(M)}. E imediato verificar que o par (X,C|X) é uma matroide, a qual denotamos
por M|X = M\(E — X), e denomina-se de restricao de M ao conjunto X. O conjunto
de bases de M|X é B(M|X), cujos elementos sdo equicardinais. Se Bx é uma base de
M|X, entao o posto de X ¢é a cardinalidade de By, ou seja, ry(X) = |Bx|. Para todo
subconjunto X de F(M), a fungao posto associada a M, denotada por: 7y : 21El 5 N tal
que X +— 1r(X), satisfaz as seguintes propriedades:

(R1) 0 <ry(X) < |X| para todo X C F;
(R2) Se X CY entao ry(X) < rpy(Y), para quaisquer X,Y C E;
(R3) Para quaisquer X,Y C E, temos

Quando nao ha duvida, denotamos o posto de X em M simplesmente por r(X). E fato
que, um subconjunto I de E(M) é um independente de M se, e somente se, (1) = |I|. Do
mesmo modo, C' é um circuito de M se, e somente se, 7(C') = r(C'—e) = |C|—1 para todo
elemento e de C. Um circuito C' de M tal que |C| = n sera chamado de n-circuito. De
modo geral, um subconjunto X de F(M) tal que |X| = n sera chamado de n-subconjunto.
Um elemento e de F(M) é chamado de lago se o conjunto {e} é um circuito de M. Note
que lacos nao pertencem a nenhuma base de M. Um elemento e é um lago, se, somente se,
r(e) = 0. Se o conjunto {z,y} é um 2-circuito de M diremos que x e y estao em paralelo
em M, ou seja, r({z,y}) = 1, desde que z e y nado sejam lagos de M. Uma classe em
paralelo de M é um subconjunto maximal X de E(M) tal que quaisquer dois membros
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distintos de X estao em paralelo e nenhum membro de X é um lago. Uma classe em
paralelo com um tnico elemento é dita ser trivial. Uma matroide é dita simples quando

nao possui lagos nem classes em paralelo nao triviais.

Exemplo 2.2. Sejam r e n inteiros positivos. Seja E um conjunto com n-elementos e
C(M) a colegao dos (r+ 1)—subconjuntos de E. O conjunto C(M) € a familia de circuitos
de uma matroide sobre E. Esta matroide € denotada por U,, e é chamada de matroide

uniforme de posto r. Note que:

Z(Un) ={XCE:|X|<r}

C(U..) = 0, se r=mn;
Ul X CEX|=r+1}, se r<n.

Definigao 2.3. Seja M uma matroide cujo conjuntos de elementos é E(M). Chamaremos
de dual da matroide M, denotaremos por M*, a matroide cujo conjunto de elementos € o

proprio E(M) e cuja familia das bases é

B(M*)={E(M)—B; com BeB(M)}.

Quando um subconjunto X de E(M) é um independente, uma base, ou um circuito da
matroide dual M*, denominamos estes conjuntos de coindependente, cobase e cocircuito de
M, respectivamente. Assim, um tridngulo é simplesmente um 3-circuito de M, enquanto

uma triade ¢ um 3-cocircuito de M. Ainda sobre dualidade, temos que
ra(X) = 17(X) = [ X[ +7(E = X) = r(M),

para todo subconjunto X de E(M). Similarmente como definimos classe de elementos em
paralelo, definimos uma classe de elementos em série como sendo uma classe de elementos
em paralelo na matroide dual. A matroide obtida de M pela remocédo de todos, exceto
um elemento de uma classe em série sera chamada de simplificacao de M e serd denotada

por si(M). Por dualidade, definimos a cosimplifica¢do da matroide M como sendo,
co(M) = [si(M™)]*.

O resultado a seguir, o qual serd muito utilizado nesta tese, é conhecido como Critério de
Ortogonalidade, sua demonstracao ¢ simples e pode ser encontrada em [12].
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Proposigao 2.4. Se D € um circuito e D* é um cocircuito da matroide M, entao

DN D*| 1.

Para todo subconjunto X de E(M), a operagao de remogao do conjunto X coincide
com a defini¢ao de restricao da matroide M ao conjunto E — X isto &,

M\X = M|(F — X).
J& a operacao de contragao é definida como a dual da operagao de remocgao, isto é,
M/X = (M \X)".

Sejam X e Y subconjuntos de E tais que X NY = ). A subestrutura N = M\X/Y ¢
uma matroide, a qual é dita ser um menor da matroide M. Diversos resultados sobre
matroides referem-se a menores. A familia de circuitos de N = M\ X/Y é composta dos

membros minimais do conjunto
{D —Y : D é circuito de M satisfazendo DN X =0 e D —Y # 0}.

Diremos o menor N = M\X/Y & uma matroide circular quando E(N) for um circuito de

M ou quando existir um circuito C' de M contendo E(N) propriamente.

Seja X & um subconjunto de E(M). Definimos o fecho de X como sendo o conjunto
c(X)=XU{e € E: existe circuito D de M talque e€ D C X Ue},

ou, equivalentemente,
dA(X)={ee E:r(XUe)=r(X)}.

Diremos que um subconjunto X de E(M) é um fechado de M quando cl(X) = X. Uma
matroide M ¢ dita ser gerada por um subconjunto X de E(M) quando cl(X) = E(M). Se
um conjunto gerador X é um circuito de M entao X é dito ser um circuito hamiltoniano

e M ¢ dita ser uma matroide hamiltoniana.

Definigao 2.5. Seja M uma matroide e X um subconjunto nao vazio de E(M). O con-
gunto X € dito ser uma linha de M se a matroide M|X = M\(E — X) néao possui colagos
e tem coposto dois. Uma linha na matroide dual M* é chamada de colinha.
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2.2 Matroides 3-conexas

Um subconjunto S de E(M) ¢é dito ser um separador da matroide M se
r(S)+r(E—S)=r(M) ou M\S=M/S.

Uma matroide M ¢é dita ser conexa se seus tnicos conjuntos separadores sao os triviais: o
vazio e o proprio E(M). Se M néo é conexa, dizemos que M é desconexa. Um conjunto
{Z,V} é uma parti¢ao de E(M) se ZUV = E(M) e ZNV = (). Para um inteiro positivo
k, uma particao é dita ser uma k-separa¢ao de M quando

min{|Z|,|V|} > k (2.1)

r(Z) +1(V) —r(M) <k —1 (2.2)

Uma k-separagao é dita ezata quando a igualdade ocorre em (2.2) e é dita trivial (ou
minima) quando a igualdade ocorre em (2.1). Se M tem uma k-separagao, entdo M é
dita ser k—separavel. Se M é k—separavel para algum inteiro k, entdo a conectividade de
M é

AM)=min{j: M & j— separavel}.

A funcao
§(X) = &u(X) =r(X) +r(E = X) —r(M) =r(X) +r(X) — |X],

definida para todo subconjunto X de E(M), é chamada de fun¢ao conectividade e satisfaz

as seguintes propriedades:

o {(X) =0

o £(X)=¢(Y), onde Y = B(M) — X;
o {(X) <r(X) < [X];

o Su(X) = & (X);

o {(XUY)+E(XNY) <EX)+£(Y), para quaisquer subconjuntos X e Y de E(M).
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Os dois proximos resultados envolvem k-separagoes. As demonstragoes podem ser
encontradas em Oxley [12].

Lema 2.6. Seja {Z,V'} uma k-separagao de uma matroide M. Sejam Cy e Cy circuitos
de M que interceptam os conjuntos Z e V. Se os conjuntos Dy =C1NZ e Dy=CyoNV
nao sao vazios, entdo o conjunto Dy U Dy é um circuito de M.

Lema 2.7. Se {Z,V'} é uma k-separagao da matroide M e r(Z) = |Z|, entio todo k-

subconjunto de Z contém um cocircuito de M.

Definicao 2.8. Uma matroide € dita ser n-conexa se ela nao possui uma k-separacao,
com k < n. Em particular, uma matroide é dita ser 3-conexa se ela nao possui uma

k-separagao com k € [2].

A fungao conectividade é invariante por dualidade, isto ¢, &y (X) = &u+(X), para
todo X C E(M). Portanto, uma matroide M é 3-conexa se, somente se, sua dual M* é

3-conexa.

Exemplo 2.9. Em [12] estao listadas todas as matroides 3-conexas com no mdzimo seis
elementos, a maior parte delas sao matroides unitdrias. A matroide M(G) associada ao
grafo G = W, (ver Figura 2.1) é chamada de roda e a matroide M = W™ obtida de

M(W,,) relaxando o circuito hiperplano A = {ay,as, ..., a,}, € chamada de pogo.
Gn
. ay
. .
Qa4 a2
as

Figura 2.1: A roda M(W,,)

As matroides roda e poco tém posto n, sdo auto-duais e todo elemento estd em uma

triade e em um tridngulo. Os dois proximos resultados foram obtidos por Tutte [18]. O
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Teorema 2.10 comprova que a roda e o pogo sao duas fundamentais familias de matroides
3-conexas e é conhecido como Teorema da Roda e do Poco. Um elemento e de uma
matroide 3-conexa M ¢ dito essencial quando ambas M\e e M /e néo sao 3-conexas.

Teorema 2.10. As seguintes afirmagoes sao equivalentes para uma matroide 3-conexa M

tendo pelo menos quatro elemento:

(i) Todo elemento de M ¢ essencial;
(ii) M tem posto pelo menos trés e é isomorfa a uma roda ou a wm pogo.
Teorema 2.11. Seja e um elemento essencial da matroide 3-conexa M. Entdo e estd em

uma triade ou em um tridngulo de M.

O teorema a seguir estabelece um relacao entre as operacoes de 1-soma e 2-soma ¢ a
3-conectividade e sera utilizado por diversas vezes nesta tese, em particular no Capitulo 4.

A demonstracao deste teorema e as operagoes de 1-soma e 2-soma podem ser encontradas
em [12].

Teorema 2.12. Uma matroide 2-conexa M ndo € 3-conexa se, e somente se, existem

matroides conexas My e My isomorfas a menores proprios de M tal que

M = M, &y M. (2.3)

2.3 Resultados Importantes

Nesta secao apresentamos alguns resultados importantes na caracterizagao das matroides
3-conexas e que serao uteis no decorrer desta tese. Segue do Teorema 2.11 que as triades
e triangulos desempenham um papel importante no estudo das matroides 3-conexas. Por

isso, vamos concentrar nosso interesse em triangulos e triades nesta secao.

Seja T1,Ts, ..., T, uma sequéncia nao-vazia de tridngulos e triades de uma matroide

M, e seja i € [k — 1], tais que

(i) {T;,T;+1} contém exatamente um tridngulo e uma triade;
(i) [T\ Topn| = 25 c
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(ili) (Tiqn —T) N (T UT U ... UT;) é vazio.

A sequéncia Ty, Ts, ..., T}, serd chamada de cadeia de M de comprimento k com elos
Ty, Ts, ..., T,,. Em uma matroide 3-conexa M que nao seja uma roda ou um pogo, uma
cadeia maximal é chamada de leque. Um leque pode ser do tipo-1, tipo-2 ou tipo-3,
dependendo se seu primeiro e ultimo elo sao, respectivamente, dois tridngulos, duas triades
ou um tridngulo e uma triade. Por exemplo, diremos que o conjunto F' = (x1, xs, T3, T4, T5)
é um leque do tipo-2 se os conjuntos {xi,zo,x3}, {x2,z3, 24} € {3, 24,25}, s@o, nesta

ordem, uma triade, um tridngulo e uma triade.

Oxley e Wu em [13]| mostraram nos dois resultados a seguir que os elementos extremos
de uma cadeia maximal nao sdo essenciais e que elementos essenciais percentem a um

leque de M, desde que M nao seja uma roda ou um poco.

Lema 2.13. Seja M uma matroide 3-conezxa tal que |E(M)| > 4 e suponha que M nao é
uma roda nem um pogo. Se Ty, Ty, ..., Ty, € uma cadeia maximal tal que T; = {e;, €11, €12}
para todo i € [k], entao os elementos de Ty, Ty, ..., Ty, podem ser rotulados de modo que

0s elementos extremos e € €xio NAO SAO €SSENcLas.

Teorema 2.14. Seja M uma matroide 3-conexa que nao seja uma roda mem um pogo.
Suponha que e € um elemento essencial de M. Entdao e estd em um leque. Além disso,

existem trés unicas possibilidades para esse leque.

(a) todo leque contendo o elemento e consiste de um simples triangulo e quaisquer dois

tais tridngulos interceptam em {e}; ou

(b) todo leque contendo o elemento e consiste de uma simples triade e quaisquer duas

tais triades interceptam em {e}; ou

(c) e estd em exatos trés leques; esses trés leques sao do mesmo tipo, cada um tem cinco
elementos, e juntos eles contém um total de seis elementos, e, dependendo se esses
leques sao do tipo-1 ou tipo-2, a remogao ou contragao, respectivamente, de M para

este conjunto de seis elementos € isomorfa a M(Ky).

O Lema 2.16, apresentado a seguir, foi demonstrado por Bixby em [1] e seré de grande
utilidade no decorrer desta tese. Este Lema é uma versao para matroides 3-conexas do
Teorema 2.15 obtido por Tutte em [18] para matroides conexas. A demonstrac¢ao de ambos
pode ser encontrada em [12].
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Teorema 2.15. Se M ¢ uma matroide conexa e e € E(M), entdo ou M/e é conexa ou

M\e ¢ coneza.

Lema 2.16. Seja M uma matroide 3-conexa sobre o conjunto E e seja e € E. Entao ou
si(M/e) ou co(M\e) é uma matroide 3-conexa. No primeiro caso, toda 2-separagao de

M/e é trivial e no sequndo caso toda 2-separagao de M\e € trivial.

Sobre os dois proximos resultados, o primeiro foi obtido por Tutte em [18] é conhecido

como o Lema do Tridgngulo de Tutte, e o segundo é sua versao dual.

Lema 2.17. Seja M uma matroide 3-conexa tendo pelo menos quatro elementos e suponha
que {e, f,g} € um triangulo de M tal que nem M\e nem M\ f sio 3-conexas. Entao M

tem uma triade que contém e e apenas um elemento dentre f e g.

Lema 2.18. Seja M uma matroide 3-conexa tendo pelo menos quatro elementos e suponha
que {e, f,g} € uma triade de M tal que nem M/e nem M/f sao 3-conexas. Entio M

tem uma tridngulo que contém e e apenas um elemento dentre f e g.

Os dois proximos resultados serao utilizados oportunamente nesta tese, o primeiro foi

obtido por Lemos em [7] e o segundo foi obtido por Lemos e Melo em |[8].

Lema 2.19. Suponha que M € uma matroide 3-conexa com pelo menos quatro elementos
e seja D um circuito de M. Se M\e ndo é 3-conexa para todo e € D, entio D intercepta

pelo menos duas triades de M.

Lema 2.20. SeT* é uma triade de uma matroide 3-conexa M que intersecta um tridngulo

T, entdo a matroide si(M/e) é 3-conexa para todo e € T* —T.

2.4 Geometria de Tutte

A Geometria de Tutte [6] esta estruturada a partir do conceito de circuito em uma
matroide. Como estamos lidando com circuitos esta serd uma ferramenta valiosa na
demonstracao de vérios resultados desta tese. Um fechado F' de Tutte em uma ma-
troide M ¢ definido como uma uniao de circuitos. A dimensao de F' ¢é definida como
dim(F) = r*(M|F) — 1. Deste modo, um fechado F' de Tutte tem dimensao zero se,
somente se, F' é um circuito de M. Denote por F(M) a familia de fechados de Tutte de
M.
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Definigao 2.21. Um subconjunto L de E(M) é dito ser uma Linha de Tutte quando L é
um fechado de Tutte e tem coposto dois.

Defini¢ao 2.22. Um subconjunto P de E(M) € dito ser um Plano de Tutte quando P é

um fechado de Tutte e tem coposto trés.

Seja F' um fechado de Tutte de M tal que dim(F') > 1. Tutte [16] mostrou que F' tem

uma particao, a qual é chamada de particao candnica de F' em M,
T7(F)={XCF:F-XeF(M) com dim(F)=dim(F-X)+1} ={X1,Xo,..., X},

para algum m > 2. Note que 7(F) é o conjunto de classes em série da matroide M |F. Em
particular, Tutte mostrou que:

(T1) Se C' é um circuito de M contido num fechado de Tutte F' de M, entao

C=F-U{Xen(F): XNnC =0}

Se L é uma linha de Tutte, entao
C(M|L)={L—-X1,L—Xs,...,L—X,,}

é a familia de circuitos da matroide M|L. Enquanto, se P é um plano de Tutte, entao
L(M|P)={P—-X,P—Xy,....,.P—X,,}

¢ a familia de linhas de Tutte contidas em P.

Um fechado de Tutte F' ¢ dito conexo quando a matroide M|F ¢ conexa. Tutte [16]

também mostrou que:

(T2) Seja F um fechado de Tutte conexo de uma matroide conexa M. Se e € E(M) — F,
entdo existe um fechado de Tutte conexo F' de M tal que FUe C F' e r*(F') =
r*(F) 4+ 1 (ver também [6]).

(T3) Se Ly e Ly s@o linhas de Tutte distintas e contidas em um plano de Tutte de M,

entao L N Ly contém um tnico circuito de M.

(T4) Se L é uma linha de Tutte conexa, entdao m > 3, ou seja, sua particdo canonica

possui pelo menos trés elementos.
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(T5) Seja C' é um circuito de uma matroide M. Se f e g sdo elementos distintos de cl/(C)
tais que M|[C'U f] e M|[C' U g] sdo matroides binarias, entao M|[C'U{f, g}] ¢ uma
matroide binaria (ver também [5]).

Lema 2.23. Sejam T uma triade de M e L uma linha de Tutte na matroide M cuja
particao canonica é w(L) = { X1, Xo, ..., X;n} comm > 2. SeT* C L, entao |T*NX;| # 2
para todo i € [m)].

Demonstra¢ao. Suponha, por contradi¢ao, que |T* N X;| = 2 para algum i € [m]. Por

hipotese, T* C L. Como L — X; é um circuito e |[T* N (L — X;)| = 1, chegamos a uma

contradicao pelo critério de ortogonalidade. O

24



Capitulo 3
Lema da Reducao

Este capitulo serd dividido em duas segoes. Na primeira secdo apresentamos o Lema
demonstrado por Lemos, Oxley e Reid [11], o qual caracteriza um par restri¢do-minimal.
Enunciamos apenas as propriedades que sao validas para um par (M, A) restricao-minimal
em que A é um circuito de M. No Corolario 3.3, apresentamos trés propriedades validas
apenas quando A = C' é um circuito de M. Na segunda se¢ao, demonstramos o Lema 3.7,
o qual denominamos de Lema da Redugao, no qual reduzimos o tamanho de |E(N)| em
uma unidade e procuramos uma matroide W, menor da matroide 3-conexa co(M \e), para
algum e € E(M) — cl(C), de modo que o par (W, N/a) seja menor-minimal, para algum
a € E(N). O elemento a foi escolhido de modo que ele nao pertence a nenhum triangulo
de M.

Estamos considerando que |E(N)| > 4 e que E(N) esta contido propriamente em um
circuito C' de M. Assim, N = M\ X/Y com X e Y subconjuntos nao vazios de E(M) tais
que X NY = (). Como comentado na Introdu¢do, a demonstragao do resultado principal
desta tese sera por indugao sobre |E(N)|. O resultado a seguir, demonstrado por Lemos
e Oxley em [10], servira de base para o processo de indugdo, no caso em que existe um
circuito C' de M contendo E(N) que nao é gerador de M. Antecipamos seu enunciado

aqui, pois o mesmo foi utilizado para conclusao da afirmagao (3.7.2).

Lema 3.1. Seja N uma matroide 4-circular. Suponha que o par (M, N) é menor-minimal.
Se eziste um circuito nao gerador C de M contendo E(N), entao |E(M)| = 8.

Observe, por exemplo, que a matroide M(Wy) (ver Figura 2.1) tendo E(N) como a
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restricdo ao seu aro, satisfaz as hipoteses do Lema 3.1.

3.1 Propriedades de um Par Restricao-Minimal

Nesta se¢ao, apresentamos o Lema 3.2 demonstrado por Lemos e Oxley em [11], o qual
caracteriza um par restri¢do-minimal (M, A) com A C E(M). Adaptamos o lema para o
caso em que A = C' é um circuito de M. Em seguida, demonstramos o Coroléario 3.3, no

qual apresentamos trés propriedades validas apenas quando A = C' é um circuito de M.

Lema 3.2. Seja (M, C) um par restri¢ao-minimal, entdo:

(i) Seee E(M)—cl(C), entao toda 2-separagao de M\e é trivial e a matroide co(M \e)
¢ 3-conexa. Além disso, si(M/e) ndo é 3-conexa.

(ii) See e E(M) — cl(C), entao e ¢ essencial e pertence a uma triade de M.

(iii) Se C nao é gerador de M, entao |E(M)| > 6 ¢ |C| > 3.

(iv) Se T é um triangulo e T* é uma triade de M tal que T # T* e T NT* # (), entao
T —T ={a} com a € cl(C).

(v) Toda triade T de M intercepta C.

(vi) Sejam 71,75 C E(M) tais que ambos sao triades ou ambos sao triangulos de M. Se
T1 U T2 — Cl(C) 7é @, entao |T1 N T2| < 1.

(vii) Se T' é um triangulo de M tal que {fi, fa} C T — cl(C), entao, para cada i € [2],
existe uma triade de M que intercepta {fi, fo} em {f;}.

(viii) Seja 7 a familia de triangulos que interceptam ambos cl(C) e E(M) — cl(C). Para
todo T em T existe um tnico elemento ar de "N E(N) e existe uma tnica cadeia
Ty, T, Ty cujo aro Ar esté contido em E(N) e é uma classe em série da matroide
M|C. Além disso, se T' e T" sdo elementos distintos de T, entao ar # apr e Ar # Apr.

(ix) Se r(C) < 3 e C nao ¢é gerador, entdo M ¢ isomorfa a roda de posto quatro tendo
cl(C) como seu aro.
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O proximo resultado vale apenas para pares restrigdo-minimais (M, C') quando C é
um circuito de M.

Corolario 3.3. Sejam (M,C) um par restrigao-minimal e C' um circuito de M. As se-
guintes afirmagoes sao verdadeiras:

(i) Se T* ¢ uma triade de M, entao |T* N C| > 2;
(i) Se T é um tridngulo de M, entao T N C # 0.

(iii) Se D € um circuito de M diferente de C, entao D N C # .

Demonstragao. (i) Pelo Lema 3.2(v), segue que T* N C' # (). Por ortogonalidade, tem-se
que [T*NC| > 2.

(ii) Seja 7" um triangulo de M e suponha que 7" C E(M) — C. Para todo e € T,
por definigao, o par (M\e,C') nao é restricio-minimal. Como (M\e)|C = M|C,
concluimos que M\e nédo é 3-conexa. Segue do Lema 2.17 que existe uma triade T*
de M tal que T*NT # (. Pelo item (i), |7* N C| > 2, implicando que TN C # (.

(iii) De fato, se DN C = (), entdo para todo d € D a matroide M\d nao é 3-conexa pois
tem C' como restrigao e o par (M, C') é restrigao-minimal. Segue do Lema 2.19 que
o circuito D intercepta pelo menos duas triades de M. Se T é uma dessas triades,
entdo, por ortoganalidade, |T* N D| > 2. Mas, pelo Corolario 3.2(i), [T*NC| > 2,
Portanto, D N C # (); uma contradigao.

]

3.2 Lema da Reducao

Nesta secao demonstramos o Lema 3.7, denominado de Lema da Reduc¢do. A demonstra-
¢ao do principal resultado da tese sera por indugao sobre |E(N)|. Por isso, escolhemos
um elemento a € E(N), e procuramos uma matroide 3-conexa W, menor da matroide
3-conexa co(M\e) tal que o par (W, N/a) é menor-minimal, em que e € E(M) — cl(C).

Escolhemos um elemento a que nao pertence a nenhum triangulo de M porém pertence a
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uma triade, T, de M a qual contém o elemento e € E(M)—cl(C) e tal que T —e C E(N).
Escrevemos, T = {e,a,b} com b € E(N).

Os dois proximos resultados serao utilizados diversas vezes na demonstracao do Lema
3.7. O primeiro deles foi demonstrado por Lemos e Oxley em [10] e o segundo obtemos

como consequéncia imediata do primeiro.

Lema 3.4. Seja N uma matroide conexa tendo pelo menos quatro elementos. Suponha
que o par (M, N) é menor-minimal. See € E(M)—E(N) e N € um menor das matroides
M/e e M\e, entao e pertence a uma triade T de M tal que T* —e C E(N).

Lema 3.5. Sejam f e g elementos distintos em E(M) — E(N). Se as matroides M\ f,
M/f, M\g e M/g tém N como menor, entao T; — f # T, — g.

Demonstragao. Pelo Lema 3.4, existem as triades T} e T tais que T} — f C E(N) e
Ty — g € E(N). Suponha que T} — f = Ty — g. Entao a matroide

M(T7; UTg) = Usg

implicando que (M*\f)* = M/f é 3-conexa; uma contradigao pois, por hipotese, M/ f

tem N como menor. O

Lema 3.6. Seja (M,N) um par menor-minimal e a um elemento de E(N) que ndo
pertence a nenhum triangulo de M. Se existe e € E(M) — cl(C) tal que a € T}, entao

existe um leque de M contendo T e tendo a como elemento terminal.

Demonstragao. Por hipotese, M é 3-conexa e diferente da roda e do pogo. Além disso,
existe um elemento e € E(M) — cl(C), o qual ¢é essencial pelo Lema 3.2(ii). Escolhemos
o elemento a, de modo que ele nao estd em nenhum tridngulo de M e existe a triade
Tr ={e,a,b} com {a,b} C E(N). Decorre do Teorema 2.14, que o elemento e pertence a
um leque de M, o qual contém a triade 7. e tem @ como um elemento terminal. O

3.6.1. T* pertence a um leque do tipo-2 cujo aro estd contido em E(N) e o(s) raio(s)

pertence(m) ao conjunto E(M) — cl(C).

Demonstragao. Pelo Lema 3.6, seja T,,T},...,T; para k > 2 um leque contendo o ele-
mento e e tendo a como elemento terminal. Suponha, por contradigao, que este leque é do
tipo-3, isto &, que T} é um triangulo. Vamos escrever, Top = T e T; = {e;, €11, €42} para
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todo i € [k]. Por hipotese {eg,e2} C E(N)e ey =e € E(M) — cl(C). Segue da existéncia
do triangulo T} que ez € E(M) — cl(C). Pelo Lema 3.4, e, € E(N). Pela hipotese de
indugdo, temos e € E(M) — cl(C) e exy1 € E(N), pois Ti_1 é uma triade. Concluimos
que o aro deste leque é um subconjunto de E(N). Assumimos que T = {eg, €xi1, €xro}
¢ um tridngulo, portanto, eyyo € E(M) — cl(C). Pelo Lema 3.4 existe uma triade 7*
de M contendo egyo tal que T* — €9 € E(N). Por ortogonalidade com T}, temos que
exr1 € T*. Agora, se eg € T*, entao M é isomorfa 4 roda ou ao pogo; uma contradigao.
Portanto, existe um elemento e, 3 € T* tal que Ty, T1,..., T, T é uma cadeia de M;

uma contradigao, pois, por hipotese, T, 11, ..., T, é uma cadeia maximal. O

Denotamos esse leque por F' = (a,e,b,¢,c) em que os elementos e e € estdo em
E(M) — cl(C) sao chamados de raios de F' (¢’ pode nao existir) e o conjunto {a,b,c} é
um subconjunto de E(N) que esta contido no aro.

Lema 3.7. Sejam (M, N) um par menor-minimal e (M, C) um par restri¢ao-minimal em
que C' € um circuito nao gerador de M contendo E(N). Escolha um elemento a em E(N)
tal que:

(i) @ nao pertence a nenhum tridngulo de M;

(ii) existe e € E(M) — cl(C) tal que a € T;.

Se W € uma matroide 3-conexa menor de M/a\e tendo N/a como menor tal que o par
(W, N/a) é menor-minimal, entdo

(I) W= M/a\e; ou

(II) W = M/a\e/€, para algum ' € E(M) — cl(C).

Mais ainda, quando (II) ocorre, ou (a,e,b, €', c) é um leque de M do tipo-2 com {a,b,c} C
E(N) ouTrUé é um 4-circuito de M.

Demonstragao. Pelo Lema 3.2(i) a matroide co(M\e) = M/a\e é 3-conexa. Por hipotese,
a matroide co(M\e) tem N/a como menor. Logo, a triade T = {e,a,b} com b € E(N) é
tnica. Assim, a matroide W existe e pode ser escrita como W = (M/a\e)\X/Y, onde X
e Y sdo subconjuntos disjuntos de E(M). Nosso objetivo sera mostrar que X = () e que
Y] <1.
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3.7.1. A matroide N é um menor da matroide W' = M\(X Ue)/Y.

Demonstragao. Por construgao, E(N/a) C E(W’). Note que a e b estao em série ou ambos
sao colagos na matroide M\e. Como W = W’/a é uma matroide 3-conexa e a matroide
W' nédo é 3-conexa, segue de [12] que existem trés possibilidades para o elemento a em
W' : ou a é um lago, ou é um colaco ou o elemento a estéa em série com algum elemento
de E(W). Por ortogonalidade, a ndo pode ser um lago de W’. Se a é um colago de W,
entao b também é um colago de W’. Logo, b é um colago da matroide 3-conexa W; uma
contradi¢ao. Portanto, o conjunto {a,b} &, de fato, uma classe em série de W’. Assim,
para obter W' de W, basta adicionar a em série com b. Assim, N é um menor de W’. [

3.7.2. |[E(OW)| > 4.
Demonstragao. Suponha que |E(W)| < 3. Como N/a é menor da matroide 3-conexa W,

segue que W = N/a. Portanto, |E(W)| = |E(N/a)| = 3. Por hipotese, |E(N)| > 4,
implicando que |E(N)| = 4. Assumimos que C' contém E(N) propriamente, logo

|C| > 5. (3.1)
Tendo em vista que N é um 4-circuito e C' nao gera M, segue do Lema 3.1 que
|E(M)| = 8. (3.2)

Além disso, existe um cocircuito D* de M que evita cl(C'). Pelo Corolario 3.3(i), D* nao

¢ uma triade da matroide 3-conexa M. Logo,
|D*| > 4. (3.3)
Combinando (3.1), (3.2) e (3.3), concluimos que
D*NC # (;
uma contradigao. O
Suponha que a matroide H = M \X / Y seja um menor da matroide M tendo a ma-
troide W como seu menor. Portanto, XCXUeeY CYUa O proximo resultado refere-
se a existéncia de uma 2-separacao especial para H quando esta nao for 3-conexa. Op-

tamos em repetir a demonstragao encontrada em [10] pois a existéncia dessa 2-separagao
serd muito importante para conclusao do Lema 3.7.
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3.7.3. Se H = M\X/Y ndo € 3-conexa, entio existe uma i-separacio {Z,V} de H com
i€ {1,2}, tal que |ZNEW)| <1 e Z € fechado em ambas H e H*.

Demonstra¢ao. Como H nao é 3-conexa ela tem uma i-separac¢ao com ¢ € [2]. Como W é

um menor 3-conexo de H devemos ter
min{|Z N EW)|,|[VnEW)|} <1.

Vamos assumir que
|ZNEW)| <1. (3.4)

Agora escolha uma tal i-separacao satisfazendo (3.4) e tal que |Z] seja maximo. Note

que, como |E(W)| > 4, devemos ter que
[VNEW) > 3. (3.5)

Se Z é fechado em ambas H e H*, o resultado vale. Assim, podemos assumir que existe

um elemento v de V' tal que v é gerado por Z em H ou H*. Assim,
rg(Z) =rg(ZUv) ou ry-(Z)=rg(ZUv),

dai,
ra(Z) +rg(Z) — |Z| > rg(ZUv) +ry«(ZUv) — |Z U],

logo,
Eu(Z) 2 Eu(Z Uv).

Assim, {Z Uwv,V — v} é uma j-separacao de H para algum j € [2]. Agora, como W &

3-conexa, temos que
minw{|(ZJv) N EW)[,|[(V —v)NEW)|} <1

Segue de (3.5) que, [(Z Uv)N E(W)| < 1. Portanto, {Z Uv,V — v} contradiz a escolha
de {Z,V} e (3.7.3) vale. O

Lema 3.8. Na matroide W = (M/a\e)\X/Y, temos X = ().

Demonstrag¢ao. Suponha que exista z em X e considere a matroide H = M\z. Por
construgao, temos x # e. Por (3.7.1), a matroide H = M\x tem N como menor, logo ndo
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¢ 3-conexa. Portanto, H tem uma 2-separagao {Z,V'} satisfazendo (3.7.3). Como M é

uma matroide 3-conexa, devemos ter

r(Z)+r(V)=r(M)+1 e z ¢ cd(Z)Jc(V). (3.6)

Para chegar a uma contradi¢ao e concluir que x nao existe e consequetemente X = (),
estabeleceremos que Z = ZNE(N) = {a, w} é um independente de M. Para alcancar esse
proposito dividimos a demonstragao em varias etapas. Observe inicialmente que decorre

da afirmacao (3.7.3) que

ZNE(N)C{a,w}. (3.7)

3.8.1. Nao ezistem elementos em série em M\x contidos em (Z N C) — w.

Demonstrag¢ao. Suponha falso e sejam z; e zp elementos distintos em (Z N C) — w que
estdo em série na matroide H = M\z. Portanto, T = {z, 21,22} ¢ uma triade de M
tal que T* N E(N) = (. As matroides M\zy, M\zy, M/z; e M/zy nao sao 3-conexas
pois tém N como menor. Pelo Lema 2.18 existe um triangulo T; de M contendo z; para
i € [2]. Suponha T} = Ty, = {21, 22, u}. Como Z é fechado em H, segue que = # u,
pois x ¢ cl(Z). Pelo resultado dual do Lema 2.20, a matroide co(M\u) é 3-conexa e
tem N como menor; uma contradigdo. Logo, T} # Ts. Escrevendo, Ty = {x,z1,v1} e
Ty = {x, 23,02} e lembrando que Z é fechado em H = M\z, concluimos que {vy,v2} C 'V,

pois x ¢ Z. Assim, existe um circuito D de M tal que
DCTiAT.

Mas, M é 3-conexa, logo ]l~)| > 3 implicando que v; € D para algum i € [2]. Portanto, os
circuitos D e C interceptam os conjuntos Z e V. Pelo Lema 2.6 o conjunto

C'=(DnzZ)yu(CnV)

é um circuito de M. Como, w ¢ C’, ele esta contido propriamente em C'; contradizendo o
axioma (C2). O

3.8.2. C gera Z. Em particular, e ¢ Z.
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Demonstragao. De fato, pelo Lema 3.2 itens (i) e (ii), se z € Z — cl(C), entao existe
uma triade 77 de M tal que T — 2 C E(N). Se TF ¢ Z, entao T: N Z = {z}. Assim, z
¢ um colago da matroide (M\z)|Z. Logo, {Z — z,V} é uma l-separagdo para matroide
M\{z, z}. Logo, que z € C; uma contradigao. Portanto, T C Z, implicando que

1ZNE(N)| =2.

Agora vamos garantir que existe um elemento 2’ diferente de z em Z — ¢l(C). Podemos
escrever M\x = My @y My com ponto base p. Como C nao gera Z em M, o conjunto
(C'NZ)Up nao gera Z em My. Mas, My é conexa pois M é 3-conexa. Logo, Mz nao
possui colagos. Isso garante a existéncia de z/, pois z ¢ cl(C), mas z pertence a um
circuito contido em Z o qual intercepta C' pelo Coroléario 3.3(iii). Pelo Lema 3.4 existe
uma triade 77, de M tal que

TF—2=1T,—2 CE(N);
o que contradiz o Lema 3.5. O
3.83. Z=7nC.

Demonstragao. Suponha, por contradi¢ao, que f € Z — (Z N C). Segue de (3.8.2) que

existe um circuito Dy de M contido em Z e tal que
feDyC(ZNC)UfCCUS.

Note que Dy — C = {f}. Portanto L = C' U Dy = C U{f} é uma linha de Tutte conexa,
pois C'N Dy # (. Vamos mostrar que Dy é um triangulo para obter uma contradigao.
Atingiremos esse objetivo apds uma série de etapas.

Seja (L) = {X1,Xa,..., X;n} com m > 3, a partigdo candnica de L. Inicialmente

vamos mostrar que:

3.8.3.1. |n(L)| = 3. Além disso, a ¢ Dy e Dy N E(N) = {w}.

Demonstragao. Segue da afirmacao (T'4) da se¢ao 2.4 que w(L) = {X1, Xs,..., X} com
m > 3. Vamos mostrar que m = 3. Claramente os conjuntos Dy — C' e C' — Dy sao

elementos dessa partigdo. Mostraremos agora que nao existe conjunto X’ em (L) tal que
X' #Dy—C e X'NE(N)=0. (3.8)
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Suponha falso, isto é, que existe um conjunto X’ em 7(L) satisfazendo (3.8). Entéao o
circuito L — X’ contém E(N). Logo, para todo g € X'U f, as matroides M\ f, M/ f, M\g
e M/g nao sao 3-conexas pois todas elas tém N como menor. Pelo Lema 3.4, existem
triades T e 1) de M tais que
T; —fCE(N) e Ty —g C E(N).

Como {f, g} C Dy, por ortogonalidade com as triades T} e T, e pelo fato de Z ser fechado
em H* concluimos que T; UT7 C Z. Dai,

Ti—f=T —g:
contradizendo o Lema 3.5. Afirmamos agora que

a ¢ Df e b % Df.

De fato, se a € Dy ou b € Dy, entao por ortogonalidade com a triade T = {e, a, b} e pelo
fato de Z ser fechado em H*, concluimos que e € Z, contradizendo (3.8.2). Portanto,
DyNE(N) ={w} e consequetemente m = 3. O

3.8.3.2. Se fi e fy sao elementos distintos de Z — C, entao

Dy — f1 € Dy, — f2 ou Dp, — f2 C Dy, — fr. (3.9)

Demonstrag¢ao. Suponha que existam elementos distintos f; e fo em Z — C. Por (3.8.2)

existem circuitos Dy, e Dy, de M contidos em Z e tais que
fl EDfl - (ZﬁC)Ufl QCUfl e fg EDf2 - (ZﬂC)Ufl - CUfQ.

Segue de (3.8.3.1) que os conjuntos Ly = C' U Dy, e Ly = C' U Dy, sao linhas de Tutte
conexas, cujas partigbes canonicas tém 3 elementos. Logo, elas sdo gréficas e portanto
binarias. Essas linhas estao contidas no plano de Tutte conexo P = C' U {f1, f2}, o qual
também ¢é binario pela afirmacao (7'5) da secao 2.4. Segue de (3.8.3.1) que w € Dy, N Dy,,
daf o conjunto L3z = Dy, U Dy, é uma linha de Tutte conexa, a qual evita o elemento a, e

cujo terceiro circuito D’ satisfaz
{fi, fa} C D' = D¢y ADy, e w ¢ D'.

Seja L4 a linha de Tutte que evita o elemento w. Ela contém D’ e intercepta as linhas L, e
Ly nos pontos D1 = C A Dy, e Dy = C A Dy,, respectivamente. Além disso, ainda podem
existir linhas L5 e Lg contendo os pares de circuitos, Dy e Dy, e Dy e Dy, respectivamente
(ver figura 3.1). Assim, existem trés possibilidades para parti¢ao 7(P), a saber:
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(i) m(P) = {X1, X3, X3, X4}; ou
(ii) 7(P) = {X17X2>X3,X47X5,X6}; ou

(111) TI'(P) = {X17X27X3,X4,X5} ou 7T(P) = {X17X2,X3,X4,X6}.

Figura 3.1: Linhas no Plano M|P

No caso (i), note que Ly e Lo s@o as unicas linhas de M|P evitando D’. Neste caso,
D' = X, U Xy = {f1, fo} ¢ um 2-circuito de M|P e portanto da matroide 3-conexa M,

uma contradi¢ao. Logo, f2 ndo pode existir.

No caso (ii), como existem as linhas de Tutte L e Lg, as quais s@o graficas e binarias
por (3.8.3.1), existe um circuito D" de M tal que

D'"=DyADy =(CADy)ADy =CA (D, ADp)=CAD

O circuito D" é diferente de C, porém ele contém E(N) U {fi, fo}. Assim, as matroides
M\ f1, M/ f1, M\ fo, M/ f> nao sdo 3-conexas pois tém N como menor. Pelo Lema 3.4,
existe triade 77, de M para i € [2] tal que T}, — fi € E(N). Segue do Lema 3.5 que

T - h AT — o
Por (3.8.3.1), temos w € D; NT;. Por ortogonalidade, devemos ter |D; N T;| > 2. Como

Z & fechado em H* concluimos que T} UTj, C Z, implicando que [Z N E(N)| > 3,
contradizendo (3.7).

No caso (iii), por simetria, vamos considerar apenas a existéncia de Ls. Note que
C:X3UX4UX5, Dfl :XQUX4UX5 (§ Df2 :X1UX4,

implicando que Dy, — fo € Dy, — fi. Logo, (3.9) vale. O
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3.8.3.3. Podemos rotular os elementos de Z — C por fi, fa, ..., fn, para algum inteiro n,
de modo que
Dfl_flngz_fQQ"'ngn_fn- (3'10)

Demonstragao. Para todo i € [n] temos
[i€Dy, CCUfC(ZNC)U fy.

Sem perda de generalidade, como Z—C' ¢ finito e por (3.9), podemos rotular seus elementos
de modo que
1Dl < |Dp,| < -+ < [ Dy, |-

Portanto, (3.10) vale e (3.8.3.3) segue. O

3.8.3.4. Sei € [n], entdo
|(sz'+1 - fi+1) - (sz - fz)‘ =1
Demonstrag¢ao. Suponha, por contradigdo, que existem elementos z; e 2o em

(Dfi+1 - fi+1) - (sz - fl)

Claramente, z; e z3 pertencem ao conjunto (ZNC)—w. Como {Z, V'} é uma 2-separagao da
matroide H = M\z, segue que {ZNC,V} é uma 2-separacao da matroide (M\z)|(CUV).
Assim,

{{z1,22},C UV — {21, 22}}

também ¢ uma 2-separagao da matroide (M\z)|(C U V). Agora observe que
CUV —{z1,22} gera {fi, fos- -\ [n}
De fato, para todo j € [n] temos
fi € Dy, ou f; € CA Dy,.

Portanto, {{z1, 22}, ZUV —{21, 22} } é¢ uma 2-separagao para matroide M\z. Logo, {21, 22}

estd contido em uma classe em série de M\z; contradizendo (3.8.1). O

3.8.3.5. Para todo i > 1 o conjunto {fi, zi, fiy1} € um tridngulo.
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Demonstrag¢ao. A matroide M|P = M|C U{f;, fi+1} € binaria, dai o conjunto

sz‘ JAN sz‘+1 = {fivziyfi-i-l}

contém um circuito da matroide M|P e portanto de M. Como M & 3-conexa esse circuito

¢ um triangulo e (3.8.3.5) vale. O

3.8.3.6. |Z —C|=1.

Demonstrag¢ao. Suponha, por contradigao que |Z — C| > 2. Sejam f; e fy elementos
distintos em Z — C. Por (3.8.3.5), existe z; € Z N C tal que o conjunto {f1, z1, f} € um
tridngulo. As matroides M\ f; e M\ f2 ndo sao 3-conexas pois elas tém N como menor.
Pelo Lema 2.17, existe uma triade T;* de M contendo f; para i € [2]. Se T} = T5, entao,
por ortogonalidade, temos

|Tz* n Dfi‘ 22

para i € [2]. Ainda, por ortogonalidade, temos
T30 (CA D) =1,

uma contradi¢ao. Logo, T} # T5. Assim, existem elementos distintos 2z e z; em C' tais que
o conjunto (zo, f1, 21, f2, 22) ¢ uma cadeia. Como T e T3 sdo as Unicas triades contendo
f1 e fo, respectivamente, segue que a matroide si(M/z;) ¢ 3-conexa e tem N como menor;

uma contradigao. Portanto, f, ndo pode existir e (3.8.3.6) vale. O]

3.8.3.7. Dy € um tridngulo de M.

Demonstragao. Segue de (3.8.3.1) que, se f € Dy —C, entdo L = CU Dy =CU f é uma
linha de Tutte conexa. Sua parti¢do canonica é m(L) = {X7, Xo, X3} com

Xlsz—C:{f},XQZDfﬁC (S X3:C—Df.

Além disso, w € Xy e E(N) —w C X3. Suponha que | X5| > 3. Entao existem elementos
distintos z; e 2 em Xy — w, os quais estdo contidos em uma classe em série de M|L.
Claramente, z; e 29 estdo (Z N C) — w. Como {Z,V} é uma 2-separagao da matroide
H = M\z, segue que {ZNC,V} é uma 2-separagao da matroide (M\z)|(C' UV). Assim,

{{Zl, ZQ}, C U V — {Z], 22}}
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também é uma 2-separagao da matroide (M\z)|(C' U V). Note que
CUV —{z1,2} gera f,

pois
fGDf ou fEOADf

Portanto, {{z1, 22}, ZUV —{21, 22} } é uma 2-separagao para matroide M\z. Logo, {21, 22}
esté contido em uma classe em série de M \z. Dai, o conjunto {z, 21, 25} ¢ uma triade de M
que nao intercepta E(N); contradizendo (3.8.1). Portanto, | Xs| =2 e Dy é um triangulo
de M. O

Vamos concluir (3.8.3). Escrevendo, Dy = {z,w, f}, com f € DN (cl(C)—C), temos
que {z,w} é uma classe em série da matroide M\x. Logo, se x € X, entao T; = {z, z, w}
¢ uma triade de M. Note que a matroide M/f tem o conjunto {z,z,w} como um 2-
separador nao trivial, implicando que nem ela nem a matroide si(M/f) sao 3-conexas.
Note que Dy NT # (. Como f € Dy — T, segue do resultado dual do Lema 2.20 que a
matroide co(M\ f) é 3-conexa (ver figura 3.2). Essa tltima matroide tem N como menor,
exceto se o conjunto {w, f,a} ¢ uma triade de M. Neste caso, temos a € Z, pois Z ¢
fechado em H. Note que, f € X, pois a matroide M/z tem {w, f} como uma classe
em paralelo. Segue da existéncia da triade T = {e,a,b} que o conjunto {w,a,b} esta
contido em uma classe em série S da matroide M\{e, f} com |S| > 3. Assim sendo, o
conjunto {w, b} é uma 2-classe em série da matroide 3-conexa W = (M /a\e)\X/Y; uma

contradi¢ao. Portanto, o elemento f nao existe e consequetemente o triangulo D; nao

pode existir. Logo, Z = Z N C é um independente de M. O]
Z
: f
w

Figura 3.2: co(M\ f) é 3-conexa

Utilizando os dois proximos resultados concluiremos o Lema 3.8.

3.84. Z=ZNE(N)={a,w}
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Demonstragao. Segue de (3.7) que ZN E(N) C {a,w}. Em (3.8.3) concluimos que,
r(Z)=\Z|=1ZNnC|.

Como {Z,V'} é uma 2-separagao da matroide H = M\z, segue do Lema 2.7 que, se z; e
29 sao elementos distintos de Z, entdo o conjunto {x, z1, 22} contém um cocircuito de M.
Suponha que |Z| > 3. Assim, r*(Z Uxz) = 2 e Z Uz esta contido em uma linha de M*
com pelo menos quatro elementos. Dai, existe z € Z N (C' — E(N)), tal que a matroide

(M*\z)* = M/z é 3-conexa e tem N como menor; uma contradigdo. Portanto,
r(Z)=\Z|=|ZNC|=2 (3.11)

e T¥ = {x,w, 2z} é uma triade de M satisfazendo 7)) — 2z C Z N C = Z. Assim, para
r € X, a matroide M\z nado ¢ 3-conexa e todas as suas 2-separagdes sao triviais por
(3.11). Segundo o Lema 2.16, a matroide co(M\z) é 3-conexa. Logo, ela ndo pode ter N

como um menor. Portanto, devemos ter {a,w} =2 C Z N E(N). O

3.8.4.1. Na triade T} = {e,a,b} devemos ter w = b.

Demonstragao. Segue do Lema 3.8.4 que, se z € X, entdao T = {x,a,w} ¢ uma triade de
M. Por (3.7.1), a matroide W’ = M\(X Ue)/Y tem a matroide circular N como menor
e o conjunto {a,b} como uma classe em série. Se w # b, entao o subconjunto {a, b, w} de
E(N) esta contido em uma classe em série S de W', tal que, |S| > 3. Assim, o conjunto
S —a & uma classe em série da matroide 3-conexa W = (M/a\e)\X/Y; uma contradigao.

Portanto, devemos ter w = b. O

Para concluir o Lema 3.8, segue de (3.8.4.1), que o leque pode ser escrito como,
F=T!=(a,e,b) ou F = (a,e b, e, c),
em que {e,e'} C E(M)—cl(C) e {a,b,c} C E(N). Por hipotese, = # e. Por (3.8.4) temos,
Z =ZNE(N)={a,b}.

Como Z é fechado em H e em H*, segue que, em ambos os casos, temos e € Z; contradi-

zendo (3.8.2). Finalmente, concluimos que, X = . O

Agora que concluimos que X = (), vamos analisar |Y|.
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Lema 3.9. |Y| < 1. Além disso, se y €Y, entdao ou y estd em uma triade de M que estd
contida em um 4-circutto de M ou y pertence a um leque, F, do tipo-2 de M.

Demonstragao. Sejay € Y e considere a matroide H = M /y. Decorre da afirmagao (3.7.1)
que N é menor de H e portanto H nao é 3-conexa. Logo, existe uma 2-separagao {Z,V'}
de H satisfazendo (3.7.3), isto é, Z é fechado em H e H* e |[Z N E(W)| < 1. Como M é

3-conexa, devemos ter

yecd(Z)yndV). (3.12)
3.9.1. Y Ua € um independente de M.
Demonstracio. Se Y Ua nao é independente de M, entdo existe um circuito D de M tal

que D C Y Ua. Escolha y € D —a e note que y ¢ um lago da matroide (M/a\e)/(Y —y).
Portanto, W = (M/a\e)/Y = (M/a\e)\y/(Y —y); o que contradiz o Lema 3.8. O

3.9.2. Z — e é independente de M/y.

Demonstrag¢ao. Suponha falso. Entdo existe um circuito D de M/y contido em Z — e.
Como Y Ua é independente de M por (3.9.1), segue que D — (Y U a) # . Portanto,

0#A#D—YUa)C(Z—e)—(YUa)=2Z—(YU{ae}) CZNEW) C {w}.

Assim, w existe e estd em D e D — (Y Ua) = {w}. Portanto, w é um lago da matroide

(M/y)/(D —w) e
yU (D —w) CY Ua,

implicando que W é um menor da matroide (M/y)/(D — w). Logo, w ¢ um lago da

matroide 3-conexa W; uma contradigao. O]

3.9.3. Se existe um tridngulo T, de M contendo y, entaoy ¢ cl(C), |[F|=5ey=¢€. Em

particular, existe circuito D de M tal que

yeDCTrU{y}
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Demonstragao. Suponha, por contradicao, que y € cl(C'). Escrevendo T, = {y, p, ¢}, pelo
Corolario 3.3(ii) temos que ¢ € C' — a e consequentemente p € cl(C).
Vamos mostrar que

yeC ou ped. (3.13)

De fato, se ambos nao pertencem a C, entdo as matroides M\p e M\y nao sao 3-conexas
pois ambas tém N como menor. Segue do Lema 2.17, que existem triades de M contendo
y e p. Note que nao pode existir uma tnica triade contendo y e p, pois, pelo Corolario
3.3(i), se T* & uma triade de M, entdo

T*NC| > 2.

Assim, existem triades 7 e Ty de M contendo os conjuntos {p,q} e {y,q}, respectiva-
mente. Assim, T, T, y» I,y € uma cadeia de M e como nao existe triade contendo p e y a

matroide si(M/q) é 3-conexa e portanto nao pode ter N como menor. Dai,
g€ E(N)—a.

Como W = (M/a\e)/Y e p # e, temos que: se p € Y, entdo ¢ é um lago de W, ou
se p € E(W), entao {p,q} ¢ um 2-circuito de W. Em ambos os casos, chegamos a uma

contradi¢ao. Portanto, (3.13) vale.

Logo, existem duas possibilidades:

(i) peCeyecdC)-C.
(ii) ge C—E(N)eped(C)-C.

3.9.3.1. T,N E(N) # 0.

Demonstragao. Suponha por contradi¢ao que T, N E(N) = 0 e seja z € {p,y}. Assim,
L = CU{z} é uma linha de Tutte conexa, cuja parti¢do canonica 7(M|L) tem {z} como
elemento fixo e um outro elemento X, contendo ¢ tal que o conjunto D' = (C'— X,) U{z}

é um circuito de M satisfazendo
q¢ D' e E(N)C D'

Assim, as matroides
M\q e M/q
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nao sao 3-conexas pois elas tém N como menor. Pelo Lema 3.4, existe triade T de M
tal que
T; —q C E(N).

Note que, [T, NT,| = 1; contradizendo o critério de ortogonalidade. Portanto, (3.9.3.1)
vale. O

Segue da afirmagao (3.9.3.1) que

1 <|T, N E(N)| < 2.

No caso (i), se |T, N E(N)| =2, entao {p,q} C E(N)—a é um 2-circuito da matroide
3-conexa W, uma contradi¢do. Se |7, N E(N)| = 1, entdo como W = (M/a\e)/Y e
e ¢ {p,q}, segue que p ou ¢ é um lago de W; uma contradi¢ao. Logo, (i) ndo pode

ocorrer.

No caso (ii), como y € cl(C') — E(N) temos |1, N E(N)| = 1 implicando que
g€ E(N)—aC E(W).

Neste caso, como W = (M/a\e)/Y e p # e, temos que: se p € Y, entdo ¢ é um lago de
W, ou se p € E(W), entdo {p,q} é um 2-circuito de W, em ambos os casos chegamos a

uma contradigao, pois W é 3-conexa. Logo, (ii) ndo pode ocorrer.

Portanto, y ¢ cl(C). Escrevendo T, = {y, p, ¢}, temos que
p¢c(C) e ge E(N)—a,

pois, pelo Corolario 3.2 (viii) existe uma tnica cadeia do tipo-2 contendo 7}, e cujo aro
estd contido em E(N). Note que p ¢ Y, do contrario ¢ é um lago de ambas as matroides
M/{y,p} e W; uma contradigdo pois W é 3-conexa. Observe também que p ¢ E(W),
caso contrario o conjunto {p,q} é um 2-circuito da matroide 3-conexa W; um absurdo.
Como W = (M/a\e)/Y, podemos ter p = e. Por ortogonalidade, entre T, e T, devemos
ter g = b e dai

y=¢ e |F|=5.

Como F' é um leque do tipo-2 de M com cinco elementos contendo 7T existe um circuito
D de M tal que y € D C T U{y}. O
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3.9.4. Se y nao pertence a nenhum tridngulo de M, entdo y estd em uma triade de M

que estd contida em um 4-circuito de M.

Demonstragao. Vamos dividir essa demonstragao em trés afirmacoes.

3.94.1. |Z]| > 3 ee € Z. Além disso, para todo 2-subconjunto Zy de Z — e o conjunto
ZyUe € uma triade de M.

Demonstrag¢ao. Como Z gera y por (3.12) e y ndo pertence a triangulos de M, segue que,
|Z| > 3. Por (3.4) temos,
IZNEW)| <1

e por (3.7.2) temos,
[EW)| = 4,

implicando que
VIZ[EW)-Z| = |EW)|-12=3.

Assim, |V —e| > 2 e como |Z| > 3, também vale que |Z —e| > 2. Portanto, {Z —e,V —e} &
uma 2-separacao para M /y\e. Pelo Lema 2.7, se Z; ¢ um 2-subconjunto de Z —e, entéo Z
contém um cocircuito de M /y\e. Assim, Zy U e contém um cocircuito de M /y e portanto
de M. Como M é 3-conexa, todo cocircuito tem pelo menos trés elementos, dai ZgU e é
uma triade de M. Além disso, e € Z, pois Z é fechado em H*. O

3.9.4.2. |Z] = 3.

Demonstrag¢ao. Suponha, por contradigao, que |Z| > 4. Segue de (3.9.4.1) que e € Z e
daf M*|Z é isomorfa a Uy |z. Assim, a matroide

(M*\e)* = M/e
¢é 3-conexa e tem N como menor; uma contradigao. L]

3.9.4.3. T U{y} € um circuito de M e Z =T.

Demonstragao. Por (3.12) temos que Z gera y, por (3.9.4.2) temos |Z| = 3 e como y nao

pertence a nenhum tridangulo de M, concluimos que ZUy é um circuito de M. Por hipoétese,
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existe a triade T = {e,a,b} de M. Em (3.9.4.1) vimos que e € Z, por ortogonalidade,
temos
0 (ZUy) > 2.

Dai, |T* N Z| > 2. Como Z é fechado em H*, concluimos que T C Z, implicando que

=7

e

Assim finalizamos a demonstracao da afirmagao (3.9.4). O

Para finalizar a demonstragao do Lema 3.9, falta mostrar que:

3.95. Y —y =0, ou seja, |Y| < 1.

Demonstragao. Suponha, por contradi¢do, que existe ¢y € Y — y. Segue de (3.9.4.3) que
y & cl(C), pois e € Z —cl(C) e ZUy & um circuito de M. Pelo Lema 3.2 itens (i) e (ii),

existe uma triade T;7 de M tal que
T, —y C E(N).
Como, ZUT; — cl(C) # 0, segue do Lema 3.2(vi) que
Ty N Z| < 1.

Por ortogonalidade temos,
Ty N (ZUy) =2,

implicando que
Ty N Z| =1, ouseja, |T, N{a,b}] =1. (3.14)

Agora, por (3.9.3) e (3.9.4.3) e independente se y' estar ou nao em algum triangulo de M
existe circuito D' de M tal que

yeD CTru{y'}
Logo, L = (Ty U{y}) U D' =Ty U{y,y'} é uma linha de Tutte de M. Sobre a parti¢ao

canonica dessa linha, segue-se que:
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(1) o conjunto {y'} é um elemento fixo, pois T Uy é circuito de M,

(2) como T C L, segue do Lema 2.23, que os elementos de 7. estdo em elementos
distintos da partigao;

(3) da existéncia da triade T, e de (3.14) concluimos que ou {y,a} ou {y,b} ¢ um
elemento da particao;

(4) por hipotese o elemento a € E(N) nao pertence a triangulos de M.

Concluimos que a parti¢ao de M|L é

m(M|L) = {{y,a}, {e}. {0}, {y'}}-
Portanto, y' pertence ao triangulo 7,y = {y/, e, b} implicando que 3’ = €’. Assim ,
(Zuy)NTy| =1

contradizendo o critério de ortogonalidade. Portanto, ¢’ nao existe e |Y| < 1. O
Agora o Lema 3.9 segue de (3.9.3), (3.9.4) e (3.9.5) . O

Vamos finalizar o Lema 3.7. Ao supormos que, W = (M /a\e)\X/Y, concluimos que,
X = 0 pelo Lema 3.8 e que |Y| < 1 pelo Lema 3.9. Logo, existem duas possibilidades
para matroide W :

(i) Se Y = 0, entao W = co(M\e) = M/a\e é 3-conexa pelo Lema 3.2(i) e e € T =
{e,a,b} onde T é uma triade de M com b € E(N). Logo, o item (I) do Lema 3.7

ocorre; ou

(ii) Se Y = {€'}, entdo ¢ ¢ cl(C) e W = M/a\e/e' é 3-conexa e F' = (a,e,b, e, c) ¢ um
leque do tipo-2 de M com {a,b,c} C E(N) ou T U €' é um 4-circuito de M. Logo,
o item (II) do Lema 3.7 ocorre.
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Capitulo 4

Estimando |E(M) — E(N)|

Este capitulo esta dividido em quatro se¢oes. Na primeira secdao, mostramos no Lema 4.1
que |E(M)| < 8 quando |E(N)| = 4, supondo que todo circuito de M contendo E(N) é
gerador de M, desde que M nao possua menor isomorfo a matroide M(P) em que P é
um prisma. Na segunda secao, apresentamos o resultado principal sob a forma de uma
Conjectura 4.3 parametrizada por constantes « e 5 Mostramos no Lema 4.4 que se M

¢ isomorfa & roda M (W) ou ao pogo W™, entdo o par menor-minimal (M, N) satisfaz a
Conjectura 4.3, desde que o > 2 e = 8 — 4. No Lema 4.5, mostramos que se (M, N)

¢ um par menor-minimal que é um contra-exemplo para Conjectura 4.3 tal que |E(M)| é
minimo, entao todo circuito de M contendo F(N) é gerador, desde que o > 3 e 5= 8—4av.

Na terceira secao, definimos a funcéo conectividade de Seymour e apresentamos o Lema
4.10, uma adaptagcao feita por Lemos e Oxley em [10] de um resultado obtido por Seymour
[14] que caracteriza um par (M, M"") menor-minimal satisfazendo ky (A, B) > 1, em que
{A, B} ¢ uma 2-separacao exata da matroide M". Utilizamos esse lema para mostrar a
Proposigao 4.13, supondo que o par (M, N) é menor-minimal e é um contra-exemplo para
Conjectura 4.3, que existe um elemento e € E(M) — C tal que a matroide co(M\e) é
3-conexa e concluimos que sao necessarios adicionar no maximo quatro novos elementos
para destruir a 2-separagao { A, B}. Na quarta e tltima se¢do, no Lema 4.18 garantimos a
existéncia de um elemento e existe tal que a matroide co(M\e) é 3-conexa. Em seguida,

no Teorema 4.19 concluimos o principal resultado desta tese.
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4.1 O caso |[E(N)| =4

Nesta se¢ao mostramos que o resultado principal vale quando |E(N)| = 4, desde que a

matroide M ndo possua menor isomorfo & M(P), em que P é um prisma.

Lema 4.1. Seja N uma matroide 4-circular. Se o par (M, N) é menor-minimal e todo
circuito C de M contendo E(N) é gerador de M, entao

[E(M)] <8,

desde que M mdo possua um menor isomorfo ao prisma.

Demonstrag¢ao. Como |E(N)| = 4 segue do Teorema 4.9 que |E(M)| < 9. Suponha, por
contradigao, que
|[E(M)| =09. (4.1)

Seja C' um circuito de M contendo E(N). Entao, o par (M, C') é restrigdo-minimal e C
gera E(M). Do Teorema 1.1 e de (4.1) segue que

6<|C| <8 (4.2)
Vamos analisar os trés casos separadamente. Seja E(N) = {a, b, ¢, d}.

Caso 1: Considere |C| = 8. Seja e € E(M) — C. Note que F(M\e) = C, implicando
que
M\€ = U7,8 e M= U7,9.

Escolhendo f € C'— E(N), temos que a matroide M/f = Uss. Mas, A(Usg) = 3 e a

matroide M/ f é 3-conexa; uma contradi¢ao pois ela tem N como menor.

Caso 2: Considere |C| = 7. Escreva E(M) — C = {e;,e2}. Como C' é um conjunto
gerador de M, para todo i € [2], o conjunto L., = E(N)Ue; é¢ uma linha de Tutte conexa.

A particao candnica 7(L,,) possui pelo menos trés elementos. Observe que:

(i) Para todo e € E(M) — C existe um circuito D, de M tal que e € D, C C'Ue. Além
disso, por (3.8.3.1), temos D, N E(N) # ().

(ii) Se n(Le) ={a,b,c,d,e} e e € E(M) — C, entao a matroide 3-conexa
M’ = M\[E(M) = CUl/[C — E(N)] 2 Uy

tem N como menor; uma contradigao.
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Temos as seguintes possibilidades para as linhas de Tutte 7(Le,) e m(L,,), a saber:

(2.1) Seja w(L,) = {a,b,{c,d},e1}. Se
T(Le,) = m(Ley) ou m(Le,) = {{a,b},c,d, e},

entdo o conjunto {a,b} é uma 2-classe em série da matroide 3-conexa M; uma
contradicao. Se

m(Ley) = {a,{b,c},d,ea} ou w(Le,) = {{a,b},c,d, e}

entdo a matroide M’ = M/[C — E(N)] é 3-conexa e tem N como menor; uma

contradicao.
(2.2) Seja w(L.,) = {{a,b},{c,d},e1}. Se
W(Lel) = F(Lez) ou 7T(L€2) = {av b, {C7 d}a 62}7

entdao o conjunto {a,b} é uma 2-classe em série da matroide 3-conexa M; uma con-
tradigao. Se m(Le,) = {a,{b,c},d, s}, entdo a matroide M’ = M/[C — E(N)] = W3
¢ 3-conexa e tem N como menor; uma contradigao. Se w(L.,) = {{a,c},{b,d},es},
entdao M' = M/|[C — E(N)] = M(Ky) é 3-conexa e tem N como menor; uma con-

tradigao.
(2.3) Sejay € C — E(N) e suponha que 7(Le,) = {{a,b,c},{d,y},e1}. Se
W(Lez) = {a, {b7 y}v{c> d}vGQ}ﬂou

W(Lez) = {{av b}7 {Ca d, y}7 62}7 ou
{{av bv y}v {C7 d}7 62},

=X
h
g

I

entao a matroide M’ = M/[C' — E(N) U y| é 3-conexa e tem N como menor; uma

contradi¢ao. Se

W(L@) = {avbv {C> da y}v 62} ou W(Lez) = {{av Z/}, {b> ¢, d}>€2})

entdo os conjuntos {a,b} e {b,c} sdo, respectivamente, uma 2-classe em série da

matroide 3-conexa M; uma contradigao.
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Caso 3: Considere |C| = 6. Escreva E(M) — C = {ey, €3, e3}. Como C' é um conjunto
gerador de M, os conjuntos L., = E(N)Uey, Lo, = E(N)Uey e L., = E(N) U es sao
linhas de Tutte conexas. As parti¢des canodnicas 7(Le,), m(Le,) € m(Le,) possuem pelo
menos trés elementos cada. As observagoes feitas no Caso 2, continuam véalidas neste

caso. Assim, temos as seguintes possibilidades para essas parti¢oes:
(3.1) Se w(L.,) = {{a,b},{c,d},e1} e n(L.,) = {{a,c},{b,d},es}, entao
M' = M\e3/|C — E(N)| = M(K,)

é 3-conexa e tem N como um menor; uma contradi¢ao.

(3.2) Se
m(Le,) = {{a, b}, {c,d} e}
7‘-([@2) = {{CL, b}>{ca d}ae2}
F(Lea) = {{G,C}7{b},{d},€3}7
entao M’ = M\ey/[C — E(N)] = W3 é 3-conexa e tem N como menor; uma
contradicao.
(3.3) Se

7(Le,) = {{a,b},{c,d},e;} ou w(L.,) = {{a,b},c,d, e;},Vie [3

entao o conjunto {c,d} (ou {a,b}) é uma 2-classe em série da matroide 3-conexa M;

uma contradicao.

(3.4) Seye C—E(N)e

m(Le,) = {{a,b},{c,d,y}, en}
7T(Le2) = {{bv 6}7{a7d7 y}an}
Tr(Lea) = {{CL, y},{b, G, d}763}7

entdo M' = M/[C — E(N)Uy] = M(Wy) é 3-conexa e tem N como menor; uma

contradicao.
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(3.5) Se
m(Le,) = {{a, b}, {c}, {d},er} e m(Le,) = {{a, c}, {0}, {d}, ea},
entdo M\e3/[C — E(N)] & Qs (Qs ¢ obtida de W? relaxando um tnico circuito

hiperplano) é 3-conexa e tem N como menor; uma contradi¢ao.

(3.6) Se
7T-(Lel) = {{a»b}v{c}a{d}uel}
7T<L€2) = {{CL?b}v{c}ﬂ{d}ﬂeQ}
m(Ley) = {{a,c},{b,d}, es},

entdo M' = M\ey/[[C — E(N)] & W3 é 3-conexa e tem N como menor; uma
contradicao.
(3.7) Seye C—E(N) e
Tr(Lel) = {{a’ b’ y}? {C7 d}? 61}
W(Lez) = {{CL, ba C}v {dv y}v 62}
W(Leg) = {{b7 y}7 {CL, ¢, d}7 63}7

entdo a matroide M’ = M/[(C' — E(N))Uy] é 3-conexa e tem N como menor; uma
contradigao.
(3.8) Seye C—E(N)e
7T(Lﬁ’l) = {{av b, C}7 {d7 y}7 61}
{{(I, bv d}v {07 y}) 62}
{{a7 b}a {Ca y}a {d}7 63}7

A A
&~
& 9
[

entdo {a,b} é uma 2-classe em série da matroide 3-conexa M; uma contradigao.
(3.9) Seye C—E(N) e
Tr(Lel) = {{CL, ba C}, {d7 9}7 61}

{{aa b, d}v {C, y}7 62}
{{a’7 ) d}7 {bv y}7 63}7

A A
=
g 8
I
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entao a matroide M’ = M/[(C — E(N))Uy] é 3-conexa e tem N como menor; uma

contradicao.
(3.10) Se {z,y} CC—FE(N)e
7T(Lel) = {{a’v ¢, d7 y}7 {ba .I‘}, 61}

W(Lez) = {{a,b,y},{qd,:p},eg}
W(Lezs) = {{a,b,d,x},{c,y},e3},

entao M é isomorfa & M(P) em que P é um prisma (veja Figura 4.1). Neste caso

nao chegamos a uma contradigao.

€2

d
Figura 4.1: M = M(P)
O

Corolario 4.2. Seja N uma matroide 4-circular. Se o par (M,N) é menor-minimal,

entao
|[E(M)| <38,

desde que M ndo possua menor isomorfo a M(P) em que P € um prisma.

Demonstracdo. Imediato dos Lemas 3.1 e 4.1. O

4.2 M é hamiltoniana

Nesta secao, enunciamos nosso resultado principal sob a forma de uma Conjectura para-
metrizada por constantes a e SEm seguida, no Lema 4.4 e na Proposicao 4.5 encontramos

ol



propriedades para um par (M, N) satisfazer tal conjectura através dos valores dos para-
métros « e § A partir de agora, vamos considerar que |E(N)| > 5.

Conjectura 4.3. Sejam N uma matroide circular. Dados o e fnimeros inteiros, se o

par (M, N) é menor-minimal, entao
[E(M)| < alE(N)[ + 3 (4.3)

Lema 4.4. Sejam (M, N) um par menor-minimal e N circular. Suponha que M € iso-
morfa a uma roda ou a um pogo. Se a = 2 e = 8 — 4a, entao o par (M, N) satisfaz a
Conjectura 4.35.

Demonstracao. Podemos rotular os elementos de M por
E(M) = {ah blv a2, b27 weey Ui,y bn}a

de forma que, para cada i € [n] o conjunto {b;_1, a;, b;} € um tridngulo de M onde os indices
sao tomados modulo n (veja Figura 2.1). Observe que o conjunto A = {ay,as, ...,a,} € o
aro de M, o qual é um circuito hiperplano, no caso da roda, e € uma base, no caso do pogo.
Lembre que o pogo é obtido da roda relaxando o circuito hiperplano A. Como |E(N)| > 5,
temos que

n=r(M)>r(N)=|E(N)|—1>4.

Se |E(N)| = n, entao

alE(N)|+ 58> an+p
> 2n—2n+an+ 8 — 4o
= 2n+(n—4)(a—2)
> 2n=|E(M)|.

Portanto, se |E(N)| > n, entao a Conjectura 4.3 é valida para o par (M, N).

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que

|[E(N)|<n-—1. (4.4)
Considere o conjunto A — E(N) = {a; : i € [n]}. Segue de (4.4) que

A— E(N) # 0.
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Mostraremos agora que
N nao é menor de M/a quando a € A— E(N). (4.5)

Suponha, por contradigao, que N é menor de M/a; para algum a; € A — E(N). Como

{bi—1,b;} € um 2-circuito de M/a; e N & simples, entao
bi_1 ¢ E(N) ou b; ¢ E(N)

Assim, podemos escolher elementos de si(M/a;) tal que esta tenha N como menor; uma
contradicao, pois si(M/a;) é 3-conexa.

Agora, mostraremos que

|A— E(N)| =1 (4.6)

De fato, suponha que (4.6) falha. Logo, |[A — E(N)| > 2, pois A — E(N) # (. Entao
existem subconjuntos disjuntos X e Y de E(M) tais que N = M\ X/Y. Por (4.5), temos

A~ E(N)C X.

Mas, se a; e a; sao elementos distintos de A — E(N), entdo a matroide M\{a;,a;} ndo é
conexa. Seja {Z,V} uma l-separacao para M\{a;,a;}. Como N é conexa e é menor de
M\{ai,a;}, temos que

E(N)C Z ou E(N)CV,

digamos E(N) C V. Note que
N=M\(XUZ)/(Y - 2)=M\[(XUZ)—al/[(Y = Z) Ua]
contradizendo (4.5). De (4.4) e de (4.6) conclui-se que
|[E(N)| =n—1.
Mas, neste caso, temos

alE(N)|+8 = an—1)+p

> an—1)+8—4a
= 2n—2
= [EM)] -2
e a Conjectura 4.3 nao é valida para o par (M, N). O]
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Proposicao 4.5. Suponha que (M,N) seja um par menor-minimal que € um contra-
exemplo para Conjectura 4.3 tal que |E(M)| é minima. Se a > 3 e = 8 — 4av, entao
todo circuito de M que contém E(N) é hamiltoniano.

Demonstragao. Seja C' um circuito de M contendo F(N). Suponha, por contradi¢ao, que

C nao é hamiltoniano. Consequentemente,
E(M) —c(C) # 0. (4.7)
Seja f € E(M) — cl(C). Segue do Lema 3.2 itens (i) e (ii) que a matroide
co(M\f) & 3-conexa (4.8)
o elemento f ¢ essencial e pertence a uma triade 77 de M tal que
17 — f C E(N). (4.9)

Lema 4.6. Se f é um elemento de E(M) — cl(C), entao [ estd em um leque do tipo-
2, com 8 ou 5 elementos, cujo aro estd contido em E(N) e o(s) raio(s) pertence(m) a

E(M) —c(C).

Demonstra¢ao. Mostraremos que existe um elemento a € E(N) tal que a matroide M /a\ f
¢ 3-conexa e tem um menor 3-conexo W tal que o par (W, N/a) é menor-minimal satis-

fazendo

(I) Existe leque (a, f,b) de M e W = M/a\ f; ou
(IT) Existe leque (a, f,b, f',c¢) de M do tipo-2 com {f, f'} C E(M) — cl(C) e {a,b,c} C
E(N) e W = M/a\f/"

Seja T; = {f,a,b} a tnica' triade de M contendo f e tal que {a,b} € E(N). Existem
apenas as duas seguintes possibilidades para f :

(i) f ndo esta em nenhum triangulo de M; ou

(ii) f esta em algum triangulo de M.

LA unicidade é garantida por Lemos e Oxley em [10]
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Se (i) ocorre, entao nem a nem b pertencem a tridngulos de M. De fato, se existe tridngulo
T de M contendo a ou b, por ortogonalidade com 77, temos que {a,b} C T. Como f ¢ T,
pelo Lema 2.20 a matroide co(M\ f) nao é 3-conexa; contradizendo (4.8). Portanto,
F = (a, f,b) ¢ um leque de M com 3 elementos, W = M\a/f e (I) vale fazendo e = f no
Lema 3.7.

Se (ii) ocorre, entao existe triangulo Ty de M contendo f. Por ortogonalidade com 77
e como f € E(N) — cl(C), sem perda de generalidade, podemos escrever

Ty = {£.5,f'} com f' € B(M)—cl(C).

Como o par (M, N) é menor-minimal e E(N) C C, entao o par (M, C) é restrigao-minimal.
Segue do Lema 3.2 (viii) que existe uma cadeia T}, Ty, T cujo aro esté contido em E(N)
e os raios estdo em E(M) — cl(C). Em particular, T} = T} e o primeiro elemento a esta
em F(N) e ndo estd em nenhum triangulo de M (por simetria o outro elemento terminal
¢ desta cadeia também estd em E(N) e ndo pertence a nenhum triangulo de M). Segue
do Lema 3.7 que a matroide co(M\ f) tem um menor 3-conexo W = M/a\ f/f tal que o
par (W, N/a) é menor-minimal e (a, f,b, f’,¢) é um leque do tipo-2 e (II) vale. Logo, o
Lema 4.6 segue. O]

Vamos concluir a Proposicao 4.5. No Lema 4.6, concluimos que (I) ou (II) vale.

Portanto, podemos aplicar o Lema 3.7 ao par menor-minimal
(W, N/a).

Deste modo,

[E(M)| = [E(W)| <3,
implicando que a Conjectura 4.3 vale para o par (W, N/a). Consequetemente,
[E(W)| < alE(N/a)| + = a|E(N)| — o+

Logo,
|[E(M)| =3 < a|E(N)|—a+

Assim,
|[E(M)| < a|E(N)| + /o +3.
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Como, (M, N) é um contra-exemplo para Conjectura 4.3, devemos ter

—a+3 >0,
ou seja,
a < 3,
contradizendo a hipdtese que
a = 3.
Portanto, o circuito C' é hamiltoniano, ou seja, ele é um gerador da matroide M. O]

Lema 4.7. Toda triade de M intersecta E(N).

Demonstragao. Seja T* uma triade de M e suponha, por contradigao, que 7% N E(N) =
(. Segue do Corolario 3.3(1) que |T* N C| > 2. Sejam f; e fo elementos distintos em
T*N(C — E(N)). As matroides M/ fi e M/ f, ndo sdo 3-conexas pois ambas tém N como
menor. Segue do Lema 2.18 que existe um triangulo 7; de M contendo f; com i € [2]. Se
Ty # Ty, entdao podemos escolher os elementos de M de modo que a matroide si(M/f;) é
3-conexa e tem N como menor; contradizendo a escolha de M. Se Ty = Ty = {u, f1, f2},
entdo o conjunto C" = (C' — {f1, fo}) Uu é um circuito de M que contém E(N) e nao é

hamiltoniano; contradizendo a Proposicao 4.5. O]

Corolario 4.8. Suponha que existam elementos e e ¢’ em E(M)— C' tais que a matroide
M\{e,e'} tem N como menor. Entdo, nao existem triades T e T de M contendo e e

e/, respectivamente, tais que T) —e =T, —¢€'.

Demonstragao. Suponha falso, isto é, que existem elementos e e €’ e triades de M tais
Tr —e = T4 — €. Segue do Lema 4.7 que T N E(N) # 0 e T, N E(N) # (. Mas,
M*|(T; UT}) = Usy, implicando que o conjunto 7% = {e, €, a} é uma triade de M. Seja
C' um circuito de M e de M\{e, €'} que contém E(N). Por ortogonalidade, temos que
|T* N C| = 1; uma contradigao. O

Em 2003, Lemos e Oxley em [10] apresentaram no teorema a seguir um limite superior

para
|[E(M) — E(N)|.
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Teorema 4.9. Seja N um matroide nao-vazia e e suponha que o par (M, N) é menor-

minimal. Entdo,

|[E(M) — E(N)| <22(A(N) —1) +5(X\(N) —1).

No teorema acima A;(N) representa o nimero de componentes conexas de N. Uma
matroide N pode ser construida de uma colegao Ay(N) de matroides 3-conexas usando
as operagoes de soma direta e 2-soma. Segundo Cunningnham e Edmonds [3]|, Ag(V) é

tnico a menos de isomorfismos. Seja A\2(/N) o nimero de matroides em Ay(NV).
Se N é uma matroide circular, entao
M(N)=1 e XN(N)=|E(N)|—2.
Segue do Teorema 4.9 que,
|[E(M)] < 6|E(N)| —15.
Até agora, vimos que
a>=3 e 28—

Nosso objetivo a partir de agora serda mostrar que
az=b e 28—4a

para concluir que
|E(M)| <5|E(N)| —12.

4.3 A funcao conectividade por Seymour

Sejam A e B subconjuntos de E(M). Entao, ky (A, B) = min{r(X) +r(Y) —r(M)}
onde o minimo é tomado sobre todas as partigoes {X,Y} de F(M) com AC X e BCY.
Essa fungao, a qual foi utilizada por Seymour em [14], é equivalente & funcao k(M; X,Y)
introduzida por Tutte em [16]. De fato, kp(X,Y) = k(M; X,Y) — 1. Além disso, as
definigoes de kp(X,Y) e £(X) (apresentada no Capitulo 1) sdo equivalentes para todo
subconjunto X de E(M). Seymour [14], analisou a estrutura de uma matroide M tendo
um menor N tal que {A, B} é uma parti¢ao de E(N) e M é menor-minimal tendo N
como menor e satisfazendo ky (A, B) > kn(A, B). O resultado de Seymour foi adaptado
por Lemos e Oxley [10] para o caso em que {A, B} é uma 2-separagao exata de N.
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Lema 4.10. Seja {A, B} uma 2-separagio exata da matroide N. Suponha que o par
(M, N) é menor-minimal e M satisfaz ky(A, B) > 1.

(i) Existem tnicos subconjuntos P e @ de E(M) tal que N = M\P/Q.

(ii) Seja M, para denotar M\z quando z € P e denotar M/z quando z € Q. Entdo M,
tem wma unica 2-separagao exata {X.,Y,} tal que AC X, e BCY,.

(iii) Os elementos de P U Q podem ser rotulados como z1, zg, ..., 2z, de modo que X,, =
AU {2’1, 29y vuny Zi—l} € }/ZL =BU {zi+17 Zid 2y eens Zn}

(iv) Os elementos zy, za, ..., 2, sGo alternadamente elementos de P e Q.

(v) M nao tem circuito D tal que D C PUQ e |D — Q| <1, e M nao tem cocircuito
D* tal que D* CPUQ e |D*—P| <1

(vi) Para todo i > 1 se z; € P, existe um circuito D de M tal que {z;_1,2z;} € D e
D—{z_1,2z} C(@QnN{z :7>1i})UB. Se z; € Q, existe um cocircuito D* de M
tal que {zi_1,2} C D* e D* —{z;_1,2;} € (PN{z :j > i})UB. Além disso, o

resultado correspondente vale para todo i <n com A e B intercalados.

Utilizando o Lema 4.10, Lemos e Oxley em [10] mostraram o resultado a seguir, o qual

nao apresentamos o enunciado em sua integra.

Lema 4.11. Seja {A, B} uma 2-separagao exata da matroide N. Se M ¢é uma matroide

menor-minimal tendo N como um menor e satisfazendo ky (A, B) > 1, entdo

[E(M) - E(N)| < 5.

Seja e € E(M) — C tal que a matroide co(M\e) é 3-conexa. A matroide M\e nao é
3-conexa pois tem N como menor. Sejam Si,.5,...,95, as classes em série ndo-triviais
de M\e. Nosso objetivo serd mostrar que n = 1. Isto é, a matroide M\e possui uma
tnica classe em série S nao-trivial. A ideia da demonstracao utilizada aqui é semelhante
a utilizada por Lemos e Oxley em [10]. Sendo assim, vamos supor que |S;| > 3, para
algum i € [n].

4.11.1. Sejam e € E(M) — C e S uma classe em série nao-trivial da matroide M\e tal
que co(M\e) é 3-coneza.
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(i) Se |S| = 3, entao S C E(N).

(ii) Se |S| =2, entao SN E(N) # 0.

Demonstragao. (i) Sejam a e b elementos distintos em S. Note que o conjunto {a, b} é um
2-cocircuito em M\e. Como M é 3-conexa o conjunto {e,a,b} é uma triade de M.
Como |S| > 3, a matroide M*|(SUe) = Uy |g4+1 ¢ uma linha com pelo menos quatro
elementos. Suponha, por absurdo, que existe x € S — FE(NN). Entao a matroide

(M*\x)* = M/x é 3-conexa e tem N como menor; uma contradi¢gdo. Portanto,
S C E(N).

(ii) Suponha, por contradigao, que SN E(N) = (). Como S Ue é uma triade da matroide
3-conexa M; chegamos a uma contradigao pelo Lema 4.7.

]

Decorre de (4.11.1) que existe um elemento w; € SN E(N) para todo i € [n]. Assim,

podemos escrever

M' = co(M\e) = M\e/ 0(5’@ — w;). (4.10)
Considere também a matroide B
N’:N/O(Si—wi)ﬂE(N). (4.11)
i=1
4.11.2. Para todo i € [n], S; Ue € uma colinha.

Demonstragao. De fato, se a e b sdo elementos distintos de S;, ent@o o conjunto {e, a, b} é
uma triade da matroide 3-conexa M. Portanto, M*|(S;Ue) = Uy js,41 € (4.11.2) vale. [

4.11.3. Para todo i € [n], temos que S; C E(N) oun = 2.

Demonstragio. Suponha que S; ¢ E(N) para algum i € [n]. Digamos ¢ = 1. Seja a €
S1— E(N). A matroide M/a nao é 3-conexa pois ela tem N como menor. Seja {ZUe, V'}
uma 2-separagao para matroide M/a. Como M é 3-conexa, devemos ter

acc(ZUe)Ne(V). (4.12)
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Suponha que |Z| = 1. Escrevendo Z = {z}, segue que {z,e} é um 2-circuito de M/a.
Logo, T' = {a, z,e} é um tridngulo de M. Mas, por (4.11.2) S; U e é uma colinha para
todo i € [n]. Como n > 2, chegamos a uma contradi¢ao pelo critério de ortogonalidade.
Portanto, |Z| > 2. Assim, {Z,V} ¢ uma 2-separacao da matroide

M/a\e = M\e/a,

implicando que Z gera e em M /a por (4.12). Como as 2-separagoes de M \e s@o induzidas

pelas classes S/s para todo i € [n], devemos ter
7 c Sl ou V - Sz'7

par algum i € [n]. Suponha que Z C S;. Entao S;Ua gera e em M, implicando que n = 2.
De fato, se n > 3, ent@o existe j € [n], com j # i, tal que S; U e é uma colinha por
(4.11.2); contradizendo o critério de ortogonalidade. Logo, n = 2. Portanto, V' C S; para
algum ¢ € [n]. Como Z U a gera e em M, existe um circuito D de M tal que

ee D C ZU{e,a}.
Segue de (4.11.2) que existe uma triade 7% de M tal que
eeT*"CVUeCS;Ue.

Mas, |D NT*| = 1; contradizendo o critério de ortogonalidade. O

A partir de agora, com o objetivo de tornar o texto menos carregado de notacdo, utili-
zamos a desigualdade (1.1) ao invés da desigualdade (4.3). Por conveniéncia, reordenamos
os Sls de forma que |S;| =2 se i € [t] e |S;| = 3 se 1+t < i < n. Consequentemente, vale

que

(1) |S; —wi| =1¢e|(Si—w;)NE(N)| € {0,1} quando i € [t];
(2) |Si —wi| =|(S;i —w;)) NE(N)| 22 quando t + 1 < i < n.

4.11.4. M' # N'.
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Demonstragao. Suponha, por contradi¢ao, que M’ = N’. Assim,

|E |—1—Z| i —wi)| = I—ZI i —wi) N E(N)|
[E(M)| = \E(N)HZ\(SFM)!—Z\(Si—wi)ﬂE(N)lJrl

[E(M)] = \E(N)HZ\( —wz!—Z\ i —wi) NE(N)[+1
[E(M)] < |E(N)[+3 < 2[E(N)|.

Consequentemente,
[E(M)| < [E(N)]+3 <5|E(N)| - 12;

uma contradigao, pois o par (M, N) é um contra-exemplo para Conjectura 4.3. ]

Lema 4.12. A matroide co(M\e) possui uma unica classe em série S nao-trivial, isto é,

n=1.

Demonstra¢ao. Suponha, por contradigdo, que n = 2. Suponha que existem subconjuntos
disjuntos X e Y de E(M) tais que a matroide

n

M" = M\(X Ue)/Y Ul J(Si = w))]

i=1
¢ menor da matroide M’ = co(M\e), descrita em (4.10), e o par (M”,N’) é menor-
minimal, em que N’ foi descrita em (4.11). Suponha que Y foi escolhido tal que |Y]
seja maximal. Vamos mostrar que X =Y = (), isto ¢, M" = M’ = co(M\e). Para tal
mostraremos que a matroide H = M\X/Y ¢ 3-conexa (note que H tem N como menor).

4.12.1. H = M\X/Y € coneza.

Demonstra¢ao. Como n > 2, temos que |E(N')| > 2. Assim, a matroide M"” nao possui
lagos nem colagos. Agora, afirmamos que e ndo é um colagco em H = M\ X/Y. Assuma o
contrario. Entao M tem um cocircuito D* tal que e € D* C X Ue, em que |D*| > 3 pois
M é 3-conexa. Escolha f € D* — e. Entao o conjunto {e, f} é uma unido de cocircuitos
de M\(X — f)/Y. Logo, f é um colago da matroide M\(X — f)Ue/Y. Assim,

M\(XUe)/Y = M\(X — f)Ue/Y U f.
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Consequentemente,

n n

M\(X Ue)/Y Ul J(Si —w)] = M\(X = f)ue/(Y u H)ILS: = w));
i=1 i=1
uma contradi¢ao pela escolha de Y. Concluimos que, e ndo é um colago de H = M\ X/Y.
Portanto, H = M\X/Y é conexa. O

4.12.2. Em H = M\X/Y nao eziste 2-circuito contendo o elemento e.

Demonstrag¢ao. Suponha falso e seja {e, f} um 2-circuito de H contando e. Contudo,
n > 2e S;Ue é uma colinha para todo ¢ € [n] por (4.11.2); o que contradiz o critério de
ortogonalidade. O

4.12.3. H = M\X/Y ¢€ 3-coneza.

Demonstragao. Segue de (4.12.1) que H é conexa e de (4.12.2) que a matroide H nao
possui 2-circuito contendo o elemento e. Suponha, por contradigdao, que H nao é 3-conexa.
Seja {ZUe, V'} uma 2-separagao tal que e ¢ Z e |Z| > 2. Entao {Z, V'} é uma 2-separagao
da matroide M\ (X Ue)/Y. Assim, par algum i € [n], temos que

ZCS; ou VCS,.

Note que Z gera e em H = M\ X/Y, implicando que Z nao esta contido em S; para todo
i € [n]. Logo, V C S; para algum ¢ € [n]. Sendo assim, em M, existe um circuito D tal
que e € D C ZUe e existe uma triade T™ tal que e € T* C V Ue C S; U e; contradizendo
o critério de ortogonalidade. Portanto, |Z| = 1. Como {Z Ue, V'} é uma 2-separagao da
matroide H = M\X/Y, entdo ou ZUe ou é um 2-circuito ou é um 2-cocircuito. Segue de
(4.12.2) que Z U e é um 2-cocircuito. Neste caso, Z — e é um colago da matroide conexa
M\(X Ue)/Y; uma contradi¢ao. Portanto, H = M\X/Y é 3-conexa. O

Por (4.12.3) a matroide H = M\X/Y ¢é 3-conexa. Como H tem N como menor, pela
escolha de M, devemos ter H = M. Assim, X =Y = (). Logo,

n

M= M = (/IS — we)

i=1

em que o par (M’; N') é menor-minimal.
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4.12.4. |E(N')| > 4.

Demonstragao. Suponha, por contradigao, que |E(N')| € {2,3}. Consequentemente, n €
{2,3}, isto &, existem duas ou trés classes em série. Seja M” # N’ uma matroide 3-conexa,
menor de M’ e tal que o par (M"”, N') seja menor-minimal. Segundo Bixby e Coullard
[2], temos que |E(M")| — |E(N')| < 3, implicando que

4 < |E(M")| <6. (4.13)
Apos a demosntragao de (4.12.3) concluimos que M’ = M”. Suponha primeiro que n = 2.
Entao
[E(M)| = [E(M")] + |S1] + [S2] - 1 (4.14)
e
[E(N)| Z [E(N)| + [S1] +[S2] = 3 (4.15)

Usando (4.13) e (4.14) e a hipotese |E(M)| > 5|E(N)| —12 > 13, pois |[E(N)| > 5, temos

que

[S1[+1S2[ +5 = [E(M)] > 13
’51‘4-’52’ > 8 (416)

Segue de (4.15) e de (4.16) que

|S1] + [S2] +5 > BIE(N')|+5(]S1| +|S2]) — 27
32 —5|E(N")| > 4(|S1|+|S2|) > 32;

um absurdo.

Agora, suponha que n = 3. Entao,

|E(M)| = |E(M")| + |S1| + |S2| + S5 — 2 (4.17)

[E(N)| = [E(N)] + 91| + [ Sa] + |93] =5 (4.18)
Usando (4.13) e (4.17) e as hipoteses |E(M)| > 5|E(N)| — 12 > 13, pois |E(N)| > 5,

temos que

|S1| + |S2| + 53] +4 > |E(M)| > 13
|S1] 4+ 1S2] 4+ [Ss] > 9 (4.19)
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Segue de (4.18) e de (4.19) que

|51 4 [Saf + [S5] +4 > BIE(N')[ + 5(|S1] + |S2| + |95]) — 37
AL=5B[E(N)] > A([S1] + 152 +[S5]) > 36;

um absurdo. Portanto, |E(N')| > 4. O
Agora o par (M’, N’) € menor-minimal, N’ é circular e |E(N")| > 4 por (4.12.4). Além
disso, podemos supor que n > 4. Como o par (M, N) é um contra-exemplo minimal para

Conjectura 4.3, segue que a mesma ¢é valida para o par menor-minimal (M’ N'), pois
|E(M")| < [E(M)]. Logo,

|[E(M)] < 5|B(N)| —12

BODL < 1+ 3018 — il + 5B |—Z| = wi) N E(N)] - 12

=1

[E(M)| < 5|E(N)|—12+Z|S wz|—5z| i —w;) NE(N)|+1 (4.20)

Suponha por (4.11.3) que S; C E(N), para todo i € [n]. Assim, a equagao (4.20) pode ser

reescrita como

|E(M)| < B|IE(N)[—12—4) S —wi| +1
i=1

[E(M)] < 5[E(N)| - 12;

uma contradigdo, pois (M, N) é um contra-exemplo para Conjectura 4.3. Portanto, n =
1. O

Agora seja S a unica classe em série nao-trivial da matroide M\e. Como
{S, E(M\e) — S}
¢ uma 2-separagao da matroide M\e podemos escrever
M\e = Mg @2 Mg e)-s,

em que p é o ponto base da operacao de 2-soma. Além disso, como a matroide M’ =
co(M\e) & 3-conexa, segue que a matroide Mpne)—s € 3-conexa.
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O Lema 4.11 nos diz que, nas condi¢oes citadas, é necessario adicionar no maximo cinco
novos elementos para destruir a 2-separacao exata {A, B}. Vamos mostrar no Proposigao
4.13 que acrescentado as hipoteses que todo circuito contendo E(N) é hamiltoniano e que
existe um elemento e tal que a matroide co(M\e) é 3-conexa (fato este que sera mostrado
no Lema 4.18) concluimos que é necessério adicionar no maximo quatro novos elementos
para destruir uma tal 2-separacdo exata. Esse lema sera fundamental para conclusao
do principal resultado, o qual serd apresentado na préxima secao. A demonstragao sera

dividida em etapas. Utilizamos frequentemente o Lema 4.10 e a Geometria de Tutte.

Proposicao 4.13. Seja M wuma matroide que ndo possui menor isomorfo a matroide
M(P) em que P é um prisma. Sejam (M, N) um par menor-minimal e N uma matroide
circular tal que todo circuito C' de M contendo E(N) é hamiltoniano. Suponha que existe
um elemento e € E(M) — E(N) tal que a matroide M' = co(M\e) é 3-conexa. Se o
par (M",N') é menor-minimal, entio a matroide M" = M\(X Ue)/Y tem uma unica

2-separagao exata. Além disso,

|E(M) — E(M")] < 4.

Demonstragao. Seja e um elemento de F(M)— E(N). Por hipotese, existe uma classe em
série S de M com S C E(N) a qual é tnica pelo Lema 4.12. Segue das hipdteses e da

unicidade de S que as matroides 3-conexas podem ser escritas, do seguinte modo,
M'" = co(M\e) = M\e/(S—w) e e M"=M\(XUe)/Y U(S—w)

para algum w € S. Além disso, o par (M"”, N’) ¢ menor-minimal, em que N’ = N/(S —w).
Note que a matroide M" = M\ (X Ue)/Y é obtida da matroide 3-conexa M" = M" /(S —
w) adicionando-se o conjunto S — w em série com o elemento w uma vez que S é a Gnica

classe em série na matroide M\e. Assim, a tnica 2-separagao exata de M" é

{S,E(M") =S} ={S,E(M") —w}.

Vamos mostrar no Lema 4.15 que o par (M, M"") satisfaz as hipoteses do Lema 4.10.
Vamos utilizar a teoria sobre a Arvore de Decomposicio de uma matroide conexa M, a
qual é denotada por T'(M). A demonstracao do resultado a seguir e a teoria sobre a arvore

de decomposi¢ao podem ser encontradas em [10].

Lema 4.14. Seja M uma matroide conexa e {Z,V} uma particio de E(M) tal que
min{|Z|,|V|} = 2. Entao, as sequinte afirmagoes sao equivalentes:
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(i) {Z,V} € uma 2-separagio de M;

(ii) T (M) tem uma aresta ou um vértice que exibe {Z,V'} em que, no ultimo caso, o

vértice € rotulado por um circuito ou wm cocircuito.

Lema 4.15. A matroide M é menor-minimal tendo a matroide M"' como menor e sa-

tisfazendo
kv (S, E(M™) —S) > 1.

Demonstracao. Claramente, M tem a matroide M" como menor e como M é 3-conexa,

temos
kear(S, E(M") — §) > 1.

Suponha, por contradi¢ao, que existe uma matroide M diferente de M, tendo M" =
M\(X Ue)/Y como menor e satisfazendo

ky (S, E(M")—5) > 1.
Se M ¢é menor de M\e, entdo
1 =kane(S,E(M") = 8) = kg (S, E(M") - S);

uma contradi¢ao. Agora seja z € X UY e considere a matroide M, = M\z quando z € X
e M, = M/z quando z € Y. A matroide M, nao é 3-conexa pois tem N como menor.
Logo, podemos escrever M, = My By My, em que M; é um vértice terminal da arvore de

decomposigao T'(M,) e p é o ponto base da operagao de 2-soma.

4.15.1. E(My) —p € (X Ue) UY.

Demonstragao. Suponha falso, isto é, F(M;) —p C (X Ue) U Y. Suponha que M; seja
3-conexa e |E(M;)| > 4. Seja f € C N [E(M;) — p]. Pela escolha de M as matroides
M\ f e M/f ndo sao 3-conexas pois ambas tém N como menor. Pelo Lema 3.4, existe
uma triade 77 de M tal que f € T e Tf — f C E(N). Como M, ¢é 3-conexa, existe
circuito D de M; tal que f € D C E(M;) — p. Porém, |T7 N D| = 1; contradizendo
o critério de ortogonalidade. Em T'(M\z), suponha que M; é circular (ou melhor, um
tridngulo). Sejam f; e fo elementos distintos em [C' — E(N)] N [E(M;) — p]. Entao o
conjunto T* = {x, f1, fo} € uma triade de M que nao intercepta E(N); contradizendo o

Lema 4.7. Agora em T'(M/y), suponha que M; seja cocircular. Como M; é hamiltoniana,
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M, deve ser uma triade. Além disso, E(M;) —p € C e [E(M;) —p|NX # (. Escrevendo
E(M;) ={p,z,u}, com x € X e u € C, segue que o conjunto (C' — {y,u}) Uz contém um
circuito C' de M que contém F(N) e ndo é hamiltoniano; uma contradigao. ]

4.15.2. |E(M")| > 4.

Demonstragao. Suponha, por contradi¢ao, que |E(M")| = 3. Entao M” = N’ implicando
que |[E(M™)| = |E(N)|. Como M" tem N como menor, devemos ter

M" = N = M\[E(M) — C)/[C — E(N)],

Considere os conjuntos S = {s1,82,...,8} comt >3 e E(N)— S = {n1,ns}. Note que
o conjunto L, = F(N) U e é uma linha de Tutte conexa cuja particdo canonica, 7(Le),

pode ser:

(1) Xi={s1},. ... Xe ={st}, X1 = {1}, Xoyo = {na} e Xpy5 = {e}.
(i) X1 ={s1},.... X ={s:}, Xo1 = {n1,n2} e Xyo = {e}.
(iii) Xy = {s1,m}, Xo = {so},..., Xt = {st}, X1 = {na2} e Xs12 = {e}.

(iv) X1 ={s1,m}, Xo={s9,n2}, X3 ={s3},..., X; = {s:} e Xyo = {e}.

No caso (i), a matroide M; = Upiq 443 € 3-conexa e tem N como menor; uma contradi¢ao
pois |E(M;)| < |E(M)]|. Nos casos (ii) e (iii) temos uma tnica 2-classe em série na linha
de Tutte L.. Segue do Lema 4.11 que sao necessarios no maximo cinco elementos para
destruir essa 2-separagao. Como |E(N)| = |S| + 2, segue que |E(M)| < |S]| + 8. Mas,
|E(M)| > 5|E(N)| — 12 = 13, implicando que |S| < 2; uma contradi¢ao. No caso (iv) a
linha de Tutte L. possui duas 2-classes em série. Segue do Lema 4.11 que |E(M)| < 16,

implicando que |S| < 3. Suponha que |S| = 3. Assim, a partigao candnica de L, é
X1 = {Sl,nl},Xg = {SQ,TZQ},Xg = {83} (§ X4 = {6} (421)

Considere a matroide M; tal que E(M;) = E(N)U (PUQ Ue) em que a existéncia dos
conjuntos P e @) é garantida pelo Lema 4.10 para destruir a 2-separagao { X1, E(N)— X}
de M"" = N. Ainda mais, segundo o Lema 4.11, vale que |PUQ)| < 5. Assim, |E(M;)| < 11.
Se M, é 3-conexa, chegamos a uma contradigao, pois |E(M)| < |E(M)|. Agora, M; é
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menor de M e é menor-minimal tendo N como menor e satisfazendo kyy, (X1, E(N)—X;) >
1. Segue do Lema 3.4 de [10] que A2(M;) < A2(N) = 3. Suponha que \y(M;) = 2 e escreva
My, = H{®3 Hy em que p é o ponto base da operacao de 2-soma. As matroides My, Hy e Ho
sao hamiltonianas, pois M é hamiltoniana. Suponha que e € E(H;) e note que H; é uma
matroide 3-conexa. Se Hj é 3-conexa com |E(H,)| > 4, entdo SU{e,n1} C E(H;). Neste
caso, existe elemento f € E(M)— C tal que as matroides M\ f e M/ f nao sao 3-conexas.
Pelo Lema 3.4, existe uma triade T de M contendo f e tal que Tf — f C E (N); chegamos
a uma contradicao, pois H; e Hy sao 3-conexas. Note que Hy nao pode ser um cocircuito.
Logo, Hy é um circuito (isto é, um triangulo). Se |E(H2) N E(N)| < 1, ent@o a matroide
H, é 3-conexa e tem N como menor; uma contradigdo. Logo, |E(H2) N E(N)| = 2. Segue
de (4.21) que
E(Hy) — p = X3 = {s9,n2}.

Segue de Lemos e Oxley [10] que existe um elemento z; € E(M)—E(M;) tal que o conjunto
17 = {z1, 82, m2} ¢ uma triade de M. Se a matroide M cujo conjuntos de elementos &
E(M) = E(M;)U z; é 3-conexa, entdo obtemos uma contradigao pois |[E(M)| < 12 e M
tem N como menor. A matroide M,, = M\z; nado é 3-conexa pois tem { Xy, E(M,,)—X>}
como 2-separagao. Seja {Z,V'} outra 2-separagao para M,,. Segue de (4.21) que

IZNE(N)| <1 ou [VAEN) <1. (4.22)

Seja H,. o vértice da arvore T'(M,,) contendo o elemento e. Note que H, é 3-conexo.
Se existe vértice Hy de T'(M,,) contendo s € S, entdao Hy é um tridngulo, é adjacente
a H e é um vértice terminal por (4.22) e (4.15.1). Em T(M,,), seja H, um vértice
contendo n € E(N) — S. Por (4.15.1) H,, ¢ terminal e além disso ¢ um tridngulo. Seja
K um vértice no caminho entre H, e H,. Se K ¢ 3-conexo com |E(K)| > 4, entdo,
por ortogonalidade, chegamos a uma contradicao. Suponha que K seja um tridngulo.
Neste caso existe um outro vértice K’ neste caminho o qual é uma triade. Assim, existe
r € E(K')Nn E(M) tal que a matroide co(M\z) é 3-conexa pelo Lema 2.20 e tem N
como menor; uma contradicdo. Suponha que K seja uma triade. Neste caso também
existe um elemento z € FE(K) N E(M) tal que a matroide co(M\xz) é 3-conexa pelo
Lema 2.20. Se co(M\z) tem N como menor, entdo chegamos a uma contradi¢do. Caso
contrario, existe uma triade 7) de M tal que T —x =C E(N). Isto implica que existem
elementos em série na matroide 3-conexa H,; uma contradigao. Concluimos que T'(M\ z;)
¢ uma estrela e portanto a matroide co(M\z1) é 3-conexa. Consequentemente, existe um

elemento z; € E(M) — C tal que a matroide M\z; possui uma tnica 2-classe em série e
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a matroide co(M\x) é 3-conexa. Neste caso, podemos seguir a mesma demonstra¢ao de
Lemos e Oxley em [10]. O

Vamos analisar a arvore T'(M.). Fazendo, A = SUe e B = E(M") — w, em que
we SNE(M"), temos que:

4.15.3. Se M, ¢é 3-conexa em T(M,), entao |AN E(M;)| < 1.
Demonstragao. Suponha que |AN E(M;)| > 2. Entéo

(i) AC E(M;)—p;ou
(ii) A — E(M;) = {a} e o vértice M adjacente & M; em T'(M,) é um circuito tal que
A C E(My) U E(M]). Além disso, \(T(M/z)) > 3.

De fato, existe circuito D contendo f € AN E(M;) — p e contido em E(M;) — p. Segue
de (4.11.2) que S U e é uma colinha de M. Logo, por ortogonalidade, devemos ter

IDN(SUe)| > |SUe|—1=18]. (4.23)

Suponha que (i) ndo vale. Entao, por (4.23), segue que SUe — E(M;) = {a}. Seja M
o vértice de T'(M,) adjacente a M;. Como existe triade T* de M contendo a e tal que
T* —a C E(M;) —p, segue que a e p estao em série. Portanto, o vértice M; é um circuito.

Como T'(M/z) ndo possui vértice terminal sendo circuito, segue que \o(T'(M/2)) = 3.

4.15.4. Se |[(BUw) N E(M,)| > 2, entao |(BUw) — E(M;)| < 1.

Demonstragao. De fato, se |(BUw)— E(Mj)| > 2, entao (BUw)NE(M;) é um 2-separador
da matroide 3-conexa M;; um absurdo. O

Suponha que (i) vale. Se BN E(M;) = (), entao existe uma 2-separagao {Z,V} de M,
tal que A C Z e B C V, implicando que

1= ]{Z]V[Z(A, B) = k]VI(Aﬂ B) > 1; (424)

uma contradi¢ao. Logo, podemos supor que B N E(M;) # 0, implicando que |[(B U
w) N E(M;)| > 2. Segue de (4.15.4) que |(BUw) — E(M;)| < 1. Se BUw C E(M,),
entdao E(My) C X UY e M; é 3-conexa e tem N como menor; uma contradigao. Logo,
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|(BUw)— E(M)| = |B — E(M;)| = 1, implicando que a matroide M; = M\[X —
E(M)]/[Y — E(M;)] é 3-conexa e tem N como menor; uma contradigao.

Suponha que (ii) vale. Se BN E(M;) = (), entao o circuito M; exibe uma 2-separa¢ao
{Z,V} para M, tal que A C S e B CV e (4.24) vale; uma contradi¢ao. Se |[BNE(M;)| =
1, entao existe uma 2-separagao para M, que induz uma 2-separagao para a matroide 3-
conexa M"; uma contradi¢ao. Portanto, | BNE(M;)| > 2, implicando que |B—E(M;)| < 1
por (4.15.4). Se B C E(M;), entdo a matroide M; descrita no caso (i) ¢ 3-conexa e tem
N como menor; uma contradi¢ao. Logo, |B — E(M;)| = 1; implicando que:

(iii) [BNEM)| =1, A(T(M\z2)) =2 e (T(M/z)) > 3); ou

(iv) [B — E(My) U E(M))| = 1.

Nos dois casos, fazendo

segue que o ponto base p que liga M; & M| exibe uma 2-separagdo que induz uma 2-

separagao para matroide 3-conexa M”; uma contradi¢ao. Portanto, |[ANE(M;)] < 1. O

Em (4.15.3) concluimos que |[AN E(M;)| < 1. Seja a € AN E(M;). Segue de (4.11.2)
que S U e é uma colinha de M. Existe triade T} de M contendo a e tal que (7 —a) N
[E(M;)—p] = 0. O elemento a é gerado por T —a em (M,)*. Logo, o conjunto {a, p} é uma
2-classe em série de M,. Fazendo, a = w, temos que a é um colago da matroide 3-conexa
M" = M\(X Ue)/[Y U (S — w)]; uma contradigdo. Portanto, AN E(M;) = (). Suponha
que BN E(M;) = (). Entao E(M;) C (X Ue) UY; contradizendo (4.15.1). Suponha que
|BN E(M;)| =1 e escreva BN E(M;) = {b}. Entao, para todo f € E(M;) — {b,p} as
matroides M\ f e M/f nao sao 3-conexas pois ambas tém N como menor. Pelo Lema
3.4, existe uma triade T de M contendo f e tal que Tf— C F (N). Por ortogonalidade,
devemos ter b € T}. Escreva T; = {f,b,bs}. Analogamente, existe f' € E(M;)—{, f,b,p}
tal que o conjunto T} = {f’,b,bs} é uma triade de M com by € E(N). Se by = by, entéo
M*[(Tf UTy) = Usy, implicando que a matroide (M*\f)* = M/f & 3-conexa e tem N
como menor; uma contradi¢ao. Suponha que by # by Neste caso, {by, by} esta contido
em uma classe em série de M,. Como M é 3-conexa, se z = ¢ € X, entdo o conjunto
Ty = {x,bs,bp} € uma triade de M. Fazendo, by = w, concluimos que w é um colaco
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da matroide 3-conexa M"; uma contradi¢do. Se z = y € Y, entao o conjunto {bs, by, y}
esta contido em uma classe em série da matroide 3-conexa M; uma contradigao. Suponha
que |B N E(M)| > 2. Segue de (4.15.4) que |B — E(M;)| < 1. Se B C E(M,), entéo o
ponto base p da 2-soma M; @y M, exibe uma 2-separagao {Z,V'} para M, tal que A C Z
e B C V, implicando que (4.24) vale; uma contradi¢gdo. Suponha que |B — E(M;)| =1e
seja B — E(M;) = {b}. Neste caso, temos que |BNE(M;)| > 2e [(BUw)— E(M)| > 2,
pois {b,w} C E(My)— E(M). Isto implica que existe uma 2-separagao para M"” induzida
pela 2-separacao exibida pela aresta p para M, = M; @y My; um absurdo pois M” &

3-conexa.

Agora suponha que M; é um circular em T'(M\xz). Suponha que |E(M;)| > 4 e note

que:

(a) |SNE(M;)| < 1. Do contrario, existem elementos distintos w; e wy em S N E(My),
implicando que os conjuntos T = {z,wy,ws} e T = {e, w1, wy} sao triades de M.
Assim, M*|(T3UT}) = Us 4, implicando que o conjunto 7* = {z, e, w; } ¢ uma triade
de M. Mas, |T* N C| = 1; contradizendo o critério de ortogonalidade.

1) = V. ari ) j -
(b) YN E(M;) = (). Caso contrario, o conjunto [E(M;) — p]Uz é uma colinha de M com
pelo menos quatro elementos, implicando que existe y € Y tal que a matroide M /y

é 3-conexa e tem N como menor; uma contradigao.

(c) X N E(M;) = 0. Isto decorre do fato de que M ¢é gerada por todo circuito C' que
contém E( )e onsequentemente M, é gerada pelo circuito [C'NE(M;)]Up. Assim,
E(M)—pCC—

Portanto, M; é um tridngulo. Ou seja, os vértices terminais da arvore T'(M\x) sdo
todos triangulos. Assim, T = (E(M;) — p) U x é uma triade de M. Segue do Lema 4.7
que T N E(N) # (. Além disso, note que Y NT* # (). De fato, se T — 2 C S, entao
o conjunto S U (T} — z) é uma classe em série da matroide M\{x,e}; contradizendo o
Corolario 4.8.

Seja H o vértice de T'(M\z) que contém o elemento e. Note que H néo é circular. De
fato, como M é hamiltoniana e gerada por um circuito C, entdo H também é hamiltoniana.
Se H for circular, entdo e € C; uma contradicdo. Logo, ou H é 3-conexa ou é um
cocircuito. Seja p uma aresta incidente ao vértice H. Uma das componentes de T'(M\x) —
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contém um circuito contendo o elemento e. Por (4.11.2), SUe é uma colinha de M, assim,
devemos ter S — w contido nesta componente, para algum w € S. Portanto, os vértices de
T(M\x) adjacentes & H contém no maximo um elemento de S (os demais estdo em H).
A aresta p que liga H a um vértice que contém um elemento de S exibe uma 2-separagao
para matroide M\z. Como S U e ¢ uma colinha de M, os elementos de S que nao estao
em H estdo em série com seus respectivos pontos bases. Ou seja, os vértices adjacentes a

H que contém elemento de S sao circuitos.

4.15.5. Seja {Z,V'} uma 2-separagao de M,. Se B intercepta Z eV, entao SUB intercepta

um deles em no mdrimo um elemento.

Demonstrag¢ao. Suponha que SU B intercepta Z e V em dois ou mais elementos. Entao, a
2-separagao {Z, V'} induz uma 2-separagao para matroide 3-conexa M”; uma contradigao.
O

Decorre de (4.15.5) que os vértices de T'(M\z) tém grau dois, exceto H e os vértices
terminais. Suponha que T'(M\z) é uma estrela tendo H como vértice central e os vértices
terminais sendo triangulos (cada um contendo um tnico elemento de E(N)). Se H é
um cocircuito, entdo a matroide M’ = co(M\e) é 3-conexa e tem N como menor; uma
contradi¢do. Suponha que H é 3-conexa. Neste caso, a matroide co(M\x) é 3-conexa
e tem N como menor; uma contradi¢do. Portanto, T'(M\x) ndo é uma estrela. Logo,
existe pelo menos um vértice adjacente & H que nao é terminal. Note que H nao é um
cocircuito. Assim, H é 3-conexo com |E(H)| > 4 e nao ¢ um vértice terminal. Considere
em T'(M\z) o caminho H, Hy,--- , K, My, em que H; esta ligado & H pela aresta p e M,
¢ um vértice terminal (triangulo). Note que, se E(H;) NS # 0, entao H; é um vértice
terminal. De fato, podemos escolher w € E(H;). Se Hy nao ¢ terminal, entdo a aresta
que liga H a H; exibe uma 2-separagao {Z,V} para M\z que induz uma 2-separagao
para matroide 3-conexa M"; contradizendo (4.15.5). Suponha que F(H;) NS = 0 e que
H, nao ¢é terminal. Note que F(K) N E(M) C X UY. Suponha que K ¢é 3-conexo e
|E(K)| > 4. Entao existe um elemento f € E(K) N E(M) tal que as matroides M\ f
e M/f nao sao 3-conexas. Pelo Lema 3.4 existe uma trfade 77 de M contendo f e tal
que Tf — f C E(N). Por ortogonalidade, T7 N (E(H) —p) # 0 e Ty N E(M;) # 0. A
componente T'(M\z) — p contém um circuito D de M tal que |[DNT}| = 1; contradizendo
o critério de ortogonalidade. Portanto, K ou é um cocircuito ou um circuito. Como o

par (M, N) é menor-minimal, K ou é um tridngulo ou é uma triade. Logo, esse caminho
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¢ uma cadeia contendo um tridngulo, 7, e uma triade, T, tais que T* — T = {2’} com
x' € X. Segue do Lema 2.20 que a matroide co(M\z') é 3-conexa e tem N como menor;

uma contradicao.

Suponha que M; é cocircuito em T'(M /y). Como M; é hamiltoniana, M; deve ser uma
triade. Assim, todo vértice terminal de T'(M/y) é uma triade. Além disso, por (4.15.1)
devemos ter E(M;) —p € (X Ue)UY. Ainda mais, o conjunto 7' = (E(M;) —p) Uy é um
triangulo de M tal que TN E(N) # 0 e TN X # () (caso contrario, existe circuito de M
contendo F(N) que nao é hamiltoniano).

Seja H o vértice de T'(M/y) que contém o elemento e. Como e ¢ C' e H é hamiltoniana,
segue que H nao pode ser um circuito. Logo, ou H é 3-conexa ou é um cocircuito.
Segue de (4.15.5) que em T'(M/y) todos os vértices tem grau dois, exceto H e os vértices
terminais (triades). Além disso, SUe C E(H). Logo, T(M/y) é um grafo composto de
pelo menos dois caminhos simples com origem em H e tendo M;, i € [k] e k > 2, como
vértice terminal. Seja F(M;) N [E(N) — S| = {n;}, para todo i € [k]. Note que, qualquer
vértice intermediério desse caminho esta contido em X UY. Podemos obter N contraindo e
removendo os elementos de cada um desses caminhos, exceto n;. Como M é hamiltoniana
H nao pode ser um cocircuito. Portanto, H é 3-conexa com |E(H)| > 4. Neste caso, a

matroide si(M/y) é 3-conexa e tem N como menor; uma contradicao. O

Para finalizar a demonstracao da Proposicao 4.13 falta mostrar que
(XUe)UY|=|E(M)—EM")| <A4.

Lema 4.16. |(X Ue)UY| < 4.

Demonstrag¢ao. Ja vimos que o par (M, M") satisfaz as hipoteses do Lema 4.10, logo
existem tnicos subconjuntos disjuntos P e @ de E(M) tais que M = M\ P/Q (note que
P=XUee@=Y). Pelo Lema 4.11, segue que

IPUQ|<5. (4.25)

Pelo Lema 4.10(iv), os elementos de P e @ podem ser rotulados por zi, 2o, 23, 24, 25, de

modo que, eles estao alternadamente em P e (). Vamos supor, por contradi¢ao, que

IPUQ|=|P|+|Q|=|(XUe)UY|>4. (4.26)
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Segue de (4.25) e de (4.26) que
PUQ = {2,223, 2,2}
Pelo Lema 4.10(ii), para todo z; € PUQ, com i € {1,2,3,,4,5}, vale que

Mzi_ M\Zi, se ZiEP
M/z, se z €Q

(4.27)

Ainda mais, como {X,,,Y;,} ¢ a tnica 2-separagao exata de M,,, podemos escrever
M, = Mx, @2 My, (4.28)

em que
E(Mx. )= X, Up e E(My,)=Y, Up. (4.29)
O elemento p é o ponto base da operagao de 2-soma. Quando necessario utilizamos p e ¢

para denotar pontos bases. Fixado um ponto base p, podemos escrever

Mx, \zi_1, se z €P
Xzi_l—{ e\ (4.30)

Mx, [zi-1, se z €Q

4.16.0.1. z; € P. Além disso, z; = e.

Demonstra¢ao. Suponha, por contradi¢ao, que z; € Q). Entao pelo Lema 4.10(ii),
{XZN}/Zl} = {S7 E(le) - S}

¢ a Gnica 2-separacao exata da matroide M,, = M/z;. Ou seja, S é uma classe em série
de M/z e portanto da matroide 3-conexa M; um absurdo. Logo, z; € P. Suponha que
z1 # e. Sejam a e b elementos distintos em S. Entdo os conjuntos 17 = {z1,a,b} e
Tr = {e,a,b} sao triades de M. Assim,

MI(TZUTE) = Usa

implicando que T* = {z1,e,a} é uma triade de M. Em particular, existe um circuito D
de M" tal que E(N) C D. Seja C' um circuito de M tal que D = C'— P. Note que, e ¢ D,

implicando que |D NT*| = 1; contradizendo o critério de ortogonalidade. O]
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Segue de (4.16.0.1) que

P={z,23,25} e Q={z,24}. (4.31)

Pelo Lema 4.10(ii), a matroide M,, = M/z; tem uma tnica 2-separagao exata { X,,, Y., }
em que X,, = SUz;. Como M é 3-conexa, 2z, deve ser gerado por X,, = SUz; e por Y,
em M. Além disso, pelo Lema 4.10(vi) existe um circuito D,, de M contendo {z1, 22} €

contido em {z1, 22} U S.

4.16.0.2. z, € C.

Demonstragao. Suponha, por contradigdo, que z; ¢ C. Segue de (4.28) e (4.29) que o

circuito C' intercepta os conjuntos E(Mx.,) e E(My,, ). Logo, o conjunto
(CNX,)Ufpt=5SUp

é um circuito de My, . Vamos mostrar que {z, 22 ¢ um independente de My, . De
3 ? e 23

fato, em M\ z3, note que:

(i) Se {z1,p} € um 2-circuito, entdo z; ¢ gerado por X,,; uma contradigao, pois M ¢

3-conexa.

(i) Se {z2,p} ¢ um 2-circuito, entdo S U zy ¢ um 2-circuito de M\ z3, implicando que S
¢ um circuito de M\ z3/2. Assim, w € S é um lago da matroide

M/(S —w)\{z1, 23}/ 2
e também da matroide 3-conexa M”; uma contradicao.

(iii) Se conjunto {21, 23,p} & um tridngulo de Mx.__, entao o conjunto (C'—S)U{zy, 29} ¢
um circuito de M\ z3 e portanto de M. Mas, este circuito intercepta a colinha S'U z;

em um Unico elemento; uma contradicao pelo critério de ortogonalidade.

Portanto, o conjunto {z1, z2, p} é um independente de M x.,- Além disso,
cd(Sup)=SuUp e r(Mx,,)=r(SUp)+1,
implicando que S'Up é um hiperplano de Mx_ . Mas,
E(Mx.,) —cl(SUp) C {21, 2}
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Logo, {z1, 22} contém um cocircuito de M,, = M\z3. Como M é 3-conexa, o conjunto
{z1, 22, 23} contém um cocircuito de M; uma contradigao pelo Lema 4.10(v). Portanto,
(4.16.0.2) vale e 2z € C. O

Agora, vamos descrever todas as possibilidades para o circuito D,, de M que contém
{#1, 22}. Como M ¢é 3-conexa, devemos ter |D,,| > 3. Por ortogonalidade com a colinha
SUz = AUz, devemos ter D,, N A # (). Assim, existem as seguintes possibilidades para
D,,:

(1) D,, ={z1, 2} U (S — a); para algum a € S; ou
(2) Dz2 = {Zl, 22} us.

Considere o conjunto

L1:CU{21}:CUD22.

Observe que, L; é uma linha de Tutte conexa, pois C'N D,, # (. A parti¢ao canonica de
Lién(ly) ={X1,Xs,...,X,,} comm > 3. Note que:

(i) Podemos escrever X; = {z1} e C' = Xo U X3U ...U X,;;;

(ii) Segue do Lema 2.23 que os elementos de S nao podem estar no mesmo elemento
desta partigao.

Se (1) ocorre, temos as seguintes possibilidades para m(L;), para algum b € S — {a};

(11) Xlz{zl}, ng{b,Zg}, X3U---UXm_1:S—{a,b}eXm:(C—SUzQ)Ua;

(12) X1 :{Zl}, Xg :{Zg}, X3U"'UXm_1 :S—anm: (C—SUZQ)Ub
Se (2) ocorre, temos as seguintes possibilidades para m(L;), para algum b € S — {a};

(21) Xlz{zl}, ng{b,ZQ}, XgU"'UXm,1:S—beXm:C—SUZQ;

(22) X1:{Zl}, XQZ{ZQ}, X3U"‘UXm,1:SGXm:C—SUZQ.
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Observe que nos casos (1.2) e (2.2), podemos trocar, respectivamente,
Xp=(C—=SUz)Ub e X,,=C—SUz

por p, em que p ¢ o ponto base da 2-soma M., = My, @2 My, , descrita em (4.28). Deste
modo,

Mx,, = Ups|ste € Mx., = Uisjis)+3,

respectivamente. Logo,
My, \z1/z = Mx, \z2/x

tem M"” como menor, implicando que M\z1/zo = M\ z2/2; contradizendo a unicidade
dos conjuntos P e @) pelo Lema 4.10(i). Portanto, (1.2) e (2.2) ndo podem ocorrer. Além
disso, vale destacar o circuito que é obtido nos casos (1.1) e (2.1), o qual denotamos por

Du = (C - {b, ZQ}) U z1. (432)

Pelo Lema 4.10(vi) e como 2z, € @, existe um cocircuito D}, de M contendo z e z3
e contido em {21, 22, 23} U S. Segue do Lema 4.10(v) que D}, N A # (). Além disso, como
S'U 2z € uma colinha de M existem as seguintes possibilidades para o cocircuito D}, :

{Z2a 23, b}7 {Zla 22,23, a} ou {227 23, @, C}v
par algum ¢ € S — {a, b}.
Sejam T7 = {z1,a,b} e D}, = {z1,2,23,a} e considere o conjunto
L* ={z,2,23,a,b} =T, UD} .

Observe que L* é uma linha de Tutte conexa na matroide M*, pois T N D; # 0. A
particdo canonica de L* ¢ m(L*) = {X1, Xy, ..., X;n } com m > 3. Observe que L* — T =
{22,253} e L* — D3, = {b} sdo elementos fixos da particdo. Existem duas possibilidade

para 7(L*), a saber:

(3.1) X7 ={b}, Xoa={a,z1} e X3 = {22,235} (veja Tabela (4.1)).

(3.2) X7 ={b}, Xo ={a}, X3 ={z1} e Xy = {22, 23} (veja Tabela (4.2)).
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’ X1 = {b} ‘ XQ = {a,zl} ‘ X3: {22723} ‘

Tabela 4.1: Linha de Tutte L* no caso (3.1)

= = ) [ G [ (o

Tabela 4.2: Linha de Tutte L* no caso (3.2)

Observe que o item (3.2) nao pode ocorrer pois o conjunto D* = {a, b, 22, z3} nao pode
ser um cocircuito de M, pois |D* N Dy;| = 1; contradiz o critério de ortogonalidade. O
item (3.1) ¢ vélido para as duas primeiras possibilidades de D}, e os cocircuitos gerados

neste caso sao:
T ={z1,a,b}, {22,23,b} e {z1,2,23,a}. (4.33)

Suponha que Dj, = {22, 23,a,c} com ¢ € S—{a, b}. Considere a triade T}, = {z1,a,b} e a
linha de Tutte conexa, L* = D} UT},. Na parti¢ao canonica m(L*), o conjunto {z1, 22, b, c}
¢ um cocircuito o qual contém a triade T* = {21, b, ¢}; contradizendo o axioma (C2).

Como M ¢é 3-conexa e por (4.28), o elemento z4 deve ser gerado por X, = {21, 22, 23} U
S eporY,,. Pelo Lema 4.10(vi), como z3 € P, existe um circuito D,, de M contendo z3 e z4
e contido em {29, 23, 24} US. Pelo Lema 4.10(v), D,, # {22, 23, 24}. Portanto, D,, NS # ().
Ainda mais, como SUz; é uma colinha de M, devemos ter S C D,,. Logo, existem apenas
duas possibilidades para D,,, a saber:

{2z3,24} US ou {z9,23,24} US.

4.16.0.3. .DZ4 = {2’3, 24} us.

Demonstracao. Como 2z, € P e z; € @), sabemos que a matroide M"” é um menor da

matroide M\z;/z. Por (4.28), podemos escrever
M/zy = Mx, @2 My, ,

em que
E(Mx,,) = SU{z,2,2,p} e E(My,)=Y,, Up,

e p & o ponto base da operagao de 2-soma. Como {X,,,Y,, } é a tnica 2-separagao exata de
M\z, segue que {X;,, {2z, 23,p}} ¢ uma 2-separacio exata de My, \z1. Assim, Mx_ \z
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é a 2-soma das matroides MXZ1 e H, com ponto base ¢, em que E(MX21) =X, Uqe
E(H) = {q, 22, 23, p}. Escrevendo,

M\21 /2y = Mx, @2 H ©y My, .

segue que,

]\JYZ1 /Z4 =H @2 MYZ4‘
Observe que a matroide H é conexa, caso contrario se p e ¢ estdo na mesma componente
de H, entao P e ) ndo sdo unicos; contradizendo o Lema 4.10(i). Enquanto, se p e g estao
em componentes diferentes, entao ky (A, B) = 0 # 1; contradizendo (4.15). Portanto,

H ¢ isomorfa a uma das seguintes matroides:
U174, U274, U3’4 ou M(Wg)

Como P e @ sao unicos e kym (A, B) = 1 a matroide H/z\z3 é conexa e é unicamente
determinada como um menor de H. Em H/z\z3, o conjunto {p, ¢} é um 2-circuito e um
2-cocircuito. Portanto, o conjunto {p,q, 22} é um circuito de H e o conjunto {p,q, z3} é
um cocircuito de H. Note que r(H) = r(H*) = 2.

Pelo Lema 4.10(vi), M tem um circuito D contendo 2z e z3 e tal que D — {23, 23} C
{z4} U B, ou seja, D C {29, 23,24} U B. Seja D" um circuito de M/z, tal que D' C D e
D'N{z, 23} # 0. Se D'NB = (), entao {22, 23, 24} contém um circuito de M ; contradizendo
o Lema 4.10(v). Assim, D' N B # (), implicando que p U (D' N {22, 23}) é um circuito de
H. Como D — z4 ¢ uma unido de circuitos de M/z4, temos duas possibilidades:

(i) {p, z2} e {p, 23} sd@o circuitos de H; ou
(i) {p, 22, 23} € um circuito de H.
Como (i) ndo pode ocorrer pois {p, q, 22} é um circuito de H, segue que (ii) vale e o

conjunto {p, z9, 23} € um circuito de H. Portanto, o conjunto {z3,q} é um circuito de H
e H= M(W,). Como nem X, nem X, geram z3 em M e

My21/Z4 = HEBQ Myz4 [§] E(Mle) = le Uq,

concluimos que {23, ¢} ndo é um circuito de My, . Portanto, {g, z3, 24} ¢ um circuito de
My, . Assim, M tem um circuito D que contém {23, 2} e esta contido em X, U {z3, 24}

Pelo Lema 4.10(v) e por ortogonalidade com 77 , devemos ter

D= Dz4 = {2’3, 24} us.
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4.16.04. z, € C.

Demonstragao. Suponha, por contradigao, que z4 ¢ C. Como z4 € @, temos que N é um
menor das matroides M\z4 e M/z;. Segue do Lema 3.4, que existe uma triade 77, de M
tal que
€T}, e T, —z C E(N).

Por ortogonalidade, entre T, e D.,, concluimos que T NS # (). Suponha que T} —z, € S.
Entao, como S U z; é colinha de M, temos que T7, — 24 = T, — 2z, implicando que
M*|(T7, UT; ) = Usy. Sendo assim, (M*\z4)* = M/z, é 3-conexa e tem N como menor;
uma contradi¢do. Portanto, |77 N S| = 1. Agora, se D,, = {z1,22} U S, entdo [T}, N
D.,| = 1; contradizendo o critério de ortogonalidade. Portanto, D., = {21, 22} U (S — a).
Consequentemente, temos a € T7,. Lembre que N é menor da matroide M\ z4. Escrevendo
T, = {z,a,n} comn € E(N)NE(M"), podemos fazer a = w, implicando que o conjunto
{w,n} & uma 2-classe em série da matroide 3-conexa M"; uma contradi¢do. Portanto,
z4 € C. O

4.16.0.5. O circuito C € unico.

Demonstragao. Suponha falso e seja C’ um circuito de M diferente de C' contendo E(N).
Seja e € C' — C. Entdo N é um menor das matroides M\e e M/e. Pelo Lema 3.4, existe
uma triade 7 de M contendo e e tal que T} — e C E(N). Como N é um menor simples
da matroide M /e, podemos escolher elementos de si(M/e) tal que ela tenha N como
menor. Pela escolha de M, segue que si(M/e) nao é 3-conexa. Segue do Lema 2.16 que
co(M\e) é 3-conexa. Neste caso, toda 2-separacao de M\e é trivial. Note que e satisfaz
as hipoteses do Lema 4.13. Por (4.16.0.1), podemos fazer e = z;. Assim, N é um menor
da matroide M/z;. O conjunto D = D,, — z; C {23} U S é um circuito de M/z;. Podemos
ter D = {2} U (S —a) ou D = {2} US. Nos dois casos, N é um menor da matroide
M/z\z. Segue de (4.31) que N é um menor das matroides M\zy e M/zy. Pelo Lema

3.4, existe uma triade 77, de M contendo 2, tal que
T} — 2 C E(N).

Por ortogonalidade, entre D e T7 , concluimos que 77, NS # (. Se T7, — z, C S, entdo
T, — 2y =T} — 21, implicando que M*|(T7, U T} ) = Usy. Assim, (M*\2z)* = M/z, é 3-

 —
conexa e tem N como menor; uma contradigao. Logo, podemos escrever, T3 = {2z, w,n}
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com n € E(N)N E(M"). Concluimos que o conjunto {w,n} é uma 2-classe em série da
matroide 3-conexa M”; uma contradicao. O

A partir de agora, considere os resultados na matroide
W = MJ(S - {a,b})
e os circuitos
DZ4 = {z3,24,a,b} e 1322 = {z1, 29,0} ou DZ2 = {z1, 22,0a,b}.

Em MXZ5 [24 = sz4, o conjunto D = {a,b, 2, p} é um circuito gerador. Considere o
conjunto Ly = DUz3 = EUDZ4 e note que Ly ¢ uma linha de Tutte conexa em M X.,, DOis
D N {z,a,b} # 0. A particio canonica de Ly é m(Ly) = {X1, Xo,--- , X}, com m > 3.

Temos que,
X1= 1Ly — D= {23}, Xo = Ly — {23,a,b} = {22,p} e X3={a,b}.

A existéncia de X3 ¢ garantida por ortogonalidade com a triade T7 = {z1,a,b} (veja
Tabela (4.3)).

’ X, = {2’3} ‘ Xo = {22>P} ‘ X3 = {a,b} ‘

Tabela 4.3: Linha de Tutte Ly

Nesta mesma matroide considere o conjunto Ly = DU 2 = DU Dz2. Note que Lo
¢ uma linha de Tutte conexa, pois D N D,, # §. A particio canonica de Ly é m(Ly) =
{X1, Xy, , Xm}, comm > 3. Note que Xy = Loy — D ={z} e Xy = Ly — D, = {a,p}
sao elementos fixos de 7(Ls). Além disso, T = {21, a,b} C Ly. Deste modo, existem duas

possibilidades para 7(Ls), dependendo do circuito ﬁzw a saber:

(4.1) Xy ={z}, X2 ={b, 22} e X3={a,p} (veja Tabela (4.4)).

(4.2) X; ={z1}, X2 ={a, 2}, X3 ={b} e X4y={p} (veja Tabela (4.5)).

Vamos analisar os dois casos separadamente:
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| Xi={n} | Xo={b =} | Xs={ap} |
Tabela 4.4: Linha de Tutte Ly no caso (4.1)
| Xi={z} | Xo={a, ) | Xs={b} | X4 = {p} ]

Tabela 4.5: Linha de Tutte L” no caso (4.2)

No caso (4.1), considerando os circuitos obtidos das matroides M x.,| L2 e M x., | La,
temos que
MXzS/Z4 = MXZ4 = M(K4)

admite a representagao geométrica ilustrada na Figura (4.2).

Neste caso,
My \og = My, = M*(Ky). (4.34)

Isto ¢, a matroide M)*(ZS ¢ obtida da matroide M;}M através da extensao do elemento z4.
Para tal, vamos utilizar a representacao geométrica para M;CZ5' Na Tabela (4.6) indicamos

alguns cocircuitos de M* que estdo contidos E (M)*(ZS)

’ Cocircuitos ‘ Hiperplanos ‘

{Z17227b} Hl = {a7p7 Z37Z4}
{a,b, 23,24} | Hy={z,2,p}

Tabela 4.6: Cocircuitos e Hiperplanos no Caso (4.1)
Note que os conjuntos
{a,b, 23,24} e {a,b,z2,p}

sao cocircuitos de M )*(25. Observe que, z4 deve estar sobre a linha que contém {a, z3, p},
pois {21, 22, b} € um cocircuito de M}, e de M}, veja Figura (4.3).

Em M%_ , temos a seguinte anélise.
5

(i) Se {z3,24} € um 2-circuito, entdo P e () nao sao unicos; contradizendo o Lema
4.10().

(i) Se {p, 24} é um 2-circuito, entdo o conjunto {2, z3, 24} é um circuito de M impli-
cando que {zs, 23,24} U S é um circuito de M; contradizendo o axioma (C2), pois

este circuito contém D, .
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Z9 b

D 21 a

Figura 4.2: Representacao geométrica de M X., 1O caso (4.1)

a

24

Z1 Z2 b

Figura 4.3: Representagao geométrica de M}"% no caso (4.1)

(iii) Se o conjunto {a, z4} for um 2-circuito nao chegamos a nenhuma contradigao.

Mas, pelo Lema 4.10 (vi), existe um circuito D,, contendo {z4, 25} e contido em {zy, 25} U
B. Segue de (3.8.3.1) que D,, N E(N) # 0. Note que Ly = CU z; = C'U D,, é uma linha
de Tutte conexa, pois CND,, # (. Observe que X = {z;} ndo é um elemento da parti¢ao
canodnica m(Ls). Caso contrario, L — {z4} é um circuito de M contendo E(N) e diferente
de C; contradizendo (4.16.0.5).

Seja ¢ € E(N) tal que o conjunto {z4, c} esta contido em um elemento X da partigao
canodnica 7(Ls). Claramente, ¢ € D,, N E(N). Vamos verificar que

E(N) —{a,b} ¢ D..NC. (4.35)

Suponha que (4.35) seja falso. Observe que L = D., U D,_ é uma linha de Tutte conexa,
pois D,, N D, = {z}. Além disso, |x(L)| = 3, pois L — D.,, L — D.. e {2} sdo os
elementos da particao canonica m(L). Assim, M|L é binria e o conjunto D = D, A D,_ ¢
um circuito de M. Deste modo, existe um circuito D de M contendo F(N) propriamente
e diferente de C'; contradizendo (4.16.0.5).
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Sejad € Y,, NC — D,,. Considere a matroide
K = M\[Y;, = CJ/[Y;; 0 (C = {e,d})],
em que {c,d} C E(N)NY,,. Note que
E(K) = {(1, ba 21, %2, %3, 24, %5, C, d}

Logo, |E(K)| = 9. Os conjuntos D, = {21, z0,a} e D., = {23, z4, a, b} siio circuitos de M
e de K. Além disso, o conjunto D = {a,b, 23, z4,¢,d} € C é um circuito gerador de K.
Portanto, 7(K) =5 e r((K)*) = 4. Note que o conjunto

Dzs = Dzs - D/Z’s N (C - {C})} = {247 255 C}
também é um circuito de K.

Em K os conjuntos

L1 = DUlef)U[)Zz
Lg = DUZgZDUDz4
L5 == DUZ5:DU1~)Z5

sao linhas de Tutte conexas, pois D N DZ¢ # () com i € {1,3,5}. As partigbes canonicas

sao, respectivamente,

w(L1) = {z1,{a,2},{b,c,d, z1}}
{z3,{a,b, z4},{b,c,d}}
w(Ls) = {z5,{c,z4},{a,b,d, 22}}.

=8
h

>
I

Comparando os circuitos de K com os circuitos de um prisma (veja Figura 4.4), concluimos

que K é isormofa a uma matroide M (P) em que P é um prisma.

No caso (4.2), considerando os circuitos obtidos nas linhas de Tutte M x.,|Lae M x., L4

temos que a matroide M X.. [z = M x., admite a representacao geométrica indicada na
Figura (4.5).
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Figura 4.4: Prisma: K = M(P)

Z3

z9 b

P 21 a

Figura 4.5: Representacio geométrica de M x., no Caso (4.2)

Sendo assim,
M, \za = My, = (WP)". (4.36)

A matroide J\Z/}*(z5 ¢ obtida da matroide J\Zl')*(z4 através da extensao do elemento z.
Para tal, vamos utilizar a representacao geométrica para M %..- Na Tabela (4.7), listamos
alguns cocircuitos de M* que estao contidos em E(M%_).

’Cocircuitos‘ Hiperplanos ‘

{CL, b7 237'24} Hl - {217227])}
{a,b, 21,22} | Hy = {23, 24,p}

Tabela 4.7: Cocircuitos e Hiperplanos no Caso (4.2)

Note que,
Z4¢H1 e Z4€H2.

Em M )*(25, temos as seguintes observagoes:

1) Se {z3,24} ¢ um 2-circuito de M., entao {#3,24} ¢ um 2-cocircuito de My, e
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portanto de M.,. Sendo assim, o conjunto {zs, z4, 25} € uma triade da matroide
3-conexa M contradizendo o Lema 4.10(v).

2) z4 ndo pertence a linha {zy, 2o, p}. Logo, {z4, p} nao pode ser um 2-circuito.

Note ainda que o elemento z; pode estar sobre a linha {b, z9, z4}. De qualquer modo,
podemos obter o cocircuito {a, b, p} através da matroide

M {1, 23} /{22, 2}
Isto &, o circuito {a, b, p} pode ser obtido através da matroide
Mx. \z, 243 {21, 28} = M\{22, 24, 25} /{21, 23}

O que contradiz a unicidade dos conjuntos P e @) pelo Lema 4.10(v). Portanto, o elemento
25 nao pode existir e (4.16) vale.

Figura 4.6: Representacao geométrica para M X.. no caso (4.2)

]

Com a conclusao de do Lema 4.15 e do Lema 4.16 finalizamos a demonstragao da

Proposicao 4.13.

No proximo resultado vamos garantir a existéncia de um elemento e € E(M) — C, tal
que a matroide co(M\e) seja 3-conexa. Para tal, vamos precisar do teorema a seguir, o

qual é o principal resultado de [4].

Teorema 4.17 (R. Hall). Se H ¢é um hiperplano de uma matroide 3-conera K e K 2
K*(Ké”n) (ver Figura 4.7), entao existe um elemento e € H tal que a matroide simples

associada com K/e é 3-coneza.
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1 2 3 n

"

Figura 4.7: Grafo K3,

Lema 4.18. Seja M uma matroide 3-conexa que ndo possui menor isomorfo a mdtroide
M(P), em que P é um prisma. Se C' € um circuito hamiltoniano de M, entdo existe um
elemento e € E(M) — C tal que a matroide co(M\e) é 3-conezxa.

Demonstra¢ao. Como C' é um circuito gerador de M, o conjunto H = E(M) — C é um
hiperplano da matroide 3-conexa M*. No Teorema 4.17, faca K = M* e seja e € H. Por
hipotese M n&o tem menor isomorfo & matroide M(P), em que P é um prisma. Logo,
a matroide M* ndo tem menor isomorfo a matroide grafica M*(P). Mas, P* = Ks\e
para alguma aresta e de K5. Como P* = Kj5\e é uma restricao do grafo Kg:n, devemos
ter M* 2 K*(Kg:n). Segue do Teorema 4.17 que a matroide si(M*/e) = [co(M\e)]* &

3-conexa. Portanto, a matroide co(M\e) é 3-conexa. ]

4.4 Estimativa para |E(M) — E(N)]

Nesta se¢ao concluimos o principal resultado, para tal utilizamos o Lema 4.13 e a Proposi-
¢ao 4.5. Lembre que no Corolério 4.2 concluimos que o resultado é vélido para |E(N)| = 4,
desde que M nao possua menor isomorfo a M (P) em que P é um prisma, no caso em que
todo circuito contendo E(N) é gerador de M.

Teorema 4.19. Seja N uma matroide circular. Se o par (M, N) é menor-minimal, entio
|[E(M)] <5|E(N)| - 12,
desde que M nao possua menor isomorfo a M(P) em que P é um prisma.
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Demonstragao. No Corolario 4.2 vimos que o resultado é vélido quando |E(N)| = 4,
desde que M nao tenha um menor isomorfo & M(P), em que P ¢ um prisma. Suponha
que |[E(N)| > 5. Segue do Lema 4.18, que existe um elemento e tal que a matroide
M' = co(M\e) é 3-conexa. No Proposigao 4.13 vimos que o par (M”, N’) é menor-
minimal, com

M" = co(M\e)\X/Y = M\(X Ue)/Y U (S — w)

N' = N/(S —w),
para algum w € S. Além disso, no Lema 4.16, concluimos que
(XUe)UY|=|E(M)—EM")| <4.
Logo,
[E(M)] = [E(M")] < |S] +3. (4.37)

Sem perda de generalidade, dentre todos os pares (M, N) que satisfazem as hipoteses do
Proposigao 4.13 podemos escolher um par (M, N) tal que |[E(M)| é minimo. Assim, o par
(M, N) também satisfaz as hipoteses da Proposi¢ao 4.5. Logo, ele é um contra-exemplo
para Conjectura 4.3. Portanto, a Conjectura 4.3 é valida para o par (M”, N’). Deste

modo,

|E(M")] < al E(N)| + = a| E(N)| + B+ a(1 = |5]). (4.38)
De (4.37) e (4.38), obtemos que

[E(M)[ = |5] =3 < o[ E(N)| + B+ a(1 - |S]).
Como |E(M)| > o|E(N)| + [ temos que |S| + 3+ «(1 — |S]) > 0. Contudo, |S| > 3,
implicando que o < 5. Mas, o par (M, N) é um contra-exemplo para a Conjectura 4.3,

logo podemos assumir que o = 5. Como 5= 8 — 4«, fazendo oo = 5, obtemos > —12.
Agora, fazendo /= —12, o resultado vale. O]
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