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RESUMO

Utilizando ferramentas topológicas podemos garantir que o conjunto solução de uma

equação integro-diferencial com retardo dependendo do estado é um conjunto não vazio,

compacto e conexo. Como aplicação de nossos resultados abstratos consideramos algumas

equações integro-diferenciais originadas da teoria de viscoelasticidade.

Além disso utilizamos teoria de semigrupo hiperbólico para garantir a existência de so-

luções compactas quase automórficas de equações semilineares de evolução cujo semigrupo

associado não é exponencialmente assintoticamente estável.

Palavras-chave: Equações integro-diferenciais, retardo dependendo do estado, viscoe-

lasticidade, equações diferenciais fracionárias, semigrupo analítico, semigrupo hiperbólico,

funções compactas quase automórficas, equações de evolução semilinear.
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ABSTRACT

Using topological tools we ensure that the solution set of an abstract integro-differential

equation with state-dependent delay is a nonempty, compact and connected set. As appli-

cation we consider our abstract results in the framework of integro-differential equations

coming from viscoelasticity theory.

Also use hyperbolic semigroup theory to guarantee the existence of solutions of equati-

ons automorphic compact almost semilineares whose evolution is not associated semigroup

exponentially asymptotically stable.

Keywords: Integro-differential equations, State-dependent delay, Viscoelasticity, Frac-

tional differential equations, analytic semigroup, hyperbolic semigroup, compact almost

automorphic function, semilinear evolution equation.
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Introdução

Nesta tese estudamos dois tipos de problema. O primeiro consiste em obter condi-

ções suficientes para a existência de soluções brandas de uma classe de equações integro-

diferenciais com retardo dependendo do estado, descrita por:










u′(t) =

∫ t

0

a(t− s)Au(s)ds+ f(t, uρ(t,ut)), t ∈ [0, b]

u(0) = ϕ ∈ B
(1)

sendo A : D(A) ⊂ X → X um operador linear fechado definido em um espaço de Banach

X, a ∈ L1
loc([0, ∞)), f : [0. b] × B → X e ρ : [0, b] × B → (−∞, b] funções apropriadas

e o espaço de fase B é definido axiomaticamente. Além disso caracterizamos o conjunto

solução em termos topológicos. Não conhecemos trabalhos envolvendo a equação (1) que

trate a questão da unicidade da solução, dessa forma os resultados da seção 1.2 são um

ponto de partida nessa linha de pesquisa já que mostramos que sob certas condições o

conjunto solução possui o mesmo grupo de homotopia do conjunto com um ponto. Vale

ressaltar que o artigo que contém os resultados dessa seção está submetido a uma revista

especializada.

O estudo da estrutura topológica do conjunto solução iniciou na década de 20 quando

H. Kneser [56] provou que o teorema de existência de Peano poderia ser reformulado

em termos topológicos, mostrando que o conjunto solução de certas equações diferencias

além de ser não vazio é conexo e compacto. Esta propriedade ficou conhecida na litera-

tura como propriedade de Kneser. Em 1942, N. Aronszajn incrementou o resultado de

Kneser mostrando que o conjunto solução é um Rδ conjunto, ou seja, a interseção de uma

sequência decrescente de conjuntos compactos, absolutamente retráteis.

Evidentemente o teorema de Aronszajn teve um grande impacto na teoria qualitativa

de equações diferenciais e, devido a isso, o estudo da estrutura topológica de conjuntos
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soluções tem chamado a atenção de diversos pesquisadores nos últimos anos (ver [7], [8],

[9], [34], [60]).

É bem conhecido que a caracterização do conjunto solução de operadores apropriados

pode ser útil no estudo de equações diferenciais. Neste sentido, F. Browder e C. Gupta

forneceram uma poderosa informação acerca do conjunto de pontos fixos e este resultado

ficou conhecido como método de Browder e Gupta (ver [34]). Esse método será muito útil

para nosso propósito e está descrito na seção 1.1.3.

O interesse em estudar o problema (1) surgiu na sua aplicabilidade em diversos pro-

blemas da física matemática. Podemos destacar a seguinte aplicação:

∂u

∂t
(t, x) =

∫ t

0

da(s)∆u(t− s, x) +m(t)h (t, x, u(t− σ(‖u(t, ·)‖)) , 0 ≤ t ≤ b, x ∈ [0, π],

(2)

u(t, 0) = u(t, π) = 0, (3)

u(t, x) = ϕ(t, x), t ≤ 0, 0 ≤ x ∈ [0, π], (4)

sendo a, m, h e σ funções, apropriadas descritas na seção 2.3.1.

O problema do valor inicial acima é um exemplo típico de um problema de viscoelas-

ticidade unidimensional tal como movimento de ruptura, torção simples, torção de uma

haste entre outros (ver [62]).

Como outra aplicação de nossos resultados consideramos a teoria de equações dife-

renciais fracionárias. Nas últimas décadas a teoria de cálculo fracionário tem tido muito

destaque devido a sua vasta aplicabilidade em diversos campos da ciência e engenharia.

Em [2], [3], [4],[23], [44], [45], [54] e [55] são dadas aplicações em fluxos de fluidos, reologia,

processos dinâmicos em estruturas auto similares e porosas, rede elétrica, teoria de con-

trole de sistemas dinâmicos, viscoelasticidade, eletroquímica da corrosão, físico química,

ótica e processamento de sinais. As equações diferenciais funcionais com retardo depen-

dendo do estado também aparecem frequentemente em modelos matemáticos aplicados

e têm sido estudadas exaustivamente nos últimos anos (ver [1], [10], [11], [13], [15],[27],

[28], [29],[32], [41], [40], [42], [43],[47], [48], [49], [50], [57], [66], [67]). Contudo a maioria

dos trabalhos envolvendo essas equações são restritas às equações diferenciais ordinárias.

Na seção 1.3.2. apresentamos condições suficientes para a existência de soluções branda

para uma classe de equações integro-diferenciais fracionárias com retardo dependendo do
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estado, descrita por:










u′(t) =

∫ t

0

(t− s)α−2

Γ(α− 1)
Au(s)ds+ f(t, uρ(t,ut)), t ∈ [0, b]

u0 = ϕ ∈ B
(5)

com 1 < α < 2, A : D(A) ⊂ X → X um operador linear densamente definido de

tipo setorial em um espaço de Banach complexo X, sendo Γ a função Gamma de Euler.

A equação (5) é conhecida na literatura por equação integro-diferencial fracionária de

Riemann-Liouville (ver [6]).

Na literatura, o problema (5) já foi estudado por diversos autores sem considerar o

retardo ou com o retardo dependendo apenas do tempo. Em [21] os autores investigaram

a existência e unicidade de soluções brandas S-assintoticamente ω-periódica com retardo

infinito, enquanto o caso sem retardo foi considerado em [5], [19] e [20] para a existência de

soluções brandas assintoticamente quase periódicas, comportamento assintótico de equa-

ções e existência de soluções brandas S-assintoticamente ω-periódicas, respectivamente.

Na seção 1.3.2, estabelecemos condições suficientes para garantir a existência de solução

do problema (5). Vale ressaltar que os resultados apresentados na subseção 1.3.2 foram

publicados em um número especial sobre equações diferenciais fracionárias (ver [6]).

O segundo problema trabalhado na tese foi obter condições suficientes para garantir

existência de soluções compactas quase automórficas para a equação de evolução descrita

por:

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t ∈ R, (6)

sendo A um operador setorial que gera um semigrupo hiperbólico definido em um espaço

de Banach X e f é uma função compacta quase automórfica.

A idéia de trabalhar com tal semigrupo é de tentar decompor o espaço de Banach X

como soma de dois subepaços fechados de forma que o semigrupo restrito a um desses su-

bespaços seja exponencialmente assintoticamente estável e restrito ao outro seja inversível

com inversa assintoticamente estável.

Recentemente, diversos pesquisadores têm tido interesse em estudar funções compactas

quase automórficas no contexto das equações de evolução (ver [22], [24], [26], [46] [52]).

Teoria de semigrupo e técnicas de ponto fixo têm sido frequentemente utilizadas para

estudar equações de evolução semilinear, mas em geral, o operador A é considerado gerador

4



de um semigrupo exponencialmente estável. Em nossos resultados tal estabilidade não é

necessária. Nossa proposta é estender o resultado de S. Boulite e colaboradores ([14]),

que garante a existência de soluções quase automórfica da equação (6) no espaço X e no

espaço intermediário Xα, α ∈ (0, 1) definido na seção 2.1.3.

A tese está organizada em dois capítulos e, devido à diferença da natureza dos pro-

blemas tratados em cada capítulo, deixamos as preliminares separadas por tema. Cada

capítulo está dividido em três seções. A primeira, intitulada de preliminares, expõe os

resultados e definições necessários para a obtenção de nossos resultados, a segunda seção

de resultados abstratos obtidos e a terceira seção de aplicações. O primeiro capítulo trata

de obter resultados de existência e classificação topológica do conjunto solução da equa-

ção integro-diferencial com retardo dependendo do estado descrita por (1) e o segundo

capítulo trata de obter resultados de existência e unicidade de soluções para equações de

evolução hiperbólicas, descrita por (6).
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Capítulo 1

Equações integro-diferenciais com

retardo dependendo do estado

Neste capítulo, estamos interessados em estudar algumas propriedades topológicas do

conjunto solução de uma classe de equações integro-diferenciais, com retardo dependendo

do estado, descrita por










u′(t) =

∫ t

0

a(t− s)Au(s)ds+ f(t, uρ(t,ut)), t ∈ [0, b]

u(0) = ϕ ∈ B

com A : D(A) ⊂ X → X um operador linear fechado definido em um espaço de Banach X,

e a, f e ρ funções apropriadas. Particularmente, estabelecemos resultados de existência

de soluções.

1.1 Preliminares

Seja X um espaço de Banach. Denotamos por B(X) o espaço dos operadores lineares

limitados de X em X munido com a norma do supremo, e para um operador linear

A : D(A) ⊂ X → X, denotamos por ρ(A) o conjunto resolvente de A e por σ(A) o

conjunto spectro de A. Nesta seção, serão feitas as exposições das definições e teoremas

utilizados na demonstração de nossos resultados.
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1.1.1 Espaço de fase B

Neste capítulo, faremos uso do espaço de fase definido axiomaticamente a partir das

notações desenvolvidas por Y. Hino, S. Murakami e T. Naito em [53]. Nesta seção, faremos

uma breve exposição de tal conceito.

Equações diferencias funcionais com retardo são equações diferenciais que dependem

do retardo de uma função desconhecida. A formulação deste tipo de equação é descrita

por

x′(t) = f(t, xt).

O símbolo xt é o que chamamos de retardo (ou história) da função desconhecida x no

instante t.

Descrevemos, de forma geral, o retardo de uma função considerando que, para cada

t, xt está em um espaço de funções pré fixado, o qual chamamos de espaço de fase, que é

caracterizado por alguns axiomas. Assumimos que a função t 7→ xt é contínua.

Considere r(t) como sendo o atraso tal que todos os argumentos do retardo de x em

t estejam no intervalo [t− r(t), t]. Fazendo r = sup{r(t)}, temos que 0 ≤ r ≤ ∞. Então,

para cada t, tal situação se reflete em termos de xt desde que tal função tenha domínio

[−r, 0] e seja definida por xt(θ) = x(t + θ), com −r ≤ θ ≤ 0. Se r é finito, a equação é

dita ser de retardo finito; caso contrário é dita ser de retardo infinito e esse caso é o que

será tratado neste capítulo. Resumindo a discursão, para nossos propósitos, xt é definido

por

xt(θ) = x(t + θ), −∞ < θ ≤ 0,

e é chamado de t- segmento de x ou a história de x até t. Ver figura 1.1.1 abaixo.

- 2.0 - 1.5 - 1.0 - 0.5

- 0.4

- 0.2

0.2

0.4

- 1.0 - 0.5 0.5 1.0

- 0.4

- 0.2

0.2

0.4

Figura 1.1: Gráfico de x e gráfico de x1
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Nas aplicações é importante observar que cada equação pertence a um espaço de fase

adequado ao problema. É percebido que muitas propriedades ocorrem independente do

espaço de fase concreto. Então, de forma natural, alguns axiomas são induzidos de muitos

exemplos de espaço de fase. Dessa forma diversos autores trabalharam com a intenção de

sistematizar tais axiomas, podemos citar [16], [17], [18], [38], [39], [63] e [64].

Definição 1.1 O espaço de fase B é o espaço das funções definidas de (−∞, 0] em X,

munida de uma seminorma denotada por ‖ · ‖B tal que as seguintes condições são verifi-

cadas:

(A) Se x : (−∞, µ + b) → X, b > 0, µ ∈ R, é contínua em [µ, µ + b) e xµ ∈ B, então

para todo t ∈ [µ, µ+ b) as seguintes condições seguem:

(i) xt ∈ B;

(ii) ‖x(t)‖ ≤ H‖xt‖B;

(iii) ‖xt‖B ≤ K(t− µ)sup{‖x(s)‖;µ ≤ s ≤ t}+M(t− µ)‖xµ‖B,

com H > 0 constante, K,M : [0, ∞) → [1, ∞), K(·) contínua, M(·) localmente

limitada e H, K, M independentes de x(·).

(A1) Considerando a função x(·) de (A), a função t→ xt é contínua de [µ, µ+b), µ ∈ R,

em B.

(B) O espaço B é completo.

Exemplo 1.1 (Espaço de fase Cr × Lp(g, X))

Suponha que 1 ≤ p < ∞, 0 ≤ r < ∞ e g é uma função não negativa, Borel mensurável

definida em (−∞, −r). Considere a medida de Borel positiva, λ, definida em (−∞, −r)
por

λ(E) =

∫

E

g(θ)dθ, E ∈ B,

sendo B a família dos conjuntos de Borel de (−∞, −r). A equação acima pode também

ser denotada por dλ = g(θ)dθ. O espaço Cr × (Lp(g);X) é definido como sendo o espaço

produto de Cr := C([−r, 0], X) e (Lp(g);X) que consiste de uma classe de funções ϕ :

(−∞, 0] → X satisfazendo:
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(i) ϕ é contínua em [−r, 0];

(ii) |ϕ|p é integrável com respeito a λ em (−∞, −r).

A seminorma em Cr × Lp(g, X) é definida por:

‖ϕ‖B = sup{|ϕ(θ)|;−r ≤ θ ≤ 0}+
(
∫ −r

−∞
|ϕ(θ)|pg(θ)dθ

)1/p

.

Ademais, consideremos as seguintes condições sobre a função g :

(g-5)
∫ −r

u

g(θ)dθ <∞ para todo u ∈ (−∞, −r);

(g-6) g(u + θ) ≤ G(u)g(θ) sendo u ≤ 0 e θ ∈ (−∞, −r) \ Nu, para um conjunto

Nu ⊂ (−∞, −r) com medida de Lebesgue nula e G é uma função não negativa que

é localmente limitada em (−∞, 0].

Este espaço também satisfaz os seguintes axiomas:

(C1) Se {ϕn} é uma sequência de Cauchy em B com respeito a sua seminorma e se

{ϕn(θ)} converge para uma função ϕ(θ) sobre conjuntos compactos de (−∞, 0],

então ϕ está em B e ‖ϕn − ϕ‖B → 0 quando n→ ∞.

(D) B é um espaço separável.

Então temos a seguinte tabela que relaciona as hipóteses com os axiomas do espaço de

fase em Cr × Lp(g, X).

A A1 B C1 D

Cr × Lp(g, X) (g-5,6) (g-5,6) (g-5) (g-5) (g-5)

H, K(t) e M(t) do axioma (A) podem ser tomados da seguinte forma:

H = 1,

K(t) =











1, 0 ≤ t ≤ r

1 +

[
∫ −r

−t

g(θ)dθ

]1/p

, r < t.

M(t) =



















max{1 +
[
∫ −r

−r−t

g(θ)dθ

]1/p

, G(−t)1/p} 0 ≤ t ≤ r

max{
[
∫ −t

−r+t

g(θ)dθ

]1/p

, G(−t)1/p} r < t.
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Além disto, a condição (g-6) implica que
∫ −t

−r−t

g(θ)dθ ≤ G(−t+ r)

∫ −r

−2r

g(θ)dθ, r < t.

Exemplo 1.2 Seja g : (−∞, 0] → [0, ∞) uma função contínua positiva tal que g(0) = 1

e suponha que g verifica as condições (g − 1) e (g − 2) em ([53]). Denotamos por C0
g (X)

o espaço das funções contínuas φ : (−∞, 0] → X tal que ‖φ(θ)‖/g(θ) → 0 se t → −∞,

munido da norma

‖φ‖C0
g (X) := sup

−∞<θ≤0

‖φ(θ)‖
g(θ)

.

Então C0
g (X) satisfaz os axiomas (A), (A1) e (B).

1.1.2 Resolventes

O conceito de resolvente é bastante importante para a teoria das equações diferenciais

do tipo Volterra, em particular para as equações tratadas neste capítulo. Através desta

família, pode-se obter uma fórmula de variação de parâmetros para equações de Volterra,

sendo aquela uma candidata em potêncial à solução da equação (ver Proposição 1.2). As

principais ferramentas para provar existência do resolvente são descritas em [62]. Aqui,

faremos uma breve exposição com a finalidade de tornar o texto o mais independente

possível.

Considere X um espaço de Banach, A um operador linear fechado e ilimitado em

X com domínio denso D(A) e a ∈ L1
loc(R+) um núcleo escalar não identicamente nulo.

Consideremos a seguinte equação de Volterra

u(t) = f(t) +

∫ t

0

a(t− s)Au(s)ds, t ∈ J, (1.1)

com f ∈ C(J ;X) e J = [0, T ]. No que segue, denotamos por D(A) o domínio de A

munido com a norma do gráfico | · |A de A, isto é, |x|A = |x| + |Ax|. D(A) é um espaço

de Banach desde que A seja continuamente e densamente incluído em X. Será utilizada a

notação

(a ∗ f)(t) =
∫ t

0

a(t− s)f(s)ds, t ∈ J,

para a convolução.

É interessante distinguir os tipos de soluções da equação (1.1) e os tipos naturais de

soluções são dados a seguir
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Definição 1.2 Uma função u ∈ C(J ;X) é chamada

(a) solução forte de (1.1) em J se u ∈ C(J ;XA) e (1.1) é satisfeito em J ;

(b) solução branda de (1.1) em J se a ∗ u ∈ C(J ;XA) e u(t) = f(t) + A(a ∗ u)(t) em J ;

(c) solução fraca de (1.1) em J se

< u(t), x∗ >=< f(t), x∗ > + < (a ∗ u)(t), A∗x∗ >

em J , para cada x∗ ∈ D(A∗).

Note que toda solução forte de (1.1) é uma solução branda e cada solução branda é

uma solução fraca. A recíproca da segunda afirmação é válida considerando uma hipótese

adicional acerca do conjunto resolvente, ρ(A), de A como segue.

Proposição 1.1 Seja f ∈ C(J ;X) e suponha que ρ(A) 6= ∅. Então cada solução fraca u

de (1.1) em J é uma solução branda de (1.1) em J.

Ver ([62]), página 35, para a demonstração.

Note que, no caso em que a(t) ≡ 1 e f ∈ C1(J ;X), (1.1) é equivalente ao problema

de Cauchy

u′(t) = f ′ + Au(t), u(0) = f(0). (1.2)

Neste caso, nosso conceito de solução coincide com os que geralmente são utilizados em

(1.2). De forma similar, se a(t) ≡ t e f ∈ C2(J ;X), então (1.1) é equivalente a

u′′(t) = f ′′(t) + Au(t), u(0) = f(0), u′(0) = f ′(0), (1.3)

e nosso conceito de solução de (1.1) coincide com o do problema de segunda ordem (1.3).

Definição 1.3 A equação (1.1) é bem posta, se para cada x ∈ D(A), existe uma única

solução forte u(t, x) em R+ de

u(t) = x+ (a ∗ Au)(t), t ≥ 0, (1.4)

e se (xn) ⊂ D(A), com xn → 0 têm-se u(t, xn) → 0 em X, uniformemente em intervalos

compactos.
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Assumindo que (1.1) é bem posto, pode-se introduzir o operador solução S(t) para

(1.1) da seguinte forma

S(t)x = u(t, x), x ∈ D(A), t ≥ 0.

Pela unicidade da solução, segue que S(t) está bem definido e é linear para cada t ≥ 0.

Além disso, S(0)x = x está em D(A) e S(t)x é contínua em R+ para cada x ∈ D(A).

Mostremos que S(t) é limitado em intervalos compactos. Assuma por contradição que

existem (tn) ⊂ [0, T ] e (yn) ⊂ D(A), com |yn| = 1 tal que |S(tn)yn| ≥ n para cada n ∈ N.

Então xn = yn/n ∈ D(A) e xn → 0. Com isso obtemos a seguinte contradição

1 ≤ |S(tn)xn| = |u(tn, xn)| → 0, quando n→ ∞.

Portanto S(t) é limitado e admite extensão para todo X, além disso S(t)x é contínuo para

cada x ∈ X. Segue da definição de solução forte que o operador solução mapeia D(A)

nele mesmo, AS(t)x é contínuo em R+ para cada x ∈ D(A) e

S(t)x = x+ a ∗ AS(t)x = x+ Aa ∗ S(t)x

é satisfeita em R+. Como S(t) é limitado, segue que Im(a ∗ S(t)) ⊂ D(A) e Aa ∗ S(t) =
S(t)− I é fortemente contínuo em R+. Em outras palavras u(t, x) = S(t)x é uma solução

branda da equação (1.4) para cada x ∈ X. Ou seja, para cada x ∈ X, a solução branda é

única (ver ([62]), página 32). É interessante observar que A comuta com S(t) já que, para

cada x ∈ D(A), ambos u(t, Ax) e Au(t, x) são soluções brandas de (1.3) com x trocado

por Ax. Portanto

S(t)Ax = u(t, Ax) = Au(t, x) = AS(t)x, para todo x ∈ D(A), t ≥ 0.

A partir dessas considerações, dá-se origem à seguinte definição.

Definição 1.4 Uma família {S(t)}t≥0 ⊂ B(X) de operadores limitados em X é cha-

mada de resolvente de (1.1) (ou operador solução de (1.1)), se as seguines condições são

verificadas

(S1) S(t) é fortemente contínuo em R+ e S(0) = I;

(S2) S(t) comuta com A, isto é, S(t)D(A) ⊂ D(A) e AS(t)x = S(t)Ax para todo

x ∈ D(A) e t ≥ 0;
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(S3) A equação resolvente é verificada

S(t)x = x+

∫ t

0

a(t− s)AS(s)ds,

para todo x ∈ D(A), t ≥ 0.

A seguinte proposição caracteriza quando o problema (1.1) é bem posto em termos do

resolvente.

Proposição 1.2 O problema (1.1) é bem posto se, e somente se, admite um resolvente

S(t). Neste caso, Im(a ∗ S(t)) ⊂ D(A) para todo t ≥ 0 e

S(t)x = x+

∫ t

0

a(t− s)AS(s)ds,

para todo x ∈ X, t ≥ 0. Em particular, Aa ∗ S é fortemente contínuo em X.

Ver ([62]), página 32 para a demonstração.

Corolário 1.1 O problema (1.1) admite no máximo um resolvente S(t).

Suponha que S(t) seja um resolvente para (1.1) e seja u(t) uma solução branda do

problema (1.1). Então de (S1)-(S3),

1 ∗ u = (S − A(a ∗ S)) ∗ u = S ∗ u− AS ∗ (a ∗ u)

= S ∗ u− S ∗ (Aa ∗ u) = S ∗ (u−Aa ∗ u) = S ∗ f,

ou seja, S ∗ f é continuamente diferenciável e

u(t) =
d

dt

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds, t ∈ J.

Esta é a fórmula de variação de parâmetros para equações de Volterra (1.1).

Proposição 1.3 [62] Suponha que (1.1) admita um resolvente S(t) e seja f ∈ C(J ;X).

Então

(i) Se u ∈ C(J ;X) é uma solução branda de (1.1), então S ∗ f é continuamente diferen-

ciável e

u(t) =
d

dt

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds, t ∈ J.

Em particular, soluções brandas de (1.1) são únicas.
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(ii) Se f ∈ W 1,1(J ;X), então

u(t) = S(t)f(0) +

∫ t

0

S(t− s)f ′(s)ds, t ∈ J, (1.5)

é uma solução branda de (1.1).

(iii) Se f ∈ W 1,1(J ;X), então u(t), descrito por (1.5), é uma solução forte de (1.1).

Como (1.1) é uma equação de convolução definida para t ≥ 0, é natural utilizar a

transformada de Laplace para estudá-la, lembrando que a transformada de Laplace de

uma função f ∈ L1
loc([0, ∞);X) é descrita por

L(f)(λ) = f̂(λ) =

∫ ∞

0

e−λtf(t)dt, Reλ > ω,

observando que a integral é absolutamente convergente para Reλ > ω.

Dito isto, é natural supor que a(t) admite transformada de Laplace, ou seja, que existe

ω ∈ R tal que
∫ ∞

0

e−ωt|a(t)|dt.

Para obtermos condições sobre o resolvente em termos da transformada de Laplace, faz-se

uso da seguinte definição:

Definição 1.5 Suponha que S(t) seja resolvente de (1.1).

(i) S(t) é dito ser exponencialmente limitado se existe uma constante M ≥ 1 e ω ∈ R

tal que

|S(t)| ≤Meωt, para todo t ≥ 0; (1.6)

neste caso, ω, ou mais precisamente, (M, ω) é chamado o tipo de S(t).

(ii) A limitação do crescimento, w0(S), de um resolvente S(t) para (1.1) é definida por

ω0(S) = inf{ω; ∃M > 0 tal que (1.6) é satisfeita }.

Fizemos a exposição de tal definição com a finalidade de mostrar a seguinte caracterização

dos resolventes de (1.1) de tipo (M,ω) :

Teorema 1.1 Seja A um operador linear fechado e ilimitado em X com domínio denso

D(A) e seja a ∈ L1
loc(R+) satisfazendo

∫ ∞

0

e−ωt|a(t)|dt < ∞. Então (1.1) admite um

resolvente S(t) de tipo (M, ω) se, e somente se, as seguintes condições são verificadas:
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(i) â(λ) 6= 0 e
1

â(λ)
∈ ρ(A) para todo λ > ω;

(ii) H(λ) = (I − â(λ)A)−1/λ satisfaz a estimativa

|Hn(λ)| ≤Mn!(λ− ω)−(n+1), λ > ω, n ∈ N0,

com

H(λ) = Ŝ(λ) =

∫ ∞

0

e−λtS(t)dt, λ > ω.

Observação 1.1 No caso escalar existe uma vasta bibliografia que estuda o conceito de

família resolvente, podemos destacar o livro de Gripenberg e colaboradores (ver [35]).

É interessante observar que devido a unicidade da transformada de Laplace, no caso

a(t) ≡ 1 a família S(t) corresponde a um C0-semigrupo e, no caso a(t) ≡ t, a família S(t)

corresponde a uma família cosseno.

A partir do conceito de resolvente pode-se obter a fórmula de variação de parâmetros

para as equações de evolução, como segue:

Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear, fechado e densamente definido sobre o

espaço de Banach X. Considere o problema











u′(t) =

∫ t

0

a(t− s)Au(s)ds+ f(t), t ∈ [0, b]

u(0) = u0 ∈ X

(1.7)

sendo a ∈ L1
loc([0,∞)) e f ∈ C([0, b];X). A partir da equação (1.7) temos

1 ∗ u′ = 1 ∗ a ∗ Au+ 1 ∗ f

=⇒ u = 1 ∗ a ∗ Au+ g, (1.8)

com g(t) = u0 +

∫ t

0

f(s)ds. Isto é, o problema (1.7) pode ser reescrito da forma (1.1),

considerando o núcleo 1 ∗ a. Portanto, segue do item (ii) da Proposição 1.3 que, se existe

um resolvente para a equação (1.8), então a função

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ b

é uma solução branda para a equação (1.7).
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1.1.3 Resultados topológicos preliminares

Em 1923, H. Kneser [56] reformulou o teorema de existência de Peano em termos

topológicos, mostrando que o conjunto solução de certas equações diferenciais, além de ser

não vazio, é conexo e compacto. Posteriormente, em 1942, N. Aronzajn [12] incrementou

o resultado de Kneser mostrando que, com as mesmas condições, o conjunto solução é

um Rδ conjunto. Evidentemente a caracterização do conjunto solução de uma equação

diferencial está intimamente relacionada a caracterizar o conjunto de pontos fixos de um

operador apropriado.

Em 2000, L. Górniewicz [34] catalogou, de forma resumida, algumas das técnicas

provenientes dos resultados de Kneser e Aronzajn que caracterizam topologicamente o

conjunto solução de uma classe de equações diferenciais, podendo destacar o método

de Browder-Gupta, o método de Banach e o método do limite inverso. Neste capítulo,

faremos uso do método de Browder-Gupta para este fim. As definições e resultados

utilizados serão expostos nesta seção. No que segue, X e Y são espaços métricos.

Definição 1.6 Um espaço E é contratível, se existe uma homotopia h : X × [0, 1] → X

tal que para todo x ∈ X,

h(x, 0) = x e h(x, 1) = x0,

para algum x0 ∈ X fixado.

Definição 1.7 Um espaço X é absolutamente retrátil, se para todo espaço Y, todo sub-

conjunto fechado B ⊂ Y e toda aplicação contínua f : B → X, existe uma extensão

contínua f̃ : Y → X de f sobre Y, isto é, f̃(x) = f(x) para todo x ∈ B.

Definição 1.8 Um espaço X é um Rδ conjunto, se existe uma sequência de espaços

contratíveis compactos e não vazios, {Xn}, tal que Xn+1 ⊂ Xn para todo n ∈ N e

X =
∞
⋂

n=1

Xn.

Observação 1.2 Observe que qualquer Rδ conjunto é um espaço compacto, conexo e não

vazio que é acíclico com respeito à homologia de Čech, isto é, têm a mesma homologia

que o espaço de um ponto (ver [34]).
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Definição 1.9 Seja f : X → Y uma função contínua e seja y ∈ Y. A função f é própria

em y, se existe ǫ > 0 tal que para qualquer conjunto compacto K ⊂ B(y, ǫ), o conjunto

f−1(K) é compacto, sendo B(y, ǫ) a bola aberta em Y centrada em y e raio ǫ.

Agora podemos escrevemos a formulação do teorema de Browder-Gupta devido a L.

Górniewicz.

Teorema 1.2 [34] Sejam E um espaço de Banach e f : X → E uma função contínua

tal que as seguintes condições são satisfeitas

(i) f é própria em 0 ∈ E;

(ii) Para todo ǫ > 0, existe uma função contínua fǫ : X → E, onde

1. ‖f(x)− fǫ(x)‖ ≤ ǫ para todo x ∈ X ;

2. a aplicação f̃ǫ : f−1
ǫ (B(0, ǫ)) → B(0, ǫ), definida por f̃ǫ(x) = fǫ(x), é um

homeomorfismo.

Então o conjunto f−1({0}) é um Rδ-conjunto.

O seguinte resultado foi obtido por Szufla [65] em 1979 e nos fornece algumas condições

suficientes para que uma função contínua satisfaça o item (ii) do último teorema.

Considere K um subconjunto convexo e limitado de um espaço normado e sejam E um

espaço vetorial topológico de Hausdorff e C := C(K;E). Assumindo que t0 ∈ K, x0 ∈ E e

que Ω é a família de todas as vizinhanças abertas de 0 em E, denotamos por Φ o conjunto

de todas as funções contínuas F : C → C tal que

(i) Para qualquer U ∈ Ω, existe ǫ > 0 tal que F (x)(t) − F (x)(s) ∈ U , para cada

x ∈ C, t, s ∈ K tal que |t− s| ≤ ǫ;

(ii) F (x)(t0) = x0 para cada x ∈ C;

(iii) Para cada ǫ > 0,

x|Kǫ
= y|Kǫ

=⇒ F (x)|Kǫ
= F (y)|Kǫ

, ∀x, y ∈ C,

sendo Kǫ = B[t0, ǫ] ∩K e B[t0, ǫ] a bola fechada de centro t0 e raio ǫ.
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Denotamos por I a aplicação identidade em C.

Lema 1.1 Para qualquer F ∈ Φ, existe uma sequência (Fn)n∈N tal que I − Fn é um

homeomorfismo de C em C e lim
n→∞

Fn(x) = F (x) uniformemente em x ∈ C.

Nesta tese, utilizamos o seguinte critério do valor médio para integral de Bochner.

Definição 1.10 Seja S um subconjunto de um espaço vetorial V. A envoltória convexa

de S em V é denotada por co{S} e definida por

co{S} = {α1x1 + · · ·+ αnxn|α1, · · · , αn ∈ R+, α1 + · · ·+ αn = 1 e {x1, · · · , xn} ⊂ S}.

Teorema 1.3 [59] Sejam Z um espaço de Banach e f : [α, β] → Z uma função integrável.

Então
1

β − α

∫ β

α

f(τ)dτ ∈ c̄o{f(τ); τ ∈ [α, β]}.

Para finalizar esta seção, enunciaremos os teoremas de ponto fixo utilizados nesse capí-

tulo e que garantem a existência de solução. O primeiro é conhecido como alternativa de

Leray-Schauder. Antes, faremos uma exposição da definição de operadores completamente

contínuos e compactos baseados no livro de Granas e Dugundji, [36].

Definição 1.11 Sejam X e Y espaços topológicos.

(i) Uma aplicação F : X → Y é compacta, se F (X) está contido em um subconjunto

compacto de Y.

(ii) Uma aplicação F : X → Y é completamente contínua, se a imagem de cada conjunto

limitado de X está contida em um subconjunto compacto de Y.

Teorema 1.4 [36] Seja C um subconjunto fechado e convexo de um espaço de Banach

X com 0 ∈ C. Considere F : C → C uma aplicação completamente contínua e seja

ǫ(F ) = {x ∈ C; x = λF (x), para algum 0 < λ < 1}.

Então, ou ǫ(F ) é ilimitado ou F possui um ponto fixo.

Teorema 1.5 [59] Suponha que D é um subconjunto convexo, fechado e limitado de um

espaço de Banach X e sejam Γ1 e Γ2 funções contínuas de D em X que satisfazem as

seguintes condições
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(i) Γ1(x) + Γ2(x) ∈ D, para todo x ∈ D;

(ii) Γ2(D) é compacto;

(iii) Existe um número γ, 0 ≤ γ < 1 tal que ‖Γ1(x) − Γ1(y)‖ ≤ γ‖x − y‖, para todo

x, y ∈ D.

Então existe z ∈ D tal que Γ1(z) + Γ2(z) = z.

1.1.4 Medida de não compacidade

A definição de medida de não compacidade de subconjuntos limitados em espaços nor-

mados foi introduzido por K. Kuratowsty na década de 30. Posteriormente, na década de

50, essa definição voltou a ser utilizada devido aos avanços na teoria de equações diferen-

ciais em espaços de Banach abstratos, onde medidas de não compacidade se mostraram

de grande utilidade a partir do estudo de teoremas de ponto fixo para operadores line-

ares e teoria espectral. A seguir, definimos essas medidas e mostramos suas principais

propriedades.

Sejam E e F espaços de Banach, B um subconjunto limitado de E e ǫ > 0. Uma

cobertura {Vi} de B é uma ǫ-cobertura, se diam(Vi) ≤ ǫ para todo i. A medida de não

compacidade de B é definida por

µE(B) = inf{ǫ > 0; existe uma ǫ-cobertura finita de B}. (1.9)

Uma cobertura {Bi} de B por bolas de raio ≤ ǫ chamamos de ǫ-cobertura restrita de

B. Assim a medida de não compacidade é definida por

µ̃E(B) = inf{ǫ > 0; existe uma ǫ-cobertura restrita finita de B}.

A proposição a seguir apresenta várias propriedades das medidas de não compacidade

que serão utilizadas na prova de nossos resultados.

Proposição 1.4 [31] Sejam A e B subconjuntos limitados de um espaço de Banach E.

Então

(i) µE(A) = 0, se e somente se, Ā é compacto, sendo Ā o fecho de A.
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(ii) µE(A) = µE(Ā) = µE(co{A}).

(iii) µE(λA) = |λ|µE(A).

(iv) µE(A) ≤ µE(B) se A ⊂ B.

(v) µE(A+B) ≤ µE(A) + µE(B).

(vi) µ̃E(A) ≤ µE(A) ≤ 2µ̃E(A).

(vii) Se E é um espaço de Banach de dimensão infinita, então µ̃E(UE) = 1, sendo UE a

bola unitária de E.

1.2 Resultados abstratos

O principal objetivo desta seção é descrever propriedades topológicas do conjunto

solução do seguinte problema











u′(t) =

∫ t

0

a(t− s)Au(s)ds+ f(t, uρ(t,ut)), t ∈ [0, b]

u(0) = ϕ ∈ B
(1.10)

Em particular, foram estabelecidas condições suficientes para a existência de soluções

brandas do problema (2.23). Para a demonstração de nossos resultados assumimos que

a ∈ L1
loc([0, ∞)), ρ : [0, b] × B → (−∞, b] é contínua e ϕ ∈ B. Além disso supomos que

A : D(A) ⊂ X → X é gerador de um operador solução S(t), onde X é um espaço de

Banach, e que existe uma constante M > 0 tal que ‖S(t)‖ ≤M, para todo t ∈ [0, b].

A seguir, apresentamos a definição de solução branda para o problema (1.10).

Definição 1.12 Seja A gerador de um operador solução S(t). Uma função u : (−∞, b] →
X é chamada de solução branda para o problema (1.10), se u0 = ϕ, uρ(t, ut) ∈ B, u |[0, b]∈
C([0, b];X) e

u(t) = S(t)ϕ(0) +

∫ t

0

S(t− s)f(s, uρ(s, us))ds, t ∈ [0, b].

Consideramos, para nossos objetivos, as seguintes hipóteses

(H1) A função f : [0, b]× B → X verifica as seguintes condições:
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(i) A função f(t, ·) : B → X é contínua para quase todo t ∈ [0, b] e a função

f(·, ψ) : [0, b] → X é fortemente mensurável para todo ψ ∈ B.

(ii) Existem m ∈ C([0, b], [0,∞)) e uma função não decrescente Ω : [0,∞) → (0,∞)

tal que ‖f(t, ψ)‖ ≤ m(t)Ω(‖ψ‖B), para todo (t, ψ) ∈ [0, b]× B.

(H2) Para todo t ∈ [0, b] e r > 0, o conjunto {f(s, ψ); s ∈ [0, t], ‖ψ‖B ≤ r} é relativamente

compacto em X.

(Hϕ) A função t→ ϕt é bem definida, contínua do conjunto

R(ρ−) = {ρ(s, ψ) : (s, ψ) ∈ [0, b]× B, ρ(s, ψ) ≤ 0}

em B e existe uma função contínua e limitada Jϕ : R(ρ−) → (0,∞) tal que ‖ϕt‖B ≤
Jϕ(t)‖ϕ‖B para todo t ∈ R(ρ).

Observação 1.3 Observe que a condição (Hϕ) é verificada, por exemplo, por funções

contínuas e limitadas.

A fim de obtermos os resultados de existência de soluções brandas é necessário o

seguinte lema, que foi provado pela primeira vez por E. Hernandéz e colaboradores (ver

[51]).

Lema 1.2 Considere x : (−∞, b] → X uma função contínua em I = [0, b] tal que x0 = ϕ.

Se (Hϕ) é verificado para todo s ∈ R(ρ−) ∪ I, então existem Mb e Kb ∈ R para os quais

a seguinte estimativa é verificada

‖xs‖B ≤ (Mb + Jϕ)‖ϕ‖B +Kb sup {‖x(θ)‖; θ ∈ [0, max{0, s}]} ,

com Jϕ = sup
t∈R(ρ−)

Jϕ(t).

Demonstração: Considere s ∈ R(ρ−), então de (Hϕ) temos que

‖xs‖B ≤ Jϕ(s)‖ϕ‖B ≤ Jϕ‖ϕ‖B.

Por outro lado, se s ∈ [0, b], segue do axioma (A) da definição de espaço de fase que

‖xs‖B ≤ M(s)‖ϕ‖B +K(s) sup {‖x(θ)‖; θ ∈ [0,max {0, s}]}

≤ Mb‖ϕ‖B +Kb sup {‖x(θ)‖; θ ∈ [0,max {0, s}]}

Das desigualdades acima, concluímos a prova do lema.
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Teorema 1.6 Considere as condições (H1), (H2) e (Hϕ) satisfeitas. Se

KbM lim inf
ξ→∞

Ω(ξ)

ξ

∫ b

0

m(s)ds < 1,

então o problema (1.10) tem uma solução branda. Além disso, se

KbM lim sup
ξ→∞

Ω(ξ)

ξ

∫ b

0

m(s)ds < 1,

então o conjunto S, formado por todas as soluções brandas de (1.10), é compacto em

C([0, b], X).

Demonstração: Seja ϕ̄ : (−∞, b] → X uma extensão de ϕ a (−∞, b] tal que ϕ̄(θ) = ϕ(0)

em [0, b]. Se x ∈ C([0, b];X), definimos x̄ : (−∞, b] → X como uma extensão de x a

(−∞, b] tal que x̄0 = ϕ. Consideramos o espaço U = {u ∈ C([0, b];X) : u(0) = ϕ(0)}
munido da norma do supremo ‖u‖b = sup {‖u(t)‖; t ∈ [0, b]}. Definimos o operador

Γ : U → U por

Γx(t) = S(t)ϕ(0) +

∫ t

0

S(t− s)f(s, x̄ρ(s,x̄s))ds, (1.11)

para t ∈ [0, b].

Mostremos que ΓU ⊂ U . Para isto, considere a seguinte estimativa

‖Γu(t+ h)− Γu(t)‖ ≤ ‖S(t+ h)ϕ(0)− S(t)ϕ(0)‖

+

∫ t

0

‖(S(t+ h)− S(t))f(s, x̄ρ(s,x̄s))‖ds

+

∫ t+h

t

‖(S(t+ h)f(s, x̄ρ(s,x̄s))‖ds

Analisemos, separadamente, cada parcela da soma do lado direito da desigualdade.

Como S(·) é contínuo, então para todo ǫ > 0, existe δ1 > 0 tal que

‖S(t+ h)ϕ(0)− S(t)ϕ(0)‖ < ǫ

3
sempre que 0 < h < δ1.

Como a condição (H2) garante que o conjunto {f(s, x̄ρ(s,x̄s)), s ∈ [0, t]} é relativamente

compacto, então existe δ2 > 0 tal que

‖(S(t+ h)− S(t))f(s, x̄ρ(s,x̄s))‖ <
ǫ

3t
sempre que 0 < h < δ2.
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Por fim, considere a seguinte estimativa
∫ t+h

t

‖S(t+ h)f(s, x̄ρ(s,x̄s))‖ds ≤ M

∫ t+h

t

‖f(s, x̄ρ(s,x̄s))‖ds

≤ M

∫ t+h

t

m(s)Ω(‖x̄ρ(s,x̄s)‖)ds

≤ MΩ((Mb + Jϕ)‖ϕ‖B
+ Kb sup{‖x(θ)‖; θ ∈ [0, b]})

∫ t+h

t

m(s)ds

com t0 ∈ (t, t + h). Portanto
∫ t+h

t

‖(S(t+ h)f(s, x̄ρ(s,x̄s))‖ds ≤
ǫ

3
sempre que 0 < h < δ3,

com δ3 = ǫ/(3MΩ ((Mb + Jϕ)‖ϕ‖+Kbr)
∫ t+h

t
m(s)ds). Ou seja, para todo ǫ > 0, existe

δ = min{δi} > 0, i = 1, 2, 3, tal que

‖Γu(t+ h)− Γu(t)‖ < ǫ sempre que 0 < h < δ.

Como Γx(0) = ϕ(0), segue que Γ(U) ⊂ U .
Consideramos Br := Br(ϕ̄|I ,U) como sendo a bola fechada em U com centro ϕ̄|I e raio

r > 0. Mostremos que existe r > 0 tal que Γ(Br) ⊂ Br.

Suponha que não existe tal r. Então para todo r > 0, existem xr ∈ Br e tr ∈ I tal que

r < ‖Γxr(tr)− ϕ(0)‖. Portanto, pelo Lema 1.2, obtemos a seguinte estimativa

r < ‖Γ(xr(tr))− ϕ(0)‖

= ‖S(tr)ϕ(0)− ϕ(0) +

∫ tr

0

S(tr − s)f(s, x̄rρ(s,x̄s))ds‖

≤ (M + 1)‖ϕ(0)‖+M

∫ tr

0

‖f(s, x̄rρ(s,x̄s))‖ds

≤ (M + 1)H‖ϕ‖B +M

∫ b

0

m(s)Ω ((Mb + Jϕ)‖ϕ‖B +Kbr) ds

Fazendo ξ = (Mb + Jϕ)‖ϕ‖B +Kbr, obtemos a seguinte estimativa:

1 ≤ KbM lim inf
ξ→∞

Ω(ξ)

ξ

∫ b

0

m(s)ds,

o que contraria nossa hipótese.

Dessa forma, considere r > 0 tal que Γ(Br) ⊂ Br, para provar que Γ é um operador

condensante, consideramos a decomposição Γ = Γ1 + Γ2, onde

Γ1x(t) = S(t)ϕ(0),

Γ2x(t) =

∫ t

0

S(t− s)f(s, x̄ρ(s,x̄s))ds,
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para t ∈ I. Temos que Γ1(·) é contínuo e uma contração em Br.

Etapa1. Mostremos que Γ é um operador contínuo. Para isso consideramos a sequên-

cia {un}n∈N ⊂ U e u ∈ U tal que un → u em U quando n → ∞. Considerando s ∈ [0, b],

segue do axioma (A) da definição de espaço de fase a seguinte estimativa

‖uns − us‖B ≤ K(s) sup{‖un(s)− u(s)‖; 0 ≤ s ≤ t} +M(t)‖un0 − u0‖B
≤ Kb sup{‖un(s)− u(s)‖; 0 ≤ s ≤ t},

onde Kb = sup{K(s); 0 ≤ s ≤ b}. Analisemos a convergência de ūnρ(s, ūn
s )
, consideramos o

caso em que ρ(s, ūs) > 0 e o caso em que ρ(s, ūs) < 0.

Se ρ(s, ūs) > 0, então existe N1 ∈ N tal que ρ(s, ūns ) > 0, para todo n ≥ N1. Dessa

forma, temos a seguinte desigualdade

‖ūnρ(s, ūn
s )
− ūρ(s, ūs)‖B ≤ ‖ūnρ(s, ūn

s )
− ūρ(s, ūn

s )‖B + ‖ūρ(s, ūn
s ) − ūρ(s, ūs)‖B

≤ Kb‖un − u‖b + ‖ūρ(s, ūn
s ) − ūρ(s, ūs)‖B.

Mostrando assim que ūnρ(s, ūn
s )

→ ūρ(s, ūs) em B quando n→ ∞ para todo s ∈ [0, b] tal que

ρ(s, ūs) > 0.

Se ρ(s, ūs) < 0, existe N2 ∈ N é tal que ρ(s, ūns ) < 0 para todo n ≥ N2, então temos

a seguinte igualdade

‖ūnρ(s, ūn
s )
− ūρ(s, ūs)‖B = ‖ϕρ(s, ūn

s ) − ϕρ(s, ūs)‖B = 0

Finalmente, se ρ(s, ūs) = 0, então existe N0 = max{N1, N2} tal que, para n ≥ N0,

temos a seguinte desigualdade

‖ūnρ(s, ūn
s )
− ūρ(s, ūs)‖B ≤ Kb‖un − u‖b + ‖ūρ(s, ūn

s ) − ūρ(s, ūs)‖B + ‖ϕρ(s, ūn
s ) − ϕρ(s, ūs)‖B

Desse fato, das condições (H1)-(Hϕ) e da seguinte desigualdade

‖f
(

s, ūnρ(s,ūn
s )

)

− f
(

s, ūρ(s,ūs)

)

‖ ≤ ‖f
(

s, ūnρ(s,ūn
s )

)

− f
(

s, ūρ(s,ūn
s )

)

‖

+ ‖f
(

s, ūρ(s,ūn
s )

)

− f
(

s, ūρ(s,ūs)

)

‖,

concluímos que

f
(

s, ūnρ(s,ūn
s )

)

→ f
(

s, ūρ(s,ūs)

)

, quando n→ ∞ para todo s ∈ [0, b].
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Portanto, segue do teorema da convergência dominada de Lebesgue que
∫ t

0

S(t− s)f
(

s, ūnρ(s,ūn
s )

)

ds −→
∫ t

0

S(t− s)f
(

s, ūρ(s,ūs)

)

ds,

quando n→ ∞, o que mostra a continuidade de Γ.

Etapa2. Mostremos que o conjunto Γ2(Br) é equicontínuo em [0, b].

Seja 0 < ǫ < t < b e 0 < δ < ǫ tal que ‖S(t + h)z − S(t)z‖ ≤ ǫ, para todo h ∈ (0, δ) e

z ∈ {f(s, ψ) : s ∈ [0, t], ‖ψ‖B ≤ r}. Sobre essas condições, para x ∈ Br obtemos a seguinte

estimativa

‖Γ2x(t+ h)− Γ2x(t)‖ = ‖
∫ t+h

0

S(t + h− s)f(s, x̄rρ(s,x̄s))ds−
∫ t

0

S(t− s)f(s, x̄rρ(s,x̄s))ds‖

≤ ‖
∫ t

0

[S(t+ h− s)− S(t− s)]f(s, x̄rρ(s,x̄s))ds‖

+ ‖
∫ t+h

t

S(t + h− s)f(s, x̄rρ(s,x̄s))ds‖

≤ ǫb+M

∫ t+h

t

m(s)Ω(‖x̄rρ(s,x̄s)‖B)

≤ ǫb+MΩ(r + ‖ϕ‖B)
∫ t+h

t

m(s)ds.

O que mostra que o conjunto Γ2(Br) é equicontínuo à direita em t ∈ (0, b). De forma aná-

loga mostramos a equicontinuidade à esquerda em t ∈ (0, b]. Então Γ2(Br) é equicontínuo.

Etapa3. Mostremos que Γ2(Br)(t) é relativamente compacto em X.

Sejam x ∈ Br e ǫ > 0 tal que 0 < ǫ < t ≤ b. Dessa forma,

Γ2x(t) =

∫ t−ǫ

0

S(t− s)f(s, x̄ρ(s,x̄s))ds+

∫ t

t−ǫ

S(t− s)f(s, x̄ρ(s,x̄s))ds (1.12)

∈ (t− ǫ)c0(K̄) + Cǫ, (1.13)

com K = {S(t−θ)f(θ, ψ); θ ∈ [0, t−ǫ], ‖ψ‖B ≤ r} e Cǫ = {
∫ t

t−ǫ
S(t−s)f(s, x̄ρ(s,x̄s))ds; x ∈

Br}. Considere x, y ∈ Br, então:

‖
∫ t

t−ǫ

S(t− s)f(s, x̄ρ(s,x̄s))ds−
∫ t

t−ǫ

S(t− s)f(s, ȳρ(s,ȳs))ds‖

≤
∫ t

t−ǫ

‖S(t− s)‖Ω
(

(Mb + Jϕ)‖ϕ‖B +Kb‖x̄ρ(s,x̄s)‖B
)

m(s)ds

+

∫ t

t−ǫ

‖S(t− s)‖Ω
(

(Mb + Jϕ)‖ϕ‖B +Kb‖ȳρ(s,ȳs)‖B
)

m(s)ds

≤ 2MΩ ((Mb + Jϕ)‖ϕ‖B +Kbr)

∫ t

t−ǫ

m(s)ds.
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Se considerarmos ξ = (Mb + Jϕ)‖ϕ‖B +Kbr obtemos a seguinte estimativa

diamCǫ ≤ 2MΩ(ξ)

∫ t

t−ǫ

m(s)ds.

Aplicando a medida de não compacidade 1.9 em (1.13), obtemos a Etapa3.

Portanto, pelo teorema de Arzelá-Ascoli concluímos que Γ2 leva conjuntos limitados

em conjuntos relativamente compactos e do Teorema 1.5 segue que o problema (2.23) têm

uma solução branda.

Para concluir a demonstração, resta mostrar que o conjunto S é limitado. Suponha o

contrário, ou seja, que exista uma sequência uj ∈ S tal que ‖uj‖∞ ≥ j. Dessa forma,

‖uj(t)‖ ≤ ‖S(t)ϕ(0)‖+
∫ t

0

‖S(t− s)f(s, ūj
ρ(s,ūj

s)
)‖ds

≤ M‖ϕ(0)‖+M

∫ t

0

Ω(‖ūjρ(s,ūs)
‖B)m(s)ds

≤ M‖ϕ(0)‖+M

∫ t

0

Ω
(

(Mb + Jϕ)‖ϕ‖B +Kb‖uj‖b
)

∫ b

0

m(s)ds

de onde obtemos a seguinte estimativa:

1 ≤ M‖ϕ(0)‖
‖uj‖b

+
MΩ ((Mb + Jϕ)‖ϕ‖B +Kb‖uj‖b)

‖uj‖b

∫ b

0

m(s)ds.

Fazendo ξ = (Mb + Jϕ)‖ϕ‖B +Kb‖uj‖b, temos a seguinte contradição:

1 ≤MKb lim sup
ξ→∞

Ω(ξ)

ξ

∫ b

0

m(s)ds.

Então S é um conjunto limitado. Como Γ é completamente contínuo e Γ(S) = S,
concluímos que S é compacto em C([0, b], X).

Observação 1.4 Considere um subconjunto B ⊂ C([0, b];X) tal que x(0) = ϕ(0). Para

todo x ∈ B, denotamos por H(B) ⊂ C([0, b];B) o conjunto das funções contínuas t→ xt

tal que x ∈ B. Como consequência do teorema anterior têm-se que H(S) ⊂ C([0, b];B) é

um conjunto compacto (ver [53] ).

No próximo resultado, utilizamos a alternativa de Leray-Schauder para garantir a

existência de solução branda para o problema (1.10).
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Teorema 1.7 Consideremos as condições (H1), (H2) e (Hϕ) satisfeitas. Se ρ(t, ψ) ≤ t

para todo (t, ψ) ∈ [0, b]× B e

KbM

∫ b

0

m(s)ds <

∫ ∞

C

1

Ω(s)
ds, (1.14)

sendo C = (Mb+KbM+Jϕ)‖ϕ‖B. Então o problema (1.10) possui ao menos uma solução

branda.

Demonstração: Considere Γ : C([0, b];X) → C([0, b];X) definido como em (1.11), por

Γx(t) = S(t)ϕ(0) +

∫ t

0

S(t− s)f(s, x̄ρ(s,x̄s))ds.

De forma semelhante a demostração do Teorema 1.6, mostra-se que Γ é completamente

contínuo.

Se xλ = λΓxλ, onde λ ∈ (0, 1), então temos a seguinte estimativa:

‖xλ(t)‖ ≤ λ ‖Γxλ(t)‖

≤ ‖S(t)ϕ(0)‖+
∫ t

0

‖S(t− s)f(s, x̄λρ(s,x̄s))‖ds

≤M‖ϕ‖B +M

∫ t

0

m(s)Ω
(

‖x̄λρ(s,x̄s)‖
)

ds

≤M‖ϕ‖B +M

∫ t

0

m(s)Ω
(

‖(Mb + Jϕ)‖ϕ‖B +Kb‖xλ‖max{0, ρ(s, x̄λ
s )}
)

ds.

Como ρ(s, x̄λs ) ≤ s, para todo s ∈ [0, b], temos que :

‖xλ(t)‖ ≤ M‖ϕ‖B +M

∫ t

0

m(s)Ω
(

(Mb + Jϕ)‖ϕ‖B +Kb‖xλ‖s
)

ds,

com ‖xλ‖s = sup{‖xλ(θ)‖; θ ∈ [0, max{0, s}]}. Se αλ(t) = (Mb + Jϕ)‖ϕ‖B + Kb‖xλ‖t,
então

αλ(t) ≤ (Mb + Jϕ)‖ϕ‖B +Kb

(

M‖ϕ‖B +M

∫ t

0

m(s)Ω((Mb + Jϕ)‖ϕ‖B +Kb‖xλ‖s)ds
)

= (Mb + Jϕ +KbM)‖ϕ‖B +KbM

∫ t

0

m(s)Ω(αλ(s))ds.

Definindo βλ(t) := (Mb + Jϕ +KbM)‖ϕ‖B +KbM

∫ t

0

m(s)Ω(αλ(s))ds, segue que

β ′
λ = KbMm(t)Ω(αλ(t)),
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e como αλ(t) ≤ βλ(t), concluímos que

β ′
λ(t) ≤ KbMm(t)Ω(βλ(t)).

Como
β ′
λ(t)

Ω(βλ(t))
=

d

dt

∫ βλ(t)

βλ(0)

1

Ω(s)
ds , então

∫ t

0

d

dr

(

∫ βλ(r)

βλ(0)

1

Ω(s)
ds

)

dr ≤ KbM

∫ t

0

m(s)ds

=⇒
∫ βλ(t)

βλ(0)

1

Ω(s)
ds−

∫ βλ(0)

βλ(0)

1

Ω(s)
ds ≤ KbM

∫ t

0

m(s)ds

Considerando C = βλ(0) = (Mb + Jϕ +KbM)‖ϕ‖B e sabendo que m(t) ≥ 0, segue que
∫ βλ(t)

C

1

Ω(s)
ds ≤ KbM

∫ b

0

m(s)ds.

Como, por hipótese,

KbM

∫ b

0

m(s)ds <

∫ ∞

C

1

Ω(s)
ds,

segue que o conjunto {βλ;λ ∈ (0, 1)} é limitado, o que implica que o conjunto {xλ; λ ∈
(0, 1)} é limitado.

Portanto, segue da alternativa de Leray Schauder que o problema (1.10) possui uma

solução branda.

No Teorema 1.6, foi mostrado que o conjunto S formado por soluções brandas da

equação (1.10) é um conjunto compacto e não vazio. No próximo resultado daremos

outras informações topológicas sobre esse conjunto. Com esta finalidade, consideremos as

seguintes condições

(H1)
′ A função f : [0, b]× B → X verifica as seguintes condições.

(i) A função f(t, ·) : B → X é contínua para quase todo t ∈ [0, b] e a função

f(·, ψ) : [0, b] → X é fortemente mensurável para todo ψ ∈ B.

(ii) Existe m ∈ C([0, b], [0,∞)) e uma função contínua, limitada e não decrescente

Ω : [0,∞) → (0,∞) tal que ‖f(t, ψ)‖ ≤ m(t)Ω(‖ψ‖B), para todo (t, ψ) ∈
[0, b]× B.
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(H2)
′ Para todo t ∈ [0, b], o conjunto {f(s, ψ); s ∈ [0, t], ψ ∈ B} ⊂ X é limitado.

Teorema 1.8 Suponha que as condições (H1)
′, (H2)

′ e (Hϕ) sejam satisfeitas. Se S(t), t >

0, é compacto, então o conjunto S formado pelas soluções brandas da Equação (1.10) é

um Rδ conjunto.

Demonstração: Considere o operador Γ : C([0, b]; X) → C([0, b]; X) como em (1.11),

definido por

Γx(t) = S(t)ϕ(0) +

∫ t

0

S(t− s)f(s, x̄ρ(s,x̄s))ds.

Procedendo de forma semelhante ao Teorema 1.6, mostra-se que Γ é bem definido e

contínuo. Mostremos que Γ satisfaz as condições do Lema 1.1.

Seja U vizinhança aberta de 0 ∈ X. Então existe r > 0 tal que Br(0) ⊂ U. Sejam t1 e

t2 ∈ R com 0 < t1 < t2 e considere a seguinte estimativa

‖Γu(t1)− Γu(t2)‖ ≤ ‖S(t1)ϕ(0)− S(t2)ϕ(0)‖

+

∫ t1

0

‖(S(t1 − s)− S(t2 − s))f(s, ūρ(s, ūs))‖

+

∫ t2

t1

‖S(t2 − s))f(s, ūρ(s, ūs))‖.

Analisemos separadamente cada parcela da soma do lado direito da desigualdade acima.

Como S(·)x é contínuo para todo x ∈ X, segue que existe δ1 > 0 tal que

‖S(t1)ϕ(0)− S(t2)ϕ(0)‖ < r/3 sempre que |t1 − t2| < δ1.

Como S(t) é compacto, segue de (H2)
′ que existe δ2 > 0 tal que

‖(S(t1 − s)− S(t2 − s))f(s, ūρ(s, ūs))‖ < r/3t1 sempre que |t1 − t2| < δ2.

Por fim,

∫ t2

t1

‖S(t2 − s))f(s, ūρ(s, ūs))‖ ≤MC|t2 − t1| < r/3 sempre que |t1 − t2| < δ3 = r/3MC,

com C = sup
s∈[0, b]

‖f(s, ūρ(s, ūs))‖.

Portanto ‖Γu(t1) − Γu(t2)‖ < r sempre que |t1 − t2| < δ = min{δ1, δ2, δ3}, ou seja,

Γu(t1)− Γu(t2) ∈ U.
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As condições (ii) e (iii) do Lema 1.1 são facilmente verificadas, logo existe uma

sequência (Γn)n∈N, onde I − Γn é um homeomorfismo de C([0, b];X) em C([0, b];X)

e lim
n→∞

Γn(x) = Γ(x) uniformemente em x ∈ C([0, b];X).

Definindo o operador T : C([0, b];X) → C([0, b];X) por T (x) = x− Γ(x), a condição

(ii) do Teorema 1.2 é válida considerando Tn(x) = x− Γn(x).

Mostremos que T é próprio em 0 ∈ C([0, b];X). Para isso considere Z um conjunto

compacto de C([0, b];X) e sejam U = T−1(Z) e V = {un}n∈N ⊂ U. Para concluir, é

suficiente mostrar que V é um relativamente compacto. Tem-se x = Γx+ Tx, para todo

x ∈ C([0, b];X), então

V (t) ⊂ T (V )(t) + Γ(V )(t) ⊂ Z(t) + Γ(V )(t)

e como Z(t) é um conjunto compacto, aplicando a medida de não compacidade obtemos

a seguinte estimativa

α(V (t)) ≤ α(Z(t)) + α(Γ(V )(t)) = α(Γ(V )(t)), t ∈ [0, b], (1.15)

ou seja, basta mostrar que Γ(V )(t) é relativamente compacto, para cada t ∈ [0, b]. Para

cada un ∈ V

Γ(un)(t) = S(t)ϕ(0) +

∫ t

0

S(t− s)f(s, ūnρ(s, ūn
s )
)ds.

Considerando V = {ūn; un ∈ V } ⊂ B. Podemos concluir a seguinte inclusão

Γ(V )(t) ⊂ S(t)ϕ(0) + tc0(K̃),

onde K̃ = {S(t − θ)f(θ, ūnρ(θ, ūn
θ
)); θ ∈ [0, t], ūn ∈ V}. Como S(t) é compacto, segue da

condição (H2)
′ que Γ(V )(t) é relativamente compacto para cada t ∈ [0, b], de onde se

conclui que Γ(V )(t) é relativamente compacto.

Mostremos que Γ é equicontínuo em V . Considere a seguinte decomposição

Γun(t+ h)− Γun(t) = (S(t+ h)− S(t))ϕ(0)

+

∫ t

0

(S(t+ h− s)− S(t− s)) f(s, ūnρ(s, ūn
s )
)ds

+

∫ t+h

t

S(t+ h− s)f(s, ūnρ(s, ūn
s )
)ds.
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Analisemos separadamente cada parcela da soma do lado direito da igualdade acima. Seja

ǫ > 0, como S(·) é fortemente contínua, existe δ1 > 0 tal que

‖ (S(t+ h)− S(t))ϕ(0)‖ < ǫ sempre que 0 < h < δ1.

Como S(t) é compacto, para t > 0 e pela hipótese (H2)
′, existe δ2 > 0 tal que

‖(S(t− s + h)− S(t− s))f(s, ūnρ(s, ūn
s )
)‖ < ǫ/3t sempre que 0 < h < δ2.

Além disso, dado s ∈ [t, t + h] temos ‖S(t+ h− s)‖ ≤M portanto
∥

∥

∥

∥

∫ t+h

t

S(t+ h− s)f(s, ūnρ(s, ūn
s )
)ds

∥

∥

∥

∥

≤ ǫ/3 sempre que 0 < h < δ3 = ǫ/3M.

A partir das estimativas acima, concluímos que ‖Γun(t+h)−Γun(t)‖ < ǫ sempre que

0 < h < δ = min{δ1, δ2, δ3}, com δ independente de u ∈ V. A partir do teorema de Arzelá-

Ascoli concluímos que Γ(V )(t) é relativamente compacto e pela estimativa (1.15), temos

que V é relativamente compacto. Com isto, concluímos que U é relativamente compacto

e então T é próprio em 0. O Teorema 1.1 garante que T−1(0) é um Rδ conjunto. Como

T−1(0) coincide com S, segue que o conjunto solução da equação (1.10) é um Rδ conjunto.

Observação 1.5 Particularmente o Teorema 1.8 mostra que o conjunto S é um espaço

conexo, compacto e não vazio. Além disso é acíclico com relação a homologia de Čech,

o que significa que do ponto de vista da Topologia Algébrica, ser equivalente a um ponto,

no sentido que possui o mesmo grupo de homologia do conjunto com um ponto (ver [34]).

1.3 Aplicações

Do ponto de vista matemático, fomos motivados pela elegância e simplicidade que as

equações integro-diferenciais abstratas (??) nos fornece para tratar problemas na física

matemática. Podemos destacar algumas aplicações na teoria de materiais viscoelásticos

como por exemplo os seguintes problemas unidimensionais: torção simples, torção de uma

haste, problema de Rayleigh (cisalhamento simples), condução do calor em materiais com

memória. Para mais detalhes sobre as formulações destes problemas, ver [62].
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1.3.1 O problema de Rayleigh

Vejamos a versão não linear em Rn do problema de Rayleigh:

Exemplo 1.3 Seja Ω ⊂ RN um conjunto aberto limitado com fronteira regular ∂Ω. Con-

sidere o problema

∂u

∂t
(t, x) =

∫ t

0

da(s)∆u(t− s, x) +m(t)h (t, x, u(t− σ(‖u(t, ·)‖)) , 0 ≤ t ≤ b, x ∈ Ω,

(1.16)

u(t, x) = 0, t ≥ 0, x ∈ ∂Ω (1.17)

u(t, x) = ϕ(t, x), t ≤ 0, 0 ≤ x ∈ Ω, (1.18)

sendo x0 ∈ Ω fixado, a ∈ L1
loc([0, ∞) uma função completamente positiva, com a(0) = 0.

Suponha que m : [0, b] → R, h : R → R e σ : R → [0, ∞) sejam funções contínuas e que

existam constantes positivas b1 e b2 tal que a seguinte desigualdade é verificada

|h(t)| ≤ b1|t|+ b2, t ∈ R.

Para tratar o problema (1.16)− (1.18), consideramos ϕ uma função limitada que pertence

ao espaço de fase B = C0
g (X), com X = C0(Ω̄), que é o espaço das funções contínuas

h : Ω̄ → R tal que h(x) = 0, para todo x ∈ ∂Ω. Considerando A : D(A) ⊂ X → X o

operador definido por Au = ∆u, com domínio

D(A) = {v ∈ X ;Av ∈ X e v = 0 em ∂Ω},

têm-se que A é um operador setorial em X e é gerador do operador solução S(t), t ≥ 0,

definido por

S(t) :=
1

2πi

∫

γ

eλt
1

λâ(λ)

(

1

â(λ)
−A

)

dλ,

com γ um caminho que inicia e finaliza em −∞ e circula a origem no sentido horário.

Além disso, existe uma constante M > 0 tal que ‖S(t)‖ ≤M, para todo t ≥ 0.

Por fim, definimos as aplicações

f(t, ψ)(x) = m(t)h(ψ(0)(x)), t ≥ 0 e x ∈ Ω

e

ρ(t, ψ) = t− σ(ψ(0)(x0)), t ≥ 0 e x0 ∈ Ω
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e podemos descrever (1.16)− (1.18) da forma abstrata (1.10). Sob as condições acima as

hipóteses (H1)−(Hϕ) são verificadas. A partir do Teorema 1.6 concluímos que o conjunto

solução do problema (1.16)− (1.18) é um conjunto compacto e não vazio.

1.3.2 Equações Fracionárias

Outro tema que tem ganhado destaque nas últimas décadas foi a teoria de cálculo

fracionário devido a sua aplicabilidade em diversas áreas de pesquisa, podendo citar: fluxo

de fluídos, processos dinâmicos, redes elétricas, teoria de controle de sistemas dinâmicos,

viscoelasticidade, eletroquímica de corrosões, físico-química e ótica. Para mais detalhes

sobre a formulação destes modelos ver [2],[4],[3],[23],[45],[44],[54].

Com a finalidade de estudarmos equações integro-diferenciais fracionárias faremos uso

da teoria de operadores setorias, vejamos sua definição.

Definição 1.13 Considere A um operador linear fechado, A é dito ser setorial de tipo µ

se existe 0 < θ < π/2, M̃ > 0 e µ ∈ R tal que seu resolvente exista fora do setor

µ+ Sθ := {µ+ s;λ ∈ C, |arg(−λ)| < θ}

e

‖(λ−A)−1‖ ≤ M̃

|λ− µ| , λ 6∈ µ+ Sθ.

Nosso objetivo para o final desta seção é apresentar condições suficientes para a exis-

tência de soluções brandas para uma classe de equações integro-diferenciais fracionárias

com retardo dependendo do estado da forma










u′(t) =

∫ t

0

(t− s)α−2

Γ(α− 1)
Au(s)ds+ f(t, uρ(t,ut)), t ∈ [0, b]

u0 = ϕ ∈ B
(1.19)

com 1 < α < 2, A : D(A) ⊂ X → X um operador linear densamente definido de tipo

setorial em um espaço de Banach complexo X, a história xt está em um espaço de fase

abstrato e é definido como na seção anterior, f : [0, b]×B → X e ρ : [0, b]×B → (−∞, b]

são funções apropriadas. A integral de convolução em (1.19), é conhecida como integral

de Riemann-Liouville fracionária. Os resultados seguintes foram publicados em [6].
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Como referência para a teoria de operadores setoriais podemos citar o livro de Haase,

[37]. Nesta seção o operador setorial A é de tipo µ com 0 ≤ θ ≤ π(1 − α/2). Tem-se que

A é gerador de um operador solução descrito por

Sα(t) :=
1

2πi

∫

γ

eλtλα−1(λα − A)−1dλ,

com γ um caminho apropriado. No próximo resultado mostramos que este operador está

bem definido.

Proposição 1.5 Considere α ∈ (1, 2). A função

Sα(t) :=
1

2πi

∫

γ

eλtλα−1(λα − A)−1dλ,

com Ha um caminho apropriado, é bem definida e existe uma constante M > 0 tal que

‖Sα(t)x‖ ≤ M‖x‖ (1.20)

para todo t ≥ 0 e x ∈ X.

Demonstração: Considere r > 0 e η ∈ (π/2, π/α). Seja

Sα(t) :=
1

2πi

∫

Ha

eλtλα−1(λα − A)−1dλ (1.21)

com Ha sendo o caminho descrito por

Ha(r, η) := {seiη; r ≤ s <∞}∪{reis; |s| ≤ η}∪{se−iη; r ≤ s <∞} = Ha1∪Ha2∪Ha3
(1.22)

orientado no sentido anti horário. Analisemos a integral separadamente em cada caminho

Ha1, Ha2 e Ha3. Para isso, tomando r > 0, considere r = 1/t. Então

Sobre Ha1 temos a seguinte estimativa
∥

∥

∥

∥

1

2πi

∫

Ha1

eλtλα−1(λα − A)−1xdλ

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

1

2π

∫ ∞

1/t

etse
iη

(seiη)α−1((seiη)α − A)−1eiηxds

∥

∥

∥

∥

≤
(

C

2π

∫ ∞

1/t

ets cos(η)|(seiη)|−1ds

)

‖x‖

≤
(

Ct

2π

∫ ∞

1/t

ets cos(η)ds

)

‖x‖

=

(

Cecos(η)

−2π cos(η)

)

‖x‖.
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Sobre Ha2 temos a seguinte estimativa
∥

∥

∥

∥

1

2πi

∫

Ha2

eλtλα−1(λα − A)−1xdλ

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

1

2π

∫ η

−η

etre
is

(reis)α−1((reis)α −A)−1ireisxds

∥

∥

∥

∥

≤
(

C

2π

∫ η

−η

ecos(s)ds

)

‖x‖

≤
(

ηCe

π

)

‖x‖.

SobreHa3 obtemos uma estimativa semelhante à obtida emHa1. Considerando M > 0

como o máximo das bolas obtidas em cada estimativa, obtemos (1.20). Para concluir

a demonstração, é suficiente mostrar que a integral (1.21) é independente de r > 0 e

η ∈ (π/2, π/α). Para isso considere r, r′ ∈ (0, ∞), η, η′ ∈ (π/2, π/α) e a integral (1.21)

nos caminhos Ha(r, η) e Ha(r′, η′). Sem perda de generalidade, supomos que η > η′ e

r > r′. Seja D a região do plano complexo situada entre as curvas Ha(r, η) e Ha(r′, η′)

e para todo n ∈ N consideramos Dn := D ∩ {z ∈ C; |z| ≤ n}. Pelo teorema integral de

Cauchy concluímos que
∫

∂Dn

eλtλα−1(λα −A)−1dλ = 0.

Sejam R1 e R2 dois arcos contidos em {z ∈ C; |z| = n}. Então temos a seguinte estimativa

∥

∥

∥

∥

∫

R1

eλtλα−1(λα −A)−1dλ

∥

∥

∥

∥

L(X)

=

∥

∥

∥

∥

∥

∫ η′

η

etne
is

(neis)α−1((neis)α − A)−1ineisds

∥

∥

∥

∥

∥

L(X)

≤ C

∫ η′

η

en cos(s)ds

≤ C(η′ − η)enL,

com L = sup
s∈[η, η′]

cos(s) < 0.

Portanto a integral acima tende a zero quando n→ ∞. Com um procedimento similar,

mostra-se que a integral sobre o arco R2 tem a mesma propriedade. Consequentemente,

∫

Ha(r′,η′)

eλtλα−1(λα − A)−1dλ =

∫

Ha(r,η)

eλtλα−1(λα −A)−1dλ.

Com isso, temos as seguintes adaptações dos teoremas 1.6, 1.7 e 1.8 para o problema

(1.19).
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Teorema 1.9 Considere as condições (H1), (H2) e (Hϕ) satisfeitas. Se

M lim inf
ξ→∞

Ω(ξ)

ξ

∫ b

0

m(s)ds < 1.

Então o problema (1.19) tem uma solução branda.

Teorema 1.10 Consideremos as condições (H1), (H2) e (Hϕ) satisfeitas. Se ρ(t, ψ) ≤ t

para todo (t, ψ) ∈ [0, b]× B e

KbM

∫ b

0

m(s)ds <

∫ ∞

C

1

Ω(s)
ds, (1.23)

sendo C = (Mb + KbMH + Jϕ)‖ϕ‖B. Então o problema (1.19) possui ao menos uma

solução branda.

Teorema 1.11 Suponha que as condições (H1)
′, (H2)

′ e (Hϕ) sejam satisfeitas. Então

o conjunto S formado pelas soluções brandas da Equação (1.19) é um Rδ conjunto.

Observação 1.6 Neste último resultado não é necessário assumir que o operador solução

seja compacto já que um operador setorial gera um semigrupo compacto (ver [62]).

Exemplo 1.4 A equação 1.19 é uma versão abstrata da seguinte equação integro-diferencial

fracionária que pode ser aplicada na teoria de condução de calor em materiais com me-

mória (ver [62])

u′(t, ξ) =

∫ t

0

(

(t− s)α−2

Γ(α− 1)

)

uξξ(s, ξ)ds+

[

m(t)

(
∫ t

0

u(t− σ(‖u(t)‖), ξ′)dξ′
)β
]

, (1.24)

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0, (1.25)

u(τ, ξ) = ϕ(τ, ξ), τ ≤ 0, 0 ≤ ξ ≤ π, (1.26)

com t ∈ [0, b], ξ ∈ [0, π], 0 < β < 1 < α < 2 e ϕ ∈ C0 × L2(g,X) Considere a seguinte

condição

(a) As funções m, σ : R+ → R+ sendo contínuas.

Para representar o problema (1.24)-(1.26) da forma abstrata (1.19), escolhemos X =

L2([0, π]) o espaço das funções que são integrável no quadrado [0, π] × [0, π] e B =

C0 × L2(g,X). Neste caso, para cada a > 0 é possível mostrar que

Ka =

(

1 +

∫ 0

−a

g(θ)dθ

)1/2
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e

Ma = sup
s∈[−a, 0]

G(s)1/2,

com g e G dados no Exemplo 1.1. Consideramos o operador A : D(A) ⊂ X → X definido

por Ax = x′′, com D(A) = {x ∈ X ; x′′ ∈ X, x(0) = x(π) = 0}. É bem conhecido que A é

gerador infinitesimal de um semigrupo analítico (T (t))t≥0 em X e portanto A é um opera-

dor setorial. Além disto, A têm um spectro discreto, os autovalores são −n2, n ∈ N, com

autofunções correspondentes normalizadas zn(ξ) = ( 2
π
)1/2 sin(nπ). Por fim, consideramos

as seguintes funções

f(t, ψ)(ξ) = m(t)

(
∫ t

0

ψ(0, ξ′)dξ′
)β

, t ∈ [0, b], ξ ∈ [0, π], β ∈ (0, 1)

e

ρ(t, ψ) = t− σ(‖ψ(0)‖), t ∈ [0, b].

sobre as condições acima, podemos representar o problema (1.24)-(1.26) da forma abstrata

(1.19).
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Capítulo 2

Equações de evolução hiperbólicas

Neste capítulo, estamos interessados em obter resultados de existência e unicidade de

soluções brandas compactas quase automórficas, para a equação de evolução semilinear

descrita por
d

dt
x(t) = Ax(t) + f(t, x(t)), t ∈ R, (2.1)

sendo A gerador de um semigrupo hiperbólico definido em X. Diversos pesquisadores estu-

daram problemas de existência da equação (2.1) considerando que A gera uma semigrupo

exponencialmente estável. Em nossos resultados tal estabilidade não é necessária.

2.1 Preliminares

2.1.1 Funções compactas quase automórficas

Em 1968, A. M. Fink [33] introduziu o conceito de funções compactas quase automór-

ficas. Uma característica interessante desta classe de funções é que o conjunto de funções

quase periódicas introduzidas por H. Bohr é um subconjunto próprio do conjunto das fun-

ções compactas quase automórficas que por sua vez é um subconjunto próprio das funções

quase automórficas introduzidas por S. Bochner. Naturalmente diversos pesquisadores se

interessaram em estudar este tipo de generalidade de periodicidade em diversos tipos de

equações, podemos citar [22], [24], [26], [46] e [52].

Nesta subseção consideramos (X, ‖ · ‖) espaço de Banach.

38



Definição 2.1 Uma função contínua f : R → X é chamada quase periódica, se para todo

ǫ > 0 existe um número real l(ǫ) > 0 tal que, todo intervalo de comprimento l(ǫ), contém

um número τ tal que

‖f(t+ τ)− f(t)‖ ≤ ǫ

para todo t ∈ R. O conjunto de todas as funções quase periódicas é denotado por AP (X).

O seguinte resultado mostra uma caracterização de funções quase periódicas devido a

Bochner.

Proposição 2.1 [61] Uma função f ∈ C(R;X) é quase periódica se, e somente se, para

toda sequência de números reais {s′n}n∈N existe uma subsequência {sn}n∈N ⊂ {s′n}n∈N tal

que {f(t+ sn)}n∈N converge uniformemente.

Definição 2.2 Uma função contínua f : R → X é dita ser quase automórfica, se para

toda sequência de números reais (sn′)n′∈N, existe uma subsequência (sn)n∈N ⊂ (sn′)n′∈N,

tal que

g(t) := lim
n→∞

f(t+ sn) (2.2)

está bem definido para todo t ∈ R e

f(t) = lim
n→∞

g(t− sn). (2.3)

Denotamos por AA(X) o conjunto de todas as funções f : R → X quase automórficas.

Quando as convergências em (2.2) e (2.3) são uniformes sobre qualquer subconjunto

compacto de R, dizemos que a função é compacta quase automórfica e, denotamos por

AAc(X), o conjunto de tais funções.

Observação 2.1 Note que a proposição (2.1) mostra que funções compactas quase auto-

mórficas generalizam as funções quase periódicas. Além disso, Fink mostrou em [33] que

a função f(n) = sign cos(2πnθ), com θ irracional é compacta quase automórfica mas não

é quase periódica, já que a restrição de uma função quase periódica a Z é também quase

periódica. Portanto,

AP (X) ( AAc(X).

Observação 2.2 [25] Os espaços AP (X), AA(X) e AAc(X), munidos com a norma do

supremo são espaços de Banach.
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Observação 2.3 [25] O conjunto R(f) = {f(t); t ∈ R} é relativamente compacto, se

f ∈ AAc(X).

Da definição de funções quase automórficas, é claro que AAc(X) ⊂ AA(X). A seguir

apresentaremos uma condição necessária e suficiente, para uma função quase automórfica

ser compacta quase automórfica.

Lema 2.1 [33] Uma função quase automórfica, é compacta quase automórfica se, e so-

mente se, é uniformemente contínua.

Observação 2.4 Do lema anterior, podemos exibir um exemplo típico de função quase

automórfica que não é compacta quase automórfica

f(t) = sin

[

1

2 + cos(t) + cos(
√
2t)

]

.

Note que a função f não é uniformemente contínua (ver Figura 2.1). Portanto

AAc(X) ( AA(X).

15.5 16.0 16.5 17.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Figura 2.1: Gráfico de f
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Sejam X e Y espaços de Banach, com K ⊂ X e I ⊂ R. Denotamos por CK(I ×X ; Y ), a

coleção de funções f : I ×X → Y , tal que f(t, ·) é uniformemente contínua em K para

todo t ∈ I ⊂ R. No que segue, R(u) representa a imagem da função u. O seguinte lema

de composição é essencial para a obtenção de nossos resultados.

Lema 2.2 [25] Se u ∈ AAc(X) e f ∈ AAc(X ; Y ) ∩ CR(u)(R × X ; Y ), então a função

φ : R → Y definida por φ(t) = f(t, u(t)), pertence ao espaço AAc(Y ).

2.1.2 Semigrupo hiperbólico

Nessa seção, apresentaremos o conceito de semigrupo hiperbólico. A idéia de traba-

lhar com tal semigrupo é de tentar decompor o espaço de Banach X como soma de dois

subepaços fechados de forma que o semigrupo restrito a um desses subespaços seja ex-

ponencialmente assintoticamente estável e, restrito ao outro, seja inversível com inversa

assintoticamente estável.

Definição 2.3 Um semigrupo (T (t))t≥0 em um espaço de Banach X é chamado hiperbó-

lico, se X pode ser escrito como soma direta, X = Xs ⊕Xu, de dois subespaços fechados

(T (t))−invariantes, Xs e Xu, de forma que os semigrupos restritos (Ts(t))t≥0 em Xs e

(Tu(t))t≥0 em Xu satisfazem as seguintes condições.

(i) O semigrupo (Ts(t))t≥0 é uniformemente exponencialmente estável em Xs.

(ii) Os operadores Tu(t) são invertíveis em Xu, e (Tu(t)
−1)t≥0 é uniformemente exponen-

cialmente estável em Xu.

Exemplo 2.1 [30] Um semigrupo (T (t))t≥0 com A ∈ Mn(C) é hiperbólico se existem

uma soma direta Cn = Xs ⊕ Xu em subespaços A-invariantes Xs e Xu e constantes

M ≥ 1, ǫ > 0 tal que

‖etAx‖ ≤Me−ǫt‖x‖ ∀x ∈ Xs, t ≥ 0, (2.4)

e

‖etAy‖ ≥ 1

M
eǫt‖y‖ ∀y ∈ Xu, t ≥ 0. (2.5)

Então as seguintes afirmações são equivalentes:
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(i) O semigrupo (T (t))t≥0 é hiperbólico.

(ii) A matriz etA não possui autovalores com módulo 1, isto é, σ(etA) ∩ Γ = ∅ para todo

t > 0, com Γ := {z ∈ C; |z| = 1} denotando o círculo unitário em C.

(iii) A matriz A não possui autovalores puramente imaginários, isto é, σ(A) ∩ iR = ∅.

Neste caso temos T (t) = eAt.

Exemplo 2.2 [30] Assim como no exemplo anterior, um semigrupo uniformemente con-

tínuo (T (t))t≥0 é hiperbólico se existem constantes ǫ > 0, M ≥ 1 e uma decomposição

direta X = Xs ⊕ Xu em subespaços A-invariantes e fechados Xs e Xu tal que para todo

t ≥ 0 as estimativas (2.4) e (2.5) são satisfeitas. Observe que as restrições de (T (t))t≥0

a Xs e de (T (t))t≥0 a Xu são uniformemente exponencialmente estável. Portanto temos

que a equivalência das afirmações (i)-(iii) também é válida nesse semigrupo.

Observação 2.5 Se (T (t))t≥0 é um semigrupo hiperbólico, então existem uma projeção

P e constantes M e δ > 0 tais que T (t) comuta com P, KerP é invariante com respeito

a T (t), T (t) : ImQ→ ImQ é invertível e para todo x ∈ X

‖T (t)Px‖ ≤ Me−δt‖x‖, t ≥ 0; (2.6)

‖T (t)Qx‖ ≤Meδt‖x‖, t ≤ 0; (2.7)

onde Q := I − P e para t < 0, T (t) = T (−t)−1.

Neste capítulo, estamos particularmente interessados na situação de um semigrupo

analítico com gerador A. É bem conhecido (ver [30]) que

(T (t))t≥0 é hiperbólico ⇐⇒ σ(A) ∩ iB = ∅,

assumindo que

σ(T (t)) ⊂ Γetσ(A) :=
{

zetλ;λ ∈ σ(A), |z| = 1
}

.
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2.1.3 Espaços intermediários

Nessa seção, será introduzido o conceito de espaço intermediário. A teoria de espaços

de interpolação é interessante para o estudo da teoria de regularidade para equações

abstratas. A terminologia utilizada aqui, é devido ao livro de A. Lunardi [58]. Sobre a

teoria, serão apresentados apenas resultados básicos que utilizaremos no nosso trabalho.

Sejam X e Z espaços de Banach com normas ‖·‖X e ‖·‖Z respectivamente, e suponha

que Z é continuamente mergulhado em X, isto é, Z →֒ X.

Definição 2.4 Sejam 0 ≤ α ≤ 1. Um espaço de Banach Y tal que Z →֒ Y →֒ X é dito

ser de classe Jα entre X e Z, se existe uma constante c > 0 tal que

‖x‖Y ≤ c‖x‖1−α
X ‖x‖αZ , ∀x ∈ Z. (2.8)

Neste caso, escrevemos Y ∈ Jα(X, Z).

Definição 2.5 Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador setorial. Um espaço de Banach

(Xα, ‖ · ‖α), α ∈ (0, 1), é dito ser um espaço intermediário entre X e D(A), se Xα ∈
Jα(X, D(A)).

Exemplo 2.3 Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador setorial. O espaço de potência

fracionária D(−Aα), α ∈ (0, 1) é um exemplo de espaço interemediário entre X e D(A).

Observação 2.6 Seja (T (t))t≥0 um semigrupo analítico e hiperbólico sobre um espaço

de Banach X e seja A : D(A) ⊂ X → X seu gerador infinitesimal. Para β ∈ (0, 1),

seja (Xβ, ‖ · ‖β) um espaço intermediário entre X e D(A). Como é feito na literatura,

fixaremos (X0, ‖ · ‖0) como sendoo espaço de Banach X com norma ‖ · ‖. Então para

α ∈ [0, 1) existem constantes positivas C(α), M(α), δ e γ tais que

‖T (t)Px‖α ≤ M(α)t−αe−γt‖x‖, ∀t > 0 (2.9)

‖T (t)Qx‖α ≤ C(α)eδt‖x‖, ∀t ≤ 0. (2.10)

sendo P e Q = I − P as projeções associadas ao operador A. Note que se α = 0 então

C(α) = M(α) e δ = γ. Para α ∈ (0, 1) uma demostração dessa afirmação pode ser

encontrada por exemplo em [14].
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2.1.4 Princípio da contração de Banach

Um dos teoremas de ponto fixo mais utilizados na literatura é o princípio da contração

de Banach. A seguir, apresentamos alguns elementos referentes ao teorema e as suas

aplicações.

Definição 2.6 Sejam (X, d) e (Y, ρ) espaços métricos. Uma função f : X → Y para o

qual existe uma constante L > 0 tal que

ρ(f(x), f(y)) ≤ Ld(x, y)

para todo x, y ∈ X, é chamada de lipschitziana e a constante L é chamada de constante

de Lipschitz de f.

Observação 2.7 Note que toda função lipschitziana é contínua. Quando a constante de

Lipschitz L < 1, dizemos que f é uma contração.

Observação 2.8 Sejam X e Y espaços vetoriais normados . Estamos particularmente

interessados na situação em que f : R × X → Y é uma função contínua que satisfaz a

condição

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖,

para todo x, y ∈ X e L : R → [0, ∞) uma função apropriada. Nesta situação também

diremos que f é uma função lipschitziana.

A seguir, enunciamos o princípio da contração de Banach.

Teorema 2.1 Seja (X, d) um espaço métrico completo e f : X → X uma contração.

Então f possui um único ponto fixo.

2.2 Resultados abstratos

2.2.1 Equações hiperbólicas lineares

Consideremos, inicialmente, a equação de evolução linear e não homogênea, descrita

por

u′(t) = Au(t) + g(t), t ∈ R, (2.11)
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onde A : D(A) ⊂ X → X é gerador de um semigupo analítico hiperbólico (T (t))t≥0 e

g : R → X é uma função contínua.

Definição 2.7 Uma função contínua u : R → X é dita ser solução branda da Equação

(2.11), se

u(t) = T (t− s)u(s) +

∫ t

s

T (t− r)g(r)dr,

para todo t ≥ s e para todo s ∈ R.

Mostremos o primeiro resultado de existência de solução branda da equação (2.11).

Teorema 2.2 Suponha que g ∈ AAc(X). Então existe uma única solução branda da

equação (2.11), descrita por

u(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)Pg(s)ds−

∫ ∞

t

T (t− s)Qg(s)ds, (2.12)

para todo t ∈ R, onde P e Q são as projeções associadas ao operador A. Além disso,

u ∈ AAc(Xα).

Demonstração: Consideremos u(t) descrita por (2.12),mostremos que u é única solução

de (2.11). Para s ∈ R tal que t ≥ s, vale

u(t) =

∫ t

−∞
T (t− r)Pg(r)dr−

∫ ∞

t

T (t− r)Qg(r)dr

=

∫ s

−∞
T (t− r)Pg(r)dr+

∫ t

s

T (t− r)Pg(r)dr

−
(
∫ ∞

s

T (t− r)Qg(r)dr−
∫ t

s

T (t− r)Qg(r)dr

)

=

∫ s

−∞
T (t− s)T (s− r)Pg(r)dr−

∫ ∞

s

T (t− s)T (s− r)Qg(r)dr

+

∫ t

s

T (t− r)(P +Q)g(r)dr

= T (t− s)

(
∫ s

−∞
T (s− r)Pg(r)dr−

∫ ∞

s

T (s− r)Qg(r)dr

)

+

∫ t

s

T (t− r)g(r)dr

= T (t− s)u(s) +

∫ t

s

T (t− r)g(r)dr,

de onde concluímos que u é solução branda de (2.11). Consideremos v também solução

de (2.11). Desta forma, aplicando as projeções, obtemos as seguintes igualdades:

Pv(t) = T (t− s)Pv(s) +

∫ t

s

T (t− r)Pg(r)dr

Qv(t) = T (t− s)Qv(s) +

∫ t

s

T (t− r)Qg(r)dr
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Das desigualdades (2.9) e (2.10), temos os seguintes comportamentos assintóticos:

‖T (t− s)Pv(s)‖α s→−∞−→ 0

‖T (t− s)Qv(s)‖α s→∞−→ 0

Portanto,

v(t) = (P +Q)v(t) =

∫ t

−∞
T (t− r)Pg(r)dr−

∫ ∞

t

T (t− r)Qg(r)dr

Mostrando, assim, a unicidade da solução.

Vamos mostrar que u ∈ AAc(Xα). Como g ∈ AAc(X), dada uma sequência de números

reais (s′n)n∈N, existe uma subsequência (sn)n∈N tal que

g̃(t) := lim
n→∞

g(t+ sn) (2.13)

está bem definido e

g(t) = lim
n→∞

g̃(t− sn). (2.14)

Além disso, tais limites são uniformes sobre compactos de R.

Definamos ũ por

ũ(t) =

∫ t

−∞
T (t− r)P g̃(r)dr −

∫ ∞

t

T (t− r)Qg̃(r)dr.

Temos a seguinte estimativa

‖u(t+ sn)− ũ(t)‖α = ‖
∫ t+sn

−∞
T (t+ sn − r)Pg(r)dr−

∫ ∞

t+sn

T (t+ sn − r)Qg(r)dr

−
[
∫ t

−∞
T (t− r)P g̃(r)dr −

∫ ∞

t

T (t− r)Qg̃(r)dr

]

‖α

≤ ‖
∫ t

−∞
T (t− r)Pg(r + sn)dr −

∫ t

−∞
T (t− r)P g̃(r)dr‖α

+ ‖
∫ ∞

t

T (t− r)Qg̃(r)dr −
∫ ∞

t

T (t− r)Qg(r + sn)dr‖α

≤
∫ t

−∞
‖T (t− r)P (g(r + sn)− g̃(r))‖αdr

+

∫ ∞

t

‖T (t− r)Q(g̃(r)− g(r + sn))‖αdr

≤ M(α)

∫ ∞

0

rαe−γr‖g(t− r + sn)− g̃(t− r)‖dr

+ C(α)

∫ 0

−∞
eδr‖g̃(t− r)− g(t− r + sn)‖dr
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Pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue, segue que

lim
n→∞

u(t+ sn) = ũ(t). (2.15)

Com o argumento análogo, mostra-se que

lim
n→∞

ũ(t− sn) = u(t). (2.16)

Da estimativa anterior e do fato de que as convergências (2.13) e (2.14) são uniformes sobre

conjuntos compactos, segue que (2.15) e (2.16) são uniformes sobre conjuntos compactos.

2.2.2 Equações hiperbólicas semilineares

Nesta subseção, estamos interessados em obter resultados de existência e unicidade de

soluções compactas quase automórficas para a equação

d

dt
x(t) = Ax(t) + f(t, x(t)), t ∈ R, (2.17)

sendo A gerador de um semigrupo hiperbólico (T (t))t≥0 definido no espaço de Bancah X

e considerando f : R × Xα → X uma função contínua apropriada, com α ∈ [0, 1) e Xα

um espaço intermediário entre D(A) e X.

Definição 2.8 Uma função contínua e limitada u : R → Xα é solução branda da Equação

(2.17), se

u(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)Pf(s, u(s))ds−

∫ ∞

t

T (t− s)Qf(s, u(s))ds, t ∈ R.

Teorema 2.3 Seja f ∈ AAc(Xα; X) e suponha que exista uma função localmente inte-

grável L : R → [0, ∞) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖, ∀x, y ∈ X, t ∈ R. (2.18)

Assumindo que

M(α)

∫ t

−∞
(t− s)−αe−γ(t−s)L(s)ds+ C(α)

∫ ∞

t

eδ(t−s)L(s)ds < 1,

com M(α) e C(α) as constantes dadas na Observação 2.6 , então a Equação (2.17) possui

uma única solução branda u ∈ AAc(Xα).
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Demonstração: Considere o operador Λ : AAc(Xα) → AAc(Xα) definido por

Λu(t) =

∫ t

−∞
T (t− s)Pf(s, u(s))ds−

∫ ∞

t

T (t− s)Qf(s, u(s))ds. (2.19)

Do Lema 2.2 e do Teorema 2.2 concluímos que o operador Γ está bem definido. Mostremos

que Γ é uma contração. Sejam u, v ∈ AAc(Xα), temos a seguinte estimativa

‖Λu(t)− Λv(t)‖α ≤
∫ t

−∞
‖T (t− s)P (f(s, u(s))− f(s, v(s)))‖αds

+

∫ ∞

t

‖T (t− s)Q(f(s, u(s))− f(s, v(s)))‖αds

≤ M(α)

∫ t

−∞
(t− s)−αe−δ(t−s)‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖αds

+ C(α)

∫ ∞

t

eδ(t−s)‖(f(s, u(s))− f(s, v(s))‖αds

≤ M(α)

∫ t

−∞
(t− s)−αe−δ(t−s)L(s)‖u(s)− v(s)‖αds

+ C(α)

∫ ∞

t

eδ(t−s)L(s)‖u(s)− v(s)‖αds

≤ θ(t)‖u− v‖∞,

com θ(t) = M(α)

∫ t

−∞
(t− s)−αe−γ(t−s)L(s)ds + C(α)

∫ ∞

t

eδ(t−s)L(s)ds que, por hipótese

é menor do que 1. Portanto pelo princípio da contração de Banach, o resultado segue.

Os próximos resultados são consequências imediatas do Teorema 2.3.

Corolário 2.1 Seja f ∈ AAc(Xα;X) e suponha que f satisfaça a condição de Lipschitz

(2.18), com L uma função contínua e limitada. Assumindo que

M(α)

∫ t

−∞
(t− s)−αe−γ(t−s)L(s)ds+ C(α)

∫ ∞

t

eδ(t−s)L(s)ds < 1,

então a equação (2.17), possui uma única solução branda u ∈ AAc(Xα).

Corolário 2.2 Seja f ∈ AAc(Xα; X) e suponho que f satisfaça a seguinte condição de

Lipschitz

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ k‖x− y‖

para todo x, y ∈ Xα e t ∈ R. Se k(M(α)γα−1Γ(1 − α) + C(α)δ−1) < 1, então a equação

(2.17) possui uma única solução branda u ∈ AAc(Xα).
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No seguinte resultado, usaremos o conceito de função localmente limitada, vejamos

sua definição:

Definição 2.9 Uma função L : X ×X → [0, ∞) é dita ser localmente limitada, se para

todo r ≥ 0, existe uma constante k(r) ≥ 0 tal que L(x, y) ≤ k(r) para todo x, y ∈ X tal

que ‖x‖ ≤ r e ‖y‖ ≤ r.

Vejamos um resultado de existência, onde temos a condição de Lipschitz perturbada

na função f .

Teorema 2.4 Seja f ∈ AAc(Xα;X) e assuma que exista uma função localmente limitada

L : Xα ×Xα → [0,∞), tal que ∀x, y ∈ Xα, temos

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(x, y)
(

1 + ‖x‖l−1
α + ‖y‖l−1

α

)

‖x− y‖α, ∀t ∈ R,

com l ≥ 1. Se existe R > 0, tal que
(

K(R) +
‖f(·, 0)‖∞

R

)

(M(α)γα−1Γ(1− α) + C(α)δ−1) < 1,

sendo

K(R) = k(R)(1 + 2Rl−1),

com k(R) como na Definição 2.9, e M(α) e C(α) as constantes dadas na Observação 2.6.

Então a equação (2.17), admite uma única solução branda u ∈ AAc(Xα).

Demonstração: Defina o operador Λ pela expressão (2.19). Considere R > 0 tal que

(RK(R) + ‖f(·, 0)‖∞) (M(α)γα−1Γ(1− α) + C(α)δ−1) < R.

Seja BR a bola fechada

BR = {u ∈ AAc(Xα); ‖u‖∞ ≤ R} ⊂ AAc(Xα).

Observamos que, se u ∈ BR, então temos a seguinte estimativa

‖Λu(t)‖α ≤
∫ t

−∞
‖T (t− s)Pf(s, u(s))‖αds+

∫ ∞

t

‖T (t− s)Qf(s, u(s))‖αds

≤ M(α)

∫ t

−∞
(t− s)αe−γ(t−s)L(u(s), 0)(1 + ‖u(s)‖l−1

α )‖u(s)‖αds

+ C(α)

∫ ∞

t

eδ(t−s)L(u(s), 0)(1 + ‖u(s)‖l−1
α )‖u(s)‖αds

+

(

M(α)

∫ t

−∞
(t− s)αe−γ(t−s)ds+ C(α)

∫ ∞

t

eδ(t−s)ds

)

‖f(·, 0)‖∞

≤ (M(α)γα−1Γ(1− α) + C(α)δ−1)(RK(R) + ‖f(·, 0)‖∞) ≤ R.
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de onde concluímos que Λ(BR) ⊂ BR. Para concluir a demonstração do teorema, resta

mostrar que Λ é uma contração. Considere a seguinte estimativa:

‖Λu(t)− Λv(t)‖α ≤
∫ t

−∞
‖T (t− s)P (f(s, u(s))− f(s, v(s)))‖αds

+

∫ ∞

t

‖T (t− s)Q(f(s, u(s))− f(s, v(s)))‖αds

≤M(α)

∫ t

−∞
(t− s)αe−γ(t−s)L(u(s), v(s))(1 + ‖u(s)‖l−1

α + ‖v(s)‖l−1
α )‖u(s)− v(s)‖αds

+C(α)

∫ ∞

t

eδ(t−s)L(u(s), v(s))(1 + ‖u(s)‖l−1
α + ‖v(s)‖l−1

α )‖u(s)− v(s)‖αds

≤ (M(α)γα−1Γ(1− α) + C(α)δ−1)K(R)‖u− v‖∞.

Como K(R)(M(α)γα−1Γ(1 − α) + C(α)δ−1) < 1, o resultado segue do princípio da

contração de Banach.

Os próximos resultados são consequências imediatas do Teorema 2.4.

Corolário 2.3 Seja f ∈ AAc(Xα; X) e suponha que exista uma constante c ≥ 0 tal que

para todo x, y ∈ Xα, temos

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ c
(

1 + ‖x‖l−1
α + ‖y‖l−1

α

)

‖x− y‖α, para todo t ∈ R,

com l maior ou igual a 1. Se c é suficientemente pequeno, então a equação (2.17) possui

uma única solução u ∈ AAc(Xα).

Corolário 2.4 Seja f ∈ AAc(Xα; X) e suponha que para todo r ≥ 0 exista uma constante

L(r) ≥ 0, tal que ∀ x, y ∈ Xα, com ‖x‖α ≤ r e ‖y‖α ≤ r, tivermos

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(r)‖x− y‖α, para todo t ∈ R.

Se existe R > 0, tal que
(

L(R) +
‖f(·, 0)‖∞

R

)

(M(α)γα−1Γ(1− α) + C(α)δ−1) < 1,

sendo M(α) e C(α) as constantes da Observação 2.6. Então a equação (2.17), admite

uma única solução branda u ∈ AAc(Xα).
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2.3 Aplicações

Consideremos as seguintes aplicações de alguns resultados obtidos neste capítulo.

Exemplo 2.4 Seja k > 0 e considere o sistema linear:






x′(t) = −kx(t) + f1(t),

y′(t) = ky(t) + f2(t),
(2.20)

com f1 e f2 ∈ AAc(X), t ∈ R. Então o sistema (2.20) pode ser escrito da forma:

z′(t) = Az(t) + g(t), t ∈ R, (2.21)

com g(t) =





f1(t)

f2(t)



 e A =





−k 0

0 k



 . Como σ(A) ∩ iR = ∅, segue do exemplo 2.1

que

eAt =





e−kt 0

0 ekt



 , t ≥ 0

é um semigrupo hiperbólico com projeção

P =





1 0

0 0



 .

Para fixar a notação, consideramos as constantes M = 1 e δ = k e os espaços X =

R2, Xs = {(x, 0); x ∈ R} e Xu = {(0, y); y ∈ R}. Além disso, segue do Teorema (2.2)

que a equação (2.21) possui uma solução compacta quase automórfica descrita pela função

z(t) =

∫ t

−∞
e−k(t−s)f1(s)ds−

∫ ∞

t

ek(t−s)f2(s)ds.

Exemplo 2.5 Seja b > 0, considere o problema






ut = uxx + bu+ f(t, ux), t ∈ R, x ∈ [0, 1],

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, t ∈ R,
(2.22)

u(t, x) ∈ R e f é uma função contínua definida em R2. Considere o operador A : D(A) ⊂
C([0, 1]) → C([0, 1]), definido por

Au = u′′ + bu,
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com domínio

D(A) = C2
0 ([0, 1]) = {u ∈ C2([0, 1]); u(0) = u(1) = 0}.

É bem conhecido o fato que A é um operador setorial e gera um semigrupo analítico

(T (t))t≥0 em C([0, 1]). Além disso, o spectro de A é um conjunto discreto, ou seja,

σ(A) = {b− n2π2; n ∈ N}.

Portanto, tomando b tal que
√
b

π
∈ (1, ∞)\Q, segue que (T (t))t≥0 é um semigrupo analítico.

Por outro lado, se α 6= 1/2, considere Xα = DA(α, ∞) = C2α
0 ([0, 1]). Em (2.22), nós

supomos que o termo não linear f : R× C2α
0 ([0, 1]) → C([0, 1]) é descrito por

f(t, ϕ)(x) = f(t, ϕ′(x)) :=
ka(t)

1 + |ϕ′(x)| ,

com a ∈ AAc(R) e k > 0. Dessa forma, f ∈ AAc(Xα;X) e satisfaz a condição de

Lipschitz (2.18) com L uma função contínua e limitada. Então, segue do Corolário 2.3,

que o Problema 2.22 admite uma única solução compacta quase automórfica.

Exemplo 2.6 Seja Ω ⊂ Rn aberto limitado com fronteira regular ∂Ω. Considere o pro-

blema






ut(t, x) = ∆u(t, x) + bu(t, x) + a(t)u(t, x)|u(t, x)|, R× Ω,

u(t, x) = 0, R× ∂Ω,
(2.23)

onde b > 0 e a ∈ AAc(R).

Considere o operador A : D(A) ⊂ L2(Ω) → L2(Ω) definido por

Au = ∆u+ bu

com domínio D(A) = H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω). Então A é o gerador de um semigrupo analitico

(T (t))t≥0. Por outro lado, o operador ∆ com domínio D(A) é um operador setorial sobre

L2(Ω) e seu espectro σ(∆) consiste de uma sequência de autovalores reais contida em

(−∞, 0), cada um com autoespaço associado de dimensão finita. Então podemos escolher

b > 0 em (2.23) de modo que σ(A) ∩ iR = ∅ e, consequentemente, (T (t))t≥0 será um

semigrupo analítico e hiperbólico.

Para α ∈ [0, 1], seja Xα o espaço de potência fracionária associado ao operador A.

Considerando a função g : R×X 1

2

→ L2(Ω) definida por

g(t, ψ)(x) = a(t)ψ(x)|ψ(x)|, x ∈ Ω,
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então g está bem definida e, ademais,

‖g(t, ψ)− g(t, φ)‖L2 ≤ c(1 + ‖ψ‖ 1

2

+ ‖φ‖ 1

2

)‖ψ − φ‖ 1

2

,

t ∈ R, e ψ, φ ∈ X 1

2

, com c > 0 uma constante que depende de ‖a‖∞.

A partir das considerações anteriores, segue do Corolário 2.6 que, se ‖a‖∞ é sufici-

entemente pequeno, então o problema (2.23) possui uma única solução compacta quase

automórfica u ∈ AAc(X 1

2

).
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