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RESUMO

Utilizando ferramentas topoldgicas podemos garantir que o conjunto solucao de uma
equagao integro-diferencial com retardo dependendo do estado é um conjunto nao vazio,
compacto e conexo. Como aplicagao de nossos resultados abstratos consideramos algumas
equacoes integro-diferenciais originadas da teoria de viscoelasticidade.

Além disso utilizamos teoria de semigrupo hiperbolico para garantir a existéncia de so-
lugbes compactas quase automorficas de equagoes semilineares de evolugao cujo semigrupo

associado nao é exponencialmente assintoticamente estéavel.
Palavras-chave: Equagoes integro-diferenciais, retardo dependendo do estado, viscoe-

lasticidade, equacoes diferenciais fracionérias, semigrupo analitico, semigrupo hiperbélico,

funcoes compactas quase automorficas, equagoes de evolucao semilinear.
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ABSTRACT

Using topological tools we ensure that the solution set of an abstract integro-differential
equation with state-dependent delay is a nonempty, compact and connected set. As appli-
cation we consider our abstract results in the framework of integro-differential equations
coming from viscoelasticity theory.

Also use hyperbolic semigroup theory to guarantee the existence of solutions of equati-
ons automorphic compact almost semilineares whose evolution is not associated semigroup

exponentially asymptotically stable.

Keywords: Integro-differential equations, State-dependent delay, Viscoelasticity, Frac-
tional differential equations, analytic semigroup, hyperbolic semigroup, compact almost

automorphic function, semilinear evolution equation.
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Introducao

Nesta tese estudamos dois tipos de problema. O primeiro consiste em obter condi-
¢oes suficientes para a existéncia de solu¢oes brandas de uma classe de equagoes integro-

diferenciais com retardo dependendo do estado, descrita por:

u'(t) = /o a(t — s)Au(s)ds + f(t, uptu)), t€[0,b]

u(0)=¢ e B

(1)

sendo A : D(A) C X — X um operador linear fechado definido em um espago de Banach
X, a€ L} ([0,00)), f:0.) x B— X ep:|[0,b xB— (—o0c, b fungdes apropriadas
e o espago de fase B é definido axiomaticamente. Além disso caracterizamos o conjunto
solucdo em termos topologicos. Nao conhecemos trabalhos envolvendo a equagao (1) que
trate a questao da unicidade da solucao, dessa forma os resultados da secao 1.2 sao um
ponto de partida nessa linha de pesquisa ja que mostramos que sob certas condigoes o
conjunto solugao possui o mesmo grupo de homotopia do conjunto com um ponto. Vale
ressaltar que o artigo que contém os resultados dessa se¢ao esta submetido a uma revista
especializada.

O estudo da estrutura topologica do conjunto solucao iniciou na década de 20 quando
H. Kneser [56] provou que o teorema de existéncia de Peano poderia ser reformulado
em termos topoldgicos, mostrando que o conjunto solucao de certas equagoes diferencias
além de ser nao vazio é conexo e compacto. Esta propriedade ficou conhecida na litera-
tura como propriedade de Kneser. Em 1942, N. Aronszajn incrementou o resultado de
Kneser mostrando que o conjunto solugao é um Rs conjunto, ou seja, a interse¢ao de uma
sequéncia decrescente de conjuntos compactos, absolutamente retrateis.

Evidentemente o teorema de Aronszajn teve um grande impacto na teoria qualitativa

de equacoes diferenciais e, devido a isso, o estudo da estrutura topoldgica de conjuntos



solugoes tem chamado a atencao de diversos pesquisadores nos ultimos anos (ver [7], [8],
191, [34], [60]).

E bem conhecido que a caracterizacdo do conjunto solucio de operadores apropriados
pode ser 1til no estudo de equacoes diferenciais. Neste sentido, F. Browder e C. Gupta
forneceram uma poderosa informacao acerca do conjunto de pontos fixos e este resultado
ficou conhecido como método de Browder e Gupta (ver [34]). Esse método sera muito ttil
para nosso proposito e esta descrito na secao 1.1.3.

O interesse em estudar o problema (1) surgiu na sua aplicabilidade em diversos pro-

blemas da fisica matemaéatica. Podemos destacar a seguinte aplicagao:

%(t, x) = /0 da(s)Au(t — s, z) + m(t)h (t, z,u(t — o(|lu(t,-)])), 0 <t <b, €0, ],
2)

(
u(t,0) = u(t,m) =0, (3)
u(t,z) = p(t,z), t <0, 0 <z €0, 7, (4)

sendo a, m, h e o fungoes, apropriadas descritas na secao 2.3.1.

O problema do valor inicial acima é um exemplo tipico de um problema de viscoelas-
ticidade unidimensional tal como movimento de ruptura, torcao simples, torcao de uma
haste entre outros (ver [62]).

Como outra aplicacao de nossos resultados consideramos a teoria de equagoes dife-
renciais fracionarias. Nas tltimas décadas a teoria de calculo fracionario tem tido muito
destaque devido a sua vasta aplicabilidade em diversos campos da ciéncia e engenharia.
Em (2], [3], [4],[23], [44], [45], [54] e [55] sao dadas aplicagoes em fluxos de fluidos, reologia,
processos dindmicos em estruturas auto similares e porosas, rede elétrica, teoria de con-
trole de sistemas din&micos, viscoelasticidade, eletroquimica da corrosao, fisico quimica,
Otica e processamento de sinais. As equacgoes diferenciais funcionais com retardo depen-
dendo do estado também aparecem frequentemente em modelos mateméticos aplicados
e tém sido estudadas exaustivamente nos ultimos anos (ver [1], [10], [11], [13], [15],[27],
28], [29],[32], [41], [40], [42], [43],[47], [48], [49], [50], [57], [66], [67]). Contudo a maioria
dos trabalhos envolvendo essas equacgoes sao restritas as equacoes diferenciais ordinarias.
Na secao 1.3.2. apresentamos condicoes suficientes para a existéncia de solugoes branda

para uma classe de equagoes integro-diferenciais fracionarias com retardo dependendo do



estado, descrita por:

u'(t) = /o %Au(s)dst f(t upuy), t€10,0] )

upy=p€ebB
coml < a <2 A: D(A) C X — X um operador linear densamente definido de
tipo setorial em um espaco de Banach complexo X, sendo I' a funcao Gamma de Euler.
A equagao (5) é conhecida na literatura por equacdo integro-diferencial fracionaria de
Riemann-Liouville (ver [6]).

Na literatura, o problema (5) ja foi estudado por diversos autores sem considerar o
retardo ou com o retardo dependendo apenas do tempo. Em [21] os autores investigaram
a existéncia e unicidade de solucoes brandas S-assintoticamente w-periédica com retardo
infinito, enquanto o caso sem retardo foi considerado em [5], [19] e [20] para a existéncia de
solucoes brandas assintoticamente quase periddicas, comportamento assintotico de equa-
¢oes e existéncia de solugoes brandas S-assintoticamente w-periddicas, respectivamente.
Na secao 1.3.2, estabelecemos condigoes suficientes para garantir a existéncia de solugao
do problema (5). Vale ressaltar que os resultados apresentados na subsegao 1.3.2 foram
publicados em um nimero especial sobre equagoes diferenciais fracionérias (ver [6]).

O segundo problema trabalhado na tese foi obter condi¢oes suficientes para garantir
existéncia de solu¢oes compactas quase automorficas para a equagao de evolugao descrita
por:

u'(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t € R, (6)

sendo A um operador setorial que gera um semigrupo hiperbolico definido em um espaco
de Banach X e f é uma fungao compacta quase automorfica.

A idéia de trabalhar com tal semigrupo é de tentar decompor o espaco de Banach X
como soma de dois subepagos fechados de forma que o semigrupo restrito a um desses su-
bespacos seja exponencialmente assintoticamente estavel e restrito ao outro seja inversivel
com inversa assintoticamente estavel.

Recentemente, diversos pesquisadores tém tido interesse em estudar fungoes compactas
quase automorficas no contexto das equagoes de evolucao (ver [22], [24], [26], [46] [52]).
Teoria de semigrupo e técnicas de ponto fixo tém sido frequentemente utilizadas para

estudar equacoes de evolugao semilinear, mas em geral, o operador A é considerado gerador
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de um semigrupo exponencialmente estavel. Em nossos resultados tal estabilidade nao é
necessaria. Nossa proposta ¢ estender o resultado de S. Boulite e colaboradores ([14]),
que garante a existéncia de solugoes quase automorfica da equagdo (6) no espago X e no
espago intermediario X,, a € (0, 1) definido na se¢ao 2.1.3.

A tese esta organizada em dois capitulos e, devido a diferenga da natureza dos pro-
blemas tratados em cada capitulo, deixamos as preliminares separadas por tema. Cada
capitulo esta dividido em trés secoes. A primeira, intitulada de preliminares, expoe os
resultados e definigoes necessarios para a obtencao de nossos resultados, a segunda secao
de resultados abstratos obtidos e a terceira secao de aplica¢oes. O primeiro capitulo trata
de obter resultados de existéncia e classificacao topolégica do conjunto solucao da equa-
¢ao integro-diferencial com retardo dependendo do estado descrita por (1) e o segundo
capitulo trata de obter resultados de existéncia e unicidade de solugoes para equacoes de

evolugao hiperbolicas, descrita por (6).



Capitulo 1

Equacoes integro-diferenciais com

retardo dependendo do estado

Neste capitulo, estamos interessados em estudar algumas propriedades topologicas do
conjunto solugao de uma classe de equacoes integro-diferenciais, com retardo dependendo

do estado, descrita por

u'(t) = /0 a(t — s)Au(s)ds + f(t, uptu,)), t € [0,0]
u(0)=peB

com A : D(A) C X — X um operador linear fechado definido em um espago de Banach X,
e a, [ e p fungoes apropriadas. Particularmente, estabelecemos resultados de existéncia

de solucoes.

1.1 Preliminares

Seja X um espago de Banach. Denotamos por B(X) o espago dos operadores lineares
limitados de X em X munido com a norma do supremo, e para um operador linear
A: D(A) € X — X, denotamos por p(A) o conjunto resolvente de A e por o(A) o
conjunto spectro de A. Nesta secao, serao feitas as exposi¢oes das definigoes e teoremas

utilizados na demonstracao de nossos resultados.



1.1.1 Espaco de fase ‘B

Neste capitulo, faremos uso do espaco de fase definido axiomaticamente a partir das

notagoes desenvolvidas por Y. Hino, S. Murakami e T. Naito em [53]. Nesta se¢ao, faremos

uma breve exposicao de tal conceito.
Equagoes diferencias funcionais com retardo sao equagoes diferenciais que dependem

do retardo de uma funcao desconhecida. A formulacao deste tipo de equacao é descrita

por

7'(t) = f(t, ).

O simbolo z; é o que chamamos de retardo (ou historia) da fun¢ao desconhecida x no

instante .
Descrevemos, de forma geral, o retardo de uma funcao considerando que, para cada

t, x; estd em um espaco de fungoes pré fixado, o qual chamamos de espaco de fase, que é

caracterizado por alguns axiomas. Assumimos que a fungao t — x; é continua.

Considere r(t) como sendo o atraso tal que todos os argumentos do retardo de = em

t estejam no intervalo [t — r(t), t]. Fazendo r = sup{r(t)}, temos que 0 < r < co. Entao,

para cada t, tal situacao se reflete em termos de x; desde que tal fungdao tenha dominio

[—r, 0] e seja definida por z;(0) = z(t + 6), com —r < § < 0. Se r ¢é finito, a equagao ¢é

dita ser de retardo finito; caso contrario é dita ser de retardo infinito e esse caso é o que

serd tratado neste capitulo. Resumindo a discursao, para nossos propositos, x; é definido

por

e ¢ chamado de t- segmento de x ou a historia de x até ¢t. Ver figura 1.1.1 abaixo.

0.4r

0.2

2 (0) =x(t+0), —c0o <6 <0,

0.4

/
/
-0.4-

Figura 1.1: Grafico de x e grafico de x;



Nas aplicagoes é importante observar que cada equagao pertence a um espaco de fase
adequado ao problema. E percebido que muitas propriedades ocorrem independente do
espaco de fase concreto. Entao, de forma natural, alguns axiomas sao induzidos de muitos
exemplos de espaco de fase. Dessa forma diversos autores trabalharam com a intencao de

sistematizar tais axiomas, podemos citar [16], [17], [18], [38], [39], [63] e [64].

Definigao 1.1 O espago de fase B é o espago das fungoes definidas de (—o0,0] em X,
munida de uma seminorma denotada por || - || tal que as sequintes condigoes sao verifi-

cadas:

(A) Se x : (—oo,pp+b) = X, b >0, u €R, € continua em [p, p+b) e z, € B, entio
para todo t € [, pu+ b) as sequintes condi¢oes sequem.:
(i) z, € B;
(i) (O] < Hlx:|5;
(iii) leols < K (¢ — p)sup{la(s) s < 5 < £} + M(t — )|l

com H > 0 constante, K, M : [0, o0) — [1, 00), K(-) continua, M(-) localmente
limitada e H, K, M independentes de x(-).

(A1) Considerando a func¢ao x(-) de (A), a fun¢aot — x; € continua de [p, u+0b), p € R,

em B.
(B) O espago B € completo.

Exemplo 1.1 (Espaco de fase C, x LP(g, X))

Suponha que 1 < p < 00,0 <r < oo eg € uma fungdao nao negativa, Borel mensurdvel
definida em (—oo, —r). Considere a medida de Borel positiva, \, definida em (—oo, —r)
por

AME) = / g(#)do, E € B,
E

sendo B a familia dos conjuntos de Borel de (—oo, —r). A equag¢do acima pode também
ser denotada por d\ = g(0)df. O espago C,. x (LF(g); X) € definido como sendo o espago
produto de C, := C([—r, 0], X) e (LP(g); X) que consiste de uma classe de fungoes ¢ :

(—o0, 0] = X satisfazendo:



(1) ¢ € continua em [—r, 0];
(i) |@|P € integrdavel com respeito a A em (—oo, —r).

A seminorma em C,. x LP(g, X) é definida por:

T

1/p
lolls = sup{lp(8)]; —r < 0 < 0} + ( / |<p(0)|”g(0)d0) |

—0o0

Ademais, consideremos as sequintes condigoes sobre a func¢ao g :
(9-5) / g(0)df < oo para todo u € (—o0, —1);

(g-6) g(u + 0) < G(u)g(f) sendo u < 0 e § € (—oo, —r) \ Ny, para um conjunto
N, C (=00, —1) com medida de Lebesque nula e G € uma fun¢ao nao negativa que

¢ localmente limitada em (—oo, 0].
Este espaco também satisfaz os sequintes axiomas:

(Cy) Se {©"} € uma sequéncia de Cauchy em B com respeito a sua seminorma e se
{¢"(0)} converge para uma fungio p(0) sobre conjuntos compactos de (—oo, 0],

entio ¢ estd em B e ||¢" — ||z — 0 quando n — oo.
(D) B é um espago separdvel.

Entao temos a sequinte tabela que relaciona as hipdteses com os axiomas do espago de

fase em C, x LP(g, X).

A A, B | o D
C, x LP(g, X) | (9-5,6) | (9-5,6) | (9-5) | (9-5) | (9-5)

H, K(t) e M(t) do axioma (A) podem ser tomados da sequinte forma:

1, 0<t<r

= 1+U_Tg(e)d9]l/p, r<t.

t

N\ 7

maz {1+ U_ g(@)d@] " Gy 0<t<r

r—t

maiz [ /_ B g(@)d@} 1/,,7 Gty r<t.

r+t
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Além disto, a condi¢ao (g-6) implica que

—t —r
/ g(0)dd < G(—t + r)/ g(0)do, r < t.
—r—t —2r

Exemplo 1.2 Seja g : (—o0o, 0] — [0, 00) uma fun¢ao continua positiva tal que g(0) =1
e suponha que g verifica as condigées (g — 1) e (g —2) em ([55]). Denotamos por CJ(X)
0 espago das fungoes continuas ¢ : (—oo, 0] = X tal que ||¢p(8)]|/g(0) = 0 se t — —o0,

munido da norma

0
[¢llcox) = s ”jéei”.

Entao C)(X) satisfaz os axiomas (A), (A1) e (B).

1.1.2 Resolventes

O conceito de resolvente é bastante importante para a teoria das equagoes diferenciais
do tipo Volterra, em particular para as equagoes tratadas neste capitulo. Através desta
familia, pode-se obter uma férmula de variacao de parametros para equagoes de Volterra,
sendo aquela uma candidata em poténcial a solugao da equagao (ver Proposi¢ao 1.2). As
principais ferramentas para provar existéncia do resolvente sdo descritas em [62]. Aqui,
faremos uma breve exposicao com a finalidade de tornar o texto o mais independente
possivel.

Considere X um espaco de Banach, A um operador linear fechado e ilimitado em
X com dominio denso D(A) e a € L},.(Ry) um ntcleo escalar nao identicamente nulo.

loc

Consideremos a seguinte equagao de Volterra

u(t) = f(¢) +/0 a(t — s)Au(s)ds, t € J, (1.1)

com f € C(J;X) e J = [0, T]. No que segue, denotamos por D(A) o dominio de A
munido com a norma do grafico | - |4 de A, isto é, |x|4 = |z| + |Az|. D(A) é um espago
de Banach desde que A seja continuamente e densamente incluido em X. Sera utilizada a
notacao .
(ax f)(t) = / a(t — s)f(s)ds, t € J,
0
para a convolucao.
E interessante distinguir os tipos de solucoes da equacao (1.1) e os tipos naturais de

solugoes sao dados a seguir
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Defini¢ao 1.2 Uma fun¢io uw € C(J; X) € chamada
(a) solugdo forte de (1.1) em J seu € C(J;X4) e (1.1) € satisfeito em J;
(b) solugdao branda de (1.1) em J se axu € C(J;Xa) eu(t) = f(t) + Alaxu)(t) em J;
(c) solugao fraca de (1.1) em J se
<u(t), " >=< f(t), 2" >+ < (axu)(t), A"z" >
em J, para cada z* € D(A).

Note que toda solugao forte de (1.1) é uma solugao branda e cada solugao branda é
uma solucao fraca. A reciproca da segunda afirmagcao é valida considerando uma hipotese

adicional acerca do conjunto resolvente, p(A), de A como segue.

Proposigao 1.1 Seja f € C(J; X) e suponha que p(A) # 0. Entdo cada solugio fraca u
de (1.1) em J é uma solugao branda de (1.1) em J.

Ver ([62]), pagina 35, para a demonstragao.
Note que, no caso em que a(t) =1 e f € C'(J; X), (1.1) é equivalente ao problema
de Cauchy
u'(t) = '+ Au(t), u(0) = £(0). (1.2)

Neste caso, nosso conceito de solugao coincide com os que geralmente sao utilizados em

(1.2). De forma similar, se a(t) =t e f € C*(J; X), entao (1.1) é equivalente a
u'(t) = f(t) + Au(t), uw(0) = £(0), u'(0) = f'(0), (1.3)
e nosso conceito de solugao de (1.1) coincide com o do problema de segunda ordem (1.3).

Definigao 1.3 A equagdo (1.1) é bem posta, se para cada v € D(A), eziste uma tnica

solugao forte u(t,x) em R de
u(t) =x + (a* Au)(t), t >0, (1.4)

e se (x,) C D(A), com x, — 0 tém-se u(t, z,) — 0 em X, uniformemente em intervalos

compactos.
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Assumindo que (1.1) é bem posto, pode-se introduzir o operador solugdo S(t) para

(1.1) da seguinte forma
S(t)r =u(t,x), v € D(A), t > 0.

Pela unicidade da solugao, segue que S(t) esta bem definido e ¢ linear para cada t > 0.

Além disso, S(0)z = z estd em D(A) e S(t)z é continua em R para cada € D(A).
Mostremos que S(t) é limitado em intervalos compactos. Assuma por contradi¢ao que

existem (t,) C [0,T] e (y,) C D(A), com |y,| = 1 tal que |S(t,)yn| > n para cada n € N.

Entao z,, = yn,/n € D(A) e x,, — 0. Com isso obtemos a seguinte contradi¢ao
1 <|S(tn)xn| = |u(tn, x,)| = 0, quando n — oo.

Portanto S(t) é limitado e admite extensao para todo X, além disso S(t)x é continuo para
cada x € X. Segue da definigdo de solugao forte que o operador solugdo mapeia D(A)

nele mesmo, AS(t)z é continuo em R para cada z € D(A) e
St)ix=x+ax AS(t)xr =z + Aax S(t)x

¢ satisfeita em R*. Como S(t) é limitado, segue que Im(a* S(t)) C D(A) e Aax S(t) =
S(t) — I é fortemente continuo em RT. Em outras palavras u(t,z) = S(t)z ¢ uma solugao
branda da equagao (1.4) para cada € X. Ou seja, para cada z € X, a solugdo branda é
tinica (ver ([62]), pagina 32). E interessante observar que A comuta com S(t) ja que, para
cada x € D(A), ambos u(t, Az) e Au(t,z) sdo solugoes brandas de (1.3) com x trocado

por Azx. Portanto
S(t)Ar = u(t, Ax) = Au(t,xz) = AS(t)x, para todo x € D(A), t > 0.
A partir dessas consideragoes, dé-se origem a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 1.4 Uma familia {S(t)}i>0 C B(X) de operadores limitados em X € cha-
mada de resolvente de (1.1) (ou operador solu¢ao de (1.1)), se as sequines condi¢oes sao

verificadas
(S1) S(t) € fortemente continuo em RT e S(0) = I,

(S2) S(t) comuta com A, isto €, S(t)D(A) C D(A) e AS(t)x = S(t)Azx para todo
xre€D(A)et>0;
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(S8) A equagio resolvente é verificada

para todo x € D(A), t > 0.

A seguinte proposigao caracteriza quando o problema (1.1) é bem posto em termos do

resolvente.

Proposicao 1.2 O problema (1.1) € bem posto se, e somente se, admite um resolvente

S(t). Neste caso, Im(a* S(t)) C D(A) para todot >0 e
t
S(t)r =x+ / a(t — s)AS(s)ds,
0
para todo x € X, t > 0. Em particular, Aa x S € fortemente continuo em X.

Ver ([62]), pagina 32 para a demonstragao.
Corolario 1.1 O problema (1.1) admite no mdximo um resolvente S(t).

Suponha que S(t) seja um resolvente para (1.1) e seja u(t) uma solugdo branda do

problema (1.1). Entao de (S1)-(S3),
lxu = (S—A(axS))xu=9*u— AS*(a*u)
= Ssxu—Sx*(Aaxu)=9*(u—Aa*xu)=295xf,

ou seja, S * f é continuamente diferenciavel e

u(t):%/o S(t—s)f(s)ds, t € J.

Esta é a formula de variagdo de parametros para equagoes de Volterra (1.1).

Proposigao 1.3 [62] Suponha que (1.1) admita um resolvente S(t) e seja f € C(J; X).
Entao

(i) Seuw € C(J; X) € uma solugao branda de (1.1), entao S * f € continuamente diferen-

cidvel e
d t
u(t) = —/ S(t—s)f(s)ds, t € J.
dt J,

Em particular, solugdes brandas de (1.1) sao unicas.
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(ii) Se f € WH(J; X), entio
u(t) = S(t)f(0) + /OtS(t —s)f'(s)ds, t € J, (1.5)
¢ uma solu¢ao branda de (1.1).
(iii) Se f € WH(J; X), entdo u(t), descrito por (1.5), € uma solugio forte de (1.1).

Como (1.1) é uma equacdo de convolugao definida para t > 0, é natural utilizar a
transformada de Laplace para estuda-la, lembrando que a transformada de Laplace de

uma fungao f € L}, ([0, o0); X) é descrita por

loc

LOHN) = FO) = / TN f(t)dt, Red> w,

0

observando que a integral é absolutamente convergente para Re\ > w.

Dito isto, é natural supor que a(t) admite transformada de Laplace, ou seja, que existe

/ e la(t)|dt.
0

Para obtermos condigoes sobre o resolvente em termos da transformada de Laplace, faz-se

w € R tal que

uso da seguinte defini¢ao:
Defini¢ao 1.5 Suponha que S(t) seja resolvente de (1.1).

(i) S(t) € dito ser exponencialmente limitado se existe uma constante M > 1 ew € R
tal que

|S(t)| < Me“*, para todo t > 0; (1.6)
neste caso, w, ou mais precisamente, (M, w) é chamado o tipo de S(t).
(ii) A limitagcdo do crescimento, wy(S), de um resolvente S(t) para (1.1) € definida por
wo(S) = inf{w;3IM > 0 tal que (1.6) € satisfeita }.

Fizemos a exposi¢ao de tal definicao com a finalidade de mostrar a seguinte caracterizacao

dos resolventes de (1.1) de tipo (M, w) :

Teorema 1.1 Seja A um operador linear fechado e ilimitado em X com dominio denso
D(A) e seja a € L} (R,) satisfazendo / e “a(t)|dt < oco. Entao (1.1) admite um
0

loc

resolvente S(t) de tipo (M, w) se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao verificadas:
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1
(1) a(A) #0 e — € p(A) para todo X > w;
a(A)
(1) H\) = (I — a(\)A)"Y/X satisfaz a estimativa
|H*(M\)| < Mnl(\ —w)~ ™D X > w, neN,

com

H\) =S80\ = /OOO e MS(t)dt, A > w.

Observacao 1.1 No caso escalar existe uma vasta bibliografia que estuda o conceito de
familia resolvente, podemos destacar o livro de Gripenberg e colaboradores (ver [35]).
E interessante observar que devido a unicidade da transformada de Laplace, no caso
a(t) =1 a familia S(t) corresponde a um Cy-semigrupo e, no caso a(t) =t, a familia S(t)

corresponde a uma familia cosseno.

A partir do conceito de resolvente pode-se obter a formula de variacao de parametros
para as equagoes de evolugao, como segue:
Seja A : D(A) € X — X um operador linear, fechado e densamente definido sobre o

espaco de Banach X. Considere o problema

u'(t) = /Ot a(t — s)Au(s)ds + f(t), t €0,

(1.7)
uw(0) =up € X
sendo a € L} ([0,00)) e f € C([0, b]; X). A partir da equagdo (1.7) temos
lxu =1sxaxAu+1xf
— u=1%xax*xAu+g, (1.8)

t

com ¢(t) = ug +/ f(s)ds. Isto é, o problema (1.7) pode ser reescrito da forma (1.1),
0

considerando o nicleo 1 x a. Portanto, segue do item (ii) da Proposi¢ao 1.3 que, se existe

um resolvente para a equagao (1.8), entao a funcao
t
u(t) = S(t)uo +/ S(t—s)f(s)ds, 0<t<b
0

¢ uma solu¢ao branda para a equagao (1.7).
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1.1.3 Resultados topolégicos preliminares

Em 1923, H. Kneser [56] reformulou o teorema de existéncia de Peano em termos
topologicos, mostrando que o conjunto solucao de certas equagoes diferenciais, além de ser
nao vazio, é conexo e compacto. Posteriormente, em 1942, N. Aronzajn [12] incrementou
o resultado de Kneser mostrando que, com as mesmas condigoes, o conjunto solucao é
um Rs conjunto. Evidentemente a caracterizacao do conjunto solugao de uma equagao
diferencial esta intimamente relacionada a caracterizar o conjunto de pontos fixos de um
operador apropriado.

Em 2000, L. Gorniewicz [34] catalogou, de forma resumida, algumas das técnicas
provenientes dos resultados de Kneser e Aronzajn que caracterizam topologicamente o
conjunto solucao de uma classe de equagoes diferenciais, podendo destacar o método
de Browder-Gupta, o método de Banach e o método do limite inverso. Neste capitulo,
faremos uso do método de Browder-Gupta para este fim. As definigdes e resultados

utilizados serao expostos nesta se¢ao. No que segue, X e Y sao espagos métricos.

Defini¢ao 1.6 Um espaco E € contrativel, se existe uma homotopia h : X x [0, 1] = X
tal que para todo x € X,
h(z,0)=x e h(z, 1) =z,

para algum xg € X fizxado.

Definicao 1.7 Um espaco X € absolutamente retrdtil, se para todo espaco Y, todo sub-
conjunto fechado B C Y e toda aplicacao continua f : B — X, existe uma extensao

continua f 1Y — X de f sobre Y, isto €, f(z) = f(z) para todo x € B.

Definicao 1.8 Um espagco X € um Rs conjunto, se existe uma Sequéncia de espac¢os

contrativeis compactos e nao vazios, {X,}, tal que X, 1 C X,, para todon € N e

X = ﬁ X
n=1

Observacao 1.2 Observe que qualquer Rs conjunto € um espa¢o compacto, conexo e nao
vazio que € aciclico com respeito a homologia de Cech, isto €, tém a mesma homologia

que o espago de um ponto (ver [34]).
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Definigao 1.9 Seja f : X — Y wma funcao continua e sejay € Y. A fungao f € prépria
em y, se eziste € > 0 tal que para qualquer conjunto compacto K C B(y, €), o conjunto

fYK) é compacto, sendo B(y, €) a bola aberta em'Y centrada em y e raio e.

Agora podemos escrevemos a formulagao do teorema de Browder-Gupta devido a L.

Goérniewicz.

Teorema 1.2 [3/] Sejam E um espac¢o de Banach e f : X — E uma fun¢ao continua

tal que as sequintes condigoes sao satisfeitas
(i) f é propria em 0 € E;
(ii) Para todo € > 0, existe uma fun¢ao continua f.: X — E, onde

1 | f(z) = fe(x)|| < € para todo v € X;

2. a aplicagio f. : f7(B(0, €)) — B(0, €), definida por f(x) = f(x), é um

€

homeomorfismo.

Entao o conjunto f~1({0}) é um Rs-conjunto.

O seguinte resultado foi obtido por Szufla [65] em 1979 e nos fornece algumas condigdes
suficientes para que uma fungao continua satisfaga o item (ii) do ultimo teorema.

Considere K um subconjunto convexo e limitado de um espago normado e sejam £ um
espago vetorial topologico de Hausdortf e C' := C'(K; E). Assumindo que tg € K, g € E' e
que €2 ¢é a familia de todas as vizinhancas abertas de 0 em F, denotamos por ¢ o conjunto

de todas as funcoes continuas F : C' — C tal que

(i) Para qualquer U € €, existe € > 0 tal que F(z)(t) — F(z)(s) € U, para cada

xeC)t,s€ K tal que |t — s| < e
(ii) F(z)(ty) = xo para cada z € C;
(iii) Para cada € > 0,

Ke =Y

k. = F(z)

k. = F(y)

T K., Vo, y € C,

sendo K. = Bltg,e] N K e Blty, €] a bola fechada de centro ¢ e raio e.
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Denotamos por I a aplicacao identidade em C.

Lema 1.1 Para qualquer F € ®, existe uma sequéncia (F,), .y tal que I — F, € um

homeomorfismo de C em C e lim F,(x) = F(x) uniformemente em z € C.
n—oo

Nesta tese, utilizamos o seguinte critério do valor médio para integral de Bochner.

Definigao 1.10 Seja S um subconjunto de um espaco vetorial V. A envoltdria convexa

de S em V' é denotada por co{S} e definida por
co{S} = {ayxy + -+ apry|ag, a0 ERT ay +- -+ a, =1¢e{xy, -, z,} CS}.

Teorema 1.3 [59] Sejam Z um espago de Banach e f : o, B] = Z uma fungao integrdvel.
Entao

B
5_;0[/ f(r)dr € co{f(7); T € o, 5] }.

Para finalizar esta secao, enunciaremos os teoremas de ponto fixo utilizados nesse capi-
tulo e que garantem a existéncia de solugao. O primeiro é conhecido como alternativa de
Leray-Schauder. Antes, faremos uma exposicao da defini¢ao de operadores completamente

continuos e compactos baseados no livro de Granas e Dugundji, [36].

Definicao 1.11 Sejam X e Y espagos topologicos.

(i) Uma aplicagio F : X — Y ¢é compacta, se F(X) estd contido em um subconjunto

compacto de Y.

(11) Uma aplicagao F : X — 'Y € completamente continua, se a imagem de cada conjunto

limitado de X estd contida em um subconjunto compacto de Y.

Teorema 1.4 [36] Seja C' um subconjunto fechado e convero de um espago de Banach

X com 0 € C. Considere F : C' — C' uma aplicagcao completamente continua e seja
€«(F)={z € C;x = \F(x), para algum 0 < \ < 1}.
Entao, ou €(F) € ilimitado ou F' possui um ponto fizo.

Teorema 1.5 [59] Suponha que D é um subconjunto convezo, fechado e limitado de um
espago de Banach X e sejam 'y e I's fungoes continuas de D em X que satisfazem as

sequintes condigcoes
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(i) I'1(x) + Ty(x) € D, para todo x € D;

(ii) I'y(D) é compacto;

(iii) Eziste um namero v, 0 < v < 1 tal que ||I'1(z) — T1(y)|| < vl — yl|, para todo
x,y €D.

Entao existe z € D tal que I'y(2) + T'a(2) = 2.

1.1.4 Medida de nao compacidade

A definicao de medida de nao compacidade de subconjuntos limitados em espacos nor-
mados foi introduzido por K. Kuratowsty na década de 30. Posteriormente, na década de
50, essa definicao voltou a ser utilizada devido aos avancgos na teoria de equacoes diferen-
ciais em espagos de Banach abstratos, onde medidas de nao compacidade se mostraram
de grande utilidade a partir do estudo de teoremas de ponto fixo para operadores line-
ares e teoria espectral. A seguir, definimos essas medidas e mostramos suas principais
propriedades.

Sejam E e F espacos de Banach, B um subconjunto limitado de £ e ¢ > 0. Uma
cobertura {V;} de B é uma e-cobertura, se diam(V;) < € para todo i. A medida de nao

compacidade de B é definida por
pe(B) = inf{e > 0; existe uma e-cobertura finita de B}. (1.9)

Uma cobertura {B;} de B por bolas de raio < ¢ chamamos de e-cobertura restrita de

B. Assim a medida de nao compacidade é definida por
fp(B) = inf{e > 0; existe uma e-cobertura restrita finita de B}.

A proposigao a seguir apresenta vérias propriedades das medidas de nao compacidade

que serao utilizadas na prova de nossos resultados.

Proposicao 1.4 [31] Sejam A e B subconjuntos limitados de um espago de Banach E.
Entao

(i) pp(A) =0, se e somente se, A é compacto, sendo A o fecho de A.
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(ii) pp(A) = pp(A) = pp(co{A}).
(iii) pe(AA) = [App(A).

(iv) pe(A) < pp(B) se A C B.
(v) ip(A+ B) < pp(A) + pp(B).
(vi) fig(A) < pp(A) < 2fip(A).

(vii) Se E € um espago de Banach de dimensao infinita, entao fig(Ug) = 1, sendo Ug a

bola unitdiria de E.

1.2 Resultados abstratos

O principal objetivo desta secao é descrever propriedades topologicas do conjunto

solugao do seguinte problema

u'(t) = /0 a(t — s)Au(s)ds + f(t, Upt ), t € [0,0]

u(0)=peB

(1.10)

Em particular, foram estabelecidas condigoes suficientes para a existéncia de solugoes
brandas do problema (2.23). Para a demonstragao de nossos resultados assumimos que
a € L} ([0, )), p:10,b] x B— (—o0, b] é continua e p € B. Além disso supomos que
A: D(A) C X — X é gerador de um operador solugdo S(t), onde X é um espaco de
Banach, e que existe uma constante M > 0 tal que ||S(¢)|| < M, para todo t € [0, b].

A seguir, apresentamos a defini¢ao de solu¢ao branda para o problema (1.10).

Definicao 1.12 Seja A gerador de um operador solugao S(t). Uma fungdo u : (—oo, b] —
X ¢é chamada de solugao branda para o problema (1.10), se ug = p, Up(t,ur) € B, |[07b]E

C([0, 0]; X) e
t
u(t) = S(t)p(0) +/ S(t—5)f(s, up(s,uy))ds, t € [0, b].
0
Consideramos, para nossos objetivos, as seguintes hipoteses

(Hy) A funcao f:[0,b] x B — X verifica as seguintes condigoes:
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(i) A fungao f(t,-) : B — X & continua para quase todo t € [0,b] e a funcao
f(-,4) :]0,b] — X é fortemente mensuravel para todo ¢ € .
(i) Existem m € C([0,b], [0, 00)) e uma fungao nao decrescente €2 : [0, 00) — (0, 00)

tal que || f(t, ¥)[| < m(t)Q([|¢(5), para todo (¢,4) € [0,0] x B.

(Hy) Paratodot € [0,b] e r > 0, o conjunto { f(s,v);s € [0,t],]|¢| s < r} é relativamente

compacto em X.

(H,) A fungao t — ¢; é bem definida, continua do conjunto

R(p™) = {p(s,9) : (s,9) € [0,b] x B, p(s,¢) <0}

em B3 e existe uma fungao continua e limitada J? : R(p~) — (0, 00) tal que ||¢¢||s <

J?(1)||¢|ls para todo t € R(p).

Observagao 1.3 Observe que a condicao (Hy) € verificada, por exemplo, por funcées

continuas e limitadas.

A fim de obtermos os resultados de existéncia de solugoes brandas é necessario o

seguinte lema, que foi provado pela primeira vez por E. Hernandéz e colaboradores (ver
[51]).

Lema 1.2 Considere x : (—o0,b] — X uma func¢ao continua em I = [0,b] tal que xo = .
Se (H,) € verificado para todo s € R(p~) U I, entao existem M, e K, € R para os quais
a sequinte estimativa € verificada
lzslls < (My + J?)[[@lls + Ky sup {{|2(0)[]; 6 € [0, max{0, s}]},
com J¥ = sup J¥(t).
teR(p™)

Demonstracao: Considere s € R(p~), entdo de (H,,) temos que

lzslls < J?(s)llells < 7]l -

Por outro lado, se s € [0, b], segue do axioma (A) da defini¢gao de espago de fase que

IN

[zslls < M(s)llells + K(s)sup {[|(0)[|; 6 € [0, max {0, s}]}

< My|lells + Kpsup {[|z(0)[; € [0, max {0, s}]}
Das desigualdades acima, concluimos a prova do lema.
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Teorema 1.6 Considere as condi¢oes (Hy), (Hg) e (Hy) satisfeitas. Se
Kthmmf / m(s)ds < 1,
entao o problema (1.10) tem uma solug¢ao branda. Além disso, se

0 b
Ky M lim sup ﬂ/ m(s)ds < 1,
§—o0 0

entdo o conjunto S, formado por todas as solugées brandas de (1.10), é compacto em

C([0,0], X).

Demonstragao: Seja @ : (—oo,b] — X uma extensao de p a (—o0, b] tal que ¢(6) = (0)
m [0,b]. Se z € C([0,b]; X), definimos = : (—o00,b] — X como uma extensao de = a

(—o0,b] tal que Ty = @. Consideramos o espago U = {u € C([0,0]; X) : u(0) = ¢(0)}

munido da norma do supremo |jull, = sup {||u(?)||; t € [0, b]}. Definimos o operador
I' U — U por
t
La(t) = S(p(0) + [ S(t = 515Dtz (1.11)
0
para t € [0, b].

Mostremos que ['Y C U. Para isto, considere a seguinte estimativa
[Tt +h) =Tu(t)] < [[S(t+h)e(0) = S(E)e(0)]]
b [ 1S = SO)S 6. e
b IS0 G B
t

Analisemos, separadamente, cada parcela da soma do lado direito da desigualdade.

Como S(-) é continuo, entdo para todo € > 0, existe d; > 0 tal que
IS(t + h)p(0) — S(H)p(0)|| < % sempre que 0 < h < 6.

Como a condigao (Hz) garante que o conjunto {f(s,Z,sz.)), s € [0, t]} é relativamente

compacto, entao existe 9, > 0 tal que
1(S(E+h)=S)f(s, Zpsz))ll < % sempre que 0 < h < s.
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Por fim, considere a seguinte estimativa

t+h t+h
/ wwmw@wmw@f;M/ 1£(5: gyl
t

M/ SERIE

MQ((My, + J%) [ ls

MwMMMWemmn[ m(s)ds

IN A

_I_

com ty € (t, t + h). Portanto
t+h c
/ 1(S(t+h)f(s, Tpsz,)ds < 3 sempre que 0 < h<ds,
¢
com 03 = ¢/(3MQ ((My + J?)||¢|| + Kpr) tt+h (s)ds). Ou seja, para todo € > 0, existe
0 =min{d;} >0,7=1, 2, 3, tal que
|ITu(t + h) — Tu(t)|| < € sempre que 0 < h < 4.

Como I'z(0) = ¢(0), segue que I'(U) C U.

Consideramos B, := B,.(¢|r,U) como sendo a bola fechada em U com centro ¢|; e raio
r > 0. Mostremos que existe r > 0 tal que I'(B,.) C B,.

Suponha que nao existe tal r. Entao para todo r > 0, existem 2" € B, e t" € [ tal que

r < ||[T2"(t") — ¢(0)||. Portanto, pelo Lema 1.2, obtemos a seguinte estimativa

ro< ITEE) —e Ol
= IIS(tr)w(O)—w(OH/O S(t" = 8)f (s, Ths ) ds||

t?"
g(M+www+MAHﬂM%mWh

b
< (M4 DHela+ M [ m&Q (0 + Il + Kar) ds
0
Fazendo £ = (M, + J¥)||¢|ls + Kpr, obtemos a seguinte estimativa:

0 b
1 < KM lim inf ﬂ/ m(s)ds,
{—o0 g 0

o que contraria nossa hipotese.
Dessa forma, considere r > 0 tal que I'(B,) C B,, para provar que I' é um operador

condensante, consideramos a decomposicao I' = 1"y + I', onde

D) = S)e(0),
Dox(t) = /OS(t—s)f(s,:pp(Ms))ds,
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para t € I. Temos que I'y(-) é continuo e uma contragdo em B,.
Etapal. Mostremos que I' é um operador continuo. Para isso consideramos a sequén-
cia {u"}pen CU e u € U tal que u™ — u em U quando n — oo. Considerando s € [0, b],

segue do axioma (A) da definigdo de espago de fase a seguinte estimativa

lug —uslls < K(s)sup{||u"(s) —u(s)[;0 < s <t} + M(t)|lug — uolls

< Kpsup{|lu”(s) —u(s)[;0 <'s <},

onde K, = sup{K(s);0 < s < b}. Analisemos a convergéncia de uj ., consideramos o

S, U

caso em que p(s, us) > 0 e o caso em que p(s, u;) < 0.
Se p(s, us) > 0, entao existe N; € N tal que p(s, u?) > 0, para todo n > Nj. Dessa

forma, temos a seguinte desigualdade

—n —n
||up(s, ar) Up(s, ar)

||up(s,ﬂg) - ap(s,ﬂs) ||B

IA

8+ |Up(s,an) — Ups,a,)llB

< Kpllu" —ully + [[pes,an) = Up(s,as)ll 8-

n

Mostrando assim que @ ps, an

) = Up(s,a,) em B quando n — oo para todo s € [0, b] tal que
p(s, us) > 0.
Se p(s, us) < 0, existe Ny € N ¢ tal que p(s, ul) < 0 para todo n > Na, entdo temos

a seguinte igualdade

||ﬂZ(s,ﬂ?) - ﬂp(S,ﬂs)Hlﬁ' = HQOp(SﬂQ) - Spp(&ﬂs)HB =0

Finalmente, se p(s, us) = 0, entao existe Ny = max{Ny, N2} tal que, para n > Ny,

temos a seguinte desigualdade

5 < Kal[u™ — ully + ||[Up(s, ap) — Up(s,a.)

s, any = Up(s, as)

8+ o, az) — ©p(s,u0) |l

Desse fato, das condigoes (H;)-(H,) e da seguinte desigualdade
1f (55 Tpisany) = F (5 Tpsan) | < 1LF (8 Tpisany) = f (55 Tpisam) |
+ ”f(S, ap(s,ﬂ?)) - f(Svap(s,ﬂs)) ”7
concluimos que

f(s, a’p‘(s’ﬂ?)) — f(s,ﬂp(s,as)),quando n — oo para todos € [0, ).
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Portanto, segue do teorema da convergéncia dominada de Lebesgue que

/OtS(t—S)f(s U amy) ds —>/ (t = 5) £ (5 Tp(orus) ) ds,

quando n — 00, 0 que mostra a continuidade de I'.
Etapa 2. Mostremos que o conjunto I's(B,) é equicontinuo em [0, b].
Seja0 <e<t<bel<d<etal que ||S(t+h)z—S(t)z| < ¢ para todo h € (0,6) e

z € {f(s,¢):s€[0,t], |||z < r}. Sobre essas condigoes, para x € B, obtemos a seguinte

estimativa
t+h t
Do (t + h) —Tox(t)|| = || i S(t+h—s)f(s, Tz, )ds—/o St —5)f(s, T z,))ds|
t
< L [SE+h—s) =St = $)]f(s, T z,))ds]]
0t+h
+ | S(t+h—s)f(s, T z,)ds]

t+h
< e+ M [ m(s)Q Tz, ll8)

t+h
< eb+MQ(r+H<pHB)/ m(s)ds.
t

O que mostra que o conjunto I'y(B,) é equicontinuo & direita em ¢ € (0,b). De forma ané-
loga mostramos a equicontinuidade a esquerda em ¢ € (0, b]. Entao I's(B,) é equicontinuo.
Etapa 3. Mostremos que I's(B,)(t) é relativamente compacto em X.

Sejam x € B, e € > 0 tal que 0 < e <t < b. Dessa forma,
t—e t
Foz(t) = / S(t—5)f(s,Zps,3,))ds + / S(t—s)f(s,Tpsz,))ds  (1.12)
0 t—e
€ (t—e)cy(K)+C., (1.13)

com K ={S(t—0)f(0,¢);0 € [0,t—¢], ||¥|ls <r}eC.= {L;S(t—s)f(s Tp(s,z,))ds; T €
B,.}. Considere z,y € B,, entdo:

IS0 = )5 eads = [ (=515 e)s]

t
< / 1St = )12 (M + J?)l@lls + Kol Z (.20 158) mi(s)ds
t—e

t
+ [ 180 = 92 (O + T2 el + Kallgiog ) m(s)ds
t—e
t
<2MQ((My+ J?)|ells + Kb'r’)/ m(s)ds.
t—e
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Se considerarmos & = (M, + J?)||¢||g + Kpr obtemos a seguinte estimativa
t
diamC, < 2MQ(§)/ m(s)ds.
t—e

Aplicando a medida de nao compacidade 1.9 em (1.13), obtemos a Etapa 3.

Portanto, pelo teorema de Arzela-Ascoli concluimos que I's leva conjuntos limitados
em conjuntos relativamente compactos e do Teorema 1.5 segue que o problema (2.23) tém
uma solucao branda.

Para concluir a demonstracao, resta mostrar que o conjunto § é limitado. Suponha o

contrério, ou seja, que exista uma sequéncia u? € S tal que ||u?|o > j. Dessa forma,

I @I < !\S(t)¢(0)1\+/0 ISt = s)f(s.0, ,)lds

t .
< M) + M / Q| . lls)ym(s)ds

< MHSO(O)|’+M/O Q((Mb+J“’)|!<P|!B+KbHuij)/O m(s)ds

de onde obtemos a seguinte estimativa:

MO, 3605l )

[ 1[5 [ ]]s

1<
Fazendo & = (M, + J?)||¢lls + Kb|u?|]s, temos a seguinte contradigao:
0 b
1< MK, limsupﬂ/ m(s)ds.
§—o00 0

Entdao S é um conjunto limitado. Como I' é completamente continuo e I'(S) = S,

concluimos que S ¢ compacto em C([0,b], X).

Observagao 1.4 Considere um subconjunto B C C([0, b]; X) tal que x(0) = ¢(0). Para
todo x € B, denotamos por H(B) C C([0, b]; B) o conjunto das fungédes continuas t — x;
tal que © € B. Como consequéncia do teorema anterior tém-se que H(S) C C([0, b];B) ¢

um conjunto compacto (ver [53] ).

No préximo resultado, utilizamos a alternativa de Leray-Schauder para garantir a

existéncia de solugdo branda para o problema (1.10).
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Teorema 1.7 Consideremos as condicoes (Hy), (Hz) e (Hy,) satisfeitas. Se p(t,v) <t
para todo (t,1) € [0,b] x B e

KM /0 " n(s)ds < /C N ﬁds, (1.14)

sendo C = (My+ KyM + J?)||¢||5. Entao o problema (1.10) possui ao menos uma solugao

branda.

Demonstragao: Considere I' : C([0, b]; X)) — C([0, b]; X) definido como em (1.11), por

Ta(t) = S(0p(0) + | (= 9. Tp000 ).

De forma semelhante a demostracao do Teorema 1.6, mostra-se que I' é completamente
continuo.

Se 2 = A\I'z*, onde ) € (0, 1), entdo temos a seguinte estimativa:

Iz @) < A HFﬂfA(tt)H
< [IS@)e0)] +/0 1S(t = 8)f (s, Zp(s z,))l1ds

< Mgl M [ mls)9 (1530, )

< Miells + M /Ot m()2 (| (M + T2)ll5 + Kollo M lmaxto, pis, 2201) ds-
Como p(s, z2) < s, para todo s € [0, b], temos que :

) < Mol + 1 [ m(s)2 (M + T ells + Folla) s

com [|z*]|s = sup{[|z*(0)[|; 0 € [0, maz{0, s}}. Se a?(t) = (My + J?)|l¢lls + Kpll*e,

entao

a’(t)

IA

t
(0 + )l + 5 (Mol + M [ )20+ 7)ol + Kalle s
0

= (07 KMl + KoM [ s 6)ds

t
Definindo §)(t) := (M, + J¥ + Ky M)||¢lls + KbM/ m(s)Q(a(s))ds, segue que
0

By = K Mm(t)Q(a (1)),

27



e como o (t) < Bi(t), concluimos que
A1) < KpMm(t)QUBA(E)).

/ BA(t)
Como M = i/ Lds , entao
Q(BA(E)  dt S0 s)

td Aalr) q t ( )
— ds | dr < KbM/ m(s)ds
/0 dr /ﬁ,\(o) Q(S) 0

A 1 Ar0) 4 t 5
= ds—/ —dngbM/msds
g0 §2(s) s As) 0

Considerando C' = ,(0) = (M, + J¥ + K, M)||¢||s e sabendo que m(t) > 0, segue que

NGRS b
ds < K, M/ m(s)ds.
L e < [ me

Como, por hipotese,

b © 1
KM/msds</ ds,
My OB A

segue que o conjunto {Ax; A € (0,1)} é limitado, o que implica que o conjunto {z*; A €
(0, 1)} ¢é limitado.
Portanto, segue da alternativa de Leray Schauder que o problema (1.10) possui uma

solugao branda.

No Teorema 1.6, foi mostrado que o conjunto S formado por solugoes brandas da
equacdo (1.10) é um conjunto compacto e nao vazio. No préximo resultado daremos
outras informagoes topologicas sobre esse conjunto. Com esta finalidade, consideremos as

seguintes condicoes
(Hy) A fungao f:[0,b] x B — X verifica as seguintes condigdes.

(i) A fungao f(t,-) : B — X & continua para quase todo t € [0,b] e a funcao
f(-,1) 1 [0,b] — X é fortemente mensuravel para todo i) € B.

(i) Existe m € C(][0,b],[0,00)) e uma fungao continua, limitada e ndo decrescente
€22 [0,00) = (0,00) tal que [[f(t,9)]| < m(t)Q([[¢]s), para todo (t,¢) €
[0,0] x B.
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(Hy)' Para todo t € [0, b], o conjunto {f(s,v);s € [0,t], v» € B} C X ¢ limitado.

Teorema 1.8 Suponha que as condigoes (Hy)', (Hz)" e (H,) sejam satisfeitas. Se S(t), t >
0, é compacto, entdo o conjunto S formado pelas solugdes brandas da Equagao (1.10) €

um Rs conjunto.

Demonstracao: Considere o operador I' : C([0, b]; X) — C([0, b]; X) como em (1.11),

definido por t
Ta(t) = S0p(0) + | (= 9. Tp000 ).
Procedendo de forma semelhante ao Teorema 1.6, mostra-se que I' é bem definido e
continuo. Mostremos que I' satisfaz as condi¢oes do Lema 1.1.
Seja U vizinhanca aberta de 0 € X. Entao existe r > 0 tal que B,.(0) C U. Sejam t; e

ts € R com 0 < t; <ty e considere a seguinte estimativa

[Tult) = Pu(t)]| < [S(6)2(0) = S(t2)e(0)]
T / 1(S(ts — 8) — St — )£ (5. e,

+ / 1S5(t2 = $)) £ (s, Tp(s, a).

t1
Analisemos separadamente cada parcela da soma do lado direito da desigualdade acima.

Como S(-)x é continuo para todo x € X, segue que existe 9; > 0 tal que
|1S(t1)(0) — S(t2)p(0)|| < /3 sempre que |t; — to| < d7.
Como S(t) é compacto, segue de (Hz)" que existe do > 0 tal que
|(S(t1 —s) = S(ta — 5)) f(5, Up(s,a,))|| < 7/3t1 sempre que |t; — ta] < ds.
Por fim,

to
/ 1S(ta = 5)) f (s, Upgs,an))|| < MClta —t1] < /3 sempre que [ty — to] < 03 =1/3MC,

t1
com C'= sup |[f(s, wp(s,a,))|-
s€[0, b
Portanto ||Tu(ty) — T'u(tz)|| < r sempre que |[t; — t2| < § = min{d, d2, d3}, ou seja,

Cu(ty) — Tu(te) € U.
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As condigoes (ii) e (iii) do Lema 1.1 sao facilmente verificadas, logo existe uma
sequéncia (T'),)nen, onde I — T', é um homeomorfismo de C([0, b]; X) em C([0, b]; X)
e nh_)Igo [, (x) = I'(z) uniformemente em = € C([0, b; X).

Definindo o operador T : C([0,b]; X) — C([0, b]; X) por T'(z) = z — I'(x), a condigao
(77) do Teorema 1.2 ¢ valida considerando T, (z) = z — I',,(z).

Mostremos que T' é proprio em 0 € C([0, b]; X). Para isso considere Z um conjunto
compacto de C([0, b]; X) e sejam U = T~ (Z) e V = {u"},eny C U. Para concluir, ¢é
suficiente mostrar que V' é um relativamente compacto. Tem-se x = 'z 4+ Tz, para todo

xz € C([0, b]; X), entdo
V() cT(V)t)+T(V)(t) C Z(@1t) + T(V)(t)

e como Z(t) é um conjunto compacto, aplicando a medida de ndo compacidade obtemos

a seguinte estimativa
a(V(t)) < a(Z(t)) + a(L(V)(1) = a«(T(V)(1)), t € [0, b], (1.15)

ou seja, basta mostrar que I'(V')(t) é relativamente compacto, para cada ¢t € [0, b]. Para

cadau™ €V t
D(u™) () = S(1)p(0) + / S(t— ) /(. % ) )ds.

Considerando V = {u™;u"™ € V'} C B. Podemos concluir a seguinte inclusao

L(V)(t) € S(t)e(0) + teo(K),

onde K = {S(t — 0)f(6, " )); 0 € [0, ¢], " € V}. Como S(t) é compacto, segue da

p(0,ay

condi¢ao (Hy)" que I'(V)(¢) é relativamente compacto para cada t € [0, b], de onde se
conclui que I'(V)(¢) é relativamente compacto.

Mostremos que ' é equicontinuo em V. Considere a seguinte decomposic¢ao

Tu(t+h) —Du(t) = (S(t+h) — S(t)) o(0)

(S(t+h—s)=S(t—s))f(s, Ups, gn))ds

+ p

t+h
S(t+h—s)f(s, Uy an))ds.

p(s,uy

—
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Analisemos separadamente cada parcela da soma do lado direito da igualdade acima. Seja

e > 0, como S(-) é fortemente continua, existe d; > 0 tal que
|| (S(t+ h) — S(t)) ¢(0)]] < € sempre que 0 < h < d;.
Como S(t) é compacto, para t > 0 e pela hipotese (Hy)', existe dy > 0 tal que
[(S(t —s+h) =St —s))f(s, U an)ll < €/3t sempre que 0 < h < d,.

Além disso, dado s € [t, t + h] temos ||S(t + h — s)|| < M portanto

t+h
/ S(t+h —s)[(s, U an)ds|| < €/3 sempre que 0 < h < d3 = €/3M.
t

A partir das estimativas acima, concluimos que ||[T'u™(t+ h) — T'u"(t)|| < € sempre que
0 < h < § =min{d, dz, I3}, com J independente de u € V. A partir do teorema de Arzelé-
Ascoli concluimos que I'(V)(t) é relativamente compacto e pela estimativa (1.15), temos
que V' é relativamente compacto. Com isto, concluimos que U é relativamente compacto
e entdao T & proprio em 0. O Teorema 1.1 garante que T!(0) é um R; conjunto. Como

T71(0) coincide com S, segue que o conjunto solugao da equagio (1.10) ¢ um Rs conjunto.

Observacao 1.5 Particularmente o Teorema 1.8 mostra que o conjunto S € um espaco
conezo, compacto e nio vazio. Além disso é aciclico com rela¢io a homologia de C'ech,
o que significa que do ponto de vista da Topologia Algébrica, ser equivalente a um ponto,

no sentido que possui o mesmo grupo de homologia do conjunto com um ponto (ver [34]).

1.3 Aplicagoes

Do ponto de vista matemaético, fomos motivados pela elegancia e simplicidade que as
equagoes integro-diferenciais abstratas (??) nos fornece para tratar problemas na fisica
matematica. Podemos destacar algumas aplicacoes na teoria de materiais viscoelasticos
como por exemplo os seguintes problemas unidimensionais: tor¢ao simples, tor¢ao de uma
haste, problema de Rayleigh (cisalhamento simples), condugao do calor em materiais com

memoria. Para mais detalhes sobre as formulagoes destes problemas, ver [62].
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1.3.1 O problema de Rayleigh
Vejamos a versao nao linear em R" do problema de Rayleigh:

Exemplo 1.3 Seja Q C RN um conjunto aberto limitado com fronteira reqular 0. Con-

sidere o problema

¢
g_;b(tax) = / da(s)Au(t - 57$) + m(t)h (taxau(t - O'(HU(t, )||))7 0<t< b7 T e Qa
0
(1.16)
u(t,z) =0, t >0, x € 0N (1.17)
u(t,z) = p(t,x), t <0, 0<x €, (1.18)

sendo g € Q firado, a € L}, ([0, oo) uma fun¢iao completamente positiva, com a(0) = 0.

Suponha que m : [0, 0] > R, h: R >R eo: R — [0, 00) sejam fungoes continuas e que

existam constantes positivas by e by tal que a sequinte desigualdade é verificada
[h(@)] < buft] + by, t € R

Para tratar o problema (1.16) — (1.18), consideramos ¢ uma funcdo limitada que pertence
ao espago de fase B = CS(X), com X = Cy(Q), que € o espago das fungdes continuas
h:Q — R tal que h(xz) = 0, para todo x € 9. Considerando A : D(A) C X — X o

operador definido por Au = Au, com dominio
D(A)={ve X;Av e X ev=0 em 0N},
tém-se que A € um operador setorial em X e é gerador do operador solu¢iao S(t), t > 0,

5= 507 | 5w (ag —4)

com vy um caminho que inicia e finaliza em —oo e circula a origem no sentido hordrio.

definido por

Além disso, existe uma constante M > 0 tal que ||S(t)|| < M, para todo t > 0.

Por fim, definimos as aplicagoes

f@t, ) (@) = m()h(p(0)(x)), t =0 ez € Q

plt, &) = t = o((0)(x0)), > 0 e 2y € O
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e podemos descrever (1.16) — (1.18) da forma abstrata (1.10). Sob as condi¢oes acima as
hipdteses (Hy) — (H,) sao verificadas. A partir do Teorema 1.6 concluimos que o conjunto

solu¢ao do problema (1.16) — (1.18) € um conjunto compacto e nao vazio.

1.3.2 Equacoes Fracionarias

Outro tema que tem ganhado destaque nas ultimas décadas foi a teoria de calculo
fracionario devido a sua aplicabilidade em diversas areas de pesquisa, podendo citar: fluxo
de fluidos, processos dinamicos, redes elétricas, teoria de controle de sistemas dindmicos,
viscoelasticidade, eletroquimica de corrosoes, fisico-quimica e 6tica. Para mais detalhes
sobre a formulagao destes modelos ver [2],[4],[3],[23],[45],[44],[54].

Com a finalidade de estudarmos equagoes integro-diferenciais fracionarias faremos uso

da teoria de operadores setorias, vejamos sua defini¢ao.

Definicao 1.13 Considere A um operador linear fechado, A € dito ser setorial de tipo

se existe 0 < 0 < /2, M>0e i € R tal que seu resolvente exista fora do setor

w4 Se ={p+sAeC, larg(—N)| <6}

_ M
(A —A) 1H§m7)\¢u+59-

Nosso objetivo para o final desta secao é apresentar condicoes suficientes para a exis-
téncia de solugoes brandas para uma classe de equagoes integro-diferenciais fracionarias
com retardo dependendo do estado da forma

u'(t) = /0 %Au(s)dst F(t upeuy)), t€0,0] (1.19)

Uy = @ € B
coml <a<2 A:D(A) C X - X um operador linear densamente definido de tipo
setorial em um espaco de Banach complexo X, a historia x; estd em um espaco de fase
abstrato e é definido como na segao anterior, f : [0, b] x B — X e p: [0, b] x B — (—o0, b
sao fungoes apropriadas. A integral de convolu¢ao em (1.19), é conhecida como integral

de Riemann-Liouville fracionaria. Os resultados seguintes foram publicados em |[6].
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Como referéncia para a teoria de operadores setoriais podemos citar o livro de Haase,
[37]. Nesta se¢ao o operador setorial A é de tipo u com 0 < 0 < m(1 — «/2). Tem-se que

A é gerador de um operador solugao descrito por

Sy (t) == i / AT — A) T,

211 .

com v um caminho apropriado. No préoximo resultado mostramos que este operador estéa

bem definido.

Proposicao 1.5 Considere o € (1, 2). A fungao

1
—/GAtAa_1<)\a—A)_1d)\,

271 .

Sa(t) :
com H, um caminho apropriado, € bem definida e existe uma constante M > 0 tal que
[Sa(®)z]| < M| (1.20)
para todot >0 e x € X.

Demonstracao: Considere r > 0 e n € (7/2, m/a). Seja

1
2w

Salt) /H AL — A) (1.21)

com Ha sendo o caminho descrito por

Ha(r, n) = {se”; r < s < oo}U{re’; |s| <njuU{se™; r <s< oo} =HayUHayUHasz
(1.22)
orientado no sentido anti horario. Analisemos a integral separadamente em cada caminho

Hay, Has e Hag. Para isso, tomando r > 0, considere r = 1/t. Entao

i

Sobre Ha, temos a seguinte estimativa

1
211

/ e*tAal(Aa—A)la;dAH — '
Haq

IN

IN
N 7N N
N2
.
= 38
QN
&

Q
&

S
.
»
SN—
El



Sobre Has temos a seguinte estimativa

1

- )\t)\afl A — A -1 d\ —
2 /H@e ( )

L7 i) it |
re 18\ a— zsa_A71~ S 0d
o /_ne (re"*)* = ((re*) ) ire*xds

n
(g/ €COS(S)d8) Hx”
2T -
() ol

Sobre Has obtemos uma estimativa semelhante & obtida em Ha,. Considerando M > 0

IN

IN

como o méaximo das bolas obtidas em cada estimativa, obtemos (1.20). Para concluir
a demonstragao, é suficiente mostrar que a integral (1.21) é independente de r > 0 e
n € (r/2, w/a). Para isso considere r, 7’ € (0, 00), n, ' € (7/2, m/a) e a integral (1.21)
nos caminhos Ha(r, n) e Ha(r', n'). Sem perda de generalidade, supomos que n > 1’ e
r > 1. Seja D a regiao do plano complexo situada entre as curvas Ha(r, n) e Ha(r', 1)
e para todo n € N consideramos D,, := DN {z € C; |z| < n}. Pelo teorema integral de

Cauchy concluimos que
/ MACTIHNY — A)Ld) = 0.
9Dy,

Sejam R; e Ry dois arcos contidos em {z € C; |z| = n}. Entao temos a seguinte estimativa

/

n ) . . )
etneZS (nezs)a—l((nezs)a _ A)_linewds

< C / n cos(s

< C(n' —ne"

/ MY — A)7la
Ry

£ £(X)

com L = sup cos(s) <0.
selnn) | o
Portanto a integral acima tende a zero quando n — oo. Com um procedimento similar,

mostra-se que a integral sobre o arco R, tem a mesma propriedade. Consequentemente,

/ NI — A) 7l = / AT — A) Tl
Ha(r',m') Ha(r,n)

Com isso, temos as seguintes adaptagoes dos teoremas 1.6, 1.7 e 1.8 para o problema

(1.19).
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Teorema 1.9 Considere as condi¢oes (Hy), (Hg) e (Hy) satisfeitas. Se
0 b
M lim infﬂ/ m(s)ds < 1.
{—o0 5 0
Entao o problema (1.19) tem uma solu¢do branda.

Teorema 1.10 Consideremos as condi¢oes (Hy), (Hz) e (Hy,) satisfeitas. Se p(t,) <t
para todo (t,1) € [0,b] x B e

b (3]
KbM/O m(s)ds</ ﬁds, (1.23)

C

sendo C' = (M, + KyMH + J?)||¢|ls. Entao o problema (1.19) possui ao menos uma

solucao branda.

Teorema 1.11 Suponha que as condi¢oes (Hq)', (H2)" e (Hy,) sejam satisfeitas. Entdo

o conjunto S formado pelas solugoes brandas da Equagdao (1.19) é um Rs conjunto.

Observacao 1.6 Neste ultimo resultado nao € necessario assumir que o operador solugao

seja compacto jd que um operador setorial gera um semigrupo compacto (ver [62]).

Exemplo 1.4 A equagdo 1.19 é uma versao abstrata da sequinte equagao integro-diferencial
fraciondria que pode ser aplicada na teoria de condugdo de calor em materiais com me-

moria (ver [62])

u'(t,§) = /Ot (%) uge(s, §)ds +

u(t,0) =u(t,m) =0, t >0, (1.25)

) ([ ote- o—<|ru<t>u>,f'>d£')7 N

comt € 0,0, €0,m],0<B<l<a<?2eqpeCyx L*g,X) Considere a sequinte
condicao
(a) As fungoes m, o : Ry — Ry sendo continuas.

Para representar o problema (1.24)-(1.26) da forma abstrata (1.19), escolhemos X =
L3([0, 7]) o espago das fungdes que sdio integrdvel no quadrado [0, 7] x [0, 7] e B =

Co x L*(g, X). Neste caso, para cada a > 0 é possivel mostrar que

K, = (1 +/_(;g(9)d«9) v
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M, = sup G(S)1/27

s€[—a,0]
com g e G dados no Exemplo 1.1. Consideramos o operador A : D(A) C X — X definido
por Az = 2", com D(A) = {z € X;2" € X, 2(0) = x(7) = 0}. E bem conhecido que A é
gerador infinitesimal de um semigrupo analitico (T'(t))i>0 em X e portanto A é um opera-

2

dor setorial. Além disto, A tém um spectro discreto, os autovalores sao —n*, n € N, com

autofungdes correspondentes normalizadas z,(§) = (2)"*sin(nm). Por fim, consideramos

as sequintes fungoes

t B
£t 6)(€) = m(®) ( [ v §’)d£’) el0 b el Tl Be (0, 1)

p(t, ) =t —o([¥(0)]), t € [0, b].

sobre as condigdes acima, podemos representar o problema (1.24)-(1.26) da forma abstrata

(1.19).
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Capitulo 2
Equacoes de evolucao hiperbdlicas

Neste capitulo, estamos interessados em obter resultados de existéncia e unicidade de
solugoes brandas compactas quase automorficas, para a equagao de evolucao semilinear
descrita por

alt) = Axlt) + (1, 2(1)), 1€ R (2.1)

sendo A gerador de um semigrupo hiperbolico definido em X. Diversos pesquisadores estu-
daram problemas de existéncia da equacao (2.1) considerando que A gera uma semigrupo

exponencialmente estavel. Em nossos resultados tal estabilidade nao é necesséria.

2.1 Preliminares

2.1.1 Funcoes compactas quase automorficas

Em 1968, A. M. Fink [33] introduziu o conceito de fung¢bes compactas quase automor-
ficas. Uma caracteristica interessante desta classe de fungoes é que o conjunto de fungoes
quase periddicas introduzidas por H. Bohr é um subconjunto préprio do conjunto das fun-
¢Oes compactas quase automorficas que por sua vez é um subconjunto proprio das fungoes
quase automorficas introduzidas por S. Bochner. Naturalmente diversos pesquisadores se
interessaram em estudar este tipo de generalidade de periodicidade em diversos tipos de
equagoes, podemos citar [22], [24], [26], [46] e [52].

Nesta subsecao consideramos (X, || - ||) espago de Banach.
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Definicao 2.1 Uma fung¢ao continua f : R — X € chamada quase periodica, se para todo
€ > 0 existe um numero real l(€) > 0 tal que, todo intervalo de comprimento l(€), contém

um numero T tal que
[fE+7) = f)] <e

para todo t € R. O conjunto de todas as fungoes quase periddicas é denotado por AP(X).

O seguinte resultado mostra uma caracterizacao de fungoes quase periddicas devido a

Bochner.

Proposicao 2.1 [61] Uma fungao f € C(R; X) € quase periddica se, e somente se, para
toda sequéncia de nimeros reais {s), }nen existe uma subsequéncia {S, fnen C {S), tnen tal

que {f(t + sn) }nen converge uniformemente.

Definicao 2.2 Uma fun¢ao continua f : R — X € dita ser quase automorfica, se para
toda sequéncia de nimeros reais (Sp)nen, existe uma subsequéncia (Sp)nen C (Sp/)nren,

tal que
g(t) := lim f(t+s,) (2.2)

n—oo

estd bem definido para todot € R e

f(t) = lim g(t — s,). (2.3)

n—o0

Denotamos por AA(X) o conjunto de todas as fungoes f : R — X quase automorficas.
Quando as convergéncias em (2.2) e (2.3) sdo uniformes sobre qualquer subconjunto
compacto de R, dizemos que a funcao é compacta quase automorfica e, denotamos por

AA.(X), o conjunto de tais fungoes.

Observagao 2.1 Note que a proposicao (2.1) mostra que fungdes compactas quase auto-
mdrficas generalizam as fungoes quase periddicas. Além disso, Fink mostrou em [33] que
a fungao f(n) = signcos(2mnf), com 0 irracional é compacta quase automdrfica mas nao
€ quase periodica, jd que a restricao de uma fun¢ao quase periodica a Z € também quase
periodica. Portanto,

AP(X) C AA(X).

Observagao 2.2 [25] Os espagos AP(X), AA(X) e AA.(X), munidos com a norma do

supremo sao espagos de Banach.
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Observagao 2.3 [25] O conjunto R(f) = {f(t);t € R} ¢é relativamente compacto, se
feAA(X).

Da definigao de fungoes quase automorficas, é claro que AA.(X) C AA(X). A seguir
apresentaremos uma condi¢ao necessaria e suficiente, para uma funcao quase automorfica

ser compacta quase automorfica.

Lema 2.1 [33] Uma fun¢ao quase automdrfica, € compacta quase automdrfica se, e so-

mente se, € uniformemente continua.

Observagao 2.4 Do lema anterior, podemos exibir um exemplo tipico de fun¢ao quase
automdorfica que nao € compacta quase automdrfica

1
2 + cos(t) + cos(v/2t) ]

f(t) = sin

Note que a fungdo [ nao € uniformemente continua (ver Figura 2.1). Portanto
AA(X) € AA(X).

e

\ }

. | //
I \\ /

Figura 2.1: Grafico de f
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Sejam X e Y espagos de Banach, com K C X e I C R. Denotamos por Cx(I X X;Y), a
cole¢ao de fungoes f: I x X — Y, tal que f(¢, -) é uniformemente continua em K para
todo t € I C R. No que segue, R(u) representa a imagem da funcao u. O seguinte lema

de composicao é essencial para a obten¢ao de nossos resultados.

Lema 2.2 [25] Se u € AA(X) e f € AA(X;Y) N Crw(R x X;Y), entao a funcio
¢:R =Y definida por ¢(t) = f(t, u(t)), pertence ao espago AA.(Y).

2.1.2 Semigrupo hiperbdélico

Nessa se¢ao, apresentaremos o conceito de semigrupo hiperbolico. A idéia de traba-
lhar com tal semigrupo ¢é de tentar decompor o espaco de Banach X como soma de dois
subepacos fechados de forma que o semigrupo restrito a um desses subespagos seja ex-
ponencialmente assintoticamente estavel e, restrito ao outro, seja inversivel com inversa

assintoticamente estével.

Definigao 2.3 Um semigrupo (T'(t))i>0 em um espago de Banach X é chamado hiperbo-
lico, se X pode ser escrito como soma direta, X = X, ® X, de dois subespacos fechados
(T'(t))—invariantes, Xs; e X,, de forma que os semigrupos restritos (Ts(t))i>0 em X e

(Tu(t))i>0 em X, satisfazem as sequintes condigoes.
(i) O semigrupo (Ts(t))i>0 € uniformemente exponencialmente estdivel em Xs.

(ii) Os operadores T, (t) sao invertiveis em X, e (T,,(t)™")i>0 € uniformemente exponen-

cialmente estdvel em X,,.

Exemplo 2.1 [30] Um semigrupo (T'(t))i>0 com A € M, (C) ¢é hiperbélico se existem
uma soma direta C" = X, ® X, em subespacos A-invariantes X, e X, e constantes
M >1,€e>0 tal que

e 2| < Me x| Vo € X, t >0, (2.4)

1
leyl] > 77 Iyl ¥y € X, £ > 0. (2.5)

Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
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(i) O semigrupo (T(t))i>0 € hiperbdlico.

(i1) A matriz et nao possui autovalores com mddulo 1, isto é, o(eY)NT = 0 para todo
t >0, com T :={z€C;|z| =1} denotando o circulo unitirio em C.
(111) A matriz A nao possui autovalores puramente imagindrios, isto é, o(A) NiR = ().

Neste caso temos T(t) = et

Exemplo 2.2 [30] Assim como no exemplo anterior, um semigrupo uniformemente con-
tinuo (T(t))i>o0 € hiperbolico se existem constantes ¢ > 0, M > 1 e uma decomposi¢io
direta X = X, @ X, em subespacos A-invariantes e fechados X, e X, tal que para todo
t > 0 as estimativas (2.4) e (2.5) sao satisfeitas. Observe que as restrigoes de (T'(t))i>o
a Xs e de (T(t))>0 a X, sao uniformemente exponencialmente estdvel. Portanto temos

que a equivaléncia das afirmagoes (i)-(11i) também € vdlida nesse semigrupo.

Observacao 2.5 Se (T'(t))i>0 € um semigrupo hiperbolico, entdo existem uma proje¢ao
P e constantes M e § > 0 tais que T(t) comuta com P, KerP ¢é invariante com respeito

aT(t), T(t): ImQ — ImQ € invertivel e para todo v € X
1T ()Pl < Me™||a], t > 0; (2.6)

IT()Qall < Me™ ]|, ¢ < 0; (2.7)

onde Q :=1—P eparat <0, T(t)=T(-t)"".

Neste capitulo, estamos particularmente interessados na situagao de um semigrupo

analitico com gerador A. E bem conhecido (ver [30]) que
(T(t))e>0 € hiperbolico <= o(A) NiB = 0,

assumindo que

o(T(t)) C Te”™W = {ze™ X € 0(A), |2| = 1}.
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2.1.3 Espacos intermediarios

Nessa secao, serd introduzido o conceito de espaco intermediario. A teoria de espacos
de interpolacao ¢é interessante para o estudo da teoria de regularidade para equacoes
abstratas. A terminologia utilizada aqui, é devido ao livro de A. Lunardi [58]. Sobre a
teoria, serao apresentados apenas resultados bésicos que utilizaremos no nosso trabalho.

Sejam X e Z espagos de Banach com normas ||-||x e || -||z respectivamente, e suponha

que Z é continuamente mergulhado em X, isto é, Z — X.

Definicao 2.4 Sejam 0 < a < 1. Um espaco de Banach 'Y tal que Z — Y — X € dito

ser de classe J, entre X e Z, se existe uma constante ¢ > 0 tal que
lzlly < ellellx *ll=(l%, Vo € Z. (2.8)
Neste caso, escrevemosY € J, (X, Z).

Definigao 2.5 Seja A : D(A) C X — X um operador setorial. Um espago de Banach
(Xa, || - la), @ € (0, 1), € dito ser um espago intermedidrio entre X e D(A), se X, €
Jo(X, D(A)).

Exemplo 2.3 Seja A : D(A) C X — X um operador setorial. O espago de poténcia

fraciondria D(—A®), a € (0, 1) € um exemplo de espago interemedidrio entre X e D(A).

Observacgao 2.6 Seja (T'(t))i>0 um semigrupo analitico e hiperbdlico sobre um espago
de Banach X e seja A : D(A) C X — X seu gerador infinitesimal. Para 8 € (0, 1),
seja (Xg, || - ||g) um espago intermedidrio entre X e D(A). Como € feito na literatura,
fixzaremos (Xo, || - |lo) como sendoo espago de Banach X com norma || - ||. Entao para

a €10, 1) existem constantes positivas C(a), M(«), § e 7y tais que

|IT(t)Pxlla < M(a)t e "|z|, Vt >0 (2.9)

IT(t)Qzx|, < C’(Oz)eétHxH, Vvt < 0. (2.10)

sendo P e Q = I — P as projecoes associadas ao operador A. Note que se o = 0 entao
Cla) = M(a) e 6 = 7. Para o € (0, 1) uma demostragao dessa afirmagao pode ser

encontrada por exemplo em [14].
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2.1.4 Principio da contracao de Banach

Um dos teoremas de ponto fixo mais utilizados na literatura é o principio da contragao
de Banach. A seguir, apresentamos alguns elementos referentes ao teorema e as suas

aplicagoes.

Definigao 2.6 Sejam (X, d) e (Y, p) espagos métricos. Uma funcao f: X — Y para o

qual existe uma constante L > 0 tal que

p(f(x), f(y)) < Ld(z, y)

para todo x, y € X, € chamada de lipschitziana e a constante L € chamada de constante

de Lipschitz de f.

Observacao 2.7 Note que toda fungao lipschitziana é continua. Quando a constante de

Lipschitz L < 1, dizemos que f é uma contragao.

Observacao 2.8 Sejam X e Y espagos vetoriais normados . Estamos particularmente
interessados na situagcdo em que f: R x X — Y é uma func¢do continua que satisfaz a
condi¢ao

(&, x) = F(t )l < L@)lle =yl
para todo x,y € X e L : R — [0, 0c0) uma fungdo apropriada. Nesta situagao também
diremos que f € uma fun¢ao lipschitziana.

A seguir, enunciamos o principio da contragao de Banach.

Teorema 2.1 Seja (X, d) um espago métrico completo e f : X — X wuma contragao.

Entao f possuit um tinico ponto fixo.

2.2 Resultados abstratos

2.2.1 Equacgoes hiperbdlicas lineares

Consideremos, inicialmente, a equacao de evolucao linear e nao homogénea, descrita
por

u'(t) = Au(t) + g(t), t € R, (2.11)
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onde A : D(A) C X — X é gerador de um semigupo analitico hiperboélico (T'(t));>0 €

g : R — X & uma funcao continua.

Definicao 2.7 Uma fun¢ao continua u : R — X € dita ser solug¢ao branda da FEquacao

(2.11), se
t
u(t) =T(t — s)u(s) + / T(t—r)g(r)dr,
para todo t > s e para todo s € R.

Mostremos o primeiro resultado de existéncia de solugao branda da equagao (2.11).

Teorema 2.2 Suponha que g € AA.(X). Entao existe uma unica solugao branda da

equagao (2.11), descrita por

u(t) = / " T(t - ) Py(s)ds — /t T (= )Qg(s)ds, (2.12)

— 00

para todo t € R, onde P e Q) sao as projecoes associadas ao operador A. Além disso,

u e AA(X,).

Demonstracao: Consideremos u(t) descrita por (2.12), mostremos que u ¢ tnica solugao

de (2.11). Para s € R tal que t > s, vale

u(t) = / T(t—r)Pg(r)dr— /too T(t—r)Qg(r)dr

—00

= /_s T(t—r)Pg(r)dr+ /tT(t —r)Pg(r)dr

([ e -nesoir - [ - naoar)
- /_ T(t — s)T(s — r)Pg(r)dr — /Soo T(t—s)T(s—r)Qg(r)dr

[e.9]

+ /St T(t—r)(P+Q)g(r)dr
~ T(— ) (/_ T(s — r)Pg(r)dr — /:O (s T)Qg(r)dr) + /:T(t — )g(r)dr

t
= T(t—s)u(s)+ / T(t—r)g(r)dr,
de onde concluimos que u é solugao branda de (2.11). Consideremos v também solugao

de (2.11). Desta forma, aplicando as projegoes, obtemos as seguintes igualdades:

Pu(t) = T(t—s)Pv(s)—l—/ T(t—r)Pg(r)dr
@) = T~ 9Quts) + [ T~ Qo
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Das desigualdades (2.9) e (2.10), temos os seguintes comportamentos assintoticos:

T (t — s)Pv(s)|a 0
IT(t - 5)Qu(s)[la = 0

Portanto,

t

M®=@+QW@=/

T(t—r)Pg(r)dr— / T(t—7r)Qg(r)dr
—00 t
Mostrando, assim, a unicidade da solucao.
Vamos mostrar que u € AA.(X,). Como g € AA.(X), dada uma sequéncia de nimeros

reais (), )nen, €xiste uma subsequéncia (s, )nen tal que

g(t) := lim g(t + s,) (2.13)
n—oo
estd bem definido e
g(t) = lim g(t — s,). (2.14)
n—oo

Além disso, tais limites s@o uniformes sobre compactos de R.

Definamos @ por

u(t) = / T(t—r)Pg(r)dr — /too T(t—r)Qg(r)dr.

—o
Temos a seguinte estimativa

o0

|lu(t + s,) —a(t)]|a = | /_ " T(t+ s, —r)Pg(r)dr — / T(t+ s, —r)Qg(r)dr

t+sn

. U_t T(t—'r)Pg('r)d'r’—/:OT(t_"’)Qg("’)d"} la

00
t

< | /_; T(t = r)Pg(r+ s,)dr — /_OO T(t — r)Py(r)drl].
[T nQatndr [T - Qs+ s)drl
< [ C= Pl s~ 50D e

[T = QG0 - olr + s adr
g_M@QAmﬂ%ﬂﬂmu—r+sw—§@—Tmm

R B s
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Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, segue que

lim u(t+ s,) = a(t). (2.15)

n—oo

Com o argumento analogo, mostra-se que

lim a(t — s,) = u(t). (2.16)

n—oo
Da estimativa anterior e do fato de que as convergéncias (2.13) e (2.14) sdo uniformes sobre

conjuntos compactos, segue que (2.15) e (2.16) sao uniformes sobre conjuntos compactos.

2.2.2 Equacgoes hiperbolicas semilineares

Nesta subsecao, estamos interessados em obter resultados de existéncia e unicidade de

solugoes compactas quase automorficas para a equagao

Calt) = Axlt) + (1, 2(1)), 1€ R (2.17)

sendo A gerador de um semigrupo hiperbolico (7°(t)):>o definido no espago de Bancah X
e considerando f : R x X, — X uma fungao continua apropriada, com a € [0, 1) e X,

um espago intermediério entre D(A) e X.

Definicao 2.8 Uma funcado continua e limitada u : R — X, € solu¢ao branda da Fquagao
(2.17), se
t 00
u(t) = / T(t—s)Pf(s, u(s))ds — / T(t—3s)Qf(s, u(s))ds, t € R.
oo t
Teorema 2.3 Seja [ € AA.(X,; X) e suponha que ezista uma fungao localmente inte-

gravel L : R — [0, 00) tal que
17t ) = F& o)l < L@z —yll, Ve, y e X, teR. (2.18)

Assumindo que

o

M(«) /_t (t—s) % =) [(s)ds + C’(a)/t I L(s)ds < 1,

com M(a) e C(«) as constantes dadas na Observagao 2.6 , entao a Equagao (2.17) possui

uma unica solugao branda u € AA(X,).
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Demonstracao: Considere o operador A : AA.(X,) — AA.(X,) definido por

t 00
Au(t) = / T(t—s)Pf(s, u(s))ds— / T(t—s)Qf(s, u(s))ds. (2.19)
o ¢
Do Lema 2.2 e do Teorema 2.2 concluimos que o operador I' esta bem definido. Mostremos
que I' ¢ uma contragao. Sejam u, v € AA.(X,), temos a seguinte estimativa

[Au(t) = Av(t)]la < /t IT(t = s)P(f (s, uls)) = [ (s, v(s)))]lads

—00

+ /too Tt —s)Q(f(s, u(s)) — f(s, v(s)))]ads

IN

M(a)/ (t =)™ f(s, uls)) = f(s, v(s))lads

—00

+ C(a) /tooe‘s(t_s)ll(f(sa u(s)) = f(s, v(s))llads

IN

M(e) / (t = 5)" e I L(s)[u(s) — v(s)llads

—00

b Cla) /t T D L) u(s) — v(s) [ods
0(t)[|u — V][00,

com 0(t) = M{(a) /_ ;

é menor do que 1. Portanto pelo principio da contracgao de Banach, o resultado segue.

(t —s)"%e ) L(s)ds + C(a)/ =) [(s)ds que, por hipotese
t

Os proximos resultados sao consequéncias imediatas do Teorema 2.3.

Corolario 2.1 Seja f € AA(X,; X) e suponha que f satisfagca a condi¢io de Lipschitz

(2.18), com L uma fun¢ao continua e limitada. Assumindo que

M(a) / "= s) eI [()ds + C(o) /t I L ()ds < 1,

—00

entio a equagdo (2.17), possui uma unica solugdo branda u € AA(X,).

Corolario 2.2 Seja f € AA(X,; X) e suponho que f satisfaca a sequinte condi¢dao de
Lipschitz

1f @, @) = f(t y)| < kllz =yl
para todo x,y € X, et € R. Se k(M (a)y* 'T'(1 — a) + C(a)d™t) < 1, entdo a equagdo

(2.17) possui uma unica solug¢do branda u € AA(X,).

48



No seguinte resultado, usaremos o conceito de funcao localmente limitada, vejamos

sua definigao:

Defini¢ao 2.9 Uma fung¢io L : X x X — [0, c0) € dita ser localmente limitada, se para
todo r > 0, existe uma constante k(r) > 0 tal que L(z, y) < k(r) para todo z, y € X tal

que [lz]| < eyl <.
Vejamos um resultado de existéncia, onde temos a condigao de Lipschitz perturbada
na fungao f.

Teorema 2.4 Seja f € AA(X,; X) e assuma que exista uma fungao localmente limitada

L:X,x X,—[0,00), tal que Vz, y € X,, temos

£, @) = f(t )l < L@, y) (L4 N2llat +lyla) o = ylla, VEER,

com | > 1. Se exriste R > 0, tal que

<K(R) + W) (M(a)y* 'T'(1 —a) + Cla)d™) < 1,

sendo
K(R) = k(R)(1+2R"™"),
com k(R) como na Definicao 2.9, e M(a) e C(a) as constantes dadas na Observagao 2.6.

Entao a equagao (2.17), admite uma unica solugao branda u € AA.(X,).
Demonstragao: Defina o operador A pela expressao (2.19). Considere R > 0 tal que
(RE(R) + [[£(-, 0)llse) (M(a)y*"'T(1 = a) + C(a)é ") < R.
Seja Br a bola fechada
Br ={u € AA(Xo); [lulle < R} C AA(X0).
Observamos que, se u € Bg, entao temos a seguinte estimativa

lAu(®)]a < / IT(t — $)PF(s, uls)) ads + /:OHT(t—s)Qf(s,U(s))Hads

—00

< M(Oé)/ (t = 5)%e I Llu(s), 0)(1 + [[uls) e Hlluls)llads

—00

+ Cla) /too "I L(u(s), 0)(1 + u(s)lla )llu(s)llads

b (w@) [ amsrertas o [T i ol

—0o0

(M(a)y*'T(1 = @) + C(a)d Y RE(R) + ||/, 0)]l=) < .

IA
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de onde concluimos que A(Br) C Bpg. Para concluir a demonstracdo do teorema, resta

mostrar que A é uma contragao. Considere a seguinte estimativa:

t

[Au(t) = Av(t)]la < / [T(t = s)P(f(s, u(s)) = f(s, v(s)))llads

—00

+/too ||T(t - S)Q(f(s, u(s)) _ f(S, U(S)))Hads

< M(Oé)/_ (t = 5)%e I Llu(s), v() A+ uls)le + o(s)lla)lluls) = v(s)llads

oo

+C(a) /:o e Lu(s), v(s)) (1 + u(s) 5"+ [lo(s)I5 ) luls) = v(s)llads
< (M(a)y* (1 —a) + C(a)d HK(R)||u — v]| -

Como K(R)(M(a)y* 'T'(1 — a) + C(a)é™!) < 1, o resultado segue do principio da

contragao de Banach.

Os proximos resultados sao consequéncias imediatas do Teorema 2.4.

Corolario 2.3 Seja f € AA.(X,; X) e suponha que exista uma constante ¢ > 0 tal que

para todo x, y € X,, temos
1f(t, ) = f(t )l < et +llzllet +yle?) 2 =yl para todo t € R,

com | maior ou igual a 1. Se ¢ € suficientemente pequeno, entao a equagdo (2.17) possui

uma unica solu¢do u € AA(X,).

Corolario 2.4 Seja f € AA(X,; X) e suponha que para todo r > 0 exista uma constante

L(r) >0, tal queVx,y € X,, com ||z||a <7 e l||y|la <7, tivermos
1F(t ) = F(t y)ll < L(r)l[@ = ylla, para todot € R.

Se existe R > 0, tal que

(L(R) + 7“f("}$)”°°> (M(a)y*'T(1 —a) + C(a)§ ™) < 1,

sendo M(«) e C(«) as constantes da Observagao 2.6. Entao a equagao (2.17), admite

uma unica solug¢do branda u € AA(X,).
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2.3 Aplicacoes

Consideremos as seguintes aplicacoes de alguns resultados obtidos neste capitulo.

Exemplo 2.4 Seja k > 0 e considere o sistema linear:

2'(t) = —kx(t) + fi(t), (2.20)
y'(t) = ky(t) + fo(t),

com f1 e fo € AA(X), t € R. Entao o sistema (2.20) pode ser escrito da forma:

2Z(t) = Az(t) + g(t), t € R,

(2.21)
fi(t) —k 0 .
com g(t) = e A= . Como o(A) NiR = 0, seque do exemplo 2.1
fa(t) 0 k
que
—kt 0
et = ‘ ,t>0
0 ekt

€ um semigrupo hiperbolico com projecao
P =
00

Para fizar a notagao, consideramos as constantes M =1 e 6 = k e os espagos X =
R% X, = {(z,0); z € R} e X, = {(0, y); y € R}. Além disso, seque do Teorema (2.2)

que a equagao (2.21) possui uma solugao compacta quase automorfica descrita pela fun¢ao

z(t) = /t eTHE=9) £ (5)ds — /too "= £, (s)ds.

—00

Exemplo 2.5 Seja b > 0, considere o problema

Up = Uge + bu + f(t, uy), t € R, x €0, 1],
u(t, 0) =u(t, 1) =0, teR,

u(t, z) € R e f é uma fungdao continua definida em R2. Considere o operador A : D(A) C
([0, 1)) — C([0, 1]), definido por

Au = u" + bu,
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com dominio
D(A) = G5([0, 1]) = {u € C*([0, 1]); u(0) = u(1) = 0}.

E bem conhecido o fato que A é um operador setorial e gera um semigrupo analitico
(T'(t))e>0 em C([0, 1]). Além disso, o spectro de A é um conjunto discreto, ou seja,

o(A) = {b—n?r?* n c N}.
L e

Por outro lado, se a # 1/2, considere X, = Da(a, 00) = C2%([0, 1]). Em (2.22), nds

Portanto, tomando b tal que 1, 00)\Q, segue que (T'(t))i>o € um semigrupo analitico.

supomos que o termo nao linear f : R x C2%([0, 1]) — C([0, 1]) € descrito por

Ft, 9)a) = £t @) =

com a € AA.(R) e k > 0. Dessa forma, f € AA.(Xq; X) e satisfaz a condicao de
Lipschitz (2.18) com L uma fungao continua e limitada. Entao, seque do Coroldrio 2.3,

que o Problema 2.22 admite uma unica solugao compacta quase automdorfica.

Exemplo 2.6 Seja Q2 C R™ aberto limitado com fronteira regular 0S). Considere o pro-

blema
u(t, ) = Au(t, ) + bu(t, ) + a(t)u(t, z)|u(t, z)|, R x Q,

u(t,z) =0, R x 09,
ondeb>0 eaec AA.(R).
Considere o operador A : D(A) C L*(Q)) — L*(Q) definido por

(2.23)

Au = Au + bu

com dominio D(A) = H}(2) N H*(Q). Entdo A é o gerador de um semigrupo analitico
(T'(t))t>0. Por outro lado, o operador A com dominio D(A) € um operador setorial sobre
L3(Q) e seu espectro o(A) consiste de uma sequéncia de autovalores reais contida em
(—00,0), cada um com autoespago associado de dimensao finita. Entao podemos escolher
b >0 em (2.23) de modo que o(A) N iR = 0 e, consequentemente, (T'(t))i>0 Serd um
semigrupo analitico e hiperbolico.

Para « € [0,1], seja X, 0 espago de poténcia fraciondria associado ao operador A.

Considerando a fungao g : R x Xy — L3(2) definida por

gt ¥)(x) = a(t) ()Y (z)], = €,
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entao g estda bem definida e, ademais,

lg(t,4) = g(t, @)z < c(L+[[¢lly + ol )lle = o1,

teR, e, ¢ e X%, com ¢ > 0 uma constante que depende de ||a||o-
A partir das consideragéoes anteriores, seque do Coroldrio 2.6 que, se ||a|| € sufici-

entemente pequeno, entio o problema (2.23) possui uma unica solugdo compacta quase

automorfica u € AA(X1).

1
2
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