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Resumo

Esta tese de doutorado apresenta uma correcdo do quantil ou valor critico da distri-
buigdo assintdtica qui-quadrado da estatistica de Wald para a estimagdo de posto de matrizes
desconhecidas usando o critério de teste sequencial. A partir dos resultados tedricos obtidos,
usando linguagem de programacgdo Ox (Doornik, 2006), sdo feitas avaliacdes numéricas de tal
melhora em estudos envolvendo modelos de equagdes simultaneas lineares, em que a distri-
buicdo dos erros aleatdrios pertence a classe das distribuicdes de contorno eliptico. O objetivo
€ criar uma ligacdo entre as ideias propostas por Ratsimalahelo (2003a,b) e Phillips & Park
(1988) para obter um quantil aperfeicoado para a estatistica de Wald desenvolvida por Ratsi-
malahelo (2003a,b), que possa produzir uma redu¢do no viés do estimador do posto de matrizes
desconhecidas. Inicialmente, encontra-se o desenvolvimento tedrico, o qual usa o método da
expansdo de Edgeworth para produzir um aperfeicoamento do valor critico usado no teste para
a estimativa do posto de matrizes desconhecidas. A seguir, foram fornecidos os conceitos ted-
ricos sobre a formulagdo da correcido do quantil aplicada ao modelo de equagdes simultaneas
lineares para duas distribui¢Oes na classe das distribui¢des de contorno eliptico. Por fim, sdo
feitas as avaliacdes numéricas dos resultados obtidos a partir de simulacdes que utilizam o
método de Monte Carlo para as estimativas do posto de matrizes desconhecidas baseadas na
estatistica aperfeicoada do tipo Wald, a qual € desenvolvida ao logo da primeira parte do texto.

Palavras-chave: Estimadores de posto. Expansdo de Edgeworth. Quantil corrigido. Testes
sequenciais. Teste de Wald.



Abstract

This doctoral thesis presents a correction of the critical value or quantile of the asymp-
totic chi-square distribution of the Wald test statistic for the estimation of unknown rank of
matrices using the sequential test criteria. From the theoretical results obtained, by using pro-
gramming language Ox (Doornik, 2006), numerical evaluations are made for such improve-
ment in studies involving linear simultaneous equations models where the distribution of the
random errors belongs to the class of elliptical distributions. The goal is to create a connection
between ideas in Ratsimalahelo (2003a,b) and Phillips & Park (1988) obtaining an improved
quantile for the Wald test statistic developed by Ratsimalahelo (2003a,b), that can produce a
reduction in bias of the estimator of the unknown rank of matrices. Initially, is the theoretical
development, which uses the Edgeworth expansion to produce an improvement of the critical
value used in the test to estimate the rank of an unknown matrix. Then, were provided the the-
oretical concepts on the formulation of quantile correction applied to the linear simultaneous
equations model for two distributions in the elliptical class. Finally, we consider an analysis of
the numerical results obtained from simulations using the Monte Carlo method for estimating
the rank of unknown matrices based on the improved Wald-type statistic, which is developed
along the first part of the text.

Keywords: Rank estimators. Edgeworth expansion. Corrected quantile. Sequential tests.
Wald tests.
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Introducao

O posto de uma matriz € um conceito matematico que permite concluir, por exem-
plo, a respeito das possibilidades de solucdes para sistemas de equagdes lineares e, portanto,
sobre a forma de representacdo dessas solu¢des como combinagdes lineares de outras. Nesse
sentido, como pode ser observado no estudo de alguns modelos estatisticos que fazem uso de
tais sistemas para modelar relacdes entre varidveis, o posto de uma matriz desempenha um
papel de fundamental importancia para que possam ser feitas estimativas precisas a respeito
dos parametros envolvidos. Este € o caso do cldssico problema de identificacdo em modelos
de equagdes simultaneas lineares, sendo que a estimagdo da matriz de parametros do modelo
pode ser feita em sua forma reduzida, desde que sejam satisfeitas algumas condi¢des para os
postos de submatrizes dessa matriz de parametros (Judge et al., 1988, pg. 618). Além disso,
o posto de uma matriz pode oferecer informacdes sobre a quantidade de parametros a serem
estimados de modo a minimizar, o trabalho com estimativas desnecessarias ou redundantes.
Hsiao (1983) e Anderson & Kunitomo (1992) expressam bem a relagdo entre o posto de uma
matriz e a identificabilidade do vetor de parametros. Em diversos outros trabalhos publicados
na drea de estatistica, pode-se notar que o posto de certas estimativas de matrizes apresenta-
se como ferramenta chave para o desenvolvimento tedrico. Exemplos disso podem ser vistos
nos artigos de Lewbel (1991) e Lewbel & Perraudin (1995). Outra quantidade significativa de
aplicacdes que dependem do posto € listada por Ratsimalahelo (2003a,b) e uma boa variedade
de tais aplicacdes € apresentada de maneira mais explicita por Camba-Méndez & Kapetanios
(2008). A partir disto, percebe-se a grande importancia de se ter, em maos, informagao sobre o
posto de uma matriz.

Diversos artificios computacionais conseguem, com facilidade, mostrar qual o valor do
posto de uma matriz fixa e conhecida. No entanto, o que acontece em muitas situagdes na
pratica, é que nao hd informacgdes a respeito dos elementos desta matriz, tida como desco-
nhecida, de modo que, ¢ impossivel a determinacdo exata do seu posto. Para contornar esta
dificuldade, o desenvolvimento tedrico se da com o auxilio de estimativas das verdadeiras ma-
trizes sendo que, com probabilidade um, tais estimativas tém posto completo, que pode diferir
do verdadeiro valor do posto desejado. Diante desta dificuldade, surge o problema de se ob-
ter estimativas do posto da matriz verdadeira a partir dos dados em estudo. Portanto, visando
apresentar uma solugd@o para o problema apresentado, alguns autores desenvolveram pesquisas
que produziram diferentes estimadores consideravelmente confidveis para o posto da matriz
desconhecida a partir de sua estimativa. Bartlett (1947), para o caso de matrizes semipositivas
definidas, faz uso de resultados da andlise de correlacdo candnica para produzir um critério de
razdo de verossimilhangas a partir do qual se podem testar hipdteses para o posto da matriz
desconhecida. A estatistica obtida tem distribui¢@o assintética qui-quadrado, e é fundamentada

12



INTRODUCAO 13

na suposicao de que os dados sdo independentes e normalmente distribuidos. No entanto, Kohn
(1979) produz condicdes a partir das quais € possivel o desenvolvimento desse método mesmo
para observacdes dependentes. Gill & Lewbel (1992) apresentam fundamentos, com uso do
processo da eliminacdo gaussiana, permitindo que, sob certas condi¢des de regularidade e a
existéncia de um estimador consistente para a verdadeira matriz, seja produzido um estimador
consistente para o seu posto. Cragg & Donald (1996) desenvolvem um teste estatistico para
o posto da matriz desconhecida, cuja estatistica, sob a hipétese nula, também tem distribuicao
assintotica qui-quadrado. Outro teste € apresentado por Cragg & Donald (1997). Este consiste
em obter um estimador do verdadeiro posto da matriz desconhecida a partir da minimizacao de
uma funcdo de discrepancia, o que, como demonstrado em Ferguson (1996), é relativamente
complicado. Voltando as ideias que podem ser encontradas em Bartlett (1947), baseado no fato
de que o posto de uma matriz pode ser dado pelo nimero de seus valores singulares nao nu-
los, Robin & Smith (2000) desenvolveram um teste estatistico usando funcionais dos menores
autovalores estimados de uma forma quadratica da verdadeira matriz, cujo posto assume, exata-
mente, 0 mesmo valor. Mais ainda, a estatistica deste teste tem a distribui¢do assint6tica de uma
combinacdo linear de varidveis aleatérias qui-quadrado em lugar de uma unica qui-quadrado
e, como demonstrado por Anderson (1984) e Anderson & Kunitomo (1994), essa estatistica
engloba uma classe na qual estdo contidas, como casos especiais, as estatisticas de razdo de
verossimilhancas, escore e Wald. Com o mesmo principio acima, Ratsimalahelo (2003a,b) uti-
liza resultados da teoria da perturbacdo matricial para desenvolver outro teste estatistico para
o posto de uma matriz, cuja estatistica, sob a hipdtese nula, tem distribuicdo assintética qui-
quadrado.

Diversos artificios computacionais conseguem, com facilidade, mostrar qual o valor do
posto de uma matriz fixa e conhecida. No entanto, o que acontece em muitas situagdes na pra-
tica, € que ndo ha informacdes a respeito dos elementos desta matriz, tida como desconhecida
e, com isso, € impossivel a determinagdo exata do seu posto. Para contornar esta dificuldade,
o desenvolvimento tedrico se dd com o auxilio de estimativas das verdadeiras matrizes sendo
que, com probabilidade um, tais estimativas t€m posto completo, que pode diferir do verdadeiro
valor do posto desejado. Diante desta dificuldade, surge o problema de se obter estimativas do
posto da matriz verdadeira a partir dos dados em estudo. Portanto, na tentativa de apresen-
tar uma solucdo para isto, alguns autores desenvolveram pesquisas que produziram diferentes
estimadores bem confidveis para o posto da matriz desconhecida a partir de sua estimativa.
Bartlett (1947), para o caso de matrizes semipositivas definidas, faz uso de resultados da ana-
lise de correlacdo candnica para produzir um critério de razdo de verossimilhangas a partir do
qual se pode testar hipdteses para o posto da matriz desconhecida. A estatistica obtida tem
distribui¢do assintética qui-quadrado e é fundamentada na suposicao de que os dados sdo inde-
pendentes e normalmente distribuidos. No entanto, Kohn (1979) produz condic¢des a partir das
quais € possivel o desenvolvimento deste método mesmo para observagdes dependentes. Gill
& Lewbel (1992) apresentam fundamentos, com uso do processo da eliminagdo gaussiana, per-
mitindo que, sob certas condi¢des de regularidade e a existéncia de um estimador consistente
para a verdadeira matriz, seja produzido um estimador consistente para o seu posto. Cragg
& Donald (1996) desenvolvem um teste estatistico para o posto da matriz desconhecida, cuja
estatistica, sob a hipdtese nula, também tem distribui¢do assintética qui-quadrado. Outro teste
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¢ apresentado por Cragg & Donald (1997). Este consiste em obter um estimador do verdadeiro
posto da matriz desconhecida a partir da minimizacdo de uma func¢do de discrepancia, o que,
como demonstrado em Ferguson (1996), € relativamente complicado. Voltando as idéias que
podem ser encontradas em Bartlett (1947), baseado no fato de que o posto de uma matriz pode
ser dado pelo nimero de seus valores singulares ndo nulos, Robin & Smith (2000) desenvol-
vem um teste estatistico usando funcionais dos menores autovalores estimados de uma forma
quadratica da verdadeira matriz, cujo posto assume exatamente o mesmo valor. Mais ainda, a
estatistica deste teste tem a distribuic@o assintética de uma combinagdo linear de varidveis ale-
atdrias qui-quadrado ao invés de uma dnica qui-quadrado e, como demonstrado por Anderson
(1984) e Anderson & Kunitomo (1994), esta estatistica engloba uma classe na qual estdo con-
tidas, como casos especiais, as estatisticas de razdo de verossimilhangas, escore e Wald. Com
0 mesmo principio acima, Ratsimalahelo (2003a,b) utiliza resultados da teoria da perturbacao
matricial para desenvolver outro teste estatistico para o posto de uma matriz, cuja estatistica,
sob a hipétese nula, tem distribui¢io assintética qui-quadrado.

Diversos artificios computacionais conseguem, com facilidade, mostrar qual o valor do
posto de uma matriz fixa e conhecida. No entanto, o que acontece em muitas situagdes na pra-
tica, é que nao ha informacdes a respeito dos elementos desta matriz, tida como desconhecida
e, com isso, € impossivel a determinacdo exata do seu posto. Para contornar esta dificuldade,
o desenvolvimento tedrico se dd com o auxilio de estimativas das verdadeiras matrizes sendo
que, com probabilidade um, tais estimativas t€m posto completo, que pode diferir do verdadeiro
valor do posto desejado. Diante desta dificuldade, surge o problema de se obter estimativas do
posto da matriz verdadeira a partir dos dados em estudo. Portanto, na tentativa de apresen-
tar uma solucdo para isto, alguns autores desenvolveram pesquisas que produziram diferentes
estimadores bem confidveis para o posto da matriz desconhecida a partir de sua estimativa.
Bartlett (1947), para o caso de matrizes semipositivas definidas, faz uso de resultados da and-
lise de correlacdo candnica para produzir um critério de razdo de verossimilhangas a partir do
qual se pode testar hipdteses para o posto da matriz desconhecida. A estatistica obtida tem
distribui¢do assintética qui-quadrado e é fundamentada na suposic¢ao de que os dados sao inde-
pendentes e normalmente distribuidos. No entanto, Kohn (1979) produz condigdes a partir das
quais € possivel o desenvolvimento deste método mesmo para observagdes dependentes. Gill
& Lewbel (1992) apresentam fundamentos, com uso do processo da eliminacdo gaussiana, per-
mitindo que, sob certas condi¢des de regularidade e a existéncia de um estimador consistente
para a verdadeira matriz, seja produzido um estimador consistente para o seu posto. Cragg
& Donald (1996) desenvolvem um teste estatistico para o posto da matriz desconhecida, cuja
estatistica, sob a hipétese nula, também tem distribuicdo assintética qui-quadrado. Outro teste
¢ apresentado por Cragg & Donald (1997). Este consiste em obter um estimador do verdadeiro
posto da matriz desconhecida a partir da minimizagdo de uma fun¢@o de discrepancia, o que,
como demonstrado em Ferguson (1996), é relativamente complicado. Voltando as idéias que
podem ser encontradas em Bartlett (1947), baseado no fato de que o posto de uma matriz pode
ser dado pelo numero de seus valores singulares ndo nulos, Robin & Smith (2000) desenvol-
vem um teste estatistico usando funcionais dos menores autovalores estimados de uma forma
quadratica da verdadeira matriz, cujo posto assume exatamente o mesmo valor. Mais ainda, a
estatistica deste teste tem a distribuicao assintdtica de uma combinacio linear de varidveis ale-
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atérias qui-quadrado ao invés de uma tnica qui-quadrado e, como demonstrado por Anderson
(1984) e Anderson & Kunitomo (1994), esta estatistica engloba uma classe na qual estdo con-
tidas, como casos especiais, as estatisticas de razdo de verossimilhancas, escore e Wald. Com
0 mesmo principio acima, Ratsimalahelo (2003a,b) utiliza resultados da teoria da perturbagdo
matricial para desenvolver outro teste estatistico para o posto de uma matriz, cuja estatistica,
sob a hipétese nula, tem distribui¢do assintética qui-quadrado.

Diversos artificios computacionais conseguem, com facilidade, mostrar qual o valor do
posto de uma matriz fixa e conhecida. No entanto, 0 que acontece em muitas situagdes na pra-
tica, € que ndo ha informacdes a respeito dos elementos desta matriz, tida como desconhecida
e, com isso, ¢ impossivel a determinagdo exata do seu posto. Para contornar esta dificuldade,
o desenvolvimento tedrico se dd com o auxilio de estimativas das verdadeiras matrizes sendo
que, com probabilidade um, tais estimativas t€m posto completo, que pode diferir do verdadeiro
valor do posto desejado. Diante desta dificuldade, surge o problema de se obter estimativas do
posto da matriz verdadeira a partir dos dados em estudo. Portanto, na tentativa de apresen-
tar uma solucao para isto, alguns autores desenvolveram pesquisas que produziram diferentes
estimadores bem confidveis para o posto da matriz desconhecida a partir de sua estimativa.
Bartlett (1947), para o caso de matrizes semipositivas definidas, faz uso de resultados da ana-
lise de correlagdo candnica para produzir um critério de razdo de verossimilhangas a partir do
qual se pode testar hipdteses para o posto da matriz desconhecida. A estatistica obtida tem
distribuicdo assintética qui-quadrado e € fundamentada na suposi¢do de que os dados sdo inde-
pendentes e normalmente distribuidos. No entanto, Kohn (1979) produz condic¢des a partir das
quais € possivel o desenvolvimento deste método mesmo para observagdes dependentes. Gill
& Lewbel (1992) apresentam fundamentos, com uso do processo da eliminagdo gaussiana, per-
mitindo que, sob certas condi¢des de regularidade e a existéncia de um estimador consistente
para a verdadeira matriz, seja produzido um estimador consistente para o seu posto. Cragg
& Donald (1996) desenvolvem um teste estatistico para o posto da matriz desconhecida, cuja
estatistica, sob a hipdtese nula, também tem distribui¢do assintética qui-quadrado. Outro teste
¢ apresentado por Cragg & Donald (1997). Este consiste em obter um estimador do verdadeiro
posto da matriz desconhecida a partir da minimizacdo de uma funcao de discrepéncia, o que,
como demonstrado em Ferguson (1996), € relativamente complicado. Voltando as idéias que
podem ser encontradas em Bartlett (1947), baseado no fato de que o posto de uma matriz pode
ser dado pelo nimero de seus valores singulares ndo nulos, Robin & Smith (2000) desenvol-
vem um teste estatistico usando funcionais dos menores autovalores estimados de uma forma
quadratica da verdadeira matriz, cujo posto assume exatamente o mesmo valor. Mais ainda, a
estatistica deste teste tem a distribuicao assintdtica de uma combinagdo linear de varidveis ale-
atérias qui-quadrado ao invés de uma dnica qui-quadrado e, como demonstrado por Anderson
(1984) e Anderson & Kunitomo (1994), esta estatistica engloba uma classe na qual estdo con-
tidas, como casos especiais, as estatisticas de razdo de verossimilhangas, escore e Wald. Com
0 mesmo principio acima, Ratsimalahelo (2003a,b) utiliza resultados da teoria da perturbagao
matricial para desenvolver outro teste estatistico para o posto de uma matriz, cuja estatistica,
sob a hipdtese nula, tem distribuicdo assintdtica qui-quadrado.

Dados os testes para a estimacdo do posto de uma matriz, o problema que surge é o de
obter tais estimadores de maneira consistente, ou seja, de tal modo que o estimador convirja,
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em probabilidade, para o verdadeiro valor do posto quando o tamanho da amostra cresce. Dois
métodos encontrados na literatura produzem tal consisténcia. Embora o procedimento de teste
sequencial, detalhado no Apéndice B, ndo conduza, inicialmente, a um estimador consistente
para o posto, pode-se verificar, em Hosoya (1989), Cragg & Donald (1997), Potscher (1983)
e Ratsimalahelo (2003a,b) que, satisfeitas algumas condi¢des para o nivel de significancia, é
possivel solucionar essa dificuldade. Outra forma de obter consisténcia para o estimador do
posto € obtida através do método de critério de informag¢do minimo, o qual apresenta algumas
formas estruturais distintas observadas, por exemplo, nos trabalhos de Schwarz (1978), Hannan
& Quinn (1979) e Ratsimalahelo (2003a,b).

Dada a importincia de se obter boas estimativas para o posto de uma matriz desco-
nhecida, vé-se a necessidade de, juntamente com isso, buscar novas formas de aprimorar os
testes nos quais alguns desses estimadores se baseiam para que estimadores, com viés de or-
dem mais alta, venham a proporcionar mais precisdo as informacdes obtidas a partir dos dados
em estudo. Pensando no aprimoramento de testes de hipétese que possam ser usados para ob-
ter estimadores melhorados, pode-se verificar que Lawley (1959), sob a hipétese nula, produz
uma corre¢do escalar tipo Bartlett para a estatistica de razdo de verossimilhancas desenvolvida
por Bartlett (1947). Neste caso, a estatistica aperfeicoada possui os mesmos momentos da
distribui¢do assintética qui-quadrado nominal com um erro da ordem =2, sendo # o tamanho
da amostra. Outro aprimoramento para a estatistica de razdo de verossimilhangas € dado por
Cordeiro (1987), o qual produz um fator de correcdo escalar tipo Bartlett para modelos lineares
generalizados de modo que o fator escalar € assumido ser conhecido.

Esta tese tem por objetivo apresentar um valor critico aperfeicoado para a estatistica
de Wald, produzida por Ratsimalahelo (2003a,b), o que permite melhorar a inferéncia sobre o
verdadeiro valor do posto de matrizes desconhecidas baseado em estimadores gerados a partir
do procedimento de teste sequencial. Pode-se verificar, em Cordeiro & Ferrari (1995), até
a ordem O(t~!), sendo ¢ o tamanho da amostra, esse valor critico, ou quantil corrigido, é
equivalente a uma estatistica de teste melhorada. O resultado esperado com tal correcdo € a
reducao nos valores de viés e erro quadratico médio do estimador do posto.

A organizacao da presente tese se d4 em trés capitulos que permitem expor o desenvol-
vimento tedrico para a formulaciao do aperfeicoamento do valor critico da estatistica de Wald
para o estimador do posto de matrizes desconhecidas, fazer uma avaliacdo numérica da cor-
recdo obtida e, por fim, apresentar, de maneira conclusiva, os resultados encontrados. Sendo
assim, no Capitulo 2, apresentou-se de maneira clara e explicita, formulas que permitam expor
os valores criticos corrigidos em funcdo dos momentos da distribui¢do da vetorizagdo do esti-
mador de matrizes desconhecidas. Em principio, para atingir um maior grau de generalidade,
supde-se que a matriz de covariincias desse vetor seja a identidade e, assim, trabalha-se com
uma matriz de covariancias nao singular, porém conhecida. Para a obtencao dessas férmulas,
usaram-se os resultados gerais de Phillips & Park (1988) que produzem uma expansao de Ed-
geworth da funcdo de distribui¢cdo da estatistica de Wald baseada em um estimador consistente
da matriz sobre a qual se deseja inferir.

No Capitulo 3, a férmula do valor critico corrigido, dada no Capitulo 2, é usada para
que se possa avaliar a melhora obtida com a redugdo do viés do estimador do posto da matriz
de parametros do modelo de equacdes simultaneas lineares, expresso na sua forma reduzida,
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em duas situacdes. A primeira delas ocorre quando se impde uma distribui¢ao normal multi-
variada a vetorizagdo da matriz de erros aleatorios, a qual possui matriz de covariancias nao
singular conhecida de modo a satisfazer a condi¢do de correlacdo contemporanea. Nesse caso,
como os momentos de ordem impar da distribuicdo normal multivariada, a partir do terceiro,
sdo todos nulos, a férmula do valor critico aperfeicoado tem forma simples quando comparada
ao caso dado pela segunda situacdo. Nesta, trabalhou-se com o vetor de erros aleatérios tendo
uma distribuicao t-Student multivariada. Agora, a expansao de Edgeworth da funcdo de densi-
dade da estatistica de Wald tem expressdao um pouco mais elaborada, de modo a conferir mais
complexidade ao valor critico corrigido do teste. Além disso, apresentaram-se férmulas gerais
que permitem escrever todos os cumulantes conjuntos de quarta ordem, para esta distribui¢ao,
como uma forma vetorial que envolve a matriz de covariancias assintética de uma transforma-
¢ao linear do vetor de erros aleatérios do modelo. O mesmo € feito para expressar todos os
polindmios de Hermite de quarta ordem s6 que, agora, uma forma vetorial € obtida a partir da
inversa da matriz de covariancias assintética.

A avaliacdo numérica, dada no Capitulo 3, permite observar os resultados obtidos pelo
processo de simulacdo. Este faz uso do método de Monte Carlo e do critério de teste sequen-
cial para apresentar uma discussao elaborada a respeito da reducgao do viés e do erro quadratico
médio do estimador do posto da matriz desconhecida dos parametros do modelo de equagdes
simultaneas lineares, Capitulo 2, encontrado a partir da estatistica de Wald aperfeicoada, dada
no Capitulo 1. Consideraram-se 0s casos em que a matriz de erros aleatdrios apresenta distri-
bui¢do normal e t-Student multivariadas.

Por fim, no ultimo capitulo, apresentaram-se as observagdes conclusivas obtidas a partir
dos resultados tedricos e numéricos, além de expor direcionamentos para trabalhos futuros.

Os resultados numéricos para o Capitulo 3 foram obtidos a partir de calculos computa-
cionais implementados em linguagem de programacao Ox (Doornik, 2006).



CAPITULO 1

Quantil aperfeicoado para o teste do posto

Neste capitulo é apresentada a parte tedrica do problema que se apresenta ao se testar
o posto de uma matriz desconhecida com corregio até a ordem O(¢~!), no quantil da fungio
distribui¢do da estatistica de Wald. Aqui, o objetivo € fazer uso das ideias encontradas nos
trabalhos de Phillips & Park (1988) e Ratsimalahelo (2003a,b) para obter coeficientes que pos-
sibilitam expor uma forma para a expansdo assintética, até a ordem O(t_3/ 2) da fungio de
distribui¢do da estatistica de Wald para o posto e, por meio disso, obter uma correspondente
corre¢do para o seu valor critico. No que segue, f representa o tamanho da amostra a ser tratada.
Na secdo 1.1 € feita uma apresentagdo do problema e é dado um encaminhamento para sua so-
lucdo. As demais secOes estdo interligadas em uma sequéncia que, ao final, produz uma forma
geral para o quantil corrigido, até a ordem O(¢~!), para a estatistica de Wald para o estimador
do posto de matrizes desconhecidas.

1.1 O Problema

Seja A uma matriz de ordem m x n. Como o posto de uma matriz coincide com o posto de
sua matriz transposta, suponha-se, sem perda de generalidade, que m > n. Na decomposicao a
partir de valores singulares de A, em Golub & Van Loan (1996), estd a prova de que existem
duas matrizes ortogonais, U e V, de ordens m X m e n X n, respectivamente, tais que:

A=UDV’,

em que D é uma matriz diagonal retangular de ordem m X n, cujos elementos da diagonal
principal sdo os valores singulares de A. Entdo:

A'A=vDDV' =VvQV’,

em que Q = D'D é a matriz diagonal de ordem n X n que contém, como elementos da diagonal
principal, os autovalores de A’A, ¥}, paral = 1,...,n. Assim, se v; representa a [-ésima coluna
de V, entdo, para cada [ = 1,...,n, v; é um autovetor de A’A associado ao autovalor ¥, ou
seja, A’Av; = ypv;, paratodo [ = 1,...,n. Além disso, tem-se que % > 0, paratodo [ = 1,...,n.
Suponha, sem perda de generalidade, que v > % > ... > 7%, > 0. Tem-se ¥ = Alz, sendo A,
valor singular de A.

Agora, suponha-se que se deseja testar se a matriz A tem posto k < n, o que implica que
Aci1 = Akyp = -+ = A, = 0. Equivalentemente, pode-se testar se a matriz A’A tem posto k > 0,
o que pode ser feito por meio de um teste para verificar se Y11 = Y12 = - = ¥, = 0. Nesse
sentido, apds a particioU =[ U; U, |eV =[V; V; |, dada de acordo com o posto &, sendo
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m x (m—k) e n x (n—k) as respectivas ordens de U, e V3, vé-se que USAV; é a matriz diagonal
cujos elementos da diagonal principal s@o os n — k menores valores singulares de A.

Sob a hipétese nula de que o verdadeiro posto de A é k, considere a aplica¢do f3 :
R™" — R™ definida de tal modo que para cada matriz A em R"*", B(A) = vec(A). Sendo
P uma transformacdo linear bijetora de R”*" sobre R entdo, para cada A em R"™*", existe
um tnico B em R™, tal que B = B(A) e vice-versa. Além disso, seja E uma matriz de ordem
(n—k) x (n—k)(m— k), definida por:

E=(e e - eny),

de tal modo que, para cada i =1,2,...,n—k, e; = 0;_1)(,_¢)4; € 0 vetor candnico do espago
R (k) (m—k) cuja entrada de posi¢ao (i — 1)(n — k) +i tem valor 1, e, as demais, 0. Considere,
também, a aplicacdo g : R™" — R"~*, de maneira tal que, se § = 3(A), entdo:

2(B) = Evec(U,AV,)
a qual, como se pode verificar, em Magnus & Neudecker (1999), pode ser escrita como
g(B) = E(V;® Us)vec(A),

onde ® € o produto de Kronecker. Desta forma, pode-se observar que, para cada matriz A em

Rmxl’l’
gB)=(r1 My - A ).

Como pode ser visto um pouco mais adiante, g € uma aplicacao diferencidvel frente aos
elementos do vetor de pardmetros, 8 até, pelo menos, a terceira ordem. Além disso, um teste
para o posto da matriz A, dado por Ratsimalahelo (2003a,b), € equivalente a testar a hiptese
nula:

Ho - g(Bo) =0,

em que B, = B(A), para a verdadeira matriz A.
Suponha, pois, que A € um estimador +/z-consistente e assintoticamente normal de Ao,
de modo que ¢ é o tamanho da amostra a ser trabalhada, isto é:

VIA—As) % 4,(0,5), (1.1)

de modo que, supde-se, X € uma matriz de ordem p X p e ndo singular, com p = mn. Entdo, se
B = B(A), pode-se verificar que 5 ¢ um estimador +/z-consistente de 3, ou seja:

Vi(B—Bs) % 4,(0,%). (1.2)

Aqui, .}, representa a distribui¢do normal p- variada. Note que (1.2) corresponde a
definicdo de (1.1). Assim, fazendo g = — o e G = \/E(B — Bs), obtém-se g LA A5(0,X).
Além disso, como um valor singular € uma funcdo continua dos elementos da matriz, sendo
A; valor singular de A, sob a hipétese nula, deve-se ter que A; Loe, portanto, quando ¢ 1 oo
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i L)) para todo [ = k+1,...,n (Ratsimalaheo, 2003b). Desta maneira, o teste do posto de A
¢ fundamentado, assintoticamente, no posto da matriz A.

O procedimento adotado para obter o estimador do posto da matriz A baseia-se no crité-
rio de teste sequencial, detalhado no Apéndice B, para a estatistica do tipo Wald. Embora esse
procedimento ndo leve a um estimador consistente para o verdadeiro posto da matriz desco-
nhecida, um ajuste técnico no nivel de significancia é dado por Ratshimalahelo (2003a,b), que
estabelece a consisténcia forte para o estimador. A necessidade de tal ajuste € citado, em mai-
ores detalhes, nos trabalhos de Cragg & Donald (1997) e Robin & Smith (2000). Outro artigo
que trata desse assunto, e que d4 origem ao procedimento, foi produzido por Wald (1945) e,
neste, podem-se encontrar as ideias principais para o desenvolvimento do teste sequencial. O
critério elaborado por Ratshimalahelo (2003a,b) considera a estatistica teste de Wald, a partir
da qual sdo realizados os testes com valores progressivos para posto k, comecando com k = 1
até que seja obtido um teste que ndo rejeite a hipdtese nula de que o verdadeiro posto da matriz
em questdo seja k. Neste caso, toma-se como k o valor de k para o primeiro teste que nao
rejeita a hipétese. O objetivo desta tese &, entdo, apresentar uma corregio, até a ordem O(t 1),
para o valor critico quantil da expansao assintética da fungdo de distribui¢io da estatistica de
Wald, para testar o posto, que seja capaz de produzir, através do critério de teste sequencial,
um estimador com viés reduzido.

O teste estatistico tipo Wald para testar H, pode ser encontrado em varios textos na
literatura, como por exemplo, em Lehmann & Romano (2005, pg. 508), na forma

W =18 (GS¢') '8, (1.3)

em que G = G(B) = dg(B)/dB'. G =G(B) e § = g(B). O problema sob andlise consiste em
obter uma expansdo de Edgeworth para a fun¢do de distribuicdo da estatistica de Wald, W,
e, assim, com o auxilio da expansdo de Cornish-Fisher, a qual pode ser encontrada em, por
exemplo, Cornish & Fisher (1937) e Barndorff-Nielsen & Cox (1990, pg. 117), obter uma
aproximac¢do do quantil desta func@o pelo quantil da distribui¢do qui-quadrado. Isso permite
chegar a expressdo de uma estatistica aperfeigoada para W, o que diminui o erro ao se testar o
posto de A

Na formulagdo, a seguir, serd suposto, a menos que seja dito o contrdrio, que a matriz
de covariancias X é conhecida e igual a identidade. O caso mais geral, em que esta matriz nao
¢ a identidade, € feito por transformac¢ao normalizante.

1.2 Formulac¢ao para a estatistica de Wald em termos dos autoelementos
da matriz

Nesta secdo apresenta-se parte da contribui¢cdo desta tese para unir as ideias de Ratsi-
malahelo (2003a,b) e Phillips & Park (1988) para, com isso, obter-se uma estatistica de Wald
que produza um estimador para o posto da matriz desconhecida com viés reduzido. Aqui, sd@o
feitos os procedimentos de cédlculo que produzem as derivadas parciais de primeira ordem dos
valores singulares ndo nulos de uma matriz. Isto permite que se possa escrever os elementos da
matriz G, na expressao (1.3), em funcdo dos autoelementos da matriz.
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No que segue, serd considerado que A é uma matriz tal que todos os seus valores singu-
lares sao distintos, ou seja, se A tem ordem m X n com m > n, entdo:

M>A>->1,>0.
Uma aplicacdo da regra da cadeia mostra que G, dada em (1.3), € uma matriz de ordem
(n—k) X p, cujo j-ésimo elemento da /-ésima linha é obtida através da equagdo:

M ML 1 up O dvec(AA) dvec(A)

B; 9By 2% Jlvec(AA)] dvec(A)] 9B,

emque j=1,...,p,1=1,...,n—k e, como antes, p = mn. Agora, como A’A ¢ uma matriz
simétrica de ordem n x n e, paracadal = 1,...,n—k, vi4; € um autovetor normalizado de A’A
associado ao autovalor simples ¥, por Magnus & Neudecker (1999), tem-se que:

dvec(A’A)
d[vec(A)]

Yi+1

d [vec(A'A)]' 2240, o

= Vi ®Visy €
em que N, é a matriz de ordem n? x n?, definida por N, = (1,2 + Kyn), sendo que K, € a matriz
comutagio de ordem n? x n?, definida como dvec(N’)/d[vec(N)]’, para qualquer matriz N de
ordem n X n; e, ainda, paracada j = 1,...,p, dvec(A)/dP; = e; é o j-ésimo vetor candnico de
R? de modo que, paratodo j=1,...,pel=1,...,n—k, tem-se:

Vi1
a—[;‘ = (Vs @ Vs ) 2Nu (I @ Ae . (1.5)
j
Observe, também, que tomando j = (s; — 1)m+tj, coms;=1,...,net;=1,....m,a

Jj-ésima coluna da matriz (I, ® A") pode ser representada na forma:

65‘/',1 al‘jl
05,2 a2
J j

. ® . ;
asj,n Atin

em que a;; € o ij-ésimo elemento da matriz A e §;; é a funcdo delta de Kronecker definida por:

1, se i=]

5’7:{0, se i#£]j

Mais ainda, a multiplicacdo, a esquerda, de K,,, por uma outra matriz produz uma comutagdo
nas linhas desta. Além do mais, o vetor e;, multiplicado a direita de uma matriz, filtra apenas a
sua j-ésima coluna. Isto é verdade quando as multiplicacdes s@o possiveis. Entdo:

651.71 aljl al‘jl 5Sj,1
0.2 a: a» 0.2
2Nn(ln ®A/)€J — Sj/ ® t‘] + t.J ® SJ,

65j7n At in At in 3sj,n
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Uma conclusao disto é que, da equacao (1.5), pode-se obter:

Vit 1 ¥
38, = 2Vsj7k+l Z Vr,k-l—latj,h
B;

r=1

sendo v; x4 0 i-ésimo elemento do vetor v e, como mostrado logo a seguir, isto mostra
claramente o efeito da matriz N,,.

Considere-se, agora, i = (s; — 1)m +1; em que, para cada s; = 1,...,n fixado e t; =
1,...,m, o i-ésimo elemento do vetor linha

(Vies1 @ Vi) 2Na (I @A)

€ dado por 2vy, k11 Y. r_ | Vrkt1ay;,-- Entdo, pode-se verificar que, para cadal =1,...,n—k, a
[-ésima linha de G é dada por:

1 12 —-1/2
§7k+z/ (Vs @ Vi) 2Nu (B @ AT) :7k+/ (Vs ® Vi AT (1.6)

e, portanto, sendo Avy.; = Ay jug., pode-se escrever:

/ /
Vi1 O Uy
Vi @ Uy o (1.7)

/ /
v, ®u,

Logo, sendo G’ uma matriz de ordem p x (n — k) dada por:

/
G = ( Vil QUg4+1 V2 QUg2 0 Vi Qup ),
tem-se que:
/ /
Vit ®“5<+1
1% Xu
! k42 k+2
GG = . (Vi1 @uiks1 Vi2 Quprn - v Quty ).
/ /
v, Qu,

Mas, como U e V sao matrizes ortogonais, entao:
I, se [=j .
V;<+1Vk+j:{ 0, se I[#£]° onde j,l=1,....n—k
I, se = :
u;ﬁLlukH:{ 0. se 14" onde j,l=1,....,n—k,

de modo que a [-ésima linha de GG’ é:

Vit @) ( Vier1 @iyt V2 @ueya - va @ty )
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e, uma vez que, por Magnus & Neudecker (1999, pg. 28):

(V;<+z ® “§<+z) (Vk+j & Up j) = (V§<+1Vk+j ® ”;<+l“k+j )

pode-se concluir que:
GG = I, 4, (1.8)

ou seja, a identidade de ordem n — k. Neste caso, levando em consideragdo que a matriz de
covariancia assintética em (1.2) é conhecida e igual a identidade de ordem p, a estatistica de
Wald para testar a hipétese nula, H,, tem formula¢do em termos dos autovalores da matriz A’A
dada por:

n—k
W=tY A (1.9)
=1

em que ¢ € o tamanho da amostra.

1.3 Expansao de Edgeworth para a funcao de distribuicao da estatistica
de Wald

Nesta secdo serd apresentada outra parte da contribuicdo desta tese para aproximar as
ideias propostas por Ratsimalahelo (2003a,b) e Phillips & Park (1988). Dada uma matriz A, de
posto coluna completo, na Subsecdo 1.3.1 foram feitos os calculos que produzem as derivadas
parciais de segunda ordem dos autoelementos de A para, com isso, obter-se os elementos da
matriz J, a qual é composta pelas matrizes bloco em (1.10). Os elementos de cada matriz bloco
em (1.11), que formam a matriz L, sdo obtidos a partir dos calculos para as derivadas parciais
de terceira ordem dos autoelementos da matriz A, apresentados na Subse¢do 1.3.2. Por fim, na
Subsecao 1.3.3, poder-se-4 observar que os coeficientes do quantil corrigido da estatistica de
Wald desenvolvida por por Ratsimalaheo (2003a,b), dados em (1.12), (1.14) e (1.15), podem
ser escritos como fungdes dos autoelementos da matriz A.

Um fato interessante, provado por Chandra (1985), garante que, sob certas condi¢Oes
gerais, a funcio de distribuicio da estatistica de Wald pode ser expressa, até O(t 1), como uma
combinacdo linear finita de func¢des de distribuicdo qui-quadrado. Na verdade, Cordeiro (1999)
garante que esse fato € vélido para toda estatistica usada com o objetivo de testar uma hipétese
nula composta e, cuja distribuicao assintética, segundo a hipotese nula, € qui-quadrado. Nesta
secdo foram apresentadas as principais expressoes que permitem que se faca uso das ideias
deixadas por Ratsimalahelo (2003a,b) e Phillips & Park (1988) para obter-se um quantil aper-
feicoado para a fungdo de distribuicdo da estatistica de Wald visando-se a testar o verdadeiro
posto de uma matriz desconhecida.

Por meio de expansdes de Taylor, pdde-se verificar, em Phillips & Park (1988), que a
representacdo assintotica, até a ordem OP(t*I), da estatistica de Wald para o caso em que a
matriz de covariancia assintética € a identidade, em (1.3), € dada por:

W =3G (GG 'Gg+1"2u(g) +1v(q) + 0, 3?),
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em que

u(q) = [ec(N]'(q2q®q) e v(q) =1tr[L(q7 ©4q)]
sendo que, g é definido na pagina 19, e para p = mn, a matriz J tem ordem p? x p e é tal que
empilha as matrizes de ordem p X p, dadas por:

G’(GG’)G;G—FG/(l-)(GG')_lG, i=1,....p (1.10)

e L é uma matriz de ordem p* x p?, cujo i j-ésimo bloco é uma matriz de ordem p X p com a
expressao:

1/ N—1 / N\ —1 1/ nN—1 1/ N\ —1
parai,j=1,...,p. Aqui, € usada a notagio N;) = dN/df; e N;j) = 92N /3 B;9 Bi, para qual-
quer matriz N = N(f).

Pode-se, entdo, provar que, sob a hip6tese nula, a expansdo de Edgeworth da fungdo de
distribui¢io de W até O(t ') quando ¢ 1 oo tem a expressio:

() = el i) ol ™)

= F i w—1"tew))+o(t™),

F(w) = F,

sendo que f,_; e F,_ representam, respectivamente, a densidade e a funcdo de distribuicao
2
%n—k S

3
c(w) = Z oW,
n=0
com:
o = (4610—1?1)/4,
o = (4a1+b1—b2)/4(n—k),

o = (4a2—|—b2—b3)/4(n—k)(n—k—|—2),
oz = b3/dn—k)(n—k+2)(n—k+4), (1.12)

sendo que, como serd mostrado mais adiante, os coeficientes a; para k =0,1,2 e b, para ¢ =
1,2,3 sdo obtidos de fun¢des das matrizes J e L; e, ainda, o valor critico da F (w), corrigido até
aordem O(t~ 1 ), é dado, aproximadamente, por:

wh =we 41" le(wg), (1.13)

desde que wg, seja o valor critico da distribuicao x,f_k ao nivel o. Nesse caso, Phillips & Park
(1988) determinam os coeficientes em (1.12) como b, = [vec(J)]'B.[vec(J)], parac = 1,2,3, e
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ac =tr(A¢), parac =0,1,2, em que:
By = H(Py Py ®Py)+HI[Pg @[vec(P)) [vec(Per)]'1H +
P @ Kpp(Por @ Pgr) + Kpp(Por @ Por) @ Por +
K, 2 [P @ Kpp(Por @ P )IK 2, = Co(Pr),
H(Py ® Py @ Py)H + H[Pgy @ vec(Pg) [vec(Pg)] +
Pg @ vec(Pgr) vec(Pe)| + Py @ vec(Pe) [vec(Per)] 1H +
Po @ Kpp(Pe @ Por) +Poy @ Kpp(Por @ Py ) +
P @ Kpp(Por @ Pgr) + Kpp(Por @ Por) @ Por +
Kpp(Por @ Pgr) @ P + Kpp(Por @ Pr) @ Py +
K, 2[Po @ Kpp(Por @ Por) + Por @ Kppp(Por @ Pr) +
Po @ Kpp(Por @ Por)|K 2, = C1(Por, Por),
Ci(Pg, Por),
Co(Por) (1.14)

- -

=
+ 4+ + + + +

% ™
w \S]
1l

Ao = L{(p+Kpp)(Poy @ Br) +vee(Py) rec(Per)]'}
Ay = L{(I2+Kpp)[(Po ® Po + Py @ Py) +vec(Pgr)[vec(Pg )] +
+ vec(Pg) [vee(Pr)]']},
Ay = LI +Kpy)(Po @ Pgr) + vec(Pgr)[vec(Pr)]']. (1.15)
Aqui, H=1;3+K,»+K,

_ N—1 p ., —
] : 1K, p,PG/jG (GG')"'Ge Py =1,— Py sendo que, Kppz §szp
sdo representacdes de matrizes comutagdo e I, [,2 e I3 representam as matrizes identidades
de ordens p, p? e p?, respectivamente.

1.3.1 Coeficiente do termo de ordem O(t_l/ 2) na expansio de Taylor da estatistica de
teste

Nesta se¢do sdo usados cdlculos de diferenciagdo de autovalores e autovetores de uma
matriz com o intuito de expressar formulas que representem os blocos, dados por (1.10), da
matriz J a qual compde o coeficiente de ordem 0(1_1/ 2) na expansio de Taylor da estatistica
de Wald para a estimativa do verdadeiro posto de uma matriz desconhecida.

Da matriz em (1.8), tem-se que, paracadai=1,...,p,

(GG’)G)I =0, I=1,....n—k
Portanto,
G’(GG’)@lG:O (1.16)
E ainda, a partir de (1.6) pode-se notar que a /-€sima coluna de G’(l.) ¢ dada por:
—1/2

d 1 _ ay, 12 0
35 [YkJrll/z(VkH@AVkH) = ak+ll (Vk+l®AVk+l)+'}/k+ll/2a_&(vk+l®AVk+l)-
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Assim, facilmente se verifica, a partir da defini¢do, que a regra da cadeia para derivadas se

aplica, também, para o produto de Kronecker, de modo que G’(l.) tem [-ésima coluna dada por:

—3/2
Yk+1/ (V§<+l ® V;<+IA/)ei(Vk+l ®Aviir) +

—1/2 [ Vg 0A Vi
+ Yk+z/ a—[;ir@AVkH‘f‘VkH@ ( 3 Bi)vk+l+vk+l®A 3 ﬁj

para todo [ = 1,...,n — k. Entdo, sendo vy; autovetor da matriz simétrica A’A associado ao
autovalor simples ¥;4;, por Magnus & Neudecker (1999, pg. 181), tem-se que:

OViy

/ I AN+
it Q Yoty —A'A)T, 1=1,....n—k. 1.17
0 [VeC(A/A)]/ Yk sl ) ( )

Aqui, e no que segue, o sobrescrito T, para as matrizes, indica a sua inversa generalizada
de Moore Penrose. Desta forma, paracadal=1,...,n—k, (Y. I, —A’A)" simboliza a inversa
generalizada da matriz Y1, — A’A. Com isso, de

Vit _ vy dvec(A’A) dvec(A)
B d[vec(A'A)] d[vec(A)) IB;

juntamente com as equagdes (1.4) e (1.17), decorre que

8vk 1
l
sendoi=1,...,pel=1,...,.n—k. Agora, denotando por m; o i-ésimo vetor canoénico do
espago vetorial das matrizes de ordem m x n, R™*", se i = (s; — l)m+t;, coms; = 1,...,ne
ti=1,...,m, tem-se que
0A 0A

1

= = My _ . € == Vi = My, Vit] = V. k+104;
aBi (ti—1)n—+s; aB + (ti—1)n+s; Vk+ Sisk+1% 5

sendo ¢; o i-ésimo vetor candnico do espaco R™. Com isso, fazendo
/
Biri = Yir1ln — A'A,

pode-se escrever, paracadal/ =1,...,n—k:

d
a—ﬁ(ka@Aka) = |V @B 2Ny (I, ® A" )ei] @ Avgyy +
4
+ Vit @ [Vgkt O F AV @B 2N, (L 0 A Yei] . (1.18)

Note que By; € uma matriz simétrica de ordem n X n e, como feito no Apéndice A,
paracadal =1,...,n—k, pode-se escrever:

n
By = ), (Vs — W)~ vavh. (1.19)
h=1,
hk+1
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Assim, pode-se concluir, a partir das equacdes (1.18) e (1.19) e, da propriedade da
distributividade a esquerda do produto Kronecker (Magnus & Neudecker 1999, pg. 27), que a

[-ésima coluna da matriz G’(l.) tem a expressao:

~3/2
- 7’k+l/ (V;H—l®V;c+lA/)ei(Vk+l®AVk+l>+

+ Yk+/ Z (Yert = 1)~ Vet @ vivi) 2N, (T @ A )i @ Avesy +

h;ék+l

n
—1/2 _
+ 5P @A Y e — 1) (Ve © i) 2N (1 @ A')e; +
h=1,
hk+1
—1/2
T Yerl Vil Q Vs k+104;,

demodoquel=1,....n—kei=1,....pdadopori=(si—1)m+t;coms;=1,....ne

ti=1,...,m. Observe que ¢; € o i-ésimo vetor candnico de R” de modo que, como feito antes,
s . L 2

na pagina 22, 2N, (I, ® A )e; é um vetor coluna em R, dado por:

51 ,8i ali, 1 ali, 1 61 ,8i
52,51‘ ag;,2 ag;,2 52751‘
. &® . + . & .
On,s; Qtin Qt;n On.s;

em que a;; € a i j-€sima entrada da matriz A. Além disso, para j =1,...,n, a j-€sima linha da
. / !/ 4 / / . . .
matriz vi_, @ vy, € da forma v j,h(Vk L® vh) e, assim, considerando o vetor:

19I£+l (Vi ®Bk+1)2Nn(ln ®A)e; = (ﬁ}7k+l)n><lv

tem-se que:

n n n
i —1
ket = 2 2 2 (et = W) ViV tvan (st x + ar yOxs,)
h=1, y=1x=1
k41

de modo que:

n
Qi = Y, CktihiVh (1.20)
h=1,
hetk+1

de modo que:

-1
Ck+1,h,i = E E Yk—ﬁ-l - Yh Vy.,k-i—lvx,h(sy,siati,x + at,-,ySX,si)-
y=1x=

Além disso, pelo fato de Av;, = Ajuy, paracada h = 1,...,n, obtém-se que

—1
Cirthi = Vet — V)~ [NtV hlsy k1 + AV k18, 1) -
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Com isso, paracadal =1,...,n—k, tem-se que a [-ésima coluna de G’(l.) tem simplifi-
cacgdo dada por:
=3/2, 4 L A
Yt Vit @i A ei(Vip @ Aviyr) +
—1/2, 4i -
+ ?’k+/ (Dhs @AV + Vi1 @Ay + Vi @V, k11 Oty ).- (1.21)
Entdo, pode-se observar que, se j = (s; — 1)m+tj, coms;=1,....net;=1,...,m,

entdo o [-ésimo elemento da j-ésima linha de G’(l.) tem expressao dada por:

—1/2 i
Virl Vit Uty ket 1Vs e 18t kel T O gt ket
~1)2 < 5i ~1)2 s
+ ’}/k+l Vsj,k+l Z atj,m m,k+l+yk+l Vsj,k+lvsi,k+l £t
m=1

Além disso, da matriz G, dada em (1.7), pode-se verificar que sua j-ésima coluna € dada
pelo vetor:

/
( Vsjht1Ue k1 Vs;ht2Uejh+2 0 Vsinlltjn ) -

A partir do que foi descrito e pelo fato de (GG’ )_1 = I, 1, pode-se concluir que o
/

elemento da matriz bloco G(i) (GG")~'G, cujo indice é (a,b), tem a expressio:
n—k
—1/2 o
Z Vsp k1 k1 \ = Vs Vsik+ 18t kt1Vsg k18t k+1 7+ Vs e iUy k1 7+
=1

n
—1/2 i —1/2
+ yk+l Vg k+1 Z atu,mﬁm7k+l+’}/k+l Vsa,k+lvs[,k+151a,ti 5

m=1

considerado-se que a = (s, — )m+1t, e b = (sp — 1)m+1p, com sg,5, = 1,...,n € 14,1 =

1,...,m. Agora, da definicdo de 19]£ > dada pela equagdo (1.20), pode-se verificar que:

n
AV =Y Cryinitnttn,
=1,
htk 41

e, assim:

n n
i
Z ata,mﬁm,kqtl = Z Ck+l,h,iﬂ'huta,h-
m=1 h=1,
h#£k+1

Logo, o elemento de indice (a,b) da matriz G’(i) (GG")~1G pode ser reescrito na forma:

n
1
Y vkttt e 1€k1 i (Vg it ket A Vs kit ) +
=
htk4

)}

n—k
=
n—k

1
Y A skttt et (Vs ke 1V 1Oty — Vet 1 k1 Vs ket Mg et 1)
=1
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de modo que uma reorganiza¢ao nos termos, permite escrevé-lo como:

n—k n

—141/2

Y XY v et kriChort i Vsantig it + A Ay Vs kit ) +

=1 h=1,
htt 1

n—k
-1
Y A Ve ket e 1V et 1V s g1 (Bt ty — U e 1t k1) -
=1
Portanto, fazendo:

n

-1
Hia = Y, Chatii(Vsahltu kot + My MV kriths, ) +
h=1,
htk+41

-1
+ )Lk+lvsa,k+lvs,~,k+l(éla,ti - uthk“’lula:k“’l)’
a expressdo do (a,b)-ésimo elemento da matriz G’(l.) (GG')~1G ¢ da forma:

n—k

Z HiaVs) k+1Uz, k+1-
=1

Note-se que, fixando os indices a e i e fazendo b = 1,..., p, obtém-se a expressdao da
a-ésima linha da matriz G’(i) (GG")~'G, dada por:

n—k
Y MoV @uy)-
=1

Logo,se a=1,...,p é dado pela férmula a = (s, — 1)m+1t,, coms, = 1,...,net, =
1,...,m entdo, da equagdo (1.16), para cada i = 1,...,p fixado, a a-ésima linha da i-ésima
matriz bloco em (1.10) tem a forma:

n—k

/ /
Z Wia (Vi1 @ Uy p)-
I=1

Agora, de maneira ainda mais geral, uma vez que a matriz J tem ordem p?> x p e é

tal que empilha as matrizes G’(i)(GG’ )~1G, para i =1,...,p, considere-se que w = 1,..., p?
¢ dado por w = (i — 1)p+ (s, — 1)m +1, sendo que i tem a contagem acima, s, = 1,...,n e
ty = 1,...,m. Entdo, para cada w, fixado a w-ésima linha de J também pode ser expressa como
sendo:

n—k

121 My (Viey @t 1),
em que

n
Mo = Y crini(vs, nh, kit + A AnVs, it n) +
h};é_lir’l

—1
+ )Lk+lvsw,k+lvs,~,k+l(élei - Mti,k+IMIW,k+l)'
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A c-ésima coluna de J tem elementos da forma:
n—k

Z Hw Vs, k+1Ute k+1
I=1

em que, para cada ¢ = 1,...,p fixado, w = 1,...,p% Nesse caso, ¢ = (s¢ — 1)m+1t, com
se=1,...,net.=1,....m.
Para finalizar esta etapa, considere-se a contagem e = 1,..., p, dadapore = (c— 1) p* +

w, em que ¢ e w representam as contagens dadas acima. Portanto, se {, representa o e-ésimo
elemento do vetor coluna vec(J), o qual tem ordem p* x 1, entio:

n—k

Co =Y Vs, kiths, jos1- (1.22)
=1

Agora, se considerar-se que e = 1,...,p> tem expressio e = (i — 1)p> + (j — 1)p +k,
sendo i, j,k=1,---, p, entdo o e-€simo elemento do vetor § ® g ® g, representado por ¢, pode
Ser expresso como: o

=377

Logo, pode-se concluir que, o coeficiente do termo de ordem O(t_]/ 2) na expansao de
Taylor da estatistica de Wald para testar o posto de uma matriz aleatdria, sob a hipétese nula de
que seu verdadeiro posto tem valor &, tem a seguinte formulacao:

u(q) = Cq’,

sendo que, neste caso, estamos usando a convencao de somatério de Einstein apresentada por
Barndorff-Nielsen & Cox (1990, pg. 136).

1.3.2 Coeficiente do termo de ordem O(t~') na expansio de Taylor da estatistica de
teste

Nesta secao, o objetivo € encontrar cada matriz bloco que define a matriz L , dada pela
expressao (1.11), e, em seguida, uma expressdo que permita identificar cada linha da matriz
L. Aqui, mais uma vez, sdo usados calculos diferenciais sobre os autovetores e autovalores da
matriz A’A para que seja possivel escrever cada bloco de L como expressdes que envolvam os
vetores e valores singulares de A.

Observe que, da equacdo (1.8):

nN—1 _
(GG )(l.) =0
€, consequentemente, tem-se, também, que:

nN—1 __
(GG) ;) =0.

Entdo, pode-se concluir de (1.11) que:

G'(GG');;,G=0 (1.23)
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/ N—1 -~ __
G(i)(GG )(J.)G— 0 (1.24)
paratodoi,j=1,...,p.

Agora, observe que, da equagdo (1.21), concluiu-se que o /-ésimo elemento da a-ésima

linha de G’(l.) tem a expressao:

12 i
Vil Vsik-+1Ut k-+1Vsq k+1U1 k+1 T Os, g, k1 +

n
12 i 12
T Vsl Vsak+l Zatmmﬁm,kﬂ"‘?’kﬂ Vs ket 1Vsp k101 115
m=1

paraa = (s, — l)m+1t, coms, =1,....net, =1,...,m, ou seja, da defini¢do de 191£+l em

(1.20), te-se que o [-€simo elemento da a-ésima linha de G’(i) é:

n
1 1
Y ckrimiVsanthi et + Ao MV, ettt n) + A VstV kit (8o — U gttty eyt) - (1.25)
=1,
htlt 1

Suponha-se, pois, que c¢;(a,!) representa tal elemento. Por outro lado, também de (1.21),
fica verificado que a matriz G(;) tem /-¢sima linha dada por:
=3/2/ ' ANe (v LA
Vst (Vi @ Vi A ej (Vi @ v A') +
—1/2, i ! P
+ Yk+l/ () @Vt A+ Vi @ 0L AT+ Vi @ v i ).
Logo, se b= (sp — 1)m+1t, coms, =1,...,net, =1,...,m, entdo os elementos da
b-ésima coluna de G( 7) sao:

n

-1
AkHVs_j,k—l—l“tj,k—b—leb,k—i—l”tb,k—i-l + Z Ck+1,h,jVsp,hUt, k+1 +
h=1,
hetk-+1

n
—1 —1
A AV kel Y ChiL i h T A Vs ks k41O
h=1,
htkt 1

Assim, os elementos da b-ésima coluna de G( J) tém expressao:

n
~1 ~1
Yt Vet et + M AV kit 1) + MV e 1Vsy et (8 — e ettty ert) (1.26)
h=1,
htk+1
e, considere que este elemento & representado por ¢;(b, ). Portanto, fazendo uso das expressoes
em (1.8), (1.25) e (1.26), nota-se que o (a,b)-ésimo elemento de G’(i) (GG’)’lG(j) tem a forma

n—k

Zci(a,l)cj(b,l).

=1
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Apés alguma manipulagdo algébrica que envolve o produto dos elementos c;(a,l) e
cj (b,1), obtém-se, para a expressdo acima, a forma:

n—k n n
1
Y Y Y chriniChorte, (Vg httry s 1Vsy ety et T My AeVs, hltiy e 1Vsy kiUt

=1 | h=1, e=1,
h#k+1 ek+1

_|_

-1 —2
M1 A Vs g ket 18ty 1 Vsy eUny ki1 + A g An A Vs ko1 Ui hVsy k18 e) +

+

n

Z 7Lk_+11 [Ck+l7h7iVsA,~,k+leb7k+l(Vsa,h’/lta,kJrl 5tb,tj = Vi hUity k- 1Us -1 Uty -1
M AV e 1ty 1ty ;= Ay AV ket e kiU, )
Chotd h, jVsi kA1 Vs el (Vsy bty k410101 — Vi ity k10t k101, k-+1 +

1 1
M1 M Vsy ket 18y 1O i — g AV, k18, hl e 1, k1)) =+

+ + + +

-2
/1k+lvs,-,k+lvs j,k+lvsa,k+lvsb7k+l(atml‘i Stbvfj - 5ta7t,-ut,-,k+lurb,k+l -

— Oyt Uty et 1 Mg ket Ug e 1y v 18y, kv 1, k4 1)

Assim, verifica-se que a forma geral de G’(i) (GG')7'G; &

n—k n n

Y5 X Y crinichire [ nvl @ungint) + A A (v @ we ) +
i=1 | h=1, =1,
otk ek A1

o A A Vi @ untty ) + A A Ae (Vi Vi ® )] +
n

-1 / ! -2 / !
+ ) {ck+l7h7]'[)t’k+l(vk+lvh®vsi7k+latiuk+l)+;Lk+l/lh(vk+lvk+l®vsi7k+lafiuh) -
h=1,
htk+1
. 2,_1< /® / )(/ ®/ )_1—21( / ® /)(/ ®/ )]+
et Vi1V O Ukt 1 Wy )\ Vit 1 O Upet 1) €0 = P Mn Vi1 Vi1 Uk 1Up )\ Vit 1 O Uy 1) €i
—1 / / -2 / /
Gt il g (ViViss © i1V, ke1105,) + A 0 (Vi Vi @ unvs ey 104) —
-1 / ! / / -2 / / / /
= Mt Vs @ e ittiy1) Vs @ gy )€ — A A Ve 1vi @ untt ) (Vi @ wiy)e ] } +
-2 / / ! / / / .
+ A OV 1Vi @ Vg, 10 vs ,»,k+105;j) — Vi1Vt @ Vs ket Oty 1) (Vi @ e g)ej —

— (Ve Vi @ i 1Vs; ket OCt/j) (Vips @t )ei+
o Vi @ttt ) Vi @ )i (Vi @ ej] o (1.27)

O préximo passo € encontrar uma féormula para G’(l.j). Neste sentido, observe que, para
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cadal=1,...,n—k, a [-ésima coluna de Gzl.) é
=3/2/ 1 Il
Vst Vit @ Vi A ei(vip @ Aver) +

—1/2 dA ‘
+ Y / {ﬁkH@Aka—l—ka@ (8[3 ) vk+1+vk+l®A0,§+l .
14

Portanto, a /-ésima coluna de G’(l.j) tem expressdo dada a partir de:

- ) (Vk+l®vk+lA Yei(Virs @Aviyy) —
Bj

_ Jd
- 7’k+31/2 { 9B; (Vs @ Vi A )} ei(Vir1 @Avkyr) —

3
7k+z/ (Ve @i A e { 9B, (Vk+l®AVk+l)] +
J

~1/2

/e ;
iy A A
+ 3[31 [ 1] QAVy ] F Vi @ (aﬁz> Vil + Vil & k+l] +
_1/2 0
+ k+l/ 8[3 [ﬁk—i-l QAV + Vi @ (aﬁz> Vil + Vit ®Aﬂk+l] (1.28)

No que segue, sdo feitos os cédlculos das respectivas derivadas de cada um dos fatores
dos termos da equacdo citada acima. Dessa forma, a partir das equacdes (1.4) e (1.5) e, com o
auxilio de uma aplicacdo da regra da cadeia para derivadas, tem-se que:

332
Tt _ = =3%; S/Z(V;cﬂ VA e (1.29)
B,
e
83/_1/2 _ :
;El = —ykf/z(v;{“ ®v;(+lA’)e]. (1.30)
J

Da equagdo em (1.18) e pela defini¢do de ﬁ,ﬁ 4, bara obter (1.20), observa-se que:

d ; JdA
a_ﬁj(Vk_H RAV) = O @AV + Vi ® (8[3) Vil + Vit ®A19k+,, (1.31)

sendo que esta ultima equag@o pode ser escrita de maneira mais explicita como sendo:

(Vi ®Bk+1)2Nn(ln ®A)e; @ Aviy 1+ Vi1 ® (8[3 ) Vipr +
l
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Assim, mais um cdlculo de diferencia¢do do segundo fator do dltimo termo de (1.28),

permite escrever:

(92
W (Vi1 @Aviyg)

_|_

+

dB; B,

/

dA
(V;CJFI ®B]j+l)2Nn (In X (9—[3}> ei:| ®AVk+l +

v, OB,
[( “H @BE, Vi ® k+l>2Nn(In®A')e,-—|—

av
(Vk+l®Bk+l)2Nn(In ®A/)e, (&B Virl A kH) +
J

aB;
8vk+l 0A 0A avk+l
aﬁj ﬁl =5 Vk+l + vk+l aﬁl aﬁj
IVt

J

Vi+1 & |:8B (vk+l ®Bk+1)2Nn(ln ®A/)€l’+
J

A Mt B 9By 2N, (I, 2 A Ye; +
aﬁ] ® k+l+vk+l® 2B; n(In €i

0A’
A(Vk+l ®Bk+l)2Nn (In ® _) €i:| .
9B,

Agora, com o objetivo de simplificar a dltima expressdo, recorde-se que:

Ol = 3(;;3:1 (Vir1 @ By ) 2Na (I @ A"y,
0A

a_ﬁa = M(t,—)ntsy»

0A

B, =5 Vb = Vs, b0y,

0A’

&Ba = N(s,—1)m+t,

de modo que a =i,j com i,j=1,...,p, dados por i = (s, — I)m+t;i e j = (s; — 1)m+t,

com, §;,8; = 1,....ne ity =

me, b=1,...,n. Além disso, mg, 1)y, © N5~ 1)mis,

representam os respectivos elementos candnicos dos espagos vetoriais das matrizes R™*" e
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R™*™ Entio,
82 — J ! + / aBlj-H /

+ (V;c—l—l ®Bl—:+l)2Nn(In ®nj)€i ®Avk+l +

ﬁli-f—l ® (ij,k-I-lal‘j +A1'9]g+l> ‘I’
O ® Vi ko1 O - Viert O M1y, Oy +

+ O, @A+

T Vi ® m(t_j—l)n+5j19/£+l+

Sy dB;
+ A (191!+l ®Blj+l +V;c+l ® %) 2Nn(ln ®A/)ei+
J

+ AWV ®BL)2N, (Ih®nj)e;|. (1.32)

Observe-se que, com o uso da regra da cadeia e da equacio (1.5), pode-se escrever:

Ot =) Ot — M) (Yt — )

aB; (Y1 — W) B;
= —(West = M) (Vs @ Viegs — Vi, @V})2Na (I @ A e

(1.33)

Além disso, como mostrado no Apéndice A,

n
Bi,= Y (Wwi—m) "vavh.
h=1,
htk+ 1

Com mais uma aplicacdo da regra da cadeia, e o uso das equacdes (1.17) e (1.33), tem-se

que:
aBkﬁ—l . - -2/ ! / ! ! /
9B, Y (s =) 2 @V = Vi © Vi ) 2Na (I @ A )e jypvi+
J h=1,
h#k—+1

+ (Ve — ) (V) @B} 2N, (1, @ A e v, +
+ (Wt — )" e (L @A) 2N, (v @ B))] -

Aqui, estd sendo considerado que B; = (¥, — A’A)". Agora, dos autoelementos da matriz A,

como
n

(VZ & VZ)ZNn(In ®A/)€j = 2vsj’hkzl Vi hj k = 27thsj7hu,j7h



1.3 EXPANSAO DE EDGEWORTH PARA A DISTRIBUICAO DA ESTATISTICA DE TESTE

paratodo h=1,...,n, entdo:

(Vi @ V) = Vet @ Vi ) 2Na (e @ AN = 2(vs; i — Vs dert) (At — At e 1)

e assim, tomando:

€nj = 2(Yert = W) > sy = Vskrt) Aty o — M 1, xe41),

tem-se que:
IBL, _ ¢ , P o
B Y. [(&nvnvi+ Vet — 1)~ (v, @ B ) 2N, (I, 0 A e v+
J h=1,
h#k-+1

+ (Yert — M)~ e (I ® A)2N, (v, @ B))] .

Além do mais, como demonstrado no Apéndice A,

n

B;:Z(yh—%)_lvrv’, paratodo h=1,...,n,

r=1,

r#h
de modo que, sendo:
j aVh / + /
= Z (T — Yr)il (V;z ® Vrvlr)an(ln ®A/)ej7
=1,
h

com o mesmo desenvolvimento usado para obter (1.20), pode ser observado que:

(j/h — yr)_lv%hvxf(ﬁyvsjatﬁx -+ Cltj,y5x,sj)Vr

Nt
D=
Nt

o] =

el
}A\'ﬁ—‘
<

i
I

=

i
I

|
=

(v — Yr)_l (Vsj,h)tfrutj.,r + ij,}’A’/’lutﬁh)v}"'

\
I

~
S
=

Assim, fazendo:

th}j = (Yh - %>_] (Vsj,hkrutj,r + Vs‘ﬁrlhutﬁh),

obtém-se: .
19}{ =Y dy, v, paratodo h=1,...,n.

r=I1,
r#h

36

(1.34)

(1.35)
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Entéo, substituindo (1.35) em (1.34), tem-se:

+
By ¢ i i
B Z shjvhvh+ Yeri — ) OV, + v 0
J 7
h¢ +1
J— - /
- Z 8h7thVh—|— (Yk+l Z dhr] vrvh—|—vhv )
h=1, mr
hk+1 ryéh
Logo,
0B; n
k+1
Vet ® 8B:-r - Z &n,j (Vi1 @vavy) +
h;é ’z
n n
+ ) Z Yert — W) iy i Viw ® (V) +vpv))]
h=1, r=1,
h#k+1 ;é
e, de (1.34),
/ n . n /
19“ ®Bk+l - Zf ditirjvr | @ hZ (Y1 — thh
=1, =1
r;k—i—l h#k—‘—l
n n |
= Y Y deirn (e — %) (V@)
h=1, r=l,
h;ékHr;ékH

Portanto, a partir das duas ultimas equacdes, pode-se verificar que a expressdo de
+

19+l ®Bk+1+vk+l® aﬁ L tem a forma:

n

Z Z (Yk+l_'}/h)il{dk—o—l,r,j(vlr@‘/hv;,)-i-

h=1, r=1,

n

+ dhmj[V;(Jrl ® (VrV;l + thlr)]} + Z 8h7j (V;ﬁq X thﬁl). (1.36)
h=1,
h#k+1

Agora, baseado em desenvolvimentos, se a,b,c = 1,...,n, entdo:

n
(V; & vai-)ZNn (In ®A/)ei = Z y,an c ay,s,al, xtayy Ox s,)Vb

i M:

y=
= (Vs,,a ut,~7c+vs,~,claut,~7a)vb (1.37)
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emquei=1,...,pédadopori=(s;— 1)m+t;,coms;=1,...,net;=1,...,m. Logo, fazendo
fact Vsl,a)L Ugic + Vs c A allt;a,

conclui-se que:
(v, @ vpVL) 2N, (I @ A"Yei = fuc ivp-

Portanto, de (1.36) e (1.37), a expressdo de (19’ i ®B Ve ® 8/]§ —EH) 2N, (I, @ A Ye;

tem a forma:

n

Yo X =) i fronivn +

hel, =1,
hthl rk+ 1
n
+ dij(fiestnivr + et Vi) + Y, €njferinivh (1.38)
=1,
hetht 1

paratodoi,j=1,...,p,dados pori=(s;—1)m+t;e j=(s;— 1)m+tj,coms;s;=1,...,ne
ti,tj =1,...,m. Além disso, sendo n; = (n,,) o j-ésimo vetor candnico de R"*"", tem-se que:

P I, se x=t; e y=s;
V10, se x# L e y#Fsj

Logo,
Os,,1 M1 Ny 1 O,,1
2N, (I, @ nj)e; = 6Sj’2 ® n’f’z + n’f’z ® sz’z :
65;,11 nt'- n nt;,n Ss.i,n

1y

o que implica dizer que (v, ®Bk+l)2N” (I, ®nj)e; tem a expressao:

=
—

y=I1

l

n n n
Z Y Y (et =) Ve tven (St 4 1y B ) Vi
h;é:

ou seja, fazendo:

H 1=

n
8hi = Z Vert = W)~ Vyder 1V n(Sysimyx + 1y )

1
= (’}/qul - ’Yh> Vsik+1Vs; b

obtém-se que:
(Ve @ B 2Ny (I @ j)e; = Z Sh.ivh- (1.39)

h;ék—i—l
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Com isso, substituindo (1.38) e (1.39) em (1.32), pode-se verificar que a derivada parcial
mista de segunda ordem do vetor vy ; ® Avg,; toma a forma:

Z Z Yirt — V)~ it frni(vn @ Aviy) +
h;ék+lr7ék+l
A, i fertni(Vr @ Avir) + figt iV @ Avig) |} +
n

Z &, j frr1,hi(V @ Aviy) + Z 8hi(vh @ Aviyy) +

h=1, h=1,
hk-+1 h;ék+l

n n

Y, dirrivspri(ve@ 0n) + Z Z dici1,riiy 1 e, (Ve @ Ave) +
=1, 1, e=
r;ék—l-l r;k-i-le;

n n

Z divie,jVsihr1(Ve ® Q) +- Z dicite,jVsie(Vir1 © 0;) +

-1, -1,
e;ékﬂ ezékJrl

n n n

Y, Y diviejdirini(ve @A)+ Y dipinivs;n(Visr @ 01) +
=1, h=1, -1,
e;k+l hsk+l1 e;ék+l

n n

Yo Y e — ) st froni (Vi ® Avy) +

h=1, r=1,
Btk Akt |

Apr,j firt i Vig1 @ AVE) + frrt ri (Vi1 @ Avy) ] +
n n
Z &n,jfiertni(Vir1 @ Avp) + Z 8h,i(Vir1 ® Avy,)
hel,
hethL 1 h;ék—i-l

a partir da qual, uma reorganizacdo dos termos permite reescrever:

82

aﬁiaﬁj(vk—i—l@AVk—l—l) = Z { Z {'}’k+l {dk—i-l,r,jfr,h,i[(vh®Avk+l)—l—

h;«ék+l r;ékH
+ (Vi @A) Hdp i i 1,0,i (Ve @ AV + Vi @ Avy) +

+ fier1,i(Vh @ AV + Vit ®Avh)]} +

(ditt rilisi,h,j F i1, jAit1,1,i) (Vi @ Avy) } +

_|_

(&n,j frrt,ni+ 8hi) (Vi @ AVigy + Vi @ Avy) +
it Vs 1 (Vi @ Oy) + v n (Vi1 ® o)) +

+ i1, Vs k1 (Ve @ 04) + v (Vi H L ® o) } : (1.40)



1.3 EXPANSAO DE EDGEWORTH PARA A DISTRIBUICAO DA ESTATISTICA DE TESTE 40

Portanto, substituindo as equagdes (1.29), (1.30), (1.31) e (1.40) em (1.28), conclui-se

/

que a [-ésima coluna da matriz G( h tem expressao dada por

+

—5/2
3% / (Vi1 ®VirtA ) e (Vi @ Vi A ei(Viers ® Aviyy) —

3/2 | 4 A’ .y
7k+1/ [19Jk+l RVt A Vi @V (ﬁ) TV @ k+lA/} ei(Viss ®Aviy) —
J

_3/2 . JA
Vk+z/ (Vieps @ v A e {’%z Vi A Vi @ Vi ( 3 Bj) Vi @ ﬁk+l A/} +
7k+z/ Vit ® Vi A'e {19/(“ Q AVt + Vi1 & ( 9B; ) Vietl T Vi1 ®A19,i+,} +
1
71 /2
Z Z { Yir1 — {dk+l,r,jfr,h,i[(vh ®Aviy) +

h;ék-i—l r;ék-l—l
(Vi1 @A)+ dpr | fir10,i (Ve @ AV 4 Vip @ Avy) +

Sitt,ri(Va @ AV + Viq ®Avh)]} +
(ditt,ridisi h,j + it r, jis1,n,i) (Ve @ Avy,) } +

(&n,jSirini+ &hi) (Vi @ AV 4 Vi ® Avy) +
it 1,i[Vsj k1 (VR @ O;) + Vg, n(Vier1 @ O;)] +

iy 1.1, 1Vsikr1 (Ve @ 0;) + Vg n (Vi1 @ 0;)] } - (1.41)

Por outro lado, da equagéo (1.7), pode ser observado que v, 1u® uj, o representa a [-ésima linha
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da matriz G e, como GG’ = I,,_, entdo, a matriz bloco G/(l.j) (GG')~'G é dada pela expressio:

. 5/2 :
Z {3% P2V @V A e (i Vi A Jei(vips © Avir) —

32 | o
- YkH/ {ﬁ,iﬂ QRAV Ve ® ( 5 ﬁ,) Vil + Vig ®A19k+,] ei(Vipt @ Aviyy) —

o 0A’
- 7k+1/ (Ve @ Vi A e {ﬁ/fw RV A Vi @V (W) Vi ®19k+1 A/} +
J

—3/2 | i
B 7k+l/ (Viers @ vipA')ej {'%Jrl AV + Vi ® ( B, ) Vil + Vit ®A19k+l}
1

n

+ el Y { ) {(Ykﬂ_?’h)_l{dk+l,r,jfr7h7i[(vh®Avk+l)+

h=1, r=1,
h#k+1  r#k+1

+ Vit @A)+ dpr | frri i (Ve @ AV + Vi @ Avy) +
+ it iV @AV Vi @ Avy)] } +

(ditt,ridisi h,j + it jit1,0,0) (Vi @ Avy,) } +

(&, j St 1.+ 8ni) (Vi @ AVips + Vi1 @ Avy) +
+ dk+l7h7i[vs]~,k+l(vh ® atj) + Vsj7h(vk +1® a’j)] +

+

+ i1 nj[Vsikert (Ve ® 0) v (Vi + 1 © o) } (Vi @ Upeyy) } (1.42)

Das equacdes (1.23), (1.24), (1.27) e (1.42) obtém-se que a expressdo geral do (i, j)-ésimo
bloco da matriz L, na equacdo (1.11), é dada por:

1 / \—1 1 ! n—1

ZG(i)(GG )G+ gG(ij)(GG )G
a partir da qual se pode tomar /, como sendo o representante da o-ésima linha da matriz L, em
queo=1,...,p* édado poro = (r,— )p+(si— 1)m+t;,comr,=1,...,p,si=1,....ne
ti=1,...,m. Aqui, i ¢ o mesmo do (i, j)-ésimo bloco da matriz L. Agora, sendo ¢7 ® G’
uma matriz de ordem p? x p?, cuja o-ésima coluna é denotada por c,, pode-se concluir que o
coeficiente do termo de ordem O(¢~!), na expansio de Taylor da estatistica de teste, W, €

v(q) =1trL(37 ©4q) Zl Co- (1.43)

1.3.3 Coeficientes do quantil corrigido para o teste do posto

Nesta secdo, os coeficientes obtidos a partir das matrizes L e J, a., parac =0,1,2 ¢
b. para ¢ = 0,1,2,3, dados, respectivamente, a partir das equacdes (1.14) e (1.15), sao apre-
sentados de maneira explicita como fun¢do dos vetores e valores singulares da matriz A. Tais
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coeficientes sao usados, diretamente, no cdlculo para a correcao, até a ordem O(t_1 ), do quantil
da fungdo de distribuicdo da estatistica de Wald para testar o posto de A.

Com o intuito de escrever as expressoes dos coeficientes acima em funcdo dos elemen-
tos singulares de A, definindo Py = G'(GG') ™' G, das equagdes (1.8) e (1.7) obtém-se:

n—k
/ /
Por = Z (Vi 1V @ Uiy iUy g)
I=1
e, assim, fazendo Py = I, — P = (pij), para i,j = 1,2,...,p com i = (s; — )m+1¢;, j =
(sj—l)m—+tj,s:,8;=1,2,...,net;,tj=1,...,m, tem-se que:
n—k
Pij = 8ij = Y Ve ket Vs, et 1t et 1Y et 1
I=1

em que §; ; representa a fungdo delta de Kronecker. Portanto, note que P = Py ® Py ® Py
¢ uma matriz de ordem p> x p> a qual, para a contagem i, j = 1,..., p> dados pelas férmulas
i=r—D)p*+(i—Dp+tie j=(rj—1)p*+(s;— 1)p+tj, com ry,rj,5i,8),ti,t; = 1,..., p,
tem i-ésima linha dada pela expressao:

(pr,'.,l Pri2 .- pri,p)®<ps,~,l Ps;2 - psi,p)®(pt,~,l Py2 -+ Pup )a

e sua j-ésima coluna dada por:
Pir; Pls; P1y;
Pz,r_,- pZ,Sj P2,t_,-
) ® ) ® )
Pp,r; Pp.s; Ppyi;
de modo que se &; j € o (i, j)-ésimo elemento desta matriz, entdo:
gi,j = Pr,-,rjpsi,sjpt,-,tj-

Agora, frise-se que, para quaisquer indices naturais, m e n, K, e I, representam, res-
pectivamente, a matriz comutacdo de ordem mn x mn e a matriz identidade de ordem m x m.
Logo, sendo H = Ip3 + Kppz + sz » entdo, a matriz 71 = HP € tal que sua i-ésima linha tem a
forma:

(Pt Prz - Prip )O(Pst Psi2 - Psip )Q(Put Pu2 - Pup )

+ (Psin Psiz o Psip )@ Put Pi2 oo Pup )®(Prd Pr2 <o+ Prp)

+ (pPu1 P2 o Pup )O(Prg Pri2 o Prip )Q( Psi Psi2 - Psip )-
(1.44)

Como a ordem dos termos ndo altera a soma, segue-se que essa linha serd idéntica as linhas
para as quais i = (s; — )p?> + (t; — D)p+riei= (t;—1)p*> + (ri— )p+si,comi=1,...,p°
e ri,si,ti =1,...,p. Uma vez que a matriz P = (p;j) tem ordem p x p, entdo vec(Pg) é um
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vetor de ordem p? x 1, de modo que, se k = (i — 1)p + j, seu k-ésimo elemento é p ji- Logo,
pode-se verificar que vec (Pg ) [vec (Py)] é uma matriz de ordem p® x p2, tal que sua k-ésima
linha é dada por pj; [vec (P )]'. Agora, sendo Py @ vec (Pgr) [vec (P)]” uma matriz de ordem
p> x p3, considerando a contagem i = (r; — 1)p? + (s; — 1)p +t;, com r;,s;,t; = 1,..., p, sua
i-ésima linha tem a expressao:

(pml Pri2 .- prnP)®pti7si[vec(pG’)]/'

Entdo, a matriz C = H {ISGr R vec (Pgr) [vec (PG/)]'} = (cij), de ordem p* x p?, é tal que
sua i-ésima linha tem a expressao:

/

( privl priaz et p”hp )®ptivsi [Vec (PG/)]
+ ( Psil Psi2 -+ Psip ) @ Prig; [vec (PG’)]/
+ ( Pi1l P2 -+ DPup ) @ Psi i [vec (pG’)]/

e seu elemento geral é:
Cij = (Prir;Ptisi + PsiriPrig; + Prir;Psior) P s -

Assim, paracada j=1,...,p  fixoei=1,...,p>, esta é a expressdo da j-ésima coluna,
c¢j, de C; ou seja
Cj= (pri»rjptiysi +pSi,Vjpri~,li +p[i7rjp5iari)plj75j'
Desse modo, a matriz Ty = CH = (d;;) de ordem p* x p? é tal que, fixado j=1,...,p
e fazendoi=1,... ,p3, a sua j-€sima coluna, d;, € dada por:

dj = (priy”jp[hsi + Dsi,riPri; +pti7rjp5i7ri)ptj:sj +
+ (pr,-,sjpt,-,s,- +psi,sj'pr,',ti +pt,~7sj-psi,ri)prj,tj +
+ (p’"iijthi + PsitjPrig; T ptiijSiJi)ij:”j'
A mesma expressdo € valida para a i-ésima linha de 7; s6 que, neste caso, fixou-se

i=1,...p° ao passo que j = 1,....p .
Uma vez que a matriz Py @ P tem ordem p? x p? com i-ésima linha, dada por:

(Psit Pz oo Psip )O(Put Pu2 o Prp )
entdo, a matriz K, (Pg ® Pgy) tem ordem p? x p?, com i-ésima linha da forma:
( pthl pti72 e ptiap )®( psi71 psi72 pshl) ).

E, ainda, a matriz T3 = Py ® K}, (Pgy ® Pgr) tem ordem p* x p3 sendo que sua i-ésima
linha tem a forma:

( pri71 pri72 te privp )®( plhl pti72 te ptiap )®( psi71 psi72 cte pshP )'
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Por outro lado, a matriz Ty = K, (P ® Pg') ® Py tem ordem p? x p3 e i-ésima linha
expressa por:

(Psia Pz - Psip )@ PRy Pr2 oo Prp )@ a1 Pi2 oo Pup )

Agora, considerando 75 = K, »T3K > ,, a qual tem ordem p> X p?, entdo a i-ésima linha

p°p
de K, » T3 também tem a expressao:

(Psit Psiz oo Psip )@ Prig Pr2 «o Prip )@( Pyt Pu2 - Pup )
e assim, 75 possui i-ésima linha da forma
(Pt Pu2 oo Pup )®(Psig Psiz - Psip )O( Prg Priz - Prp ). (1.45)
Logo, de (1.14) nota-se que:

Bo=T+Dh+T3+1T4+1T5,

de tal forma que, se By = (bg-))) PRI entdo, das expressoes (1.44) e (1.45), pode-se escrever
0
bl(j) = pri7rjpsi,sjpt,-7tj +ps,-7rjpt,~,sj~pr,-7tj +pti7rjprivsjpsi7tj +
+ (Pri,rjpt,-7s,~ +ps,-7rjpr,~,t,~ +pti7rjps,-.,ri)ptj,s]~ +
+ (prmjpli,Si + DPsis;Prig; pti,SjpSiJi)perj +
+ (pr,-,tjpt,-,s,- +ps,-,szr,-,t,- +pt,',tjps,‘,ri)psj,rj +
+ pi’,‘,i’]‘pti,s}‘pshtj + ps,yrjpr,‘,sj‘pt,gtj + pl,‘,rjpsl‘,s]‘pri,tj : (1 46)
Agora, dado que

n—k
Po =G (GG 'G=Y (vistvips @ uesiry) = (qij)
=1

tem ordem p X p, te-se que:
n—k
qij = Z Vsik+1Vsj k+1Wt; k+1Ust; k+1
=1

parai,j=1,...,p,dados pori= (s;—1)m+t;e j= (sj— 1)m+t;, sendo que s;,s; = 1,...,n
eti,tj=1,...,m. Sendo assim, a matriz Py ® Pg ® Py, cuja ordem é p* x p?, possui i-ésima
linha dada por:

( qri71 qrhz qri:l’ )®( pS,’,l psi72 psi»P )®( ptivl ptivz Ut pthp )7

emquei=1,...,p°> édado pori= (r;— 1)p>+ (si— 1)p+t;com r;,s;,t; = 1,.... p.
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Como verificado antes, a matriz H (P ® Py ® Pgy) tem ordem p? x p?, suas linhas
sendo somas de comutacgdes das linhas de Py ® Py @ Py ; isto é, para a mesma contagem de i,
acima,

(g1 qrn2 - Qrp )®( Ps1 Psi2 -+ DPsip )Q( Pyt Pu2 -+ Pup)
+ (gsin gs2 - Gsip )@ Pyt Pu2 oo Pup )@( Pry Pr2 --o Prip )
+ (CII,'J ql‘,yz qri,[’)®(prj71 pri,Z pi’i,l’)®(p5i,l pSi,Z pSi,P )7

é a i-ésima linha de H (Py ® Pg ® Pgr). Agora, como a ordem dos termos ndo altera a soma,
pode-se concluir que esta mesma expressdo também se verifica para as linhas tais que i =
(si—D)p>+(ti—V)p+riei=(t;—1)p*>+ (ri—1)p-+s; com ry,s;,t; = 1,...,p. E ainda, a
multiplicacdo a direita desta matriz por H gera uma nova matriz, a qual é obtida a partir de
somas de comutagdes das colunas de H (Py ® Py ® Pgr); logo, fixado j=1,..., p°, dado por
j=@j—1)p>+(sj—1)p+tj,comrj,s;t;=1,...,p, e fazendoi=1,...,p>, tem-se que:
Qr,;rjps,-,s.jpt,;t_,- + QSi,rjpt,-.,s_,'pri,tj + Clti,rjpri,s_,-pshtj
s30 os elementos da j-ésima coluna de H (Py ® Py ® Pg). Entdo, a matriz
Tll :H<PG'®PG’ ®PG’>H

¢ caracterizada por ter:

dririPsisjPtit; + s;.rjPti,sjPrit; + 41,1 Pri,s;Psit +
+ qri,Sjps,‘,l‘jpli,rj + qsi,Sjptl‘,l‘jpri,rj + ‘Iti,sj-pri,tjpsi,rj +
+ (Zri,tjpshrjpti,sj +QSi,tjpt,-,rjpri,sj +QIi,tjpr,-,rjpsi,sj (147)

como elementos da j-ésima coluna, paracada j=1,...,p>.
Como a i-ésima linha de vec (Pgr) [vec (Pr)] é py..s; [vec (Py)]'s pode-se concluir que:

( dri,1 4ri2 -+ Y9rp )®ptiasi [vec (pG’)]/

é a i-ésima linha da matriz Py @ vec (Pg) [vec (Pg)]’. Similarmente, para a mesma contagem,
é facil observar que a matriz Py @ vec (Pg) [vec (Pg)]’ tem como i-ésima linha

(Prit Pri2 o Prip )@y [vec (pG’)]/
sendo

(Pril P2 - Prip )@ Py [vec (Pe)]
a i-ésima linha da matriz Py ® vec (P ) [vec (Pg)]'. Logo, sei=1,...,p> é dado como acima,
entao,

Q = Pg@vec(Pg)vec(Pg)) + Po @vec (Pgr) [vec (P)] +
+ Pg ®@vec(Pg)[vec(Pg )]'
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tem, como i-ésima linha:

+
_|_

Entdo, pode-se verificar que a matriz HQ tem a i-ésima linha dada pela expressao:

+ + + + + + +

_|_

(gt Gn2 - Grp )@ pis vec(Pr)]
( Pril Pri2 - Prip ) Q gy s; [vec (PG’)],
( Prt Pri2 - Prip ) ®@prs [vec (PG’)]/-

(Gt @np - dnp )@ Prs; vec(Pe)]
(Prid Priz - Prp ) @qus vec(Pg)]
(Prt Pr2 - Prp ) ®pis vec(Pe)]
(Gsi1 G2 - Gsip )@ Pry vee (Por))
( Psit Psi2 -+ Psip )®qri,ti[vec(_Gl)]/
( Psit Psiz -+ Psip )®pri,ti[vec(PG’)]/
(Gn1 @2 - dip ) ©Psyr [vee (Por))
(Put Puz - Pup ) ®ds.r [vec(Por)]
(Pti,l b2 - DPup )®Ps,-,r,-[V€C(PG/)]/

e, para cada j fixado, os elementos da sua j-ésima coluna sdao dados por:

0)
ij

QrirPtisiPty,sj + PrirQtisiPty,sj + PririPhisidty,s; +
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b GsiriPritiPrjs; + PsiorQridiPrj,s; + Psiori Priity,s; +

+ Qt,»7r_,-ps,~,r,~pt_,~,s_,' +pt,-,r_,~61s,-,r,-pt_,-7s_]- +pt,~7rjps,~,r,'%j,s,~7
comi=1,...,p>. Observe que hg;)) é definido de modo que j = (r; — 1)p*+ (s; — 1)p +1;.
Agora, defina hl(Jl) = hg.)) para j=(s;— 1)p?>+(t;— 1)p—+rje hl(Jz) = hg.))

(rj—1)p+sj;istoé

(1) _
+
+
(&
(2) _
+
+

CIr,',sJ-pti,s,‘perj +pri7squsiprj,fj +pria5jpli7siqrj:tj +
QS,-7sjpr,-7t,-prj7tj +ps,~,sj'qh,t,'prj7tj +ps,-7s]~pr,',t,'er7tj +
Qt;,5PsiriPrit; + PtisQsiriPrity + Ptis;Psiridrt;

C]r[,tjpt,-,sipsj,rj +Pr[,tjCIt;,sist,rj +Pri,tjpt;,s;CIsj,rj +
qsi7tjpri7tip5j7rj +Ps,»7tjCIri,tipsj7rj +psi7tjpri,tiQSj,rj +
Q11 PsiriPsjr + PtitjQsiriPsjr + Prit;Psiris;rj-

para j = (tj—1)p* +

Comisso, paracada j=1,..., p3 fixado, fazendoi=1,..., p3, conclui-se que o i-ésimo
elemento da j-ésima coluna da matriz T21 = HQH ¢ dada por:

0 () ()
hij=h +h) + .

(1.48)
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Neste caso, fixando i = 1,...,p> e fazendo j = 1,...,p>, tem-se que h;j € o j-€simo
elemento da i-ésima linha de Tzl.

Mais uma vez, como feito antes, considerando que i = 1,..., pz, a i-ésima linha da
matriz K, (Pg ® Pg/) tem a expressao:

( pth] pti72 e ptiap )®( psi71 psi72 e pshl’ )’

emquei=(s;—1)p+ties;t;=1,....p. Logo,sei=1,...,p> é dado por i = (r; — 1)p* +
(si — 1_)p +ti com 1y, 55, 1; = I,... , p entdo, cad_a uma das matrizes T31 =Py @K,y (Pe @ Py),
T =P @Ky (Po @ Pgr) e T4 = P @ K, (Por @ Py) tem respectiva i-ésima linha dada por:

( dri, 1 49r2 -+ drp ) & ( Pul Py2 .-+ Php ) ® ( Psi,1 Ps;i2 --- Dsip )’
( p}’i,l pri72 te privp )®< qtivl qtiaz qtivp )®( psivl pSi,2 st psi7p )7
( pri71 privz Ut p"hp )®( ptial ptivz pti:l’ )®( qsiul qSi,z Tt qshp ) (1'49)

Além disso, considerando as matrizes
T =K,y (Po @Pg) @ Py, T =K,p(Py @Ps) 2Py e Ty =K, (Po@Py)® Py,

observa-se que, suas i-ésimas linhas sdo, respectivamente:

(@51 gsi2 - Gsip )R(Prt Prz o Prp )O(Put Pi2 - Pip )
( pSi,] pSi,Z e psiap )®( qri7] qri72 ttt qrhp )®( pli-,l pti72 cet ptivp )
( psi,l Psi,2 ps,-,p )®( Pr,-,l pri,z pr,-,p )®( Qt,-,l qli,2 qli,p )7 (150)

em que i segue a mesma contagem de antes. Uma vez que a multiplicagéo de K, 2, a esquerda

de uma matriz, produz uma comutagdo em suas linhas, se 7 = T31 + T41 + T4 entio K ppzT tem,
como i-ésima linha

(st 4si2 - Gsip ) Prl Pri2 - Prip )®( Pyt Pu2 oo Pup )+
+ (Pt Psiz - Psip )O( Gt Grn2 oo @rp )@ Py1 Pr2 oo Prp )t
+ (psig Psi2 oo Psip )OQ( Prit Pr2 oo Prip )®( @1 qu2 - Gup )

Agora, acontecendo o mesmo com a multiplicacdo de K2, a direita, tem-se que:

(g1 an2 - Gip )O(Psa Ps2 oo Psip )@ Pra Prip o Prip )+
+ ( plial pti72 te ptivp )®< qSi,l qsi>2 ttt qshp )®( pri71 pri>2 cte prhp )+
+ (Pu1 Po2 - Pup )O( Psiy Psiz - Psip )O(Grl Gr2 - Grp )-
(1.51)

¢ a expressao da i-ésima linha da matriz T91 =K pp? TK P2p- Com isso, sendo:

B] — Tll +T21 +T31 +T4l +T51 +T61 +T7l +T81 +T91,
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de modo que, se B; = (b(l)

(1)
b;;

+ o+ o+ o+

ij )p3Xp3 entdo, das expressoes (1.47) a (1.51),
Qri,rjpsi,Sjpti,tj + QSi,rjpti,Sjpri,lj + CIz,-.,rjpri,Sjps,-,zj + Qri,sjpsi,tjpti,rj +
(Is,-,sjpz,-,tjpr,-,rj + (]t[,sjpri,tjps[,rj + Qr,-,tjps,-,rjpt,-,sj + QSi,tjpt,-,rjpri,sj +
Qt,',tjpr,-.,rjpsi,s]' + Qri,r.jpthsiptj,sj' ‘|‘Pr,~,rj%i,siptj,s.,~ +pri,r_,'pti7s,'Qt_,'7Sj +
QSi,rjPri,tiptj,Sj ‘f’psi,rj(Iri,tiptj,Sj +psi,rjpri,tiCItj,sj- + C]ti,rjps,-,riptj,Sj +
pti,erSi,r[ptj,sj + pt,-,rjps,-,r,-(bj,sj + Qr,-,sjpt,-,s,-prj,tj +pr,-,sj%,-,siprj,tj +
pri,s_/Pti,siQr‘j,t‘j + QSi,Sjpr,',t,‘prj,tj +Ps,~,s]~qn,t,~l7rj,t‘,~ ‘l‘psi,si,‘pri,tiqk,‘,t}- +
4t;,s;Psi,riPrjt; +pti,SjCIsi,riprj,tj +pfi7sjp5i7riqrj,lj + qritjPti,siPsj.rj +
pr,-JjC]z,-,s,-st,rj + pr,-,tjpt,-,s,-CIsj,rj + %,-,tjpr,-,t,-psj,rj +pSi,quri,l‘iijJj +
psi,tjpri,tﬂs,-,rj + Clti,tjpsi,riPSj,rj —’_pt,‘,tqu,‘,r,‘psj‘.,l‘j +pt,-,tjps,~,r,~QSj,r_,- +
(]ri,rjpz,-,s,ps,-,tj +pr,-,erIi,sjpsi,tj +pri,rjpti,stIs,-,tj + C]s[,rjpri,sjpt[,tj +
psi7rj4ri,3jpti,tj + psi,rjpri,sj‘qli,lj + %,-,rjps,-,sjpr,-,tj +pti,erIsi,sjpri,tj +
pti,r.,-ps,‘,sjqn,tj-
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(1.52)

Fazendo uso do procedimento de célculo acima, encontram-se expressoes para linhas e
colunas das matrizes, definidas por:

Com isso,

H(Pg ® Py @ FPg)H,
H [PG/ ®vec (Pg) [vec (Pg)] + Py @ vec (Pg) [vec (Pg)] +
Pg @vec (Pg ) [vec (Pgr )]/] H,

pG’®Kpp (PG’®PG’)>
Po @ Kpp (P @ Pgr),
Po ®Kpp (Pe @ Pgr),
Kpp (pG’®PG’>®PG’7
Kpp (Pe ® Pgr) ® P,
Kpp (Po ® Pgr) ® Py,
K, (I3 + T} + 1)K 2,
H (P ®@Pg @ Pg),

H [Pc;/ ®vec (Pg) [vec (PG/)H H,

Po @ Kpp (Pe @ Per) + Kpp (Por © Por) @ Por
K, 23K,

recordando das equacdes em (1.14) que B, = 2,9”:1 T,% eB; = 231:1 T,i entao,
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se By = (b@)

(2)
b;;

e, se By = (b(3)

Assim, observando que os coeficientes associados a matriz J sdo definidos por:

ij )p3Xp

+ 4+ + + A+t

ij )p3Xp

3, tem-se:

pri,erS,‘,quti,t.,' + Psi,erIt,-,SjC]ri,tj ‘|‘Pt,~,erIr,~,s‘,~Qs,~,t.,- + pri,s.,-QS,-,thti,rj +
ps[,sj(]t,-,tjqn,rj +Pt,',stIr,-.,tjCIsi,rj +pr;,tj(Isi,erIt,',sj +Ps[,tjCIt,<,rj(]ri,sj +
pz,-,thri,erSi,sj +pr,-7rj%,-7s,-cbj,sj + Qr,-,rjpt,-,s,-%j7sj + CIr,-,rJ-Qti,s,-ptj7sj +
Psi,erIri,tiCItj,sj + Qsi,rjpr,-,t,-CItj,Sj + QSi,rjqri,t,‘ptj,Sj +pt,',erS,'.,riqtj,Sj +
QI,-,rjps,-,r,-%j,sj + (It,-,erSi,riptj,sj + pr;,sj(Iti,sier,tj + (Ir,-,sjpz,-,s,-(]rj,tj +
Qr,-75j%,-7siprj7tj ‘Jl‘ps,-7szr,-7t,-er7t_,- + %,-,s,-pri,tﬂrj?tj + QSi,szr,-7t,-Prj7tj +
Pti,Ssti,rier,tj + Qti,sjps,-,rﬂrj,tj + qli7SjQSi,riprj,lj ‘f’Pri,tjCIzi,s,-Qsj,rj +
Qr;,tjpt,-,s,-CIsj,rj + Qr,-,tjCIti,sipsj,rj +ps,‘,qur,',l‘l'qu‘,rj + CIs,-,tjpr,-,t,-QSj,rj +
QS,'quri,tiij,rj +pt,'7tqui,riq5j,rj + ql‘,'.,ljps,;riqu',rj + Qt,-7tj%,~7r,~psj7rj +
pri,ert,‘,s]'(Isi,tj + qri,rjpli,SjQS,‘,lj + Clri,erIti,Sszi,tj ‘f'Psi,erIri,SjCIti,tj +
QSi,rjpr,-,stIti,tj + QS,-,erIri,sjpti,tj +pti,erIs,-,szri,tj + (f]t,-,rjps,-,sj(]r[,tj +
%,-,erIsi,Sjprht_,-

3, tem-se:

3 _
bii’ = rirsis;Qi; & Dsior Qs Dri; + Qi Qres iy

+ (qmrthi,si + qsurjqri,ti + qti,rqui,ri)qtj,sj +
+ (qrhsthh&' + Gsi,sjqristi + qtiasquhri)qrjutj +
+ (qrutthi,sz‘ T Gsit;9r qti,tquz',ri)%j,rj +
T Qs i sit) T DsirjDriys i Qe T Qe jsis ;i

b, = [vec(J)] B [vec(J)]

para c = 1,2, 3, com o exposto acima e a equacao (1.22), pode-se concluir que:

P p’
be=Y Y GLib,

i=li=1
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(1.53)

(1.54)

(1.55)

sendo, em cada um dos casos, i = (r;— 1)p*+ (si— )p+tie j= (rj— )p>+ (s; — 1)p+1t;
com r;, rj,8i,Sj,ti,tj = I,...,p.

Observe-se, agora, ao cdlculo para a obtencdo dos coeficientes a. = tr(A.), para ¢ =
0,1,2, em termos dos elementos encontrados na decomposi¢ao em valores singulares da matriz
A, sendo para cada ¢, A, dado por uma das equacdes em (1.15). Para isto, consideram-se as

matrizes:

(I+Kpp) (Por ® Per) +vec (Pgr) [vec (Pgr)]

(I+Kpp) (P ® Por + Py @ Py) + vec (P [vec (Pgy))'] +
( ) /

( )

I+K,,)vec(Pg)vec(Ps)] ,
I[+K,)) (Pe ® Pg) +vec(Pg) [vec (PG/)]/;

(1.56)
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todas de ordem p? x p?. No que segue, considerar-se-do, a menos que se diga o contrario,
i,j=1,...,p>comi=(s;—)p+tie j= (sj—1)p+t;, sendo s;,s;,4;,t; =1,...,p. Logo,
da mesma forma que foi feito para obter os coeficientes associados a matriz J, dados pelas
equagdes (1.55), pode-se verificar que a j-ésima coluna de vec (Pg) [vec (Pg)]', é dada por
Pij.s;vec (Pgr). Além disso, a matriz (14 K),,) (Pe @ Pgr) tem, como j-ésima coluna:

pl,Sj pl,tj pl,lj pl,sj
Pofg| Pl P e P
Pp.s; Pp.; Ppy; Pp,s;
o que implica dizer-se que a j-ésima coluna de M, é dada por:
pl,Sj pl,tj pl.,lj pl,sj
P2s; P2t P2t P2s; _
Slel T T e T |+ prysgvec(Pg) . (1.57)
Pp.s; Pp.; Ppy; Pp,s;

E, ainda, as expressdes que representam as j-€simas colunas das matrizes M| e de M,
sdo, respectivamente,

pl,Sj ql,tj QI,lj pl,Sj
Pz.,s]- ® Q%,tj + Q%,tj ® p2.,s]- +
Pp.s; Ap; dp.t; Pp.s;
QI,SJ' lej pl,lj ql,Sj
qz,Sj p27l‘j p2,zj C]Z,sj
+ . & . + ) & . +
qlmj pPJj pPJj qusj
+  qr.s,vec (Pg) + prjs;vec (Por) +qij s;vec (13(';,) + pi;.5;vec (P(/;,)
(1.58)
ql,Sj C]l,tj ql,lj ql,s‘j
q2.s; q2.t; q2.t; qQ2.s;
e T+ T e T | s vec(Pa). (1.59)

dp,s; dp.; dp; dp.s;

Com isso, para cada ¢ = 0, 1,2, tem-se que A. = LM,. Agora, sejao = 1,...,p> dado
poro=(ro—1l)p+(si—1)m+ticomr,=1,....,p,5;=1,...,net;=1,...,m. Entdo, sendo
a o-ésima linha da matriz L dada como na especifica¢do da expressao (1.43), a qual € denotada
por [, e, m{, a o-ésima coluna da matriz M_, conclui-se que:

2
14
ac=Y lom§ ¢=0,1,2. (1.60)
o=1
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1.4 Forma geral da expansiao de Edgeworth para a funcao de
distribuiciao da estatistica de Wald

Nesta secdo, parte da contribuicdo apresentada nesta tese € dada pela apresentacao
da expressdo geral do quantil corrigido, para a estatistica de Wald, na equacao (1.72). Além
disso, também sdo contribuicdes ao presente autor, os cdlculos das derivadas parciais de pri-
meira e segunda ordem dos elementos da matriz inversa que compde a estatistica de Wald,
sendo estes apresentados, respectivamente, nas Subsecdes 1.4.1 e 1.4.2. Supde-se, agora, que a
matriz de covariancias, X, na expressao (1.1), ndo € a identidade, mas conhecida. Nesta sec¢ao,
apresentou-se a expansao de Taylor, até O(t_1 ), para a estatistica de Wald, dada por (1.3), sendo
levada em consideracdo a transformacao normalizante § = »-l 2, com g = \/Zvec(A —A).

¥ ¢ a matriz de covariAncia assintética de g e £'/2 é a sua matriz raiz quadrada. Denotou-
se 21/2 = (6% com inversa £~!/? = (0;;), ambas de ordem p x p. Nesse caso, fazendo uso da
convencdo de somatério de Einstein a qual pode ser encontrada em Barndorff-Nielsen & Cox
(1990, pg. 136), observe-se que:

1, se i=]j 1, se r=s

0,07 = Y e olo,= .
" {0, se i 3 0, se r#s

Agora, se §; = gi( 3) ¢ a i-ésima funcdo componente da aplicacdo g em B, sua expansao
de Taylor, em torno de 3, é dada por

Vigi=gijd + %ﬁgi #q égi w@'qq + 0,17,
Entao,
Vigi = g0 o + zi\ﬁgirscrt@jqjcsu%kth
+ égim 0"'6.jq’ 0" 04 0" 0uq + 0y(17?)
de modo que, tomando as representacoes
2ij=8s0", &ijk =800 e Ziju= gm0 0% 0", (1.61)
tem-se que:
Vigi=gid + %ﬁgw W'q + égﬁ- @ 3G +0,(172). (1.62)
De maneira andloga, se se tomar a matriz ¥~! = = ( Af‘,GA) = ({'®), cuja ordem é
(n—k) x (n—k), entdo a expansdo de Taylor, para cada {'*, é dada por:

A 1 1 1 7
lllla—lllla Jr_\/_llllaqm tll/la qmqn O (t 3/2)’
a qual pOde Ser I€€SCllta comao:

Y=yt \/w,i?qm F o TT 0y 7) (1.63)
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em que
ia rm i ¥I ST

~ia ~ia X
Ym =V, O e Yy =V¥0 0,

observando que cjj = 0,q . Portanto, substituindo (1.62) e (1.63) em (1.3) e tomando:

u(g) = [vec (f)]/(q~®67®67)

e
v(q) =tr[L(Gq ®4q')),
tem-se que:
1 1
W= §EVG(GEC)TIGE 2+ Zul@)+ v(@) + Op( ).
Neste caso, o vetor vec (f) étalque,see = (j—1)p?>+(b—1)p+m,emqueb, j,m=
1,...,p, seu e-ésimo elemento € dado por:

GG+ Giim VG (1.64)

e,ses=(j—1)p+ber=(m—1)p+n,o (s,t)-ésimo elemento da matriz L tem expressio

| o in 1_ - 1._ .
Egijl//yly?ngab +gijmll/;l1agab + Zgijmlllmgabn + ggijmnll/lagaby (165)

de modo que vec (f) é um vetor de ordem p> x 1 e L é uma matriz de ordem p*x p.
Seguindo com esse procedimento de cdlculo, visando a obter uma expansao de Ed-
geworth até a ordem O(t~') para a fungio da distribuicio nula de W, Phillips & Park (1988)

conclui-se que, se F(w) é tal funcdo, sendo f, e F, as respectivas fungdes de densidade e de
distribui¢do da distribuicao )(rz, esta tem a seguinte forma:

F(w)=F(w)+1""! 23: cjFri2j(w) —t! i WjJijr(W) +o(t™1), (1.66)
Jj=0 j=0
sendo que
Yor = <5~1,
Yir = %,
Var = r(rdf— 2)’
Yir = # (1.67)
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comr=n—ke

. b

(P] - 60—11,

_— by by

0 = e+ YRR

_— by by

03 = e R

. b

o = ea+f, (1.68)

com

ej = aj+d;, j=0,1,2,3,

_ tr(A;) +1r(FiD;), se j=0,1,2
0, se j=3 ’

[;j = [vec(f)]lgjvec(]j, j=1,2,3,

dj = [V€C<f>]/§jf3, i=0,1,2,3,

co = fo+tr(FaPs)+1tr(F4Dy) +tr(FsBy),

c1 = tr(FBPg)+tr(FyDy) + tr(FsB)),

ey = tr(FaDy) +tr(FsBs),

c3 = tr(FsB3), (1.69)

em que o vetor fo e as matrizes F,, Fy e Fg sdo obtidas a partir da expansdo de Edgeworth da
densidade de §. Além disso, considerando, agora, que

P; =G(GG) 'G=x'*G (Gz¢) ' 6E'2, (1.70)
as matrizes KC, parac=0,1,2,e §C, para ¢ =0,1,2,3, ttm as mesmas formas que as matrizes
A e B, definidas pelas equagdes (1.14) e (1.15), sendo usadas as matrizes Pg, e L em lugar de
Py e L. E, ainda:

Dy = (I+Kp)(Py® >+vec(P~>[vec(PG/>]’,
D, = (I+K o) (P @ Py + Py @ Psy) +
el e e () )]
Dy = (I+Kp)(P5®Ps)+vec(Pg) [vec(Pé,)}/. (1.71)

Pelo exposto acima, pode-se verificar que, se f, e F, representam, respectivamente, as
funcgdes de densidade e de distribui¢do de uma qui-quadrado com r graus de liberdade, apds o
uso das férmulas de recorréncia

Fria() = F(w) — 22 f,(w)
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Fraa(w) = = fr(w),

as quais podem ser vistas em Cordeiro(1999, pg. 139), a expansao de Edgeworth da distribui¢do
da estatistica de teste, W, sob a hipétese nula, pode ser escrita da forma

F(w)=F(w)—17'C(w)f, IZC] (),

em que
3 . 3 .
Clw) = Z v w + ZCiw’
j=0 i=1

3
= Yor+ ), (v, +Cjw’
j=1

sendo que, para cadai = 1,2, 3, tem-se que

3
Ci=2E[(x7)]" Z,.Cj
El(x?)] = 2iw~

Para o caso sob andlise nesta tese, sob a hipétese nula de que o verdadeiro posto da
matriz A € k, considerar-se que r = n — k. Agora, como se pode observar em Barndorff-Nielsen
& Cox (1990, pg. 117) e Cordeiro (1999, pg. 67), entre outros, as expansdes de Cornish-
Fisher permitem obter, a partir da expansdo de Edgeworth da fun¢do de distribui¢do de W, uma
aproximacao de seu quantil pelo quantil da distribuicao xrz Desta forma, se wy € o quantil da
X2, ao nivel o, e w, é o quantil de F(w), ao mesmo nivel, pode-se notar que:

F(wy) = F(wy) — _IC(wafrwa IZCJ (wy) +olt 1):Oc,

a qual pode ser reescrita da forma:

F(wy) =F(w <1+t i ) tlewh) fr(wh) +o(t™!) = a.
=0
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Agora, por expansdo de Taylor em torno de wj,, tem-se que:

-1 wt —1 wt
Fr(wz M)ﬂxw’a) _CM8) ) 4ol ).

- “1y3 .. B —-1y3 ..
L+ )06 L+ Y 0¢)

Entio, até a ordem o(t '),

T I e ) T e
j=0€j j=0€i

e, tomando,
B o
" e
segue-se que, a esse nivel,
Fr(wy) =7.
Entio, até a ordem o(t 1),
. 1T'Cwy)

Portanto, como C(w) é uma fun¢@o analitica, o uso da expansdo de Taylor nos permite
escrever

C(wy) =C(wa)+0(t"),

de modo que, até a ordem O(t '), o quantil corrigido da distribui¢io F (w) é dado por

t71C(wg)

S N 2 (1.72)

*
WO(_WY

1.4.1 Coeficiente do termo de ordem O(t_l/ 2) na expansio de Taylor da estatistica de
teste

Por simplicidade de notacao, suponha-se que A € a estimativa da verdadeira matriz
Ap, Ag desconhecida. Nesta secdo far-se-a4 uso das expressdoes em (1.61) e (1.64) para obter

equagdes que possam representar os elementos do vetor vec (f) em termos dos autoelementos

da matriz A’A, a qual, supde-se que seja de posto completo com probabilidade um, verificando
que, neste caso, A ¢ uma matriz de ordem m X n com posto coluna completo com probabilidade
um.

Observe que, substituindo (1.61) em (1.64), obtem-se que, se Z:fe representa o e-€simo

elemento de vec (f) , entao

ge _ gircrj lllsia Gsmgat Glb + girsGrj oM wiagal th7 (1 73)
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sendo e = p?(j— 1)+ p(b—1)+m, com b, j,m = 1,...,p. Agora, da defini¢io da aplicacio
g, como g; = At ; é obtido a partir do (k + i)-ésimo autovalor da matriz simétrica A’A, isto é,
Aivi = y,:ﬁ, segue, das equacdes (1.4) e (1.5) que, paracadar,s=1,...,pei=1,...,n—k,

g _
8ir = 8[31 A’k#—li(v;c—i-i@v;c—i-iA/)er = (v;c—i-i@u;c—i-i)er
r
Entao, )
d“gi dgi d ,_
8irs = Bﬁralﬁs - 3[31: B dBs [ k+z(vk+l®vk+1A/)} er
€

S a3gi _ dgirs _ J J ALy roA
S = oB.aBaB 9B of o (wltkn @] per
observe-se que e, € o r-ésimo vetor candnico de R”. A partir disto, pode ser notado que os
elementos g;,, girs € girst SA0, respectivamente, o r-ésimo elemento da i-ésima linha das matrizes
G, em (1.7), G(5), em (1.21) e Gy, em (1.41). Portanto, suas expressoes sdo determinadas,
respectivamente, por

6= (s @ e (1.74)
8irs = kaz/z(vk+z ® Vk+zA )es(";cﬂ‘ ® v§(+iA’)e, +
t YO @i A Ve @O Ve @ v kit Jer. (175)
e
Girst: = 3Yiss 5/2 (Vieri @ Vi A e (Vi @ Vi A es (Vi @ v A er —

3/2 A’
B ’yk+l/ |:19tk+t ® vk—HA/ + Vk—i-l ® Vk—i—z (aﬁ ) + vk—i—z ® ﬁtk—HA/} s (vk—i-z ® vk+1A )e -

3/2 aA/
?’k+z/ (Vi @ Vi A e |:19t;c+i VA + Vi ® Vi (9/3 ) Vi ® ﬁtkﬂAl} er+

3/2 JA
B yk+z/ (Vk—i—z ® Vk—i—z )el |:19Sk+z ® vk—HA/ + Vk—i—z ® vk—H (aﬁ ) + vk—H ® 19Sk+zA/:| er+

n

+ ’ykjrlz/z Z { Z {(Yk—ki - ’}/h)il {dk—i—i,r,tfr,h,s[(v;z ® v;c—i—iA/) +

h=1, r=1,
h;ék—ﬁ—l r#k+i

+ (V;<+i & th )] +dp [fk+i,h,s(vlr ® V;<+iAl + V;<+i ® ver/) +
F firirns (5, @V A+ Ve @A |

+  (ditirsAiring + ditirgirins) (V. ©v,A") } +

+  (EnpSirins +8hs) (Vi Vi A + Vi @v,AT) +

+ diting Vs pri(Vh @ 0) +vs n (Vg © o) }er- (1.76)
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No que segue, a menos que seja dito o contrdrio, suponha-se que a matriz de covari-
ancias X seja conhecida. O caso em que essa matriz é desconhecida pode ser generalizado,
facilmente, com o uso de calculos diferenciais ainda mais extensos, no entanto, este niao é o
nosso objetivo nesta tese.

Agora, consider-se a matriz ¥~! = (GXG )~ = (y), a qual tem ordem r x r, com
r = n— k. Note-se que, apds sucessivas aplicacdes da regra da cadeia, obtém-se que

dvec (¥1) ~ Jvec (P vec(¥) dvec (6)
B B a[vec(‘{’)]’ 9 [vec <6>}/ B (1.77)

levando em consideracdo que G = GX!/2. Assim, como pode ser visto em Magnus & Neudec-
ker (1999, pp. 182 ¢ 184),

8vec(‘1’_1)_ g1 gy
dec@)] — 0 T

w =2N,(G®1,)
d [vec (Gﬂ

avzcﬁ<é> _ 8ve08<[(:21/2) — (22 @ 1,)vec (Gimy)

sendo G,y = dG/d By € tal que sua i-€ésima linha tem expressdo dada por (1.21), ou seja,

~3/2
?’k+i/ (Vi i @ Vi Jem (Vieys @ VieiA') +

9B

a qual, a partir da defini¢do de 9", ;, dada em (1.20), pode ser reescrita como:

12 0A’
+ 7k+i/ <19m;c+i DV A Vi @ O AV @V )

—3/2 / / /
— Yi+i Vi det ittty ki (Vi @ Vi iA') +

n
—1/2 / / / / / /
+ Ve Y crinmPirih @ uiy) + (Vi @ )1+ Vi @ v, k4i, s
h=1,
htkLi
sendo que m = 1,...,p é dado por m = (s,, — 1)m+t,, com s, =1,....net, =1,...,m.

Agora, note que vec (G(m)) € um vetor de ordem rp X 1 de modo que seu u-ésimo elemento é
dado pela expressao:

32
gu(m) = _Yk+i Vsm,k+iut,n,k+ivru,k—o—iusu,k—o—i+
12 %
+ yk+i Z ck+tu7h7m (A’k+1L¢vruahuSu7k+tu + 2’hvrkaFl‘uusmh) +
h=1,
h#k+t,

—1/2
+ Yk+i/ vru7k+tuvsm7k+t14 Ssuytm (178)
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sendo que u = (r, — l)mr+ (s,)r+t,,comt, =1,....r,s,=1,.... mer,=1,...,n. E, ainda,
recorde-se de (1.7) que a matriz G tem ordem r X p e sua i-ésima linha € representada por

—1/2, / /
Yeri (Viri @VipAY)-
Logo, sendo X = (w'/) pxp a matriz de covariancias, pode-se concluir que G = GX tem
ordem r X p, seu (ij)-ésimo elemento sendo
P .
~ r
8ij = Z Vs, k+illt, k+iW ]7
r=1
com r = (s, — 1)m+1,, sendo que s, = 1,...,net, = 1,...,m. Portanto, a matriz 2N,(G® I,

tem ordem r% x rp e é tal que sua j-ésima coluna é representada por

61,1/{1' gl’lj gl,lj 51714]-
52.71,{]' ® g?:,lj + 82‘,1‘]- ® 52.,141' :
6r,uj gr,tj ngj 5r7uj

emque j=(tj—1)r4+ujcomu;=1,...,ret;=1,...,p.
Agora, como p-l— (y'*),x,, tem-se que Y1 @ ¥-1 ¢ yma matriz de ordem r
cuja i-ésima linha é dada por

iyl i,2 i fi,1 1,2 i,
(v SR A =Y (O A AR A
parai= (s;— 1)r+t; coms;,t; = 1,...,r. Com isso, pode-se observar que a matriz

(PP ) oNr(Gel,)

2><r2,

tem ordem 2 x rp com (ij)-ésimo elemento
r2
le = Z ll/shsk iJk(SSk,Mjgtkvtj + gSk,[j 6tk7uj)7 (1.79)
k=1
em que k = (s, — 1)r+1; para st = 1,...,r. Com isso, a partir de (1.77) obtém-se o vetor
dvec (P!
Juec(¥7) _ _ (P ' @¥ ") 2N (GR1)vec (G)) (1.80)
dBm =~
de modo que, de (1.78) e (1.79), pode-se concluir que seu /-ésimo elemento tem a expressao:
. p
v =— Y xijg;(m) (1.81)
j=1
com/=(a—1)r+iparaa,i=1,...,r.

A partir da expressao definida da equacao (1.63) e das equagdes (1.74) e (1.75), conclui-
se que o e-ésimo elemento do vetor vec (f), dado por (1.64), fica totalmente determinado como
fungdo dos autoelementos da matriz A.
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1.4.2 Coeficiente do termo de ordem O(t~') na expansio de Taylor da estatistica de
teste

Mais uma vez, ao se fazer uso da regra da cadeia, a partir de (1.80), pode-se escrever:

9?vec (P! oy! o !
G
— (\P71®\P71>2Nr a_ﬁn ®Ir vec(G(m))—
— (¥ 'ow Hon. (Gal ) vec(Gy) - (1.82)
= (mn)

Neste caso, pelo que foi feito um pouco antes, d0¥~!/df, = ‘P(’Is = (l//,’;"). Assim, a
matriz ‘P(_n]) QY1 -l ®‘P(_nl) tem, como i-ésima linha:

(Whl ni72 %il)@)(‘l/ﬁ,l 1//“’72 l[/ti’r)—}-
+o (gl lei’r)@(\l/rli’l 2 v,

com i = (s; — 1)r+1; sendo que s;,¢; = 1,...,r. Portanto, se se considerar:
(P ¥ 9 @ W) NG = (3if) 2.

entdo, com um procedimento andlogo aquele, usado para obter (1.79), pode-se escrever:

rp

yij = Z (l’,;i,Sk ylilk 4 gk ])U;lblk) (Osyu; 8ty T &sict; Ot ) (1.83)

k=1
sendo i = (S,'—l)l”-I—ti,j: (tj—l)r-l—ujek: (Sk—l)l”-l-tk, com §;,t;,Uj = 1,...,retj,sk:

1,...,p. Logo, o primeiro termo de (1.82) é um vetor de ordem 2 x 1, sendo que o /-ésimo
elemento tem expressao

rp
— Y vijgi(m). (1.84)
j=1

Para obter uma expressdo para a matriz no segundo termo de (1.82), deve-se recordar
que G(,,) tem i-ésima linha dada por:

—3/2 / / /
— Yied Vsuktitty ket i(Vipi @ Vi A +

n
—1/2 / / / / / /
+ Vi Z Chotishn [ M+ i (Vi @ gy 1) + Ay (Viey; @ un)'] + Vi @ v, ki, 2
h=1,
htk+i
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emquen=1,...,pédadoporn=(s,— 1)m+t,,coms,=1,....net,=1,...,m. Assim, se
fij denota o (i, j)-ésimo elemento de G,), tem-se que

1
fij = ~YietiVsnik+illty k+iVs j t-illej k+i T
- 1
Y Chrinn (Vs ntte ki A Vs eyithe ) F Vs keriVs, ki,
h=1,
htk+i

A partir disto, como se tem suposto que a matriz X € conhecida, tem-se que, se G =
(n)

G(n)z = (fij)r><p, entao: )
fij = Zfiswsj
s=1

e, como feito antes, a matriz 2Nr((j ®1,) tem como j-ésima coluna

(n)

31,Mj f:l,lj fl,tj 31,Mj
62,uj f2,lj f2,tj 62,'41'

: & : + : ® : )
5r,uj fr,tj fr,tj 51‘,141'

sendoque j= (t;j—1)r+ujcomu;=1,...,ret;=1,...,p. Logo, se (‘P*1 ®‘P’1)2Nr(g ®
(n)
Iy) = (2ij) 2y p» €NLAO:

Sk 1,
dij = Z w ”k 69kv”1flkatj +f9k:t15[k7”1>

em que k = (s — 1)r—+1, comsg,t, = 1,...,re, o segundo termo de (1.82) é um vetor de ordem
? x 1, cujo I-ésimo elemento tem a forma

rp
— Y zjg(m). (1.85)
j=1

Agora, para o ultimo termo de (1.82), recorde-se que a i-ésima linha da matriz G,
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tem a expressao:

5/2
3%si / (Ve Vi AN en (Vi @ Vi AN em (Vi @ vy AT —

3/2 dA’ n
- yk+1/ |:19tk+z ® vk+zA/ + vk+l ® Vk+l (aB ) + Vk+z ® Y k+1A/:| €m (Vk+l ® vk+zA/>
n

3 0A’
Yk+l/ (Vk+z ®vk+1A Yem [ﬁ"iﬂ ®V;<+iAI _|_v;€+l~ ®V;<+i (8[3 > +Vk+l ® ﬁ"kHA/} n
n

3/2 A’

- yk+z/ (Vi @VvigA en {ﬁmkﬂ Vi A Vi OV (W) + Vi ® O A ] +
m
—1 2
’ / Z { Z { Hei = {dk“vﬂ"fﬂhm[(";z Vi A) +
h#k—o—l r#k—i—l

+ (Vi VA + dipnl freripm (Ve @ Vi A + v @ VIAT) +
+ Sirirm(Vh @ Vi A+ Vi @A) } +

(dk+i,r,mdk+i,h,n + dk+i,r,ndk+i,h,m) (V; ® V;lA,) } +

+  (&nnfiripm+ 8hm) (v @V A+ @VA) +
+ digipm Vs ot i (V@ 0 )+ v, n(Vip ® 04 )] +

+ diyipn Vs ki (V@ 04 )+ v w (Vi @0y )] } :

Portanto, se u = (s, —1)(n—k) +t, parat, =1,....n—kes,=1,...,p, sendo o u-
ésimo elemento do vetor vec ( G(mn)) representado por f,(m,n), entdo este tem expresséo obtida
a partir do produto da #,-ésima linha de G, pelo s,-ésimo vetor can6nico de R”. Com isso,
conclui-se, a partir da equacdo (1.79), que, se [ = 1,...,7%, o [-ésimo elemento do vetor no
terceiro termo de (1.82) tem a expressao:

rp
— Y Xufulm,n). (1.86)
u=1
Desta forma, substituindo (1.84), (1.85) e (1.86) em (1.82), conclui-se que ‘P(:nln) =
(yid ), é tal que
. rp
Yo =— Y, [1j+21)8(m) +x; f(m,n)], (1.87)
j=1
de modoque!=(a—1)r+icoma,i=1,...,r, observando que r = n — k.

1.4.3 Forma geral dos coeficientes do quantil corrigido para o teste do posto

As formas das matrizes B, com ¢ = 0,1,2,3, que sdo usadas para a determinagao do
quantil corrigido, dadas nas equacdes (1.69), sdo idénticas aquelas dadas por (1.14), diferindo
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apenas com Py, no lugar de Per. Nesta secdo fizeram-se as devidas modificagdes e obtiveram-
se, de forma um pouco mais simplificada, as expressdes dos coeficientes, b., relacionados a
matriz J, definida de forma tal que os elementos do vetor vec <Jv sdo dados pela expressao
(1.64).

Assim, sendo b, = [vec <f) } /gcvec (f), observe-se como se apresentam as colunas da

matriz Ec, paracadac=0,1,2,3. Para isto, verificando que G = GX!/2 ¢ considerando a matriz

Pé, =1— Pz, aqual tem ordem p X p e i j-ésimo elemento representado por p;;, tem-se:

P5; =G (GG)™'G =x*G (G2G))'6x! /2.

Desta forma, seguindo o procedimento de cdlculo andlogo aquele usado para obter a

7(0)

equagdo (1.46), se considerar-se que By = (b, ; ) p3xp3» €Ntdo pode-se escrever:
E(O) o~ ~ - - ~ L~ o~ ~
ij - Pri,rjps;,sjpti,tj +Psi,rjpt;,sj-Pr[,tj +Pt[,rjpr;,sjpsi,tj +

+ (ﬁri,rjﬁfi,si +ﬁsiarjﬁri,ti +ﬁfi,rjp~si7ri)ﬁtj7sj +

+ (PrissjPrisi + Psis; Prosi + Pris;Dsiri) Pria; +

+ (ﬁrhtjﬁli»si +1§Si,ljﬁri,ti +p~ti7tjﬁ5i7ri)ﬁ5j7rj +

+  PriyriDuisiPsit; Y+ PsioriPrisiPrit; & PririPsis; Prit;s (1.88)
em que também ¢ considerado que i = (s; — 1)m+1t;e j= (s; —1)m+t;, coms;,s;=1,...,n
ettj=1,...,m.

Agora, fazendo Py, = (Gij) pxp» se se considerar que B, = (131(11)) 3, assim como foi

obtida a equagdo (1.52), pode-se concluir que:

p3xp

(1)~
bi]’ Qri,rjpsi,Sjpti,tj + C]s,‘,rjpti,s.,-pri,tj + Qt,-,rjpri,sjps,-,tj + Qri,s.,-psi,tjpt,',rj +

qsi,sj'ﬁl[,ljﬁri’rj + qr[,sjﬁr[,tjﬁs;,rj + Qr,-,tjﬁs,-,rjﬁt,-,sj + qsi,tjﬁti,rjﬁr[,sj +
cjti,tjﬁri,rjﬁsi,sj + qri,rjﬁt,-7s,-l5tj7sj +ﬁri7rthi,siﬁlj,sj +ﬁri7rjﬁti7siq~lj75j +
qn,rjﬁr,»,t,ﬁtj,sj +ﬁs,~,rjqn,tiﬁtj,s]~ —’_ﬁsi,rjﬁri,tiqtj.,sj‘ + ’qwt,',rjﬁs,‘,riﬁtj,sj‘ +
ﬁti,erS;,r;ﬁtj,sj +I5t,-,rjp~s,-,r,-(7;j,sj + c}r,.,sjﬁtl.,siﬁwj +p~ri-,sj‘qti,sil§rj,tj +
erhsjﬁti,siQrﬁtj + qs,‘,sJ'er,;tiﬁrj,tj ‘I‘ﬁsi,s‘jqrhtiﬁrﬁzj +p~sivsjﬁriutiqrj7tj +
Qti,s]'ﬁsi,riﬁrj,tj +ﬁti,sj'qsi,riﬁrj,lj +ﬁli@jﬁ$ﬂi‘7rj,lj + qriJjﬁthSiﬁSj,Vj —|—
ﬁr,',tth-.,s,-ﬁsj,rj + ﬁri,tjﬁt,',s,'QSj,rj + qsia[jﬁri,tiﬁsprj +ﬁ5i7[jqrhfiﬁ5j7rj +
ﬁSiJjﬁriJiquJj + qti,tjﬁsl',riﬁs]',rj +l§t,~,tqui,r,~ﬁs]~,;ji +ﬁtiu’jﬁsi7riqu7rj +
qH,rjﬁti,Sjﬁsi,tj +ﬁri,rthi,sj-p~si,tj +[5ri,rj15ti,squ,-,zj + qsivrjﬁri75jp~fi7tj —+
ﬁsi7rj57ri,sjﬁti,tj + ﬁs,-,rjﬁr,',sth,tj + Cjz,-,rjﬁs,-,sjﬁrhzj +ﬁli7rquivsjﬁri7fj +
ﬁt,‘,r_,-ﬁsi,qun,tj- (189)

+ 4+ + 4+

E ainda, tomando B, = (l;g) ) Pxpd © B; = (l;gj) ) 3% p3» de maneira andloga ao que foi feito para
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encontrar as equacdes (1.53) e (1.54), chega-se as seguintes expressdes:

S0) L
o PriyriGsi,s;Qtit; + Psiorjdti,sidrity + PtiriArisisity + Pri,s;Qsit;Qeir;

ﬁsi,szti,tjqri,rj + ﬁti,sj(jr,-,tqu[,rj + ﬁri,tqui,rth[,Sj + ﬁsi,tj(iti,rth-,sj +
ﬁti,l‘jqri,rjq.ii,s_,' + f)rh}’qu‘i,siqt‘/’@j + Qr,-,rjﬁti,sﬁtj,sj + q~ri,r‘,ﬁt,-,s,~15t‘,~,s]~ +
ﬁsi,rjqri,tiqu,sj' + QSi,rjﬁri,liqq,Sj + qs,-,rjflri,tiﬁtj,sj- ‘f'ﬁt,»,rjfls,-,rﬁtj,s]- +
q~z,-,rjﬁs,-,r,-qtj,sj + Qti,rquhriﬁtj,sj +p~ri,sj~67t,-,siq~rj7tj + qri,sj'ﬁt,-,s,-qrj,tj +
Qri,s_iqti,siﬁr_,-,t_,- + ﬁsi,s_,-qn,tﬁrj,tj + Q’S,‘,S.jﬁri,t,‘qrj,tj + qsi,sjqn,tiﬁrj,tj +
ﬁ[i,s‘qui,riqrj,tj + qt,-,sj'ﬁs,-,r,-qmtj + 5[41,-.,qu‘vi,rip~rj,tj +ﬁ}’i,l‘qui,siqu’,rj +
qri,ljﬁl‘i,siqu‘,rj + qri,tqui,siﬁsj,rj +p~si,tj6r,-,t,-q~sj7rj + qs,-,tjﬁr,-,t,-qu,rj +
QSi,tjqri,tiﬁSj,r.,' +p~ti,tj65,-.,r,-q~s]~,rj + Qti,tjﬁsi,riQSj,r_i + qti,t‘qui,r,‘ﬁsj‘,rj +
ﬁr;,rj(jtl-,sjq~si,tj + qr,-,rjﬁt,-,sjgls;,tj + Qri,rjglt;,sjﬁsi,tj + ﬁsi,}’jqr,‘,sj‘qli,lj +
qSiJjﬁri,quthj + qs,-,rjqrhsjﬁzi,zj ‘I‘ﬁtherS,-,sth-,tj + q~ti,rj15s,-,sj-q~r,-,tj +
qn,l‘jq‘ﬁ,s]‘pﬁdri,tj (190)

+ 4+t

=(3) L. . A
bl’j CIri,ersi,s_,-%,-,tj + QS,‘,rthi,quri,tj + C[t,«,erri,stIsi,t_,- +

(qrurthwsz‘ + qsh"jq’"hti + Chu’quz‘,ri)qﬁﬂj +
(qmsthi,si + qsusjqri,ti + qtiasquiari)qrjatj +
(qu,-qurhsi +Gsi1;Grn+ qri7tjq~s,~7r,~)q~sj,rj +
qri,rqui,SjCYSi,lj + qshrjqrhsquhtj + Ellnrquz‘,s]‘qri,tj' (1.91)

+ + + +

Entdo, observando que os coeficientes associados a matriz J estdo definidos nas equa-
coes (1.69), para cada ¢ =0, 1,2, 3, pode-se escrever que

be = &b (1.92)

sendo i = (r,' — 1)p2 + (S,' - l)p—l—ti ej= (rj — 1)p2 + (Sj — 1)p+tj, com r;,rj,8i,Sjtitj =
1,...,p e os coeficientes 5,- sdo dados pela expressao em (1.73).

Por fim, fazendo-se uso do desenvolvimento apresentado para obtencdo dos termos a,
com ¢ =0, 1,2, dados pelas equacdes em (1.64), com o intuito de obter as respectivas expres-
soes, agora, para d., com ¢ = 0, 1,2, de acordo com as equcdes em (1.74). Aqui, as matrizes A,
com ¢ =0, 1,2, apresentam as mesmas formas que as matrizes A., em (1.15), com a diferenca
de que sdo usadas as matrizes P, e Pé/ ao invés de Py e Py, respectivamente.

Neste sentido, sendo ¢tr(A.) um dos dois termos que compdem o coeficiente d., para
c=0,1,2, pode-se concluir, da equacdo (1.60), que

2
p ~
dc=Y loms ¢=0,1,2, (1.93)
o=1
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de modo que se estd considerando que, paracadao=1,..., gz, [, é a 0-ésima linha de Z, obtida
da expressdo em (1.65) e, i1, € a 0-€sima coluna da matriz M., que tem forma dada por (1.56) e
€ definida de tal forma que, para cada ¢ = 0, 1,2 fixado, como apresentado nas equacdes (1.57),

(1.58) e (1.59), ﬁago), m&” e méz) tém, respectivamente, expressdes dadas por

ﬁl,Sj ﬁl,l‘j ﬁl,lj ﬁl,sj
D2.s; P2y P2 D2 _ _
Slel T T e T | 4 Bysgvec(Be), (194
ﬁp,Sj ﬁij ﬁp,fj pNPJj
ﬁLSj qu‘j ql7tj ﬁLSj
ﬁZ,Sj quj qZJj ﬁZ,Sj
. & . + . & . +
p~p.,s_,~ Q[),l‘j c?p,tj p~p.,s_,'
’qdl,Sj ﬁl,tj ﬁl,[j ql,sj'
425, P2y, P2y G2,
+ . & . + . X . +
5117751' ﬁPJj ﬁij qll,Sj
+  Gi,.5;vec (Pg) + Pry.s;vec (Por) + Gy, s, vec (P(';/) + Pr;.5;vec (P(';/)
(1.95)
e
QI,Sj QI,IJ' q1,lj ql,sj‘
Qs qo.t; 42.; G2,s; ~
olel| Tl T e T | 4 disvee (P). (1.96)

qp.,Sj 51p,tj Qp,tj Qp,sj'

Portanto, como A, = LM,, para cada ¢ = 0,1,2, seja o = 1,..., p?> dado por o = (r, — 1)p+
(si—l)m+ticomr,=1,....p,s,=1,...,net,=1,...,m. Entdo, tem-se a equacdo (1.93).



CAPITULO 2

Quantil aperfeicoado para o teste do posto da
matriz de parametros do modelo de equacoes
lineares simultaneas para distribuicoes de contorno
eliptico

Em muitas situacdes econométricas depara-se com o problema da estimacdo de para-
metros em modelos de regressdes lineares em que existe interdependéncia entre as varidveis
dependentes e varidveis explanatérias. Um exemplo cldssico disto € o modelo de oferta e de-
manda, no qual se pode observar que a relacao de causa e efeito deixa de ser, exclusivamente,
unidirecional das varidveis explanatdrias para as varidveis dependentes. Aqui, as varidveis ex-
planatdrias causam efeito sobre as varidveis dependentes que, por sua vez, podem causar efeito
sobre algumas das varidveis explanatorias. Esta é uma abordagem tradicional de como sur-
gem as equagdes lineares simultaneas, encontradas, na grande maioria, nos textos literdrios da
area como, por exemplo, em Amemiya (1985), Judge et al. (1988), Christ (1967) e Malinvaud
(1980).

Este capitulo tem por objetivo exibir um exemplo tedrico que permita fazer uso das cor-
recdes apresentadas no Capitulo 1, de modo que estimadores mais precisos do posto de uma
matriz desconhecida possam ser avaliados, numericamente, a partir do modelo de equagdes
lineares simultaneas. Para isto, o texto é dividido da seguinte forma: A Sec¢do 3.2 apresenta,
de maneira sucinta, o modelo de equacdes lineares simultaneas, bem como as condi¢des neces-
sdrias para que se possa obter o estimador de minimos quadrados ordindrios para a matriz dos
parametros desconhecidos do modelo em sua forma reduzida. A Se¢do 3.3 expressa, de modo
geral, a expansdo de Edgeworth da fun¢do densidade de uma transformacao de normalizagcdo
do vetor de erros do modelo. Esta expansdo € necessdria para a obtencdo das quantidades f,
F,, F, e Fg que aparecem em alguns dos coeficientes dados pelas expressoes (1.69), de forma
a definir o estimador corrigido. A Secdo 3.4 exibe o conceito e as principais propriedades das
distribui¢des de contorno eliptico, bem como as férmulas gerais do vetor de todos os cumulan-
tes de quarta ordem e dos polindmios tensoriais de Hermite para estas distribui¢des e, assim, as
duas seguintes se¢Oes apresentam, respectivamente, restricdes aos casos em que este vetor de
erros tem distribuicdo normal multivariada e distribuicao t-Student multivariada.

Neste capitulo, a contribui¢do desta tese de doutorado pode ser verificada, especifica-
mente, na Se¢do 2.3, observando-se a apresentacdo de uma formulacdo geral, em termos de
vetores, da expansio de Edgeworth da funcdo densidade do vetor de erros amostrais, na classe
das distribui¢des de contorno eliptico.

65
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2.1 Especificacao do modelo de equacoes simultaneas lineares

Para a apresentacdo do modelo, suponha-se que se tenha um conjunto de n equacdes
de regressao do tipo:

n m
Y vivii+ Y xiBij+ej=0, j=1,....n (2.1)
i=1 i=1

de modo que, paracadai=1,...,n fixado, o vetor de dimensdo ¢ X 1, y;, representa uma amos-
tra de ¢ observacdes, nomeando-se estas n amostras, de varidveis endégenas ou conjuntamente
dependentes. Além disso, para j = 1,...,n, 0s e; representam vetores aleatorios de erros in-
dependentes e identicamente distribuidos, ou seja, iid, obtidos a partir de cada equacdo, de
modo que sua dimensao seja 7 x 1. Desta forma, para cada i, j = 1,...,n, y; € e; sdo vetores
de R'. E ainda, para cada i = 1,...,m, x; é um vetor de R’ cujos elementos sdo chamados de
varidveis explanatérias, pré-determinadas ou exdgenas e, 0s ¥;;’s e os fB;;’s sdo os pardmetros
desconhecidos que devem ser estimados dos dados.

Uma suposi¢ado feita para o modelo, € que os erros sejam obtidos a partir de um pro-
cesso de geracdo de dados tal que tenham média O e sejam ndo relacionados para diferentes
observacdes. Em outras palavras, a correlagcdo ocorre apenas entre os erros das 7-ésimas obser-
vagdes das n equacdes distintas e, para uma dada equacdo, a variancia do erro € constante sobre

as observagdes. Logo, paratodoi,j=1,...,ners=1,...,t, deve-se ter que E[¢;] =0 ¢
P Oij, se r=s=s
Eleyies)] = { 0. s rts 2.2)
Deste modo, paracada i, j=1,...,n, tem-se:

E[e,-e/j] = G,‘jl,,

de modo que /; representa a matriz identidade de ordem ¢. Esta estrutura, imposta ao modelo,
étal que, se & = (€| ... ¢, ), entdo Elee'] = . ®I;, sendo que, no decorrer do texto,
supor-se-d que a matriz de covaridncias contemporanea, X, é conhecida! e ndo singular. Aqui,
0;,j representa o (i, j)-ésimo elemento da matriz de covariancias, X, de cada um dos vetores

definidos por

k /
e :(ekl e ... ekn) k=1,....1,

sendo ey 0 k-€simo elemento do vetor e;.
Escrito de forma matricial, o modelo dado pelas equagdes (2.1) tem forma compacta:

YT +XB+E =0, (2.3)

emqueY=(y y» - yw)eE=(e e -+ e, )sdodeordemt X n representando,
respectivamente, as matrizes das varidveis endégenas e dos erros aleatdrios,

X=(x1 x2 - Xp)

A generalizacdo para o caso desconhecido é simples desde que se usem derivadas em relagio aos elementos
do vetor de pardmetros 3
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tem ordem ¢ X m e representa a matriz das varidveis predeterminadas,
r=(r; I, --- Iy)

temordemn Xne
B=(By B, -+ B,)

tem ordem m X n, sendo estas duas ultimas as matrizes dos parametros desconhecidos. Nes-
tes dois dltimos casos, I'j = ( 71j %j -+ Y )V eBj=(PBij B2j -+ PBmj ), paracada
j=1,...,n. Aqui, o modelo de equagdes lineares simultaneas diz-se que estd em sua forma
estrutural.
Ao supor-se que a matriz I' é ndo singular, o modelo em (2.3) pode ser reescrito do
seguinte modo:
Y =XII+V 2.4)

de modo que essa equacdo € chamada de forma reduzida do modelo de equagdes lineares si-
multineas. A matriz

M=—-Br! (2.5)
tem ordem m X n com j-€sima coluna dada por 7; = (m i T ot Ty )/, e a matriz

V=—El! (2.6)
tem ordem € ¢ X n com j-ésima coluna representada por v; = (vij,v2j, -, V), para j =
1,...,n. I'e V s@o chamadas, respectivamente, de matriz dos parametros na forma reduzida e

matriz dos erros na forma reduzida.

Uma outra maneira de reescrever o modelo em (2.4) é, como pode ser visto em Judge
et al. (1988), como uma forma particular do modelo de equacdes de regressdes aparentemente
nao relacionadas, dada por:

y=LoX)n+v, 2.7)

de modo que y =vec(Y), T = vec(IT) e v =vec(V). Nesse caso, vec() é o operador de vetori-
zac¢do que empilha as colunas de uma matriz. Redefinido desta forma, o modelo em (2.7) € tal
que Ey] =0e E[w| =X =X, ®1, sendo X, = (0;;) a matriz de covaridncias das perturba¢des
cuja ordem € n X n e I; € a matriz identidade de ordem ¢. Portanto, pode-se observar que a ma-
triz de covariancias do vetor de erros, v, satisfaz uma estrutura de Kronecker e € tal que, como
pode ser visto em Judge et al. (1988), permite que possamos obter um estimador de minimos
quadrados para I, dado por

I=X'x)"'x', (2.8)

desde que a matriz X tenha posto coluna completo. Além disso, em Zellner (1962) tem-se a
garantia de que este é um estimador consistente para I1, a partir de algumas condicdes suaves
de regularidade.

Ratsimalahelo (2003a,b), baseado na teoria da perturbacdo matricial, propde um esti-
mador fortemente consistente para o posto de B a partir de um estimador fortemente consistente
da propria matriz B. Neste caso, de acordo com a particularidade do modelo em (2.5) adotado,
pode-se verificar que, sob condi¢des de normalidade assintética da matriz desvio - TI, isto ¢,

Vtvec (ﬁ — H) 4 N (0,X),
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entao, tem-se que
VIE Ve (ﬁ — H) = Nt (0,1t ), 9

com I,; representando a matriz identidade de ordem nt. Assim, pode-se notar que, para o
caso em que X € conhecida, uma vez que X, é ndo nula e positiva definida, também o € a

matriz X, Y 2; resultado este que pode ser encontrado em Magnus & Neudecker (1999). Logo,

considerando A =T1X,. Y 2, na ultima referéncia citada, pode ser verificado que um estudo sobre
o posto de IT € equivalente a um estudo sobre o posto de A e vice-versa. Aqui, tem-se que

A= ﬁZC_ 12 € um estimador consistente de A e, entdo decorre, de (2.9), que:
Vivec (2 —A) e (0, ). (2.10)

Nesta etapa, pode-se verificar que os conceitos do Capitulo 1 sdo aplicdveis para a
determinacio de um teste de posto com corregio até a ordem O(¢ ).

Considerando a vetorizacdo, (2.7), do modelo de equacdes lineares simultaneas na sua
forma reduzida, a partir de (2.8), obtém-se:

f=[L®XX)1X"y, (2.11)

desde que X tenha posto coluna completo. Assim, para a matriz auxiliar M = (X'X)~'X’, cuja
ordem é m x t, escrevendo v =y — (I, ® X ), pode-se verificar que

f—m=(L,oM)v. (2.12)

Seja 7t o estimador de 7 dado por (2.11) e denote-se por g o seguinte vetor de erros amostrais

2.2 Expansao de Edgeworth da funcao densidade de uma transformacao
normalizadora do vetor de erros amostrais

Da equacdo (2.12), pode-se verificar que
q=Vi(l,@M)v. (2.13)

Agora, como M = (X'X)71X' = (m’]) tem ordem m X ¢, entdo I, ® M é uma matriz de
ordem p X nt, entdo, ¢ € um vetor de ordem p x 1, em que se define p = mn, o ndmero de

parametros de IT. Portanto, se [ = 1,...,nf tem expressdo [ = (r;— 1)t +s;,comr;=1,...,ne
s;=1,---,t, pode-se observar que o /-ésimo elemento de g, denotado por ¢, é dado por:
q_l = \/;m;le‘}]’ﬂ

usando a convenc¢do de somatdrio de Einstein.



2.2 EXPANSAO DE EDGEWORTH DA FUNCAO DENSIDADE DO VETOR DE ERROS AMOSTRAIS69

O objetivo seguinte € escrever o vetor § como uma soma de vetores aleatérios inde-
pendentes e identicamente distribuidos. Sendo assim, para cada j = 1,...,¢, considere que o
Jj-ésimo vetor canonico de R’ é representado por o; e defina a matriz

Mj=I,®Maj,

cuja ordem é p x n. Assim, sendo v/ = (v/ v ... v} ), o vetor com os elementos da
Jj-ésima linha da matriz de erros, V, tem-se que:

G=ViMp' -+ M) =M. (2.14)
Como os vetores v', ...,V sdo iid, entdo, os vetores Mv',--- MV sdo independentes.

Observe que, se se denotar a matriz de covariancias de g por €, cuja ordem é p X p,
entdo ter-se-a

Q = t(Z.oMM)
(2@ (X'X) 1]

x'x\ !
— ZC®(T) , (2.15)

sendo X é a matriz de covaridncias, por exemplo, de v!. Assim, como Q é positiva definida,
pode-se considerar a sua matriz raiz quadrada, Q™ 1/2 a qual também € positiva definida. Entao,
pode-se notar que a transformagao normalizadora § = QY 27 produz um vetor aleatério, obtido

a partir da soma padronizada de vetores independentes, a saber: M;v',...,M;V'. Portanto,

supondo-se que
X'x\ "'
( ; ) — N,

em que N € uma matriz positiva definida, tem-se que Q — X, @ N e que § LA 45(0,1,). Logo,
por Barndorff-Nielsen & Cox (1990), McCullagh (1987) e Cordeiro (1999), entre outros tex-
tos que se referem a teoria assintotica, faz sentido obter uma expansdo de Edgeworth para a
funcdo densidade do vetor ¢, de modo que esta possa ser representada, assintoticamente, até
a ordem O(t~!), como uma aproximagio da fungio densidade da distribui¢io normal padrio
p-variada. Uma tal representacao pode ser encontrada de maneira mais detalhada, por exemplo,
em Barndorff-Nielsen & Cox (1990), com a seguinte expressiao

) ~ IR T 1 )
@) = ¢(9) 1+6—\/;Kl”’khijk(4)+@Kl’]’k’lhijkz(Q)+ﬁ’<l’j’k'<l’p’qhijk1pq(6]) +

+ o),

sendo ¢, a funcdo densidade da normal padrio p-variada, khik ¢ ,hi kil s30 0s cumulantes con-
juntos de terceira e quarta ordem, respectivamente, da distribui¢do de ¢, enquanto que ;i ()
e hijkipg(G) sdo os polindmios tensoriais de Hermite de terceiro e sexto graus envolvendo os
elementos do vetor g, respectivamente. A definicdo, bem como algumas propriedades desses
polindmios, podem ser encontradas em Barndorff-Nielsen & Cox (1990, pp. 16 e 148).
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2.3 Expansao de Edgeworth da funcao densidade do vetor de erros
amostrais na classe das distribuicoes de contorno eliptico

De maneira informal, a classe das distribui¢des de contorno eliptico € caracterizada
por conter as distribui¢des cujas fungdes de densidade possuem a forma funcional eliptica da
distribui¢cdo normal multivariada. Isto pode ser encontrado, por exemplo, em Muirhead (2005,
pg. 10) e Anderson (2003, pg. 47). Assim, um vetor aleatério m-dimensional, X, diz-se que
pertence a classe das distribuicdes de contorno eliptico com parametros ;x| € Viuxm S€ a sua
funcdo densidade apresenta-se na forma:

VI 2 g((x—p) vV x—p)),

para uma determinada funcdo g, em que V € uma matriz positiva definida. Para denotar isso,
diz-se que X € E,;(1,V). Aqui e no que segue, as duas barras que envolvem uma matriz
quadrada representam o seu determinante.

A partir desta contextualizacdo e da definicdo de fungdo caracteristica, pode-se verificar
em Anderson (2003, pg. 53) que, se X € E,(i,V), entdo sua funcao caracteristica é dada por:

ox(1) = "y (1'Vr),

de modo que a funcdo y € determinada pela funcdo caracteristica do vetor aleatorio Y &€
E,(0,1,), tal que X = CY + u, sendo C uma matriz nio singular satisfazendo C'V~'C =1,
Anderson (2003, pg. 631); ou seja,

o (1) = y(t'r),

uma vez que a funcdo densidade de Y € invariante sob transformacdes ortogonais. Nesse caso,
diz-se que Y tem distribuicdo esférica.

Em Muirhead (2005, pg. 34) pode-se verificar que, se existirem, E[X] = u e Cov[X] =
aV, com a = —2y’(0). Mais ainda, observa-se que todas as distribui¢des marginais de X sdo
de contorno eliptico com assimetria zero e mesma curtose (Muirhead, 2005, pg. 41) e que todas
as funcdes de densidade marginais possuem a mesma forma funcional. Além disso, da equacao
(2.13), vé-se a necessidade de se obter a distribui¢do de uma transformacio do vetor X dada
por Q = DX, em que D é uma matriz de ordem g X m e posto ¢ < m. Nesse caso, Anderson
(2003, pg. 51) e Muirhead (2005, pg. 34) garantem que o vetor Q tem distribui¢ao de contorno
eliptico com parAmetros Dy e DVD'.

Outra propriedade do vetor aleatério X com distribui¢do em E,,(i,V), encontrada em
Muirhead (2005, pg. 41), garante que todas as distribui¢des marginais dos X;, com j=1,...,m,
possuem assimetria nula e mesmo valor para curtose. Além disso, todos os cumulantes de
quarta ordem de X, k"/*%! com i,i,k,1 =1,...,m, sdo determinados por seu parimetro de cur-
tose, K, € tétm expressao:

sendo que:
v'(0) —v'(0)?

SV ()E
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e 6%/ representa o (i, j)-ésimo elemento da matriz de covariancias de X, Cov(X) = aV. Um
outro fato que vale mencionar € que, quando u = 0, todos os cumulantes de terceira ordem
de X, ki * também sdo nulos. Este fato pode ser verificado das relagcdes entre os cumulantes
e momentos, encontradas, por exemplo, em Barndorff-Nielsen & Cox(1990, pg. 145), sendo
que, por Anderson (2003, pg. 53), todos os momentos de terceira ordem de X assumem valor
Zero.

Com o exposto nesta secdo e na Secdo 2.2, pode-se concluir que a expansao de Ed-
geworth, até a ordem 0(t_3/ 2), da funcao densidade do vetor de erros amostrais, dado por
(2.13), tem expressao

£(@) = 0p(@) |14 5 K i (@) | + 067, @.17)
As duas préximas subsecdes tém o propdsito de expor duas formas vetoriais, sendo que uma
contém todos os cumulantes de quarta ordem do vetor de erros amostrais e, a outra contém
todos os polindmios de Hermite de quarto grau. Na terceira subsecdo apresenta-se a forma
geral da expansao de Edgeworth da funcao de densidade do vetor de erros em (2.13), obtido a
partir de qualquer distribuigéo na classe E,(0,V).

2.3.1 Vetor dos Cumulantes de Quarta Ordem

Aqui vamos apresentar uma forma vetorial que contenha todos os cumulantes de quarta
ordem da #-distribui¢do p-variada do vetor g. Para isto, sejam i, j,k,[l = 1,...,p tais que, se
c=({i—1)p3>+(j—1)p*>+ (k—1)p+1, o c-ésimo elemento do vetor de cumulantes de quarta
ordem de G é dado por k/K!. Pode-se verificar que este vetor tem a forma

kvec {{[vec(Q)] ®Q}C},

emque C =15 —|—E1_1 +E2_] tem ordem p> x p> sendo que, E; = I, ®Kpp e Ey =K, 2, com

1,5 e I, representando as matrizes identidades de ordens P> x p? e p x p, respectivamente, e
Kpp ¢ K, > sendo matrizes comutagdo. Com isso, pode-se, portanto, representar o vetor de

cumulantes de quarta ordem de g como

K(C' @ 1I,)vec{[vec(Q)]'®Q}. (2.18)

2.3.2 Vetor dos Polinomios Tensoriais de Hermite

Nesta secdo serd apresentada uma forma vetorial que contém todos os polindmios ten-
soriais de Hermite de quarto grau com relag@o aos elementos de g. Assim, como pode ser visto
em (2.16), se h;j; representa um tal polindmio para valores fixados de i, j,k,l = 1,..., p, entdo
este € dado como uma soma de trés termos sendo um termo constante, 0; ;O ; [3], um termo
que contém poténcias de segunda ordem dos elementos de g, 0; jGxq;[6], e, um outro termo que
serd dada uma representagdo vetorial.

Note que

0;,j0k[3] = 0i,jOk1 + 0; kOj 4+ C; 1Oj &
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o qual se apresenta, para cada i, j,k,l = 1,..., p fixado, de maneira andloga ao vetor de cu-
mulantes de quarta ordem da ¢-distribuicdo p-variada. Dessa forma, um vetor que tem como
componentes estes elementos pode ser expresso por

(C'@1Iy)vec{[vec(K)] @K}, (2.19)

sendo K = (0; ;) a matriz de ordem p x p dadapor K =Q e C= 1,3 +E! +E2_1.
Os termos que possuem as poténcias de segundo grau dos elementos de g em A; ji; sdo
expressos da forma

0;,;j4kq1(6] = O jGrkd; + 0i kG ;d1 + 011G Gk 6] + O xGiq1 + 0}1GiGk + O1kGiq

e, com um procedimento andlogo aquele utilizado para obter as duas formas vetoriais anterio-
4 ~ .
res, pode-se afirmar que o vetor de R” que contém todos estes termos € representado por

Divec(K) ®IZ] (K®K)vec (3§ ®47), (2.20)

em que
_ /
D= [1p4 n (E4 ®1p2>} (Ef' o) + [1p4 + <E4®Ip2> +Kp3p] Es+1,,

sendo que /,+ ¢ a matriz identidade de ordem Prxpt Es=1 » @K, e Es = Kpp, sendo que
sz p€ K, sdo matrizes comutag@o.

Por fim, o vetor cujas componentes sao os termos dos polindmios de Hermite de quarta
ordem que contém apenas poténcias de quarto grau dos elementos de g pode ser representado
da forma

(KOK@K®K)(§RIRIR),

ou seja,
(K®K®K®K)vec (47 ©Gq') - (2.21)

2.3.3 Expansao de Edgeworth da Fun¢ao Densidade do Vetor de Erros Amostrais

A expansdo de Edgeworth da funcdo densidade do vetor p-variado g, dada por (2.17),
faz uso da convengio de somatério de Einstein para o coeficiente do termo de ordem ¢ 1. Desta
forma, tal termo pode ser visto como o produto do transposto do vetor dos cumulantes de quarta
ordem pelo vetor dos respectivos polindmios tensoriais de Hermite. De maneira expressa, isto
pode ser denotado como

k{(C'@1,)vec {[vec(Q)] @ QY } {(K@ K ® K@ K)vec (47 ®37) —
— Dlvec(K) ®I§](K®K)vec (76 ®4q') +
+ C'@lIy)vec{[vec(K)] @K} }.

Agora, apds algumas manipulacdes algébricas, note que

k{(C' ®@1,)vec{[vec(Q)] @ Q} }/ {(K@K®K®@K)vec (3§ ©3q)
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pode ser escrito como
{vec {{[vec(K)] ® K} C} }lvec (36 ®4q) .

Portanto, se F; é uma matriz de ordem p? x p?, tal que

vec (Fy) = %vec{{[vec([f)]/ ®K}C},

tem-se que: .
{vec (Fy)} vec (4§ ®4q') =tr [F4 (34 ®47)] - (2.22)

Mais ainda,
{(C"®1,)vec{[vec(Q)] @ Q} }/D[vec(K) ®Iﬁ] (K®@K)vec (34 ©4q')
pode ser escrito como
{vec{[vec(Q)]' ® Q} }/ (C®1,)Dvec(K) @ L)(K @ K)vec (45 ©47) .
Logo, se se considerar F> como sendo uma matriz de ordem p X p, tal que
[vec (Fz’)}/ = 2—11 {vec{[vec(Q)]'® Q} }/ (C®I,)Dvec(K) ®I§] (K®K),

tem-se que:
[vec (F)] "vec (74') =tr(F2qq). (2.23)

Por fim, seja
fo = 55 {vec{lvec(@) @0} (C@1,)(C @1,)vec{[vec(K)] © K}
= o rec{bec(@) @ Q}} (€C' @ 1, )vec {rec(K)] @K}
ou seja,
fo = %{vec{[vec(Q)]/®Q}C’C}/V€C{[V€C(K)]/®K}
= o {{vec(@] @ @} CC{vec(K)] ©K}} 2.24)

Com isso, chega-se a conclusdo de que a expansao de Edgeworth da fun¢ao densidade de g, até
a ordem O(r~3/2), tem expressio

1@ =o0,@ {141 (ot or(ead) +oliag sad)l} froa 5. @29

A partir do exposto acima e do que foi apresentado na Se¢do 1.4 do Capitulo 1, obtém-se
uma corre¢do, até a ordem O(I_l), para o quantil da estatistica teste de Wald.
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2.4 Expansao de Edgeworth da funcao densidade do vetor de erros
amostrais sob a suposicao de normalidade

Aqui, o objetivo é, a partir de resultados deixados por Phillips & Park (1988), expor
uma correcdo, até a ordem O(¢~!), para o quantil da aproximacio de Edgeworth da funcio de
distribui¢do da estatistica de Wald, que define o estimador do posto da matriz dos parametros,
ITem (2.8), do modelo de equacdes linerares simultaneas, sob a suposi¢do de normalidade.

Suponha-se que cada linha da matriz V, em (2.4), é dada pelo vetor

W=(wr ma o v )y k=1, 1

e que estes sdo iid com distribui¢do normal n-variada com vetor média O e matriz de covarian-
cias X.; isto é, cada linha da matriz erro tem distribui¢do .4;,(0,X.). Nesse caso, como provado
em Anderson (2003, pg. 30), pode-se observar que o vetor g tem distribui¢do normal p-variada
com média 0 e matriz de covariancias dada por (2.15), ou seja,

x'x\ !
a-no ()

a qual é ndo nula e positiva definida. Assim, g tem distribui¢io .4,(0,Q) e, portanto, sua
distribui¢do € de contorno eliptico. Uma vez que a distribui¢do normal p-variada tem todos os
cumulantes nulos a partir do segundo (MUIRHEAD, 2005, pg. 41), a expansdo de Edgeworth
para sua fun¢do densidade €, exatamente, dada por

g .
f(@.Q) = @m) 21 exp (—iq"ﬂ 1@).

Agora, considere-se a transformacdo normalizante de ¢, dada por § = QY 23, sendo

Q~1/2 3 matriz raiz quadrada de Q. Dessa forma, a distribuicdo de G é .4,(0,1,) e, por (2.25),
a expansao de Edgeworth de sua func@o densidade € exata e tem a seguinte forma:

- _ 1,
a@.ty) = @) exp (- 307).
Portanto, como demonstrado por Phillips & Park (1988), até o(t~!), a expansio de Edgeworth

para a funcdo densidade de W, sob a hipdtese nula, tem expressao:

FO0) = Fyotw) — 22(0) fyiw) 0™

t
= Fi {w— ;5(w)} +o(t™), (2.26)

em que F,,_j e f,_ denotam as funcdes de distribuicao e densidade, respectivamente, de uma
varidvel aleatdria xr%f  com

3
é(w) = Z ow",
j=0
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sendo que

o = (4do—b1)/4,

a = (4C~ll+l~71—l~92)/4(n—k>,

0 = (4dr+by—Db3)/4(n—k)(n—k+2),

Gz = by/d(n—k)(n—k+2)(n—k+4), (2.27)

em que os coeficientes dy, para k = 0,1,2, e EC, para ¢ = 1,2,3, s@o obtidos de funcdes das
matrizes J e L, como exposto na secao 1.4 do Capitulo 1.
A férmula da expansao de Cornish-Fisher, a qual pode ser encontrada em maiores de-
talhes em, por exemplo, Cornish & Fisher (1937) e Barndorff-Nielsen & Cox (1990, pg. 117),
permite observar que, se wg € o valor critico, ao nivel ¢, da distribuicdo xﬁ_k, entdo uma
correcdo para o valor critico da estatistica de Wald, até O(¢ '), é dada como uma solugio de
1

W — ;E(Wz) = Wq,

o que implica que, aproximadamente, até esta ordem,
* 1 ~
Wo = Wa + ;C(Wq), (228)

sendo que a ultima equagdo pode ser obtida apds aplicacdo do Teorema da Inversdo de La-
grange, encontrado, entre outros textos, em Lagrange(1770), ou pelo simples fato de que ¢(w¢,)
é uma funcio analitica, o que permite aproximar, até a ordem O(¢t 1), &(w3,) por é(wg).

2.5 Expansao de Edgeworth da funcao densidade do vetor de erros
amostrais com distribuicao t-Student

Nesta secdo serd apresentada a expansao de Edgeworth da funcio de densidade da trans-
formacgao normalizante do vetor de erros amostrais, ¢, dada em (2.25), sob a suposi¢ao de que
o vetor v, que o compde, tem distribui¢do t-Student multivariada com / graus de liberdade e
parAmetros U1 = 0 € Vysn = X @ I;; ou seja, quando v € E,,(0,V). Sendo § = Dv, a partir
das citacoes feitas na Se¢do 2.3, pode-se verificar que g tem distribui¢cdo de contorno eliptico t-
Student com [-graus de liberdade e parAmetros Dy =0 e DV D'. Neste caso, tem-se que E[g] =0
e, como dado em Muirhead (2003, pg. 48), Cov(g) = ﬁDVD’, isto é, g € E,(0,DVD’) com

x'x\ !
o (2

[
COV(C]) — m (ZC ®N)

_ [
Cov(q) = T2

Esta-se considerando que

para
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nao singular, o que implica que
~ “1/2- d
Gg=29Q 1/261 = p(0,1),

sendo Q =Y. QN.

Portanto, a partir do exposto no Capitulo 1 e na Se¢do 2.3, pode-se concluir que a ex-
pansdo de Edgeworth para a fun¢ao densidade do vetor ¢, até a ordem O(t_3/ 2), tem expressio
dada por

1(@)=9p(a) {1 + ﬁk"’j’kvlhi j,d(q)} +o(7?),

ou seja, por (2.25)

7@) = 0,(@ {1+ 1 -+ 1r(ea) + iFad o)} |+ 0677,

sendo Fy, F, e fy dados pelas equacdes (2.22), (2.23) e (2.24), respectivamente. Esses valores
de Fy, F> e fy sdo os que definem os quatro ultimos coeficientes dados nas equagdes em (1.69),
verificando que, pelo fato de os cumulantes de terceira ordem para as distribui¢cdes elipticas
serem nulos, a matriz Fg € nula.

Logo, a partir da equagdo (1.72) na Se¢do 1.4, tem-se uma expressdao para o quantil
aperfeicoado da expansdo de Edgeworth para a funcdo de distribuicao da estatistica de Wald e,
isto permite obter um estimador corrigido do posto da matriz desconhecida dos parametros do
modelo de equagdes lineares simultaneas na sua forma reduzida, dada em (2.4), de forma, pelo
menos assintoticamente, mais eficiente quando comparado com a estimativa do posto dada por
Ratsimalahelo (2003a,b).



CAPITULO 3

Avaliacao Numérica

Este capitulo tem por objetivo expor os resultados das simulagdes feitas para avaliar,
numericamente, a formulacdo apresentada no Capitulo 1, aplicada ao desenvolvimento tedrico
do Capitulo 2, para a corre¢do do quantil da estatistica de Wald para a estimag@o do posto de
uma matriz desconhecida. Para isto, de modo a avaliar o desempenho de um estimador com
reducdo de viés para o posto da matriz de parametros desconhecidos do modelo de equacdes
simultaneas lineares, obtém-se a matriz de erros aleatérios a partir de um processo de geracao
de nimeros pseudoaleatorios de acordo com duas distribui¢cdes de contorno eliptico, a distri-
bui¢do normal multivariada e a distribui¢do t-Student multivariada, apresentadas no Capitulo
2. O desenvolvimento de texto, a seguir, se d4 da seguinte maneira: na Se¢do 3.1 € feita uma
abordagem sucinta de como o método de Monte Carlo foi usado para obter-se os resultados
numéricos para os casos da distribuicao normal multivariada e distribui¢do t-Student multiva-
riada. Esses dois casos sao comentados nas Secoes 3.2 e 3.3, respectivamente. Por fim, na
Secdo 3.4, sdo apresentadas as tabelas com os valores das frequéncias relativas obtidas para os
estimadores em estudo bem como os seus valores de viés e EQM obtidos a partir do processo
de simulacdo.

3.1 Metodologia do processo de simula¢ao

Os resultados obtidos por meio de simulagdes sdo baseados no método de Monte Carlo
com o auxilio da linguagem de programac¢do matricial Ox (Doornik, 2006). Levou-se em con-
sideracdo 10.000 réplicas de Monte Carlo com tamanhos amostrais #, variando de um valor
minimo igual a 50 até um valor maximo igual a 200, em intervalos de 50. Para o modelo de
equagoes simultaneas lineares, na forma reduzida, em cada repeticao de Monte Carlo, tomou-se
a matriz das varidaveis exdgenas, X, sendo constante de ordem ¢ x m gerada com distribuicao
uniforme pseudo-aleatdria no intervalo (0,1) e, a matriz de erros aleatérios, V, sendo gerada
em cada réplica da respectiva repeticdo de Monte Carlo com ordem ¢ x n e distribui¢cdo nor-
mal ou t-Student multivariadas partindo do pressuposto de que a sua matriz de covariancias,
¥, é conhecida e ndo singular, tendo estrutura de Kronecker, . ® I;, com ordem ¢ -n X t - n.
A partir disto, de acordo com o modelo de equagdes simultaneas lineares, dado na equagao
(2.4), produziu-ses a matriz das varidveis enddgenas, Y, sendo sua ordem ¢ X n e a matriz dos
parametros fixos e desconhecidos, I1, com ordem m X n sendo que, para o estudo do posto,
assumiu-se, sem perda de generalidade, que m > n.

O estimador do posto, bem como a corre¢ao que produz reducao do seu viés, sao obtidos

77
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a partir da matriz que estima I1, a qual é dada por:
= X'x)"'x",

a qual € consistente para IT (Judge et al., 1988, pg. 613). Para o caso em que a distribuicao
dos erros aleatdrios € t-Student, esse estimador € o de maxima verossimilhanca (Zellner,1976).
Com o auxilio da estatistica de Wald, dada por (1.3), e do conhecimento da matriz de covarian-
cia para os erros aleatdrios, usou-se o procedimento de teste sequencial, detalhado no Apéndice
B, para obter o estimador do posto de I1, lAc, e, assim, fez-se uso da estatistica aperfeicoada, ob-
tida no Capitulo 1, para encontrar um novo estimador do posto de IT, k., com um menor valor
de viés. As frequéncias relativas de cada valor assumido, pelo posto estimado no teste, sao
apresentadas e, em seguida, sdo feitos os calculos do viés e do erro quadritico médio (EQM)
para ambos os estimadores, ou seja, para ke para ke. A titulo de verificacdo do que ocorre
quando se aumenta o nivel de significancia dos testes, foram produzidas algumas tabelas com
testes realizados ao nivel de significancia de 90% para poder-se compara-las com aquelas ta-
belas produzidas para as respectivas matrizes a partir do teste com o nivel de significancia de
95%.

Em cada repeticao de Monte Carlo foram considerados os casos em que m = 2,3,4 e
n = 2,3, de tal modo que as simula¢des ocorrem para que se possa analisar a corre¢do do viés
do estimador do posto das matrizes desconhecidas de ordem 2 x 2, 3 x 2,4 x 2 e 3 X 3 para
a distribui¢do normal multivariada e, 2 X 2 e 3 x 2 para a distribui¢do t-Student multivariada.
Nesses casos, adotaram-se, como verdadeiros valores paramétricos, algumas combinacoes li-
neares de matrizes que compdem os espacos vetoriais R2*2, R3*2, R4*2 ¢ R3*3 com o objetivo
de avaliar as corre¢des para os estimadores do posto, k, cujos valores verdadeiros sdo k = 1,
k =2 e k = 3 para a distribui¢do normal e, k = 1 e k = 2 para a distribuic@o t-Student. Assim,
as matrizes verdadeiras consideradas sdo:

1 0 1 0
{O 0}, com k=1; _0 e com k=2;
10 [ 1 0
0 0|, com k=1; 0 21|, com k=2
0 0 | 0 0
1 0 1 0
00 0 2
0o o | com k=1, 0o o | com k=2
00 00
e
1 00 1 00 1 00
0 00|, com k=I; 02 0|, com k=2; 02 0|, com k=3.
0 00 000 0 03
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3.2 Resultados numéricos para o caso da distribuicao normal
multivariada

Nesta secdo, apresenta-se a avaliagdo dos resultados numéricos obtidos a partir do pro-
cesso de simulagcdo por meio do método de Monte Carlo aplicado ao modelo de equacdes
simultaneas lineares, o qual é dado pela equagdo (2.4), na pagina 67, sendo que a matriz de
erros aleatdrios tem distribui¢do normal multivariada de acordo com a exposi¢do da Secdo 2.4
do Capitulo 2. Os valores das frequéncias assumidas por k e k. bem como seus valores de viés e
EQM sao apresentados nas Tabelas 3.1 a 3.18 com testes realizados para niveis de significancia
de 95% e 90%.

Para as Tabelas 3.1, 3.3, 3.5 e 3.7 considerou-se que as matrizes verdadeiras sdo tais
que o valor do respectivo posto é k = 1, sendo que os testes foram realizados a um nivel de
significancia de 95%. Nesses casos, pode-se observar, claramente, a partir de comparagdes
para os valores de viés e EQM, que os calculos dados no Capitulo 1 produzem uma estatistica
aperfeicoada capaz de gerar um estimador melhorado para o posto da matriz desconhecida,
ou seja, o quantil corrigido garante que o novo estimador tem menor valor de viés e EQM.
Além disso, em ambos os casos de estimativa, com e sem corre¢do, percebe-se a consisténcia
do estimador, para o verdadeiro valor do posto, quando o tamanho da amostra cresce, sendo
que o estimador, obtido a partir das correcdes, apresenta um viés de menor ordem quando
comparado com o outro estimador, ou seja, o viés do primeiro converge para zero mais rapido
do que o viés do segundo. As mesmas conclusdes sdo vélidas para o caso em que o nivel de
significancia passa a ser 90%, e isto pode ser observado nas Tabelas 3.10, 3.12, 3.14 e 3.16.
No entanto, como esperado, o teste apresenta maior indice de rejeicdo fazendo com que tenha
melhor aplicac@o para os casos em que o posto a ser estimado seja maior que 1. Isto pode ser
observado quando se faz comparagdes entre as Tabelas 3.1 € 3.10,3.3 e 3.12e 3.5 ¢ 3.14.

No caso das Tabelas 3.2, 3.4, 3.6, 3.8, 3.11, 3.13 e 3.15, o valor do posto a ser estimado
€ k = 2, isto é, as matrizes sdo de posto coluna completo e, aqui, se percebe que o estimador
dado a partir das correcdes do Capitulo 1 € tdo bom quanto aqueles do caso anterior sendo
o posto k = 1, quando comparado com o estimador obtido sem correcdo alguma. A mesma
conclusdo pode ser dada para o caso da matriz de ordem 3 x 3 com posto coluna completo,
k =3, o que pode ser observado na tabela 3.9. E ainda, observando o comportamento do viés
e do EQM de todas as respectivas tabelas, chega-se a conclusdo de que o aumento do nivel de
significancia causa um favorecimento, em termos de viés, ao estimador do posto da matriz que
possui valor numérico maior que 1, como esperado.

3.3 Resultados numéricos para o caso da distribuiciao t-Student
multivariada

Esta secdo tem por objetivo expor os resultados numéricos obtidos a partir do processo
de simulagdo por meio do método de Monte Carlo para avaliar a correcao do quantil da estatis-
tica de Wald para o estimador do posto da matriz desconhecida dos parametros do modelo de
equacdes simultaneas lineares, dado pela equagdo (2.4), na pagina 67, sendo que a matriz de
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erros aleatérios tem distribuic@o t-Student multivariada de acordo com o apresentado na Secao
2.5 do Capitulo 2. Os valores das frequéncias de ke IAcc, bem como os valores de viés e EQM,
assumidos por esses podem ser verificados nas Tabelas 3.10 a 3.13.

Como pode ser observado nas Tabelas 3.16 e 3.18, as matrizes verdadeiras foram con-
sideradas com ordens 2 x 2 e 3 x 2 de modo que, em ambos os casos, o verdadeiro valor do
posto igual a 1, ou seja, k = 1. Aqui se percebe, claramente, a partir de comparagdes realizadas
entre os valores reduzidos de viés e EQM, a superioridade do teste que faz uso da estatistica
aperfeicoada obtida a partir dos resultados tedricos dados no Capitulo 1. Além disso, é noto-
ria a consisténcia de ambos os estimadores, ou seja, como se pode verificar nestas tabelas, os
valores de viés sendo reduzidos com o aumento do tamanho da amostra implica que esses esti-
madores convergem para o verdadeiro valor do posto sendo que o obtido a partir das corre¢des
se apresenta como melhor.

Para o caso em que as ordens das verdadeiras matrizes sdo 2 X 2 e 3 X 2 com posto
2, observa-se, nas Tabelas 3.17 e 3.19, que o processo de simulacdo, por meio do método de
Monte Carlo, também apresenta resultados numéricos satisfatérios para a corre¢do quando sdao
comparados com os valores de viés e EQM do estimador do posto k e do estimador do posto
ke, obtido com o auxilio da estatistica aperfeicoada, cujo desenvolvimento teérico se encontra
no Capitulo 1. Nesse caso, pode-se notar que o aumento do nimero de varidveis endogenas
nas equacoes dadas por (2.4) acarreta uma diminui¢do da reducio do viés no teste, quando a
verdadeira matriz tem posto coluna completo. Aqui, se pode concluir que as corre¢des dadas
no Capitulo 1 favorecem a estimacao do posto com valor de viés corrigido para o caso em que
a verdeira matriz tem posto k = 1.

3.4 Tabelas

Esta secdo € constituida apenas pelas tabelas com os resultados numéricos obtidos do
processo de simulacdo mencionado na Se¢do 3.1. As Tabelas 3.1 até 3.15 s@o referentes aos
resultados numéricos originados do processo de simulacio, que envolvem as equacdes simul-
taneas lineares da Secdo 2.4 do Capitulo 2, de modo que a distribuicdo da matriz de erros
aleatérios € normal multivariada. Para as Tabelas 3.1 até 3.9 o nivel de significincia do teste
€ de 95%. O nivel de significancia de 90%, para o teste, da origem aos resultados numéricos
apresentados nas Tabelas 3.10 a 3.15. Agora, quando houver referéncia a Se¢ao 2.5 do Capitulo
2, de modo que a matriz de erros aleatérios no modelo de equacgdes simultaneas lineares tem
distribui¢do t-Student multivariada, as Tabelas 3.16 a 3.19 representam os resultados numéricos
relativos aos testes com nivel de siginificancia de 95%.
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Estimador sem correc¢ao

t

3 50 100 150 200
Frequéncia | 1 | 0.9003 | 0.9555 | 0.9730 | 0.9800
relativa | 2 | 0.0997 | 0.0445 | 0.0270 | 0.0200
Viés 0.0997 | 0.0445 | 0.0270 | 0.0200
EMQ 0.0997 | 0.0445 | 0.0270 | 0.0200

Estimador com correcdo

; 1 50 | 100 | 150 | 200
Frequéncia | 1 | 0.9615 | 0.9942 | 0.9994 | 0.9998
relativa | 2 | 0.0385 | 0.0058 | 0.0006 | 0.0002
Viés 0.0385 | 0.0058 | 0.0006 | 0.0002
EMQ 0.0385 | 0.0058 | 0.0006 | 0.0002

Estimador sem correcao

: : 50 | 100 | 150 | 200
Frequéncia | 1 | 0.3319 | 0.0017 | 0.0000 | 0.0000
relativa | 2 | 0.6681 | 0.9983 | 1.0000 | 1.0000
Viés -0.3319 | -0.0017 | 0.0000 | 0.0000
EMQ 0.3319 | 0.0017 | 0.0000 | 0.0000

Estimador com correcao
: g 50 | 100 | 150 | 200
C

Frequéncia | 1 | 0.0857 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
relativa | 2 | 0.9143 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
Viés -0.0857 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
EMQ 0.0857 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
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Tabela 3.1 Frequéncias relativas, viés e EMQ de ke k. para verdadeiro posto k = 1 da matriz de ordem
2 % 2 sob distribuicdo normal multivariada testada ao nivel de significAncia de 95%

Tabela 3.2 Frequéncias relativas, viés e EMQ de & e k. para verdadeiro posto k = 2 da matriz de ordem
2 x 2 sob distribui¢do normal multivariada testada ao nivel de significancia de 95%
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Estimador sem corre¢ao
: 1 50 | 100 | 150 | 200
Frequéncia | 1 | 0.8138 | 0.9030 | 0.9326 | 0.9497
relativa | 2 | 0.1862 | 0.0970 | 0.0674 | 0.0503
Viés 0.1862 | 0.0970 | 0.0674 | 0.0503
EMQ 0.1862 | 0.0970 | 0.0674 | 0.0503
Estimador com corre¢ao
; 1 50 | 100 | 150 | 200
C
Frequéncia | 1 | 0.9346 | 0.9916 | 0.9966 | 0.9993
relativa | 2 | 0.0654 | 0.0084 | 0.0034 | 0.0007
Viés 0.0654 | 0.0084 | 0.0034 | 0.0007
EMQ 0.0654 | 0.0084 | 0.0034 | 0.0007

Tabela 3.3 Frequéncias relativas, viés e EMQ de k e k. para verdadeiro posto k = 1 da matriz de ordem
3 x 2 sob distribuicdo normal multivariada testada ao nivel de significAncia de 95%

Estimador sem correcio

: ! 50 100 | 150 | 200
Frequéncia | 1 | 0.4193 | 0.0181 | 0.0004 | 0.0000
relativa 21 0.5807 | 0.9819 | 0.9996 | 1.0000
Viés -0.4193 | -0.0181 | -0.0004 | 0.0000
EMQ 0.4193 | 0.0181 | 0.0004 | 0.0000

Estimador com corre¢do
: ! 50 100 | 150 | 200
C

Frequéncia | 1 | 0.1136 | 0.0007 | 0.0000 | 0.0000
relativa 21 0.8864 | 0.9993 | 1.0000 | 1.0000
Viés -0.1136 | -0.0007 | 0.0000 | 0.0000
EMQ 0.1136 | 0.0007 | 0.0000 | 0.0000

Tabela 3.4 Frequéncias relativas, viés e EMQ de k e k. para verdadeiro posto k = 2 da matriz de ordem
3 % 2 sob distribuicdo normal multivariada testada ao nivel de significancia de 95%
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Estimador sem corre¢ao

t

3 50 100 150 200
Frequéncia | 1 | 0.7346 | 0.8217 | 0.8700 | 0.9014
relativa 21 0.2654 | 0.1783 | 0.1300 | 0.0986
Viés 0.2654 | 0.1783 | 0.1300 | 0.0986
EMQ 0.2654 | 0.1783 | 0.1300 | 0.0986

Estimador com corre¢ao
; ! 50 | 100 | 150 | 200
C

Frequéncia | 1 | 0.9003 | 0.9756 | 0.9873 | 0.9961
relativa 2 1 0.0997 | 0.0244 | 0.0127 | 0.0039
Viés 0.0997 | 0.0244 | 0.0127 | 0.0039
EMQ 0.0997 | 0.0244 | 0.0127 | 0.0039

Tabela 3.5 Frequéncias relativas, viés e EMQ de k e k. para verdadeiro posto k = 1 da matriz de ordem
4 x 2 sob distribui¢do normal multivariada testada ao nivel de significancia de 95%

Estimador sem correcio

: ! 50 100 | 150 | 200
Frequéncia | 1 | 0.4626 | 0.0756 | 0.0042 | 0.0000
relativa 21 0.5374 | 0.9244 | 0.9958 | 1.0000
Viés -0.4626 | -0.0756 | -0.0042 | 0.0000
EMQ 0.4626 | 0.0756 | 0.0042 | 0.0000

Estimador com corre¢do
: ! 50 100 | 150 | 200
C

Frequéncia | 1 | 0.1062 | 0.0043 | 0.0000 | 0.0000
relativa 21 0.8938 | 0.9957 | 1.0000 | 1.0000
Viés -0.1062 | -0.0043 | 0.0000 | 0.0000
EMQ 0.1062 | 0.0043 | 0.0000 | 0.0000

Tabela 3.6 Frequéncias relativas, viés e EMQ de k e k. para verdadeiro posto k = 2 da matriz de ordem
4 x 2 sob distribui¢do normal multivariada testada ao nivel de significancia de 95%




3.4 TABELAS

Estimador sem correcao
: 1 50 | 100 | 150 | 200
Frequéncia | 1 | 0.6593 | 0.8299 | 0.9068 | 0.9264
relativa | 2 | 0.3348 | 0.1677 | 0.0923 | 0.0725
31 0.0059 | 0.0024 | 0.0009 | 0.0011
Viés 0.3466 | 0.1725 | 0.0941 | 0.0747
EMQ 0.3584 | 0.1773 | 0.0959 | 0.0769
Estimador com corre¢ao
; 1 50 | 100 | 150 | 200
C
Frequéncia | 1 | 0.9961 | 0.9993 | 0.9998 | 0.9996
relativa | 2 | 0.0019 | 0.0002 | 0.0000 | 0.0001
31 0.0020 | 0.0005 | 0.0002 | 0.0003
Viés 0.0059 | 0.0012 | 0.0004 | 0.0007
EMQ 0.0099 | 0.0022 | 0.0008 | 0.0013

Tabela 3.7 Frequéncias relativas, viés e EMQ de & e k. para verdadeiro posto k = 1 da matriz de ordem
3 x 3 sob distribuicdo normal multivariada testada ao nivel de significincia de 95%

Estimador sem correcao

i 50 100 150 200
Frequéncia | 1 | 0.4508 | 0.1931 | 0.0324 | 0.0012
relativa | 2 | 0.4208 | 0.7327 | 0.9221 | 0.9640
3| 0.1284 | 0.0742 | 0.0455 | 0.0348
Viés -0.3224 | -0.1189 | 0.0131 | 0.0336
EMQ 0.5792 | 0.2673 | 0.0779 | 0.0360

Estimador com corre¢do
: : S0 | 100 | 150 | 200
C

Frequéncia | 1 | 0.7320 | 0.9039 | 0.9343 | 0.9477
relativa | 2 | 0.0802 | 0.0345 | 0.0366 | 0.0340
31 0.1878 | 0.0616 | 0.0291 | 0.0183
Viés -0.5442 | -0.8423 | -0.9052 | -0.9294
EMQ 0.9198 | 0.9655 | 0.9634 | 0.9660

Tabela 3.8 Frequéncias relativas, viés e EMQ de ke k. para verdadeiro posto k = 2 da matriz de ordem
3 % 3 sob distribuicdo normal multivariada testada ao nivel de significancia de 95%
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Estimador sem correcao

: ! 50 100 150 200
Frequéncia | 1 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
relativa | 2 | 0.6502 | 0.1697 | 0.0057 | 0.0003
3103498 | 0.8303 | 0.9943 | 0.9997
Viés 206502 | -0.1697 | -0.0057 | -0.0003
EMQ 0.6502 | 0.1697 | 0.0057 | 0.0003
Estimador com correcao
: ! 50 100 150 200
C
Frequéncia | 1| 0.0448 | 0.0003 | 0.0000 | 0.0000
relativa | 2 | 0.3687 | 0.0003 | 0.0000 | 0.0000
31 0.5865 | 0.9994 | 1.0000 | 1.0000
Viés 20.4583 | -0.0000 | 0.0000 | 0.0000
EMQ 0.5479 | 0.0015 | 0.0000 | 0.0000

Tabela 3.9 Frequéncias relativas, viés e EMQ de k e k. para verdadeiro posto k = 3 da matriz de ordem
3 % 3 sob distribuicdo normal multivariada testada ao nivel de significincia de 95%

Estimador sem correcao
; ! 50 | 100 | 150 | 200
Frequéncia | 1 | 0.8655 | 0.9297 | 0.9511 | 0.9639
relativa 2 10.1345 | 0.0703 | 0.0489 | 0.0361
Viés 0.1345 | 0.0703 | 0.0489 | 0.0361
EMQ 0.1345 | 0.0703 | 0.0489 | 0.0361
Estimador com correcao
: ! 50 | 100 | 150 | 200
C
Frequéncia | 1 | 0.9527 | 0.9921 | 0.9988 | 0.9994
relativa 21 0.0473 | 0.0079 | 0.0012 | 0.0006
Viés 0.0473 | 0.0079 | 0.0012 | 0.0006
EMQ 0.0473 | 0.0079 | 0.0012 | 0.0006

Tabela 3.10 Frequéncias relativas, viés e EMQ de kek. para verdadeiro posto k = 1 da matriz de ordem
2 x 2 sob distribui¢do normal multivariada ao nivel de significancia de 90%
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Estimador sem corre¢ao

i 50 100 150 200
Frequéncia | 1 | 0.1361 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
relativa | 2 | 0.8639 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
Viés -0.1361 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
EMQ 0.1361 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

Estimador com corre¢ao
: ! 50 | 100 | 150 | 200
(o

Frequéncia | 1 | 0.0012 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
relativa | 2 | 0.9988 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
Viés -0.0012 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
EMQ 0.0012 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

Tabela 3.11 Frequéncias relativas, viés e EMQ de k e k. para verdadeiro posto k = 2 da matriz de ordem
2 x 2 sob distribui¢do normal multivariada ao nivel de significAncia de 90%

Estimador sem correcio

: ! 50 | 100 | 150 | 200
Frequéncia | 1 | 0.7446 | 0.8443 | 0.8795 | 0.9010
relativa 21 0.2554 | 0.1557 | 0.1205 | 0.0990
Viés 0.2554 | 0.1557 | 0.1205 | 0.0990
EMQ 0.2554 | 0.1557 | 0.1205 | 0.0990

Estimador com corre¢do
; ! 50 | 100 | 150 | 200
C

Frequéncia | 1 | 0.9154 | 0.9867 | 0.9938 | 0.9989
relativa 2 1 0.0846 | 0.0133 | 0.0062 | 0.0011
Viés 0.0846 | 0.0133 | 0.0062 | 0.0011
EMQ 0.0846 | 0.0133 | 0.0062 | 0.0011

Tabela 3.12 Frequéncias relativas, viés e EMQ de k e k. para verdadeiro posto k = 1 da matriz de ordem
3 % 2 sob distribuicdo normal multivariada testada ao nivel de significincia de 90%
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Estimador sem corre¢ao

3 50 100 150 200
Frequéncia | 1 | 0.1808 | 0.0018 | 0.0000 | 0.0000
relativa | 2 | 0.8192 | 0.9982 | 1.0000 | 1.0000
Viés -0.1808 | -0.0018 | 0.0000 | 0.0000
EMQ 0.1808 | 0.0018 | 0.0000 | 0.0000

Estimador com corre¢ao
: ! 50 100 | 150 | 200
(o

Frequéncia | 1 | 0.0430 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0000
relativa | 2 | 0.9570 | 0.9999 | 1.0000 | 1.0000
Viés -0.0430 | -0.0001 | 0.0000 | 0.0000
EMQ 0.0430 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0000

Tabela 3.13 Frequéncias relativas, viés e EMQ de k e k. para verdadeiro posto k = 2 da matriz de ordem
3 x 2 sob distribuicdo normal multivariada testada ao nivel de significAncia de 90%

Estimador sem correcio

t

P 50 100 150 200
Frequéncia | 1 | 0.6292 | 0.7328 | 0.7865 | 0.8190
relativa 2 10.3708 | 0.2672 | 0.2135 | 0.1810
Viés 0.3708 | 0.2672 | 0.2135 | 0.1810
EMQ 0.3708 | 0.2672 | 0.2135 | 0.1810

Estimador com corre¢do
; ! 50 | 100 | 150 | 200
C

Frequéncia | 1 | 0.8691 | 0.9652 | 0.9824 | 0.9935
relativa 2 10.1309 | 0.0348 | 0.0176 | 0.0065
Viés 0.1309 | 0.0348 | 0.0176 | 0.0065
EMQ 0.1309 | 0.0348 | 0.0176 | 0.0065

Tabela 3.14 Frequéncias relativas, viés e EMQ de k e k. para verdadeiro posto k = 1 da matriz de ordem
4 x 2 sob distribui¢do normal multivariada testada ao nivel de significancia de 90%
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Estimador sem corre¢ao

3 50 100 150 200
Frequéncia | 1 | 0.2038 | 0.0084 | 0.0002 | 0.0000
relativa | 2| 0.7962 | 0.9916 | 0.9998 | 1.0000
Viés -0.2038 | -0.0084 | -0.0002 | 0.0000
EMQ 0.2038 | 0.0084 | 0.0002 | 0.0000

Estimador com corre¢ao
; ! 50 | 100 | 150 | 200
C

Frequéncia | 1 | 0.0437 | 0.0011 | 0.0000 | 0.0000
relativa | 2 | 0.9563 | 0.9989 | 1.0000 | 1.0000
Viés -0.0437 | -0.0011 | 0.0000 | 0.0000
EMQ 0.0437 | 0.0011 | 0.0000 | 0.0000

Tabela 3.15 Frequéncias relativas, viés e EMQ de k e k. para verdadeiro posto k = 2 da matriz de ordem
4 x 2 sob distribui¢do normal multivariada testada ao nivel de significancia de 90%

Estimador sem correcio

t

P 50 100 150 200
Frequéncia | 1 | 0.8681 | 0.9383 | 0.9637 | 0.9712
relativa | 2 | 0.1319 | 0.0617 | 0.0363 | 0.0288
Viés 0.1319 | 0.0617 | 0.0363 | 0.0288
EMQ 0.1319 | 0.0617 | 0.0363 | 0.0288

Estimador com corre¢do
; | s0 | 100 | 150 | 200
C

Frequéncia | 1 | 0.8847 | 0.9531 | 0.9797 | 0.9842
relativa | 2 | 0.1153 | 0.0469 | 0.0203 | 0.0158
Viés 0.1153 | 0.0469 | 0.0203 | 0.0158
EMQ 0.1153 | 0.0469 | 0.0203 | 0.0158

Tabela 3.16 Viés e EMQ de k ¢ k. para verdadeiro posto k = 1 da matriz de ordem 2 x 2 sob distribuicdo
t-Student multivariada testada ao nivel de significancia de 95%
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Estimador sem corre¢ao

3 50 100 150 200
Frequéncia | 1 | 0.6033 | 0.0783 | 0.0012 | 0.0000
relativa 21 0.3967 | 0.9217 | 0.9988 | 1.0000
Viés -0.6033 | -0.0783 | -0.0012 | 0.0000
EMQ 0.6033 | 0.0783 | 0.0012 | 0.0000

Estimador com corre¢ao
; ! 50 100 | 150 | 200
C

Frequéncia | 1 | 0.5131 | 0.0057 | 0.0000 | 0.0000
relativa 21 0.4869 | 0.9943 | 1.0000 | 1.0000
Viés -0.5131 | -0.0057 | 0.0000 | 0.0000
EMQ 0.5131 | 0.0057 | 0.0000 | 0.0000

Tabela 3.17 Viés e EMQ de k e k. para verdadeiro posto k = 2 da matriz de ordem 2 x 2 sob distribui¢do
t-Student multivariada testada ao nivel de significancia de 95%

Estimador sem correcio

t

P 50 100 150 200
Frequéncia | 1 | 0.7875 | 0.8610 | 0.9008 | 0.9234
relativa 2 10.2125 | 0.1390 | 0.0992 | 0.0766
Viés 0.2125 | 0.1390 | 0.0992 | 0.0766
EMQ 0.2125 | 0.1390 | 0.0992 | 0.0766

Estimador com corre¢do
; ! 50 | 100 | 150 | 200
C

Frequéncia | 1 | 0.8037 | 0.8825 | 0.9245 | 0.9508
relativa 2 10.1963 | 0.1175 | 0.0755 | 0.0492
Viés 0.1963 | 0.1175 | 0.0755 | 0.0492
EMQ 0.1963 | 0.1175 | 0.0755 | 0.0492

Tabela 3.18 Viés e EMQ de k ¢ k. para verdadeiro posto k = 1 da matriz de ordem 3 x 2 sob distribuicdo
t-Student multivariada testada ao nivel de significancia de 95%
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Estimador sem correcao

i 50 100 150 200
Frequéncia | 1 | 0.6595 | 0.2793 | 0.0650 | 0.0064
relativa | 2 | 0.3405 | 0.7207 | 0.9350 | 0.9936
Viés -0.6595 | -0.2793 | -0.0650 | -0.0064
EMQ 0.6595 | 0.2793 | 0.0650 | 0.0064

Estimador com correcao
: : 50 | 100 | 150 | 200
(4

Frequéncia | 1 | 0.5802 | 0.0958 | 0.0048 | 0.0000
relativa | 2 | 0.4198 | 0.9042 | 0.9952 | 1.0000
Viés -0.5802 | -0.0958 | -0.0048 | 0.0000
EMQ 0.5802 | 0.0958 | 0.0048 | 0.0000

Tabela 3.19 Viés e EMQ de k ¢ k. para verdadeiro posto k = 2 da matriz de ordem 3 x 2 sob distribui¢do
t-Student multivariada testada ao nivel de significancia de 95%



CAPITULO 4

Conclusoes

Ao longo desta tese foram feitos cdlculos para a obten¢do de uma formulacdo para
o quantil aperfeicoado, até a ordem O(¢~!), da funcdo de distribui¢io da estatistica do tipo
Wald para estimar o posto de uma matriz desconhecida. Como se pode verificar em Cordeiro
& Ferrari (1995), até a ordem O(t~!) sendo ¢ o tamanho da amostra, esse quantil corrigido
¢ equivalente a uma estatistica de teste melhorada. Desse modo, baseado no teste de Wald,
proposto por Ratsimalahelo (2003a,b), e na expansao de Edgeworth para a funcao de densidade
da estatistica de Wald com restri¢cOes nao lineares dada por Phillips & Park (1988), a partir da
restri¢cdo nao linear dos parametros que consiste em expor um vetor de pardmetros constituido
pelos n — k menores valores singulares, obtiveram-se expressoes que possibilitam aprimorar a
estatistica de Wald para o posto de uma matriz desconhecida no sentido de reduzir o viés desse
estimador. Aqui, n representa o nimero de colunas da matriz desconhecida enquanto que k
representa o seu posto.

Com o auxilio de programa computacional que usa linguagem de programagdo matri-
cial, Ox (Doornik, 2006), foram feitas simula¢des baseadas no método de Monte Carlo para
a avaliacdo numérica dos resultados tedricos aplicados ao modelo de equacgdes simultaneas
lineares, de modo que a matriz de erros aleatdrios tem fungao de densidade na classe das distri-
bui¢des de contorno eliptico. Mais especificamente, tomaram-se 0S casos em que essa matriz
tem distribuicdo normal multivariada ou distribuicdo t-Student multivariada. O procedimento
adotado para produzir os estimadores com e sem correcdo de viés foi o critério de teste sequen-
cial (Apéndice B). A partir deste, pode-se observar que, em ambos os casos de distribui¢do, o
estimador gerado pela estatistica aperfeicoada apresenta viés reduzido em relac@o ao estimador
dado pela estatistica definida por Ratsimalahelo (2003a,b) quando a matriz das varidveis endo-
genas tem um numero pequeno de colunas e o posto da matriz dos parametros desconhecidos
nao é completo. Quando o posto da matriz dos parametros desconhecidos € completo e a ma-
triz das varidveis enddgenas tem um nimero pequeno de colunas, por exemplo, dois, a mesma
observacao € verificada. No entanto, neste caso, pdde-se observar maior redu¢do no valor do
viés quando sdo feitas comparacdes com o caso em que a matriz dos parametros desconhecidos
ndo tem posto completo. Apesar disto, os estimadores de posto obtidos através das correcoes
dadas pelo Capitulo 1 continuam sendo consistentes.

Propostas de futuros trabalhos surgem se se considerarem os casos em que a matriz de
covariancias € nao conhecida e, até mesmo, como exposto em Ratsimalahelo (2003a), quando
ela é singular tendo uma representacao de produto de Kronecker. Pode-se, também, trabalhar
com outras distribui¢des de contorno eliptico diferentes daquelas anteriormente abordadas bem
como tentar obter aperfeicoamento para estatisticas levando em consideracdo outras distribui-
¢oes ndo elipticas.
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APENDICE A

A inversa generalizada de Moore Penrose

Mediante a necessidade de se ter uma férmula explicita para a matriz inversa genera-
lizada de Moore Penrose da matriz By ; = Y.11l, —A’A, a qual surge na equagdo (1.17), com
[=1,2,...,n—k, este capitulo apresenta os calculos que possibilitam escrever cada Bf em fun-
¢do dos autovetores da matriz A’A. Observe-se que se estd supondo que a matriz A tem posto
coluna completo com probabilidade um. Assim, para cada [ = 1,...,n, considere-se a matriz
B; = Y1, — A’A. Entdo, sendo V a matriz ortogonal de ordem n X n, obtida da decomposicdo
em valores singulares da matriz A, observe-se que:

V'B)V = Yl —diag{y,; h=1,...,n} =diag{yy—wm; h=1,...,n}=Dy.

Portanto, B; = VD;V’' de modo que se pode escrever B; = B 1,1+ B> sendo:

B]JZV 0 0 - %=%-1 00 --- 0 14
0 0 0 00 --- 0
0 0 0 00 0
€
00 0 0 0 0
00 --- 00 0 0 ,
By =V vV,
21 00 - 00 %=y - 0

ambas de ordem n X n. Assim, sendo V = [v;...v,| tem-se que:

-1 n
By = Z (M= M)vvy, e By, = Z (Y — V) VaV),-
h=1 h=I+1

Observe-se, ainda, que, como V é uma matriz ortogonal em R"*", o conjunto de vetores
{vi,...,v} é uma base ortonormal de R", de modo que,

/ / / /
By By, =By By ;=B ;B2 =B ;B =0.
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APENDICE A A INVERSA GENERALIZADA DE MOORE PENROSE 93

Logo, pelo Lema 1.7 dado por Penrose (1955), pode-se concluir que B," = Bi / —|—BZ I

Se se considerarem as matrizes Vi = [vi...v;_1], Vo = [vii1 ... v, Al =diag{yy— W h=
l,...,1—1}e Ay =diag{yi—y; h=I1+1,...,n}deordensnx (I—1),nx(n—1),(I—1)x
(I—1)e (n—1) x (n—1), respectivamente, conclui-se que:

B;Vi=ViA;, para i=1,2

com
V{Vl = [l,1 € V2/V2 = In,].

Além do mais, se x € R", entdo:

n n
x:ZOthvh, x’x:Zag e Xvy=a, para h=1,....n.
h=1 h=1

Portanto, sendo v, — 9, <Oparah=1,....—1ey—Y >0para h=1[+1,...,n, pode-se
verificar que

-1 n

XBix=Y (n-ma; <0 e XByx= Y (n—moy >0,
h=1 h=I+1

para todo x € R", o que implica que as matrizes —B1 ; € B ; sdo semidefinidas positivas. Dessa
forma, como pode ser visto em Magnus & Neudekcer (1999, pg. 35),

Bi =ViAV] e B,-TZZV,'A,-_]VI-’, i=1,2.

Uma vez que A tem posto n, entdo, como pode ser visto em Golub & Van Loan (1996), v >
Y > ... > 7% >0, de modo que se pode escrever:

n

-1
BTJ = Z (=) "'vavy e le = Z (v — 1) Lo,
h=1 h=I[+1

Com isso, conclui-se que:

-1

B;L: Z(%_'}’h)_]vhv;,-i- Z (}/I—Yh)_lvhv;l,
h=1 h=I+1

ou seja,
n
Bf =Y (n—m) vl
h=1,
hl



APENDICE B

O Procedimento de teste sequencial

O procedimento de teste sequencial pode ser usado para produzir um estimador do ver-
dadeiro posto de uma matriz desconhecida. No entanto, como pode ser verificado em Cragg &
Donald (1996) e Robin & Smith (2000), usado para esse propdsito, o procedimento ndo resulta
em um estimador consistente. Apesar disto, Ratsimalahelo (2003a,b) apresenta condi¢des que
garantem a consisténcia forte do estimador do posto de uma matriz desconhecida, obtido pelo
uso do procedimento de teste sequencial.

Seja A, uma matriz desconhecida de ordem m x n, com m > n, e A um estimador NE
consistente de A,, o qual satisfaz a convergéncia em (1.1). Sob a hipdtese nula, H,, de que o
verdadeiro posto de A, € k, sendo 0 < k < n, a estatistica de teste do tipo Wald para testar H.,
dada pela equacdo (1.3), é

W (k) =tg' (6;“26’>_1 2.

Assim, o procedimento de teste sequencial consiste em realizar testes progressivos para
os valores de k, comecando com k = 1, até que seja obtido um teste que nao rejeite H,. Neste
caso, i denotard o valor de k para o primeiro teste que ndo rejeite a hipétese nula de que o
verdadeiro posto de A, € k.

Sendo W = W (k), dada em (1.3), uma estatistica do tipo Wald, como pode ser verificado
em Ratsimalahelo (2003a,b), esta tem uma distribui¢do assintética qui-quadrado com n — k
graus de liberdade, xf_k. Seja ¥ a representagdo para o quantil dessa distribuicdo, e seja C;
uma sequéncia predeterminada de nimeros reais, cuja escolha, dada mais adiante, permite que
seja obtida a consisténcia forte do estimador do posto da matriz A,. Aqui, ¢ denota o tamanho
da amostra. Entao, ¥,C; > 0 é considerado como o valor critico, associado a estatistica de teste
W quando k =k, de uma distribui¢do qui-quadrado.

As condi¢des que a sequencia C; deve satisfazer para garantir a consisténcia forte do
estimador do posto de A, s@o

i) G >0;
(i) limy_00 & = 0;
(Ji) Timy oo 57 = 0

Assim, como foi considerado por Ratsimalahelo (2003a,b), para cada tamanho amostral,
t, tomou-se C; = /log?. Neste caso, k € {1,2,...,k— 1} é tal que W (k) > %.C;, paratodo k > k
comk € {1,2,...,n}, e W(k) < %C;, para k = k. Assim, pode-se observar que k define um

estimador consistente para o verdadeiro posto da matriz A,, sendo o menor valor de k para o
qual o teste W (k) ndo rejeita a hipétese nula.
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APENDICE C

Programas usados na avaliacao numérica

C.1 Programas referentes a distribuicio normal multivariada

/**********~k~k**********************************************
* PROGRAMA: testecorrigidol.ox

AUTOR: Davis Matias de Oliveira

DATA: 17 de junho de 2011

ULTIMA MODIFICACAO: fevereiro de 2012

* ok X X

*
Este programa faz uma estimativa, com correcdo do valorx
critico, do posto da matriz dos parédmetros desconheci- =
dos do modelo de equacdes simulténeas lineares, e cal- =
cula o viés e o EQM de tal estimador gquando a matriz dex
covaridncias assintotica é conhecida e a matriz de er- =«
* ros aleatdrios tem distribuicdo normal multivariada. *
*********'k‘k*******~k~k***********k'k‘k*************************/
#include <oxstd.h>
#include <funcoes.h>

L S T S S

decl MIN = 50;
decl MAX = 200;
decl REP = 10000;

main () {

decl i, 3j, s, t, mc, ta, dExecTime, n, svd, mu, mv, md, mu0, md0, mvO,
g, 9glc, posto_estcor, k, L, U, VvV, U2, V2, Q, G, quantil, E, S,
mSigma_c, mSigma, P, Pl, mX, mY, svd0, mul, mdl, mvl,

mB_verd, mB_est, seqgposto, m, k_verd, y, cont_aceitar_seqgcor,
E_posto_estcor, mxtxinv, Prob_teste_seqcor, E_posto_est2cor,
EQM_posto_estcor, aux_seqgcor, Prop_seqcor, Vies_posto_estcor,
E_posto2_estcor;

decl mB = <1,0;0,0;

1,0;0,2;
1,0;0,0;0,0;
1,0;0,2;0,0;
1,0;0,0;0,0;0,0;
1,0;0,2;0,0;0,0;
1,0,0;0,0,0;,0,0,0;
1,0,0;0,2,0;,0,0,0;
1,0,0;0,2,0;0,0,3>;

~
~
~
~

// Inicio do Relogio
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C.1 PROGRAMAS REFERENTES A DISTRIBUICAO NORMAL MULTIVARIADA

dExecTime = timer () ;

//Inicio do Loop que preenche as matrizes verdadeiras

for(s = 3; s < 4; s++){

if(s < 3){

mB_verd = zeros (2+s,2);

for(j = 1; 3 < 2; j++){

for(t = 0; t < (2+s); t++)

mB_verd[t][] = mB[s* (3+s)+j* (2+s)+t]1[];

print (mB_verd) ;

k_verd = rank (mB_verd) ;

m = rows (mB_verd);

n = columns (mB_verd);

S = ranu(n, n);

mSigma_c = S * S’;

svd0 = decsvd(S’, &mulO, &md0, &mvO0);

P = mvOxdiag (md0)+*mv0’; //Matriz Raiz Quadrada de mSigma_c

// Loop Para Diferentes Tamanhos da Amostra
for (ta = MIN; ta <= MAX; ta += 50) {
ranseed ({1976, 2011});

mX = l~ranu(ta, m-1);
aux_seqcor = zeros(n+l,1);
cont_aceitar_seqcor = zeros(n+l,1);

ranseed (-1);

/*Inicio do Loop de Monte Carlox/

for (mc = 0; mc < REP; mc++) {
/+*Matrizes de Variaveis Dependentes e mB_estx/
mY = mX » mB_verd + rann(n,ta)’ x P;

olsc(mY, mX, &mB_est, &mxtxinv);

//Matriz de Covariancias de vec (mB_est-mB_verd)
mSigma = (mSigma_c **x (taxmxtxinv));

svd = decsvd((ta*mxtxinv), &mul, &mdl, &mvl);
//Matriz Raiz Quadrada de mSigma

Pl = Pxx (mvl* (diag(mdl) .~ (0.5))*mvl’);

// Inicio do Teste Sequencial Corrigido
ftesteseqcor (ta, mB_est, mSigma, Pl, &posto_estcor);

for (i =1; 1 < n + 1; i++) {

if (posto_estcor == i) {
cont_aceitar_seqcor[i] [0]++;

}

aux_seqcor[i] [0] = 1i;

}// Fim do Teste Sequencial

}// Termino do Loop de Monte Carlo

Prop_seqcor = (cont_aceitar_seqcor/REP);
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// Vies do Posto Estimado
E_posto_estcor = 0.0;

for (i = 1; i < n + 1; i++)
E_posto_estcor += ixProp_seqcor[i][0];

Vies_posto_estcor = E_posto_estcor - k_verd;

// EQM Para do Posto Estimado
E_posto2_estcor = 0.0;

for (1 = 1; i < n + 1; i++)
E_posto2_estcor += ((i”2)*Prop_seqgcor[i][0]1); // E("k"2)
EQM_posto_estcor = E_posto2_estcor

- (2 % k_verd * E_posto_estcor) + k_verd"2;

/xFHffddddd 44 HFFFFFHAHESF FIM DO TESTE CORRIGIDO ##t########4FF#####E~/
// Impressao dos Dados

println ("\n\t\t\t\tTamanho amostral: ", ta);

println ("\n--———-—————-————-— Teste Sequencial-—————--"—""—"—"—"———————— ")
println ("\nPosto \t\t", "Num. de replicas \t\t ", "Probabilidade ");
for (i = 1; 1 <= n; i++){

println (" ",aux_seqcor[i] [0], "™ \t\t\t ",
cont_aceitar_seqcor[i][0] ,™ \t\t ", "%15.4f",Prop_seqcor[i][0]);

}

println("\n Vies_posto_estimado_seqcor: ","%$10.4f",Vies_posto_estcor);
println("\n EQM_posto_estimado_seqcor: ","%10.4f",EQM_posto_estcor);

}//Termino do Loop Para Diferentes Tamanhos de Amostra

} //Termino do preenchimento da matriz verdadeira

} //Termino do loop para preenchimento da matriz verdadeira
else{//Inicio dos cédlculos para matrizes com trés colunas
mB_verd = zeros(3,3);

for (j=1; J<2; J++){

for(t = 0; t <s; t++)

mB_verd[t][] = mB[18+j*3+t]1[1];

print (mB_verd) ;

k_verd = rank (mB_verd);
m rows (mB_verd) ;

n = columns (mB_verd);

S = ranu(n, n);

mSigma_c = S * S’;

svd0 = decsvd(S’, &muO, &md0, &mvO0);

P = mvOxdiag (md0)*mv0’; //Matriz Raiz Quadrada de mSigma_c

// Loop Para Diferentes Tamanhos da Amostra
for (ta = MIN; ta <= MAX; ta += 50) {
ranseed ({1976, 2011});

mX = l~ranu(ta, m-1);
aux_seqcor = zeros(n+l,1);
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cont_aceitar_seqcor = zeros(n+l,1);
ranseed (-1);

/+*Inicio do Loop de Monte Carlox*/

for (mc = 0; mc < REP; mc++) {
/+*Matrizes de Variaveis Dependentes e mB_estx/
mY = mX * mB_verd + rann(n,ta)’ x P;

olsc(mY, mX, &mB_est, &mxtxinv);

//Matriz de Covariancias de vec (mB_est-mB_verd)
mSigma = (mSigma_c *x* (taxmxtxinv));

svd = decsvd((ta*mxtxinv), &mul, &mdl, &mvl);
//Matriz Raiz Quadrada de mSigma

Pl = Pxx (mvl* (diag(mdl) .~ (0.5))*mvl’);

// Inicio do Teste Sequencial Corrigido
ftesteseqcor (ta, mB_est, mSigma, Pl, &posto_estcor);

for (i = 1; 1 < n + 1; i++) {

if (posto_estcor == i) {
cont_aceitar_seqcor[i] [0]++;

}

aux_seqcor[i] [0] = 1i;

}// Fim do Teste Sequencial

}// Termino do Loop de Monte Carlo

Prop_seqcor = (cont_aceitar_seqcor/REP);
// Vies do Posto Estimado
E_posto_estcor = 0.0;

for (i = 1; 1 < n + 1; 1i++)
E_posto_estcor += ixProp_seqcor[i] [0];

Vies_posto_estcor = E_posto_estcor - k_verd;

// EQM Para do Posto Estimado
E_posto2_estcor = 0.0;

for (1 = 1; i < n + 1; i++)
E_posto2_estcor += ((i”2)*Prop_seqgcor[i][0]1); // E("k"2)
EQM_posto_estcor = E_posto2_estcor

- (2 % k_verd x E_posto_estcor) + k_verd"2;

[ HHEFFEHEF S A FFEEHFFAES FIM DO TESTE CORRIGIDO ##########FF##H#~/

// Impressao dos Dados

println ("\n\t\t\t\tTamanho amostral: ", ta);
println("\n-——————--———————~ Teste Sequencial-—————----—"""""-—————— ");
println ("\nPosto \t\t", "Num. de replicas \t\t ", "Probabilidade ");
for (i = 1; 1 <= n; i++){

println (" ",aux_seqcor[i]1[0], " \t\t\t ",
cont_aceitar_seqcor[i][0] ,™ \t\t ", "%15.4f",Prop_seqcor[i][0]);

}
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println("\n Vies_posto_estimado_seqcor: ","%10.4f",Vies_posto_estcor);
println ("\n EQM_posto_estimado_seqgcor: ","%$10.4f",EQM_posto_estcor);

}//Termino do Loop Para Diferentes Tamanhos de Amostra
} //Termino do preenchimento da matriz verdadeira com tres colunas
} /*Termino do loop para preenchimento da

matriz verdadeira com trés colunasx*/

print ("\n\n\t\t Data: ", date());
print ("\n\n\t\t Hora: ", time());

99

print ("\n\n\t\t Tempo Total de Execucao:",timespan (dExecTime), "\minutos");

}//termino do loop para os calculos de todas as matrizes
}//Termino do corpo principal

/**********************************************************
* PROGRAMA: testenaocorrigidol.ox
AUTOR: Davis Matias de Oliveira

DATA: 17 de junho de 2011

ULTIMA MODIFICACAO: fevereiro de 2012

* o ok X

*

Este programa faz uma estimativa do posto da matriz dos=
pardmetros desconhecidos do modelo de equagdes simulté-=
neas lineares, e calcula o viés e o EQM de tal estima- =
dor gquando a matriz de covariéncias assintotica é co- «
nhecida e a matriz de erros aleatdérios tem distribuicdox
* normal multivariada. =*

L S S S S S

***********‘k******‘k****************************************/
#include <oxstd.h>
#include <funcoes.h>

decl MIN = 50;
decl MAX = 200;
decl REP = 10000;

main () {

decl i, j, s, t, mc, ta, diExecTime, n, svd, mu, mv, md, muO, md0, mvO,
g, 9glc, posto_est, k, L, U, V, U2, V2, Q, G, quantil, E, S,

mSigma_c, mSigma, P, mX, mY, svdoO,

mB_verd, mB_est, segposto, m, k_verd, y, cont_aceitar_seq,
E_posto_est, mxtxinv, Prob_teste_seq, E_posto_est2,

EQM_posto_est, aux_seq, Prop_seq, Vies_posto_est,

E_postoZ2_est,I_ta;

decl mB = <1,0;0,0;
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C.1 PROGRAMAS REFERENTES A DISTRIBUICAO NORMAL MULTIVARIADA

1,0,0;0,2,0;0,0,3>;

// Inicio do Relogio
dExecTime = timer();

//Inicio do Loop que preenche as matrizes verdadeiras
for(s = 2; s < 3; s++){
if(s < 3){

mB_verd = z

e 2+s,2);
for(j =1 ; 3

t

]

ros (
< 27 )

for(t = 0; < (2+4s8); t++)

mB_verd[t] [] = mB[sx (3+s)+Jx(2+s)+t][];

print (mB_verd) ;

k_verd = rank (mB_verd);

m = rows (mB_verd) ;

n = columns (mB_verd);

S = ranu(n, n);

mSigma_c = S x S’;

svd0 = decsvd(S’, &mulO, &mdO, &mvO0);
//Matriz Raiz Quadrada de mSigma_c
P = mvOxdiag (md0Q) *mv0’ ;

// Loop Para Diferentes Tamanhos da Amostra
for (ta = MIN; ta <= MAX; ta += 50) {
ranseed ({1976, 2011});

mX = l~ranu(ta, m-1);

aux_seq = zeros(n+l,1);
cont_aceitar_seq = zeros(n+l,1l);
I_ta = unit(ta);

ranseed (-1);

// Inicio do Loop de Monte Carlo

for(mc = 0; mc < REP; mc++) {

// Matrizes de Variaveis Dependentes e mB_est
//Geracdo da normal multivariada

mY = mX * mB_verd + rann(n,ta)’ *P;
olsc(mY, mX, &mB_est, &mxtxinv);
mSigma = (mSigma_c ** (taxmxtxinv));

// Inicio do Teste Sequencial
ftesteseqg(ta, mB_est, mSigma, &posto_est);

for (i = 1; i <= n; i++) {
if (posto_est == 1)
cont_aceitar_seq[i] [0]++;
aux_seq[i][0] = 1i;

}// Fim do Teste Sequencial
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}// Termino do Loop de Monte Carlo

Prop_seq = cont_aceitar_seq / REP;

//Esperanca do posto estimado
E_posto_est = 0.0;
for

(1 = 1; i < n + 1;

i++)
E_posto_est += ixProp_seq[i][0];

// Vies do Posto Estimado
Vies_posto_est = E_posto_est - k_verd;

// EQM Para do Posto Estimado
E_posto2_est = 0.0;
for

E_posto2_est +=

(i =1; 1 < n + 1;

i++)

EQM_posto_est = E_posto2_est

(2 « k_verd  E_posto_est)

// Impressao dos Dados
println ("\n\t\t\t\tTamanho amostral:

println("\n
println ("\nPosto \t\t",

for

println ("

(1 1; i <n + 1;

cont_aceitar_seq[i] [0]

}

"Num.

i++) {

4

",aux_seq[i] [0], "

"oA\t\t

Teste Sequencial

(1"2)«xProp_seq[i] [0]1; // E("k"2)

+ k_verd”2;

", ta);

de replicas \t\t ", "Probabilidade

\t\t\t ",
", "$15.4f",Prop_seqli] [0]);

println("\n Vies_posto_estimado_seq:
println("\n EQM_posto_estimado_seq:

","%$10.4f",Vies_posto_est);
","%10.4f",EQM_posto_est);

}//Termino do Loop Para Diferentes Tamanhos de Amostra

}

}//Termino do loop para preencher a matriz verdadeira
else{//Inicio dos cédlculos para matrizes com trés colunas
mB_verd = zeros(3,3);
for(j=2; 3<3; J++){
for(t = 0; t<s; t++)
mB_verd[t][] = mB[18+]j*3+t]1[];
print (mB_verd) ;

k_verd = rank (mB_verd);
m =

n
S

rows (mB_verd) ;
columns (mB_verd) ;
ranu(n, n);

mSigma_c = S * S’;

svd0

= decsvd(S’, &mu0,

&mdo,

&mv0) ;

//Matriz Raiz Quadrada de mSigma_c

P

mvOxdiag (md0) *xmv0’ ;
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// Loop Para Diferentes Tamanhos da Amostra
for (ta = MIN; ta <= MAX; ta += 50)

mX = l~ranu(ta, m-1);
aux_seq = zeros(n+l,1);
cont_aceitar_seq = zeros(n+l,1);

I_ta = unit(ta);

// Inicio do Loop de Monte Carlo
for(mc = 0; mc < REP; mc++) {

// Matrizes de Variaveis Dependentes e mB_est

//Geracdo da normal multivariada

mY = mX x» mB_verd + rann(n,ta)’«P;

olsc(mY, mX, &mB_est, &mxtxinv);

mSigma = (mSigma_c *x (tasmxtxinv));

// Inicio do Teste Sequencial

ftesteseg(ta, mB_est, mSigma, &posto_est);

for (i = 1; i <= n; i++) {
if (posto_est == 1)
cont_aceitar_seq[i] [0]++;
aux_seq[i] [0] = 1i;

}// Fim do Teste Sequencial

}// Termino do Loop de Monte Carlo

Prop_seq = cont_aceitar_seq / REP;

//Esperan¢a do posto estimado
E_posto_est = 0.0;

for (i = 1; 1 < n + 1; 1i++)
E_posto_est += ixProp_seq[i] [0];

// Vies do Posto Estimado

Vies_posto_est = E_posto_est - k_verd;

// EQM Para do Posto Estimado
E_posto2_est = 0.0;
for (i = 1; 1 < n + 1; 1i++)

{

E_posto2_est += (i"2)«Prop_seq[i]I[0];

EQM_posto_est = E_posto2_est

- (2 % k_verd » E_posto_est) + k_verd"2;

// Impressao dos Dados

println ("\n\t\t\t\tTamanho amostral:
println("\n-——————————————- Teste Sequencial
println ("\nPosto \t\t", "Num. de replicas \t\t

for (i 1; 1 < n + 1; i++){

println (" ",aux_seq[1]1[0], "™ \t\t\t
"$15.4f",Prop_seql[i] [0]);

cont_aceitar_seq[i]1[0] ," \t\t ",

// E("k"2)

102



}

println("\n Vies_posto_estimado_seq: ","%10.4f",Vies_posto_est);
println ("\n EQM_posto_estimado_seqg: ","%$10.4f",EQM _posto_est);

C.2 PROGRAMAS REFERENTES A DISTRIBUICAO T-STUDENT MULTIVARIADA

}//Termino do Loop Para Diferentes Tamanhos de Amostra

}

}//Termino do loop para preencher a matriz verdadeira

print ("\n\n\t\t Data: ", date());
print ("\n\n\t\t Hora: ", time());
print ("\n\n\t\t Tempo Total de Execucao:",timespan (dExecTime), "\minutos");

}

}// Termino do Corpo Principal

C.2 Programas referentes a distribuicao t-Student multivariada

/**********************************************************

*

L S T T S

*

**********************************************************/

PROGRAMA: testecorrigidol.ox

AUTOR: Davis Matias de Oliveira

DATA: 17 de junho de 2011

ULTIMA MODIFICAGCAO: fevereiro de 2012

* ok X X

*
Este programa faz uma estimativa, com correcdo do valorx
critico, do posto da matriz dos parédmetros desconheci- =
dos do modelo de equacdes simulténeas lineares, e cal- =
cula o viés e o EQM de tal estimador gquando a matriz dex
covaridncias assintotica é conhecida e a matriz de er- =«
ros aleatdrios tem distribuicdo t-Student multivariada.x*

#include <oxstd.h>
#include <oxprob.h>
#include <funcoes.h>

decl MIN = 50;
decl MAX = 200;
decl REP = 10000;

main () {

decl i, 3j, s, t, mc, ta, dExecTime, n, svd, mu, mv, md, mu0,
glc, df, posto_estcor, k, L, U, VvV, U2, V2, Q, G, quantil,

g

mSigma_c, mSigma, P, Pl, mX, mY, svd0, mul, mdl, mvl,

mB__

verd, mB_est, segposto, m, k_verd, y, cont_aceitar_seqgcor,
E_posto_estcor, mxtxinv, Prob_teste_seqcor, E_posto_est2cor,
EQM_posto_estcor, aux_seqgcor, Prop_seqcor, Vies_posto_estcor,

E_posto2_estcor, curt, mOmega;

decl mB = <1,0;0,0;
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1,0;0,2;0,0;0,0;
1,0,0;0,0,0;,0,0,0;
1,0,0;0,2,0;0,0,0;
1,0,0;0,2,0;0,0,3>;

~
~
~
~
~

// Inicio do Relogio
dExecTime = timer();
//Inicio do Loop que preenche as matrizes verdadeiras

for(s = 0; s < 4; s++){

if(s < 3){

mB_verd = zeros (2+s,2);

for(j = 0; 3 < 2; j++){

for(t = 0; t < (2+s); t++)

mB_verd[t][] = mB[sx* (3+s)+j* (2+s)+t]1[];

print (mB_verd) ;

df = 5;

curt = 2/ (df-4);

k_verd = rank (mB_verd);

m = rows (mB_verd);

n = columns (mB_verd);

S = ranu(n, n);

mSigma_c = S x S’;

svd0 = decsvd(S’, &mulO, &mdO, &mvO0);

P = mvO*xdiag (md0) *mv0’; //Matriz Raiz Quadrada de mSigma_c

// Loop Para Diferentes Tamanhos da Amostra
for (ta = MIN; ta <= MAX; ta += 50) {
ranseed ({1976, 2011});

mX = l~ranu(ta, m-1);
aux_seqcor = zeros(n+l,1);
cont_aceitar_seqcor = zeros(n+l,1);

ranseed (-1);

// Inicio do Loop de Monte Carlo

for (mc = 0; mc < REP; mc++) {

// Matrizes de Variaveis Dependentes e mB_est

mY = mX * mB_verd + rant(n,ta,df)’ * P;

olsc(mY, mX, &mB_est, &mxtxinv);

//Matriz de Covariancias de vec (mB_est-mB_verd)

mOmega = (df/ (df-2))* (mSigma_c *x (ta*mxtxinv));

svd = decsvd((ta*mxtxinv), &mul, &mdl, &mvl);

Pl = P** (mvl* (diag(mdl).”(0.5))*mv1l’); //Matriz Raiz Quadrada de mSigma

// Inicio do Teste Sequencial Corrigido
ftesteseqcorl (ta, mB_est, curt, mX, mxtxinv, mOmega, P1l, &posto_estcor);

for(i = 0; 1 < n + 1; i++) {
if (posto_estcor == i) {
cont_aceitar_seqcor[i] [0]++;

}
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aux_seqcor[i] [0] = i;
}// Fim do Teste Sequencial

}// Termino do Loop de Monte Carlo
Prop_seqcor = (cont_aceitar_seqcor/REP);
// Vies do Posto Estimado
E_posto_estcor 0.0;

for(i = 1; i < n + 1; i++)
E_posto_estcor += ixProp_seqcor[i][0];

Vies_posto_estcor = E_posto_estcor - k_verd;

// EQM Para do Posto Estimado

E_posto2_estcor = 0.0;

for(i = 1; 1 < n + 1; i++)

E_posto2_estcor += ((i"2)*Prop_seqcor([i][0]1); // E("k"2)

EQM _posto_estcor = E_posto2_estcor
- (2 % k_verd » E_posto_estcor) + k_verd"2;

[xHHHFRH AR SRS H S FIM DO TESTE CORRIGIDO ##########HF#FHFH#HH#Hx/
// Impressao dos Dados

println ("\n\t\t\t\tTamanho amostral: ", ta);
println("\n-———————————————- Teste Sequencial--——————---"""""""--—————— ");
println ("\nPosto \t\t", "Num. de replicas \t\t ", "Probabilidade ");
for(i = 0; 1 <= n; 1i++){

println (" ",aux_seqcor[i][0], "™ \t\t\t ",

cont_aceitar_seqgcor[1][0] ,"™ \t\t ", "%15.4f",Prop_seqcor[i][0]);

}

println("\n Vies_posto_estimado_seqcor: ","%10.4f",Vies_posto_estcor);
println("\n EQM_posto_estimado_seqcor: ","%10.4f",EQM _posto_estcor);

}//Termino do Loop Para Diferentes Tamanhos de Amostra

} //Termino do preenchimento da matriz verdadeira

} //Termino do loop para preenchimento da matriz verdadeira
else{//Inicio dos célculos para matrizes com trés colunas
mB_verd = zeros(3,3);

for (j=0; Jj<3; Jj++){

for(t = 0; t<s; t++)

mB_verd[t][] = mB[18+3x3+t][];
print (mB_verd) ;

df = 5;

curt = 2/ (df-4);

k_verd = rank (mB_verd);

m = rows (mB_verd) ;

n = columns (mB_verd);

S = ranu(n, n);

mSigma_c = S x S’;

svd0 = decsvd(S’, &mulO, &mdO, &mvO0);



C.2 PROGRAMAS REFERENTES A DISTRIBUICAO T-STUDENT MULTIVARIADA

P = mvOxdiag (md0Q) *xmv0’ ; //Matriz Raiz Quadrada de mSigma_c

// Loop Para Diferentes Tamanhos da Amostra
for (ta = MIN; ta <= MAX; ta += 50) {
ranseed ({1976, 2011});

mX = l~ranu(ta, m-1);
aux_seqcor = zeros(n+l,1);
cont_aceitar_seqcor = zeros(n+l,1);

ranseed (-1);

// Inicio do Loop de Monte Carlo

for (mc = 0; mc < REP; mc++) {

// Matrizes de Variaveis Dependentes e mB_est
mY = mX * mB_verd + rant(n,ta,df)’ x P;

olsc(mY, mX, &mB_est, &mxtxinv);

//Matriz de Covariancias de vec (mB_est-mB_verd)
mOmega = (df/ (df-2))* (mSigma_c *x (taxmxtxinv));
svd = decsvd((ta*mxtxinv), &mul, &mdl, &mvl);

Pl = P*#* (mvl«* (diag(mdl).”(0.5))*mvl’); //Matriz Raiz Quadrada de mSigma

// Inicio do Teste Sequencial Corrigido

ftesteseqcorl (ta, mB_est, curt, mX, mxtxinv, mOmega, P1l, &posto_estcor);

for(i = 0; 1 < n + 1; 1i++) {
if (posto_estcor == i) {
cont_aceitar_seqcor[i] [0]++;
}

aux_seqcor[i] [0] = 1i;

}// Fim do Teste Sequencial

}// Termino do Loop de Monte Carlo
Prop_seqcor = (cont_aceitar_seqcor/REP);
// Vies do Posto Estimado
E_posto_estcor = 0.0;

for(i = 1; i < n + 1; i++)
E_posto_estcor += ixProp_seqcor[i][0];

Vies_posto_estcor = E_posto_estcor - k_verd;

// EQM Para do Posto Estimado
E_posto2_estcor = 0.0;

for(i = 1; i < n + 1; i++)
E_posto2_estcor += ((i"2)*Prop_seqcor([i][0]); // E("k"2)
EQM_posto_estcor = E_posto2_estcor

- (2 %« k_verd x E_posto_estcor) + k_verd"2;
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// Impressao dos Dados
println ("\n\t\t\t\tTamanho amostral: ", ta);

println("\n-——————————————— Teste Sequencial-—————-—-—"—"—"—————————————

println ("\nPosto \t\t", "Num. de replicas \t\t ", "Probabilidade ");
for(i = 0; i <= n; i++){

println (" ",aux_seqcor[i][0], "™ \t\t\t ",

cont_aceitar_seqgcor[1][0] ,"™ \t\t ", "%15.4f",Prop_seqcor[i][0]);

}

println ("\n Vies_posto_estimado_seqcor: ","%$10.4f",Vies_posto_estcor);
println("\n EQM_posto_estimado_seqcor: ","%10.4f",EQM_posto_estcor);

}//Termino do Loop Para Diferentes Tamanhos de Amostra
} //Termino do preenchimento da matriz verdadeira
} //Termino do loop para preenchimento da matriz verdadeira

print ("\n\n\t\t Data: ", date());
print ("\n\n\t\t Hora: ", time());
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print ("\n\n\t\t Tempo Total de Execucao:",timespan (dExecTime), "\minutos");

}//Termino do loop para o estimador do posto de todas as matrizes
}// Termino do Corpo Principal

/**********************************************************

* PROGRAMA: testenaocorrigido.ox

*
* AUTOR: Davis Matias de Oliveira *
* DATA: 17 de junho de 2011 *
* ULTIMA MODIFICACAO: fevereiro de 2012 *
* *
* Este programa faz uma estimativa do posto da matriz dos*
* parémetros desconhecidos do modelo de equagdes simulta-=
* neas lineares, e calcula o viés e o EQM de tal estima—- =
* dor quando a matriz de covariéncias assintotica é co-
* nhecida e a matriz de erros aleatdrios tem distribuicdox
* t—-Student multivariada. *

**k******************************k**************************/
#include <oxstd.h>
#include <oxprob.h>
#include <funcoes.h>

decl MIN = 50;
decl MAX = 200;
decl REP = 10000;

main () {

decl i, 3, s, t, mc, ta, dExecTime, n, svd, mu, mv, md, muO, md0, mvO,
g, 9glc, posto_est, k, L, U, VvV, U2, V2, Q, G, quantil, E, S,

mSigma_c, mSigma, P, mX, mY, svdoO,

mB_verd, mB_est, seqgposto, m, k_verd, y, cont_aceitar_seq,
E_posto_est, mxtxinv, Prob_teste_seq, E_posto_est2,

EQM_posto_est, aux_seq, Prop_seq, Vies_posto_est,

E_posto2_est, df, mOmega;
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decl mB = <1,0;0,0;

1,0;0,2;
1,0;0,0;0,0;
1,0;0,2;0,0;
1,0;0,0;0,0;0,0;
1,0;0,2;0,0;0,0;
1,0,0;0,0,0;,0,0,0;
1,0,0;0,2,0;0,0,0;
1,0,0;0,2,0;0,0,3>;

~
~
~
~
~
~

// Inicio do Relogio
dExecTime = timer () ;

//Inicio do Loop que preenche as matrizes verdadeiras

for(s = 1; s < 2; s++){

if(s < 3){

mB_verd = zeros(2+s,2);

for(j = 1; J < 2; j++){

for(t = 0; t < (2+s); t++)

mB_verd[t][] = mB[s* (3+s)+jx(2+s)+t]1[];

print (mB_verd) ;

df = 5;

k_verd = rank (mB_verd);
m = rows (mB_verd);

n = columns (mB_verd);

S = ranu(n, n);
mSigma_c = S %= S’;

svd0 = decsvd(S’, &mulO, &mdO, &mvO0);
//Matriz Raiz Quadrada de mSigma_c
P = mvOxdiag (mdO) xmvO0’ ;

// Loop Para Diferentes Tamanhos da Amostra
for(ta = MIN; ta <= MAX; ta += 50) {
ranseed ({1976, 2011});

mX = l~ranu(ta, m-1);
aux_seq = zeros(n+l,1);
cont_aceitar_seq = zeros(n+l,1);

ranseed (-1);

// Inicio do Loop de Monte Carlo

for(mc = 0; mc < REP; mc++) {

// Matrizes de Variaveis Dependentes e mB_est
mY = mX * mB_verd + rant(n,ta,df)’*P;

olsc(mY, mX, &mB_est, &mxtxinv);

mOmega = (df/ (df-2))* (mSigma_c *x (tarmxtxinv));

// Inicio do Teste Sequencial
ftesteseqg(ta, mB_est, mOmega, &posto_est);
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for(i = 1; 1 < n + 1; i++) {

if (posto_est == 1)
cont_aceitar_seq[i] [0]++;
aux_seq[i] [0] = 1i;

}// Fim do Teste Sequencial

}// Termino do Loop de Monte Carlo
Prop_seq = cont_aceitar_seq / REP;
//Esperanca do posto estimado
E_posto_est = 0.0;

for (i = 1; 1 < n + 1; 1i++)

E_posto_est += ixProp_seq[i] [0];

// Vies do Posto Estimado
Vies_posto_est = E_posto_est - k_verd;

// EQM Para do Posto Estimado
E_posto2_est = 0.0;

for(i = 1; 1 < n + 1; i++)
E_posto2_est += ((i”2)*Prop_seqli][0]1); // E("k"2)
EQM _posto_est = E_posto2_est

- (2 % k_verd » E_posto_est) + k_verd"2;

// Impressao dos Dados

println ("\n\t\t\t\tTamanho amostral: ", ta);

println("\n-——————--———————~ Teste Sequencial-————-""-"-""""""""—"———————— ");
println ("\nPosto \t\t", "Num. de replicas \t\t ", "Probabilidade ");

for (i =1; 1 < n + 1; 1i++){

println (" ",aux_seq[i][0], "™ \t\t\t ",

cont_aceitar_seq[i][0] ," \t\t ", "$15.4f",Prop_seq[i][0]);

}

println("\n Vies_posto_estimado_seq: ","%10.4f",Vies_posto_est);
println("\n EQM_posto_estimado_seq: ","%10.4f",EQM_posto_est);

}//Termino do Loop Para Diferentes Tamanhos de Amostra com duas colunas
}
}/+*Termino do loop para preencher a matriz

verdadeira com duas colunas (Termino do 1if) %/

else{//Inicio dos cédlculos para matrizes com trés colunas
mB_verd = zeros(3,3);

for (3=0; J<3; J++){

for(t = 0; t<s; t++)

mB_verd[t] [] = mB[18+j*3+t][];

print (mB_verd) ;

df = 5;
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k_verd = rank (mB_verd);

m rows (mB_verd) ;

n = columns (mB_verd);

S = ranu(n, n);

mSigma_c = S *x S’;

svd0 = decsvd(S’, &muO, &md0, &mvO0);

P = mvO*xdiag(md0) «mv0’; //Matriz Raiz Quadrada de mSigma_c

// Loop Para Diferentes Tamanhos da Amostra
for(ta = MIN; ta <= MAX; ta += 50) {

mX = l~ranu(ta, m-1);

aux_seq = zeros(n+l,1);

cont_aceitar_seq = zeros(n+l,1);

// Inicio do Loop de Monte Carlo

for(mc = 0; mc < REP; mc++) {

// Matrizes de Variaveis Dependentes e mB_est
mY = mX * mB_verd + rant(ta,n,df)*P’;

olsc(mY, mX, &mB_est, &mxtxinv);

mOmega = (df/ (df-2))* (mSigma_c ** (taxmxtxinv));

// Inicio do Teste Sequencial
ftesteseg(ta, mB_est, mOmega, &posto_est);

for(i = 1; 1 < n + 1; i++) {
if (posto_est == 1i)
cont_aceitar_seq[i] [0]++;
aux_seq[i] [0] = 1i;

}// Fim do Teste Sequencial

}// Termino do Loop de Monte Carlo
Prop_seq = cont_aceitar_seq / REP;
//Esperanga do posto estimado
E_posto_est = 0.0;

for (i = 1; 1 < n + 1; 1i++)

E_posto_est += ixProp_seq(i] [0];

// Vies do Posto Estimado
Vies_posto_est = E_posto_est - k_verd;

// EQM Para do Posto Estimado
E_posto2_est = 0.0;

for(i = 1; i < n + 1; i++)
E_posto2_est += ((i"2)*Prop_seq[i][0]); // E("k"2)
EQM_posto_est = E_posto2_est

- (2 % k_verd » E_posto_est) + k_verd"2;

/xEER A F A F AR F S #4 FIM DO TESTE CORRIGIDO ###############4##4x/

// Impressao dos Dados
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println ("\n\t\t\t\tTamanho amostral: ", ta);

println("\n-———————-———————- Teste Sequencial-———-------"-"""""""""---——— ")
println ("\nPosto \t\t", "Num. de replicas \t\t ", "Probabilidade ");

for (1 = 1; i < n + 1; i++){

println (" ",aux_seq[i] [0], "™ \t\t\t ",

cont_aceitar_seq[i][0] ," \t\t ", "%$15.4f",Prop_seq[i][01]);

}

println("\n Vies_posto_estimado_seq: ","%10.4f",Vies_posto_est);
println ("\n EQM_posto_estimado_seqg: ","%$10.4f",EQM _posto_est);

}//Termino do Loop Para Diferentes Tamanhos de Amostra

}

}//termino do else(calculos para matrizes de trés colunas)

print ("\n\n\t\t Data: ", date());

print ("\n\n\t\t Hora: ", time());

print ("\n\n\t\tTempo Total de Execucao:",timespan (dExecTime), "\minutos");

}//Termino do loop para o estimador do posto de todas as matrizes
}// Termino do Corpo Principal

C.3 Funcoes Auxiliares

#include <oxstd.h>
#import <maximize>

VRS EEEAEE R FUNCAO PARA TESTE SEQUENCIAL HHEHHES S/
ftesteseg(const ta, const mB_est, const mSigma, const adFunc) {
decl svd, mu, mv, md, g, gl, posto_est, k, L, U, m, r,

v, U2, v2, Q, Q0, gquantil, i, n, aux_seq, cont_aceitar_seq,

E, Et;

m = rows (mB_est);
n columns (mB_est) ;

/+Decomposicao em valores singulares da
matriz B estimada de ordem m por n=*/
svd = decsvd (mB_est, &mu, &md, &mv);

V = mv;

/*Matriz ortogoonal, U, completada para
a ordem m por m a partir de mu(m por n)x*/

if (m == columns (mu))

U = mu;

else

U = mu~nullspace (mu) ;

for(k = 1; k < n; k++){ // Inicio do Loop para testar HO
U2 = U[][k:m=-1]; // Particdo das matrizes U e V

V2 = V([][k:n-17;

r = n —-k;

/*Matriz que filtra apenas os n-k
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valores singulares de B estimadax*/
E = zeros(r,rx (m-k));

for(i = 0; i < r; i++)

E[i] [i* (m—k)+1i]=1;

/*Restricdo ndo linear dos paré&metros
(apenas os n-k menores valores singulares) x/
g =md[k:]";

//Matriz de Covariancia Assintotica de taxg
Q0 = E += (V2! %% U2");
Q = Q0 » mSigma » QO0’;

// Estatistica de Teste
L = ta*x(g’'*(invertsym(Q)) xqg);

r = n - k; // Graus de Liberdade Para a Chi-quadrado

/*Quantil da Chi-quadrado Vezes a Funcao C_ta = sqgrt (log(ta)) */
quantil = quanchi(0.95,r) =% (sqgrt(log(ta)));

/+*Condicao Para Aceitar Hox/
if (L <= quantil)
break;

} //Fim do Loop Para Testar Ho (Sequencial)
posto_est = k; //Valor estimado do posto

if(L > quantil)
posto_est = n;

adFunc[0] = posto_est;
} //Fim da fungdo para o teste sequencial

/#4444 444 FUNCAO PARA PREENCHER A MATRIZ COMUTACAO Kpp #######x/
fKpp (const m, const n, const adFunc) {
decl r_i, s_i, r_3, s_3, p, p2, Kpp;

p=m % n;
p2 = p " 2;
Kpp = zeros(p2, p2);

for(r_i = 0; r_i < p; r_i++) {

for(s_i = 0; s_i < p; s_i++) {

for(r_j = 0; r_j < p; r_j++) {

for(s_j = 0; s_j < p; s_j++) {

if((r_i == s_7j) && (s_i == r_7j))

Kppl(r_i = p) + s_il[(r_J = p) + s_jl = 1;
else



adFunc[0] = Kpp;

}

/«##4### FUNCAO PARA PREENCHER A MATRIZ COMUTACAO Kp"2p ####x/

C.3 FUNCOES AUXILIARES

fKp2p (const m, const n, const adFunc) {

decl r_i, s_i, r_3Jj

p =m *x n;

p2 = p " 2;
p3_p/\3/

Kp2p = zeros (p3, p
for(r_i = 0; r_i <
for(s_i = 0; s_1i <
for(r_j = 0; r_j <
for(s_j = 0; s_j <
if((r_i == s_7j) &&
Kp2pl[(r_i = p) + s
else

adFunc[0] = Kp2p;

}

/*##### FUNCAO PARA PREENCHER A MATRIZ COMUTACAO Kp"2p ######~/

fKpp2 (const m, con
decl r_i, s_i, r_Jj

p =m % ny

p2 = p " 2;

p3 =p " 3;

Kpp2 = zeros (p3, p
for(r_i = 0; r_1i <
for(s_i = 0; s_1i <
for(r_j = 0; r_j <
for(s_j = 0; s_j <
if((r_i == s_7j) &&
Kpp2 [ (r_i * p2) +

+ S_J, P, P2, P3, Kp2p;

3);

p2; r_i++) |

p; s_it++) |

p; r_j++) |

p2; s_j++) |

(s_i == r_3))
_il0(r_3 = p2) + s_Jl

Il
=
~.

Il
o
~

_i1l(r_3 * p2) + s_Jl

st n, const adFunc) {
’ S_jl 1< pzl p3l Kpp2;

p; r_i++) {
P2; s_i++) |
p2; r_Jj++) |
pi s_Jj++) A
(s_1i == r_7j))
s_ill(r_j = p) + s_3]1 = 1;

113
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adFunc[0] = Kpp2;

}

/*####### FUNCAO PARA PREENCHER A MATRIZ COMUTACAO Kpp"3 ######H#~/
fKpp3 (const m, const n, const adFunc) {

decl r_1i, s_i, r_3, s_3, P, P2, p3, pr4, Kpp3;

p=m* n;
p2 = p*2;
p3 = p"3;

for(r_i = 0; r_i < p; r_i++) {
for(s_i = 0; s_i < p3; s_i++) {
for(r_j = 0; r_j < p3; r_j++) {
for (s_j 0; s_j < p; s_Jj++) {
if((r_i == s_3j) && (s_i == r_3j))
Kpp3[(r_i » p3) + s_1il[(r_j = p) + s_Jl = 1;
}

}

}

}

adFunc[0] = Kpp3;

}

/*FUNCAO PARA PREENCHER A RESTRICAO NAO LINEAR g E AS MATRIZES J E Lx/
fRestNlinear (const ma, const k, const adOFunc, const adlFunc,

const ad2Func, const ad3Func, const ad4Func ) {

decl i, j, 1, n, r, n2, m, p, P2, g, mu, md, mv, vdiagdplGG,

invMP, In, In2, Knn, dpinvMP, mdpinvMP, vdiagdp2GG,

mAux, mdp2G, invGGt, dp2G, svd, baseR, E, V, V2, U, U2,

G, mJ, mL, mdpV2, dpVvZ2z, dplG, mdplG, AV2;

m = rows (ma);

n = columns (ma) ;
r = n-k;

n2 = n"2;

P = mxnj;

p2 = p"2;

In = unit (n);
In2 = unit (n2);

// Preenche a Matriz Filtro E

E = zeros(r,r*(m-k));
for(i = 0; i < r; i++)
E[i] [i* (m=k)+1i] = 1;

//SVD de ma



svd = decsvd(ma, &mu,
V = mv;

// Matriz ortogoonal,

if (m == columns (mu))
U = mu;

else

U = mu~nullspace (mu) ;

//Matrizes U2 e V2
U2 = U] [kim-1];

if(k == n)

V2 = V;

else

V2 = V([]l[lk:n-11;

&md,

U, completada para a ordem m por m
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&mv) ;

G = Ex(V2' % U2'); //Matriz G = dg/dbeta’

baseR = unit (p); //Matriz Base de R"p

//Matriz (GxG’)" (-1)
invGGt = unit (n-k);

/+xVetores Com os Elementos da Diagoanl das
12 Ordem da Matriz Inversa Na Estatistica
vdiagdplGG = zeros (p,r

)

//Inversa Generalizada de Moore-Penrose

/*Cada Coluna de invMP é o vec de B"+_1, 1 =0,...

invMP = zeros(n2,n);
for(i = 0; 1 < n; i++)
for(j = 0; 3 < n; J++)
if(3 !'= 1)

invMP[][1i] += vec(((md[1i]"2-md[]]

}

{

//Chamada a funcao Kpp (com p = n)
fKpp(l, n, &Knn);
mAux = (In2+Knn)* (In**ma’);

AV2 = max*V2;

//Matriz das Derivadas Parciais das Colunas de V2
/+Cada Coluna de mdpV2 é o vec da Respectiva Derivada Parcial de V2x/

mdpV2 = zeros (n*r,p);

dpV2 = zeros(n,r);

for(l = 0; 1 < p; 1++){

for(i = 0; 1 < r; 1i++)

dpV2[]1[1i] = (V2[][1i]" ** (shape (invMP[] [k+i],n,n)))*mAux[][1];
mdpV2[][1l] = vec (dpV2);

}

Derivadas Parciais de

de Wald: (GG’ )~ (-1)_(73)=*/

"2) M (=1)) VT [31+VII[3]17);
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/*Matriz das Derivadas Parciais de 12 Ordem das Colunas de G’/
/+Cada Coluna de mdplG é o vec da Respectiva Derivada Parcial de G’ «/
mdplG = zeros (p*r,p);
dplG = zeros(p,r);
for(l = 0; 1 < p; 1++)
for(i = 0; i < r; i++)

{

dplG[][i] = —(md[k+i]"(=3))*x(V2[][1]"**AV2[][1]") xbaseR[][1]~*
(V2T [1i]**AVZ2[][1])+(md[k+1]"(=1) )+ (((V2[][1]" *=*

(shape (invMP [] [k+i], n)))*mAux[][l])**AVZ[][l]+

V2[111i]~ (shape(baseR[][l] VZ[][ THmax ((VZ2[][1]" »=

shape (invMP [] [k+i], ))*mAux[][l])

mdplG[][1l] = vec(dplG),

}

mJ = shape (mdplG[][0],p,r)*G; //Preenche a matriz J
for(i = 1; 1 < p; 1i++)
mJ |= shape (mdplG[][i],p,r)* G;

/*Vetores Com os Elementos da Diagoanl das Derivadas Parciais de
22 Ordem da Matriz Inversa Na Estatistica de Wald: (GG')"(-1)_(1i73)*/
vdiagdp2GG = zeros (p2,r);

/+*Matriz das Derivadas Parciais de 12 Ordem da Inversa de
Moore—-Penrosex*/
/+*Cada Coluna Desta Matriz é uma Derivada Parcial do vetor

vec (BM_(k)) |vec (B "+_(k+1))|...|vec(B"+_(n-1)) (Concatenacdo) x/
mdpinvMP = zeros (n2*r,p);

dpinvMP = zeros (n2,r);

for(l = 0; 1 < p; 1++){

for(i = 0; i < r; i++){

for(j = 0; j < n; j++){

if(3 !'= k+1i)

dpinvMP [] [i] += vec (((md[k+i]72-md[J]"2) " (=2))* ((V[][J]" *=*
VII[317) = (V21 [1]7%*V2[]1[1]"))*mAux[] [1]1*xV[][J1*«V[]I[J]"+
((md[k+i]"2-m d[j]A2) (=1))*» ((VI]1[J]"**xshape (invMP [] [Jj],n,n)) *
mAux [] [1]1+V[][J]' [1[ Ix (mAux [T [L1]) " (VI [J]*x*

shape (invMP [] [J], ));

}

}

mdpinvMP[] [1] = vec (dpinvMP) ;

}

/*Matriz das Derivadas Parciais de 22 Ordem da Matriz G’': G'_(ij)~*/
/+*Cada Coluna Desta Matriz € uma Derivada Parcial de 22 Ordem do
vetor vecG’ - deriva 1° com relacdo a j depois com relagdo a i=*/
mdp2G = zeros (p*r,p2);
dp2G =zeros(p,r);
for(i =0; 1 < p; i++)
for(j = 0; 3 < p; J++){
for(l = 0; 1 < r; 1++)¢{
] ~

dp2G[][1] = 3x(md[k+1]1"(=5))*G[1][JI*G[L1][1]1*G[1][]"—
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(md[k+1]1"(=3)) « ( shape mdeZ[][

( J]
V2[1[1 ]’**(shape(mdeZ[][ l1,n,r)
) ]
[J ]

(0, ) 11117 +*xAV2[]
][ 17 *ma’+V2[][1]’
1]xG[1][]’ - (md[k+1

1*x*xAV2[][11+V2[] [
+maxshape (mdpVv2[][]j]l,n,
] x+shape (invMP [] [k+1

shape (baseR[][]j],m,n)’ )*base [

[

1

(shape (baseR[] [1],m,n) *
]

1

1

[

G[1l][i]~ (Shape(mdeZ[

(shape (baseR[] []j],m, n) ][

(md[k+l]A(—3))*G[l][jJ (((v2

mAUx [][1]1) **AV2[] [1]1+V2[] [1] %~

ma* (V2[]1[1]’ x+shape (invMP[] [
pVv
[]

[
R[]I
Irn,r) [111
*V2[][1]

((vz[]

k+1],n,n))mAux([] [1]))+
(md[k+1]7(=1))* (((shape (mdpV2[][j]l,n, ) [I[1]" %~
shape (invMP [] [k+1],n,n) +V2 [1]" **xshape (mdpinvMP
1]’ *xshape (invMP [
2% (In2+Knn) * (In** (shape (baseR[] [1],m,n))’) xbaseR

1
n2-11[jl1,n,n))*mAux[][1]1+ (V2] [
]

AVZ[][l]+((V2[][l]’**shape(invMP[][k+l], , ) ) *mAux
]

)

n

—_ = —

(shape(baseR[][j] n)*V2[] [1l]+ma*xshape (mdpV2[] []
shape (mdpV2[]1[]j], )[][ ] *x (shape (baseR[][i],m,n
V2[]1[1l]*~* (shape baseR[][ ],m, n) xshape (mdpV2[][J],
shape (mdpV2[][J], ) [T LT x* ((max (V21 [1]" *x
shape(1nvMP[][k+l] n)))*mAux [][1])+V2[][1]*~*

( (shape (baseR[][]J],m, n) (V2[]1[1]" *+«shape (invMP [] [k+1],n,n)) *
mAux[] [1 ]+ma*(shape(mdpv2[][j],n,r)[][l]’**
shape(lnvMP[][k+l] n)+V2[][1]’ **xshape (mdpinvMP [1*n2: (1+1) %
n2-11[31, ))
2*(In2+Knn) (In**shape (baseR[][j],m,n)’) *baseR[][1])));

}

mdp2G[] [i*xp+]] = vec (dp2G);

mL = zeros (p2,p2); //Inicializa L
for(i = 0; 1 < p; 1i++)
for(j = 0; J < p; J++)

0

;1 < p; 1+44)
mL[ixp+J] [1+p: (1+1) »p-1] = (1/4)* (shape (mdplG[][i],p,r)) [J][]*
shape (mdplG[] [1],p,r) " +(1/3)x (shape (mdp2G[] [ixp+1l],p,r)) [J] [1+G;

adOFunc([0] = G;
adlFunc([0] = mJ;
ad2Func([0] = mL;
ad3Func[0] = mdplG;
ad4Func[0] = mdp2G;

}

/*«##### FUNCAO PARA CALCULAR OS COEFICIENTES a_1i #####x*/
fCoefa_i(const G, const mL, const Kpp, const adFunc) {
decl a, i, p, P2, P4, A, Ip, PGl, barPGl, Ip2;

p = columns (G);

p2 = p"2;

p4 = pt4;

PGl = G’ x (invertsym(G x G’)) =* G;
Ip = unit (p);

Ip2 = unit (p2);

barPGl = Ip - PGl;

[
*mAux[J[']+ma*( 2[1[1]1" **shape (invMP[] [k+1],n,n)) *
[
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A = zeros (p4,3);

A[]1[0] = vec(mL+ ((Ip2+Kpp) * (barPGlx+xbarPGl) + (vec (barPGl) )
(vec (barPGl)) ")) ;

A[]1[1] = vec(mL* ((Ip2+Kpp) * ( (barPGlxxPGl)+ (PGlx*barPGl) +
(vec (barPGl) ) » (vec (PGl) )"+ (vec(PGl) ) (vec (barPGl))")));
A[]1[2] = vec(mLx ((Ip2+Kpp)* (PGl *x PGl)+ (vec(PGl))~*

(vec (PG1)) ")),

a = zeros(3,1);

for(i = 0; 1 < 3; i++)

ali] = trace(shape(A[][i],p2,p2));
adFunc[0] = a;

}

/*#### FUNCAO PARA CALCULAR OS COEFICIENTES b_1i ####x/
fCoefb_i(const mJd, const G, const Kpp, const Kp2p, const Kpp2,
const adFunc) {

decl b, i, p, p2, p3, B, H, PGl, barPGl, I_p2, I_p3;

p = columns (G);
p2 = p"Z;

p3 = p"3;

I_p2 = unit (p2);
I_p3 = unit (p3);
PGl = G’ x (invertsym(G = G’)) =* G;
barPGl = I_p2 - PGl;

I_p3 = unit (p3);

H = I_p3 + Kpp2 + Kp2p;

B[] [0] = vec (H* (barPGl*xbarPGlx+xbarPGl)+Hx (barPGl«x* ( (vec (barPGl)) *
(vec (barPGl)) ")) xH+barPGl** (Kpp* (barPGlxxbarPGl) )+ (Kppx (barPGlxx*
barPGl) ) »xbarPGl+Kpp2+* (barPGlxx (Kpp* (barPGlxxbarPGl) ) ) xKp2p) ;

B[][1l] = vec (H* ((PGlx*barPGlx*xbarPGl)+ (PGl*x ( (vec (barPGl) ) *

(vec (barPGl) )’ ) )+ (barPGl*x ( (vec (PGl) ) (vec (barPGl)) "))+ (barPGl#*x*
((vec (barPGl) ) x (vec (PGl))’)) ) *H+PGl** (Kpp* (barPGlxxbarPGl) )+
barPGl*x (Kpp* (PGlxxbarPGl) ) tbarPGlxx (Kpp* (barPGlxxPGl) )+

(Kpp* (PGlxxbarPGl) ) »xbarPGl+ (Kpp* (barPGlxxPGl) ) xxbarPGl+

(Kpp* (barPGlxxbarPGl) ) »*xPGl+Kpp2* (PGlx* (Kpp* (barPGlx*xbarPGl) ) +
barPGlxx (Kpp* (PGlx*xbarPGl) ) +barPGlx+ (Kppx (barPGlxxPGl) ) ) xKp2p) ;

B[] [2] = vec (H*x ((barPGl*x*PGlx*PGl) + (barPGlxx* ((vec (PGl))* (vec (PGl))"))
+ (PGl** ( (vec (barPGl) ) = (vec (PGl)) "))+ (PGl*+* ((vec (PGl)) *

(vec (barPGl)) ")) ) xH+barPGl+x (Kpp* (PG1lx*xPGl) ) +PGlx*

(Kpp* (barPGlx*xPGl) ) +PGlx* (Kpp* (PGlx*xbarPGl) ) + (Kpp* (barPGlx*xPGl) ) x*
PGl+ (Kpp* (PGlxxbarPGl) ) »*PGl+ (Kpp* (PGlx*PGl) ) xxbarPGLl

+Kpp2* (barPGlxx (Kpp* (PGl**PG1l) ) +PGlxx (Kpp* (barPGlx*xPGl) )
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+PGlx* (Kpp* (PGlx*xbarPGl) ) ) «Kp2p) ;

B[]1[3] = vec (Hx (PGLl*x*PGLlx*xPGl)+Hx (PGLl*x* ((vec (PGl))x (vec(PGl))’))*H
+PGlx* (Kpp* (PG1lx*PG1l) )+ (Kpp* (PGLlx*PG1l) ) x*xPGL
+Kpp2* (PGl** (Kpp* (PG1lx+xPG1)) ) xKp2p) ;

b = zeros(4,1);

for(i = 0; i < 4; i++)

bl[i] = (vec(mJ))’ «shape(B[]I[1],p2,p2)*vec (mJ);
adFunc[0] = b;

}

/*COEFICIENTES DO VALOR CRITICO CORRIGIDO(COVARIANCIA IDENTIDADE) %/
/*funcao que devolve os coeficientes de corecaox/

fCoefnccor (const a, const b, const ta, const quantil, const adFunc) {
decl alpha, i, ¢, quantilcor, r, n, k;

r = n-k;

alpha = zeros(4,1);

alpha[0] = 4*a[ 1-b[1])/4;

alphall] = (4*a[l]l+b[1]-b[2])/ (4%*r);
alpha[2] = (4xal[2]+b[2]-b[3])/ (4*r*(r+2));
alphal[3] = b[3]/ (dxr*(r+2)*(r+4));

c = 0;

for(i = 0; 1 < 4; i++)
c += alphal[i]l* (quantil”~i);

quantilcor = quantil + (ta”(-1)) xc;

adFunc[0] = quantilcor;

/*FUNCAO PARA PREENCHER AS MATRIZES J E L COM COVARIANCIA CONHECIDAx/
fmJdmLCovConh (const k, const mB_est, const mSigma, const P1,

const adFuncO, const adFuncl, const adFunc?2) {

decl i, j, 1, o, m, n, p, P2, r, r2, rp, dplG, dp2G, mJ, mL, mdplG,
mdp2G, Ir, Ir2, Psi, mAux, Krr, mdplPsi, mLtil,

mdp2Psi, mdp2Psitill, mdp2Psitil, vdiagdplGG, invGGt,

vdiagdp2GG, ma, mdplGtil, mdplGtill, mdplGtil2, mdp2Gtil, mdp2Gtill,
M, Gtil, mdplPsitil, baseR, G, kPsi, p3, b,

vecdtil;

fRestNlinear (mB_est, k, &G, &mJ, &mlL, &mdplG, &mdp2G);

m = rows (mB_est);

n = columns (mB_est);

r =n - k;

r2 = r’*2;

Psi = invertsym(GxmSigmaxG’) ;

Ir = unit (r);
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Ir2 = unit(r2);

fKpp(l, r, &Krr);

mAux = (Ir2+Krr)* ((GxmSigma) xxIr);
kPsi = PsixxPsi;

p = mxn;

re = Ir*p;

p2 = p"2;

p3 = p"3;

baseR = unit (p2,p2);

//Matriz das Derivadas Parciais de 12 Ordem de Psi
/+*Cada uma das Colunas Desta é o vec da
Respectiva Derivada Parcial de Psix/

mdplPsi = zeros(r2,p);
for(i = 0; 1 < p; i++)
mdplPsi[][i] = —-kPsismAuxxvec (shape (mdplG[][i],p,xr)");

//Matriz da Derivadas Parciais de 12 Ordem de Psi
/*Cada Coluna Desta Matiz é o vec da Respectiva
Derivada Vezes a Respectiva Coluna da Raiz Quadrada
de Sigmax/

mdplPsitil = mdplPsixP1l;

//Matriz das Derivadas Parciais de 22 Ordem de Psi
/*Cada uma das Colunas Desta é o vec da Respectiva
Derivada Parcial de Psix*/

mdp2Psi = zeros(r2,p2);

for (i = 0; 1 < p; 1i++)

for(j = 0; 3 < p; J++)

mdp2G[] [i*pt+]j] = —(((shape (mdplPsi[][]j],xr,r)**Psi)+
(Psixxshape (mdplPsi[][J],r,r))) *mAuxx*

vec (shape (mdplG[][i],p,r)’ ) +tkPsi*x (Ir2+Krr) *
((shape (mdplG[][]J],p,r)’ *mSigma) x*xIxr) *

vec (shape (mdplG[][i],p,r) ") +kPsixmAuxx*

vec (shape (mdp2G[] [i*p+]Jl,p,x) ")) ;

//Matriz da Derivadas Parciais de 22 Ordem de Psi-til
/+xCada Coluna Desta Matiz € o vec da Respectiva
Derivada Vezes a Respectiva Coluna da Raiz Quadrada

de Sigmax*/
mdp2Psitill = zeros(r2«*p,p);
M = zeros(r2,p);

for(i = 0; 1 < p; i++){

for(j = 0; 3 < p; J++)

M[][J] = mdp2Psix*baseR[][Jj*p+i];
mdp2Psitill[][1i] = vec (MxP1l);

}

/+*Cada Coluna Desta Matriz é o vec de
Derivadas de 22 Ordem de Psi-tilx/
mdp2Psitil = mdp2Psitill«P1;
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//Matriz G Vezes a Matriz Raiz Quadrada de Sigma(P): G-til
Gtil = G«P1;

/*Matriz Com Todas as Possibilidades Para as

Derivadas Parciais de G-til«/

/+xCada Coluna Desta Matriz €& o vec da Respectiva Derivada
Parcial de G-til Vezes Plx*/

mdplGtill = (Ir**P1l’)xmdplG;

mdplGtil = mdplGtill«P1;

//Vetor vecJdtil
vecJdtil = zeros (p3,1);
for(j = 0; 3 < p; J++)
for(b = 0; b < p; b++)
for(m = 0; m < p; mt++)
vecdtil [Jjxp2+b*p+m] [0] = Gtil’ [j] []+*shape (mdplPsitil[] [m],r, r)*
Gtil[] [b]+shape (mdplGtil[] [m],p,r) [J]1[]1*PsixGtil[] [b];

//Matriz das Derivas Parciais de 22 Ordem de G’'-till
/+xCada Coluna Desta Matriz é o vec da Respectiva Derivada
Parcial de G’ -tilx/

mdp2Gtill = zeros (rp*p,p);

M = zeros(rp,p);

for(i = 0; 1 < p; 1i++)
for(j = 0; j < p; J++)
M[][J] = mdp2GxbaseR[] [Jj*p+i];
mdp2Gtill[] [1i] = vec (MxP1l);

}

{

/+Cada Coluna Desta Matriz é o vec da Respectiva Derivada
Parcial de G’'-tilx/

//Matriz das Derivas Parciais de 22 Ordem de G’'-til
mdp2Gtil = mdp2Gtill«P1l;

//Matriz L-til preenchida elemento por elemento

mLtil = zeros (p2,p2);

for(i = 0; 1 < p; 1i++)

for(j = 0; 3 < p; J++)

for(l = 0; 1 < p; 1++)

for(o = 0; o < p; o++)

mLtil[ixp+j] [lxpto] = (0.5)*Gtil’ [i] []*shape (mdp2Psitil[1lx*

r2: (1+1)*xr2-1][o]l,r,r)*Gtil[] [j]l+shape (mdplGtil[][1l],p,xr) [1]1[]~*
shape (mdplPsitil[][o],r,r)*Gtil[]1[J]1+(1/4) *

shape (mdplGtil[][1],p,r) [1][]*Psi*shape (mdplGtil[] [o],p,x) [J]I[]"+
(1/3) *shape (mdp2Gtil[l*rp: (1+1)+rp-1][o]l,p,r) [1] [1*PsixGtil[][]];

adFunc0[0] = Gtil;
adFuncl([0] = vecJdtil;
adFunc2[0] = mLtil;

}
/*### FUNCAO PARA CALCULAR OS COEFICIENTES a_i-til ###x/
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fCoefa_itil (const Gtil, const mLtil, const Kpp, const adFunc) {
decl atil, i, p, p2, A, Ip, PGltil, barPGltil, Ip2;

p = columns (Gtil);

p2 = p"Z;

PGltil = Gtil’ * (invertsym(Gtil = Gtil’)) = Gtil;
Ip = unit(p);

Ip2 = unit (p2);

barPGltil = Ip - PGltil;

A = zeros (p™4,3);
A[][0] = vec(mLtilx* ((Ip2+Kpp) * (barPGltil**barPGltil) +vec (barPGltil) *
(vec (barPGltil)) ")) ;

A[][1] = vec(mLtilx ((Ip2+Kpp) * ( (barPGltil*«PGltil)+ (PGltil**barPGltil) +

(vec (barPGltil) ) » (vec (PG1ltil) )’ +(vec (PGltil) ) *x (vec (barPGltil))’)));

A[][2] = vec(mLtil* ((Ip2+Kpp) * (PGltil ** PGltil)+ (vec(PGltil)) «
(vec (PGLltil)) ")) ;

atil = zeros(3,1);
for(i = 0; i < 3; 1i++)
atil[i] = trace(shape(A[][i],p2,p2));

adFunc[0] = atil;

}

/+#### FUNCAO PARA CALCULAR OS COEFICIENTES b_i-til ####x/
fCoefb_itil (const vecJdtil, const Gtil, const Kpp, const Kp2p,
const Kpp2, const adFunc) {

decl btil, i, p, p2, p3, B, H, PGltil, barPGltil, I_p, I_p2, I_p3,
kbarPGltil;

p = columns (Gtil);

p2 = p"2;

p3 = p"3;

I_p = unit(p);

I_p2 = unit (p2);

I_p3 = unit (p3);

PGltil = Gtil’ * (invertsym(Gtil = Gtil’)) = Gtil;
barPGltil = I_p - PGltil;
kbarPGltil = barPGltil**barPGltil;
I_p3 = unit (p3);

H = I_p3 + Kpp2 + Kp2p;

B = zeros (p"6,4);

B[] [0] = vec (H* (kbarPGltil**barPGltil)+Hx* (barPGltil*x* ((vec (barPGltil) ) *

(vec (barPGltil)) ")) *H+barPGltil*x (Kpp*xkbarPGltil) + (Kpp*kbarPGltil) »*
barPGltil+Kpp2+* (barPGltilx* (KpprxkbarPGltil) ) *Kp2p) ;

B[][1] = vec (Hx ((PGltil**kbarPGltil)+ (PGltil+x* ((vec (barPGltil)) *
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(vec (barPGltil)) "))+ (barPGltilx« ((vec (PGltil)) * (vec (barPGltil))’))+
(barPGltilx#* ( (vec (barPGltil) )+ (vec (PG1ltil))’))) *H+PGltil*x
(KppxkbarPGltil) +barPGltil+* (Kpp* (PGltilxxbarPGltil))

+barPGltilxx (Kpp* (barPGltilxxPGltil) )+ (Kpp* (PGltilxxbarPGltil) ) x*
barPGltil+ (Kpp* (barPGltil«+xPGltil)) »xbarPGltil+ (KppxkbarPGltil) «x*
PGltil+Kpp2* (PGltil+* (KppxkbarPGltil) +barPGltilx+ (Kppx (PGLtilxx
barPGltil) ) +barPGltil+x (Kpp* (barPGltilxxPGltil)) ) xKp2p);

B[][2] = vec(Hx ((barPGltil*+xPGltil**PGltil)+ (barPGltilx*x*

((vec (PGltil)) * (vec (PG1ltil)) "))+ (PGltil** ((vec (barPGltil) ) *

(vec (PG1ltil)) "))+ (PGltil** ((vec (PGltil) ) » (vec (barPGltil))’)))~H
+barPGltil** (Kpp* (PG1ltil**PGltil))+PGltil+* (Kpp* (barPGltil++PGltil))
+PGltil** (Kpp* (PGltilx+barPGltil) )+ (Kpp* (barPGltil«xPGltil) ) »xPGltil

+ (Kpp* (PGltil+*barPGltil) ) »*xPGltil+ (Kpp* (PGltil«*«PGltil) ) +*xbarPGltil
+Kpp2* (barPGltil+* (Kpp* (PGltil*«*«PGltil) ) +PGltil«* (Kpp* (barPGltil+«*«PGltil))
+PGltilxx (Kpp* (PGltilxxbarPGltil)) ) xKp2p);

B[][3] = vec (Hx (PGltil+*PGltil*«+PGltil)+H* (PGltil*x ((vec (PGltil)) *
(vec (PG1ltil))’) ) xH+PGltilxx (Kpp* (PGltil*x*xPGltil) )+ (Kpp* (PGltilxx*
PGltil) ) »*PGltil+Kpp2* (PGltil** (Kpp* (PGltilx*xPGltil))) «Kp2p);

btil = zeros(4,1);

for(i = 0; i < 4; 1i++)
btil[i] = vecJtil’ *shape(B[][1],p3,p3)*vecdtil;
adFunc[0] = btil;

}
/*## COEFICIENTES DO VALOR CRITICO CORRIGIDO (COVARIANCIA CONHECIDA) ##x/

fQuantilCorl (const mB_est, const k, const atil, const btil, const ta,
const quantil, const adFuncl, const adFunc2) {
decl alphatil, i, ctil, quantilcor, r, n;

n = columns (mB_est) ;

r = n-k;

alphatil = zeros(4,1);

alphatil[0] (4+xatil[0]-btil[1])/4;

alphatil[1l] = (4*atil[1l]+btil[1]-btil[2])/ (4*r);
alphatil[2] = (4*atll[2]+btll[2] -btil[3])/ (4xr*(r+2));
alphatil[3] = btil[3]/ (4d*r*(r+2)*(r+4d));

ctil = 0;

for(i = 0; 1 < 4; i++)

ctil += alphatil[i]* (quantil”i);
quantilcor = quantil + ctil/ta; //Valor do quantil corrigido

adFuncl[0] = quantilcor;
adFunc2[0] = alphatil;
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}
/*FUNCAO PARA TESTE SEQUENCIAL CORRIGIDO DE ACORDO COM

A DISTRIBUICAO NORMAL%*/

ftesteseqcor (const ta, const mB_est, const mSigma, const P1,
const adFunc) {

decl svd, mu, mv, md, g, r, posto_estcor, k, L, U, m,

v, U2, v2, Q, Q0, quantil, G, i, n, aux_seq, cont_aceitar_seq,
quantilcor, atil, btil, Gtil, mLtil, vecJdtil, Kpp, Kp2p,

Kpp2, E, alphatil;

m = rows (mB_est);
n columns (mB_est) ;

/*Decomposicao em valores singulares da matriz B estimada de
ordem m por nx/

svd = decsvd (mB_est, &mu, &md, &mv);

V = mv;

/*Matriz ortogoonal, U, completada para a ordem m por mx*/

if(m == rows(diag(md)))
U = mu;

else

U = mu~nullspace (mu) ;

/*Particdo das matrizes U e Vx/

for(k = 1; k < n; k ++) { // Inicio do Loop para testar HO
U2 = U[][k:m-117;

V2 = V[][k:n-1];

/*Matriz que filtra apenas os valores singulares de B estimadax/
E = zeros(n-k, (n-k)* (m-k));
for(i = 0; i < n-k; i++)

E[i] [i* (m-k)+1i]=1;

Q0 = E * (V2 % U27);
Q = Q0 x mSigma * QO0’;

g = md[k:]";

L = tax (g’ (invertsym(Q))*qg); //Estatistica de Teste

r n-k; //Graus de Liberdade Para a Chi-quadrado

/+*Quantil da Chi-quadrado Vezes a Funcao C_ta = sqrt(log(ta)) =/
quantil = quanchi(0.95, r) x (sqgrt(log(ta)));

fmImLCovConh (k, mB_est, mSigma, P1l, &Gtil, &vecdtil, &mLtil);
fKpp (m, n, &Kpp);

fCoefa_itil(Gtil, mLtil, Kpp, &atil);
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fKp2p (m, n, &Kp2p);
fKpp2 (m, n, &Kpp2);
fCoefb_itil(vecdtil, Gtil, Kpp, Kp2p, Kpp2, &btil);

/+*Funcao que devolve o valor corrigido do quantil«/
fQuantilCorl (mB_est, k, atil, btil, ta, quantil, &quantilcor, &alphatil);

/*Condicao Para Aceitar Hox/
if (L <= guantilcor)
break;

} //Fim do Loop Para Testar Ho (Sequencial)
posto_estcor = k;

/+*Condicao Para Rejeitar Ho=*/
if (L > quantilcor)
posto_estcor = n;

adFunc[0] = posto_estcor;

}

/+«###### COEFICIENTES DO QUANTIL CORRIGIDO DA T-DISTRIBUICAO ######x/
fCoeftsD_c (const ta, const curt, const mxtxinv, const mX, const Gtil,
const Kpp, const Kpp2, const Kpp3, const mOmega, const adFunc) {

decl ¢, p, P2, p3, pr4, f0, I_p, I_p2, I_p3, I_p4, I_ta, F2,

F4, Cl1, C2, Daux, D, PGltil, barPGltil, Kp3p,

glib, invmOmega;

p = columns (Gtil);
p2 = p"2;
p3 = p"3;
pd = pt4;

I_p = unit(p);
I_p2 = unit (p2
I_p3 = unit (p3
I_p4 = unit (p4
I_ta = unit (ta
Kp3p = Kpp3';
glib = 5;

Cl = I_p3 + (I_px*Kpp) + Kpp2Z;

H

C2 = (I_p4+ (Kpp**I_p2))* ((I_p**Kpp) **I_p)+ (I_pd+ (Kppx*I_p2)+
Kp3p) * (I_p**Kpp2) +I_p4;

PGltil = Gtil’ x(invertsym(Gtil  Gtil’)) = Gtil;
barPGltil = I_p - PGltil;
invmOmega = invertsym(mOmega) ;

/*Coeficientes da Expansdo de Edgeworth de qgtilx/
£f0 = (curt/24)x (trace(CLl+Cl’ x ((vec (mOmega) )’ *x*xmOmega) ’ *
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((vec (invmOmega) ) ' **invmOmega) ) ) ;

F2 = (curt/24) = (shape ((((vec ((vec (mOmega))’ xxmOmega) )’

(ClxxI_p) *C2% (vec (invmOmega) **I_p2) * (invmOmega*x+invmOmega)))’,p,p)) " ;

F4 = (curt/24) « (shape ((vec (((vec (invmOmega) )’ x+xinvmOmega) *Cl)), p2,p2))’;

/*Matrizes D para o qualtil corrigido no caso elipiticox/

D = zeros (p4,3);

D[] [0] = vec((I_p2+Kpp) * (barPGltilx+barPGltil)+vec (barPGltil) »
(vec (barPGltil))’);

D[][1] = vec((I_p2+Kpp) * ((barPGltil+«*PGltil)+ (PGltilx*barPGltil) )+
vec (barPGltil) x (vec (PGltil) )’ +vec (PGltil) » (vec (barPGltil))’);

D[] [2] = vec((I_p2+Kpp)* (PGltilx*«PGltil)+vec (PGltil) x (vec (PGltil))");

/+Coeficientes ¢ do qualtil corrigido no caso elipiticox*/

c = zeros(3,1);

c[0]1[0] = fO+trace(F2+xbarPGltil)+trace (Fd4*xshape(D[][0],p2,p2));
c[1l][0] = trace(F2xPGltil)+trace (F4xshape(D[][1],p2,p2));
c[2][0] = trace(Fd4xshape(D[][2],p2,p2));

adFunc[0] = c;

}

/*FUNCAO PARA TESTE SEQUENCIAL CORRIGIDO DE ACORDO COM t—DISTRIBUIQAO*/
fQuantilCor2 (const mB_est, const k, const ¢, const alphatil,

const quantil, const ta, const adFunc) {

decl i, 3j, Ctil, quantilcorl, r, n, C, gamma, quantilgamma;

n = columns (mB_est);
r = n-k;
C = zeros(3,1);

for(i = 0; 1 < 3; 1i++){

for(j = 1i; 3 < 3; J++)

C[1][0] += (27(-1))* (gammafact (r/2) / gammafact ((r/2)+i+1))*c[3j]1I[0];
}

Ctil = alphatil[O0];

for(i = 0; 1 < 3; i++)

Ctil += (alphatil[i+1]1+C[i][0])* (quantil” (i+1));

gamma = 0.95;

for(i = 0; 1 < 3; 1i++)

gamma -= c[1][0]/ta;

quantilgamma = quanchi (gamma, r) * (sqrt(log(ta)));
quantilcorl = quantilgamma + Ctil/ta;

adFunc[0] = quantilcorl;
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}

/*FUNCAO QUE DEVOLVE O QUANTIL CORRIGIDO PARA A DISTRIBUICAO T-STUDENT %/
ftesteseqcorl (const ta, const mB_est, const curt, const mX, const mxtxinv,
const mOmega, const P1l, const adFunc) {

decl ¢, svd, mu, mv, md, g, r, posto_estcor, k, L, U, m,

v, U2, v2, Q, Q0, quantil, G, i, n, aux_seq, cont_aceitar_seq,

quantilcor, atil, btil, Gtil, mLtil, vecJdtil, Kpp, Kp2p,

Kpp2, Kpp3, E, alphatil, quantilcorl;

m rows (mB_est) ;

n = columns (mB_est) ;

/+*Decomposicao em valores singulares da matriz B estimada de ordem
m por nx/

svd = decsvd(mB_est, &mu, &md, &mv);

V = mv;

/*Matriz ortogoonal, U, completada para a ordem m por mx*/

if(m == rows(diag(md)))
U = mu;

else

U = mu~nullspace (mu) ;

/*Particdo das matrizes U e Vx/

for(k = 1; k < n; k ++) { // Inicio do Loop para testar HO
U2 = U[][k:m-117;

V2 = V[][k:n-17;

/*Matriz que filtra apenas os valores singulares de B estimadax/
E = zeros(n-k, (n-k)x (m-k));

for(i = 0; i < n-k; i++)

E[fi] [i* (m—k)+i]=1;

Q0 = E + (V2! %+ U2");
Q Q0 % mOmega * QO0';

g = mdl[k:]";
L = ta*x (g’ * (invertsym(Q)) =* g); //Estatistica de Teste
r = n-k; //Graus de Liberdade Para a Chi-quadrado

/+*Quantil da Chi-quadrado Vezes a Funcao C_ta = sqrt(log(ta)) =/
quantil = quanchi(0.95, r) = (sqgrt(log(ta)));

fmJmLCovConh (k, mB_est, mOmega, P1l, &Gtil, &vecdtil, &mLtil);
fKpp (m, n, &Kpp);
fCoefa_itil (Gtil, mLtil, Kpp, &atil);

fKp2p (m, n, &Kp2p);
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fKpp2 (m, n, &Kpp2);
fCoefb_itil (vecdtil, Gtil, Kpp, Kp2p, Kpp2, &btil);

/+*Funcao que devolve o valor corrigido do quantil da normalsx/
fQuantilCorl (mB_est, k, atil, btil, ta, quantil, &quantilcor, &alphatil);

fKpp3 (m, n, &Kpp3);
fCoeftsD_c(ta, curt, mxtxinv, mX, Gtil, Kpp, Kpp2, Kpp3, mOmega, &c);

/+*Funcao que devolve o valor corrigido do quantil da t-student=/
fQuantilCor2 (mB_est, k, c, alphatil, quantil, ta, &quantilcorl);

/*Condicao Para Aceitar Hox/

if (L <= quantilcorl)

break;

} //Fim do Loop Para Testar Ho (Sequencial)
posto_estcor = k;

/*Condicao Para Rejeitar Hox/

if (L > quantilcorl)

posto_estcor = n;

adFunc[0] = posto_estcor;

}
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