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Resumo

Nesta tese estudamos teoricamente o comportamento de superconduto-
res convencionais e de duas bandas sujeitos a um confinamento mesoscópico
induzido pelo tamanho da amostra ou pelo fluxo magnético não-homogêneo
gerado por partículas magnéticas. O primeiro sistema estudado consiste em
um filme supercondutor convencional infinito coberto por uma camada na-
noestruturada contendo uma rede de partículas magnéticas com magneti-
zação permanente orientada perpendicularmente ao plano do filme. Para
esse sistema, solucionamos numericamente as equações de Ginzburg-Landau
dependentes do tempo focando o estudo na criação e aniquilação de pares
vórtice-antivórtice. Nós encontramos que o sistema apresenta uma variedade
de fases com diferentes números de pares vórtice-antivórtice por dipolo, de-
pendendo da intensidade do momento magnético das partículas e da distância
de separação entre o filme supercondutor e o arranjo de dipolos. O principal
resultado desse estudo foi a constatação da ausência do estado N=3 pares
vórtice-antivórtice. A região do diagrama que seria ocupada por esse estado
é de fato caracterizada por um estado contendo um vórtice com 3 quanta
de fluxo localizado sob cada dipolo e uma molécula vórtice-antivórtice, com-
posta por 4 antivórtices formando um quadrado com um vórtice no seu centro,
em cada região intersticial. Interpretamos a inibição do estado N=3 como
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decorrente da simetria quádrupla imposta pelo arranjo de dipolos, efeito se-
melhante ao que ocorre em supercondutores mesoscópicos quadrados. No
segundo sistema, investigamos a região de estabilidade dos estados fracio-
nários num disco supercondutor mesoscópico de duas bandas. O estudo foi
feito solucionando numericamente as equações de Ginzburg-Landau adap-
tadas para o caso de duas bandas usando a aproximação das variáveis de
ligação. Nesta análise levamos em conta a relação entre os parâmetros do
modelo e os parâmetros microscópicos do material como as densidades de
estados parcial, as velocidades de Fermi e os elementos da matriz de acopla-
mento. Nós apresentamos uma análise detalhada da região de estabilidade
dos vórtices fracionários ao variar os parâmetros microscópicos e encontra-
mos que os estados de vorticidade fracionária podem existir na região onde
as duas bandas são ativas. Dentre esses estados, destacam-se aqueles onde a
vorticidade da banda mais ativa é maior e estados onde a diferença do nú-
mero de vórtices entre as bandas é maior que 1. Finalmente, nós propomos
uma forma eficiente de aumentar a estabilidade dos vórtices fracionários me-
diante o campo magnético gerado por um disco magnético localizado sobre o
disco supercondutor. Este é um resultado importante, uma vez que facilita a
observação experimental dos vórtices fracionários em amostras mesoscópicas.

Palavras Chaves: Supercondutividade, duas bandas, vórtice fracioná-
rio, Ginzburg-Landau, variáveis de ligação.



Abstract

In this thesis we studied theoretically the behavior of mesoscopic super-
conductors under a both homogeneous and non-homogeneous magnetic fi-
elds. In the first systems, we numerically solve the time-dependent Ginzburg-
Landau equations to study the creation and annihilation of vortex-antivortex
pairs in an infinity single-band superconducting film with a square array of
magnetic dipoles magnetized perpendicularly to the film. We have found
that these states have a variety of phases, depending on the magnetic mo-
ment intensity m and the dipole array-to-superconducting film distance. We
also found that the square symmetry of the array of dipoles prevents sta-
tes with N = 3 vortex-antivortex per dipole, in favor of the formation of a
three-quanta giant vortex below each dipole and a vortex-antivortex molecule
comprising 4 antivortices forming a square with a vortex in its center. In the
second system, we investigate the stability region of the fractional states in a
two-band superconducting disk. We solve numerically the Ginzburg-Landau
equations adapted to the case of two bands, using the link variables approach.
This analysis takes into account the relationship between the parameters of
the model and the microscopic parameters of the material, such as partial
density of states, the Fermi velocities and the elements of electron-phonon
coupling matrix. We performed a detailed analysis of the stability region
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of fractional vortices with respect to changing the microscopic parameters
and found that fractional vortex states can exist in the region where the two
bands are active, including ones where the dominating band carries larger
phase winding number and states where the absolute value of the difference
between winding numbers is larger than one. Finally, we propose an efficient
way of increasing the range of parameters for which these fractional vortex
states can be stabilized by the magnetic field generated by a magnetic dot
placed nearby the superconducting disk.

Keywords: Superconductivity, two-band, fractional vortex, Ginzburg-
Landau, link variable.
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CAPÍTULO 1

Introdução

A supercondutividade é um estado da matéria que alguns materiais apresen-
tam quando são esfriados até temperaturas menores que uma determinada
temperatura crítica característica do material. As duas propriedades mar-
cantes deste estado são a condutividade perfeita e o diamagnetismo perfeito
que fazem destes materiais ideais para o transporte de energia sem perdas,
a fabricação de veículos que levitam, entre outras importantes aplicações.
No entanto, existem ainda alguns inconvenientes que impedem aproveitar de
forma ampla estas propriedades e fazem com que as aplicações dos super-
condutores sejam limitadas. Tratam-se das limitações impostas pelos parâ-
metros críticos do material: temperatura crítica, campos críticos e corrente
crítica. Portanto, é preciso encontrar uma forma de aumentar estes valores
para tornar viáveis todas as aplicações dos supercondutores.

Em relação à temperatura crítica, tem-se alcançado avanços significati-
vos com a descoberta dos supercondutores de alta temperatura crítica, com
a fabricação de materiais com temperaturas críticas mais próximas da tem-
peratura ambiente do que do zero absoluto [5]. Porém, todos os supercon-
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dutores usados atualmente e os que possuem características potenciais para
sua possível aplicação são do tipo II e, portanto, permitem a nucleação par-
cial do campo formando tubos de fluxo magnético quantizados, conhecidos
como vórtices, os quais, sob a ação de uma corrente elétrica aplicada, cau-
sam dissipação de energia e, consequentemente, a perda da condutividade
perfeita. Portanto, a ancoragem de vórtices é um requerimento importante
para a aplicação dos supercondutores.

Nesse sentido, os avanços em nanofrabicação e técnicas de medição per-
mitem a fabricação e o estudo de sistemas nanoestruturados com arranjos de
centros de ancoragem de vórtices como dots magnéticos e não magnéticos,
buracos (antidots) e buracos cegos (aqueles onde não é perfurado completa-
mente o filme supercondutor). Hoffmann et al. [6] demonstrou experimen-
talmente que, entre estes sistemas, a ancoragem mais eficiente de vórtices era
produzida por um arranjo quadrado de dots ferromagnéticos depositados so-
bre um filme supercondutor. Além da ancoragem de vórtices, estes sistemas
híbridos supercondutor-ferromagnético (SC/FM) apresentam outros efeitos
importantes como a criação ou estabilização de pares de vórtice-antivórtice
gerados pelo campo não homogêneo do FM e os quais interagem com um
campo magnético aplicado e com uma corrente aplicada [7, 8] dando origem
a uma rica variedade de fases de equilíbrio. Outro fenómeno interessante é a
supercondutividade induzida por campo externo [9] onde um campo homo-
gêneo aplicado perpendicular ao plano do filme supercondutor é compensado
pelo campo gerado pelo dots magnético na região compreendida entre os
dots e reforçado justo embaixo da posição dos dots. Além disto, os híbridos
SC/FM são sistemas com promissórias aplicações como no desenvolvimento
da eletrônica supercondutora.

A descoberta da supercondutividade no material diborato de magnésio,
MgB2, tem motivado uma impressionante quantidade de trabalhos científicos
tanto experimentais como teóricos. O motivo de este grande entusiasmo são
as interessantes propriedades que este material apresenta como sua tempera-
tura crítica tão alta para um simples composto binário, 39 K, quase o dobro
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do anterior recorde. Além disto, este material é o primeiro reconhecido com-
pletamente como um supercondutor de dois gaps o que dá origem a novos
fenômenos interessantes como estruturas de vórtices com fluxo fracionário,
onde cada uma das bandas tem uma vorticidade diferente.

O estudo realizado nesta tese foca-se no comportamento de um filme
supercondutor submetido a um campo magnético tanto homogêneo como
não-homogêneo. O estudo contempla dois sistemas diferentes: o primeiro
trata-se de um filme supercondutor muito fino interagindo com uma rede de
dipolos e o segundo trata-se de um supercondutor de duas bandas interagindo
com um disco magnético. A tese está organizada da seguinte forma:

No capítulo 2 apresentam-se alguns dos acontecimentos marcantes desde
a descoberta da supercondutividade até a recente descoberta de materiais su-
percondutores de duas bandas. Dentro destes acontecimentos também faz-se
uma introdução em algumas das teorias desenvolvidas para descrever e ex-
plicar o fenômeno da supercondutividade com ênfase na teoria de Ginzburg-
Landau que é a teoria usada nesta tese.

No capítulo 3 descreve-se detalhadamente o método numérico usado
para solucionar as equações de Ginzburg-Landau (GL) implementadas nesta
tese.

No capítulo 4 estudamos o efeito de um arranjo quadrado de dipolos
sobre um filme supercondutor muito fino com condições de contorno perió-
dicas. O estudo é feito variando tanto a distância de separação entre o filme
e a rede de dipolos como variando a intensidade do momento magnético dos
dipolos.

No capítulo 5 estudamos as regiões de estabilidade dos vórtices fraci-
onários presentes num disco supercondutor mesoscópico de duas bandas ao
variar os parâmetros microscópicos tales como as densidades de estados par-
ciais, as velocidades de Fermi e o acoplamento entre as bandas. A espessura
do disco é muito menor que o comprimento de coerência o que permite con-
siderar a aproximação que, em princípio, o filme supercondutor não afeta
o campo magnético, de tal forma que o potencial vetor no supercondutor
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é o mesmo do campo externo homogêneo e ignorar a segunda equação de
Ginzburg-Landau.

No capítulo 6 estudamos o efeito de um disco magnético (MD) sobre
a estabilidade dos estados fracionários estudados no capítulo anterior. O
MD está magnetizado perpendicular ao plano que contém o disco super-
condutor de duas bandas. Também estudamos as diferenças nas regiões de
estabilidades ao variar os parâmetros microscópicos para diferentes valores
de magnetização.

Finalmente, no capítulo 7 apresentamos a conclusões do estudo reali-
zado.



CAPÍTULO 2

Supercondutividade

2.1 História da supercondutividade

A historia da supercondutividade começa em 1911 quando Kamerlingh On-
nes, estudando as propriedades elétricas de alguns metais a temperaturas
próximas do zero absoluto, encontrou que a resistência do mercúrio caía
abruptamente a zero quando a temperatura do material era menor do que
4,2 K [10]. Na época existiam duas teorias opostas. Uma delas estava relaci-
onada com os resultados experimentais onde mostrava-se que, extrapolando
para temperaturas muito baixas, a resistência do metal desaparecia. A outra
teoria predizia que à temperatura do zero absoluto os elétrons perdiam mo-
bilidade e ficavam ligados aos íons produzindo uma resistência muito grande.
O fato da resistência no mercúrio cair de forma abrupta para zero à tem-
peratura de aproximadamente 4,2 K foi algo inesperado e surpreendente. É
descoberto assim um novo estado termodinâmico, o estado supercondutor.
Portanto, uma corrente elétrica pode fluir num anel de mercúrio no estado
supercondutor sem reportar perdas de intensidade relacionada com a geração
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de calor. Logo, uma das propriedades dos supercondutores é a condutividade
perfeita.

Figura 2.1: Resistência elétrica do mercúrio em função da temperatura. Para

T ≈ 4, 2 observa-se uma queda abrupta da resistência para valores muito pequenos,

praticamente zero, o que advierte a transição de fase para o estado supercondutor.

Além da condutividade perfeita, o material no estado supercondutor ex-
pele do seu interior o campo magnético, sempre que este é menos intenso do
que um valor determinado, conhecido como campo crítico . Esta descoberta
foi reportada por Meissner e Ochsenfeld em 1933 e é conhecido como o efeito
Meissner [11]. Assim, um material no estado normal sob campo magnético
menor do que o campo magnético crítico expele o campo do seu interior
quando sofre a transição ao estado supercondutor, ou seja, o supercondutor
é também um material diamagnético perfeito. Este fato não pode ser expli-
cado considerando o material como um condutor perfeito já que, nesse caso,
a teoria diz que o campo tem que permanecer dentro do material. Este fato
indica que devia-se fazer uma nova teoria para a supercondutividade.

Em 1935, mas de vinte anos depois da descoberta da supercondutivi-
dade, os irmãos London desenvolveram a primeira teoria que descrevia as
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Figura 2.2: Esquema do efeito Meissner observado numa esfera supercondutora

sujeita a um campo magnético homogêneo. (Direita) O campo magnético penetra

completamente o material no estado normal, ou seja, quando T > Tc. (Esquerda)

Mantendo ligado o campo, o material é esfriado até alcançar o estado supercondutor

onde o fluxo magnético é expulso de dentro do material.

duas propriedades principais da supercondutividade: a condutividade per-
feita e o efeito Meissner [12]. Esta teoria demonstra também que o campo
magnético decai no interior do supercondutor até uma distancia caracterís-
tica conhecida como o comprimento de penetração λ. Já em 1950, Vitaly
Ginzburg e Lev Landau, fazendo uma descrição fenomenológica da super-
condutividade, introduziram também o conceito de comprimento de coerên-
cia ξ relacionado com a variação espacial do condensado [13] e definiram
a razão entre o comprimento de penetração e o comprimento de coerência
κ = λ(T )/ξ(T ) conhecido como parâmetro de Ginzburg-Landau. Usando
este modelo, Alexei Abrikosov estudou o comportamento dos superconduto-
res com κ > 1/

√
2 [14] e encontrou que estes possuíam um estado conhecido

como o estado misto onde encontram-se pequenas ilhas de material normal,
conhecidas como vórtices, rodeadas por material no estado supercondutor,
onde estes vórtices carregam um quantum de fluxo e ordenam-se formando
uma rede triangular conhecida como rede de Abrikosov. Mas a teoria que
iria descrever microscopicamente a supercondutividade foi proposta por Bar-
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deen, Cooper e Schrieffer em 1957 e é conhecida como a teoria BCS [15]. O
ponto principal desta teoria é a formação de pares de elétrons, chamados pa-
res de Coopers. Estes pares de Coopers são formados por dois elétrons que
interagem mediante uma interação atrativa produzida pela deformação da
rede. Nesta teoria os comprimentos de coerência e de penetração aparecem
de forma natural.

Para poder aproveitar tecnologicamente os supercondutores era preciso
encontrar materiais com temperatura crítica mais alta e campo crítico mais
intenso. Porém, todos os esforços não aportavam bons resultados e parecia
que a supercondutividade era um fenômeno de temperaturas muito baixas
e assim suas aplicações eram pouco viáveis. Um aporte significativo para
superar este inconveniente foi a descoberta no fim dos anos 1980 de cerâmi-
cas supercondutoras com temperatura crítica bem mais alta do que a dos
supercondutores tradicionais [16]. Atualmente a temperatura crítica destes
supercondutores de alta temperatura está mais próxima da temperatura am-
biente do que do zero absoluto [5]. Não obstante, a teoria BCS não funciona
nestes materiais e atualmente não existe uma teoria que descreva satisfato-
riamente estes sistemas.

Mais recentemente, com os avanços em nanotecnologia, tornou-se possível
a fabricação e estudo de sistemas com dimensões menores que o comprimento
de penetração e da ordem do comprimento de coerência, conhecidos como su-
percondutores mesoscópicos. Estes sistemas são importantes principalmente
porque podem melhorar as propriedades supercondutoras do material como
o campo crítico e a corrente crítica. Além disto, estes materiais apresentam
uma distribuição de vórtices diferente da rede de Abrikosov o que demonstra
a influência da geometria do material nos estados do sistema [17, 18]. Além
da distribuição de vórtices diferente da rede de Abrikosov, é possível obter
também estados de vórtice gigante, ou seja, um vórtice que carrega vários
quanta de fluxo, assim como os estados de pares de vórtice-antivórtice que
são formados pelo confinamento imposto pelo tamanho e a forma da amostra
[19].
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Outros sistemas de muito interesse são as amostras híbridas supercon-
dutor/ferromagnético que conseguem aumentar o valor do campo crítico e
são excelentes para ancorar os vórtices permitindo assim aumentar o valor
da corrente crítica [20, 21]. Nestes sistemas é possível obter também esta-
dos de pares de vórtice-antivórtice no equilíbrio termodinâmico, gerados pela
interação com o material ferromagnético, assim como processo de criação e
aniquilação de vórtices e antivórtices [22, 23, 24].

Por outra parte, a descoberta da supercondutividade no material diborato
de magnésio MgB2 [2] reanimou o estudo dos supercondutores convencionais,
em parte por sua temperatura crítica tão alta (aproximadamente 40 K), que
faz dele um possível candidato para substituir o Nb na eletrônica atual, e
em parte pelas novas propriedades e fenômenos presentes unicamente nos
supercondutores de duas bandas, como é o caso de aglomerados de vórtices
formando redes de Abrikosov, o que foi inicialmente atribuído ao fato de
uma banda ser do tipo I e a outra do tipo II dando origem à definição
de supercondutores do tipo-1.5 [25]. Outros fenômenos característicos dos
supercondutores mesoscópicos de duas bandas são: a formação de estados de
vórtices não compósitos, onde os vórtices que compartilham o mesmo núcleo
nas diferentes bandas encontram-se deslocados um com relação ao outro, e
os estados de vórtices fracionários, onde não cumpre-se a quantização total
do fluxo e está relacionado com cada banda ter uma vorticidade diferente.

Como mencionou-se anteriormente, os sistemas híbridos melhoram as pro-
priedades dos supercondutor do tipo II e, portanto, é indispensável saber
como estes sistemas melhoram as propriedades características dos supercon-
dutores de duas bandas que é um dos temas desta tese.

2.2 Teoria BCS

Desenvolvida por Bardeen, Cooper e Schrieffer, a teoria microscópica para o
estado supercondutor gerado pela interação elétron-fônon é conhecida tam-
bém como a teoria BCS. Eles ganharam o premio Nobel de física em 1972 por
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este trabalho. Esta teoria considera que o mecanismo da supercondutividade
é a formação de pares de elétrons chamados pares de Cooper. Estes pares de
Cooper são formados por dois elétrons que possuem spins e momentos opos-
tos e que estão unidos por uma interação atrativa gerada pela deformação
da rede cristalina.

Os elétrons num condutor normal interagem com os átomos da rede cris-
talina. Durante essa interação existe uma troca de energia que excita os
átomos e provoca o aquecimento do material. Por outro lado, a deformação
da rede causada pela passagem do elétron gera um excesso de carga positiva
que será sentida por outro elétron. Isto pode dar origem a uma interação
efetiva atrativa entre dois elétrons. A energia de enlace dos pares de Cooper
é 2∆, onde ∆ é o "gap"de energia presente no estado supercondutor. As-
sim, para destruir os pares de Cooper e formar dois elétrons individuais é
necessária uma energia igual a 2∆. Portanto, os pares de Cooper somente
podem interagir com os átomos da rede se a energia de troca for maior que
2∆. Isto explica a condutividade perfeita. Quando a temperatura é muito
alta, a energia de troca térmica é maior que 2∆ e não existem condições
para a formação de pares de Cooper no material. Mesmo se formados, serão
rapidamente aniquilados.

O sucesso desta teoria observa-se na comparação com os resultados expe-
rimentais:

• Se o mecanismo que produz a supercondutividade for a formação de
pares de Cooper mediados pelas vibrações da rede cristalina, a tempe-
ratura crítica do material deve variar com a massa dos átomos (efeito
isótopo). Isto foi comprovado medindo a temperatura crítica dos isó-
topos do mercúrio e de diversos outros metais supercondutores.

• Segundo esta teoria, a temperatura crítica é diretamente proporcional
ao gap, ∆(0) = 1, 76kBTc, onde kB é a constante de Boltzmann. Isto
foi comprovado medindo o gap de vários supercondutores junto com
sua respectiva temperatura crítica.
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• Esta teoria também prediz o crescimento exponencial, observado em
diversos experimentos, do calor específico quando aproxima-se da tem-
peratura crítica. Ou seja, C = Γe−γ/kBT , onde Γ e γ são constantes
próprias do material.

Todas estas observações concordam perfeitamente com os resultados ex-
perimentais feitos nos supercondutores descobertos até a década dos 80s
[26, 27, 28]. Mas, infelizmente, esta teoria não é adequada para descrever o
comportamento dos supercondutores de alta temperatura crítica.

2.3 Teoria de London

Esta teoria, proposta pelos irmãos F. e H. London, considera que os porta-
dores de carga movimentam-se livremente dentro do supercondutor. Desta
forma, a segunda lei de Newton pode ser escrita como:

~F = m∗ ~as, (2.1)

onde ~F = e∗ ~E é a força gerada pelo campo elétrico ~E. e∗, m∗ e ~as são a
carga, a massa e a aceleração dos portadores de carga, respetivamente. A
aceleração pode-se obter da derivada temporal da densidade de corrente dos
portadores de carga ~js = nse

∗~vs. Portanto, temos a primeira equação de
London

∂ ~Js
∂t

=
ns(e

∗)2

m∗
~E. (2.2)

Esta equação diz que qualquer campo elétrico acelera os portadores de
carga, ou seja, descreve a condutividade perfeita. Agora, aplicando o rotaci-
onal a ambos os lados da equação (2.2) e usando a lei de Faraday obtemos

∂

∂t
(∇× ~Js +

ns(e
∗)2

m∗c
~H) = 0. (2.3)

Esta equação possui muitas soluções, ja que toda função temporalmente
constante satisfaz esta equação, mas para garantir a expulsão do campo mag-
nético é necessário que

∇× ~Js = −ns(e
∗)2

m∗c
~H, (2.4)
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já que uma densidade de corrente induzida na superfície não permitiria a
penetração de qualquer campo magnético externo, e qualquer fluxo magnético
inicialmente no interior será expulso quando o sistema fizer a transição para
o estado supercondutor.

Substituindo a lei de Ampére, ∇× ~H = 4π ~Js/c na equação (2.4) temos:

∇2 ~H =
4π(e∗)2ns
m∗c2

~H, (2.5)

a qual pode-se escrever da forma:

∇2 ~H =
1

λ2
l

~H, (2.6)

onde
λ2
l =

m∗c2

4π(e∗)2ns
(2.7)

é o comprimento de penetração de London, isto é, o comprimento caracterís-
tico no qual um campo magnético pode penetrar num material supercondu-
tor. A equação (2.6) é conhecida como a equação de London.

Embora macroscópica, a teoria de London consegue descrever o compor-
tamento supercondutor e estados de vórtices em supercondutores fortemente
tipo-II onde não leva-se em conta a estrutura e o tamanho físico do núcleo
do vórtice. Isso é possível introduzindo na equação (2.6) um termo não-
homogêneo representando a carga topológica da linha de vórtice.

2.4 Teoria de Ginzburg-Landau

Esta teoria está baseada na teoria das transições de fase de segunda ordem
de Landau. Nela, a energia livre de Gibbs num campo magnético aplicado
pode ser expandida em potências de um parâmetro de ordem complexo Ψ,
onde |Ψ|2 é proporcional à densidade de pares de Cooper, ns, e do potencial
vetor ~A

F = Fn + α |Ψ|2 +
β

2
|Ψ|4 +

1

2m∗

∣∣∣∣∣
(
−i~∇− 2e ~A

c

)
Ψ

∣∣∣∣∣
2

+
(h−H0)2

8π
, (2.8)
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onde m∗ é a massa, ~ é a constante de Planck, e é a carga do elétron, c é
a velocidade da luz e ~A é o potencial vetor relacionado com o campo local
~h = ∇× ~A. β é uma constante positiva e independente da temperatura e α
depende da temperatura, α = α0(T −Tc), onde α0 é uma constante positiva.

F( a )

Ψ  

 

( b ) F

Ψ

 

 

Figura 2.3: Comportamento do funcional da energia livre (2.8) ao variar o valor

de Ψ para o caso sem campo magnético e considerando que Ψ varia suavemente no

espaço para (a) α > 0 e (b) α < 0. Os pontos vermelhos mostram a posição dos

mínimos do funcional.

Para o caso sem campo magnético e considerando que o parâmetro de
ordem é uma função real que varia muito suavemente no supercondutor, a
energia tem o comportamento mostrado na figura 2.3. Para α > 0 (Fig.
2.3a), ou seja T > Tc, o sistema encontra-se no estado normal e o mínimo
da energia localiza-se em Ψ = 0. Para α < 0 (Fig. 2.3b), ou seja T < Tc, o
sistema encontra-se no estado supercondutor e a energia possui dos mínimos
localizados em Ψ = ±

√
−α/β com um valor de energia:

F − Fn =
H2
c

4π
= −α

2

β
, (2.9)

onde Hc é o campo crítico termodinâmico.

2.4.1 Equações de Ginzburg-Landau

Para encontrar as equações de Ginzburg-Landau (GL) integra-se no volume
da amostra o funcional da energia (2.8) e minimiza-se com relação ao parâ-
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metro de ordem Ψ e ao potencial vetor ~A. Uma pequena variação de δΨ no
parâmetro de ordem e de δ ~A no potencial vetor o que produz uma variação
δF na energia,

δF =

∫
V

dV

{[
αΨ + β|Ψ|2Ψ +

1

2m∗
~ϕ ·
(
i~∇− 2e

c
~A

)]
δΨ∗−

− e

mc

[
δ ~AΨ∗ · ~ϕ+ ~ϕ∗ · δ ~AΨ

]
+

+
1

4π

(
∇× ~A− ~H0

)
· ∇ × δ ~A

}
,

(2.10)

onde define-se,

~ϕ =

(
−i~∇− 2e

c
~A

)
Ψ (2.11)

e ~B = ∇× ~A é o campo na amostra. Fazendo uso da relação ∇ · (δΨ∗~ϕ) =

~ϕ · ∇δΨ∗ + δΨ∗∇ · ~ϕ e reagrupando termos tem-se

δF =

∫
V

dV

{
δΨ∗

[
αΨ + β|Ψ|2Ψ− i~

2m∗
∇ · ~ϕ− e

m∗c
~ϕ · ~A

]
−

− i~
2m∗
∇ · (δΨ∗~ϕ)− 2e

m∗c
Re [Ψ∗~ϕ] · δ ~A+

+
1

4π

(
∇× ~A− ~H0

)
· ∇ × δ ~A

}
.

(2.12)

Usando a relação vetorial ∇· (~a×~b) = ~b · (∇×~a)−~a · (∇×~b), com ~a = δ ~A

e ~b = ∇× ~A− ~H0, pode-se escrever a equação (2.12) da seguinte forma,

δF =

∫
V

dV δΨ∗

[
αΨ + β|Ψ|2Ψ +

1

2m∗

(
−i~∇− 2e

c
~A

)2

Ψ

]
− i~

2m∗

∫
V

dV [∇ · (δΨ∗~ϕ)]−

−
∫
V

dV

{
2e

m∗c
Re

[
Ψ∗
(
−i~∇− 2e

c
~A

)
Ψ

]
− 1

4π
∇×∇× ~A

}
· δ ~A+

+
1

4π

∫
V

dV
{
∇ ·
[
δ ~A×

(
∇× ~A− ~H0

)]}
.

(2.13)
Aplicando o teorema de Gauss,

∫
V
dV∇· ~C =

∮
S
dSn̂ · ~C, onde n̂ é o vetor
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normal à superfície, tem-se,

δF =

∫
V

dV δΨ∗

[
αΨ + β|Ψ|2Ψ +

1

2m∗

(
−i~∇− 2e

c
~A

)2

Ψ

]
− i~

2m∗

∮
S

dS[n̂ · (δΨ∗~ϕ)]−

−
∫
dV

{
2e

mc
Re

[
Ψ∗
(
−i~∇− 2e

c
~A

)
Ψ

]
− 1

4π
∇×∇× ~A

}
· δ ~A+

+
1

4π

∮
S

dS
{
n̂ ·
[
δ ~A×

(
∇× ~A− ~H0

)]}
,

(2.14)
onde S é a superfície da amostra. Na superfície do supercondutor o campo
magnético externo é igual à indução magnética ∇ × ~A = ~H0 e portanto, a
última integral é igual a zero. Fazendo δF = 0 obtém-se as equações de
equilíbrio do sistema∫

V

dV δΨ∗

[
αΨ + β|Ψ|2Ψ +

1

2m∗

(
−i~∇− 2e

c
~A

)2

Ψ

]
= 0, (2.15)

i~
2m

∮
S

dS[n̂ · (δΨ∗~ϕ)] = 0, (2.16)

−
∫
V

dV

{
2e

m∗c
Re

[
Ψ∗
(
−i~∇− 2e

c
~A

)
Ψ

]
− 1

4π
∇×∇× ~A

}
· δ ~A = 0,

(2.17)
que são válidas para qualquer valor arbitrário de δΨ∗ e δ ~A. Portanto, para
satisfazer as equações anteriores os coeficientes de cada variação têm de ser
iguais a zero, ou seja,

αΨ + β|Ψ|2Ψ +
1

2m∗

(
−i~∇− 2e

c
~A

)2

Ψ = 0, (2.18)

n̂ ·
(
−i~∇− 2e

c
~A

)
Ψ

∣∣∣∣
S

= 0, (2.19)

~j =
c

4π
∇×∇× ~A =

2e

m∗
<
[
Ψ∗
(
−i~∇− 2e

c
~A

)
Ψ

]
. (2.20)

As equações (2.18) e (2.20 são as equações de Ginzburg-Landau (GL).
A primeira equação de GL (equação (2.18)) tem a forma da equação de



Supercondutividade 16

Schrödinger com um termo não linear que age como um potencial repulsivo
de Ψ. A equação (2.19) expressa que nenhuma supercorrente pode atravessar
perpendicularmente o limite da amostra. A equação (2.20) é conhecida como
a segunda equação de Ginzburg-Landau.

De Gennes generalizou a condição de contorno (2.19) para quando o super-
condutor também encontra-se em contato com outros materiais ou defeitos:

n̂ ·
(
−i~∇− 2e

c
~A

)
Ψ

∣∣∣∣
S

=
i

b
Ψ, (2.21)

onde b é uma constante conhecida como comprimento de extrapolação, sendo
um parâmetro fenomenológico que mede a distância (dentro do material que
está em contato com o supercondutor) onde o parâmetro de ordem cai a zero.
Os diferentes valores que b pode assumir caracterizam o material que está
em contato com o supercondutor: b → ∞ para o isolante ou vácuo, b > 0

para o metal, b = 0 para o ferromagnético e b < 0 para outro supercondutor
de temperatura crítica mais alta.

2.4.2 Comprimentos característicos

Da teoria de GL é possível obter dois comprimentos característicos relacio-
nados com o sistema: um deles é o comprimento de penetração já predito
pela teoria de London e que está relacionado com o decaimento do campo no
interior do supercondutor. Para obter este comprimento, considera-se uma
região do supercondutor onde a densidade de pares de Cooper é constante, ou
seja, longe de interfaces supercondutor-outro material. Portanto, da equação
(2.20) tem-se que a corrente do sistema torna-se,

~js = −4e2

mc
|Ψ|2 ~A. (2.22)

Aplicando o rotacional a ambos os lados desta equação e usando a lei de
Àmpere temos,

− m∗c2

16πe2|Ψ|2
∇2 ~H + ~H = 0. (2.23)
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Quando compara-se esta equação com a equação (2.6) da teoria de London
verifica-se que o comprimento de penetração é dado por:

λ2 =
m∗c2

16πe2|Ψ|2
=

m∗c2

4π(e∗)2ns
, (2.24)

onde e∗ = 2e e |Ψ|2 = ns. Usando o valor do parâmetro de ordem que
minimiza a energia livre no caso sem campo, ou seja Ψ =

√
−α/β, temos:

λ2 =
m∗c2β

16πe2|α|
. (2.25)

Como α(T ) = −α0(1 − T/Tc), pode-se ver que o comprimento de pene-
tração tem uma dependência com a temperatura da forma,

λ =
λ0√

1− T
Tc

, (2.26)

onde λ0 é independente da temperatura.
Além do comprimento de penetração, a teoria de GL também define o

comprimento de coerência relacionado com a variação espacial da densidade
de pares de Cooper. Para obter este comprimento considera-se o caso sem
campo magnético, em que o parâmetro de ordem é real. Para o caso unidi-
mensional da equação (2.18) tem-se

− ~2

2m∗
d2Ψ

dx2
+ βΨ3 + αΨ = 0. (2.27)

Dividindo por α tem-se

− ~2

2m∗α

d2Ψ

dx2
+
β

α
Ψ3 + Ψ = 0, (2.28)

onde pode-se observar que

− ~2

2m∗α

d2

dx2
(2.29)

é um operador adimensional. Portanto, obtém-se o comprimento caracterís-
tico

ξ2(T ) =
~2

2m∗|α|
, (2.30)
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conhecido como comprimento de coerência. Este comprimento característico
também possui uma dependência com a temperatura da forma,

ξ(T ) =
ξ0√

1− T
Tc

, (2.31)

onde ξ0 é independente da temperatura.
Além disto, também pode-se definir o parâmetro adimensional κ = λ/ξ =

λ0/ξ0 que é independente da temperatura e é conhecido como o parâmetro de
Ginzburg-Landau. Dependendo do valor deste parâmetro os supercondutores
são classificados em supercondutores do tipo I (κ < 1/

√
2) e supercondutores

do tipo II (κ > 1/
√

2), conforme veremos adiante.
Esta teoria foi desenvolvida supondo que a temperatura do sistema está

bem próxima da temperatura crítica. Este critério também foi utilizado por
Gor’kov [29] que deduziu as equações de GL usando funções de Green num
supercondutor sem gap, ou seja, bem perto da temperatura crítica. Porém,
alguns resultados teóricos usando a teoria de GL a temperaturas não tão
próximas da temperatura crítica têm mostrado concordar excelentemente
com os resultados experimentais.

2.5 Equações de GL dependentes do tempo (TDGL)

Para estudar a dinâmica do sistema é necessário encontrar uma versão de-
pendente do tempo das equações de GL. Uma possível forma de obter estas
equações é assumir que o caminho para o equilíbrio segue um processo de
relaxação, ou seja, a taxa de relaxação é proporcional ao desvio do sistema
em relação ao equilíbrio [30]

−Γ
∂Ψ

∂t
=

δF

δΨ∗
= αΨ + β|Ψ|2Ψ +

1

2m

(
−i~∇− 2e

c
~A

)2

Ψ, (2.32)

onde Γ é uma constante positiva. Esta equação não é invariante de calibre
(ver apêndice A). Portanto, para assegurar a invariância é preciso modificar
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esta equação agregando o potencial escalar ϕ da seguinte forma

−Γ

(
∂Ψ

∂t
+

2ieϕ

~
Ψ

)
= αΨ + β|Ψ|2Ψ +

1

2m

(
−i~∇− 2e

c
~A

)2

Ψ. (2.33)

A introdução do potencial escalar faz modificar também a equação para o
potencial vetor. Neste caso vamos considerar a corrente total como~j = ~js+ ~jn

onde
~js =

2e

m
Re

[
Ψ∗
(
−i~∇− 2e

c
~A

)
Ψ

]
(2.34)

é a corrente supercondutora e ~jn = σn ~E é a corrente do estado normal. O
campo elétrico é definido como

~E =

(
−1

c

∂ ~A

∂t
−∇ϕ

)
. (2.35)

Assim, as equações TDGL tornam-se,

−Γ

(
∂Ψ

∂t
+

2ieϕ

~
Ψ

)
= αΨ + β|Ψ|2Ψ +

1

2m

(
−i~∇− 2e

c
~A

)2

Ψ, (2.36)

σn

(
1

c

∂ ~A

∂t
+∇ϕ

)
=

2e

m
<
[
Ψ∗
(
−i~∇− 2e

c
~A

)
Ψ

]
− c

4π
∇×∇× ~A. (2.37)

Usando a conservação da corrente total, ∇·~j = ∇·(~js+~jn) = 0, obtém-se
a equação para o potencial escalar:

∇2ϕ =
2e

m
∇ · <

[
Ψ∗
(
−i~∇− 2e

c
~A

)
Ψ

]
(2.38)

Esta é uma forma fenomenológica de obter as equações TDGL. Gor’kov
[29] mostrou que estas equações correspondem ao caso limite da teoria micros-
cópica quando a temperatura do sistema encontra-se perto da temperatura
crítica e para supercondutores sem gap. Também existe outra versão das
equações de GL para estudar situações fora do equilíbrio obtidas a partir da
teoria microscópica e que levam em conta o tempo de relaxação das quase-
partículas, as quais não são mostradas nesta tese. O leito interessado pode
consultar a Ref. [31] para mais informação.
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2.6 Tipos de supercondutores

2.6.1 Sistemas macroscópicos

Nesta parte vamos considerar um cilindro supercondutor muito longo e com
dimensões muito maiores que λ sujeito a um campo magnético homogêneo
paralelo ao eixo do cilindro como mostra-se na figura 2.4. Nas proximidades

Figura 2.4: Cilindro supercondutor infinito sujeito a um campo magnético homo-

gêneo aplicado paralelo ao eixo do cilindro.

da linha de transição entre o estado supercondutor e o estado normal, a ener-
gia superficial é negativa para alguns materiais e positiva para outros. Estes
materiais estão caracterizados pelo valor do parâmetro de Ginzburg-Landau
de tal forma que todos os materiais com energia superficial negativa (posi-
tiva) na interface entre o estado supercondutor-normal possuem κ > 1/

√
2

(κ < 1/
√

2). Alexei Abrikosov, estudante de Landau, estudou o comporta-
mento dos supercondutores com κ > 1/

√
2 e descobriu que estes permitiam

a entrada parcial do campo na forma de vórtices que ordenavam-se formando
uma rede hexagonal conhecida como rede de Abrikosov (Fig. 2.5). Assim,
os supercondutores foram classificados em dois tipos, conhecidos como su-
percondutores do tipo I, com κ < 1/

√
2, e supercondutores do tipo II, com
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κ > 1/
√

2.

Figura 2.5: Distribuição dos vórtices em supercondutores macroscópicos do tipo

II mostrando o ordenamento predito por Abrikosov [32].

Os supercondutores do tipo I conseguem expelir o campo do seu interior
quando este campo é menor que um valor crítico conhecido como campo
crítico termodinâmico:

Hc =
Φ0

2
√

2πλξ
, (2.39)

onde Φ0 = hc/2e é o quantum de fluxo magnético. Quando o campo é mais
intenso que este campo crítico a supercondutividade é destruída e o material
entra no estado normal. Portanto, os supercondutores do tipo I apresentam
dois estados: o estado Meissner e o estado normal.

No caso dos supercondutores do tipo II, o estado Meissner existe somente
para campos menores que um valor crítico Hc1 < Hc, onde,

Hc1 =
Φ0

4πλ2
ln(κ) =

1√
2κ
Hc lnκ. (2.40)

Para campos mais intensos, o fluxo magnético consegue penetrar parcial-
mente no supercondutor na forma de vórtices. Quanto mais intenso o campo,
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mais vórtices conseguem penetrar o supercondutor, até que o campo atinge
o valor do campo crítico superior,

Hc2 =
Φ0

2πξ2
=
√

2κHc. (2.41)

Acima deste valor existe uma porção da superfície de espessura ξ(T ) onde
a supercondutividade sobrevive até um valor de campoHc3. O terceiro campo
crítico Hc3, campo crítico termodinâmico Hc e o campo crítico superior Hc2

estão relacionados por [33]:

Hc3 = 2, 4κHc = 1, 69Hc2. (2.42)

E s t a d o
M e i s s n e r

TT C

H

H C ( T ) H
C 3 ( T )

S u p e r c o n d u t i v i d a d eS u p e r f i c i a l

E s t a d o
M e i s s n e r

E s t a d o
M i s t o

H
C 2 ( T )

H C 1 ( T )

H

T C T

b )

Figura 2.6: Ilustrações do diagrama de fase H-T para supercondutores macroscó-

picos do tipo I (esquerda) e do tipo II (direita).

Na figura 2.6 mostra-se o comportamento destes campos críticos com a
temperatura do sistema. Para T = 0, os campos críticos alcançam o valor
máximo e começam a diminuir com o aumento da temperatura. Em T = Tc

o material encontra-se no estado normal e, portanto, os valores dos campos
críticos são zero.

Os dois tipos de supercondutores também apresentam um comportamento
da magnetização com relação ao campo magnético aplicado H. Para o caso
dos supercondutores macroscópicos do tipo I (Fig. 2.7(a)), quando H < Hc

o campo no interior do supercondutor é zero e, portanto, a magnetização é
uma função decrescente do campo aplicado, ou seja, quanto mais intenso o
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campo aplicado mais negativa é a magnetização. Quando H > Hc o material
está no estado normal e a magnetização é zero. Agora, para o caso dos
supercondutores macroscópicos do tipo II (Fig. 2.7(b)), a dependência linear
da magnetização observa-se para valores de campo menores do que o campo
crítico inferior Hc1. Quando H > Hc1 o material está no estado misto e a
magnetização começa a aumentar até alcançar o valor de zero em H = Hc2.

a )

E s t a d o
N o r m a lE s t a d o

M e i s s n e r

- M

HH C H C 2

E s t a d o
M i s t o

E s t a d o
M e i s s n e r

- M

H C 1

b )

Figura 2.7: Magnetização em função do campo para supercondutores macroscó-

picos a) do tipo I e b) do tipo II.

Quando o supercondutor não é longo o suficiente, o comportamento da
magnetização não é o representado na figura 2.7(a). Neste caso, o campo
gerado pelas correntes de blindagem consegue neutralizar o campo externo
no interior da amostra, mas reforçam este campo nas bordas gerando regiões
no estado normal junto com regiões no estado Meissner conhecido como o
estado intermediário dos supercondutores do tipo I (Fig. 2.8).

Também é possível ter estados de vórtices em supercondutores finos com
κ < 1/

√
2 quando a espessura da amostra é menor que o comprimento de pe-

netração, d < λ. Nestes casos o comprimento de penetração efetivo Λ = λ2/d

cresce e é preciso definir um parâmetro de GL efetivo κ∗ = Λ/ξ que indica
se o supercondutor é do tipo I (κ∗ < 1/

√
2) ou do tipo II Nos superconduto-

res do tipo II os vórtices são considerados como linhas de fluxo quantizadas,
cada um carregando um quantum de fluxo Φ0 = hc/2e gerado pelas cor-
rentes supercondutoras que circulam este vórtice. No centro do vórtice a
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Figura 2.8: Estado intermediário em um supercondutor do tipo I [1] onde observa-

se a coexistência da rede triangular de vórtices de Abrikosov e a estrutura laminar

de fluxo magnético. As regiões pretas representam o material no estado normal.

supercondutividade é nula e o núcleo do vórtice é definido pela região onde
o parâmetro de ordem cai a zero.

A quantização do fluxo magnético que atravessa um supercondutor do
tipo II pode ser demonstrada mediante o formalismo de GL inserindo o mó-
dulo e a fase do parâmetro de ordem, Ψ = |Ψ|eiφ, explicitamente na equação
(2.20) (κ∗ > 1/

√
2).

~js =
2e~
m
|Ψ|2∇φ− 4e2

mc
|Ψ|2 ~A. (2.43)

Para calcular o fluxo magnético

Φ =

∫
S

~B · d~S =

∫
S

∇× ~A · d~S =

∮
C

~A · d~l, (2.44)

onde usou-se o teorema de Stokes, da equação (2.43) pode-se obter o potencial
vetor ~A e substituir na equação (2.44), que resulta em

Φ =
c~
2e

∮
C

∇φ · d~l − mc

4e2

∮
C

~js
|Ψ|2

· d~l. (2.45)

Em uma trajetória fechada o parâmetro de ordem pode variar sua fase
em múltiplos de 2π, mas o valor do parâmetro de ordem não muda porque a
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densidade de pares de Cooper não possui dois valores diferentes num mesmo
ponto. Dentro da região supercondutora, longe de interfaces, a corrente é
zero, portanto, temos que

Φ = n
ch

2e
= nΦ0, (2.46)

onde n é um número inteiro que determina a quantidade de quanta de fluxo
que atravessam uma área S delimitada pelo caminho de integração C.

Cada vórtice no supercondutor infinito carrega exatamente um quantum
de fluxo. Isto pode ser demonstrado considerando a equação de London
(2.6) mais um termo de fonte não-homogêneo que representa um vórtice com
n quanta de fluxo localizado em ~ri = (xi, yi),

λ2
l∇2 ~H − ~H = −nΦ0δ(~r − ~ri)êz. (2.47)

A solução desta equação em coordenadas cilíndricas, obtida analitica-
mente para ~H = Hêz [34], é dada por,

H(~r) =
nΦ0

2πλ2
l

K0

(
|~r − ~ri|
λl

)
, (2.48)

onde K0 é a função de Bessel modificada de ordem zero.
Por outro lado, a energia total do estado supercondutor é dada pela ener-

gia armazenada no campo magnético (Emag) somado à energia cinética das
correntes (Ecin) geradas por este, ou seja:

Etotal = Emag + Ecin, (2.49)

onde,

Ecin =

∫
ns

1

2
mv2

sdV =

∫
λ2
l

8π
(∇× ~H)2dV (2.50)

e
Emag =

∫
H2

8π
dV. (2.51)

Portanto, a energia total do estado supercondutor na teoria de London é
dada por:

Etotal =
1

8π

∫ [
λ2
l (∇× ~H)2 +H2

]
dV. (2.52)
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Substituindo as equações (2.47) e (2.48) na energia total (2.52), obtém-se:

Etotal =

(
nΦ0

4πλl

)2

ln(κ). (2.53)

Consideremos o caso simples onde a quantidade total de quanta de fluxo
no sistema é 2. Como a energia total é proporcional a n2 é energeticamente
mais favorável ter um sistema com 2 vórtices com um quantum de fluxo cada
um do que ter um vórtice com 2 quanta de fluxo. Isto demonstra que, em
um sistema infinito no estado fundamental, cada vórtice carrega exatamente
um quantum de fluxo.

No material supercondutor de duas bandas MgB2 foi observada uma dis-
tribuição anômala de vórtices que corresponde a uma mistura de regiões no
estado Meissner com regiões de aglomerados de vórtices formando localmente
a rede de Abrikosov. Inicialmente relacionou-se este comportamento com um
novo tipo de supercondutividade conhecido como supercondutividade do tipo
1.5 [25]. A explicação para esta distribuição de vórtices foi dada usando a
teoria dos supercondutores de duas banda devido a que o MgB2 é reconhecido
como um supercondutor de duas bandas. Segundo os autores, a razão princi-
pal desta distribuição anômala de vórtices está relacionada com a banda mais
dominante ser do tipo I e a banda menos dominante do tipo II. Porém, este
é um tema ainda em discussão pela falta de informação sobre as interações
presentes neste tipo de supercondutores.

2.6.2 Sistemas mesoscópicos

Os sistemas mesoscópicos são aqueles que possuem dimensões da mesma or-
dem de grandeza que o comprimento de coerência ξ e/ou que o comprimento
de penetração λ. Estes sistemas são importantes porque podem apresentar
melhorias em algumas propriedades dos supercondutores, pela variedade de
configurações de vórtices e novos fenômenos relacionados à simetria e ao ta-
manho da amostra. Nestes sistemas mesoscópicos existe uma competição
entre a distribuição triangular de vórtices de Abrikosov e a distribuição de
vórtices imposta pela geometria do sistema [17, 18]. Na figura 2.9 mostra-se
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Figura 2.9: (a) Densidade de pares de Cooper e (b) fase do módulo do parâmetro

de ordem para um quadrado supercondutor mesoscópico muito fino de comprimento

L = 20ξ(0), T = 0, 9Tc e H = 0, 108Hc2(0). Para a figura da fase, uma mudança

de azul para vermelho num caminho fechado indica uma variação de 2π sinalizando

a nucleação de um vórtice.

um supercondutor quadrado de lado L = 20ξ(0) com 4 vórtices representados
por as regiões azuis, na densidade de pares de Cooper (Fig. 2.9(a)), e por
uma mudança de vermelho para azul num contorno fechado percorrido no
sentido do relógio, na fase do parâmetro de ordem (Fig. 2.9(b)).

Além dos estados de vórtices com apenas um quantum de fluxo mag-
nético, também é possível ter configurações com vórtices gigantes [35, 36].
Estes vórtices gigantes formam-se em supercondutores onde o confinamento
imposto pela geometria é tão forte que é energeticamente mais favorável criar
um único vórtice com vários quanta de fluxo, caracterizado por um mínimo
na densidade de pares de Cooper e uma múltipla mudança de 2π na fase
do parâmetro de ordem. Na figura 2.10 tem-se um exemplo de um vórtice
gigante com dois quanta de fluxo obtidos num filme supercondutor quadrado
muito fino de lado L = 15ξ(0) submetido a um campo magnético homogêneo
de H = 0, 148Hc2(0), onde observa-se que tem-se unicamente um mínimo na
densidade de pares de Cooper (Fig. 2.10(a)) e uma mudança de 4π na fase
(Fig. 2.10(b)).

Nos sistemas mesoscópicos também é possível obter uma configuração de
um par vórtice-antivórtice no estado fundamental numa amostra supercon-



Supercondutividade 28

- 3 , 5 0 0

- 1 , 6 3 3

0 , 2 3 3 3

2 , 1 0 0

3 , 5 0 0

( b )0

0 , 1 8 6 7

0 , 3 7 3 3

0 , 5 6 0 0

0 , 7 0 0 0

( a )

Figura 2.10: (a) Densidade de pares de Cooper e (b) fase do módulo do parâmetro

de ordem para um quadrado supercondutor mesoscópico muito fino de comprimento

L = 15ξ(0), T = 0, 9Tc e H = 0, 148Hc2(0). Para a figura da fase, uma mudança

de azul para vermelho num caminho fechado indica uma variação de 2π sinalizando

a nucleação de um vórtice.

dutora quadrada sujeita a um campo externo homogêneo. Este par vórtice-
antivórtice é formado pelo confinamento produzido pelo tamanho e forma
da amostra já que para o sistema é mais favorável posicionar 4 vórtices for-
mando um quadrado com o par vórtice-antivórtice no meio do que posicionar
3 vórtices formando um triângulo [19].

Nos sistemas híbridos supercondutor-ferromagnético a variedade de esta-
dos que existe é mais rica ainda. Além dos estados de vórtices e vórtices
gigantes, é possível criar ou estabilizar pares de vórtice-antivórtice gerados
pelo campo não-homogêneo do material magnético que são os responsáveis
por muitos fenômenos fascinantes como o movimento controlado de vórtices
que são a base de futuros nanodispositivos no moderno campo da fluxónica
[7, 37]. Mesmo quando não tem-se pares de vórtice-antivórtice, este sistema é
eficiente na ancoragem de vórtices, conseguindo aumentar o valor da corrente
crítica [20].

A grande variedade de estados presentes nas amostras mesoscópicas e
nos sistemas híbridos tornam interessante o estudo das fases presentes nestes
sistemas. Este é o tema principal desta tese.
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2.7 Conceitos básicos sobre materiais magnéti-

cos

Os materiais magnéticos são classificados de acordo com seu comportamento
ao interagir com campos magnéticos externos em: diamagnéticos, paramag-
néticos e ferromagnéticos.

Os materiais diamagnéticos são aqueles que orientam seus momentos mag-
néticos em sentido contrario ao campo magnético aplicado, diminuindo a in-
tensidade da indução magnética no seu interior. Porém, este efeito é muito
fraco. Exemplos destes materiais são o bismuto, o cobre, a prata, o chumbo,os
supercondutores no estado Meissner, etc.

Nos materiais paramagnéticos os momentos magnéticos tendem a se ali-
nhar paralelamente ao campo aplicado aumentando assim levemente a inten-
sidade do campo aplicado no seu interior. Estes materiais possuem momento
magnético atômico permanente que, devido a flutuações térmicas, estão ori-
entados aleatoriamente na ausência de campo resultando num momento mag-
nético liquido igual a zero. Alguns exemplos destes materiais são o alumínio,
o magnésio, o sódio, etc.

O efeito mais forte apresenta-se nos materiais ferromagnéticos onde os
momentos magnéticos atômicos alinham-se paralelamente ao campo externo
aumentando consideravelmente a intensidade do campo aplicado. O alinha-
mento continuará mesmo depois de retirar o campo magnético externo, ou
seja, o material fica magnetizado e converte-se num imã por tempo indefinido.
Para desmagnetizá-lo é necessário aplicar um campo no sentido oposto.

A figura 2.11 mostra a relação entre a magnetização e campo magnético,
conhecida como ciclo de histerese, para ferromagnetos. Quando o material
está sujeito a um campo magnético a magnetização aumenta rapidamente
até um valor MS conhecido como magnetização de saturação. Se depois de
alcançar o valor de saturação a intensidade do campo aplicado é diminuído,
a magnetização decresce mas em uma taxa menor. Portanto, a campo nulo o
material permanece ainda com uma magnetização diferente de zero, chamada
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Figura 2.11: Ciclo de histerese de materiais ferromagnéticos. MS , MR e HCoe são

a magnetização de saturação, a magnetização remanente e o campo de coercividade,

respectivamente.

magnetização remanente, MR. Para anular a magnetização completamente é
necessário aplicar um campo magnético no sentido contrário à magnetização.
O valor deste campo é conhecido como campo de coercividade HCoe.

2.7.1 Sistemas híbrido supercondutor-ferromagnético

Os avanços em nanotecnologia permitem a fabricação de sistemas nanoestru-
turados como fitas supercondutoras com "antidots"[38, 39], "dots"magnéticos
[20, 21, 6, 40, 41, 42, 43] e não magnéticos [21, 44]. Estes são sistemas muito
eficientes na ancoragem de vórtices. Dentre as variedades de armadilhas para
ancorar vórtices, os dots magnéticos são especialmente interessantes porque
seu momento magnético pode ser facilmente controlado, dando origem a um
elevado grau de manipulação das suas propriedades de ancoragem de vórtices.
Isto foi mostrado em experimentos onde arranjos de nanomagnetos ancora-
ram vórtices eficientemente, tanto pela redução local da temperatura crítica
mediante os efeitos de proximidade [20, 21, 6] como por seu fluxo magnético
quando os dots estão polarizados [41, 42, 45].

Outra característica interessante dos sistemas híbridos supercondutor-
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arranjos de dots magnéticos é que estas estruturas conseguem gerar pares de
vórtice-antivórtice. Este tema tem atraído uma grande atenção ultimamente.
Os resultados de alguns cálculos usando a teoria de Ginzburg-Landau no sis-
tema formado por um arranjo de dots magnéticos polarizados paralelamente
à normal do plano do filme supercondutor predizem uma grande variedade de
fases de equilíbrio, onde incluem-se moléculas iónicas de vórtice-antivórtice
(v-av) e redes compostas de v-av [22, 23, 24]. Também, usando dinâmica
molecular tem-se reportado os estados de equilíbrio e estados dinâmicos da
corrente induzida de pares de v-av gerados por dots magnéticos polarizados
paralelamente ao plano do supercondutor [7].

A formação e implicações de pares de v-av em sistemas híbridos supercondutor-
ferromagnéticos (S/F) é geralmente uma matéria de intenso debate. Alguns
poucos trabalhos experimentais têm provisto demonstrações indiretas e ainda
diretas da formação de pares v-av e suas implicações. Medidas de transporte
em filmes supercondutores na presença de arranjos de dots magnéticos têm
sugerido que o reforço da supercondutividade por um campo magnético ex-
terno, o chamado efeito de supercondutividade induzida de campo, vem da
aniquilação de antivórtices com vórtices gerados pelo campo externo [9, 46].
Medidas de filmes supercondutores com arranjos de microbarras polarizadas
paralelamente ao plano do supercondutor demonstraram um efeito catraca
no caso do campo magnético zero resultando presumivelmente do movimento
assimétrico dos vórtices e antivórtices [47].

2.8 Supercondutores de duas bandas

Em décadas passadas foi proposta uma extensão da teoria BCS para super-
condutores multibandas [48], mas naquela época não obteve muita reper-
cussão devido, em parte, ao pouco entendimento que tinha-se do fenômeno
e, por outra parte, por ser este um fenômeno considerado de temperaturas
muito baixas.

Com a descoberta dos supercondutores de alta temperatura, o interesse
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principal durante as últimas décadas passou a ser o estudo das propriedades
físicas e químicas destes supercondutores. Porém, nestes materiais a teoria
BCS não funciona bem e atualmente não tem-se uma teoria que possa explicar
microscopicamente o fenômeno da supercondutividade nestes materiais.

O interesse pelos supercondutores convencionais (aqueles onde a teoria
BCS funciona) retomou força depois da descoberta da supercondutividade
no material MgB2 [2] devido a este possuir uma temperatura crítica surpre-
endentemente alta (aproximadamente 40K) quando comparada com a dos
outros supercondutores convencionais. Isto motivou um grande número de
trabalhos experimentais e teóricos sobre as propriedades, tanto do estado
normal, como do estado supercondutor deste material [49].

Outros materiais recentemente descobertos também têm mostrado serem
supercondutores de duas bandas, mas, sem dúvida, o mais estudado e que
fez renascer o interesse pela supercondutividade multibanda foi o MgB2.

2.8.1 MgB2

Em janeiro de 2011 foi anunciada a descoberta da supercondutividade no
material diborato de magnésio, MgB2, com uma temperatura crítica de apro-
ximadamente 40 K. Na figura 2.12 é mostrada a dependência da resistividade
com a temperatura para este composto [2]. Esta temperatura crítica é a mais
alta entre os supercondutores convencionais, quase o dobro do recorde an-
terior e encontra-se bem próxima da temperatura crítica limite predita pela
teoria BCS [50]. Assim que anunciada esta descoberta, uma grande quan-
tidade de trabalhos científicos relacionados com o estudo das propriedades
deste material foram desenvolvidos [51, 52, 53, 54]. Alguns destes trabalhos
com o objetivo principal de conhecer o mecanismo supercondutor do mate-
rial, ou seja, se era um supercondutor convencional com uma temperatura
crítica muito alta ou era um supercondutor de alta temperatura crítica, que
para este caso, não representava uma grande descoberta. Os resultados ex-
perimentais, entre eles o efeito isótopo [55], mostraram que efetivamente o
diborato de magnésio era um supercondutor convencional (i.e., do tipo BCS).
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Figura 2.12: Resistividade do diborato de magnésio em função da temperatura

[2].

Por outro lado, as medidas experimentais do calor específico mostram um
comportamento anômalo que não coincide com a teoria BCS [56, 57, 58]. Este
comportamento foi explicado considerando que o material possui dois gaps
de energia [3]. Na figura 2.13 comparam-se estes resultados experimentais
com os resultados teóricos do calor específico obtidos usando tanto o modelo
BCS de um gap (linha tracejada), como o modelo BCS de dois gaps (linha
vermelha). Pode-se observar que o modelo que descreve melhor o comporta-
mento do calor específico é o modelo de dois gaps. O comportamento destes
gaps com a temperatura obedece à teoria BCS e anulam-se em T = Tc [59].

Os valores reportados dos gaps são: ∆1(0) ≈ 7 meV e ∆2(0) ≈ 2 meV
[60, 3]. Usando a relação da teoria BCS entre o gap e a temperatura crítica
∆(0) = 1, 76kBTc, obtêm-se os valores teóricos para as duas temperaturas
críticas: Tc1 = 45K e Tc2 = 15K [61]. O acoplamento entre os gaps da
origem a uma temperatura crítica de 39 K. Não obstante, teoricamente para
falar de duas temperaturas críticas, precisa-se pensar em dois condensados
diferentes e, portanto, desacoplados. Nestas condições, a temperatura crítica
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Figura 2.13: Calor específico do MgB2 em função da temperatura obtido experi-

mentalmente por diferentes grupos de pesquisa. Os resultados são comparados com

a teoria BCS (linha preta tracejada) e com a teoria de dois gaps (linha vermelha

contínua) onde observa-se o ajuste da teoria de dois gaps [3].

de cada banda para o MgB2 é Tc1 = 38K e Tc2 = 3, 9K [62] que são menores
que Tc.

A vantagem deste material quando comparado com os supercondutores
de alta Tc é que possui uma estrutura cristalina mais simples e, portanto,
melhores propriedades de transporte. Também é um excelente candidato
para substituir o Nb usado na electrônica atual.

2.8.2 Materiais pnictídeos

A supercondutividade e o magnetismo são dois fenômenos que em princípio
pensava-se serem incompatíveis, ou seja, os elementos químicos magnéticos
não poderiam formar parte das componentes de um composto supercondutor.
Porém, o grupo de Hosono [63] reportou a descoberta de supercondutividade
com uma temperatura crítica de 26 K num composto de lântano que possuía
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átomos de ferro (Fe) e de arsénico (As). Trocando-se o Lântano por outra
terra rara conseguiu-se temperaturas críticas da ordem de 55 K no material
Sm(O/F)FeAs [64].

Figura 2.14: Comportamento do campo crítico inferior com a temperatura do sis-

tema para o material Ba0.6K0.4Fe2As2 [4]. Os pontos pretos são as medidas obtidas

experimentalmente. A linha vermelha contínua é o comportamento descrito pela

teoria de dois gaps. A linha ponteada azul e a linha tracejada azul são a contribui-

ção do gap menor, ∆a, e do gap maior, ∆b, ao campo crítico, respectivamente.

Estes materiais são interessantes tanto do ponto de vista experimental
(espera-se que novos materiais apresentem temperaturas críticas bem mais
altas como aconteceu com os cupratos), como do ponto de vista teórico (al-
guns destes materiais são reconhecidos como supercondutores multibandas)
[4].

A figura 2.14 mostra o comportamento do campo crítico inferior do ma-
terial Ba0.6K0.4Fe2As2 [4] em função da temperatura. Os autores observaram
como o comportamento do campo crítico inferior obtido experimentalmente
(pontos pretos) é descrito de forma exitosa pelo modelo de supercondutores
de dois gaps (linha vermelha). Também mostraram as contribuições do gap
menor [Hc1(∆a)] (linha azul ponteada) e do gap maior [Hc1(∆b)] (linha azul
tracejada) onde cada um deles está relacionado com sua respectiva densidade
de superfluido ρis = H i

c1(T )/H i
c1(0). Para o caso de dois gaps, a densidade do
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superfluido normalizada pode ser expressa como ρs(T ) = xρas+(1−x)ρbs onde
x é a fração da densidade de superfluido ρas relacionada com o gap menor ∆a.
O comportamento multigap dos materiais pnictídeos também manifesta-se
no campo crítico superior [65], no calor específico [66] e na densidade de su-
perfluido [67]. O caráter multibanda torna estes materiais tão interessantes
quanto o MgB2.

2.9 Teoria de GL para supercondutores de duas

bandas

Como foi dito anteriormente, a teoria de GL é baseada na expansão da ener-
gia em termos de um parâmetro de ordem complexo, cujo módulo quadrado
é proporcional à densidade de pares de Cooper, e do potencial vetor. Para
o caso de múltiplas bandas, o funcional de GL deve ser expresso em ter-
mos de um parâmetro de ordem multicomponente, com cada componente
representando a amplitude do gap correspondente a cada banda do material.

Nesta seção, nos restringiremos ao caso de duas bandas. O modelo mi-
nimalista para esse problema considera o funcional da energia de GL como
a soma da energia de cada banda e de um termo de acoplamento do tipo
Josephson [68, 69, 70, 71, 72],

F =
2∑

n=1

Fn −
∫

Γ (Ψ1Ψ∗2 + Ψ∗1Ψ2) dV, (2.54)

onde Fn é o funcional de cada banda descrito por,

Fn =

∫ [
1

2mn

∣∣∣∣(−i~∇− 2e

c
~A

)
Ψn

∣∣∣∣2 + αn|Ψn|2 +
1

2
βn|Ψn|4

]
dV, (2.55)

onde mn, αn e βn são parâmetros obtidos da teoria microscópica. Esta equa-
ção também leva em conta (implicitamente) o acoplamento magnético.

Como de costume, minimiza-se o funcional da energia com relação aos
parâmetros de ordem para obter as equações de equilíbrio ,

1

2mn

(
−i~∇− 2e

c
~A

)2

Ψn + αnΨn + βn|Ψn|2Ψn − ΓΨ3−n = 0, (2.56)
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onde n = 1, 2. Da minimização com relação ao potencial vetor obtém-se a
equação para a supercorrente,

~j =
2∑

n=1

2e

mn

<
[
Ψ∗n

(
−i~∇− 2e

c
~A

)
Ψn

]
. (2.57)

Estas são as equações de GL para supercondutores de duas bandas (TCGL).
No limite τ ≈ 1− T/Tc, o modelo TCGL descrito acima é, em princípio,

válido. De fato, para tais temperaturas, esse modelo é reduzido à teoria con-
vencional de GL caracterizando um único parâmetro de ordem com uma única
escala de comprimento [73]. No entanto, para temperaturas mais baixas o
cenário microscópico correto aponta para dois condensados com dois compri-
mentos de coerência diferentes. Inspirados no sucesso do formalismo de GL
em produzir resultados corretos muito além do seu intervalo de validade em
várias outras situações, podemos perguntar se o intervalo de aplicabilidade do
modelo TCGL pode ser levado para temperaturas mais baixas. De fato, nas
referências [74] e [75] mostrou-se que uma extensão da teoria de GL de forma
a incluir termos completos até τ 3/2 na expansão do parâmetro de ordem leva
à validade da teoria para temperaturas tão baixa quanto 0, 62Tc, dependendo
dos valores dos parâmetros microscópicos. Além disso, este modelo prediz
corretamente duas escalas de comprimento diferentes para variações de den-
sidade que chegam a ser iguais unicamente quando T → Tc, em reconciliação
com os resultados prévios da teoria microscópica. No entanto, não há ainda
uma versão desta teoria para o caso em que há um campo magnético apli-
cado, de modo que ela não pode ser aplicada aos estudos realizados nessa
tese.

Recentemente, evidências que o modelo convencional dá uma descrição
correta dos supercondutores de duas bandas foram reportadas na referência
[76]. Os autores publicaram uma comparação sistemática com a teoria mi-
croscópica de Eilenberger de duas bandas demonstrando que o modelo TCGL
minimalista pode oferecer uma descrição quantitativa muito boa de caracte-
rísticas especificas da supercondutividade de duas bandas, incluindo soluções
de vórtice com duas escalas de comprimento, se preservada a forma original
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com que τ varia com a temperatura. A faixa de aplicabilidade estende-se até
aproximadamente T = 0, 8Tc, quando os coeficientes do modelo TCGL são
conectados diretamente às constantes microscópicas, podendo ser estendida a
temperaturas ainda mais baixas quando tratam-se os coeficientes do modelo
TCGL como parâmetros meramente fenomenológicos.



CAPÍTULO 3

Método numérico

Na física é muito comum encontrar problemas envolvendo sistemas acoplados
de equações diferenciais parciais que, geralmente, possuem solução exata
somente em alguns casos específicos. Na maioria dos casos faz-se uso de
algum tipo de aproximação que possa garantir uma solução matematicamente
aceitável. Dentre estes métodos está, por exemplo, o método de diferenças
finitas no qual abandona-se o espaço contínuo e substitui-se por um domínio
discreto equivalente. Assim, em cada ponto do espaço discreto obtém-se
uma solução aproximada a partir das condições iniciais e das condições de
contorno do problema.

No entanto, ao aplicar o método das diferenças finitas às equações TDGL
não é possível garantir a invariância de calibre. Para superar este inconve-
niente faz-se necessário realizar uma transformação unitária adequada antes
de discretizar o sistema. Este método é conhecido como o método U −Ψ [77]
e será desenvolvido neste capítulo.

39
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3.1 Unidades adimensionais

Para facilitar os cálculos iremos introduzir unidades adimensionais nas equa-
ções TDGL descritas por (2.36) e (2.37). Para isto, definem-se as variáveis
T̃ = T/Tc, ~̃r = ~r/ξ(0), t̃ = t/τ , ψ = Ψ/Ψ0(T ), ~̃A = ~A/A0, ϕ̃ = ϕ/ϕ0 e
α = −α0(1− T̃ ). A seguir, passaremos a usar essas novas variáveis adimensi-
onais, mas omitiremos o tilde para simplificar a notação. Substituindo estas
variáveis nas equações TDGL teremos:

−Γ

τ

(
∂ψ

∂t
+ iϕψ

)
= −α0(1− T )ψ + βΨ2

0|ψ|2ψ +
~2

2mξ(0)2

(
−i∇− ~A

)2

ψ,

(3.1)

σn
2eτ

(
∂ ~A

∂t
+∇ϕ

)
=

2eΨ2
0

m
<
[
ψ∗
(
−i∇− ~A

)
ψ
]
− c2

8πeξ(0)2
∇×∇× ~A, (3.2)

onde A0 = ~c/2eξ(0) e ϕ0 = ~/2eτ . Igualando todos os coeficientes do
lado direito de (3.1) e usando a definição do valor do parâmetro de ordem
Ψ2

0 = mc2/16πe2λ2(T ) na equação (3.2) tem-se

−Γ

τ

(
∂ψ

∂t
+ iϕψ

)
= α0

[
(i∇+ ~A)2ψ + (1− T )(|ψ|2 − 1)ψ

]
, (3.3)

σn
τ

(
∂ ~A

∂t
+∇ϕ

)
=

c2

4πλ2
<
[
ψ∗
(
−i∇− ~A

)
ψ
]
− c2

4πξ2
∇×∇× ~A. (3.4)

Lembrando que λ2(T ) = λ2
0/(1− T/Tc) e fazendo simples procedimentos

matemáticos na equação (3.4), temos,

σn
τ

(
∂ ~A

∂t
+∇ϕ

)
=

c2

4πλ2
0

{
(1− T )<

[
ψ∗
(
−i∇− ~A

)
ψ
]
− κ2∇×∇× ~A

}
.

(3.5)
Finalmente, fazendo τ = 4πλ2

0σn/c
2, obtém-se as equações TDGL em

unidades adimensionais:(
∂ψ

∂t
+ iϕψ

)
= −1

η

[
(i∇+ ~A)2ψ + (1− T )(|ψ|2 − 1)ψ

]
, (3.6)
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∂ ~A

∂t
+∇ϕ

)
= (1− T )<

[
ψ(−i∇− ~A)ψ

]
− κ2∇×∇× ~A. (3.7)

A invariância de calibre destas equações permite a escolha do calibre de
potencial escalar zero. Portanto, finalmente temos que,

∂

∂t
ψ = −1

η

[
(i∇+ ~A)2ψ + (1− T )(|ψ|2 − 1)ψ

]
, (3.8)

∂ ~A

∂t
= (1− T )<

[
ψ(−i∇− ~A)ψ

]
− κ2∇×∇× ~A, (3.9)

onde as distâncias são medidas em unidades do comprimento de coerência
ξ(0) =

√
~/2mα0, o tempo em unidades de τ = 4πλ2

0σn/c
2, o campo externo

em unidades de Hc2(0) = Φ0/2πξ
2(0), o potencial vetor em unidades de

Hc2ξ(0) e a temperatura em unidades de Tc. η = 4πλ2
0σnα0/c

2Γ = tψ/tA é a
razão entre os tempos característicos para ψ e A. No limite limpo η = 1 e
no limite sujo η = 5, 79 [31].

Até onde tenho conhecimento, as equações (3.8) e (3.9) não têm solução
analítica e, portanto, usam-se métodos aproximados que consigam descrever
bem as soluções. Um deles é o método de diferenças finitas com variáveis de
ligação que garante a invariância de calibre das equações TDGL [77].

3.2 Método U −Ψ aplicado às equações TDGL

Nesta seção aplicaremos o método U − Ψ às equações TDGL descritas na
seção anterior. Consideremos o caso para duas dimensões que representa
um supercondutor infinito numa das coordenadas (cilindro supercondutor
infinito). As incógnitas deste problema são o parâmetro de ordem ψ(x, y) e
as duas componentes do potencial vetor Ax(x, y) e Ay(x, y). O método U−Ψ

consiste em fazer uma transformação introduzindo duas novas variáveis que
estão relacionadas com o potencial vetor,

Ux(x, y, t) = exp

(
−i
∫ x

x0

Ax(ζ, y, t)dζ

)
, (3.10)

Uy(x, y, t) = exp

(
−i
∫ y

y0

Ay(x, ν, t)dν

)
, (3.11)



Método numérico 42

onde o ponto (x0, y0) é arbitrário e i =
√
−1. Com a introdução destes

campos pode-se garantir a invariância de calibre das equações TDGL ao
substituí-las por suas equivalentes em diferenças finitas [77]. Agora, as in-
cógnitas do problema serão o parâmetro de ordem e os campos Ux(x, y) e
Uy(x, y).

Figura 3.1: Esquema do método de variáveis de ligação para uma rede com um

passo de ax na direção x e um passo ay na direção y para o caso de um filme

supercondutor muito fino.

3.2.1 Discretização das equações TDGL

Para discretizar as equações TDGL é importante notar que os análogos dis-
cretos para Ux e Uy podem ser obtidos das relações:

Uxi,j =
i−1∏
k=1

Ux
k,j; U

y
i,j =

j−1∏
k=1

Uy
i,k, (3.12)

onde Ux
i,j é a variável de ligação entre os pontos da malha (i, j) e (i + 1, j)

(Fig. 3.1). Similarmente, Uy
i,j é a variável de ligação entre os pontos da malha

(i, j) e (i, j + 1).
Da equação (3.12), as seguintes relações podem ser obtidas:

Ux
i,j = Uxi,jUxi+1,j; Uy

i,j = Uyi,jU
y
i,j+1. (3.13)
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Usando a a equação (3.10), obtém-se

∂Ux

∂x
= −iUxAx. (3.14)

Substituindo-se na derivada

∂

∂x
[Ux(x, y)ψ(x, y)] = ψ(x, y)

∂Ux(x, y)

∂x
+ Ux(x, y)

∂ψ(x, y)

∂x
, (3.15)

encontramos

∂

∂x
[Ux(x, y)ψ(x, y)] = −iψ(x, y)Ux(x, y)Ax(x, y)+Ux(x, y)

∂ψ(x, y)

∂x
. (3.16)

Esta equação, por sua vez, conduz à expressão:

∂

∂x
[Uxψ] = iUx

(
−i ∂
∂x
− Ax

)
ψ (3.17)

ou (
−i ∂
∂x
− Ax

)
ψ = −iUx ∂

∂x
[Uxψ] . (3.18)

Agora, derivando de novo a equação (3.18) e usando a equação (3.14)
tem-se

∂

∂x

(
−i ∂
∂x
− Ax

)
ψ = Ux

[
Ax

∂

∂x
(Uxψ)− i ∂

2

∂x2
(Uxψ)

]
. (3.19)

Substituindo a equação (3.17) na expressão anterior e fazendo alguns
procedimentos matemáticos, obtém-se

−i ∂
∂x

(
−i ∂
∂x
− Ax

)
ψ − Ax

(
−i ∂
∂x
− Ax

)
ψ = −Ux ∂

2

∂x2
(Uxψ) (3.20)

ou (
−i ∂
∂x
− Ax

)2

ψ = −Ux ∂
2

∂x2
(Uxψ) . (3.21)

Para discretizar esta equação, as expressões equivalentes em diferenças
finitas são substituídas em(
−i ∂
∂x
− Ax

)2

ψ|(xi,yj) = −Uxi,j
(Uxi+1,jψi+1,j − 2Uxi,jψi,j + Uxi−1,jψi−1,j

a2
x

)
.

(3.22)
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Usando a relação (3.13), obtém-se,(
−i ∂
∂x
− Ax

)2

ψ|(xi,yj) = −

(
Ux
i,jψi+1,j − 2ψi,j + U

x

i−1,jψi−1,j

a2
x

)
(3.23)

e similarmente para y. Logo, o termo de energia cinética completo na sua
forma discreta toma a forma:(

−i∇− ~A
)2

ψ|(xi,yj) =−

(
Ux
i,jψi+1,j − 2ψi,j + U

x

i−1,jψi−1,j

a2
x

)
−

−

(
Uy
i,jψi,j+1 − 2ψi,j + U

y

i,j−1ψi,j−1

a2
y

)
. (3.24)

Assim, a equação (3.8) na sua forma discreta torna-se

∂

∂t
ψ =

(
Ux
i,jψi+1,j − 2ψi,j + U

x

i−1,jψi−1,j

a2
xη

)
+

+

(
Uy
i,jψi,j+1 − 2ψi,j + U

y

i,j−1ψi,j−1

a2
yη

)
+

(1− T )

η
(1− ψi,jψi,j)ψi,j.

(3.25)

Para a evolução temporal do potencial vetor considera-se o cálculo do
fluxo magnético num ponto (i, j) da amostra e define-se uma nova variável

Li,j = exp(−iΦi,j) = exp

{
−i
∮
C

~A · d~l
}

= Ux
i,jU

y
i+1,jU

x

i,j+1U
y

i,j. (3.26)

Substituindo a integral pelo valor no ponto médio, tem-se

Li,j ≈ exp
{
−iaxayBz

(
xi +

ax
2
, yj +

ay
2

)}
, (3.27)

onde considerou-se que o campo magnético é aplicado na direção z. Desta
equação é possível obter o campo magnético nos pontos centrais da malha:

Bz

(
xi +

ax
2
, yj +

ay
2

)
=

i

axay
lnLi,j. (3.28)

Portanto, o rotacional do campo magnético pode ser expresso em função
da variável Li,j como:

(∇×∇× ~A)x = (∇× ~B)x ≈
i

axa2
y

(Li,j−1Li,j − 1), (3.29)
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(∇×∇× ~A)y = (∇× ~B)y ≈
i

a2
xay

(Li,jLi−1,j − 1). (3.30)

Para obter o equivalente discreto do termo da corrente supercondutora
<[ψ∗(−i∇− ~A)ψ], usa-se a equação (3.18). Tem-se

<[ψ(−i∇− ~A)xψ]|xi+ax
2
,yj = =

{
ψi,jU

x

i,j

Uxi+1,jψi+1,j − Uxi,jψi,j
ax

}
, (3.31)

o qual depois de alguns procedimentos matemáticos assume a forma

<[ψ(−i∇− ~A)xψ]|xi+ax
2
,yj =

1

ax
=
(
ψi,jU

x
i,jψi+1,j

)
(3.32)

e similarmente para a componente y,

<[ψ(−i∇− ~A)yψ]|xi,yj+
ay
2

=
1

ay
=
(
ψi,jU

y
i,jψi,j+1

)
. (3.33)

O equivalente discreto da derivada temporal do potencial vetor é obtido
tomando a derivada temporal das variáveis de ligação Ux

i,j e U
y
i,j definidas em

(3.13):

∂

∂t

[
Ux(x, y, t)Ux(x+ δ, y, t)

]
= −iUx(x, y, t)Ux(x+ δ, y, t)

∫ x+δ

x

∂Ax
∂t

dχ.

(3.34)
Para δ = ax, tem-se:

∂

∂t
Ux
i,j = −iaxUx

i,j

∂

∂t
Ax(xi +

ax
2
, yj, t). (3.35)

Portanto, a evolução temporal da componente x do potencial vetor é dada
por:

∂

∂t
Ax(xi +

ax
2
, yj, t) =

i

ax
U
x

i,j

∂

∂t
Ux
i,j (3.36)

e similarmente para a componente y. Substituindo (3.30), (3.32), (3.33),
(3.36) junto com seu equivalente para y em (3.9) tem-se:

∂Ux
i,j

∂t
= −i(1− T )Ux

i,j=(ψi,jU
x
i,jψi+1,j)−

κ2

a2
y

Ux
i,j(Li,j−1Li,j − 1), (3.37)

∂Uy
i,j

∂t
= −i(1− T )Uy

i,j=(ψi,jU
y
i,jψi,j+1)− κ2

a2
x

Uy
i,j(Li,jLi−1,j − 1). (3.38)
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A integração temporal pode ser aproximada por um passo simples de
Euler,

ψt+∆t
i,j = ψti,j + ∆t

∂

∂t
ψti,j +O(∆t). (3.39)

O método de Euler é uma aproximação de primeira ordem no tempo e é
necessário usar passos suficientemente pequenos para garantir a sua estabili-
dade. O tamanho do passo temporal depende do tamanho do passo espacial.
Por exemplo, para um passo espacial de h = 0, 5ξ, o limite teórico do passo
temporal da equação (3.39), para o caso em que a variação temporal do
potencial vetor pode ser desprezada,ou seja, para filmes com espessura me-
nor do que o comprimento de penetração onde o potencial vetor do sistema
pode-se considerar como sendo igual ao potencial vetor das fontes externas
de campo, é [78]

∆t <
h2

4
= 0, 0625. (3.40)

Ao contrário do método de Euler, o método semi-implícito é incondicional-
mente estável para problemas de difusão permitindo utilizar passos temporais
maiores [78].

Além do parâmetro de ordem, calculamos a energia livre (equação 2.8) em
unidades adimensionais do filme supercondutor muito fino (espessurad < ξ)

que pode ser expressa como

G =

∫
Ω

[(
1

2
|ψ|2 − 1

)
|ψ|2 +

1

1− T

∣∣∣(−i∇− ~A
)
ψ
∣∣∣2] dV. (3.41)

O primeiro termo do lado direito é a energia de condensação no estado
supercondutor e o outro termo é a energia cinética dos pares de Cooper.
O termo relacionado com a energia do campo magnético não é levada em
conta devido a que consideramos que o potencial vetor que gera o campo na
amostra é igual ao potencial vetor das fontes de campo externo. A forma
discreta da energia de condensação pode-se obter facilmente substituindo
pelo seu equivalente em diferenças finitas,

Gcond =
1

4

∑
nodos

|ψi,j|2
(

1

2
|ψi,j|2 − 1

)
axay, (3.42)
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onde a somatória descreve a soma sobre todos os nodos no supercondutor.
Para obter a forma discreta do termo da energia cinética usa-se a equação

(3.18) e a sua equivalente na direção y:

Gcin =
1

1− T
∑
nodos

[∣∣∣∣Ux
i,jψi+1,j − ψi,j

ax

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣Uy
i,jψi,j+1 − ψi,j

ay

∣∣∣∣2
]
axay. (3.43)

Substituindo estes termos na equação (3.41) tem-se a forma discreta da
energia livre do sistema

G =
∑
nodos

[
1

4
|ψi,j|2

(
1

2
|ψi,j|2 − 1

)
+

+
1

1− T

(∣∣∣∣Ux
i,jψi+1,j − ψi,j

ax

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣Uy
i,jψi,j+1 − ψi,j

ay

∣∣∣∣2
)]

axay.

(3.44)

Os sistemas estudados nesta tese apresentam uma grande variedade de
configurações de vórtices, como moléculas de vórtices ou de antivórtices, pares
de vórtice-antivórtice, vórtices gigantes e combinações destes. Para descrever
corretamente estas configurações faz-se necessário medir a mudança na fase
do parâmetro de ordem em uma célula unitária da malha no sentido anti-
horário,

∆φi,j = ln

(
ψi,jψ̄i+1,j

|ψi,j||ψ̄i+1,j|

)
+ ln

(
ψi+1,jψ̄i+1,j+1

|ψi+1,j||ψ̄i+1,j+1|

)
+ ln

(
ψi+1,j+1ψ̄i,j+1

|ψi+1,j+1||ψ̄i,j+1|

)
+ ln

(
ψi,j+1ψ̄i,j
|ψi,j+1||ψ̄i,j|

)
.

(3.45)

Uma diferença de fase de 2π corresponde a um vórtice, enquanto que uma
diferença de −2π corresponde a um antivórtice. Quando a configuração de
vórtices no supercondutor não apresenta vórtices gigantes ou antivórtices, a
diferença de fase do parâmetro de ordem no sistema é simplesmente o número
de vórtices vezes 2π

3.3 Método semi-implícito

A idéia principal deste método é tratar o termo de difusão semi-implicitamente
em quanto que os termos não-lineares são tratados explicitamente. Desta
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forma, é possível reduzir as restrições de estabilidade [79].
A equação (3.25) tem a forma,

∂

∂t
ψi,j = D(Lxψi,j + Lyψi,j) + f, (3.46)

onde D é uma constante de difusão e f é usada para simbolizar os outros
termos. No caso particular da equação (3.25) tem-se D = 1/η e f = (1 −
T )(1−|ψi,j|2)ψi,j/η. Lx é um operador cuja ação sobre {ψi,j}i=2,3,...,Nx pode-se
representar pela matriz tridiagonal ᵀ2

x,

Lxψi,j ≡
ᵀ2
x

a2
x

ψi,j ≡
ai−1ψi−1,j − 2ψi,j + ai+1ψi+1,j

a2
x

, (3.47)

onde para cada j tem-se os coeficientes ai−1 = Ūi−1,j e ai+1 = Ui,j.
A versão discreta de equações do tipo (3.46) pode ser expressa da seguinte

forma [79]:

ψ(n+1) − ψ(n)

∆t
=

1

2

Dᵀ2
x

a2
x

(
ψ(n+1) + ψ(n)

)
+

1

2

Dᵀ2
y

a2
y

(
ψ(n+1) + ψ(n)

)
+

+
1

2

(
f (n+1) + f (n)

)
+O(∆t2),

(3.48)

onde ψ(n) representa a função na iteração n.
Reagrupando os termos tem-se,(
1− D∆t

2a2
x

ᵀ2
x −

D∆t

2a2
y

ᵀ2
y

)
ψ(n+1) =

(
1 +

D∆t

2a2
x

ᵀ2
x +

D∆t

2a2
y

ᵀ2
y

)
ψ(n)+

+
∆t

2

(
f (n+1) + f (n)

)
+O(∆t3).

(3.49)

Usando a relação (1± x)(1± y) = 1± x± y + xy e desprezando o termo
de ordem ∆t2 tem-se:(

1± D∆t

2a2
x

ᵀ2
x ±

D∆t

2a2
y

ᵀ2
y

)
=

(
1± D∆t

2a2
x

ᵀ2
x

)(
1± D∆t

2a2
y

ᵀ2
y

)
+

+O(∆t2).

(3.50)

Considerando que ψ(n+1)−ψ(n) é da ordem de ∆t, a equação (3.49) toma
a seguinte forma:

MxMyψ
(n+1) = RxRyψ

(n) +
∆t

2

(
f (n+1) + f (n)

)
+O(∆t3), (3.51)
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onde as matrizes Mµ e Rµ são definidas por:

Mµ =

(
1− D∆t

2a2
µ

ᵀ2
µ

)
; Rµ =

(
1 +

D∆t

2a2
µ

ᵀ2
µ

)
, (3.52)

onde µ = x, y.
Para solucionar a equação (3.51), seguem-se os seguintes passos:

Mxψ
(n+1/2) = RxRyψ

(n) +
∆t

2

(
f (n+1) + f (n)

)
ψ(n)

Myψ
(n+1) = ψ(n+1/2).

(3.53)

O termo f (n+1) pode depender do valor do parâmetro de ordem no se-
guinte passo temporal e inicialmente entra na equação (3.53) como uma in-
cógnita. Neste caso, assume-se que ψ(n+1) = ψ(n) na primeira iteração da
equação (3.53). Depois, o resultado da primeira iteração é substituído em
f (n+1) para realizar a segunda iteração e assim por diante. A cada iteração
o valor de ψ vai convergindo para uma solução estacionária neste valor de t.
A rapidez da convergência depende do passo temporal ∆t: quanto menor o
passo mais rápida é a convergência. Porém, quanto menor é o passo tempo-
ral, maior é o tempo computacional necessário para encontrar o estado de
equilíbrio do sistema. Portanto, é preciso escolher um valor de passo tempo-
ral que otimize a relação rapidez-precisão. Nesta tese usam-se cinco iterações
entre passos temporais para um ∆t = 0, 001.

Na equação (3.53), o termo RxRyψ
(n) depende de valores conhecidos do

passo temporal anterior e pode-se armazenar numa variável auxiliar para as
iterações seguintes. As matrizesMµ são tridiagonais o que permite solucionar
estas equações usando rotinas de inversão rápida de matrizes tridiagonais [78].

Para a evolução temporal do potencial vetor, a variável de ligação pode
ser expressa na forma exponencial Ux

i,j = exp(−iφxi,j) que ao ser substituída
na equação (3.37) resulta na expressão,

∂φxi,j
∂t

=
κ2

a2
y

(φxi,j−1 − 2φxi,j + φxi,j+1) +
κ2

a2
y

(−φyi+1,j + φyi,j + φyi+1,j−1 − φ
y
i,j−1)

+ (1− T )=[ψ̄i,j exp(−iφxi,j)ψi+1,j]

(3.54)
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e similarmente para a direção y. A equação (3.54) tem a forma da equação
(3.46) com D = κ2, Lx = 0 e

f =
κ2

a2
y

(−φyi+1,j + φyi,j + φyi+1,j−1 − φ
y
i,j−1) + (1− T )=[ψ̄i,j exp(−iφxi,jψi+1,j].

(3.55)

3.4 Condições de contorno

O método U − Ψ descrito anteriormente é usado para obter soluções das
equações TDGL nos pontos interiores da malha, ou seja, não aplicam-se nos
pontos da borda do sistema. Para obter os pontos faltantes utilizam-se as
condições de contorno do problema. Geralmente, nos sistemas supercondu-
tores consideram-se problemas com condições de contorno de Dirichlet ou de
Neumann que representam a interface supercondutor/metal ou a interface
supercondutor/isolante ou vácuo, respectivamente.

3.4.1 Condições de contorno supercondutor/isolante

A condição de contorno implica que nenhuma corrente supercondutora pode
transpor o limite da amostra supercondutora. Para a interface supercondu-
tor/isolante é descrita pela equação (2.21) com b→∞, ou seja,

(−i∇− ~A)ψ · n̂
∣∣∣
S

= 0. (3.56)

O equivalente discreto no método U − Ψ para o caso de um prisma de
seção reta quadrada com a fronteira oeste em i = 1, a fronteira leste em
i = Nx + 1, a fronteira sul em j = 1 e a fronteira norte em j = Ny + 1 é dado
por [77]:

ψ1,j = Ux
1,jψ2,j, ψNx+1,j = U

x

Nx,jψNx,j, (3.57)

ψi,1 = Uy
i,1ψi,2, ψi,Ny+1 = U

y

i,Ny
ψi,Ny . (3.58)

Para as componentes do potencial vetor utiliza-se a continuidade do



Método numérico 51

campo magnético na borda,

Uy
1,j = Ux

1,jU
y
2,jŪ

x
1,j+1e

iaxayHe , Uy
Nx+1,j = Ux

Nx,j+1U
y
Nx,j

Ūx
Nx,je

−iaxayHe ,

Ux
i,1 = Ūy

i+1,1U
x
i,2U

y
i,1e
−iaxayHe , Ux

i,Ny+1 = Ūy
i,Ny

Ux
i,Ny

Uy
i+1,Ny

eiaxayHe ,

(3.59)
onde He é o campo magnético aplicado.

3.4.2 Condições de contorno periódicas

As condições de contorno descritas anteriormente são aplicáveis para amos-
tras supercondutoras finitas em duas dimensões e infinita na outra e de fator
de demagnetização desprezível. No caso de um filme supercondutor infi-
nito (dimensões infinitamente maiores que os comprimentos característicos)
escolhe-se uma célula padrão de tamanho Lx ×Ly e considera-se que o com-
portamento do supercondutor observado nessa célula repete-se no sistema
todo. Isto é equivalente a ter um sistema de tamanho Lx×Ly com condições
de contorno periódicas. Uma das condições necessárias para poder aplicar
condições de contorno periódicas é que o potencial vetor seja também pe-
riódico de tal forma que, no contorno da célula de simulação, os valores do
potencial vetor coincidam com o contorno da célula vizinha. As condições de
contorno periódicas para uma translação do potencial vetor e do parâmetro
de ordem têm a forma [80]

~A(~r + ~rµ) = ~A(~r) +∇χµ(~r)

Ψ(~r + ~rµ) = Ψ(~r) exp

[
i
2e

~c
χµ(~r)

]
,

(3.60)

onde µ = x, y; ~rµ são os vectores da rede e χµ(~r) é o calibre dos potenciais
associado com cada vetor ~rµ. A escolha do calibre tem de ser adequada de
modo que permita manter a condição de que o potencial vetor e o parâmetro
de ordem sejam funções univaloradas. Por exemplo, o potencial vetor de
um campo magnético homogêneo aplicado na direção z pode ser expresso
na forma ~A = xHeêy, onde He é o campo aplicado. Porém, este potencial
vetor não representa adequadamente o potencial vetor do sistema periódico,
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já que apresenta discontinuidade entre células unitárias adjacentes. Pode-se
mostrar que a escolha do calibre

χx = yHeLx =
yΦ

Ly
, χy = 0 (3.61)

formam a periodicidade desejada tanto ao potencial vetor quanto ao parâ-
metro de ordem.

Usando a invariância translacional descrita pelas equações (3.60) para o
caso de ~rx = Lxêx e o calibre de potencial dado pela equação (3.61) tem-se:

Ax(Lx, y) = Ax(0, y),

Ay(Lx, y) = Ay(0, y) +
Φ

Ly
,

Ψ(Lx, y) = Ψ(0, y) exp

(
2πi

y

Ly
n

)
,

(3.62)

onde usou-se a quantização do fluxo magnético, Φ = nΦ0. Na direção y

tem-se:
Ax(x, Ly) = Ax(x, 0),

Ay(x, Ly) = Ay(x, 0),

Ψ(x, Ly) = Ψ(x, 0).

(3.63)

A forma discreta das condições de contorno para as componentes do po-
tencial vetor estão contidas na forma discreta das variáveis de ligação. Por-
tanto, na malha de simulação de tamanho Nx ×Ny tem-se:

Ux
Nx+1,j = Ux

1,j, Ux
i,Ny+1 = Ux

i,1,

Uy
Nx+1,j = Uy

1,j exp(−i2πn/Ny), Uy
i,Ny+1 = Uy

i,1,

ΨNx+1,j = Ψ1,j exp(i2πny/Ly), Ψi,Ny+1 = Ψi,1.

(3.64)

Estas são as condições de contorno que tornam periódico o módulo do
parâmetro de ordem e o campo magnético.



CAPÍTULO 4

Estados de vórtice-antivórtice no híbrido

supercondutor/ferromagnético nanoestruturado

As amostras híbridas supercondutor/ferromagnético (SC/FM) são sistemas
interessantes tanto do ponto de vista teórico quanto experimental. A in-
teração entre estes dois materiais melhoram as propriedades críticas do su-
percondutor [9, 81, 82] e dão origem a uma rica variedade de estados de
vórtices dentre os quais podem-se ressaltar a formação e estabilização de
pares de vórtice-antivórtice (v-av) gerados de forma espontânea pelo campo
não-homogêneo do ferromagnético [23, 83, 84].

Como discutido no Capítulo 2, o campo magnético consegue penetrar
parcialmente os supercondutores macroscópicos do tipo II em forma de vór-
tices quantizados. Estes vórtices são representados como laços de correntes
que circulam de forma a facilitar a penetração do campo em determinadas
regiões do supercondutor e interagem de forma repulsiva entre si formando,
em amostras macroscópicas, um arranjo triangular conhecido como rede de
Abrikosov. Por outro lado, os antivórtices são representados como laços de
correntes que circulam em sentido contrário aos vórtices e interagem de forma
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atrativa com os vórtices. Portanto, nestes sistemas não é possível estabilizar
um par vórtice-antivórtice. Se são formados, em situações de não equilíbrio,
atraem-se até se aniquilarem entre si.

No entanto, nos sistemas mesoscópicos é possível estabilizar um par de v-
av mesmo em campos homogêneos. Este par é criado devido ao confinamento
imposto pela geometria da amostra. Em [19], por exemplo, foi demonstrado,
a partir da teoria de Ginzburg-Landau linearizada, que o estado de vortici-
dade totalN = 3 num quadrado mesoscópico manifesta-se numa configuração
de 4 vórtices formando um quadrado com um antivórtice no centro, a qual
é energeticamente mais favorável que uma configuração contendo apenas 3
vórtices.

No caso dos híbridos SC/FM, a criação e estabilização dos pares de v-av é
devido ao campo magnético não-homogêneo da textura magnética, como foi
recentemente observado no sistema híbrido Py/Nb [84]. Estes pares de v-av
são os responsáveis por fenômenos como a ancoragem de vórtices [85, 86], o
movimento controlado de vórtices [47], auto-organização [87], entre outros.
O campo não-homogêneo da textura magnética dá origem a uma rica varie-
dade de fases tornando interessante o estudo das configurações de equilíbrio
nos sistemas híbridos. Motivados pelos interessantes fenômenos não trivi-
ais presentes nestes sistemas, neste capítulo estudaremos as configurações
de equilíbrio numa amostra híbrida composta por um filme supercondutor
interagindo com um campo magnético não-homogêneo gerado por uma rede
de dipolos. Para isto, as equações TDGL serão solucionadas numericamente
para que analisemos detalhadamente como nucleiam os pares v-av num filme
supercondutor interagindo com um arranjo de dipolos magnéticos polariza-
dos perpendicularmente ao plano do filme supercondutor. Os processos de
nucleação serão estudados simulando uma situação experimental na qual o
filme supercondutor é resfriado desde o estado normal até a temperatura de-
sejada na presença do campo magnético gerado pelos dipolos. Um diagrama
de fases será construído em função das características geométricas do arranjo.
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4.1 O dipolo magnético

Considera-se que um dipolo elétrico é formado por uma carga pontual positiva
+q interagindo com outra carga pontual negativa −q separadas por uma
distância d. O campo elétrico gerado por um dipolo elétrico na origem é
dado pela expressão:

~E(r) =
(3~p · n̂)n̂− ~p

r3
, (4.1)

onde ~p = q~d é o momento do dipolo e n̂ é o vetor unitário na direção radial.
No magnetismo não há provas da existência de monopolos magnéticos e,

portanto, considera-se que a menor partícula magnética que pode ser obtida
é o dipolo magnético pontual. Este dipolo magnético também tem associ-
ado um momento magnético e o campo magnético gerado por este dipolo
magnético na origem tem uma definição análoga ao campo elétrico do dipolo
elétrico:

~B(r) =
(3~m · n̂)n̂− ~m

r3
, (4.2)

onde ~m é o momento magnético do dipolo. Como toda corrente elétrica tem
associado um campo magnético, o campo magnético do dipolo magnético
pode ser considerado como aquele gerado por uma corrente elétrica que per-
corre um anel muito pequeno. Nesse caso, o momento magnético do dipolo
é ~m = I ~S onde ~S é a área ocupada pelo anel. Este campo magnético tem
associado um potencial vetor

~A(r) =
~m× ~r
r3

, (4.3)

de tal forma que ~B = ∇ × ~A, onde ~A satisfaz o calibre de divergência zero
∇ · ~A = 0. Tomando o eixo z na mesma direção do momento magnético,
~m = mêz, temos que o valor em coordenadas esféricas do potencial vetor no
ponto (r, θ, φ) é dado por:

~A = Aφêφ =
msenθ

r2
êφ, (4.4)

que em coordenadas cartesianas obtém-se as componentes deste vetor

Ax = − my

(x2 + y2 + z2)3/2
, Ay =

mx

(x2 + y2 + z2)3/2
. (4.5)
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4.2 Modelo e detalhes teóricos

O sistema estudado consiste de um arranjo de dipolos magnéticos localizado
sobre a superfície de um filme supercondutor de espessura d. Os dipolos são
idênticos e magnetizados perpendicularmente ao plano que contém o filme su-
percondutor. O plano central do filme supercondutor e a camada de dipolos
estão separados por uma distancia z0 > d/2 (ver figura 4.1). Assume-se que
o espaço entre as camadas contém um material isolante de tal forma que a
interação entre a textura magnética e o filme supercondutor se dá meramente
mediante o efeito eletromagnético do campo não-homogêneo da rede de di-
polos. Estudamos, primeiro, o caso sem campo externo aplicado, ou seja,
nos restringimos ao caso onde a vorticidade total é zero. Depois, fixaremos
o momento magnético dos dipolos, a separação entre o filme supercondutor
e a rede de dipolos e ligaremos o campo magnético homogêneo.

Figura 4.1: Esquema do filme supercondutor de espessura d � λ, ξ interagindo

com a rede de dipolos pontuais com magnetização permanente m perpendicular ao

plano do filme. A separação entre o filme supercondutor e a rede de dipolos é z0.

O potencial vetor deste sistema pode ser obtido a partir da equação (4.5)
e considerando o princípio de superposição. Portanto, o potencial vetor é a
soma de cada uma das contribuições individuais de cada dipolo da rede:

~A(r) =
∑
k

Ak(|~r − ~rk|), (4.6)

onde ~rk é a posição do dipolo k. Na figura 4.2 mostra-se o perfil das compo-
nentes do potencial vetor da rede de dipolos para duas separações filme-dipolo
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diferentes, z0 = 2 e z0 = 6. Quanto menor é a separação entre o filme e a
rede de dipolos mais localizado é o efeito de cada dipolo, fato que é observado
tanto nos perfis das componentes do potencial vetor como no perfil do campo
magnético.

Figura 4.2: Perfil das componentes do potencial vetor e do campo da rede de

dipolos para uma separação de z0 = 2ξ0 (acima) e z0 = 6ξ0 (abaixo).

O potencial vetor apresenta um comportamento periódico para todo va-
lor de z0, o que o torna ideal para a simulação de um filme supercondutor
infinito e permite o estudo de uma célula unitária onde considera-se que o
comportamento apresentado nesta célula repete-se em todo o filme.

A relaxação para configurações de equilíbrio (estacionárias) do parâmetro
de ordem no filme supercondutor é modelada pelas equações de Ginzburg-
Landau dependentes do tempo:

∂ψ

∂t
= −1

η

[
(i∇+ ~A)2ψ + (1− T )(|ψ|2 − 1)ψ

]
, (4.7)

∂ ~A

∂t
= js − κ∗∇×∇× ~A, (4.8)

onde ~js = (1 − T )<[ψ(−i∇ − ~A)ψ] é a densidade de corrente e κ∗ = κ2/d

é o parâmetro de Ginzburg-Landau efetivo para um filme supercondutor de
espessura d.
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No presente caso, consideramos um filme supercondutor muito fino com-
parado com o comprimento de penetração λ � d, ou seja, κ∗ → ∞. Neste
limite, o potencial vetor pode ser aproximado por ~A = ~A0 (onde ~A0 é o po-
tencial vetor das fontes do campo externo). Portanto, precisamos solucionar
unicamente a equação (4.7). Além disso, consideramos d < ξ, reduzindo o
problema para o caso de duas dimensões.

Para modelar um filme infinito, usammos condições de contorno perió-
dicas para o parâmetro de ordem. A simulação é realizada em uma célula
unitária de tamanho 128ξ(0)×128ξ(0) discretizada em uma rede de 512×512

pontos. Para a temperatura de T = 0, 9 esta discretização possui uma re-
solução de aproximadamente 150 pontos por ξ2(T ), o que permite estudar
detalhadamente estruturas de v-av numa escala menor que ξ(T ). Os dipolos
estão separados um do outro por uma distancia de 16ξ(0), formando, assim,
um arranjo de 8×8 dipolos dentro da célula de simulação. O potencial vetor é
calculado usando uma série de convergência rápida para somar a contribuição
de cada dipolo.

4.3 Energia livre e nucleação de pares v-av

Para obter os estados estáveis de vórtices no filme supercondutor, a equação
(4.7) é integrada para uma dada distância z0, uma intensidade do momento
magnético m e uma temperatura T = 0, 9, supondo como critério de estabi-
lização que o parâmetro de ordem esteja estacionário quando sua mudança
relativa depois de 500 passos temporais for menor que 0, 0000000001%. Para
tentar obter configurações estáveis mais próximas do equilíbrio termodinâ-
mico quanto for possível, diferentes escolhas de configurações iniciais do parâ-
metro de ordem são utilizadas. Encontra-se que, para a faixa de parâmetros
estudados, o processo de esfriamento em campo (conhecido como FC) sem-
pre resulta em configurações bem próximas do equilíbrio termodinâmico. Tal
processo FC consiste nos seguintes passos: primeiro conduz-se o filme para o
estado normal fazendo ψ = 0 sobre toda a amostra e fixa-se z0 e m; depois
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esfria-se o filme até a temperatura T = 0, 9Tc, na presença do campo dos
dipolos, e deixa-se o sistema relaxar. Este processo pode ser feito facilmente
de forma experimental.

Iremos considerar o caso em que não há campo magnético homogêneo
externo, de forma que todos os estados têm vorticidade total nula, ou seja,
vórtices e antivórtices só podem aparecer aos pares, induzidos pela rede de
dipolos. Como mostrou-se anteriormente, o perfil do campo varia com a sepa-
ração entre a camada de dipolos e o supercondutor. Portanto, é interessante
estudar o comportamento dos diferentes estados de vorticidade ao variar a
separação.

A energia livre do sistema é sensível à alteração dos estados de equilíbrio.
Assim, a nucleação de pares de v-av será refletida em uma mudança no
comportamento da energia livre. No gráfico superior da figura 4.3 mostra-se
a energia como função do momento magnético para uma separação de z0 = 2.
As linhas verticais ressaltam o valor de momento magnético onde acontece
a transição para a nucleação do primeiro e do segundo par de v-av, assim
como o valor de momento magnético onde o sistema alcança o estado normal
como pode ser constatado pelo gráfico inferior da figura 4.3 onde mostra-se a
dependência da nucleação do número de pares v-av por dipolo. O número de
vórtices e antivórtices é medido utilizando a equação (3.45) para cada ponto
da rede. Para pequenos valores do momento magnético do dipolo, o sistema
encontra-se no estado Meissner e a energia do sistema mostra um crescimento
suave e contínuo. Para m = 8, 5, a derivada da energia muda drasticamente.
Isto representa a entrada de um par v-av por dipolo como pode-se constatar
no gráfico inferior da figura 4.3 onde, exatamente neste valor de momento
magnético, detecta-se um par vórtice-antivórtice em cada dipolo, ou seja, um
total de 64 pares de v-av na célula unitária estudada.

Cada discontinuidade na derivada da energia está relacionada com a nu-
cleação de pares de v-av no sistema. Assim, para este valor de separação z0,
obtêm-se dois estados de nucleação de pares v-av: o estado N = 1 e N = 2.
Depois disto, o sistema alcança o estado normal que é caracterizado pela
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Figura 4.3: Energia livre em função do momento magnético (acima) e nucleação

de pares de v-av por dipolo (abaixo) em função do momento magnético para z0 = 2.

As linhas verticais ressaltam a transição para a nucleação do par de v-av por dipolo,

assim como para o estado normal.

energia livre igual a zero.
Para estudar as diferentes configurações apresentadas no sistema, foi ana-

lisado o módulo do parâmetro de ordem, ou seja, a densidade de pares de
Cooper na amostra para os pontos marcados no gráfico inferior da figura 4.3.

Na figura 4.4 mostra-se o módulo do parâmetro de ordem para diferentes
valores dem. A cor azul representa a destruição dos pares de Cooper, ou seja,
a região no estado normal, e a cor vermelha representa a região de máxima
supercondutividade. A figura 4.4(a) representa o estado de Meissner quando
ainda o momento magnético do sistema não é intenso o suficiente para gerar
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Figura 4.4: Módulo do parâmetro de ordem para z0 = 2, T = 0, 9 e os valores de

m marcados no gráfico inferior da figura 4.3: (a) m = 7, (b) m = 12, (c)m = 18, 5.

o primeiro par de v-av. Portanto, predomina a cor vermelha no sistema.
Para valores de momento magnético mais intenso (Fig. 4.4(b)), obtém-se a
nucleação do primeiro par v-av por dipolo. Os vórtices são localizados logo
abaixo da posição dos dipolos e os antivórtices são localizados nos interstícios.
Para N = 2, aparece um vórtice com dois quanta de fluxo localizado abaixo
dos dipolos enquanto os antivórtices são localizados no ponto médio entre os
dipolos (Fig. 4.4(c)). Finalmente, para valores de momento magnético mais
intenso, obtém-se o estado normal.

Para z0 = 3, a energia mostra um comportamento similar com o caso para
z0 = 2, mas os estados são deslocados para valores de momento magnético
mais intensos. Porém, a entrada de um par de v-av também é marcada no
gráfico (fig. 4.5(a)) com uma discontinuidade na derivada da energia com
relação ao momento magnético.

Na figura 4.5(b), observam-se os mesmos estados de nucleação de pares
de v-av: N = 1 e N = 2. Não obstante, o estado N = 2 apresenta uma
configuração diferente como pode-se observar no módulo do parâmetro de
ordem (fig. 4.6(b)) para m = 26. Ainda o vórtice com dois quanta de fluxo
está localizado abaixo dos dipolos magnéticos, mas neste caso, os antivórtices
localizam-se formando uma estrutura oval alternando a orientação perto das
posições intersticiais.

Para uma separação maior (z0 = 6) , observa-se mais uma discontinuidade
na derivada da energia livre como mostra a figura 4.7(a) (linha tracejada) que
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Figura 4.5: Energia livre em função do momento magnético (a) e nucleação de

pares de v-av por dipolo (b) em função do momento magnético para z0 = 3.

está relacionado com mais um estado de nucleação de v-av. Segundo o gráfico
da nucleação de pares v-av mostrado na figura 4.7(b), este estado adicional
corresponde a quatro pares de v-av por dipolo. Isto faz pensar que o estado
N = 3 não aparece neste sistema e presume-se que esteja relacionado com a
geometria quadrada da rede de dipolos. Nesse caso, também procuram-se os
estados de equilíbrio mudando a condição inicial para o parâmetro de ordem.
Portanto, primeiro esfria-se o sistema até T < Tc, depois incrementa-se o
momento magnético desde zero até o valor onde alcança-se o estado normal
(sinal+) para depois diminuir o momento magnético até zero (sinal−). Este
processo é similar ao usado na referência [22] (note que nesta referência os
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Figura 4.6: Módulo do parâmetro de ordem do estado N = 2 pares de v-av por

dipolo para a) z0 = 2 e m = 17; b) z0 = 3 e m = 26 e c) z0 = 6 e m = 100.

estados são obtidos mediante uma solução auto-consistente das equações de
GL). Embora este processo seja facilmente implementado de forma numérica,
não pode ser realizado experimentalmente com magnetos permanentes. No
entanto, poderia ser alcançado usando o momento magnético gerado por pe-
quenos eletromagnetos [86]. Observamos que desta forma converge-se mais
rápido quando comparado com o FC. Porém, o sistema é levado para um es-
tado metastável longe do equilíbrio termodinâmico. A figura 4.7 ilustra isto
mostrando a energia livre, junto com a nucleação de pares v-av por dipolo,
ambos em função do momento magnético para T = 0, 9 e z0 = 6. Quando
incrementa-se o momento magnético os estados de v-av são alcançados de
forma ”superaquecida”, enquanto que, quando o momento magnético começa
a diminuir, estes estados são alcançados de forma ”superesfriada”, indicando
assim que existe uma barreira de energia para a respectiva criação e destrui-
ção de pares v-av. Note que no processo FC (linha tracejada) o sistema está
bem próximo da envoltória de mínima de energia, ou seja, perto dos estados
termodinamicamente estáveis.

O estado N = 2 também possui uma configuração de vórtices diferente
das apresentadas para z0 = 2 e z0 = 3. Nesse caso, os antivórtices formam um
antivórtice gigante localizado no centro do quadrado formado pelos vórtices
(Fig. 4.6(c)). Vemos como a separação entre o filme supercondutor e a rede
de dipolos, z0, muda a configuração de pares de v-av. Por exemplo, para o
estado N = 2 observa-se uma configuração onde os antivórtices encontram-se
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Figura 4.7: a) Energia livre e b) nucleação de pares de v-av em função do momento

magnético para z0 = 6. As linhas contínuas indicam os estados obtidos aumentando

(diminuindo) o momento magnético dos dipolos tomando como condição inicial,

para um valor de momento magnético m, o estado de equilíbrio do sistema para o

valor de momento magnéticom−dm onde dm é o passo do incremento do momento

magnético. As linhas tracejadas indicam os estados obtidos usando o processo de

esfriamento de campo (FC).

próximos dos vórtices (fase localizada) quando a separação entre as camadas
é pequena,z0 < 2, 5, enquanto que para z0 > 3 observa-se uma configuração
onde os antivórtices encontram-se o mais longe possível dos vórtices (fase
deslocalizada).

4.4 Diagrama de fase

Na figura 4.8 é apresentado o diagrama de fase no plano z0−m, obtido com o
processo FC. Neste diagrama pode-se identificar, além do estado Meissner e o
estado normal, três regiões com diferentes densidades de pares v-av: N = 1,
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N = 2 e N = 4.

Figura 4.8: Diagrama de fase no plano z0 −m para T = 0, 9Tc. N representa o

número de pares de v-av por dipolo. As áreas sem cor são as regiões de transição

de um estado de N = N1 para o estado de N = N2 onde o número de pares de

v-av que encontram-se na célula unitária não é um multiplo inteiro do número de

dipolos.

Para z0 > 3, 5, observa-se uma transição do estado N = 2 para o estado
N = 4. Toda a região com N = 4 no diagrama mostrado na figura 4.8 é
caracterizada por um vórtice com três quanta de fluxo localizado abaixo de
cada dipolo e uma molécula vórtice-antivórtice, composta por quatro anti-
vórtices formando um quadrado com um vórtice em seu centro. Claramente,
esta configuração com quatro antivórtices e um vórtice no centro, numa re-
gião onde o campo é negativo, é induzida pela simetria quadrada da rede de
dots magnéticos.

Nos supercondutores mesoscópicos perto do estado normal, as condições
de contorno podem induzir o parâmetro de ordem a seguir a simetria imposta
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Figura 4.9: a) Módulo do parâmetro de ordem para o estado N = 4 para m = 120

e z0 = 6 e b) ampliação de a) em escala logarítmica.

pela geometria da amostra. Isto pode dar origem a moléculas v-av induzi-
das por simetria, onde o antivórtice (neste caso, com vorticidade oposta ao
campo) aparece como uma forma de dar a simetria requerida ao parâmetro
de ordem [19, 88, 89]. Por exemplo, en [19] mostraram que o estado de vor-
ticidade 3 num supercondutor quadrado pequeno será energeticamente mais
favorável formar uma molécula composta por quatro vórtices posicionados
nos quatro vértices do quadrado com um antivórtice no centro do que ter
uma configuração de 3 vórtices e perder a simetria da amostra [19]. Os resul-
tados apresentados nas figuras 4.7 e 4.9 demonstram que a simetria quadrada
da rede de dipolos induz a formação espontânea de moléculas de v-av [90].
Um efeito similar foi predito para o caso de uma rede quadrada de antidots
[91]. Isto leva à conclusão que estas moléculas de v-av induzidas por simetria
também podem-se manifestar em supercondutores macroscópicos, desde que
os pares de Cooper estejam sujeitos a uma modulação mesoscópica induzida
por nanoestruturação ou campos não homogêneos. Para este caso em parti-
cular, a modulação mesoscópica é dada pelo campo não homogêneo da rede
de dipolos.
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4.5 Interação com um campo homogêneo

Nesta seção estudaremos o efeito de um campo homogêneo Hext sobre o
sistema híbrido SC/FM. O campo magnético é aplicado paralelamente ao
momento magnético dos dipolos. Primeiro, faz-se um processo FC no qual
o supercondutor é resfriado a partir do estado normal, ψ = 0, a uma tem-
peratura T = 0, 9Tc, na presença apenas do campo não homogêneo induzido
pelos dipolos, obtendo assim o estado fundamental para Hext = 0, como na
seções anteriores. Depois o campo magnético homogêneo é ligado e aumen-
tado mantendo constante a temperatura e momento magnético dos dipolos,
até o supercondutor chegar ao estado normal.
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Figura 4.10: Energia em função do fluxo magnético homogêneo aplicado para

z0 = 3, m = 30, T = 0, 9Tc e espaçamento entre dipolos de 16. As linhas verticais

sinalizam o valor do fluxo que é múltiplo inteiro do número de dipolos na célula

unitária.

A figura 4.10 mostra o comportamento da energia livre com o aumento
da intensidade do campo magnético externo para uma separação entre ca-
madas de z0 = 3 e um momento magnético m = 30. O valor da energia
para o campo nulo é relativamente alta devido ao fato do sistema possuir
2 pares v-av por dipolo o que enfraquece a supercondutividade. Na medida
em que a intensidade do campo magnético externo aumenta, a energia livre
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começa a diminuir e apresenta uma série de discontinuidades na derivada
da energia com relação ao campo externo em valores de campo múltiplos de
64Φ0 que correspondem ao primeiro campo de "matching", no qual tem-se
um quantum de fluxo por cada defeito da amostra [92]. Esta diminuição da
energia está relacionada com o efeito de compensação dos campos nas regiões
onde localizavam-se os antivórtices, os quais são totalmente a aniquilados em
Φext = 192Φ0. Porém, o valor de energia mínimo ocorre para Φext = 256Φ0,
o valor de campo que compensa o campo negativo gerado pela textura mag-
nética. Portanto, para valores de campos mais altos do que 256Φ0 a energia
começa a aumentar até zero em Φext = 528Φ0 onde o sistema alcança o estado
normal. Para elucidar o que acontece no sistema em cada discontinuidade da
deriva da energia e na sua vizinhança, na figura 4.11 mostram-se os módulos
dos parâmetros de ordem para Φext = 56Φ0, Φext = 64Φ0 e Φext = 72Φ0. A
região vermelha corresponde ao valor máximo de |ψ|, ou seja, a região mais
supercondutora, enquanto que a região normal, |ψ| = 0, é representada com
a cor azul. Para Φext = 56Φ0 ( ver Fig. 4.11(a)) observa-se que o antivórtice
duplamente quantizado transforma-se em dois antivórtices com um quantum
de fluxo cada. Portanto, para este valor de campo externo, alguns antivórtices
são aniquilados e os que ainda sobrevivem ficam mais próximos dos vórtices.
Quando o fluxo magnético externo é suficientemente intenso para criar mais

Figura 4.11: Módulo do parâmetro de ordem para a) Φext = 56Φ0, b) Φext = 64Φ0

e c) Φext = 72Φ0. A cor vermelha corresponde de maior supercondutividade e a

cor azul corresponde à região no estado normal como mostrado na barra de cores.

um vórtice por cada dipolo, ou seja Φext = 64Φ0, obtém-se uma configuração
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de um vórtice com dois quanta de fluxo abaixo de cada dipolo e um anti-
vórtice localizado nos interstícios (ver Fig. 4.11(b)). Esta é a distribuição
de vórtices mais ordenada que obtém-se no intervalo de 0 < Φext < 64Φ0.
Acima deste valor, alguns antivórtices encontram-se mais perto dos vórtices
destruindo o ordenamento alcançado em Φext = 64Φ0, mas a quantidade de
antivórtices não muda (ver Fig. 4.11(c)). Para entender o que acontece com a
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Figura 4.12: (Linha preta) Número de vórtices por dipolo e (linha vermelha) nú-

mero de antivórtices por dipolo em função do fluxo magnético homogêneo aplicado.

As linhas verticais sinalizam o valor do fluxo que é múltiplo inteiro do número de

dipolos na célula unitária.

fase de vórtices neste sistema, realiza-se a contagem de vórtices e antivórtices.
Na figura 4.12 mostra-se a quantidade de vórtices por dipolo e a quantidade
de antivórtices por dipolo em função do fluxo magnético externo aplicado.
Pode-se observar que para Φext < 64Φ0, a quantidade de antivórtices começa
a diminuir linearmente com o aumento do campo até que, em Φext = 64Φ0,
tem-se um antivórtice por cada dipolo. A quantidade de vórtices mantém-se
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constante nesta região de campo. Para 64Φ0 < Φext < 128Φ0, a quantidade
de vórtices começa a aumentar quase lineramente com o aumento do campo
em quanto que a quantidade de antivórtices permanece quase constante. Isto
mostra que, para esta região de campo, é energeticamente mais favorável que
o campo externo reforce o campo abaixo de cada dipolo do que aniquilar mais
um antivórtice. Na figura 4.13(d) mostra-se o módulo do parâmetro de or-
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Figura 4.13: Módulo do parâmetro de ordem para d) Φext = 128Φ0, e) Φext =

192Φ0 e f) Φext = 256Φ0. A cor vermelha corresponde mais supercondutora e a

cor azul corresponde à região no estado normal como mostrado na barra de cores.

dem para Φext = 128Φ0 onde observa-se uma configuração de um vórtice com
3 quanta de fluxo localizado abaixo de cada dipolo e um antivórtice por di-
polo. Note o ordenamento da fase de vórtices. Para 128Φ0 < Φext < 192Φ0,
a quantidade de antivórtices começa a diminuir até que em Φext = 192Φ0

são aniquilados todos os antivórtices como pode ser observado no módulo
do parâmetro de ordem mostrado na figura 4.13(e). Para Φext > 192Φ0, a
contagem de vórtices e antivórtices falha devido ao fato que a fase do parâ-
metro de ordem atinge o limite máximo de resolução espacial, mas o módulo
do parâmetro de ordem para Φext = 256Φ0 (ver Fig. 4.13(f)) mostra que o
campo externo reforça o campo abaixo do dipolo e favorece a supercondu-
tividade nas outras regiões da amostra. Para Φext = 192Φ0 e Φext = 256Φ0

não há antivórtices na amostra, mas o material fica mais supercondutor para
Φext = 256Φ0 devido ao fato que neste valor o campo externo compensa
totalmente o campo negativo gerado pela textura magnética.
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4.6 Resumo

Neste capítulo, foram realizadas simulações das equações TDGL para ob-
ter estados estáveis de pares vórtice-antivórtice no sistema formado por um
filme supercondutor muito fino com um arranjo quadrado de pequenos dots
magnéticos, tratados como dipolos pontuais com magnetização permanente
paralela à normal do plano que contém o filme supercondutor. Para resol-
ver as equações TDGL, usou-se o método de diferenças finitas junto com
a aproximação de variáveis de ligação. As diferentes configurações de par
vórtice-antivórtice e a energia livre do sistema foram estudadas ao variar
tanto o valor do momento magnético m como a separação z0. Com os re-
sultados obtidos, foi montado um diagrama de fases no plano definido pelos
parâmetros dos dipolos, z0 e m, caracterizando as diferentes fases de pares
v-av. Encontrou-se que a simetria quadrada do arranjo de dipolos força a
transição do estado N = 2 para o estado N = 4 com um vórtice na região de
campo negativo. A energia livre do sistema começa a diminuir ao se aplicar
um campo externo homogêneo devido à compensação dos campos. A dimi-
nuição na energia é produzida pela aniquilação dos antivórtices e pelo reforço
do campo abaixo de cada dipolo. Quando todos os antivórtices são aniquila-
dos a energia começa a aumentar com o campo aplicado até o sistema chegar
ao estado normal que corresponde ao valor de energia igual a zero.



CAPÍTULO 5

Vórtices fracionários num disco mesoscópico de duas

bandas

Em sistemas volumétricos multicomponentes, vórtices podem existir em equi-
líbrio unicamente no chamado estado compósito, onde o núcleo de cada vór-
tice é compartilhado pelos diferentes condensados [93]. Porém, devido à dife-
rença das escalas de comprimento ξn na qual a densidade de pares de Cooper
varia em cada componente, a interação entre estes vórtices compósitos pode
ser não-monotônica: repulsiva de curto alcance com uma pequena atração
de longo alcance. Este último produz uma aglomeração de vórtices a baixo
campo e, portanto, a formação de um estado semi-Meissner, ou seja, uma
mistura de regiões livres de fluxo com regiões de aglomerados de vórtices co-
existindo em equilíbrio. Esta fase foi prevista de ocorrer em supercondutores
de duas bandas por Babaev e Speight [94] e observada experimentalmente
por Moshchalkov et al. [25] em um cristal ultralimpo de MgB2. Neste caso,
o primeiro campo crítico corresponde à estabilização termodinâmica de um
aglomerado de vórtice em vez de um vórtice só.

A concorrência entre as interações num material multibanda podem pro-

72
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duzir também topologias de vórtices não convencionais. Por exemplo, fora
do equilíbrio podem existir estados (compósitos ou não) onde ambos os con-
densados têm diferentes vorticidades [93, 95]. Estes vórtices carregam uma
quantidade arbitrária de fluxo magnético, diferente do caso dos vórtices quan-
tizados de Abrikosov, sendo portanto chamados de vórtices fracionários.

O fluxo magnético pode ser calculado usando a teoria de GL de duas
bandas (seção 2.9) e seguindo o mesmo raciocínio da seção 2.6.1. Assim,
cada parâmetro de ordem é expresso da forma ψn = |ψn|eiφn e é substituído
na equação (2.57):

~j =
2∑

n=1

[
2e~|ψn|2

mn

∇φn −
4e2|ψn|2

mnc
~A

]
. (5.1)

Usando esta equação para calcular o fluxo magnético (equação (2.44))
obtém-se

Φ =
~c
2e

∮
C

[ |ψ1|2
m1
∇φ1 + |ψ2|2

m2
∇φ2

|ψ1|2
m1

+ |ψ2|2
m2

]
· d~l − c

4e2

∮
C

[
~j

|ψ1|2
m1

+ |ψ2|2
m2

]
· d~l. (5.2)

Tomando um caminho onde ~j = 0 e considerando o limite de London
obtém-se,

Φ = Φ0

[ |ψ1|2
m1

L1 + |ψ2|2
m2

L2

|ψ1|2
m1

+ |ψ2|2
m2

]
, (5.3)

onde Ln é um número inteiro que corresponde aos quanta de fluxo na banda
n. Quando L1 = L2 obtém-se a quantização convencional do fluxo (equação
(2.46), enquanto que para valores diferente, L1 6= L2, o fluxo é fracionário.
Este resultado foi obtido no limite de London e, em princípio, não aplica-se
para sistemas mesoscópicos. Porem, Chibotaru et al. [69] mostraram que o
confinamento mesoscópico também permite estabilizar vórtices fracionários
em um supercondutor de duas bandas.

Vórtices fracionários podem ser usados como uma assinatura da supercon-
dutividade multibanda. Portanto, uma questão relevante é como estabilizar
e detectar tais vórtices. De fato, a energia de vórtices fracionários aumenta
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proibitivamente com o tamanho da amostra, de forma que só podem ser ob-
servados em amostras pequenas. Isso faz dos supercondutores mesocópicos
de duas bandas sistemas ideais para a investigação dessas estruturas topoló-
gicas.

A primeira demonstração teórica da possibilidade de estabilizar-se vórti-
ces fracionários em supercondutores mesoscópicos de duas bandas foi feita re-
centemente por Chibotaru et al. [68, 69], que propuseram que os vórtices fra-
cionários poderiam ser realizados e ainda estabilizados termodinamicamente
num disco mesoscópico de duas bandas. Em seguida, Geurts et al. [70] es-
tenderam a análise incluindo o acoplamento magnético, além do acoplamento
entre bandas tipo Josephson usado nos trabalhos anteriores. Todos estes tra-
balhos foram desenvolvidos dentro do formalismo de Ginzburg-Landau para
duas componentes (TCGL), tomando constantes fenomenológicas como pa-
râmetros da simulação. No entanto, como foi recentemente observado na
referência [71], as constantes fenomenológicas não podem ser escolhidas li-
vremente porque elas estão acopladas através dos parâmetros microscópicos
do material, tais como as constantes de acoplamento elétron-fônon, veloci-
dades de Fermi e a densidade de estados parcial. Portanto, fica faltando
um estudo sistemático dos estados de vórtices compósitos e não-compósitos
em supercondutores mesoscópicos de duas bandas usando a representação
microscópica correta.

Neste capítulo, investigaremos as regiões de estabilidade dos vórtices fra-
cionários num supercondutor mesoscópico de duas bandas no espaço definido
pelos parâmetros microscópicos do material.

5.1 Consistência entre o modelo TCGL e a te-

oria microscópica

Na representação de Eilenberger [73, 96, 76] para duas bandas os parâmetros
microscópicos relevantes são: a razão entre as velocidades de Fermi de cada
banda, v1/v2, a densidade de estados de cada banda, n1 = 1 − n2, e os
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elementos da matriz de acoplamento:

Λ =

(
n1λ11 n2λ12

n1λ21 n2λ22

)
. (5.4)

Segundo esta teoria, a temperatura crítica do sistema está definida pela
expressão 1, 76Tc = 2~ωDe−S , onde ωD é a frequência de Debye e

S =
trΛ±

√
(trΛ)2 − 4detΛ

2detΛ
(5.5)

é a condição para que as raízes do sistema linear das equações autoconsis-
tentes para os dois gaps [97],

∆1 = (n1λ11∆1 + n2λ12∆2)S,

∆2 = (n1λ12∆1 + n2λ22∆2)S,
(5.6)

sejam não triviais. O valor correto de Tc é dado pela menor raiz. É conveni-
ente definir os seguintes parâmetros auxiliares: τ = − ln(T/Tc) ≈ 1− T/Tc,
W = 2

√
2πTc/

√
7ζ(3), η = detΛ/n1n2 e as constantes positivas:

S1 = λ22 − n1ηS; S2 = λ11 − n2ηS. (5.7)

Os coeficientes do funcional da energia livre (eq. (2.55)) podem ser ex-
pressos em função destes parâmetros:

αn =−N(0)nn

(
τ − Sn

nnη

)
; βn =

N(0)nn
W 2

;

mn =
3W 2

N(0)nnv2
n

; Γ =
N(0)λ12

η
, (5.8)

onde N(0) é a densidade de estados do sistema.
Pode-se ver que, a diferença do caso dos supercondutores de uma banda

no qual o termo α(T ) = α(T = 0)τ , com τ = ln(Tc/T ) ≈ 1 − T/Tc, nos
supercondutores de banda dupla tem uma parte constante relacionada com
o termo de acoplamento. Não obstante, em analogia com os supercondutores
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de uma banda, considera-se que o valor da temperatura onde αn muda de
sinal é a temperatura crítica da banda n,

Tcn = 1− Sn
nnη

(5.9)

e define-se um comprimento de coerência para cada banda como se o sistema
fosse composto por dois condensados com propriedades diferentes, ou seja,

ξn =
~vn√
6W

. (5.10)

Desta forma é possível obter o campo crítico superior para cada banda,
Hn
c2 = Φ0/2πξ

2
n, onde Φ0 é o quantum de fluxo magnético.

5.2 Modelo e detalhes teóricos

Neste capítulo estudaremos um disco supercondutor de duas bandas muito
fino que possui um acoplamento fraco entre as bandas. O disco supercondutor
está sujeito a um campo magnético homogêneo paralelo à normal do plano
que contém o disco. Escolhe-se o raio do disco R = 10ξ1 � λeff , onde
λeff = λ2/d é o comprimento de penetração efetivo, de tal forma que podem
ser ignorados os efeitos de blindagem e de desmagnetização. De acordo com
isto, não leva-se em conta a equação para a corrente supercondutora (Eq.
(2.57)).

Deste modo, as equações que descrevem o comportamento do sistema são
as equações (2.56), que em unidades adimensionais tornam-se:(

−i∇− ~A
)2

ψ1 −
(
τ1 − |ψ1|2

)
ψ1 −

λ12

n1η
ψ2 = 0, (5.11)

(
−i∇− ~A

)2

ψ2 −
v2

1

v2
2

(
τ2 − |ψ2|2

)
ψ2 −

λ12

n2η

v2
1

v2
2

ψ1 = 0, (5.12)

onde τn ≡ − ln(T/Tcn) = τ − Sn/nnη. Aqui, adota-se as seguintes unidades
independentes da temperatura: Tc para a temperatura, W para os dois pa-
râmetros de ordem, ξ1 para distâncias e A0 = ~c/2eξ1 para o potencial vetor
e o campo crítico superior da banda 1, H1

c2, para o campo magnético.
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Para ter certeza de estar no intervalo de validade do modelo TCGL, fixa-se
a temperatura da amostra em T = 0, 9 e escolhem-se parâmetros microscó-
picos para que ambas temperaturas Tc1 e Tc2 fiquem bem próximas de, mas
mais altas do que, Tc.

Os cálculos são realizados na seguinte forma: as equações (5.11) e (5.12)
são integradas numericamente pelo método de relaxação onde assume-se uma
dependência temporal dos parâmetros do tipo da equação de difusão. Este
procedimento é similar ao de solucionar as equações de GL dependentes do
tempo. Porém, como estamos interessados unicamente nos estados estacio-
nários, escolhe-se o mesmo valor da constante de difusão, D = 1, para os dois
parâmetros de ordem.

A integração espacial das equações é feita de acordo com o método de
diferenças finitas numa rede de Nx×Ny junto com o método de variáveis de
ligação (veja Seção 3.2). O ponto de partida para solucionar estas equações é
considerar uma configuração inicial para cada condensado e deixar o sistema
convergir até um estado estável. Para isto, usa-se o método semi-implicito
(Seção 3.3). Os resultados são apresentados como funções do fluxo magnético
externo que atravessa a área do disco, Φ = HeπR

2, em unidades do quantum
de fluxo magnético, Φ0 = hc/2e.

5.3 Influência dos parâmetros microscópicos

Uma das características dos supercondutores de duas bandas é o estado de
vorticidade fracionária, onde a carga topológica (i.e. o número de voltas, ou
índice, da fase em torno do vórtice) na banda 1, L1, é diferente da carga
topológica na banda 2, L2. Portanto, para indicar a vorticidade do sistema
usaremos a notação (L1, L2). Nesta seção vamos analisar o comportamento
dos estados fracionários ao variar os parâmetros microscópicos num disco de
raio R = 10ξ1 sob um campo magnético homogêneo paralelo à normal do
disco.

Como ponto de partida vamos fixar a temperatura do sistema em T =
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0, 9Tc, que é um valor bem próximo da temperatura crítica. Isto para garan-
tir a validade das TCGL. A escolha dos valores de partida dos parâmetros
microscópicos é arbitrária, exceto pela imposição que fazemos de que tal
escolha deve garantir que a temperatura crítica de cada banda seja maior
que T = 0, 9Tc. Os valores escolhidos para os elementos da matriz de acopla-
mento são: λ11 = 2, 415, λ22 = 1, 211 e λ12 = λ21 = 0, 001; para as densidades
parciais de estado: n1 = 1 − n2 = 0, 343; e para as velocidades de Fermi:
v1/v2 = 1, 225 (vale ressaltar aqui que v1 é fixo pela escala de comprimento
ξ1). As densidades de estados junto com os elementos da matriz de acopla-
mento definem a temperatura crítica das bandas: Tc1 ≈ Tc e Tc2 ≈ 0, 95Tc.
Estes parâmetros descrevem um supercondutor de banda dupla com acopla-
mento fraco entre as bandas, onde a banda 1 é a banda dominante, ou seja,
a supercondutividade na banda 2 é mais fraca do que na banda 1.

A figura 5.1 mostra o produto da energia livre com o fluxo magnético em
função do fluxo magnético. Esta é uma forma de melhorar a visualização
dos estados sem perder a informação do comportamento destes estados ao
variarmos o fluxo magnético externo. Esse gráfico foi obtido da seguinte
forma: para cada valor de campo He tomamos como estado inicial o estado
de equilíbrio obtido para o valor de campo anterior He = He −∆He (∆He é
o passo do campo) e iteravamos até obter o estado de equilíbrio. A energia
do sistema é sensível à entrada de vórtices, portanto, cada queda abrupta
sinaliza a entrada de vórtices no sistema. Sempre que o sistema caía em um
estado de vorticidade diferente, mudavamos o sinal do passo do campo. Isto
com a finalidade de obter a região completa de campo onde é estável um
dado estado de vorticidade. Nesta figura, por exemplo, podemos observar
que para pequenos valores de fluxo magnético o sistema encontra-se no estado
Meissner. Para dado valor de campo, a banda 2 torna-se instável em relação
à entrada de um vórtice de carga topológica 2, enquanto que a banda 1 ainda
encontra-se no estado Meissner. Assim, o estado Meissner dá lugar ao estado
de vorticidade fracionária (0,2). Isto mostra que, para esta região de fluxo
magnético, as bandas são praticamente independentes. Ou seja, a influência
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Figura 5.1: Energia livre vezes o fluxo magnético em função do fluxo magnético

para um disco de raio R = 10ξ1, T = 0, 9Tc, n1 = 0, 343, λ11 = 2, 415, λ22 =

1, 211 e λ12 = λ21 = 0, 001 e v1/v2 = 1, 225. Com estes parâmetros obtêm-se

as temperaturas críticas Tc1 = Tc e Tc2 = 0, 95Tc. (L1, L2) representa o estado

com vórticidade L1 na banda 1 e L2 na banda 2. As linhas contínuas (tracejadas)

representam os estados de vorticidade (L1, L2) obtidos (não obtidos) durante o

processo de aumentar e diminuir o campo magnético.

da banda 1 sobre a banda 2 é insignificante.
Partindo da configuração (0,2), começamos a diminuir a intensidade do

campo até chegar ao estado (0,1) onde um vórtice é expulso da banda 2.
Aumentando a intensidade do campo e partindo do estado (0,1), chegamos
ao estado (1,1). Aumentando ainda mais a intensidade do campo chegamos
ao estado (2,2), depois aos estados (2,3), (3,3), (3,4), (4,4), (5,5), (6,6) e, fi-
nalmente, ao estado normal. Todos estes estados são representados na figura
5.1 por linhas contínuas (estados obtidos de forma espontánea). Os estados
que aparecem com linhas tracejadas são obtidos tomando como configuração
inicial o estado em questão. Por exemplo, o estado (1,2) foi obtido tomando
como configuração inicial um vórtice na banda 1 e dois vórtices na banda
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2 e deixavamos o sistema relaxar até a configuração de equilíbrio. Depois
incrementavamos e diminuíamos a intensidade do campo para obter comple-
tamente a região de campo onde o estado (1,2) é estável (estados obtidos
de forma forçada). Note que na região 7 < Φ < 10, apenas estados inteiros
(L,L) puderam ser estabilizados. Nessa região, a intensidade do campo é
maior do que o campo crítico da banda 2, mas esta banda continua sendo
supercondutora devido ao efeito de acoplamento entre as bandas.

Na figura 5.1 também podemos observar a variedade de estados possíveis.
Por exemplo, para Φ = 3, 2Φ0 observamos sete configurações possíveis. Den-
tre estes, podemos ver que todos os estados fracionários são metaestáveis.
Os estados fracionários com energia menor podem-se encontrar para super-
condutores com acoplamento bem mais fraco como será mostrado depois. É
importante saber o que acontece no sistema em cada estado de vorticidade.
Portanto, na figura 5.2 apresentamos o módulo do parâmetro de ordem do
estado (0,1) para diferentes valores de fluxo magnético. A cor azul marca
a região onde a densidade de pares de Cooper é zero. No lado esquerdo
(direito) mostra-se o módulo do parâmetro de ordem para a banda 1(2).

( a ) ( b )
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Figura 5.2: Módulo do parâmetro de ordem da banda 1 e da banda 2 para o

estado (0,1) para a) Φ = 1, 6; b) Φ = 1, 95; c) Φ = 2, 45; d) Φ = 2, 8, onde, em

cada subfigura, os resultados para a banda 1(2) são mostrados à esquerda(direira).
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No começo, a supercondutividade da banda 1 encontra-se enfraquecida
assimetricamente, mas a intensidade do campo não é grande o suficiente para
nuclear o primeiro vórtice (Fig. 5.2(a)). Por outro lado, a banda 2 apresenta
a entrada de um vórtice o qual encontra-se localizado fora do centro do disco.
Este comportamento é bem diferente do reportado para os supercondutores
mesoscópicos de uma banda com um único vórtice, onde o vórtice localiza-se
sempre no centro do disco. Portanto, esta assimetria é característica dos
supercondutores de duas bandas e está relacionada com o acoplamento en-
tre as bandas: a supercondutividade na banda 1 é mais fraca na região que
coincide com a posição do vórtice na banda 2 e o vórtice na banda 2 não
localiza-se no centro do disco supercondutor devido a essa ser a região da
banda 1 onde a supercondutividade é mais forte. Na medida em que a inten-
sidade do campo aumenta, o vórtice na banda 2 consegue se aproximar mais
do centro do disco até que, no valor máximo do campo onde pode existir o
estado (0,1), o vórtice na banda 2 encontra-se bem perto do centro do disco.
Para o estado inteiro (1,1) o vórtice de cada banda encontra-se localizado
no centro do disco, recuperando a simetria observada em supercondutores de
uma banda.
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Figura 5.3: Módulo do parâmetro de ordem da banda 1 e da banda 2 para o estado

(1,0) para a) Φ = 1, 35; b) Φ = 1, 7; c) Φ = 2, 15; d) Φ = 2, 75.
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Além das configurações de estado de vorticidade fracionária onde L1 <

L2 (que chamaremos de estados "normais"), que concorda com o fato da
banda 1 ser a banda dominante, também é possível encontrar os estados
"opostos"onde L1 > L2. Isto está relacionado com o acoplamento fraco
entre as bandas já que, para o caso sem acoplamento entre as bandas, na
banda 1 é possível obter tanto o estado sem vorticidade como o estado com a
nucleação de um vórtice para esta região do campo. Na figura 5.3 mostramos
o módulo do parâmetro de ordem do estado (1,0). Novamente, a influência
de uma banda sobre a outra pode-se ver na assimetria das configurações. O
comportamento assimétrico é característico de todos os estados fracionários.
No caso dos estados com vorticidade inteira, o sistema tende a formar vórtice
gigante similar ao caso dos supercondutores de uma banda.

1 , 0 0 0 E - 3

0 , 0 7 5 4 0

0 , 1 4 9 8

0 , 2 2 4 2

0 , 2 8 0 0

Figura 5.4: Módulo do parâmetro de ordem da banda 1 e da banda 2 para o estado

(1,2).

Partindo do estado simétrico (1,1) e incrementando a intensidade do
campo conseguemos a nucleação de mais um vórtice na banda 2 como pode-
mos observar na figura 5.4. Este segundo vórtice na banda 2 está localizado
fora do centro do disco. No começo do estado é possível identificar os dois
vórtices na banda 2, mas na medida que o valor da intensidade do campo
aumenta, a distância entre eles reduz-se tanto que quase formam um vór-
tice gigante. Quando o campo consegue nuclear a banda 1 obtém-se uma



Vórtices fracionários num disco mesoscópico de duas bandas 83

configuração de vórtice gigante (2,2) no centro do disco. Também neste pro-
cesso observamos o enfraquecimento da supercondutividade na banda 1 na
medida que aumenta a intensidade do campo de uma forma similar à ob-
servada anteriormente nos estados (0,1) e (1,0). O vórtice da banda 1, no
estado (1,2), sempre encontra-se localizado no centro do disco. Umas das
coisas para ressaltar neste processo é a formação dos vórtices gigantes nos
estados com vorticidade inteira maior que 1 e o arranjo de múltiplos vórtices
nos estados com vorticidade fracionária.

3 , 0 0 0 E - 4

0 , 0 0 1 8 2 2

0 , 0 1 1 0 7

0 , 0 6 7 2 1

0 , 2 6 0 0

Figura 5.5: Logarítmo do módulo do parâmetro de ordem da banda 1 e da banda

2 para o estado (2,3).

No estado (2,3) (figura 5.5) observamos como a nucleação do terceiro
vórtice na banda 2 consegue separar um pouco os dois vórtices na banda
1. Ou seja, inicialmente o sistema encontrava-se no estado de vorticidade
inteira (2,2) formado por um vórtice gigante com dois quanta de fluxo em
cada banda, mas quando a banda 2 é nucleada por mais um vórtice, o vórtice
gigante em cada banda transforma-se em 2 vórtices para obter assim dois
vórtices na banda 1 e três vórtices na banda 2. O comportamento deste
estado com o aumento da intensidade do campo é o mesmo do já descrito
nos outros estados fracionários. A diferença mais marcante é a separação
entre os vórtices que é cada vez menor. Portanto, o estado (3,4) vai ter
uma configuração de três vórtices na banda 1 e quatro vórtices na banda 2.
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Similarmente aos outros estados fracionários, a distância entre os vórtices
diminui com o aumento da intensidade do campo.
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Figura 5.6: Regiões de estabilidade das configurações (L1, L2) inteiras e fracioná-

rias no plano definido pela densidade de estados parcial n1 e o fluxo magnético Φ.

(Acima) A região de estabilidade de cada estado inteiro (L,L) é a área limitada

pelas duas linhas contínuas da mesma cor. (Embaixo) A regiões de estabilidade

dos estados fracionários correspondem às regiões encerradas por linhas contínuas

para o caso L1 < L2 e linhas tracejadas para o caso L1 > L2.

5.3.1 Influência da densidade de estados parcial

Depois de ter encontrado os valores dos parâmetros microscópicos para os
quais observam-se os estados de vorticidade fracionária, procedemos a estu-
dar a região de estabilidade destes no plano n1 − Φ. No painel superior da
figura 5.6 mostrammos as regiões onde existem os estados com vorticidade
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inteira. A região de estabilidade destes estados é marcada pelas duas linhas
contínuas da mesma cor. A do lado esquerdo (direito) marca o valor de
campo mínimo (máximo) de forma que para campos menores (maiores) o es-
tado é instável. A curva cinza superior (inferior) é a linha de transição entre
os estados supercondutor e normal da banda 2 (1) no caso sem acoplamento,
ou seja, o campo crítico da banda em função de sua densidade parcial de
estados. Como o acoplamento entre as bandas é fraco, estas curvas também
correspondem ao limite de campo onde a banda é ativa. Ou seja, para campos
mais intensos a banda continua sendo supercondutora devido ao acoplamento
tipo Josephson, mas é totalmente dominada pela outra banda. Portanto, é
possível observar uma mudança drástica no comportamento das regiões de
estabilidade dos estados inteiros dentro da região onde as duas bandas são
ativas, o que está relacionado com o fato das bandas terem um pouco de
independência nessa região. No entanto, fora desta região, não observamos
uma mudança no comportamento nas regiões de estabilidade destes estados
inteiros devido a que, como mencionamos anteriormente, uma das bandas
fica completamente dependente da outra. No painel inferior da figura 5.6,
mostramos a região de estabilidade dos estados fracionários que correspon-
dem a regiões fechadas representadas com linhas contínuas para os estados
com L1 < L2 e linhas tracejadas para os estados com L1 > L2. Estas regiões
encontram-se dentro da região onde as duas bandas são ativas mostrada com
cor amarela no gráfico.

A área da região onde as duas bandas são ativas depende das tempera-
turas críticas de cada banda, Tcn, as quais variam com o valor de n1 como
mostrado no gráfico da esquerda da figura 5.7. a linha vertical azul sinaliza
o valor da temperatura do sistema e as linha horizontal cinza superior (infe-
rior) sinaliza o valor de n1 onde a temperatura crítica da banda 2 (1) é menor
do que a temperatur do sistema. Nela, observamos que existe um valor de
n1 = 0, 334 onde a temperatura crítica das bandas tem o mesmo valor e está
bem próxima da temperatura crítica do sistema, ou seja, Tc1 = Tc2 ≈ Tc

que coincide com n1λ11 = n2λ22. Para n1 < 0, 334, a temperatura crítica
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Figura 5.7: (Esquerda) Tc1, Tc2 em função da densidade de estados da banda 1 e

(direita) linha de transição entre os estados supercondutor-normal para as bandas

no caso sem acoplamento. A região onde as duas bandas são ativas encontra-se

dentro destas linhas de transição. Fora destas linhas só uma das bandas é ativa e

a outra é supercondutora somente devido ao acoplamento entre as bandas e segue

o comportamento da banda ativa.

da banda 2 (linha vermelha) fica mais alta do que a temperatura crítica da
banda 1 (linha preta). Este fato faz com que a supercondutividade na banda
1 seja mais fraca que na banda 2. Ou seja, embora os elementos da matriz
de acoplamento sejam escolhidos para representar o caso de um supercondu-
tor com a banda 1 dominante, a escolha do valor da densidade de estados
da banda 1 pode mudar este quadro e trocar o papel das bandas. Para
n1 > 0, 334, a temperatura crítica da banda 1 começa a ficar bem próxima
da temperatura crítica do sistema enquanto a temperatura crítica da banda
2 começa a diminuir rapidamente com o aumento da densidade de estados da
banda 1. Para valores de n1 > 0, 334 voltamos à condição inicial: a banda 1 é
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a banda dominante e a banda 2 passa a ter a supercondutividade mais fraca.
Na parte direita da figura 5.7 mostramos o campo crítico de cada banda para
cada valor de n1. Nela também ressaltamos as regiões onde a banda 1 e a
banda 2 são dominantes. Vale a pena lembrar que banda dominante significa
que a supercondutividade nessa banda é mais forte do que na outra e que
banda ativa significa que, nessa região de campo, a banda possui um pouco
de independência, mas ela é afetada unicamente pelo acoplamento entre as
bandas. Este gráfico mostra que a região onde as duas bandas são ativas
depende do valor da temperatura crítica das bandas. Elas precisam ser mais
altas do que a temperatura do sistema T < min[Tc1, Tc2]. Portanto, espera-
mos que a região onde as duas bandas são ativas seja maior para T menores.
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Figura 5.8: Energia livre vezes o fluxo magnético em função do fluxo magnético

para um disco de raio R = 10ξ1, T = 0, 9Tc, n1 = 0, 334, λ11 = 2, 415, λ22 =

1, 211 e λ12 = λ21 = 0, 001 e v1/v2 = 1, 225. Com estes parâmetros obtêm-se as

temperaturas críticas Tc1 = Tc2 ≈ Tc.

Na figura 5.8 mostramos a energia livre em função do fluxo magnético
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aplicado para n1 = 0, 334. Para este valor de n1 temos que as temperaturas
críticas de cada banda são iguais e bem próximas da temperatura crítica
do sistema, ou seja, Tc1 = Tc2 ≈ Tc. Nesta figura destaca-se o aumento na
quantidade de estados de vórtices, tanto fracionários como inteiros. Também
observamos que o estado normal do sistema é alcançado num valor de fluxo
magnético maior quando comparado com o caso de n1 = 0, 343. Isto pode
ser explicado com o fato das temperaturas críticas das bandas estarem bem
próximas da temperatura crítica do sistema, já que seram necessários campos
mais intensos para conseguir destruir a supercondutividade nas duas bandas
e alcançar o estado normal. Como as duas bandas são ativas praticamente na
mesma faixa de campo é possível encontrar mais estados fracionários, embora
metaestáveis. Os estados com vorticidade (L+ 1, L) estão deslocados para a
direita enquanto os estados com vorticidade (L,L+ 1) estão deslocados para
a esquerda o que é característico da banda 2 ter uma temperatura crítica
maior quando comparada com a temperatura crítica desta mesma banda
para n1 = 0.343, conforme veremos adiante em mais detalhe.

Na figura 5.9 mostramos a energia livre em função do fluxo magnético
para n1 = 0, 325 que corresponde ao caso de Tc1 = 0, 95Tc e Tc2 ≈ Tc.
Podemos observar uma diminuição na quantidade de estados com vorticidade
fracionária o que indica que a banda 1 é ativa numa faixa de campo menor
quando comparada com os outros dois casos: n1 = 0, 343 e n1 = 0, 334.
O valor do fluxo magnético que consegue destruir a supercondutividade e a
quantidade de estados de vorticidade inteira não são alterados nesta parte.
Isto mostra que a banda 2 permite a nucleação de uma quantidade maior de
vórtices o que está relacionado com o fato de que v1/v2 = ξ1/ξ2 = 1, 225, ou
seja, o núcleo do vórtice na banda 1 é maior do que o núcleo do vórtice na
banda 2 como será mostrado na seção seguinte. Por outro lado, os estados
com vorticidade (L + 1, L) deslocam-se para a direita enquanto os estados
com vorticidade (L,L + 1) deslocam-se para a esquerda. O fato da banda
2 ter uma temperatura crítica maior que a banda 1 faz com que os estados
com vorticidade (L+1, L) tenham uma energia menor do que os estados com
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Figura 5.9: Energia livre vezes o fluxo magnético em função do fluxo magnético

para um disco de raio R = 10ξ1, T = 0, 9Tc, n1 = 0, 325, λ11 = 2, 415, λ22 =

1, 211 e λ12 = λ21 = 0, 001 e v1/v2 = 1, 225. Com estes parâmetros obtêm-se as

temperaturas críticas Tc1 = 0, 95Tc e Tc2 = Tc.

vorticidade (L,L+ 1).
Na figura 5.10 é possível observar e comparar o comportamento de alguns

estados fracionários para diferentes valores de n1. Para o caso de n1 = 0, 343

(esquerda) é possível encontrar os estados (0,1) e (0,2) de forma espontânea,
ou seja, o sistema pode entrar nesse estado realizando o processo de aumentar
e diminuir o campo externo, enquanto que o estado (1,0) tem de ser forçado,
ou seja, o sistema não consegue entrar nesse estado realizando o processo
de aumentar e diminuir o campo externo e para poder encontrar a faixa de
campo onde o estado é estável precisamos impor o estado (1,0) como condição
inicial para um valor de campo onde poderia ser estável este estado e deixar
relaxar até o equilíbrio. Se o estado não era estável para esse valor de campo,
tentava-se com outro valor de campo até encontrar um valor no qual o estado
era estável para depois aumentar e diminuir o campo e assim achar a faixa
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Figura 5.10: Energia em função do fluxo magnético externo para a faixa de fluxo

magnético onde os estados (0, 1) e (1, 0) são estáveis para (esquerda) n1 = 0, 343,

(centro) n1 = 0, 334 e n1 = 0, 325. As linhas contínuas (tracejadas) correspondem

aos estados obtidos (não obtidos) durante o processo de aumentar e diminuir o

campo magnético.

de campo onde o estado é estável. Para n1 = 0, 334 (centro) já notamos que
o estado que aparece de forma espontânea é o estado (1,0) enquanto o estado
(0,1) tem de ser forçado. Também observamos um deslocamento da faixa de
campo onde estes estados são estáveis: a faixa correspondente ao estado (1,0)
desloca-se para a direita enquanto a faixa para o estado (0,1) desloca-se para
a esquerda. Para n1 = 0, 325 observamos que o estado (1,0) encontra-se bem
deslocado para a direita e o estado (0,1) bastante deslocado para a esquerda.
Isto está relacionado com a mudança nos valores das temperaturas críticas
das bandas já que de um lado tem-se a situação Tc2 < Tc1 que favorece o
estado de menor vorticidade na banda 1 e do outro tem-se Tc2 > Tc1 que
favorece o estado de menor vorticidade na banda 2.

5.3.2 Influência da velocidade de Fermi

Depois de ter analisado o comportamento do sistema ao variar n1, procede-
mos a analisar a influência da razão entre as velocidades de Fermi das bandas
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v1/v2 sobre os estados fracionários. Como no caso anterior, fixamos os va-
lores dos elementos da matriz de acoplamento nos valores usados na seção
anterior e o valor de n1 = 0, 343.
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Figura 5.11: Regiões de estabilidade dos estados fracionários (L1, L2) no plano

definido pelo quadrado da razão entre as velocidades de Fermi (v1/v2)2 e o fluxo

magnético aplicado Φ. A área amarela é a região onde a banda 2 é ativa.

Na figura 5.11 apresentamos a região de estabilidade dos estados fracio-
nários. Como no caso anterior, a região amarela representa a região onde as
duas bandas são ativas. Fora desta região a banda 2 passa a ser completa-
mente dominada pela banda 1. As regiões de estabilidade dos estados com
L2 = L1 + 1 (L1 = L2 + 1) são mostradas com linhas contínuas (tracejadas).
Neste caso, o valor da razão das velocidades de Fermi das bandas não muda
a temperatura crítica das bandas. Mais ainda, como a velocidade de Fermi é
proporcional ao comprimento de coerência, ξn = ~vn/

√
6W , a razão entre as

velocidades de Fermi é também a razão entre os comprimentos de coerência
das bandas, (v1/v2)2 = (ξ1/ξ2)2. Agora, como nossa unidade de distância é
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ξ1 temos que v1 pode ser considerada constante e (v1/v2)2 = 1/ξ2
2 . Assim,

um incremento em (v1/v2) significa na verdade uma redução de ξ2.
Desta figura podemos observar que para valores de (v1/v2)2 < 0, 1 não

encontramos estados fracionários e que aumentando os valores desta razão
começam a aparecer mais estados de vorticidade fracionária. Isto está cla-
ramente relacionado com o aumento do tamanho do núcleo do vórtice na
banda 2: o aumento de v2 esta relacionado com o aumento do núcleo do
vórtice na banda 2 o que enfraquece a supercondutividade desta banda e a
leva para o estado onde deixa de ser ativa. Agora, ao diminuir v2, mais vór-
tices conseguem nuclear na banda 2 e favorece a formação de mais estados
fracionários.

Para explicar a forma da região de estabilidade dos estados fracionários é
importante lembrar que o aumento de v2 afeta fracamente o comportamento
da banda 1. Este efeito está relacionado com o acoplamento tipo Josephson
que neste caso é um acoplamento bem fraco. Portanto, o valor da intensidade
de campo correspondente tanto à nucleação como à expulsão de um vórtice
na banda 1 não muda significativamente ao variar v2. Assim, quando o
sistema encontra-se no estado fracionário (L,L+ 1), o estado (L+ 1, L+ 1)

é alcançado com a entrada de um vórtice na banda 1 num valor de campo
que chamaremos de campo "superaquecido", Φsh, o qual varia muito pouco.
De igual forma, o estado (L,L) é alcançado com a expulsão de um vórtice
na banda 2 num valor de campo que chamaremos de campo "superesfriado",
Φsc, que varia com o valor de v2.

Uma análise similar faz-se para os estados fracionários opostos. Neste
caso, o valor da intensidade do campo para o qual o estado (L + 1, L) vai
para o estado (L+1, L+1), ou seja Φsh, varia bastante, já que está relacionado
com a nucleação de um vórtice na banda 2. Por outro lado, o valor de Φsc

mantém-se praticamente constante já que está relacionado com a expulsão
de um vórtice na banda 1.

Na figura 5.12 mostramos a mudança no núcleo do vórtice ao variar o va-
lor de v2. O valor do módulo do parâmetro de ordem está normalizado com
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Figura 5.12: Logarítmo do módulo do parâmetro de ordem : a) da banda 1 para o

estado (1,0) e b) da banda 2 para o estado (0,1) para os pontos marcados na figura

5.11. O círculo central representa o tamanho do núcleo do vórtice definido como o

contorno onde o módulo do parâmetro de ordem recupera o 50% do valor máximo

alcançado no limite de acoplamento zero.

seu maior valor. O círculo no centro indica o tamanho do núcleo do vórtice
definido como o contorno onde o módulo do parâmetro de ordem recupera o
50% do valor máximo alcançado no limite de acoplamento zero. Como men-
cionoumos anteriormente, na figura 5.12(a) podemos ver que a estrutura do
vórtice na banda 1 não é modificada ao variar v2, praticamente apresentando
a mesma configuração. Mas em relação à banda 2 (Fig. 5.12(b)) é possível
observar a mudança no tamanho do núcleo do vórtice. Quanto maior é v2,
maior é o núcleo do vórtice. Este aumento no tamanho do núcleo faz dimi-
nuir a barreira de potencial na banda 2. Portanto, todos os processos que
envolvem a nucleação (expulsão) de um vórtice na banda 2 acontecem num
valor de campo menor (maior), quanto maior for v2.
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5.3.3 Influência do acoplamento entre bandas

Para completar o estudo fazemos o estudo da região de estabilidade dos
estados fracionários com |L1 − L2| = 1 no plano definido por λ12 e o fluxo
magnético aplicado. Os resultados são mostrados na figura 5.13.
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Figura 5.13: Regiões de estabilidade dos estados fracionários (L1, L2) no plano

definido pelo coeficiente de acoplamento λ12 e o fluxo magnético aplicado Φ. A

área corida mostra a região onde os estados (L,L+ 1) são os estados de equilíbrio

termodinâmico.

Para o caso sem acoplamento, que corresponderia a dois condensados com
diferentes parâmetros, a região onde aparecem os estados de vórtices fracioná-
rios é grande. Quando liga-se o acoplamento, λ12 > 0, estas regiões começam
a diminuir devido ao comportamento da banda 1 ter uma influência no com-
portamento da banda 2. Quanto maior é o acoplamento entre as bandas,
menor é a região onde os vórtices fracionários são estáveis. O estado fracio-
nário que mais sobrevive é o estado (0,1) e alcança um valor de λ12 = 0, 01.
Os estados com vorticidade fracionária oposta (L + 1, L) têm uma forma
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similar ao de vorticidade fracionária normal (L,L + 1), mas a altura deles
é menor. As regiões preenchidas representam as partes do diagrama onde
os estados fracionários são estados fundamentais, ou seja, possuem menor
energia que os estados inteiros. Para os valores de parâmetros microscópicos
escolhidos nesta seção, os estados fracionários normais são os que possuem
menor energia, mas isto acontece para valores de λ12 bem pequenos. Este
resultado já foi mostrado na referência [70], mas eles consideraram o aco-
plamento como um parâmetro que pode tomar qualquer valor sem modificar
os outros parâmetros e, como mostra-se aqui, o valor deste está conectado
com outros parâmetros como a temperatura crítica de cada banda Tcn e a
densidade de estados das bandas nn.

Além dos estados fracionários normais, (L,L+ 1), aqui obtemos também
a região de estabilidade dos estados fracionários opostos, (L + 1, L). Estes
estados sempre possuem energia alta e nunca chegam a ser estados funda-
mentais do sistema. Por este motivo, eles não conseguem sobreviver tanto
quanto os estados fracionários normais.

Podemos observar que os estados com (L + 1, L) estão deslocados à es-
querda do estado (L,L + 1), ou seja, são antecipados. Isto concorda perfei-
tamente com o resultado da figura 5.11 e, como explicado naquela parte, o
deslocamento está relacionado com a expulsão e a nucleação de um vórtice
na banda 2.

5.4 Resumo

Neste capítulo estudamos um disco supercondutor de duas bandas sob o efeito
de um campo externo homogêneo focando o estudo nos estados de vortici-
dade fracionária. Para isto, determinamos primeiro o valor dos parâmetros
microscópicos para os quais estes vórtices fracionários podem ser estabiliza-
dos. Depois, analisamos a região de estabilidade ao variar as densidades de
estados parcial, a velocidade de Fermi da banda 2 e o acoplamento entre as
bandas. Encontramos que, nos supercondutores de duas bandas com acopla-
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mento fraco, o produto nnλnn determina qual das bandas é a mais dominante,
sem importar os valores dos elementos da matriz de acoplamento que carac-
terizam as interações interbanda. O valor da velocidade de Fermi de cada
banda não determina qual das bandas é a mais dominante Estes parâmetros
caracterizam o tamanho do núcleo do vórtice na respectiva banda. No que se
refere ao acoplamento entre as bandas, a região de estabilidade dos estados
fracionários no plano λ12−Φ é similar ao reportado na ref. [70]. Adiciona-se
aqui a parte da região de estabilidade dos estados de vorticidade fracionária
(L+ 1, L).



CAPÍTULO 6

Efeito de um dot magnético sobre as regiões de

estabilidade dos vórtices fracionários

Neste capítulo vamos estudar o efeito de um disco magnético (MD) sobre as
regiões de estabilidade dos vórtices fracionários estudados no capítulo ante-
rior. O MD tem um raio RMD, uma altura h e está magnetizado paralela-
mente à normal do plano que contém o disco supercondutor de duas bandas.
A separação entre o MD e o disco supercondutor de duas bandas é l. No
espaço entre o supercondutor e o MD existe um material isolante de forma
que a interação entre estes dois materiais é meramente o efeito eletromag-
nético do campo não-homogêneo do MD sobre o supercondutor. O sistema
novamente é descrito pelas equações TCGL usadas no capítulo anterior. A
influência do MD sobre os estados de equilíbrio do supercondutor é levada
em conta no potencial vetor que possui a parte do potencial vetor do campo
não-homogêneo do MD, ~A = ~Aext + ~AMD, onde [89],

~AMD(r) = 4M

√
RM

r

∫ l

0

dzMD

(
1− k2

2

)
K(k)− E(k)

k
êφ. (6.1)

97
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Figura 6.1: (Esquerda) Disco supercondutor de duas bandas de raio R intera-

gindo com um disco magnético (MD) de raio RMD localizado a um distância l da

superfície do supercondutor e magnetizado perpendicularmente ao plano do disco.

(Direita) Perfil do campo não-homogêneo gerado pelo MD de raio RMD = 5ξ1,

l = −0, 7ξ1, h = 4, 8ξ1 e M = 1, 0H1
c2.

onde ~BMD = ∇× ~AMD e k2 = 4rRMD/[(RMD + r)2 + (l− zMD)2]. Na figura
6.1 mostramos o esquema do sistema estudado junto com o perfil do campo
magnético do MD com RMD = 0, 5R, l = −0, 7ξ1, h = 4, 8ξ1 e M = 1, 0H1

c2.
Para distâncias menores do que o raio do MD, o campo gerado é praticamente
constante e igual a 3, 8H1

c2. Para distâncias próximas do raio do MD, o campo
varia drasticamente passando rapidamente de um valor positivo muito grande
a um valor negativo relativamente pequeno.

6.1 Variação na energia livre

Como ponto de partida para este estudo consideramos as regiões de estabili-
dade dos vórtices fracionários obtidos para os valores dos parâmetros micros-
cópicos usados no capítulo anterior e variamos a magnetização do MD. Para
expressar a magnetização do MD de forma análoga à do campo magnético,
definimos ΦM = MπR2. Cabe esclarecer que ΦM é apenas uma notação
conveniente e não representa o fluxo magnético do campo não-homogêneo.

Para o caso sem MD, a energia livre do sistema é simétrica com respeito
ao eixo da energia, ou seja, o comportamento da energia para campos nega-
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Figura 6.2: Energia livre em função do fluxo magnético aplicado para o sistema

composto pelo disco supercondutor estudado no capítulo anterior interagindo com

um MD com ΦM = 1, 8Φ0, RMD = 0, 5R, l = −0, 7ξ1, e h = 4, 8ξ1.

tivos é similar ao comportamento da energia para campos positivos com a
diferença que, num lado têm-se vórtices e no outro têm-se antivórtices, de-
pendendo do sentido do campo. No caso com ΦM 6= 0, a energia perde a sua
simetria devido ao fato que o campo gerado pelo MD enfraquece a supercon-
dutividade no centro do disco supercondutor e gera um potencial na borda
impedindo a entrada de vórtices. Ao aplicar um campo homogêneo paralelo
à magnetização do MD, o campo no centro é reforçado, o que favorece a
destruição da supercondutividade.

Na figura 6.2 mostramos a energia em função do fluxo magnético aplicado
para um valor de ΦM = 1, 8Φ0. Para este caso, o campo gerado pelo MD
é intenso o suficiente para gerar vórtices no sistema na ausência do campo
externo aplicado, sendo o estado (1, 1) o de menor energia. Os outros estados
que o sistema pode acessar em Φ = 0 são os estados fracionários (1, 2) e (2, 1)

e o estado inteiro (2, 2). O estado Meissner está deslocado para valores de
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Figura 6.3: Energia livre em função do fluxo magnético aplicado para o sistema

composto pelo disco supercondutor estudado no capítulo anterior interagindo com

um MD com ΦM = −0, 5Φ0, RMD = 0, 5R, l = −0, 7ξ1, e h = 4, 8ξ1.

fluxo negativos mostrando que ao aplicar um campo homogêneo antiparalelo
à magnetização do MD favorece-se a supercondutividade no centro do disco
devido a que os campos se compensam. No obstante, o campo na borda do
disco supercondutor reforça-se, a supercondutividade enfraquece-se, e, para
valores de campo mais intensos, observamos a entrada de 3 antivórtices na
banda 1. Depois, o sistema vai para o estado normal.

Para valores de fluxo magnético positivo, o campo no centro é reforçado
e os campos na borda compensam-se. Portanto, os vórtices presentes no sis-
tema concentram-se no centro do disco e o estado normal é alcançado quando
o campo na borda é intenso o suficiente para destruir a supercondutividade.
O fato dos vórtices concentrar-se no centro do disco supercondutor permite
a presença de mais estados fracionários e inteiros quando comparado com o
caso sem MD, ou seja, ΦM = 0.

Para o caso de ΦM = −0, 5Φ0 (Fig. 6.3), o estado Meissner está deslocado
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para valores de campo positivos diminuindo a faixa de fluxo onde existem
os estados de vórtices fracionários, assim como a quantidade de estados de
vorticidade inteira. Para este valor de magnetização, o campo gerado pelo
MD não é intenso o suficiente para gerar vórtices no sistema na ausência de
campo externo aplicado e o único estado que pode ser acessado pelo sistema
em Φ = 0 é o estado Meissner. Para que o primeiro vórtice consiga nuclear
uma das bandas, o fluxo de campo aplicado deve ser intenso o suficiente para
estabilizar o vórtice perto da borda do disco conseguindo equilibrar a repulsão
devida ao fluxo do campo negativo no centro do disco. Por este motivo, todos
os estados estão deslocados para valores do fluxo magnético mais positivo e
a faixa de fluxo onde existem os vórtices fracionários diminui quando com-
parado com os casos ΦM = 0 e ΦM = 1, 8Φ0. Novamente, quando o campo
magnético é aplicado paralelo à magnetização do MD, os campos no centro do
disco compensam-se e favorece a nucleação de antivórtices que concentram-
se nesta região do disco. O deslocamento do estado Meissner para a direita
permite obter mais um estado de vorticidade fracionária quando comparado
com o caso sem MD, o estado (−4,−5).

6.2 Diagrama de fase ΦM − Φ

Na figura 6.4 podemos observar as regiões de estabilidade dos vórtices fraci-
onários (L,L+ 1) e (L+ 1, L) (para 0 ≤ L ≤ 4) no plano ΦM −Φ. Podemos
ver como, para valores positivos da magnetização, os estados fracionários
deslocam-se para valores de campo menores, entrando inclusive na região de
fluxo negativo. Além disto, a faixa de campo onde são estáveis estes esta-
dos começa a aumentar com o valor de ΦM até que, para um determinado
valor, ΦM ≈ 1, 8Φ0, esta aixa passa a diminuir, até que os estados fracioná-
rios desaparecerem. O primeiro estado que desaparece é o estado (1,0) em
ΦM > 4, 72Φ0, seguido do estado (0,1) em ΦM > 5, 12Φ0 e o último é o estado
(3,4) em ΦM > 8, 7Φ0. Isto está relacionado com o efeito de compensação do
campo. Para valores de magnetização suficientemente altos, o campo pro-
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Figura 6.4: Região de estabilidade dos estados fracionários (L1, L2) no plano

definido por ΦM e Φ para o disco supercondutor estudado no capítulo anterior

interagindo com um MD com RMD = 0, 5R, l = −0, 7ξ1, e h = 4, 8ξ1.

duzido pelo MD induz a nucleação de vórtices no supercondutor. Logo, o
estado inicial para campo externo zero é um estado de vorticidade diferente
de zero. Quando liga-se o campo magnético externo na direção oposta à
magnetização do MD, este começa a diminuir a intensidade do campo total e
assim começa a expulsão de vórtices nas bandas até chegar ao ponto no qual
o campo na borda é tão forte que a supercondutividade é destruída. Muitas
vezes, como observamos na figura 6.4, o sistema não consegue chegar até o
estado com vorticidade zero e passa para o estado normal.

Para valores negativos da magnetização estes estados deslocam-se para
valores de campo maiores. A região de estabilidade é bem menor do que para
o caso de magnetização positiva. Para explicar esta parte é melhor analisar
o perfil do campo em cada região do diagrama. Na figura 6.5 mostramos os
módulos do parâmetro de ordem das bandas do estado (2,3) para diferente
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Figura 6.5: Logarítmo do módulo do parâmetro de ordem para das duas bandas

para o estado (2,3) e perfis do fluxo magnético (das contribuições do MD e do

campo homogêneo) para (a) ΦM = 2, 25 e Φ = 2, (b) ΦM = 0 e Φ = 5, 15, (c)

ΦM = −0, 75 e Φ = 6, 05 e (d) ΦM = −1, 125 e Φ = 6, 33. As circunferências

tracejadas marcam a posição do MD.

valores de magnetização e campo junto com o perfil de campo respectivo.
Em todos os casos, o fluxo total na região central do disco supercondutor,
onde localizam-se os vórtices, tem aproximadamente o mesmo valor, 5Φ0,
que é o fluxo necessário para estabilizar o estado (2, 3) para o caso sem MD,
ΦM = 0. Portanto, a barreira de energia para o vórtice escapar é essencial-
mente a mesma em todos os casos, de tal forma que espera-se que o fluxo
Φsc seja aproximadamente uma função linear decrescente de ΦM . Por outro
lado, para que um novo vórtice possa entrar deve-se superar a barreira de
energia perto da borda onde o perfil do fluxo magnético é muito sensível
à magnetização do MD. Para ΦM > 0, as correntes de blindagem são fra-
cas perto da borda do disco supercondutor tornando mais difícil a entrada
de um novo vórtice. Portanto, a barreira de energia para a entrada de um
novo vórtice aumenta (com relação à mediana da faixa de estabilidade) com
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ΦM . Consequentemente, Φsh é prolongado para valores de campos mais al-
tos, proporcionando assim a ampliação da faixa de estabilidade de uma dada
configuração de vórtices. Uma característica marcante que pode ser obser-
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Figura 6.6: Região de estabilidade do estado (0,1) no plano λ12−Φ para diferentes

valores de ΦM .

vada na figura 6.5 é a expansão das regiões ocupadas pelas configurações de
vórtices ao diminuir ΦM para valores negativos. A expansão de configurações
de vórtices já foi anunciada em um supercondutor quadrado mesoscópico de
uma banda [89]. Aqui, demonstramos que este efeito também pode ser apli-
cado a materiais multibandas, proporcionando assim uma ferramenta para a
visualização de estados de vórtices fracionários. Esta expansão acontece de-
vido ao fato que a diminuição do fluxo magnético na região central do disco
supercondutor reduz o poder de confinamento das correntes de blindagem
e permite a repulsão dos vórtices no centro da amostra. Diminuindo ainda
mais ΦM conduz à expulsão dos vórtices até se atingir o estado Meissner.

O fato do MD aumentar e diminuir a faixa de campo onde os vórtices fra-
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os valores de máximos de λ12 para alguns valores de ΦM (os pontos vermelhos).

cionários são estáveis faz pensar na possibilidade dele também fazer aumentar
e diminuir a região de estabilidade no plano λ12 −Φ. Para ter certeza disto,
obtemos a região de estabilidade do estado (0,1) para diferentes valores da
magnetização e comparamos com o resultado obtido para ΦM = 0. O resul-
tado é apresentado na figura 6.6, onde mostramos as regiões de estabilidade
do estado fracionário (0, 1) para diferentes valores de ΦM . Podemos observar
que a região de estabilidade deste estado diminui quando a magnetização é
antiparalela ao campo, enquanto que, quando a magnetização é paralela ao
campo, a região de estabilidade aumenta chegando até seu valor máximo em
ΦM = 1, 8Φ0. Para valores maiores de magnetização a região diminui nova-
mente. Portanto, o MD colocado perto de um supercondutor mesoscópico
de duas bandas e apropiadamente magnetizado pode estabilizar estados de
vórtices fracionários, permitindo a observação destes ainda em materiais com
acoplamento mais forte onde, em situações diferentes, seriam proibidos em
um campo homogêneo. Neste caso, encontramos que a magnetização ótima
é ΦM = 1, 8Φ0, para o qual o valor máximo de λ12 onde o estado (0,1) pode
ser estabilizado aumenta em 47% do valor máximo obtido para o caso sem
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MD, ΦM = 0, conforme vemos na figura 6.6.
Para esclarecer mais o efeito do MD sobre as regiões de estabilidade do

estado fracionário (0, 1) no plano λ12−Φ, o tamanho da faixa do fluxo mag-
nético, ∆Φ = Φsh−Φsc, deste estado em função de ΦM é mostrado na figura
6.7 junto com os valores de λ12 máximos para alguns valores de ΦM . O maior
valor de λmax12 coincide com o valor de ΦM que tem o maior valor de faixa
de fluxo. Portanto, podemos dizer que o valor da faixa de fluxo do estado
fracionário está relacionado com o valor de λmax12 : quanto maior a faixa de
fluxo, maior o valor de λmax12 , para os parâmetros estudados.

Desta parte podemos ressaltar que, dependendo do valor da faixa de fluxo
do estado de vorticidade fracionária, o MD pode influenciar a presença destes
vórtices fracionários em supercondutores com acoplamento mais forte. No
caso aqui estudado, o valor máximo de λ12 para o estado fracionário (0, 1)

aumenta em aproximadamente um 47% para ΦM = 1, 8Φ0 quando comparado
com o caso sem MD.
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6.3 Influência dos parâmetros do MD

Os resultados anteriores foram obtidos para parâmetros do MD que gerava
um perfil de campo ideal para analisar o efeito deste sobre as regiões de
estabilidade dos vórtices fracionários. Agora iremos estudar como as regiões
de estabilidade dos vórtices fracionários são influenciadas pela altura e o raio
do MD, mantendo o raio do disco supercondutor fixo, R = 10ξ1.

- 5 0 5 1 0 1 5 2 0
0 , 0

0 , 5

1 , 0

1 , 5

2 , 0

∆Φ
/Φ

0

Φ
Μ

/Φ
0

 h = 0 , 8
 h = 1 , 5
 h = 4 , 8

R M D = 5 , 0

Figura 6.9: ∆Φ = Φsh−Φsc do estado (0,1) em função de ΦM para RMD = 5, 0ξ1

e três diferentes valores de h.

Na figura 6.8 mostramos a região de estabilidade do estado (0, 1) para um
MD de raio RMD = 0, 5R e três valores diferentes da altura. Para h = 0, 8

podemos observar que o estado existe para valores grandes de ΦM , mas a
faixa de campo magnético onde é possível estabilizar este estado diminui
quando comparado com as regiões de estabilidade obtidas para alturas mai-
ores. Portanto, quanto menor é a altura do MD, menor é a faixa de fluxo e
maior é a faixa de ΦM onde este estado é permitido. A figura 6.8 aparenta
ter uma faixa de fluxo de estabilidade do estado fracionário, ∆Φ = Φsh−Φsc,
maior para o MD de menor altura. Na figura 6.9 mostra-se a faixa de campo
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em função de ΦM para os três valores de h. Nesta figura observa-se que o
valor máximo de ∆Φ é o mesmo para todos os valores de h e, portanto, não
afeta a região de estabilidade no plano λ12 − Φ. Esta figura também mostra
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Figura 6.10: (Esquerda) ∆Φ = Φsh − Φsc em função de ΦM e (direita) região de

estabilidade no plano definido por λ12 e o fluxo Φ do estado (0,1) para h = 4, 8ξ1

e três diferentes valores de RMD.

o aumento da faixa de ΦM com a diminuição da altura h do MD. O valor de
ΦM correspondente a cada valor máximo de ∆Φ varia com a altura do MD.
Quanto maior a altura, menor é o valor de ΦM correspondente ao máximo
valor de ∆Φ. Podemos concluir que a altura do MD não afeta o valor máximo
de λ12 onde podem-se estabilizar os estados fracionários.

O seguinte parâmetro a ser estudado é o raio do MD. Na figura 6.10
mostramos a faixa de fluxo em função de ΦM (esquerda) e a região de esta-
bilidade no plano λ12-Φ (direita) do estado fracionário (0, 1) para h = 4, 8 e
três diferentes valores do raio do MD. O valor da faixa do fluxo magnético
onde o estado é estável varia com o tamanho do raio do MD obtendo o maior
valor para o MD de raio menor. Isto indica que é possível aumentar ainda
mais o valor de λmax12 diminuindo o raio do MD e escolhendo o valor de ΦM

próximo de 2Φ0.
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6.4 Resumo

Neste capítulo estudamos um disco supercondutor de duas bandas intera-
gindo com um MD localizado a uma distância l do supercondutor, focando o
estudo nos estados de vorticidade fracionária. Para isto, analisamos a região
de estabilidade ao variar a magnetização, a altura e o raio do MD. Encontra-
mos que a faixa de fluxo magnético onde os vórtices fracionários são estáveis
varia com o valor da magnetização e com o raio do MD. Quanto maior a faixa
de fluxo do estado fracionário, maior é o valor máximo de λ12 permitindo es-
tabilizar os estados fracionários em supercondutores com acoplamento mais
forte.



CAPÍTULO 7

Conclusões

Nesta tese fez-se o estudo teórico dos estados de vorticidade presentes em su-
percondutores de uma e de duas bandas muito finos interagindo com campos
magnéticos externos, em especial aqueles não uniformes produzidos por de-
feitos ferromagnéticos. O estudo foi realizado mediante a resolução numérica
das equações de Ginzburg-Landau usando o método de diferenças finitas com
a aproximação de variáveis de ligação. Dois sistemas foram considerados: o
primerio sistema estudo foi um filme supercondutor infinito de uma banda
interagindo com uma rede quadrada de dipolos magnéticos. O segundo foi
um supercondutor de duas bandas em forma de disco de raio R = 10ξ1 intera-
gindo com um disco ferromagnético (MD) magnetizado perpendicularmente
ao plano do disco supercondutor. As conclusões sobre os estudos realizados
estão resumidos abaixo.

Com relação ao caso do filme supercondutor infinito de uma banda,
para valores de momento magnético suficientemente intenso, o campo não-
homogêneo gerado pela rede de dipolos consegue penetrar o supercondutor
formando pares de vórtices com antivórtices. A nucleação do par vórtice-

110
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antivórtice (v-av) induz uma variação na derivada da energia livre com rela-
ção ao momento magnético quando calculada no valor de m correspondente
à transição. Para uma separação pequena entre camadas, z0 < 3, 5, a quanti-
dade máxima de pares de v-av por dipolo que podem nuclear o supercondutor
é N = 2. Para valores de z0 > 3, 5 encontrou-se uma transição do estado
N = 2 para N = 4, ao invés da transição N = 2 → N = 3. A fase N = 4

corresponde a um estado com moléculas v-av intersticiais, onde um vórtice
com 3 quanta de fluxo localiza-se abaixo de cada dipolo e 4 antivórtices
formando um quadrado com um vórtice no centro localizam-se na região in-
tersticial. Este vórtice localizado na região de campo negativo é o resultado
da simetria quadrada da distribuição de corrente sobre o filme supercondutor
na presença do arranjo quadrado de dipolos magnéticos. Para N = 2 pares
v-av por dipolo, os antivórtices formam diferentes estados multivórtice e,
quando a separação entre o filme supercondutor e a capa de dipolos é grande
o suficiente, transformam-se em estados de vórtices gigantes.

Para valores de momento magnético diferentes de zero, a superconduti-
vidade é favorecida ao aplicar um campo magnético homogêneo na direção
paralela ao momento magnético dos dipolos. Isto devido ao fluxo magnético
externo aniquilar os antivórtices reforçando a supercondutividade na região
onde antes localizava-se o antivórtice. A energia livre apresenta umas dis-
continuidades na derivada com relação ao campo aplicado para os valores de
fluxo magnético multiplos de 64Φ0, que corresponde a um quantum de fluxo
magnético por dipolo. Este comportamento está relacionado com o ordena-
mento da fase de vórtices, ficando cada dipolo com um número inteiro de
quanta de fluxo.

Com relação ao disco supercondutor de duas bandas, primeiro considerou-
se o caso semMD e estudou-se os estados de equilíbrio que resultam ao aplicar
um campo externo homogêneo, principalme os estados de vórtices com fluxo
fracionário. Para isto, determinaram-se o valor dos parâmetros microscópicos
para os quais estes vórtices fracionários podem existir. Depois, analisou-se a
região de estabilidade ao variar as densidades de estados parcial, a velocidade



Conclusões 112

de Fermi da segunda banda e o acoplamento entre as bandas. De todo este
estudo pode-se concluir o seguinte:

• Os estados fracionários sempre formam uma configuração multivórtice
que distribui-se assimetricamente no disco supercondutor. Para o me-
nor valor de fluxo magnético onde é possível estabilizar o estado fra-
cionário, Φ = Φsc, encontra-se a maior separação entre vórtices, onde
o vórtice que nucleia uma das bandas localiza-se bem perto da borda
do disco. Isto é uma clara demonstração do acoplamento entre bandas
devido ao valor do campo ser suficientemente intenso para a entrada de
um vórtice na banda menos ativa, mas na outra, as correntes supercon-
dutoras são intensas o suficiente para bloquear a entrada de vórtices
nessa banda. Assim, é preciso campos mais intensos para que o vórtice
consiga superar a barreira de potencial gerada pelas correntes super-
condutoras da banda dominante e localizar-se no centro do disco. Isto
acontece justamente quando o valor de Φ supera o valor máximo onde
é possível estabilizar o estado, Φsh, ou seja, quando a outra banda
também permite a entrada de um vórtice.

• O acoplamento das bandas no caso estudado é bem fraco, portanto,
ainda o sinal do parâmetro αn indica aproximadamente se a banda é
ativa. Por tal motivo, define-se uma temperatura crítica para cada
banda, Tcn, que coincide com o valor da temperatura onde αn = 0.
Quando TcP < T < TcA (onde a banda P marca a banda do supercon-
dutor mais fraco e a banda A marca a do mais ativo), a banda P deixa
de ser ativa e continua no estado supercondutor unicamente pelo efeito
do acoplamento com a outra banda. O valor de n1 = 1− n2 afeta for-
temente à temperatura crítica de cada banda, portanto, quando n1λ11

é maior (menor) do que n2λ22 a banda 1 (2) é a banda dominante.
Por exemplo, no sistema estudado aqui, escolheram-se os valores dos
elementos da matriz de acoplamento de modo a simular um supercon-
dutor com acoplamento entre bandas fraco e com a banda 1 sendo a
mais dominante. Mas, para n1 = 1 − n2 < 0, 334 a banda 2 começa
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ser a mais dominante. Simultaneamente, mostrou-se o campo crítico
dependente da temperatura para o caso sem acoplamento e observou-se
que a região de estabilidade dos estados fracionários encontra-se justo
na região do campo menor que o campo crítico da banda menos ativa.
Portanto, espera-se que a região de estabilidade destes estados fracio-
nário no plano n1 −Φ aumente ao diminuir a temperatura do sistema.

• Além dos estados fracionários já reportados com (L,L+1), neste estudo
encontraram-se também os estados do tipo (L+ 1, L). Dependendo de
qual das bandas é a dominante, estes estados possuem menor o maior
energia que os estados (L,L+ 1).

• A velocidade de Fermi da banda 2 não influencia no valor da tem-
peratura crítica das bandas. Este parâmetro está relacionado com o
tamanho do núcleo do vórtice na banda 2. Assim, quanto maior o va-
lor de v2, maior o núcleo do vórtice e menos estados fracionários são
encontrados.

• A região de estabilidade no plano λ12−Φ coincide com a reportada na
referencia [70]. Aqui adiciona-se também a parte dos estados “opostos”.
Para os valores aqui usados, a região de estabilidade destes estados
opostos é menor devido ao fato de ter uma energia mais alta.

Depois de analisar detalhadamente a região de estabilidade dos vórtices fra-
cionários, estudou-se o efeito do campo não-homogêneo do MD sobre a região
de estabilidade dos vórtices fracionários no plano λ12−Φ. O estudo foi feito
em função da magnetização, da altura e do raio do MD. De todo este estudo
pode-se concluir o seguinte:

• O campo magnético não-homogêneo gerado pelo MD afeta fortemente
as configurações de vórtices presentes no sistema. O estado Meissner é
deslocado para valores de fluxo magnético que opõem-se à orientação
da magnetização do MD. Isto permite que o sistema possa acessar mais
estados de vorticidade tanto inteira como fracionária na região do fluxo
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magnético que coincide com a orientação da magnetização do MD e
diminui os estados na região contrária do fluxo.

• A faixa de campo de estabilidade dos estados fracionários começa a
aumentar até um determinado valor de ΦM depois do qual esta faixa
começa diminuir de novo. Isto faz com que a região de estabilidade no
plano λ12 − Φ tenha também esse mesmo comportamento. Portanto,
dependendo do valor da faixa do fluxo magnético onde o estado fracio-
nário é estável, pode-se diminuir ou aumentar a região de estabilidade
dos estados fracionários no plano λ12−Φ. Também, esta faixa de campo
desloca-se para valores menores de campo, chegando inclusive até va-
lores negativos. Nesta parte, quanto maior é a magnetização, maior
é o confinamento dos vórtices no centro do disco. Para valores nega-
tivos da magnetização, a faixa de campo de estabilidade dos vórtices
fracionários começa a diminuir e desloca-se para valores de campo cada
vez mais intensos. Os vórtices começam a ficar mais afastados um do
outro, deixando clara a configuração do sistema. Portanto, um disco
magnético ajuda a visualizar mais claramente os vórtices nas bandas e
poderia ser usado como um método de detectar estes estados fracioná-
rios. Também é possível influenciar estados de vórtices fracionários em
supercondutores com acoplamento mais forte.

• A altura do MD varia a faixa do fluxo magnético e da magnetização
onde é possível estabilizar os estados fracionários, mas não modifica o
valor máximo da faixa do fluxo magnético e, portanto, não modifica o
valor máximo de λ12 que pode-se obter ao variar a magnetização.

• O raio do MD faz variar o valor máximo da faixa de fluxo magnético do
estado fracionário, de tal forma que, quanto maior o raio do MD, me-
nor o valor da faixa do fluxo. Isto dá uma orientação para escolher as
dimensões do MD e sua magnetização para influenciar estados de vórti-
ces fracionários em supercondutores de duas bandas com acoplamento
mais forte.
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Esta tese tem como perspectiva estender estes estudos para analisar as fases
de vórtices em outros sistemas mesoscópicos com diferentes geometrias, como
um quadrado ou filme infinito, interagindo com materiais magnéticos. Prin-
cipalmente, queremos simular materiais de duas bandas que possuem acopla-
mento fraco com a intenção de desenvolver uma estrategia para a detecção
de estados de vórtices fracionário. Também quermos desenvolver uma teo-
ria para estudar as propriedades de transporte nos supercondutores de duas
bandas para estudar o comportamento destes vórtices fracionários quando
submetidos a uma corrente elétrica.



APÊNDICE A

Invariância de calibre

Da eletrostática sabemos que cargas de igual sinal atraem-se e cargas de
sinal contrário repelem-se entre si. De forma similar, os materiais magnéticos
contam com dois pólos, pólo norte e pólo sul, onde pólos contrários atraem-se
e pólos iguais repelem-se. No entanto, pólos magnéticos existem aos pares,
ou seja, até agora não foi descoberta a existência individual de um pólo
(monopólos magnéticos). Isto fica em evidência no fato da divergência do
campo magnético ser sempre igual a zero, ∇· ~B = 0, o que permite expressar
o campo magnético como o rotacional de um potencial vetorial,

~B = ∇× ~A, (A.1)

onde ~A é conhecido como o potencial vetor. Porém, a escolha deste potencial
vetor não é única, já que tanto ~A, como ~A+∇χ, satisfazem a equação (A.1),
onde χ é uma função bem comportada.

Por outro lado, o campo elétrico está relacionado com o campo magnético
mediante a equação de Faraday,

∇× ~E = −1

c

∂ ~B

∂t
. (A.2)
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Usando a notação do potencial vetor e reagrupando termos, temos,

∇×

[
~E +

1

c

∂ ~A

∂t

]
= 0, (A.3)

cuja solução pode ser expressa como o gradiente de uma função escalar ϕ
conhecida como potencial escalar, i.e.,

~E +
1

c

∂ ~A

∂t
= −∇ϕ. (A.4)

O campo elétrico não pode ser modificado com a escolha do potencial
vetor. Portanto, devem-se fazer as transformações

~A→ ~A+∇χ, ϕ→ ϕ− 1

c

∂χ

∂t
. (A.5)

A transformação sofrida por ~A é conhecida como transformação de ca-
libre (gauge). Os campos elétricos e magnéticos não são alterados com a
escolha do potencial vetor de acordo com as transformações (A.5), ou seja,
são invariantes de calibre.

Para que as equações de GL sejam invariantes de calibre, precisa-se tam-
bém modificar a fase do parâmetro de ordem da seguinte forma

φ→ φ+
2e

~c
χ. (A.6)

Pode-se observar que, de acordo com as transformações (A.5) e (A.6) as
equações de GL não são modificadas e, portanto, são invariantes de calibre.
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