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Resumo

Neste trabalho, estudamos o problema restrito dos trés corpos onde os primarios movem-se numa orbita
eliptica de colisao, isto é, o momento angular dos primarios é identicamente zero e a energia é negativa.
Este problema apresenta trés subproblemas, a saber: o caso estritamente espacial (isto ¢, a particula
infinitesimal move-se no espago); o caso planar (isto é, a particula infinitesimal move-se num plano
que contém os primdrios) e o caso isésceles (isto é, a particula infinitesimal move-se em um plano T’
perpendicular a reta que contém os primdrios e passando através do centro de massa dos primérios). E
relevante observar que a dinamica dos primérios é periédica e contém um numero infinito de colisGes.
Assim, os primarios representam um termo de forca periddica no sistema, fazendo com que esse sistema
seja nao conservativo. Esta é uma das grandes dificuldades em se obter uma descricao completa da
dinamica deste problema.

Esses trés subproblemas foram escritos como uma perturbagao do problema de Kepler, desta maneira
obtivemos uma grande quantidade de drbitas peridédicas. A técnica usada para conseguirmos tais érbitas
foi o0 método da Continuagao Analitica de Poincaré. No entanto, nao foi possivel usar o Teorema da
Funcgao Implicita na sua forma padrao, uma vez que nao temos a diferenciabilidade suficiente do campo
devido ao parametro perturbador introduzido. Para contornar este problema, usamos o Teorema de
Arenstorf, o qual exige um pouco menos do campo.

No caso isésceles, o qual chamamos por problema restrito dos trés corpos isdsceles eliptico com colisao,
obtemos mais informacoes sobre a dinamica da particula. Além de provarmos a existéncia de uma grande
quantidade de drbitas periddicas, conseguimos mergulhar o shift de Bernoulli em uma se¢ao conveniente
do fluxo, mostrando que este problema possue uma dinamica cadtica. Além disso, construimos esta
dinamica simbdlica.

Palavras chave

problema restrito; érbitas periédicas; caos.



Abstract

In this work we study the restricted three-body problem where the primaries move in a elliptic collision
orbit, that is, the angular momentum of the primaries is identically null and the motion has negative
energy. This problem presents three subproblems, namely: the strictly spatial case (that is, the
infinitesimal particle moves in the space); the planar case (that is, the infinitesimal particle moves in the
plane which contains the primaries) and the isosceles case (that is, the infinitesimal particle moves in a
plane I' orthogonal to the straight line that contains the primaries and going through the center of mass
of the primaries). It is important to note that the dynamic of the primaries is periodic and contains an
infinite number of collisions. Thus, the primaries represent a term of periodic force making the system to
be not conservative. This is one of the great difficulties to obtain a complete description of the dynamics
of this problem.

These three subproblems were written as a perturbation of the Kepler s problem, and, in this way, we
obtain very periodic orbits. For this, we use the Method of Analytic Continuation due to Poincaré.
However, we can not use the Theorem of Implicit Function, since the field does not have the necessary
differentiability because of the introduced perturbation parameter. To solve this problem, we use the
Arenstorf’s Theorem, which demands a little less of the field.

In the isosceles case, which is called the isosceles elliptic restricted three body problem with collision, we
obtain more information about the dynamics of the particle. We prove a great quantity of periodic orbits
and, among other results, we can embed a Bernoulli shift on a suitable cross section of the flow, showing
that this problem possesses chaotic dynamics. Moreover, we built this symbolic dynamic.

Key words
Restricted problem, periodic orbits, chaos.



Capitulo 1

Introducao

O principal objetivo da Mecanica Celeste é estudar a dindmica de n-particulas no espago, onde cada
uma delas estd sujeita a atragao gravitacional das outras. Tal problema é conhecido por ”Problema dos
n-corpos”’. KEste problema teve sua primeira formulacao descrita em Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica de Newton (1687). Neste trabalho nés encontramos as leis da Mecénica e da Gravitagao
Universal, as quais nos permitem expressar o problema dos n-corpos como um sistema de equacoes
diferenciais.

Até a publicacdo de Méthodes Nouwvelles dela Mécanique Céleste de Poincaré (1899), as equagdes
diferenciais que aparecem nos problemas de Mecanica Celeste foram tratadas de maneira quantitativa.
Poincaré introduziu métodos qualitativos com o intuito de descrever completamente as 6rbitas do
problema em seu espago de fase. N6s podemos dizer que Poincaré iniciou a teoria moderna qualitativa
das equacoes diferenciais.

O problema dos 2-corpos é integravel, e usando as integrais primeiras dadas pela energia £ e momento
angular ¢, podemos classificar todas as 6rbitas do problema dos 2-corpos, a saber: se ¢ # 0, o movimento
estd localizado em um plano e nds temos érbitas elipticas (em particular, circulares) quando £ < 0;
orbitas parabdlicas se £ = 0 e érbitas hiperbdlicas quando £ > 0. Se ¢ = 0, o movimento dos dois corpos
é retilineo com colisao e podemos ter as seguintes orbitas com colisao: drbitas elipticas quando £ < 0;
orbitas parabdlicas quando £ = 0 e érbitas hiperbdlicas quando £ > 0.

O problema dos n-corpos para n > 2 tem resistido a todas as tentativas de uma completa resolucao,
de fato, sabe-se que o problema nao pode ser integravel no sentido classico. Ao longo dos anos, usando
distintas técnicas matemaéticas, muitos tipos especiais de solucoes para o problema dos n-corpos para
n > 2 tém sido encontradas, mas até entao nao se pode dizer muito sobre o comportamento das solugoes,
em geral. Casos especiais do problema dos 3-corpos, sdo os diferentes problemas restritos de 3-corpos (i.e.,
quando uma das massas ¢ suficientemente pequena tal que sua influéncia sobre as outras duas massas é
desprezivel) os quais tem sido estudados mais intensamente por uma grande variedade de autores com o
intuito de entender a dinamica do problema geral dos trés corpos.

Os problemas restritos de 3-corpos consistem em descrever o movimento de uma particula infinitesi-
mal que se move sob a influéncia da forga de atracao gravitacional de dois corpos, chamados de primaérios,
os quais descrevem uma solugao particular do problema dos dois corpos. Pode-se classificar o problema
restrito dos 3-corpos dependendo do tipo de movimento dos priméarios e da dimensao do espago onde se
encontra a particula infinitesimal. Como é observado em [1], existem exatamente 13, 10 e 7 diferentes
problemas restrito dos trés corpos em dimensao 1, 2 e 3, respectivamente. No minimo 10 destes problemas
tem sido estudado por varios autores. Além disso, nés observamos que para os problemas restritos dos



trés corpos de dimensao 1 (a saber, parabdlico, hiperbdlico e eliptico) o estudo do fluxo global nao é ébvio
nem simples, principalmente porque este tipo de problema nao é conservativo. E importante ressaltar
que o problema restrito circular dos trés corpos é o problema restrito de trés corpos que mais atencao tem
recebido pela comunidade cientifica e existem muitos resultados importantes acerca da dindmica deste
problema. Além disso, por muitos pesquisadores ele é considerado como o sistema dindmico “mais rico”
de natureza, devido a que apresenta uma grande diversidade de fenémenos em seu comportamento. Uma
referéncia importante é Szebehely [48].

Neste trabalho, estudamos o problema restrito dos trés corpos onde os primérios movem-se numa
orbita eliptica de colisao, isto é, o momento angular dos primarios é identicamente zero. Este problema
apresenta trés subproblemas, a saber: o caso estritamente espacial (isto é, a particula infinitesimal move-
se 1o espago); o caso planar (isto é, a particula infinitesimal move-se num plano que contém os primérios)
e o problema restrito isésceles eliptico com colisdo (isto é, a particula infinitesimal move-se em um plano
T perpendicular a reta que contém os primdrios e passando através do centro de massa dos primérios).
Inicialmente nosso objetivo era abordar somente o estudo da dinamica do dltimo subproblema, isto é,
0 caso isésceles a partir de um ponto de vista analitico. Mas, com o decorrer do trabalho, decidimos
adicionar certos resultados sobre 6rbitas periédicas para o problema nas duas primeiras situagoes. E
relevante observar que a dinamica dos primérios é periddica e contém um numero infinito de colisGes.
Assim, os primadrios representam um termo de forga periddica no sistema fazendo com que o sistema
seja nao conservativo. Esta é uma das grandes dificuldades para se obter uma descricao completa da
dinamica.

Antes de falar de nossos principais resultados sobre a dindmica, relataremos alguns trabalhos que
encontramos na literatura e dizem rela¢do ao nosso projeto. Broucke, em [6], considera o caso planar e o
coloca em coordenadas apropriadas usando a transformacao de Nechvile. Apds isto ele obtém resultados
numéricos sobre a existéncia de algumas familias de érbitas periddicas simétricas. No caso unidimen-
sional (a particula move-se sobre a reta que contém os primérios), outros autores, usando o método de
continuacao analitica de Poincaré e o método de Melnikov, estudaram um modelo do problema eliptico
restrito dos trés corpos unidimensional com colisao, veja em [25], [10]. No problema isésceles eliptico com
colisdo, devemos subdividir este problema nos casos onde o momento angular do corpo infinitesimal é nulo
e onde é nao nulo. Nos dedicaremos a estudar o caso onde o momento angular é nao nulo, uma vez que o
problema restrito isésceles eliptico dos trés corpos com colisao onde a particula infinitesimal ou particula
teste estd confinada a mover-se sobre uma reta em I" (isto é, o0 momento angular da particula infinites-
imal é nulo) ja foi estudado, de modo que informagoes bastante completas da dinamica foram dadas.
Com efeito, Alvarez e Llibre em [1, 2] (este problema foi chamado pelos autores de problema restrito
isdsceles dos trés corpos eliptico colisional em dimensdo 1) mostraram que a colisdo tripla ndo pode ser
regularizavel no sentido de McGehee e a existéncia de uma grande classe de diferentes movimentos para
o corpo infinitesimal. J4 para o caso de momento angular nao nulo encontramos em [40] as equagoes de
movimento em coordenadas polares, e em seguida se introduz a anomalia excéntrica como nova variavel
tempo. Olhando para as superficies de se¢do, o autor numericamente examina a existéncia de dérbitas
periddicas e também sua estabilidade. Em [38] também se coloca o problema isésceles em coordenadas
polares e considera-se o novo tempo como sendo a anomalia excéntrica. Tomando o momento angu-
lar como parametro obtém-se, por continuagao numérica, a existéncia de familias de orbitas periddicas
simétricas. Por ultimo, citamos o trabalho [26], no qual se considera um modelo de problema isésceles.
Dizemos modelo, pois ele de fato ndo representa um problema restrito verdadeiro de trés corpos uma vez
que o parametro perturbador é introduzido de forma artificial. Nesse trabalho, estuda-se a existéncia de
familias de Orbitas periédicas simétricas. Apds este apanhado de informagoes podemos concluir que o
problema restrito eliptico dos trés corpos com colisao estd longe de ter uma descricao completa de sua
dinamica, tanto desde um ponto de vista analitico quanto numérico.

Esta tese esta organizada da seguinte forma. No Capitulo 2 decidimos fazer um estudo detalhado
do problema de dois corpos com colisao, pois achamos que tal problema nao tem sido discutido pro-
fundamente na literatura. Além disso, é a partir deste problema que nés introduzimos um parametro



perturbador (e) associado & energia, de tal forma que se € tende a zero é equivalente a dizer que a energia
dos primarios se torna muito negativa. Na literatura nés observamos que este parametro nunca foi consid-
erado por outros autores nas suas abordagens. Também reforcamos aqui que, com esta descrigao, o campo
que define o sistema de equagoes de movimento do corpo infinitesimal nao é diferencidvel com  respeito
ao parametro €, desta maneira este fator faz com que muitas das técnicas de teoria de perturbagoes nao
se apliquem imediatamente. No Capitulo 3 fazemos uma rapida revisao dos métodos de continuagao
de solugoes periddicas de sistemas perturbados, no caso diferencidvel (como fungdo do pardmetro per-
turbador) o Método da Continuacao de Poincaré (veja [39]) e o Teorema de Arenstorf [3] no caso nao
diferenciavel. Além disso, mostramos aproximagcoes das solucoes do sistema perturbado via o sistema néo
perturbado. Tais relagoes serao de muita utilidade nos capitulos posteriores. O problema restrito eliptico
com colisdo no caso estritamente espacial é apresentado no Capitulo 4. Estudamos seus subproblemas
e as simetrias associadas. Mostramos, na Proposicao 4.1.1, uma interessante e relevante propriedade do
potencial associado ao  problema, a qual nos permite passar de um valor especifico do parametro € a um
valor arbitrario dele. Em seguida, o problema é colocado em diferentes tipos de coordenadas e as solugoes
homograficas sao obtidas. Apds isto, estudamos a existéncia de varias familias de Orbitas periddicas
simétricas fazendo uso do Teorema de Arenstorf. Prova-se que nosso problema é uma perturbagao do
problema de Kepler espacial. Tais érbitas sao obtidas como continuagao de érbitas Keplerianas circulares
e como continuagao de érbitas Keplerianas elipticas. No Capitulo 5, usando coordenadas convenientes,
consideramos o caso planar, o qual é definido como sendo o plano zz. Neste capitulo nos concentramos
na obtengao de érbitas periddicas simétricas, pensando nelas como um caso particular do caso espacial.
O Capitulo 6 é dedicado a um estudo bastante completo da dinamica do problema restrito isdsceles
eliptico dos trés corpos com colisGo. Um primeiro resultado diz que se o momento angular nao for zero, o
movimento do corpo infinitesimal ndo admite colisdes triplas (veja Proposigoes 6.3.3 e 6.3.4). Portanto,
a regularizacao nao é uma dificuldade no problema restrito isésceles eliptico dos trés corpos com colisao.
Mesmo sabendo que a particula teste nao passa por qualquer colisao, a dinamica deste problema nao
se torna menos complicada do que a do problema unidimensional. Prova-se, de maneira analitica, a
existéncia de uma grande variedade de orbitas periddicas simétricas, tanto obtidas como continuagao de
orbitas Keplerianas circulares quanto elipticas, além de érbitas peridédicas onde a particula infinitesimal
encontra-se muito longe. Também usando resultados padroes do Método da Média provamos a existéncia
de o6rbitas periédicas e comparamos as solugoes do sistema médio com as do sistema completo em coor-
denadas convenientes. Demonstra-se de forma analitica a existéncia de solugoes de escape parabdlicas
(i.e., atingem o infinito com velocidade nula) e hiperbdlicas (i.e., atingem o infinito com velocidade nao
nula). Introduzindo coordenadas de McGehee no infinito, com o objetivo de obter informagoes sobre
a dindmica do problema no infinito, fazemos um ”blow-up” e, usando o resultado de McGehhe sobre
Variedade Estavel no caso degenerado [31] provamos que as érbitas pardbdlicas formam uma variedade
analitica bi-dimensional. O sistema no infinito apresenta uma orbita periddica, a qual age como o con-
junto a e w limite das orbitas parabdlicas. Evidenciamos, usando métodos numéricos, que as variedades
estaveis e instaveis da orbita peridédica no infinito interceptam-se transversalmente para qualquer valor de
€. Usando esta evidéncia numérica, provamos a existéncia de uma dinamica cadtica e no Teorema 6.13.14
mostramos a diversidade de movimentos associados a esta dinamica cadtica. Salientamos que a prova
analitica da transversalidade é uma questao bastante complicada devido a que trabalha-se com dimensoes
altas e poucos argumentos analiticos sdo conhecidos a este respeito. Os trabalhos [9], [30], [16], [2] também
apresentam argumentos semelhantes ao nosso, no qual faz-se uso dos calculos numéricos para assumir a
transversalidade e logo introduzir uma dinamica simbdlica. Por iltimo no Apéndice detalhamos o célculo
do mapa de Poincaré para o problema restrito isésceles eliptico dos trés corpos com colisao, além de
muitos outros calculos necessarios ao bom entendimento do texto da tese.



Capitulo 2

O problema dos 2-corpos

No problema dos 2-corpos os movimentos sao totalmente conhecidos e classificados de acordo com o
momento angular e a energia do sistema. Se o momento angular G # 0, o movimento do sistema formado
pelos dois corpos é classificado como eliptico (que inclui o caso circular), parabélico ou hiperbdlico de
acordo com a energia do sistema £. Se G = 0, os corpos estao confinados sobre uma reta e seus
movimentos sdo classificados de maneira aniloga ao caso G # 0. Este caso é pouco tratado na literatura,
por isso nesta segao falaremos sobre este caso, em que £ < 0, i.e., o caso eliptico com colisdo.

2.1 Equacao de movimento

O problema dos 2-corpos consiste em descrever o movimento de duas particulas movendo-se de acordo
com suas atragoes gravitacionais no espago. Seja mi,ms as massas das duas particulas e ry,rs suas
respectivas posicoes. De acordo com a lei de Newton da gravitagao universal, a forca de atragao entre as
particulas é G myma||r; —r2|| =2, onde G é a constante de Gravitacio universal. As equacdes de movimento
s80,

gmims _ri1—To

.I.' = =0 =
miry r1—r2]|2 Tri—ra]]

(2.1)

gmimy ro—r;

M2r2 = = Try—ri[2 Tra—r2ll

onde () denota a derivada com respeito ao tempo t, i.e., if v = v(t) € R? é o vetor posicio, entdo % é o
vetor velocidade e 4 é o vetor aceleracao da particula.
De (2.1) segue que

mity + mate =0

e integrando duas vezes nds obtemos

miri + mere = At+B, (22)

onde A e B sao vetores constantes dependentes somente das condic¢Oes iniciais do problema. Seja R o
vetor centro de massa, i.e.,

miry + meors

R =
M ?

M:ml —+ ma.

ot



Assim, de (2.2) nds temos que

A B
R=—t+—.
i +

Portanto, nés podemos ver que o vetor centro de massa das suas particulas move-se sobre uma reta no
espago. Os movimentos de m, e mo com respeito ao centro de massa sao dados desta maneira: seja

ri=R+r;, ro=R+r,,

onde os vetores r; e r, denotam respectivamente os vetores posicao de m; e mg relativos ao centro de
massa deles. Definindo r = ry — ry e uma vez que R = 0, temos

r) =r;, Iy;=Tr2.

Portanto, o sistema (2.1) pode ser escrito da seguinte maneira

mlil = _%(21 - 22)
(2.3)
T g
maly = *71?“?2 (ry — ).
Mas agora mir; + mar, = 0, entao
) = *%72 Iy, = *%71
2.4
r= My r=-M 24
me =1 — mp =2
E usando (2.4) o sistema (2.3) torna-se
r
L= —9MEE -
(2.5)
L= —Orpfp

onde k1 = ]\"Z—% € kg = E—z Assim, sempre podemos pensar que o centro de massa das particulas esta
localizado na origem. Um sistema de coordenadas onde o centro de massa esta na origem é chamado de
sistema de coordenadas baricéntricas. Uma outra maneira de estudarmos o sistema (2.1) é considerar r
definido anteriormente. Fazendo a diferenca das equagoes em (2.1), nés obtemos

. r
r = 7%@, (26)

onde £ = G(mj +mz) e r € R? é 0 vetor posicio da massa m; com respeito a massa my fixada na origem
do sistema de coordenadas relativas. O estudo das orbitas de m; com respeito a mso, solucoes do sistema
(2.6), definem o problema de Kepler ou problema de forga central. Portanto, sempre é possivel considerar
o problema de dois corpos como um problema de forga central em coordenadas baricéntricas.

O problema de Kepler herda do problema de dois corpos quatro integrais primeiras:

SRS RIEATP) _
1. A energia: 5r[|* — =&
2. O momento angular : r x r = G.

3. O vetor de Laplace e definido pela equagao x (e + ﬁ) =1 x G.

Proposicao 2.1.1. a) Se G =0, o movimento € retilineo e pode ser classificado em



1. Eliptico com colisao & < 0.

2. Parabdlico com colisao € = 0.

3. Hiperbdlico com colisao € > 0.
b) Se G #0, o movimento ocorre em um plano perpendicular ao vetor G. Este plano passa através do
centro de massa das particulas e o vetor e estd localizado nele. bi) Se e =0, o movimento € circular e
uniforme. bii) Se e # 0, o movimento € descrito por uma cénica com foco na origem do sistema inercial
e excéntricidade e.
Além disso, a orbita Kepleriana para momento angular diferente de zero é:
Proposicao 2.1.2. a) Eliptico (que inclui o caso circular) se € < 0.
b) Parabdlico se, € = 0.

¢) Hiperbdlico se, £ > 0.

2.2 Movimento eliptico com colisao

Seja z; a distancia entre o centro de massa e o primdrio m;, onde i = 1,2 (parametrizaremos as massas
tais que my = p, mg =1 —p com p € (0,1/2] ) e seja p = 21 — 22 a distdncia entre os primdrios. Uma

vez que o centro de massa estd na origem, segue que z3 = (1 — p)p e 2o = —up. Nestas coordenadas, pela
equagao (2.1), a distancia entre os primdrios satisfaz a equagao
1
= (2.7)
2
e a energia para os primarios é
1 1
E=-p"—~. 2.8
27 (2.8)

Durante todo este trabalho assumiremos que os primarios descrevem um movimento eliptico com
colisao, i.e., nés assumiremos que a energia dos priméarios é £ < 0. Esta equagao é singular na colisao
z = 0 e esta singularidade pode ser removida introduzindo um novo tempo s definido por (argumento

usado em [1])
dt = pds (2.9)

Denotando ' = % a equagao (2.7) no novo tempo torna-se

pp' =0 +p=0.
Usando a energia dada em (2.8) temos
Pl —28p—1=0, (2.10)

e a solugao desta equagao é dada por
1
p(s) = o [beos(V—2E s —sg) — 1],

onde b e sy sao constantes. Sem perda de generalidade, assumiremos que so = 0. Assumindo que p(0) =0
temos que b = 1, e assim

p(s) = —% 1—cos(vV—-2&5s)



O angulo F = v/—2& s é chamado anomalia excéntrica. Definimos um parametro auxiliar € > 0 através
da relacao

2 =_— (2.11)

e, usando € e a anomalia excéntrica, obtemos

p(E) =€*[1 —cosE] . (2.12)

Por outro lado, integrando a equacao (2.9) temos a equagao de Kepler

l=n(t—7)=FE —sinkE, (2.13)
onde n = }3 é chamado movimento médio e [ é chamado anomalia média. Consideramos o tempo de
passagem pelo pericentro como sendo 7 = 0.

A equacgdo (2.13) e a expressao (2.12) nos dao a posicdo dos primdrios em um tempo arbitrario t. O
principal problema aqui é a solucao da equagdo de Kepler. Observe que, se simultaneamente somarmos
e subtrairmos qualquer miiltiplo de 27 a ambos [ e E, a equagdo (2.13) nfo é alterada. Isto significa
que, dado I, podemos trazé-lo e analisé-lo apenas no intervalo —m <1 < 7. Assim, é suficiente analisar a
solucdo da equacdo de Kepler somente neste intervalo. Além disso, a equacdo é inalterada se [ e E s&o
simultaneamente trocados por —I e —F, respectivamente. Isto significa que E é uma funcao impar de [ e
portanto é suficiente resolver a equagdo quando 0 <! < 7. Quando !l =0,F =0e quando !l =m, F = 7.
Desta maneira, o problema é reduzido ao intervalo 0 < [ < 7. Fazendo o grafico de [ versus F, onde
0 <l <7, vemos que os valores de F também pertence ao intervalo 0 < E < . Assim, pelo Teorema da
Fungao Inversa, existe uma tdnica funcao E(I) tal que | = F —sin E, 0 < I < 7. Deste modo, vé-se que a
fungao E depende das varidveis t e €. Portanto, escreveremos

E =E(l) = E(t,e) :== E.(t) (2.14)
e segue que a equacao (2.12) pode ser vista da seguinte maneira
p(t) = € [1 — cos E(t)] . (2.15)

Observagao 2.2.1. Quando for conveniente escreveremos E(I) ou E(t/e®) ao invés de E.(t).

O seguinte lema mostrard importantes propriedades da anomalia excéntrica

Lema 2.2.2. A funcao anomalia excéntrica E € tal que

1. E(nt+kr) = E(nt) +kn , where k € 2Z,
OF. 1

“ ot T O cosE(D]

3 OE.  3[Ec(t) —sin Ec(t)]
" 0e e[l —cosEc(t)]

4. BE(=1)=—-E().



Demonstracdo: 1. Somando k7, onde k € 2Z a ambos E e | na equacao (2.13) se obtém
I+ kr = BE(l) + kr — sin(E(l) + k) (2.16)

Por outro lado, temos . . .
I+ kn=E(+kr)—sinE( + k) (2.17)

Mas, pelo Torema da Fungao Inversa, existe uma tnica fungao E(l) tal que l = E—sin E, para 0 < [ < 7.
Assim, concluimos que E(l + kw) = E(l) + kxn. Portanto, uma vez que I = nt segue que

E(nt+kr) = E(nt) + kn

2. ¢ 3. Diferenciando ambos os lados da equagao de Kepler (2.13) com respeito & varidvel ¢, obtém-se 2
e agora diferenciando a mesma equagao com respeito a € segue que

0 = 3e2[E(t) — sin E(t)] + 63%—6[1 — cos E(t)],

de onde concluimos 3.
Para provar o item 4, note que pela equacao de Kepler (2.13) segue que

—l = E(-l) —sin E(-1).
Por outro lado, escrevemos
—l=—-E()+sinE(l) = —E(l) —sin—E(l),

assim, analogamente ao item 1, concluimos que E(—1) = —E(I). |

Observagao 2.2.3. Gostariamos aqui de destacar os seguintes fatos:
(1) Observe que do Lema 2.2.2 item 1 concluimos que a fungo p(t), dada em (2.15), é 2me® periédica
em t. De fato, sabemos que p(t) = ¢2(1 — cos E(l)), assim usando o item 1 do Lema 2.2.2 segue que

p(t) = €*[1 —cos E(l)] = €*[1 — cos E(nt)] =
= e?[1 —cos(E(nt+27) — 27)] = €2[1 — cos E(nt + 2m)] =
=e?[1—cos E(n(t+ 2))] =

=p(t+ %’T)

(2) Note que do Lema 2.2.2 temos que E(kw) = km, onde k € 2Z. De fato, se t = 0, do Lema 2.2.2
item 1, uma vez que E(0) = 0, segue que E(kw) = kw. Observe que, deste fato, concluimos que se
t = kme3, onde k € 2Z obtém-se que E (t) = E(t/e®) = E(kr) = kr. Assim, por exemplo, se desejarmos
E(T/2) = km, onde k é um inteiro par devemos tomar T’ = 2kme>.

(3) Além disso, por (2.13), tem-se que a funcdo E.(t) ndo estd definida em € = 0 e assim, nem estd a
funcao p(t) dada em (2.15). No entanto, nés podemos extender de maneira continua a fungao p(t) em
€ = 0 definindo p(t) em € = 0 por lim._,g p(t) = 0. Note que, uma vez que (1 — cos E(t)) ¢ limitado,
podemos definir p(¢) em € = 0 deste modo.

InformacGes sobre o problema de Kepler com momento angular nulo ou nao nulo pode ser encontrada em
[41].



Capitulo 3

Método da Continuacao e solucoes
aproximadas

Neste capitulo descreveremos o Método da Continuagao Analitica, devido a Poincaré. Este método usa
fortemente o Teorema da Funcgao Implicita e, desta maneira, é necessario que a fungao em questao seja
diferencidvel em todas as varidveis. Contudo, existem problemas em que tal exigéncia ndo ocorre. Nestes
casos, o Método da Continuacao Analitica de Poincaré ainda pode ser aplicado, mas nesse caso usamos o
Teorema de Arenstorf, o qual nao exige tanta diferenciabilidade quanto o Teorema da Funcgao Implicita.
Falaremos deste caso na segao 3.2.

3.1 Meétodo da continuacao com dependéncia regular do parametro
de perturbacao

Nesta secao apresentaremos o Método da Continuacao Analitica, o qual foi introduzido por Poincaré em
[39]. Uma boa apresentagao dele pode ser encontrada em [44].

Considere um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem

ikak(t,X,P), k=1,---,n, (3.1)

com (t,X) = (t,z1, -+ ,2,) em um dominio D de R"*'\ P = (v,y1, -+ ,¥m_1) em um subconjunto
aberto Ade R™, e fr : DxA— R, k=1,---n. As varidveis t, X, P denotam, respectivamente, o tempo,
as coordenadas do espaco de fase e os parametros do sistema de equacgoes diferenciais. O Método da
Continuacao Analitica, devido a Poincaré, é um dos mais frequentes métodos usados para a obtencao
de Orbitas periédicas. A idéia deste método é usar uma solugdo periddica conhecida e, por pequenas
variagbes dos parametros e das condigbes iniciais, continué-la a outras érbitas peridédicas. Assumimos
que ou o lado direito do sistema de equagoes (3.1) sdo fungodes periédicas em ¢t ou que o sistema (3.1) é
auténomo. Se o lado direito de (3.1) sdo fungoes periddicas de periodo T, entdo as solugbes periddicas
desse sistema devem ter um periodo T tal que T/T, € Q. Se o sistema (3.1) for auténomo isto nao se
aplica.

Seja X(t,Xp,P) uma solugao do sistema (3.1) com condigao inicial X(0,Xq,P) = Xy. A solugdo
X(t,Xg,P) é uma solucao periédica de (3.1) com periodo 7 > 0 (aqui 7 deve ser necessariamente o
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menor perfodo positivo) se X(t + 7, X, P) = X(¢, X, P) para todo ¢t € R. Desta maneira, usando o
Teorema de Unicidade de Solugbes de um sistema de equagoes diferenciais (assumindo que ele possa ser
aplicado) nds temos que uma condicdo necesséria e suficiente para X(t, Xo, P) ser uma solugdo periddica
com periodo 7 é

X(0,Xp,P) = X(1,Xo, P). (3.2)

Seja X(t, X§, P*) uma solugao periédica do sistema (3.1) sobre um intervalo fechado I = {¢,0 <t < 7*}
com periodo 7* > 0. Vamos assumir que esta solucao nao é uma solugao de equilibrio e que o sistema
(3.1) é diferencidavel em D x A. Uma vez que X (¢, X, P*) é uma solugdo 7*-periddica, estas hipdteses
sdo satisfeitas para todo ¢t € R. Destacamos que se o sistema (3.1) for um sistema periédico de periodo
T., entdao 7* deve ser tal que 7*/T, € Q.

O Método da Continuagio Analitica consiste em: dada uma solu¢do 7*-periédica X(t, X, P*), encon-
trar valores 7, X préximos a 7%, X{, respectivamente, tais que X(t, Xo, P) é uma solugao periédica de
(3.1) com perfodo 7. Se esses valores puderem ser encontrados, entdo dizemos que a solugao periédica
X(t, X§,P*) pode ser continuada. Considere a funcao

ox (7, X0, P) =z (1, X0, P) — 1:2,, k=1,...,n.

Da condigao necesséria e suficiente para obtermos dérbitas periédicas (3.2), segue que X(¢, X, P) é uma
solucdo 7-periddica do sistema (3.1) se, e somente se, 7, X and P satisfazem as n equagoes

¢k(T7X05P):O7 k:17"'7na (33)
chamada equacdo de periodicidade. Portanto, para continuar uma solucdo peridédica X(t, X, P*) é
suficiente encontar solugées do sistema (3.3) com 7, X e P perto de 7*, X e P*, respectivamente.

3.1.1 Método de Continuagao para sistemas peridédicos

Assuma que (3.1) é um sistema periédico com periodo minimo T.. Como as solugdes T-periddicas de (3.1)
devem sempre satisfazer a condi¢do de comensurabilidade /T, € Q, X (¢, X{, P*) é uma solucdo periédica
com periodo 7 = g7 = pT,, onde p,q € Z,q # 0. Na continuacao da érbita peridédica X (¢, X5, P*) pode-
mos encontrar duas situagoes: o periodo da érbita continuada é igual ao da dérbita inicialmente conhecida
X(t, X§,P*), i.e., 7 = 7" ou o perfodo da érbita continuada é proximo de 7*, veremos que isso se resume
a escolher 7 como varidvel independente ou nao.

Periodo da érbita continuada igual ao da 6rbita inicialmente conhecida.

Neste caso procuramos solugoes de (3.3) que estdo préximas da solugdo conhecida X(t, X§, P*) com
periodo 7 = 7%, onde 7" = q7 = pT., com p,q € Z,q # 0. Em resumo, uma condi¢ao necessaria e
suficiente para X(t, Xg, P) seja uma solugao 7-peridédica do sistema (3.1), onde 7 = 7*, perto da solugao
X(t, X§,P*) é que Xp e P satisfacam as n equagoes

ok (7%, X0, P) =0, k=1,--- ,n. (3.4)
O teorema abaixo nos diz como a equagdes (3.4) podem ser resolvidas. Este teorema é uma aplicagio
direta do Teorema da Funcao Implicita.

Teorema 3.1.1. Assuma que (3.1) é um sistema periddico em t e diferencidvel em todas as varidvess.
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Seja X (t, X5, P*) uma solugdo periddica conhecida de (3.1) com periodo 7 > 0. Se

a¢1(7*aX07P) o 8¢1(T*,X0,P)
0z 0z9
det - : £ 0,
aqsn(T*;X(hP) . 8¢TL(T*7X0’P)
0xY 0x9,

|x0:x5 P=P*
entdo, existe uma dnica fungao diferencidvel Xo(P), definida em uma vizinhanga pequena de P*, tal que

X(t, Xo(P),P) € uma solugao T -periddica de (3.1).

Periodo da orbita continuada préximo ao da dérbita inicialmente conhecida.

Para este caso, o teorema correspondente ao Teorema 3.1.1, é descrito da seguinte maneira:

Teorema 3.1.2. Assuma que (3.1) é um sistema periddico e diferencidvel. Seja X(t,X§, P*) uma solugdo
periddica conhecida de (3.1) com periodo T > 0. Se o determinante da matriz

9¢1(1,X0,P)  0¢1(1, X0, P)  9¢1(1,X0,P)  9¢1(7, X0, P) 0¢1(7, X0, P)
or 29 oz | (9x2+1 o 0xf
O6n(1,X0,P)  3dn(r, X0, P) 06n(1,X0,P)  3dn(r, Xo0,Y) 9 (7, Xo, P)
or 829 oz _, 8z2+1 0xf lr—re o= Pop*
for diferente de zero, entao existem tnicas fungoes diferencidveis z9 = x}(P,z?),..., 2% | =x{_,(P,2?),
2 =xp (Pal), .. ah =x0(P,a}) e 7(P,z)), definidas em uma vizinhanga pequena de (P*, 2} ),

tais que X(t, Xo(P,2?), P) é uma solugio 7(P,29)-periédica de (3.1).

Observagao 3.1.3. Como o sistema (3.1) é T,-periddico, o periodo 7(P, z{) tem que satisfazer a condigao
de comensurabilidade 7(P,z?)/T. € Q. Pela demostragao do Teorema da Fungao fmplicita temos que a
funcdo 7(P, 2)) é continua, desta maneira podemos escolher P e 20 tais que 7(P, 2)) satisfaca a condigao
de comensurabilidade.

3.2 Meétodo da continuacao com dependéncia nao-regular do
parametro de perturbacao

Seja U um dominio aberto em R™. No caso em que a fungao f = (f1,..., f,) em (3.1) nao é diferencidvel
com respeito ao parametro P nao podemos aplicar o Teorema da Funcao Implicta, mas Arenstorf provou
um resultado que contorna este problema. A diferenciabilidade com respeito a P nao é necesséaria e ao
invés desta condigao, ele supde que a funcao ¢ satisfaz condigoes de regularidade. Mais precisamente,
o resultado de Arenstorf é conhecido como o Teorema do Ponto Fixo de Arenstorf, o qual enunciamos
abaixo e uma demonstragao pode ser encontrada em [3]:

Teorema B (Teorema de Arenstorf) Sejam W e V espagos de Banach com elementos X e P
respectivamente. Seja g um mapa do espago produto W xV em W, (X,P) — g(X,P) € W, e definido
para X em uma bola B* com centro em X = Xg € W e P em uma regigdo B de V' contendo P = 0, com
g(Xp,0) =X, e B* ={X e W| |X—-Xo| <a* o >0}. Se, para todo P € B, g € diferencidvel com
respeito a X € B* e

|IDxg(X,P)| < (" <= on B* x B,

1
2
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(onde a norma do operador linear Dxg(X,P) é a norma do sup) e se
a*
llg(Xo,P) — Xol| < 5 sobre B,

entao existe uma fungao X(P) com

g(X(P),P) = X(P), X(P) € B* for P € B, X(0) = X,.

Observe que nem continuidade de g em X, P juntos, nem continuidade de Dxg(X,P) é necessdrio aqui,
em contraste as hipoteses do Teorema da Funcao fmplicita. Aplicacoes do Teorema de Arenstorf foram
dadas por Cors em [14], [15] e Meyer e Howison em [34]. Eles mostraram a existéncia de 6rbitas periédicas
simétricas num problema de trés corpos restrito, ao contrario de outros resultados os quais geralmente
usam o método da continuagao analitica de Poincaré ou, mais precisamente, o Teorema da Funcgao
fmplicita para obter orbitas periddicas.

Observagéo 3.2.1. E possivel verificar através da prova do Teorema de Arenstorf ([3]) que se a fungao
g é continua em (X, P) entao a fungdo X(P) é também continua em P numa vizinhanca apropriada.

Através deste teorema pode ser visto que uma condicao suficiente para existéncia de solucao da equacdo
¢(X,P) = 0, em uma vizinhanca de X = Xy, P = 0 é que o determinante da matriz Dx ¢(Xy,0) nao
seja nulo e que algumas condigoes de regularidade sejam satisfeitas, como provaremos no seguinte lema,
o qual é uma aplicagao do Teorema de Arenstorf

Lema 3.2.2. Seja U um dominio aberto em R™ contendo Xo, V uma regigo de RF contendo P = 0.
Seja X €U, P = (W,y1, - ,yk—1) EV ed: U XV — R" com $(Xy,0) = 0, diferencidvel, para todo
P €V, com respeito a X € U, e Dx¢(0,0) ndo-singular. Assuma que existem constantes positivas b, c,d
ev < 1/4bc(db+ 1/2), tais que para X € U

1. |(DX¢(X0a0))71| < ba

2. |DX¢(X7P) - DX¢(X07O)‘ < C(HX - XO” + V)v

5. 6(Xo,P)| < dv.
Entao, existe uma fun¢io X(P) € U, definida para P € V' C V, tal que ¢(X(P),P) =0 e X(0) = Xo.

Demonstragao: Seja
d 1

" 2c(db + 1/2) b= Abc(db + 1/2)

*

e consideramos a fungao

g(X,P) = X — (Dx¢(Xo,0)) "o(X, P). (3-5)

Uma vez que, por hipdtese, ¢(X,P) é diferencidvel com respeito a X € U para todo P € V| nds temos
que g(X, P) é diferencidvel, para todo P € V| com respeito a X € U.
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Por hipdtese 1 e 2 temos

IDxg(X,P)[| = |I—(Dx$(Xo,0))" Dxo(X, P

IN

1(Dx$(X0,0)) || Dx¢(X, P) — Dx¢(0,0)]

IN

be([|X = Xol| +v) < be(a” +8) = 3,
considerando X € U e v tal que || X — Xg|| < a* e v < 3, aqui I representa a matriz identidade.

Por outro lado, pelas hipoteses 1 e 3, para v < (3 as seguintes desigualdades valem,

l9(Xo, P) = Xol| = |(Dxd(Xo,0)) " 6(Xo, P)| < bl < b = 0"

Portanto, g satisfaz as hipoteses do Teorema do Ponto Fixo de Arenstorf e existe uma vizinhanca da
origem V' C V e uma fun¢éo X(P) € U tal que ¢(X(P),P) =0 para P € V". |

Este resultado serd usado para mostrar a existéncia de érbitas periddicas no problema restrito eliptico
dos trés corpos com colisao nos casos: espacial, planar e isdsceles.

3.3 Aproximacgoes das solugoes do sistema perturbado

Considere a seguinte equagao diferencial )
Z=F(Z,t,c) (3.6)

ondeZceR", teR,ecR e
F(Z,t,€) = Fo(Z) + €'F1(Z,t,¢) + ¢ TF(Z, 1, €),
onde [ > 0,7 > 0.

Seja zo uma condicio inicial tal que Z©)(¢,zg) é uma solugio de Z = Fo(Z) que permanece limitada e
afastada das singularidades. Seja C C R™ uma vizinhanca compacta de Z()(t,2zy) sem singularidades
e sejam as funcoes Fo, €Fy, et F, continuas para Z € C, € € [0,¢1],t € R. Além disso, suponha que
Fo,F; e F,.| junto com todas suas derivadas com respeito a Z, sao limitadas em C por uma constante
positiva, digamos, ¢; independente de e. Assim, temos que Fy é Lipschitz com respeito a varidvel Z
com constante Lipschitziana co, digamos, uma contante cs. No que segue, a norma do maximo para
vetores v € R™ e a norma usual do supremo sobre a bola unitdria para operadores lineares serd usada.
Os préximos dois lemas, os quais sdo versoes, um pouco mais geral, dos encontrados em [15], mostram
que a solucdo da equagao (3.6) pode ser escrita como uma solugéo de 7 = Fo(Z) mais termos os quais
sdo de ordem €', e 0 mesmo é verdadeiro com relacdo a suas derivadas parciais com respeito as condicoes
iniciais.

Lema 3.3.1. Seja zg a condicdo inicial tal que Z(©) (t,z0) € uma solugdo de
7 =F(2)

a qual permanece limitada e afastada das singularidades. Seja Z(t,zo,€) uma solugdo do sistema (3.6)
com condicao inicial zg. Entdo € verificado que

Z(t,zo,€) = Z(O)(t,zo) + elZ(l)(t, Zo, €) + Z,(t, Zo, €),
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onde Z(l)(t, Zo,€) € a solugdo da equagdo variacional
ZW (t,29,€) = DF(ZO (t,20))ZY (t,20, €) + F1(Z O (t,20), 1, €) (3.7)

a qual € limitada sobre C com condicio inicial Z™M(0,2g,¢) = 0, onde DF(-) € a matriz cujas entradas
sdo as derivadas parciais de F' com respeito a varidvel Z, e Z,(t,zo,€) é O(é+*), onde s = min{l,r} em
um intervalo finito de tempo.

Demonstragao: Primeiro definamos Z (t, zo, €) = Z(t, zg, €) — Z(9) (¢, zo) e assim vé-se que Z(t, zg, €) —
ZO)(t,29) é O('). De fato, seja C a vizinhanca de Z(%)(t,z¢) dita anteriormente. Entdo, pelo Teorema
Fundamental do Célculo e pela desigualdade triangular temos

1Z1(t,20,€)l| - < Jy IFo(Z()) = Fo(ZO) (7)) [dr + € [y [F1(Z(7),7,€) + €' Fp(Z(r), 7, ) |ldr

< fot co||Z (20,7, €) — ZO(t,z0)||dT + €'y (1 + €7t

Aplicando a desigualdade generalizada de Gronwall (veja [21]) segue que

(&1

12 (t 20, 6)]| < (1 +€) (e — 1) < eley (3.8)

C2

para todo t € [0,7*], onde T*, c3 sdo constantes positivas e ¢1, ¢o sdo constantes ditas anteriormente.
Provaremos agora que Z,(t, %o, ¢) é da ordem de /7% isto é, O(¢!T*), onde s = min{l,r} e Z.(t, 2o, ¢) =
Z(t,z0,€) — ZO (t,z0) — € ZM(t, 20, €), com ZM(t, 2z, €) solucao de (3.7), onde ZM(0,29,€) = 0. Seja
§ tal que a bola de raio § e centro Z(%)(t,zg) estd contida em C para todo t € [0,7*]. Uma vez que
Z(t,zq,€) — ZO(t,20) é O(e), por continuidade com respeito s condicdes iniciais e parametros, existe
€ tal que se ||zg — z5| < ez temos que Z(t, 2z}, €) estd na bola de raio § e centro Z()(t,2zg) para todo
t € [0,7%]. Entao, podemos obter estimativas importantes estudando o comportamento de Fy em uma
vizinhanga de Z(%)(¢,z0). De fato, escreva o desenvolvimento de Taylor para Fy em torno de Z(©) (¢, ()
e use (3.8) para obter a desigualdade

IFo(Z(7),7) = Fo(Z2)(r),7) = DFo(Z) (1), 7)Zs(7,20,€)| < 3| D*Fo(Z(7),7) Z3 (7, 20, )|
+O(/1Z1(7, 20, €) )

< 62lC4.
(3.9)

onde ¢4 é uma constante positiva. Uma vez que F1(t,Z,€) e todas suas derivadas com respeito a Z sao
limitadas por uma constante independente de ¢, segue que F; tem derivada continua com respeito a Z.
Assim,

|F1 (7, Z(7),€) — Fi(1, ZO(7),€)|| < c5]|Z1 (7,20, €)|| < é'ce. (3.10)

onde c5 e cg sao constantes positivas. Por outro lado, pelo Teorema Fundamental do Caélculo e pela
desigualdade triangular temos

|Z,(t, 2z, ¢)|| < fg ||Z(7'7 Zg, €) — 7.0) (1,20) — €lZ(1)(T, Zg, €)||dT
< fot |Fo(7,Z(7)) — Fo(r,ZO (7)) — DF(ZO) (1,20))[Z1(T, 20, €) — Z1(T, 20, €)]+
[F1(1,Z(1),€) — Fi(1,ZO(7),€)] + éH"F (1, Z(7), €) ||dT.

Portanto, usando (3.9), (3.10) fica determinado que

¢
|Z,(t, 2o, €)]] < [C4t621 + cote? + clte”r] —|—/ c7|| 2 (t, zo, €)||dT
0
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e pela desigualdade generalizada de Gronwall, a desigualdade acima nos da

[04621 + cgel +Cl€l+r]

C7

1Z,(t, 20, €)|| < (eC7t —1).

Portanto, para todo t € [0, 7], segue que
HZT(t7 Zo, 6) H < CSelJrSa

onde s = min{l,r} e ¢y, cg sdo constantes positivas. Desta maneira, concluimos a prova deste lema.

O préximo lema mostra que estimativas semelhantes sao véalidas para as derivadas parciais de Z; e Z,
com respeito a Z.

Lema 3.3.2. Seja Z,(t,2q,¢) e Z1(t,20,€) como no Lema 3.3.1. Entdo, D,,Z,(t,29,¢) é O(é+*), onde
s=min{l,r} e D,,Z(t,zg,€) € O(e') para t € [0,T*].

Demonstragao:  Seja Zi(t,zp,€) como no Lema anterior. Entao, pelo Teorema Fundamental do
Célculo e por diferenciacdo de integrais (see [42], p. 236) segue que

t
D,y 74 (t, 20, €) :/ [DzF(Z)Dz,Z — DzFo(Z") Dz, Z"dr. (3.11)
0
Observe, uma vez que Z(t, zo,€) = yAS (t,20) + Z1(t,20,€) e F = Fo + ¢'F; + ¢ 7"F,. a expressao (3.11) pode ser
escrita da seguinte maneira

DyyZi(t,20,¢) = [[[DzF(Z)Dz,Z1 + DzFo(Z)Dz,Z) — DzFo(Z")Dz,Z") + € DzF1(Z) Dz, 2"

+e" Dz F,(Z) Dz, Z*)dr.
Assim, pela desigualde triangular, obtemos

1Dz, Z1(t 20, €)| - < [o[|D2F(Z)| || Dzo 21| + | DzFo(Z) — DzFo(ZV) + € DzF1(Z) + €¥7 Dz F 1 (Z)| || Dz, 2 |dr
< [y ID2F(2)| | Dz, Z|| + |D2F (Z) — DzFo(Z)| || Dz, 2|} dr.

Considere f(Z) = [DzF(Z)—DzFo(Z©))(Dz,Z?), desenvolvendo ela em série de Taylor, em torno de Z¥(t, zo),
e usando o fato que todos operadores envolvidos, assim como as derivadas de primeira e segunda ordem, sdo
limitados sobre a vizinhanga compacta C segue que

| DzoZ1(t,20,€)|| < [ esl|DzoZaldr + €[] codr
0 0

< fot cs||DzyZa||dT + coe't.
Usando a desigualdade generalizada de Gronwall segue que
1
D20 Z1(t, 20, €)]| < (et — 1) < cé!
C8
para todo t € [0,T"].

l+s)

A fim de provarmos que Dz, Z,(t,zo,€) é O(e'"°), escrevemos, como no Lema 3.3.1,

t
Z.(t, 20, €) :/ F(Z) — Fo(Z?) — é[F1(ZY) + DzFo (22 dr.
0
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Entao, diferenciando a integral acima e usando a expressiao dada para Z(t, zo, ¢) no Lema 3.3.1 obtemos

Dz,Z:(t,20,¢) = [,[DzF(Z)Dz,Z — DzFo(Z")Dz,Z") — ' DzF1(ZV) Dz, 2" —
€'[DzzFo(Z") Dz, 2. Z") + DzFo(ZV)Dz,2™"] dr
= [4[DzF(Z)[Dz,Z" + €' Dz,Z") + Dz,Z,] — DzFo(ZV)Dz,Z*) — € DzF1(ZV) Dz, Z”
7EZ[DZZF0(Z<O>)DZOZ(O)-Z(l) + DZFO(Z(O))DZOZ(l)] ldr

= [3[DzFo(Z")Dz,Z1 + M1 Dz,Z” + M2 Dz,Z,]dr,
onde
M, = DzF(Z) — DzFo(Z'”) — DzzFo(Z°)Z1 + €' [DzF1(Z) — DzF1(Z")] + 7" DzF.(Z) + DzzFo(ZVZ,)

e
My = DzFo(Z) — DzFo(ZY) + € DzF1(Z) + ¢ "Dz F,.(Z)

onde DzzF (p)h significa que DzzF (p)(h,-) : R" — R™ e DzzF(p) é a segunda derivada de F.
Desta maneira, segue que

1Dz Zn(t: 20, )| < fy ID2Fo(Z (7, 20)) Dzy Z1 (7, 20, €) || dT+

Jo UM [ D2y Z (7, 20) | + | Mo || Dz Zr (7 20, €) |} dr,

onde |B| = sup||Bzyl|, ||z|| =1=|y|, z,y € R" é a norma do operador bilinear continuo B o qual leva R"™ x R"
em R". Como DzF.(Z),DzF(Z) e DzzFo(Z(t)) sdo todos limitados, é claro que

M| < c12||Z — ZO|? + ers||Z — ZV) + € era + €T ers < cre T, (3.12)

e, analogamente
|Ma| < ci7]|Z — ZO|| + é'cis + €T erg < eagé (3.13)

Portanto, da expressdo dada acima para Dz,Z,(t, zo, €) e por (3.12)-(3.13) segue que

¢
1Dz 2 (6,20, )| € ene'*t + [ enll Dy (0,20,
0
e, usando a desigualdade generalizada de Gronwall

C21€l+5

HDZOZT(t, 20, E)” < (6022t - 1) < CQ3€Z+S.

C22

Portanto, o lema esta provado.
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Capitulo 4

O problema restrito espacial eliptico
dos trés corpos com colisao

Neste capitulo, descrevemos um dos problemas a pesquisar nesta tese, o problema restrito espacial eliptico dos trés
corpos com colisdo, no caso em que a terceira componente do momento angular é nao nula. Damos informagoes
sobre a dindmica da particula infinitesimal e apresentamos os subproblemas contidos neste.

4.1 Equacoes de movimento

O problema geral dos trés corpos consiste no estudo da dindmica de trés particulas, as quais se movem no espago
R3 de acordo com suas forcas mutuas de atracio gravitacional. Sejam m1, ma e ms as trés particulas no espaco
cuja posicdo dos vetores sdo ri, ro and rs, respectivamente. De acordo com a Lei da Gravitagdo Universal de
Newton, a forga de atracdo entre as particulas é Qmimjr;jz, where ¢,5 =1,2,3, r;; = ||r; —rj|| e G é a constante
de gravitacdo universal. As equagoes diferenciais do problema dos trés corpos sdo

mir; = %(rz — I‘1) + gr:%;nd (1'3 - rl)
Mais = 79";52”1 (r1—r2) + —gig;’” (rs —r2) (4.1)
mais = %(ﬁ —r3) + %(1‘2 —r3).

De agora por diante assumiremos, sem perda da generalidade, que G é uma constante unitaria.

A seguir consideramos um caso limite do problema geral dos trés corpos no espaco, nele a dinamica de duas
particulas mi, meo, as quais chamamos de primarios, é fixada de tal forma que seu movimento é um movimento
Kepleriano eliptico com colisdo, conforme Capitulo 2. Desta maneira, o problema limite (restrito) consiste em
descrever o movimento da terceira particula rs de massa infinitesimal ms = 0, sob a ag@o do campo gravitacional
criado pelos priméarios. Chamamos este problema por problema restrito espacial eliptico dos trés corpos com
colisao, veja a Figura 4.1. Escolhemos m1 = p e ma = 1 — p, onde p € (0,1/2] e consideramos as coordenadas
inerciais no espaco R® dadas por (z,y, z). Assumiremos que os primérios movem-se, por todo tempo, sob o eixo z
com o centro de massa fixado na origem do sistema de coordenadas. Assim, as equagbes de movimento do corpo
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infinitesimal sao

.o 1—
v= e {ri"‘?w + r%(f)}
= @ —y |t 4 lop
y= v [ri’(t) + r%(t)] (42)
s _ |p=21) (A—p)(z—22)
#= [ IR0 }
Onde 2 2 2 2 2 2 2
rit)= o +y +Ez-—zl) =2"+y" +(z— (1 —ppt))
(4.3)

r3(t) = 2 +y* + (2 2(1)? =2 +y7 + (2 + po())?,
com 21(t) = (1 — u)p(t), z2 = up(t) e p(t) satisfazendo a equagdo diferencial (2.7). Assim p(t) determina um

X

y
Figura 4.1: O problema restrito espacial eliptico dos trés corpos com colisao.

movimento eliptico com colisao 2we>-periédico em t (veja Observagao 2.2.3 item 1), onde € é definido por (2.11).

Denotando & = py, § = py € £ = p. o sistema (4.2) torna-se:

. I I

T = Pz, Pz = —T [7“'13(15) + ?"S’(t)i|

- b, = —y | =l 4 1=m

= b b= [+ ] (4.4)
. . u(z—2z1) (A—p)(z—22)

Z= Pz Pz= - { rif(t)l + r3(t) ) } ’

Observe que o sistema (4.2) é um sistema Hamiltoniano nio auténomo, 2me3-periédico em ¢, com 3 graus de
liberdade (de fato 3 graus e meio de liberdade), cuja fungdo Hamitoniana é dada por:

1 m 1—pn
@m0 = ol - [ 2+ 1ok (1.5

onde q = (z,y,2) e p = (Pz, Py, P-). Esta funcao é definida no espago de fase

Q= {(mvyvzapmapyvpzvt) € ]R7 / (x,y,z) # (0,0, (1 - :u’)p(t))v (a:,y,z) 5& (0,0,—Mp(t))},

os pontos excluidos de R” correspondem as singularidades do seguinte tipo:
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(i) Colisao tripla: z =y =0et =0 (mod 2me>).
(ii) Colisao binaria: (z,y,2) = (0,0, (1 — u)p(t)) e t # 0 (mod 27e®), entre as particulas m3 e m;.
(iii) Colisdo bindria: (z,y,2) = (0,0, —up(t)) e t # 0 (mod 2me®), entre as particulas ms e ma.

Desde que p(t) depende do pardmetro €, pois
p(t) = €2[1 — cos E.(t)], (4.6)

segue que o potencial Newtoniano associado ao problema restrito dos trés corpos espacial eliptico com colisao é
uma fungao que depende de (z,y, 2, t, €), a saber:

Viq,t,e) = — ® — 1-nw . .
) = T o P A—wB ) Vot rrCra@ AowB)

Consequentemente, as equagoes de movimento (4.2) podem ser reescritas como uma formulagdo mecanica, dada
por

él = —VV(q, t, 6)7 (4‘8)

onde VV é o gradiente de V' com respeito a q. Segue imediatamente da definicdo de F e V' as seguintes importantes
propriedades:

Proposicao 4.1.1. Suponha que € # 0, as sequintes propriedades sdo verdadeiras:

; 1
1. V(éq, € te) = = Viq,t,1),

2. VV(e?q, € t,e) = éVV(q,t, 1),

3. s(t) = % a(€®t) é uma solucio de § = —VV (s,t,1) se q(t) € uma solucio de § = —VV(q,t,¢€), e se s(t) €
€
uma solugdo de § = —VV (s, t,1), entdo q(t) = €’s(t/€®) € uma solugdo de § = —VV(q,t,e).

4. Se o momento angular de q(t) € ¢, entdo o momento angular de s(t) is ¢ =€ * c.

Demonstracdo: A fim de provar o primeiro item é suficiente observar que, de (2.13), E.(e¥t) = Ei(t), de
acordo com a notagdo descrita em (2.14). De fato, sabemos que a fungéo FE¢(t) é dada pela inversa da equagao
de Kepler (2.13) assim, se um novo tempo 7 é introduzido tal que 7 = €3t, segue da equacio de Kepler que

t=F—sinkE.
Assim, temos que E.(e’t) = Ei(t). O segundo item é trivial. O terceiro item é consequéncia direta do segundo
item, mas o provaremos com detalhes agora. Seja q(t) uma solugao de § = —VV(q,t,¢€) e
1
s(t) = = a(e’t). (4.9)

Diferenciando duas vezes a equagao (4.9) obtemos §(t) = €*§(€*t) = —e*VV (q(et), €%t,€). Assim,
§(t) = —€'VV(q(e®t), 3 €)

*64VV(€L2€2(1(€315), et €)
_ a(<®t)

= _VV(S(t)vtv 1)7
onde a penitltima igualdade segue do item 2. Agora, seja s(¢) uma solugdo de § = —VV (s, t, 1), e considere

q(t) = ’s(t/e%). (4.10)
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Portanto, diferenciando a equagao (4.10) e usando as hipéGteses segue que
t
a(t) = 1/€'8(t/e’) = —1/64VV(S(;3),15/637 1)

e assim,

q(t) —1/64VV(5(€%),t/e3,1)

= 7VV(€2S(t/€3)v t, 6)

= —VV(q(t), t, 6)

e desta maneira terminamos de provar este item.

O quarto item segue diretamente da definicdo do momento angular. |

Uma importante consequéncia desta proposicao é a seguinte:

Observagao 4.1.2. Se conhecemos uma solugdo do sistema § = VV(q,t,€), o qual depende do pardmetro e,
entdo pela Proposigdo 4.1.1 item 3 temos uma solugao do sistema § = VV(q,t,1), i.e.,, com €= 1. Além disso,
a reciproca também é vélida. Observe que se ¢(t) é uma solugdo T-periédica de (4.8) com algum valor pequeno
de ¢; entdo s(t) = q(e’t) é uma solugio T/e*-periddica de (4.8) com € = 1.

4.2 Subproblemas

E importante chamar a atengao sobre os subproblemas deste problema restrito espacial, os quais abaixo desta-
camos:

1. My = {(z,y, 2, ps, Py, P=) € R®|z = p, =0,y = p, = 0}, assim o sistema (4.4) é reduzido em 2 graus de
liberdade. Este sistema foi estudado por Lacomba e Llibre [24], e por Kaplan, Lacomba e Llibre em [23].
Observa-se que, neste caso, o corpo infinitesimal move-se sobre o eixo z e pode ter trés possibilidades: entre
0s primérios, a direita de mi, ou a esquerda de ms. Os autores chamaram este problema por problema
restrito retilineo eliptico dos trés corpos.

2. Sex = z = 0, entao y2+z% = y2+z§ = r? = 73 sempre que mi; = my = 1/2 j& que neste caso z2 = —z1.
Entéo, sob a condigio u = 1/2 o subconjunto M2 = {(z,, 2, pz, Dy, pz) € Ré|z = p, = 0,2 = p, = 0}
é invariante pelo fluxo da equagio (4.4). Neste caso, o sistema (4.4) é reduzido também em 2 graus de
liberdade. Alguns autores estudaram este problema, tais como Martinez e Orellana em [29] e Alvarez e
Llibre em [1], [2]. Veja que no sistema o corpo infinitesimal move-se sobre o eixo y e os primdrios sao
simétricos com respeito ao eixo y. Um dos trabalhos citados acima denominou este subproblema por
problema restrito isdésceles dos trés corpos eliptico colisional.

3. O conjunto M3 = {(2,9, 2, ps, Py, p-) € RSz = p, = 0} & invariante, se m1 = m2 = 1/2. Neste caso, o
sistema (4.4) é reduzido em 1 grau de liberdade. Nés estudaremos este problema no Capitulo 6. Observando
que a massa infinitesimal movimenta-se no plano xy e os primérios estdo sobre o eixo z, eles sdo simétricos
com respeito ao plano xy. Noés somente conhecemos alguns resultados deste caso, os quais sdo numéricos e
eles foram obtidos por Puel em [40] e por Ollé e Pasca em [38].

4. O conjunto My = {(z,y, 2, px,py, =) € R%ly = p, = 0} é invariante pelo fluxo de (4.4) para qualquer
massa dos primérios. Neste problema os primérios e o corpo infinitesimal movem-se no mesmo plano, i.e.,
no plano zz. Estudaremos este problema no Capitulo 5. Em [6] Broucke obteve algumas érbitas periédicas
para este problema usando argumentos numéricos.

Como podemos ver os casos definidos nos itens 1 e 2 tém sido estudados de forma bastante completa e nos
subproblemas 3 e 4 quase nada é conhecido sobre a dinamica destes problemas sob o ponto de vista analitico.
Enfatizamos que nesta tese temos como objetivo dar informacoes relevantes sobre a dindmica da particula in-
finitesimal no problema restrito elitipco dos trés corpos com colisdo, nos casos a saber:
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e Espacial, neste caso a particula move-se livremente no espaco R3. E, como foi dito no inicio do capitulo,
serd estudado aqui. Para nosso conhecimento, apds revisar cuidadosamente a literatura, nada é conhecido
analiticamente sobre a dinamica deste problema.

e Planar, o subproblema definido no item 4 no qual a particula infinitesimal move-se no plano zz. Até onde
sabemos este problema s6 foi tratado por Broucke em [6]. Ele, em seu trabalho, considera o caso planar em
coordenadas apropriadas usando a transformagao de Nechvile e desta forma obtém resultados numéricos
sobre a existéncia de algumas familias de 6rbitas periddicas simétricas.

e Isésceles, nele a particula infinitesimal move-se no plano zy de tal forma que a configuracao das trés
particulas é um tridngulo isésceles. Ressaltamos que Puel, em [40], usando a anomalia excéntrica como
uma nova varidvel tempo obtém, numericamente, érbitas peridédicas para este problema isésceles e além
disso, estuda a estabilidade de tais érbitas. Em [38] também se coloca o problema isdésceles em coordenadas
polares e considera-se o novo tempo como sendo a anomalia excéntrica. Tomando o momento angular como
parametro obtém-se, por continuagdo numérica, a existéncia de familias de érbitas peridédicas simétricas.
No Capitulo 6 desta tese descreveremos de forma detalhada e completa a dindmica deste problema. Em
quase todos os desenvolvimentos deste trabalho os argumentos sao analiticos.

4.3 Resultados preliminares

Nesta se¢do descrevemos alguns resultados basicos, que foi possivel a nds constatar, sobre o problema restrito
espacial eliptico dos trés corpos com coliséo.

4.3.1 Pontos de equilibrio

E claro de (4.4) que nio hé pontos de equilibrio no espaco de fase M.

4.3.2 Integral primeira

Seja R = SO(2) o subgrupo de SO(3) dado pelas rotagdes em torno do eixo z, entdo segue facilmente

Proposicao 4.3.1. O potencial V', definido por (4.7), € invariante sob o grupo R.

Como consequéncia,

Proposicao 4.3.2. A componente polar do momento angular, i.e., ¢ = xyy — xy € constante ao longo das solugdes
do sistema (4.4).

Demonstragdo: Derivando ¢ em uma solugao de (4.4) temos que

de ;
— =yi—x
dt Yy Y
assim substituindo as expressdes de & e jj dadas em (4.4), obtemos % = 0. |

4.4 O problema em coordenadas giratorias

Desde que o sistema (4.4) é invariante com respeito ao grupo R, para estudos futuros (veja subse¢ao 4.10.1),
é conveniente escrevé-lo em um sistema giratério. Considere um sistema simplético de coordenadas giratéria
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(&,m, ¢, pe, Py, pe) relacionado com o sistema fixo da seguinte maneira

cost sint 0

13 0 0 o0 x
n —sint cost O 0 0 0 Y
¢ o 0 0 1 0 0 O z
Pe - 0 0 0 cost sint 0 Da (4.11)
Dy 0 0 0 —sint cost O Dy
b¢ 0 0 0 0 0 1 D=
Assim, nessas novas coordenadas, a fun¢do Hamiltoniana (4.5) torna-se
(et _ L B, l-p
(@D, t.e) = SlIBII" = &pn +npe — | =+ ——|, (4.12)
1 T2

onde q = (&1,€), P = (pe, P, ) and 7f = €2+ + (¢ — 21(1))*, 73 = € + 1 + (¢ — 22(1))* (veja os detalhes em
[33]).

As equagbes de movimento nas coordenadas giratérias sdo dadas por

£= pet+n, pe= pn*£[§+“%;‘>},

T

n= pp—§& DPp= (4‘13)

|
|
s
ooy
|
3
—_
e
_l’_
>
W
i

Blom) (ku)f(sc—zw] )
1 2

(= p, e = *[

4.5 O problema em coordenadas pulsantes

Introduziremos coordenadas pulsantes a fim de fixar os primérios e, sem perda da generalidade, nés fixaremos um
deles na origem do sistema de coordenadas. Comegemos definindo

T Y z 1
u=—, v=<=, w=-—+4+2), 20 ==(Mm—m2)=—(1-—wu). 4.14
S =t ; = )=—(1-p) (4.14)

Agora, é possivel ver que as coordenadas dos priméarios mi1 e mo com respeito ao novo sistema de coordenadas
sao, respectivamente,

(0,0,0) e (0,0,—1).
Também verifica-se
ri=ppr and 12 = pp2,
onde p1 = Vu? +v2+w? e p2 = \/u2 + 02 4+ (w + 1)2. Introduzindo o reescalonamento no tempo

dt 2
— = 4.15
s (4.15)
a dindmica do corpo infinitesimal associada ao sistema (4.2) assume a forma
"no_ _ s (1—p)
v pu[1+Pi”+ P%]
V= —pv [—1 SRR @} (4.16)
P1 P2
W' = —p [,(w+(1,m)+%+%}’
1 2
onde ()’ significa derivar com respeito a s. Definindo o momento conjugado por
pu=1tu, pp=1, pu=1 (4.17)
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o sistema acima (4.16) assume a forma

= pu, pL= —pu[ 1+ +(1 u)]7
3
o= pe ke m [ o
P2
W= pu, D= —p [—(w+(1—u))+‘;—;”+<1u,>aﬂ}‘
1 2

e a funcdo Hamiltoniana associada ao sistema é

1 1 1-—-
H= H(U,’U,w,pu7pv,pw,3) = 7(p121 +p3 +Pi) - P {§[u2 +’U2 + (’LU + (1 - N))z] + ﬂ + 7#} . (419)

2 P1 P2

4.5.1 Solugoes homograficas

De acordo com Winter [52] as solugbes homogréficas de (4.4) corrrespondem as solugoes de equilibrio do sistema
(4.18).

Proposicao 4.5.1. No problema restrito espacial eliptico dos trés corpos com colisdo hd dois tipos de solugoes
homogrdficas, a saber: colinear e equildtera.

Demonstragao: Os pontos de equilibrio de (4.18) sao dados por u = 0 ou p% + up}f‘) =1lewv =0 ou
1 2
s Ul ] (w4 (1 — p)) + L2 4 Ummdwtd)
P P2 P P2
Se u = v = 0, a terceira relacao implica que
1-— w+1
St (1 -+ Ao mwr) (4.20)

[[w]? [[w + 1]

Assim, nés subdividimos a anélise em trés casos:

1. w>0,
2. —1<w<DO,
3. w< —1.

Procederemos a analisar somente o primeiro caso, porque a andlise nos outros casos ¢ similar. Neste caso, as
solugdes homograficas sdo dadas pelos zeros da fungao

Flw) = 7(w+(1fu))+%+H. (4.21)

Facilmente verifica-se que f é uma funcdo decrescente para w > 0. Como f — 400 quando w — 07 e f — —o0
quando w — 400, segue que f possui um tdnico zero ws. Consequentemente, neste caso, a solugdo homografica é
dada por (u =0,v =0,w = w.).

No caso nao colinear, i.e., u # 0 ouwv # 0, devemos ter 1 = “3 +15#. Darelagio —(w-+(1— u))—o—‘“"—l—M 0
2 P2

segue que p; = p2 = 1, i.e., a configuragdo é um trlangulo equllatero Além disso, tem-se que os pontos da
configuragao equilatera sao da forma (u,v, —1/2), tal que u® +v* = 3/4. |

Observacgao 4.5.2. Nas coordenadas originais, as solu¢des homograficas colineares sao dadas por

z(t) =0, y()=0, =2(t)=(w«+1—p)p),
e as solugoes homograficas equildteras correspondem a

z(t) = ux p(t), yt) =wv. p(t), 2z(t) = (1/24 u) p(t), de tal forma que u> +v> = 3/4.

As solugbes homogréficas sao solugoes particulares do problema, e elas se caracterizam por manter ao longo do
tempo a mesma configuragao inicial.

24



4.6 Simetrias

Nesta segdo indicaremos as simetrias do sistema (4.4) e como elas podem simplificar o problema de encontrar
orbitas periddicas desse sistema.

Pelo Lema 2.2.2 item 4, se tem que E(—1) = —E(l). Uma vez que cos(E(—1)) = cos(—E(1)) e | = t/¢> verifica-se,
facilmente, que a equagdo de movimento (4.4) possui, sempre que p = 1/2, as seguintes simetrias:

I : (xayazapimp’yapz;t) (xvy7z7p17py7pz;t)

—
Si: (x7y7zvaapy7p2§t) - ( —Y, =%, =Pz, Py, PZ; _t)
S2t (2,9,2,P2, Py, P=5t)  —  (=,9,2, P, =Py, =Pz, —1)
S3: (x,y,z,pz,py,pz;t) - (xafyvzvfpwapyvfpza t)
54: (x7y7zvaapy7p2§t) - (—1’7 —Y, —2,Pz, Py, Pz; t)
S5 : (x7yvzsz7py7p2§t) - (—ZZ, —Y,2,Pzx, Py, —Pz; t)
S6: (m,y,Z,pz,py,pz;t) - (7'2: Y, —2, Pz, p’y’pz’ t)
St (2,9, 2,02, Py, P=3t)  — (2,9, 2, =Pz, —Py, —Pz; —t) (4.22)
Sst (,9,2,P2,Py,P25t)  — (Y, =2, —Pa, —Py,Pz; 1) ‘
Sgl (l‘ yvzypzapyvpz;t) - (7x57y5277p17 —Py,P=; )
Slo: ( T,Y, 2, Pz, Py, Pz ) - (m,—y,—Z,pz, —Py, —Dz; )
Si1t (2,9, 2,pa, Py, P23t) = (=T, Y, 2, —Da, Py, D=3 t)
S12 : (JS Y; 2, Pz Py, Pz; ) - (CE, 7y527prvfpy7pz;t)
513: ( Z,Y, 2y Pxs Py, Pz; ) - (—Ly,—z,—pz,py,—pz;t)
Sia: (2,9, 2,pa, Py, P23t) = (T,Y, =2, Pa, Dy, —D=3 t)
—

(7'235 —Y, =2, =Pz, —Py, ~Pz; t)
Observagao 4.6.1. 1) Observe que a t-varidvel nas simetrias acima foi introduzida somente para dizer que esta
simetria é reversa no tempo ou direta no tempo, conforme for o caso. Assim, por exemplo, se

o(t) = (x(t), y(t), 2(t), p=(t), Py (t), P=(t))
é uma solucao de (4.4), escreveremos
S1(e(t) = (2(=t), —y(=t), —2(=1), =p=(=t), py (1), p=(—1)).
2) As simetrias S, S3, S5, S7, So, S11 € S12 existem para todo valor de p € (0,1/2].

Sl5 : (xay7zap17py7p27t)

As simetrias em (4.22) podem ser interpretadas da seguinte maneira:
Lema 4.6.2. Seja ¢(t) uma solugdao do sistema Hamiltoniano (4.4), entdo $;(t) = Si(¢(t)) € outra solugdo do
sistema (4.4) para cada i € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,...,15}.
Demonstragao: Provaremos somente este resultado para a simetria Si porque os outros sao semelhantes.
Precisamos verificar que, se ¢(t) = (z(t), y(t), 2(t), p=(t), py(t), p-(t)) é uma solucao de (4.4), entao

@(t) = (‘T(_t)v _y(_t)7 _Z(_t)v _pm(_t)vpy(_t)vpz(_t))
também é uma solugao (4.4) se m1 = mao, ie., p=1/2. E bastante observar que

W = pa(—t) = —x(-t) {rgl(/ft) + rffl(/ft)} = —x(-t) {7":131(/*275) + rgl(/ft)} , analogamente

dpy(—1) ) 1/2 1/2 1/2 1/2
" = —py(—t) = y(-1) + =—(=y(=t) | 53—+ :
di Y r3(—t)  ri(—t) ri(=t)  r3(-1)
dp-(=t) _ _. (—t) = [1/2@( H-z1(=t) | (/22 t))] _ [_1/2<z(—t>—z1(—t)) _ 1/2(z(*t)*zz(*i))}
dt P- I(—0) 73— ) ()
_ [1/2( 2(=H)=(a)(=0) | A/2)(==(-0=(= zz)(—t))} _ [1/2( 2(—)=za(=t) 4 1/2=2()=z (= t>>}
3(—1) 3 (—t) 3(—1) 73(—1)
_ [1/2( 2ot)—z (=) | /D=t —za(= t))]
7‘1( t) 7‘2( t)
porque, quando my = mg, é verificado que z1(—t) = —za2(—t). [ |
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o I | S | Sy | 83| S4 | S5 | S¢ | S7 | Ss | So | S0 | S11 | S12 | S13 | S14 | S15
I I | Sy | So | S5 | Se | S5 | S| St | Ss| So | Swo]| S| Si2| Sz | Sia | Sis
St || St I | Si5| S| S| S3| S | Swo|Si2| S| St | Se| Ss| S5 | Sz | S2
Sy || S2 | Sis | I | Sg | Sio| Si2 | Sia | S| Siz| Sz | Sy | Sz | S5 | Sg | S | S1
Sz || Sz | Sia| So | I | Siz | S| S5 | Si2| S| S| Ss | S5 | St | Sa| S| Se
Sy || Sy | S11| Swo | Siz| I | Sia| Si2|Sis5| S | Ss | S| St | S | S3| S5 | St
Ss || S5 | Siz | Si2 | Sin [ Sua| I | S| So | Sis| S7 | S | Sg | S| Sy | Si | Ss
S || Se | So | S1a | S5 | Si2|Swo| I | Sz | S| S| Ss | S| Sa| S| S2| S3
Sy |l S7 | Swo | S | Si2 | Sis | So | Sz | I | S| S5 | Sy | S| S5 | S¢ | Sg | S
Sg || Sg | Si2 | Siz | Swo | So | Sis | S | S| L | Sy | S3 | Se | Si| S| S| S
So || So | Se | S3 | Sa | S | Sz | St | Ss | Sy | I | Sz | Si2| S| Swo | Si5 | Sia
S0 || S0 | Sz | Sa | Ss | S2 | Se | S5 | S1 | Sz | Sz | I | Si5 | Swa| So | Si2 | Su
Sii || Sit | Sy | Sy | S5 | S1 | Sz | Sg | Sz | S | Si2 | Sis| I | Sg | Sia | Sz | S
Si2 || Si2 | Ss | S5 | St | Se | Sz | Sy | Sz | Sy | S| S| So | I | S5 | S| Si3
Si3 || Si3 | S5 | Sg | Sa | Sz | S1 | Sy | S¢ | S2 | S| So | S| S5 | I | S| Si2
Sia || Sia | Sz | Se | S1 | S5 | Sa | Sz | Sz | Sy | Sis | Sz | Siz | S| S| I | So
Sis || Si5 | S2 | S1 | Se | S7 | Ss | Sz | Sy | S5 | Sia | S | Siwo | Sz | Sz | So | [

Tabela 4.1: Grupo Abeliano das simetrias do problema restrito espacial eliptico dos trés corpos com
colisao.

As simetrias em (4.22), juntamente com a composigao de fungoes, denotada por o, forma um grupo abeliano onde
a operagao composicdo, o, age de acordo com a Tabela 4.1. A simetria I denota a identidade.

Da Tabela 4.1 deduzimos o seguinte

Proposicao 4.6.3. As simetrias do problema retrito espacial eliptico dos trés corpos com colisao (4.4), com
w=1/2, forma um grupo Abeliano de ordem dezesseis, i.e., um grupo isomorfo & Zg X Za X Za X Zs.

Observe que a simetria S; é uma reflexdo com respeito ao plano z z, seguida por uma reversao no tempo e por
uma reflexdo com respeito ao plano xy, ou pode ser vista como uma rotagao de 180° em torno do eixo x seguida
por uma reversao no tempo. A simetria S2 é uma reflexdo em torno do plano y z seguida por uma reversao no
tempo. Estas simetrias podem ser exploradas de maneira similar como em [14], [34], e [43] para obter érbitas
periédicas. Descreveremos na préxima proposi¢do como algumas simetrias do sistema (4.4) podem ser usadas
para encontrar érbitas peridédicas deste sistema.

Observacao 4.6.4. Analisaremos a seguir algumas relacoes sobre a fungao E(t). Tais relagoes nos permitirao
controlar a posigdo dos primarios quando a particula infinitesimal passa pelos subconjunto invariantes e, princi-
palmente, para satisfazer a condicdo de comensurabilidade para dérbitas periddicas, uma vez que nosso sistema
é periédico em t. Pela Observacao 2.2.3 vé-se que para E(T'/4) = IAWr7 onde k é um inteiro par, devemos tomar
T = 4kre®, desde que estamos considerando um sistema 27me® periédico. Analogamente, para E(T/2) = kr
(l; € 27), devemos ter T = 2kme. Observe que, com esta escolha de 7', a condicdo de comensurabilidade é
satisfeita imediatamente, no sentido que 7/27¢® é um ndmero racional.

Observacao 4.6.5. Dois subconjuntos importantes de R®, que usaremos fortemente, a fim de conseguir solucoes
periédicas para o problema restrito espacial eliptico dos trés corpos com colisdo e algums subproblemas sao

Ll = (:C>070701py7pz)7 x7py7pz S R>
(4.23)
L2 = (an7zvpl‘7050)7 ?J:Z?pz € R

Com um certo abuso de notagdo, sugerimos ao leitor olhar as simetrias descritas em (4.22) somente como fungao
da posicao e da velocidade, i.e., (q,p). Assim, os subconjuntos L1 e L2 podem ser vistos como subconjuntos
invariantes ou, mais precisamente, subconjuntos cujos pontos sdo fixados pelas simetrias S; e Sz, respectivamente.

A proposigao abaixo, devido a Birkhoff, facilita a construgao de drbitas periddicas.
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Proposicao 4.6.6. Seja o(t) = (z(t),y(t), 2(t), p=(t), py(t), p=(t)) uma solugdo do sistema (4.4) e E(t) a fungao
definida em (2.13). Entdio,

1. Assuma que my = mg ou g = 1/2. Se (y(0),2(0),p=(0)) = (0,0,0), i.e., ¢(0) € L1 e E(0) =0 e se
(y(T/2),2(T/2) pr/Q) (0,0,0), i.e., p(T/2) € L1, onde (y(t),z(t),p=(t)) # (0,0),0 < t < T/2, e
E(T/2) = krn, onde k é um inteiro par, entio o(t) é wuma drbita periédica com periodo T. Chamaremos
estas drbitas de drbitas periddicas S1-simétricas do problema restrito espacial eliptico de trés corpos com

colisao.

2. Para cada p € (0,1/2] fizado. Se (x(0),py(0),p-(0)) = (0,0,0), i.e., p(0) € L2 e E(0) = 0 e se
(2(T/2), py(T/2),p-(T/2)) = (0,0,0), i.e., ¢(T/2) € La, onde (a(t), py(t),p:(t)) # (0,0),0 < t < T/2,
e E(T/2) = km, entdo ¢(t) € uma Jrbita periddica de periodo T. Chamaremos estas drbitas de drbitas
periddicas Sa-simétricas do problema restrito espacial eliptico de trés corpos com colisdo.

3. Assuma que m1 = ma ou p = 1/2. Se (x(0),py(0),p-(0)) = (0,0,0) ,i.e., ©(0) € Ly e E(0) = 0 e se
(y(T/4), 2(T/4), po(T/4)) = (0,0,0), ice., p(T/4) € L, onde (y(t), 2(8), pa(t)) # (0,0),0 < t < T/4,
e E(T/4) = km, entao ¢(t) € uma Jrbita periddica de periodo T. Chamaremos estas drbitas de Jrbita
periddica S1 — S2-simétricas, ou simplesmente duplamente simétrica do problema restrito espacial eliptico
de trés corpos com colisdo.

Demonstragao: As provas destes resultados sdo muito semelhantes, assim provaremos somente o item 1 e
o item 3. A idéia principal é usar a simetria S; e seu subconjunto fixo invariante em R®, a saber Li, e logo
conhecendo a metade da érbita conseguimos a solugdo completa. Assim, podemos pensar em ¢(t) como uma
solugdo definida no intervalo [0,7/2] e pelo argumento de simetria construiremos a outra metade, a saber:

s = {2 se t€[0,7/2],
0= { g(t) =S10¢(T—1t) se te[T/2,T] (4.24)

Pela hipétese é verificado que @(t) estd bem definida, i.e., ¢(0) = ¢(0). Por outro lado, ela é uma curva fechada,
pois ¢(T/2) = @(T). Agora, a conclusao segue do Lema 4.6.2, da Observacao 4.6.4 e pela unicidade das solugoes.
Com respeito ao item 3 é suficiente definir

o(t) se ¢t €[0,7/4],

(S1op)(T/2—1) se t€[T/4,T/2],
(1) = (1.25)
(S20S10¢)(t—T/2) se te[T/2,3T/4],

(S20p)(T —1t) se t € [37/4,T).

Para o sistema em coordenadas giratérias temos resultados andlogos. De fato, as equagdes de movimento (4.13)
sao invariantes pelas seguintes simetrias:

(57 =, _C> —P¢, Py P¢; _t)
(_€> m, C7p§a —Pn, —P¢; _t)

Si: (6m, G pe, Py pit)  —
-

Sz (5,777C7P§>pmpc§t)

isto é, se
@(t) = (&(1),n(t),C(t), pe(t), pn(t), pc(t))

é uma solucao de (4.13), entao

(=&(=t); n(=1), C(=1), pe(—t), =py (=), —pc (1))

(5(_t)7 —W(—t)» _C(_t)v _pé(_t)apn(_t)apC(_t))

também sdo solugdes de(4.13).
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Nestas novas coordenadas, os subconjuntos L; e L2 definidos anteriormente assumem a formas:

i’l = (57070707]97771)@)7 §7p7]7p( S R7

E2 = (07n7<’p€7070)7 /'77C7P§ e R'

Nao ¢ dificil ver que também os pontos destes subconjuntos sdo fixados por Sy e S’g, respectivamente. Em
coordenadas giratérias, temos assim um resultado semelhante a Proposigao 4.6.6.

Proposicao 4.6.7. Seja ¢(t) = (£(¢),n(t), {(t), pe(t), py(t), pc(t)) uma solugdo do sistema (4.13) e E(t) a fun¢ao
definida por (2.18). Entdo

1. Para mi1 =ma, se (n(0),¢(0),p¢(0)) = (0,0,0), i.e., $(0) € Li e E(0)=0ese
(n(T/2)7<(T/?)>p§(T/2)) = (07070)7 i.e., @(T/Q) € L1, onde (n(t)7C(t)ap§(t)) # (07070)70 <t < T/2
e E(T/2) = krm, entao $(t) é uma solugdo periddica de periodo T. Estas drbitas sdo chamadas drbitas
periodicas S -simétricas do problema restrito espacial eliptico dos trés corpos com colisdo em coordenadas
giratorias.

2. Para cada p € (0,1/2], se (£(0),p ( ),p¢(0)) = (0,0,0), i.e., $(0) € Ly e E(0) =0 e se
(&(T/2),pn(T/2),pc(T/2)) = (0,0,0), i.e., (T/2) € L2, onde (§(t),pn(t),pc(t)) # (0,0,0),0 < ¢ < T/2
e E(T/2) = krm, entao $(t) é uma solugdo periddica de periodo T. Estas drbitas sdo chamadas drbitas
periodicas So-simétricas do problema restrito espacial eliptico dos trés corpos com colisdo em coordenadas
giratorias.

3. Para m1 =ma, se (£(0),py(0),p¢(0)) = (0,0,0) ,i.e., $(0) € Lo e BE(0) =0 e se
(n(T/4),C(T/4),pe(T/4)) = (0,0,0) , i.e., (T/4) € La, onde (n(t),((t),pe(t)) # (0,0,0),0 <t < T/4
e BE(T/4) = kr, entdo ¢(t) é uma solucio periédica de periodo T. Estas érbitas sdo chamadas érbitas
periddicas S1 — S2- simétricas ou, simplesmente, duplamente simétrica do problema restrito espacial eliptico
dos trés corpos com colisGo em coordenadas giratorias em coordenadas giratdrias.

Demonstragao: A prova segue de maneira similar & Proposi¢ao 4.6.6. |

4.7 O problema como uma pertubagao do problema de Kepler

O sistema (4.4) pode ser escrito como uma pertubagao do problema de Kepler, onde o pardmetro perturbador
é ¢, o qual foi definido em (2.11). Mas, uma vez que E.(t) (veja Observagio 2.2.3 item 3) néo estd definido em
e = 0, segue que nao estd também definida a fungdo Hamiltoniana (4.5). Desta maneira, a andlise é um tanto
mais delicada porque as técnicas padrao, tais como, expansao em série Taylor, ndo podem ser aplicadas. Para
obter uma expansao do sistema (4.4) em € usaremos os polindmios de Legendre (veja mais detalhes [47] pp.102).
Consideremos as seguintes expressoes para as distancias r1 e r2, descritas em (4.3)

= HQH\/l —2wcos S +w?, ra = ||Q\|\/1+2w cos S + w2,

onde cos S = ﬁ ew = H H =(1- ﬂ)rpn Assumimos que H—p” < 1, assim podemos expandir usando os
q
polinémios Legendre 1/r1 e 1/r2 como uma série de poténcias na varidvel w (para mais detalhes acerca desta
expansao veja [47]).
Desta maneira, obtemos:
1 — ;
— 1+ZP]'(COSS) (w)’
n el |
e
1 - ;
2 Tl 1+ZPj(-COSS) (w)J:|
T2 °
Jj=1
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onde Pj(cos S) é o j-ésimo polinémio de Legendre descrito por

@) (G0 e JG DG =2 —3) s
Fibd =5 (X o)X T 2aei-nEi-3) +)

Em particular, segue que

Py(cos ) = 1, Py(cos) = —3 cos 0 + 5 cos® 0,
Pi(cosf) = cos 0, Py(cos) = 3 — 13 cos® 6 + 32 cos* 0, (4.26)
Py(cos) = —2+2cos®0, Ps(cosf) =L cos® — 2 cos® 0+ 22 cosb.

Ambas séries associadas & 1/r1 e & 1/r2 sdo convergentes para |w| < 1 (see [47]). Usando esta expansao, a fungao
Hamiltoniana (4.5) torna-se

H"(q,p,t,€) = Ho(q,p) + ¢ H{'(q,p, t,€) + ¢ HY (q,p, t,€) + " H (q, p, t, ) (4.27)
onde | H2
P 1
Ho(a,p) = 5~ — — (4.28)
2 llall
1 — cos Ec(t)] cos S
HE(apt,6) = —(1— ) (2 — 1) ”q”(Q JJeos S (4.29)
- 2 ;s 2
Hj(q,p,t,¢€) :,(1,@2[1 COSE;(t)] < S S) (4.30)
llall 2
e 3 3
—cos E¢ —3 cos 5 cos
HE(@ ot =~ = 1)(1 = o0 (Shemmspnents) W)
(1 — ) Lo B (315 co52(S) 4 32 cos(8)) + O(e).

Observe que Ho(q, p) é o Hamiltoniano do problema de Kepler e que as fungdes Hamiltonianas HY'(q, p, t, €),
HY(q,p,t,€) e H(q,p,t,€) sdo limitadas pois, por hipdtese, ﬁ =(1- ,u)”—p” <1
q q

Lema 4.7.1. As fungées eHY (q,p,t,¢€),eHY (q,p,t,€) e eH! (q, P, t,€) podem ser definidas de maneira continua
em e = 0.

Demonstragdo:  As fungdes HY(q,p,t,¢€), HY (q,p,t,€) e H!(q,p,t,€) ndo estdo definidas em € = 0 pois a
fungao E.(t) ndo o estd, mas sdo limitadas quando e tende & zero por causa do termo cos E¢(t). Desta maneira,
podemos definir eH}{'(q, p,t,€), HY(q,p, t,€) e eHF(q, p,t,€) ou extendé-las para todo € > 0 da seguinte forma

cH{'(q,p, ,€) se €70,

n _
cHi(a,p.t,€) = { lime_0 eH{'(q,p,t,e) =0 se e=0,

eHY(q,p,t,€) se €#£0,

n —
6I{2 (Cl:pvt,ﬁ) - { lime_o EHé“(q’pytye) =0 se €= 0,

el (q,p,t,¢) se €#0,

m —
EHT‘ (qap7t76) - { lime_o 6H,H(C[7p7t76) =0 se e=0.

Observagio 4.7.2. Pelo Lema 4.7.1, as fungdes e2H{'(q, p, t,¢), €' HY(q,p,t,€) e ¢ H"(q,p, t,€) sio continuas
com respeito & € > 0 e, é facil ver que estas fungdes sdo continuas com respeito a (q, p,t) para todo q # 0, p e t.
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Usando polinémios de Legendre, a fun¢ao Hamiltoniana (4.12), i.e., o problema restrito espacial eliptico dos trés
corpos com colis@o em coordenadas giratérias, pode ser escrita da seguinte forma

H"(8,D,t,¢) = Ho(&, P) + € H' (4, B, t,¢) + € HY (4, D, t,€) + € H (&, P, 1, €) (4.32)
onde )
o ; 1
Ho(q,p,t¢) = el Epn + Mpe — 77 (4.33)
2 llall
A A a 1 —cosE(t cos S
A (@ Botie) = —(1 - (2 — = ZleonS, (4:3)
I 1 —cos Ec(t)]? —1+43cos? S
H;(Cbp,t,é) = _(1 - IL)2[ 3 ( )] , (435)
lall 2
e
ket A~ ~ —COos € 3 — O COS S COS3 S
(@Bt e) = —(2u—1)(1 — ) LBl (oo Ssost 8 (1.36)
(1 — “)47[17(;2335 ) (g -1 cos?(9) + 2 cos4(5')) + O(eY).

onde cos S = ﬁ ew=(1—p) HZ}H = H{)II . Observe que o termo £p,, — npe, o qual aparece no Hamiltoniano Ho,
q q q

é a terceira componente do vetor momento angular G da particula.

As funcdes H" (&, p, t,€), HY (4, D, t,€) e H'(&, P, t, €) sdo limitadas porque, por hipétese, z1/||@|| < 1. Por razdes
semelhantes ao caso das coordenadas inerciais, as fungoes € H1 764H Lo SHF podem ser definidas de maneira
continua em € = 0.

4.8 O problema em variaveis de Poincaré-Delaunay

A fim de continuar érbitas periédicas do problema de Kepler para € > 0, estudaremos as equagbes de movimento
(no sistema de coordenadas inercial e giratério) em varidveis convenientes. Para nosso objetivo, aqui consider-
aremos as variaveis de Poincaré-Delaunay, as quais sdo transformacgoes simpléticas. Introduzimos as variaveis de
Poincaré-Delaunay com a seguinte escolha (veja mais sobre estas varidveis em [5], [48] )

AZ

Figura 4.2: Os elementos orbitais e as variaveis de Poincaré-Delaunay.

Q= l+yg, b= L,
Q2= —+/2(L-G)sin(g), P.= +/2(L—G)cos(yg), (4.37)
QS - h7 P3 = H.
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onde L = v/a, H = Gcosi (i.e., H é a terceira componente do momento angular G); a é o semi-eixo maior
da 6rbita; G é o momento angular; ¢ a inclinacdo do plano orbital com respeito ao plano de referéncia xy; [ é
anomalia média, a qual coincide com a anomalia verdadeira f quando assume valores miltiplos de 7 ou quando a
orbita é circular; g é o argumento do pericentro, medido a partir da linha do nodo ascendente e h é a longitude do
nodo ascendente, medido a partir do eixo x se consideramos o sistema de coordenadas inercial ou medido a partir
do eixo £ se consideramos o sistema de coordenadas giratérias (por abuso de notacdo quando utilizarmos estas
variaveis de Poincaré-Delaunay considerando o sistema de coordenadas giratérias dado em (4.11) pensaremos a
varidvel Qs ainda por h, mas medido a partir do eixo £. A rigor terfamos que definir Qs por il, onde h +t = h,
mas, por abuso de notacao, consideraremos h como sendo um h medido a partir do eixo £. O restante das variaveis
tem a defini¢io mantida. Para maiores detalhes veja Apéndice 7.4.

Estas varidveis sao véalidas sobre drbitas circulares, as quais ocorrem quando L = G e, note que L = G corresponde
a Q2 = P» = 0 na escolha (4.37) das varidveis de Poincaré-Delaunay.

A fungdo Hamiltoniana (4.27) (coordenadas inerciais) nas varidveis (4.37) torna-se

H"(Q,P,t,c) = Ho(Q,P) + € HY'(Q, P, t,¢) + ' H{ (Q, P, t,¢) + "H/'(Q, P, t,¢) (4.38)
com Q = (Q15Q27Q3)7 P= (P17P27P3)7
1
2 p?
e
cos S
1—cosE.(t)]? / =1+ 3cos®S
HP P _ —(2u — 1)(1 — 3 [L—cos Ee(t)]3 —3cos S+5cos® S
1Q,P,te) = (2p ) M) Tal? 2 (4.42)
—cos B ()]* [+ 5 35 .
— (1 — )t B B (515 052 (8) + 22 cos*(S)) + O(c*).

onde a expressdo da ||q| e cos® S sdo dados no seguinte lema.
Lema 4.8.1. As expressies da ||q|| e cos® S nas varidveis de Poincaré- Delaunay (4.37) sio

(G? — P3)sin® ¢

cos® S = 2

lall = P2 (1 — [ecos gcos Q1 + esin gsin Q1] + [e cos gsin Q1 — esin g cos Q1]2>,

onde e é a excéntricidade da drbita e g € o argumento do pericentro, o qual nas varidveis de Poincaré-Delaunay
(4.37) sao dados por

. \/ (Q3 + P)(4P — (@3 + F3)

1P?
e
cosg:L, sz’ng:f&,
V@3 +P; V@3 +P;
assim,

esing = — Qz\/QPl—%(Qg—i—PQZ), ecosg = P2\/2P1—%(Q§+P§).

1 1
VA, ViR

2 2
O momento angular G € dado por, G = P; — @ e € o dngulo v =g+ f, onde f € a anomalia verdadeira.
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O angulo 1, nestas varidveis, tem a forma

P =Q1+ 2<[ecosgsinQ1 — esingcos Q1] + [ecos gsin Q1 — esin g cos Q1][e cos g cos Q1 + esingsian])
1 . . . . . .
+§ [ecosgsin Q1 — esin gcos Q1] + [ecos gsin Q1 — esin g cos Q1][e cos g cos Q1 + esin g sin Q1]

(ecosgcosQl + esingsin Q1 — [ecos gsin Q1 — esin g cos Q1]2>.

2_ p2)¢in?
Demonstracdo: Aqui provaremos que cos> S = w. O restante da prova pode ser encontrado no
Apéndice C.
P ~ . z R . . .
No comeco da Segao 4.7, vimos que cos S = W Por outro lado, vé-se que z = ||q||sinysini (veja essa
qa

demonstragdo no Apéndice D), onde 7 é o angulo de inclinagao do plano orbital com respeito ao plano de referéncia,
o qual consideramos como o plano zy. Assim,

cos S = sin 4 sini,

desta maneira ,

P2
cos® S = sin® ¢ sin” i = sin® (1 — cos®4) = sin® ¢ (1 — G—‘Z) ,
desde H = Gcosi e H = P;. A expressio da G segue de (4.37). De fato, Q3 + P7 = 2(L — G). Assim,
2 2
G—p _2th
2
|
- 1
Agora provaremos a afirmagao Ho(Q,P) = ~5pa Sabemos que
i
Ilpl* 1
Ho(a,p) = g =€
2l

é a funcao Hamiltoniana do problema de Kepler no espago. Assim, aplicando a mudanga simplética dada pelas
coordenadas polar esféricas r, 9, ¢

z=rsindcosy, y=rsindsing, z=rcosv

cujo momento conjugado é dado por

pr=7 po =14 Do = r? sin” 9, (4.43)
a fungdo Hamiltoniana Hy torna-se
1/ 5 1 5 1 2 1
Ho = = - — Z =h. 4.44
"= 3 (pT + 2 be * r2 sin? ﬂpw r ( )

O vetor momento angular G é dado por
G = (—7"219 sin g — r2(,b sin ¥ cos ¥ cos p, 729 cos ¢ — r2(,b sin ¥ cos ¥ sin ¢, 7“2<;’§sin2 9),

assim, usando (4.43) segue que

2
Py
sin? 9

1GI = & = /(r29)2 + (r2sin09)2 = /52 +

Consequentemente, temos que (4.44) pode ser escrita da seguinte maneira

1(,,6 G° 1
5(’”72)‘;—5'
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Assim, pf:ZE—i—%—%z e desde que a=—3-e L=,/a segue
1 1 2 1 1 1
H(QP) == (-—+2) 2= =
o(Q.P) 2( L2+r) r 202 2p?

Escrevendo a funcao Hamiltoniana (4.32) nas varidveis de Poincaré-Delaunay (4.37) temos
H"(Q,P,t,¢) = Ho(Q,P) + ¢ H{(Q P, t,¢) + ' HY (Q P, t,¢) + H(Q, P, t,¢)

onde Q = (Q1>Q27Q3)7 P= (P11P27P3)a
1

HO(Q7P) = _ﬁ - B,
e ~
- cos S
Hf(Q7Pvt7€) = _(1 - M)(Qu - 1) HQHQ [1 — COs EE(t)L
N 1—cosE.(t)? [ —1+3cos®S
QP 1,6) = —(1 — ) L o8 Bell)]
llall 2
ks —COSs 3 —J COS S C053 S
HEQP ) = (2 — 1)(1 — p)? el (=conSibeos? 5

4, 5 N 5
—2(1 — u)‘l% <% — L cos?(S) + 2 cos4(S)) + O(eh).

onde as expressdes de ||§]| e cos® S sdo descritas a seguir.
Lema 4.8.2. As expressoes de ||§| e cos? S nas varidveis de Poincaré-Delaunay (4.37) sdo

(G? — P3)sin® ¢

COS2 g = G2

lal = P2 (1 — [ecos gcos Q1 + esin gsin Q1] + [e cos gsin Q1 — esin g cos Q1]2>,

onde e € a excentricidade da orbita e g € o argumento do pericentro, o qual
nas varidveis de Poincaré-Delaunay (4.37) sao dados por

e_w%+ﬁMH%%+@D

4P?
e
cosg = 12 sing = — 92
V@i + P} V@i + P}
assim,

1 1 1
3 _ - 2{:) _ = 2 2 - _ -
esing \/5 1Q2\/ 3 2(Q2+P2), ecosg \/Q )

1
P2\/2P1 - 5@+ Ff).

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

2 2
O momento angular G € dado por, G = P; — % e € o dngulo v =g+ f, onde f € a anomalia verdadeira.

O angulo 1, nestas varidveis, tem a forma

P =Q1+ 2<[ecosgsinQ1 — esingcos Q1] + [ecos gsin Q1 — esin g cos Q1][e cos g cos Q1 + esingsinQﬂ)

1
—|—§ ([e cosgsin @1 — esingcos Q1] + [ecos gsin Q1 — esin g cos Q1][e cos g cos Q1 + esin g sin Q1]>

(ecosgcosQl + esingsin Q1 — [ecos gsin @ — esin g cos Q1]2>.
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Demonstragdo: A prova segue de maneira andloga a prova do Lema 4.8.1.

As varidveis de Poincaré-Delaunay fazem mais facil a localizacdo da particula infinitesimal no espaco. Nas
proposicoes abaixo daremos condigbes suficientes para que a particula teste se encontre nos subconjuntos in-
variantes L1 ou L2 e nos subconjuntos invariantes L; ou Lo.

Proposicao 4.8.3. Seja Q = (Q1,Q2,Q3), P = (P1, P2, P5) definido em (4.37). A restrig¢ao

(1) Li: Q1 =0(mod7), Q2=0, Q3=0(modr),

nos dd pontos no subconjunto invariante L1 ou L.

(2) L2:Q1=7% (modnm), Qs3=0(modm), P:=0,

nos dd pontos no subconjunto invariante La ou Lo.

Demonstragdo: Desde que Q1 =0 (mod7), Q2=0, Q3= 0(modm), pela definigdo (6.40), temos que
l+g9g=Fkim, ki€Z,

g=kom, kao€Z ou L=G

h =ksm, ks €Z.

Uma vez que h = ks, a interse¢do do plano orbital com o plano de referéncia ocorre no eixo x. Se [+ g =
kim, k1 € Z e g = kam, k2 € Z segue que | = (k1 — k2)m. Assim, como [ é um miltiplo de 7, segue, pela equagao
do centro,
1 s, d 2. 13 3 . 4

f—1l=(2e—- 1° )sinl + 2¢ sin 21 + 12¢ sin31 4+ O(e"), (4.50)
(a qual é uma série de senos, veja mais detalhes em [41], p. 78) que | = f, onde f é a anomalia verdadeira.
Pela definicao de g obtemos que o pericentro esta localizado no eixo x, podendo estar no semi-eixo positivo ou no
semi-eixo negativo, desde que ki1 seja um inteiro par ou {mpar, respectivamente. Como f = (k1 — k2)7 e f é um
angulo (anomalia verdadeira) medido a partir do pericentro, obtemos pontos que estdo ou sobre o pericentro ou
sobre o apocentro. Desta maneira, estes pontos sempre estarao localizados no eixo x. Observe que as particulas no
pericentro ou no extremo oposto ao pericentro (apocentro) partem com velocidade ortogonal ao eixo que contém
o pericentro. Desta maneira, a condigdo sobre as velocidades é satisfeita e assim obtemos pontos no subconjunto
invariante Li. Se os outros casos ocorrem, i.e., l+¢g = kim e L = G, segue, pelas defini¢des de L e G, que estamos
em uma Orbita circular e assim todos os pontos tém velocidade ortogonal com respeito ao eixo que contém o
?pericentro”. Além disso, sobre Orbitas circulares, temos que | = f. O angulo g ¢ indefinido (porque ndo hi
pericentro), entretanto o Angulo k17 nos dé a posigdo da particula. Este dngulo é medido a partir da linha dos
nodos (eixo z). Desta maneira, obtemos pontos que estdo localizados sobre o eixo z e, uma vez que a condicao
sobre a velocidade é satisfeita naturalmente, temos que estes pontos estdo no subconjunto invariante Li. A prova
para o caso giratério (L1) segue de maneira andloga. Para provar o item (2) usamos argumentos semelhantes aos
do item (2) estes dados aqui. |

4.9 Solucoes periddicas obtidas como continuacao de é6rbitas Ke-
plerianas circulares

Nosso objetivo nessa secao é obter solugoes periddicas para o problema restrito espacial eliptico dos trés corpos
com colisdo como continuagao de érbitas Keplerianas circulares. Usaremos as varidveis de Poincaré-Delaunay com
as equagoes de movimento em coordenadas inerciais. Esta escolha nos proporcionou achar érbitas Keplerianas, a
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serem continuadas, sobre o plano orbital xz, ou seja, cuja inclina¢do do plano orbital é de 90°. Adiante, veremos
que usando as varidveis de Poincaré-Delaunay com as equagdes de movimento, agora em coordenadas giratérias,
conseguiremos 6rbitas Keplerianas, a serem continuadas, sobre um plano orbital com inclinagdo qualquer. Estas
solugoes periddicas obtidas como continuagdo de érbitas Keplerianas circulares estdo classificadas de acordo com
sua simetria. Primeiramente, obtemos orbitas periddicas duplamente simétrica, ou seja, érbitas periddicas que
possuem as simetrias S e Sa, depois as que possuem a simetria Ss e finalmente as que possuem a simetria S;.
Uma vez que as idéias para os trés casos descritos aqui sdo semelhantes, faremos o caso das drbitas periddicas
duplamente simétrica com detalhes e nos outros casos omitiremos certos detalhes.

Como a simetria S1 é usada, restringiremos & m1 = mg or u = 1/2. O sistema Hamiltoniano nao auténomo, nesta
situacao, assume a forma

- y, — —x|_L1 4 1
= Pz Pz = 2 [r§<t) + rg(t)] )
. B _ _y 1 1
Yy = py7 py - 2 [r%(t) + ’“g(ﬂ] bl (4 51)
5 s _1|(z=z1) (z—22)
z = pza pz — 2 |: 'r:f(t) + r%(t) ]
cuja funcao Hamiltoniana, obtida a partir de (4.27), para u=1/2 é
H(q,p,t,¢) = Ho(q, p) + € Hi(q,p, t,€) + < Hr(q, p, t, ©) (4.52)
onde | HQ
P 1
HO(qa p) = EERTPITES
2 llall
de (4.30) temos
_ 2
Hi(a,pots) = 13 0) = o S con o), (4.59)
e finalmente, de (4.31), segue que
4
R C D—cosE) (3 15 .o 3 .
H,(a,p,t,€) == H,'"(q,p,t,€) = T eqf \8 4 cos” (S5) + g cos (S) ) +0(). (4.54)

A fim de obter érbitas periédicas duplamente simétricas, consideraremos as equagdes de movimento (4.51) nas
varidveis de Poincaré-Delaunay (4.37). Assim, o sistema (4.51) assume a forma

Z = F(Z,t,e) = Fo(Z) + 'F1(Z,t,€) + €F,(Z, L, ¢€), (4.55)

onde Z = (Q1,Q2, Q3, P1, P2, P3), com

Fo(Z) = (P %,0,0,0,0,0), (4.56)
Fi(Z,t,6) = 0H, O0H, OH: 78H1 78H1 7(9H1
1 s by - 8P1 ) 8P27 8P37 6@1’ aQQa 3Q3 )

onde, H; é dada em (4.53) e, como vimos no Lema 4.8.1,

Q3%+ P}

(G* — P3)sin® ¢
) 2 )

cos? S = ez

GG:P17

e, finalmente
0H, O0H, 0H, O0H, OH, 8HT)

Fr(z7t7€) = (BPl ) 6P27 8P3 7_8Q17_8Q27_8Q3

com H, descrita em (4.54). Pensamos q e 1 como fungdes de Z e suas expressoes sdo dadas no Lema abaixo.
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Lema 4.9.1. As expressoes de ||q|| e ¥ nas varidveis de Poincaré-Delaunay, obtidas em série de poténcias em
torno de Q2 = 0, Py = 3_1/3,P2 =0, sdo dadas por

lall =523 +s2Qasin Q1 — s V2 Pycos Q1 + 25 V3 (P, — s V/3) 4+ s71/3Q2 cos® Q1+
%5_1/6Q2(P1 — 8_1/3) sin Q1 =+ 28_1/3Q2P2 sin Ql cos Ql + (P1 — 5_1/3)2 — %S_I/G(P1 — 8_1/3)P2 cos Q1—|—

s~12 P sin® Qi+ O(I1 X,

P =Q1 4 2P2sY5sin Q1 + 2Q25Y% cos Q1 —
gsl/gQg cos Q1 sin Q1 + %51/3P2Q2 c0s2Q1 — Qas'/*(Py — s71/3) cos Q1 —

P251/2(P1 — 5*1/3)51n Q1+ ngsl/S sin Q1 cos Q1 + O(|| X ||?),

onde X = (AQa2, AP1, APs) = (Qa, P1 — s~/ ).
Demonstragao: Veja Apéndice C.

Observagao 4.9.2. Verifica-se que as expressoes de ||q|| e ¥ (coordenadas giratérias) nas varidveis de Poincare-
Delaunay sao as mesmas que nas coordenadas inercias.

Observagao 4.9.3. Escolhemos escrever as expressoes de ||q|| e 1 em série de poténcias em torno de Q2 = 0, P =
sV3 Py =0, pois, mais adiante, trabalharemos em vizinhangas de érbitas periédicas Keplerianas yAS) (t,zp), cuja
condi¢do inicial zg possui Q2 = 0, P = s73 Py = 0. As expansbes acima sao convergentes numa vizinhanca
pequena de Z(© (t,z0), pois todas as fungdes envolvidas sdo analiticas.

Por sua futura importancia, no lema abaixo destacaremos as expressdes das equacgoes diferenciais relativas & Q3
e P3 em (4.55).

Lema 4.9.4. As equagdes diferenciais com respeito a Qs e ¢ P3 em (4.55) sdo

~ 6 sin? [1—cos E ()] —30sin? [1—cos E(t)]* 140 sin? 9 [1—cos E(t)]* . p? .
= b (64[ e ] +68{ ek + He e (Sm%* g sin’ ¢>} +0(612)>

P;= 0.

Demonstracdo: Pelo desenvolvimento usando polinémios de Legendre é facil ver que os termos de ordem e*

em H, sdo dados por poténcias cada vez maiores de ||q||, 1 — cos Ec(t) e pelos termos relativos aos polinémios de
Legendre, P;, onde j € 2N, isto é,

_cos 4 5 1 — cos E(t)]°
Hy(Z,t,e) = —W (2 — L cos?(S) + 22 cos’(9)) + 64WP6(COS S)
_ 8
+ €8 Mps (cos S) + (9(612)7

512|qlf®
onde Pj(cos S),j € 2N sdo constituidos por um termo constante e por poténcias pares de cos S. Sabemos que,

_ aHO 46H1 + 88Hr

Q) =55+ ap, T ap,

onde
0Hy

oP;

(4.57)
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OH1 _ 6Ps[1 — cos Ec(t)]? sin® ¢

opPs 8G2(|q] ’

e

OH, [1 — cos E(t)]* 15 0 2 35 0 4 4[1—cos E.(t)]° 8

Z =2 | - — e 2 — (P,
8P3( ,t,€) T6]al" 1 9P, (cos®(9)) + 8 P, (cos(9)) | +e 64llal® 9P, (Ps(cos S))
s [1 — cos Ec(1)]® 0 0 12

+ € 512]alP P, (Ps(cos S)) + an(O(E ).

Desde que cos? S = (G27P§2) sin” y and Pj(cosS),j € 2N sdo contituidos por um termo constante e de poténcias

pares de cos S, temos que

OH, 1 — cos E.(t)]* P; . G* - P2 . P .
T&(Z’t’e) = _W (30@ sin? o) — 1% ((TS) sin? ¢) G—zsm2 w) + PsO(e*).

Assim, substituindo estes termos em (4.57), segue que

S 4 [ 6sin? ¥[1—cos E.(t)]? 8 | —30sin? [l—cos E(t)]* |, 140sin? p[l—cos E(t)]* ( . o P2 . 5 12
@ P3<6 e e B [ GilalG? T 13sG2]al sin® ¢ = g sin®y ) | + 0@ |

Com respeito & equagao de Pg, temos pelo Lema 4.8.1 que as expressoes de ||q|| e cos? S nao dependem de Qs.
Logo, as fungoes HY', HY e HF, para todo u € (0,1/2], em particular para p = 1/2 também ndo. Desta maneira,
a equagao diferencial relativa a Ps, Ps, ¢ identicamente nula, isto é, o fluxo do sistema Hamiltoniano gerado pela
funcdo Hamiltoniana (4.38) é invariante com respeito P; = Q3 = 0. Assim, terminamos a prova deste Lema.

Notemos que o espago da fase do sistema (4.55) é dado por

Q3+ P

Q:{(ZJ,e)GRGXR XR|PL#0,P # 5

,q#O}-

4.9.1 Continuacao de solugoes periédicas duplamente simétricas

Aqui obteremos solugoes periddicas S1 — Sz-simétricas ou simplesmente duplamente simétrica (por simplificagao)
para o problema restrito espacial eliptico dos trés corpos com colisdao como continuagao de érbitas Keplerianas
circulares duplamente simétrica.

Seja z; = (Q%, Q%, Q%, Pi, Pi, Pi) uma condigdo inicial descrita nas varidveis de Poincaré-Delaunay (4.37) e seja
7 (t,2;) uma solucio associada ao sistema )
7 = Fo(Z), (4.58)
assim, segue que
1 i N i pi pi i
Z2°(t,2;) = <Wt+Q17Q27Q37P1vP27P3) (4.59)
1

é a solugdo do problema de Kepler (4.58) com condigéo inicial z;. A fim de continuar uma érbita Kepleriana
circular de (4.58) para o sistema (4.55) (sistema perturbado) consideramos uma solugao conveniente do problema
de Kepler com condigao inicial zg em L2 quando ¢ = 0. Assim, pela Proposigao 4.8.3 item 2 e Observacédo 4.6.4,
z4 deve ser da forma

* 1 * . * *
Zy = ((m+§)ﬂ—7Q25.77r3P1507P3) com E(O) :07

onde m, j sdo inteiros que, sem perda da generalidade, tomamos 0 ou 1 e Q3, Py, P35 sdo constantes a serem
determinadas. Portanto, em particular, para z; = z$ (4.59) assume a forma

2(1,75) = (@ (1), (1), Q" (1), P (1), FS(1), P () = (P{)~t + (m + 5)m, Q3. 4, P70, P). (4:60)

37



Agora nés impomos que esta solugdo seja duplamente simétrica. Para isso, usando as Proposigdes 4.6.6, item 3
e 4.8.3 item (1) é suficiente resolver em ¢t = T'/4, o sistema de equagdes

Q\(T/4, ) PP 4 (m+ Hr =p7
(T/a,25) = Q5 =0
O(T/4,25) = jn —ir

onde p e i s@o inteiros. Observando que a segunda equacgao é satisfeita por Q5 = 0 (com esta escolha Z<O)(t, Zy)
é uma soluc¢ao circular do problema de Kepler (4.58)), a terceira equagio implica ¢ = j e, pela primeira equagao,
obtemos T/4 = (p —m — 3)w(Pr)®. Fazendo (P;')”® = s, onde s é uma constante real positiva e escolhendo um
valor conveniente de p = m + m + 1, onde m € N temos que

T m+ 7

—:Q,MGN,seR% (4.61)

4 s
Observe que, a principio, temos liberdade na escolha de P;. Mas, por razdes que serdo esclarecidas adiante,
escolhemos P35 = 0. Pela Observagio 2.2.3 item 2 e Observagdo 4.6.4, necessitamos que £(0) = 0 e E(T/4) = k,
onde k é um numero inteiro par. Assim, devemos tomar

T = dkmeé®. (4.62)

Combinando (4.61) e (4.62), segue que
=12
onde € = % Como devemos ter k& um inteiro par, decidimos escolher k um inteiro positivo e s tal que

5 1
(+3) coN. men seR,. (4.63)

Observe que, para obtermos a condigdo (4.63), é suficiente fazer s = (m+1/2)(25) !, onde § € N. Resumindo, ob-

tivemos uma 6rbita periédica circular duplamente simétrica do problema de Kepler (4.58) de raio s7%/3 Jocalizada
no plano zz, com perfodo 7' = 873, § € N. Esta érbita é descrita por (4.60) e satisfaz

Z9(0,25) =25 € L2 e ZO(T/4,23) € L.

Seja € C RS uma vizinhanca compacta de Z(® (t,z5) sem singularidades e z{ tal que yAQ (t,zH) permanece limitada
e afastada das singularidades (para isso é suficiente tomarmos P; suficientemente grande). Desta maneira, o
seguinte lema é possivel

Lema 4.9.5. As funcées Fo(Z), ¢* F1(Z,t,€) e ® F.(Z,t,€), juntamente com todas as suas derivadas com respeito
a Z, sao continuas na vizinhanga C.

Demonstragao: E f4cil ver que a funcédo Fo é continua em C. As funcdes ¢* F; e 8 F,. sdo definidas para todo
(Z,t,€) € Q e sao continuas em C, pois sdo fungdes racionais em Z e os termos ||q|| e sin sdo funcdes continuas
em C (veja Lema 4.9.1). Com respeito as varidveis € para € # 0 e t, estas fungoes sao claramente continuas. Para
ver isto, é suficiente observar que o termo cos E¢(t) é uma fungao continua em ¢ e em ¢, para € # 0. Observe que
para e = 0, pela Observacio 4.7.2, definimos as funcoes ¢* F1 e €€ F, em € = 0 de tal maneira que sio continuas
em € = 0. Assim, temos que Fo,e* F; e €8 F,. sdo continuas em C. Com relacio as derivadas dessas funcdes com
respeito & Z, desde que Fo, ¢*F; e ¢®F, sio fungdes racionais com respeito & Z e os termos ||q]| e sin® tém todas
as derivadas continuas (veja Lema 4.9.1), segue que existem todas as derivadas de Fo, €*F1 e F, com respeito
a Z em C e estas derivadas sdo continuas. |

Pelo lema acima, dada a solugao Z<0)(t, z5) do sistema (4.55) e uma vizinhanga compacta desta solugao, C, temos
que Fo, ¢*F; e F, junto com todas as derivadas com respeito & Z sao limitados em C. Em particular, desde que
Fo é C! segue que Fy é Lipschitz em C (nés podemos restringir a vizinhanga compacta se necessirio). Desta
maneira, podemos usar as estimativas obtidas nos Lemas 3.3.1 e 3.3.2, descritos no Capitulo 3.
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Mantendo as notagdes anteriores, procederemos com o estudo do sistema perturbado (4.55) e, deste modo procu-
ramos por condigdes iniciais em uma vizinhanca de zj do tipo

- ~1/3
Zo = ((m—|— 1)” AQ2, g, (%;/2) + APl,O,APs)

tal que a solugao Z(t, zo,€) de (4.55), com € # 0 suficientemente pequeno, seja uma érbita periédica duplamente
simétrica. Note que zo = z5+ (0, AQ2,0, AP, 0, AP3) e, pelas definigoes de Q2, Pi e Ps vemos que esse acréscimo,
entre vérios casos, pode significar, por exemplo, um acréscimo na terceira componente do momento angular, H,
e um acréscimo em L, ou seja, um acréscimo na posigao.

E claro das hipéteses que Z(0,20) = 2o € L2 e a solugio do problema de Kepler (4.58) com condicao inicial 2o
é dada por

_ , 1 o
ZO(t,20) = ((s7° + APY) St—l—(m—i—g)mAQ%jms Y3 4 AP0, APs),

onde s = 1 + 1/2(25)7". Pelo Lema 3.3.1 temos que a solugdo Z(t, zo, €) de (4.55) é dada por

Qi1(t,z0,€) = (s7'3+AP)t+ (m+ H)m+ QM (t,20,€) + O(%)
Q2(t,zo,e) = AQ2+ 64Q;1)(t, Zo, €) + O(ES)
Qs3(t,zo,€) = j7r+e4Q§;1)(t, Zo, €) +O(€8)
(4.64)
Pi(t,zoe) = s 34+ AP +PY (¢ 20,€) + O()
Py(t,zo,€) = 0+ PV (t,20,€) + O(e®)
Ps(t,z0,€) = AP+ P (t,z0,€) + O(¥),
onde ZM (t,20) = (Q1M(t,20), QS (¢, 20), QS (¢, z0), P{M (t,20), PV (t, 20), PV (L, 20)) 6 dada por
ZWV(t,20) = Z(t, 20) /t Z7'F (1,29, e)dr (4.65)
0
e Z(t,zo) é a matriz .
2 = 208 |,

Pelas Proposicgoes 4.6.6, item 3 e 4.8.3 temos que as condicoes de periodicidade para obter uma solugao periédica
duplamente simétrica do problema restrito dos trés corpos espacial eliptico com colisdo sao

Z(0,20,€) € L2, E(00) =0 e Z(T/4,20,€) € L1, E(T/4) = kx, k€ 2N.

Tomaremos T como na subsecdo anterior, i.e., T/4 = 275,5 € N. Assim, a segunda restri¢do na condic¢do de
periodicidade é equivalente a

Q1(§,zo,e) =(m+m+ ), Qz(%,zo, €) =0, Qs( 1 Zo, €) = j. (4.66)
Definimos ¢(X, €) = (¢1(X, €), p2(X, €), #3(X, €)) onde
B1(X,€) = Q70,6 = (m+ 1+ Dm, 62(X,) = Qal,70,0), 65(X,6) = Qal70,€) =
X = (AQ2, AP, APs). Assim, as equagoes que devemos resolver, para € # 0, as quais s@o chamadas de equagoes

periodicidade, sao

p1(X,e)= (s +AP) 25— (m+ D+ QM (T, 20,6) + O(F) =0,
P2(X,€) = AQ2 + QS(T20,6) + O(F) =0, (4.67)

¢3(X,6) = QY(Z,z0,¢) + O(eh) =0.
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Primeiramente, provamos que ¢(0,0) = 0 e, entdo, desde que algumas condigoes de transversalidade sejam
satisfeitas, o Teorema de Arenstorf pode ser aplicado para obtermos X tal que ¢(X, ¢) = 0 para valores pequenos
de e. Observe que a funcdo ¢(X, €) nao é diferencidvel com respeito a e devido a presenca do termo sin (aT/463)

nos termos de ordem €* e em le)(T/ZL7 Zo, €) (veja prova do Lema 4.9.6 abaixo), onde « é um inteiro positivo.
Assim, nao podemos usar o Teorema da Fungao Implicita para resolvermos as equagodes (4.67), uma vez que a
diferenciabilidade da funcao com respeito a todas as varidveis é requerida. Veremos, no lema abaixo, que a fungao
¢3(X, €) pode ser definida em € = 0 de tal maneira que seja continua em e para qualquer Xo fixado. Isso nao
garante sua continuidade com respeito ao conjunto completo de varidveis, mas, no entanto, esta ultima condigao
néo é pedida como hipétese no Teorema de Arenstorf. Com relagdo as fungdes ¢1 e ¢2 também podemos defini-las
em € = 0 de maneira tal que elas sejam continuas em €. Isto pode ser visto na Observagao 4.9.7 abaixo.

Lema 4.9.6. Seja Qél)(t,zo,e) dado por (4.65), i.e.,

*OH
3tz = | G5 (R 20 (120, 9dr,

entao

T
(1) z . 15AP; /T Sin2 wd o 5
3 (47Z076) - 8G2 0 Hq||3 T+ (6 )

Demonstragao: Sabemos que

1 (—1+3cos’S)

z
H(Q,P,t)=— [1 —cos Ec(t)]?, cosS = ——, H =G cosi.
lall® 8 lall
No Apéndice C, provamos que z = ||q|| sint sin ¢, onde 7 é o angulo de inclinagdo do plano orbital, ¢» é um angulo

que nos da a posi¢ao de m3 no plano orbital, i.e. ¥ = g+ f, onde f é a anomalia verdadeira, g é o argumento do
pericentro. Sabemos que, sob érbitas circulares, o dngulo g néo estd definido, porém, mesmo neste caso, o angulo
1 estd bem definido, veja Apéndice 7.4. Pelo Lema 4.8.1 sabemos que cos® S = sin® 1(1 — cos? 1), e assim obtemos
a seguinte expressao para H;

2 2 2
Hi(Q,P,t,€) = 7% (71 +3sin ¢ (GG%P?))) ,

como ||q|| e ¥ ndo dependem de Ps temos

0H: [1 — cos Ec(t)]? 6P sin” ¢
P.,te) = .
Consequentemente
0H, [1 — cos E(t)]? 6sin® Yy AP3

LZO(t 20),t,€) =

Py 8[|all® CE
desde que G := G |5(0) (4 40)= (57134 AP — % e pelo Lema 4.9.1

lall = llall |70 n =5°+572AQasin Q1 () + 25 /PAP + 72 AQ3 cos* Q1 (1)

+ 357VOAQuAPsn Q" (1) + (AP + O(|X°)

V=0 010y = Q1) — 2¢08 QY (1)(— 2% + AQ2 5285 + 2[— cos Q17 (1) (— 2% + AQ2 2T))]

[Siano)(t)(f SA—lQ/QG + AQQ 2971/2 )} + %[7 COSQ%O) (t)(f SA—?/zo + AQ2 2?7}:1/2)

+ (o Q) (1)(—L% + Q2205 (sin Q) (1) (- 2% + AQ2;285))7]

[5in Q) (1) (L% + AQ252805) — (—eos Q17 (1) (— 2% + AQ252545))% + O(||X|P).
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Expandindo [1 — cos E.(t)]* = [1 — cos E(1)]? em série de Fourier com respeito & I, obtemos

T in2
(1)(47z076) — f04 %(2 QZ laaCOSOél)d
N
= S f04 S|l|l<]1\|3 R(X,€)

onde R(X,e¢) = 32AG1;3 f04 SII\I;H?( ", Ga cos 27 ) dr. Observe que |R(X,¢€)| < 630( o MT‘*) e esta série

converge porque a., € uma soma de fung()es regulares, assim

T . 9
gl)(T _ 15APs /4 sin wdT—&—O(eB).
0

T™975e fy ol

Observacao 4.9.7. Pelo Lema 3.3.1 as funcoes

101" (F20,€) + O(e")] = € g1 (T/4, 70, )
[R5 (5, 70,€) + O()] = c*ga(T /4,20, )
Q57 (%,20,€) + O(e")] 1= Q5" (§, 20, €) + € g3(T/4, 70, €)

em (4.67) sdo uniformemente limitadas quando € se aproxima de zero, assim podemos defini-las como sendo seu
valor limite, o qual é zero. Desta maneira, definimos ¢1(X, ¢), $2(X, €) e ¢3(X,€) em € = 0 por

mt i) ~
$1(X,0) = (s7/* + AP1)737( -22) —(m+ Hr

$2(X,0) = AQ2
__ 15AP: sin? P
02(X,0) = 1357 [T Tar® &7

Agora, claramente, ¢(0,0) = 0. Aqui vemos claramente a necessidade de se escolher P3 = 0, porque se P35 # 0

terfamos ¢3(X,0) = 15(P3 +AP3) f04 Tlguébdr e, assim, ¢3(0,0) # 0, dificultando a aplicagdo do Teorema de Aren-

storf.

A fungdo ¢(X, €) satisfaz as seguintes propriedades

Lema 4.9.8. A funcio ¢(X,¢) € diferencidvel com respeito ¢ X numa vizinhanga de X = 0, para € numa
vizinhanga aberta da origem, e satisfaz as trés sequintes propriedades:

1. |(Dx¢)~'(0,0)[ < b
2. |Dx¢(X, €) — Dx¢(0,0)] < c([IX]| + €*)

5. (0, )| < de®

onde b, c,d sao constantes positivas.

Demonstragdo: Primeiramente, provaremos a diferenciabilidade de ¢. Cada termo €*g; dentro das fungdes
coordenadas ¢;, para j = 1,2, 3 sao diferencidveis em ¢ = 0 se nés tomarmos a derivada como sendo o operador
9g; 4_99;
ONAP, ~ OAQ2’
€ # 0, porque as funcoes Fo, €*F; e 8F, sao diferencidveis com respeito & Z e, além disso, todas suas derivadas
com respeito a Z sao continuas em C. Assim, pela teoria bésica de Equagoes Diferencidveis Ordinarias, a solugao
Z(t,zo) tem as mesmas propriedades. Com € = 0, o Lema 3.3.2 permite que nés definamos estas derivadas parciais

nulo. Observe que as derivadas parcias €* j=1,2,3,i=1,3 existem e sdo continuas para cada
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de maneira que elas sejam continuas. Assim, temos que a fungao ¢(X, €) ¢ diferencidvel, para cada €, com respeito
a X numa vizinhanga.
Agora procederemos com a prova das propriedades 1, 2 e 3. E verificado que

—4
0+ 0 —6 (3—1/3 +AP1) 5+ O 0+ 0
Dx¢(X, €) = Lt O(e") 0+ O(e") 0+ O(e") ;
oQ 2Q oQ
onay +O(eh) axp +O() aap; +O()

onde s = 7 + 1/2(25)". Entdo, avaliando em X = 0 e ¢ = 0 segue que

0 —6 (T'”gm)m 513 0
Dx(0,0)= | 4 J o |
0 0 a33(0, 0)

T EPROYE .
onde az3(0,0) = LB [T | gr £ 0. Assim, detDx$(0,0) = —6 (%) 75 Y3a35(0,0) £ 0 e

0 al®
consequentemente existe (Dx¢)~(0,0) a qual é dada por

0 1 0
- 634/1371'5 0 0 )
0 —L
a33(0,0)

e assim o item 1 é vilido tomando uma constante positiva b. A fim de provar o item 2, pela Desigualdade
Triangular, temos

‘DX¢(X5 6) - DX¢(07 0)‘ < |DX¢(X5 6) - DX¢(X5 0)| + |DX¢(X5 0) - DX¢(07 0)'3

e como a matriz Dx (X, €) — Dx#(X,0) é dada pelas derivadas parcias das funcdes e*gi, e* g2 e €*gs3, segue que
a norma |Dx¢(X, €) — Dx¢(X,0)| é limitada por, digamos, ci¢*, onde ¢; é uma constante positiva. Para provar
que a segunda norma na soma acima ¢é limitada, observamos que as componentes de Dx¢(X,0) sao duas vezes
diferencidveis com respeito a X e, aplicando a Desigualdade do Valor Médio, obtemos que a segunda norma é
limitada, digamos, por ¢z||X||, para X numa vizinhanga compacta e onde ¢z é uma constante positiva. Assim, o
item 2 segue tomando ¢ = max{ci,c2}. Para provar o item 3, observe que

9(0.9) = (¢'Q" +0("), €' Q8" + O(e"), 0(e"))

e usando Lema 3.3.1 vemos que existe uma constante positiva d tal que ||¢(0, €)|| < de>.

Provado o Lema 4.9.8, estamos em posigio de aplicar o Teorema de Arenstorf (veja Teorema B na Segao 3.2)
como foi aplicado no Capitulo 3, Lema 3.2.2, para assim resolvermos o sistema de equagoes (4.67).

Teorema 4.9.9. Considere as equagdes de movimento (4.55) e os primdrios, com massa igual ¢ 1/2, movendo-
se em uma orbita eliptica com colisdo, i.e., momento angular igual a zero e energia total negativa dada por € =
—-1/2 2 See=k 3 para k um inteiro positivo suficientemente grande, entdo existem familias enumerdveis de
condigdes iniciais para o corpo infinitesimal tais que seuw movimento é uma Jorbita periddica duplamente simétrica
com periodo 8§ (5§ € N), perto de uma Jrbita Kepleriana circular sobre o plano xz também com periodo 87§,
com 5§ € N.

Demonstragao: Primeiramente, é suficiente observar que sob as hipéteses do teorema nés estamos em posi¢ao
de aplicar o Teorema de Arenstorf para a equagao da periocidade (4.67) com e num intervalo suficientemente
pequeno. Definindo a funcédo g como em (3.5) e usando a idéia dada no Lema 3.2.2, existem familias de condigoes
iniciais (indexadas por m,m, j, §) a um parametro (€), Xum, m,j,3(€) tais que ¢(Xm, m,j,3(€),€) = 0.

Depois disso, a fim de obter solugdes periédicas do problema restrito dos trés corpos espacial eliptico com colisdo
(4.51), as condigoes em (4.67) devem ser satisfeitas simultanemente com

E(T/4) = k, (4.68)
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onde k é inteiro par. Uma vez que
T4 = (m+ 1/2)7r7
s

pelas equagoes de periodicidade (4.67), e para ser satisfeito (4.68), devemos tomar

T/4 = ke,
temos que
- (m+1/2)w
k= —_—
s€

Logo, como k deve ser um inteiro par, tomamos ¢* = 1/k e s = 7 + 1/2(25) ™", onde k é um inteiro suficientemente
grande e § € N. Assim, para cada e = k~/3, onde k é um inteiro positivo suficientemente grande, temos condicdes
iniciais cuja orbita associada é 875 periddica e duplamente simétrica. |

Fazendo uma ilustracdo de uma das érbitas obtidas pelo Teorema 4.9.9, temos a seguinte figura

z

»

Figura 4.3: Em azul, a 6rbita continuada, a qual se encontra dentro da vizinhanca C.

Observacdo 4.9.10. 1) Este teorema gera uma escolha de solugdes do sistema (4.67). Para e = k= /3 onde k
é um inteiro positivo suficientemente grande, temos a relagao

k =25k, §eN.

2) Note que o plano orbital da 6rbita continuada estd perto do plano xz, pois pelo Teorema de Arenstorf
conseguimos uma vizinhanga de € tal que a fungdo X(e) = (APi(e), AQ2(€), APs(¢€)) satisfaz ¢(X(e),e) = 0.
Portanto, a equagao da orbita continuada com respeito a P3 é dada por

Ps(t, 70, €) = AP3(e) + " PS8, 20, €) + O(c®)
a qual é pequena, dependendo de quéo pequeno é € e APs(e).
3) Uma vez que o periodo da érbita continuada é T' = 873, a relacdo de comensurabilidade nos dé que

T

— =43k

T, '
onde T}, denota o periodo dos priméarios ou o periodo do sistema perturbado. Desta maneira, temos que o periodo
dos trés corpos juntos é T" = 43kT),, e assim, enquanto o corpo infinitesimal completa uma volta, os primarios
completam 45k periodos.

Finalizamos esta se¢cdo com os seguintes resultados, os quais sdo consequéncia direta da Proposig¢ao 4.1.1, item 3
e do Teorema 4.9.9:
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Coroléario 4.9.11. Existem solugoes periddicas duplamente simétrica para o problema restrito espacial eliptico
dos trés corpos com colisdo (4.55), onde os primdrios movem-se numa O6rbita eliptica com colisdo, com energia
&€ = —1/2. Estas solugoes estao perto de uma 6rbita Kepleriana circular no plano xz, cujo periodo é suficientemente
grande.

Demonstragao: Seja 9(t) uma solugao do sistema (4.55) dada pelo Teorema 4.9.9 com energia dos primérios
£ = —1/2 €. Pela Proposigao 4.1.1, item 3, temos que s(t) = }21/}(63)5) é uma solucdo do sistema (4.55), onde
agora a energia dos primérios é £ = —1/2. Note que este perfodo é 875k, o qual é grande se k for grande. |

Outra consequéncia é:

Corolédrio 4.9.12. Existem érbitas periddicas duplamente simétricas para o problema restrito espacial eliptico
dos trés corpos com colisao (4.55), as quais cortam ortogonalmente qualquer plano e reta obtidos por rotagiao, em
torno do eixo z, do plano yz e do eixo x, respectivamente. Os primérios movem-se em uma érbita eliptica com
colisdo, com energia & = —1/2 e 2. Estas érbitas periédicas estdo préximas de uma érbita Kepleriana circular.

Demonstragao: Este resultado segue imediatamente, uma vez que o nosso problema ¢é invariante por rotagoes
em torno do eixo z.

Usando Corolério 4.9.11 e novamente a Proposicao 4.1.1 item 3, podemos provar a existéncia de solu¢ées dupla-
mente simétricas para qualquer valor do parametro e. Portanto,

Teorema 4.9.13. Existem solugdes duplamente simétricas para o problema restrito espacial eliptico dos trés
corpos com colisio (4.55) prézima de uma Jrbita Kepleriana circular, onde os primdrios se movem em uma
orbita eliptica com colisdo para qualquer energia fizada h < 0.

O caso com inclinagao i arbitraria.

O Teorema 4.9.9 nos dé orbitas periédicas duplamente simétricas perto de uma 6rbita Kepleriana circular sobre o
plano xz, i.e., a érbita do problema de Kepler est4 num plano orbital cuja inclinagao i é de 90°. Desta maneira, as
6rbitas obtidas no Teorema 4.9.9, estdo perto de uma érbita Kepleriana cujo plano orbital tem inclinagdo de 90°.
No entanto, podemos obter érbitas periddicas duplamente simétricas como continuagdo de 6rbitas Keplerianas
circulares com inclinagdo do plano orbital arbitraria. Para isto, trabalharemos com as equagbes de movimento
em coordenadas giratérias e com as varidveis de Poincaré-Delaunay (4.37), ou seja, consideraremos o sistema de
equagdes de movimento gerado pela fungdo Hamiltoniana (4.45) com p = 1/2,

Z =Fo(Z) + 'Fi(Z,t,€) + EF (2, t,€), (4.69)
onde Z = (Q1,Q2,Q3, P1, P2, P3), com

Fo(Z) = (P ?,0,-1,0,0,0), (4.70)
FA(Zot,0) = OH, 0H\ 0H, O0H\ 0H, 0OH
WS T 0P 0P, 0P 0Q:’ 0Q2 0Qs |’
e, finalmente
. 0H, 0H, dH, 0H, 0H, 0H,
FT(Z7t7€) - (8P1 ’ 8P27 8P3 78@1’8(22’8@3) ’

onde )
P N R 1 (=14 3cos*S
Hl(q7p7t7€) = H21/2(q7p7ta€) == HqHB ( 8 )

e por (4.49), segue que

orora a - . 1—cosE())* (3 15
H, = g2 _ _[—cosEQ@] (3 _15
(a,p,t,€) = H,'°(4, P, t,€) TR S 1

[1 — cos E(t)]?, (4.71)

cos®(9) + % cos4(g)) + O(e"). (4.72)
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Devemos pensar em ¢ e 1) como fungoes de Z.

A fim de continuar dérbitas circulares do problema de Kepler para o sistema (4.69), seguiremos as mesmas idéias
da secao anterior e, desta maneira, consideramos uma solu¢ao conveniente do problema de Kepler com condigao
inicial zg em Lo assim,

* 1 * . * >k
Zy = ((m+ 5)71-7@27(] + 1/2)7T7P1 707P3) com E(O) = 07
onde m, j sdo inteiros que, sem perda de generalidade, faremos 0 ou 1 e Q3, P, P; sdo constantes a serem
determinadas. Ainda queremos que a solugdo do problema de Kepler
Z:FO(Z) = (P;330a71707050)7 (473)

com condicdo inicial zj seja duplamente simétrica. Assim, pela Proposigdes 4.6.7, item 3 e 4.8.3 item (1), é
suficiente resolvermos, em ¢t = T//4, a equagao da periodicidade

Q§O)(T/4,ZS): (Pf)%%—i—(m—i—%)ﬂ- =m+m+Dr
QV(T/4,25) = Q3 =0 (4.74)
QY(T/4. %) = -+ —(+)m

onde T e j sao inteiros. Da segunda equacao temos Q5 = 0 e, assim obtemos uma 6rbita Kepleriana circular. Da
terceira equagao tiramos que

T -
=" Jm, (4.75)
onde j € Z_. Substituindo este valor de 7'/4 na primeira equacéo encontramos
iy— m+1/2
(i)t = -2

Pelas Observacdes 2.2.3 item 2 e 4.6.4, necessitamos que E(0) = 0 e E(T/4) = kr, onde k ¢ um inteiro par, assim
consequentemente fazemos

T = dkmeé®. (4.76)
Combinando (4.75) e (4.76), segue que

k= —2kj,
onde € = 1/2k.
Resumindo, obtemos uma 6rbita circular duplamente simétrica do problema de Kepler(4.73) de raio (Pf)?, cuja
inclinacéo do plano orbital ¢ é arbitraria, com perfodo T = —4jm, j € Z_. De fato, a inclinacio i é arbitréria,
pois pela equagéo de periodicidade (4.74), vemos que P3 pode ser escolhido arbitrariamente. Logo, como pelas
varidveis de Poincaré-Delaunay (4.37), temos que P3 = H = G(1 — cos i), segue que a inclinagao i é arbitraria.

Mantendo a notacao anterior, estudaremos o sistema perturbado e, desta maneira, procuramos condigoes inicias
numa vizinhaca de z{ do tipo

1 * *
Zy = ((m+§)7r,AQ2,j7r,P1 +AP1,0,P3 —I—Apg)

tais que a solugao Z(t, zo, €) do sistema perturbado (4.69), seja uma érbita periédica duplamente simétrica. Pelas
hipoteses, temos Z(O)(O7 Zo) = zo € L2 e, pelo Lema 3.3.1, temos que a solucao Z(t, zo, €) do sistema perturbado
(4.69) é dada por

Qi(t,z0,€) = (PFAP) 3t+ (m+1/2)7  +€*Q\V (¢, 20, €) + O(%)

_ 4 (1) 8
Q2(t,20,6) = AQ2 +e* Q57 (t,20,€) + O(€°)

_ . 4,(1) 8
Qs3(t,zo,e) = —t+jm +e' Q5 (¢, 20,€) + O(€°)

(4.77)

Pi(t,z0,€) = Pp+AP, +e* PN (t, 20, €) + O(e®)
Py(t,z0,6) = 0 +e' P (t, 20, €) + O()
Ps(t,z0,€) = P+ APs +e* PV (t, 20, €) + O(d).
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Pelas Proposigoes 4.6.7, item 3 e 4.8.3 temos que as condigdes de periodicidade para obtermos solugbes periddicas
duplamente simétricas do problema restrito espacial eliptico dos trés corpos com colisao sao

Z(0,20,€) € L2, E(0) =0 e Z(T/4,20,¢) € L1, E(T/4) = kr, k€ 2N.

Assim, a segunda restricdo na condi¢do da periodicidade é equivalente a

Ql(%,ZO,e) = (m+m+ 1), Qz(%,zmﬁ) =0, Q3(§,Zo»€) =(j+ ) (4.78)

Definimos ¢(X7 P) = (¢1 (X7 P)7 ¢2(X7 P), ¢3 (X7 P)) onde

61X, P) = Qu(,20,6) = (m+ i+ 1w, 62(X,0) = Qal( 70,6, 65(X,6) = Qal(,70,6) = (j + )7

eX =(T,AQ2,APy1), P = (¢, AP3). Assim, as equagdes que devemos resolver, para € # 0, as quais sdo chamadas
geralmente equagoes de periodicidade, sao

h(X,6) = (PF+AP)3L — (m+1/2)7 + Q1 (¢, 20,€) + O(¥) =0,
¢2(X7 E) = AQQ + 64Q<21)(tv Zo, 6) + 0(68) =0, (479)
o3(X,€) = f% —jr+ 64Q§1>(t,20, €) + O(e®) =0.

Observe que $(Xo,0) = 0, onde Xo = (7Tp,0,0) = (—4jm,0,0). Como na secio anterior, para que o Teorema de

Arenstorf seja aplicado é necessdrio que verifiquemos se a matriz Dx ¢(Xo, 0) possui inversa. A matriz Dx (X, P)
é dada por

1 y _
%7(P1* AR +0(eY) 0+0(eh) —3(Py+AP)~*T 4 0(e)
Dx¢(X,P) = 0+ O(e*) 14+ 0(e*) 0+ O(e*)
*% + O 0+ Ot 0+ O(ct)

Entdo, avaliando em X = X, = (Tp,0,0) = (—4j7,0,0) e P = (¢, AP3) = (0,0) segue que

1 ~
1 ] *\—4
HTE 0 3jm(Py)
Dx¢(Xo,0) = 0 1 0 ;
1
—= 0 0
4

cujo determinante é detDx ¢(Xo,0) = -3 (P{) ™7 #0, onde P; = . Além disso, temos que um lema

J
semelhante ao Lema 4.9.8 é véalido aqui. Desta maneira, podemos aplicar o Teorema de Arenstorf de maneira
semelhante ao caso anterior e, com isso, temos o seguinte teorema

Teorema 4.9.14. Considere as equagoes de movimento (4.69) e os primdrios com massa igual a 1/2, movendo-
se numa orbita eliptica com colisdo, i.e., o momento angular igual a zero e energia total negativa dada por
E=-1/2¢2 See= 2k~3 para k um inteiro positivo suficientemente grande, entao existe uma quantidade
enumerdvel de familias de condi¢des iniciais para o corpo infinitesimal, cujas solu¢des sdo orbitas periédicas
duplamente simétricas com periodo prézimo de —4jw, (3 € Z_), perto de uma drbita Kepleriana circular, cujo
plano orbital tem uma inclinagdo i arbitrdria e periodo igual a —4jr.

Uma vez que, neste caso, tomamos o tempo como variavel independente, é necessario que fagamos a seguinte
observagao

Observacao 4.9.15. A fim de obter solugdes periédicas do problema restrito dos trés corpos espacial eliptico com
colisao (4.51), as condigoes em (4.79) devem ser satisfeitas simultaneamente com a condicao de comensurabilidade
T/2ne® € Q. Assim, desde que T = T'(e, AP3) e € = (2k) ™', tomamos k € N e AP3 € R tais que (note que a
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existéncia desse k e desse AP; tal que a afirmagao abaixo seja possivel, se deve ao fato narrado na
Observagao 3.2.1)
T((2k)Y/3, APs)
2med
Portanto, para estes e = (2k) , onde k é um inteiro suficientemente grande, e AP; € R temos condigdes iniciais
que dao origem a uma solugao de (4.51), as quais sdo T' = T'(e, A Ps)-periédicas e duplamente simétricas.

cQ.

—1/3

4.9.2 Continuacao de solugoes periddicas S;-simétrica

Aqui provamos a existéncia de érbitas periédicas Se2- simétrica de maneira semelhante ao caso de érbitas dupla-
mente simétrica que vimos anteriormente, continuaremos usando a equac¢ao de movimento (4.55).

Consideramos uma solugao conveniente do problema de Kepler (4.58) com condicdo inicial zg; em L2, quando
t = 0, da seguinte forma

* 1 * . * *
Zy = ((m+ 5)7T7Q2537T5P1 507P3) com E(O) = 07
onde m, j sdo inteiros que, sem perda de generalidade, tomamos como 0 ou 1 e Q3, P, P; sdo constantes para

serem determinadas. Assim, temos que a solugdao do problema de Kepler (4.58) com condigdo inicial zj tem a
forma

2 (6,5) = (@0, Q5" (0, Q" (), P{(0), Fi* (0, PV (1)) = ((PY) " + (m+ ), @3, gm, P, 0, 7). (4:80)

Agora impomos que esta solugdo seja S2-simétrica, assim pela Proposiges 4.6.6, item 2 e 4.8.3 é suficiente
resolvermos para t = T'/2, o sistema

O (T2, 25)

(T2, 25) =
PO(T/2, %)

=T

=0

(P L+ (m+3)m =(m+m+ )
gm
0

onde M e i sdo inteiros. Observe que a segunda equacao é trivialmente satisfeita por j = i e pela primeira equagao
obtemos

r_mr (4.81)

onde (P )_3 = s, onde s é uma real constante positiva. Aqui, novamente, a principio, temos liberdade em escolher
P35 e Q35, porém pelas mesmas razoes do caso duplamente simétrica temos que tomar P = 0 e, como estamos
interessados em continuar drbitas circulares do problema de Kepler, tomaremos Q5 = 0. Pelas Observagoes 2.2.3
item 2 and 4.6.4, necessitamos que E(0) = 0 e E(T/2) = kn, onde k é um ntmero inteiro par. Assim, devemos
tomar

T = 2kmeé®. (4.82)
Combinando (4.81) e (4.82), segue que
IS
k= —k,
s

onde € = 1/k. Como devemos ter k um ntimero inteiro par, decidimos escolher k£ um inteiro positivo e s tal que

M eoN, meN,seRy. (4.83)
s
Note que, para obtermos a condicio (4.83), ¢ suficiente fazermos s = m(25)™", onde 5 € N. Resumindo, obtemos

uma 6rbita periédica Sp-simétrica do problema de Kepler (4.58) de raio s~2/3 = (m/25)"%/3,m € N,5 € N
localizada sobre o plano xz com perfodo T' = 4w§. Esta 6rbita é dada por (4.80) e satisfaz

Z©(0,25) = 2z € Lo e ZO(T/2,23) € L.

Seja C C R* uma vizinhanga compacta de Z(® (t,z5) sem singularidades e zg tal que Z<O)(t, z;) permanece limi-
tada e afastada das singularidades. Portanto, desde que o Lema 4.9.5 é valido aqui, os Lemas 3.3.1 e 3.3.2 podem
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ser aplicados neste caso também.

Mantendo as notagoes, estudaremos agora o sistema perturbado (4.55) e, desta maneira procuramos por condigoes
iniciais zp numa vizinhanca z¢ do tipo

1 N\ /3
Zo = <(m+ 5)71-7&@23].7(7 (275> + APl,O,AP3)

tais que a solugdo Z(t,zo,€) de (4.55), com € # 0 suficientemente pequeno, seja uma solugao periddica Sa-
simétrica. E claro das hipdteses que Z(O)(O7 Zo) = Zo € L2. Inicialmente, sabemos que a solugdo do problema de
Kepler (4.58) com condigao inicial zg é dada por

ZO(t,20) = (s~ /% + APt + (m+ L), AQs, jm, s~ % + AP0, APy),

5)
onde s = m(235)"

Assim, pelo Lema 3.3.1 temos que a solucao Z(t,zo, €) de (4.55) é dada por

Q1(t,z0,€) = (871/3 + AP) T3t (m o+ %)7’1’ + 64Q§1)(t, z0,¢€) + O(c®)
Q2(t,2z0,e) = AQ2+ 64le)(t, 20, €) + O(c®)
Qs(t,z0,e) = jm+ €4Q§1)(t, z0,¢) + O(e®)
(4.84)
Pi(t,zoe) = s 34+ AP +PY (¢ 20,€) + O()
Po(t,z0,) = 0+€*P{V(t,20,6) + O()
Ps(t,z0,€) = AP+ PV (t,z0,€) + O(¥).

Pelas Proposicoes 4.6.6, item 2 e 4.8.3 item (2) temos que as condicoes de periodicidade para obtermos solugoes
periédicas Sa-simétricas do problema restrito espacial elfptico dos trés corpos com colisao sao

Qu% 20,6) = (m 414127, Qo m0,6) = g7, Pal(y,70,6) = 0. (4.85)
Definindo ¢(X,€) = (¢1(X €), p2(X,€), #3(X, €)) onde
01(X,€) = Qi 70,€) = (m+ 17+ 1/2m, 62(X,0) = Qa(570,€) = 7, $a(X,€) = Pa(70,6)
X = (AQ2, APy, APg), temos que as condigbes de periodicidade acima podem ser reecritas como

G1(X, )= (s AP) P —ir + QY (% 20,0 + O =0,

$2(X,6) = Q5"(%,20,€) + O =0, (4.86)
$3(X,¢) = PV(Z 70, €) + O =0,
onde Qs (£,20,¢) = 12@53 foz SIII:Hs dr +0(¥) e P<1 (£,20,¢€) é dada no lema abaixo.

Lema 4.9.16. Seja P2< (t,zo0,€) dada por (4.65), i.e.,

(1) __[TeHy,_ 0
P2 (t7Z07 E) - 7(T7Z (T7 z0)7€)d7—7
o 0Q2
entao,
(1) _ t d|lq G? AP t 9llq|| sin® 4 15 [t siny W O
Py (tz0,6) = 13 Jo 6@2 ||q||4d - [ Jo 6@2 HqH“d 5 Jo s 90: 97| —

2
8 AQZ(APg) fo sin wdT-ﬁ-O( )

lall®

onde ||q||, ¥, 2 an Ge a—w denota as expressoes dessas funcoes calculadas em Z0 (¢, o).
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Demonstracao: Temos que

1 — cos E.(t))? 2_P2\ .
(62 (ry0),0) = LSl (s (S Y sint )

Assim, segue que

0H, 3[1 — cos E.(t)]> 0 G*-P3\ .,
1 <
90, p,e) = —8H E 72 lall [ -1+ 3 Iz sin” 1

1 — cos E.(t)]? G? - W G? - p?
[ gflil\?’(ﬂ (6< G >SmeOS¢8Q +3sin® ¢6Q2< G 3>)

0 (GP-P\ _ PiQ»
90 Gr )T TG

(4.87)

onde

e pelo Lema 4.9.1 obtemos

0 _ . _1/s 3 _ . _1y: . 0
—(|ld]|) = s 1/2 sin Q1 + 2s 1/36,22 cos® Q1 + =5 AV = sin Q1 + 2s Y3 p, sin Q1 cos Q1 + —(O(HXH?’),
6@2 2 8@2
e
865 = 9241/6 cos Q1 — 581/3Q2 cos Q1 sin Q1 + gsl/3P2 cos2@Q1 — 31/2(P1 — 371/3)005 Q1+ ag (HX|| ).
2

Assim, usando argumentos semelhantes aos da prova do Lema 4.9.1, substituimos em (4.87) a expressao [1 —
cos E.(t)]? em série de Fourier, a qual é dada por

[1—cosE.(t)]* = g — Z aq cos al,

Q
Il
-

e, desta maneira, obtemos

2 A p2
Pt zo,€) = — [ 2 (7. ZO) (1, 20), e)dr = 13 [T/ 0lal_1_ 4 CGT-2F5 45 (T/2 0lla siny g

0 9Q2 G2 16 Jo 8Qz llall*

15 T/2 sintcosyp Oy 15 AQQ(AP3)2 T/2 siney 3
R I FTE el Jo " a4 + O(€),

onde ||ql|, ¥, 2 8Q2 Ge % denotam as expressdes destas funcdes calculadas em Z(% (¢, zg), as quais respectiva-
mente sao

lall = lall 120 (1.00)= 5%+ 572 AQasin Q) () + 25 /3 AP + s> AQ3 cos® Q1 () +

$5700Qa 0P sin QY (1) + (AP)? + O(IXIP°)
V= Y70 (100)= O (1) + 2AQ05"% cos Q1 (t) — 253 AQ3 cos Q" (t)sin Q" (¢)—

AQ2s"2 APy cosQ§°> (t) + O X%,

0 0 _ 3 _ _
8Hq2” = THQH ‘Z(O)(LZO): s % sin Q(O>( t) + 25 Y6 APy sin ng)(t) + 2s 1/3AQ2 cos? ng)(t)7
iy AQ-)?
G:==G |Z(0)(t,z0): (s s APr) — ( 22)

e finalmente

oy o _
9Q> = Qs 7w

251/6 cos ng) (t) — 553 AQ2 cos ng)(t) sin QEO) (t)—

0

1/2 (0) 3
s /7 (APy)cosQy () + 50, UIXT) Tz t,z0) -
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Portanto, assim como definimos ¢3(X,¢€) at € = 0 (veja Observagio 4.9.7) de maneira tal que fosse continua em
€ = 0, definiremos aqui ¢3(X, €) com a mesma propriedade.

Observacao 4.9.17. Pelo Lema 3.3.1 as fungées

4[@(1) % ,6) + 0(54)] = 6491(T/27 Zo, €)
Q5" (F,20,6) + O(eM)] = Q5" (%20, €) + € 92(T/2, 20, )
HP(T 70, €) + O(eh)] = P(T 70, €) + €4 g3(T /4, 70, €)

s8o limitados uniformemente quando € se aproxima de zero, assim podemos defini-las de maneira continua em
e = 0 por tomar seu valores limites quando € tende a zero, o qual é zero. Assim, definimos ¢1(X,€), p2(X,¢€) e
¢3(X,€) em € = 0 por

$1(X,0) = (s + AP) 73205 —

¢2(X,0) — 15AP3 f04 sin? wdT

ep lal®
_ 15 (T/2 8]a _ G?—AP§ a5 (T/2 0)lal| sin® T/2 sins cosp Oy
$3(X,0) = 33 Jy " 558 rardr ar 16 Jo . Qs nqn4d = Jo " e aaydr]—

15 AQQ(AP3)2 T/2 sin?y
s Jo " Fapdm

onde G := G |20 (1,59)= (s34 AP) - %. Agora, claramente vemos que ¢(0,0) = (0,0, ¢3(0,0)) = 0, pois

T/2 T/2,0 sin? T/2/sinv cosp d
93(0,0) = 53 Jo ¥ (58; ) Ix=o d7 = 53[5 (58 Yapt) Ix=o d7 + [P (i 555 Ix=o dr
= 15 513/6 f s sin(st + (m + 1/2)7)dr — %513/6 fOQWE sin®(sT + (m + 1/2)7)dr
+%513/6 fo%g sin(st + (m + 1/2)7) cos® (st + (m + 1/2)7)dr
=0,
(4.88)
com § =m/(2s).
A matriz Dx¢(X, €) é dada por
4 1/3 —4 4 4
0+ O(e*) —6(’/ +AP1) 75+ O(eh) 0+ O
_ BQ(I) BQ aQ(l)
Dx¢(X,€) = 7t (X,€) + O(eh) MsP% (X,€) + O(eh) oy (X,e) +0() |-
apr{! ap{!
BAQZ (X E) + 0(64) BAP (X E) + O( ) BAP:; (X7 6) + 0(64)

onde s = m/25. Entao, avaliando na X = 0 e € = 0 segue que

0 —6 (7’7131/2)4/3 n51/3 0
qub(O, 0) = 0 0 a23(0 0) y
ap{M ap{Y ap{M
55a5 (0:0) anp; (0,0) a2 (0,0)

onde a33(0,0) 15 fo j‘lguf |x=0 dr # 0 e, portanto, existe a inversa de Dx¢ e vale um lema andlogo ao

Lema 4.9.8.
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ap{Y 2r5115 0 02%|lqll 1 60 ollal \* _1
BAQz(O 0) =/ [ (6A52\qu4)"(:° 16 (BA??%) e ) |x=oldr

_ 45
16

15
+8

2ms, Ollall L 0% olall 2 sin 62|l
f() S[(QA‘%L ||q||5(2||q||aAQ2 SIH¢COS¢_4% s w)_'_ ”q”4 BAqu )] ‘XZO dT

273 1 . )
f°m["’%2 e l(cos” Yoz —sin® vaagylall® — 3siny cosval* 523

sin 1) cos 8?2
+G aa } [x=0 dT]
= %(f()%g@s”?’ cos? (st + (m 4 1/2)7) — 4s"/3sin? (st + (m + 1/2)7))dr)

45 [27Ss

—Ietog (s Y778 sin(st + (m + 1/2)m)[2s~ 2 sin(sT + (m + 1/2)7) cos?(sT + (m +1/2)7)  (4.89)
—457 2 sin3 (s + (m + 1/2)m)] + 4573 sin? (s7 + (m + 1/2)7) cos?(sT + (m + 1/2)7))dr
—%57/3 fo%g cos? (s 4 (m 4 1/2)w) sin?(s7 + (m + 1/2)7)dr

+8057/3 fo%g cos? (st 4 (m 4 1/2)m)dr

—8057/3 fO%g sin®(st 4 (m 4 1/2)7) cos?(sT + (m + 1/2)7)dr

—9057/3 (275 Gin? (s + (m + 1/2)7) cos® (s + (m + 1/2)m)dr

= L34/ £ 0,
onde § =m/(2s).

_ 4/3 1
Assim, detDx¢(0,0) = —6 (%1/2) 57 13a33(0, O) (,MQ (0,0) # 0 e consequentemente existe (Dx¢)~*(0,0).
|

Uma vez que aqui também é valido um lema semelhante ao Lema 4.9.8, estamos em posi¢ao de aplicar o teorema de
Arenstorf de maneira andloga ao caso das érbitas duplamente simétricas, para resolvermos o sistema de equagoes
(4.86).

Teorema 4.9.18. Considere as equagoes de movimento (4.55) e os primdrios, com massa igual a 1/2, movendo-
se numa orbita eliptica com colisdo, i.e., momento dngular igual a zero e energia total negativa dada por € =

—1/2 €% See= k=3 onde k é um inteiro positivo suficientemente grande, entdo existe uma quantidade enu-
merdvel de familias de condi¢des iniciais para o corpo infinitesimal tais que seuw movimento € uma orbita periddica
Sa-simétrica de periodo 4w, (5§ € N), préxima a wma drbita Kepleriana circular sobre o plano xz de periodo
também 4Ars.

Demonstracao: Esta prova segue-se semelhante a demonstracao do Teorema 4.9.9.

Observacdo 4.9.19. 1) Este teorema gera uma escolha de solugdes do sistema (4.86). Para ¢ = k= /3 onde k
é um inteiro positivo suficientemente grande, tem-se a relagao

k=3k, §eN.

2) Note que de fato o plano orbital da érbita continuada estd préximo ao plano zz, porque pelo Teorema de
Arenstorf, para ¢ = k73, a funcdo X(¢) = (AQa(e), APi(€), APs(e)) satisfaz ¢(X(e),€) = 0. Desta maneira,
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uma vez que a equagao da Orbita continuada com respeito & P; é dada por
P3(t, 20, €) = APs(e) 4+ €' PiV(t, 2o, €) + O(e%).

temos que o plano orbital da érbita continuada estd tdo préximo ao plano zz dependendo de quao pequeno sejam
e e APs(e).

3) Como o perfodo da érbita continuada é T = 473, a relagdo de comensurabilidade nos da

T

— =23k

T '

onde T}, denota o periédo dos primérios ou o perfodo do sistema perturbado. Assim, temos que o periodo dos trés
corpos juntos é T' = 25kT),, e portanto, quando o corpo infinitesimal completa uma volta, os primérios completam
25k periodos.

Analogamente ao caso das érbitas duplamente simétrica, terminaremos esta se¢do com os seguintes resultados, os
quais sao consequéncias diretas da Proposicao 4.1.1 item 3 e do Teorema 4.9.18:

Corolario 4.9.20. Existem solugbes periddicas Sa-simétricas para o problema restrito dos trés corpos espacial
eliptico com colisdo (4.55), onde os primdrios movem-se numa érbita eliptica de colisdo com energia £ = —1/2
perto de uma o6rbita Kepleriana circular sobre o plano xz, cujo periodo é suficientemente grande.

Demonstragao: Anédloga a prova do Coroldrio 4.9.11. |

Usando o Corolario 4.9.20 e outra vez a Proposigao 4.1.1 item 3, provamos a existéncia de solugoes periddicas
Se-simétrica para alguns valores do pardmetro e. Assim,

Teorema 4.9.21. FEuxistem solugdes periddicas Sa-simétricas para o problema restrito espacial eliptico dos trés
corpos com colisdo (4.55), onde os primdrios movem-se numa drbita eliptica com colisdo, com uma energia fizada
h < 0 perto de uma orbita Kepleriana circular.

O caso inclinagao ¢ arbitraria.

Assim como no caso de 6rbitas duplamente simétrica, podemos conseguir érbitas periddicas Sa-simétricas do
problema restrito dos trés corpos espacial eliptico com colisdo como continuacao de érbitas Keplerianas circulares
num plano orbital cuja inclinac¢ao é arbitraria. Usaremos para isso a equagao de movimento dada em (4.69). Neste
caso, a solugao conveniente do problema de Kepler a ser continuada é dada por

Z© (t,25) = (P7)*t + (m +1/2)7,0,—t + jm, Py, 0, P}),

onde a condigao inicial zj € Lo é

* 1 . *
z5 = ((m + 5)77,0,]71',P1*,O, P3) com E(0) =0,
com m, j inteiros que, sem perda de generalidade, faremos 0 ou 1. Da mesma forma como no caso anterior,
resolvemos a equagao de periodicidade para esta érbita

Q1(T/2,25,¢) (P1)7°T/2+ (m+1/2)r = (m+m+1/2)n

Q3(T/2,20,€) -2 447 =+m
Py(T/2,25,¢) = 0 =0,

e chegamos que ~
T/2=—jm,

onde j €Z_ e ) }
(P1)™% = —m/j,
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com 1 € Z. Além disso, para que E(T/2) = km, devemos tomar T/2 = kmre®. Assim,

k=—j/e, com € =1/2k, ke Z.

Portanto, a érbita Kepleriana AR (t,z3) é uma 6rbita periddica circular Se-simétrica, cujo periodo é —2j7 de raio
(—m/7)~%/3 num plano orbital de inclinagio qualquer (Pj é arbitrario a principio).

Mantendo a notacao anterior, estudaremos o sistema perturbado e, desta maneira, procuramos condigdes inicias
numa vizinhanca de z; do tipo

1 o .
Zo = ((m+§)7T7AQ27]7T7P1 +AP170,P3 +AP3>

tais que a solugdo Z(t, zo, €) do sistema perturbado (4.69), é uma 6rbita periédica Sz-simétrica. Pelas hipdteses
temos Z©(0,20) = zo € L2 e, pelo Lema 3.3.1, temos que a solugdo Z(t, zo, €) do sistema perturbado (4.69) é
dada por

Qi(t,z0,€) = (PF+AP) 3+ m+1/2)r  +*Qt" (¢, 70, €) + O(e¥)
_ 4H(1) 8
Qz2(t,20,€) = AQ: +€° Q5 ' (t, 20, €) + O(€”)
Qs(t,z0,6) = —t+jrw +64Q§1)(t, Zo,€) + O(€°)
(4.90)
Pyi(t,z0,6) = Pr+AP +e* P (8,20, €) + O(¥)
Py(t,z0,e) = 0 +€4P2(1)(t,20, €) + O(e®)
Ps(t,z0,¢) = Pi+APs +e' PV (8, 20, €) + O(®).
Definimos ¢’(X5 P) = (d)l (X7 P)a ¢2(X7 P)7 ¢s3 (X7 P)) onde
T - T .~ T
¢ ( ) Ql(E Zo, € ) (m+m+1/2)ﬂ-7 ¢2(X7€):Q3(57Z076)_(.7 +.7)7T7 ¢3(X,E):P2(§7Z076)
e X = (T,AQ2, AP:), P = (¢, AP3). Assim, as equagdes de periodicidade que devemos resolver, para € # 0, sdo
h(X.0 = (P +AP) L — i e Q<”<T/2 z0,€) + O(c®) =0,
p2(X,e) = —L —jr+ 64Q N(T)2, 20, €) + O(%) =0, (4.91)
b3(X,0) = PO (T/2,70,¢) + O(eY) 0.

Note que a expressao de Pz(l) (T'/2, 20, €) é a mesma dada no Lema 4.9.16 uma vez que as expressoes de ||q]|, cos S,
nas varidveis de Poincaré-Delaunay (Q1, Q2,Qs3, Pi, P2, P3) descritas em (4.37) sdo as mesmas que ||q]|,cos S, ¥
quando temos o sistema em coordenadas inerciais, veja Observacao 4.9.2. Desta maneira,

— "T/2 9|4 _ GP(Py+AP3)% 145 (T/2 0)ja] sin® ¢ T/2 sint cosv 09
$3(X,00 = 13 [y" G50 raedr et 12y Gl sy — 2 [? sniest Sudr]

15 AQa (P +AP3)? T/2 sin2y
% ek Jo " e dm

onde G 1= G |5(0) (4 5)= (PI + AP1) — %. Agora, claramente podemos ver que ¢(Xo,0) = (0,0, ¢3(Xo,0)) =
0, onde Xy = (—2jm,0,0)

_ 15 —im 2]l 45 (P1)2—(P3)* r—jm 0]4| sin?y
93(X0,0) =35 Jo " (5, i) Ix=x0 dr — 5" Jo (G, et Ix=xo dr+

15 (P7)2—(P3)? —jm sintcosy Oy
s o Tals  9a,) [x=%0 d7

2 2 =
= 15 13/6f ”sm (s7+ (m+1/2)m)dr — 42513/67@1213*;53) f072j7rsin3(s7'+(m+1/2)7r)d7'

*\2 *\2 =
+%sl3/6% [T sin(st + (m 4 1/2)7) cos®(sT + (m + 1/2)m)dr

=0,
(4.92)
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com s = (P})~% = —m/j.

Como na sec¢do anterior, para que o Teorema de Arenstorf seja aplicado é necessdrio que verifiquemos se a matriz
Dx¢(Xo,0) possui inversa. A matriz Dx¢(X, P), neste caso, é dada por

1
1 4 4 * —4T 4
Eero(e ) 0+ 0O(eh) —3(Pf + AP 4+ O(e)
Dx¢(X,P) = —1/24 O(e*) 0+ O(et) 0+ O(et) ;
ap< ) op{V ap(D
+O(eh) <9AQ2 +O() 6A2P1 +0(e")

onde P} = (—m/j)” /3. Entéo, avaliando em X = Xy = (T, 0,0) = (—2j7,0,0) ¢ P = (¢, AQ2) = (0,0) segue
que

1 ~ N\ —
278 0 3ym(P) ™"
8P 8P 8P
(X07 ) 8AQ2 (XO, ) 8AP (XOa )

cujo determinante é det Dx ¢(Xo,0) = —gj (Pr)~* SZQ (Xo,0) # 0, pois

BP( _ 15,9214l alal )
Q (X()vo) - fo B [E(BAQQ ”qH4) ‘X o — 76 SAQ% ”q”o IX O]dT
2

45 (P)2—(P5)? i 2lal 1 Si_0% alall . 2 sin® ¢ 82|14
7%% Jo SAQQ B (2HqHaAQ2 sin 1) cos 1) 74@ sin® ) + Tar W)} |x=0 d7

O

15 (P12 —(P)? | (—nj 1 2, 0% ;
+§°% [fo s Tl [(cos® Y 5Rq, —sin

N . ~ a4
L)lal® — 3sine cos v a|? AL |

sintcosp 8%
R Pt } Ix=0 ‘“}
= —g Jo ™ (257/3 cos?(sT + (m + 1/2)7w) — 4s7/3 sin?(s7 + (m + 1/2)7))dr)

*\2 *\2 o
—% % Jo T (s /O sin(sT + (m + 1/2)m)[257 /2 sin(sT + (m + 1/2)7) cos?(sT + (m + 1/2)7)

—45 12 sin3 (s7 + (m + 1/2)7)] 4 457/3 sin(sT + (m + 1/2)7) cos?(sT + (m + 1/2)7))dr

75 s7/3 L0 —(P3)” 21*553) fo_ﬁj cos?(st + (m + 1/2)m) sin? (s + (m + 1/2)m)dr

2 2 =
+805 7/3% Jo ™ cost(sT + (m + 1/2)m)dr

2 2
680 7/3% Jo 3 sin 2(s7 + (m +1/2)7) cos?(s7 + (m + 1/2)7)dr

—9057/8 LR [ sin? (57 + (m -+ 1/2)7) cos? (s7 + (m + 1/2)m)dr

= 898/ P EDY T 4/ 2.,
(4.93)
desde que
49 (Pr)* —(P5)* 17
a8 T Dors 7 T 4.94
52 (P2 7 16 (4.94)
Aqui, vale relembrar que s = (P;)™% = f%.

Além disso, neste caso também é valido um lema semelhante ao Lema 4.9.8 e, desta maneira, podemos aplicar o
Teorema de Arenstorf de modo semelhante aos casos anteriores, e com isso temos o seguinte teorema

Teorema 4.9.22. Considere as equagoes de movimento (4.69) e os primdrios com massa igual a 1/2, movendo-
se numa Orbita eliptica com colisdo, i.e., com momento angular igual a zero e energia total negativa dada por
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E=-1/2¢2 See= 2k~ 3 para k um inteiro positivo suficientemente grande, entao existe uma quantidade
enumerdvel de familias de condi¢des iniciais para o corpo infinitesimal, cuja solugées sio drbitas periddicas Sa-
simétricas de periodo prézimo 4 —2j, (5 € Z_), perto de uma drbita Kepleriana circular cujo plano orbital tem
inclinacdo i tal que a condicio em (4.94) seja satisfeita e periodo igual a —2j.

Neste caso, temos uma observacao semelhante a Observagao 4.9.15.

4.9.3 Continuacao de solugoes periddicas S;-simétricas

A fim de continuar drbitas circulares Si-simétricas do problema de Kepler (4.58) ao sistema perturbado (4.55)
consideraremos solugdes convenientes do problema de Kepler (4.58) com condicao inicial zg em £1 quando ¢t = 0.
Assim, pela Proposigao 4.8.3 item 1 e Observagao 4.6.4, z; deve ser da forma

zy = (mm, 0,47, P{, Py, Ps) com E(0) =0,

onde m, j s@o inteiros que, sem perda de generalidade, podem ser 0 ou 1 e Py, Py, Py sdo constantes a serem
determinadas. Portanto, uma solu¢do do problema de Kepler com esta condi¢io incial tem a forma

ZO(t,z5) = Q1 1), Q' (1), QL (1), PL (1), PV (1), PV (t)) = (P7) ™%t + mm, 0, jm, Py, P5, P;).  (4.95)

Para que esta solugao seja Si-simétrica é suficiente resolver, em t = T'/2, o sistema

onde 70 e i sdo inteiros. Resolvendo este sistema e sabendo que devemos ter E(T'/2) = kr, onde k é um inteiro par,
obtemos uma érbita periédica Si-simétrica para o problema de Kepler (4.58) de raio s~%/% = (1m/25)2/3,m ¢
N, § € N localizada no plano zz com periodo T" = 47§, onde k= m/s k, com ¢ = 1/k e s = m/25. Observe
que temos até agora liberdade para escolhermos os valores de Py e P3, assim uma vez que queremos uma
6rbita Kepleriana circular escolhemos P; = 0 e seja P; = 0. Esta 6rbita é descrita por (4.95), onde Py =
(m/25)"Y3, Py =0 e P; =0 e satisfaz

Z©0,28) =25 € L1 e ZO(T/2,23) € L.
Seja C C R® uma vizinhanca compacta de Z(® (t,z3) sem singularidades e z§ tal que Z(V (¢, z%) permanece limitada

e afastada das singularidades. Portanto, desde que o Lema 4.9.5 é véalido aqui, os Lemas 3.3.1 e 3.3.2 podem ser
aplicados neste caso também.

Seguindo argumentos semelhantes ao caso das 6rbitas duplamente simétricas, procederemos com o estudo do
sistema perturbado e, desta maneira, procuraremos por condigdes iniciais em uma vizinhanga de zg do tipo

N\ —1/3
Z0 = <m7r,o,j7r, (2@) 4 APl,APz,APg)
S

tal que a solugdo Z(t,zo,€) de (4.55), com e # 0 suficientemente pequeno, é uma 6rbita periddica Si-simétrica.
E claro das hipd6teses que Z<0)(0, Zo) = zo € L1. Inicialmente, temos que a solugado do problema de Kepler (4.58)
com condigao inicial zg é dada por

ZO(t,20) = ((s7° + AP) Pt +mm, 0, jm, s~ /° + AP, APy, APs),

onde s = m/25.
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Pelo Lema 3.3.1 temos que a solugio Z(t, zo, €) de (4.55) é dada por

Qi1(t,z0,€) = (s7V3+ AP) 3t +mr+ Q1 (t, 20, €) + O(e®)
Q2(t,zo,€) = 0+ €*QS(t,z0,€) + O(e®)
Qs3(t,zo, ) = Jm+ 64Qg1)(t, 20, €) + O(%)
(4.96)
Pi(t,zo,e) = s Y34AP + 64P1(1)(t,Z0, €) +O(?)
Py(t,z0,¢) = APy+ €4P2(1)(157 Zo, €) + 0(68)
Ps(t,z0,€) = AP+ P (tz0,€) + O().

Pelas Proposicoes 4.6.6, item 1 e 4.8.3 temos que as condicoes de periodicidade para obter solucdes periddicas
S1-simétricas do problema restrito espacial eliptico dos trés corpos com colisdo sdo

Q1% 20,6 = (m 4+ m)m, Qa(% 20,6) =0, Qs(,20,6) = . (4.97)
Definindo ¢(X, €) = (¢1(X,€), p2(X, €), #3(X, €)) onde
D1(X,0) = Q50,6 — (m+)m, 62(X,€) = Qal,70,), B3(X,0) = Qa(%,50,¢) — jm
= (AP, AP>, AP3). Assim, as equagoes de periodicidade que devemos resolver, sdo

(X, e)= (s34 AP) 32— 4+ € Q(l)( ,Z0,€) +O(8) =0,

92X, )= Q) (5,70,¢) + O =0, (4.98)
os(X,0) = Q4"(3,70,€) + O =0,
onde le)(%,zo, = 1;@53 foZ SﬁZHQﬂdT +0O(*) e Q(l)( ,Zo, €) € dada no préximo lema.

Lema 4.9.23. Seja le)(t,zo,e) dada por (4.65), i.e.,

t
H
¢ )(t Zo, € )7 o ZP; (7—7Z(0)(7-7 Z0)7€)d7-7
entao
(1) _ T/2 & G2 (AP3)2 T/2 & sin T/2 sin cos O
PG = —8 L G e+ GRS G e — 2 S e S+
2 .2
185 APZ(APQ’») fOT/Z 5“1::“;/) dT + 0(63)7
onde ||q||, ¥, 2 8P2 ,G e % denotam expressoes destas funcées calculadas em Z (t,z0).
Demonstragao: Sabemos que
1 —cos E.(t))? G* - P3\ .,
Hi(t,Z (7, 20), € :—[7 143 —=)sin"¢ | .
(279 Sl @
Assim, segue que
OH, 3[1 — cos E.(t)]*> O G*-P;\ .,
t = ez osnelt)] 9 143 (=== -
ap, baPe) TPE A L Gz ) (1.99)
[1— cos E.(t)]? G? - w ., 0 (G*-P} '
EIE 6 G2 smd}cosq/) +351n 1/)(3—P2 e ,
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onde pelo Lema 4.9.1 temos que

a%Hq“ =—s12cos Q1—|—2s_1/3P2 sin? Q1—gs_1/6(P1—s_1/3) cos Q1+2s_1/3Q2 sin Q1 cos Q1+8%(O(HX||3))7
2 2

K

0 P
Portanto, usando argumentos semelhantes aos da prova do Lema 4.9.1, tomamos (4.99) e as expressoes de [1 —
cos E.(t)]? em série de Fourier, as quais sio dadas por

=925"%gin Q1+ gsl/?’Qz c0s2@Q1 — 51/2(P1 — 571/3) sin Q1 + 5P2$1 sin Q1 cos Q1 + —(9(||X||3)

[1 —cos Ec(t *ffZZaacosal
e, desta maneira, obtemos
(1) t OH (0) _ 15 (T/2 dllall 1 G2—(AP3)? 145 T/2 8||al sin?
(t,20,€) = |, 8P21 (1, 2"9(7,20),€)dT = —15 |, 5By Hq‘|4d7+ ke fo o Jat dr—

T/2 sin cos ¥ oY dr

AP, AP 2 T/2 gin?
s o feet B0 dr] 4 L2 ARGR) (T2 sinbr 4 O(e),

lall®

onde ||ql|, ¥, 8P2 ,Ge a—w denotam as expressoes destas funcdes calculadas em Z(9 (¢, 2z0), as quais respectiva-

mente sao

lall = llall |z 0= —5"2* = s7/2APy cos Q17 (t) + 257 /2 AP + (AP~

35 VSAPIAP cos Q0 (t) + s V/3(AP:)?sin? Q1 (1) + O(|| X ||?),

U= U 50 (10 = Q) + 28P2s 0 sin Q17 (1) — AP, AP1sY?sin Q1 (1)+

3(AP)?s 2 sin Q1 (1) cos Q7 (t) + O(IX*),

0 0 _ 3 _ —1y: .
8HI(31” = TH;” |200) (t,20)= —8 1/2 COSQEO)(T, zg) — 58 YSaP COSQSO)(T, z0) + 2572 AP sin? Q\V (7, z0),
2 2
- APy)?
G = G gy = (s ° + AP — %
e finalmente
oy _ 9 1/6 (0) 1/2 (0 1/3 - (0 (0) 9
o0, = oD 200 (4,5)= 28" sinQy " (t) — s "AP1sinQy 7 (t) + 55 T AP2sin Q7 (t) cos Q7 (t) + 9B, o(IXI1?).

Portanto, definimos também ¢3(X,€) em € = 0 (veja Observagao 4.9.7) de tal modo que ele seja continua em €
para qualquer Xo. Podemos definir ¢2(X, €) com a mesma propriedade.

Observacao 4.9.24. Pelo Lema 3.3.1 as fungées
0L (5 20,6) + O(c")] = ey (T2 70,0
QW (L, 20,€) + ()] 1= QU (£, 70, €) + € ga(T/2, 20,
4[Q(1) » 20, € )+O(E4)] (1)(27Z076)+6493(T/2,Z076)

s8o uniformemente limitadas quando e se aproxima de zero. Desta maneira, podemos defini-las de forma que elas
sejam continuas em € = 0 tomando seu valor limite, o qual é zero. Assim, definimos ¢1(X,€), p2(X, €) e ¢3(X, €)
em € = 0 por

$1(X,0)= (s34 AP) 3205 —man

_ 15 T/2 9|qll G2 AP 45 T/2 9|4l sin? v T/2 sin cosp OY
$2(X,0) = =15 o\ Bp, TaEdT T ’ [TGIO Pl stdr — 2 [/ dnpeesy 6P2d7}+

15 AA1:’2(A133)2 fT/Q sin wd
llall®

Go(X,0) = 15 [ wpar,
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onde G := G [2(0)(4,50)= (s~ 4 AP — %. Claramente ¢(0,0) = (0, $2(0,0),0) = 0, pois

5 T/2 T/2,8 sin? T/2si )
$2(0,0) == [ (F ) Ix=o dr + 33 [ (GRS Ix=o dr — ) (L ) Ixo
= 15513/6 f2” cos(s7 + mm)dr — 4253/ f027r5 cos(sT 4 mm) sin®(sT + mm)dr—

%513/6 fo%g sin?(st 4 mm) cos(sT + mm)

=0.
(4.100)

Assim, ¢2(0,0) = 0.

Aqui, ainda é valido um lema semelhante ao Lema 4.9.8. A prova deste lema segue de modo semelhante aos casos
duplamente e Sa-simétrica. E verificado que

i —4
-6 (3‘1/3 + APl) 78 + O(eh) 04 O(e") 04 O(e")
(1)
Dx¢(X,€) = %(x, €) + O(eh) ggng (X, €) + O(e) gg;ﬁ (X,e) +0(eh) | >
1 (1
S (X, €) + O(e') T (X,0) + O(e!) g2 (X, ) + O(e)

onde s = m/25. Entao, avaliando em X = 0 e € = 0 segue que

-6 M)MS 513 0 0
Dx¢(0,0) = Q5" 0Q5" Q5" ;
aAP (070) aAZP2 (070) 8A2P3 (070)
0 0 a33(0,0)
onde a33(0,0) =1 fO |X 0 dr 75 Oe
Q) (0.0) = 15 (25 2%lal 1 a((2lal y2_1 d
8AP2( ) =-1%Jo KWW) Ix=0 — ((anQ) W) Ix=o0]dT
. . o9 44 3 dllall
G2 (AP;)? 45 275 | 02||q| sin? ¥ allall 2545 lall® siny cos ¥ —4||q| 94 Py sin? o
toa o Ix=o0 |:16 0 {aagg fart t 24P, : Tal® |x=0 dr

. o .
I lal® 52 (cos? ¥ — sin? ) — 3] 2L cos ysin v ;
8 Jo onpy  al® +3AP2 lqll® |x=0 dr

s
= 8047/3 [27% 082 (s7 + mm)dr —

@87/3 27s
16 0

6 o7 sin?(sT 4+ mm)dr+

2 s7/3 f2” sin?(s7 + mm)dr + 12 s7/3 027r§(sin2 (s7 4+ mm) cos®(sT + mm)+

275
%57/3

o sin?(st 4 mm) cos?(sT + mm)dr—

sin?(st 4 mm) cos(sT + mm))dr —

%087/3 fo%g sin?(st 4 mm)(cos? (sT + mm) — sin? (st + mmw))dr+

%057/3 78 sin?(s7 4 m) cos?(sT + mw)dr

0
= (S - B+ + B — 5+ D) P = %s“%w#&
(4.101)
. 4/3
Portanto, detDx$(0,0) = —6 (%1/2) 75 Y3a33(0, 0) AP, (0 0) # 0 e assim existe (Dx¢) (0, 0). |

E possivel também neste caso provar um lema semelhante ao Lema 4.9.8 e, desta maneira, estamos agora em
posicao de aplicar o Teorema de Arenstorf da maneira como foi aplicado no Capitulo 3, para resolver o sistema
de equagdes (4.98).
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Teorema 4.9.25. Considere as equagoes de movimento (4.55) e os primdrios, com massa igual a 1/2, movendo-
se em uma Orbita eliptica de colisdo, i.e., momento angular igual a zero e energia total negativa, dada por
E=—-1/2¢2 See= k3 para k um inteiro positivo suficientemente grande, entdo existe uma quantidade
enumerdvel de familias de condi¢des iniciais para o corpo infinitesimal tais que seu movimento € uma solu¢do
periddica Si-simétrica de periodo 4ws, (5 € N), perto de uma dérbita Kepleriana circular sobre o plano zz cujo
periodo € também 4ns.

Demonstragao: Segue de modo semelhantes ao caso das érbitas duplamente simétrica. |

Para este caso, segue observagao semelhante a Observagao 4.9.19 e resultados semelhantes ao Corolario 4.9.20 e
ao Teorema 4.9.21.

O caso inclinagao i arbitratia.

Assim como no caso de érbitas duplamente e Sa-simétricas, podemos conseguir 6rbitas periédicas Si1-simétrica do
problema restrito dos trés corpos espacial eliptico com colisdo como continuacgao de érbitas Keplerianas circulares
num plano orbital cuja inclinagdo é arbitrdria. Usaremos para isso a equagdo de movimento dada em (4.69).
Neste caso a solugao conveniente do problema de Kepler a ser continuada é dada por

Z© (t,25) = (P7)"*t +mm,0, —t + jm, P{,0, P}),

onde a condigao inicial z{ é
zy = (mm, 0, jm, P;,0, P3) com E(0) =0,

com m, j inteiros que, sem perda de generalidade, faremos 0 ou 1. Da mesma forma que no caso anterior,
resolvemos a equagao de periodicidade para esta érbita e chegamos que

T/2 = —jm,

onde 3 €EZ_e -
(P~ = —m/j,
com m € Z4. Além disso, para que E(T/2) = kx, devemos tomar T/2 = krme?, assim,
k=-L, com €= 1/2k, k € Z.

€3’
Portanto, a érbita Kepleriana Z(% (t,z5) é uma Orbita periddica circular Si-simétrica, cujo periodo é —2j7 de raio
(—m/7)~%/3 num plano orbital de inclinacio arbitratia.
Mantendo a notacao anterior, estudaremos o sistema perturbado e, desta maneira, procuramos condigoes inicias
numa vizinhanga de zg5 do tipo
Zy = (m?T,O,jﬂ',Pl* + APl, APQ,P; + AP3)

tais que a solugdo Z(t, zo, €) do sistema perturbado (4.69), seja uma 6rbita periddica Si-simétrica. Seguindo as
mesmas idéias anteriores chegamos nas equagoes de periodicidade

p1(X,e) = (P +AP) L —mr+ 64Q§1)(T/2,Z0,€) +0(8) =0,
$2(X,6) = QL (T/2,20,¢) + O(e") =0, (4.102)

$3(X,6) = —L —Gr+'QN(T/2,20,€) + O(e®) =0,

onde X = (T, APl, APQ), P = (6, AP3)
Note que a expressao de le) (T'/2, 20, €) é amesma dada no Lema 4.9.23, uma vez que as expressoes de ||q]|, cos S,
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nas varigveis de Poincaré-Delaunay (Q1,Q2, Qs, P1, P2, P3) descritas em (4.37) s@o as mesmas que ||q||,cos S,y
quando temos o sistema em coordenadas inerciais, veja Observagdo 4.9.2, ou seja,

(1) t OH (0) — 15 T/2 9)la (P3+AP3)? T/2 2]|4]| sin”®
Qs (t,20,€) = [, BP; (1,29 (7,20),€)dr = —3¢ [ 6P2 HqH4d7—+37 fo 4 s”q”4 dr—

T/2 sintpcosyp Y dr ]
8 0 lal®  oP;

2 .2
15 APz(Pg +AP2) fOT/2 stgH;ZJdT + (’)(63),

onde ||ql], ¥, 8P2 ,Ge % denotam as expresses destas funcdes calculadas em Z(% (£, o), as quais sdo
lall = lal |70z = =5 = 57/ APscos Q17 (1) + 257/ AP + (AP~

35 VSAPIAP cos Q0 (t) + s /3 (AP)?sin? Q1 (1) + O(|| X|?)
V= P50 (gmgy = QF (1) + 28Pos 0 sin Q17 (1) — AP APs?sin Q1 (1) +

3(AP)?s P sin Q1 (t) cos Q) (t) + O(IX*),

66H](312H = %HPH 12 (t,20)= —5~ % cos ng)(t7 Zo) — gs_l/6AP1 cos ng)(t, 70) + 25~/ APy sin® ng)(t, Zo),
- APy)?
G 1= G |70 (100)= (5717 + AP1) - ( 22)

e, finalmente

5;__2 g}f |20 (4,20)= 25'/% sin Q(O)( t) — s"/> AP, sin ng)(t) + 552 AP, sin ng)( t) cos Q(O)( t) + 8?3 O(IX 1)
|
Desta maneira,
6a(%,0) = {3 Jy"* Gl e + OGRS [ 7V AL ar = L e S
e e
Agora, claramente podemos ver que ¢(Xo,0) = (0, $2(Xo,0),0) = 0, onde Xy = (=25, 0,0). De fato,
$2(Xo,0) = —18 [ Ay e, dr 4 PP (a5 [ (SlAl sy 1o iy
Sy (e ) xxo d]
=130 [ i cos(sT + mm)dr — %[‘1‘2 18/6 (= i cos(sT + mm) sin’(sT + mm)dr—
%513/6 f(;;w sin®(s7 4 mm) cos(sT + mm)dr]
=0.
(4.103)

Como na segdo anterior, para que o Teorema de Arenstorf seja aplicado é necessario, primeiramente, que veri-
fiquemos se a matriz Dx®(Xo, 0) possui inversa. A matriz Dx¢(X, P), neste caso, é dada por

1
%m +O(€4) —3(P1* +AP1)74% +O(€4) 0+O(64)
Dx$(X,P) = an 20¢ oo
Lo o+ O Gty +O(h)
—1/2+(9(e4) 0+ O(e*) 0+ O(eh)
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onde P} = (—m/j)” /3. Entédo, avaliando em X = X = (1p,0,0) = (—2j7,0,0) ¢ P = (¢, APs) = (0,0) segue
que

1 -
1 3 *\—4
§(P1*)3 3]7T(P1) 0
Dx¢(X0,0) = | oV 2QLV 2QLY ,
512“ (X07 0) AP (XOa O) AP, (XO: O)
~1/2 0 0
3.
cujo determinante é detDx ¢(Xo,0) = _ij(Pl y~4 ZZZP (Xo,0) # 0, pois
(1) ~ 2 A - ) )
2Q, _ 15 p—jmp 0%lall 1 ollall y2_1 (P7)”—(Pg)
oar; (X0,0) =15 Jo " [(aapyz ) x=%0 —H(5aF, )" fare) Ix=xold7 + =prz Ix=xg
- Y alld i g3 2llall ;2
45 (—jn | 82]all sin2 o alall [ 2oap; llall” siny cosy—4llall” gap; sin” ¥
{16 Jo”’ {Mgg Tart + 5aP; ( : Tars : Ix=xq d7—
<112 9ll4 .
15 fﬁjﬂ 524 sinp cos 4 o HCIH:SSAPZ (cos? p — sin? ¢p) — 3||q||278£‘}3‘|2 cos Y sin ¢ | 0
8 Jo oAPZ 4l AP, llall6 X=Xo
= %57/3 f&jﬂ cos?(st +mm)dr — —37/3f I™ i 2(st +mm)dr+
2 *\2 i 2 2 ~
?—857/37@1213}553) Jo 77 sin (st + mm)dr 4 18 7/37(})12 :;PB) Jo 7T (sin? (st + mm) cos® (st + mm)+
sin? (st + mm) cos(st + mm))dr — 75 7/3% fo_jﬂ sin? (st + mm) cos? (st + mm)dr—
2 2 ~
680 7/3% Jo 7™ sin?(st 4+ m)(cos® (st + mm) — sin?(st + mm))dr+
*2 *\2 =~
%37/3% Jo ?7 sin? (st + mm) cos® (st + mm)dT
P¥)2—(P;)? ~
_ (30 n ?gg( 1 zp*gzs) ) s4/3mm £ 0,
(4.104)
desde
30 , 585 (Pr)” — (P5)° (4.105)
327 128 (P '
Vale relembrar s = P, % = —m/j.

Além disso, neste caso também é valido um lema semelhante ao Lema 4.9.8. Desta maneira, podemos aplicar o
Teorema de Arenstorf de modo semelhante ao caso de 6rbitas duplamente simétricas e, com isso, temos o seguinte
teorema

Teorema 4.9.26. Considere as equagoes de movimento (4.69) e os primdrios com massa igual a 1/2, movendo-
se numa Orbita eliptica com colisdo, i.e., com momento angular igual a zero e energia total negativa dada por
E=-1/2 €2 See= 21(%, para k um inteiro positivo suficientemente grande, entdo existe uma quantidade
enumerdvel de familias de condigbes iniciais para o corpo infinitesimal, cuja solugdes saGo orbitas periddicas Si-
simétricas de periodo proximo a —237r, (5 € Z_), perto de uma drbita Kepleriana circular de periodo igual a —237r
e cujo plano orbital tem uma inclinacao i tal que (4.105) seja satisfeita.

E vélido aqui uma observagdo semelhante a Observagao 4.9.15.
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4.10 Solugoes peridédicas obtidas como continuacao de 6rbitas
Keplerianas elipticas

4.10.1 Continuacao de solugoes periddicas elipticas duplamente simétricas

A fim de continuar uma 6rbita Kepleriana eliptica duplamente simétrica do sistema néo perturbado
7 =Fy(Z), (4.106)

onde Fg é descrita em (4.56) para o sistema (4.55) (sistema perturbado) devemos considerar uma solugao eliptica
conveniente do problema de Kepler (4.106) com condigdes iniciais zg em L2 quando ¢t = 0. Pela Proposigao 4.8.3
item 2 e Observacdo 4.6.4, tomamos a condi¢do inicial

* 1 * . * *
zo = ((m + §)W,Q27]7T,P1 ,0,P3) com E(0) =0,

onde m, j sdo inteiros que, sem perda de generalidade, podemos tomar 0 ou 1 e Q3, P, P; sao constantes a serem
determinadas. A solugdo do sistema néo perturbado (4.106) com condicdo inicial z§ assume a forma

* *\ — 1 * . * *
2 (t,25) = (" (1, Q57 (1), Q5" (1), P\ (1), ;" (8), Ps” (1) = ((P1) "t + (m+ ), Q3. 4, PY,0, P}). (4.107)

Note que a constante Q5 nao pode ser zero, pois se ambas as constantes Q5 e P> forem nulas, teremos que a
érbita Z(© (t,z5) é uma Orbita circular. Desta maneira, desde que queremos uma Orbita eliptica do problema
de Kepker, tomaremos Q3 # 0. Além disso, queremos que a solucdo (4.107) seja duplamente simétrica, portanto
pelas Proposigdes 4.6.6, item 3 e 4.8.3 item (1) é suficiente resolver, em t = T'/4, o sistema

OT/a,25) = (POPL+(m+L)n =pr
0 * *

(T/4,25) = Q5 =0
Q(T/4,25) = jr =i

onde p e i sdo inteiros. Observe que a segunda equagao somente é satisfeita por Q5 = 0, o que é impossivel pois,
por hipétese, Q5 # 0. Assim, concluimos que com esta escolha de varidveis nés ndo podemos continuar érbitas
elipticas. Mesmo se considerarmos o problema em coordenadas giratérias e usarmos as varidaveis de Poincaré-
Delaunay (4.37) nao teremos sucesso pois o @3, também neste caso, serd igual a zero.

Existem outras opgbdes para continuarmos tentando obter érbitas do problema perturbado como continuagao
de orbitas Keplerianas elipticas. Dentre as opgoes, podemos continuar usando as equagoes de movimento em
coordenadas inerciais e uma outra escolha das varidaveis de Poincaré-Delaunay ou mesmo as variaveis de Delaunay
(as quais sao a primeira escolha quando queremos obter drbitas elipticas devido a que seu dominio de defini¢ao
ser de Orbitas elipticas). Ou podemos trabalhar com as equagdes de movimento em coordenadas giratdrias e
entao escolher as varidveis de Delaunay. Esta tltima escolha ndo nos permite nem sequer resolver as equagoes de
periodicidade para a solugao do problema de Kepler, ou seja, do problema nao perturbado.

Ap6s alguns célculos, nos pareceu bom trabalhar com as equagdes de movimento (4.51) em coordenadas giratérias
cuja funcao Hamiltoniana é dada por

ﬁ(d7f)7ta 6) = HO((AL 13) + 64]9-1 (61, f), t, 6) + ESH-T(q, f),t, E) (4108)
onde | H2 | ”2
oA p 1 p 1 ‘
Ho(q,p) = —&pn +Mpe — o = —H— ——,H =G cosi, (4.109)
2 ! lall 2 llall
. 1 (-1 28
Hi(q,p,t€) = — 75 (=14 3cos” 5) [1 — cos Ec(t)],
all 8
[1— cos E.(t)]*

H.(4,p,t,€) = — (§ _ b cos® S + % cos” 5‘) +O(eY,

16|qll® 8 4
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e com a seguinte escolha das varidveis de Poincaré-Delaunay

Qi=l+g+h, P =1L,
Q2
Q3 = —+/2(G — H)sinh, P3 = \/2(G — H)cos h.

Esta escolha das varidveis de Poincaré-Delaunay é descrita em [5], p. 285. Como ficard mais claro posteriormente,
a principal diferenga com o caso de 6bitas continuadas a partir de ébitas Keplerianas circulares é que necessi-
tamos introduzir o tempo como uma nova varidvel para eliminar a degenerescéncia do sistema de equagbes de
periodicidade. Estes argumentos tém sido foram usados, por exemplo, por Schmidt em [43].

Na proposigao abaixo, usando as varidveis de Poincaré-Delaunay (4.110), damos condigdes suficientes para que a
particula infinitesimal pertenca a subconjuntos invariantes ﬁl and Eg.

—+v/2(L — Q) sin(g + h), P, = \/2(L — G) cos(g + h), (4.110)

Proposicao 4.10.1. Seja Q = (Q1,Q2,Q3), P = (P1, P2, P3) varidveis de Poincaré-Delaunay definidas em
(4.110). O subconjunto de R3: R
(1) L1: Q1 =0(modm), Q2=0,Q3 =0 nos dd pontos no subconjunto invariante L.

(2) L2: Q1 =% (modm), Qs=0,P,=0 nos dd pontos no subconjunto invariante L.

Demonstragdo:  Provaremos o item (1), a prova do item (2) segue de modo andlogo. Uma vez que Q1 =
0(modm), Q2=0,Q3 =0, por (4.110) segue que

l+g9g+h=nim, L=Goug+h=nomr, G=Horh=nsm.
Aqui temos véarios casos a analisar:

Caso 1)
l+g9g+h=nmnr, L=G, G=H.

Uma vez que G = H e H = G cost, temos que i = 0. Assim, a particula estd localizada no plano £7n. Deste modo,
nao existe nodo ascendente pois sua trajetéria ndo cruza o plano &7 e, portanto, para este caso, h estd indefinido.
Uma vez que L = G temos que a particula estd sobre uma érbita circular e, deste modo, o angulo g também estd
indefinido (pois o dngulo g é o argumento do pericentro, mas sobre drbitas circulares ndo existe pericentro). No
entanto, uma vez que a particula estd sobre uma Orbita circular temos que | = f e, assim, o angulo n17 nos da a
localizag@o da particula na drbita (para mais detalhes veja Apéndice 7.4). Como o dngulo ni7 é medido a partir
do eixo &, concluimos que a particula esté sobre o eixo €. Desde que as condig¢des sobre a velocidade sao satisfeitas
naturalmente (pois a érbita é circular), segue que esta particula estd no subconjunto L.

Caso 2)
l+g9g+h=nmm, L=G, h=nam.

A terceira condicdo nos d4 que a interse¢do do plano orbital com o plano de referéncia, i.e., plano &n ocorre
no eixo . Pela condicdo L = G segue que a particula estd sobre uma orbita circular e, assim, [ = f e g estd
indefinida. Portanto, pela primeira condigao temos que f + g = (n1 — ng)w. No entanto, o angulo (n1 — n3)w, o
qual é medido a partir do eixo £ (linha dos nodos) nos dé a localizagdo da particula na érbita. Desta maneira,
concluimos que a particula estd localizada sobre o eixo £. Analogamente ao caso anterior, segue que esta particula
estd no subconjunto f)l.

Case 3)
l4+g9g4+h=nim, g+h=nam, G=H.

Uma vez que G = H e H = G cos i, temos que ¢ = 0. Assim, a particula estd localizada no plano £7. Desta maneira,
nao existe nodo ascendente e assim, h estd indefinido. Das duas primeiras condigoes, segue que [ = (n1 — na)w.
Portanto, pela equag@o do centro (4.50) temos que [ = f. O angulo nom nos dé a localizagao do pericentro (veja
Apéndice 7.4). Este angulo é medido a partir do eixo &, assim concluimos que o pericentro estd sobre o eixo &.
Portanto, desde que f = (n1 — n2)7, a particula estd localizada no eixo &, sobre o pericentro ou apocentro. Desta
maneira, temos pontos no subconjunto L.
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Case 4)
l+9+h=nim, g+h=nom, h=nsm.

Das condigbes h = n3m segue que a linha dos nodos estd no eixo £&. E das duas primeiras condigoes temos que
g = (n2 —ng)w el = (n1 — n2)w. Assim, o pericentro estd localizado sobre o eixo £ e a particula estd sobre o
pericentro ou sobre o apocentro. Portanto, concluimos que a particula estd no subconjunto L;.

Com esta escolha das varidveis de Poincaré-Delaunay, a fungdo Hamiltoniana (4.108), nestas varidveis, torna-se

H(Q,P,t,e) = Hy(Q,P) 4+ ' H,(Q, P, t,¢) + € H.(Q, P, t,¢), (4.111)
cuja equagao de movimento associada denotaremos por

Z=F(Z)=Fo(Z)+ 'F1(Z,t,¢) + F,(Z,t,¢), (4.112)

e : 1 1 Qi+P; Q3+P
Ho(Q7P)=—ﬁ—H=—2P12—(P1— 5 T3 ) (4.113)

QP o= L L8’y p e
llall® 8
ﬁr(Q,P,t,e) = 7% (g — % cos? S + % cost S') + (9(64)7

onde denotamos q(Q, P) por q e, analogamente, para cos S.

Seja z§ uma condicdo inicial tal que z§ € L2 quando t = 0. Assim, pela Proposicio 4.10.1 item 2 pela Observacao
4.6.4 z5 ¢ da forma

zo = ((m +1/2)m,Q3,0, P, 0, Py),
onde Q3, P e P53 sdo constantes e m é um inteiro. Da fun¢ao Hamiltoniana nao perturbada (4.113) segue que as
equacoes de movimento do sistema nao perturbado sao

Q1:1_17 PlIO,

7T
Q2 = Py, Py =—Qo, (4.114)
Qs = P, Py = —Qs.

Portanto, uma solugao do problema de Kepler (4.114) com condigao inicial zj é dada por
2 (t,25) = (1" (1, Q5" (1), Q5" (1), ") (1), B3 (), P5” (1)), (4.115)
onde

V) = (5 D+ (m+ 127, PO) =Py,

1

(t) = Q5 cost, P (t) = —Q3 sint,

(30)(t) = Py sint, P§O>(t) = PJ cost.

Como queremos que a 6rbita Z(¥) (¢, 25) seja uma érbita eliptica devemos supor que Q3 # 0. Agora impomos
que esta solugdo seja duplamente simétrica, portanto pelas Proposi¢bes 4.6.7, item 3 e 4.10.1 item 1 é suficiente
resolver, em t = T'/4, as seguintes equagdes de periodicidade

Q) = (s —1) T+ m+1/Dn = (it D

Py’
O(T/4) = Qs cos T =0
Qs '(T/4) = Q3 cos 5
QY (T/4) = Pysin T =0.
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Da primeira equagao temos que

T  (m+1/2)r

—=— 4.116

1 o1 (4.116)
onde s = Pl*_3 é uma constante real. Desde que @5 # 0, resolvemos a segunda equagao fazendo T'/4 = /2 (modr).
Desta maneira, de (4.116) é suficiente supor que 1/(s — 1) é um inteiro {mpar, i.e.,

S_2§+2
T25+1

, §€Z tal que s #0.

Por outro lado, pelas Observagdes 2.2.3 item 2 e 4.6.4, precisamos que E(0) = 0 e E(T/4) = km, onde k ¢ um
inteiro par e portanto, devemos tomar .

T = 4kme®. (4.117)
Combinando (4.116) com (4.117), onde k deve ser um inteiro par, segue que

b= a2
s—1

onde €& = 1/4k, com k um inteiro. Logo, a terceira equagao somente é satisfeita com P; = 0. Resumindo, obtemos
uma 6rbita eliptica duplamente simétrica do problema de Kepler (4.114) de raio (23 4 2/25 + 1)~2/2 localizada
no plano &n (pois Q) (t) = 0 = P{%(t)) com periodo T = 4(25 + 1)( + 1/2) = (25 + 1)(4m + 2). Esta 6rbita é
descrita por (4.115) com P§ = 0, P{ = (254 2/25 4+ 1)7'/% ¢ satisfaz

2(0,25) = 2y € L2, 2 (T/4,25) € L1.
Seja C C R* uma vizinhanca compacta de Z(® (t,z5) sem singularidades e z{ tal que yAQ (t,z5) permanece limitada

e afastada das singualaridades. Portanto, como o Lema 4.9.5 é valido aqui, os Lemas 3.3.1 e 3.3.2 podem ser
aplicados neste caso também.

Mantendo as notacoes anteriores, tomamos uma condigdo inicial em uma vizinhanca de z; da forma
zo = ((m +1/2)m, Q5 + AQ2,0,57 /% + AP0, AP3),

onde s = (25 +2)/(25 4+ 1). Pelo Lema 3.3.1 temos que a solugéo Z(t, zo, €) do sistema associado & funcao Hamil-
toniana (4.111) é dada por

Qi(t,zo,e) = ((sV3+AP) 3 =)t + (m+1/2)7 + Q' (¢, 2o, €) + O(e®)
QQ(t7Z07€) = (QS + AQQ)COSt+€4Q(21)(t7Z07€) + 0(68)
Qs(t,z0,e) = APssint+ €4Qél)(t, 20, €) + O(8)
(4.118)
Pi(t,z0,¢) = sTVE L AP+ e‘lPl(l)(t7 Zo, €) + (’)(68)
Pa(t,z0,¢) = —(Q5+ AQ2)sint + €4P2(1)(t, 20, €) + O(c®)
Ps(t,z0,e) = APs cost+54P§1>(t,zo,e) + O(e®).

Pelas Proposicoes 4.6.7, item 3 e 4.10.1, item 1 temos que as condicdes de periodicidade para obter solugoes
periédicas duplamente simétricas do problema restrito espacial eliptico dos trés corpos com colisdo séo

Qi(t) = (m—l) §+(m+1/2)7r +O(e') = (m+m+
Q2(t) = (@3 + AQ2) cos - +0(ef) =0 (4.119)
Qs(t) = AP3sin T +0(eY) =0,
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Seja ¢(X7 P) = (¢1 (X7 P)7 ¢2(X7 P): ¢3(X7 P)) = (Ql(X7 P) - (m +m+ 1)7T7 QQ(X7 P)7 QS(X7 P))7 onde X =
(T, AP, APs) e P = (¢, AQ2), desta maneira as equagdes de periodicidade (4.119) sdo equivalentes ao sistema

$2(X,P) = (Q5 + AQ2) cos T +O() =0 (4.120)
¢3(X,P) = APssin & +0(eY) =o0.

Observe que, semelhantemente aos casos anteriores, podemos extender ¢(X,P) ao caso ¢ = 0 definindo

$2(X,P) = (@5 + AQ2) cos L

$3(X,P) = APssin .

2 2
e pelaescolhade T =Ty = 4(25+1)(m+1/2)re s = 22 1 segue que ¢(Xo, 0), onde Xy = (7o, 0,0). Verificamos
que

(=rtamy — 1) 24+0() =372+ AP) T4+ O(H) 0+ 0(e!)

Dx¢(X,P) = _w sin L + O(e) 0+ O(eh) 0+ O(eh)
285 cos T+ O(e") 0+0(c") sin § + O(e")
Assim, segue que
szl —384/3% 0
Dx¢(Xo,0) = | % 0 0 |
0 0 +1

onde s = (25+2)/(25+ 1) e To = 4(25+ 1)(" + 1/2)7. Assim, detDx¢(Xo, 0) # 0. Por outro lado, é verificado
um resultado andlogo ao Lema 4.9.8. Agora, estamos em posi¢do de aplicar o Teorema de Arenstorf como ele é
aplicado no capitulo 3, para resolver o sistema de equagoes (4.120).

Teorema 4.10.2. Considere as equagoes de movimento (4.112) e os primdrios, com ambas as massas iguais a
1/2, movendo-se em uma Jrbita eliptica de colisdo, i.e., momento angular igual a zero e energia total negativa

dada por € = —1/2 €2 See= (4k)7% para k um inteiro positivo suficientemente grande, entdo existe um
conjunto enumerdvel de familias de condi¢bes iniciais para o corpo infinitesimal tal que seu movimento é uma
solugao periddica duplamente simétrica de periodo prézimo a 4(25+ 1)(m + 1/2)7, (5 € Z), perto de uma Jrbita
Kepleriana eliptica sobre o plano &n, de periodo 4(25 + 1)(m + 1/2)w.

Demonstragao: A prova segue de modo semelhante aos outros casos. |

Observacao 4.10.3. 1) Este teorema gera uma escolha continua de solugdes periddicas do sistema (4.120). Para
€= (4k)71/3, onde k é um inteiro positivo suficientemente grande, temos a relagao

k= 4k(m +1/2)(25 + 1).
2) Note que de fato o plano orbital da érbita continuada estd perto do plano &n, pois pelo Teorema de Arenstorf nés

conseguimos uma vizinhanca de P tal que a funcao X(P) = (T'(P), AP, (P), AP;(P)) satisfaca ¢(X(P),P) = 0.
Portanto, a equagao da 6rbita continuada com respeito a Q3 é dada por

Qs(t,z0,€) = APs(P)sint + *Q\ (L, 2o, €) + O(e®)
e a equagao da Orbita continuada com respeito a P é dada por

Ps(t,z0,€) = AP3(P) cost + ' P{V (t, 20, €) + O(%).
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Portanto, o plano orbital da drbita do corpo infinitesimal estd tdo préximo do plano £n dependendo de quao
pequena for € e APs(P).

3) A fim de obter solugdes periédicas do problema restrito dos trés corpos espacial eliptico com colisdo (4.112),
as condigdes em (4.120) devem ser satisfeitas simultaneamente com a condigio de comensurabilidade T/27¢® € Q.
Assim, desde que T = T'(e, AQ2) e € = (4k)~ !, tomamos k € N e AQ2 € R tais que (veja Observagio 3.2.1)

T((4k)"%, AQo)

2med

€ Q.

Portanto, para estes € = (4k)_1/ 3. onde k é um inteiro suficientemente grande, e AQ2 € R temos condicdes iniciais

que dao origem a uma solugao de (4.112) as quais sdo T = T'(e, AQ2)-peridédicas e duplamente simétricas.

Aqui também é valido resultados semelhantes ao Corolario 4.9.11 e ao Teorema 6.7.9.
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Capitulo 5

O problema restrito planar eliptico
dos trés corpos com colisao

5.1 Equacao de movimento

Vimos no capitulo anterior que as equagoes de movimento do problema restrito espacial eliptico dos trés corpos
com colisdo, é invariante por rotagdes em torno do eixo z. Em particular, qualquer plano que contém a linha dos
primérios (i.e., o eixo z) é invariante por rotagdes com respeito ao fluxo de (4.2). Estes sdo os casos planares.
Sem perda de generalidade, nés iremos analisar neste capitulo o subconjunto invariante (4.4) dado por

y=20, py =0

Figura 5.1: O problema restrito planar eliptico dos trés corpos com colisao

Como antes, iremos assumir que os primérios com massas mi = p e mg = 1 — pu, p € (0,1/2] estdo movendo-se
ao longo do eixo z e que seu centro de massa estd fixo na origem. Seja p = z1 — 22 a distancia entre os primérios
e (z, z) as coordenadas da particula teste no plano que contém os primdrios. Nestas coordenadas as equagoes de
movimento da particula infinitesimal sdo

b I A=p)
T= L%(w + r3<t>]
s _ |u=21) (A—p)(z+21) 5.1
z= [ St oae ] (5-1)

onde



Gostarfamos de enfatizar que os primérios sdo parametrizados por p e satisfazem a equagao diferencial (2.7) com
relagdo de energia dada por (2.8), cuja dindmica é um movimento eliptico com colisdo 27e® periodo em t, onde €
é dado por (2.11).

Denotando & = pz, 2 = p, do sistema acima obtemos

— S, =  —p | = 1—p
b= pe b= [+ igs]
i= p., Pa= —z[“gf%;;ﬂ + “*f;g(i;m]. (5.3)

Observe que o sistema (5.1) é um sistema Hamiltoniano nio auténomo, 2me® periédico em ¢ com dois graus e
meio de liberdade, cuja fungdo Hamiltoniana é dada por:

Haptd = gl - | s ), (5.4

onde q = (z,2) e p = (pz, p-) € estd definida no espago de fase
Qplam” = {(:C, %, Pz, Pz, t) € Rs / ('T7 Z) 7é (Ov (1 - ,u)p(t)), (.1‘7 Z) # (07 —up(t))},

os pontos retirados de R5 correspondem a singularidades devido a coliséo tripla: = 0et =0 (mod 271'63) e
singularidades devido as colisdes bindrias: (z,2) = (0, (1 — u)p(t)), t # 0 (mod 27we®) e (z,2) = (0, —up(t)), t # 0
(mod 27e?).

Usaremos o problema planar em coordenadas giratdérias, as quais sao dadas pela relacao

13 cost  sint 0 0 T
¢ _ —sint cost 0 0 z
De - 0 0 cost sint pe | (5.5)
P 0 0 —sint cost Pz
Nas novas coordenadas a fun¢ao Hamiltoniana (5.4) assume a forma
I:IM(GI7IA)7t7€):lllﬁ'HQ_ng—i_Cp&_ L"‘ il - ) (56)
2 71(t)  T2(t)

onde 61 - (574)7 f) = (pﬁvpC) e
~2 ~ 112 2
7 = lall® - 22 + 22,

73 = ||all* + 2221 + 21

com z = {sint 4 ( cost. Da mesma maneira que no caso inercial, podemos expandir a fungao Hamiltoniana (5.6)
usando polindémios de Legendre. De fato, consideremos a seguinte expressao para 71 e 2.

71 = llally/1 - 2cos($)w + w2,

72 = [lally/1+ 2 cos($)w + w2,

int t t

2 _ gsintHCeost AP0
1] lall llall llall

sistema de equagdes (5.4) nao é invariante por rotagoes em torno da origem. Além disso, temos que o sistema de

onde cos S =

Observe que cos S assume esta forma porque o

- . ~ . . [ o . ™
equagdes associado a fungdo Hamiltoniana (5.6) serd periédico se tomarmos € de maneira que 503
e
e ¢ sdo inteiros irredutiveis. Convém que trabalhemos com sistemas nao-auténomos periédicos, assim imporemos

= B, onde p
q
1
que — = B, onde ¢ = 1 e p = 4k com k um inteiro positivo suficientemente grande. Note que, com esta escolha,
q

€3
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o perfodo do sistema de equagdes associado a (5.6) serd igual a 27.
p(t)

lall
como série de poténcias em w. Assim, obtemos que

Entéo, desde que (1 — p) < 1, podemos usar polinémios de Legendre para expandir as expressoes 1/71 e 1/72

1 1 > i
— = —=[1+ ) Pj(cosS)w’]
foal ; ’
€ oo
—=—[1+ P;(— cos S)w],
PR AP |

j=1
onde os polinémios P; sdo descritos por (4.26). Portanto, a fungdo Hamiltoniana (5.6) é descrita da seguinte
maneira

H"(4,D,t,¢) = Ho(q, P) + € H' (4, B, t,€) + € Hy, (&, B, ), (5.7)
onde 5
oo oy _ P 1
Ho(q,p) = — = — &pe + Cpe,
2 llall
A (1 — cos E.(t)) cos S
HY(q,p,t,€) = HQTP (1= p)(2u—1),
€ 2 2 2 3 3
T A~ . _ (=p)*(1—cos Ec(t)) —143cos® S 2 (2p—=1)(A—p)?(1—cos E(t))
HI'(q,p,t,€) = a3 ( 2 ) te lall*

o < & A3 &
500‘35‘3—500% S +O(64)

Esint 4+ (cost

Tl A
pericentro medido a partir do eixo £ e f é a anomalia verdadeira. Nés temos que cos S = cos ¥ sint + sin ¢ cost.
Além disso, como o vetor momento angular é dado por G = (2z — x22)j = ({pe — &pc)j, nds temos que a fungéo
Hy pode ser escrita como

Note que como cos S = e & =1d|| cosy, ¢ = ||@||sinep, com ¢ = g+ f onde g é o argumento do

A 112
~ A P 1

Podemos ainda escrever a fungdo Hamiltoniana (5.4) como uma perturbagao do problema de Kepler onde a massa
1 é o parametro de perturbacdo, mas aqui, ndo usaremos esta abordagem. Neste caso, a fun¢do Hamiltoniana
(5.4) é da forma

H(q,p,t, 1) = Ho(q, p) + pHi(q, p,t, ) + O(1°), (5.8)
onde i HQ
P 1
Ho(q7 p) = ETPTE
2 llall
1 z 1
Hi(q,p,t,p) = : +

el G (- p)? e

5.2 Simetrias

Algumas simetrias do caso espacial continuam valendo aqui. Com a mesma notagao do caso espacial temos que
as equagoes de movimento (5.3) sdo invariantes pelas simetrias:

Si: ($,Z7pg;7pz,t) - (27, —Zz, —Pz,pm—t)
Sa: (%, 2,p2,023t) —  (—2,2,pz, —Pz; —1)
S3 : (l’,Z,pI,pz;t) - (xazvfpzyfpz;ft)
Sy (xaz7p937pz;t) - (—.1‘727 _pz,pz§t)

Ss: (%, 2,pz,023t) —  (—,—2,pz,pz; —1)
Se : (@,2,pz,p3t) — (T, —2,pa, —Pz3t)

Sz : (xaz7p937pz;t) - (—.1‘7 _vaz,pz§_t)

-~
o



Observacao 5.2.1. Observe que o seguinte subconjunto do espaco R? x R? séo fixados pelas simetrias S; e S2
respectivamente:
L, = ('Tv 0, Oapz)

L2 = (0’Z7pa770)

Nas coordenadas giratérias iremos chamar S; e Sy as simetrias correspondentes a S1 e Sz, respectivamente,
das coordenadas inerciais e, consequentemente, iremos denotar por Iie Ly os subconjuntos invariantes em
coordenadas giratérias correspondentes aos subconjuntos L1 e L2 das coordenadas inerciais, respectivamente.
Obtemos entdo a seguinte proposigdo para o sistema em coordenadas giratérias associado a funcdo Hamiltoniana
(5.6).

Proposicao 5.2.2. Seja ¢(t) = (£(t), (L), pe(t), pe(t)) uma solugdo do sistema associado a fungdo Hamiltoniana
(5.6) e E(t) a funcdo definida por (2.13). Entao:

1. Se (¢(0),pe(0)) = (0,0), i.e., $(0) € L1 e E(0) = 0 e se (C(T/2),pe(T/2)) = (0,0), i.e., $(T/2) € La,
onde (¢(t),pe(t)) # (0,0),t < T/2 e E(T/2) = km, onde k € um inteiro par, entdo ¢(t) é uma solugdo T'-
periodica. Estas solugoes sao chamadas orbitas periddicas Sy -simétricas do problema restrito planar eliptico
dos trés corpos com colisdo.

2. Se (€(0),pc(0)) = (0,0), i.c., p(0) € Lo e B(0) = 0 e se (§(T/2),pc(T/2)) = (0,0), ice., §(T/2) € La, onde
(€(t),pc(t)) # (0,0),t < T/2 e BE(T/2) = kx, entdo ¢(t) é uma solugio T-periddica. Estas soluges sio
chamadas orbitas periddicas Sa-simétricas do problema restrito planar eliptico dos trés corpos com colisdo.

3. Se (£(0),pc(0)) = (0,0), i.e., $(0) € Ly e E(0) = 0 e se (C(T/4),pe(T/4)) = (0,0), i.e., ¢(T/4) € L,
onde (¢(t),pe(t)) # (0,0),t <T/4 e E(T/4) = km, entdo ¢(t) é uma solugao T-periddica. Estas solugdes
sdo chamadas drbitas periddicas Sy — Sa-simétricas ou simplesmente duplamente simétricas do problema
restrito planar eliptico dos trés corpos com colisao.

Observagao 5.2.3. 1) O item 1 (resp. item 2) diz que precisamos apenas construir a metade de uma érbita que
atravessa o eixo £ (resp. eixo () ortogonalmente em dois pontos distintos para assim conseguirmos uma solugao
periddica simétrica com respeito ao eixo £ (resp. eixo €). Veja a figura abaixo

el N
~

Figura 5.2: A¢ao da simetria S,

2) O item 3 diz que precisamos apenas construir um quarto de uma drbita que atravessa o eixo £ e o eixo ¢
ortogonalmente, assim nés conseguimos uma solugao periédica simétrica com respeito aos eixos £ e (.

No capitulo anterior usamos somente varidveis de Poincaré-Delaunay para obtermos drbitas periddicas simétricas
para o problema perturbado. Aqui, as Orbitas Keplerianas elipticas e suas 6rbitas continuadas serdo obtidas
usando as variaveis de Delaunay, a qual, como falamos, sao a primeira escolha quando se quer continuar érbitas
elipticas. Desta maneira, as introduzimos abaixo

Q =i, P =1L

@2 =9, ﬁQ = Ga (59)
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onde l,g, L e G sao as definidas no capitulo anterior. Estas varidveis, as quais sdo chamdas de varidveis de
Delaunay, s@o definidas sobre um dominio eliptico do problema de Kepler. O dominio eliptico é um conjunto
aberto em R®, o qual é preenchido com solucdes elipticas do problema de Kepler. Estas varidveis néo séo vélidas
em vizinhangas de érbitas circulares do problema de Kepler, visto que em drbitas circulares temos L = G e desta
maneira, Py, = P5. As coordendas de Poincaré-Delaunay e Delaunay tornam mais facil determinar a localizagao
da particula infinitesimal no espago. Na proposicao abaixo, nés damos condigées suficientes para que a particula
teste esteja contida em um dos subconjuntos invariantes Ly ou Ls.

Proposigdo 5.2.4. Seja Q = (Q,,Q,), P = (P1, P2) as varidveis de Delaunay definidas em (5.9). O subcon-
Junto de Rj: - .
(i) L1: Q, =0(mod7), Q,= (modm), nos dio pontos sobre o subconjunto invariante L ou L.

(ii) L2: Q, =0(modr), Q,= % (mod ), nos ddo pontos sobre o subconjunto invariante Lz ou Lo.

5.3 Existéncia de solugoes peridodicas usando simetrias

Nesta se¢do, mostraremos a existéncia de solugoes periddicas para o problema restrito planar eliptico dos trés corpos
com colisdo, as quais sdo obtidas usando simetrias. Com as simetrias S1 e Sz dadas acima, podemos classificar as
solugdes continuadas em trés tipos: solugoes Sp-simétrica, Sao-simétrica e duplamente simétrica (Sz —S1-simétrica).
Veremos que as Orbitas periddicas obtidas como continuagao de 6rbitas Keplerianas circulares podem ser obtidas a
partir do caso espacial, desta maneira, para este caso, utilizaremos as equagoes de movimento que usamos no caso
espacial quando continuamos 6rbitas Keplerianas circulares. Com relagao as érbitas obtidas como continuagao de
orbitas Keplerianas elipticas, trabalharemos com as equagoes de movimento descritas em coordenadas giratdrias
e com as varidaveis de Delaunay, que, neste caso, os cédlculos foram possiveis e vidveis. Desta maneira, considere a
fungao Hamiltoniana (5.7), para u = 1/2,

H(&,p,t,€) = Ho(§,D) + € Hi (&, P, t,€) + € Ho (&, P, t,€) (5.10)
onde | H2
I f) 1
Ho(q,p) = — 5 — &P + Cpe,
2 llall
L (1 — cos Ec(t))? —1+3cos? 8
H q,p,t,E = - PRTE )
Hapte) Sl 2
e

H.(8,p,t,¢) = (1= cos Ec(t))* (3 15

26, 35 4 4
164l g~ 1 o8 S+ g oS S) + O(€%).

E, escrevendo (5.10) nas varidveis de Delaunay, descritas em (5.9), obtemos
ﬁ(Q, P,te) = ﬁo(Q, P)+ e4fll(Q, P.t,e)+ eglflr(Q, P,te), (5.11)

onde Q = (61,62)7 P= (?17ﬁ2) €
I:IO(Q,P) = - iQ + P,
2P

1

- 1
HI(Q7P7t76) = W

—1+ 3cos? S
ql? ’

[1 = cos Ec(t)])° < 5

N 31 —cosE()]* (3 15 o4 35 4a4 4
H.(Q,P,te)=——"—"—— | = — — — ,
(Q €) 28]’ g 1 s S+ g 08 S|+ 0(€)
cujas equagoes de movimento sao
Z = F(Z) =Fo(Z) + €'F1(Z,t,¢) + F . (Z, t,¢), (5.12)
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onde Z = (@17627?17F2)7
Fo(Z) = (P7°,1,0,0)
Fl(Z,t,e)I 32178E17_87£I17_8§1
0P, 0Py 0Q, 0Q,

e, finalmente

Bzt = 0H, 0H, O0H. OH,
nERY T\ opy oPy’ 0Q, 0Q, )

Note que o sistema (5.12) é nio auténomo e 2m-periédico, desde que €8 = (4k)™* com k um inteiro suficientemente
grande. Nas expressées das fungoes Hl, H, acima, denotamos q(Q,P) por q, analogamente para cos S. Além

disso,
Lema 5.3.1. As expressoes de ||q| e cos S nas varidveis de Delaunay sao

cos S = cossint 4 sin cost

e
llall = ﬁf <1 —ecosQ, + [esinQ1]2> ,
onde
P; - P,
e= — ,
P,

G =Ps et é o dngulo dado por ) = g+ f. O dngulo v nestas varidveis assume a forma

B2 P2 =2 52
\/ Pi — P53
list +P — P coslemQ)

"Z’ = @1 + Qz + 2 —
1 1

. -2 -2 N -2 3/2 o
5 (Pl Ps cos Q,sinQ, — %77{;2)5&115 Q.+

P1 1
52 _ B2\3/2 _ P2 _ P32 _ _
% sin @, cos? @, — @ sin® @, cos @,

Py Py
Demonstragao: A prova deste Lema é semelhante a prova do Lema 4.8.1. |

E, mais precisamente, temos as seguintes expressoes em série de poténcias

Lema 5.3.2. A expressdo de HqH e 1 na varidveis de Delaunay (5.9), obtidas como série de poténcias em P1, P2
perto de Py = s™V/3 Py = PQ, onde s € R e P2 é uma constante real nao nula diferente de s ~1/3 o dadas s
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respectivamente, por

lal =572+ (s7%/3 — (P3)?)sin® Q, — s~/ /s72/3 — (P3)2cos @,

,2/3 —
4|25 1/3 = \/7 m cosQl—l—Qs 3 sin Q (Pl—sfl/g)
S 2/3 P2

—1/3P o . o . .
| 2 c0sQ, - 2P, sin* Q, | (P2 — P5)
2o (P2
35~ 1/3 st = 27 53]
+| (- + | cosQ + 1 +sin® Q| (P1—s7/%)?
o /s—2/3 _ (ﬁ;)g 2(s—2/3 — (P3)?)3/2
—2/35* B*
s P P = (B - 5. _ B*
T\~ ?*22 sz T 2 — cos Q,(P1— s~ '/?)(Py — Py)
(s72/3 = (P2)?) s=2/3 — (Py)?
—1/3 —-1/3 ﬁ* 2 o _ _ . .
+ S + 5 (f*) cos @, —sin? Q, | (P2 — P2)* + O(|X|*),

oy /s—2/3 _ (f;)g 2(s—2/3 — (P3)?)3/2

25723 (Py)?sinQ, 2(5—2/3—(F;)2)sm@1cos@
V=0 +Q, + s—1/3 s—2/3 '

1 s=2/3 — (P3)2sinQ, ( ~2/3 _ (P5)?)sin 0, cos @, 572/3 — (P3)? cos Q,
+§ s-1/3 s—2/3 s—1/3

2(P)*
s—2/3,/g—2/3 _ (ﬁ;)2

\/W - —2/3 _ (%2 L P;)? —
+% s—(Z) sinQ, + (77 = (P2)7) sin Q, cos Q1> ( (P2) cos Q,
s—2/3

—4Py)? .~
sin @, + (3—21) sin @, cos @

—2/3

(s w>mn@>

~1/3 —2/3 —.
s—1/ s—2/ s—2/3 — (P3)2
2P 1 P)? = 2Py .~
(P 2) sin Q> ( (P2) sin @, + (_21) sin ), COSQ1>
s~ 2 s-2/3\[s-2/3 _ (P})2 8
s—2/3 _ (ﬁ;)z o s~2/3 _ (P2 o o
<3—1/s cos @y — (s—# sin® Q, | | (Pr—s7'7%)
2(P3)%s/3 = A(Py)? =
+ [_(2) sin @, — (722/2 sin () cos @
s=2/3 — (Py)2 8

(P3)2s'/3
g—2/3 _ (ﬁ;)2

1 s—2/3 — (ﬁ;)z L (5*2/3 _ (p;)z) . o _
3|7 s @t Ty sinQueos @y | - cs Qs

*

2P3)? . ,~ 1723 = (P22 (5723 (P3)?) .,
+£_”sm%%>+2<grusC%Ql—(ész”)mel

2/3

129 AT Ty s LR
(_(2)5 sin @, — (_22/)3 sin? Q, cos Q,
s — (P :

(P2 — (P2)") + O(|IX|1*),

onde X = (AP1,AP;) = (P — 5713, Py —?2).
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Demonstracao: Veja Apéndice C. |

Observagao 5.3.3. Escolhemos escrever as expressoes de ||| e ¥ em série de poténcias em torno de P; =
571/3,F2 = ﬁ;, pois, mais adiante, nos casos de continuacao de orbitas elipticas trabalharemos em vizinhangas
de oOrbitas periédicas Keplerianas Z(O)(t, z), cuja condicdo inicial zf possui P = s7V3 Py =P,. As expansoes
acima sao convergentes numa vizinhanga pequena de Z(O)(t, Zy), pois todas as fungdes envolvidas sdo analiticas.

Um lema andlogo ao Lema 4.9.5 pode ser obtido aqui para o sistema (5.12), e de modo semelhante ao sistema
(4.55), temos que este sistema de equagoes satisfaz as hipdstese dos Lemas 3.3.1 e 3.3.2. Portanto, todas as
estimativas destes lemas sdo validas aqui.

5.3.1 Solugoes peridédicas obtidas como continuacao de 6rbitas Keplerianas
circulares

Primeiramente, queremos observar que neste subproblema, i.e., problema restrito planar eliptico dos trés corpos
com colisio (plano xz somente), com p = 1/2, podemos obter do caso espacial teoremas similares aos Teoremas
4.9.9, 4.9.18 e 4.9.25.

Continuacao de solugoes peridédicas duplamente simétricas

Temos a seguinte versdo para o Teorema 4.9.9 para o caso planar (plano zz):

Teorema 5.3.4. Considere as equagoes de movimento (4.55) e os primdrios, com massas iguais a 1/2, movendo-
se em uma orbita eliptica com colisdo, i.e., com momento angular igual a zero e energia total negativa dada por
E=-1/2 €2 See= k_%, para k wm inteiro positivo suficientemente grande. Entdo, existe uma quantidade
enumerdvel de familias de condigdes iniciais para a particula infinitesimal, tal que seu movimento € uma JOrbita
periddica duplamente simétrica no plano xz de periodo 87§, (8 € N), prézima a uma Jrbita Kepleriana circular
neste mesmo plano, cujo periodo é também 87§.

Demonstragao: Para provar este teorema é suficiente tomar condigbes iniciais convenientes. De fato, tomamos
a seguinte condigao inicial

* * * * * * * 1 . —
Zy = (QlaQ27Q37P1 >P27P3) = ((m+ 5)7"707]71-’5 1/31070) com E(O) = 07
onde s = (m+1/2)/(25) e m,j s@o inteiros. Entdo, desde que P; = 0, do Lema 4.9 obtém-se que o fluxo do
sistema (4.55) é invariante com respeito as varidveis Q3 e Ps. Desta forma, segue dos mesmos argumentos do caso

espacial, a existéncia de solugdes circulares duplamente simétricas do problema de Kepler (4.58), as quais estao
contidas no plano xz, e sdo dadas por

z20(t,25) = (Q (1), QY (1), @ (1), P (1), PV (1), P (t)) = (st + (m + %)W,O,jw, s71%,0,0).  (5.13)
Seja
. 1 . —1/3
z0 = (m+§)7T,AQ27]7l',S + AP1,0,0) .

Usando os argumentos acima, esta condicao inicial zg, nos dé a seguinte solu¢ao do problema de Kepler (4.58)

_ - 1 .
20t 20) = (7" + AP) T+ (m + 5)m, AQs, g, 571 + AP1L0,0),

onde s = (m + 1/2)/(25), e assim segue que as solugdes do sistema (4.55) com condigao inicial zg sdo,

Z(t7Z076) = (Ql(t7Z076)7QQ(t7Z076)7Q3(t7Z076)7Pl(t7 Z0,6)7P2(ta z075)7P3(t7Z076))7
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onde

Qi(t,z0,¢) = (s +AP) 3t + (m+ m+ Q17 (t,20,€) + O(e¥),
Q2(t,2z0,6) = AQ2+ €4Qé1)(t, Zo, €) + (’)(68),
(5.14)
Pi(t,zoe) = s 34 AP + P (t20,€) + O(),
P(t,z0,€) = 0+¢ =P (t,20,€) + O(?),

Ps(t,z0,6) = 0.
Note que de fato a equagdo com respeito a Qs é igual & jm para todo ¢, e com respeito a P; é identicamente nula,
basta observar as equagdes (4.9). Desde que a varidvel P; nos dd a inclinagdo do plano orbital e a varidvel Qs
a longitude do nodo ascendente medido a partir do eixo z, concluimos que a solugdo continuada Z(¢, zo, €) esta
sobre o plano xz. Procedendo de maneira similar ao caso espacial, obtemos as equacoes de periodicidade

n(X,6) = (s74AP) 225 — (4 r + QU (T z0,6) + O(¥) =0,
(5.15)

p2(X,€) = AQ: + QUL 20,6) +O() =0,

onde X = (AQ2,APy) e
T ~ T U
01 (X, €) = Ql(z,zo,e) —(m+m+rm, ¢2(X,e) = Qg(z,zo,e) com T/4 =2ws, §,meN.
Claramente, nés vemos que ¢(0,0) = 0, onde ¢(X,€) = (¢1(X,€), $2(X, €)). A matriz Dxp(X,€) é dada por

[ 04+0(h) =3V 4 AP) Y215 + O(e)
prox.0 = (116 0+0(e?) )

Estas s@o as unicas diferengas com o caso espacial, assim o restante da prova segue como no caso espacial. |

Para este caso sdo véalidas as correspondentes versées do Corolério 4.9.11 e do Teorema 6.7.9.

Continuacao de solugoes peridédicas S;-simétricas

Com respeito a continuacao de érbitas Sae-simétricas temos a seguinte versdo do Teorema 4.9.18 para o caso planar

Teorema 5.3.5. Considere as equagdes de movimento (4.55) e os primdrios com massas iguais a 1/2, movendo-
se em uma orbita eliptica com colisdo, i.e., com momento angular igual a zero e energia total negativa dada por
E=-1/2 €2 See= k=% onde k é um inteiro positivo suficientemente grande, entdo eriste uma quantidade
enumerdvel de familias de condigdes iniciais para a particula infinitesimal tal que seu movimento é uma JOrbita
periddica Sa-simétrica de periodo 47§, (§ € N), no plano xz, prézima a uma érbita Kepleriana circular no mesmo
plano, cujo periodo € também 4Ans.

Demonstragao: Para provar este teorema é suficiente mais uma vez tomar condig¢Ges iniciais convenientes.
Tomemos 1
z5 = ((m + g)w,ogw,s*l/{o,o) with E(0) =0,

onde s = (m)/(25), com 5,m € N e m,j inteiros. Desde que P35 = 0, do Lema 4.9 segue que o fluxo do sistema
(4.55) é invariante com respeito as varidveis Q3 e P3. Procedendo de modo andlogo ao caso espacial, obtemos
solugdes circulares Sz-simétricas do problema de Kepler (4.58), sobre o plano xz, dadas por

x 1 -
2 (t,25) = (" (1), Q5" (1), Q5" (1), P (1), ;" (£), P5” (1)) = (st + (m + 5)m,0,5m,s7/%,0,0).  (5.16)
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Usando os argumentos acima, esta condigao inicial zg, nos da as seguintes solugdes do problema de Kepler (4.58)

Zo = ((m + l)ﬂ—v AQ27.7‘7T5371/3 + AP1,0,0> .

_ - 1 -
2 (t,20) = ((s7'/* + AP) Tt 4 (m+ 5)m, AQa, jm, s~/ + AP, 0,0),

onde s = m/25. Observe que as equagoes com respeito & Q3 e P3 sdo dadas por (4.9) e desta forma obtemos as
seguintes solugoes do sistema (4.55)

Z(t7Z076) = (Ql(t7Z076)7QQ(t7Z076)7Q3(t7Z07€)7P1(t,20,6)7p2(t7 Z07E)7 P3(t7Z076))’

onde

Qi(t,zo,e) = (s34 AP) 3+ (m+ Hr+ QM (¢, 20, ) + O(e8,)
Qa(t,20,) = AQ2+ QW (t,z0,¢) + O(cY),
QB(t7Z07E) - jﬂ',
(5.17)
Pi(t,z0,e) = s V/34+AP+ 64P1(1)(t,Z0,6) + O(e®),
Py (t,zo,€) = 0—1—64:P2(1>(t,zo,e)+(’)(68),

Ps (t7 Zo, 6) = 0.
Desde que a varidvel Ps3 nos da a inclinagdo do plano orbital e a varidvel Q3 é a longitude do nodo ascendente
medido a partir do eixo z, concluimos que a solugdo continuada Z(t, zo, €) esta sobre o plano zz. Procedendo de
maneira similar ao caso espacial, obtemos as equacoes de periodicidade

n(X,e)= (s ar)32ms—mr + QY (T z0,6) + O(¥) =0,
(5.18)
$2(X,6) = PV(Z 20, €) + O =0,

onde X = (AQ2, APy) e
T _ T - . -
qbl(X,e):Ql(g,zo,ze)—(m—i—m—i—l)ﬂ', ¢2(X,e):Pz(§7zo7e) com T/2 =273, §meN.

Claramente, vemos que ¢(0,0) = 0, onde ¢(X,€) = (¢1(X, €), p2(X, €)). A matriz Dx¢(X, €) é dada por

0+ O(e*) —6(s V3 + AP 4rs 4+ O(eh)
Dx¢(X,e) = | oP" . ory .
6AQ2+O(€) 8AP1+O(6)

Estas sdo as unicas diferencas com respeito ao caso espacial, desta forma o restante da prova segue como no caso
espacial.

Continuacao de solugoes periédicas Si-simétricas

Com respeito a continuagao de solugbes Si-simétricas obtemos a seguinte versao do Teorema 4.9.25 para o caso
planar

Teorema 5.3.6. Considere as equagoes de movimento (4.55) e os primdrios com massas iguais a 1/2, movendo-
se em uma Orbita eliptica com colisdo, i.e., com momento angular zero e energia total negativa dada por € =
—1/2 €2 See= k3 para k um inteiro positivo suficientemente grande, entdo existem familias enumerdveis de
condig¢des iniciais para a particula infinitesimal tal que seu movimento é uma solugdo periddica Si-simétrica de
periodo 47§, (5 € N) no plano zz, préxima a uma drbita Kepleriana circular no plano xz cujo periodo é também
47s.

7



Demonstragado: A prova segue de forma semelhante aos casos anteriores.

5.3.2 Solugoes peridédicas obtidas como continuacao de 6rbitas Keplerianas
elipticas

Nesta segao provaremos a existéncia de solugdes duplamente simétricas (ou seja com relacao as duas simetrias S1
e 5’2), Sy-simétricas e Si-simétricas como continuacdo de convenientes érbitas elipticas do problema de Kepler.
Descreveremos as equagdes de movimento em coordenadas giratdérias e nas varidveis de Delaunay. Se con-
tinudssemos usando a escolha anterior, i.e., as equagoes de movimento em coordendas inerciais e nas variaveis de
Poincaré-Delaunay (Q1,Q2, P1, P»), definidas em (4.37), os cdlculos ficariam muito complicados e seria invidvel
obter tais érbitas. Se usdssemos coordenadas inerciais com as varidveis de Delaunay, os calculos também tornam-se
invidveis. Segue destes argumentos nossa escolha.

Consideremos as equagdes de movimento dadas em (5.12), as quais podem ser vistas como uma perturbagdo do
problema de Kepler
Z =VFy(2), (5.19)

onde

Continuacao de solugoes periddicas duplamente simétricas

Seja z{ uma condigdo inicial tal que z§ € L2 quando t = 0 e E(0) = 0, desta maneira tomemos z; da seguinte
forma

* 1
7o = (mm, (i + )WP1:P2)

onde m e ¢ sao inteiros que, sem perda de generalidade, podem ser tomados como sendo 0 ou 1, e P;ﬁ; Sao0
constantes a serem determinadas. A solugdo do problema de Kepler (5.19) com esta condigao inicial é dada por

* 7(0> * 7(0) O) (0 *

2O (t,25) = (@ (t,25), Q5 (t,25), P (t,25), Ps (t, 25)), onde
0Vtz5) =@ Pt+mn, PO@) =P,
—(0 * . 0 —%
Dtz5) =t+ (L +iym,  PY(E) =Ps.

Pela Proposicdo 5.2.2, item 3 e Proposigdo 5.2.4 item (i), estas Orbitas elipticas serdo Orbitas duplamente
simétricas do problema de Kepler(5.19), se pudermos resolver o seguinte conjunto de equagdes a duas incégnitas:

<°’<T/4 = (P) ™% +mm = (m +m)r (5.20)
(T/4,zO) =T/A+(G+im=(1+i+j)r
onde T, j sdo inteiros. A segunda equagao é satisfeita tomando
T 1

Zo—(i4 = .21
7 = U+ (5.21)

e substituindo (5.21) na primeira equagao de (5.20), segue que
Py° mn (5.22)

T i+

Observe que temos algumas restrigdes com rela(;ao A P, isto é, Py # P}, porque a solucdo deve ser eliptica e nio
circular, e como Ps é o momento angular P2 precisa também ser nao nula. Pela Observacao 4.6.4, devemos ter
também que E(0) = 0 e E(T/4) = k=, onde k é um inteiro par conveniente, desta forma precisamos tomar

T = 4dkmeé®. (5.23)
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Da comparacgao entre as equagoes (5.21) e (5.23) tem-se que

j+1/2

k= = 4k(j +1/2),
pois escolhemos € anteriormente tal que € = (4k)™*, com k um inteiro positivo suficientemente grande. Portanto,

a condi¢do k£ um inteiro par é satisfeita. Assim,

2 /4,38) = (-t ), (434 D, () P ).

onde P, ¢ uma constante real diferente de Pl = (m/(j+1/2))"? estd contido, por construgio, em L; e
E(T/4) = km, onde k = 2k(25 4+ 1). Portanto, a solugao Z©)(t,2%) ¢ uma érbita periddica eliptica duplamente
simétrica do problema de Kepler com perfodo T = 2(2j + 1), contida no plano zz.

Agora analisemos o sistema perturbado (5.12). Primeiramente, tomamos condigdes iniciais em uma vizinhanga
de z; do tipo

1 I . -
Zy = <m7{', (Z+ 5)7{', <m> +AP1, P2+AP2> —Z0+(0,O7AP1,AP2),

tal que as solugdes Z(t, zo, €) de (5.12), para € # 0 suficientemente pequeno, seja uma soluc¢ao periédica duplamente
simétrica obtida como continuacdo de uma érbita Kepleriana eliptica. Pelo Lema 3.3.1, temos que a solugao
Z(t, 2o, ) de (5.12) é dada por

Q.(t.z0,6) = (Pi+AP)t+mr +4Q (t,20,¢) + O(e®),
Qy(t,Z0,¢) = t+(i+ %)7’1’ +€4@(21)(t, 20, €) + O(€%), 594
Pi(t,z0,¢) = P, + AP +PU (¢, 20, €) + O(®), (5.24)
Ps(t,z0,6) = Py + AP, +e4ﬁg1)(t7 Zo, €) + (9(68)7

onde Pj é definida em (5.22). Definamos ¢(X, P) = (¢1(X,P), ¢2(X,P)) = (Q,(X,P) — (1 + m)7, Q5 (X, P) —
(Z +] + 1)71') = (QI(T/47Z07E) - (m + m)ﬂ-vQQ(T/ZLZOve) - (Z +] + %)ﬂ—)7 onde X = (T7 AP1)7P = (67 APQ)
Pela Proposicao 5.2.2, item 3 e Proposigao 5.2.4 item (i7), para obter érbitas duplamente simétricas do sistema
(5.12), é suficiente resolvermos as seguintes equagoes de periodicidade,
01X, P) = (P +2aP) L —mr +€(Q))(T/4,20,) + O(e*)] =0, (5.25)
$2(X,P) =T/~ (j+1/2)7 +e QY (T/4, 20, €) + O(M)] = 0.
E claro que podemos extender ¢(X,P) para o caso P = 0 definindo

$1(X,0) = (Pi+AP) 3L 4 (m+1)
$2(X,0) = T/4—(j+1/2)m.

Portanto, ¢(Xo,0) =0, onde Xo = (2(2j + 1)7,0). Neste caso, a matriz Dx¢(X, P) é dada por

o YPIH+AP)TE O -3(PF 4+ AP 4 O
DX‘b(XvP) - ( i + 0(64) 0 + 0(64) ) )

onde Py = (m/(j +1/2))~ /3. Entéo, segue que
o\ -3 o \4/3
1 m m -
Dx(Xo,0) = ( i <J{}f> 6(j+1/2)0 @+1) )

cujo determinante é nao nulo pelas condigoes dadas. Portanto, segue que Dx ¢(X, €) é inversivel. Um resultado
similar ao Lema 4.9.8 do capitulo anterior é valido aqui, desta maneira podemos aplicar o Teorema de Arenstorf
para resolver o sistema de equagoes (5.25).
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Teorema 5.3.7. Considere as equagoes de movimento (5.12) para o problema restrito dos trés corpos planar
eliptico com colisao, onde os primdrios movem-se em uma drbita eliptica com colisao com energia € = 1/2 e 2.
See= (4:1{:)71 para k um inteiro positivo suficientemente grande, entdo existem condigdes iniciais para a particula
infinitesimal tal que seu movimento é uma solugdo periddica duplamente simétrica de periodo préxima a 2(25+1)w
(7 € Z), prézima a uma drbita Kepleriana no plano xz cujo periodo € igual a 2(25 + 1)m.

Demonstracao: Primeiro observe que sobre as hipoteses do teorema nés podemos aplicar o Teorema de
Arenstorf as equagdes de periodicidades (5.25) para e em um intervalo suficientemente pequeno com X = (T, AP1)
e P = (¢, AP3), (veja a prova do Lema 3.2.2). Portanto, existem famflias X 0,500 P (e, AP5) (indexadas por
g0, P (e, AP3),e, AP3) = 0. Para
obtermos solugoes periddicas do problema (5.12), as condigbes em (5.25) precisam ser satisfeitas simultaneamente
com a condicao de comensurabilidade T'/27 € Q, onde 27 é o periodo do sistema de equagdes de movimento (5.12).
Desde que T = T(e, APs) e €& = (4k)™", tomamos k € N e AP, € R tal que T((4k)"'/3, APs) /21 € Q (veja
Observagao 3.2.1). Portanto, para € = (4k)_1/3, onde k é um inteiro positivo suficientemente grande e APy € R
nés temos algumas condigdes iniciais que ddo origem a solugdes de (5.12) que sdo T' = T'(¢, AP2) periédicas e
duplamente simétricas.

m,m, j, i,ﬁ;) a dois parametros (e, AP2) de condicdes iniciais tais que ¢(X

Observacao 5.3.8. Consideragoes similares as da Observagao 6.7.6 sao validas neste caso assim como resultados
andlogos aos do Corolario 6.7.7, e do Teorema 6.7.9.

Continuacao de solugoes periddicas So-simétricas

Provaremos a existéncia de solucoes periddicas So-simétricas para o sistema perturbado (5.12) obtidas como con-
tinuagdo de certas érbitas Keplerianas elipticas. Novamente o primeiro argumento é obter solugdes Sa-simétricas
elipticas do problema de Kepler. Assim, consideremos solugdes com condicées iniciais zf € L2 quando t = 0 e
E(0) =0, com

zy = (mm, (i + 5)77, Py, Py),
onde m, i sdo inteiros que podemos tomar, sem perda de generalidade como sendo O ou 1 e ?I,?; sao constantes

a serem determinadas. Pela Proposicao 5.2.2, item 2 e Proposicao 5.2.4 item (4i), podemos obter drbitas elipticas
Sa-simétricas do problema de Kepler (5.19), se pudermos resolver as seguintes equagoes de periodicidade

Q(1/2) = (P)™F +mm = (m + i)

b (5.26)
(T2 =T/2+ G +iar =4+ b)r
onde m, j sdo inteiros. A segunda equagao é satisfeita por
T
Substituindo (5.27) na primeira equagao de (5.26), segue que
(P~ = ? (5.28)

Pela Observacio 4.6.4, precisamos ter E(0) = 0 e E(T/2) = kr, onde k é um inteiro par conveniente e assim

precisamos tomar .
T = 2kme®. (5.29)

Entao, combinado (5.27) e (5.29), temos
R
k= 5= 4kj.
Portanto, k serd um inteiro par e entao, temos que

_\ —1/3
Z(O)(T/2,z3) = <(m—|—ﬁt)7r7 (G+75+ %)’ff, (?) , P;) ,

80



onde P, é “um nimero real positivo diferente de P = (m/5)" 3, por construgao, estd contido em Loe B(T/2) =
k7r onde k = 2kj. Desta forma, a solucao VA (t,2z5) é uma O6rbita eliptica Sy-simétrica com perfodo T’ = 25
contida no plano xz.

Para o sistema perturbado, iremos considerar condig¢oes iniciais em uma vizinhanca de zg, da forma
o1 L = =* — . I
2o = (mm, (i + H)m, (M)5)""/* + APy, Py + AP) = 25 + (0,0, AP1, AP»),
em que a solugdo Z(t,zo) de (5.12), para € # 0 suficientemente pequeno, seja uma 6rbita Sy-simétrica obtida por

continuagdo de uma érbita Kepleriana eliptica. Novamente, pelo Lema 3.3.1 temos que a solugao Z(t,zo,€) de
(5.12) é dada por

al(t,e,zo) = (ﬁi—l—Aﬁl)*%—ﬁ—mw —5—64@1 (t,zo,e)+0(68),

Qa(tie20) = t+(i+g)m +4Qy (t,20,€) + O("), (5.30)
Pi(t,e,20) = P,+ AP +e4P§)(t,zo,e)+0(68), '
Ps(t,e,20) = Py + AP, +e4?g (t, 20, €) + O(e®),

glde ﬁ){ égada GHL(528) Seja ¢(X7 P) = (¢1 (Xa P)7 ¢2(}£7 P)) = (@1 (TLQ7 Aﬁlv € APQ) - (ﬁ]‘ + m)7r,
Qy5(T/2, AP1,e, AP3) — (i +j + %)71‘), onde X = (T,AP1),P = (¢, AP3). Pela Proposicao 5.2.2, item 2 e
Proposicao 5.2.4 item (ii), para obter uma 6rbita S-simétrica do sistema (5.12), é suficiente resolver

$1(X,P)= (P +AP) 3L~ +4Q) (T/27Zo,e)+0(e4>] =0,

(5.31)
G (X, P)= T/2—jn +e4[Q2 (T/2,20,¢) + O(¢)] =0.

Pelas mesmas razbes dos casos anteriores (veja Observagdo 6.7.4) podemos extender ¢(X,P) ao caso P =
definindo

¢1(X,0) = (?; + Aﬁl)fsg + mm,

$2(X,0) = T/2—jm.

Portanto, é claro que ¢(Xo,0) = 0, onde Xo = (2jm,0). Aqui, nés temos que

1P B.\-3 4 B B.\-4T 4
S(P1+AP1) "4+ 0(c") —=3(P1+AP1) 5 +0(€)
—( 2
DX¢(X7P) - ( % + 0(64) 0+ O(E :2)
onde Py = (1 /j)"'/*. Entao segue que
%% 37r(rh)4/3j_1/3
Dx$(X0,0) =0 , (5.32)
1/2 0

cujo determinante é nao nulo. E vélido aqui um resultado semelhante ao Lema 4.9.8. Desta maneira, podemos
aplicar o Teorema de Arenstorf para resolver o sistema de equagdes (5.31) usando os mesmos argumentos do
Teorema 5.3.7.

Teorema 5.3.9. Considere as equagées de movimento (5.12) do problema restrito dos trés corpos planar eliptico
com colisao, onde os primdrios movem-se em wma orbita eliptica com coliséo com energia € = —1/2 e 2. Se
€= (4k)_1/3 para k um inteiro positivo suficientemente grande, entdo existem condi¢des iniciais para a particula
infinitesimal tais que sua trajetoria € uma orbita periddica So-simétrica de periodo prézimo & 2jm (j € N), prézima
a uma orbita Kepleriana eliptica contida no plano xz cujo periodo € igual a 2jm.

Observacgao 5.3.10. 1-Fatos similares aos da Observagao 6.7.6 sdo validos aqui, assim como resultados andlogos
aos do Corolario 6.7.7 e Teorema 6.7.9.

Continuacao de solugoes periddicas Si-simétricas

Caracterizaremos as solugbes do problema de Kepler (5.19) com condigbes iniciais zj € L4 quando t = 0 e
E(0) =0, ey —
z; = (mm,im, P, P3),
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. ~ . . . * T ~
onde m, i sdo inteiros que podemos tomar sem perda de generalidade como sendo 0 ou 1, e P, P, sao constantes
a serem determinadas. Estas solugbes sdo da forma

0 % =k * —%
(O>< z5) = (Py) Pt+mr, P(tz) =P,
QY (t,25) =t+im, PY(1,25) = Ps.

Pela Proposicéo 5.2.2, item 1 e Proposigao 5.2.4 item (4), podemos obter uma érbita periédica Si-simétrica eliptica
do problema de Kepler se pudermos resolver as equagoes abaixo, no tempo ¢t = 7'/2

“”(T/z z5) = (P))"*L +mr = (m+ ),

. o (5.33)
(T/2,25) =T/2+in=(i+j)m,
onde m, j sdo inteiros. A segunda equagao é satisfeita por
T
Z—n, (5.34)
2
Substituindo (5.34) na primeira equagao de (5.33), segue que
(P = (5.35)

Observe que nés temos liberdade em escolher F;, porque temos somente as restricoes P, #* P} e como Py é o
momento angular, consideramos P, # 0. Da Observagao 4.6.4, queremos também que E(0) =0 e E(T/2) = km,
onde k é um inteiro par suficientemente grande, e desta forma precisamos tomar

T = 2kmeé®. (5.36)

Entao, combinando (5.34) e (5.36), nés temos que
k=< = = 4kj.
€3

Logo, temos que k é um inteiro par e entao,
A\
2 (1/2,75) = ((m i, i+ im (2) p2> ,

onde P é um real positivo tal que P2 £ P = (m/j)” /3 Note que, por construcio, Z® (T/2, zo) pertence &
L1 e além disso E(T/2) = kr, onde k = 2kj. Portanto, a solucio Z® (t,z3) é uma érbita periédica S;-simétrica
eliptica com periodo T = 2j7, contida no plano zz.

Agora procedemos com o sistema perturbado. Consideremos condigdes iniciais em uma vizinhanca de zg, do tipo
zo = (mm, im, (m)§) "3 + APy, Py + AP) =z + (0,0, APy, AP),

de forma que a solugdo Z(t,z0,¢) de (5.12), para € # 0 suficientemente pequeno, seja uma O6rbita periédica
S1-simétrica obtida como continuagdo de uma érbita Kepleriana eliptica.

Pelo Lema 3.3.1 temos que a solucdo Z(t, zo, €) de (5.12) é dada por

Q,(t,z0,¢) = (?I + AP) 3t 4+ mn +€4Q ( ,20,€) + O(e®)
Q,(t,z0,¢) = t+im +e4@;1)(t, 20, €) + O(c®)
Pi(t,z0,¢) = P+ AP +e P (¢, 20, €) + O(e®) (5.87)
Pot,z0,¢) = Py+ AP, +e P (L, 20, €) + O(e®),

onde P} é como em (6.85). Definindo, H(X,P) = (1(X,P), 92(X,P)) = (Q,(T/2,20,¢) — (M +m)m,
Q5(T/2,20,€) — (i + j)m), onde X = (T, AP1),P = (¢, AP>), e pela Proposigdo 5.2.2, item 1 e Proposi¢ao 5.2.4
item (i), para obter érbitas S;-simétricas do sistema (5.12), é suficiente resolver

(X, P)= (P, +AP)L —pan +e4[Q§”(T/2,zo, )+ 0] =0
X, P

¢ oy ) (5.38)
o1 ( )= T/2—jm Qs (T/2,20,€) + O(e")] =0.
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Pelas mesmas razoes dos casos anteriores (veja Observagio 6.7.4) podemos extender ¢(X,P) para o caso P = 0
definindo

#(X,0) = (7:9*1/§+AF1)*3%+1%7T
¢2(X70) = E"_]ﬂ-'
Portanto, é claro que ¢(Xo,0) = 0, onde Xo = (2jm,0). Verificamos que

)

_( 5(Pi+AP) P+ 0O() =3P+ AP T +O()
Dx¢(X,P) = ( L4 O(eh) 0+ 0(e =) )

onde P; = 0(m/j) /%, Ento, segue que

R]

% 37rﬁ14/3j_1/3

Dx$(X0,0) =0
1/2 0

cujo determinante é nao nulo. Facilmente provamos um resultado similar ao Lema 4.9.8. Portanto, podemos

aplicar o Teorema de Arenstorf para resolver o sistema de equagoes (5.38) de uma maneira semelhante ao Teo-
rema 5.3.7.

Teorema 5.3.11. Considere as equagoes de movimento (5.12) do problema restrito dos trés corpos planar eliptico
com colisao, onde os primdrios movem-se em uma orbita eliptica com coliséo com energia € = —1/2 e 2. Se
€= (4k)_1/3 para k um inteiro positivo suficientemente grande, entdo existem condi¢des iniciais para a particula
infinitesimal tais que sua trajetoria € uma solug¢do periodica Sy -simétrica de periodo 2jm, j € N, prézima a uma
orbita Kepleriana eliptica no plano xz cujo periodo € igual a 2j.

Consequéncias similares as da Observagao 6.7.6 sdo validas para esta simetria e podemos adaptar o Corolério 6.7.7
e o Teorema 6.7.9 para este caso.
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Capitulo 6

O problema restrito isdsceles eliptico
dos trés corpos com colisao

Neste capitulo trataremos do problema restrito isésceles eliptico dos trés corpos com colisdo onde a particula
infinitesimal se encontra num plano que corta ortogonalmente a reta que contém os primdrios (eixo z). Neste
problema, devido as suas simetrias, conseguimos dar uma descricdo bastante completa de sua dindmica. Em
particular, provamos que se o momento angular ndo for nulo o fluxo é completo; provamos a existéncia de uma
grande variedade de familias de érbitas peridédicas simétricas e, usando o shift de Bernoulli, provamos a existéncia
de uma dindmica cadtica préxima ao infinito.

6.1 Equacoes de movimento

Neste subproblema assumimos que os primérios com massa m; e mo estao se movendo ao longo do eixo z e que
seus centros de massa estao fixados na origem. Neste caso é necessdrio assumir que m; = mo = 1/2. Seja (z,y)
as coordenadas da particula teste no plano perpendicular ao movimento dos primérios (os quais estao no eixo z).
Nestas coordenadas, as equagoes de movimento da particula infinitesimal sdo

d’z _ _ T
atz Ve = (12+y2+p24(t))3/2
6.1
o (6.1)
a2 T YT el ey 024(0)3/2
desde que z1(t) = —22(t), onde V é o potencial associado, o qual é dado por
1
V=V(zyt) = ———oo—. (6.2)
z2 4y + P2 (1)
1
A fungdo Hamiltoniana associada é
1, .
H ="+ -V, (6.3)
portanto o sistema (6.1) pode ser escrito do seguinte modo
& = pe, Po = — B
) (22 + 92 + #)3/2
y (6.4)
y = Py, py = -

(22 +y2 + 024(t))3/27
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(0.0, z(1))

1
(.2,9) PO /
m, / y

X (0, O,ZZ(t)) R

m,

~

Figura 6.1: O problema restrito isosceles eliptico dos trés corpos com colisao.

onde p(t) = p(E(I(t))) := p(E(t)) = €2 [1 — cos(E)], como nds vimos no Capitulo 2. Portanto, neste caso, temos
um sistema Hamiltoniano com dois graus e meio de liberdade, ndo auténomo e 27we3- periédico em t. A funcéo
Hamiltoniana é definida no espaco de fase

Qiso = {(-T7y,pz,py,t) € Rs / (.’L’,y,t) 7é (07050 (m0d2ﬂ-€3))}7

os pontos retirados de R® correspondem a singularidades devido a colisdo tripla: z =y =0et =0 (mod 2me®).

Proposicao 6.1.1. O momento angular ¢ € constante ao longo das solugoes do sistema (6.1).

Demonstragao: Sabemos que ¢ é dado por ¢ = y& — zy. Assim, segue que

a Y Y,
cpe ~ .. .. de
e substituindo as expressoes de & e § dadas por (6.1), obtemos 57 = 0. |

Seja R = SO(2) o subgrupo de SO(3) dada pela rotagao ao redor do eixo z. Entdo, facilmente segue que
Proposicao 6.1.2. O potencial V definido por (6.2) é invariante sob o grupo R.

E f4cil ver que os conjuntos {# =y, p. = py} sdo invariantes sob o fluxo definido pelo campo vetorial (6.4). Por
outro lado, também é trivial que, nestes casos, o momento angular, ¢, é zero. Estes problemas foram estudados
m [29], [1] e [2].

Uma vez que z(t) depende do pardmetro €, pois

p(t) = €2[1 — cos Ec(t)] (6.5)

onde E(t) satisfaz (2.13), nés também podemos ver o potencial definido em (6.2) dependendo de (z,y,t, €), i.e.,
1

VP + €41 = cos(Ec(D)?

Segue imediatamente da definicdo de E e V que vale aqui, uma proposi¢do semelhante a

V(g,t,e) = , (6.6)

onde q = (z,y)
Proposicao 4.1.1
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6.2 Reduzindo a dimensao do espaco de fase

Nés sabemos que a dimensao do espago de fase associado ao sistema (6.4) é 4, assumindo que o valor do momento
angular esta fixado em ¢ para algum c # 0, podemos reduzir em duas unidades a dimensao do espaco de fase. De
fato, ¢é suficiente considerar coordenadas polares (r,60) € Ry x S sobre o espago das configuragdes, no plano xy,
tomando

r=rcosf, y=rsinf.

Portanto, as equacdes diferenciais para r e 6 sdo

M

d>r T c
==+ =
dt 2(t) 3 r3)
(r2+ﬁT)2
(6.7)
dé __ ¢
dt — r2>

onde ¢ é o momento angular da particula teste com respeito a origem do plano. Note que, da segunda equagao
do sistema acima, temos

t
c

o(t) = ——ds+ 0o := F(t) + 6o. 6.8
0= [ s+ 00=FO)+ 0 (68)

O sistema (6.7) é um sistema Hamiltoniano ndo auténomo, cuja fun¢do Hamiltoniana é

2 2
1

H(t) = br + c - (6.9)

2 22 2(y)
Vet e

onde p, é 0 momento conjugado a r. Para futuras referéncias, nés escrevemos as equagoes de Hamilton

dr __
E*Zhw

. 2 (6.10)

dpr _ . ° =
(rz4 215

dt

Conhecendo uma solugdo de (6.10), 6(¢) pode ser recuperado como na equagao (6.8). Seja p(t) = (r(t),7(¢))
uma solugao de (6.10) do problema restrito dos trés corpos isésceles eliptico reduzido com colisdo para um fixado
¢ # 0 com condigoes iniciais r(0) = ro,7(0) = 7o. Para cada 6o € S*, a solugdo ¢(t) nos d4 uma solugao

Vp,00,¢(t) = (r(t),0(t),7(t),0(t)) do problema isésceles em questio (6.4), com momento angular ¢ tendo condigoes
iniciais r(0) = rg, 6(0) = 6y (mod 27),7(0) = 70, 8(0) = 6o, onde

0(t) = e 0(t)=F(t) + bo.

Observagao 6.2.1. Observe que, quando ¢ = 0, nosso sistema (6.10) é semelhante (como foi dito antes) ao
sistema restrito 1-dimensional considerado em [1].

6.3 Propriedades do fluxo global

Nesta se¢do damos algumas propriedades do fluxo associado ao sistema (6.4). Célculos diretos nos dao:

Lema 6.3.1. A derivada da fun¢ao Hamiltoniana H ao longo das solugées do sistema (6.10) € dada por

: t)p(t
i = 2p( )pp(E)Q) 3/2°
4(r2 + 55-)

Segue que
) <0 se p(t) <0,
H(r(t),pr(t),t) =
>0 se p(t) > 0.
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Lema 6.3.2. Se ¢ # 0, onde ¢ é o momento angular da particula teste e tlin,?* r(t) =0, t* € R, entdo tlirgl* H(t) =
—+o0.

Demonstragao: Usando a equagdo (6.9), obtemos

N
N

C 7"2

2 (r2 + 0(3)2 )% ’

Vemos que o segundo termo do lado direito tende a zero quando t — t*.

r = acos(¥),y = asin(d), obtemos

De fato, fazendo a substitui¢do

’f'2

2
g aEyg T sy
(r*+57-)2
que tende a zero quando r tende a zero. Portanto,
2 2
: 2 Pr _ i
tlintrl*r (H(t) 5 )= 5 - (6.11)

Observe que para todo t, temos

Entao
Portanto, tlir?* H(t) = +o0. |

Proposicao 6.3.3. Se ¢ # 0, ndo existe tempo t* € R tal que lim—¢+ 7(t) = 0.

Demonstragao: Mostraremos, usando a contra-positiva, i. é., provaremos que se existir um t* € R tal que
tlir?* r(t) = 0 isto implica que ¢ = 0. Suponha que exista um t* tal que tlil?* r(t) = 0 e ¢ # 0. Entao, pelo Lema

6.3.2, temos thntl* H(t) = co. Desde que este limite é atingido em tempo finito devemos também ter que

. dH(t)
tl;r{l* T ~+00. (6.12)
Pelo Lema 6.3.1 segue
dH() _ pl(t) p(t)

dt - a(r2 4 2823

)

e portanto, para satisfazer (6.12), devemos ter que tthl* p(t) = 0. Mas, neste caso, teremos que em uma vizinhanga

de t*, p < 0, a fungao é decrescente, o que contradiz (6.12). Desta maneira, segue que ¢ = 0 e a prova estd completa.

Proposicao 6.3.4. Se ¢ # 0 entdo , lirin r(t) #0.

Demonstragao: Vamos supor que . lirin r(t) =0 e ¢ # 0. Observe que
—+oo

Y A U NIl
EIOLN +t32-—2+ =
Desse modo, por (6.7) temos
d2T 1 2
@ 2t
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Logo, lim¢— 4+ o % = +o0. Entéo, existe um tempo t; tal que % > k para todo t > t1, onde k € R, Integrando
ambos os lados, conseguimos r > l~s/2t2 + bt 4+ d, onde b,d € R sao constantes. Portanto, como t — +o00, r — 00
o que contradiz , liim r(t) =0. |

Observagao 6.3.5. Destas duas dltimas proposigdes, concluimos que o sistema (6.1) ndo possui colisdo tripla se
o momento angular ¢ é nao nulo.

Na préxima proposi¢do mostramos que qualquer solu¢ao do sistema (6.10) estd definida para todo tempo, i.e., o
fluxo é completo.

Proposicao 6.3.6. Se c # 0, o intervalo mazimal (w—,wy) das solucdes de (6.10) é (—oo, +00).

Demonstragao: Seja (w—,w4) o intervalo maximal de definigao da solucao (r(t),pr(t)) de (6.10). Suponha,
por absurdo, que w4 é finito. Seja & = \/r? +p2. Se wy < oo ou i) tlim*r(t) =0 ou ii tlim £ =40

*}'UJ_*_
(veja por exemplo [46]). O caso i) é impossivel em virtude das Proposices 6.3.3 e 6.3.4. No caso ii) ¢ suficiente

considerar que tlim r(t) = +00. De fato, se limy ., pr(t) = £oo e lim¢—, 7(t) = ¢*, onde ¢* € R nés temos,
—)w+

pelo sistema (6.10), lim¢—.,, pr(t) = constant assim, p,(t) permanece limitada quando ¢ — w, e, desta maneira,
temos uma contradicao.

Portanto, se lim¢—., 7(t) = 400 por (6.10) temos que lim;_,,+ #(t) = 0. Assim, obtemos que 7(¢) permanece
limitado quando t — w4 e entao, temos que r(t) permanece limitado quando ¢ — w4. Isto é uma contradigdo. O
resultado para w_ é provado de uma maneira analoga. |

Observagao 6.3.7. Temos provado que as solugoes associadas ao problema restrito isdsceles eliptico dos trés
corpos com colisGo com momento angular ¢ # 0 estdo definidas para todo o tempo ¢t € R para toda solugao
eliptica com colisdo dos priméarios mi1 e mz. Este resultado é bem conhecido no problema geral dos trés corpos
quando o momento angular total é diferente de zero (veja [44]).

6.4 Comportamento assintético

Também usando resultados padroes do Método da Média, provamos a existéncia de érbitas periédicas e compara-
mos as solugdes do sistema médio com as do sistema completo em coordenadas convenientes.

Para conseguirmos informagoes sobre o comportamento assintético das solugdes de (6.10), inicialmente observamos

p*(t)

2 <r? 4 7 <r’4+a® onde a®=¢€" efixado (6.13)
desta desigualdade obtemos que
1 & .. T c
et EsT s T prapr (6.14)

Lema 6.4.1. O fluzo do sistema mecinico

¢= c>0 (6.15)

[+ a2]32 + 37

possui solugdes limitadas (periddicas) e ilimitadas (veja retrato de fase em Figura 6.2).

Proposicao 6.4.2. O problema restrito isdsceles eliptico dos trés corpos com colisdo possui solu¢des limitadas
e ilimitadas.
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Figura 6.2: Esquerda: Funcao potencial associada ao problema (6.15) com a = ¢ = 1. Direita: Retrato
de fase do sistema (6.15) para os valores dos parametros a = ¢ = 1.

Demonstragao: Introduzimos a equacgdo diferencial de segunda ordem

.. 1 ?
u:—ﬁ—i—ﬁ, u >0 (616)

e usaremos a desigualdade diferencial (6.14) (considere o lado direito desta desigualdade com a notagao de (6.15))
para conseguirmos importantes estimativas.

Considerando (0) = ¢(0) = u(0) > 0 e #(0) = ¢(0) = @(0) e integrando uma vez em (6.14) segue que

a(t) <#(t) < (1), (6.17)
e, integrando esta desigualdade, obtemos

ult) < r(t) < C(0). (6.18)

Portanto, do Lema 6.4.1 e sabendo que o sistema em (6.16) tem retrato de fase semelhante a Figura 6.2 segue a
prova desta proposigao.

Também é possivel dar algumas estimativas sobre a energia. De fato,

2 2 2 2
pr 1 C pr 1 c
— -4+ =< HL< 7T - — + —. 6.19
2 r+2r2 - =2 VrZ + a2 +2r2 ( )

Em particular, temos

Corolario 6.4.3. A energia do problema restrito isésceles eliptico dos trés corpos com colisdo é limitada ao
longo de qualquer solugao.

Durante o restante desta segdo, assumiremos que a 6rbita r(t) do sistema (6.10) é uma solugao de escape, i.e.,
r(t) — +o0o quando ¢t — co. Da segunda equagdo em (6.10) segue que
c? r(t) 1 1 c? 1

P(t) = pr(t) = () 72(t) + #]3/2 - T2t [1+ (p(t)/2r(1))7]?/2 + (1) ~ IREI0) (6.20)

quando t — Foco desde que z1(t) = p(t)/2 é limitada. Entéo, #(t) — 0~ quando t — oo, e assim 7(¢) é uma funcéo
decrescente e a concavidade de r(t) é para baixo quando t estd numa vizinhanga do infinito. Portanto, existe o
limite de 7(t) quando ¢ — oo. Por exemplo, analisaremos o caso t = +o0o. Portanto, nés temos trés possibilidades:
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+00,

Jm 7(t) =9 p"€R,
—0.

Uma vez que o fluxo de (6.10) é analitico e em uma vizinhanga de ¢t = +oo, #(t) < 0 e r(t) > 0 segue que
limi— 4007 (t) = —00, 0 que é impossivel. Do Coroldrio 6.4.3 ndo podemos ter lim,_ 4o 7*(t) = +o00. Desta
maneira, devemos ter

lim 7(t) =p".

t——+o0

Para caracterizar o comportamento assintético da solugao de (6.10) precisamos introduzir a seguinte definigio

Definigao 6.4.4. Uma solugao (r(t),7(t)) do sistema (6.10) é chamada parabdlica, se ela estd definida para todo
tempot>0e
Tim (1(1), #(8)) = (+0,0).

Uma solucao serd chamada hiperbdlica se ela estd definida para todo o tempo ¢t > 0 e
lim (r(t),7(t)) = (+00,p").

t— oo

onde p* é um valor positivo finito.

Em conclusao, provamos que

Proposicao 6.4.5. Qualquer solugdo de escape de (6.10) com ¢ # 0 é parabdlica ou hiperbdlica.

Por outro lado, do Lema 6.3.1, temos que
H(t) -0 quando t— +oo.
E por (6.9) segue
Corolario 6.4.6. Ao longo de uma solucdo de escape de (6.10) com ¢ # 0 temos

. 2 *\ 2
lim H(t) = lim T @)
t— 400 t—too 2 2

6.5 O problema isésceles em diferentes coordenadas

Nesta se¢do descreveremos o problema restrito isésceles eliptico dos trés corpos com colisdo em diferentes coorde-
nadas.

6.5.1 O problema isdsceles em coordenadas giratérias

Considere o sistema de coordenadas giratérias (&, 7, pe, py) relacionadas com as coordenadas inerciais da seguinte
maneira:

13 cost  sint 0 0 T
n —sint cost 0 0 Y
= . . 21
De 0 0 cost  sint Pz (6.21)
Pn 0 0 —sint cost Dy

90



O sistema (6.1) nestas novas coordenadas torna-se

E- e &
(6.22)
= —n—2pc— 35
2 _ 42 2, p(t)? . - . . ,
onde R” = £° +n° + 5;—, cuja fungao Hamiltoniana é dada por
N
PN P 1
H(q,p,t,€) = H 2” — &Py + 1pe — e (6.23)
Vllall? + ==
onde q = (§,m) e p = (pe¢, py). Ainda podemos escrever o sistema (6.22) da seguinte forma
. . €
& = ntpe  Pe = P ooy
(6.24)
I

6.5.2 O espaco de fase extendido

Sabemos que o sistema Hamiltoniano associado a fungao (6.9) possui um e meio grau de liberdade, onde p, = 7 é
o momento conjugado da varidvel 7. Introduziremos o tempo (médulo 27e®) como uma nova varidvel posicao s,
i.e., s =t. Pode ser mostrado que seu momento conjugado , o qual é denotado por ps, satisfaz ps = —H. Entéao,
a funcdo Hamiltoniana (6.9) no espaco de fase extendido (7, pr, s,ps) € Ry x R x S* x R torna-se

2 2

p c 1
H= H(rs,pn,p) = 5 55— ———— 415 (6.25)
p(s
A
4

onde E = E(s) é dado por (2.13). O fluxo do nosso problema restrito issceles eliptico dos trés corpos com colisao
corresponde ao fluxo do campo vetorial dado por H sobre o nivel de energia H = 0.

As equagdes de movimento associadas a fungdo Hamiltoniana H séo

. . r L
r= Pr Pr= [7"2—|— PQiS)]S/Z r3
. 2
2z1(8)z1(s) (6.26)

B [r2 + p2iS)]3/2 ’

Notemos que (6.26) ndo possui singularidades quando ¢ # 0.

6.5.3 Introduzindo a anomalia excéntrica como um novo tempo

Para evitarmos resolver a equacao de Kepler (2.13), em certas ocasides é interessante escrevermos o problema
is6sceles com a anomalia excéntrica, F, como a varidavel tempo. Veremos a utilidade desta abordagem na préoxima
S€e¢ao.

Fazendo um reescalamento no tempo,
dt = € (1 — cos E.(t)) dE, (6.27)
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as equagoes de movimento (6.4) torna-se

4 = (1 — cos E)ps
j—% = 63(1 — cos E)py
dpe . _ 3(1 _ E) z
€ cos 5
aE <I2+y2++64 %) 2 (6-28)
dpy 3 s Y
- = —€(l—-coskE
ar ( ) 2,9, 4 (l—cos E)2 %
(I +y“+e ﬁ)
Note que este sistema é 27 periédico em E. Por outro lado, introduzindo coordenadas polares
x=rcosf, y=rsind
o sistema (6.28) torna-se
4 = €(1—cosE)pr
2
4 = —¢(l—cosE) - T — 3 (6.29)
(T2+64 %) 2
48 =S(1-cosE)S5.
Esquecendo a terceira equagao em (6.29) obtemos o sistema Hamiltoniano,
dd—]g = 63(1 — cos E)p,
2
e = —€*(1 —cosE) . 3 % ; (6.30)
(7"2 4ot (17<:osE')2>§ r
cuja fun¢do Hamiltoniana associada é
_ _ 3 P2 1 2
K= K(r,pr,E,e) =€ (1 —cosE) T—Wﬁ-ﬁ
4
3 P21, &2 4
= Fl-cosE) {5 14 2 + 0]
(6.31)

com v = € é 2m-periédica em E.
Finalizaremos esta se¢o com uma aplicacdo do Teorema da média ao sistema (6.30). Expandindo este sistema
em série de poténcias em torno de €* = 0, obtemos

4 = y(1—cos E)p,
1 : (6.32)
dpr  _ 2 _ .3
Tr =-v(l—cosk) {—r—2—|—r—3] +O(v*), comv =¢€,
cuja fungao média é dada por
1 c
fo(r,pr) = <pm -+ 73) : (6.33)

Resumimos as consequéncias do método da média de acordo com o Apéndice B. Ou seja, aplicando diretamente
o Teorema C, descrito no Apéndice B, ao sistema (6.32) cujo sistema médio é dado por

d
e =eh(0, x=(rpo), (6.34)
obtemos que as solugoes do sistema médio (6.34)(cujo espago de fase é semelhante ao espago de fase descrito na

Figura 6.2) e as solucoes do sistema (6.32) que comegam préximas permanecem préximas por um longo tempo,
dependendo somente de quao préximas elas se iniciam.
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6.6 Simetrias

Facilmente verificamos que a equagio de movimento (6.1) possui as seguinte simetrias:

I (2,9, p2,py:t) = (2,9,D2,Py,t)

Syt (‘rayapmp?ﬂt) - ("E7 Y, _pfcapya_t)
Sz (xvyvpaczpyvt) - (—x,y,pgc,—py,—t)
53 : (x,y,pz,py,t) - ($7y77p177py77t)
Syt (2,9, oy Pyst)  — (=T, =Y, —Pay —Py, t)
Ss (xvyvpaczpyvt) - (_xv —y,px,py,—t)
Se: (T, 4, Px Py, 1) — (2, =Y, pa, =Py, t)

Observacgao 6.6.1. Observe que as simetrias Sz e Sg do caso espacial coincidem neste caso. Analogamente para
as simetrias S4 e Ss.

Destacamos aqui que as simetrias na Tabela 6.1, junto com a composi¢do de fungoes, denotada por o, formam
um grupo abeliano cuja operacdo age de acordo com a Tabela 6.1. A simetria I denota a identidade.

Lo [ L[5 [Ss]Ss]S]55[5%]
T [Si] 9 | Ss| 5] %]
St Si 1T S| S |5 | 5|5
Sy | S| S5 | I | Ss| S| S| 5
Ss | S5 1S S5 | 1 % % |5
Si | S| S5 | Se S5 | I |5 S
S5 [ S5 [ Si|Ss S [ S 1.5
So | Ss | S5 | Sa | S| S | % 1

Tabela 6.1: Grupo Abeliano das simetrias do problema restrito isésceles eliptico dos trés corpos com
colisao.

Da Tabela 6.1, deduzimos o seguinte

Proposicao 6.6.2. As simetrias do problema restrito isdsceles eliptico dos trés corpos com colisao (6.4) formam
um grupo abeliano elementar de ordem oito, i.e., um grupo isomorfo a Lo X Za X Zs.

Observe que a simetria Sg e S1 (tempo reverso) correspondem a uma reflexdo com respeito ao eixo x e a simetria
S2 (tempo reverso) corresponde a uma reflexdo com respeito ao eixo y.

Como no problema restrito espacial eliptico dos trés corpos com colisao, usaremos, mais adiante, as simetrias S e
So para obtermos drbitas periddicas para este problema isésceles. Observe que o seguinte subconjunto do espago
R? x R? sio invariantes pelas simetrias S; e S, respectivamente:

Ll = (-T,0,0,py), x GR, py ER

Ly = (07y7p3070)7 JTRS R, z € R.

Devido as simetrias, como vimos nos capitulos anteriores, podemos simplificar o problema de encontrar érbitas
periédicas, pois algumas propriedades importantes da érbita simétrica, cuja prova é uma consequéncia imediata do
Teorema de Existéncia e Unicidade de solucbes para equagdes diferenciais ordindrias, sdo expressas nas seguintes
proposicoes:

Proposicao 6.6.3. Seja ¢(t) = (x(t),y(t), p=(t), py(t)) uma solugio do sistema (6.4) e E(t) a fun¢do definida
por (2.13). Entao,
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1. Se (y(0),p=(0)) = (0,0), i.e., 9(0) € L1 e E(0) = 0 e se (y(T/2),p=(T/2)) = (0,0), i.e., p(T/2) € L,
onde (y(t), p=(t)) # (0,0),0 <t <T/2 e E(T/2) = kn, onde k é um inteiro par, entdo ¢(t) é uma solugdo
periddica de periodo T. FEstas orbitas sao chamadas orbitas periddicas Si-simétricas do problema restrito

isdsceles eliptico dos trés corpos com colisdo.

2. Se (z(0),py(0)) = (0,0), i.e., p(0) € Ly e E(0) =0 e se (x(T/2),py(T/2)) = (0,0), i.e., p(T/2) € Lo, onde
(z(t),py(t)) # (0,0),0 <t <T/2 e E(T/2) = km, entao (t) é uma solugio periddica de periodo T. Estas
orbitas sGo chamadas drbitas periddicas Sa2-simétrica do problema restrito isdsceles eliptico dos trés corpos
com colisdo.

3. Se ((0), py(0)) = (0,0), i.e., p(0) € Lz e E(0) =0 e se (y(T/4),p(T/4)) = (0,0,0), i-e., o(T/4) € L1,
onde (y(t),p=(t)) # (0,0),0 < t < T/4 e E(T/4) = km, entao p(t) € uma solugcdo periddica de periodo T.
Estas orbitas sdo chamadas drbitas periddicas Sy — Sy-simétrico ou simplesmente duplamente simétrica do
problema restrito isdsceles eliptico dos trés corpos com colisao.

Em coordenadas giratérias, chamamos S1 e S5 as simetrias correspondentes as simetrias S; e S2 nas coordenadas
inerciais e, desta maneira, denotaremos por I e Ly os subconjuntos invariantes em coordenadas giratérias
correspondentes aos subconjuntos invariantes L; and Lz. Portanto, para o sistema em coordenadas giratérias
(6.22) temos a seguinte proposi¢ao, a qual é semelhante a Proposigio 6.6.3:

Proposicao 6.6.4. Seja @(t) = (£(t),n(t), pe(t), pn(t)) uma solugio do sistema (6.22) e E(t) a fungao definida
por (2.18). Entao,

1. Se (1(0),pe(0)) = (0,0), i.e., $(0) € L1 e E(0) = 0 e se (n(T/2),pe(T/2)) = (0,0) , i.e., G(T/2) € L,
onde (n(t),pe(t)) # (0,0),0 <t <T/2 e E(T/2) = km, onde k é um inteiro par, entdo ¢(t) € uma solugdo
periddica de periodo T. FEstas orbitas sao chamadas orbitas periddicas S -simétricas do problema restrito
isosceles eliptico dos trés corpos com colisdo.

2. Se (£(0),py(0)) = (0,0), i. e, $(0) € Lz e E(0) = 0 e se (§(T/2),py(T/2)) = (0,0), i.e., §(T/2) € Lo,
onde (§(t),pn(t)) # (0,0),0 <t < T/2 e E(T/2) = km, entdo $(t) € uma solugcdo periddica de periodo T.
Estas orbitas sdo chamdas drbitas periddicas Sa-simétricas do problema restrito isdsceles eliptico dos trés
corpos com colisdo.

3. Se (£(0),pn(0)) = (0,0), d.e., $(0) € Lo e E(0) = 0 e se (n(T/4),pe(T/4)) = (0,0,0) , i.e., §(T/4) € L,
onde (n(t),pe(t)) # (0,0),0 <t < T/4 e E(T/4) = km, entdo H(t) € uma solugcdo periddica de periodo T.
Estas orbitas sao chamdas orbitas periodicas duplamente simétrica do problema restrito isdsceles eliptico
dos trés corpos com colisdo.

6.7 Continuagao analitica de 6rbitas periddicas simétricas

Sem muitas dificuldades vemos que para este caso também é possivel obter a equagdo de movimento deste problema
particular do problema restrito espacial eliptico dos trés corpos com colisao como uma perturbagao do problema de
Kepler, onde para isto suporemos que ﬁ < 1. Para isso expandiremos o sistema (6.4) em e usando polinémios
de Legendre. Desde que existe pequenas importantes diferencgas entre este caso e o caso espacial, decidimos
apresentar certos detalhes da expansao.

Consideremos a seguinte expressdo para a distancia

R=z2+y2+p2(t)/4,

a qual aparece no potencial do problema isésceles V/

R=lalv1+w?
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zZ1 14

—— = ——— . Assumimos que
lall — 2(all

onde w =

p
<1,
2|[all

(6.35)

assim, podemos expandir usando polinémios de Legendre 1/R como série de poténcias na varidvel w. Desta

maneira, obtemos:

1 1 - ;
E—m[l“‘gpj(o)(w)]

onde Pj(u) é o j-ésimo polindémio de Legendre, os quais sdo dados em (4.26). Assim, a fun¢io Hamiltoniana (6.3)

torna-se
H(q,p,t,€) = Ho(q,p) + € Hi(q,p,t,€) + € He(q,p, t,€)
onde q = (z,4), P = (Pz,Py) ©

s = B L
Hi(q,p,t,€) = 8”1W[1 — cos E(1)]?,
Hy(q,p,t,€) = f%w + O(e").
e assim, as equagOes de movimento (6.4) sdo dadas por
i= ps, pa= —[%%(q,p)+e' % (q,p,t,e)+ 2k (q,p,t,e)],
g= Py Py= - [8520 (a,p) + €' % (a,p,t,€) + € 2L (q, p, t, 6)} :

Semelhantemente, a fungdo Hamiltoniana em coordenadas giratdrias (6.23) torna-se

H(&,p,t,€) = Ho(a4,p) + " Hi (&, b, t,€) + € H (4, D, t, ¢)

e ; 152 1
Ho(q,p) = 57— — &py +1p¢ — Tl
Hi(q,p,t,€) = ﬁ[l — cos E.(t)]?,
Ho(q,P.t,e) = —%W +O(M.
Portanto, as equagbes de movimento (6.24) tornam-se
€= ntpe, pe=  —|20@D)+e (a4 bt )+ U@ Bt e,
D= —Etpa Pr= — |%0(@ D)+ Ul (na,np, ) + UL (@bt )|

Neste caso também é verdadeiro um resultado semelhante ao Lema 4.7.1 descrito no Capitulo 4.

6.7.1 Variaveis de Poincaré-Delaunay e variaveis de Delaunay.

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

A fim de continuarmos érbitas Keplerianas quando € > 0, precisamos estudar, como no Capitulo 4, as equagGes
de movimento dadas pela fun¢ao Hamiltoniana (6.115) em varidveis convenientes. Desta maneira, usaremos aqui

as varidveis de Poincaré-Delaunay descritas em (4.37), omitindo as varidveis espaciais Q3 e P3, ou seja

le l+g> P= I,

Q2 —+v/2(L — G)sing, P V2(L — G)cosg,
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Estas varaveis sdo validas sobre érbitas circulares, as quais ocorrem em L = G e correspondem a Q2 = P> = 0.
Também usaremos as varidveis de Delaunay descritas em (5.9). A func@o Hamiltoniana (6.115) nas varidveis
(6.40) torna-se

H(Q,P,t,e) = Hy(Q,P) + ¢'Hi(Q,P,t,e) + € H,(Q,P,t,€) (6.41)
onde Q = (Q1,Q2),P = (P, ) e .
HO(va) = _ﬁ’
Hi(Q,P,t,¢) = 8H1H3[ — cos E.(8)]°, (6.42)
_ 4
HA(Q.P.t,c) = —W + O, (6.43)

onde q deve ser pensado em fungao das varidveis (Q,P) e descritas no Lema 4.8.1. Também é verificado que o
Hamiltoniano em coordenadas giratérias (6.38), nas varidveis Poincaré-Delaunay descritas por (6.40), torna-se

H(Q,P,t,¢) = Ho(Q,P) + ' H1(Q,P,1,6) + € H.(Q, P, 1, ¢) (6.44)
onde Q = (Q1,Q2), P=(P1,P2) e

. 1 Q2+P2
HO(Q7P) 7@ - P+ %7
. 1 5
Hi(Q,P,t,e) = ———[1 — cos E.(t)]7,
QP19 = grere| (0)
- 3[1 — cos Ec(t)]* 4
HT Q7P7t76 = - Py +O€ .
QP19 1284l )

onde denotamos q(Q, P) por g e é descrita no Lema 4.8.2. Finalmente, escrevemos a fungdo Hamiltoniana (6.38)
nas variaveis descritas em (5.9) como

H(Q,P,t,e) = Ho(Q,P) + €' H1(Q,P,t,¢) + € H.(Q, P, t,¢) (6.45)
onde Q = (@17@2)7 P = (ﬁlvﬁQ) €
ﬂO(QaP) = _ég _F27
2P

H1(Q,P,t,e) = ﬁ[l — cos E(t)]?,
6.46
- 3[1 — cos E(t)]* 4 (6.46)
H.(Q,P,te) = —W + O(€").

onde denotamos q(Q, P) por g.

Como falamos anteriormente, as varidveis de Poincaré-Delaunay tornam mais facil a localizagdo da particula
infinitesimal no espago. Assim, nas proposigdes abaixo, damos condiges suficientes para a particula se encontrar
nos subconjuntos invariantes Li e L2 e nos subconjuntos invariantes L1 e Lo.
Proposicao 6.7.1. Seja Q = (Q1,Q2), P = (P1, P») definidas em (6.40). As coordenadas
(i)
L1: Q1 =0(modm), Q2=0,
nos dao pontos no conjunto invariante L1 e no subconjunto invariante i)l.
(ii)
Lo:Q1 = g(modﬂ), P, =0,
nos dao pontos no subconjunto invariante Lo e no subconjunto invariante iz.
Proposigao 6.7.2. Seja Q = (Q,,Q,), P = (P1, P2) definida em (7). As coordenadas
(i) _ _
L1: @, =0(modm), Q5 =0(modn),
nos dao pontos no conjunto invariante L1 e no subconjunto invariante El.
(i)
L3:Q, =0(modn), Qy= (mod ),

nos dao pontos no subconjunto invariante Lo e no subconjunto mavriante Lg.
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6.7.2 Solugoes periddicas obtidas como continuagao de orbitas Keplerianas
circulares

No caso planar, descrito no Capitulo 5, obtemos soluc¢bes periédicas como continuagao de érbitas Keplerianas
circulares como um caso particular das correspondentes solugdes periddicas do problema espacial, tratado no
Capitulo 4. Para o caso isésceles, isto ndo sera possivel, pelo menos usando as mesmas varidveis, pois as Orbitas
circulares de Kepler encontradas no problema espacial pertencem ao plano xz. Aqui também classificaremos as
Orbitas continuadas segundo suas simetrias. Desta maneira, obteremos érbitas duplamente simétrica (simetrias
S1 e S2), Se-simétricas e Si-simétricas.

Continuagao de solugoes peridédicas duplamente simétricas

Neste caso, consideramos o problema restrito isésceles eliptico dos trés corpos com colisao nas coordenadas inerciais
e entdo escrevemos o problema nas vardveis de Poincaré-Delaunay (6.40) (i.e., o sistema associado com fungao
Hamiltoniana (6.41)). As equagdes de movimento (6.4) nas varidveis de Poincaré-Delaunay, dadas por (6.40),

podem ser escritas como )
Z =F(Z) (6.47)

onde Z = (Q1,Q2, P1, P2), F(Z)=Fo(Z)+ 'F1(Z,t,¢) + EF(Z, t,¢).

Fo(Z) = (P} *,0,0,0) (6.48)
OH, O0H, OH, OH;
Fi(Z,t,e) = [ 2L - -
1( bl 75) (8P176P27 6Q17 6Q2)
com H1(Q,P,t,¢) dado por (6.42) e, finalmente,

O0H, O0H, O0H, O0H,
FT(Z,t,G) - (8P1 ) 8P2 ’_8Q1’_6Q2) )

com H,.(Q, P, t,¢) dado por (6.43). Observe que o sistema (6.47) é auténomo e 2me>-periédico em ¢, e estd definido
sobre o espago de fase

Q={(Z,t,e) eR* xR xR / PL #£0,q #0}.
Agora caracterizaremos érbitas duplamente simétricas do problema de Kepler (6.48), cujas equagoes de movimento

s&o . s .
Q1= P°, =0,
¢ . 6.49
Q2= 0, P, =0. ( )
As solucoes deste sistema sdo dadas por

Oty = Pp’t+ Quo, PO(t) = P,

6.50
O = Qu, PLO(t) = Pao, (6.50)

para condigdes iniciais (Q10, @20, Pio, P20) em t = 0. Agora, consideramos solugdes do problema de Kepler (6.49)
com condigoes iniciais zj € L2 quando t =0 e E(0) = 0, com

* 1 * *
Zy = ((m+ §)W?QQ7P1 a0)7

onde m é um inteiro que escolhemos, sem perda de generalidade, 0 ou 1, e P;, Q5 sdo constantes a serem
determinadas. Estas solugdes denotadas por Z<0)(t, z;) sao da forma:

Ot,z5) =P %t+(m+Hm PO =P,
0 * * [0)
O(t25) = Qs PO®) =o.

Pelas Proposicoes 6.6.3 item (3) e 6.7.1 item (i) obtemos érbitas duplamente simétricas para o problema de
Kepler (6.49), se pudermos resolver as seguintes equagoes de periodicidade:

T . YA 1 - T . .
gO)(ZaZO):(Pl) SZ+(m+§)7T: (m+m+ 1), ;0>(Z:ZO):Q2:07
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onde m é um inteiro. A segunda equagao é satisfeita por Q5 = 0 (note que, com esta escolha, obtemos uma drbita
circular). E tomando P, 3 =5, onde s é uma constante real positiva, temos da primeira equacdo que

~ 1
— T.

S

T=4 (6.51)
Pela Observagao 4.6.4, queremos também que E(0) = 0 e E(T/4) = kr, onde k é um inteiro par conveniente e
desta maneira, devemos tomar

T = dkme®. (6.52)

Assim, combinando (6.51) e (6.52), temos k = (7 + 1/2)ks™*, com € = 1/k, k,m inteiros positivos e s uma
constante real positiva. Desde que k é um inteiro positivo par, verificaremos esta condi¢do assumindo que, por
exemplo, k é um inteiro positivo par e (/i + 1/2)s™" é um inteiro positivo ou (1 4 1/2)s™! é um inteiro positivo
par. Para facilitar nossa aproximacao nés escolhemos a segunda opcao. Desta maneira, o valor de s serd

_m+1/2
25 7

onde 5 € N. Assim, temos que ZO(T/4,2%) = ((m + 10+ D)m, 0, ((im +1/2)/23) 73, 0) o qual estd em L e
E(T/4) = kr, onde k = 25k. Portanto, a solucio Z(¥ (¢, 23) ¢ uma érbita circular duplamente simétrica com raio
((m 4 1/2)/25)72/3 e periodo T = 873 sobre o plano zy.

Seja C C R* uma vizinhanca compacta de Z(O)(t,zé) sem singularidades e z{ tais que Z(O)(t, Zy) permanece
limitada e afastada das singularidades (para isto é suficiente tomarmos P; suficientemente grande). Deste modo,
descrevemos o seguinte lema:

Lema 6.7.3. As funcies Fo(Z), *F1(Z,t,€) e e F.(Z,t,€), dadas em (6.47), junto com todas as suas derivadas
com respeito a Z sdo continuas em C.

Demonstragao: A prova segue andloga & demonstracdo do Lema 4.9.5.

Como uma consequéncia do lema acima temos que dada uma solugdo Z(t, z5) do sistema 7 = Fo(Z) e uma
vizinhanca compacta C desta soluco, temos que Fo, €'F; e 8F, junto com todas as suas derivadas com respeito
a Z sdo limitadas em C. Em particular, uma vez que Fy estd em C*, segue que F é Lipschitz em C  (nds podemos
restringir a vizinhanga compacta se necesséario). Portanto, podemos usar as estimativas obtidas nos Lemas 3.3.1
e 3.3.2 descritos no Capitulo 3.

Agora, continuaremos com estudo do sistema perturbado. Procuramos por condigdes iniciais em uma vizinhanga
de z§, do tipo

1 -
2o = ((m+ )7, AQ2, 577 + APy, 0),
onde m pode ser ou 0 ou 1l e s = (m+ 1/2)/25 com m, § € N, de tal maneira que uma solucao Z(t,zo) de (6.47),

com € # 0 suficientemente pequeno, seja uma solugdo duplamente simétrica. Pelo Lema 3.3.1, temos que a solugao
Z(t,z0,€) de (6.47) é dada por

Qi(t,zo,e) = (((M+1/2)/28)" Y3 £ AP) 3t + (m+ Hm +'QV (¢, 20, €) + O(e®),
Q2(t,20,6) = AQ2 +64Qé1)(t, 20, €) + O(€%),
Pi(t,z0,6) = s Y*+AP +e' P (t, 20, €) + O(2),
Py(t,zo,e) = 0 +e* PV (t, 20, €) + O(€D).

Pela Proposicao 6.6.3 item (3) e Proposi¢ao 6.7.1 item (i), para obter uma solucdo duplamente simétrica do
sistema (6.47), as duas equagoes abaixo

QI(T/47 Z0,€) = (m+ﬁ1+ 1)777 Q2(T/47Z076) =0, (653)
devem ser satisfeitas. Definindo ¢(X,P) = (¢1(X,P), $2(X,P)) = (Q1(X,P) — (m + m + 1)m, Q2(X,P)) =
(Q1(T/4,z0,¢) — (M +m + 1)w, Q2(T/4,20,¢€)), onde X = (AQ2, AP1),P =€ e T/4 = 275, o sistema (6.53) é
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equivalente a

$(X,P)= (s +AP) L — (it Hr +e'QV (20,6 + O(F) =0

6.54
$2(X,P) = AQe +e'QV (§20,0) + O(*) =0, (654
chamada equacao de periodicidade.

Observacao 6.7.4. Pelo Lema 3.3.1 as funcoes

ARV (Z, 20, €) + O(e*)]
QY (L, 2o, €) + O(eh)]

s&o uniformemente limitadas quando € se aproxima de zero, assim definimo-as continuamente em ¢ = 0 tomando
seu limite quando € tende a zero, o qual é zero.

Pela observagdo anterior 6.7.4, podemos extender ¢(X,P) ao caso P = € = 0 definindo

$1(X,0) (((m+1/2)/25)73 + AP) 3L — (i + L
$2(X,0) = AQa.

Portanto, é claro que ¢(0,0) = 0 com T'/4 = 275. Usando as notagdes anteriores, temos que a fungdo ¢ possui as
seguintes propriedades

E verificado que

Dxé(X, P) = ( 0+ 0(e")  —3(((m+1/2)/23)73 + AP)™*L 4+ O(e*) ) ’

1+0(eh) 0+ O(e*)
onde T'/4 = 27§. Entéo, avaliando em X = 0 e ¢ = 0, segue que

0 —6(H2)4/5551/3 )

Dx¢(0,0) = ( 1 0

: 4/3
Portanto, detDx $(0,0) = —6 (%1/2)

semelhante ao Lema 4.9.8 do Capitulo 4.

75713 £ 0 e assim, existe (Dx$)~1(0,0). Além disso, segue um lema

Teorema 6.7.5. Considere as equagoes de movimento (6.47) para o problema restrito dos trés corpos isdsceles
eliptico com colisdo, onde os primdrios movem-se em uma orbita eliptica de colisdo com energia € = —1/2 € 2.
Se e = k13 para k um inteiro positivo suficentemente grande, entdo existem condigdes iniciais para a particula
infinitesimal tais que seu movimemto € uma solugcdo periddica duplamente simétrica de periodo 8m3, (5 € N),
perto de uma orbita Kepleriana circular sobre o plano xy cujo periodo é também igual a 87S.

Demonstragao: Primeiramente, é suficiente observar que, sob as hipéteses do teorema e cdlculos anteriores,
estamos em posigdo de aplicar o Teorema de Arenstorf a equacdo de periodicidade (6.53) para € em um inter-
valo suficientemente pequeno com a funcio auxiliar g(X,P) = X — [Dx#(0,0)]"" #(X,P) (como na prova da
Proposigao 3.2.2). Portanto, existe familias (indexadas por m, m, §) a um pardmetro (€) de condigdes iniciais
X, m, 5(P) tais que ¢(Xum,m,s5(P),P) = 0. Agora, a fim de obtermos solugdes periédicas do problema restrito
dos trés corpos isésceles eliptico com colisao (6.47) e, consequentemente, do sistema (6.4), as condigdes em (6.53)
devem ser satisfeitas simultaneamente com F = I%m onde k é um inteiro par. Portanto, para cada ¢ = k~'/3,
onde k é um inteiro positivo suficientemente grande, nés temos condigdes iniciais cuja solucdo associada é 875
periédica e duplamente simétrica. |
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Observagio 6.7.6. 1) Para ¢ = k=3, onde k é um inteiro suficientemente grande, nés temos a relacao

k =25k, s5eN.

2) Uma vez que o periodo da érbita continuada é T' = 873, a relacdo de comensurabilidade nos da T'/T, = 45k,
onde T}, denota o periodo dos primarios ou o periodo do sistema perturbado. Desta maneira, temos que o periodo
comum do movimento dos trés corpos juntos é T = 45kT),, e assim, enquanto o corpo infimitesimal completa uma
volta, os primarios completam 45k periodos.

Noés finalizaremos esta segdo com o0s seguintes importantes resultados, os quais sdo consequéncia direta da
Proposigao 4.1.1 item (3) e Teorema 6.7.5:

Coroléario 6.7.7. Existem solugdes periédicas duplamente simétrica para o problema restrito isdsceles eliptico
dos trés corpos com colisdo (6.47) perto de uma 6rbita Kepleriana circular sobre o plano zy cujo perfodo é
suficientemente grande. Os primdrios movem-se em uma érbita de colisdo eliptica com energia & = —1/2.

Demonstragdo: Seja (t) uma solugao do sistema (6.47) dada pelo Teorema 6.7.5, com energia dos primdrios

& = —1/2€%. Entdo, pela Proposicio 4.1.1 item 3, temos que s(t) = 6%1[1(5315) é uma solucdo do sistema (6.47)
onde agora a energia dos primdrios é £ = —1/2. Note que seu perfodo é 875k, o qual é tdo grande quanto k for.
|

Outra consequéncia é:

Corolério 6.7.8. Existem solugées periédicas duplamente simétricas, as quais cortam ortogonalmente quaisquer
duas retas perpendiculares na origem, do problema restrito isésceles eliptico dos trés corpos com colisdo (6.47)
perto de uma érbita Kepleriana circular sobre o plano xy. Os primdarios movem-se em uma Oorbita de colisao
eliptica com energia & = —1/2 e 2.

Demonstragao: Este resultado segue imediatamente, uma vez que o nosso problema é invariante por rotagoes
em torno da origem.

Usando o Coroldrio 6.7.7 e novamente a Proposicdo 4.1.1 item (3), podemos provar a existéncia de solugdes
periédica duplamente simétrica para qualquer valor do parametro e. Portanto,

Teorema 6.7.9. FEzistem solu¢des duplamente simétrica para o problema restrito isdsceles eliptico dos trés corpos
com colisio (6.47), onde os primdrios movem-se em uma orbita de colisao eliptica para qualquer energia fizada
£ <0, perto de uma orbita Kepleriana circular sobre o plano xy.

Continuacao de solugoes periddicas Ss-simétricas

Aqui, provamos a existéncia de érbitas periddicas Sz-simétricas, usando argumentos semelhantes aos das solucoes
periédicas duplamente simétricas. Continuaremos trabalhando com as equagoes de movimento (6.4). No entanto,
é possivel conseguir érbitas periédicas Se-simétricas usando o problema em coordenadas giratérias e varidveis de
Poincaré-Delaunay.

Agora caracterizaremos as Orbitas circulares S simétricas do problema de Kepler (6.49) cujas solugdes com
condigdes iniciais (Q10, @20, Pio, P20) at ¢ = 0 sdo descritas por (6.50). Consideremos uma solu¢ao do problema
de Kepler (6.49) com condigdes iniciais zj € L2 quando t =0 e E(0) = 0, com

* 1 * *
Zy = ((m+ 5)W3Q27P1 a0)7

onde m é um inteiro que, sem perda de generalidade, pode ser tomada como 0 ou 1, e Q5, P; sdo constantes a
serem determinadas. Assim, temos que esta solucdo é escrita da seguinte maneira

* *\ — 1 * *
ZO(t,z5) = (P}) 3t+(m+§)7r, Q3, P, 0).
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Desde que queremos que esta solugao seja Se-simétrica, pelas Proposigoes 6.6.3, item (2) e 6.7.1, item (i7), é
suficiente resolver, em t = T'/2, o sistema

QV(T/2,25) = (PN PL+(m+Hr =(m+ L +m)r (6.55)
P{(T/2,25) = 0 =0
onde m é um inteiro. Note que, pela equagdo de periodicidade (6.55), temos liberdade para escolher Q5. No
entanto, uma vez que queremos obter uma drbita circular do problema de Kepler, tomamos Q5 = 0. Pela
primeira equacao, obtemos
T mn
- =— 6.56
S = (6.50)

onde (Pf)™® = s, com s uma constante real tal que /s é um inteiro positivo, i.e., s = m/3, onde § € N. Pela
Observagao 4.6.4, devemos ter E(0) =0 e E(T/2) = kr e por 2.2.3 item 2, vé-se que devemos tomar

T = 2kneé®, (6.57)
onde k é um inteiro positivo par. Pelas equagdes (6.56) e (6.57), segue que

k= (6.58)

”’w\ wm

Assim, como k é um inteiro par, escolhemos € = 1/2k, com k € N e § € N. Portanto, segue que AR (t,z5) é uma
orbita circular de raio (77’L/§)72/37 onde 5§ € N, m € Z sobre o plano zy, cujo periodo é T' = 257, onde § € N.

Agora, consideraremos o problema perturbado (6.4). Procuramos por condigdes iniciais em uma vizinhanga de zg
do tipo

zo = ((m+ 3 )7r AQz,s % + APy, 0),

2
onde s = /8, de tal modo que a solugao Z(t,zo,€) de (6.4), com e # 0 suficientemente pequeno, é uma érbita
periédica Sz-simétrica. Sabemos que a solugdo do problema de Kepler (6.49) com condigao inicial zo é dada por

_ _ 1 _
ZO(t,20) = ((s™* + AP)) 3t+(m+§)7r,AQ2,s 3 4 AP, 0).

Novamente, pelo Lemma 3.3.1, temos que a solu¢ao Z(t, zo, €) de (6.4) é dada por

1(t7Z076) = (5_1/3+AP1)_3t+(m+%)7r +€4Q51)(t7Z07 )+O(€ )7
Qa(t,20,€) = AQa +e* QS (t, 20, €) + O(e®),
Pi(t,z0,e) =s Y+ AP +e* P (t, 20, €) + O(®),
Py(t,zo,e) =0 +e' P{Y (t, 20, €) + O(€D).

Para obtermos drbitas periddicas Ssz-simétricas, pela Proposigdo 6.6.3, item (2), e Proposigdo 6.7.1, item (i1), é
suficiente resolver, em ¢ = T'/2, onde tomamos 7'/2 = §m, com § € N as seguintes equagdes de periodicidade:

Ql(T/27 Zo, 6) = (871/3 + AP1)73% + (m + %)ﬂ- +64[Q51)(T/27Z07 6) + 0(64)] (m + + m)

Py (T/2,20,6) = Pg(l)(T/2, Zo, €) +0(eh) (6.59)

Seja ¢(Xv P) = (d)l(X? 7))7 ¢2(Xa P)) = (Ql(T/27 Zo, E)f(m+%+m)ﬂv P2(T/27 Zo, E))v onde X = (AQ27 AP1)7 P =
e. Portanto, as equagoes de periodicidade sdo

H(X,P)= (TP + AP —1DL —mr +QV(T/2,20,¢) + O(eY)] =0,
(6.60)
$2(X,P) = PV (T/2,20,¢) +O(eh) =0.

Semelhantemente ao caso anterior, podemos extender ¢(X,P) ao caso € = 0 definindo

$1(X,0) = ((sP+AP) - 1T -,
$2(X,0) = PV(T/2,20,0),

onde P2(1)(t, Zo, €, 1) ¢ dado no lema abaixo.
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Lema 6.7.10. Seja Pél)(t,zo,e, ) dada por

t
Z(l)(t7 ZO?/"L) = Z(t7Z07H)/ Z_IFT(’E Z(O)7Euu) dT7 (661)
0
7,(0)
onde Z(t,zo, ) = w\{ = zo entdo
o€
15 1 9ldl 3
Py t, 2o, € :—/ ——dr + O(€),
2 (bm0 =56 gt ags 7O
onde ||q]| e M denotam as expressoes destas fungoes calculadas em ZO (¢, z).

Demonstragdo: Por (6.61) temos que

=L,z ¢) dr, (6.62)

e eome [1 — cos E(t)]?
- €

H,(Q,P,te) = B PR
assim, diferenciando H; com respeito & Q2 e usando a igualdade [1 — cos E.(t)]* = g —+ f: Ao cos & e logo
substituindo na expressao (6.62) obtemos -

t
P00 = 5 [ o 3y 4+ O

onde ||q|| e % denotam as expressdes destas funcoes calculadas em Z© (¢, z0). |

Para T = 237 e s = m/3, segue que qS(O 0) = 0. De fato, é facil ver que ¢1(0,0) = 0. Por outro lado,

¢2(0 0) (1) T/2 Zo, |X:0

Aqui, vemos facilmente que

13/6f0 sin(st + (m +1/2)7) = 0.

04 O(e*) —3(s7Y3 4+ AP)Ttn5 + O(eY)
Dxo(X, )= [ ap® o apD o,
9003 (T/2,20,€) + O(%) GAPl(T/Q’ZO’€)+O(€ )
e assim,
0 354375
Dx¢(0,0) = | op" opry

Calculando segue que

Portanto, detDx ¢(0,0) =

_45.8/355
165 Sm

(T'/2,20,0) |x=0

(T'/2,20,0) |x=0

aAQQ 8AP1

(T/2,20,0) [xeo = 25773 [5" cos®(s7 + (m + 1/2)7) dr
2

—15s 7/3f0 s sin®(sT + (m + 1/2)7) dr

= 12 s 3.

w2 £ 0. E um simples exercicio verificar que um resultado andlogo ao Lema

4.9.8 é valido neste caso. Logo, temos o seguinte teorema
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Teorema 6.7.11. Considere as equagoes de movimento (6.4) para o problema restrito dos trés corpos isdsceles
eliptico com colisao, onde os primdrios movem-se em uma orbita eliptica de colisdo, com energia €& = —1/2 e 2.
Se €= (2/~c)71 para k um inteiro positivo suficientemente grande, entdo existem condi¢des iniciais para o corpo
infinitesimal tais que seu movimento é uma solugdo periddica S2 simétrica de periodo 273, (5 € N), perto de uma
orbita Kepleriana circular sobre o plano xy cujo periodo também igual a 27s.

Demonstragao: A prova segue analoga a demonstracdo do Teorema 6.7.5.

Observagao 6.7.12. 1) Para e = (2k)71/3, onde k e Nes= %, com 1 € Z, § € N temos a relagio k = 2k3.

2) Uma vez que o perfodo da drbita continuada é T' = 275, onde § € Ne e = 1/2k a relagao de comensurabilidade
nos dé T'/T, = 2k3, onde T, denota o periodo dos primdrios ou o perfodo do sistema perturbado. Assim, temos
que o periodo de movimento dos trés corpos juntos é T' = 2k3T,, e desta maneira, enquanto o corpo infinitesimal
completa uma volta, os primérios tem completado 2k§ periodos.

3) Resultados semelhantes aos Coroldrios 6.7.7, 6.7.8 e ao Teorema 6.7.9 sdo também verdadeiros neste caso.

Continuacao de solugoes periédicas S;-simétricas

Aqui provaremos a existéncia de érbitas periddicas Si-simétrica usando argumentos semelhantes aos argumentos
do caso de solugdes Se-simétricas. Continuaremos trabalhando com a equagdo de movimento (6.4). Aqui também
é possivel conseguir 6rbitas periédicas Si-simétricas usando o problema em coordenadas giratéria e varidveis de
Poincaré-Delaunay. Desta vez consideraremos uma solugao do problema de Kepler (6.49) com condigdes iniciais
75 € L1 quando t =0 e E(0) = 0, com
zy = (mm,0, Py, Py ),

onde m é um inteiro que, sem perda de generalidade, tomamos como 0 ou 1, e P, Py sdo constantes a serem
determinadas. Assim, temos que esta solugdo é escrita da seguinte maneira

ZO(t,25) = (Py) " *t +mm, 0, Py, P}).

Queremos que esta solugdo seja Si-simétrica, entdo pelas Proposicoes 6.6.3, item (1) and 6.7.1, item (i), é
suficiente resolver, em ¢t = T'/2, o sistema

QY(T/2,25) = (()Pf)_31+m7f = (mm)m, (6.63)

Q5 (1/2,25) =
onde m é um inteiro. Note que, pela equagdo de periodicidade (6.63), temos liberdade para escolher P5. No

entanto, uma vez que queremos obter uma 6rbita circular do problema de Kepler tomamos Py = 0. Pela primeira
equagao em (6.63) obtemos

onde (Pf‘)f3 = s, com s uma constante real tal que % é um inteiro positivo, i.e., s = m/§, onde § € N. Pela
observacio 4.6.4, devemos ter E(0) =0 e E(T/2) = kr e por 2.2.3 item 2, devemos tomar

T = 2kmeé®, (6.65)
onde k é um inteiro positivo par. Pelas equagdes (6.64) e (6.65), segue que

k=—, (6.66)

Q|

Assim, como k é um inteiro positivo par, escolhamos €& = 1/2k, com k € N e § € N. Portanto, temos que
Z<0)(t, zy) € uma Orbita circular S simétrica, de raio (%)72/37 onde § € N, m € Z no plano zy, cujo periodo é
T = 237, onde § € N.
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Agora, consideraremos o problema perturbado (6.4) e procuremos por condigdes iniciais em uma vizinhanga de
z; do tipo
zo = (mm, 0, s34 AP, AP,),

onde s = m/3§, de tal maneira que a solugdo Z(t,zo, €) de (6.4), com € # 0 suficientemente pequeno, é uma 6rbita
periédica Si-simétrica. Sabemos que a solugdo do problema de Kepler (6.49) com condigao inicial zo é dada por

ZO(t,20) = (s + AP) 3t +mm, 0,52 + AP, AP,).

Novamente, pelo Lema 3.3.1, temos que a solugéo Z(t, zo, €) de (6.4) é dada por

Qi(t,z0,€) = (s P+ AP)Pt+mr  +e'QM (t,20,¢) + O(®)
Q2(t,20,€) =0 +e* QWM (t, 20, €) + O(%)
Pi(t,zo0,¢) =s Y3+ AP +64P1(1)(t, 20, €) + O(®)
Py(t,zo,e) = AP, +e'P{Y (t, 20, €) + O(¥).

Para obter drbitas periédicas Si simétricas, pela Proposigdo 6.6.3, item (1), e Proposigdo 6.7.1, item (i) é
suficiente resolver, em ¢ = T'/2, onde tomamos 7'/2 = §m, com § € N as seguintes equagdes de periodicidade:

Qi(T/2,70,€) = (s +AP)PE +mr + QY (T/2,20,€) + O(")] = (m+ § +m)m
Q2(T/2,20,¢) = Q5" (T/2,20,¢) +O(eh) =0.

Seja ¢(Xa P) = (¢1(X7 P)v d)?(xv P)) = (Ql(T/27 Zo, 6) - (m+ﬁz)7r, QQ(T/27 Zo, 6))? onde X = (APlv AP2)7 P=e
Portanto, as equagoes de periodicidade sao dadas por

(6.67)

$(X,P)= (s 5+ AP)TPL —mr +€' QY (T/2,20,€) + O(eh)] =0

(6.68)
$2(X,P) = QS"(T/2,20,¢) +0(e*) =0.
Semelhantemente ao caso anterior, extendemos ¢(X, P) para o caso P = ¢ = 0 definindo
$(X,0) = ((51—1/3 +4aP)?=1D)T —ar
$2(X,0) = Qg )(T/Qv Zo, 0)?
onde Qél)(t, Zo, €, 1) € dada no seguinte lema
Lema 6.7.13. Seja Qg)(t,zo,e,u) dada por
t
z(t,20, 1) = Z(t, 70, 1) / 27 (r, 2O e, p) dr, (6.69)
0
Z© (¢t
com Z(t,zo,pu) = wm = 2z entao
29
) 15 (" 1 0llql 5
t,20,€) = —— ———dr+ O(c),
A T A PR
onde ||q e % denotam as expressées destas fun¢ées calculadas em Z© (t, o).
Demonstracao: Por (6.69) temos que
/2
QA 1/20,9 = [ T ZY, 0 an (6.70)
0 oP,

- 2
Hl(QaP,t,e):%
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. : oo . = t o
Assim, diferenciando Hy com respeito & P, usando a igualdade [1 —cos Ec(t)]* = 3 + E Qo COS a—s e substituindo
€

na expressao (6.70) obtemos

t
Wt 20,) = — 20 L 94l 3
0,€) = T+ O(€”),
lall* P,
onde ||q|| e %”;2“ denotam as expressdes destas funcoes calculadas em Z© (¢, z0). |

Para T = 257 e s = m/§, segue que ¢>(0 0) = 0. De fato, é facil ver que ¢1(0,0) = 0 e, por outro lado
$2(0,0) = gl)(T/Q,zo, 0) |x=0= 1“’ 13/6f0 cos(sT +mm) = 0.

Aqui, facilmente verificamos que

—3(s 71/3+AP1) ins +O(eh) 04 O(e*)
Dx¢(X,€) = QY s QY ;
T/2 2 (T/2 4
6AP1( /7Z07€)+O(6) aAPQ( /7Z076)+O(6)
e assim,
—3s*373 0
Dx¢(0,0) = | 9@ 003"
BN (T/Q’ZO’O) |X=0 OAP, (T/27Z070) |X=0
Calculando temos que
3Q(1) 15 .7/3
AR, (T/2,20,0) [x=0 =—%s fo sin?(st + mm) dr

+18 s7/3 fo s COSz(ST + mm)dr

= 1254/377171'

Assim, detDx¢(0,0) = 42 s3/35mm? # 0. Verificamos de forma andloga um resultado similar ao Lema 4.9.8 é
valido neste caso. Desta maneira, temos o seguinte teoremas:

Teorema 6.7.14. Considere as equagoes de movimento (6.4) para o problema restrito dos trés corpos planar
eliptico com colisao, onde os primdrios movem-se em uma Jrbita de colisdo eliptica com energia & = 1/2 e 2.
Se € = (2k)"! para k um inteiro positivo suficientemente grande, entdo ewiste condicdes iniciais para o corpo
infinitesimal tais que seu movimento é uma solugdo periddica S1 simétrica de periodo 2m§ (5 € N), perto de uma
orbita circular Kepleriana sobre o plano xy cujo periodo é também igual a 27s.

Demonstracao: Segue de modo semelhante a prova do Teorema 6.7.11.

Observagao 6.7.15. 1) Para e = (2k)71/3, onde k € Nes= %, onde 7 € Z, 5 € N temos a relagio k = 2k3.

2) Uma vez que o perfodo da érbita continuada é T' = 275, onde § € N e ¢® = 1/2k a relagio de comensurabilidade
nos da T'/T, = 2k3, onde T, denota o perfodo dos primdrios ou o perfodo do sistema perturbado. Desta maneira,
temos que o periodo de movimento dos trés corpos juntos é T' = 2k3T},, e assim, enquanto o corpo infinitesimal
completa uma volta, os primérios tém completado 2k§ voltas.

3) Resultados semelhantes aos Coroldrios 6.7.7, 6.7.8 € ao Teorema 6.7.9 sao também verdadeiras neste caso.
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6.7.3 Solugoes periddicas obtidas como continuacao de 6rbitas Keplerianas
elipticas

Nesta secao provaremos a existéncia de solugdes periddicas duplamente simétricas (S1 So simétrica); solugoes
So-simétricas e solugoes S -simétricas como continuagao de orbitas elipticas convenientes do problema de Kepler
por meio do Teorema de Arenstorf para valores apropriados do parametro €. Para este caso, ndo usaremos as
coordenadas que temos usado até entéo, i.e., equagdo de movimento (6.4) porque, por exemplo, no caso duplamente
simétrica nés temos incompatibilidade nas equagoes de periodicidade e nos casos S1 e Se-simétricas os calculos
tornam-se invidveis. Os calculos também sdo muito complicados quando escolhemos trabalhar com as equagoes
de movimento nas coordenadas inerciais e varidveis de Delaunay. Desta maneira, usamos aqui as equagbes de
movimento em coordenadas giratérias e varidveis de Delaunay.

Com a escolha feita, temos que as equagdes de movimento em coordenadas giratdrias e varidveis de Delaunay sao
dadas por ) A
Z=F(Z) (6.71)

onde Z = (Q,,Q,, P1,P3), F(Z)=Fo(Z)+ 'F1(Z,t,€) + F(Z, 1, ¢).

Fo(Z) = (P1°,-1,0,0)

Entao, uma solugao deste problema com condigao inicial

R H, 0H H H R H, 0H, 0H, 0H,
F(Zt({): 871’8717_871’_871 F(Zté): 87 7(9* 7_87 7_8—
8P1 BPQ an BQQ aPl 8P2 an aQQ
onde H, e H, sio dadas por (6.42) e (6.43), respectivamente, e as expressoes de ||@|| e 1) em coordenadas de
Delaunay é dada no Lema 5.3.1 ou, de maneira mais precisa, em série de poténcias, no Lema 5.3.2. Note que um
resultado semelhante ao Lema 6.7.3 é valido aqui e, neste caso, podemos também usar as estimativas dos Lemas
3.3.1e3.3.2.

Continuagao de solugoes peridédicas duplamente simétricas

Como no caso circular, inicialmente obtemos érbitas periddicas elipticas duplamente simétrica do problema de
Kepler '
7 ="TFo(2)=(P;°, —1,0,0). (6.72)

Seja zy uma condigao inicial tal que zj € L2 quando t =0 e E(0) = 0, com
* . 1 —k =
zo = (mm, (i + 5)77, P, P,),

. ~ . . . _* ¥ ~
onde m e i sdo inteiros que escolhemos, sem perda de generalidade, 0 ou 1, e P, Py sao constantes a serem
determinadas. Assim, uma solugdo do problema de Kepler (6.72) com condi¢ao inicial zg é da forma:

—©),. . . .
50)(15, z5) = (P1) "t +mm, P§O>(t) =P,
QY (t,25) =—t+ (3 +i)m, Pty =P

Pelas Proposigoes 6.6.4, item (3) e 6.7.2 item (7), estas érbitas elipticas serdo érbitas duplamente simétricas do
problema de Kepler (6.72), se resolvermos as seguintes equagoes de periodicidade:

(0) B\ — ~
1 (T/4a) = (P) U1 tmm = (m+m)r (6.73)
2 (T/4,25) =-T/A+ (1 +i)m=(+i+j)r
onde m, j s@o inteiros. A segunda equacao é satisfeita tomando
T 1
- (j4+ = .74
1= Ut m (6.74)
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onde j € Z_. E substituindo (6.74) na primeira equagao de (6.73), segue que

* 3 m

(P1)" = it (6.75)

onde m € Zy. Observe que temos algumas restrigdes em ﬁ;. A saber, ﬁ; #* ﬁ: porque a érbita é eliptica mas
néo circular e como P2 é o momento angular P, nao deve ser nula. Pela observagao 4.6.4, queremos também que
E(0)=0e E(T/4) = k7, onde k é um inteiro par e desta maneira devemos tomar

T = dkmeé®. (6.76)
Uma comparagao entre a equagao (6.74) e (6.76) mostra que
k=—2k(2j+1),

onde € = (4k)™!, k é um inteiro positivo e j € Z_. Assim, temos

Z(O)T4,z* :(m+7h7r, i+7+Dm, (—= m 71/3,F*>,
(/4,3) = ((m+ o, 45+ D, (=750 P
A . _j+wll/2
L1 e BE(T/4) = kr, onde k = —2k(2j + 1). Portanto, a solugao Z*)(t,z§) é uma 6rbita duplamente simétrica do
problema de Kepler com perfodo T'= —2(2j + 1)m (j € Z_) sobre o plano xy.

onde P3 é uma constante real positiva diferente de Py = ( )~1/3. Por construcio, Z(*)(T'/4,z%) pertence a

Agora, analisemos o sistema perturbado (6.71). Primeiramente, tomamos condigdes iniciais em uma vizinhanga
de z; do tipo

1 T _ . _
2o = (mm, (i + )7, (— =) "3 + AP, Py + AP),

270N i 41/2
de tal maneira que a solugao Z(t, zo, €) de (6.71), com € # 0 suficientemente pequeno seja uma 6rbita duplamente
simétrica obtida como continuagao de uma orbita Kepleriana eliptica. Pelo Lema 3.3.1, temos que a solugao
Z(t,z0,€) de (6.71) é dada por

Qtm. = (Pi+oP) thmr +¢Q)" (20,0 + O(c)
Qy(t,Z0,¢) = —t+(i+ %)ﬂ' +e4aél)(t,zo, €) + (9(68)
Pi(t,zo,¢) = P, + AP +éPU (¢, 20, €) + O(0)
Py(t,z0,e) = Py+ APy +€4ﬁé1)(t, 20, €) + O(c®),
onde P; é dada em (6.75). Chamando ¢(X,P) = (61(X,P), ¢2(X,P)) = (Q,(X,P) — (i + m)m, Qy(X,P) —

(2 +.] + 1)71') = (QI(T/ZL? ZO,E) - (Th + m)ﬂ-véQ(T/Zlv Z(),E) - (Z + ] + %)ﬂ—)7 onde X = (Ta Aﬁ1)7P = (67 Aﬁ?)
Pela Proposicao 6.6.4, item (3) e Proposigao 6.7.2 item (ii), para obtermos uma érbita duplamente simétrica do
sistema (6.71), ¢é suficiente resolver as equagoes de periodicidade,

$1(X,P) = (P +AP) L — i+ Q) (T/4,20,€) + O(e)] = 0,

. —(1) (6.77)
$2(X,P) =-T/4—(j+1/2)7 +e*Qs ' (T /4,20, ¢) + O(e*)] = 0.

E claro que nés extendemos ¢(X, P) ao caso € = 0 definindo

$1(X,0) = (P +AP) L+ (m+1)
$2(X,0) = -T/4—(j+1/2)m.

Portanto, ¢(Xo,0) = 0 quando Xo = (—2(25 + 1)7,0). Neste caso, a matriz Dx¢(X, P) é dada por

Dx$(X,P) = ( TP+ AP+ 0" —3(PF +AP1) T + 0(e") ) |

—1+0(e") 0+ O(eh)

onde Py = (—m/(j 4 1/2))" /3. Assim, segue que

Dx¢(Xo,0) = ( i Gﬁ)ig 6 (_ﬁ>
—1/4 0

4/3

I

(2 +1) >

cujo determinante é ndo nulo. Portanto, uma vez que podemos obter um resultado semelhante ao Lema 4.9.8, o
Teorema de Arenstorf pode ser aplcado para resolver o sistema de equagdes (6.77).
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Teorema 6.7.16. Considere as equagdes de movimento (6.71) para o problema restrito dos trés corpos isdsceles
eliptico com colisao, onde os primdrios se movem em uma Jrbita eliptica de colisdo com energia & = —1/2 e 2.
Se €= (4Jc)71 para k um inteiro suficientemente grande, entao existem condi¢des iniciais para o corpo infinites-
imal tais que seu movimento é uma solugdo periddica duplamente simétricas de periodo prézimo a —2(2j + 1)w
(7 € Z-), perto de uma drbita Kepleriana eliptica sobre o plano xy cujo periodo é igual a —2(2j + 1)7.

Demonstracao: Como no Teorema 6.7.5, primeiro observamos que, sob as hipdteses do teorema, podemos
aplicar o Teorema de Arenstorf as equagbes de periodicidade (6.77) para € em um intervalo suficientemente
pequeno com X = (T,AP1) e P = (¢, AP2). Portanto, existem familias D SRR (e, AP53) (indexadas por
m, m,j,i,ﬁ;) a dois parametros (¢, AP3) de condigdes iniciais tais que ¢(Xm,m,j,i,F; (e, AP32),e, AP3) = 0. A
fim de obtermos solugoes periddicas do problema restrito dos trés corpos iséceles eliptico com colisdo (6.71), as
condigdes em (6.77) devem ser satisfeitas simultaneamente com a condigdo de comensurabilidade T/27e* € Q.
Assim, uma vez que T = T'(¢, APs) e €3 = (4k)~', tomamos k € N e AP» € R tal que T((4k)~'/3, APs)/2me® =
2kT((4k)~Y3 APy)/m € Q. Assim, para estes € = (4k) /3 onde k é um inteiro positivo suficientemente grande,
e AP; € R, temos algumas condigdes iniciais que d&o origem a uma solugio de (6.71), as quais sdo T = T'(¢, AP>)
periédicas e duplamente simétrica.

Observacao 6.7.17. Consideragoes analogas as observagbes 6.7.6 sao validas para este caso e resultados
semelhantes ao Corolario 6.7.7, 6.7.8 e Teorema 6.7.9 sao verdadeiros nesta situacao.

Continuacao de solugoes periddicas S;-simétricas

Nesta subsegao provaremos a existéncia de solucoes periédicas do sistema perturbado (6.71), obtidas como con-
tinuagdo de drbitas Keplerianas elipticas. Novamente, o primeiro passo é obter érbitas periddicas elipticas Sa-
simétricas do problema de Kepler (6.72). Consideraremos solugdes com condigdes iniciais zj € L2 quando t =0 e
E(0) =0, com

Zy = (mTrv (7' + E)ﬂ-:Pl:PQ):
onde m, ¢ sao inteiros que escolheremos, sem perda de generalidade, 0 ou 1 e ?T,ﬁ; sao constantes a ser deter-

minadas. Pela Proposigao 6.6.4, item (2) e Proposi¢ao 6.7.2 item (i), podemos obter uma 6rbita Kepleriana
eliptica Sz-simétrica se conseguirmos resolver as seguintes equagoes:

—(0) B*N\—3T ~
@ 172 =Py agfmﬁ:(mﬂ”@ﬂl (6.78)
s (T/2) =-T24+G+i)r=(i+j+3)r

onde m, j sdo inteiros. A segunda equagao é satisfeita por

%:ﬁm (6.79)

onde j € Z_. E, substituindo (6.79) na primeira equagao de (6.78), segue que

=, (6.80)

onde 1 € Z.. Pela observacio 4.6.4, queremos também que E(0) = 0 e E(T/2) = kn, onde k é um conveniente
inteiro par e, desta maneira, devemos tomar .

T = 2kme®. (6.81)
Assim, combinando (6.79) e (6.81) temos k = —2kj, com € = (2k)™}, k é um inteiro positivo e j € Z_. Portanto,
temos

~\ —1/3
29 (1/2,23) = ((m+m)7n +itym (-2) PZ) ,
J

onde P, é uma constante real positiva diferente de Pl = (—=m/5)" 3. Logo, por construcdo, Z()(T/2,z)
pertence a L2 e E(T/2) = km, onde k = —2kj. Desta maneira, a solugdo Z(O)(t7 zy) € uma Orbita periddica
eliptica Se-simétrica com periodo T' = —2j7 (j € Z_) sobre o plano xy.
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Para o sistema perturbado, procuramos por condi¢ées iniciais em uma vizinhanga de zg, do tipo
o1 - R — —=
Zo = (mﬂ-v (7’ + 5)7‘-’ (_m/J) s + APlv P2 + APQ)a
de tal modo que uma solugio Z(t,zo) de (6.71), com e # 0 suficientemente pequeno, seja uma 6érbita periddica

Ss-simétrica obtida como continuagao de uma orbita periédica Kepleriana eliptica So-simétrica. Pelo Lema 3.3.1
temos que a solugao Z(t, zo, €) de (6.71) é dada por

Q,(t,e,z0) = (FI + Aﬁl)fgt +mm +64@ (t,zo0,€) + (9(68)
Qu(tiezo) = —t+(i+d)m +e Q(l)(t,zo, )+ O()
Fl(t,e,zo) = PI + AP, +€4P1 (t,zo,€) + 0(68)
Po(t,e,z0) = Py+ AP, 1P (1, 20, €) + O(),

onde P ¢ dado em (6.80). Seja ¢(X,P) = (¢1(X, P), $2(X,P)) = (@1(1;/2, AP, e, APs) — (m + m)m,
Q5(T/2,AP1,e, AP3) — (i +j + %)ﬂ'), onde X = (T,AP1),P = (¢, AP3). Pela Proposi¢ao 6.6.4, item (2) e
Proposigao 6.7.2 item (i7), para obtermos uma érbita So-simétrica do sistema (6.71), é suficiente resolvermos

91X, P)= (Pi+AP) L —imr +¢'[Q)(T/2,20,) + O(")] =0 (6.82)
¢:(X.P)= —T/2— jn +e @5 (T/2.20.¢) + O()] =0,
Pelas mesmas razdes dos casos anteriores (veja observagao 6.7.4) podemos extender ¢(X, P) ao caso € = 0 definindo
$1(X,AP5,0) = (Py+AP) L +mn
¢2(X,AP2,0) = -T/2— jr.

Portanto, é claro que ¢(Xo,0) = 0, onde X = (—2jm,0). Aqui, temos

_( YPI+ AP+ 0 —3(Py + AP T+ O
Dx¢(X,P) = ( -1 4+0(eY 0+ O(e*) )

)

onde Py = (—m/j)” /. Assim, segue que
% 37T(_m)4/3j71/3

DX¢(X07O) = )
~1/2 0

cujo determinante é ndo nulo. Assim, podemos provar um resultado semelhante ao Lema 4.9.8. e segue o teorema
abaixo

Teorema 6.7.18. Considere as equagdes de movimento (6.71) para o problema restrito dos trés corpos isdsceles
eliptico com colisao, onde o0s primdrios movem-se em uma orbita eliptica de colisdo com energia € = —1/2 e 2. Se
€= (2k)71/3 para k um inteiro suficientemente grande, entdo existem condi¢des iniciais para o corpo infinitesimal
tais que seu movimento € uma solugao peridodica So-simétrica de periodo prézimo a —2j7 (j € Z—), perto de uma
orbita Kepleriana eliptica sobre o plano xy cujo periodo € igual a —2jm.

Observagao 6.7.19. Fatos semelhantes a observagao 6.7.6 sao validos para este caso. Também temos andlogos
Corolérios 6.7.7, 6.7.8 e o Teorema 6.7.9.

Continuagao de solugoes peridédicas S;-simétricas

Caracterizamos as solugoes do problema de Kepler (6.72) com condigoes iniciais zj € £1 quando t = 0 e E(0) = 0,
24 = (mr,in, Py, Pa),

. ~ . . . ¥ Tk ~
onde m, ¢ sdo inteiros que escolhemos, sem perda de generalidade, 0 ou 1, e P;, P, sdo constantes a serem
determinadas. Estas solugbes sdo da forma:

0 TS¥\ — —(0) * —=*
Q(O><,zO> = (P}) "3t + mm, Plo (t,z5) =P,
O (t,z5) =—t+in, Py

*

(t7Z8) :ﬁ2~
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Pela Proposi¢ao 6.6.4, item (1) e Proposigdo 6.7.2 item (i), obtemos uma 6rbita eliptica Si-simétrica para o
problema de Kepler (6.72), se resolvermos as seguintes equagoes:

(0) (T/2,25) = (P1) L +mn = (m+m)r

) ) o (6.83)
5 (T/2,z5) =-T/24in=(i+j)m
onde m, j sdo inteiros. A segunda equagao é satisfeita por
T/2 = —jn, (6.84)
onde j € Z_. Substituindo (6.84) na primeira equacdo de (6.83), segue que
P =-2, (6.85)

J

onde m € Zy. Observe que temos alguma liberdade em escolher PQ, pois somente temos as restri¢coes P, #* Pie
como P3 é o momento angular, Py deve ser nao nulo. Pela observacao 4.6.4, queremos também que E (0)=0e
E(T/2) = k, onde k é um inteiro conveniente par, e desta maneira devemos tomar

T = 2kmeé®. (6.86)
Assim, combinando (6.84) e (6.86) temos A

k= —2kj,
com € = = (2k)~ Lk uma constante inteira positiva e j € Z_. Portanto, temos

m\ 3 .
2T /2,2 = ((m+m)7r, (i + j)m, (—7) , P2>,

onde P, é uma constante real positiva diferente de P = (—M/j)71/3. Logo, por construgao, Z( (T/2,25)
pertence a £y e E(T/2) = km, onde k = —2kj. Portanto, a solugao ZO) (t,2%) é uma 6rbita periddica eliptica
S1-simétrica com periodo T' = —2j7 (j € Z_) sobre o plano zy.

Agora, procedemos com o estudo do sistema perturbado. Procuraremos por condigdes iniciais em uma vizinhanga
de zg, do tipo

zo = (mm, im, (=i /j) " ? + APy, Py + AP,),
de tal maneira que uma solugao Z(t, zo, €) de (6.71), com € # 0 suficientemente pequeno, seja uma orbita periddica
S1-simétrica obtida como continuagao de uma drbita periddica Kepleriana eliptica S1-simétrica.

Pelo Lema 3.3.1, temos que a solucao Z(t,zo,€) de (6.71) é dada por

Q,(t,2o,¢€) (P1 4+ AP) 3t +mr +€'Qy (¢, 20, €) + O(c®),
Qy(t.20,€) = —t+in +e Q8 (t, 20, €) + O(e®),
Pi(t,z0,¢) = P+ AP, +€4F§1)(t7 20, €) + O(c®)
Py(t,z0,e) = Poy+ APy +e4ﬁ§1)(t, 20, €) + O(€®),

onde P} é dada em 6.85). Definindo, ¢(X, P) = (¢1(X, P), ¢2(X, P)) = (Q,(T/2, 20, €) — (i + m),
Q5(T/2,20,€) — (i+j)7), onde X = (T AP4),P = (¢, AP>), e pela Proposigao 6.6.4, item (1) e Proposicio 6.7.2
item (), para obtermos uma érbita S;-simétrica do sistema (6.71), é suficiente resolvermos,

$1(X,P)= (Pi+AP) L —imr +€ Q) (T/2,20,¢) + O(e")] =0

4ra(1) 4 (6.87)
¢2(X7P) = _T/Z_Jﬂ' +e [QQ (T/Q,zo,e)—i—(’)(e )] =0

Podemos extender ¢(X,P) ao caso € = 0 definindo

¢1(X7 0, AEZ) (8_1/3 + Aﬁl)_:s% + mm
¢2(X707AP2) - % +]7T
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Portanto, ¢ claro que ¢(Xo,0) = 0, onde Xo = (—2j,0). E verificado que

1P B.-3 4 B* B.\-4T 4
_( 2(Pi+AP1)"+0(7) =3(P1+AP1) "3 +0()
DX¢(X7P) ( _% +O(€4) 0+O(64) )
onde Py = (—m/j) /3. Assim, segue que
_%% 3313
DX¢(XO7O) = )
—1/2 0

cujo determinante é nao nulo. Facilmente ndés provamos um resultado semelhante como no Lema 4.9.8. E segue
o seguinte teorema

Teorema 6.7.20. Considere as equagdes de movimento (6.71) para o problema restrito dos trés corpos isdsceles
eliptico com colisdo, onde os primdrios se movem em wma orbita eliptica de colisdo com energia £ = —1/2 € 2.
Se e = (2k)71/3 para k um inteiro positivo suficientemente grande, entdo existem condigdes iniciais para o corpo
infinitesimal tal que seu movimento é uma solu¢do periddica S -simétrica de periodo préozimo a —2jm (j € Z—),
perto de uma orbita periddica Kepleriana eliptica Sy -simétrica sobre o plano xy cujo periodo € igual a —2jm.

Observacgao 6.7.21. Consequéncias semelhantes a Observacao 6.7.6 sdo véalidas para esta simetria e uma versao
adaptada dos Corolérios 6.7.7, 6.7.8 e do Teorema 6.7.9 sdo vélidas aqui.

6.8 Solucoes periddicas distantes dos primarios

Nesta secao usamos argumentos semelhantes a [35] no capitulo 9 ou equivalentemente a secdo E do capitulo VI
em [33] (ambas aplicadas a um sistema Hamiltoniano auténomo) ou em [26] (aplicado a um sistema Hamiltoniano
periédico), consideraremos a situagao quando a particula infinitesimal estd distante dos primérios. Pela Proposigao
4.1.1 podemos assumir, sem perda de generalidade, que € = 1. Entéo o sistema (6.4) se torna 2r-periédico.

Teorema 6.8.1. Ezistem duas familias a um parametro de solu¢des periddicas, com periodo préximo de 2w para
o problema restrito isdsceles eliptico dos trés corpos com colisao perto de uma circular Kepleriana. Além disso,
estas orbitas tendem ao infinito.

Demonstragdo: A prova estd baseada em argumentos semelhantes usados em [33] p. 161 no problema restrito
dos trés corpos planar circular. Mas, precisamos dar os argumentos da prova em nosso caso pois sao problemas
de natureza diferente. Consideremos a situagado quando o corpo infinitesimal esta distante dos primérios cujo caso
é chamado cometa. Para considerar érbitas perto do infinito, escalamos as varidveis posicao por p~2
momento por u, onde p é um parametro positivo.

e variaveis

Queremos analisar a continuagdo de solucées periddicas para este problema de p = 0 & p > 0 pequeno. Nao
podemos, aqui, provar a continuagao das solugdes periédicas em um sistema de coordenadas inercial, pois o
sistema, nestas coordenadas, é muito degenerado. Por esta razao, consideremos um sistema de coordenadas
giratérias (£,7) obtido através da transformacao simplética (6.21). Desta maneira, temos que as equagoes de
movimento nas novas varidveis sao dadas por

3 pe+n P p &
= 3 e = n = 2 3
(€ o 4 201
. . n
no= pPp=& Py = —Pe—
(€2 + 7+ 1)
e a nova funcdo Hamiltoniana é
PE+rn 1

H(£7n7p§apn7T7 E) = (688)

+npe — Epy — NSRS
P
£2+7]2+T
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As 7varidveis cometas” (T, ¥, Pz, Dy) sa0 introduzidas por
E=p"z, n=p""y, pe=ppz, Py =Py

Uma vez que esta mudanga é u-simplética, a funcdo Hamiltoniana nas varidveis cometas é

lel? 1

2 2(t)
Vil + pt 5=

onde q = (z,¥),p = (P, pg). Uma vez que H é uma funcdo analitica em p, expandindo em série de Taylor ao
redor de p = 0, temos

H=H(qpmep) = —q Kp+p’

(6.89)

T s (Il 1 7
H=-q Kp+pu 2 Tl +0(u"). (6.90)
Observe que quando p é muito pequeno, o corpo infinitesimal estd perto do infinito e pelo Hamiltoniano (6.90)
vemos que perto do infinito a for¢a de Coriolis domina. Introduzindo coordenadas polares simpléticas (r, 0, R, ©)
dadas por

x=rcosf, y=rsinf

Pz = Rcos© — gsinﬂ, py = Rsinf + %cos@.

O Hamiltoniano (6.90) torna-se

2
ﬂ:ﬂ(r,G,R,@,T,e,,u)=—@+,u3(% {RQ—F@} !

r2

) +0(u),

r

e assim, as equacoes de movimento sao dadas por

Po= 1R+ 0O(u")
. 392 3
ko= (£ -5) o0
(6.91)
6 = —1+22 4104
6 = 0+0(u").

O parametro p é inversamente proporcional a raiz quadrada da distancia do corpo infinitesimal em relagdo aos
primérios. Portanto, como pu — 0, esta distincia tende ao infinito e a forma das equagoes diferenciais (6.91)
degenera. Assim, ndo podemos usar métodos de perturbacio, os quais estdo baseados em resolver as equagoes
diferenciais quando g = 0. Ao invés disso, precisamos obter solu¢es para p em uma vizinhanga de p = 0, e
para isto aproximamos solugdes para este sistema de equagoes diferenciais. Agora, consideremos as equagoes de
primeira aproximagao, ou seja, retiramos os termos de ordem ,u7

P SR R - we_w

7‘3 T

6 = —1+22 6 = 0.

(6.92)

as quais sao equagoes de movimento para o problema de Kepler. Omitindo estes termos, obtemos um sistema onde
© ¢é uma integral primeira, assim seja © = #+/2¢, onde ¢ € Z. A 6érbita circular ¢(t) dada por r(t) = ¢*>, R = 0
é uma solugdo periddica de (6.92) com periodo %ﬁiﬁ Observe que © é também uma integral primeira para
o problema completo (com os termos de ordem ), assim podemos reduzir a dimensio do espaco de fase em
uma unidade e, além disso, introduzir o mapa de Poincaré em uma superficie de nivel do momento angular
O, reduzindo assim o sistema em mais uma unidade. Desta maneira, quando linearizarmos o sistema (6.92)
trabalharemos somente com as varidveis r e R. Linearizando as equagdes de r e R ao longo de ¢(t) temos

= u’R

R
R = -4
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3
Este sistema tem solugdes da forma exp(+24-), e assim os multiplicadores néo triviais da érbita circular de (6.92)

= i2mp® T
sao exp(%) =1F 23%Fip’ + O(u).

Considere o mapa de Poincaré com respeito a 6rbita circular ¥(¢) em uma superficie de nivel do momento
angular ©. Seja v uma coordenada nesta superficie, com u = 0, correspondente & 6rbita circular quando p = 0.
O mapa de Poincaré tem um ponto fixo na origem salvo os termos de ordem p® e é a identidade salvo os termos
de ordem p2, nos termos de ordem p? existe um termo cujo Jacobiano tem autovalores ﬁ—qz Isto é, o mapa de
Poincaré ¢ da forma P(u) = u+p°p(u)+O(u°), onde p(0) = 0, Op(0)/du tem autovalores F254. Assim, dp(0)/du
é nao-singular. Aplicando o Teorema da Funcio Implicita & G(u, u) = (P(u) — u)/p® = p(u) + O(1®). Uma vez
que G(0,0) =0 e 9G(0,0)/0u = 9p(0)/0u, existe uma funcao diferencidvel u(p) tal que G(u(p), u) = 0 para todo
u suficientemente pequeno. Portanto, as duas solugdes podem ser continuadas da equagao em (6.92) as equagoes
completas, onde os termos O(u”) sdo incluidos. Nestas varidveis, estas solucdes tém perfodo T préximo de 2.
Assim, concluimos a prova do teorema. [ |

6.9 O fluxo perto do infinito

A fim de estudar e caracterizar as érbitas parabdlicas, inicialmente traremos o infinito para a origem, para isto
usaremos a transformagao canénica introduzida por McGehee [31], isto é,

2 .
r=2, #=-u, (6.93)
assim u — 0 corresponde & 1 — 400, e as equagdes (6.10) assumem a forma

. 1,3
u = 4UU

. 1,4 1 2.2
V= U | — gz oo — Fu .
4 4p2 4

<[1 “ qs(t)]gm )

A origem (u,v) = (0,0) é um ponto de equilibrio degenerado do sistema (6.94) contido na reta u = 0, visto que a
diferencial do mapa de Poincaré calculada em (0,0) é a matriz identidade.

(6.94)

Uma vez que a fungio p(t) = €[1 — cos Ee(t)] é 2me® periddica em ¢ temos que em {(u,v,t) € R®* | u > 0} a
solugdo (u,v,t) = (0,0,t) do sistema

3

= %u v

14 1 &2 6.95
o= 0t (b - ) (6.95)
t= 1.

é 2me® periédica em t. Desta maneira, a origem (u,v) = (0,0) torna-se uma érbita periédica no infinito de
periodo 2me®. Esta 6rbita periédica é degenerada e, uma vez que o sistema é nio auténomo, nio podemos
remover a degenerescéncia reescalando o tempo pelo fator v 3. Como a érbita periédica no infinito (u,v,t) =
(0,0,t), t € [0,2m€®] é degenerada, para garantir a existéncia das variedades invariantes estdvel e instdvel a
esta 6rbita periédica, ndo podemos aplicar diretamente o teorema de Hartman [22] ao sistema (6.95). Em [31],
McGehee estudou a aplicagao de Poincaré na vizinhanga da érbita periddica no infinito u = 0 = v para trés casos
particulares do problema restrito dos trés corpos distinto do nosso caso, e garantiu a existéncia e unicidade de
variedades analiticas invariantes. Aplicando os argumentos de McGehee ao nosso problema, concluimos que os
conjuntos estével e instdvel associados & drbita periédica no infinito (u,v,t) = (0,0,t), t € [0, 27€%] sdo variedades
analiticas.

Considere o sistema (6.95) expandido em série de poténcias em torno de u =0
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()= (% - Su = Gt + st + 0W')) (6.96)
t= 1
Usando o fluxo deste sistema temos a seguinte proposigao

Proposicao 6.9.1. A aplicagio de Poincaré P definida em uma vizinhanga da érbita periddica (u,v) = (0,0) é
dada pelo difeomorfismo

71'63 3 71'63 3 C2 3 2 5
P(u, —v) = (u +5u [v+7r1(u,v)], —v — U [u+ Fu 12p" (t)u” + r2(u, v)]) , (6.97)

onde r1 e r2 sao fungoes reais analiticas de sequnda ordem em u e v.

Demonstragao: Veja Apéndice A.

Para toda vizinhanca aberta U da origem em R? definimos
AT(P,U)={acU /P"@)eU paratodo keZ", e Pa)—0 quando k — +oc}.

Claramente, as 6rbitas parabélicas para ¢ — -+oco contidas em U sdo exatamente A1 (P,U). McGehee em [31]
provou que existe um aberto I tal que AT(P,U) é uma curva analitica em u > 0. Usando P~! definimos
A~ (P,U) o qual é o conjunto das érbitas parabdlicas para t — —oco. Se convencionarmos a variedade invariante
estavel local P* = A1 (P,U) por u = F(—v,—t) entdo, uma vez que o sistema (6.95) é invariante pela simetria
(u,v,t) — (u,—v,—t), a equagdo u = F(v,t) é a equagdo da variedade invariante instdvel local P* = A~ (P,U).
Por sua analiticidade, podemos expressar esta variedade como uma série de poténcias

u=F(v,t) = Z an (t)v™,

n>0

a qual pode ser calculada por comparacdo dos coeficientes dos termos. Na proposi¢do abaixo expressamos os
coeficientes a, (t) da variedade instdvel cujos cdlculos sdo detalhados no Apéndice A.

Proposicao 6.9.2. Os pontos (u,v,t) da variedade invariante instdvel local P* = A~ (P,U) da drbita periddica
u = v = 0 no infinito satisfaz

u=F(v,t) = v+ az(t)v® + as(t)v® + as(t)v® + - - (6.98)

e 0s pontos da variedade invariante estdvel local PS = AT(P,U) verifica u = F(—v, —t), onde F é 2we® periddica
em t e analitica em v € (0,b) para alguma constante positiva b, onde

2

as(t) = <, as(t) = %c‘*t — %ast—i— 3% f(f /)2(‘1')d‘r7
as(t) = 22c* + 20, ag(t) = constante,
as(t) =0, aro(t) = —2art + 2t + Pt t+ B fg p2(7)dr,

ar(t) = 3[25 + B2,
onde ¢ é o momento angular e com fot pA(T)dr = ¢* fot[l — cos E(7)]2dr.

Demonstragao: Veja a prova em Apéndice A. |
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(b)

(a)

Figura 6.3: A figura (a) representa o comportamento das variedades invariantes perto do infinito, no
plano (u,v), para ¢ muito pequeno e a figura (b) para ¢ suficientemente grande e as figuras da direita
representam as variedades vistas nas coordenadas (u, v, t).

Assim, pela Proposi¢ao 6.9.2, as variedades invariantes, no plano (u,v), tem o aspecto das figuras (a) ou (b)

abaixo

Podemos ainda estudar o comportamento local do fluxo perto das variedades invariantes. Para isso, primeiramente,
as variedades invariantes sao trazidas para os eixos coordenados através da aplicacao

u =

(u—F(—v,—t)) = 1(u+v)+...

N

(u—F(v,t)) =2(u—v)+....

v =

N

O restante da discussdo o leitor encontrard em [36] a partir da pagina 155, onde é provado que o fluxo préximo
as variedades invariantes se comportam como na figura 6.4 abaixo.

G

J/
< “
N

Figura 6.4: O fluxo em torno do infinito.
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Finalizaremos esta segao discutindo sobre a diferenciabilidade do campo que define o sistema (6.95).
Escrevemos o sistema (6.95) como segue

x =F(x,¢) (6.99)
onde x = (u,v,t) e
vt
Fl(X7 E) 4 5
Fix,o) = | Falx,e) | = [ % —Su® = Zup(t) + g5u"p" (1) + O(u'°)
F3(X7 E)
1

Lema 6.9.3. A funcao vetorial F(u,v,t,€) pode ser extendida de modo continuo para ¢ = 0. Além disso, esta
~ , syt 1 . .. . . \
fungao € analitica em u e v, C* com respeito a varidveis t e somente C° com respeito a €.

Demonstragdo: Note que como p(t) = €2[1 — cos E.(t)], temos que Fa(x,€) pode ser escrita da seguinte
maneira
ut 6 4
FQ(X? 6) = - Ju te g2(X7€)
4 8
onde

g2(x, €) = (—%us[l —cos E(t)]* + 64%u12[1 —cos E(t)]* + O(uw))

A fungéo g2(x, €) é limitada, considerando u e v em uma vizinhaga compacta da solu¢do do sistema néo perturbado
(e = 0). Portanto, segue que
lin% e*ga(x,€) =0

e deste modo definimos . )

Fy(x,0) = lim = — Tu’ —c'ga(x.0) =

Logo, a fungao vetorial F' pode ser definida em ¢ = 0
3 4 2
T (v,
F(X,O)-fgglg)F(Xm)—(llv,él 8”’1)

Para estudar a diferenciabilidade da fungdo F com respeito & €, note que é suficiente calcularmos a derivada com
respeito a e da componente Fo desta funcdo. A primeira derivada de F2(x, €) com respeito a € é dado por

_ _% (26[1 —cos B ()] + € a%e(t) sin Ee(t)) n %";m)
onde, pelo Lema 2.2.2 item 3 %—f = —%.
Assim, temos
%(X, 9= - 12;:;“8 1 — cos (0] + B gn B(6)[E.(t) — sin B (1)] + %ﬁm)
—_ 12;;“8 [1 — cos B ()] + 18;28t sin E. (1) + 7‘90&12),

12
pela equacao de Kepler. Observe que nao temos problemas com os termos % e nem com suas derivadas com
9E

respeito & €, pois as poténcias de € e de [1 — cos E(t)], nestes termos, estdo crescendo e o termo %7 apenas tem

o fator € e [1 — cos E(t)]. Observe que (x,€) nao estd definido em € = 0 e que nds também nao podemos

OF>
OJe
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OF . .
extender TQ(X, €) em ¢ = 0 de modo continuo, uma vez que o termo sin F.(t) aparece multiplicado por uma
€

constante e por u®t apenas. Portanto, concluimos que a funcio vetorial F(x, €) é somente continua com respeito
ae.

Agora mostraremos que F é analitica em u e v para cada € e t, mas é apenas C! com respeito & t para cada €, u
e v. Com relagao as varidveis u e v é facil ver que ndo hé problemas, i.e., que F é analitica, visto que é uma
fungdo polinomial com respeito as varidveis u e v. Assim, calculemos a derivada de F2(x,€) com respeito a t.
Esta derivada é dada por

IF> _ _6p(t)u8 dp 20 (u'?)
ot X0 €)= 322 ot ot
o 6u® 90 (u'?)
= —3726511'1E5(t) =+ T,
oE sin E.(t)

onde 22 = ¢%sin E,(t)

o pelo Lema 2.2.2 item 2. Observe que aqui também nao temos

Ot €[l —cos E.(t)]
80 (u'?)
t

problemas com relagdo aos termos e nem com as suas derivadas com respeito a ¢, pois as poténcias de ¢

e de [1 — cos Ec(t)] sao crescentes e o termo % apenas possui o fator € e [1 — cos E(t)].
Observe que na segunda derivada de Fy com relagao a t aparecera o termo
_ e6u®
32

o8B _ 6
ot~ 32e2[1 — cos Ec(t)]

0s Ec(t) cos Ec(t).

Desta maneira, vé-se que F(x, ¢) é somente C' ! com respeito & t. Portanto, a prova deste lema est4 concluida.

6.10 Topologia das variedades invariantes.

Nesta segao estudaremos a topologia das variedades instavel e estavel de érbitas parabdlicas, as quais ja denotamos,
respectivamente, por P* e P?, assim como sua primeira interse¢do com o conjunto

E={(r,p) | r € Ry,pr =0}, (6.100)

0 qual é uma segdo transversal local ao fluxo do sistema (6.10). De fato, pela definicdo de secao transversal a
um fluxo, temos que o fluxo de (6.10) deixa de ser transversal a = quando p, = 0. Neste caso, basta tomarmos
uma solugao de (6.10) com condigao inicial p, = 0 e p, # 0. Pode ser mostrado que a equagio p, = 0 na segdo =
(em coordenadas cartesianas) é uma curva fechada em torno da origem. Assim, a segdo = estd dividida em duas
componentes =4 e Z_, onde

Ey = {(T7pT) | re€N,pr=0,pr > O} e E_= {(T7pT) | reN,pr=0,pr < O} (6101)

A componente =4 estd no interior da curva p, = 0 e a componente Z_ no exterior.
Em uma vizinhanga de (u,v) = (0,0) (érbita periédica no infinito) as variedades invariantes estdvel e instével
sdo obtidas identificando o plano ¢ = 0 com o plano t = 2me®, veja as Figuras da direita em 6.3. Desta maneira,
as variedades invariantes, nas coordenadas (u,v,t), sdo topologicamente um cilindro. Além disso, o infinito
u = 0 também é topologicamente um cilindro nestas coordenadas. De fato, consideremos o sistema de equagoes
diferenciais (6.96) no infinito (v = 0)
dv dt
¢ 7 dt
Assim, por ser ¢t (mod 27T63) uma varidvel angular e v € R, a variedade do infinito é topologicamente o cilindro

1.

{(u,v,t) | u=0,v€R,t € [0,2me"]}

folheado pelas érbitas periddicas v = constante. Entao, os conjuntos o e w limite das érbitas hiperbdlicas e
parabdlicas sdo érbitas periddicas. A prova que as variedades invariantes (estavel e instdvel) sdo topologicamente
um cilindro é consequéncia direta da Proposicdo 6.9.2 e do fato que a varidvel ¢ é uma varidvel angular mod 2me>.
Portanto, temos provado que
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Proposicao 6.10.1. O conjunto das drbitas parabdlicas para tempos positivos (respectivamente negativos) é uma
variedade analitica topologicamente equivalente a um cilindro numa vizinhanga do infinito.

Os resultados nimericos da préxima se¢ao nos darao a evidéncia nimerica da interse¢ao transversal das variedades
invariantes estédvel e instavel. Essa transversalidade das variedades acontece sobre a segdo transversal =.

6.11 Transversalidade das variedades instavel e estavel

Até agora vimos que o problema restrito isésceles eliptico dos trés corpos com colisdo possui duas variedades
de érbitas parabdlicas denominadas estavel e instdvel e denotadas respectivamente por P° e P“, as quais sdo
topologicamente equivalentes a um cilindro. Nesta secdo, mostraremos numericamente que estas variedades se
interceptam transversalmente sobre a secao =. Recorremos a uma prova numérica desta intersecao transversal,
pois, como vimos anteriormente, pelo Lema 6.9.3 nao temos o grau de diferenciabilidade necessario para provarmos
a intersecao transversal das variedades usando as conhecidas técnicas analiticas, como por exemplo, o método de
Melnikov. Existem alguns trabalhos em que a hipdtese de diferenciabilidade é enfraquecida, como por exemplo
[18], onde Delshams trabalha com sistemas Hamiltonianos que possuem parte perturbada de alta frequéncia
(H(z,e,t/e) = Ho(z) + ue? Hi(x, t/€)). No entanto, é exigido que a parte perturbada da fun¢ao Hamiltoniana que
define o sistema tenha média zero e, infelizmente, esse ndo é o nosso caso. Ainda tentamos contornar o problema
da média zero, mas ainda nao tivemos sucesso. Gelfreich, em [19], também exige que a parte perturbada da
funcdo Hamiltoniana tenha média zero. Portanto, para estudarmos a transversalidade das variedades parabdlicas
forgosamente recorremos a técnicas numeéricas.

Pelo que expomos acima fica claro que € ndo é um bom parametro para diagnosticarmos caos no problema restrito
isésceles dos trés corpos com colisao e, pela Proposigao 4.1.1, a qual é vélida no caso isésceles também, podemos
considerar, sem perda de generalidade, ¢ = 1. Desta maneira, de agora por diante consideraremos € = 1.

O sistema (6.10) é equivalente ao sistema (6.30), entdo para evitarmos resolver a equagdo de Kepler em cada
integragdo, integraremos numericamente as equagoes (6.30) tomando condigdes iniciais sobre a variedade instével,
dada pela série (6.98), até seu primeiro cruzamento com a secao = (note que pela equivaléncia entre os sistemas
(6.10) e (6.30), a segdo = que é uma secao local transversal ao fluxo do sistema (6.10), desde que p, # 0, continua
sendo uma se¢ao local tranversal ao fluxo do sistema (6.30), desde que dp,/dE # 0. A variedade estével é obtida
da instdvel por meio da simetria Si. A integragdo numérica foi feita usando o programa Mathematica, maiores
detalhes sobre este calculo veja Apéndice F. O resultado numérico das intersegbes das variedades é mostrado na
Figura 6.5 em coordenadas cartesianas x,y, onde = = rcos(t/€®) e y = rsin(t/e), onde € = 1.

Figura 6.5: A intersecdo das variedades invariantes sobre a secdo =, na figura da esquerda usamos
momento angular ¢ = 1 e na figura da direita ¢ = 0.5. A curva que aparece em azul correspodente a
variedade instavel.

Observacao 6.11.1. Nos cédlculos numéricos, estabelecemos a dire¢do de corte com a se¢ao = de p, < 0 a p, > 0,
assim quando p, muda de sinal nds encontramos um instante de tempo to tal que p,(to) = 0 e 7(to) é um ponto
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de minimo.

Na Figura 6.5 vemos que as variedades invariantes se interceptam transversalmente em dois pontos no plano xy,
uma intersegdo ocorre quando t = 0mod 27 e a outra ocorre quando t = wmod 2m. Resumindo os resultados
desta secao temos

Teorema 6.11.2. (Numérico) No problema restrito isdsceles eliptico dos trés corpos com colisdo as curvas vs =
P°NE,v, = P*“NZE se interceptam tranversalmente em dois pontos, um quando t = 0mod 2w e o outro quando
t = mmod 2. Assim, existem duas Jrbitas que nascem parabolicamente no infinito cruza uma vez a se¢do Z e
morre parabolicamente no infinito. Estas orbitas cruzam a se¢do = uma s6 vez e em pontos distintos, denotemos
estes pontos por (i e (5.

’ . ~ —_— !/ ~ ’ . , . N ’ . . .
Observamos que as 6rbitas (1 e (2 que cortam a seciao = em (i e em (3 sdao érbitas homoclinicas & érbita periédica
no infinito u = v = 0.

6.12 A aplicagao de Poincaré

Nesta secao descreveremos o mapa de Poincaré, que representaremos por f, associado ao sistema (6.10).
Definimos tal mapa de Poincaré da seguinte maneira: dado um ponto (ro,to), com 79 # 0, sobre E, ou seja,
ro =ro(to), pr(to) = 0 com pr(to) > 0 ou pr(to) < 0 e, portanto uma drbita (r(¢), pr(t)), seguimos esta érbita até
o préximo ponto de intersegdo com a segdo. Denotemos por ¢t1 o menor valor de t para o qual p,(t) = 0 se este
existir, caso contrdrio definimos t; = oo.

Poderemos nos perguntar o que nos garante que sobre a segdo existem condigbes iniciais cujas érbitas voltem a
interceptar a secdo? Esta pergunta é respondida no seguinte Lema:

Lema 6.12.1. O interior Do da curva real analitica vs em 2 € contituido de condi¢des iniciais para as quais o
mapa [ estd definido. Além disso, condi¢des iniciais fora de Do nos ddo drbitas que escapam.

Demonstragdo: Segue semelhante a prova do Lema 1 em [36], p. 160. |
Na Secao 6.11, vimos, numericamente, que as curvas 7s € <, Se interceptam transversalmente em pontos com

valores de corte t = 0(mod27) e t = w(mod2m). Na Figura 6.6 representamos, de modo mais simples, a
intersecao das curvas s € v, ha secdo =

Figura 6.6: A intersecao das curvas 7, e 7, na segao =.

Denotemos por Dy a regido cuja fronteira é a curva «ys e por D; a regido cuja fronteira é a curva ,. Com relagdo
a Do e a D; vale o seguinte lema:

Lema 6.12.2. A aplicagdo f leva Do sobrejetivamente em um dominio D1, o qual € o dominio refletido D1 =
p(Do), com p: (r,t) — (r,—t). Além disso,

ft=p"tofop (6.102)
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Demonstragdo: Segue de modo semelhante a prova do Lema 2 em [36], p. 161. |

Consideraremos agora a aplicagio inversa de Poincaré. Seja (ro,to) um ponto sobre a se¢do, ou seja, ro = ro(to)
tal que pr(to) = 0 com pr'(to) > 0 ou pr'(to) < 0. Denotemos por t_1 > —oo o zero de p,(t) mais préximo de to
tal que t_1 < to, caso contrario t_; = —oo.

Pelo Lema, 6.12.2, prova-se que a aplicacdo inversa de Poincaré, f~', estd definida sobre o conjunto D;. Desta
maneira, a intersecao de Dy e D1 sao condigoes iniciais cujas érbitas interceptam a segao = em tempos passados
e futuros. Assim, tomaremos os retangulos R1 e R2 na intersecdao Do N D1, como mostrado na Figura 6.6, uma
vez que usaremos as duas aplicacdes f e f~! para obtermos faixas horizontais e verticais em R; e Ra, as quais
conheceremos mais adiante.

Finalizaremos esta segdo com dois importantes lemas, os quais sdo bastante usados na construcdo da dinamica
simbdlica em geral.

Lema 6.12.3. (/36], Lema 4 p.89) Seja v = {(ro,t0) | ro = r0(\),t0 = to(A) com 0 < X\ < 1} um arco de classe
C' contido em Dy tal que ~ tem um extremo correspondente a X = 0 em v, o qual é transversal a esta curva.
Entio, a curva imagem f(v) = {(r1,t1) | r1 = r1(A),t1 = t1(A\) com 0 < X\ < 1} se aprozima da curva v, girando
em espiral, t1(A\) — 0o quando A — 0.

Um lema semelhante a este é obtido para a imagem, por f~!, de um correspondente arco, 7, contido em D;.
Observe que, se na figura 6.6 tomarmos os arcos correspondentes aos lados do retdngulo R1 que tém seus extremos
na curva s e sao tranversais a esta curva, e aplicarmos o Lema 6.12.3 a estes arcos, teremos que a imagem de R;
por f serd como mostra a figura abaixo

Figura 6.7: A imagem de R; por f.

Antes de enunciar o segundo lema, definiremos alguns conjuntos. Para § > 0, suficientemente pequeno, definimos
Dy (0) como o conjunto de pontos cuja distancia a fronteira de Do, dDo, é menor do que §. Desde que 9Dy é
continuamente diferencidvel, podemos associar a qualquer ponto p € Do(d) um tunico ponto ¢ € 9Dy = s mais
préximo de p, para um § suficientemente pequeno.

Para cada p € Do(d) tal que g € dDg é o ponto mais préximo a p, seja (£,7) um sistema de coordenadas em
R? tal que o eixo n é paralelo ao vetor tangente a Doy em q. Em Dy (8) definimos dois feixes de setores: o feixe
¥0(6/3) que designa para todo p € Do(d) o conjunto

{(&,n) e R* | |¢] < 5"°|n]},

veja Figura 6.8. O segundo feixe 2'0(51/3) definimos como o feixe complementar de 20(51/3). De maneira andloga,
definimos X (6'/3) e X1 (6'/3) como sendo os feixes de setores correspondentes a Di (), obtidos, por exemplo,
pela reflexdo p de Xo(61/%) e £5(8%/%), respectivamente.

Uma vez que o mapa de Poincaré descrito em Moser [36] leva faixas verticais em faixas horizontais e o nosso mapa
de Poincaré f, como veremos na segdo 6.13.2, faz o papel contrario, ou seja, leva faixas horizontais em faixas
verticais temos, portanto, que a funcio f~!, faz o mesmo papel (com relacio as faixas) do mapa ¢ em Moser (veja
[36], p. 91-95). Neste caso, nossos conjuntos 2/1(61/3) e ©1(0'/?) sdo, respectivamente, os conjuntos 26(51/3) e
¥0(6'/?) descritos em Moser [36]. Analogamente, nossos conjuntos o (613 e 2o(6/3) sdo, respectivamente, os
conjuntos 2/1(61/3) e ©1(0'/%) de Moser. Assim, para o nosso caso, temos a seguinte versio do Lema 5 de Moser:
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q

Figura 6.8: Os conjuntos Xy e X{, no espago tangente T, =, onde p € Dy(9).

Lema 6.12.4. (Lema 5 [36], p.91) Existe uma constante 8 em 0 < 8 < 1 tal que para 6 > 0 suficientemente
pequeno a aplicagio f~' leva D1(8) em Do(6°%) e a diferencial Df ™" leva o feize de setores ¥) = 2’1(51/3) em
Yo = 20(5[3/3) Além diSSO, se (6?77727) € Z:/17 Df_l(p)(fpﬂlp) = (€f_1(p)7nf_1(p)) entdo,

Er-1m] 2 6721 (6.103)

Podemos resumir a forga desse lema do seguinte modo: seja 4 = {(r1,t1) | 11 = r1(A),t1 = t1(X) com 0 < A < 1}
um arco de classe C' contido em D; tal que um extremo correspondente a A = 0, estd em -,. O Lema 6.12.4
nos garante que a curva imagem f () se aproxima da curva s com relacio as suas direcdes tangentes. Desta
maneira, temos que além da curva imagem fﬁl(fy) se aproximar de <, espiralando, ela também se aproxima
segundo suas dire¢oes tangentes. A mesma conclusdo podemos obter para a imagem f(v), onde v é descrita no
Lema 6.12.3.

As demonstragdes dos Lemas 4 e 5 de Moser, a saber, Lemas 6.12.3 e 6.12.4 sdo vélidas também para o problema
restrito isdsceles eliptico dos trés corpos com colisao, visto que em torno de u = 0 e v = 0 o fluxo deste problema
restrito isésceles esta tao préximo do fluxo do problema de Sitnikov quanto desejarmos. Isto se deve ao fato de que
no nosso problema assim como no problema de Sitnikov quando a particula infinitesimal chega parabolicamente
no infinito, ndo distingue, em primeira aproximacao, se os primérios estao colisionando, como é o nosso caso, ou
se estao dando voltas ao redor um do outro, como é o caso do problema de Sitnikov.

6.13 A dinamica simbodlica

6.13.1 O shift de Bernoulli como uma aplicagao topolégica

Dado o tempo t = o tal que pr(to) = 0, consideremos a sucessao de todos os t, tais que p,(t») = 0, ordenados de
acordo com t,, < t,4+1. Desta maneira, temos as seguintes situagoes:

1. Existe t,, para todo n € Z.

2. Existe t,, para todon € Z com n > 0, mas a a partir de um certo inteiro k < 0, t; nao existe. Entao, neste
caso, ndés tomamos t; = co.

3. Existe t,, para todo n € Z com n < 0, mas a a partir de um certo inteiro [ > 0, ¢; ndo existe. Entao, neste
caso, nés tomamos t; = co.

4. t, nao existe para um certo k < 0, e para um certo inteiro [ > 0, ¢; também nao existe. Entao, neste caso,
noés tomamos tpy = oo e t; = oo.

Introduzimos os inteiros

onde [Z] denota o maior inteiro menor ou igual & Z.
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Observacao 6.13.1. Por defini¢do an € NU{oo} medem o nimero de colisdes bindrias entre m1 e me entre dois
zeros consecutivos pr(tn—1) e pr(tn) de pr(t), ou seja, entre duas passagens de mg por p, = 0. Portanto, em geral
an mede o nimero de colisbes dos priméarios m1 e meo entre duas distancias minimas consecutivas de ms ao centro
de massa dos primarios.

Desta maneira, se associa a cada érbita de ms uma sucessao de niimeros naturais que eventualmente pode comegar
ou terminar com o simbolo co e que serd dos quatro tipos decritos abaixo:

1.
(. .o, a—-1,00,01,. . .),
com a, € N para todo n € Z. Esta sucessao de naturais corresponde a 6rbitas de m3 que oscilam entre uma
distancia minima e uma distancia méxima da origem, ou seja, a érbita de mg oscila entre um 7 inimo ©
um 7 avimo Seja para tempos negativos ou positivos. Como consequéncia, estas érbitas nunca chegam a
escapar para o infinito e nunca sao capturadas pelo infinito.

(00, Qk—1, Ak, ki1 - - .),
com k <0, e a, € N para todo n € Z tal que n > k. Este caso corresponde a 6rbitas de ms que foram
capturadas pelo infinito, ou seja, a particula infinitesimal, ms, vem do infinto e permanece oscilando entre
uma distdncia minima e méxima da origem.

(o yai—2,a1-1,00),
com ! >1cea, € N para todo n € Z tal que n < . Estas sucessoes correspondem a 6rbitas que oscilam
indefinidamente entre uma distancia minima e maxima da origem e depois escapam para o infinito.

(OO,akA, cee, a1, OO),
com k <0,l>1eay, €N, paratodon € Z tal que k < n < [. Este caso corresponde a 6rbitas que vem do
infinito e oscilam por algum tempo entre 7 inimo € "maximo € depois escapam para o infinito.

Observagao 6.13.2. E claro que as Orbitas definidas pela primeira sequencia correspondem, no sistema original,
a solugoes limitadas, assim desde que ¢ # 0 estas solugoes séo periddicas ou quase-periédicas. Note que periédica
nao é necessariamente simétrica. Por outro lado, as érbitas associadas ao item 4 correspondem a tao chamadas
solugoes oscilatérias (i.e., o limite superior de r(t) é infinito, enquanto o limite inferior de r(t) é finito).

Seja A o conjunto N|J{oo}, onde oo é um elemento arbitrdrio e B o conjunto {1,2}. Denotemos por ¥ =
S(A) x S(B), o conjunto das duplamentes sequéncias

( e 41 40, A ) , a; € Aeij€{l,2},
ey l—1,%0,%1,. ..
onde a = (...a-1,a0,a1,...) € S(A) é uma sucessdo de elementos de A dos quatro tipos descritos acima e
t=(...,i-1,%0,%1,...) € S(B), é uma sucessdo de elementos de B. As sucessbes do conjunto S(B) sdo apenas
para registrar quando a érbita passou pelo retdngulo R; ou quando passou pelo retangulo R2. Entenderemos
melhor isso mais adiante. O espago S(B) é um espago topolégico munido com topologia cuja base de vizinhangas
é dada pelos conjuntos
Ui(v) ={v" € S(B) | vi =vi,|i| < j}, v € S(B).

J& o espago S(A) é um espago topoldgico munido com uma topologia cuja base de vizinhangas é dada, para cada
tipo de elemento a de A, por

Uj(a) ={a* € S(A) | aj = as,]i| < j}, onde a € S(A) é do tipo 1,

Uj(a) ={a" € S(A) | aj = as,sek <i < j, aj, > j}, onde a € S(A) é do tipo 2,
Uj(a) ={a" € S(A) | aj = as,se —j <i<I, af >j}, onde a € S(A) é do tipo 3,
Uj(a) ={a" € S(A) | a] = as,sek <i < j, a;,a] > j}, onde a € S(A) é do tipo 4.

Com esta base de vizinhangas descrita acima, podemos afirmar que ¥ é um espago topolégico, munido com a
topologia produto cuja base de vizinhangas é dada pelo produto cartesiano das bases de vizinhancas de S(A) e
S(B), respectivamente. Além disso, usando a técnica padrao das fragdes continuas, temos a seguinte proposigao
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Proposicao 6.13.3. O espaco topolégico X, munido com a topologia produto descrita acima, € compacto.

Demonstragao: Veja [2], p. 334. |

Além disso, temos que ¥ munido com a métrica d dada por

dis,8) = 3 L sl

1=—0C
ce.y@—1.0001,. .. N ...,&71.(}0&1,... , L.
onde s = . o e s = A aa é um espago métrico. Observe que, com esta
ey t—1.20%1,. .. ceey2-1.2021, ...

métrica, duas sequéncias s e § estarao proximas, se elas coincidirem em seus blocos centrais.

Desta forma, podemos definir a aplicagdo continua shift (para maiores detalhes veja [51], p.442) o : ¥ — X da
seguinte maneira

o Y — by

c..,Q-1.0001,... N c..,a-100.01,. ..
L io1.d0in, . . o io1d0.91, ...

Esta aplicagao é conhecida como o shift de Bernoulli de ¥. O dominio de defini¢ao de o é o conjunto

D(U)z{Sz(?)GE\ao#oo},
Im(a):{s:(?>62|a17éoo}.

Esta versao do shift de Bernoulli que descrevemos aqui estd inspirada no trabalho de Delgado e Vidal [16]. Se
F' é uma aplicacdo continua de um espago topoldgico X nele mesmo, e GG é outra aplicagdo continua do espago
topoldégico Y nele mesmo, entao dizemos que G é um subsistema de F' se existe um homeomorfismo H de X em
H(X) CY tal que o seguinte diagrama é comutativo

com imagem

x Lo x

lH H
Y

Sy

Mostraremos adiante que a aplicagao shift, o, definida sobre o conjunto D(o) C X, é um subsistema do mapa de
Poincaré, f, definido na segao 6.12.

6.13.2 A ferradura de Smale

Nesta secao mostraremos que a aplicacdo de Poincaré, f, possui a geometria da ferradura de Smale. Vimos
na secdo 6.12 que, pelo Lema 6.12.3, a imagem por f, do retangulo R; intercepta o préprio retangulo R; e o
retangulo Ry em infinitas faixas disjuntas, as quais chamaremos faixas verticais. O mesmo raciocinio pode ser
aplicado a funcio f~ ', assim quando tomarmos a imagem de Ry por f~' ela interceptard Ry e Ry infinitas vezes
formando, desta forma, faixas, as quais chamaremos faixas horizontais. Aqui, escolhemos comecar por definir as
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faixas horizontais e, uma vez que f '(Ri) N R;, # 0, para todo 49,41 € {1,2}, denotaremos todas essas faixas
horizontais da seguinte maneira:

fHRi)N Ry, = | J H, onde g, i = 1,2. (6.104)

ip%1
ap=1

O indice ip, nas faixas horizontais, se refere a qual retangulo se encontra a faixa horizontal e o segundo indice
i1 se refere para qual retangulo vai. Ja o indice ao se refere a ordem natural das faixas horizontais de fora
para dentro nos retdngulos Ry ou R (veja Figura 6.9). Estas faixas, como vemos na Figura 6.9, sdo tais que
limp, oo d(H% ) = 0, onde d(H% ) denota o didmetro da an-ésima faixa horizontal no retangulo R;, e temos
que

H. C Hig = Rio~

i0%1

Repetindo o procedimento descrito em (6.104), obtemos

oo 0o
P BN RN Ry = ) ) nH = HigL
ap=1,a;=1 ap=1l,a;=1
onde ordenamos como segue na Figura 6.10.
Além disso, temos as seguintes inclusées
H%Oijiz - HZJOil' (6'105)
De fato, definindo H{0"} = H{° N f~'(H}} ), e uma vez que H{'} C H;,, temos

HEOM, = HEO 0 fTHHRL,) € HE 0 fN () = HES

i0%1%2 i1%2 10%1 "

Variedade
estavel /'
na segdo
23
Variedade [—[l 11
estavel
na secgéao
H22
H IOO 111
21
2 H
H 111
Figura 6.9: A intersegao f~1(R;) N Ry, orde- Figura 6.10: Asimagens por f ! das faixas hor-
nadas de fora para dentro, em direcao a var- izontais H,fllh em H? ordenadas de fora para
iedade estavel. dentro
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Variedade

estavel

na se¢éo

HOO

Figura 6.11: A intersecao f~1(R;) ede f~1(Ry)
com R; ordenadas de fora para dentro, em
direcao a variedade estavel.

Na terceira etapa de iteracdo obtemos

-
P (Ri) NR) MR N Ry = | fTH LS NHE = Hiote2
ag,a1,az=1
Continuando o procedimento teremos
Hi% D HOS, D D H i D O e DL, onde iy = {1,2}, a5 €N, (6.106)
ed(H5 e ) <and(Hpyp 'm0 ) << aptd(HRSS,) < apd(Hi,) <ap, an € (0,1) en=0,1,2,....

~ ’ .. a_q1...a_ 1
Por uma construgao semelhante, agora usando f, obtém-se bandas verticais V, mt

i i tals que

|7 T VA I DVa v a7"+1DVa 1fen 5 L, onde a; € N, ij = {1,2},

1—-2 —1%—2t_3 t—n—1

e também temos

(vt <apd(ViTUt ety <L <artdviT Yy <art, awe(0,)en=1,2,....

1,7”,” 1) = [ S -

Proposicao 6.13.4. ([36], Lema 1 p.70) Seja Vi D Va2 D ... (resp. H1 D Ha D ...) uma sucessio de bandas

verticais (resp. bandas horizontais) tais que o didmetro das bandas, denotado por d(Vi) (resp. d(Hk)), tendem a
oo} oo

zero quando k tende a infinito. Entao, ﬂ Vi (resp. ﬂ Hi) € uma curva vertical (resp. curva horizontal).
k=1 k=1

Proposicao 6.13.5. ([36], Lema 2, p.70) Dada uma curva vertical e uma curva horizontal em Ri ou Ra, elas
se interceptam exatamente em um ponto.
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A seguir enunciaremos uma proposi¢ao que nos garante pensar as inclusdes em (6.106) como o caminho percorrido
por uma solucédo do sistema (6.10).

Proposicao 6.13.6. Cada faiza horizontal em Ry estd caracterizada pelo fato de ter condigdes iniciais tais que
o numero de colisées entre os primdrios € constante. Além disso, a diferenca mo numero de colisées entre os
primdrios quando a particula passa por duas faizas horizontais sucessivas H; e H}H é exatamente 1.

Cada faiza horizontal em Ry estd caracterizada pelo fato de ter condi¢des iniciais tais que o nimero de pericentros
entre os primdrios é constante. Além disso, a diferenca no nimero de pericentros entre os primdrios quando a
particula passa por duas faizas horizontais sucessivas H} e H}H é exatamente 1.

Demonstragao: Primeiramente provemos a segunda afirmagdo. A prova para o retangulo Ry é andloga a de
R1. Desta maneira faremos somente a demonstragdo para o retangulo R;.

Sabemos que as variedades instdvel e estdvel sdo dadas, respectivamente, pelos graficos das fungoes u = F(v,t)
e u = F(—v,—t), os quais podem ser vistos quando identificamos o plano ¢ = 0 com o plano ¢ = 27 na Figura
da direita em 6.3, ou podemos representar estas variedades em coordenadas cilindricas X = (1 + v)cost, Y =
(1 +wv)sint e Z = v. A érbita periédica no infinito corresponde a circunferéncia X? + Y2 = 1, Z = 0. Nestas
coordenadas temos o seguinte desenho das variedades

:
.
:
: N
——
i
CS

Figura 6.12: Variedades instével e estavel numa
vizinhanga do infinito.
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Se seguimos, por exemplo, o retdngulo R; pelo fluxo para frente e o retdngulo Rz pelo fluxo para trés, eles
continuam sendo retangulos quando interceptam a vizinhanga do infinito, descrita na Figura 6.12. Continuamos
movendo R; pelo fluxo para frente até interceptar Rz nesta vizinhanga do infinito. O Lema 6.12.3 nos garante
que a imagem de R; interceptard Rs espiralando em torno da circunferéncia C*. Desta maneira, vemos que
a intersecao desta banda espiral com Rs sdao bandas caracterizadas pelo tempo de percurso entre duas bandas
sucessivas ser sempre 27, uma vez que as bandas espiralam em torno da circuferéncia C*“. Portanto, como
o periodo de movimento dos primérios é 27, temos que quando a particula passa por duas faixas ou bandas
sucessivas ocorreu uma colisao entre os primarios.

Seja p uma condicao inicial em alguma faixa horizontal H, Zak * na vizinhanga do infinito. Seguimos esta solu¢do, com
condi¢ao inicial p, até chegar na segdo =. Suponha que neste intervalo de tempo (da vizinhanga do infinito até
chegar a se¢do) os primérios tenham executado n colisdes. Por continuidade das solugdes de (6.95), concluimos que

.~ . . . . . ak . . . . ak .
para toda condicdo inicial p que se tome nesta faixa horizontal, Hik (pois podemos diminuir Hik se necessario,
ou seja, diminuir Do(d) e D1(d)) quando seguimos a solugao de (6.95), com esta condigdo inicial p, até a segdo E,
neste intervalo de tempo, também ocorrerd n colisdes entre os primarios.

Observagao 6.13.7. Observe que pela segunda parte da Proposi¢ao 6.13.6, relativa ao retangulo Ry (respecti-
vamente retangulo R2), temos que ndo ocorre o caso em que a érbita sai da segao e retorna a ela em um tempo
menor do que 27, visto que para ela sair da vizinhanga do infinito, obrigatoriamente, terd que realizar uma volta
em torno do eixo Z.

Agora descreveremos as hipdteses para que uma dada aplicagdo F tenha o shift o como subsistema. A geometria
de uma fungdo F que satisfaz as hipéteses (a) e (b), descritas abaixo, é essencialmente a geometria da ferradura
de Smale.

Sejam Uy e Uz duas cépias do quadrado [0,1] x [0,1]. Considere F um homeomorfismo de U = U; |JU2 em
F(U) C R? tal que

(a) Existe uma familia de bandas verticais (resp. bandas horizontais) Vi, a € N,j,i € {1,2} (resp. Hj;, a €
N,j,i € {1,2}) em U;, duas a duas disjuntas, e F(Hj;) = V;; para todo a € N e j,i € {1,2}. A aplicacao F leva
fronteiras verticais (resp. fronteiras horizontais) em fronteiras verticais (resp. fronteiras horizontais). Além disso,
se as bandas Vy; e Hj; estdo ordenadas no sentido como se mostra na Figura 6.9, o conjunto de bandas verticais
disjuntas é completado ao ser acrescentado V5° = {(z,y) € U; | x = 1}, j = 1,2. Requeremos que Vi — Vi° e
Vs — V5° quando a — oo. Os conjuntos limites H® e H5® se definem de maneira semelhante.

(oo}
(b) Seja H C U Hj, uma banda horizontal em U, disjunta de H$°, onde j, k = 1,2. Entdo, sempre que
a=1
U; N F~HU;) # O teremos que ﬂfk = N, NF1(H) é uma banda horizontal em U; para todo a € N. Além disso,
para algum a € (0,1) temos d(H{}) < ad(H). Seja V C oo, Vi uma banda vertical em U, 4, k = 1,2 disjunta
de U, onde i = 1,2. Entao, sempre que F(U;) NU; # D, teremos que f}fk =V NF(),j=1,2é uma banda

vertical em U; para todo a € N. Além disso, para todo a € N, temos também que d( AJ",@) <ad(V).

Teorema 6.13.8. Seja F : U — R? uma transformagdo que satisfaz as condigées (a) e (b). Entdo, F tem o shift
de Bernoulli, o, como subsistema.

Demonstragdo: Sabemos que S(A) possui elementos dos quatro tipos descritos na subsegéo 6.13.1. Tomaremos
elementos de S(A) da forma 1 e 2. A prova com os outros elementos seguem de maneira semelhante.

Seja
a ..., a—10a00a1, ...
a= = .
L ey 217021, . ..
um elemento de ¥ com a sucessao superior a = (...,a—1aoa1,...) do tipo 1. Definimos recursivamente para n > 1,

vafla,z...a,n _ V:7711 m]_-(vzfl:;-“afn )’ (6107)

i qeipi_p—1 i1
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verificamos indutivamente, usando a condigao (b), que estes sao faixas verticais. Novamente usando o argumento
indutivo e a definigdo 6.107, temos que estas faixas verticais sdo tais que

a_q. a_1...Q_p41
V; I

I S, —_

Além disso, da condigao (b), segue que o didmetro

d(yi—to o ) Sapd(Vy 2 Y <and(Vi it )< <ay AV

i i)

<ap~', ae(0,1)

Tl pt_p—1 i_9.. T3t _p_1
d(via:llf.'.i_n:’,n,l) tende a zero quando n tende a infinito. Da defini¢do 6.107 ainda escrevemos
it o =leeu | FH ) eV k=1, 0}
k
={pecu|F*p )Gka’“,k—— .o, —ml,

Assim, pela Proposicao 6.13.4, a intersecao

Vi) = (Vi ={pel | F*(p) eVi k< -1}

11 1 )
n=1

: [ . a
define uma curva vertical em U; ou em Uz, a qual corresponderd a metade esquerda da sequéncia o = ( >
L

De modo semelhante, definimos indutivamente para n > 0

HOOR o — 20 ) F (R ),

0?1~ 1n+1 in41

a qual, pela condic¢ao (b), sdo faixas horizontais. Estas faixas horizontais sao tais que

Hl}0f11<-:a7L CH“O“I aw—l

1081 Tn41 Q1.

e seus diametros podem ser estimados por @". Portanto, uma vez que F(H;*) = V;'*, temos

ﬂH“O‘“ o —fpeU | FF(p) € HIF k> 0}

G081 in 41 i
={peU|F**(p) e V¥ k >0},
que, pela Proposicao 6.13.4 é uma curva horizontal em U; ou em Us. Esta curva horizontal corresponderd a
metade direita da sequéncia o = ( (Ll ) Pela Proposigao 6.13.5 a intersecao
_ k+1 a
V(i) NH(a) ={pelU | F (p) GVZk’“,k—O +1,+2,...} (6.108)

define um ponto p, em U = Uy UlU>. Desta maneira, associamos a sequéncia « descrita acima ao ponto pe.
Em geral, temos que a intersegao
V(s) N'H(s) C U, onde s percorre X

é um conjunto invariante por F, o qual denotaremos por A. Assim, definimos a aplicagdo

T:ACU—- X
N A . a ...a-1.0a00a1 ... . ~ N ..
por fazer corresponder o ponto p & seqliéncia s = . = i € ¥, cuja sucessao a direita
5 1—1.20%1 ...
apai . .. . ~ N L.AQ—_2a-1
( i ) corresponde a curva horizontal H(s) e a sucess@o a esquerda i corresponde a curva
01 ... vy 1211
vertical V(s), e H(s) N V(s) = p.
Consideremos agora uma sucessao
a 00, G ak, G
3:( ):( fmd B Bkt L )eACE, ondek < 0 (6.109)
L Zkfl...,l 11021,...
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onde a sucessao superior a é terminal tipo 2, isto é,

a = (00, ak—1, 0k, Ak+1,---), com k < 0.

Neste caso, temos que a sucessio da direita ( ?Oial o > corresponde a uma curva horizontal dada por
021 - ..
apal...an k ap.
HB) = (N Mg, = {p €U FHp) € Hi} k> 0} (6.110)
n=1 .
_ k+1 ag
—{p el | F*(p) € Vi, > 0}
e a sucessao da esquerda ( ojak o ai—ztz—l ) , k < —1 corresponde a uma curva vertical
k—1...1-20—1
V(B =V s, = Vi nFWIEED)
321 a_o 2 a_3...a) 4100
=V, [ NFV, )NF V5, ) (6.111)

=VIINFV NPV N LN FRN VI N FRVE ).
Pela Proposicao 6.13.5, temos que H(3) N V(B) é um ponto, digamos pg € U, e desta maneira podemos associar
a sucessao (6.109) ao ponto ps. Assim, para a sucessdo 3, todas as imagens de pg por F~ ' existem, mas somente
existe as |k| pré-imagens de pg por F, ou seja, F* (pg), k < —1, pertence a curva vertical com superindice oo,
a saber V;>° . Neste caso, uma érbita com condicdo inicial em ps atravessa a secio =, |k| vezes antes de ser
capturada parabolicamente pelo infinito.
Mostraremos agora que o diagrama abaixo comuta, ou seja, 7o F(p) = o o 7(p)

L

), isto é, por (6.108) nds temos

F
—_
T

o
_

...a-1.00,01,...
ey 0-1.20,21,. -

Seja p € A com 7(p) = <

{ . F N p) eV, peVy |, Flp)e Vi, F(p) e Vit, ... }.
Pela construgdo de A, p é o tnico ponto em U = Uy UlUs tal que F*T1(p) € Vf;’,k = 0,+1,42,... e portanto
temos F(p) = F~(F%(p)) € f_l(Vfl”) = Hfll assim,

Tof(p):( ...a—2a-10p0.0a71 ... )

o i_gi_1d0. 41, ...

Mas, por definicao da aplicacao shift o, nés temos

( ce.,@—2a-100.Q1, . .. )
coT(p) = .

Ci_oi_1d0.41,. ..

Desta maneira, temos que 7 o F(p) = o o 7(p).

Resta-nos mostrar que a aplicagdo 7 é um homeomorfismo. Comegemos pela continuidade. A continuidade de
T se obtém da seguinte forma: tomamos duas sucessoes s,§ em ¥ com um grande nimero de elementos coinci-
dentes. Entao os pontos correspondentes p, p, respectivamente, pertencem as mesmas faixas vertical e horizontal
com didmetros tdo pequenos quanto quisermos, dependendo de qudo perto estejam as sucessOes associadas. A
transformacdo 7 é injetiva, pois as faixas da mesma classe com diferentes superindice sdo disjuntas. Assim, uma
vez que X é compacto, (veja Proposigdo 6.13.3) e 7 : ¥ — 7(X) é uma bijecdo continua, temos que 7 é um
homeomorfismo e, portanto, finalmente podemos afirmar que a aplicagao shift o é um subsistema da aplicagdo F.
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Observagao 6.13.9. Prova-se de modo similar a [36], p.77 Teorema 3.2, que a condigdo (b) do Teorema acima
é satisfeita quando se tem uma condigdo (c), a qual descrevemos abaixo (esta condigdo é usada sempre que o
campo que define o sistema em questao for diferencidvel). Assim, ao invés de trabalharmos com as hipéteses (a)
e (b), podemos checar as hip6teses (a) e (c¢), as quais, em geral, sdo mais faceis de serem verificadas.

(c) Existe um /i € (0,1) tal que o feixe de setores ST definido nos pontos de coordenadas (x,y) situados nas
bandas verticais por:

ST ={(&n) € Ty | Inl < A&},

(onde T\, U é o espaco tangente a U no ponto (x,y)) satisfaz as seguintes condigdes:

1) ST ¢ invariante pela diferencial DF ™!, isto é, DF,* (S(J; y)) C S;*l(w e

(z,y)
2) Se (¢0,m0) € S, ) € (€1,m) = DF', (€0,m0) € Tr-1(,,)ST, entdio
&) > i "ol

Semelhantemente, o feixe de setores S~ definido nos pontos de coordenadas (x,y) situados nas bandas horizontais
por:

S ={n) € Tyl | [§] < fnl},

satisfaz as seguintes condigoes:

1) 87 é invariante pela diferencial DF, isto é, DF(4,)(S, ) C Sre,)-
2) Se (§1,m) € S, ) € (€0,M0) = DF(z,)(§1,m) € TS~ , entdo

ol > it ml.

Figura 6.13: Os feixes de se-
tores ST e S~ com suas respec-
tivas pré-imagem e imagem por
DF.

Proposigdo 6.13.10. Seja F : U — R? uma transformagdo que satisfaz as condigées (a) e (c), esta dltima com

0 < ji < 1/2. Entdo, a condi¢io (b) se verifica para & = ji(1 — i)~
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Demonstragdo: A demonstragio é a mesma do Teorema 3.2 em [36], p.77. |

Proposigao 6.13.11. Seja F : U — R? que satisfaz as condigées (a) e (c). Entdo, F tem o shift de Bernoulli o
como subsistema.

Demonstracgao: E consequéncia imediata do Teorema 6.13.8 e da Proposicao 6.13.10

Mostraremos que a nossa aplicagdo de Poincaré f, definida anteriormente, possui a geometria da ferradura de
Smale e assim, tem o shift de Bernoulli como subsistema. Mas antes disso, para que a prova deste fato nao fique
tao enfadonha, enunciamos um lema auxiliar

Lema 6.13.12. As seguintes relagdes sao vdlidas

FUHE,) =V,

i0%1 2

?go,io,’il €{1,2}, a0 € N.
Demonstragdo: No final desta demontragdo, usaremos as idéias descritas em Moser [36], pp. 98.

Sabemos que
HY C f~"(Riy) N R,

10%1

Entao, N
FOHES) C Riy 0 f(Rig) = | V29, (6.112)
ap=1
Analogamente, nds temos que .
fHEES ) C | vt (6.113)
ap=1

Por outro lado, usando equagao (6.102), p(Viclbgo) = Hfloio, e a inclusao em (6.113), obtemos

FHVE Y = (po fop) (Vi) = (po N(HS,) € o( | Vo) = | B, (6.114)

Portanto, por (6.112) e (6.114), segue que

oo oo
U s = U vis,-
ap=1 ap=1

Uma vez que as faixas H;; e V9 sdo duas a duas disjuntas, cada uma das faixas H,.; sdo levadas por f de
maneira sobrejetiva em uma faixa VZTZ% Mostraremos agora que ap = myg.
Seja 4 a parte da diagonal de R; (resp. de R2) que passa pelo ponto intersecao das variedades sobre a segao
=, ou seja que passa pelo ponto (] (resp. (3). Portanto, ¥ tem um ponto em 7, e pelo Lema 6.12.3 sua imagem
o0

f(¥) se aproxima de -, espiralando. Entao, f(5)N5 = U pi, onde a intersegdo dos pontos p; sdo ordenadas sobre
i=1

4 de maneira tal que p1 é o primeiro ponto de interse¢do com 4, o qual forma uma arco com o ponto final em Dy.

Pelo Lema 6.12.2, Equagao (6.102) e p(7) = 7, segue que

oo

f(UPz’) =Up

=1
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De fato,

Portanto, segue que f(p;) = p;. Os pontos p; sao associadosa drbitas periddicas e, desde que p; estd em uma faixa

horizontal H?°. e em uma faixa vertical V"'?, devemos ter que ap = mo, como queriamos demonstrar. |
10%1 1110 ’

Agora estamos prontos para comegar a prova do Teorema 6.13.13 descrito logo abaixo.

Teorema 6.13.13. A aplicacdo f : R — R, onde R = R1 U Ro definida na se¢do 6.12 tem o shift de Bernoulli,
o, como um subsistema.

Demonstracao: Para demonstrarmos este Teorema usaremos a Proposicao 6.13.11. Desta maneira, é suficiente
verificarmos se a aplicagao de Poincaré f satisfaz as condigoes (a) e (c) descritas anteriormente.
Seja § > 0, suficientemente pequeno. Definimos

Do(8) = {C € Do | d(¢,7s) < 6}

e a regido simétrica
D1(8) = p(Do(8)) = {¢ € D1 | d(¢,yu) <6}

Seja R = R1UR2 em Do(8)ND1(d) tal que {1 € R1 e {3 € Ra, onde (] e (3 sdo os pontos de intersegio das curvas
vYs € 7, na secao =. Veja a Figura 6.6.

Para § suficientemente pequeno as fronteiras de Ry e Ry consistem de quatro arcos de classe C!, respectivamente
denotados por Cf, onde k =1,2,3,4, i € {1,2} e os ordenados de maneira que os arcos C4 estejam sobre v, e C4
sobre 7, com i = 1,2.. Os retangulos R; e R2 desempenharao o papel de U; e Uz, respectivamente, do Teorema
6.13.8. Consideremos o mapa de Poincaré f definido anteriormente, o qual fard o papel de F do Teorema 6.13.8.
Como consequéncia do Teorema 6.11.2 os arcos Ci e Ci,i = 1,2 sdo transversais a vs. Logo, f(R;) é uma faixa
que espirala 7, conforme Lema 6.12.3, cortando R;, onde j = 1,2, infinitas vezes de tal forma que o diametro
das faixas se torna menor quando se aproxima da curva 7,. Assim, f(R;) N R; é a unido disjunta de um ndmero
infinito de faixas verticais (pode ocorrer a exclusao de algum nimero finito de faixas). Denotemos entao estas faixas
verticais em R; por Vi, a € N e as ordenemos a partir da mais distante de ~,. Assim, V™ = lims oo Vi € 7u,
com j,1 € {1,2}.

Um estudo semelhante pode ser feito para f~'(R;). Entdo, f~'(R;) é uma faixa que corta R; infinitas vezes
espiralando em diregdo a <5 de tal forma que o didmetro das faixas se torna menor a medida que as faixas se
aproximam de vs. A intersegdo desta faixa com R; forma um ndmero infinito de faixas horizontais Hj;,a €
N, j, i € {1,2}, ordenadas a partir da mais distante da curva ~,, de maneira que seus didmetros tendem a zero
quando a tende ao infinito. Definimos H;° = limg oo Hjj € 7s. Observe que p(HY) = Vi* e p(H3) = V3
Concluimos a verifica¢do da condic@o (a) com o Lema 6.13.12.

A condigao (c) segue de maneira semelhante a prova em Moser p. 95, fazendo as devidas correspondéncias:
Seja $0(61/3) = S* e p € f(Ri;) N Ri,. Entdo, uma vez que R C Do(8) N Dy () e usando a condigao (6.102) e o
Lema 6.12.4, temos que

U Vi, = J(Ri) N Rig € F(Do(8)) = (po [~ 0 p7)(Du(8)) € Di(577%),

i0t1
ap=1

e assim, E;(dﬁﬁ) é levado, por df 71, em Xo(6'/?). Uma vez que, em R = Ry U Ra, Xo(6'/%) C 21(65/3), temos
que df T1(Se(6Y/®)) ¢ dfﬁl(Z;(éﬁ/S)) C %o(6'/®) Assim, temos que Df~!, quando restrito & f(Ri;) N Ry, leva
vetores de $o(6'/3) em $o(6'/?), ou seja

Df H(S0(8Y%)) C So(6Y3).
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Portanto, D, f~*(ST) € ST e como pelo Lema 6.12.4 temos |£1] > 6~ /3|&|, onde Df~'(€0,m0) = (€1,m1) onde
os vetores (€0,70) e (€1,71) sdo vetores no plano (¢€,7). Analogamente, S~ = ¥1(5'/?) obtida de S* pela reflexio
p, restrita & f~'(Ri,) N Ry, é levada nela mesma por df.
A afirmagdo contida na condigao (a) que f leva fronteiras veticais em fronteiras verticais e fronteiras horizontais
em fronteiras horizontais segue também do Lema 6.12.4.

Desta maneira, pelo Teorema 6.13.13 e pela Proposi¢ao 6.13.6 podemos afirmar

Teorema 6.13.14. Eziste um inteiro b > 0 tal que qualquer sequéncia {rn}, onde rn, = < f" ) com {bn,} uma

sucessao de um dos quatros tipos descritos na Secao 6.13.1, tal que b, > b, para todo n € 7 para o qual b, estd
definido, estd associada a uma orbita de ms.

Demonstragao: Os conjuntos H f descrevem posigoes iniciais daquelas érbitas para as quais o tempo de retorno
a segdo = é da forma
t1 —to = 27l'(k+b—|-"l9),

onde k diz respeito a quantas voltas a particula ms deu em torno do eixo Z na vizinhanca do infinito (pela
Observagao 6.13.7, k é no minimo igual a 1) e o ndmero b+ 9, onde ¥ € [0,1) e b 6 uma constante positiva
inteira, diz respeito ao tempo de percurso compreendido desde a saida de m3 da secao transversal até a entrada
na vizinhanga do infinito somado com o tempo de percurso compreendido da saida da vizinhanga do infinito até
retornar a segao transversal.

Seja {an} uma sucessdo de inteiros construida a partir das sucessoes de inteiros {b,} da seguinte maneira a, =
b, —b. A sequéncia {s,}, onde s, = ( an

) estd no dominio de o. Assim, pelo Teorema 6.13.13, podemos

associar esta sequéncia de forma tnica a um ponto p € R = R1 U R2 e temos que fk+1(p) S VZZ’“ k=0,£1,+£2,...
(veja demonstragao do Teorema 6.13.8). Portanto, tem-se que a sequéncia {s,} corresponde a uma érbita de ms

para a qual a parte inteira [(t, — tn—1)/27] do tempo de retorno a segao é descrita pela sequéncia {b, }. |

6.13.3 Conclusao

Consideremos o estudo do problema restrito isésceles dos trés corpos com colisdo, onde os primérios movem-se
numa 6rbita de colisao eliptica de periodo 27 e energia fixa h = —1/2 ou ¢ = 1. Usando argumentos analiticos, nés
provamos que assumindo que o momento angular da particula infinitesimal é nao nulo: nao existe colisdo tripla;
o fluxo associado ao sistema é completo; a energia da massa infinitesimal, a qual nao é conservada ao longo do
movimento, é limitada; existem solugoes limitadas e ilimitadas. Com a ajuda da dindmica simbdlica construida
aqui, nés descrevemos uma grande variedade de movimentos para a particula infinitesimal. A aplicagao shift, o,
é um subsistema do mapa de Poincaré f e, portanto, como nés sabemos da teoria geral sobre dindmica simbdlica,
uma vez que o tem uma quantidade enumeravel de érbitas periddicas, uma quantidade nao enumeravel de o6rbitas
ndo periédicas e uma 6rbita densa, assim também terd o mapa de Poincaré f. Além disso, nés descrevemos a
existéncia de érbitas de escape, por meio das sequéncias terminais do tipo 2, 3 e 4 apresentadas na Secdo 77. As
6rbitas periédicas descritas aqui sdo de ”longo periodo”. As dérbitas tém que ir embora da vizinhanga do infinito
antes de voltar a cruzar a secdo e isso faz com que sejam forgadas a dar, pelo menos, uma volta ao redor do eixo
Z assim, tem que acontecer, ao menos, uma colisdao ou um pericentro entre os primarios. Desta maneira, aqui
descrevemos Orbitas periddicas de ”longo periodo”em relagao ao periodo dos primarios.

E importante observar aqui que os argumentos usados por Moser [36], a fim de provar a dindmica cadtica no
problema de Sitnikov, onde os primdrios movem-se, cada um deles, em uma O6rbita eliptica mas nao de colisao,
foram extremamente importantes em nosso caso, contudo ambos os problemas sdo de naturezas diferentes.
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Na parte inicial deste capitulo provamos a existéncia de uma grande variedade de drbitas periédicas simétricas,
mas neste caso foi essencial introduzir um pardmetro pertubador € = /—(2h)~! onde h é a energia dos primérios.
Foi provado que a funcdo Hamiltoniana, H, associada ndo é C' em ¢, assim alguns argumentos analiticos néo
puderam ser aplicados, por exemplo, série de Taylor, Teorema da Fungao fmplicita. Mas, usando os polinémios
de Legendre, nés pudemos expandir H de maneira tal que

H(q,p,t,€) = Ho(q,p) + ¢ Hi(q,p,t,€) + € He(q,p, t,€) (6.115)

onde q = (z,¥), P = (P=,Py) ©

1

1 1
HO(q, p) = ||pH2 - W? Hl(q7p7ta€) = QM~N3

8lall®

3[1 — cos E(t)]*

4
sqr O

=3 [1 —cos Ec(t)]?, Hr(q,p, t,€) = —
onde agora p(t) = €2[1 — cos E.(t)] e a equagio de Kepler é ¢ 3t = E —sin E. Claramente Hy representa o
Hamiltoniano do problema de Kepler em coordenadas inerciais. A fim de provar a transversalidade das variedades
invariantes nds tentamos usar, primeiramente, o método de Melnikov da seguinte maneira. Primeiramente, nota-
mos que o caso onde a energia dos primdrios é igual a —oo é um sistema auténomo. De fato, este caso pode ser
descrito como o caso onde os primadrios estdo unidos na origem. Este sistema colado na origem atraira a particula
infinitesimal como se fosse o centro de forga. De fato, neste caso, o movimento da particula teste serd puramente
Kepleriano. A segunda observagao é que a transformacao de McGehee, aplicada ao problema de Kepler quando
escrito em coordenadas polares, transforma o problema de Kepler em um oscilador qudrtico (oscilador de Duffing).
Este oscilador quartico admite um oito homoclinico representando as solugoes parabdlicas do problema de Kepler
(solugdes elipticas estdo no interior do oito e solugdes hiperbélicas estao fora). Infelizmente, nés nao pudemos
usar diretamente o Teorema padrao de Melnikov a fim de garantir a transversalidade das variedades invariantes,
de acordo com [20], por causa da diferenciabilidade em €. Assim, tentamos usar resultados obtidos por Delshams
e outros (veja [17] e [18]) quando o campo vetorial ou a fun¢ao Hamiltoniana H depende de t/e na varidvel tempo,
mas também neste caso ndo tivemos sucesso pois a funcdo média nao é zero. No momento estamos tentando
extender os resultados de Delshams e outros com o intuito de aplicar aquele resultado ao nosso modelo.
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Capitulo 7

Apeéendice

7.1 Apéndice A- Calculo das variedades invariantes e do mapa
de Poincaré
7.1.1 Calculo das variedades invariantes

A variedade invariante instdvel da érbita periddica (u,v,t) = (0,0,t) do sistema de equagoes

3

du _ u v
dat T 4
2 4
% _ 1174[14» p (Z)u }73/2 _ 028uG (71)
dt — 1

dat )

onde p(t) = €*[1 — cos E.(t)], é uma curva analftica em v e 2we®-periédica em t dada por
u=F(v,t) = Z an(t)v". (7.2)
n=0
Diferenciando (7.2) com respeito & ¢ segue que

g du_0Fdv  OF
T dt T dvdt o’

substituindo 4% e % dada pelo sistema (7.1) obtém-se

3 ©° 4 2 47-3/2 2 6 )
% = <Zoan(t)nv"1> <12 {1 + %} - 08u ) +Zan(t)v".

n=0

Usando série de Taylor ao redor de u = 0 obtemos

2 47-3/2
P~ (tu 4 3 42 15 s 4., 12
{1+ 1 } =1 gu P (t) + oY P (t) — O(u").

Assim,

L= (;an(t)nvn_1> (“Z - 3—32u8p2(t) +0(u'?) - %) + an(v".

n=0
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Uma vez que u = Z an(t)v™, segue que

n=0

n=0 n=0
1[& (& ® 2 (= 6] =
{4 < an(t)v”> ~ 3 (Z an(t)v") p2(t) + O(u'?) — 5 (Z an(t)u") + Z an(t)v"
n=0 n=0 n=0 n=0
E, portanto
an(t)o™ = (Z an(t)v"> 1
n=0 n=0
> 1 (& Y& ® 2 (& ¢
_ <Z an(t)m)n_l> L <Z an(t)v"> -5 (Z an(t)v”> P2 (t) + O(ul?) — 5 (Z an(t)v"> } .
n=0 n=0 n=0 n=0

(7.3)
Agora, comparando os coeficientes com a mesma poténcia em v na equagao (7.3), temos uma sucessdo infinita
de equagoes diferenciais
an(t) = fn(t), (7.4)
cuja solugao obtemos por recorréncia.
De (6.97) temos que ao(t) = 0 e ai1(t) = 1, calculando as expressoes fr(t) usando algum programa computacional,
como por exemplo, Mapple, segue que a2(t) = 0 = a3(t) e portanto az(t) e as(t) sdo fungdes constantes. De (7.4)
temos que para n = 4,

3 5
. aq ay
fHH=—"2_L—1_1=0.
all) =7 -3
Portanto, a4(t) é uma constante. Para, n = 5 segue que
as(t) = 3alasy _ 3atas _ —§a
Ty 2 4

Uma vez que az(t) é uma fun¢ao constante e as(t) é uma fungdo periédica, se tem que az = 0 e assim, as(t) é
uma fungao constante.

. 2 ~ . 7 ~
Para n = 6, ae¢(t) = —as + &, analogamente ao caso n = 5, desde que a3 e ¢ sdo constantes e a¢ ¢ uma fungao
.z . 2 . 2 ’ ~
periédica, temos que —a3 + § = 0 e assim, a3(t) = %, as(t) ¢ uma fungio constante.

De (7.4) ar(t) = —224. Analogamente aos casos anteriores segue que as = 0 e ar(t) é uma funcdo constante. Para

o0 caso n = 8 temos 91 3 3
. _ 4l 4a 0 O 2
as(t) = 556¢ 39 + 357 (t).

Observe que como an, (t) sdo fungdes periddicas, nds podemos calcular seus coeficientes de Fourier. Desta maneira,
denotaremos o coeficiente constante de Fourier por

1 2med
a = —— / an (t)dt.
0

2me3

Assim, para n = 8 temos
. 2med
as(t) =iz fo o (Ghsc’ — Fas + 5507 (t))dt

= L 2B — Sas + 5 (E))(1 - con E)E

= 2Lt Bas(t) + 5 [27(1 - cos E)*dE

_ 21 4 __ 3 15¢4
= 556¢ —5as(t) + 51

136



A . ~ o 0 _ : _ 42 4, 30 4
Uma vez que ag(t) é uma fungao periddica, segue que ag = 0 e assim, as(t) = =5 + 155€ portanto,

21 4, 3[42 4 30 4 31",
)= ——ct—S | =t et = t)dt.
as(t) = 5561~ 3 {7680 TR Rl A
De (7.4) para n = 9 temos ao(t) = —Lag logo, segue que ag = 0 e ag(t) é uma fungao constante. Para n = 10,
temos a10(t) = —ar + 22+ 155612;4 + 2.¢?p?(t). Calculando o coeficiente constante de Fourier de @10(t) obtém-se
que
33 180
-0 6 2 4
=2 =22 29U 24
a1o a7+5120 —|—512ce
. ) o 0 4 1733 5 180 4,

Portanto, uma vez que a10(t) é uma funcio periédica, temos ajo = 0 e assim, ar = 3 | 512¢ + =19C € |-

7.1.2 Calculo do mapa de Poincaré mediante equacoes variacionais

Seja

@ = f(t, ) (7.5)
um sistema de equagodes diferenciais ordindrias, onde f(¢,x) é de classe C" e x € U com U C R™ aberto. Seja
p(t,z) = @i(z) a solucdo de (7.5) com condigao inicial p(0,z) = po(z) = z, ie., ¢(x) = f(pe(z)). Como
sabemos, desde que f seja de classe C", temos que ¢:(z) é de classe C" e desta maneira nés podemos obter as
equagoes variacionais diferenciando a relagdo ¢(x) = f(¢:(z)) com respeito & varidvel z e mudarmos a ordem de
diferenciacdo. Assim, a primeira equagdo variacional é dada por

d Opi(z) ()
T ar = DIe()) =5 =

.~ ... Ope(x . . . . P .
com condigoes iniciais w lt=o= I, onde Df é a matriz Jacobiana e I é a matriz identidade do R".
As equagbes de segunda, terceira, n-ésima ordem se obtém da mesma forma. Ainda apresentaremos aqui as

equagotes variacionais de segunda e terceira ordem.

8o~ ppote (242 + st T,

2
com 8:;;;?6) lt=o=0¢
d 9*pil(z) _ s Ope(@)\* | 2 Ppr() dpi(e) RAC)
———F——=D —_ D —XI— D —
SO — i fpu)) (28T ) 4 D)) (S, SR 4 (e TELE,
()
com —r——* |¢—o= 0. Para conhecermos as derivadas do fluxo ¢;(z) com respeito as condigdes inicias o de uma

3
orbita periédica utilizaremos as equagdes variacionais. De fato, estudaremos o fluxo em torno de uma 6rbita
periédica através da aplicagdo de Poincaré definida em uma secao transversal a esta orbita.

Seja Z uma secao transversal a 6rbita peridédica, definida pela condicao inicial ap € E e seja 0 = o(a) o tempo
que esta dérbita gasta para que regressar pela primeira vez a =. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
o(a) estd definida para toda o € Z, pois podemos tomar = tao pequeno quanto for necessdrio e pelo teorema de
dependéncia continua com relagdo as condicoes iniciais segue a afirmagcao. Se iniciarmos com a condigdo inicial
a1 € E, definimos a aplicagdo de Poincaré P : = — = da seguinte maneira

Plar) = a2 = a(o(a), a1),
com ag € Z. Assim, escreveremos a aplicagdo de Poincaré na forma

P(e) = ¢(o(a), ).
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Calculando a primeira derivada do mapa de Poinacré com respeito as condigGes iniciais obtemos

OP _ Opdo | Op
da 9o da ' da’

onde g—i é obtida pela primeira equacao variacional. Para a segunda derivada, obtemos a expressao

P oy, Py o g0
da? ~ a2  Ododada ' Do a2’

2
0o o 02 2—% sao dadas pelas primeira e segunda equagoes variacionais respectivamente. Por um procedimento
doda da

semelhante podemos calcular as outras derivadas do mapa de Poincaré com respeito as condigOes iniciais e desta
maneira, podemos usar o desenvolvimento de Taylor de P em torno de de um ponto fixo ap € = para obter a
seguinte expressao para o mapa de Poincaré

onde

Pla) = o+ (5 lomao ) (@ = a0+ 5 (55 aman ) (2 = a0)? + Of(a = a0

Agora aplicaremos este método para calcular a aplicacio de Poincaré P em torno da érbita 2me3-periédica
(u,v,t) = (0,0,t) do sistema diferencial (6.96). Mais concretamente, P : {(u,—v,t) | t = 0} — {(u,—v,t) |
t =2me®} e P(0,0,0) = P(0,0,2me®). Consideremos o sistema diferencial

= 1)
W [ S - Bt () + 2 pt(e) + Ou')] (7.6)
dt _
= b
onde V' = —v. Logo o campo vetorial sobre = é dado por

_ w3V fl
u,V,t) = ) 4 = .
f( ) _%44_%“6_’_%”8/)2@)_%1612/)4()+O(u16) ( f2 )
Denotaremos as componentes do fluxo ¢ de # = f(z) como sendo (1, p2, ¢3), onde = (u, V,t). De (7.6) vemos

. ; n n
que @3(t,) = t, portanto o(a) = 2me®. Assim desde que o(a) é constante temos 22 = 27£lle)a) © Pegiy
maneira, no nosso caso a aplicagdo de Poincaré serda dada por

P(u,V) = ao+ 52(ao,0(a0))u + 52 (a0, 0(a0))V

8? 8? 3?
—+ (a—ﬁ(ama(ao))u? + Q—BuaV(ao,:kao))uV + ﬁ(ama(ao))VQ)

N[

[

+3 (525 (0, 0(@0))u” + 35255 (a0, 0(c0))u?V + 352585 (a0, o(a0))uV® + 5% (a0, 7(a0))V?)

4

+ (g 4(a070( ))u +4ausav(a070( )) 3V+6 23\/2 (Ozo, ( )) 2V2+4@uav3 (ao,a(ao))uV3

»h‘._.

+222 (a0, 0(a0))V*) + O((@ — a0)?).
(7.7)
Tomamos a condigdo inicial ap = (0,0) o qual é um ponto da solugdo periédica (0,0,¢) e portanto é um ponto
fixo de P. Além disso, como a érbita é 2we3-periédica se tem que o) = 2mé.

i(t,ao) |¢=0= I, temos que %(t,ao) =1le 22(t,ap) = 1.

Jda ou 8V

. o? , -
De acordo com o que expomos anteriormente, sabemos que a—f(t, ap) é solugao de
Je

Uma vez que

Y = Df(p(t,a0))Y + B(t),
onde B(t) = D*f(p (t,ao))‘g—f(t7 a0)? = 0, pois D?f(p(t,a0)) = 0. Como Df(p(t,ap)) = 0, temos que

82 82 2 82
fj(t’ao) a2 (t o) |t=0= 0. Em particular, segue que a—cé'g(a(ao)7ao) = %(2#63,(10) =0.
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8 3

Continuando, temos que (t ap) é solugao de

Y = Df(p(t, a0))Y + B(2),

onde B(t) = D* f(p(t, a0)) 52 (t, 0)* + 02 f(1o(1, 00)) (32 (£, x0), Z£ (t, a0)) = 0, pois D* f(p(t, o)), D* f ({1, o))

sdo matrizes identicamente nulas. Como D fe(t, o)) tambem é uma matriz identicamente nula temos que
foat) 3 3o
%(t,ao) 0 3(t o) |t=0= 0. Assim, 50 3(27re ,a0) =0
4
No quarto passo, vemos que W(t’ o) é solugdo da equagao
o

Y = Df(p(t,a0))Y + B(1),

onde B(t) = D*f(y(t, ao))g—z(t, ao)?, pois todos os outros termos se anulam. Desde que D f(o(t, a0)) é a matriz
4

. . 0 . ~
identicamente nula, para encontrarmos 8—(’40(75, o) basta integrarmos a equagao
o

d a4g0 4 Oy 4
%W(tv o) =D f(ap(t,ao))%(t,ao) .

Na matriz D* f(¢(t, o)) temos

o'f _ 0 o'fy _ 3 oty _ 0
oudt T ou3dVv 27 ou2avez T
otf otf _ oy

suavs = 0; avi = 0, avion = 0;
*n __ *hH 3

oV2ou2 ’ IV ous 2

otfy _6 360 2 2 5040 4201 O 8% fo -0 4 £y 0

Gat = =6+ 2P + IRt (0) + O(W®), 5y =0, gumpe =0,
94y _ s _ atfy

susrs = 0; avi =0, avion = 0;

84
Assim, 29 Qp), ap) se reduz apenas a
Dot
o

4 4 4
7% (5 (av), a0) = (07 A <a<a0>,ao>) w44 (%(o(aa)wom) WV = (—12reutV, —12meh?).

5

. ’p
No quinto passo, a5 (t o) € solugdo da equagdo

Y = Df(p(t,a0))Y + B(1),

onde B(t) = D5f(¢;(t,ao))g—z(t, a0)® + 10D* f(ip(t, ap)) <(%(t7 Oéo))3 , c’m2 2(t, ao)) + outros termos.

Como veremos abaixo a matriz D f(p(t, o)) é a matriz nula e, uma vez que todos os outros termos de B(t) se
5

~ 0 , .
anulam com excecio de D*f(y(t, ao)) ((g—z(t, ao))3 , 8a2 2 (¢, ao)), temos que a—f(t, ap) é dada pela integral da
~ a
equacio

° 2
ig Lg(t a0) = 10D* f((t, o)) (g%(t,ao)37g f(t ao)) .
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Na matriz D® f(¢(t, ap)) temos

% f %f 5 f1

oud 0’ outov T O’ ou3ov:z — =0
Pf f1 _ f  _

ouovi — 07 avs 07 oviou — 0’
Pf Pf

oVv3ou2 O’ ovout — 07

3fy _ 720 u+ 630u%p(1)? + O(), Of 85;({;‘2/2 =0,

Oubd oudov
fy _ fy _ fy _
oudv4 T O’ ovs T O’ avViou — 0.

o° -
No sexto passo, temos que Tﬁ(t’ «) é dada pela integral da equagao
e

£ 26t a0) = DOf(p(t a0) (32(t o))’ + 10D F(e(t c0)) & ( (32 (ta0))* et )
+6D* f(p(t, a0)) (52 (t,a0) 2 ((Z2(t00))” Z2(t,00)) )
FAD* f(p(t, 00)) (32 (1, 0))” 225 (1, 00) + 0*F (1, a0) (321, 00))* (2ot (1,0))

f 720 2

96— 8 + 1890u2p(t)? + O(u®) é ndo nulo. Assim, D°f(p(t,x)) 6

Na matriz D®f(p(t, «)) 86 o termo

) 9° 720 .
possul a componente a—{f(t, ao) = ?02, a qual é nao nula.
u
. " . i "
Continuando, no sétimo passo, como explicado nos casos anteriores, 9a7 (t ao) é solucao da equagao

Y = Df(p(t,o0))Y + B(t),
onde Df(p(t,a0)) =0e B(t) possui termos nio nulos correspondentes a D* f(p(t, o)) e D® f(o(t, ap)). A matriz

(t,
f2 _ 2 5\ % : 7 —
BT = 3780up(t)” + O(v’) nao nulo. Assim, D' f(¢(t,a0)) = 0.

t, ap) é solucao da equagdo

D7 f(p(t,a)) s6é possui o termo
8By
No oitavo passo

" Do 8(
Y = Df(p(t, )Y + B(t),
onde D f(p(t,ap)) = 0 B(t) possui termos nao nulos correspondentes a D* f(¢(t, o)), D° f(¢(t, o)) e D® f(io(t, ao)).

98
A matriz D3 f(o(t,a)) s6 possui o termo 50 L _ = 3780p(t)* + O(u*) ndo nulo. Assim, D®f(p(t,0)) s6 possui a
8
componente aT;(t, o) = 3780p(t)?. Desta maneira teremos,
8 8 27ed
0% (oton).0) = 2L oneaa) = 0, 3780 [ eyt
Oa dad 0

Substituindo p?(t) = €*[1 — cos Ec(t)]? por sua série de Fourier, a qual é dada por ¢*

—|— Z o COS :| temos

que

88(,0 4 2med
—(o(ao),0) = [ 0, 3780¢ /
dad o

5Ly at 7\, 8
5+ ;aa cos 63} dT> u® = (0, 3780 5m)u® = (0, 18900me” )u
Portanto, usando (7.7) temos que

me® g me® g 2 3 4,5
Pu, —v) = (u—|—7u [v—|—r1(u,v)],—v—7u [u+c"/2u” 4+ 9450€™u —|—r2(u,fu)}),

onde 11 e 12 sdo fungles analiticas reais em u, v e € de segunda ordem em v e v.
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7.2 Apéndice B: Teorema da média

Neste apéndice relembramos alguns resultados importantes concernentes ao método da média. Este método
determina sob que condig¢ées poderiamos conseguir uma mudanca de varidvel dependente do tempo a qual tenha
o efeito de reduzir a equagao diferencial ndo auténoma a uma auténoma. O problema bésico no método da média
é determinar em que sentido o comportamento das solugdes do sistema auténomo (sistema médio) aproxima o
comportamento das solugoes do sistema mais complicado, sistema ndo auténomo (sistema completo).

Seja as equagOes da seguinte maneira
x = ef (x,1) + €2g(x, t, €), (7.8)

onde
f:UxR—-R", g:UxRx]I0,+00) —R"

(U C R™ conjunto aberto) sao C" (r > 1) sob seus respectivos dominios de defini¢do. Assumiremos, adicional-
mente, que f e g sdo T-peridédicas em t. A equagio média associada é dada por

%= efo(x), x €U, (7.9)
onde -
fo(x) = % /0 £(x, £)dt. (7.10)

Agora enunciaremos o Teorema da média segundo Wiggins em [51].
Teorema C. Existe uma mudanga de coordenadas de classe C7, x =y + ew(x,t) sob a qual (7.8) torna-se
y = efo(y) + E€f1(y, t, €), (7.11)
onde f1 € de periodo T em t. Além disso,
1. Se x(t) e y(t) sdo solugoes de (7.8) e (7.9), respectivamente, com x(to) = X0, y(to) = yo, € |[|x0 — yol| =
O(e), entao ||x(t) —y(t)|| = O(e) em um tempo O(1/€) dado y(t) € U em uma escala de tempo O(1/¢).

2. Se po € um ponto fizo hiperbdlico de (7.9), entio existe eg > 0 tal que, para todo € € (0, €], (7.8) possui
uma orbita periddica isolada ve(t) = po + O(€) do mesmo tipo de estabilidade que po.

A préxima versdo, a qual nos da a existéncia de solugbes periddicas através da equagao média, foi transcrita de
Hale [21]. Seja f : U x R x [0, +00) — R™ (U C R"™ conjunto aberto) continua, f(x,¢,€) é T-periédica em ¢ para
cada e fixado e possui as primeiras derivadas continuas com respeito & Xx.

Seja o sistema

x = ef(x,t,€) (7.12)
e considere o sistema médio
x = efy(x), (7.13)
onde
1 (7
fo(x) = —/ f(x,t,0)dt. (7.14)
T Jo

Teorema D. Suponha f satisfaga as condigées acima e exista um xo € U tal que fo(x0) = 0 e detJfy(xo) # 0.
Entdo, existem um eg > 0 e uma fungdo x*(t,€) continua para (t,e) € Rx [0, o], x*(t,0) = xo, x(t+T, €) = x(t,€)
e X" (t,€) satisfaga (7.12). Esta solugdo x*(-,€) € dnica em uma vizinhanga de Xo.

A prova deste teorema pode ser encontrada em [21].
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7.3 Apéndice C: A vizinhanca de solugoes circulares e de solugoes
elipticas do problema de Kepler
Os célculos abaixo servem tanto para os casos isésceles e planar quanto para o caso espacial. Isso deve-se ao fato

das varidveis Q3 e P3 ndo aparecerem no calculo das expressoes de ||¢|| and 1 para o caso espacial. De fato,
Considere a seguinte escolha das varidveis de Poincaré-Delaunay

Ql = l—i—g, Pl = L7
Q2 = —\/msing7 P = \/2(L7—G)cosg, (7.15)
Qs = h, P3; = H = Gcost.

e as variaveis de Delaunay
Q= 1 Pi= L,
Q=9  Pr= G, (7.16)
Qs = h, Ps= H.
Uma vez que usaremos os elementos orbitais cldssicos, primeiramente relembremos algumas férmulas que serdo
necessarias aqui. Seja ¥ anomalia excéntrica, entdo temos a seguinte relagao
1—e f

tan 5= 1 tan 5 (7.17)

A anomalia média [ esta relacionada & anomalia excéntrica E através da equacdo de Kepler
l=FE —esinkE. (7.18)
A distancia a origem e o angulo 1 sdo dados por
llall = a(1 — ecos E), (7.19)

v=f+g, (7.20)
onde f é a anomalia verdadeira. Note que v estd bem definido sobre érbitas circulares mesmo que f e g nédo
estejam definidos. Nem os elementos orbitais cldssicos nem as varidveis de Delaunay estdo definidos sobre 6rbitas
circulares, no entanto esin f e e cos f estdao bem definidos, o mesmo pode ser dito sobre esinl, ecosl, esin F, ecos E.
Evitaremos o uso direto das varidveis angulares [, f, E, e ao invés disso, pares tais como (esin F, e cos E) serao
usados. Observe que para cada par (esinl,ecosl), (esin f,ecos f) e (esin F, e cos F) ambas varidveis podem ser
expandidas como série de poténcias nas varidveis de qualquer outro par. As diferengas f — E, E —1l e f —1 podem
ser expandidas do mesmo modo. Apresentaremos a seguir algumas destas expansdes, e uma referéncia padrao
para o assunto é [7]. Da equagdo de Kepler (2.13) as seguintes expansdes podem ser derivadas

ecos E = ecosl— (esinl)?® + Os(esinl, ecosl)
(7.21)
esin E = esinl + esin(l)ecos(l) + Os(esinl, ecosl).
A diferenca f — E pode ser expandida de (7.17) como
1
f—E=esinE+ 3¢ sin(E)ecos(E) + O(esin E, ecos E), (7.22)
e a diferenga F — [ é dada por (7.18). Uma vez que Q1 =l + g, temos também
ecosl = cos(Q1)ecosg + sin(Q@1)esing,
(7.23)

esinl = sin(Q1)ecosg — cos(Q1)esing.

Observe que as expressoes dadas em (7.23) dependem fortemente das varidveis escolhidas. Neste caso, escolhemos
as varidveis dadas em (7.15). Mas, com respeito as varidveis dadas em (7.16) temos

ecosl = ecosQ,
(7.24)
esinl = esinQ;.
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Da definigao de Q2 e P> dadas em (7.15) e das relagdes G = y/a(l —e?), L = y/a segue que

Q3 + PF)(4P1 — (Q3 + P3))
4p? ’

_ 1 _ !
e=7 (LG)(L+G)—\/

2
sing = —%, esing = —ﬁPIQz\/ﬂDl - 3(Q3+P3),
V@t B (7.25)
L Py _ _1 102 2
CObg—\/ﬁ7 €COSg—\/—TPlPQ\/2P1_§(Q2+P2).
Agora com respeito as varidveis dadas em (7.16) temos
=2
P
e =1/(L-G)(L+G)=4/1- =2,
1
=2
esing = ./1— fg sin @, (7.26)
1
=2
ecosg = l—f—;cos@2.

1

Substituindo (7.25), (7.23) e a primeira equagao de (7.21) em (7.19) obtemos a expressao de ||q|| nas varidveis de
Poincaré- Delaunay a qual é dada por

lall = P2 (1 — [ecosgcos Q1 + esingsin Q1] + [ecos gsin Q1 — esin g cos Q1]2>7

onde ecos g e esin g sdo dadas por (7.25). Para obter uma melhor aproximagao, podemos expandir o lado direito
de (7.25) como série de poténcias em Q2, P1, P> perto da condigdo inicial escolhida da dérbita do sistema nao
perturbado. Em nosso caso, escolhemos Qs = 0, P = s~%/3 P, = 0 (caso circular). Levando em conta (7.23),
conseguimos esinl, ecosl como série de poténcias nas varidveis mencionadas e coeficientes trigonométricos em
Q@1 e de (7.21) eventualmente encontramos esin F, e cos E/, novamente como série do memso tipo. Finalmente, de
(7.19) conseguimos a expressao para ||q||, a qual é dada por

lall =523 +s2Qasin Q1 — s 2 Pacos Q1 + 25 Y3 (P — s71/3) + s71/3Q% cos? Q1
—|—%8_1/6Q2(P1 — 8_1/3) sin Q1 —+ 28_1/3Q2P2 sin Ql cos Ql —+ (P1 — 8_1/3)2 — 38_1/6(P1 — 8_1/3)P2 cos Ql
+571/2P5 sin® Q1 + O(| X ||?),

onde X = (AQQ,APl,APQ) = (QQ,Pl — S_I/B,PQ).

Analogamente, obtemos a expressdo para |||, nas varidveis de Delaunay descritas em (7.16), a qual é

4l = P; (1 —ecosQ, + [esinQ1]2>,

onde a expressao para e é dada pela primeira equagao de (7.26). E, usando série de poténcias em torno de
P = 5*1/3P2 = P; e P3 = 0 obtemos
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lall =72 4 (s7% = (P5)?)sin® Q) — s7/%\/s72/3 — (P3)2 cos Q

—2/3 — _ —
T T i T e Y (P3)2 | cos@Q, + 25 3sin?Qy | (P1 — s~ Y/3)
§—2/3 _ (ﬁ;)z
—1/3 p* _ — — —x
+ S—P27 cosQ, — 2P5sin?Q, | (P2 — P5)
s=2/3 — (P3)?
3s71/3 57! el 20. | (P
+| - + — cosQ; + 1+sin°Q, | (Pr—s"1/%)
2,/5-2/3 — (Py)2 2(s72/3 — (P3)?)%/2
_Q/Sﬁ* F* _ _ .
S 2 2 -1/3 x
+1 = it + cos @, (P1 — s /%) (P2 — Ps)
(s—2/3 — (P3)2)3/2 s—2/3 _ (ﬁ;)Q
—1/3 —1/3P*\2
s S P = . - 55) D*
+ (P2) cosQ, —sin? @, | (P2 — P3)* + O(J| X|*),

+ ; —
2./s—2/3 _ (F;)Q 2(8*2/3 — (P2)2)3/2
onde X = (AP, APy, AP3) = (P, — s73 Py — F;,ﬁs)-

O célculo para 1 nas varidveis de Poincaré-Delaunay é feito da seguinte forma: 1) nestas varidveis pode ser escrito
como

v=Q+f-E+E—I

Assim, usando as expressoes dadas em (7.22) e (7.18) para f — E e F — [, respectivamente, temos
Y =Q1+2 <[e cosgsin Q1 — esingcos Q1] + [ecos gsin Q1 — esin g cos Q1][e cos g cos Q1 + esin g sin Qﬂ)
1 . . . . . .
+§ [ecosgsin Q1 — esingcos Q1] + [ecos gsin Q1 — esin g cos Q1][e cos g cos Q1 + esin gsin Q1]
(e cosgcos @1 + esingsin Q1 — [ecos gsin Q1 — esin g cos Q1]2> ,
onde as expressoes para ecosg e esin g nas varidveis de Delaunay estdo em (7.26). Expandindo esta expressao

em série de poténcias, como no caso de ||q||, obtemos a expressdo de ¢ nas varidveis de Poincaré-Delaunay numa
vizinhanga de uma orbita do sistema nao perturbado

P =Q1+ 2P231/6 sin Q1 + 2Q231/6 cos Q1
7331/3(2% cos Q1 8in Q1 + %sl/ngQg c0s2Q1 — Qgsl/z(Pl — 3_1/3) cos Q1
—Pyst?(Py — s7Y3)sinQy + %P2251/3 sin Q1 cos Q1 + O(|| X||*),
onde X = (AQ2, AP, AP) = (Q2, PL — s~Y/3, Py).

Com respeito ao dngulo ¥ = g + f em varidveis de Delaunay, note que podemos escrevé-lo da seguinte maneira:

YV=Q+Qy+f—E+E—1L (7.27)

Substituindo (7.22) e (7.18) em (7.27) obtemos
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B2 P2 =2 52
— P
List —|—P — P, cos @, sin Q, )]
Vi P

1 1

(0 :@1+@2+2

!
2

P P (P} — P3)*/?

—L " 2cosQ,sinQ, — ——— sin® @,
1

52 _ B2\3/2 _ P2 _ P32 _ _
+®77§2) sin @, cos®> Q, — (1[’1774P2) sin® @, cos Q1} .

1 Pl

s . ~ . =Y — =1 =t =1
Em série de poténcias em torno de P1 = s 1/37 P2 = Py e P3s =0, 1 assume a forma

24/572/3 — (P3)?sinQ, 2(5—2/3—(ﬁ;)2)sinQ1cos§1

Y=0Q+Q + s—1/3 s—2/3
LV = (P sin@y (72— (P sinQye0sQ, | (V50— (P2)*cos @y
+§ o—1/3 5—2/3 s—1/3
~2/3 _ (P, 2(PH)2 —4Py)? . —=
(s <_2/>3 ) sin? Q1> (P3) sin@, + 22 513 cos G,
5=2/3,/s-2/3 _ (P})? 8
s72/3 — (P3)2 —2/3 _ (Pr)2 — P,)? —
Jr1 <(2) sin@; + w sin @, cos Q1> ( (Pa) cos @y
2 s—1/3 s—2/3 : B*
~2/3,/s=2/3 _ (P3)?
2P5)? . 4~ \ 1 Pj)? 5 2P 5 S
2 721) sin? Q1> n 2( (P2) sinQ, + ( 721) sin Q, cosQl)
s s=2/3\/s=2/3 — (P}3)? $
s (Py)? (5P - \] s :
(81/3 cos @, — (87% sin® @, | [ (Pr —s7'/%)
B2 .1/3 P2
+|:2(PQ)SSHQ1 4(P;2/2))Sll’lc21COSQ1
s-2/3 — (Py)?
Y R it G2 (= - (P _(Pipat

+§ S 1/3 COS@l

2
sin @, + 72)) sin 0, cos @, (— —
s $—2/3 _ (p;)2

2P3)? o=\ L[V (573 (P,
+ s(— 2), sin? Q1> + 5 <8_1/3 cos @, — (77— (Pa)7) 3—2/(3 2)") sin? Q,

2/3

Pry2sl/3 . 2(P)2 . o
(—(Q)Ssian — (_22/1 sin® @, cos @,
521 _ (B2 :

(P2 — (P2)") + O(|IX|]*),

onde X = (AP, APy, AP3) = (P1 — 871/37P2 - F;ﬁs).

Observe que mesmo quando q for considerada no espaco, i.e., em R® as varidveis Q3 and P3 ndo entram neste

cdlculo, desta maneira temos as mesmas expressoes para ||q|| e ¢ no caso espacial.

7.4 Apéndice D: Elementos orbitais classicos

Este apéndice é um pequeno resumo de uma segdo do livro [4] e, somente para facilitar a leitura, decidimos

inseri-lo na tese.

Cinco quantidades indenpendentes chamadas ”elementos orbitais”sao suficientes para descrever completamente o
tamanho, forma e orientacdo de uma érbita. Um sexto elemento é exigido para definir a posicao do satélite ou
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particula ao longo da 6rbita em um particular tempo. O conjunto cléassico dos seis elementos orbitais sdo definidos
com a ajuda da Figura 7.4 como segue:

Figura 7.1: Elementos Orbitais

1) a, semieixo maior- uma constante definindo o tamanho do semieixo maior da érbita conica.

2) e, excéntricidade- uma constante definindo a forma da dérbita cénica.

3) 14, inclinagdo- o angulo de inclinagdo do plano orbital com respeito ao plano de referéncia xy.

4) h, longitude do nodo ascendente- o dngulo, no plano de referéncia, entre o eixo z e o ponto onde o satélite
atravessa o plano de referéncia em uma dire¢ao boreal (nodo ascendente) medida em sentido contrario aos ponteiros
do relégio quando visto do lado norte do plano de referéncia.

5) g, argumento do pericentro- o dngulo, no plano orbital, entre o nodo ascendente e o ponto pericentro, medido
na direcao do movimento do satélite.

6) T, tempo de passagem pelo pericentro- o tempo quando o satélite passa pelo pericentro.

Frequentemente, o pardmetro da conica, p = a(1 — 62), ¢é substituido por a na lista acima.

Ao invés do argumento do pericentro, o seguinte é algumas vezes usado:

I1, longitude do pericentro- o angulo medido a a partir do eixo = até o pericentro, sendo do eixo z até a linha do
nodo ascendente (se ele existir) e entdo no plano orbital até o pericentro. Se ambos h e g estéo definidos entdo

I=h+g.

Se nao existir pericentro (6rbita circular), entdo ambos g e II ndo estao definidos.

Seja fo, anomalia verdadeira em um dado instante de tempo to (at epoch) - o angulo, no plano da érbita do
satélite, entre o pericentro e a posi¢do do satélite em um tempo particular, ¢o.

1o, argumento de latitude (at epoch)- o dngulo, na plano da érbita, entre o nodo ascendente (se ele existir) e o
raio vetor ao satélite no tempo to. Se g e fo sdo ambos definidos entdao

Yo = g+ fo.

Se nédo existe nodo ascendente (érbita equatorial), entdo ambos g e ¥ ndo estdo definidos.

70, longitude verdadeira (at epoch)- o angulo entre o semi-eixo positivo = e o raio vetor ao satélite em to, qo,
medido a partir do eixo x até a linha do nodo ascendente (se ele existir) e entdo no plano orbital até o raio vetor.
Se h, g e fo s@o todos definidos, entao

Yo=h+g+ fo=I1+ fo =h+ o. (7.28)

Se nao existe nodo ascendente (6rbita equatorial), entdo vo = II + fo. Se nao existe pericentro (érbita circular),
entdao yo = h+ 1. Se a 6rbita é ambos circular e equatorial, o, é simplesmente o angulo verdadeiro do semi-eixo
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positivo x ao raio vetor do satélite, ambos dos quais estdo sempre definidos.

7.4.1 Encontrando os elementos orbitais

Nesta subsecao daremos um roteiro de como encontrar os elementos orbitais. No entanto, primeiramente é
necessario gastarmos um tempo com notagoes e defini¢Ges.
Sejar e v o vetor posicao e velocidade, respectivamente, de um satélite relativo ao sistema de referéncia geocéntrica
equatorial (a origem do sistema no centro da terra e plano de referéncia o plano do equador) em um tempo
particular, to. Descreveremos trés vetores fundamentais- G, N and e.
O vetor momento angular, G é dado por G =r X v, i. e,,

i j k

G=|nr; ri Tk =G¢i+ij+Gkk.
Vi Vj Vi

Uma vez que a terceira componente de G é frequentemente usada, denotaremos esta terceira componente G por
H.

O vetor nodo, N, é definido como N =k x G, i. e.,

i j k
N=|0 0 1 [=Ni+N;j+Nk
Gi G; G

Da defini¢do do produto vetorial , N, deve ser perpendicular a ambos k e G. Para ser perpendicular & k, N teria
que pertencer ao plano equatorial. Para ser perpendicular a G, N teria que pertencer ao plano orbital. Portanto,
N deve pertencer a ambos o plano equatorial e o plano orbital, ou seja, na intersecao deles dois o qual é a ”linha
dos nodos.” Especificamente, N é um vetor que aponta o longo da linha dos nodos na dire¢do do nodo ascendente.
O médulo de N é de nenhuma consequéncia para nds, estamos somente interessados em sua diregao.

O vetor e é obtido de

=1 (v = %) r =] (7.29)

K

Agora, podemos dé um roteiro do método para encontrar os elementos orbitais:

1) p=G?*/k.
2) e = [e.
3) A inclinagédo i é dada por
H
= —, 7.30
o8t =~ (7.30)
onde H é a terceira componente do vetor momento angular G.
4) Desde que h é o angulo entre i e N,
cosh= "2, (7.31)
n
Se n; > 0 entdo h é menor do que 180°.
5) Como g é o angulo entre N ¢ e,
N
cosg = =° (7.32)
ne
Se er > 0 entdo g é menor do que 180°.
6) Uma vez que fo é o dngulo entre e e r,
cos fo = ) (7.33)
er
Se rv > 0 entdo fo é menor do que 180°.
7) Desde que 1o é o angulo entre N e r,
N
cos g = = (7.34)
nr
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Se 7, > 0 entdo Yo é menor do que 180°.
8)
Yo =h+ g+ fo=h+o.

7.5 Apéndice E: Uma decomposicao do vetor q.

Seja q o vetor posicdo de uma particula no espago, descrita na figura abaixo. Os angulos ¢ = g + f, i, and h,
também descritos na figura, sdo alguns dos elementos orbitais que tanto falamos e descrevemos ao longo do texto.

AZ

Figura 7.2: Decomposicao do vetor q.

Apresentaremos o vetor posicio q segundo as coordenadas do sistema ortonormal de referéncia padrao do R3, o
qual denotaremos por {e1,e2,e3}.

Considere um novo sistema ortonormal de referéncia de R* {e], e, €3}, obtido fazendo uma rotacio em torno do
eixo z num angulo h, seguido de uma rotagdo num angulo i em torno da linha dos nodos ON. A matriz que
representa a primeira operagao é dada por

cosh sinh 0
Al = —sinh cosh O ,
0 0 1

e a matriz que define a segunda operagao é

1 0 0
Ao = 0 cosi sini
0 —sint cost

Seja C1 = {é1, é2,¢é3} a base ortonormal obtida da base candnica C2 = {e1, e2,e3} por meio da transformacao Aq,
e considere C3 = {e], €3, €3} uma base ortonormal obtida da base C; via a transformagao Az. Desta maneira segue
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que

el =-coshei +sinhes
e5 = —sinhcosier + coshcosies + sinies (7.35)
e3 =sinhsinie; — coshsinies + cosies.

Sabemos que o vetor q é dado por
a = |lal|(e7 cos ¢ + e5 sin ). (7.36)
Assim, substituindo as expressoes em (7.35) em (7.36) obtemos

q = |lq|[(cos ¥ cos h — siny sin h cosi)er + (sin h cos ) + sin 1) cos hcosi)es + sinsini es] (7.37)

Desta maneira, desde que
q=xe1 +yez+ze3

segue que as coordenadas do vetor q segundo o sistema de referéncia canénico de R?, Ca, é dado por

z = ||ql|(cost cos h — sin sin h cos i)
y=|lg||(sinhcost + siny cos b cos i) (7.38)
z= | q|sineysini.

7.6 Apéndice F: Calculo nimerico da intersecao transversal das
variedades.

Consideramos as condiges iniciais sobre a variedade instdvel dada pela série u = F(v,t), descrita em (6.98).
Tomando k pontos variando E de 0 a 27 com um tamanho de passo igual a 27 /k obtemos os pontos E;, i =

0,1,...k. Para cada E; se calcula, através da equacao de Kepler, o tempo correspondente t; = t(E;), também
calculamos u; = u(v;, E;), onde vo = 0.25. Temos entdo uma lista de valores iniciais (to, Fo, uo,vo) que nos dao
condigdes iniciais (Eo,ro = 2/ud, pry, = —v0) para o sistema (6.30). Este sistema serd integrado até que cruzemos

a segdo pr = 0 (esse cruzamento serd identificado pelo programa quando p, mudar de sinal). Guardamos os
valores de cruzamento (FE;,r;,py; = 0) para cada i, e com os quais obtemos (¢, 7). Passamos para coordenadas
cartesianas x; = r; cos(t;),y; = ri sin(¢;). Usamos um ”spline cibico ”para interpolar os pontos obtidos, desta
maneira melhoramos o tempo de célculo, uma vez que nao precisamos calcular tantos pontos assim. O programa
principal, nés o descrevemos a seguir
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Célculo das variedades parabdlicas no problema
restrito isosceles

<< GraphicsSplin€ (* livraria dos splines *)

SetDirectory["C:\Meus documentos\Lucia\ Tese\tesechaos"]

(*deve ser trocado, este comando diz onde deve ser guardadas as figuras*)
C:\Arquivos de programas\Wolfram Research\Mathematica\5.2

(*¢ = momento angular; e = movimento medio,

v = aproximacao da variedade instével,

npts = niimero de condi¢des iniciais sobre a variedade instavel*)

c=1;

e=1;
ov = .25;
npts = 100;

(*F, anomalia excéntrica*)

(* equagdo de Kepler *)

tfn[F_] = e(F — Sin[F));

(* coeficientes de aproximagio da variedade instavel *)
a3 = /8

— 1t | 5et,
a5_128"_32’

a6 = 0;
a7l = % (53%66 + ;%0264) ;
a8[F_]:=2cc*tfn[F] — a5tf[F]+

2 (—15€" (—30F + 45Sin[F] — 9Sin[2F] + Sin[3F])) ;

u[v_,F] = v+ a3v® + a5v5 + aTv” + a8[Fo’;

(*campo vetorial usando a anomalia excéntrica F' como varidvel independente,
inclue a equagio para dt/dF*)

vil{F_ t_rpr}| =

{€(1 — Cos[F]), pre®(1 — Cos[F]),

2
(- Frcermascmmm + ) 0 - CoslF) };
ode = Thread[{t'[F], r’'[F], pr'[F]} == vi[{F, ¢[F], r[F], pr[F]}]];
(*ao chamar initialize[§v] regressa uma
lista de condigbes iniciais da forma { F, t, r, pr}*)
initialize[vr_]:=Block[{init Table = {},t, U, r, pr,dF},
dF = 27 /npts;
For[i = 0,7 < npts, i++,
t = tfn[idF]//N;




U = ulvr, idF]//N;

r=2/U%;

pr = —vr;

initTable = Join[initTable, {{:dF, ¢, r, pr}}];
I;
initTable (* *)

b
init = initialize[dv];
(*setoma t er dalistade condigdes iniciais,

t se considera como um angulo e r como um raio *)
PolarInitvalues = Take[#, {2, 3}|&/Qinit;

(*Passamos para coordenadas cartesianas os valores t e r considerados
como polares*)

CartesianInitvalues =

({Part[#,2]Cos [Part[#,1] /3] , Part[#, 2]Sin [Part[#,1] /3] }) &/@
PolarInitvalues;

npts = Lengthl[init];

(*aqui vem o ciclo principal que expliquei acima, no comego do apéndice,
como estou seguindo avariedade para frente,

entao estou calculando a variedade instavel.Note que o "Event" é
pr[F, assim estamos parando o cilculo quando pr = 0;

esta é a secaotransversal*)

pvalues = {};

For[i = 1, < npts, i++,

Fi = Part/[init[[3]], 1];

pointi = Part[init[[i]], {2,3, 4}];

cutvalue = Reap|

odeinit = Join[ode, Thread[{¢[Fi], 7[Fi], pr[Fi]} == pointi]];

sol = NDSolve[odeinit, {t[F], r[F], pr[F]}, { F, Fi, Fi + 1000},
MaxSteps — 100000,

Method — {EventLocator, "Event" — pr[F], "Direction" — 1,
"EventAction" :—

SOW[{t[F 1,r[F1}] };

cutdata =
First[cutvalue[[2, 1]]];
pvalues = Join[pvalues, {cutdata}];

(* se toma os valores de corte t[F],

r[F] como 4ngulo — raio e se passa a coordenadascartesianas*)
CartesianPvalues =

({Part[#, 2]Cos [Part[#,1] /3] , Part[#, 2|Sin [Part[#,1] /3| }) &/@pvalues;
(*a variedade estavel nao se calcula, pois usamos a simetria*)
CartesianPvaluesSim = ({Part[#, 1], —Part[#, 2]})&/@CartesianPvalues;



Spline fits

(* "circulo" de condigbes iniciais interpolado com splines *)

GO =

Show|Graphics[{ GrayLevel[0], Line[CartesianInitvalues], Hue[0],
Spline[CartesianInitvalues, Cubic] }], Axes — True, PlotRange — All,
AspectRatio — 1];

(*G1 : variedadeinstével, G2 : estdvel*)

G1 = Show[Graphics[{Hue[.7], Spline[CartesianPvalues, Cubic]}],
PlotRange — All, Axes — True, DisplayFunction — Identity];

G2 = Show[Graphics[{Hue[0], Spline[CartesianPvaluesSim, Cubic]}],



PlotRange — All, Axes — True, DisplayFunction — Identity];
g = Show[G1, G2, AspectRatio — 1, DisplayFunction — $DisplayFunction];

-0.25

\\\\\\: O . j Ez 4- _—

~—_

(* Este comando guarda as figuras no formato EPS *)
Display["Fig8.eps", g, "EPS"];

(*Display["Fig7bis.eps", g, "EPS"]; *)

(*Detalhe*)

gl = Show[G1, G2, AspectRatio — 1,

PlotRange — {.0005{1, 1} +.0009{—1,1},.00009{—1,1}},
DisplayFunction — $DisplayFunction];

Show|g]

—Graphics—
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