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Introdução

Para criar uma filosofia sã é preciso renun-

ciar à metafísica e tornar-se apenas um bom

matemático

—Bertrand Russel

No início do século 20, a teoria de periodicidade ganhou um novo impulso através da

introdução do conceito de funções numéricas quase periódicas pelo matemático H.

Bohr e da generalização natural para espaços métricos devida a S. Bochner. Naturalmente

houve um grande interesse em quase periodicidade, não só do ponto de vista estrutural de

tais funções como também no sentido de aplicações à Física, Biologia e Economia. Em geral,

modelos de situações do mundo real são dados matematicamente através de equações difer-

enciais. Tal fato justifica o grande número de pesquisa matemática sobre o comportamento

quase periódico das soluções de equações diferenciais.

Ao longo dos anos diversas generalizações de quase periodicidade foram apresentadas.

A saber, na década de 40 M. Fréchet introduziu o conceito de funções assintoticamente quase

periódicas. Em 1961 S. Bochner apresentou a classe de funções quase automórficas. Segundo

Bochner, esse tipo de funções apareceram naturalmente em seus trabalhos sobre geometria

diferencial como escalares e tensores sobre variedades com grupo de automorfismo discreto.

Posteriormente, no final da década de 60, A. M. Fink introduziu o conceito de funções com-

pactas quase automórficas. No inicio dos anos 80 G. N’Guérékata apresentou as funções assintot-

icamente quase automórficas. Essa última classe de funções é construída de forma similar àquelas

apresentadas por Fréchet. Na última década do século 20, C. Y. Zhang exibiu o conceito de

funções pseudo quase periódicas. Nos últimos 10 anos mais duas generalizações das funções
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quase periódicas foram apresentadas; são elas, as funções pseudo quase automórficas, apresen-

tadas pelos matemáticos T. J. Xiao, J. Liang e J. Zhang, e as funções pseudo quase periódicas

com peso introduzidas por T. Diagana.

O seguinte diagrama1 ilustra nossos comentários:

Pω(X) AP (X) AAc(X) AA(X)

SAPω(X) APω(X) AAP (X) AAAc(X) AAA(X)

PPω(X) PAP (X) PAAc(X) PAA(X)

PAP (X, ρ)

O propósito desta tese é estudar o comportamento qualitativo das soluções de equações

de evolução. Em verdade, estamos exclusivamente interessados em propriedades de peri-

odicidade de equações diferenciais definidas sobres espaços vetoriais abstratos de dimensão

infinita. Por se tratar de espaços de dimensão infinita, as técnicas utilizadas provém da Análise

Funcional juntamente com métodos topológicos, como por exemplo, a teoria de ponto fixo.

Ressaltamos que esta última é uma ferramenta muito eficiente no tratamento de problemas

não lineares.

O estudo de comportamento periódico para equações diferenciais possui grande importân-

cia e tem sido objeto de pesquisa de muitos cientistas. De fato, grande parte desse interesse

deve-se à imensa aplicabilidade de tais temas.

Esta tese está dividida em três capítulos. O primeiro deles, intitulado "Preliminares",

possui o objetivo de tornar o texto o mais auto contido possível. Nele algumas definições e

propriedades dos elementos envolvidos neste trabalho são relembrados. Por exemplo, fazemos

uma revisão das generalizações de funções periódicas. Revisamos também alguns elementos

de Análise Funcional, tais como operadores de Hille-Yosida, espaços de extrapolação e oper-

adores setoriais. Na última seção deste capítulo enunciamos os teoremas de ponto fixo que

sustentam nossos resultados de existência de soluções.

No segundo capítulo, nomeado "Periodicidade e ergodicidade para equações de evolução",

exibimos condições suficientes para existência de soluções S-assintoticamente periódicas para
1Caso o leitor não esteja familiarizado com algum dos símbolos do diagrama sugerimos a leitura da Subseção 1.1.
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equações semilineares de primeira ordem da forma

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t ≥ 0,

u(0) = u0 ∈ X0

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear ilimitado de Hille-Yosida de tipo negativo e

cujo domínio D(A) está contido num espaço de BanachX, f : [0,∞)×X0 → X é uma função

dada e X0 = D(A). Em nossos resultados não fazemos considerações a cerca da densidade

do domínio do operador A. Vale ressaltar que se X0 é um subespaço próprio de X a teoria

clássica de semigrupos não pode ser imediatamente utilizada para abordar esse problema. Os

resultados desta subseção estão contidos no artigo [16].

Ainda nesse mesmo capítulo tratamos da quase periodicidade assintótica para equações

integro-diferenciais fracionarias. De fato, estabelecemos condições para existência de soluções

assintoticamente quase periódicas para a equação

u′(t) =

∫ t

0

(t− s)α−2

Γ(α− 1)
Au(s)ds+ f(t, u(t)), t ≥ 0,

u(0) = u0 ∈ X,

onde 1 < α < 2, A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear de tipo setorial densamente

definido sobre um espaço de Banach complexo X e f : [0,∞) ×X → X é uma função dada.

Os resultados desta subseção estão contidos no artigo [3].

Na última subseção deste capítulo abordamos o problema de existência de soluções pseudo

quase periódicas com peso para a equação semilinear fracionária

Dα
t u(t) = Au(t) +Dα−1

t f(t, u(t)), t ∈ R,

onde 1 < α < 2, A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear densamente definido de tipo

setorial sobre um espaço de Banach complexo X e f : R × X → X é uma função dada.

A derivada fracionária será no sentido de Riemann-Liouville. Os resultados desta subseção

estão contidos no artigo [2].

No Capítulo 3, chamado "Automorficidade e ergodicidade para equações de evolução",

asseguramos existência de soluções compactas quase automórficas, quase automórficas, pseudo

compactas quase automórficas e pseudo quase automórficas para a equação semilinear

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t ∈ R,
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onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear ilimitado de Hille-Yosida de tipo negativo e

cujo domínio D(A) está contido num espaço de BanachX, f : [0,∞)×X0 → X é uma função

dada e X0 = D(A). Assim como no Capítulo 2 não faremos hipóteses sobre a densidade de

D(A). Os resultados desta subseção estão contidos nos artigos [17, 18, 19, 20].

Estudamos também existência de soluções assintoticamente compactas quase automórficas

e assintoticamente quase automórficas para a equação

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t ≥ 0,

u(0) = u0 ∈ X0

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear ilimitado de Hille-Yosida de tipo negativo

e cujo domínio D(A) está contido num espaço de Banach X, f : [0,∞) × X0 → X é uma

função dada e X0 = D(A). Os resultados desta subseção estão contidos nos artigos [21, 22].

Finalmente, na última seção do Capítulo 3, abordamos o problema da existência de

soluções pseudo compactas quase automórficas para a equações

u(t) =

∫ t

−∞
a(t− s)

[

Au(s) + f(s, u(s))
]

ds, t ∈ R

e existência de soluções assintoticamente compactas quase automórficas da equação integral

linear não homogênea

u(t) =

∫ t

0

a(t− s)
[

Au(s) + f(s, u(s))
]

ds, t ≥ 0,

onde, em ambas, a ∈ L1([0,∞)), A : D(A) ⊂ X → X é o gerador de uma família resolvente

integral {S(t)}t≥0 sobre um espaço de Banach complexo X e f : R ×X → X é uma função

dada. Os resultados desta seção estão contidos no artigo [4].
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Capítulo I

Preliminares
Sans les mathématiques on ne pénètre point au

fond de la philosophie. Sans la philosophie on ne

pénètre point au fond des mathématiques. Sans

les deux on ne pénètre au fond de rien.

— Leibniz

Apresentamos nesta seção alguns dos pré-requisitos para leitura deste trabalho. Pre-

tendemos com isso tornar o texto o mais auto suficiente possível. Porém, por motivo

de brevidade não faremos detalhes das demonstrações dos resultados aqui apresentados.

1.1 Funções periódicas e suas generalizações

O propósito desta subseção é relembrar as definições e enunciar algumas das propriedades

básicas da teoria de periodicidade que serão essenciais no decorrer deste trabalho. Supomos

do leitor o conhecimento de funções periódicas e também alguns conceitos e resultado básicos

de análise funcional.

Nesta subseção (X, ‖ · ‖) e (Y, ‖ · ‖) sempre serão espaços de Banach1. Representaremos

por C(R;X) o conjunto de todas funções contínuas definidas em R com valores em X. Seja

Cb(R;X) ⊂ C(R;X) o espaço de Banach de todas as funções contínuas e limitadas munido

da norma do supremo. De forma análoga, C([0,∞);X) é o conjunto das funções contínuas

f : [0,∞) → X e Cb([0,∞);X) ⊂ C([0,∞);X) é o espaço de Banach das funções contínuas e

limitadas.
1Com o intuito de de tornar o texto límpido não usaremos nenhum tipo de símbolo para diferenciar as normas de X e Y .

Alertamos apenas que o leitor deve estar atento para que não haja confusão.



DEFINIÇÃO 1.1 Uma função contínua f : R → X é chamada quase periódica se para todo

ǫ > 0 existe um l(ǫ) > 0 tal que todo intervalo de comprimento l(ǫ) contém um número τ

com a propriedade de que

‖f(t+ τ)− f(t)‖ ≤ ǫ

para todo t ∈ R. O conjunto de todas funções quase periódicas será denotado por AP (X).

Naturalmente funções quase periódicas são generalizações de funções periódicas con-

tínuas. Além disso, essa generalização não é trivial no sentido que o conjunto das funções

periódicas está propriamente contido em AP (X). Um exemplo de uma função quase per-

iódica que não é periódica é dado por (ver Figura 1.1)

f(t) = sin(t) + sin(
√
2t), (1.1)

t ∈ R. Em geral, se a, b ∈ R são não nulos, então a função g(t) = aeit + bei
√
2t é quase

periódica mas, não é periódica. De fato, se g fosse periódica chegaríamos ao absurdo de
√
2

ser um número racional.

Figura 1.1: Gráfico da função f(t) = sin(t) + sin(
√
2t)

Observamos que funções quase periódicas são uniformemente contínuas (ver [153]). Outro

fato importante é que o conjunto AP (X) com as operações usuais de soma de funções e mul-

tiplicação por um número real, constitui um espaço vetorial. Ademais, munindo tal espaço
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com norma do supremo, a qual como de costume será representada por ‖ · ‖∞, obtemos um

espaço de Banach. As principais propriedades de funções quase periódicas que utilizaremos

neste trabalho são dadas a seguir. Para uma demonstração citamos por exemplo os livros [89]

e [183]

PROPOSIÇÃO 1.1 As seguintes afirmações são válidas:

(i) λf + g ∈ AP (X), para todo λ ∈ C e todas f, g ∈ AP (X);

(ii) Se {fn}n∈N ⊂ AP (X) converge uniformemente para f , então f ∈ AP (X);

(iii) O conjunto imagem Rf = {f(t) : t ∈ R} é relativamente compacto; portanto f é

limitada;

(iv) A função t→ u(t)f(t) é quase periódica, sempre que u : R → C e f : R → X o são.

No seguinte resultado apresentamos uma caracterização de funções quase periódicas dev-

ida a Bochner (ver [153]).

PROPOSIÇÃO 1.2 Uma função f ∈ C(R;X) é quase periódica se, e somente se, para toda

sequência de números reais {s′n}n∈N existe uma subsequência {sn}n∈N ⊂ {s′n}n∈N tal que

{f(t+ sn)}n∈N converge uniformemente.

DEFINIÇÃO 1.2 Uma função f ∈ C(R;X) é chamada quase automórfica se para toda sequência

de números reais {s′n}n∈N existe uma subsequência {sn}n∈N ⊂ {s′n}n∈N tal que a função

g(t) := lim
n→∞

f(t+ sn) (1.2)

está bem definida para todo t ∈ R e

f(t) = lim
n→∞

g(t− sn). (1.3)

Representaremos por AA(X) o conjunto de todas funções f : R → X quase automórficas.

Quando as convergências em (1.2) e (1.3) são uniformes sobre qualquer subconjunto com-

pacto de R dizemos que a função f ∈ C(R;X) é compacta quase automórfica. O conjunto de

tais funções será denotado por AAc(X). Assim como as quase periódicas, funções compactas

quase automórficas são uniformemente contínuas.

OBSERVAÇÃO 1.1 Resultados análogos aos da Proposição 1.1 são válidos para funções quase

automórficas e funções compactas quase automórficas. Isto é, munindo AA(X) e AAc(X)
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com a norma do supremo estes se tornam espaços de Banach e o conjunto Rf = {f(t) : t ∈ R}
é relativamente compacto, sempre que f ∈ AA(X).

OBSERVAÇÃO 1.2 Segue-se da Proposição 1.2 que funções compactas quase automórficas gen-

eralizam as funções quase periódicas. Além disso, pela definição de funções quase automórfi-

cas é claro que AAc(X) ⊂ AA(X). Um exemplo típico de função quase automórfica que não

é compacta quase automórfica é dado por

g(t) = sin

(

1

2 + sin(t) + sin(
√
2t)

)

. (1.4)

De fato, observe que g não é uniformemente contínua (ver Figura 1.1).

Figura 1.2: Gráfico da função g(t) = sin
(

1
2+sin(t)+sin(

√
2t)

)

Portanto, se representarmos por Pω(X) o conjunto das funções ω-periódicas contínuas,

ω > 0, então as seguintes inclusões são válidas

Pω(X) ⊂ AP (X) ⊂ AAc(X) ⊂ AA(X) ⊂ Cb(R;X). (1.5)

A partir destes espaços de Banach construiremos outros que serão fundamentais em nosso

trabalho. Inicialmente trataremos da teoria assintótica. Para isso, seja C0([0,∞);X) o con-

junto de todas funções h : [0,∞) → X tais que limt→∞ h(t) = 0. É um fato bem conhecido
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que C0([0,∞);X) equipado com a norma do supremo é um espaço de Banach. O espaço das

funções assintoticamente ω-periódicas é o espaço de Banach dado pela soma

APω(X) := Pω(X)⊕ C0([0,∞);X).

Definimos o espaço de Banach das funções assintoticamente quase periódicas por

AAP (X) := AP (X)⊕ C0([0,∞);X).

De forma análoga, o espaço de Banach das funções assintoticamente compactas quase automórficas

é dado por

AAAc(X) := AAc(X)⊕ C0([0,∞);X).

Finalmente, o espaço das funções assintoticamente quase automórficas é o espaço de Banach

AAA(X) := AA(X)⊕ C0([0,∞);X).

Segue-se das inclusões (1.5) que

APω(X) ⊂ AAP (X) ⊂ AAAc(X) ⊂ AAA(X) ⊂ Cb(R;X). (1.6)

OBSERVAÇÃO 1.3 Em [107] os autores mostram uma condição suficiente para que uma função

f ∈ Cb([0,∞);X) seja assintoticamente ω-periódica. De fato, se existe uma sequência de

números naturais {nj}j∈N, com n1 = 1 e nj → ∞ quando j → ∞, tal que

sup
j∈N

(

nj+1 − nj

)

<∞

e

lim
t→∞

(

f(t+ njω)− f(t)
)

= 0

uniformemente para j ∈ N. Então f ∈ APω(X). Considere o subespaço de Cb([0,∞);X)

dado por

Sω(X) := {f ∈ Cb([0,∞);X) : lim
t→∞

(

f(t+ nω)− f(t)
)

= 0 uniformemente para n ∈ N}.

Não é difícil ver que Sω(X) é fechado. No Capítulo 2 estudaremos regularidade das soluções

de equações de evolução em Sω(X).

Considere agora o conjunto P0(X) ⊂ Cb(R;X) das funções Φ : R → X tais que

lim
r→∞

1

2r

∫ r

−r

‖Φ(t)‖dt = 0.
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Observamos que (P0(X), ‖ · ‖∞)2 é um espaço de Banach. Definimos o espaço de Banach das

funções pseudo ω-periódicas por

PPω(X) := Pω(X)⊕ P0(X).

O espaço das funções pseudo quase periódicas é o espaço de Banach dado por

PAP (X) := AP (X)⊕ P0(X).

O espaço de Banach das funções pseudo compactas quase automórficas é o espaço dado pela soma

PAAc(X) := AAc(X)⊕ P0(X).

Finalmente, espaço de Banach das funções pseudo quase automórficas é o espaço dado por

PAA(X) := AA(X)⊕ P0(X).

Levando em consideração queC0([0,∞);X) está estritamente contido em P0(X) e as inclusões

(1.5) e (1.6) obtemos o seguinte diagrama

Pω(X) AP (X) AAc(X) AA(X)

APω(X) AAP (X) AAAc(X) AAA(X)

PPω(X) PAP (X) PAAc(X) PAA(X)

Apresentaremos mais duas classes de funções abordadas neste trabalho. A saber as funções

S-assintoticamente periódicas e as pseudo quase periódicas com peso.

Começaremos com uma generalização do conjunto P0(X). Seja U o conjunto de todas as

funções ρ : R → (0,∞) que satisfazem as seguintes condições:

(i) ρ é contínua por partes;

(ii) ρ ∈ L1
loc(R).

De agora em diante, se ρ ∈ U e r > 0 fixaremos a notação

m(r, ρ) :=

∫ r

−r

ρ(t)dt.

2É comum chamar P0(X) de espaço ergódico. Isso é devido ao fato de que funções em P0(X) são funções ergódicas no sentido

de Birkhoff.
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Estamos particularmente interessados em funções ρ ∈ U tais que limr→∞m(r, ρ) = ∞.

Chamaremos uma tal ρ de função peso. Um exemplo simples de uma função peso é dada

pela função constante ρ(t) = 1, t ∈ R.

Considere os conjuntos

U∞ := {ρ ∈ U : lim
r→∞

m(r, ρ) = ∞ e lim inf
x→∞

ρ(x) > 0}

e

UB := {ρ ∈ U∞ : ρ é limitada}.

Seja ρ ∈ U∞. Definimos o espaço ergódico com peso como sendo o conjunto

P0(X, ρ) =

{

Φ ∈ Cb(R;X) : lim
r→∞

1

m(r, ρ)

∫ r

−r

‖Φ(t)‖ρ(t)dt = 0

}

.

OBSERVAÇÃO 1.4 Em [63] o autor mostra que P0(X, ρ) é um subespaço fechado de Cb(R;X),

isto é, (P0(X, ρ), ‖ · ‖∞) é um espaço de Banach. Obviamente, quando ρ(t) = 1, para todo

t ∈ R, recuperamos o espaço P0(X) definido anteriormente. Em geral, se ρ ∈ UB então

P0(X, ρ) = P0(X). Uma demonstração deste fato pode ser encontrada, por exemplo, nos

artigos [8, 62, 64].

A seguinte caracterização do conjunto P0(X, ρ) será de grande utilidade.

PROPOSIÇÃO 1.3 ([2]) Suponha que o peso ρ : R → (0,∞) é contínuo e φ ∈ Cb(R;X).

Então φ ∈ P0(X, ρ) se, e somente se, para qualquer ǫ > 0,

lim
r→∞

1

m(r, ρ)

∫

Mr,ǫ(φ)

ρ(t)dt = 0,

onde Mr,ǫ(φ) = {t ∈ [−r, r] : ‖φ(t)‖ ≥ ǫ}.

COROLÁRIO 1.1 ([124]) Seja φ ∈ Cb(R;X). Então φ ∈ P0(X) se, e somente se, para qualquer

ǫ > 0,

lim
r→∞

1

2r
mes(Mr,ǫ(φ)) = 0,

onde mes(·) denota a medida de Lebesgue.

DEFINIÇÃO 1.3 Seja ρ ∈ U∞. O espaço das funções pseudo quase periódicas com peso é o espaço

de Banach dado por

PAP (X, ρ) := AP (X)⊕ P0(X, ρ).

Segue-se da Observação 1.4 que funções pseudo quase periódicas com peso são mais gerais

do que funções pseudo quase periódicas.
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OBSERVAÇÃO 1.5 Seja V∞ o conjunto de todas funções pesos ρ : R → (0,∞) que são con-

tínuas e tais que

lim sup
s→∞

[

ρ(s+ τ)

ρ(s)

]

< +∞

e

lim sup
r→∞

[

m(r + τ, ρ)

m(r, ρ)

]

< +∞,

para todo τ ∈ R. Em [63] o autor mostra que se ρ ∈ V∞, então o espaço PAP (X, ρ) é

invariante por translações. Um exemplo desses pesos para os quais PAP (X, ρ) é invariante

por translações é dado por ρN (s) = (1 + s2)N , N ∈ N.

Relembramos agora o conceito e algumas propriedades das funções S-assintoticamente

periódicas.

DEFINIÇÃO 1.4 Uma função f ∈ Cb([0,∞);X) é chamada S-assintoticamente periódica se

existe um ω > 0 tal que

lim
t→∞

(

f(t+ ω)− f(t)
)

= 0.

Neste caso, dizemos que ω é um período assintótico de f . Representaremos por SAPω(X) o

conjunto das funções S-assintoticamente ω-periódicas.

Em [107] os autores mostraram que SAPω(X) equipado com a norma do supremo é um

espaço de Banach.

OBSERVAÇÃO 1.6 É importante salientar queAPω(X) ⊂ SAPω(X) estritamente. De fato, um

exemplo de função S-assintoticamente ω-periódica que não é assintoticamente ω-periódica é

dado da seguinte forma (ver Exemplo 3.1 de [107]). Seja X o espaço de Banach

c0 :=
{

{xn}n∈N ⊂ R : lim
n→∞

xn = 0
}

com a norma ‖{xn}n∈N‖ = supn∈N |xn|. Considere a função f : [0,∞) → X definida por

f(t) =

{

2nt

t2 + n2

}

n∈N

.

Para todo ω > 0 e todo t ≥ 1 temos a estimativa

‖f(t+ ω)− f(t)‖ ≤ ω

t
.

Logo, f ∈ SAPω(X) para todo ω > 0. Não obstante, se f = g + h ∈ APω(X) teríamos

obrigatoriamente g identicamente nula e portanto f = h, o que é um absurdo uma vez que

‖f(n)‖ = 1 para todo n ∈ N.
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Considerando essas duas novas classes de funções obtemos o seguinte diagrama atualizado

Pω(X) AP (X) AAc(X) AA(X)

SAPω(X) APω(X) AAP (X) AAAc(X) AAA(X)

PPω(X) PAP (X) PAAc(X) PAA(X)

PAP (X, ρ)

Neste trabalho manipularemos funções definidas sobre produtos cartesianos onde um

dos fatores é o conjunto dos números reais ou o conjunto dos números reais não nega-

tivos, de modo que precisamos ter uma noção das generalizações de periodicidade consider-

adas anteriormente para tais funções. Representaremos por C(R × Y ;X), respectivamente

C([0,∞) × Y ;X), o conjunto das funções continuas f : R × Y → X, respectivamente

f : [0,∞) × Y → X.

DEFINIÇÃO 1.5 Uma função f ∈ C(R × Y ;X) é chamada

(1) quase periódica se f(·, x) : R → X é quase periódica uniformemente para todo x em

subconjuntos compactos de Y .

(2) compacta quase automórfica se f(·, x) : R → X é compacta quase automórfica uniforme-

mente para todo x em subconjuntos limitados de Y .

(3) quase automórfica se f(·, x) : R → X é quase automórfica uniformemente para todo x em

subconjuntos limitados de Y .

O conjunto de tais funções será representado por AP (Y ;X), AAc(Y ;X) e AA(Y ;X), respec-

tivamente.

Seja C0([0,∞) × Y ;X) ⊂ C([0,∞) × Y ;X) o conjunto de todas funções contínuas h :

[0,∞) × Y → X tais que limt→∞ f(t, x) = 0 uniformemente para x em subconjuntos com-

pactos de Y .

DEFINIÇÃO 1.6 Uma função f ∈ C([0,∞)× Y ;X) é chamada

(1) assintoticamente quase periódica se existem funções g ∈ AP (Y ;X) e h ∈ C0([0,∞)×Y ;X)

tais que f(t, y) = g(t, y) + h(t, y) para todos t ≥ 0 e y ∈ Y .
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(2) assintoticamente compacta quase automórfica se existem funções g ∈ AAc(Y ;X) e h ∈
C0([0,∞)× Y ;X) tais que f(t, y) = g(t, y) + h(t, y) para todos t ≥ 0 e y ∈ Y .

(3) assintoticamente quase automórfica se existem funções g ∈ AA(Y ;X) e h ∈ C0([0,∞) ×
Y ;X) tais que f(t, y) = g(t, y) + h(t, y) para todos t ≥ 0 e y ∈ Y .

Analogamente, o conjunto de tais funções será representado por AAP (Y ;X), AAAc(Y ;X) e

AAA(Y ;X), respectivamente.

Seja P0(Y ;X; ρ) o conjunto das funções Φ ∈ C(R × Y ;X) tais que Φ(·, y) é limitado para

cada y ∈ Y e

lim
r→∞

1

m(r, ρ)

∫ r

−r

‖Φ(t, y)‖ρ(t)dt = 0, (1.7)

uniformemente em subconjuntos limitados de Y . Quando ρ(t) = 1, para todo t ∈ R, e

(1.7) é válido para todo y em subconjuntos limitados de Y representaremos este conjunto por

P0(Y ;X).

DEFINIÇÃO 1.7 Uma função f ∈ C(R × Y ;X) é chamada

(1) pseudo quase periódica se existem funções g ∈ AP (Y ;X) e Φ ∈ P0(Y ;X) tais que f(t, y) =

g(t, y) + Φ(t, y) para todos t ≥ 0 e y ∈ Y .

(2) pseudo quase periódica com peso se existem funções g ∈ AP (Y ;X) e Φ ∈ P0(Y ;X; ρ) tais

que f(t, y) = g(t, y) + Φ(t, y) para todos t ≥ 0 e y ∈ Y .

(3) pseudo compacta quase automórfica se existem funções g ∈ AAc(Y ;X) e Φ ∈ P0(Y ;X) tais

que f(t, y) = g(t, y) + Φ(t, y) para todos t ≥ 0 e y ∈ Y .

(4) pseudo quase automórfica se existem funções g ∈ AA(Y ;X) e Φ ∈ P0(Y ;X) tais que

f(t, y) = g(t, y) + Φ(t, y) para todos t ≥ 0 e y ∈ Y .

O conjunto de tais funções será representado por PAP (Y ;X), PAP (Y ;X; ρ), PAAc(Y ;X)

e PAA(Y ;X), respectivamente.

DEFINIÇÃO 1.8 Uma função contínua f : [0,∞) × Y → X é chamada uniformemente S-

assintoticamente ω-periódica sobre conjuntos limitados se para todo subconjunto limitado K

de Y , o conjunto {f(t, y) : t ≥ 0, y ∈ K} é limitado e limt→∞
(

f(t + ω, y) − f(t, y)
)

= 0,

uniformemente para y ∈ K.

DEFINIÇÃO 1.9 Uma função f : R×Y → X, respectivamente f : [0,∞)×Y → X, é chamada

uniformemente contínua sobre conjuntos limitados se para todo ǫ > 0 e todo subconjunto
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limitado K ⊂ Y existe δǫ,K > 0 tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ ǫ,

para todo t ∈ R, respectivamente t ≥ 0, e todos x, y ∈ K tais que ‖x− y‖ ≤ δǫ,K .

Finalmente, recordaremos a noção de função assintoticamente uniformemente contínua

sobre conjuntos limitados.

DEFINIÇÃO 1.10 Uma função contínua f : [0,∞) × Y → X é chamada assintoticamente

uniformemente contínua sobre conjuntos limitados se para todo ǫ > 0 e todo subconjunto

limitado K de Y , existe Lǫ, K ≥ 0 e δǫ, K > 0 tais que ‖f(t, x) − f(t, y)‖ ≤ ǫ para todo

t ≥ Lǫ, K e todos x, y ∈ K com ‖x− y‖ ≤ δǫ, K .

Os próximos resultados são de fundamental importância em nosso trabalho.

LEMA 1.1 ([89]) Sejam f ∈ AP (Y ;X) e u ∈ AP (Y ). Então f(·, u(·)) ∈ AP (X).

LEMA 1.2 ([68]) Seja f ∈ AAc(Y ;X) uma função uniformemente contínua sobre conjuntos

limitados. Se u ∈ AAc(Y ) então f(·, u(·)) ∈ AAc(X).

LEMA 1.3 ([125]) Seja f ∈ AA(Y ;X) uma função uniformemente contínua sobre conjuntos

limitados. Se u ∈ AA(Y ) então f(·, u(·)) ∈ AA(X).

LEMA 1.4 Seja f ∈ AAP (Y ;X) uma função uniformemente contínua sobre conjuntos limi-

tados. Se u ∈ AAP (Y ) então f(·, u(·)) ∈ AAP (X).

Demonstração: Seja f = g + h, com g ∈ AP (Y ;X) e h ∈ C0(Y ;X). Seja u = u1 + u2, com

u1 ∈ AP (Y ) e u2 ∈ C0([0,∞);Y ), observamos que

f(t, u(t)) = g(t, u1(t))+f(t, u(t))−g(t, u1(t)) = g(t, u1(t))+g(t, u(t))−g(t, u1(t))+h(t, u(t)).

Pelo Lema 1.1 segue-se que g(·, u1(·)) ∈ AP (X). Uma vez que u é uma função limitada e

h ∈ C0([0,∞)× Y ;X) obtemos que

lim
t→∞

‖h(t, u(t))‖ = 0.

Resta então mostrar que

g(·, u(·))− g(·, u1(·)) ∈ C0([0,∞);X).

Ora, existe um conjunto limitado K ⊂ X tal que u(t), u1(t) ∈ K, para todo t ≥ 0. Ademais,

para qualquer δ > 0 fixado existe T > 0 tal que ‖u(t) − u1(t)‖ = ‖u2(t)‖ ≤ δ, para todo

|t| > T . Então, dado ǫ > 0 temos que ‖g(t, u(t))− g(t, u1(t))‖ ≤ ǫ, para t > T .
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LEMA 1.5 ([68]) Seja f ∈ AAAc(Y ;X) uma função uniformemente contínua sobre conjuntos

limitados. Se u ∈ AAAc(Y ) então f(·, u(·)) ∈ AAAc(X).

LEMA 1.6 ([124, 125]) Seja f ∈ AAA(Y ;X) uma função uniformemente contínua sobre con-

juntos limitados. Se u ∈ AAA(Y ) então f(·, u(·)) ∈ AAA(X).

O seguinte lema de composição de funções pseudo quase periódicas com peso generaliza

o Teorema 3.7 de [62].

LEMA 1.7 ([2]) Suponha que o peso ρ : R → (0,∞) é contínuo e seja f ∈ PAP (Y,X, ρ) uma

função uniformemente contínua sobre conjuntos limitados tal que o conjunto {f(t, y) : t ∈ R

e y ∈ K} é limitado para todo subconjunto limitado K ⊂ Y . Se u ∈ PAP (Y, ρ), então

f(·, u(·)) ∈ PAP (X, ρ).

O próximo resultado é portanto uma consequência do lema anterior.

LEMA 1.8 Seja f ∈ PAP (Y,X) uma função uniformemente contínua sobre conjuntos limi-

tados. Suponha que o conjunto {f(t, y) : t ∈ R and y ∈ K} é limitado para todo subconjunto

limitado K ⊂ Y . Se u ∈ PAP (Y ), então f(·, u(·)) ∈ PAP (X).

LEMA 1.9 Seja f ∈ PAAc(Y ;X) uma função uniformemente contínua sobre conjuntos limi-

tados. Se u ∈ PAAc(Y ) então f(·, u(·)) ∈ PAAc(X).

Demonstração: Como f ∈ PAAc(Y ;X) e u ∈ PAAc(Y ), temos por definição que f = g+Φ

e u = u1 + u2, onde g ∈ AAc(Y ;X), Φ ∈ P0(Y ;X), u1 ∈ AAc(Y ) e u2 ∈ P0(Y ). Uma vez que

f é limitada, f(·, u(·)) ∈ Cb(R;X). Decompomos f da seguinte forma

f(·, u(·)) = g(·, u1(·)) + f(·, u(·))− f(·, u1(·)) + Φ(·, u1(·)).

Pelo Lema 1.2 obtemos que g(·, u1(·)) ∈ AAc(X). Portanto, resta mostrar que f(·, u(·)) −
f(·, u1(·)) e Φ(·, u1(·)) pertencem a P0(X). Um argumento idêntico ao usado no Teorema 2.4

de [125] garante essa última afirmação.

LEMA 1.10 ([107]) Seja f : [0,∞) × Y → X uma função uniformemente S-assintoticamente

ω-periódica sobre conjuntos limitados e assintoticamente uniformemente contínua sobre con-

juntos limitados. Se u : [0,∞) → Y é uma função S-assintoticamente ω-periódica, então a

função f(·, u(·)) ∈ SAPω(X).

LEMA 1.11 ([107]) Seja f : [0,∞) × Y → X uma função assintoticamente uniformemente

contínua sobre conjuntos limitados. Suponha que para todo subconjunto limitado K ⊂ Y ,

24



o conjunto {f(t, y) : t ≥ 0, y ∈ K} é limitado e limt→∞ ‖f(t + nω, y) − f(t, y)‖ = 0,

uniformemente para y ∈ K e n ∈ N. Se u ∈ Sω(Y ), então f(·, u(·)) ∈ Sω(X).

1.2 Elementos de Análise Funcional

1.2.1 Operadores de Hille-Yosida e espaços de extrapolação

Sejam (X, ‖ · ‖) e (Y, ‖ · ‖) espaços de Banach. Representaremos por L(X,Y ) o espaço

de todos operadores lineares limitados definidos em X com valores em Y equipado com a

topologia uniforme de operadores. Abreviaremos L(X) sempre que X = Y .

Recordaremos algumas propriedades básicas dos operadores de Hille-Yosida as quais são

ferramentas básicas em nosso trabalho.

DEFINIÇÃO 1.11 Sejam X um espaço de Banach e A um operador linear com domínio

D(A) ⊂ X. Dizemos que (A,D(A)) é um operador de Hille-Yosida sobreX se existem constantes

ν ∈ R e C ≥ 1 tais que (ν,∞) ⊂ ρ(A) e sup {(λ− ν)n‖(λ−A)−n‖ : n ∈ N, λ > ν} ≤ C.

Quando não houver perigo de ambiguidade diremos queA é um operador de Hille-Yosida.

Chamaremos de tipo de A o par (C,µ) onde µ é o ínfimo das constantes ν. Se µ pode ser

escolhido menor do que zero, então A é chamado de tipo negativo.

As condições da Definição 1.11 são as condições do Teorema de Hille-Yosida com exceção

da densidade do domínio de A. Observamos que a redução das condições de Hille-Yosida são

ilusórias quando X é reflexivo. De fato, temos o seguinte resultado devido a Kato [114].

PROPOSIÇÃO 1.4 Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear sobre um espaço de Banach

reflexivo X tal que existem constantes µ,C > 0 verificando as condições

λ > µ⇒ (λ−A)−1 ∈ L(X)

e

‖(λ−A)−1‖L(X) ≤
C

λ− µ
.

Então D(A) = X.

Seja (A,D(A)) um operador de Hille-Yosida, de tipo (C,µ), sobre X e seja X0 = D(A);

considereD(A0) = {x ∈ D(A) : Ax ∈ X0} e seja A0 : D(A0) ⊂ X0 → X0 o operador definido

por A0x = Ax. O seguinte resultado pode ser encontrado em [79].
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LEMA 1.12 O operadorA0 é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T0(t))t≥0 sobre X0

com ‖T0(t)‖ ≤ Ceµt, para todo t ≥ 0. Além disso, ρ(A) ⊂ ρ(A0) e R(λ,A0) = R(λ,A)|X0
,

para λ ∈ ρ(A).

A partir de agora, (A,D(A)) é um operador de Hille-Yosida de tipo negativo sobre X.

Segue-se portanto que 0 ∈ ρ(A), donde A−1 ∈ L(X). Observamos que a expressão ‖x‖−1 =

‖A−1
0 x‖ define uma norma em X0. O completamento de (X0, ‖ · ‖−1), denotado por X−1, é

chamado o espaço de extrapolação de X0 associado a A0. O espaçoX é um espaço intermediário

entre X0 e X−1 e

X0 →֒ X →֒ X−1.

Uma vez que A−1
0 T0(t) = T0(t)A

−1
0 , temos que

‖T0(t)x‖−1 ≤ ‖T0(t)‖L(X0)‖x‖−1

o que implica que T0(t) possui uma única extensão linear limitada T−1(t) para X−1. A família

de operadores (T−1(t))t≥0 é um C0-semigrupo sobreX−1, a qual será chamada de semigrupo ex-

trapolado de (T0(t))t≥0. Na sequência, (A−1,D(A−1)) é o gerador infinitesimal de (T−1(t))t≥0.

LEMA 1.13 ([149]) Sob as condições anteriores, as seguinte propriedades são verificadas:

(i) D(A−1) = X0 e ‖T−1(t)‖L(X−1) = ‖T0(t)‖L(X0) para todo t ≥ 0.

(ii) O operador A−1 : X0 → X−1 é a extensão contínua de

A0 : D(A0) ⊂ (X0, ‖ · ‖) → (X−1, ‖ · ‖−1).

(iii) Se λ ∈ ρ(A0), então (λ − A−1)
−1 existe e (λ − A−1)

−1 ∈ L(X−1). Em particular,

λ ∈ ρ(A−1) e R(λ,A−1)|X0
= R(λ,A0).

(iv) O espaço X0 = D(A) é denso em (X−1, ‖ · ‖−1). Portanto, o espaço de extrapolação

X−1 é também o completamento de (X, ‖ · ‖−1) e X →֒ X−1. Ademais, A−1 é uma

extensão de A para X−1. Em particular, se λ ∈ ρ(A), então R(λ,A−1)|X = R(λ,A) e

R(λ,A−1)X = D(A).

LEMA 1.14 ([138, 149]) Seja f ∈ L1
loc([0,∞);X). Então as seguintes propriedades são válidas

(i) T−1 ∗ f(t) =
∫ t

0
T−1(t− s)f(s)ds ∈ X0, para todo t ≥ 0.

(ii) ‖T−1 ∗ f(t)‖ ≤ Ceµt
∫ t

0
e−µs‖f(s)‖ds, onde C > 0 é independente de t e f .

(iii) A função t→
(

T−1 ∗ f
)

(t) é contínua.
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(iv) x(t) = T−1(t)x0 +
(

T−1 ∗ f
)

(t) é a única solução branda limitada em X0 da equação

x′(t) = Ax(t) + f(t), t ≥ 0;

x(0) = x0.

OBSERVAÇÃO 1.7 Um resultado análogo ao do Lema 1.14 é válido considerando f ∈ Cb(R;X)

(ver [15]).

1.2.2 Famílias resolventes integrais

A noção de família resolvente integral será uma ferramenta essencial em nossa abordagem

de equações integrais no Capítulo 3. Portanto, relembramos a seguir seu conceito e algumas

de suas propriedades.

Seja f ∈ L1
loc(R+,X). Relembramos que a transformada de Laplace de f é dada por

f̂(λ) :=

∫ ∞

0

e−λtf(t)dt, Reλ > ω,

onde a integral é absolutamente convergente para Reλ > ω.

DEFINIÇÃO 1.12 Seja A um operador linear fechado com domínio D(A) ⊆ X. Dizemos

que A é o gerador de uma família resolvente integral se existem ω ≥ 0 e uma função fortemente

contínua S : [0,∞) → L(X) tal que {1/â(λ) : Reλ > ω} ⊆ ρ(A) e

(

1

â(λ)
I −A

)−1

x =

∫ ∞

0

e−λtS(t)xdt, Reλ > ω, x ∈ X.

Nesse caso, S(t) é chamada a família resolvente integral gerada por A.

OBSERVAÇÃO 1.8 Devido a unicidade da transformada de Laplace, uma família resolvente

integral com a(t) ≡ 1 corresponde a um C0-semigrupo enquanto que uma família resolvente

integral com a(t) = t corresponde a uma família seno (ver [24, Section 3.15]).

Podemos estabelecer algumas relações entre a família resolvente integral e seu gerador (ver

[106, Proposition 2.2]).

PROPOSIÇÃO 1.5 Seja S(t) uma família resolvente integral sobre X com gerador A. As

seguintes propriedades são válidas:

(a) S(t)D(A) ⊆ D(A) e AS(t)x = S(t)Ax para todos x ∈ D(A) e t ≥ 0.
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(b) Sejam x ∈ D(A) e t ≥ 0. Então

S(t)x = a(t)x+

∫ t

0

a(t− s)AS(s)xds.

(c) Sejam x ∈ X e t ≥ 0. Então
∫ t

0

a(t− s)S(s)xds ∈ D(A)

e

S(t)x = a(t)x+A

∫ t

0

a(t− s)S(s)xds.

Em particular, S(0) = a(0)I.

1.2.3 Operadores setoriais e operadores solução

DEFINIÇÃO 1.13 Um operador linear fechado A : D(A) ⊂ X → X é chamado setorial de tipo

µ se existem 0 < θ < π/2, M > 0 e µ ∈ R tais que seu resolvente existe fora do setor

µ+ Sθ := {µ+ η : η ∈ C, |arg(−η)| < θ}

e

‖(λ− A)−1‖ ≤ M

|λ− µ| , λ /∈ µ+ Sθ.

Existe uma grande quantidade de trabalhos tratando de operadores setoriais. Para uma refer-

ência recente incluindo vários exemplos e propriedades citamos [98].

Recordamos a seguinte definição (cf [54, 55]).

DEFINIÇÃO 1.14 Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador setorial definido sobre um espaço

de Banach X. Chamaremos A de gerador de um operador solução se existe µ ∈ R e uma função

fortemente contínua Sα : R+ → L(X) tal que {λα : Reλ > µ} ⊂ ρ(A) e

λα−1(λα − A)−1x =

∫ ∞

0

e−λtSα(t)xdt, Reλ > µ, x ∈ X.

Nesse caso, Sα(t) é chamado operador solução gerado por A.

OBSERVAÇÃO 1.9 Se A é setorial de tipo µ com 0 ≤ θ < π(1 − α/2), então A é o gerador de

um operador solução dado por

Sα(t) :=
1

2πi

∫

γ

eλtλα−1(λα −A)−1dλ,
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onde γ é um caminho apropriado fora do setor µ+Sθ. Recentemente, Cuesta [44, Theorem 1]

provou que se A é um operador setorial de tipo µ < 0 para algumM > 0 e 0 ≤ θ < π(1−α/2)
então existe C > 0 tal que

‖Sα(t)‖L(X) ≤
CM

1 + |µ|tα , t ≥ 0. (1.8)

Observe que Sα(t) é de fato integrável.

O conceito de operador solução está intimamente relacionado ao conceito de família re-

solvente (ver Prüss [167, Capítulo I]). Para o caso escalar, onde existe uma vasta bibliografia,

citamos a monografia de Gripenberg e colaboradores [97]. Devido a unicidade da transfor-

mada de Laplace, no caso α = 1 a família Sα(t) corresponde a um C0-semigrupo, enquanto

que no caso α = 2 corresponde ao conceito de família coseno (ver Arendt e colaboradores [24]

e Fattorini [88]). Observamos que operadores solução, bem como famílias resolventes, são

uma caso particular de famílias (a, k)-regularizadas introduzidas em Lizama [130]. De acordo

com [130] um operador solução Sα(t) corresponde a uma família (1, t
α−1

Γ(α)
)-regularizada. O

seguinte resultado é uma consequência da Proposição 3.1 e do Lema 2.2 em [130].

PROPOSIÇÃO 1.6 Seja Sα(t) um operador solução sobre X com gerador A. Então, temos

que

(a) Sα(t)D(A) ⊂ D(A) e ASα(t)x = Sα(t)Ax para todos x ∈ D(A), t ≥ 0;

(b) Sejam x ∈ D(A) e t ≥ 0. Então

Sα(t)x = x+

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
ASα(s)ds;

(c) Sejam x ∈ X e t ≥ 0. Então
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
Sα(s)xds ∈ D(A)

e

Sα(t)x = x+A

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
Sα(s)xds.

Uma caracterização dos geradores de operadores solução, análoga ao Teorema de Hille-

Yosida para C0-semigrupos, pode ser diretamente deduzida de [130, Teorema 3.4].

1.3 Alguns teoremas de ponto fixo

Nesta seção relembramos os teoremas da teoria de ponto fixo que utilizamos neste tra-

balho. Começaremos relembrando a definição de ponto fixo.
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DEFINIÇÃO 1.15 Sejam X um espaço topológico e f : X → X uma função contínua. Um

ponto fixo para f é um elemento x ∈ X tal que f(x) = x.

Dados um espaço topológico X e uma função contínua f : X → X a existência de um

ponto fixo para f pode ser devida apenas a natureza do espaço X. Por exemplo, se X =

[a, b] ⊂ R, então segue-se do teorema do valor intermediário que toda função contínua f :

X → X possui ao menos um ponto fixo. Entretanto, neste trabalho estamos essencialmente

interessados em resultados que forneçam hipóteses sobre uma função contínua f : X → X de

modo que ela possua um ponto fixo. No decorrer desta subseção apresentamos alguns de tais

resultados.

DEFINIÇÃO 1.16 Sejam (X, d) e (Y, ρ) espaços métricos. Uma função f : X → Y para a qual

existe uma constante L > 0 tal que

ρ(f(x), f(z)) ≤ Ld(x, z),

para todos x, z ∈ X é chamada Lipschitziana. A constante L é chamada constante de Lipschitz

de f .

OBSERVAÇÃO 1.10 Observe que naturalmente uma função Lipschitziana é contínua. Quando

f : (X, d) → (Y, ρ) é Lipschitziana e a constante de Lipschitz L < 1 dizemos que f é uma

contração.

OBSERVAÇÃO 1.11 Sejam X e Y espaços vetoriais normados. Estaremos particularmente

interessados na situação onde f : I ×X → Y é uma função contínua que satisfaz a condição

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖,

para todos x, y ∈ X, t ∈ I, onde I = R ou I = [0,∞), e L : I → [0,∞) é uma função dada.

Nesta situação diremos também que f é uma função Lipschitziana.

A seguir enunciaremos o Principio da Contração de Banach. Esse resultado é um dos mais

simples e aplicados teoremas de ponto fixo.

TEOREMA 1.1 (PRINCIPIO DA CONTRAÇÃO DE BANACH) Seja (X, d) um espaço métrico com-

pleto e f : X → X uma contração. Então f possui um único ponto fixo.

Uma variação deste resultado é teorema a seguir, o qual nos permitirá considerar condições

um pouco mais gerais em nossos resultados nos capítulos 2 e 3.
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TEOREMA 1.2 (PRINCIPIO DOS ITERADOS) Seja (X, d) um espaço métrico completo e f :

X → X uma função contínua. Se para algum n ∈ N o iterado fn é uma contração, então f

possui um único ponto fixo.

Esses dois resultados são de grande utilidade nas aplicações e exemplos de nossos resulta-

dos nos capítulos 2 e 3. Porém, por tratarem apenas de contrações eles não cobrem situações

mais gerais e de grande interesse. Nesse sentido o resultado seguinte é muito útil.

TEOREMA 1.3 (ALTERNATIVA DE LERAY-SCHAUDER) Seja D um subconjunto fechado e con-

vexo de um espaço de Banach X tal que 0 ∈ D. Seja G : D → D uma função completamente

contínua. Então, G possui um ponto fixo em D ou o conjunto

{z ∈ D : z = λG(z), 0 < λ < 1}

é ilimitado.

A Alternativa de Leray-Schauder é uma consequência imediata e de grande importância

do teorema de ponto fixo conhecido na literatura como Alternativa Não linear de Schauder.

Para uma abordagem mais detalhada deste assunto nos referimos ao livro [95].

Para finalizar esta subseção faremos algumas considerações sobre subconjuntos compactos

de um espaço de Banach especial. Tais comentários serão de fundamental importância quando

precisarmos utilizar o Teorema 1.3. Seja X um espaço de Banach. Seja h : R → [1,∞) uma

função contínua tal que lim|t|→∞ h(t) = ∞. Considere o espaço

Ch(X) =

{

u ∈ C(R,X) : lim
|t|→∞

u(t)

h(t)
= 0

}

equipado com a norma

‖u‖h = sup
t∈R

‖u(t)‖
h(t)

.

Pode-se mostrar que (Ch(X), ‖ · ‖h) é um espaço de Banach. O próximo resultado estabelece

condições para que um subconjunto de Ch(X) seja relativamente compacto.

LEMA 1.15 ([106]) Um subconjunto K ⊆ Ch(X) é relativamente compacto se verifica as

seguintes condições:

(c-1) O conjunto K(t) = {u(t) : u ∈ K} é relativamente compacto em X para cada t ∈ R.

(c-2) O conjunto K é equicontínuo.

(c-3) Para cada ǫ > 0 existe L > 0 tal que ‖u(t)‖ ≤ ǫh(t) para todo u ∈ K e todo |t| > L.
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Seja agora h∗ : [0,∞) → [1,∞) uma função contínua tal que h∗(t) → ∞ as t → ∞.

Considere o espaço

Ch∗(X) =

{

u ∈ C([0,∞),X) : lim
t→∞

u(t)

h∗(t)
= 0

}

equipado com a norma

‖u‖h∗ = sup
t≥0

‖u(t)‖
h∗(t)

.

De forma análoga, pode-se mostrar que Ch∗(X) munido da norma ‖ · ‖h∗ é um espaço de

Banach. A cerca da compacidade dos subconjuntos de Ch∗(X) o seguinte resultado é de

grande valia.

LEMA 1.16 ([48]) Um subconjunto K ⊆ Ch∗(X) é relativamente compacto se verifica as

seguintes condições:

(c∗-1) O conjunto Kb = {u|[0,b] : u ∈ K} é relativamente compacto em C([0, b];X) para todo

b ≥ 0.

(c∗-2) limt→∞
‖u(t)‖
h∗(t)

= 0 uniformemente para todo u ∈ K.
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Capítulo II

Periodicidade e ergodicidade
para equações de evolução

Reductio ad absurdum is one of a mathemati-

cian’s finest weapons. It is a far finer gambit than

any chess gambit: a chess player may offer the

sacrifice of a pawn or even a piece, but a mathe-

matician offers the game.

—G. H. Hardy

2.1 Introdução

Neste capítulo estudamos existência de soluções S-assintoticamente ω-periódicas para

equações diferenciais semilineares de primeira ordem cuja parte linear é dada por um operador

de Hille-Yosida. Abordamos também o problema de existência de soluções assintoticamente

quase periódicas e pseudo quase periódicas com peso para equações integro-diferenciais fra-

cionárias e equações semilineares fracionárias, respectivamente.

2.2 Equações semilineares de primeira ordem

2.2.1 Soluções Brandas S-assintoticamente ω-periódicas

Nesta subseção estamos interessados em estudar periodicidade assintótica das soluções

brandas da equação semilinear de primeira ordem descrita sob a forma

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t ≥ 0, (2.1)

u(0) = u0 ∈ X0 (2.2)



onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear ilimitado de Hille-Yosida de tipo (C,µ) com

C ≥ 1, µ < 0 e cujo domínio D(A) está contido num espaço de Banach X. Não faremos su-

posições a respeito da densidade de D(A), contudo, o caso não denso desperta maior interesse

uma vez que nesta situação a teoria clássica de semigrupos não pode ser imediatamente apli-

cada. Relembramos que existe uma grande quantidade de equações diferenciais semilineares

cuja parte linear é dada por um operador de domínio não denso. Tais situações ocorrem por

exemplo fazendo-se restrições sobre o espaço onde a equação é considerada (por exemplo,

funções periódicas contínuas, funções Hölder contínuas) ou mediante condições de contorno

(por exemplo, o conjunto das funções contínuas com valor nulo na fronteira não é denso no

espaço das funções contínuas). As principais referências sobre este assunto são os artigos de

pesquisa R. Nagel e E. Sinestrari [149, 150], G. Da Prato e P. Grisvard [163] e G. Da Prato

e E. Sinestrari [164]. Consideramos também o caso de condição não local, isto é, quando a

condição inicial é da forma u(0) + g(u) = u0, com g : X → X uma função dada.

Recordamos que uma solução branda da equação (2.1)-(2.2) é uma função contínua u :

[0,∞) → X que satisfaz a equação integral

u(t) = T−1(t)u0 +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, u(s))ds, t ≥ 0.

TEOREMA 2.1 Seja f : [0,∞) × X0 → X uma função contínua tal que f(·, 0) é integrável

sobre [0,∞). Suponha que existe uma função integrável L : [0,∞) → [0,∞) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖

para todos x, y ∈ X0 e para t ≥ 0. Então a equação (2.1)-(2.2) possui uma única solução

branda S-assintoticamente ω-periódica para todo ω > 0.

Demonstração: Defina o operador F : SAPω(X0) → SAPω(X0) por

Fu(t) = T−1(t)u0 +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, u(s))ds =: T−1(t)u0 + v(t), t ≥ 0. (2.3)

Vamos mostrar que F está bem definido. Inicialmente observe que ‖T−1(t)u0‖ ≤ Ceµt‖u0‖.

Logo, limt→∞ T−1(t)u0 = 0 e portanto a função t → T−1(t)u0 pertence a SAPω(X0). Resta

então mostrar que v ∈ SAPω(X0). A continuidade e limitação de v é consequência do Lema

1.14. De fato, uma vez que para todo s ≥ 0 a estimativa

‖f(s, u(s))‖ ≤ ‖f(s, u(s))− f(s, 0)‖+ ‖f(s, 0)‖

≤ L(s)‖u(s)‖+ ‖f(s, 0)‖
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é válida, podemos concluir que a função s→ f(s, u(s)) é integrável sobre [0,∞). Agora, dado

ǫ > 0 fixemos a > 0 tal que
∫ ∞

a

‖f(s, u(s))‖ds ≤ ǫ

3C
.

Pela continuidade da função f(·, u(·)) segue-se que o conjunto

K = {f(s, u(s)) : 0 ≤ s ≤ a} ⊂ X

é compacto. Portanto, existe T = T (ǫ,K) > 0 tal que

‖
(

T−1(t+ ω)− T−1(t)
)

f(s, u(s))‖ ≤ ǫ

3a
,

para todos t > T e s ∈ [0, a]. Observe que, para t > a, podemos escrever

v(t+ ω)− v(t) =

∫ a

0

(

T−1(t+ ω − s)− T−1(t− s)
)

f(s, u(s))ds

+

∫ t+ω

a

T−1(t+ ω − s)f(s, u(s))ds−
∫ t

a

T−1(t− s)f(s, u(s))ds.

Portanto, para t > T + a temos

‖v(t+ ω)− v(t)‖ ≤
∫ a

0

‖
(

T−1(t+ ω − s)− T−1(t− s)
)

f(s, u(s))‖ds

+

∫ t+ω

a

‖T−1(t+ ω − s)f(s, u(s))‖ds+
∫ t

a

‖T−1(t− s)f(s, u(s))‖ds

≤
∫ a

0

ǫ

3a
ds+ C

∫ t+ω

a

‖f(s, u(s))‖ds+ C

∫ t

a

‖f(s, u(s))‖ds

≤
∫ a

0

ǫ

3a
ds+ 2C

∫ ∞

a

‖f(s, u(s))‖ds ≤ ǫ,

o que garante que v ∈ SAPω(X0). Portanto F : SAPω(X0) → SAPω(X0) está bem definido.

Ademais, para u1, u2 ∈ SAPω(X0), obtemos que

‖Fu1(t)− Fu2(t)‖ ≤ C

∫ t

0

eµ(t−s)L(s)ds‖u− v‖∞

≤ C

∫ t

0

L(s)ds‖u− v‖∞

≤ C‖L‖1‖u− v‖∞,

35



portanto,

‖(F2u1)(t)− (F2u2)(t)‖ ≤ C2

(
∫ t

0

L(s)

(
∫ s

0

L(τ)dτ

)

ds

)

‖u1 − u2‖∞

≤ C2

2

(
∫ t

0

L(τ)dτ

)2

‖u1 − u2‖∞

≤ (C‖L‖1)2
2

‖u1 − u2‖∞.

De forma geral, para n ∈ N, temos que

‖(Fnu1)(t)− (Fnu2)(t)‖ ≤ (C‖L‖1)n
n!

‖u1 − u2‖∞.

Uma vez que (C||L||1)n
n!

< 1 para n suficientemente grande, segue-se do teorema do ponto

fixo para iterados (Teorema 1.2) que F possui um único ponto fixo u ∈ SAPω(X0) e conse-

quentemente existe uma única solução branda S-assintoticamente ω-periódica para a equação

(2.1)-(2.2).

O Teorema anterior não cobre o caso onde a função f : [0,∞) ×X0 → X é L-Lipschitz,

isto é, quando existe uma constante L > 0 tal que f satisfaz a condição

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖

para todos x, y ∈ X0 e t ≥ 0. Para essa situação o próximo resultado será de grande im-

portância uma vez que ele garante a regularidade da convolução do semigrupo extrapolado

com funções S-assintoticamente ω-periódicas.

LEMA 2.1 Seja u ∈ SAPω(X). Então a função ṽ : [0,∞) → X0 definida por

ṽ(t) := (T−1 ∗ u)(t) =
∫ t

0

T−1(t− s)u(s)ds

é S-assintoticamente ω-periódica.

Demonstração: Como u ∈ SAPω(X0) segue-se do Lema 1.14 que ṽ ∈ Cb([0,∞);X0). Ade-

mais, dado ǫ > 0, podemos escolher L > 0 tal que ‖u(t + ω) − u(t)‖ ≤ ǫ para todo t ≥ L e
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C
∫∞
L
eµsds ≤ ǫ. Portanto, para t ≥ 2L obtemos que

‖ṽ(t+ ω)− ṽ(t)‖ ≤
∫ ω

0

‖T−1(t+ ω − s)‖‖u(s)‖ds+
∫ L

0

‖T−1(t− s)‖‖u(s+ ω)− u(s)‖ds

+

∫ t

L

‖T−1(t− s)‖‖u(s+ ω)− u(s)‖ds

≤ C‖u‖∞
∫ t+ω

t

eµsds+ 2C‖u‖∞
∫ t

L

eµsds

+ Cǫ

∫ ∞

0

eµsds ≤ ǫ

(

3‖u‖∞ +
C

−µ

)

.

Logo, segue-se que ṽ ∈ SAPω(X0).

TEOREMA 2.2 Seja f : [0,∞) ×X0 → X uma função uniformemente S-assintoticamente ω-

periódica sobre conjuntos limitados. Suponha que existe uma função L ∈ Cb([0,∞); [0,∞))

tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖,

para todos x, y ∈ X0 e t ≥ 0. Seja β(t) =
∫ t

0
eµ(t−s)L(s)ds. Se existe uma constante r > 0

tal que Cβ(t) ≤ r < 1 para todo t ≥ 0 então a equação (2.1)-(2.2) possui uma única solução

branda S-assintoticamente ω-periódica para todo ω > 0.

Demonstração: Defina F : SAPω(X0) → SAPω(X0) pela expressão (2.3). Ora, a função

T−1(·)u0 ∈ SAPω(X0). Além disso, se u ∈ SAPω(X0) então pelo Lema 1.10 segue-se que

f(·, u(·)) ∈ SAPω(X). O Lema 2.1 assegura que
∫ t

0

T−1(t− s)f(s, u(s))ds ∈ SAPω(X0).

Portanto, F está bem definido. Em contrapartida, se u1, u2 ∈ SAPω(X0) então

‖Fu1(t)− Fu2(t)‖ ≤
∫ t

0

‖T−1(t− s)
(

f(s, u1(s))− f(s, u2(s))
)

‖ds

≤ C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, u1(s))− f(s, u2(s))‖ds

≤ C

∫ t

0

eµ(t−s)L(s)‖u1(s)− u2(s)‖ds

≤ Cβ(t)‖u1 − u2‖∞ ≤ r‖u1 − u2‖∞.
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Logo, F é uma contração e consequentemente, pelo teorema do ponto fixo de Banach, existe

uma única solução branda S-assintoticamente ω-periódica para a equação (2.1)-(2.2).

O próximo resultado é uma consequência imediata do Teorema 2.2.

COROLÁRIO 2.1 Seja f : [0,∞) × X0 → X uma função uniformemente S-assintoticamente

ω-periódica sobre conjuntos limitados. Suponha que existe uma constante L > 0 tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖,

para todos x, y ∈ X0 e t ≥ 0. Se CL
−µ

< 1 então a equação (2.1)-(2.2) possui uma única solução

branda S-assintoticamente ω-periódica.

EXEMPLO 2.1 Sejam a : [0,∞) → R uma função contínua e ν ∈ R. Considere

G(t, x, u) =
∞
∑

n=0

ν

(2n+ 1)!

∫ x

0

a(t)(x− τ)2n+1u(t, τ)dτ

−
( ∞
∑

n=0

π2n+1

(2n+ 1)!

)−1( ∞
∑

n=0

x2n+1

(2n+ 1)!

) ∞
∑

n=0

ν

(2n+ 1)!

∫ π

0

a(t)(π − τ)2n+1u(t, τ)dτ.

Estamos essencialmente interessados em estudar existência de soluções S-assintoticamente ω-

periódicas para a seguinte equação diferencial parcial com condições de fronteira






















∂tu(t, x) = ∂2xu(t, x)− u(t, x) +G(t, x, u), t ≥ 0, x ∈ [0, π],

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, π],

(2.4)

onde u0 ∈ C([0, π];R), u0(0) = u0(π) = 0. Para tratar o problema (2.4) da forma abstrata

(2.1)-(2.2) considere X = C([0, π];R) e seja A o operador definido sobre o subespaço

D(A) = {u ∈ X : u′′ ∈ X,u(0) = u(π) = 0},

pela regra Au = u′′ − u. Em [164] os autores mostram que A é um operador de Hille-Yosida

de tipo (C,−1), com C > 0 e domínio não denso

D(A) = {u ∈ X : u(0) = u(π) = 0}.

Como de costume, fazendo u(t)(s) = u(t, s) e considerando a função

f(t, φ)(s) =
∞
∑

n=0

ν

(2n+ 1)!

∫ s

0

a(t)(s− τ)2n+1φ(τ)dτ

−
( ∞
∑

n=0

π2n+1

(2n+ 1)!

)−1( ∞
∑

n=0

s2n+1

(2n+ 1)!

) ∞
∑

n=0

ν

(2n+ 1)!

∫ π

0

a(t)(π − τ)2n+1φ(τ)dτ
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podemos reescrever a equação (2.4) na forma abstrata (2.1)-(2.2). Uma consequência imediata

do Corolário 2.1 é que se a ∈ SAPω(R) e vale a estimativa C supt∈[0,∞) |a(t)||ν| < 1 então

(2.4) possui uma única solução branda S-assintoticamente ω-periódica.

OBSERVAÇÃO 2.1 Considere o espaço

Sω(X) = {u ∈ Cb([0,∞);X) : lim
t→∞

(

u(t+ nω)− u(t)
)

= 0, uniformemente para n ∈ N}.

Pode-se mostrar que Sω(X) é um subespaço fechado de Cb([0,∞);X). Dado u ∈ Sω(X) seja

ṽ : [0,∞) → X a função definida no Lema 2.1. Com uma simples adaptação na demostração

do Lema 2.1 podemos mostrar que ṽ ∈ Sω(X0).

COROLÁRIO 2.2 Seja f : [0,∞) × X0 → X uma função contínua que satisfaz a condição de

Lipschitz do Corolário 2.1. Suponha que para todo subconjunto limitado K deX0, o conjunto

{f(t, x) : t ≥ 0, x ∈ K} é limitado e limt→∞
(

f(t+nω, x)− f(t, x)
)

= 0, uniformemente para

x ∈ K e n ∈ N. Se CL
−µ < 1, então a equação (2.1 )-(2.2) possui uma única solução branda em

Sω(X0).

Demonstração: Definimos o operador F sobre o espaço Sω(X0) por (2.3). Seja u ∈ Sω(X0),

mostraremos que Fu ∈ Sω(X0). Inicialmente observamos que T−1(t)x0 → 0 quando t → ∞,

então a função T−1(·)x0 ∈ Sω(X0). Resta mostrar que a função t→
∫ t

0
T−1(t− s)f(s, u(s))ds

pertence a Sω(X0). Pode-se mostrar que limt→∞ f(t+nω, u(t+nω))−f(t, u(t)) = 0, uniforme-

mente para n ∈ N. Pela Observação 2.1 segue-se que a função t →
∫ t

0
T−1(t− s)f(s, u(s))ds

pertence a Sω(X0). Finalmente, observe que F é uma CL
−µ

-contração. Portanto, segue do

teorema do ponto fixo de Banach que existe uma única solução branda em Sω(X0) para a

equação (2.1 )-(2.2).

OBSERVAÇÃO 2.2 Considere o problema (2.4). Uma aplicação do Corolário 2.2 é que se

limt→∞(a(t+ nω)− a(t)) = 0, uniformemente para n ∈ N e C supt∈[0,∞) |a(t)||ν| < 1, então

(2.4) possui uma solução branda assintoticamente ω-periódica.

Consideraremos agora o problema de Cauchy com condição não local

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t ≥ 0, (2.5)

u(0) + g(u) = u0, (2.6)

onde A e f são como antes e g : Cb([0,∞;X0) → X0 é uma função dada. Recentemente

alguns trabalhos propõem que condições do tipo (2.6) possuem melhor efeito nas aplicação
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físicas do que condições iniciais da forma u(0) = u0. Para uma abordagem mais precisa sobre

este tema citamos os trabalhos [14, 33, 77, 129, 144, 152]. Esta é a principal motivação para o

próximo resultado.

PROPOSIÇÃO 2.1 Seja f uma função que satisfaz as hipóteses do Corolário 2.1. Suponha

que g : Cb([0,∞);X0) → X0 satisfaz a condição de Lipschitz

‖g(u1)− g(u2)‖ ≤ Lg‖u1 − u2‖,

para todos u1, u2 ∈ Cb([0,∞);X0), onde Lg > 0 é uma constante. Se C
(

Lg +
L
−µ

)

< 1 então

o problema (2.5)-(2.6) possui uma única solução branda S-assintoticamente ω-periódica.

Demonstração: De fato, defina o operador F̃ : SAPω(X0) → SAPω(X0) por

F̃u(t) = T−1(t)
(

u(0) + g(u)) +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, u(s))ds, ∀ t ≥ 0.

Não é difícil ver que para cada u ∈ SAPω(X0) a função t → T−1(t)
(

u(0) + g(u)) pertence a

SAPω(X0). Um argumento similar ao da demonstração do Teorema 2.2 garante que
∫ t

0

T−1(t− s)f(s, u(s))ds

é uma função S-assintoticamente ω-periódica, de modo que F̃ está bem definido. Finalmente,

se u1, u2 ∈ SAPω(X0) então

‖F̃u1(t)− F̃u2(t)‖ ≤ ‖T−1(t)
(

g(u1)− g(u2)
)

‖+
∫ t

0

‖T−1(t− s)
(

f(s, u1(s))− f(s, u2(s))
)

‖ds

≤ CLg‖u1 − u2‖∞ + C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, u1(s))− f(s, u2(s))‖ds

≤ C

(

Lg‖u1 − u2‖∞ +

∫ t

0

eµ(t−s)L‖u1(s)− u2(s)‖ds
)

≤ C

(

Lg +
L

−µ

)

‖u1 − u2‖∞

Portanto, F̃ é uma contração donde segue-se, pelo teorema do ponto fixo de Banach, que

existe uma única solução branda S-assintoticamente ω-periódica do problema (2.5)-(2.6).

Estudaremos agora existência de soluções brandas S-assintoticamente ω-periódicas para

o problema (2.1)-(2.2) quando a função f não é do tipo Lipschitz. Nesse sentido o próximo

teorema é o principal resultado desta seção. A notação utilizada é compatível com a Subseção

1.3.
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TEOREMA 2.3 Seja f : [0,∞) × X0 → X uma função S-assintoticamente ω-periódica sobre

conjuntos limitados de X0 e assintoticamente uniformemente contínua sobre conjuntos limi-

tados de X0. Suponha que existe uma função contínua não decrescente Ω : [0,∞) → [0,∞)

tal que ‖f(t, x)‖ ≤ Ω(‖x‖) para todos x ∈ X0 e t ≥ 0. Se as seguintes condições são satisfeitas

(a) Para cada ν ≥ 0, limt→∞
1

h(t)

∫ t

0
eµ(t−s)Ω(νh∗(s))ds = 0;

(b) Para cada ǫ > 0 existe δ > 0 tal que para todos u, v ∈ Ch∗(X0), com ‖v − u‖h∗ ≤ δ,

tem-se que

C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, v(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ǫ,

para todo t ∈ [0,∞);

(c) Para todos b ∈ [0,∞) e r > 0, o conjunto

{f(s, h∗(s)x) : 0 ≤ s ≤ b, x ∈ X0, ‖x‖ ≤ r}

é relativamente compacto em X;

(d) lim infξ→∞
ξ

β(ξ)
> 1, onde

β(ν) :=

∥

∥

∥

∥

‖T−1(·)u0‖+ C

∫ ·

0

eµ(·−s)Ω(νh∗(s))ds

∥

∥

∥

∥

h∗

.

Então o problema (2.1)-(2.2) possui uma solução branda S-assintoticamente ω-periódica.

Demonstração: Defina o operador F sobre o espaço de Banach Ch∗(X0) pela expressão (2.3).

Se u ∈ Ch∗(X0), temos que

‖Fu(t)‖ ≤ ‖T−1(t)u0‖+
∫ t

0

‖T−1(t− s)f(s, u(s))‖ds

≤ C‖u0‖+ C

∫ t

0

eµ(t−s)Ω(‖u‖h∗h∗(s))ds.

Segue-se da condição (a) que F : Ch∗(X0) → Ch∗(X0) está bem definido. Afirmamos que

F é contínuo. De fato, dado ǫ > 0, considere δ > 0 assegurado pela condição (b). Se

u, v ∈ Ch∗(X0) são tais que ‖u− v‖h∗ ≤ δ, então

‖Fu(t)− Fv(t)‖ ≤
∫ t

0

‖T−1(t− s)
(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

‖ds

≤ C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds ≤ ǫ.

O objetivo agora será mostrar que F é completamente contínuo. Para isso usaremos o Lema

1.15. Seja Br(Ch∗(X0)) a bola com centro em 0 e raio r no espaço Ch∗(X0). Considere
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V = F(Br(Ch∗(X0))) e v = F(u) para u ∈ Br(Ch∗(X0)). Inicialmente vamos mostrar que

Vb(t) é um subconjunto relativamente compacto de X0 para cada t ∈ [0, b]. Ora, para todo

t ∈ [0, b]

v(t) = T−1(t)u0 +

∫ t

0

T−1(s)f(t− s, u(t− s))ds ∈ T−1(t)u0 + tco(K),

onde co(K) representa o fecho convexo do conjunto

K = {T−1(s)f(ξ, h
∗(ξ)x) : 0 ≤ s ≤ t, 0 ≤ ξ ≤ t, ‖x‖ ≤ r}.

Logo,

Vb(t) ⊆ T−1(t)u0 + tco(K).

Usando o fato de que T−1(·) é fortemente contínuo e a condição (c), segue-se que K é rel-

ativamente compacto e portanto Vb(t) também o é. O próximo passo é mostrar que Vb é

equicontínuo. Para todo t ≥ 0 podemos escrever

v(t+ s)− v(t) =
(

T−1(t+ s)− T−1(t)
)

u0 +

∫ t+s

t

T−1(t+ s− ξ)f(ξ, u(ξ))dξ

+

∫ t

0

(

T−1(ξ + s)− T−1(ξ)
)

f(t− ξ, u(t− ξ))dξ.

Dado ǫ > 0, podemos escolher δ1 > 0 tal que

∥

∥

∫ t+s

t

T−1(t+ s− ξ)f(ξ, u(ξ))dξ
∥

∥ ≤ C

∫ t+s

t

eµ(t+s−ξ)Ω(rh∗(ξ))dξ ≤ ǫ/3,

para s ≤ δ1. Além disso, como o conjunto {f(t− ξ, u(t − ξ)) : 0 ≤ ξ ≤ t, u ∈ Br(Ch∗(X0))}
é relativamente compacto e T−1(·) é fortemente contínua, podemos escolher δ2 > 0 e δ3 > 0

tais que

‖
(

T−1(t+ s)− T−1(t)
)

u0‖ ≤ ǫ/3, ∀ s ≤ δ2

e

‖
(

T−1(ξ + s)− T−1(ξ)
)

f(t− ξ, u(t− ξ))‖ ≤ ǫ

3(t+ 1)
, ∀ s ≤ δ3.

Combinando estas estimativas podemos garantir que ‖v(t+s)−v(t)‖ ≤ ε para s ≤ min{δ1, δ2, δ3}
independente de u ∈ Br(Ch∗(X0)).

Finalmente, segue da condição (a) que

‖v(t)‖
h∗(t)

≤ C‖u0‖
h∗(t)

+
C

h∗(t)

∫ t

0

eµ(t−s)Ω(rh∗(s))ds→ 0, t→ ∞,

e essa convergência é independente de u ∈ Br(Ch∗(X0)). Portanto, pelo Lema 1.16 obtemos

que V é relativamente compacto.
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Suponha que uλ(·) é uma solução da equação uλ(·) = λF(uλ(·)) para algum λ ∈ (0, 1).

Como

‖uλ(t)‖ = λ

∥

∥

∥

∥

T−1(t)u0 +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, uλ(s))ds

∥

∥

∥

∥

≤ ‖T−1(t)u0‖+ C

∫ t

0

eµ(t−s)Ω(‖uλ‖h∗h∗(s))ds

≤ β(‖uλ‖h∗)h∗(t),

temos que ‖uλ‖h∗

β(‖uλ‖h∗)
≤ 1. Pela condição (c) segue-se que o conjunto

{uλ : uλ = λF(uλ), λ ∈ (0, 1)}

é limitado. Pelos Lemas 1.10 e 2.1 segue-se que F(SAPω(X0)) ⊂ SAPω(X0) e consequente-

mente podemos considerarF : SAPω(X0) → SAPω(X0)
1. Pela Alternativa de Leray-Schauder,

Teorema 1.3, segue-se que F possui um ponto fixo u ∈ SAPω(X0). Considere uma sequência

{un}n∈N ⊂ SAPω(X0) tal que un → u em Ch∗(X0). Dado ǫ > 0 a condição (b) assegura a

existência de δ > 0 tal que se ‖v − u‖h∗ ≤ δ então

C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, v(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ǫ, ∀ t ≥ 0;

Ademais, existe n0 ∈ N tal que se n ≥ n0 então ‖un − u‖h∗ ≤ δ. Logo, para todos t ≥ 0 e

n ≥ n0 temos

‖Fun(t)− Fu(t)‖ ≤
∫ t

0

‖T−1(t− s)
(

f(s, un(s))− f(s, u(s))
)

‖ds

≤ C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, un(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ǫ,

implicando que

sup
t≥0

‖Fun(t)− Fu(t)‖ ≤ ǫ,

isto é, Fun → Fu uniformemente. Portanto u ∈ SAPω(X0) e a demonstração está finalizada.

EXEMPLO 2.2 Sejam λ uma constante positiva e 0 < β < 1. Considere

F (t, x, u) =

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=0

1

(2n+ 1)!

∫ x

0

∫ s

0

e−λt(s− τ)2n+1u(t, τ)dτds

1Note que o fecho do conjunto SAPω(X0) está sendo considerado com relação a Ch∗ (X0).

43



−
( ∞
∑

n=0

π2n+1

(2n+ 1)!

)−1( ∞
∑

n=1

x2n

(2n)!

) ∞
∑

n=0

1

(2n+ 1)!

∫ π

0

e−λt(π − τ)2n+1u(t, τ)dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

β

sinx.

Como consequência do teorema anterior vamos mostras que existe solução branda S-assinto-

ticamente ω-periódica para a seguinte equação diferencial parcial com condições de fronteira






















∂tu(t, x) = ∂2xu(t, x)− u(t, x) + F (t, x, u), t ≥ 0, x ∈ [0, π],

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, π],

(2.7)

onde u0 ∈ C([0, π];R), u0(0) = u0(π) = 0. Para tratar o problema (2.7) na forma abstrata

(2.1)-(2.2) considere X = C([0, π];R) e seja A o operador definido sobre o subespaço

D(A) = {u ∈ X : u′′ ∈ X,u(0) = u(π) = 0}.

pela regra Au = u′′ − u. Em [164] os autores mostram que A é um operador de Hille-Yosida

de tipo (C,−1), com C > 0, com domínio não denso

D(A) = {u ∈ X : u(0) = u(π) = 0}.

Como de costume, fazendo u(t)(s) = u(t, s) e definindo a função

f(t, φ)(ξ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=0

1

(2n+ 1)!

∫ ξ

0

∫ s

0

e−λt(s− τ)2n+1φ(τ)dτds

−
( ∞
∑

n=0

π2n+1

(2n+ 1)!

)−1( ∞
∑

n=1

ξ2n

(2n)!

) ∞
∑

n=0

1

(2n+ 1)!

∫ π

0

e−λt(π − τ)2n+1φ(τ)dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

β

sin ξ.

podemos reescrever a equação (2.7) na forma abstrata (2.1)-(2.2). Pelo Teorema 2.3 podemos

garantir que o problema (2.7) possui uma solução branda S-assintoticamente ω-periódica. De

fato, daremos uma breve ideia da demonstração deste fato. As estimativas

‖f(t, φ)‖∞ ≤ πβ‖φ‖β , φ ∈ X0, t ≥ 0,

e

‖f(t+ ω, φ) − f(t, φ)‖∞ ≤
(

1

eλ(t+ω)
+

1

eλt

)

πβ‖φ‖β , φ ∈ X0, t ≥ 0,

garantem que f : [0,∞) × X0 → X é uma função S-assintoticamente ω-periódica sobre

conjuntos limitados. Por outro lado, como

‖f(t, φ1)− f(t, φ2)‖∞ ≤ πβ

eλt
‖φ1 − φ2‖β , t ≥ 0, φ1, φ2 ∈ X0,
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segue-se que f é assintoticamente uniformemente contínua sobre conjuntos limitados. Uma

vez que f(t, 0) = 0, obtemos que

‖f(t, φ)‖∞ ≤ πβ

eλt
‖φ‖β ≤ πβ ‖φ‖β , φ ∈ X0, t ≥ 0.

Portanto, podemos tomar Ω(ξ) = πβξβ . Considerando h∗(t) = eλt, u, v ∈ Ch∗(X0), podemos

inferir que

1

h∗(t)

∫ t

0

eµ(t−s)Ω(νh∗(s))ds ≤ νβ

−µ · 1

eλ(1−β)t
→ 0, t→ ∞, 0 < β < 1,

e
∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, v(s))− f(s, u(s))‖∞ds ≤
πβ

−µ‖v − u‖βh, t ≥ 0.

Portanto, as condições (a) e (b) do Teorema 2.3 são satisfeitas. Um cálculo direto mostra que

lim infξ→∞
ξ

β(ξ) > 1. Finalmente, como ‖f(s, eλsφ)‖∞ ≤ πβrβ e

|f(s, eλsφ)(ξ)− f(s, eλsφ)(ξ′)| ≤ rβπβ |ξ − ξ′|+ rβ|ξ − ξ′|β ,

segue-se do Teorema de Arzelá-Ascoli que o conjunto

{f(s, eλsφ) : 0 ≤ s ≤ b, φ ∈ X0, ‖φ‖ ≤ r}

é relativamente compacto. Logo, todas hipóteses do Teorema 2.3 são satisfeitas e então o

problema (2.7) possui ao menos uma solução branda S-assintoticamente ω-periódica.

2.3 Equações diferenciais fracionárias

2.3.1 Soluções brandas assintoticamente quase periódicas

Nesta seção estudaremos existência de soluções assintoticamente quase periódicas para a

equação fracionária semilinear

u′(t) =

∫ t

0

(t− s)α−2

Γ(α− 1)
Au(s)ds+ f(t, u(t)), t ≥ 0, (2.8)

u(0) = u0 ∈ X, (2.9)

onde 1 < α < 2, A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear de tipo setorial densamente

definido sobre um espaço de Banach complexo X e f : [0,∞) ×X → X é uma função dada.

Equações fracionárias tem despertado o interesse em várias áreas da ciência devido a sua

grande quantidade de aplicações. Em particular, muitos trabalhos estudando as propriedades
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das soluções da equação (2.8)-(2.9) tem surgido recentemente em vários contextos, por exem-

plo, sobre regularidade maximal a excelente monografia de J. Prüss [167], com respeito ao

comportamento assintótico o artigo de E. Cuesta [44] e referente a periodicidade os artigos

[17, 54, 55].

Começamos relembrando a definição de solução branda para a equação (2.8)-(2.9).

DEFINIÇÃO 2.1 ([54]) Seja A o gerador de um operador solução integrável Sα(t). Uma

função contínua u : [0,∞) → X satisfazendo

u(t) = Sα(t)u0 +

∫ t

0

Sα(t− s)f(s, u(s))ds, ∀ t ≥ 0, (2.10)

é chamada solução branda da equação (2.8)-(2.9).

Os seguintes lemas serão fundamentais nesta subseção.

LEMA 2.2 Suponha que A é setorial de tipo µ < 0. Se g ∈ AP (X) e Λg é dado por

(Λg)(t) =

∫ t

−∞
Sα(t− s)g(s)ds, t ∈ R, (2.11)

então Λg ∈ AP (X).

Demonstração: Dado ǫ > 0, existe l(ǫ) > 0 tal que todo intervalo de comprimento l(ǫ)

contém um número τ tal que ‖g(t+ τ)− g(t)‖ ≤ ǫ para cada t ∈ R. Segue-se portanto que

‖Λg(t+ τ)− Λg(t)‖ ≤
∫ ∞

0

‖Sα(s)‖‖g(t− s+ τ)− g(t− s)‖ds

≤
(

CM

∫ ∞

0

1

1 + |µ|sα ds
)

ǫ

=
CM |µ|−1/αǫπ

α sin(π/2)

donde Λg ∈ AP (X).

LEMA 2.3 Suponha que A é setorial de tipo µ < 0. Seja f ∈ AAP (X); se Λ∗f é a função

dada por

(Λ∗f)(t) =

∫ t

0

Sα(t− s)f(s)ds, t ≥ 0. (2.12)

Então Λ∗f ∈ AAP (X).

Demonstração: Seja f = g + Φ, onde g ∈ AP (X) e Φ ∈ C0([0,∞),X). Temos que Λ∗f(t) =

G∗(t) +H∗(t), onde

G∗(t) :=

∫ t

−∞
Sα(t− s)g(s)ds, t ∈ R, (2.13)
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e

H∗(t) :=

∫ t

0

Sα(t− s)Φ(s)ds−
∫ 0

−∞
Sα(t− s)g(s)ds. (2.14)

Segue do lema anterior que G∗ ∈ AP (X). Resta então mostrar que H∗ ∈ C0([0,∞),X). Uma

vez que Φ ∈ C0([0,∞),X), para cada ǫ > 0 existe uma constante T > 0 tal que ‖Φ(s)‖ ≤ ǫ

para todo s ≥ T . Então, para t ≥ 2T , obtemos que

‖H∗(t)‖ ≤ CM‖Φ‖∞
∫ t/2

0

1

1 + |µ|(t− s)α
ds+ ǫCM

∫ t

t/2

1

1 + |µ|(t− s)α
ds

+ CM‖g‖∞
∫ 0

−∞

1

1 + |µ|(t− s)α
ds

≤ CM(‖Φ‖∞ + ‖g‖∞)

∫ ∞

T

1

1 + |µ|sα ds+
CM |µ|−1/αǫπ

α sin(π/α)
.

Portanto, limt→∞H∗(t) = 0, isto é, H∗ ∈ C0([0,∞),X).

TEOREMA 2.4 Suponha que A é setorial de tipo µ < 0. Seja f ∈ AAP (X;X) e suponha que

existe uma função integrável limitada Lf : [0,∞) → [0,∞) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ Lf (t)‖x− y‖, ∀ x, y ∈ X,∀ t ≥ 0. (2.15)

Então o problema (2.8)-(2.9) possui uma única solução branda assintoticamente quase per-

iódica.

Demonstração: Defina o operador Fα sobre o espaço AAP (X) pela regra

(Fαu)(t) = Sα(t)u0 +

∫ t

0

Sα(t− s)f(s, u(s))ds := Sα(t)u0 + vα(t). (2.16)

Mostraremos inicialmente que Fαu ∈ AAP (X). De fato, a estimativa (1.8) implica que

Sα(·)u0 ∈ AAP (X). Além disso, o Lema 1.4 assegura que a função s → f(s, u(s)) é ass-

intoticamente quase periódica. Pelo Lema 2.3, segue-se que vα ∈ AAP (X) e portanto o

operador

Fα : AAP (X) → AAP (X)

está bem definido. Sejam u, v ∈ AAP (X) e defina Cα := supt≥0 ‖Sα(t)‖L(X). Temos que

‖Fαu1(t)− Fαu2(t)‖ ≤ Cα

∫ t

0

L(s)ds‖u− v‖∞

≤ Cα‖L‖1‖u− v‖∞,
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portanto,

‖(F2
αu1)(t)− (F2

αu2)(t)‖ ≤ C2
α

(
∫ t

0

L(s)

(
∫ s

0

L(τ)dτ

)

ds

)

‖u1 − u2‖∞

≤ C2
α

2

(
∫ t

0

L(τ)dτ

)2

‖u1 − u2‖∞

≤ (Cα‖L‖1)2
2

‖u1 − u2‖∞.

De forma geral, para n ∈ N,

‖Fn
αu− Fn

αv‖∞ ≤ (Cα‖Lf‖1)n
n!

‖u− v‖∞.

Uma vez que (Cα||L||1)n
n!

< 1 segue-se do principio dos iterados que Fα possui um único ponto

fixo em AAP (X).

Uma consequência imediata deste teorema é dada a seguir.

PROPOSIÇÃO 2.2 Suponha que A é setorial de tipo µ < 0. Seja f ∈ AAP (X;X) uma função

que satisfaz a condição de Lipschitz

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖,

para todos x, y ∈ X e t ≥ 0. Se CM |µ|−1/απL < α sinπ/α, onde C e M são as constantes

dadas em (1.8), então o problema (2.8)-(2.9) possui uma única solução branda assintotica-

mente quase periódica.

EXEMPLO 2.3 Seja a : [0,∞) → R uma função assintoticamente quase periódica. Estu-

daremos existência e unicidade de soluções brandas assintoticamente quase periódicas para a

equação diferencial fracionária

∂

∂t
u(t, ξ) = Jα−1

t

(

∂2

∂ξ2
− ν

)

u(t, ξ) + a(t)f(u(t, ξ)), t ≥ 0, ξ ∈ [0, π], (2.17)

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0, (2.18)

u(0, ξ) = u0(ξ), ξ ∈ [0, π], (2.19)

onde u0 ∈ L2[0, π], f é uma função dada e

Jα−1
t g(t) =

∫ t

0

(t− s)α−2

Γ(α− 1)
g(s)ds.
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Suponha que existe uma constante Lf > 0 tal que

|f(x)− f(y)| ≤ Lf |x− y|

para todos x, y ∈ R. Se

‖a‖∞ ≤ α sin(π/α)

CM |ν|−1/απLf
,

então o problema (2.17)-(2.19) possui uma única solução branda assintoticamente quase per-

iódica. De fato, Se escolhermos X = L2[0, π] e A o operador definido sobre o subespaço

D(A) =
{

u ∈ L2[0, π] : u′′ ∈ L2[0, π], u(0) = u(π) = 0
}

pela regraAu = u′′−νu, podemos reescrever o problema (2.17)-(2.19) na forma abstrata (2.8).

Ademais, as hipóteses sobre a e f asseguram que as condições da Proposição 2.2 são verificas.

Fazendo A = −ραI com ρ > 0 e X = C na equação (2.8), temos o seguinte resultado.

COROLÁRIO 2.3 Seja f ∈ AAP (C,C) uma função que satisfaz a condição de Lipschitz

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖,

para todos x, y ∈ C e t ≥ 0. Então a equação (2.8)-(2.9) possui uma única solução assintoti-

camente quase periódica, sempre que L < α sinπ/α
ρπ .

TEOREMA 2.5 Suponha que A é setorial de tipo µ < 0. Seja f ∈ AAP (X;X) e suponha que

existe uma função contínua e não decrescente L : [0,∞) → [0,∞) tal que para cada número

positivo R, e x, y ∈ X, ‖x‖ ≤ R, ‖y‖ ≤ R, temos

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(R)‖x− y‖, ∀t ≥ 0,

onde L(0) = 0 e f(t, 0) = 0 para t ≥ 0, então existe ǫ > 0 tal que para cada u0 com ‖u0‖ ≤ ǫ,

existe uma única solução branda assintoticamente quase periódica para a equação (2.8)-(2.9).

Demonstração: Sejam R > 0 e 0 < λ < 1 tais que CM(λ+ |µ|−1/απL(R)/α sin(π/α)) < 1.

Mostraremos que o teorema é válido para ǫ = λR. De fato, consideremos u0 tal que ‖u0‖ ≤ ǫ.

Considere o espaço

Du0
= {u ∈ AAP (X) : u(0) = u0, ‖u‖∞ ≤ R}

equipado com a métrica d(u, v) = ‖u− v‖∞. Definimos o operador Fα sobre Du0
por (2.16).

Para todo u ∈ Du0
temos que

‖Fαu(t)‖ ≤ CM(λ+ |µ|−1/απL(R)/α sin(π/α))R ≤ R,
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isto é,

Fα(Du0
) ⊂ Du0

.

Por outro lado, para u1, u2 ∈ Du0
obtemos que

‖Fαu1(t)− Fαu2(t)‖ ≤ CM

∫ t

0

L(R)‖u1(s)− u2(s)‖
1 + |µ|(t− s)α

ds

≤ CM |µ|−1/απL(R)

α sin(π/α)
‖u1 − u2‖∞

≤ (1− CMλ)‖u1 − u2‖∞.

Como 1− CMλ < 1, segue-se que Fα é uma (1− CMλ)-contração.

EXEMPLO 2.4 Consideremos a equação diferencial fracionária

∂

∂t
u(t, ξ) = Jα−1

t

(

∂2

∂ξ2
− ν

)

u(t, ξ) + a(t)

(

∫ ξ

0

u(t, τ)dτ

)2

, t ≥ 0, ξ ∈ [0, π], (2.20)

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0, (2.21)

u(0, ξ) = u0(ξ), ξ ∈ [0, π]. (2.22)

Como consequência do Teorema 2.5, temos o seguinte resultado.

COROLÁRIO 2.4 Suponha que a(·) é uma função assintoticamente quase periódica. Então,

existe ǫ > 0 tal que para cada u0 com ‖u0‖L2 ≤ ǫ, existe uma única solução branda assintoti-

camente quase periódica para o problema (2.20)-(2.22).

Demonstração: De fato, a equação (2.20) pode ser expressa como uma equação abstrata da

forma (2.8), onde

f(t, φ)(ξ) = a(t)

(

∫ ξ

0

φ(τ)dτ

)2

,

t ≥ 0 e φ ∈ L2[0, π]. Observe que

‖f(t, φ1)− f(t, φ2)‖L2 ≤ ‖a‖∞π3/2(‖φ1‖L2 + ‖φ2‖L2)‖φ1 − φ2‖L2 ,

para todos t ≥ 0 e φ1, φ2 ∈ L2[0, π]. Portanto, a perturbação é localmente Lipschitz. O

resultado segue então do Teorema 2.5, uma vez que f é assintoticamente quase periódica.

Para finalizar esta subseção estudaremos existência de solução branda assintoticamente

quase periódica para a equação (2.8)-(2.9) quando f não é do tipo Lipschitz. A demostração

deste resultado segue as ideias da demostração do Teorema 2.3.
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TEOREMA 2.6 Suponha que A é setorial de tipo µ < 0. Seja f ∈ AAP (X;X) uma função

que satisfaz as seguintes condições:

(H*1) Existe uma função contínua não decrescente W : [0,∞) → [0,∞) tal que ‖f(t, x)‖ ≤
W (‖x‖) para todos t ≥ 0 e x ∈ X.

(H*2) f(t, x) é uniformemente contínua sobre conjuntos limitados.

(H*3) Para cada ν ≥ 0,

lim
t→∞

1

h∗(t)

∫ t

0

W (νh∗(s))

1 + |µ|(t− s)α
ds = 0,

onde h∗ verifica as condições do Lema 1.16. Seja

β∗(ν) := sup
t≥0

1

h∗(t)

(

‖Sα(t)u0‖+ CM

∫ t

0

W (νh∗(s))

1 + |µ|(t− s)α
ds

)

,

onde C e M são as constantes dadas em (1.8).

(H*4) Para cada ǫ > 0 existe δ > 0 tal que para todos u, v ∈ Ch∗(X), ‖u− v‖h∗ ≤ δ tem-se

sup
t≥0

∫ t

0

‖f(s, v(s))− f(s, u(s))‖
1 + |µ|(t− s)α

ds ≤ ǫ.

(H*5) Para todos 0 ≤ a ≤ b, e r > 0, o conjunto

{f(s, h∗(s)x) : a ≤ s ≤ b, x ∈ X, ‖x‖ ≤ r}

é relativamente compacto em X.

(H*6) lim infξ→∞
ξ

β∗(ξ) > 1.

Então a equação (2.8)-(2.9) possui uma solução branda assintoticamente quase periódica.

Demonstração: Defina o operador Fα sobre Ch∗(X) por (2.16). Mostraremos que Fα possui

um ponto fixo em AAP (X). Inicialmente observe que Fα está bem definido. De fato, para

u ∈ Ch∗(X), temos que

‖Fαu(t)‖ ≤ ‖Sα(t)u0‖+
∫ t

0

‖Sα(t− s)f(s, u(s))‖ds

≤ CM‖u0‖+ CM

∫ t

0

W (‖u‖h∗h∗(s))

1 + |µ|(t− s)α
ds

Segue de (H*3) que Fα : Ch∗(X) → Ch∗(X). Segue da condição (H*4) que Fα é uma função

contínua.

Mostraremos agora que Fα completamente contínuo. Sejam V = Fα(Br(Ch∗(X))) e

v = Fα(u) para u ∈ Br(Ch∗(X)). Afirmamos que Vb(t) é um subconjunto relativamente

compacto de X para cada t ∈ [0, b]. De fato, pela condição (H*5) temos que

K = {Sα(s)f(ξ, h(ξ)x) : 0 ≤ s ≤ t, 0 ≤ ξ ≤ t, ‖x‖ ≤ r}
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é relativamente compacto. Além disso, Vb(t) ⊂ Sα(t)u0+tc(K), donde segue nossa afirmação.

Pela decomposição

v(t+ s)− v(t) = (Sα(t+ s)− Sα(t))u0 +

∫ t+s

t

Sα(t+ s− ξ)f(ξ, u(ξ))dξ

+

∫ t

0

(Sα(ξ + s)− Sα(ξ))f(t− ξ, u(t− ξ))dξ,

segue-se que Vb é equicontínuo. Além disso, pode-se mostrar que limt→∞
‖v(t)‖
h∗(t) = 0 uni-

formemente para u ∈ Br(Ch∗(X)). Pelo Lema 1.16, temos então que V é um subconjunto

relativamente compacto de Ch∗(X).

Note que {uλ : uλ = λFα(u
λ), λ ∈ (0, 1)} é um conjunto limitado. De fato, isto segue da

condição (H*6) e da estimativa

‖uλ‖h∗ ≤ β∗(‖uλ‖h∗).

Segue-se dos Lemas 1.4 e 2.3, que AAP (X) é invariante por Fα. De forma similar a de-

mostração do Teorema 2.3 segue-se que existe uma solução branda assintoticamente quase

periódica para a equação (2.8)-(2.9).

2.3.2 Soluções brandas pseudo quase periódicas com peso

Esta subseção é dedicada ao estudo de soluções pseudo quase periódicas com peso para a

seguinte equação semilinear fracionária

Dα
t u(t) = Au(t) +Dα−1

t f(t, u(t)), t ∈ R, (2.23)

onde 1 < α < 2, A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear densamente definido de tipo

setorial sobre um espaço de Banach complexo X e f : R × X → X é uma função dada.

A derivada fracionária será no sentido de Riemann-Liouville. Para propriedades do cálculo

fracionário e suas aplicações em diversos campos da ciência sugerimos ao leitor os textos de

R. Gorenflo e F. Mainard [93, 94] e suas referências.

Antes de enunciarmos nossos resultados, recordaremos a definição de solução branda para

a equação (2.23).

DEFINIÇÃO 2.2 ([18]) Suponha que A gera uma operador solução integrável Sα(t). Uma

função contínua u : R → X satisfazendo a equação integral

u(t) =

∫ t

−∞
Sα(t− s)f(s, u(s))ds, ∀ t ∈ R, (2.24)
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é chamada de solução branda para a equação(2.23).

O próximo lema é fundamental para nossos propósitos.

LEMA 2.4 Seja ρ ∈ V∞. Suponha que A é setorial de tipo ω < 0. Se f : R → X é uma

função ρ-pseudo quase periódica e Λf é a função dada por

Λf(t) :=

∫ t

−∞
Sα(t− s)f(s)ds.

Então Λf ∈ PAP (X, ρ).

Demonstração: Observe inicialmente que por (1.8) a seguinte estimativa é válida

‖Λf(t)‖ ≤
∫ t

−∞
‖Sα(t− s)f(s)‖ds

≤
∫ t

−∞

CM

1 + |ω|(t− s)α
‖f(s)‖ds

=
CM |ω|−1/απ‖f‖∞

α sin(π/α)
.

Portanto,

‖Λf‖∞ ≤ CM |ω|−1/απ‖f‖∞
α sin(π/α)

.

Temos então que Λf ∈ Cb(R,X). Por outro lado, podemos escrever f = g + φ, onde g ∈
AP (X) e φ ∈ PAP0(X, ρ). Pelo Lema 2.2, Λg ∈ AP (X). Resta então mostrar que Λφ ∈
PAP0(X, ρ). Para T > 0, vemos que

1

m(T, ρ)

∫ T

−T

∥

∥

∥

∥

∫ ∞

0

Sα(s)φ(t− s)ds

∥

∥

∥

∥

ρ(t)dt ≤ 1

m(T, ρ)

∫ T

−T

∫ ∞

0

‖Sα(s)‖‖φ(t− s)‖ρ(t)dsdt

≤ CM

∫ ∞

0

1

1 + |ω|sα

(

1

m(T, ρ)

∫ T

−T

‖φ(t− s)‖ρ(t)dt
)

ds

= CM

∫ ∞

0

ΦT (s)

1 + |ω|sα ds,

onde ΦT (s) =
1

m(T,ρ)

∫ T

−T
‖φ(t− s)‖ρ(t)dt. Como ρ ∈ V∞ segue-se que PAP (X, ρ) é invari-

ante por translações, donde obtemos que t→ φ(t− s) pertence a PAP (X, ρ) para cada s ∈ R

e então ΦT (s) → 0 quando T → ∞. Uma vez que ΦT é limitada (‖ΦT‖ ≤ ‖φ‖∞) e 1
1+|ω|sα é

integrável em [0,∞), segue-se do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

lim
T→∞

∫ ∞

0

ΦT (s)

1 + |ω|sα ds = 0.
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Nosso primeiro resultado é baseado no Principio da Contração de Banach ( ver Teorema

1.1).

TEOREMA 2.7 Seja ρ ∈ V∞. Suponha que A é setorial se tipo ω < 0. Seja f ∈ PAP (X,X, ρ)

satisfazendo a condição de Lipschitz

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖,

para todos x, y ∈ X e t ∈ R. Se CM |ω|−1/απL < α sin(π/α), onde C e M são as constantes

dadas em (1.8). Então a equação (2.23) possui uma única solução branda pseudo quase per-

iódica com peso.

Demonstração: Defina o operador Fα : PAP (X, ρ) → PAP (X, ρ) por

(Fαu)(t) :=

∫ t

−∞
Sα(t− s)f(s, u(s))ds, t ∈ R. (2.25)

Observe que Fα está bem definido. De fato, dado u ∈ PAP (X, ρ), segue-se do Lema 1.7

que a função s → f(s, u(s)) é pseudo quase periódica com peso. Por outro lado, pelo Lema

2.4, obtemos que Fαu ∈ PAP (X, ρ) e portanto Fα está bem definida. É suficiente então

mostrar que o operador Fα possui um único ponto fixo em PAP (X, ρ). Para isso, sejam

u1, u2 ∈ PAP (X, ρ), temos que

‖Fαu1 − Fαu2‖∞ ≤ L sup
t∈R

∫ ∞

0

‖Sα(τ)‖‖u1(t− τ)− u2(t− τ)‖dτ

≤ LCM

(
∫ ∞

0

1

1 + |ω|sα ds
)

‖u1 − u2‖∞

≤ CML|ω|−1/απ

α sin(π/α)
‖u1 − u2‖∞.

Portanto Fα é uma contração. Segue-se então do teorema do ponto fixo de Banach que Fα

possui uma única solução branda pseudo quase periódica com peso.

O próximo resultado é consequência imediata do teorema anterior.

COROLÁRIO 2.5 Suponha que A é setorial de tipo ω < 0. Seja f ∈ PAP (X,X) satisfazendo

a condição de Lipschitz

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖,

para todos x, y ∈ X e t ∈ R. Se CM |ω|−1/απL < α sin(π/α), então a equação (2.23) possui

uma única solução branda pseudo quase periódica.
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EXEMPLO 2.5 Estudaremos existência e unicidade de soluções brandas pseudo quase per-

iódicas com peso para a equação diferencial fracionária dada por

∂αt u(t, x) = ∂2xu(t, x)+µu(t, x)+∂
α−1
t (βu(t, x)(cos(t)+cos(

√
2t))+βe−|t| sin(u(t, x))), (2.26)

onde µ < 0, t ∈ R e x ∈ [0, π], com condições de fronteira

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ∈ R. (2.27)

Seja X = L2[0, π] e o operador A definido sobre X por Au = u′′ + µu, (µ < 0) com domínio

D(A) = {u ∈ X : u′′ ∈ X,u(0) = u(π) = 0}.

Um fato conhecido é que ∆u = u′′ é o gerador infinitesimal de um semigrupo analítico sobre

L2[0, π]. Portanto, A é setorial de tipo µ < 0. A equação (2.26) pode ser reformulada na

forma abstrata não homogênea (2.23), onde u(t) = u(t, ·). Considere a não linearidade

f(t, φ)(s) = β(cos(t) + cos(
√
2t)) + βe−|t| sin(φ(s))φ(s),

para todos φ ∈ X, t ∈ R, s ∈ [0, π] e β ∈ R. Segue-se do Exemplo 2.6 de [62], que f ∈
PAP (X,X, ρ) com ρ(t) = 1 + t2. Suponha que

|β| < α sin(π/α)

3CM |µ|−1/απ
.

Então pelo Teorema 2.7, a equação (2.26) possui uma única solução branda pseudo quase

periódica com peso.

Estudaremos agora existência de solução branda pseudo quase periódica com peso para a

equação (2.23) quando a função f não é Lischitziana. Nesse sentido será de grande utilidade

o Lema 1.7. Para estabelecer nossos resultados consideraremos funções f que satisfazem a

seguinte condição de limitação.

(B*) Existe uma função contínua não decrescente W : R+ → R+ tal que ‖f(t, x)‖ ≤ W (‖x‖)
para todos t ∈ R e x ∈ X.

O seguinte resultado de existência é baseado na alternativa de Leray-Schauder (Teorema

1.3).

TEOREMA 2.8 Seja ρ ∈ V∞. Suponha que A é setorial de tipo ω < 0. Seja f ∈ PAP (X,X, ρ)

satisfazendo a condição (B*) e as seguintes condições:

(a) f(t, x) é uniformemente contínua sobre conjuntos limitados K ⊂ X uniformemente em

t ∈ R.
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(b) Para cada r ≥ 0,

lim
|t|→∞

1

h(t)

∫ t

−∞

W (rh(s))

1 + |µ|(t− s)α
ds = 0,

onde h é a função dada no Lema 1.15.

Seja

β(r) := CM

∥

∥

∥

∥

∫ ·

−∞

W (rh(s))

1 + |µ|(· − s)α
ds

∥

∥

∥

∥

h

,

onde C e M são as constantes dadas em (1.8).

(c) Para cada ǫ > 0 existe δ > 0 tal que para todo u, v ∈ Ch(X), ‖u− v‖h ≤ δ implica que
∫ t

−∞

‖f(s, v(s))− f(s, u(s))‖
1 + |µ|(t− s)α

ds ≤ ǫ,

para todo t ∈ R.

(d) lim infξ→∞
ξ

β(ξ) > 1.

(e) Para todo a, b ∈ R, a ≤ b, e r > 0, o conjunto

{f(s, h(s)x) : a ≤ s ≤ b, x ∈ X, ‖x‖ ≤ r}

é relativamente compacto em X.

Então a equação (2.23) possui uma solução branda pseudo quase periódica com peso.

Demonstração: Defina o operador Fα sobre Ch(X) como em (2.25). Mostraremos que Fα

possui um ponto fixo em PAP (X, ρ). A prova será dividida em vários passos.

(i) Para u ∈ Ch(X), temos que

‖Fαu(t)‖
h(t)

≤ CM

h(t)

∫ t

−∞

W (‖u‖hh(s))
1 + |µ|(t− s)α

ds.

Segue então da condição (b) que Fα está bem definido. Pela condição (c) temos que a aplicação

Fα é contínua.

(ii) Mostraremos que Fα é completamente contínua. Seja Br(Ch(X)) a bola fechada de

centro em 0 e raio r contida em Ch(X). Sejam V = Fα(Br(Ch(X))) e v = Fα(u) para

u ∈ Br(Ch(X)). Provaremos inicialmente que V (t) é um subconjunto relativamente com-

pacto de X para cada t ∈ R. Segue da condição (b) que para ǫ > 0, podemos escolher a ≥ 0

tal que

CM

∫ ∞

a

W (rh(t− s))

1 + |µ|sα ds ≤ ǫ.

Ora, segue da decomposição

v(t) =

∫ a

0

Sα(s)f(t− s, u(t− s))ds+

∫ ∞

a

Sα(s)f(t− s, u(t− s))ds
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que

v(t) ∈ ac0(K) +Bǫ(X),

onde c0(K) representa o fecho convexo de

K = {Sα(s)f(ξ, h(ξ)x) : 0 ≤ s ≤ a, t− a ≤ ξ ≤ t, ‖x‖ ≤ r}.

Como Sα(·) é fortemente contínua segue-se da condição (e) que K é um conjunto relativa-

mente compacto. Portanto V (t) ⊂ ac0(K) + Bǫ(X), é relativamente compacto.

Mostraremos que V é equicontínuo. De fato, podemos decompor

v(t+ s)− v(t) =

∫ s

0

Sα(ξ)f(t+ s− ξ, u(t+ s− ξ))dξ

+

∫ a

0

(Sα(ξ + s)− Sα(ξ))f(t− ξ, u(t− ξ))dξ

+

∫ ∞

a

(Sα(ξ + s)− Sα(ξ))f(t− ξ, u(t− ξ))dξ.

Para cada ǫ > 0, podemos escolher a > 0 e δ1 > 0 tais que

‖
∫ s

0

Sα(ξ)f(t+ s− ξ, u(t+ s− ξ))dξ +

∫ ∞

a

(Sα(ξ + s)− Sα(ξ))f(t− ξ, u(t− ξ))dξ‖

≤ CM

(
∫ s

0

W (rh(t+ s− ξ))

1 + |µ|ξα dξ + 2

∫ ∞

a

W (rh(t− ξ))

1 + |µ|ξα dξ

)

≤ ǫ/2,

para s ≤ δ1. Além disso, uma vez que

{f(t− ξ, u(t− ξ)) : 0 ≤ ξ ≤ a, u ∈ Br(Ch(X))}

é um conjunto relativamente compacto e Sα(·) é fortemente contínua podemos escolher δ2 > 0

tal que

‖(Sα(ξ + s)− Sα(s))f(t− ξ, u(t− ξ))‖ < ǫ/2a

para s ≤ δ2. Combinando estas estimativas temos que ‖v(t+ s)− v(t)‖ ≤ ǫ para s suficiente-

mente pequeno e independente de u ∈ Br(Ch(X)).

Finalmente, pela condição (b), temos que v(t)
h(t)

→ 0, |t| → ∞ e essa convergência independe

de u ∈ Br(Ch(X)). Portanto, pelo Lema 1.15, V é um conjunto relativamente compacto em

Ch(X).

(iii) Se uλ(·) é solução da equação uλ = λFα(u
λ) para algum 0 < λ < 1, pela estimativa

‖uλ‖h
β(‖uλ‖h)

≤ 1
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e a condição (d), concluímos que o conjunto

K̃ := {uλ : uλ = λFα(u
λ), λ ∈ (0, 1)}

é limitado.

(iv) Segue da condição (a) e do Lema 1.7, que a função t → f(t, u(t)) pertence a PAP (X, ρ),

sempre que u ∈ PAP (X, ρ). Portanto, usando o Lema 2.4, temos que Fα(PAP (X, ρ)) ⊂
PAP (X, ρ) e consequentemente podemos considerar Fα : PAP (X, ρ) → PAP (X, ρ). Usando

as propriedades (i)-(ii), segue-se que esta aplicação é completamente contínua. Aplicando a

alternativa de Leray-Schauder, Teorema 1.3, temos que Fα possui um ponto fixo em u ∈
PAP (X, ρ). Seja (un)n uma sequência em PAP (X, ρ) que converge para u. Temos que

(Fαun)n converge para Fαu = u uniformemente em R. Portanto u ∈ PAP (X, ρ) e existe uma

solução branda pseudo quase periódica com peso para a equação (2.23).
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Capítulo III

Automorficidade e
ergodicidade para equações

de evolução
A Matemática é a honra do espírito humano.

— Leibniz

3.1 Introdução

Este capítulo é dedicado ao estudo de existência de soluções compactas quase automór-

ficas, quase automórficas, assintoticamente compactas quase automórficas, assintoticamente

quase automórficas, pseudo compactas quase automórficas e pseudo quase automórficas para

equações semilineares de primeira ordem cuja parte linear é dada por um operador de Hille-

Yosida. Estudamos também existência de soluções pseudo compactas quase automórficas e

assintoticamente compactas quase automórficas para equações integrais com retardo infinito.

3.2 Equações semilineares de primeira ordem

Sejam A : D(A) ⊂ X → X um operador linear definido sobre um espaço de Banach X

e f : R × X0 → X, onde X0 = D(A), uma função contínua. O escopo desta seção é estab-

elecer condições suficientes sobre o operador A e a função f de modo a garantir existência e

unicidade de soluções quase automórficas para a equação semilinear de primeira ordem

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t ∈ R. (3.1)

Nesta seção A será um operador de Hille-Yosida de tipo (C,µ) com C ≥ 1 e µ < 0.



Relembramos que uma solução branda para a equação (3.1) é uma função u ∈ C(R;X) que

satisfaz a fórmula de variação de parâmetros

u(t) =

∫ t

−∞
T−1(t− s)f(s, u(s))ds.

3.2.1 Soluções brandas quase automórficas e compactas quase automórficas

O proposito desta subseção é estudar condições suficientes para que a equação semilinear

de primeira ordem (3.1) possua solução branda quase automórfica ou compacta quase au-

tomórfica. Em algumas situações seremos capazes de assegurar não só existência como tam-

bém a unicidade de tais soluções contudo, o preço a se pagar para tal feito é trabalhar apenas

com perturbações do tipo Lipschitz. Com o intuito de complementar a teoria, estabelecemos

alguns resultados para perturbações mais gerais do que as Lipschitzinas. Ressaltamos que

neste último caso, por natureza das ferramentas utilizadas, conseguimos garantir apenas a

existência de soluções brandas.

LEMA 3.1 Se f : R → X é uma função quase automórfica e Ff é dado por

(Ff)(t) :=

∫ t

−∞
T−1(t− s)f(s)ds, t ∈ R,

Então Ff ∈ AA(X0).

Demonstração: Seja (s′n)n∈N uma sequência de números reais. Existem uma subsequência

(sn)n∈N ⊂ (s′n)n∈N e uma função g : R → X tais que f(t+ sn) converge para g(t) e g(t− sn)

converge para f(t) para cada t ∈ R. Uma vez que

(Ff)(t+ sn) :=

∫ t

−∞
T−1(t− s)f(s+ sn)ds, t ∈ R, n ∈ N.

Segue-se do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que Ff(t+ sn) converge para

z(t) =
∫ t

−∞ T−1(t− s)g(s)ds para cada t ∈ R. Analogamente, pode-se mostrar que z(t− sn)

converge para Ff(t), para cada t ∈ R.

TEOREMA 3.1 Seja f ∈ AA(X0,X). Suponha que existe uma função contínua e limitada

L : R → [0,∞) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖

para todos x, y ∈ X0 e para t ∈ R. Se C‖L‖∞ < −µ então a equação (3.1) possui uma única

solução branda quase automórfica.
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Demonstração: Inicialmente observe que se u ∈ AA(X0) segue-se do Lema 1.3 que a função

t → f(t, u(t)) pertence a AA(X). Logo, o Lema 3.1 assegura que o operador F : AA(X0) →
AA(X0) dado pela regra

Fu(t) =

∫ t

−∞
T−1(t− s)f(s, u(s))ds (3.2)

está bem definido. Ademais, se u, v ∈ AA(X0) segue-se que

‖Fu(t)− Fv(t)‖ ≤
∫ t

−∞
‖T−1(t− s)

(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

‖ds

≤
∫ t

−∞
Ceµ(t−s)L(t)‖u(s)− v(s)‖ds

≤ C‖L‖∞
(
∫ ∞

0

eµsds

)

‖u− v‖∞

≤ C‖L‖∞
−µ ‖u− v‖∞.

Então,

‖Fu− Fv‖∞ ≤ C‖L‖∞
−µ ‖u− v‖∞

donde segue-se que F é uma contração e portanto o resultado é consequência do teorema do

ponto fixo de Banach.

COROLÁRIO 3.1 Seja f : R ×X0 → X uma função quase automórfica em t ∈ R para cada

x ∈ X0. Suponha que existe uma constante L ≥ 0 tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖

para todos x, y ∈ X0 e para t ∈ R. Se CL < −µ então a equação (3.1) possui uma única

solução branda quase automórfica.

Fazendo pequenas mudanças na demonstração do Lema 3.1 obtemos o seguinte resultado.

LEMA 3.2 Se f : R → X é uma função compacta quase automórfica e Ff é dado por

(Ff)(t) :=

∫ t

−∞
T−1(t− s)f(s)ds, t ∈ R,

Então Ff ∈ AAc(X0).
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TEOREMA 3.2 Seja f ∈ AAc(X0;X) e suponha que existe uma função contínua limitada e

integrável L : R → [0,∞) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖

para todos x, y ∈ X0 e t ∈ R. Então a equação (3.1) possui uma única solução branda

compacta quase automórfica.

Demonstração: Seja F o operador definido em (3.2). Pelos Lemas 1.2 e 3.2 segue-se que

F : AAc(X0) → AAc(X0) é um operador bem definido. Além disso, para u, v ∈ AAc(X0)

tem-se que

‖Fu(t)− Fv(t)‖ ≤
∫ t

−∞
‖T−1(t− s)

(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

‖ds

≤
∫ t

−∞
‖T−1(t− s)‖‖f(s, u(s))− f(s, v(s)‖ds

≤
∫ t

−∞
Ceµ(t−s)L(s)ds‖u− v‖∞

≤ C

∫ t

−∞
L(s)ds‖u− v‖∞

≤ C‖L‖L1‖u− v‖∞;

portanto,

∥

∥

(

F2u
)

(t)−
(

F2v
)

(t)
∥

∥ ≤ C2

(
∫ t

−∞
L(s)

(
∫ s

−∞
L(r)dr

)

ds

)

‖u− v‖∞

≤ C2

2

(
∫ t

−∞
L(r)dr

)2

‖u− v‖∞

≤ (C‖L‖L1)
2

2
‖u− v‖∞.

Procedendo com este argumento obtemos em geral que

‖(Fnu) (t)− (Fnv) (t)‖ ≤ (C‖L‖L1)
n

n!
‖u− v‖∞.

Mas, para n suficientemente grande (C‖L‖L1)
n

n! < 1. Logo, pelo teorema do ponto fixo para

iterados segue-se que existe um único u ∈ AAc(X0) tal que Fu = u.
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OBSERVAÇÃO 3.1 Naturalmente, um resultado análogo ao do teorema anterior é válido para

assegurar existência de solução quase automórfica para a equação (3.1).

Quando a não linearidade f : R × X0 → X satisfaz uma condição clássica do tipo Lip-

schitz, isto é, quando existe uma constante L > 0 tal que ‖f(t, x) − f(t, y)‖ ≤ L‖x − y‖
para todos x, y ∈ X0 e t ∈ R, o teorema acima não assegura existência de solução branda

compacta quase automórfica para a equação (3.1). Nesse sentido o próximo resultado é de

grande utilidade.

TEOREMA 3.3 Seja f ∈ AAc(X0;X) e suponha que existe uma função continua e limitada

L : R → [0,∞) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖,

para todos x, y ∈ X0 e t ∈ R. Seja ‖L‖M = supt∈R

∫ t+1

t
L(s)ds. Se C‖L‖M

1−e−µ < 1 então a

equação (3.1) possui uma única solução branda compacta quase automórfica.

Demonstração: Seja F : AAc(X0) → AAc(X0) o operador definido na demonstração do

Teorema 3.2. Para quaisquer u, v ∈ AAc(X0) segue-se que

‖Fu(t)− Fv(t)‖ ≤
∫ t

−∞
‖T−1(t− s)

(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

‖ds

≤
∫ t

−∞
Ceµ(t−s)‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds

≤ C

∫ t

−∞
eµ(t−s)L(s)‖u(s)− v(s)‖ds

= C
∞
∑

m=0

∫ t−m

t−m−1

eµ(t−s)L(s)ds‖u− v‖∞

≤ C‖L‖M
1− e−µ

‖u− v‖∞.

Portanto, F é uma C‖L‖M

1−e−µ -contração. O teorema do ponto fixo de Banach garante portanto a

existência de uma única solução branda compacta quase automórfica para a equação (3.1).

PROPOSIÇÃO 3.1 Seja f ∈ AAc(X0;X) e suponha que existe uma constante L ≥ 0 tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖

para todos x, y ∈ X0 e t ∈ R. Se CL < −µ então a equação (3.1) possui uma única solução

branda compacta quase automórfica.
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Demonstração: Considere o operador F : AAc(X0) → AAc(X0) como na demonstração do

Teorema 3.2. De forma semelhante à demonstração do Teorema 3.1 podemos mostrar que F

é uma
(

CL
−µ

)

-contração. Portanto, pelo teorema do ponto fixo de Banach, F possui um único

ponto fixo em AAc(X0).

EXEMPLO 3.1 Sejam a : R → R e F : R → R funções contínuas e limitadas. Neste exem-

plo estudaremos existência e unicidade de soluções brandas quase automórficas e compactas

quase automórficas para a equação do calor

∂tu(t, x) = ∂2xu(t, x)− u(t, x) + a(t)F (u(t, x)), t ∈ R, x ∈ [0, π], (3.3)

com condições de fronteira

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ∈ R. (3.4)

Seja X = C([0, π];R) e considere o operador A com domínio

D(A) = {u ∈ X : u′′ ∈ X,u(0) = u(π) = 0} ⊂ X

definido por Au = u′′ − u. Em [164] os autores mostraram que A é um operador de Hille-

Yosida de tipo (C,−1) cujo domínio não é denso em X. Como de costume, para estudar este

problema na forma abstrata (3.1) escrevemos u(t)(s) = u(t, s) e consideramos

f(t, φ)(s) = a(t)F (φ(s)),

para todos φ ∈ X0 = D(A), t ∈ R e s ∈ [0, π]. Segue-se portanto que o problema (3.3)-(3.4)

pode ser visto na forma abstrata (3.1).

PROPOSIÇÃO 3.2 Suponha que existe uma constante positiva L tal que

|F (x)− F (y)| ≤ L|x− y|,

para todos x, y ∈ R. Além disso, suponha que C supt∈R |a(t)|L < 1. As seguintes afirmações

são verdadeiras:

(i) Se a ∈ AA(R), o problema (3.3)-(3.4) possui uma única solução branda quase automór-

fica;

(ii) se a ∈ AAc(R), o problema (3.3)-(3.4) possui uma única solução branda compacta quase

automórfica.
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Demonstração: De fato, segue-se que se φ,ψ ∈ X0 então

‖f(t, φ)− f(t, ψ)‖ ≤ sup
t∈R

|a(t)|L‖φ− ψ‖.

Logo, por esta estimativa F é uma contração. Finalmente, para (i) basta observar que se

a ∈ AA(R) então f ∈ AA(X0;X) e portanto o resultado segue-se do Corolário 3.1. Analoga-

mente, para (ii) f ∈ AA(X0;X). Basta então aplicar a Proposição 3.1.

No próximo resultado consideraremos condições sobre a não linearidade da equação (3.1)

mais gerais do que as condições de Lipschitz. Como ferramenta para garantir a existência de

solução branda em tal situação utilizaremos a Alternativa de Leray-Schauder (Teorema 1.3).

TEOREMA 3.4 Seja f ∈ AA(X0;X) uniformemente contínua sobre conjuntos limitados de

X0. Suponha que existe uma função contínua não decrescente Ω : [0,∞) → [0,∞) tal que

‖f(t, x)‖ ≤ Ω(‖x‖) para todos x ∈ X0 e t ∈ R. Se as seguintes condições são satisfeitas

(a) Para cada r ≥ 0 , lim|t|→∞
1

h(t)

∫ t

−∞ eµ(t−s)Ω(rh(s))ds = 0;

(b) Para cada ǫ > 0 existe δ > 0 tal que se u, v ∈ Ch(X0) e ‖u− v‖h ≤ δ então

C

∫ t

−∞
eµ(t−s)‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds ≤ ǫ, ∀ t ∈ R;

(c) lim infξ→∞
ξ

β(ξ)
> 1, onde

β(r) := C

∥

∥

∥

∥

∫ ·

−∞
eµ(·−s)Ω(rh(s))ds

∥

∥

∥

∥

h

, ∀ r ≥ 0;

(d) Para todos a, b ∈ R, a ≤ b, and r > 0 o conjunto

{f(s, h(s)x) : a ≤ s ≤ b, x ∈ X0, ‖x‖ ≤ r}

é relativamente compacto em X.

Então a equação (3.1) possui uma solução branda quase automórfica.

Demonstração: Seja F : Ch(X0) → Ch(X0) o operador definido por

Fu(t) =

∫ t

−∞
T−1(t− s)f(s, u(s))ds.
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Observe que

‖Fu(t)‖ ≤
∫ t

−∞
‖T−1(t− s)f(s, u(s))‖ds ≤ C

∫ t

−∞
eµ(t−s)‖f(s, u(s))‖ds

≤ C

∫ t

−∞
eµ(t−s)Ω(‖u(s)‖)ds = C

∫ t

−∞
eµ(t−s)Ω

(

h(s)‖u(s)‖
h(s)

)

ds

≤ C

∫ t

−∞
eµ(t−s)Ω(‖u‖hh(s))ds.

Logo,
‖Fu(t)‖
h(t)

≤ C

h(t)

∫ t

−∞
eµ(t−s)Ω(‖u‖hh(s))ds.

Pela condição (a) segue-se que F está bem definido. Além disso, se u, v ∈ Ch(X0) então

‖Fu(t)− Fv(t)‖ ≤
∫ t

−∞
‖T−1(t− s)

(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

‖ds

≤ C

∫ t

−∞
eµ(t−s)‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds.

Portanto, dado ǫ > 0 a condição (b) assegura a existência de um δ > 0 tal que

‖Fu(t)− Fv(t)‖ ≤ ǫ

para todos u, v ∈ Ch(X0) tais que ‖u− v‖h ≤ δ. Como consequência, para tais u e v

‖Fu− Fv‖h ≤ ǫ

donde segue-se que F é contínuo. O objetivo agora é mostrar que F é completamente

contínuo. Para isso, sejam Br

(

Ch(X0)
)

a bola de raio r > 0 centrada em 0 ∈ Ch(X0),

V = F
(

Br

(

Ch(X0)
))

e v = Fu ∈ V . No que se segue utilizaremos o Lema 1.15 para mostrar

que o conjunto V é relativamente compacto. Afirmamos inicialmente que o conjunto V (t) é

relativamente compacto para cada t ∈ R. De fato, seja v(t) ∈ V (t). Pela condição (a) segue-se

que a função s→ eµsΩ(rh(t−s)) é integrável sobre [0,∞). Logo, dado ǫ > 0 pode-se escolher

um a ≥ 0 de modo que C
∫∞
a
eµsΩ(rh(t− s))ds ≤ ǫ. Portanto,

∥

∥

∥

∥

∫ ∞

a

T−1(s)f(t− s, u(t− s))ds

∥

∥

∥

∥

≤ C

∫ ∞

a

eµsΩ(rh(t− s))ds ≤ ǫ.

Escrevendo

v(t) =

∫ a

0

T−1(s)f(t− s, u(t− s))ds+

∫ ∞

a

T−1(s)f(t− s, u(t− s))ds
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obtemos então que

v(t) ∈ aco({T−1(s)f(ξ, h(ξ)x) : 0 ≤ s ≤ a, t− s ≤ ξ ≤ t, ‖x‖ ≤ r}) +Bǫ(X0)

onde co(K) representa o fecho convexo do conjunto K e Bǫ(X0) é a bola de raio ǫ e centro

em 0 ∈ X0. Usando o fato de que T−1(·) é fortemente contínuo e a condição (d) podemos

garantir que o conjunto K = {T−1(s)f(ξ, h(ξ)x) : 0 ≤ s ≤ a, t − s ≤ ξ ≤ t, ‖x‖ ≤ r} é

relativamente compacto o que implica que co(K) também o é. Como v(t) ∈ V (t) é arbitrário

segue-se que V (t) ⊂ co(K) + Bǫ(X0), donde concluímos a afirmação. Agora vamos mostrar

que V é equicontínuo. Ora, dado a > 0 a seguinte decomposição é válida

v(t+ s)− v(t) =

∫ s

0

T−1(ξ)f(t+ s− ξ, u(t+ s− ξ))dξ

+

∫ a

0

(

T−1(ξ + s)− T−1(ξ)
)

f(t− ξ, u(t− ξ))dξ

+

∫ ∞

a

(

T−1(ξ + s)− T−1(ξ)
)

f(t− ξ, u(t− ξ))dξ.

Portanto, dado ǫ > 0 pode-se escolher a > 0 e δ1 > 0 tais que se s ≤ δ1 então
∥

∥

∥

∥

∫ s

0

T−1(ξ)f(t+ s− ξ, u(t+ s− ξ))dξ +

∫ ∞

a

(

T−1(ξ + s)− T−1(ξ)
)

f(t− ξ, u(t− ξ))dξ

∥

∥

∥

∥

≤ C

∫ s

0

eµξΩ(rh(t+ s− ξ))dξ + C

∫ ∞

a

eµ(ξ+s)Ω(rh(t− ξ))dξ

+C

∫ ∞

a

eµξΩ(rh(t− ξ))dξ ≤ ǫ

2
.

Além disso, como o conjunto {f(t− ξ, u(t− ξ)) : 0 ≤ ξ ≤ a, u ∈ Br(Ch(X0))} é relativamente

compacto e T−1(·) é fortemente contínuo, segue-se que existe δ2 > 0 tal que

‖
(

T−1(ξ + s)− T−1(ξ)
)

f(t− ξ, u(t− ξ))‖ ≤ ǫ

2a

para s ≤ δ2. Segue-se portanto que para s ≤ min{δ1, δ2},

‖v(t+ s)− v(t)‖ ≤ ǫ

independente de u ∈ Br(Ch(X0)), isto é, o conjunto V é equicontínuo. Finalmente, para todo

v(t) ∈ V (t) vale a seguinte estimativa

v(t)

h(t)
≤ 1

h(t)

∫ t

−∞
‖T−1(t− s)f(s, u(s))‖ds

≤ C

h(t)

∫ t

−∞
eµ(t−s)Ω(rh(s))ds.
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Pela condição (a) concluímos que lim|t|→∞
v(t)
h(t) = 0 e essa convergência independe de u ∈

Br(Ch(X0)). Logo, como consequência do Lema 1.15, o conjunto V é relativamente compacto

em Ch(X0) donde segue-se que F : Ch(X0) → Ch(X0) é completamente contínuo.

Suponha que uλ(·) é uma solução da equação uλ(·) = λF(uλ(·)) para algum λ ∈ (0, 1).

Como

‖uλ(t)‖ = λ

∥

∥

∥

∥

∫ t

−∞
T−1(t− s)f(s, uλ(s))ds

∥

∥

∥

∥

≤ C

∫ t

−∞
e−µ(t−s)Ω(‖uλ‖hh(s))ds

≤ β(‖uλ‖h)h(t)

temos que ‖uλ‖h

β(‖uλ‖h)
≤ 1. Pela condição (c) segue-se que o conjunto

{uλ : uλ = λF(uλ), λ ∈ (0, 1)}

é limitado. Pelos Lemas 1.3 e 3.1 segue-se que AA(X0) é invariante por F e consequentemente

podemos considerar F : AA(X0) → AA(X0)
1. Pela Alternativa de Leray-Schauder, Teorema

1.3, segue-se que F possui um ponto fixo u ∈ AA(X0). Considere uma sequência {un}n∈N ⊂
AA(X0) tal que un → u em Ch(X0). Dado ǫ > 0 a condição (b) assegura a existência de δ > 0

tal que se ‖v − u‖h ≤ δ então

C

∫ t

−∞
eµ(t−s)‖f(s, v(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ǫ, ∀ t ∈ R;

Ademais, existe n0 ∈ N tal que se n ≥ n0 então ‖un − u‖h ≤ δ. Logo, para todos t ∈ R e

n ≥ n0 temos

‖Fun(t)− Fu(t)‖ ≤
∫ t

−∞
‖T−1(t− s)

(

f(s, un(s))− f(s, u(s))
)

‖ds

≤ C

∫ t

−∞
eµ(t−s)‖f(s, un(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ǫ,

implicando que

sup
t∈R

‖Fun(t)− Fu(t)‖ ≤ ǫ,

isto é, Fun → Fu uniformemente. Portanto u ∈ AA(X0) e a demonstração está finalizada.
1 Note que o fecho do conjunto AA(X0) está sendo considerado com relação a norma ‖ · ‖h em Ch(X0).
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Sob hipóteses semelhantes as do Teorema 3.4 podemos garantir existência de soluções

brandas compactas quase automórficas para a equação (3.1). O seguinte resultado é uma

consequência da demonstração do teorema anterior.

TEOREMA 3.5 Seja f ∈ AAc(X0,X) uma função uniformemente contínua sobre conjuntos

limitados. Suponha que existe uma função contínua não decrescente Ω : [0,∞) → [0,∞) tal

que ‖f(t, x)‖ ≤ Ω(‖x‖) para todos x ∈ X0 e t ∈ R. Se as seguintes condições são satisfeitas

(a) Para cada r ≥ 0 , lim|t|→∞
1

h(t)

∫ t

−∞ eµ(t−s)Ω(rh(s))ds = 0;

(b) Para cada ǫ > 0 existe δ > 0 tal que se u, v ∈ Ch(X0) e ‖u− v‖h ≤ δ então

C

∫ t

−∞
eµ(t−s)‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds ≤ ǫ, ∀ t ∈ R;

(c) lim infξ→∞
ξ

β(ξ)
> 1, onde

β(r) := C

∥

∥

∥

∥

∫ ·

−∞
eµ(·−s)Ω(rh(s))ds

∥

∥

∥

∥

h

, ∀ r ≥ 0;

(d) Para todos a, b ∈ R, a ≤ b, and r > 0 o conjunto

{f(s, h(s)x) : a ≤ s ≤ b, x ∈ X0, ‖x‖ ≤ r}

é relativamente compacto em X.

Então a equação (3.1) possui uma solução branda compacta quase automórfica.

Demonstração: De fato, defina o operador F : Ch(X0) → Ch(X0) por (3.2). A luz da demon-

stração do Teorema 3.4 segue-se que F está bem definido e possui possui um único ponto fixo

u ∈ Ch(X0). Em contrapartida, os Lemas 1.2 e 3.2 garantem que F(AAc(X0)) ⊂ AAc(X0).

Novamente, como na demonstração do teorema anterior segue-se que u ∈ AAc(X0) e por-

tanto a equação (3.1) possui ao menos uma solução branda compacta quase automórfica.

3.2.2 Soluções brandas pseudo quase automórficas e pseudo compactas quase automór-

ficas

Nesta subseção estamos interessados na existência e unicidade de soluções brandas para

a equação semilinear (3.1) mais gerais do que as quase automórficas ou compactas quase au-

tomórficas. De fato, buscaremos condições suficientes para assegurar que existam soluções

pseudo quase automórficas e pseudo compactas quase automórficas para a equação (3.1). As
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demonstrações desta subseção são demasiadas semelhantes àquelas feitas na subseção ante-

rior. Por este motivo e com o intuito de que o texto não se torne enfadonho faremos apenas

um esboço das demonstrações.

LEMA 3.3 Sejam f ∈ PAA(X) e Ff a função definida por

Ff :=

∫ t

−∞
T−1(t− s)f(s)ds.

Então Ff ∈ PAA(X0).

TEOREMA 3.6 Seja f ∈ PAA(X0;X) e suponha que existe uma função contínua e limitada

L : R → [0,∞) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖

para todos x, y ∈ X0 e para t ∈ R. Se C‖L‖∞ < −µ então a equação (3.1) possui uma única

solução branda pseudo quase automórfica.

Demonstração: De fato, defina o operador F : PAA(X0) → PAA(X0) como em (3.2).

Segue-se dos Lemas ?? e 3.1 que F está bem definido. Se u, v ∈ PAA(X0) pode-se mostrar de

forma semelhante ao que foi feito na demonstração do Teorema 3.1 que

‖Fu− Fv‖∞ ≤ C‖L‖∞
−µ ‖u− v‖∞.

Portanto, F é uma contração e o resultado é consequência do teorema do ponto fixo de

Banach.

COROLÁRIO 3.2 Seja f ∈ PAA(X0;X) e suponha que existe uma constante L ≥ 0 tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖

para todos x, y ∈ X0 e para t ∈ R. Se CL < −µ então a equação (3.1) possui uma única

solução branda pseudo quase automórfica.

LEMA 3.4 Sejam f ∈ PAAc(X) e Ff a função definida por

Ff :=

∫ t

−∞
T−1(t− s)f(s)ds.

Então Ff ∈ PAAc(X0).
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TEOREMA 3.7 Seja f ∈ PAAc(X0;X) e suponha que existe uma função contínua, limitada

e integrável L : R → [0,∞) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖

para todos x, y ∈ X0 e t ∈ R. Então a equação (3.1) possui uma única solução branda pseudo

compacta quase automórfica.

Demonstração: Seja F o operador definido em (3.2). Pelos lemas 1.9 e 3.4 segue-se que

F : PAAc(X0) → PAAc(X0) está bem definido. Além disso, para u, v ∈ PAAc(X0) tem-se

que para n ∈ N

‖(Fnu) (t)− (Fnv) (t)‖ ≤ (C‖L‖L1)
n

n!
‖u− v‖∞.

Mas, (C‖L‖L1)
n

n!
< 1 para n suficientemente grande. Logo, pelo teorema do ponto fixo para

iterados segue-se que existe um único u ∈ PAAc(X0) tal que Fu = u e portanto existe uma

única solução branda pseudo compacta quase automórfica para a equação (3.1).

Observe que o resultado anterior não cobre o caso em que a não linearidade f satisfaz uma

condição de Lipschitz com constante L > 0. Para essa situação temos o seguinte resultado.

TEOREMA 3.8 Seja f ∈ PAAc(X0;X) e suponha que existe uma função continua e limitada

L : R → [0,∞) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖,

para todos x, y ∈ X0 e t ∈ R. Seja ‖L‖M = supt∈R

∫ t+1

t
L(s)ds. Se C‖L‖M

1−e−µ < 1 então a

equação (3.1) possui uma única solução branda pseudo compacta quase automórfica.

Demonstração: Seja F : PAAc(X0) → PAAc(X0) o operador definido na demonstração do

Teorema 3.2. Para quaisquer u, v ∈ PAAc(X0) segue-se que

‖Fu(t)− Fv(t)‖ ≤ C‖L‖M
1− e−µ

‖u− v‖∞.

Portanto, F é uma C‖L‖M

1−e−µ -contração. Pelo teorema do ponto fixo de Banach segue-se que

existe uma única solução branda pseudo compacta quase automórfica.

COROLÁRIO 3.3 Seja f ∈ PAAc(X0;X)e suponha que existe uma constante L ≥ 0 tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖

para todos x, y ∈ X0 e t ∈ R. Se CL < −µ então a equação (3.1) possui uma única solução

branda pseudo compacta quase automórfica.
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Nos próximos resultados utilizaremos a Alternativa de Leray-Schauder (Teorema 1.3) para

garantir existência de soluções brandas para a equação semilinear (3.1).

TEOREMA 3.9 Seja f ∈ PAA(X0;X) uniformemente contínua sobre conjuntos limitados.

Suponha que existe uma função contínua não decrescente Ω : [0,∞) → [0,∞) tal que

‖f(t, x)‖ ≤ Ω(‖x‖) para todos x ∈ X0 e t ∈ R. Se as seguintes condições são satisfeitas

(a) Para cada r ≥ 0 , lim|t|→∞
1

h(t)

∫ t

−∞ eµ(t−s)Ω(rh(s))ds = 0;

(b) Para cada ǫ > 0 existe δ > 0 tal que se u, v ∈ Ch(X0) e ‖u− v‖h ≤ δ então

C

∫ t

−∞
eµ(t−s)‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds ≤ ǫ, ∀ t ∈ R;

(c) lim infξ→∞
ξ

β(ξ) > 1, onde

β(r) := C

∥

∥

∥

∥

∫ ·

−∞
eµ(·−s)Ω(rh(s))ds

∥

∥

∥

∥

h

, ∀ r ≥ 0;

(d) Para todos a, b ∈ R, a ≤ b, and r > 0 o conjunto

{f(s, h(s)x) : a ≤ s ≤ b, x ∈ X0, ‖x‖ ≤ r}

é relativamente compacto em X.

Então a equação (3.1) possui uma solução branda pseudo quase automórfica.

Demonstração: Seja F : Ch(X0) → Ch(X0) o operador definido por

Fu(t) =

∫ t

−∞
T−1(t− s)f(s, u(s))ds.

Pela condição (a) segue-se que F está bem definido. A condição (b) assegura que F é contínuo.

De forma análoga à demonstração do Teorema 3.4 segue-se que F é completamente contínuo.

Pela condição (c) segue-se que o conjunto

{uλ : uλ = λF(uλ), λ ∈ (0, 1)}

é limitado. Pelos Lemas ?? e 3.3 segue-se que F(PAA(X0)) ⊂ PAA(X0) e consequentemente

podemos considerar F : PAA(X0) → PAA(X0). Pela Alternativa de Leray-Schauder, Teo-

rema 1.3, segue-se que F possui um ponto fixo u ∈ PAA(X0). Considere uma sequência

{un}n∈N ⊂ PAA(X0) tal que un → u em Ch(X0). Então Fun → Fu uniformemente e

portanto u ∈ PAA(X0). Logo existe uma solução branda pseudo quase automórfica para a

equação (3.1).
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TEOREMA 3.10 Seja f ∈ PAAc(X0;X) uniformemente contínua sobre conjuntos limita-

dos. Suponha que existe uma função contínua não decrescente Ω : [0,∞) → [0,∞) tal que

‖f(t, x)‖ ≤ Ω(‖x‖) para todos x ∈ X0 e t ∈ R. Se as seguintes condições são satisfeitas

(a) Para cada r ≥ 0 , lim|t|→∞
1

h(t)

∫ t

−∞ eµ(t−s)Ω(rh(s))ds = 0;

(b) Para cada ǫ > 0 existe δ > 0 tal que se u, v ∈ Ch(X0) e ‖u− v‖h ≤ δ então

C

∫ t

−∞
eµ(t−s)‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds ≤ ǫ, ∀ t ∈ R;

(c) lim infξ→∞
ξ

β(ξ) > 1, onde

β(r) := C

∥

∥

∥

∥

∫ ·

−∞
eµ(·−s)Ω(rh(s))ds

∥

∥

∥

∥

h

, ∀ r ≥ 0;

(d) Para todos a, b ∈ R, a ≤ b, and r > 0 o conjunto

{f(s, h(s)x) : a ≤ s ≤ b, x ∈ X0, ‖x‖ ≤ r}

é relativamente compacto em X.

Então a equação (3.1) possui uma solução branda pseudo compacta quase automórfica.

Demonstração: De fato, defina o operador F : Ch(X0) → Ch(X0) por 3.2. A luz da demon-

stração do Teorema 3.10 segue-se que F está bem definido e possui possui um único ponto fixo

u ∈ Ch(X0). Em contrapartida, os Lema 1.9 e 3.4 garantem que F(PAAc(X0)) ⊂ PAAc(X0).

Novamente, como na demonstração do teorema anterior segue-se que u ∈ PAAc(X0) e por-

tanto a equação 3.1 possui ao menos uma solução branda compacta quase automórfica.

3.2.3 Soluções brandas assintoticamente quase automórficas e assintoticamente com-

pactas quase automórficas

Nesta subseção estamos interessados em estudar o comportamento assintótico das soluções

brandas da equação semilinear de primeira ordem descrita sob a forma

u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t ≥ 0, (3.5)

u(0) = u0, (3.6)

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear ilimitado de Hille-Yosida de tipo (C,µ) com

C ≥ 1, µ < 0 e cujo domínio D(A) está contido num espaço de Banach X. Novamente não
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faremos suposições a respeito da densidade de D(A). Recordamos que uma solução branda

da equação (3.5)-(3.6) é uma função contínua u : [0,∞) → X0 que satisfaz a equação integral

u(t) = T−1(t)u0 +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, u(s))ds, t ≥ 0.

LEMA 3.5 Sejam f ∈ AAA(X) e Ff a função definida por

Ff := T−1(t)u0 +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s)ds.

Então Ff ∈ AAA(X0).

TEOREMA 3.11 Seja f : [0,∞) × X0 → X uma função assintoticamente quase automórfica

em t ≥ 0 para cada x ∈ X0. Suponha que existe uma função contínua e limitada L : [0,∞) →
[0,∞) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖

para todos x, y ∈ X0 e para t ≥ 0. Se C‖L‖∞ < −µ então a equação (3.5)-(3.6) possui uma

única solução branda assintoticamente quase automórfica.

Demonstração: Defina o operador F : AAA(X0) → AAA(X0) pela regra

Fu(t) = T−1(t)u0 +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, u(s))ds (3.7)

Ora, como

lim
t→∞

‖T−1(t)u0‖ ≤ lim
t→∞

Ceµt‖u0‖ = 0, (3.8)

segue-se dos lemas 1.6 e 3.5 que F está bem definido. Ademais, se u, v ∈ AAA(X0) segue-se

que

‖Fu(t)− Fv(t)‖ ≤
∫ t

0

‖T−1(t− s)
(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

‖ds

≤
∫ t

0

Ceµ(t−s)L(t)‖u(s)− v(s)‖ds

≤ C‖L‖∞
(
∫ ∞

0

eµsds

)

‖u− v‖∞

≤ C‖L‖∞
−µ ‖u− v‖∞.

Então,

‖Fu− Fv‖∞ ≤ C‖L‖∞
−µ ‖u− v‖∞
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donde segue-se que F é uma contração. Portanto, pelo teorema do ponto fixo de Banach

segue-se que existe uma única solução branda assintoticamente quase automórfica para a

equação (3.5)-(3.6).

COROLÁRIO 3.4 Seja f : [0,∞) ×X0 → X uma função assintoticamente quase automórfica

em t ≥ 0 para cada x ∈ X0. Suponha que existe uma constante L ≥ 0 tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖

para todos x, y ∈ X0 e para t ∈ [0,∞). Se CL < −µ então a equação (3.5)-(3.6) possui uma

única solução branda assintoticamente quase automórfica.

LEMA 3.6 Sejam f ∈ AAAc(X) e Ff a função definida por

Ff := T−1(t)u0 +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s)ds.

Então Ff ∈ AAAc(X0).

TEOREMA 3.12 Seja f ∈ AAAc(X0;X) e suponha que existe uma função contínua e inte-

grável L : [0,∞) → [0,∞) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖

para todos x, y ∈ X0 e t ≥ 0. Então a equação (3.5)-(3.6) possui uma única solução branda

assintoticamente compacta quase automórfica.

Demonstração: Seja F o operador definido em (3.7). Por (3.8) e pelos lemas 1.5 e 3.6 segue-se

que F(AAAc(X0)) ⊂ AAAc(X0). Isto é, F : AAAc(X0) → AAAc(X0) é um operador bem

definido. Além disso, para u, v ∈ AAAc(X0) tem-se que

‖Fu(t)− Fv(t)‖ ≤
∫ t

0

‖T−1(t− s)
(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

‖ds

≤
∫ t

0

‖T−1(t− s)‖‖f(s, u(s))− f(s, v(s)‖ds

≤
∫ t

0

Ceµ(t−s)L(s)ds‖u− v‖∞

≤ C

∫ t

0

L(s)ds‖u− v‖∞

≤ C‖L‖L1‖u− v‖∞;
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portanto,

∥

∥

(

F2u
)

(t)−
(

F2v
)

(t)
∥

∥ ≤ C2

(
∫ t

0

L(s)

(
∫ s

0

L(r)dr

)

ds

)

‖u− v‖∞

≤ C2

2

(
∫ t

0

L(r)dr

)2

‖u− v‖∞

≤ (C‖L‖L1)
2

2
‖u− v‖∞.

Procedendo com este argumento obtemos em geral que

‖(Fnu) (t)− (Fnv) (t)‖ ≤ (C‖L‖L1)
n

n!
‖u− v‖∞.

Mas, para n suficientemente grande (C‖L‖L1)
n

n! < 1. Logo, pelo teorema do ponto fixo para

iterados segue-se que existe um único u ∈ AAAc(X0) tal que Fu = u.

OBSERVAÇÃO 3.2 Naturalmente, um resultado análogo ao do teorema anterior é válido para

assegurar existência de solução assintoticamente quase automórfica para a equação 3.5.

TEOREMA 3.13 Seja f ∈ AAAc(X0;X) e suponha que existe uma função continua e limitada

L : [0,∞) → [0,∞) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖,

para todos x, y ∈ X0 e t ≥ 0. Se C‖L‖∞ < −µ então a equação (3.5)-(3.6) possui uma única

solução branda assintoticamente compacta quase automórfica.

Demonstração: Seja F : AAAc(X0) → AAAc(X0) o operador definido na demonstração do

Teorema 3.2. Para quaisquer u, v ∈ AAAc(X0) segue-se que

‖Fu(t)− Fv(t)‖ ≤
∫ t

0

‖T−1(t− s)
(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

‖ds

≤
∫ t

0

Ceµ(t−s)‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds

≤ C

∫ t

0

eµ(t−s)L(s)‖u(s)− v(s)‖ds

≤ C‖L‖∞
−µ ‖u− v‖∞.
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Portanto, F é uma C‖L‖M

−µ -contração e o resultado é consequência do teorema do ponto fixo

de Banach.

COROLÁRIO 3.5 Seja f ∈ AAAc(X0;X)e suponha que existe uma constante L ≥ 0 tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖

para todos x, y ∈ X0 e t ∈ [0,∞). Se CL < −µ então a equação (3.5)-(3.6) possui uma única

solução branda assintoticamente compacta quase automórfica.

Demonstração: Considere o operador F : AAAc(X0) → AAAc(X0) como na demonstração

do Teorema 3.12. De forma semelhante à demonstração do Teorema 3.11 podemos mostrar

que F é uma
(

CL
−µ

)

-contração. Portanto, pelo teorema do ponto fixo de Banach, F possui um

único ponto fixo em AAAc(X0).

Passaremos agora ao estudo do comportamento assintótico das soluções da equação (3.5)-

(3.6) quando a não linearidade é uma função mais geral do que as do tipo Lipschitz.

TEOREMA 3.14 Seja f ∈ AAA(X0;X) uniformemente contínua sobre conjuntos limitados.

Suponha que existe uma função contínua não decrescente Ω : [0,∞) → [0,∞) tal que

‖f(t, x)‖ ≤ Ω(‖x‖) para todos x ∈ X0 e t ≥ 0. Se as seguintes condições são satisfeitas

(a) Para cada ν ≥ 0, limt→∞
1

h∗(t)

∫ t

0
eµ(t−s)Ω(νh∗(s))ds = 0;

(b) Para cada ǫ > 0 existe δ > 0 tal que para todos u, v ∈ Ch∗(X0), com ‖v − u‖h∗ ≤ δ,

tem-se que

C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, v(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ǫ,

para todo t ∈ [0,∞);

(c) lim infξ→∞
ξ

β(ξ)
> 1, onde

β(ν) :=

∥

∥

∥

∥

‖T−1(·)u0‖+ C

∫ ·

0

eµ(·−s)Ω(νh∗(s))ds

∥

∥

∥

∥

h∗

.

(d) Para todos a, b ∈ [0,∞), a ≤ b, e r > 0, o conjunto

{f(s, h∗(s)x) : a ≤ s ≤ b, x ∈ X0, ‖x‖ ≤ r}

é relativamente compacto em X;

Então a equação (3.5)-(3.6) possui uma solução branda assintoticamente quase automórfica.
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Demonstração: Seja F : Ch∗(X0) → Ch∗(X0) o operador definido por

Fu(t) = T−1(t)u0 +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, u(s))ds.

Observe que

‖Fu(t)‖ ≤ ‖T−1(t)u0‖+
∫ t

0

‖T−1(t− s)f(s, u(s))‖ds ≤ C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, u(s))‖ds

≤ ‖T−1(t)‖‖u0‖+ C

∫ t

0

eµ(t−s)Ω(‖u(s)‖)ds

≤ C‖u0‖+ C

∫ t

0

eµ(t−s)Ω(‖u‖h∗h∗(s))ds.

Logo,
‖Fu(t)‖
h∗(t)

≤ C‖u0‖
h∗(t)

+
C

h∗(t)

∫ t

0

eµ(t−s)Ω(‖u‖h∗h∗(s))ds.

Pela condição (a) segue-se que F está bem definido. Além disso, se u, v ∈ Ch∗(X0) então

‖Fu(t)− Fv(t)‖ ≤
∫ t

0

‖T−1(t− s)
(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

‖ds

≤ C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds.

Portanto, dado ǫ > 0 a condição (b) assegura a existência de um δ > 0 tal que

‖Fu(t)− Fv(t)‖ ≤ ǫ

para todos u, v ∈ Ch∗(X0) tais que ‖u− v‖h∗ ≤ δ. Como consequência, para tais u e v

‖Fu− Fv‖h∗ ≤ ǫ

donde segue-se que F é contínuo. O objetivo agora é mostrar que F é completamente con-

tínuo. Para isso, sejam Br

(

Ch∗(X0)
)

a bola de raio r > 0 centrada em 0 ∈ Ch∗(X0),

V = F
(

Br

(

Ch∗(X0)
))

e v = Fu ∈ V . No que se segue utilizaremos o Lema 1.16 para

mostrar que V é relativamente compacto. Afirmamos inicialmente que o conjunto V (t) é rela-

tivamente compacto para cada t ≥ 0. De fato, seja v(t) ∈ V (t). Pela condição (a) segue-se que

a função t→ e−µsΩ(rh∗(t− s)) é integrável sobre [0,∞). Logo, dado ǫ > 0 pode-se escolher

um a ≥ 0 de modo que C
∫∞
a
eµsΩ(rh∗(t− s))ds ≤ ǫ. Portanto,

∥

∥

∥

∥

∫ ∞

a

T−1(s)f(t− s, u(t− s))ds

∥

∥

∥

∥

≤ C

∫ ∞

a

eµsΩ(rh∗(t− s))ds ≤ ǫ.
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Escrevendo

v(t) = T−1(t)u0 +

∫ a

0

T−1(s)f(t− s, u(t− s))ds+

∫ ∞

a

T−1(s)f(t− s, u(t− s))ds

obtemos então que

v(t) ∈ T−1(t)u0 + aco({T−1(s)f(ξ, h∗(ξ)x) : 0 ≤ s ≤ a, t − s ≤ ξ ≤ t, ‖x‖ ≤ r}) +Bǫ(X0)

onde co(K) representa o fecho convexo do conjunto K e Bǫ(X0) é a bola de raio ǫ e centro

em 0 ∈ X0. Usando o fato de que T−1(·) é fortemente contínuo e a condição (d) podemos

garantir que o conjunto K = {T−1(s)f(ξ, h
∗(ξ)x) : 0 ≤ s ≤ a, t − s ≤ ξ ≤ t, ‖x‖ ≤ r} é

relativamente compacto o que implica que co(K) também o é. Como v(t) ∈ V (t) é arbitrário

segue-se que V (t) ⊂ {T−1(t)u0} + co(K) + Bǫ(X0), donde concluímos a afirmação. Agora

vamos mostrar que V é equicontínuo. Ora, a seguinte decomposição é válida

v(t+ s)− v(t) =
(

T−1(t+ s)− T−1(t)
)

u0 +

∫ t+s

t

T−1(t+ s− ξ)f(ξ, u(ξ))dξ

+

∫ t

0

(

T−1(ξ + s)− T−1(ξ)
)

f(t− ξ, u(t− ξ))dξ.

Dado ǫ > 0, podemos escolher δ1 > 0 tal que

∥

∥

∫ t+s

t

T−1(t+ s− ξ)f(ξ, u(ξ))dξ
∥

∥ ≤ C

∫ t+s

t

eµ(t+s−ξ)Ω(rh(ξ))dξ ≤ ǫ/3,

para s ≤ δ1. Além disso, como o conjunto {f(t− ξ, u(t − ξ)) : 0 ≤ ξ ≤ t, u ∈ Br(Ch(X0))}
é relativamente compacto e T−1(·) é fortemente contínua, podemos escolher δ2 > 0 e δ3 > 0

tais que

‖
(

T−1(t+ s)− T−1(t)
)

u0‖ ≤ ǫ/3, ∀ s ≤ δ2

e

‖
(

T−1(ξ + s)− T−1(ξ)
)

f(t− ξ, u(t− ξ))‖ ≤ ǫ

3(t+ 1)
, ∀ s ≤ δ3.

Combinando estas estimativas podemos garantir que ‖v(t+s)−v(t)‖ ≤ ε, para s ≤ min{δ1, δ2, δ3}
e independente de u ∈ Br(Ch(X0)). Finalmente, para todo v(t) ∈ V (t) vale a seguinte estima-

tiva

v(t)

h∗(t)
≤ ‖T−1(t)u0‖

h∗(t)
+

1

h∗(t)

∫ t

0

‖T−1(t− s)f(s, u(s))‖ds

≤ C‖u0‖
h∗(t)

+
C

h∗(t)

∫ t

0

eµ(t−s)Ω(rh∗(s))ds.
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Pela condição (a) concluímos que lim|t|→∞
v(t)
h∗(t) = 0 e essa convergência independe de u ∈

Br(Ch∗(X0)). Logo, como consequência do Lema 1.16, o conjunto V é relativamente com-

pacto em Ch∗(X0) donde segue-se que F : Ch∗(X0) → Ch∗(X0) é completamente contínuo.

Suponha que uλ(·) é uma solução da equação uλ(·) = λF(uλ(·)) para algum λ ∈ (0, 1).

Como

‖uλ(t)‖ = λ

∥

∥

∥

∥

T−1(t)u0 +

∫ t

0

T−1(t− s)f(s, uλ(s))ds

∥

∥

∥

∥

≤
∥

∥

∥

∥

‖T−1(t)u0‖+ C

∫ t

0

eµ(t−s)Ω(‖uλ‖h∗h∗(s))ds

∥

∥

∥

∥

≤ β(‖uλ‖h∗)h∗(t)

temos que ‖uλ‖h∗

β(‖uλ‖h∗)
≤ 1. Pela condição (c) segue-se que o conjunto

{uλ : uλ = λF(uλ), λ ∈ (0, 1)}

é limitado. Pelos lemas 1.6 e 3.5 segue-se que F(AAA(X0)) ⊂ AAA(X0) e consequentemente

podemos considerar F : AAA(X0) → AAA(X0)
2. Pela Alternativa de Leray-Schauder, Teo-

rema 1.3, segue-se que F possui um ponto fixo u ∈ AAA(X0). Considere uma sequência

{un}n∈N ⊂ AAA(X0) tal que un → u em Ch∗(X0). Dado ǫ > 0 a condição (b) assegura a

existência de δ > 0 tal que se ‖v − u‖h∗ ≤ δ então

C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, v(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ǫ, ∀ t ≥ 0;

Ademais, existe n0 ∈ N tal que se n ≥ n0 então ‖un − u‖h∗ ≤ δ. Logo, para todos t ≥ 0 e

n ≥ n0 temos

‖Fun(t)− Fu(t)‖ ≤
∫ t

0

‖T−1(t− s)
(

f(s, un(s))− f(s, u(s))
)

‖ds

≤ C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, un(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ǫ,

implicando que

sup
t≥0

‖Fun(t)− Fu(t)‖ ≤ ǫ,

isto é, Fun → Fu uniformemente. Portanto u ∈ AAA(X0) e a demonstração está finalizada.

O seguinte resultado é um corolário da demonstração do teorema anterior.
2 Como no Teorema 3.4 , note que o fecho do conjunto AAA(X0) está sendo considerado com relação a Ch∗ (X0).
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TEOREMA 3.15 Seja f ∈ AAAc(X0;X) uma função uniformemente contínua sobre conjuntos

limitados. Suponha que existe uma função contínua não decrescente Ω : [0,∞) → [0,∞) tal

que ‖f(t, x)‖ ≤ Ω(‖x‖) para todos x ∈ X0 e t ≥ 0. Se as seguintes condições são satisfeitas

(a) Para cada ν ≥ 0, limt→∞
1

h∗(t)

∫ t

0
eµ(t−s)Ω(νh∗(s))ds = 0;

(b) Para cada ǫ > 0 existe δ > 0 tal que para todos u, v ∈ Ch∗(X0), com ‖v − u‖h∗ ≤ δ,

tem-se que

C

∫ t

0

eµ(t−s)‖f(s, v(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ǫ,

para todo t ∈ [0,∞);

(c) lim infξ→∞
ξ

β(ξ)
> 1, onde

β(ν) :=

∥

∥

∥

∥

‖T−1(·)u0‖+ C

∫ ·

0

eµ(·−s)Ω(νh∗(s))ds

∥

∥

∥

∥

h∗

.

(d) Para todos a, b ∈ [0,∞), a ≤ b, e r > 0, o conjunto

{f(s, h∗(s)x) : a ≤ s ≤ b, x ∈ X0, ‖x‖ ≤ r}

é relativamente compacto em X;

Então a equação (3.5)-(3.6) possui uma solução branda assintoticamente compacta quase au-

tomórfica.

Demonstração: De fato, defina o operador F : Ch(X0) → Ch(X0) por 3.2. Como f : [0,∞)×
X0 → X satisfaz as condições dos lema 1.5 e 3.6 segue-se que F(AAAc(X0)) ⊂ AAAc(X0). A

luz da demonstração do Teorema 3.14 segue-se que F está bem definido e F possui um único

ponto fixo u ∈ AAAc(X0). Novamente, como na demonstração do teorema anterior segue-se

que u ∈ AAAc(X0) e portanto a equação (3.5)-(3.6) possui ao menos uma solução branda

assintoticamente compacta quase automórfica.

3.3 Equações integrais com retardo infinito

3.3.1 Soluções brandas pseudo compactas quase automórficas

Nesta subseção estabeleceremos condições suficientes para garantir existência e unicidade

de soluções pseudo compactas quase automórficas da seguinte equação integral linear não

homogênea

u(t) =

∫ t

−∞
a(t− s)

[

Au(s) + f(s, u(s))
]

ds, t ∈ R, (3.9)
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onde a ∈ L1
loc([0,∞)), A : D(A) ⊂ X → X é o gerador de uma família resolvente integral

{S(t)}t≥0 sobre um espaço de Banach complexo X e f : R × X → X é uma função dada.

Utilizaremos a seguinte condição de integrabilidade

(INT) Existe φ ∈ L1([0,∞)) tal que ‖S(t)‖ ≤ φ(t) para todo t ∈ [0,∞).

Para uma grande discussão sobre a condição (INT) e aplicações da equação (3.9) na Física

Matemática sugerimos ao leitor a monografia de J. Prüss [167].

Nos próximos dois resultados consideramos a versão linear da equação (3.9), isto é, con-

sideramos f : R → X, e asseguramos existência de solução pseudo compacta quase automór-

fica.

TEOREMA 3.16 Seja a ∈ L1([0,∞)). Suponha que A gera uma família resolvente integral

{S(t)}t≥0 satisfazendo a condição (INT). Se f : R → D(A) é uma função pseudo compacta

quase automórfica, então a única solução contínua e limitada da equação (3.9) é pseudo

compacta quase automórfica.

Demonstração: Seja u(t) a função dada por

u(t) =

∫ t

−∞
S(t− s)f(s)ds, t ∈ R.

Como f : R → D(A), segue-se da Proposição 1.2 de [167] que u : R → D(A). O Lema 3.7

assegura que u ∈ PAAc(D(A)). Pelo item (b) da Proposição 2.2 em [106] e pelo teorema de

Fubini obtemos que
∫ t

−∞
a(t− s)Au(s)ds =

∫ t

−∞
a(t− s)A

∫ s

−∞
S(s− τ)f(τ)dτds

=

∫ t

−∞

∫ s

−∞
a(t− s)AS(s− τ)f(τ)dτds

=

∫ t

−∞

∫ t

τ

a(t− s)AS(s− τ)f(τ)dsdτ

=

∫ t

−∞

∫ t−τ

0

a(t− τ − p)AS(p)dpf(τ)dτ

=

∫ t

−∞
(S(t− τ)f(τ)− a(t− τ)f(τ))dτ

= u(t)−
∫ t

−∞
a(t− τ)f(τ)dτ
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o que assegura que u(·) é solução da equação (3.9).

Como consequência obtemos a seguinte versão escalar.

COROLÁRIO 3.6 Seja f : R → R uma função pseudo compacta quase automórfica, a ∈
L1([0,∞)), e considere ρ > 0 um número real. Se a solução Sρ(t) da equação escalar

Sρ(t) = a(t)− ρ

∫ t

0

a(t− s)Sρ(s)ds, (3.10)

satisfaz |Sρ(t)| ≤ φρ(t), com φρ ∈ L1([0,∞)), então a equação

u(t) =

∫ t

−∞
a(t− s)[−ρu(s) + f(s)]ds, t ∈ R, (3.11)

possui uma única solução pseudo compacta quase automórfica.

OBSERVAÇÃO 3.3 Se a ∈ L1(R+) é positiva, não crescente e log-convexa então existe Sρ ∈
L1(R+) ∩ C(R+) tal que

Sρ(t) = a(t)− ρ

∫ t

0

a(t− s)Sρ(s)ds

e |Sρ(t)| ≤ φρ(t), com φρ ∈ L1([0,∞)). Para maiores detalhes sobre esta observação nos

referimos a monografia [167].

OBSERVAÇÃO 3.4 O Teorema 3.16 e seu corolário são generalizações naturais do Teorema

3.2 e do Corolário 3.4 em [106], respectivamente.

EXEMPLO 3.2 Considere a função a(t) = tα−1

Γ(α)e
−βt, onde β > 1 e 1 < α < 2. Seja Eα,α a

função generalizada de Mittag-Leffler (ver por exemplo [94]), a qual é definida por

Eα,β(z) :=
∞
∑

n=0

zn

Γ(αn+ β)
, α, β > 0, z ∈ C.

Então pode-se mostrar que

Sρ(t) = tα−1Eα,α(−ρt)e−βt

é a solução da equação (3.10). Usando a forma explicita de Sρ(t)e
βt, a qual pode ser encon-

trada no Corolário 3.7 de [25], segue-se que existe φρ ∈ L1([0,∞)) tal que |Sρ(t)| ≤ φρ(t).

Portanto, para toda função g pseudo compacta quase automórfica, podemos concluir que a

equação integral fracionária

u(t) =
1

Γ(α)

∫ t

−∞
(t− s)α−1e−β(t−s) (−ρu(s) + g(s)) ds, t ∈ R,
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possui uma única solução pseudo compacta quase automórfica.

A partir de agora nos concentraremos no estudo da equação integral semilinear (3.9).

Relembramos a seguinte definição.

DEFINIÇÃO 3.1 Seja A o gerador de uma família resolvente integral {S(t)}t≥0. Uma solução

branda sobre R para a equação (3.9) é um função contínua u : R → X que satisfaz a equação

integral

u(t) =

∫ t

−∞
S(t− s)f(s, u(s))ds, ∀t ∈ R, (3.12)

Nos nossos resultados o lema a seguir será de fundamental importância.

LEMA 3.7 Seja A o gerador de uma família resolvente integral {S(t)}t≥0 que satisfaz a

condição de integrabilidade (INT). Se f ∈ PAAc(X) e w : R → X é dada por

w(t) =

∫ t

−∞
S(t− s)f(s)ds.

Então w ∈ PAAc(X).

Demonstração: Seja f = g + ξ a decomposição de f , onde g ∈ AAc(X) e ξ ∈ P0(X). Então

podemos escrever

w(t) =

∫ t

−∞
S(t− s)g(s)ds+

∫ t

−∞
S(t− s)ξ(s)ds := G(t) + Ξ(t).

Pelo Lema 1.2 segue-se que G ∈ AAc(X). Resta então mostrar que Ξ ∈ P0(X). Para T > 0,

temos que

1

2T

∫ T

−T

∥

∥

∥

∥

∫ ∞

0

S(s)ξ(t− s)ds

∥

∥

∥

∥

dt ≤ 1

2T

∫ T

−T

∫ ∞

0

‖S(s)‖‖ξ(t− s)‖dsdt

≤
∫ ∞

0

φ(s)

(

1

2T

∫ T

−T

‖ξ(t− s)‖dt
)

ds =

∫ ∞

0

ΨT (s)ds,

onde ΨT (s) =
1
2T

∫ T

−T
‖ξ(t − s)‖dt, s ≥ 0. Como ΨT (s) → 0 quando T → ∞. Segue-se do

teorema da convergência dominada de Lebesgue que

1

2T

∫ T

−T

‖Ξ(t)‖dt→ 0

quando T → ∞.

TEOREMA 3.17 Seja A o gerador de uma família resolvente integral {S(t)}t≥0 que satisfaz a

condição de integrabilidade (INT). Seja f ∈ PAAc(X;X) e suponha que existe uma constante

L > 0 tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖,
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para todos x, y ∈ X e t ∈ R. Se L < ‖φ‖−1
1 então existe uma única solução branda pseudo

compacta quase automórfica para a equação (3.9).

Demonstração: Defina o operador G : PAAc(X) → PAAc(X) por

(Gu)(t) :=

∫ t

−∞
S(t− s)f(s, u(s))ds, t ∈ R. (3.13)

Pelos lemas 1.9 e 3.7 segue-se que G está bem definido. Por outro lado, para u, v ∈ PAAc(X)

temos a seguinte estimativa

‖Gu(t)− Gv(t)‖ ≤
∥

∥

∥

∥

∫ t

−∞
S(t− s)

(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

ds

∥

∥

∥

∥

≤
∫ t

−∞
‖S(t− s)‖‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds

≤ L

∫ t

−∞
‖S(t− s)‖‖u(s)− v(s)‖ds

≤ L

∫ t

−∞
φ(t− s)‖u(s)− v(s)‖ds

≤ L

∫ ∞

0

φ(τ)dτ‖u− v‖∞

≤ L‖φ‖1‖u− v‖∞.

Portanto,

‖Gu− Gv‖∞ ≤ L‖φ‖1‖u− v‖∞.

Logo, G é uma contração donde segue-se que existe uma única solução branda u ∈ PAAc(X)

da equação (3.9).

Uma consequência imediata do Teorema 3.17 e da Observação 3.3 é apresentada no próx-

imo resultado.

COROLÁRIO 3.7 Seja ρ > 0 um número real. Suponha que a ∈ L1([0,∞)) é uma função

positiva, não crescente e log-convexa e seja f : R × R → R uma função pseudo compacta

quase automórfica que satisfaz a condição de Lipschitz

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ L|x− y|,
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para todos t, x, y ∈ R com L < ‖Sρ‖−1
1 , onde Sρ é a solução da equação (3.10). Então a

equação semilinear

u(t) =

∫ t

−∞
a(t− s)[−ρu(s) + f(s, u(s))]ds, t ∈ R,

possui uma única solução pseudo compacta quase automórfica.

EXEMPLO 3.3 Considere g : R → R uma função pseudo compacta quase automórfica, ν ∈
R e β ≥ 1. Examinaremos a existência e unicidade de soluções pseudo compactas quase

automórficas para a equação integral

u(t, x) =

∫ t

−∞

(t− s)β−1

Γ(β)

[

uxx(s, x) + νg(s)u(s, x)
]

ds, t ∈ R, x ∈ [0, 1], (3.14)

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, t ∈ R.

Pretendemos obter uma formulação abstrata deste problema na forma de uma equação inte-

gral do tipo (3.9). Para isso seja X = L2[0, 1] e considere o operador A : D(A) ⊂ X → X

definido por Aw(x) = wxx(x), onde

D(A) = {w ∈ X : wxx ∈ X,w(0) = w(1) = 0}.

Um fato conhecido é que A gera um semigrupo analítico e que 0 ∈ ρ(A). Seja a(t) = tβ−1

Γ(β)
,

t > 0. Então a satisfaz todas condições do Corolário 10.1 da Monografia [167], logo A gera

uma família resolvente integral com a propriedade (INT). Defina f(s, u) = νg(s)u, u ∈ X;

então, para todos u, v ∈ R temos

‖f(t, u)− f(t, v)‖ ≤ |ν||g(t)|‖u− v‖ ≤ |ν|‖g‖∞‖u− v‖.

Se |ν| é pequeno o suficiente então a equação (3.14) possui uma única solução pseudo com-

pacta quase automórfica.

TEOREMA 3.18 Suponha que A gera uma família resolvente integral {S(t)}t≥0 para a qual

existe uma função decrescente φ : R+ → R+ com φ0 =
∑∞

m=0 φ(m) < +∞. Se f ∈
PAAc(X;X) satisfaz a condição de Lipschitz

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖,

para todos x, y ∈ X e t ∈ R, onde L ∈ Cb(R) é tal que

‖L‖M := sup
t∈R

∫ t+1

t

L(s)ds < +∞.
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Então existe uma única solução branda pseudo compacta quase automórfica para a equação

(3.9) sempre que ‖L‖Mφ0 < 1.

Demonstração: Inicialmente observe que como φ é uma função decrescente e
∑∞

m=0 φ(m) <

∞ segue-se que φ ∈ L1([0,∞)) e portanto S(t) é integrável. Seja G o operador definido

em (3.13). De forma semelhante a demonstração do Teorema 3.16 segue-se que G está bem

definido. Em contrapartida, se u, v ∈ PAAc(X), então

‖Gu(t)− Gv(t)‖ ≤
∫ t

−∞
‖S(t− s)

(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

‖ds

≤
∫ t

−∞
‖S(t− s)‖‖

(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

‖ds

≤
∫ t

−∞
φ(t− s)L(s)‖u(s)− v(s)‖ds

≤
( ∞
∑

m=0

∫ t−m

t−(m+1)

φ(t− s)L(s)ds

)

‖u− v‖∞

≤
( ∞
∑

m=0

φ(m)

∫ t−m

t−(m+1)

L(s)ds

)

‖u− v‖∞

≤ ‖L‖Mφ0‖u− v‖∞.

Portanto, F é uma ‖L‖Mφ0-contração donde existe uma única solução pseudo compacta

quase automórfica para a equação (3.9).

Relembramos que uma família resolvente integral {S(t)}t≥0 é chamada uniformemente

limitada se existe uma constante M > 0 tal que ‖S(t)‖ ≤M para todo t ≥ 0.

TEOREMA 3.19 Suponha que A gera uma família resolvente integral uniformemente limitada

{S(t)}t≥0 que satisfaz a condição (INT). Seja f ∈ PAAc(X;X). Se existe uma função L ∈
L1(R) ∩ Cb(R) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖,

para todos x, y ∈ X e t ∈ R. Então existe uma única solução branda pseudo compacta quase

automórfica para a equação (3.9).

Demonstração: Defina o operador G : PAAc(X) → PAAc(X) como em (3.13). Sejam
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u, v ∈ PAAc(X). Temos que

‖Gu(t)− Gv(t)‖ ≤
∫ t

−∞
‖S(t− s)

(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

‖ds

≤
∫ t

−∞
‖S(t− s)‖‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds

≤
∫ t

−∞
ML(s)ds‖u− v‖∞

≤ M

∫ t

−∞
L(s)ds‖u− v‖∞

≤ M‖L‖L1‖u− v‖∞.

Em geral temos a estimativa

‖Gnu− Gnv‖∞ ≤ (M ||L||1)n
n!

‖u− v‖∞.

Como (M ||L||1)n
n!

< 1 para n suficientemente grande segue-se pelo teorema do ponto fixo para

iterados que existe uma única solução pseudo compacta quase automórfica para a equação

(3.9).

No próximo resultado consideramos o caso onde a não linearidade da equação (3.9) é

uma função localmente Lipschitz.

TEOREMA 3.20 Suponha que A gera uma família resolvente integral {S(t)}t≥0 que satisfaz

a condição (INT). Seja f ∈ PAAc(X;X) e suponha que existe uma função não decrescente

L : [0,∞) → [0,∞) tal que para cada número r > 0 e para todos x, y ∈ X tais que ‖x‖ ≤ r e

‖y‖ ≤ r vale a estimativa

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(r)‖x− y‖, ∀ t ∈ R.

Se existe R > 0 tal que

‖φ‖1
(

L(R) +
‖f(·, 0)‖∞

R

)

< 1

então a equação (3.9) possui uma única solução branda pseudo compacta quase automórfica.

Demonstração: Seja G o operador definido em (3.13). Por hipótese existe R > 0 tal que

RL(R)‖φ‖1 + ‖φ‖1‖f(·, 0)‖∞ ≤ R. Considere a bola fechada

BR = {u ∈ PAAc(X) : ‖u‖∞ ≤ R} ⊂ PAAc(X).
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Ora, se u ∈ BR então para todo t ∈ R

‖Gu(t)‖ =

∥

∥

∥

∥

∫ t

−∞
S(t− s)f(s, u(s))ds

∥

∥

∥

∥

≤
∫ t

−∞
‖S(t− s)f(s, u(s))‖ds

≤
∫ t

−∞
‖S(t− s)‖‖f(s, u(s))− f(s, 0)‖ds+

∫ t

−∞
‖S(t− s)‖‖f(s, 0)‖ds

≤
∫ t

−∞
φ(t− s)L(R)‖u(s)‖ds+

∫ t

−∞
φ(t− s)ds‖f(·, 0)‖∞

≤ RL(R)‖φ‖1 + ‖φ‖1‖f(·, 0)‖∞ ≤ R.

Isto mostra que ‖Gu‖∞ ≤ R e portanto G : BR → BR está bem definida. Finalmente, vamos

mostrar que G possui um único ponto fixo em BR. De fato, se u, v ∈ BR então

‖Gu(t)− Gv(t)‖ ≤
∫ t

−∞
‖S(t− s)

(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

‖ds

≤
∫ t

−∞
‖S(t− s)‖‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds

≤
∫ t

−∞
φ(t− s)L(R)‖u(s)− v(s)‖ds

≤ L(R)‖φ‖1‖u− v‖∞.

Logo, G é uma L(R)‖φ‖1-contração sobre BR. Pelo teorema do ponto fixo de Banach, existe

uma única solução pseudo compcta quase automórfica para a equação (3.9).

Para finalizar esta subseção trataremos do problema de perturbações que não são do tipo

Lipschitz.

TEOREMA 3.21 Suponha que A gera uma família resolvente integral {S(t)}t≥0 que satisfaz a

condição (INT) e seja f ∈ PAAc(X;X) uma função uniformemente contínua sobre conjuntos

limitados de X uniformemente para t ∈ R. Suponha ainda que existe uma função contínua

não decrescente Ω : [0,∞) → [0,∞) tal que ‖f(t, x)‖ ≤ Ω(‖x‖) para todos x ∈ X e t ∈ R. Se

as seguintes condições são satisfeitas

(a) Para cada r ≥ 0 , lim|t|→∞
1

h(t)

∫ t

−∞ φ(t− s)Ω(rh(s))ds= 0;
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(b) Para cada ǫ > 0 existe δ > 0 tal que se u, v ∈ Ch(X) e ‖u− v‖h ≤ δ então
∫ t

−∞
φ(t− s)‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds ≤ ǫ, ∀ t ∈ R;

(c) lim infξ→∞
ξ

β(ξ) > 1, onde

β(r) :=

∥

∥

∥

∥

∫ ·

∞
φ(· − s)Ω(rh(s))ds

∥

∥

∥

∥

h

, ∀ r ≥ 0;

(d) Para todos a, b ∈ R, a ≤ b, and r > 0 o conjunto

{f(s, h(s)x) : a ≤ s ≤ b, x ∈ X, ‖x‖ ≤ r}

é relativamente compacto em X.

Então a equação (3.9) possui uma solução branda pseudo compacta quase automórfica.

Demonstração: Seja G : Ch(X) → Ch(X) o operador definido por

Gu(t) =

∫ t

−∞
S(t− s)f(s, u(s))ds.

Observe que

‖Gu(t)‖ ≤
∫ t

−∞
‖S(t− s)f(s, u(s))‖ds ≤

∫ t

−∞
φ(t− s)‖f(s, u(s))‖ds

≤
∫ t

−∞
φ(t− s)Ω(‖u(s)‖)ds =

∫ t

−∞
φ(t− s)Ω

(

h(s)‖u(s)‖
h(s)

)

ds

≤
∫ t

−∞
φ(t− s)Ω(‖u‖hh(s))ds.

Logo,
‖Gu(t)‖
h(t)

≤ 1

h(t)

∫ t

−∞
φ(t− s)Ω(‖u‖hh(s))ds.

Pela condição (a) segue-se que G está bem definido. Além disso, se u, v ∈ Ch(X0) então

‖Gu(t)− Gv(t)‖ ≤
∫ t

−∞
‖S(t− s)

(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

‖ds

≤
∫ t

−∞
φ(t− s)‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds ≤ ǫ.

Portanto, dado ǫ > 0 a condição (b) assegura a existência de um δ > 0 tal que

‖Gu(t)− Gv(t)‖ ≤ ǫ
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para todos u, v ∈ Ch(X0) tais que ‖u− v‖h ≤ δ. Como consequência, para tais u e v

‖Gu− Gv‖h ≤ ǫ

donde segue-se que G é contínuo. O objetivo agora é mostrar que G é completamente contínuo.

Para isso, sejamBr

(

Ch(X)
)

a bola de raio r > 0 centrada em 0 ∈ Ch(X), V = G
(

Br

(

Ch(X)
))

e v = Gu ∈ V . No que se segue utilizaremos o Lema 1.15 para mostrar que V é relativamente

compacto. Afirmamos inicialmente que o conjunto V (t) é relativamente compacto para cada

t ∈ R. De fato, seja v(t) ∈ V (t). Pela condição (a) segue-se que a função s → φ(s)Ω(rh(t−
s)) é integrável sobre [0,∞). Logo, dado ǫ > 0 pode-se escolher um a ≥ 0 de modo que
∫∞
a
φ(s)Ω(rh(t− s))ds ≤ ǫ. Portanto,

∥

∥

∥

∥

∫ ∞

a

S(s)f(t− s, u(t− s))ds

∥

∥

∥

∥

≤
∫ ∞

a

φ(s)Ω(rh(t− s))ds ≤ ǫ.

Escrevendo

v(t) =

∫ a

0

S(s)f(t− s, u(t− s))ds+

∫ ∞

a

S(s)f(t− s, u(t− s))ds

obtemos que

v(t) ∈ aco({S(s)f(ξ, h(ξ)x) : 0 ≤ s ≤ a, t− s ≤ ξ ≤ t, ‖x‖ ≤ r}) +Bǫ(X)

onde co(K) representa o fecho convexo do conjunto K e Bǫ(X) é a bola de raio ǫ e centro em

0 ∈ X. Usando o fato de que S(·) é fortemente contínuo e a condição (d) podemos garantir

que o conjunto K = {S(s)f(ξ, h(ξ)x) : 0 ≤ s ≤ a, t − s ≤ ξ ≤ t, ‖x‖ ≤ r} é relativamente

compacto o que implica que co(K) também o é. Como v(t) ∈ V (t) é arbitrário segue-se

que V (t) ⊂ co(K) + Bǫ(X), donde concluímos a afirmação. Agora vamos mostrar que V é

equicontínuo. Ora, dado a > 0 a seguinte decomposição é válida

v(t+ s)− v(t) =

∫ s

0

S(ξ)f(t+ s− ξ, u(t+ s− ξ))dξ

+

∫ a

0

(

S(ξ + s)− S(ξ)
)

f(t− ξ, u(t− ξ))dξ

+

∫ ∞

a

(

S(ξ + s)− S(ξ)
)

f(t− ξ, u(t− ξ))dξ.

Portanto, dado ǫ > 0 pode-se escolher a > 0 e δ1 > 0 tais que se s ≤ δ1 então
∥

∥

∥

∥

∫ s

0

S(ξ)f(t+ s− ξ, u(t+ s− ξ))dξ +

∫ ∞

a

(

S(ξ + s)− S(ξ)
)

f(t− ξ, u(t− ξ))dξ

∥

∥

∥

∥
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≤
∫ s

0

φ(ξ)Ω(rh(t+ s− ξ))dξ +

∫ ∞

a

φ(ξ + s)Ω(rh(t− ξ))dξ

+

∫ ∞

a

φ(ξ)Ω(rh(t− ξ))dξ ≤ ǫ

2
.

Além disso, como o conjunto {f(t− ξ, u(t− ξ)) : 0 ≤ ξ ≤ a, u ∈ Br(Ch(X))} é relativamente

compacto e S(·) é fortemente contínuo, segue-se que existe δ2 > 0 tal que

‖
(

S(ξ + s)− S(ξ)
)

f(t− ξ, u(t− ξ))‖ ≤ ǫ

2a

para s ≤ δ2. Segue-se portanto que para s ≤ min{δ1, δ2},

‖v(t+ s)− v(t)‖ ≤ ǫ

independente de u ∈ Br(Ch(X)), isto é, V é equicontínuo. Finalmente, para todo v(t) ∈ V (t)

vale a seguinte estimativa

v(t)

h(t)
≤ 1

h(t)

∫ t

−∞
‖S(t− s)f(s, u(s))‖ds

≤ 1

h(t)

∫ t

−∞
φ(t− s)Ω(rh(s))ds.

Pela condição (a) concluímos que lim|t|→∞
v(t)
h(t)

= 0 e essa convergência independe de u ∈
Br(Ch(X)). Logo, como consequência do Lema 1.15, o conjunto V é relativamente compacto

em Ch(X) donde segue-se que G : Ch(X) → Ch(X) é completamente contínuo.

Suponha que uλ(·) é uma solução da equação uλ(·) = λG(uλ(·)) para algum λ ∈ (0, 1).

Como

‖uλ(t)‖ = λ

∥

∥

∥

∥

∫ t

−∞
S(t− s)f(s, uλ(s))ds

∥

∥

∥

∥

≤
∫ t

−∞
φ(t− s)Ω(‖uλ‖hh(s))ds

≤ β(‖uλ‖h)h(t)

temos que ‖uλ‖h

β(‖uλ‖h)
≤ 1. Pela condição (c) segue-se que o conjunto

{uλ : uλ = λG(uλ), λ ∈ (0, 1)}

é limitado. Pelos lemas 1.9 e 3.7 segue-se que G(PAAc(X)) ⊂ PAAc(X) e consequentemente

podemos considerar G : PAAc(X) → PAAc(X)3. Pela Alternativa de Leray-Schauder, Teo-

rema 1.3, segue-se que G possui um ponto fixo u ∈ PAAc(X). Considere uma sequência
3 Note que o fecho do conjunto PAAc(X) está sendo considerado com relação a Ch(X).
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{un}n∈N ⊂ PAAc(X) tal que un → u em Ch(X). Dado ǫ > 0 a condição (b) assegura a

existência de δ > 0 tal que se ‖v − u‖h ≤ δ então
∫ t

−∞
φ(t− s)‖f(s, v(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ǫ, ∀ t ∈ R;

Ademais, existe n0 ∈ N tal que se n ≥ n0 então ‖un − u‖h ≤ δ. Logo, para todos t ∈ R e

n ≥ n0 temos

‖Gun(t)− Gu(t)‖ ≤
∫ t

−∞
‖S(t− s)

(

f(s, un(s))− f(s, u(s))
)

‖ds

≤
∫ t

−∞
φ(t− s)‖f(s, un(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ǫ,

implicando que

sup
t∈R

‖Gun(t)− Gu(t)‖ ≤ ǫ,

isto é, Gun → Gu uniformemente. Portanto u ∈ PAAc(X) e a demonstração está finalizada.

3.3.2 Soluções brandas assintoticamente compactas quase automórficas

Para finalizar esta seção estudaremos existência e unicidade de soluções assintoticamente

compactas quase automórficas da equação integral linear não homogênea

u(t) =

∫ t

0

a(t− s)
[

Au(s) + f(s, u(s))
]

ds, t ≥ 0, (3.15)

onde a ∈ L1([0,∞)), A : D(A) ⊂ X → X é o gerador de uma família resolvente integral

sobre um espaço de Banach complexo X e f : [0,∞) × X → X é uma função que satisfaz

condições convenientes.

Começamos relembrando a definição de solução branda para a equação (3.15).

DEFINIÇÃO 3.2 Seja A o gerador de uma família resolvente integral {S(t)}t≥0. Uma função

contínua u : [0,∞) → X que satisfaz a equação integral

u(t) =

∫ t

0

S(t− s)f(s, u(s))ds, ∀ t ≥ 0,

é chamada solução branda para a equação (3.15).

LEMA 3.8 Suponha que A gera uma família resolvente integral {S(t)}t≥0 que satisfaz a

condição (INT). Se f ∈ AAAc(X) e w̃ : [0,∞) → X é dada por

w̃(t) =

∫ t

0

S(t− s)f(s)ds.
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Então w̃ ∈ AAAc(X).

Demonstração: Se f = g + ν, onde g ∈ AAc(X) e ν ∈ C0([0,∞),X). Então

w̃(t) =

∫ t

−∞
S(t− s)g(s)ds−

∫ 0

−∞
S(t− s)g(s)ds+

∫ t

0

S(t− s)ν(s)ds := G(t) +H(t),

onde

G(t) =

∫ t

−∞
S(t− s)g(s)ds

e

H(t) = −
∫ 0

−∞
S(t− s)g(s)ds+

∫ t

0

S(t− s)ν(s)ds.

Em [106] os autores mostram que G ∈ AAc(X). Mostraremos então que H ∈ C0([0,∞),X).

Dado ǫ > 0 existe uma constante L > 0 tal que
∫∞
L
φ(s)ds ≤ ǫ and ‖ν(s)‖ ≤ ǫ para todo

s ≥ L. Então, para todo t ≥ 2L, deduzimos que

‖H(t)‖ ≤
∫ 0

−∞
‖S(t− s)‖‖g(s)‖ds+

∫ t

0

‖S(t− s)‖‖ν(s)‖ds

≤
∫ 0

−∞
φ(t− s)‖g(s)‖ds+

∫ t

t/2

φ(t− s)‖ν(s)‖ds+
∫ t/2

0

φ(t− s)‖ν(s)‖ds

≤ ‖g‖∞
∫ ∞

t

φ(s)ds+ ǫ

∫ t/2

0

φ(s)ds+ ‖ν‖∞
∫ ∞

t/2

φ(s)ds

≤ (‖g‖∞ + ‖φ‖1 + ‖ν‖∞) ǫ.

Portanto, limt→∞H(t) = 0, isto é, H ∈ C0([0,∞),X).

TEOREMA 3.22 Suponha que A gera uma família resolvente integral {S(t)}t≥0 que satisfaz a

condição (INT). Seja f ∈ AAAc(X;X) e suponha que existe uma função contínua e limitada

L : [0,∞) → [0,∞) tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖,

para todos x, y ∈ X e t ∈ [0,∞). Se ‖L‖∞ < ‖φ‖−1
1 . Então a equação (3.15) possui uma única

solução branda assintoticamente compacta quase automórfica.

Demonstração: Considere o operador G : AAAc(X) → AAAc(X) dado pela regra

Gu(t) =

∫ t

0

S(t− s)f(s, u(s))ds, ∀ t ≥ 0. (3.16)
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Segue-se dos Lemas 1.5 e 3.8 que G está bem definido. Além disso, se u, v ∈ AAAc(X) então

‖Gu(t)− Gv(t)‖ ≤
∫ t

0

‖S(t− s)
(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

‖ds

≤
∫ t

0

‖S(t− s)‖‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds

≤
∫ t

0

φ(t− s)L(s)‖u(s)− v(s)‖ds

≤
∫ t

0

φ(t− s)ds‖L‖∞‖u− v‖∞

≤ ‖φ‖1‖L‖∞‖u− v‖∞.

Logo,

‖Gu− Gv‖∞ ≤ ‖φ‖1‖L‖∞‖u− v‖∞.

Segue-se portanto que G é uma ‖φ‖1‖L‖∞-contração e resulta do teorema do ponto fixo de

Banach que existe uma única solução branda assintoticamente compacta quase automórfica

para a equação (3.15).

O próximo resultado é uma consequência imediata do teorema anterior.

COROLÁRIO 3.8 Suponha que A gera uma família resolvente integral {S(t)}t≥0 que satisfaz

a condição (INT). Seja f ∈ AAAc(X;X) e suponha que existe uma constante L > 0 tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖,

para todos x, y ∈ X e t ∈ [0,∞). Se L < ‖φ‖−1
1 . Então a equação (3.15) possui uma única

solução branda assintoticamente compacta quase automórfica.

OBSERVAÇÃO 3.5 Recordamos que uma função f : (0,∞) → R de classe C∞ é completa-

mente monotônica se (−1)nf (n)(s) ≥ 0, para todos s ≥ 0 e n ∈ N. Esse tipo de função é nat-

ural em áreas como probabilidade, análise numérica e elasticidade. Suponha que na equação

(3.15) o núcleo a é uma função completamente monotônica e que a(∞) = limt→∞ a(t) > 0.

Além disso, suponha que o operador A é o gerador de um C0-semigrupo analítico limitado

tal que 0 ∈ ρ(A). Se a não linearidade f : [0,∞) × X → X é uma função assintoticamente

compacta quase automórfica que satisfaz a condição de Lipschitz

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖,
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para todos x, y ∈ X e t ≥ 0, com L > 0 suficientemente pequeno. Então a equação (3.15) pos-

sui uma única solução assintoticamente compacta quase automórfica. De fato, pelo Corolário

10.1 da monografia [167] segue-se que as hipóteses sobre o núcleo a e o operador A são su-

ficientes para garantir que A gera uma família resolvente integral {S(t)}t≥0 que satisfaz a

condição (INT).

TEOREMA 3.23 Suponha que A gera uma família resolvente integral uniformemente limitada

{S(t)}t≥0 que satisfaz a condição (INT). Seja f : [0,∞)×X → X uma função assintoticamente

compacta quase automórfica. Suponha que existe uma função L ∈ Cb([0,∞))∩L1([0,∞)) tal

que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L(t)‖x− y‖,

para todos x, y ∈ X e t ≥ 0. Então a equação (3.15) possui uma única solução branda

assintoticamente compacta quase automórfica.

Demonstração: Defina o operador G : AAAc(X) → AAAc(X) por

Gu(t) =

∫ t

0

S(t− s)f(s, u(s))ds, t ≥ 0.

Os lemas 1.5 e 3.8 garantem que G está bem definido. Seja w(t) := e−k
∫

t

0
L(s)ds, onde k

é uma constante fixa tal que k > supt≥0 ‖S(t)‖. Defina em AAAc(X) a seguinte norma

‖|ψ‖| := supt≥0{w(t)‖ψ(t)‖}. As hipóteses sobre L garantem que a norma ‖| · ‖| é equivalente

a norma ‖ · ‖∞. É suficiente então mostrar que G é uma contração no espaço de Banach

(AAAc, ‖| · ‖|). Para isso, sejam u, v ∈ AAAc(X). Temos a seguinte estimativa

w(t)‖Gu(t)− Gw(t)‖ ≤ w(t)

∫ t

0

‖S(t− s)
(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

‖ds

≤ M

∫ t

0

w(t)‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds

≤ M

∫ t

0

w(t)L(s)‖u(s)− v(s)‖ds

≤ M

∫ t

0

w(t)w(s)−1L(s)v(s)‖u(s)− v(s)‖ds

≤ M‖|u− v‖|
∫ t

0

w(t)w(s)−1L(s)ds
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=
M

k
‖|u− v‖|

∫ t

0

kek
∫

s

t
L(τ)dτL(s)ds

=
M

k
‖|u− v‖|

∫ t

0

d

ds

(

ek
∫
s

t
L(τ)dτ

)

ds

=
M

k
[1− e−k

∫
t

0
L(τ)dτ ]‖|u− v‖|

≤ M

k
‖|u− v‖|.

Como M/k < 1, segue-se que G é uma contração e portanto existe uma única solução branda

assintoticamente compacta quase automórfica para a equação (3.15).

Para finalizar esta subseção trataremos do caso de perturbações não lipschitizianas para a

equação (3.15). Observe que a notação empregada na demonstração do próximo resultado é

aquela introduzida na Subseção pontofixo.

TEOREMA 3.24 Suponha que A gera uma família resolvente integral {S(t)}t≥0 que satisfaz a

condição (INT). Seja f ∈ AAAc(X;X) uma função uniformemente contínua sobre conjuntos

limitados de X uniformemente para t ≥ 0. Suponha que existe uma função contínua não

decrescente Ω : [0,∞) → [0,∞) tal que ‖f(t, x)‖ ≤ Ω(‖x‖) para todos x ∈ X e t ≥ 0. Se as

seguintes condições são válidas

(a) Para cada r ≥ 0 , limt→∞
1

h∗(t)

∫ t

0
φ(t− s)Ω(rh∗(s))ds = 0;

(b) Para cada ǫ > 0 existe δ > 0 tal que se u, v ∈ Ch∗(X) e ‖u− v‖h∗ ≤ δ então
∫ t

0

φ(t− s)‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds ≤ ǫ, ∀ t ≥ 0;

(c) lim infξ→∞
ξ

β(ξ)
> 1, onde

β(r) :=

∥

∥

∥

∥

∫ ·

0

φ(· − s)Ω(rh∗(s))ds

∥

∥

∥

∥

h∗

, ∀ r ≥ 0;

(d) Para todos a, b ∈ [0,∞), a ≤ b, e r > 0 o conjunto

{f(s, h∗(s)x) : a ≤ s ≤ b, x ∈ X, ‖x‖ ≤ r}

é relativamente compacto em X.
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Então a equação (3.15) possui uma solução branda assintoticamente compacta quase au-

tomórfica.

Demonstração: Seja G : Ch∗(X) → Ch∗(X) o operador definido por

Gu(t) =

∫ t

0

S(t− s)f(s, u(s))ds.

Observe que

‖Gu(t)‖ ≤
∫ t

0

‖S(t− s)f(s, u(s))‖ds ≤
∫ t

0

φ(t− s)‖f(s, u(s))‖ds

≤
∫ t

0

φ(t− s)Ω(‖u(s)‖)ds =
∫ t

0

φ(t− s)Ω

(

h∗(s)‖u(s)‖
h∗(s)

)

ds

≤
∫ t

0

φ(t− s)Ω(‖u‖h∗h∗(s))ds.

Logo,
‖Gu(t)‖
h∗(t)

≤ 1

h∗(t)

∫ t

0

φ(t− s)Ω(‖u‖h∗h∗(s))ds.

Pela condição (a) segue-se que G está bem definido. Além disso, se u, v ∈ Ch∗(X0) então

‖Gu(t)− Gv(t)‖ ≤
∫ t

0

‖S(t− s)
(

f(s, u(s))− f(s, v(s))
)

‖ds

≤
∫ t

0

φ(t− s)‖f(s, u(s))− f(s, v(s))‖ds ≤ ǫ.

Portanto, dado ǫ > 0 a condição (b) assegura a existência de um δ > 0 tal que

‖Gu(t)− Gv(t)‖ ≤ ǫ

para todos u, v ∈ Ch∗(X0) tais que ‖u− v‖h∗ ≤ δ. Como consequência, para tais u e v

‖Gu− Gv‖h∗ ≤ ǫ

donde segue-se que G é contínuo. O objetivo agora é mostrar que G é completamente con-

tínuo. Para isso, sejam Br

(

Ch∗(X)
)

a bola de raio r > 0 centrada em 0 ∈ Ch∗(X), V =

G
(

Br

(

Ch∗(X)
))

e v = Gu ∈ V . No que se segue utilizaremos o Lema 1.16 para mostrar que

V é relativamente compacto. Afirmamos inicialmente que o conjunto V (t) é relativamente

compacto para cada t ∈ [0,∞). De fato, seja v(t) ∈ V (t). Pela condição (a) segue-se que a

função s → φ(s)Ω(rh∗(t − s)) é integrável sobre [0,∞). Logo, dado ǫ > 0 pode-se escolher

um a ≥ 0 de modo que
∫∞
a
φ(s)Ω(rh∗(t− s))ds ≤ ǫ. Portanto,

∥

∥

∥

∥

∫ ∞

a

S(s)f(t− s, u(t− s))ds

∥

∥

∥

∥

≤
∫ ∞

a

φ(s)Ω(rh∗(t− s))ds ≤ ǫ.
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Escrevendo

v(t) =

∫ a

0

S(s)f(t− s, u(t− s))ds+

∫ ∞

a

S(s)f(t− s, u(t− s))ds

obtemos então que

v(t) ∈ aco({S(s)f(ξ, h∗(ξ)x) : 0 ≤ s ≤ a, t− s ≤ ξ ≤ t, ‖x‖ ≤ r}) +Bǫ(X)

onde co(K) representa o fecho convexo do conjunto K e Bǫ(X) é a bola de raio ǫ e centro em

0 ∈ X. Usando o fato de que S(·) é fortemente contínuo e a condição (d) podemos garantir

que o conjunto K = {S(s)f(ξ, h∗(ξ)x) : 0 ≤ s ≤ a, t − s ≤ ξ ≤ t, ‖x‖ ≤ r} é relativamente

compacto o que implica que co(K) também o é. Como v(t) ∈ V (t) é arbitrário segue-se que

V (t) ⊂ co(K) + Bǫ(X), donde concluímos a afirmação. O próximo passo é mostrar que Vb é

equicontínuo. Para todo t ≥ 0 podemos escrever

v(t+ s)− v(t) =

∫ t+s

t

S(t+ s− ξ)f(ξ, u(ξ))dξ

+

∫ t

0

(

S(ξ + s)− S(ξ)
)

f(t− ξ, u(t− ξ))dξ.

Dado ǫ > 0, podemos escolher δ1 > 0 tal que

∥

∥

∫ t+s

t

S(t+ s− ξ)f(ξ, u(ξ))dξ
∥

∥ ≤ C

∫ t+s

t

φ(t+ s− ξ)Ω(rh(ξ))dξ ≤ ǫ/2,

para s ≤ δ1. Além disso, como o conjunto {f(t− ξ, u(t− ξ)) : 0 ≤ ξ ≤ t, u ∈ Br(Ch(X0))} é

relativamente compacto e S(·) é fortemente contínua, podemos escolher δ2 > 0 tai que

‖
(

S(ξ + s)− S(ξ)
)

f(t− ξ, u(t− ξ))‖ ≤ ǫ

2(t+ 1)
, ∀ s ≤ δ2.

Combinando estas estimativas podemos garantir que ‖v(t+s)−v(t)‖ ≤ ε para s ≤ min{δ1, δ2}
independente de u ∈ Br(Ch(X0)). Finalmente, para todo v(t) ∈ V (t) vale a seguinte estima-

tiva

v(t)

h∗(t)
≤ 1

h∗(t)

∫ t

0

‖S(t− s)f(s, u(s))‖ds

≤ 1

h∗(t)

∫ t

0

φ(t− s)Ω(rh∗(s))ds.

Pela condição (a) concluímos que lim|t|→∞
v(t)
h∗(t) = 0 e essa convergência independe de u ∈

Br(Ch∗(X)). Logo, como consequência do Lema 1.16, o conjunto V é relativamente com-

pacto em Ch∗(X) donde segue-se que G : Ch∗(X) → Ch∗(X) é completamente contínuo.
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Suponha que uλ(·) é uma solução da equação uλ(·) = λG(uλ(·)) para algum λ ∈ (0, 1).

Como

‖uλ(t)‖ = λ

∥

∥

∥

∥

∫ t

0

S(t− s)f(s, uλ(s))ds

∥

∥

∥

∥

≤
∫ t

0

φ(t− s)Ω(‖uλ‖h∗h∗(s))ds

≤ β(‖uλ‖h∗)h∗(t)

temos que ‖uλ‖h∗

β(‖uλ‖h∗)
≤ 1. Pela condição (c) segue-se que o conjunto

{uλ : uλ = λG(uλ), λ ∈ (0, 1)}

é limitado. Pelos Lemas 1.5 e 3.8 segue-se que G(AAAc(X)) ⊂ AAAc(X) e consequentemente

podemos considerar G : AAAc(X) → AAAc(X)4. Pela Alternativa de Leray-Schauder, Teo-

rema 1.3, segue-se que G possui um ponto fixo u ∈ AAAc(X). Considere uma sequência

{un}n∈N ⊂ AAAc(X) tal que un → u em Ch∗(X). Dado ǫ > 0 a condição (b) assegura a

existência de δ > 0 tal que se ‖v − u‖h∗ ≤ δ então
∫ t

0

φ(t− s)‖f(s, v(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ǫ, ∀ t ∈ [0,∞);

Ademais, existe n0 ∈ N tal que se n ≥ n0 então ‖un − u‖h∗ ≤ δ. Logo, para todos t ∈ [0,∞)

e n ≥ n0 temos

‖Gun(t)− Gu(t)‖ ≤
∫ t

0

‖S(t− s)
(

f(s, un(s))− f(s, u(s))
)

‖ds

≤
∫ t

0

φ(t− s)‖f(s, un(s))− f(s, u(s))‖ds ≤ ǫ,

implicando que

sup
t∈[0,∞)

‖Gun(t)− Gu(t)‖ ≤ ǫ,

isto é, Gun → Gu uniformemente. Portanto u ∈ AAAc(X) e a demonstração está finalizada.

4 Note que o fecho do conjunto AAAc(X) está sendo considerado com relação a Ch∗ (X).
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