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INTRODUGAO

Para criar uma filosofia si € preciso renun-
clar a metafisica e tornar-se apenas um bom

matemdtico

— Bertrand Russel

o inicio do século 20, a teoria de periodicidade ganhou um novo impulso através da
introducgdo do conceito de fun¢bes numéricas quase periddicas pelo matematico H.
Bohr e da generalizacdo natural para espacos métricos devida a S. Bochner. Naturalmente
houve um grande interesse em quase periodicidade, ndo s6 do ponto de vista estrutural de
tais fun¢bes como também no sentido de aplicacdes a Fisica, Biologia e Economia. Em geral,
modelos de situa¢des do mundo real sio dados matematicamente através de equagoes difer-
enciais. Tal fato justifica o grande niimero de pesquisa matemadtica sobre o comportamento
quase periddico das solugoes de equagoes diferenciais.
Ao longo dos anos diversas generalizagcdes de quase periodicidade foram apresentadas.
A saber, na década de 40 M. Fréchet introduziu o conceito de fungdes assintoticamente quase
periodicas. Em 1961 S. Bochner apresentou a classe de func¢des quase automorficas. Segundo
Bochner, esse tipo de funcdes apareceram naturalmente em seus trabalhos sobre geometria
diferencial como escalares e tensores sobre variedades com grupo de automorfismo discreto.
Posteriormente, no final da década de 60, A. M. Fink introduziu o conceito de fung¢des com-
pactas quase automdrficas. No inicio dos anos 80 G. N’Guérékata apresentou as fungoes assintot-
tcamente quase automdrficas. Essa ultima classe de fung¢des é construida de forma similar aquelas
apresentadas por Fréchet. Na ultima década do século 20, C. Y. Zhang exibiu o conceito de

fungoes pseudo quase periodicas. Nos dltimos 10 anos mais duas generalizagdes das fungoes



quase periddicas foram apresentadas; sdo elas, as func¢oes pseudo quase automdrficas, apresen-
tadas pelos matematicos T. J. Xiao, J. Liang e J. Zhang, e as funcdes pseudo quase periddicas
com peso introduzidas por T. Diagana.

O seguinte diagrama’ ilustra nossos comentarios:

P(X) AP(X) AAL(X) AA(X)

| | |

SAP,(X)~— AP,(X) — AAP(X) AAA(X) —= AAA(X)

| | |

PP,(X)—— PAP(X) PAA(X) ——= PAA(X)

PAP(X, p)

O proposito desta tese é estudar o comportamento qualitativo das solu¢des de equagdes
de evolugdo. Em verdade, estamos exclusivamente interessados em propriedades de peri-
odicidade de equacdes diferenciais definidas sobres espacos vetoriais abstratos de dimensio
infinita. Por se tratar de espagos de dimensao infinita, as técnicas utilizadas provém da Andlise
Funcional juntamente com métodos topoldgicos, como por exemplo, a teoria de ponto fixo.
Ressaltamos que esta altima é uma ferramenta muito eficiente no tratamento de problemas
ndo lineares.

O estudo de comportamento periddico para equagoes diferenciais possui grande importan-
cia e tem sido objeto de pesquisa de muitos cientistas. De fato, grande parte desse interesse
deve-se a imensa aplicabilidade de tais temas.

Esta tese esta dividida em trés capitulos. O primeiro deles, intitulado "Preliminares",
possui o objetivo de tornar o texto o mais auto contido possivel. Nele algumas defini¢des e
propriedades dos elementos envolvidos neste trabalho sdo relembrados. Por exemplo, fazemos
uma revisao das generalizagoes de funcoes periddicas. Revisamos também alguns elementos
de Anidlise Funcional, tais como operadores de Hille-Yosida, espagos de extrapolagdo e oper-
adores setoriais. Na ultima secdo deste capitulo enunciamos os teoremas de ponto fixo que
sustentam nossos resultados de existéncia de solucoes.

No segundo capitulo, nomeado "Periodicidade e ergodicidade para equag¢des de evolugao",

exibimos condicdes suficientes para existéncia de solucdes S-assintoticamente periddicas para

ICaso o leitor ndo esteja familiarizado com algum dos simbolos do diagrama sugerimos a leitura da Subsecdo 1.1.
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equagOes semilineares de primeira ordem da forma
' (t) = Au(t) + f(t,u(t)), t>0,

’LL(O) =ug € Xo

onde A : D(A) C X — X € um operador linear ilimitado de Hille-Yosida de tipo negativo e
cujo dominio D(A) esta contido num espago de Banach X, f : [0, 00) x Xy — X é uma fungao
dada e Xy, = D(A). Em nossos resultados nio fazemos consideracdes a cerca da densidade
do dominio do operador A. Vale ressaltar que se Xy é um subespaco proprio de X a teoria
classica de semigrupos nao pode ser imediatamente utilizada para abordar esse problema. Os
resultados desta subse¢ao estao contidos no artigo [16].

Ainda nesse mesmo capitulo tratamos da quase periodicidade assintdtica para equacdes
integro-diferenciais fracionarias. De fato, estabelecemos condi¢bes para existéncia de solugoes
assintoticamente quase periddicas para a equagao

() = /t =9 sy + F(t,u(t)), >0
o I(a—1) ’ T
u(0) = up € X,

onde 1l < o <2, A: D(A) C X — X é um operador linear de tipo setorial densamente
definido sobre um espago de Banach complexo X e f : [0,00) x X — X é uma fung¢io dada.
Os resultados desta subsecdo estiao contidos no artigo [3].

Na ultima subse¢ao deste capitulo abordamos o problema de existéncia de solu¢des pseudo

quase periddicas com peso para a equagao semilinear fracionaria
Dffu(t) = Au(t) + D~ f(t,u(t), teR,

ondel < a < 2,A:D(A) C X — X é um operador linear densamente definido de tipo
setorial sobre um espago de Banach complexo X e f : R x X — X é uma fung¢io dada.
A derivada fraciondria serd no sentido de Riemann-Liouville. Os resultados desta subse¢ao
estao contidos no artigo [2].

No Capitulo 3, chamado "Automorficidade e ergodicidade para equagdes de evolucao",
asseguramos existéncia de solugdes compactas quase automorficas, quase automorficas, pseudo

compactas quase automorficas e pseudo quase automorficas para a equagao semilinear

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), teR,

II



onde A : D(A) C X — X é um operador linear ilimitado de Hille-Yosida de tipo negativo e
cujo dominio D(A) esta contido num espaco de Banach X, f : [0,00) x Xy — X é uma fungio
dada e Xy = D(A). Assim como no Capitulo 2 nio faremos hipéteses sobre a densidade de
D(A). Os resultados desta subse¢io estdo contidos nos artigos [17, 18, 19, 20].

Estudamos também existéncia de solugdes assintoticamente compactas quase automorficas

e assintoticamente quase automorficas para a equagao
u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), t>0,

’LL(O) =ug € Xo

onde A : D(A) C X — X é um operador linear ilimitado de Hille-Yosida de tipo negativo
e cujo dominio D(A) esta contido num espaco de Banach X, f : [0,00) X Xg — X é uma
func¢do dada e Xy = D(A). Os resultados desta subsecdo estdo contidos nos artigos [21, 22].
Finalmente, na ultima se¢io do Capitulo 3, abordamos o problema da existéncia de

solucoes pseudo compactas quase automorficas para a equagdes

t

u(t) = / a(t — s)[Au(s) + f(s,u(s))]ds, teR

— 00

e existéncia de solucdes assintoticamente compactas quase automorficas da equagio integral

linear ndo homogénea

u(t) = /o a(t — s)[Au(s) + f(s,u(s))]ds, t>0,

onde, em ambas, a € L'(]0,00)), A : D(A) C X — X é o gerador de uma familia resolvente
integral {S(t)};>0 sobre um espaco de Banach complexo X e f : R x X — X é uma fun¢io

dada. Os resultados desta se¢do estio contidos no artigo [4].
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CarituLo I

PRELIMINARES

Sans les mathématiques on ne pénétre point au
fond de la philosophie. Sans la philosophie on ne
pénétre point au fond des mathématiques. Sans

les deux on ne pénétre au fond de rien.

— Leibniz

PRESENTAMOS nesta se¢do alguns dos pré-requisitos para leitura deste trabalho. Pre-
tendemos com isso tornar o texto o mais auto suficiente possivel. Porém, por motivo

de brevidade ndo faremos detalhes das demonstracdes dos resultados aqui apresentados.

11 Fungodes periodicas e suas generalizagoes

O proposito desta subse¢ao é relembrar as defini¢cdes e enunciar algumas das propriedades
bésicas da teoria de periodicidade que serdo essenciais no decorrer deste trabalho. Supomos
do leitor o conhecimento de fun¢des periddicas e também alguns conceitos e resultado basicos
de analise funcional.

Nesta subsec¢do (X, || - ||) e (Y, || - ||) sempre serdo espacos de Banach'. Representaremos
por C(R; X) o conjunto de todas func¢des continuas definidas em R com valores em X. Seja
Cy(R; X) € C(R; X) o espaco de Banach de todas as fungdes continuas e limitadas munido
da norma do supremo. De forma analoga, C([0,c0); X') é o conjunto das fun¢des continuas
f:]0,00) = X e Cy([0,00); X) C C([0,00); X) é o espaco de Banach das fun¢des continuas e

limitadas.

Com o intuito de de tornar o texto limpido ndo usaremos nenhum tipo de simbolo para diferenciar as normas de X e Y.

Alertamos apenas que o leitor deve estar atento para que ndo haja confusio.



DEFINIGAO 1.1 Uma fun¢io continua f : R — X é chamada quase periddica se para todo
e > 0 existe um [(e¢) > 0 tal que todo intervalo de comprimento I(e) contém um nimero 7

com a propriedade de que
[ft+7)=f)<e

para todo ¢t € R. O conjunto de todas fun¢oes quase periddicas sera denotado por AP(X).
Naturalmente funcoes quase periddicas sdo generalizagoes de funcdes periddicas con-

tinuas. Além disso, essa generalizacdo ndo ¢é trivial no sentido que o conjunto das funcdes

periddicas esta propriamente contido em AP(X). Um exemplo de uma fun¢io quase per-

iodica que ndo é periddica é dado por (ver Figura 1.1)
f(t) = sin(t) + sin(v/2t), (1.1)

t € R. Em geral, se a,b € R sdao nio nulos, entio a fungio g(t) = ae® + beiV2t § quase
periédica mas, ndo é periddica. De fato, se g fosse periédica chegariamos ao absurdo de v/2

ser um numero racional.

2_

Figura 1.1: Grifico da fungdo f(t) = sin(t) + sin(v/2t)

Observamos que func¢des quase periddicas sao uniformemente continuas (ver [153]). Outro
fato importante é que o conjunto AP(X) com as operagdes usuais de soma de fun¢oes e mul-

tiplicacao por um nuamero real, constitui um espaco vetorial. Ademais, munindo tal espaco
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com norma do supremo, a qual como de costume serd representada por || - || o0, Obtemos um
espaco de Banach. As principais propriedades de fun¢des quase periddicas que utilizaremos

neste trabalho sdo dadas a seguir. Para uma demonstragdo citamos por exemplo os livros [89]

e [183]
PROPOSICAO 1.1 As seguintes afirmagdes sdo validas:

(i) \f + g€ AP(X), paratodo A € C e todas f,g € AP(X);
(i1) Se {fn}nenw C AP(X) converge uniformemente para f, entdo f € AP(X);
(iii) O conjunto imagem Ry = {f(t) : t € R} é relativamente compacto; portanto f ¢é
limitada;

(iv) A fungdo t — u(t)f(t) é quase periddica, sempre que u: R — Ce f: R — X o sao.

No seguinte resultado apresentamos uma caracterizagao de fungoes quase periodicas dev-

ida a Bochner (ver [153]).

PROPOSICAO 1.2 Uma fun¢io f € C(R; X) é quase periddica se, e somente se, para toda
sequéncia de numeros reais {s}, },cN existe uma subsequéncia {s,}nen C {s], }nen tal que

{f(t+ sn) }nen converge uniformemente.

DEFINIGAO 1.2 Uma funcido f € C(R; X)) é chamada quase automorfica se para toda sequéncia

de nameros reais {s}, },,en existe uma subsequéncia {s, },en C {5, }nen tal que a funcdo

g(t) == lim f(t+ sn) (1.2)

n— o0

estd bem definida paratodot € Re

F() = lim gt — s,). (1.3)

n— o0

Representaremos por AA(X) o conjunto de todas fungdes f : R — X quase automorficas.
Quando as convergéncias em (1.2) e (1.3) sdo uniformes sobre qualquer subconjunto com-

pacto de R dizemos que a fun¢do f € C(R; X) é compacta quase automdrfica. O conjunto de

tais funcdes serd denotado por AA.(X). Assim como as quase periddicas, fungdes compactas

quase automorficas s3o uniformemente continuas.

OBSERVACAO 1.1 Resultados andlogos aos da Proposicdo 1.1 sdo validos para fungoes quase

automorficas e fungdes compactas quase automorficas. Isto é, munindo AA(X) e AA.(X)

15



com a norma do supremo estes se tornam espacos de Banach e o conjunto Ry = {f(t) : t € R}

é relativamente compacto, sempre que f € AA(X).

OBSERVACAO 1.2 Segue-se da Proposicdo 1.2 que fungdes compactas quase automorficas gen-
eralizam as funcdes quase periddicas. Além disso, pela defini¢ao de fun¢bes quase automorfi-
cas é claro que AA.(X) C AA(X). Um exemplo tipico de fun¢do quase automorfica que nio
¢ compacta quase automorfica é dado por

g(t) = sin ( ! ) - (1.4)

2 + sin(t) + sin(v/2t)

De fato, observe que g ndo é uniformemente continua (ver Figura 1.1).

: Ry . L 1
Figura 1.2: Grafico da fun¢io ¢(t) = sin (—2+Sin(t)+sin(\/§t))

Portanto, se representarmos por P, (X) o conjunto das fun¢des w-periodicas continuas,

w > 0, entdo as seguintes inclusdes sdo validas
P,(X)CAP(X) C AA.(X) C AA(X) C Gp(R; X). (1.5)

A partir destes espacos de Banach construiremos outros que serdo fundamentais em nosso
trabalho. Inicialmente trataremos da teoria assintética. Para isso, seja Cy([0,00); X) o con-

junto de todas funcdes h : [0,00) — X tais que limy_,o h(t) = 0. E um fato bem conhecido
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que Cy([0,00); X) equipado com a norma do supremo é um espaco de Banach. O espaco das

fungoes assintoticamente w-periddicas é o espaco de Banach dado pela soma
AP, (X) = P,(X) ® Cp([0,00); X).

Definimos o espaco de Banach das funcdes assintoticamente quase periddicas por
AAP(X) := AP(X) & Cy([0,00); X).

De forma analoga, o espago de Banach das fungdes assintoticamente compactas quase automorficas
¢ dado por
AAA(X) = AA.(X) & Cy([0,0); X).

Finalmente, o espago das fungoes assintoticamente quase automorficas é o espago de Banach
AAA(X) = AA(X) & Cp([0, 00); X).
Segue-se das inclusdes (1.5) que

AP,(X) C AAP(X) C AAA.(X) C AAA(X) C Cy(R; X). (1.6)

OBSERVACAO 1.3 Em [107] 0s autores mostram uma condicdo suficiente para que uma fungao
f € Cy([0,00); X) seja assintoticamente w-periddica. De fato, se existe uma sequéncia de

nameros naturais {n;};en, com n; =1 e n; — oo quando j — oo, tal que

sup (nj+1 — nj) < o0
jeEN
tim (£ ngw) = (1) =0

uniformemente para j € IN. Entdo f € AP, (X). Considere o subespaco de Cy([0,0); X)
dado por

Su(X) :={f € Cp([0,00); X) : lim (f(¢t+ nw)— f(t)) = 0 uniformemente para n € IN}.

t—o0

Nio é dificil ver que S,,(X) é fechado. No Capitulo 2 estudaremos regularidade das solugdes
de equacdes de evolucdo em S, (X).

Considere agora o conjunto Py(X) C Cy(R; X) das fungdes @ : R — X tais que

1 s
nm—/nywﬁza

17



Observamos que (Py(X), || - ||« )* € um espago de Banach. Definimos o espago de Banach das

fungoes pseudo w-periddicas por
PP,(X) = Py(X) ® Py(X).
O espaco das funcdes pseudo quase periddicas é o espago de Banach dado por
PAP(X) := AP(X) & Py(X).
O espaco de Banach das fungoes pseudo compactas quase automdrficas é o espago dado pela soma
PAAL(X) = AA(X) ® Po(X).
Finalmente, espaco de Banach das fungoes pseudo quase automdrficas é o espago dado por
PAA(X) := AA(X) & Py(X).

Levando em consideracdao que Cy([0, 00); X)) esta estritamente contido em Py(X) e as inclusdes

(1.5) e (1.6) obtemos o seguinte diagrama

Py (X) AP(X) AAL(X) AA(X)
| l l l
AP, (X) AAP(X) AAAL(X) AAA(X)
PP} (X) PA;i(X) PAAlC(X) PAJl(X)

Apresentaremos mais duas classes de fun¢des abordadas neste trabalho. A saber as funcoes
S-assintoticamente periddicas e as pseudo quase periddicas com peso.
Comegaremos com uma generalizacdo do conjunto Py(X). Seja U o conjunto de todas as

fungoes p : R — (0,00) que satisfazem as seguintes condi¢des:

(1) p é continua por partes;
(ii) p e L} _(R).

loc

De agora em diante, se p € U e r > 0 fixaremos a notagio

m(r, p) = /T p(t)dt.

2F, comum chamar Py (X) de espago ergddico. Isso é devido ao fato de que fungdes em Po(X) sio fungdes ergddicas no sentido

de Birkhoff.
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Estamos particularmente interessados em fungdes p € U tais que lim,_, ., m(r,p) = oo.
Chamaremos uma tal p de fun¢do peso. Um exemplo simples de uma fun¢io peso é dada
pela fungio constante p(t) = 1,t € R.

Considere os conjuntos

Uy :={peU: lim m(r,p) = e lilginf p(x) > 0}
r—>00 €T o0

Up :={p € Uy : p é limitada}.

Seja p € Uy,. Definimos o espaco ergddico com peso como sendo o conjunto

Po(X, p) = {@ e Oy(R; X) : lim L/ 1®(8)||p(t)dt = 0}.

r=oe m(r, p) J
OBSERVACAO 1.4 Em [63] 0 autor mostra que Py(X, p) é um subespaco fechado de Cy,(R; X),
isto é, (Po(X,p),| - |lso) € um espaco de Banach. Obviamente, quando p(t) = 1, para todo
t € R, recuperamos o espaco Py(X) definido anteriormente. Em geral, se p € Up entdo
Py(X,p) = Pp(X). Uma demonstracdo deste fato pode ser encontrada, por exemplo, nos
artigos [8, 62, 64].

A seguinte caracterizagdo do conjunto Py(X, p) sera de grande utilidade.

PROPOSICAO 1.3 ([2]) Suponha que o peso p : R — (0,00) é continuo e ¢ € Cy(R; X).

Entdo ¢ € Py(X, p) se, e somente se, para qualquer € > 0,

1
lim

r—oo m(r, p) /Mr,e((b)

onde My.(¢) = {t € [=r, 7] : |¢(t)]| = €}

COROLARIO 1.I ([124]) Seja ¢ € Cp(R; X). Entdo ¢ € Py(X) se, e somente se, para qualquer
e >0,
1
lim — mes(M, (¢)) =0,

r—oo 2r

onde mes(-) denota a medida de Lebesgue.

DEFINIGAO 1.3 Seja p € U. O espaco das fungoes pseudo quase periddicas com peso é o espago
de Banach dado por
PAP(X,p):= AP(X) @ Py(X, p).

Segue-se da Observagio 1.4 que fungdes pseudo quase periddicas com peso sao mais gerais

do que fungdes pseudo quase periddicas.
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OBSERVACAO 1.5 Seja V, o conjunto de todas fungdes pesos p : R — (0,00) que sdo con-

tinuas e tais que

lim sup [M] < 400
s—00 p(s)
[
lim sup [M] < +oo,
r—00 m(r, p)

para todo 7 € R. Em [63] o autor mostra que se p € V,, entdo o espaco PAP(X,p) é
invariante por translacdes. Um exemplo desses pesos para os quais PAP(X, p) é invariante
por translagdes é dado por py(s) = (1 +s?)Y, N € N.

Relembramos agora o conceito e algumas propriedades das funcdes S-assintoticamente

periddicas.

DEFINICAO 1.4 Uma fungido f € Cy([0,00); X) é chamada S-assintoticamente periodica se

existe um w > 0 tal que

lim (f(t+w)— f(t)) =0.

t—00
Neste caso, dizemos que w € um periodo assintético de f. Representaremos por SAP,,(X) o
conjunto das fungdes S-assintoticamente w-periodicas.

Em [107] os autores mostraram que SAP,,(X) equipado com a norma do supremo é um

espaco de Banach.

OBSERVACAO 1.6 E importante salientar que AP, (X) C SAP, (X) estritamente. De fato, um
exemplo de fung¢do S-assintoticamente w-periddica que ndo € assintoticamente w-periddica é

dado da seguinte forma (ver Exemplo 3.1 de [107]). Seja X o espago de Banach
cop = {{xn}neN CR: lim z, = 0}
n— oo
com a norma |[{z, }neN|| = sup,,cn |Zn|. Considere a funcdo f : [0,00) — X definida por

2nt
1075

Para todo w > 0 e todo t > 1 temos a estimativa

If(t+w) = F@O] <

~+| &

Logo, f € SAP,(X) para todo w > 0. Nao obstante, se f = g+ h € AP, (X) terifamos
obrigatoriamente g identicamente nula e portanto f = h, o que é um absurdo uma vez que

|If(n)]| =1 para todo n € IN.
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Considerando essas duas novas classes de fungdes obtemos o seguinte diagrama atualizado

Py (X) AP(X) AAL(X) AA(X)
SAP,(X)<— AP,(X) — AAP(X) AAAL(X) —= AAA(X)
PP,(X)—— PAP(X) PAAL(X) ——= PAA(X)

PAP(X, p)

Neste trabalho manipularemos fun¢oes definidas sobre produtos cartesianos onde um
dos fatores é o conjunto dos nimeros reais ou o conjunto dos numeros reais nio nega-
tivos, de modo que precisamos ter uma nocdo das generalizacoes de periodicidade consider-
adas anteriormente para tais fungdes. Representaremos por C'(R x Y'; X), respectivamente
C([0,00) x Y; X), o conjunto das funcdes continuas f : R x Y — X, respectivamente

f:[0,00) xY — X.

DEFINICAO 1.5 Uma fun¢do f € C(R x Y; X) é chamada
(1) quase periodica se f(-,z) : R — X é quase periédica uniformemente para todo z em
subconjuntos compactos de Y.

(2) compacta quase automdrfica se f(-,z) : R — X é compacta quase automorfica uniforme-

mente para todo x em subconjuntos limitados de Y.

(3) quase automdorfica se f(-,x) : R — X é quase automorfica uniformemente para todo x em

subconjuntos limitados de Y.

O conjunto de tais fun¢des serd representado por AP(Y; X), AA.(Y;X) e AA(Y; X), respec-
tivamente.

Seja Cp([0,00) x YV; X) C C(]0,00) x Y; X) o conjunto de todas fungdes continuas h :
[0,00) X Y — X tais que lim_, o f(¢t,2) = 0 uniformemente para z em subconjuntos com-

pactos de Y.

DEFINICAO 1.6 Uma funcdo f € C([0,00) x Y; X) é chamada

(1) assintoticamente quase periddica se existem fungdes g € AP(Y;X) e h € Cy([0,00) xY; X)
tais que f(t,y) = g(t,y) + h(t,y) paratodost >0ey €Y.
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(2) assintoticamente compacta quase automorfica se existem funcdes g € AA(Y;X) e h €

Co([0,00) x Y; X) tais que f(t,y) = g(t,y) + h(t,y) paratodost >0ey €Y.

(3) assintoticamente quase automdrfica se existem funcoes g € AA(Y;X) e h € Cp([0,00) X

Y; X) tais que f(t,y) = g(t,y) + h(t,y) paratodost > 0ey €Y.

Analogamente, o conjunto de tais fungdes sera representado por AAP(Y; X), AAA.(Y;X) e
AAA(Y; X), respectivamente.

Seja Py(Y; X; p) o conjunto das func¢oes @ € C'(R x Y; X) tais que @(-,y) € limitado para
cadayeYe

)
w50 m(r, p)

[ 1ol =o, (17)

bt

uniformemente em subconjuntos limitados de Y. Quando p(t) = 1, para todo t € R, e

(1.7) é valido para todo y em subconjuntos limitados de Y representaremos este conjunto por

Po(Y; X).

DEFINICAO 1.7 Uma fun¢io f € C(R x Y; X) é chamada
(1) pseudo quase periddica se existem funcdes g € AP(Y; X) e ® € Py(Y; X) tais que f(t,y) =
g(t,y) + ®(t,y) paratodost >0ey €Y.
(2) pseudo quase periodica com peso se existem fungdes g € AP(Y;X) e ® € Py(Y; X;p) tais
que f(t,y) = g(t,y) + ®(t,y) paratodost > 0ey €Y.

(3) pseudo compacta quase automorfica se existem funcdes g € AA.(Y;X) e ® € Py(Y; X) tais
que f(t,y) = g(t,y) + ®(t,y) paratodost > 0ey €Y.

(4) pseudo quase automdrfica se existem fungdes g € AA(Y;X) e @ € Py(Y;X) tais que
flt,y) =g(t,y) + ®(t,y) paratodost > 0ey €Y.

O conjunto de tais fungdes sera representado por PAP(Y; X), PAP(Y; X;p), PAA.(Y; X)
e PAA(Y; X), respectivamente.

DEFINIGAO 1.8 Uma funcdo continua f : [0,00) X Y — X é chamada uniformemente S-
assintoticamente w-periddica sobre conjuntos limitados se para todo subconjunto limitado K
de Y, o conjunto {f(t,y) : t >0, y € K} ¢é limitado e lim_,o (f(¢t +w,y) — f(t,y)) =0,

uniformemente para y € K.

DEFINICAO 1.9 Uma funcdo f : RxY — X, respectivamente f : [0,00) xY — X, é chamada

uniformemente continua sobre conjuntos limitados se para todo € > 0 e todo subconjunto
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limitado K C Y existe 0. x > 0 tal que

1f(t,z) = f(ty)ll < e

para todo ¢t € R, respectivamente ¢ > 0, e todos z,y € K tais que ||z — y|| < d¢ k.
Finalmente, recordaremos a no¢do de fun¢do assintoticamente uniformemente continua

sobre conjuntos limitados.

DEFINIGAO r.1o  Uma fungdo continua f : [0,00) X Y — X é chamada assintoticamente
uniformemente continua sobre conjuntos limitados se para todo € > 0 e todo subconjunto
limitado K de Y, existe L., k > 0 e d., k > 0 tais que ||f(¢t,z) — f(¢,y)|| < € para todo
t> L. g etodos z,y € K com ||z — y| <, k.

Os proximos resultados sdo de fundamental importancia em nosso trabalho.
LEMA 1.1 ([89]) Sejam f € AP(Y;X)eu € AP(Y). Entdo f(-,u(-)) € AP(X).

LEMA 1.2 ([68]) Seja f € AA.(Y;X) uma fun¢do uniformemente continua sobre conjuntos

limitados. Se u € AA.(Y) entdo f(-,u(-)) € AA.(X).

LEMA 1.3 ([125]) Seja f € AA(Y; X) uma funcdo uniformemente continua sobre conjuntos

limitados. Se u € AA(Y) entdo f(-,u(-)) € AA(X).

LEMA 1.4 Seja f € AAP(Y; X) uma func¢io uniformemente continua sobre conjuntos limi-
tados. Seu € AAP(Y) entao f(-,u(:)) € AAP(X).

Demonstragao: Seja f =g+ h,com g € AP(Y;X) e h € Cy(Y;X). Seja u = uy + uz, com
u; € AP(Y) e us € Cy([0,00);Y), observamos que

f(tu(t)) = gt un(8)) 4+ f (8 u®) —g(t ua(t)) = gt ur () +9(t, u(t)) —g(t, ur () +h(t, u(t)).
Pelo Lema 1.1 segue-se que g(-,u1(:)) € AP(X). Uma vez que u é uma fungio limitada e
h € Cp([0,00) x Y; X) obtemos que

Tim [ln(t,u(®)] = 0.

Resta entao mostrar que

9 u()) = g(u(-)) € Co([0, 00); X).

Ora, existe um conjunto limitado K C X tal que u(t),u(t) € K, para todo t > 0. Ademais,
para qualquer 6 > 0 fixado existe T > 0 tal que ||u(t) — ui(¢)|| = ||ua(t)|| < 6, para todo
|t| > T. Entdo, dado € > 0 temos que ||g(t,u(t)) — g(t,u1(t))|| <€, parat > T. ]
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LEMA 1.5 ([68]) Seja f € AAA.(Y; X) uma func¢do uniformemente continua sobre conjuntos
limitados. Se u € AAA.(Y) entdo f(-,u(-)) € AAA(X).

LEMA 1.6 ([124, 125]) Seja f € AAA(Y; X) uma funcdo uniformemente continua sobre con-
juntos limitados. Se u € AAA(Y) entdo f(-,u(-)) € AAA(X).
O seguinte lema de composi¢do de fun¢des pseudo quase periddicas com peso generaliza

o Teorema 3.7 de [62].

LEMA 1.7 ([2]) Suponha que o peso p: R — (0,00) é continuo e seja f € PAP(Y, X, p) uma
fun¢do uniformemente continua sobre conjuntos limitados tal que o conjunto {f(¢,y) : t € R
ey € K} é limitado para todo subconjunto limitado K C Y. Se u € PAP(Y,p), entdo
F(,u() € PAP(X, ).

O proximo resultado é portanto uma consequéncia do lema anterior.

LEMA 1.8 Seja f € PAP(Y, X) uma fun¢do uniformemente continua sobre conjuntos limi-
tados. Suponha que o conjunto {f(¢,y) : t € Rand y € K} ¢ limitado para todo subconjunto
limitado K C Y. Seuw € PAP(Y), entdo f(-,u(-)) € PAP(X).

LEMA 1.9 Seja f € PAA.(Y;X) uma func¢do uniformemente continua sobre conjuntos limi-
tados. Seu € PAA.(Y) entao f(-,u(:)) € PAA.(X).

Demonstragao: Como f € PAA.(Y;X)eu € PAA.(Y), temos por defini¢do que f = g+ P
eu=1uy+ug,ondege AA(Y;X), P € Po(Y;X),u; € AA(Y) e ug € Py(Y). Uma vez que
f élimitada, f(-,u(-)) € Cp(R; X). Decompomos f da seguinte forma

fGu() =90 u () + FGul) = FEua() + @0, u().

Pelo Lema 1.2 obtemos que g(-,u1(+)) € AA.(X). Portanto, resta mostrar que f(-,u(-)) —
fG ui(v)) e (-, ui(+)) pertencem a Py(X). Um argumento idéntico ao usado no Teorema 2.4

de [125] garante essa ultima afirmacao. [

LEMA 110 ([107]) Seja f : [0,00) X Y — X uma fung¢io uniformemente S-assintoticamente
w-periddica sobre conjuntos limitados e assintoticamente uniformemente continua sobre con-

juntos limitados. Se u : [0,00) — Y € uma funcdo S-assintoticamente w-periddica, entdo a

fungdo f(-,u(-)) € SAP,(X).

LEMA 1. ([107])  Seja f : [0,00) X Y — X uma fungio assintoticamente uniformemente

continua sobre conjuntos limitados. Suponha que para todo subconjunto limitado K C Y,
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o conjunto {f(t,y) : t > 0, y € K} é limitado e lim;_, . ||f(t + nw,y) — f(t,y)|| = O,

uniformemente paray € K en € N. Se u € S, (Y), entdo f(-,u(-)) € S, (X).

1.2 Elementos de Analise Funcional

1.2.1 Operadores de Hille-Yosida e espagos de extrapolacdo

Sejam (X, || - ||) e (Y,|| - ||) espacos de Banach. Representaremos por £(X,Y) o espaco
de todos operadores lineares limitados definidos em X com valores em Y equipado com a
topologia uniforme de operadores. Abreviaremos £(X) sempre que X =Y.

Recordaremos algumas propriedades basicas dos operadores de Hille-Yosida as quais sdo

ferramentas basicas em nosso trabalho.

DEFINICAO .t Sejam X um espaco de Banach e A um operador linear com dominio
D(A) C X. Dizemos que (A, D(A)) é um operador de Hille-Yosida sobre X se existem constantes
veReC >1tais que (r,00) C p(A) esup{(A—=v)"[|[(A—A)7"|[:neN, A>v}<C.

Quando ndo houver perigo de ambiguidade diremos que A é um operador de Hille-Yosida.
Chamaremos de #ipo de A o par (C,u) onde p é o infimo das constantes v. Se u pode ser
escolhido menor do que zero, entio A é chamado de tipo negativo.

As condigdes da Defini¢do 1.11 sdo as condi¢oes do Teorema de Hille-Yosida com excecdo
da densidade do dominio de A. Observamos que a redu¢do das condic¢oes de Hille-Yosida sdo

ilusérias quando X é reflexivo. De fato, temos o seguinte resultado devido a Kato [114].

PROPOSICAO 1.4 Seja A : D(A) C X — X um operador linear sobre um espaco de Banach

reflexivo X tal que existem constantes p, C' > 0 verificando as condi¢des

A>pu=A-A)"teL(X)

0= 4) e < 5
Entdo D(A) = X.
Seja (A, D(A)) um operador de Hille-Yosida, de tipo (C, 1), sobre X e seja Xo = D(A);
considere D(Ag) = {x € D(A) : Az € X} eseja Ay : D(Ay) C Xo — X o operador definido

por Agx = Az. O seguinte resultado pode ser encontrado em [79].
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LEMA .12 O operador A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (Ty(t))¢>0 sobre X
com ||Ty(t)]| < Ce!, para todo t > 0. Além disso, p(A) C p(Ag) e R(\, Ag) = R(\, A)|x,,
para A € p(A).

A partir de agora, (A, D(A)) é um operador de Hille-Yosida de tipo negativo sobre X.
Segue-se portanto que 0 € p(A), donde A=! € £(X). Observamos que a expressdo ||z||_; =
|Ag'z|| define uma norma em Xy. O completamento de (X, || - ||—1), denotado por X 1, é
chamado o espago de extrapolagio de X associado a Ay. O espago X é um espaco intermediario
entre Xpe X_j e

X()%X‘—)X,l.

Uma vez que Ay 'Ty(t) = To(t) Ay "', temos que

ITo@)|[ -1 < I To(®)]] 2 (x0) 1] 2

o que implica que T(t) possui uma unica extensao linear limitada 7 (¢) para X_;. A familia
de operadores (T_1(t)):>0 € um Cy-semigrupo sobre X_1, a qual sera chamada de semigrupo ex-

trapolado de (Ty(t)):>0. Na sequéncia, (A_q, D(A_1)) é o gerador infinitesimal de (7_1(¢))¢>0-

LEMA 1.13 ([149]) Sob as condicdes anteriores, as seguinte propriedades sio verificadas:

(i) D(A_1) = Xo e [[T-1(t)]lex_y) = 1To(t) |l £ (x,) para todo t > 0.

(i) O operador A_; : Xg — X_1 é a extensdo continua de

Ao : D(Ao) € (Xo, || - 1) = (Xa, [ ll-2)-

(iii) Se A € p(Ap), entio (A — A_1) ! existe e (A — A_1)"! € L£L(X_1). Em particular,
A€ p(Afl) € R()‘aAfl)‘Xo = R()‘7A0)

(iv) O espaco Xy = D(A) é denso em (X_y, || - ||—1). Portanto, o espaco de extrapolagio
X_1 é também o completamento de (X, - |-1) e X — X_;. Ademais, A_; é uma
extensdo de A para X_;. Em particular, se A € p(A), entio R(A\,A_1)|x = R(\,A) e
R(\A_1)X = D(A).

LEMA 1.14 ([138,149]) Seja f € L} ([0,00); X). Entdo as seguintes propriedades sao validas

loc
(1) Toq1 % f(t) = fg T_1(t—s)f(s)ds € Xo, para todo ¢t > 0.
(it) | Ty * f(t)]] < Cert fg e "] f(s)|lds, onde C' > 0 é independente de ¢ e f.

(iii) A fungdo t — (T * f)(t) é continua.
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(iv) z(t) = T-1(t)zo + (T-1 * f)(t) é a tnica solugdo branda limitada em X, da equagdo
2'(t) = Az(t) + f(t), t > 0;
z(0) = xg.

OBSERVACAO 1.7 Um resultado andlogo ao do Lema 1.14 é vdlido considerando f € Cy(IR; X)

(ver [15]).

1.2.2 Familias resolventes integrais

A noc¢ao de familia resolvente integral serd uma ferramenta essencial em nossa abordagem
de equacdes integrais no Capitulo 3. Portanto, relembramos a seguir seu conceito e algumas
de suas propriedades.

Seja f € LI (R, X). Relembramos que a transformada de Laplace de f é dada por

loc

fA) = /OO e Mf(t)dt, Rel > w,

0

onde a integral é absolutamente convergente para Re) > w.

DEFINICAO .12 Seja A um operador linear fechado com dominio D(A) C X. Dizemos
que A é o gerador de uma familia resolvente integral se existem w > 0 e uma fun¢io fortemente
continua S : [0,00) — £(X) tal que {1/a(\) : ReA > w} C p(A)e
1 o Y
<W1A> x:/o e St)xdt, Rel>w, ze€X.

Nesse caso, S(t) ¢ chamada a familia resolvente integral gerada por A.

OBSERVACAO 1.8 Devido a unicidade da transformada de Laplace, uma familia resolvente
integral com a(t) = 1 corresponde a um Cy-semigrupo enquanto que uma familia resolvente
integral com a(t) = ¢ corresponde a uma familia seno (ver [24, Section 3.15]).

Podemos estabelecer algumas relagoes entre a familia resolvente integral e seu gerador (ver

[106, Proposition 2.2]).

PROPOSIGCAO 1.5 Seja S(t) uma familia resolvente integral sobre X com gerador A. As

seguintes propriedades sdo validas:

(a) S(t)D(A) C D(A) e AS(t)x = S(t)Ax para todos x € D(A) et > 0.
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(b) Sejam = € D(A) et > 0. Entdo

t
S(t)x = a(t)x + / a(t — s)AS(s)xds.
0
(c) Sejam x € X et > 0. Entao

/Ot a(t —s)S(s)xzds € D(A)

S(H)z = a(t)z + A /0 a(t — $)S(s)ads.

Em particular, S(0) = a(0)1.

1.2.3 Operadores setoriais e operadores solucao

DEFINICAO .13 Um operador linear fechado A : D(A) C X — X é chamado setorial de tipo

pse existem 0 < 0 < 7/2, M >0 e u € R tais que seu resolvente existe fora do setor

pA4Sp = {n+n:neC,larg(—n)| <0}

_ M
[(A=A)7Y < ma A ¢ p+ Sy

Existe uma grande quantidade de trabalhos tratando de operadores setoriais. Para uma refer-
éncia recente incluindo varios exemplos e propriedades citamos [98].

Recordamos a seguinte definicdo (cf [54, 55]).

DEFINICAO 1.14 Seja A : D(A) C X — X um operador setorial definido sobre um espaco
de Banach X. Chamaremos A de gerador de um operador solugio se existe p € R e uma fungdo

fortemente continua S, : Ry — £(X) tal que {\* : ReA > u} C p(A) e

ALY — A) e = / e NS, (t)xdt, Rel > pu, x € X.
0

Nesse caso, S, (t) é chamado operador solugio gerado por A.

OBSERVACAO 1.9 Se A é setorial de tipo com 0 < 0 < w(1 — «/2), entdo A é o gerador de

um operador solu¢do dado por

Sy(t) := = / eMATIHAY — A) 7,
Y

2
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onde v é um caminho apropriado fora do setor p+ Sy. Recentemente, Cuesta [44, Theorem 1]
provou que se A é um operador setorial de tipo 1 < O paraalgum M > 0e 0 <0 < 7(1—«/2)
entdo existe C' > 0 tal que

CM
So(t < —— t>0. .
[Sa(®)]lcx) < T3 e >0 (1.8)

Observe que S, (t) é de fato integravel.

O conceito de operador solugio estd intimamente relacionado ao conceito de familia re-
solvente (ver Priiss [167, Capitulo I]). Para o caso escalar, onde existe uma vasta bibliografia,
citamos a monografia de Gripenberg e colaboradores [97]. Devido a unicidade da transfor-
mada de Laplace, no caso a = 1 a familia S, (¢) corresponde a um Cj-semigrupo, enquanto
que no caso a = 2 corresponde ao conceito de familia coseno (ver Arendt e colaboradores [24]
e Fattorini [88]). Observamos que operadores solu¢do, bem como familias resolventes, sido

uma caso particular de familias (a, k)-regularizadas introduzidas em Lizama [130]. De acordo

com [130] um operador solu¢do S, (t) corresponde a uma familia (1, f(—a))—regularizada. O

seguinte resultado é uma consequéncia da Proposi¢do 3.1 e do Lema 2.2 em [130].

PROPOSICAO 1.6 Seja S, (t) um operador solugdo sobre X com gerador A. Entdo, temos

que
(a) Sa(t)D(A) C D(A) e AS,(t)x = S, (t)Ax para todos x € D(A), t > 0;

(b) Sejam = € D(A) et > 0. Entdo

Sa(t)x:m—i-/o (t_FT

(c) Sejam x € X et > 0. Entdo
t o a—1
/ U=9)" g ($)ads € D(A)
0
¢ (t—s)o !

Sa(t)r=o+ A/O Wsa(s)l’d.&

Uma caracterizagao dos geradores de operadores solu¢do, andloga ao Teorema de Hille-

Yosida para Cy-semigrupos, pode ser diretamente deduzida de [130, Teorema 3.4].

1.3 Alguns teoremas de ponto fixo

Nesta se¢ao relembramos os teoremas da teoria de ponto fixo que utilizamos neste tra-

balho. Comecaremos relembrando a defini¢ao de ponto fixo.
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DEFINICAO .15 Sejam X um espago topologico e f : X — X uma fun¢do continua. Um
ponto fixo para f é um elemento z € X tal que f(z) = =.

Dados um espaco topoldgico X e uma fungdo continua f : X — X a existéncia de um
ponto fixo para f pode ser devida apenas a natureza do espago X. Por exemplo, se X =
[a,b] C R, entdo segue-se do teorema do valor intermedidrio que toda func¢do continua f :
X — X possui a0 menos um ponto fixo. Entretanto, neste trabalho estamos essencialmente
interessados em resultados que fornegam hipdteses sobre uma fungao continua f : X — X de
modo que ela possua um ponto fixo. No decorrer desta subseciao apresentamos alguns de tais

resultados.

DEFINICAO 1.16 Sejam (X, d) e (Y, p) espacos métricos. Uma funcdo f: X — Y para a qual

existe uma constante L > 0 tal que

p(f(z), f(2)) < Ld(z, z),

para todos z, z € X é chamada Lipschitziana. A constante L é chamada constante de Lipschitz

de f.

OBSERVACAO .10 Observe que naturalmente uma fun¢ao Lipschitziana é continua. Quando
f:(X,d) — (Y,p) é Lipschitziana e a constante de Lipschitz L < 1 dizemos que f é uma

contragdo.

OBSERVACAO .1 Sejam X e Y espagos vetoriais normados. Estaremos particularmente

interessados na situacdo onde f : I x X — Y é uma funcdo continua que satisfaz a condicdo

1t 2) = F&y)ll < LE)]le =y,

paratodos z,y € X, t € [,onde ] =R oul =[0,00),e L: I — [0,00) é uma fun¢io dada.
Nesta situagio diremos também que f é uma funcdo Lipschitziana.
A seguir enunciaremos o Principio da Contragio de Banach. Esse resultado é um dos mais

simples e aplicados teoremas de ponto fixo.

TEOREMA LI (PRINCIPIO DA CONTRAGAO DE BANACH) Seja (X, d) um espago métrico com-
pletoe f : X — X uma contra¢do. Entdo f possui um unico ponto fixo.
Uma variagao deste resultado é teorema a seguir, o qual nos permitira considerar condi¢oes

um pouco mais gerais em nossos resultados nos capitulos 2 e 3.
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TEOREMA 1.2 (PRINCIPIO DOS ITERADOS)  Seja (X, d) um espaco métrico completo e f :
X — X uma fungao continua. Se para algum n € IN o iterado f™ é uma contracdo, entdo f
possui um tnico ponto fixo.

Esses dois resultados sdo de grande utilidade nas aplicacbes e exemplos de nossos resulta-
dos nos capitulos 2 e 3. Porém, por tratarem apenas de contragdes eles nio cobrem situagoes

mais gerais e de grande interesse. Nesse sentido o resultado seguinte é muito util.

TEOREMA 1.3 (ALTERNATIVA DE LERAY-SCHAUDER) Seja D um subconjunto fechado e con-
vexo de um espaco de Banach X tal que 0 € D. Seja G : D — D uma fun¢dao completamente

continua. Entdo, G possui um ponto fixo em D ou o conjunto
{z€D:2=XG(z2), 0 <A< 1}

¢ ilimitado.

A Alternativa de Leray-Schauder é uma consequéncia imediata e de grande importancia
do teorema de ponto fixo conhecido na literatura como Alternativa Nao linear de Schauder.
Para uma abordagem mais detalhada deste assunto nos referimos ao livro [95].

Para finalizar esta subsecdo faremos algumas consideragdes sobre subconjuntos compactos
de um espaco de Banach especial. Tais comentarios serdo de fundamental importancia quando
precisarmos utilizar o Teorema 1.3. Seja X um espago de Banach. Seja h : R — [1,00) uma
fungao continua tal que lim |, h(t) = co. Considere o espaco

Ch(X) = {u €C(R,X): |t1|i_r>noo% = 0}

equipado com a norma
[[u(®)]]
h(t) -

Pode-se mostrar que (Cp,(X), | - ||n) € um espago de Banach. O préximo resultado estabelece

[ulln = sup
t

condigdes para que um subconjunto de Cj(X) seja relativamente compacto.

LEMA 115 ([106]) Um subconjunto K C C(X) é relativamente compacto se verifica as

seguintes condicoes:

(c-1) O conjunto K(t) = {u(t) : u € K} é relativamente compacto em X para cada ¢t € R.
(c-2) O conjunto K é equicontinuo.

(c-3) Para cada € > 0 existe L > 0 tal que ||u(t)|| < eh(t) para todo u € K e todo |¢t| > L.
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Seja agora h* : [0,00) — [1,00) uma fung¢do continua tal que h*(t) — oo as t — oc.

Considere o espago

Che (X)) = {u € C([0.00). X) ¢ lim }zi((tg) _ 0}

equipado com a norma

[

[ ep—CL
t

>0 h*(t)
De forma aniloga, pode-se mostrar que Cj+(X) munido da norma || - |5+ € um espaco de

Banach. A cerca da compacidade dos subconjuntos de Cp+(X) o seguinte resultado é de

grande valia.

LEMA 1.16 ([48]) Um subconjunto K C Cj«(X) é relativamente compacto se verifica as

seguintes condicoes:

(c*-1) O conjunto Ky = {uljgs) : u € K} € relativamente compacto em C([0,b]; X) para todo
b>0.

(c*-2) limy_s o0 ”hL(tt))” = 0 uniformemente para todo u € K.
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Carituro Il

PERIODICIDADE E ERGODICIDADE
PARA EQUACOES DE EVOLUGAO

Reductio ad absurdum is one of a mathemati-
clan’s finest weapons. It is a far finer gambit than
any chess gambit: a chess player may offer the
sacrifice of a pawn or even a piece, but a mathe-

matician offers the game.

— G. H. Hardy

2.1 Introducgao

Neste capitulo estudamos existéncia de solugdes S-assintoticamente w-periddicas para
equagoes diferenciais semilineares de primeira ordem cuja parte linear é dada por um operador
de Hille-Yosida. Abordamos também o problema de existéncia de solugdes assintoticamente
quase periodicas e pseudo quase periddicas com peso para equagdes integro-diferenciais fra-

ciondrias e equacdes semilineares fraciondarias, respectivamente.

2.2 Equacgoes semilineares de primeira ordem

2.2.1 Solugoes Brandas S-assintoticamente w-periodicas

Nesta subse¢do estamos interessados em estudar periodicidade assintdtica das solucoes

brandas da equag¢ao semilinear de primeira ordem descrita sob a forma
u'(t) = Au(t) + f(t,u(t), t>0, (2.1)

u(O) = Ug € Xo (2'-2')



onde A: D(A) C X — X é um operador linear ilimitado de Hille-Yosida de tipo (C, ) com
C > 1, u <0 ecujo dominio D(A) esta contido num espaco de Banach X. Nio faremos su-
posigdes a respeito da densidade de D(A), contudo, o caso ndo denso desperta maior interesse
uma vez que nesta situagao a teoria cldssica de semigrupos ndo pode ser imediatamente apli-
cada. Relembramos que existe uma grande quantidade de equag¢des diferenciais semilineares
cuja parte linear é dada por um operador de dominio ndo denso. Tais situagbes ocorrem por
exemplo fazendo-se restricdes sobre o espaco onde a equacdo é considerada (por exemplo,
fungoes periddicas continuas, fungdes Holder continuas) ou mediante condi¢des de contorno
(por exemplo, o conjunto das fungdes continuas com valor nulo na fronteira nio é denso no
espaco das fungdes continuas). As principais referéncias sobre este assunto sdo os artigos de
pesquisa R. Nagel e E. Sinestrari [149, 150], G. Da Prato e P. Grisvard [163] e G. Da Prato
e E. Sinestrari [164]. Consideramos também o caso de condi¢ao nao local, isto é, quando a
condigdo inicial é da forma «(0) + g(u) = ug, com g : X — X uma funcdo dada.
Recordamos que uma solu¢dao branda da equacdo (2.1)-(2.2) é uma fun¢do continua u :

[0,00) — X que satisfaz a equacdo integral
t
u(t) =T 1(t)uo + / T 1(t—s)f(s,u(s))ds, t>0.
0

TEOREMA 2.1 Seja f : [0,00) x Xg — X uma fun¢do continua tal que f(-,0) é integravel

sobre [0, 00). Suponha que existe uma fungio integravel L : [0,00) — [0, 00) tal que

1f (&) = f(t )]l < L)1z -yl

para todos x,y € Xg e parat > 0. Entdo a equagdo (2.1)-(2.2) possui uma tunica solugao
branda S-assintoticamente w-periddica para todo w > 0.

Demonstragiao: Defina o operador ¥ : SAP,,(Xy) — SAP,(Xy) por
t
Fu(t) =T_1(t)uo + / T_1(t—s)f(s,u(s))ds = T_1(t)up +v(t), t>0. (2.3)
0

Vamos mostrar que JF estd bem definido. Inicialmente observe que || T_1(t)uo| < Ce t||lug].
Logo, lim; o, T—1(t)up = 0 e portanto a fungdo t — T_;(t)ug pertence a SAP,,(X(). Resta
entdo mostrar que v € SAP,,(Xy). A continuidade e limita¢do de v é consequéncia do Lema

1.14. De fato, uma vez que para todo s > 0 a estimativa

(s, uls)l < [[f(s,uls)) = f(s,0)| + 11 (s, 0)]

IN

L(s)[[u(s)]| + 11/ (s, 0)]

34



é valida, podemos concluir que a funcdo s — f(s,u(s)) é integravel sobre [0, 00). Agora, dado

e > 0 fixemos a > 0 tal que

[ Irtsatoplas < .

a

Pela continuidade da func¢do f(-,u(-)) segue-se que o conjunto

K ={f(s,u(s)):0<s<a}CX

¢ compacto. Portanto, existe 7' = T'(¢, K') > 0 tal que

€

I(Toa(t+ @) = Toa (0) fs.u(s))]] < 5

paratodost > T e s € [0,a]. Observe que, para t > a, podemos escrever

v(t +w) — v(t)

= /Oa (T_l(t +tw—s)—T_1(t— 5))f(5,u(5))d8

t4w t
+ / T 1(t+w S)f(s,u(s))ds/ T_1(t —s)f(s,u(s))ds.

Portanto, para t > T' 4 a temos

[o(t +w) = v(B)]]

< [ Mmoo = T - ) (suts)lds
ttw t

b [ I sl lds + [Tt s) (s u)]ds
a € t+w t

< / ds+C [ (sue)ds +C [ 7G5 uls)]ds

< /ids+2c/ 1f (s, u(s))]|ds < e,
0 3& a

o que garante que v € SAP,,(Xy). Portanto F : SAP,,(Xy) — SAP,(Xj) estd bem definido.

Ademais, para uj,us € SAP,(Xy), obtemos que

t
|Fur(t) - Fus ()] < C / ML (s)dsllu — o]
0

t
< C'/ L(s)ds||u — v||
0

IN

ClIL1llw = vfloo,
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portanto,

1(F2u)(t) — (Pu) (1) < C </OtL(5) </OSL(7')dT> ds) 1 — 2|
< %2 (/OtL(T)dT)Q lur — uz||so
< CILW® i
- 2

De forma geral, para n € IN, temos que

13" ur)(t) = (Fu2) ()] <

Jur — uz|| -

(ClIL])"
|

% < 1 para n suficientemente grande, segue-se do teorema do ponto

Uma vez que
fixo para iterados (Teorema 1.2) que F possui um dnico ponto fixo u € SAP,,(Xy) e conse-
quentemente existe uma unica solucdo branda S-assintoticamente w-periddica para a equacao
(2.1)-(2.2). ]

O Teorema anterior ndo cobre o caso onde a fun¢ido f : [0,00) x Xg — X é L-Lipschitz,

isto é, quando existe uma constante L > 0 tal que f satisfaz a condi¢ao

1f(t,x) = f(t 9l < Lz -yl

para todos z,y € Xy et > 0. Para essa situacdo o proximo resultado serd de grande im-
portancia uma vez que ele garante a regularidade da convolu¢ido do semigrupo extrapolado

com fungoes S-assintoticamente w-periddicas.
LEMA 2.1 Sejau € SAP,(X). Entdo a fungdo v : [0,00) — X definida por

B(E) = (T + u)(t) = /0 Tt — s)u(s)ds

€ S-assintoticamente w-periddica.
Demonstra¢ao: Como u € SAP,,(Xy) segue-se do Lema 1.14 que 0 € Cy(]0,00); Xo). Ade-

mais, dado € > 0, podemos escolher L > 0 tal que ||u(t + w) — u(t)|| < e paratodot > L e
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C [ etsds < e. Portanto, para t > 2L obtemos que
L

[o(t +w) —o@)] < /OwHT1(t+w—8)HHU(8)Hd8+/O T2 (t = s)[[[[uls +w) — u(s)l|ds

+ /L IT1(t = 3)[lus +w) — u(s)||ds

IN

4w t
C’||u||oo/ e“sd8+2C'HuHoo/ eM?ds
t L

+ C’e/ e'ds < e <3||U||oo + Q) .
0 —H

Logo, segue-se que v € SAP,,(Xy). [

TEOREMA 2.2 Seja f : [0,00) x Xy — X uma func¢do uniformemente S-assintoticamente w-
periddica sobre conjuntos limitados. Suponha que existe uma funcido L € C,([0, 00); [0, 00))
tal que

1t x) = f(t )l < L) [l —yll,

para todos x,y € Xget > 0. Seja B(t) = f; eMt=5)[(s)ds. Se existe uma constante r > 0
tal que C5(t) < r < 1 para todo t > 0 entdo a equagdo (2.1)-(2.2) possui uma unica solucao
branda S-assintoticamente w-periddica para todo w > 0.

Demonstragao: Defina F : SAP,,(Xy) — SAP,(Xy) pela expressdo (2.3). Ora, a fungio
T 1(-)up € SAP,(Xp). Além disso, se u € SAP,(Xy) entdo pelo Lema 1.10 segue-se que
f(u(-)) € SAP,(X). O Lema 2.1 assegura que

/0 T 1(t—s)f(s,u(s))ds € SAP,,(Xp).

Portanto, F estd bem definido. Em contrapartida, se uy,us € SAP,,(Xo) entdo

[Fur(t) = Fua ()| < /0 IT-1(t = 5)(f (s, ui(s)) = f(s,ua(s)))llds

t

< € [ eI p s a(s) - Fls.uals)lds
0

< 0/0 M) L(s)|Jug(s) — ug(s)||ds

< OB [Jur — uzlloo < 7llur — uz||oo-
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Logo, F é uma contracdo e consequentemente, pelo teorema do ponto fixo de Banach, existe
uma unica solu¢ao branda S-assintoticamente w-periddica para a equagao (2.1)-(2.2). [

O proximo resultado é uma consequéncia imediata do Teorema 2.2.

COROLARIO 2.1 Seja f : [0,00) x Xy — X uma fun¢io uniformemente S-assintoticamente

w-periddica sobre conjuntos limitados. Suponha que existe uma constante L > 0 tal que

1t 2) = f(E )l < Lz —yl],

para todos z,y € Xget > 0. Se £& < 1 entdo a equacdo (2.1)-(2.2) possui uma tnica solu¢ao

branda S-assintoticamente w—perlodlca.

EXEMPLO 2.1 Sejam a : [0,00) — R uma fung¢io continua e v € R. Considere

[ee]

G(t,r,u) = Z % /01‘ a(t)(x —7)2"u(t, 7)dr

= 2n +1)!

o e a?nt > v T 2n+1
(";’ m> (; (2n + 1)!) nz:% 2n+1)! /0 a(t)(m — )" lu(t, 7)dr.

Estamos essencialmente interessados em estudar existéncia de solu¢des S-assintoticamente w-

periddicas para a seguinte equacdo diferencial parcial com condi¢oes de fronteira
owu(t,x) = 2u(t,x) —u(t,z) + G(t,x,u), t >0, z € [0, 7],
u(t,0) = u(t,m) =0,t >0, (2.4)
u(0,2) = ugp(x), z € [0, 7],

onde ug € C([0,7];R), up(0) = ug(mw) = 0. Para tratar o problema (2.4) da forma abstrata

(2.1)-(2.2) considere X = C([0,7]; R) e seja A o operador definido sobre o subespaco
D(A)={ue X :u" € X,u(0) = u(r) = 0},

pela regra Au = v — u. Em [164] os autores mostram que A é um operador de Hille-Yosida

de tipo (C, —1), com C' > 0 e dominio ndo denso
D(A) ={ue X :u(0) = u(m) = 0}.

Como de costume, fazendo u(t)(s) = u(t, s) e considerando a funcao

L) = 3ty [ attis = mtotrr

2n+1 2n+1 00 v T -
B < (2n+1)! ) <nz% 2n+1)>§(2n+1)!/0 a(t)(m — )" p(r)dr
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podemos reescrever a equacao (2.4) na forma abstrata (2.1)-(2.2). Uma consequéncia imediata
do Coroldrio 2.1 ¢ que se a € SAP,(RR) e vale a estimativa C'sup,¢[g o) |a(t)|[v| < 1 entdo

(2.4) possui uma unica solug¢ao branda S-assintoticamente w-periddica.

OBSERVACAO 2.1 Considere o espaco

Su(X) ={u € Cy([0,00); X) : lim (u(t+ nw) —u(t)) =0, uniformemente paran € N}.

t—o0

Pode-se mostrar que S, (X) é um subespaco fechado de Cy([0, 00); X). Dado u € S, (X) seja
0 :[0,00) = X a fungdo definida no Lema 2.1. Com uma simples adaptagdo na demostra¢ao

do Lema 2.1 podemos mostrar que 0 € S,,(Xp).

COROLARIO 2.2 Seja f : [0,00) X Xy — X uma fung¢do continua que satisfaz a condigio de
Lipschitz do Corolario 2.1. Suponha que para todo subconjunto limitado K de X, o conjunto
{f(t,z):t> 0,2 € K} élimitado e lim;_,o (f(t+ nw,z) — f(t,2)) = 0, uniformemente para
x € KenéelN. Se ?—ﬁ < 1, entdo a equagao (2.1 )-(2.2) possui uma unica solu¢do branda em
S (Xo).

Demonstragao: Definimos o operador J sobre o espaco S,,(Xy) por (2.3). Seja u € S, (Xo),
mostraremos que Fu € S, (Xp). Inicialmente observamos que 71 (¢)zy — 0 quando t — oo,
entdo a fungido T_1(-)zg € S, (Xp). Resta mostrar que a fungao t — fg T_1(t—s)f(s,u(s))ds
pertence a S, (Xy). Pode-se mostrar que lim;_, o f(t+nw, u(t+nw))—f(t,u(t)) = 0, uniforme-

mente para n € IN. Pela Observacdo 2.1 segue-se que a fungio t — fot T_1(t—s)f(s,u(s))ds

pertence a S, (Xg). Finalmente, observe que F é uma f—ﬁ—contragéo. Portanto, segue do
teorema do ponto fixo de Banach que existe uma tunica solugdo branda em S, (X) para a

equagao (2.1 )-(2.2). [

OBSERVACAO 2.2  Considere o problema (2.4). Uma aplicagio do Corolario 2.2 é que se
lim; 0 (a(t + nw) — a(t)) = 0, uniformemente paran € N e C'sup,¢(g oo |a(t)|[v| < 1, entdo
(2.4) possui uma solugao branda assintoticamente w-periddica.

Consideraremos agora o problema de Cauchy com condi¢ao nio local
u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), t>0, (2.5)

w(0) + g(w) = o, (2.6)

onde A e f sdo como antes e g : Cp([0,00; Xg) — X é uma func¢do dada. Recentemente

alguns trabalhos propéem que condic¢oes do tipo (2.6) possuem melhor efeito nas aplicacao
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fisicas do que condi¢des iniciais da forma u(0) = ug. Para uma abordagem mais precisa sobre
este tema citamos os trabalhos [14, 33, 77, 129, 144, 152]. Esta é a principal motivag¢ao para o

proximo resultado.

PROPOSICAO 2.1 Seja f uma fungdo que satisfaz as hipoteses do Corolario 2.1. Suponha
que g : Cp([0,00); Xo) — X satisfaz a condi¢do de Lipschitz
llg(ur) — g(ua)|| < Lgllus — uz,

para todos uq, ug € Cy([0,00); X), onde Ly > 0 é uma constante. Se C (Lg + —Lu) < 1 entdo
o problema (2.5)-(2.6) possui uma tnica solu¢ao branda S-assintoticamente w-periddica.

Demonstragio: De fato, defina o operador F : SAP, (X)) — SAP,(X,) por

Fu(t) = T-1(t) (w(0) + g(u)) + /0 T_1(t—s)f(s,u(s))ds, Vit=>D0.

Naio ¢é dificil ver que para cada u € SAP,,(Xo) a fungdo t — T_;(t)(u(0) + g(u)) pertence a

SAP,(Xp). Um argumento similar ao da demonstragdo do Teorema 2.2 garante que

/0 T o(t— 8) (s, uls))ds

¢ uma funcdo S-assintoticamente w-periddica, de modo que F esta bem definido. Finalmente,

se uj,us € SAP,(Xy) entdo

1Fur () = Fua(t)] < IIT—1(t)(g(ul)g(U2))H+/0 IT-1(t = 5)(f (s, us(s)) = f(s,ua(s)))llds

IN

t
CLyllur — ualloo + C / eH=9|| (s, ua(s)) — (s, un(s))l|ds
0

IN

t
¢ (Lgllul — gl +/ eI Luy(s) - U2(8)Hd8>
0

L
< C <Lg + _,u> Hu1 _UQHOO

Portanto, F é uma contracdo donde segue-se, pelo teorema do ponto fixo de Banach, que
existe uma unica solucdo branda S-assintoticamente w-periédica do problema (2.5)-(2.6). =

Estudaremos agora existéncia de solu¢des brandas S-assintoticamente w-periddicas para
o problema (2.1)-(2.2) quando a fun¢ao f nao é do tipo Lipschitz. Nesse sentido o proximo
teorema € o principal resultado desta secdo. A notacao utilizada é compativel com a Subse¢ao

1.3.
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TEOREMA 2.3 Seja f : [0,00) x Xy — X uma fun¢do S-assintoticamente w-periddica sobre
conjuntos limitados de X e assintoticamente uniformemente continua sobre conjuntos limi-
tados de Xj. Suponha que existe uma func¢do continua nio decrescente € : [0,00) — [0, 00)

tal que || f(t,z)|| < Q(]|z||) para todos z € Xy et > 0. Se as seguintes condigdes sdo satisfeitas

(a) Para cada v > 0, limy o0 5775 fot et t=5)Q(vh*(s))ds = 0;

h* S(S,

(b) Para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que para todos u,v € Cp«(Xp), com |[v — u|
tem-se que
t
¢ [ M p(s.0())  Fls.us))lds < e
0
para todo t € [0, 00);

(c) Para todos b € [0,00) e r > 0, 0 conjunto
{f(s,h*"(s)x) : 0 < s <b, x € Xy, ||z]| <}

é relativamente compacto em X;

(d) liminfe_, o % > 1, onde

) i= I17-s0al + € [ e =an (s

h*
Entdo o problema (2.1)-(2.2) possui uma solu¢do branda S-assintoticamente w-periédica.
Demonstragao: Defina o operador F sobre o espaco de Banach Cj,- (X)) pela expressdo (2.3).

Se u € Cp+(Xp), temos que

[Fu@)] < HT—l(t)uOIH/O T2 (t = 5) f(s,u(s))llds

t
< Clluoll + C/ eI (|lulln- B (s))ds.
0
Segue-se da condicdo (a) que F : Cp«(Xo) — Cpr+(Xo) esta bem definido. Afirmamos que

F é continuo. De fato, dado ¢ > 0, considere § > 0 assegurado pela condi¢do (b). Se

u,v € Cp+(Xp) sdo tais que ||u — v||p+ < 9, entdo

[Fu(t) = Fo(®)]] < /OIIT—l(tS)(f(S,U(S))f(S,v(S)))HdS

< c / =9 (s, u(s)) — f(s,0(s))]ds < e

O objetivo agora sera mostrar que F é completamente continuo. Para isso usaremos o Lema

1.15. Seja B,.(Ch+(Xp)) a bola com centro em 0 e raio r no espago Cp+(Xy). Considere
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V = F(B,.(Cp+(Xp))) e v = F(u) para u € B.(Cp+(Xp)). Inicialmente vamos mostrar que
Vi (t) é um subconjunto relativamente compacto de X para cada t € [0,b]. Ora, para todo

t €10,0]

t
v(t) =T-1(t)uo + / T_1(s)f(t—s,u(t —s))ds € T_1(t)ug + tco(K),
0
onde co(K) representa o fecho convexo do conjunto
K ={T_1(s)f(§,h"(E)z): 0<s<t, 0<E<t, [lzf <r}.

Logo,

Vo (t) € T_1(t)ug + teo(K).

Usando o fato de que T_(-) é fortemente continuo e a condi¢do (c), segue-se que K ¢ rel-
ativamente compacto e portanto V,(t) também o é. O proximo passo é mostrar que V; é

equicontinuo. Para todo ¢t > 0 podemos escrever

t+s
o(t+8)—v(t) = (Tor(t+s)—Tr(t))uo + / T o (t+ 5 — €)F(€,u(€))de

+ /0 (Tfl(f +s) — T,l(f))f(t — & ult — £))de.

Dado € > 0, podemos escolher §; > 0 tal que

t+s t+s
H[ T4ﬁ+s£ﬁ@ﬂM©MﬂM§CA) e =OQ(r I (€))dE < /3,

para s < 0;. Além disso, como o conjunto {f(t — & u(t —¢€)) : 0 <& < t,u € B.(Ch-(Xo))}
¢ relativamente compacto e 7_;(-) é fortemente continua, podemos escolher 4o > 0 e d3 > 0
tais que

(T-1(t +5) = Toa(t))uoll < €/3, Vs <

€
3(t+1)
Combinando estas estimativas podemos garantir que ||v(t+s)—v(t)|| < e para s < min{dy, d2, 03}

independente de u € B, (Cp+(Xjp)).-

(T-1(&+5) = T-1(8)) f(t — & ult =) < Vs < 65

Finalmente, segue da condicdo (a) que

ol _ Cluoll . C / .
< + et t=9)0(rh*(s))ds — 0, t — oo,
) = ) T o (rh’(s))

e essa convergéncia é independente de u € B,.(Cp+(Xy)). Portanto, pelo Lema 1.16 obtemos

que V é relativamente compacto.
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Suponha que u*(-) é uma solugio da equacio u*(-) = AF(u(+)) para algum \ € (0,1).

Como
t
[P = AT+ [ Tt (s 6
0
t
< =10l +€ [ M0 )
0
< Bl )p* (),
temos que % < 1. Pela condicdo (c) segue-se que o conjunto

{w v = XF(ut), ) € (0,1)}

¢ limitado. Pelos Lemas 1.10 e 2.1 segue-se que F(SAP,(Xy)) C SAP,(Xop) e consequente-

mente podemos considerar F : SAP,,(Xy) — SAP,(Xo)". Pela Alternativa de Leray-Schauder,
Teorema 1.3, segue-se que F possui um ponto fixo u € SAP,,(Xy). Considere uma sequéncia

{un}tnen C SAP,(Xp) tal que u,, — u em Cp+(Xp). Dado € > 0 a condi¢io (b) assegura a

existéncia de § > 0 tal que se ||v — ul|~ < ¢ entdo

C/ D) (s, 0(s)) — Fs.us))lds < e, V1300
0

Ademais, existe ng € IN tal que se n > ng entdo ||u, — ul|p- < 6. Logo, para todost > 0 e

n > ng temos

[Fun(t) = Fu(t)]] < /0 IT-1(t = 5) (£ (s, un(s)) = f(s,u(s)))l|ds

IN

C/ot M=) £(s,un(s)) — F(s,u(s)) ds < e,

implicando que
sup [[Fun(t) — Fu(t)]| <,
>0

isto é, Fu,, — Fu uniformemente. Portanto u € SAP,,(X() e a demonstracdo esta finalizada.

EXEMPLO 2.2 Sejam \ uma constante positiva e 0 < 8 < 1. Considere

0 1 x s
Z 7(271 — /0 /0 e M(s — )" lu(t, r)drds
n=0 ’

"Note que o fecho do conjunto SAP,,(Xq) estd sendo considerado com relagio a Cp« (Xo).

F(t,x,u) =
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B

o 2ntl B 1 LN - '
B (%W) (Z >ZT+)/ e M(m —7)*" u(t, 7)dr| sina.

Como consequéncia do teorema anterior vamos mostras que existe solu¢io branda S-assinto-

ticamente w-periddica para a seguinte equacao diferencial parcial com condi¢oes de fronteira

owu(t, ) = O*u(t,x) —u(t,xz) + F(t,z,u), t >0, z € [0, 7],
u(t,0) = u(t,m) =0,t >0, (2.7)
U(0,$) = u0($), T € [Oaﬂ-]a

onde uy € C([0,7];R), ug(0) = up(mw) = 0. Para tratar o problema (2.7) na forma abstrata

(2.1)-(2.2) considere X = C([0,7]; R) e seja A o operador definido sobre o subespaco
D(A)={ue X :u" € X,u(0) = u(r) = 0}.

pela regra Au = v — u. Em [164] os autores mostram que A é um operador de Hille-Yosida

de tipo (C, —1), com C' > 0, com dominio ndo denso
D(A) ={ue X :u(0) = u(r) = 0}.

Como de costume, fazendo u(t)(s) = u(t, s) e definindo a fungio

2n+1 / / 72" o (1)drds
B

— mnt! & g > 1 T 2n+1 .
(§%§;?m> (;;@BJ;%@;@@L;GAWT)+¢ﬁmfsmg

podemos reescrever a equacao (2.7) na forma abstrata (2.1)-(2.2). Pelo Teorema 2.3 podemos

ft,9)(§) =

garantir que o problema (2.7) possui uma solu¢do branda S-assintoticamente w-periddica. De

fato, daremos uma breve ideia da demonstracdo deste fato. As estimativas

1f(t,d)loe < 77|B1°, &€ Xo, >0,

1 1
1+.0) = £t 0 < ( imzy + o0 ) 710, 0 € X, 020,

garantem que f : [0,00) x Xy — X é uma fun¢io S-assintoticamente w-periédica sobre

conjuntos limitados. Por outro lado, como
P 5
1F(t d1) = F(tP2)lloe < —5g 101 = @2[", £20,  ¢1,¢2 € Xo,
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segue-se que f € assintoticamente uniformemente continua sobre conjuntos limitados. Uma

vez que f(¢,0) = 0, obtemos que

8
s
1£(t D) le < =5 017 <77 llg]l°, ¢ € Xo, t>0.
(&

A

Portanto, podemos tomar Q(¢) = 7#¢5. Considerando h*(t) = e, u,v € Cy-(Xy), podemos

inferir que
A 1

1 ¢ v
HE=S) O (uh*(s))ds < — « ——
h*(t) A € (V (8)) S —1 e}\(l_ﬁ)t

0, t—o0, 0<p<1,

t 7B
/ | (s, 0(s)) = Fls,u(s))lloods < —flo = ullf, 20,
0 -

Portanto, as condig¢des (a) e (b) do Teorema 2.3 sdo satisfeitas. Um cdlculo direto mostra que

liminfe_, o % > 1. Finalmente, como || f(s, e**®)||co < 7818 e
f(5,€*°9)(€) — f(s.eM0) (&) < rPnPle — €| + 171 = €7,
segue-se do Teorema de Arzela-Ascoli que o conjunto
{f(5,¥°¢) :0< s <b,d € X, ||g]| <}

é relativamente compacto. Logo, todas hipoteses do Teorema 2.3 sdo satisfeitas e entdo o

problema (2.7) possui ao menos uma solu¢do branda S-assintoticamente w-periddica.

2.3 Equagoes diferenciais fracionarias

2.3.1 Solugoes brandas assintoticamente quase periodicas

Nesta secdo estudaremos existéncia de solugdes assintoticamente quase periddicas para a

equagao fracionaria semilinear

/ _ ! (t B S)Q_Q
() = /0 gy Au(s)ds + f(t.u(h). 20, (2.8)
u(0) = ug € X, (2.9)

ondel < o <2, A: D(A) C X — X é um operador linear de tipo setorial densamente
definido sobre um espago de Banach complexo X e f : [0,00) x X — X é uma fun¢io dada.
Equagoes fraciondrias tem despertado o interesse em varias areas da ciéncia devido a sua

grande quantidade de aplicacdes. Em particular, muitos trabalhos estudando as propriedades
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das solucoes da equacdo (2.8)-(2.9) tem surgido recentemente em varios contextos, por exem-
plo, sobre regularidade maximal a excelente monografia de J. Priiss [167], com respeito ao
comportamento assintotico o artigo de E. Cuesta [44] e referente a periodicidade os artigos

[17, 54, 55].

Comegamos relembrando a defini¢do de solucdo branda para a equagio (2.8)-(2.9).

DEFINICAO 2.1 ([54]) Seja A o gerador de um operador solucdo integravel S, (¢). Uma

fun¢ido continua u : [0,00) — X satisfazendo
t
u(t) = Sa(t)up + / So(t—s)f(s,u(s))ds, ¥Yt>0, (2.10)
0

¢é chamada solugdo branda da equagio (2.8)-(2.9).

Os seguintes lemas serao fundamentais nesta subsecio.

LEMA 2.2 Suponha que A é setorial de tipo < 0. Se g € AP(X) e Ag é dado por

(Ag)(t) = / Su(t — s)g(s)ds, tER, (2.11)

— 00
entdo Ag € AP(X).
Demonstracao: Dado ¢ > 0, existe [(¢) > 0 tal que todo intervalo de comprimento I(¢)

contém um namero 7 tal que ||g(t + 7) — g(t)|| < € para cada ¢t € R. Segue-se portanto que

[Ag(t+7) = Ag(t)] < /OOO [1Sa(s)lllg(t = s +7) = g(t = s)llds

o 1
(e [ ).
o 1+ |u[s*

CM|pu|~Yen
asin(m/2)

donde Ag € AP(X). ]

LEMA 2.3 Suponha que A é setorial de tipo i < 0. Seja f € AAP(X); se A*f é a fungao
dada por

(A f)(t) = /t Su(t — $)f(s)ds, t>0. (2.12)
Entdo A*f € AAP(X). :
Demonstragao: Seja f = g+ @, onde g € AP(X) e ® € Cy([0,00), X). Temos que A*f(t) =
G*(t) + H*(t), onde

G (t) == /t Su(t —s)g(s)ds, tER, (2.13)

— o0

46



t 0
H*(t) = / So(t —s)P(s)ds — / Sa(t —s)g(s)ds. (2.14)
0 —00
Segue do lema anterior que G* € AP(X). Resta entdo mostrar que H* € Cy([0,00), X ). Uma
vez que ® € Cy(]0,00), X), para cada € > 0 existe uma constante 7' > 0 tal que || P(s)|| < e
para todo s > T'. Entdo, para t > 2T, obtemos que
! 1

t/2 1
H*(+ < CM|® OO/ — ds+eCM ——ds
1)1 1l | T = /2 T Il = 9)"

_l’_

0
1
CM o — d
M”t[m1+MMt@a$

1 CM|u|=%er

< CM(||®||s + oo/ s i
< (1] 19lo0) o 1+ |plse asin(m/a)

Portanto, lim;_, ., H*(t) = 0, isto é, H* € Cy([0,0), X). n

TEOREMA 2.4 Suponha que A é setorial de tipo 1 < 0. Seja f € AAP(X; X) e suponha que

existe uma funcdo integravel limitada Ly : [0,00) — [0, c0) tal que
1f(t2) = F&y)ll < L@l —yl, Va,yeX,VtE>0. (2.15)

Entdo o problema (2.8)-(2.9) possui uma unica solu¢ao branda assintoticamente quase per-
iodica.

Demonstragao: Defina o operador F, sobre o espaco AAP(X) pela regra
t
(Fat)(®) = Salt)un + [ Salt = 9)f(s,u(s)ds = Salthuo +0a0). (216)
0

Mostraremos inicialmente que F,u € AAP(X). De fato, a estimativa (1.8) implica que
Sa()ug € AAP(X). Além disso, o Lema 1.4 assegura que a fun¢do s — f(s,u(s)) é ass-
intoticamente quase periddica. Pelo Lema 2.3, segue-se que v, € AAP(X) e portanto o
operador

Fo: AAP(X) — AAP(X)

esta bem definido. Sejam u,v € AAP(X) e defina Cy, := sup;~¢ [|Sa(t)|| ¢ (x)- Temos que

t
|Fas(t) — Faua(t)]| < Cg/L®Mﬂuwm
0

< CaHLHlHu - UHOO’
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portanto,
G20 - @) < ([ L(s) ([ pwar)as) o - ual

2

c? t
< 35 </0 L(T)d7'> llur — ual|oo
Col|L||1)?
De forma geral, paran € IN,
(CallLyll1)"
| Fau = Favlloo < FElu— -

% < 1 segue-se do principio dos iterados que F, possui um unico ponto

Uma vez que
fixoem AAP(X). n

Uma consequéncia imediata deste teorema ¢é dada a seguir.

PROPOSICAO 2.2 Suponha que A é setorial de tipo < 0. Seja f € AAP(X; X) uma fungao

que satisfaz a condic¢do de Lipschitz

1t 2) = f(E )l < Lz —yl|,

para todos 2,y € X et > 0. Se CM|u|~"*rL < asinw/a, onde C e M sio as constantes
dadas em (1.8), entdo o problema (2.8)-(2.9) possui uma unica solu¢do branda assintotica-

mente quase periodica.

EXEMPLO 2.3 Seja a : [0,00) — IR uma funcdo assintoticamente quase periddica. Estu-
daremos existéncia e unicidade de solu¢des brandas assintoticamente quase periddicas para a

equagao diferencial fracionaria

2
g6 = 2 (g~ ) utO e O), 120, €EoAl @)
u(t,0) =u(t,7) =0, t>0, (2.18)
u(07§) = u0(§)7 §€ [O,W], (2.19)

onde ug € L?[0,7], f é uma func¢do dada e

spta0) = [ ats)ds.
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Suponha que existe uma constante Ly > 0 tal que

|f(x) = f(y)| < Lylz -yl

para todos z,y € R. Se
lafloo < asin(m/«)
= OCMy|~VegL;’

entdo o problema (2.17)-(2.19) possui uma unica solu¢ido branda assintoticamente quase per-

i6dica. De fato, Se escolhermos X = L?[0, 7] e A o operador definido sobre o subespago
D(A) = {u € L?[0,7] : u” € L?*[0,7],u(0) = u(r) = 0}

pelaregra Au = u” —vu, podemos reescrever o problema (2.17)-(2.19) na forma abstrata (2.8).
Ademais, as hipdteses sobre a e f asseguram que as condi¢des da Proposicao 2.2 s3o verificas.
> p g q ¢ posi¢

Fazendo A = —p*I com p > 0 e X = C na equagio (2.8), temos o seguinte resultado.
COROLARIO 2.3 Seja f € AAP(C,C) uma funcdo que satisfaz a condi¢do de Lipschitz

1t x) = f(t )l < Lz =y,

para todos z,y € C et > 0. Entdo a equacdo (2.8)-(2.9) possui uma tnica solu¢io assintoti-

asinT/a

camente quase periddica, sempre que L < e

TEOREMA 2.5 Suponha que A é setorial de tipo p < 0. Seja f € AAP(X; X) e suponha que
existe uma fun¢do continua e nio decrescente L : [0,00) — [0, 00) tal que para cada nimero

positivo R, e z,y € X, ||z|]| < R, ||y|| < R, temos
1t 2) = 8yl < L(R) ||z —yll, V& >0,

onde L(0) =0e f(¢,0) = 0 para t > 0, entdo existe € > 0 tal que para cada ug com ||ug| < e,
existe uma unica solu¢do branda assintoticamente quase periddica para a equagdo (2.8)-(2.9).

Demonstragio: Sejam R > 0e 0 < \ < 1 tais que CM (X + |u|~/*7L(R)/asin(r/a)) < 1.
Mostraremos que o teorema € valido para e = AR. De fato, consideremos ug tal que |Jug|| < e.

Considere o espaco
Dy = {u € AAP(X) : u(0) = uo, ||u/lc < R}

equipado com a métrica d(u,v) = ||u — v||s. Definimos o operador F, sobre D,,, por (2.16).

Para todo u € D,,, temos que
|Fau()l] < CMA+ |u~YrL(R) fersin(r/a)) R < R,
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isto €,
Fa(Dug) C Duyy-

Por outro lado, para uy,us € D, obtemos que

R)|ui(s) — ua(s)|
_ < M
|Faur(t) — Faua(t)| < C / 1+ [p( t —s5)e ds

CM]p|~"/*xL(R)

asin(m/a)

lur — uz||o

IN

(1= CMMN)||ur — uz|oo-
Como 1 — CM\ < 1, segue-se que F, é uma (1 — C' M \)-contragio. [

EXEMPLO 2.4 Consideremos a equagio diferencial fracionaria

2

¢ 2

€)= Jpt ((5—52 - V> u(t, &) +a(t) (/ U(tﬁ)d7> , 120, £€[0,7], (2.20)
0

u(t,0) =u(t,7) =0, t>0, (2.21)

u(0,8) = up(§), & €10,7). (2.22)

Como consequéncia do Teorema 2.5, temos o seguinte resultado.

COROLARIO 2.4 Suponha que a(-) é uma fungdo assintoticamente quase periodica. Entio,
existe € > 0 tal que para cada uy com ||ug||r2 < €, existe uma unica solu¢do branda assintoti-
camente quase periddica para o problema (2.20)-(2.22).

Demonstragao: De fato, a equagio (2.20) pode ser expressa como uma equagdo abstrata da

¢ 2
F(£.6)(©) = alt) ( / ¢<T>d7> ,

t>0e ¢ e L?0,7]. Observe que

forma (2.8), onde

1F(té1) = £t d2)llz2 < llalloom® 2 ([ f1ll22 + I 2ll22) |61 — G2l 2,

para todos t > 0 e ¢1,¢2 € L?[0,7]. Portanto, a perturbagio é localmente Lipschitz. O
resultado segue entdo do Teorema 2.5, uma vez que f € assintoticamente quase periodica. m

Para finalizar esta subsecido estudaremos existéncia de solu¢ao branda assintoticamente
quase periddica para a equagido (2.8)-(2.9) quando f ndo é do tipo Lipschitz. A demostra¢io

deste resultado segue as ideias da demostracao do Teorema 2..3.
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TEOREMA 2.6 Suponha que A é setorial de tipo p < 0. Seja f € AAP(X; X) uma fungdo
que satisfaz as seguintes condigoes:
(H*1) Existe uma fun¢do continua nao decrescente W : [0,00) — [0,00) tal que || f(¢,2)| <
W (||z||) para todost>0ex € X.
(H*2) f(t,x) é uniformemente continua sobre conjuntos limitados.
(H*3) Para cada v > 0,

1 bW (vh*(s))

li ds =0
tg?oh*(t) o L+ |p|(t—s) T

onde h* verifica as condi¢des do Lema 1.16. Seja

B*(v) := sup h*l( 0 (HS (t)uol| + CM Mds) ,

L [pf(t = )

onde C e M s3o as constantes dadas em (1.8).

(H*4) Para cada € > 0 existe § > 0 tal que para todos u,v € Cp,«(X), ||u — v||p+ < I tem-se

15, 0(5)) — (s, u(s) |
s [ A e <

(H*5) Para todos 0 < a < b, e r > 0, 0 conjunto

{f(s,h*(s)z) :a<s<bwxelX|af <r}

é relativamente compacto em X.

(H*6) lim infe o0 gy > 1.

Entdo a equacdo (2.8)-(2.9) possui uma solu¢ao branda assintoticamente quase periddica.
Demonstragao: Defina o operador F, sobre Cj,-(X) por (2.16). Mostraremos que F,, possui
um ponto fixo em AAP(X). Inicialmente observe que ¥, estd bem definido. De fato, para

u € Cp«(X), temos que

[Fau@] < \\Sa(t)uO\\+/0 [Sa(t = 8)f (s, u(s))llds

W (ulla-h () |
T+ [l —s)°

< Mg H—l—CM/

Segue de (H*3) que F,, : Ch+(X) — Ch+(X). Segue da condicao (H*4) que F, é uma fungio
continua.

Mostraremos agora que JF, completamente continuo. Sejam V = F,(B,.(Cp-(X))) e
v = Fo(u) para u € B,(Cp«(X)). Afirmamos que V,(t) é um subconjunto relativamente

compacto de X para cada t € [0, b]. De fato, pela condi¢cao (H*5) temos que

K ={Sa(s)f(§,h(&)x) : 0 < s <,0 <& <t [Jaf| <7}
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é relativamente compacto. Além disso, V,(t) C S, (t)ug+tc(K), donde segue nossa afirmacio.

Pela decomposi¢ao

t+s
o(t+8) —v(t) = (Sult+5) — Salt))uo+ / Salt+ 5 — €)f(€, u(€))de

+ / (SulE+5) — Sal€))F(t— &, ult — €))de,
0

segue-se que Vj, € equicontinuo. Além disso, pode-se mostrar que lim;_, ., %(tg)n = 0 uni-
formemente para u € B, (Cp+(X)). Pelo Lema 1.16, temos entdo que V' é um subconjunto
relativamente compacto de Cj« (X).

Note que {u* : u* = \F,(ut), A € (0,1)} é um conjunto limitado. De fato, isto segue da

condi¢ao (H*6) e da estimativa

M < B ([l

e )
Segue-se dos Lemas 1.4 e 2.3, que AAP(X) é invariante por F,. De forma similar a de-

mostragio do Teorema 2.3 segue-se que existe uma solu¢do branda assintoticamente quase

periddica para a equacdo (2.8)-(2.9). |

2.3.2  Solugoes brandas pseudo quase periodicas com peso

Esta subsec¢io é dedicada ao estudo de solugdes pseudo quase periddicas com peso para a

seguinte equagao semilinear fraciondria
Diu(t) = Au(t) + DY~ f(tu(t), teER, (2.23)

ondel < a < 2,A:D(A) C X — X é um operador linear densamente definido de tipo
setorial sobre um espago de Banach complexo X e f : R x X — X ¢é uma fung¢io dada.
A derivada fraciondria sera no sentido de Riemann-Liouville. Para propriedades do célculo
fraciondario e suas aplicacdes em diversos campos da ciéncia sugerimos ao leitor os textos de
R. Gorenflo e F. Mainard [93, 94] e suas referéncias.

Antes de enunciarmos nossos resultados, recordaremos a defini¢ao de solu¢dao branda para

a equacao (2.23).

DEFINIGCAO 2.2 ([18]) Suponha que A gera uma operador solu¢ido integravel S, (t). Uma

fun¢ido continua u : R — X satisfazendo a equagao integral

u(t) = /_ St — ) f(s,u(s))ds, VteR, (2.24)
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¢ chamada de solu¢do branda para a equagao(2.23).

O proximo lema é fundamental para nossos propositos.

LEMA 2.4 Seja p € V.. Suponha que A € setorial de tipo w < 0. Se f : R — X é uma

funcdo p-pseudo quase periddica e Af € a funcido dada por
t
= / Sa(t —s)f(s)ds.

Demonstragao: Observe inicialmente que por (1.8) a seguinte estimativa é valida

Entdo Af € PAP(X,p).

IAF@OI < /‘IWJt—ﬁfGHWS

— 00

! cM
< | el

CM|w| V]| £l

asin(m/a)

Portanto,
CMw| || floo

asin(m/a)

[Af]loo <

Temos entdo que Af € Cy(R,X). Por outro lado, podemos escrever f = g + ¢, onde g €
AP(X) e ¢ € PAPy(X,p). Pelo Lema 2.2, Ag € AP(X). Resta entio mostrar que A¢ €
PAPy(X,p). ParaT > 0, vemos que

it

T 00
ptt < s [ [ Sae)lllote = olasat

> 1 1
<oum | HWW( o | ot - >up<t>dt>ds

o
P
—CM/ il s,
1+ \w]sa

/OO Sa(s)p(t — s)ds
0

onde ®r(s) = ﬁ ffT lp(t — s)||p(t)dt. Como p € V, segue-se que PAP(X, p) é invari-
ante por translacdes, donde obtemos que ¢t — ¢(t — s) pertence a PAP(X, p) paracada s € R

e entio Pr(s) — 0 quando T' — oo. Uma vez que @7 € limitada (||P7| < ||¢]l) € m é

integravel em [0, 00), segue-se do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
o0
)
lim r(s) d

ST gs = 0.
T—oo Jy 14 |w|s®
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Nosso primeiro resultado é baseado no Principio da Contra¢ao de Banach ( ver Teorema

I.1).

TEOREMA 2.7 Seja p € V. Suponha que A é setorial se tipo w < 0. Seja f € PAP(X, X, p)

satisfazendo a condi¢ido de Lipschitz

1 (t,x) = f(t )l < Lz =y,

paratodos z,y € X et € R. Se CM|w|~Y*rL < asin(n/a), onde C e M sdo as constantes
dadas em (1.8). Entdo a equacdo (2.23) possui uma unica solu¢do branda pseudo quase per-
iddica com peso.

Demonstragiao: Defina o operador ¥, : PAP(X, p) - PAP(X, p) por
t
(Fo) (1) = / Su(t— 5)f(s,u(s))ds, t€R. (2.25)
Observe que F, esta bem definido. De fato, dado uw € PAP(X,p), segue-se do Lema 1.7
que a funcdo s — f(s,u(s)) é pseudo quase periddica com peso. Por outro lado, pelo Lema
2.4, obtemos que F,u € PAP(X,p) e portanto F, estd bem definida. E suficiente entio

mostrar que o operador F, possui um unico ponto fixo em PAP(X,p). Para isso, sejam

ui,up € PAP(X, p), temos que

IN

[Faur — Fariz|lo Lsup/ [Sa(m) it = 7) = uz(t = 7)|ldr
teR J o

o0 1
LCM ——d — I
</ 5 ol > s = o]

CML|w|~ Yo7
asin(r/a)

IN

w1 — vzl oo

Portanto &, é uma contracao. Segue-se entdo do teorema do ponto fixo de Banach que ¥,
possui uma tnica solu¢io branda pseudo quase periédica com peso. [

O proximo resultado é consequéncia imediata do teorema anterior.

COROLARIO 2.5 Suponha que A é setorial de tipo w < 0. Seja f € PAP(X, X) satisfazendo

a condig¢do de Lipschitz
1f(t,2) — f(t, )l < Lz —yl|,
para todos z,y € X et € R. Se CM|w|~"/*rL < asin(r/a), entdo a equagio (2.23) possui

uma unica solu¢ao branda pseudo quase periddica.
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EXEMPLO 2.5 Estudaremos existéncia e unicidade de solu¢es brandas pseudo quase per-

iddicas com peso para a equacgao diferencial fraciondria dada por
Ou(t, ©) = O2u(t, z)+pu(t, z)+02 1 (Bu(t, z) (cos(t)+cos(vV2t))+ e~ sin(u(t, x))), (2.26)
onde 1 < 0,t € Rex € [0, 7], com condi¢des de fronteira
u(t,0) =u(t,m) =0, tekR. (2.27)
Seja X = L?[0, 7] e o operador A definido sobre X por Au = u” + pu, (u < 0) com dominio
D(A)={ue X :u" € X,u(0) = u(r) = 0}.

Um fato conhecido é que Au = u” é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico sobre
L?[0,7]. Portanto, A é setorial de tipo x4 < 0. A equagio (2.26) pode ser reformulada na

forma abstrata nio homogénea (2.23), onde u(t) = u(t,-). Considere a ndo linearidade

F(t,¢)(s) = Blcos(t) + cos(V2t)) + Be™ ! sin(g(s))(s),

paratodos ¢ € X, t € R, s € [0,7] e 8 € R. Segue-se do Exemplo 2.6 de [62], que f €
PAP(X, X, p) com p(t) = 1 + 2. Suponha que

18] < asin(m/a)
3CM|p|~Yor'

Entdo pelo Teorema 2.7, a equagdo (2.26) possui uma tUnica solu¢io branda pseudo quase

periodica com peso.

Estudaremos agora existéncia de solu¢ao branda pseudo quase periddica com peso para a
equacdo (2.23) quando a func¢do f ndo é Lischitziana. Nesse sentido serd de grande utilidade
o Lema 1.7. Para estabelecer nossos resultados consideraremos funcdes f que satisfazem a
seguinte condic¢do de limitacdo.

(B*) Existe uma funcdo continua ndo decrescente W : R, — R tal que || f(¢,2)| < W(]|z])

paratodost € Rez € X.

O seguinte resultado de existéncia é baseado na alternativa de Leray-Schauder (Teorema

I1.3).

TEOREMA 2.8 Seja p € V. Suponha que A é setorial de tipo w < 0. Seja f € PAP(X, X, p)
satisfazendo a condi¢ido (B*) e as seguintes condicoes:
(a) f(t,x) é uniformemente continua sobre conjuntos limitados K C X uniformemente em

t € R.
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(b) Para cadar > 0,
. 1 t W(rh(s))
1 — — 7 ds =
il00 h(?) /Oo Tt —sp =0

onde h é a funcdo dada no Lema 1.15.

CMH/ g

onde C e M sio as constantes dadas em (1.8).

Seja

)

h

(c) Para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo u,v € Cp,(X), ||u — v||5 < § implica que

CfGs,0(s) — F(su(s)]
/_oo T+t —s)e =6

paratodot € R.
(d) liminfe_, o G 1.

e) Para todo a,b € R, a < b, e r > 0, o conjunto
() 9 3 b 3 ]
{f(s,h(s)z) :a<s<bzxelX|z|]|<r}

é relativamente compacto em X.

Entdo a equacdo (2.23) possui uma solu¢do branda pseudo quase periédica com peso.
Demonstragao: Defina o operador ¥, sobre Cj,(X) como em (2.25). Mostraremos que &,
possui um ponto fixo em PAP(X, p). A prova serd dividida em varios passos.

(i) Para u € Cy(X), temos que

|Taulll _ CM [t Wllulah(s)
h(t) h(t) Jooo 1+ |pl(t —5)*

Segue entao da condic¢do (b) que F, esta bem definido. Pela condi¢ao (c) temos que a aplica¢ao
F,, € continua.

(i) Mostraremos que F, é completamente continua. Seja B,.(Cj(X)) a bola fechada de
centro em 0 e raio r contida em Cy(X). Sejam V = F,(B,(CL(X))) e v = F,(u) para
u € B,(Cp(X)). Provaremos inicialmente que V(¢) é um subconjunto relativamente com-
pacto de X para cada ¢t € R. Segue da condi¢ao (b) que para € > 0, podemos escolher a > 0

tal que
T W(rh(t—s))

cCM
1+ !u!so‘

Ora, segue da decomposicao

= /a Sa(s)f(t—s,u(t — S))d5+/oo Sa(s)f(t—s,u(t —s))ds
0 a
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que

v(t) € aco(K) + Be(X),
onde ¢y (K) representa o fecho convexo de
K = {Sa()f(€h(€)7) : 0 < s <ayt—a < € <1, o] <r}.

Como S, (-) é fortemente continua segue-se da condi¢do (e) que K é um conjunto relativa-

mente compacto. Portanto V (t) C aco(K) + B.(X), é relativamente compacto.

Mostraremos que V' é equicontinuo. De fato, podemos decompor

ot +5) —o(t) = /Ossa<s>f<t+s—f,u<t+s—5>>ds
n / "(Sal€ 4 8) — Sal€)f(t — &, ult — €))de

b [T Sl 9) - 8O- & ult - e
Para cada € > 0, podemos escolher a > 0 e §; > 0 tais que
I Sal€s(e+ s = gute+ s —€Dde+ [ (Salé+9) = Su(O)F (= €ule — )]

SW(rh(t+s—9)) © W(rh(t —£))
<CM / dé +2 i
( 0 L+ [pl€> o 1t |pl€”
para s < ;. Além disso, uma vez que

df) <e€/2,

{ft=&u(t=¢)):0<E<a,uc B (Ch(X))}

¢ um conjunto relativamente compacto e S, (-) é fortemente continua podemos escolher d5 > 0

tal que
1(Sa(§ + ) = Sals))f(t = &ult — &)l < €/2a

para s < do. Combinando estas estimativas temos que ||v(t 4+ s) — v(¢)|| < € para s suficiente-
mente pequeno e independente de u € B,.(Cp(X)).

Finalmente, pela condi¢io (b), temos que % — 0, |t| — oo e essa convergéncia independe
de u € B,.(Cy(X)). Portanto, pelo Lema 1.15, V' é um conjunto relativamente compacto em
Ch(X).

(iii) Se u*(+) é solugdo da equacdo u* = A\F,(u?) para algum 0 < A < 1, pela estimativa

A
I _

BlluAMln)
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e a condi¢ao (d), concluimos que o conjunto

K = {u* :u* = \Fo(u?), X € (0,1)}

¢ limitado.

(iv) Segue da condicdo (a) e do Lema 1.7, que a fungdo t — f(t,u(t)) pertence a PAP(X,p),
sempre que u € PAP(X,p). Portanto, usando o Lema 2.4, temos que F,(PAP(X,p)) C
PAP(X, p) e consequentemente podemos considerar F,, : PAP(X,p) — PAP(X, p). Usando

as propriedades (i)-(ii), segue-se que esta aplicagio é completamente continua. Aplicando a
alternativa de Leray-Schauder, Teorema 1.3, temos que F, possui um ponto fixo em u €
PAP(X,p). Seja (uy), uma sequéncia em PAP(X,p) que converge para u. Temos que
(Fotun)n converge para F,u = u uniformemente em R. Portanto u € PAP(X, p) e existe uma

solu¢do branda pseudo quase periddica com peso para a equagao (2.23). [
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Carituro III

AUTOMORFICIDADE E
ERGODICIDADE PARA EQUACOES
DE EVOLUCAO

A Matemdtica é a honra do espirito humano.

— Leibniz

3.1 Introducao

Este capitulo é dedicado ao estudo de existéncia de solu¢des compactas quase automor-
ficas, quase automorficas, assintoticamente compactas quase automorficas, assintoticamente
quase automorficas, pseudo compactas quase automorficas e pseudo quase automorficas para
equagOes semilineares de primeira ordem cuja parte linear é dada por um operador de Hille-
Yosida. Estudamos também existéncia de solucdes pseudo compactas quase automorficas e

assintoticamente compactas quase automorficas para equacdes integrais com retardo infinito.

3.2 Equagoes semilineares de primeira ordem

Sejam A : D(A) C X — X um operador linear definido sobre um espaco de Banach X
e f:Rx Xy — X,onde Xg = D(A), uma funcdo continua. O escopo desta se¢do é estab-
elecer condicoes suficientes sobre o operador A e a fun¢do f de modo a garantir existéncia e

unicidade de solu¢bes quase automorficas para a equacdo semilinear de primeira ordem
u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), teR. (3.1)

Nesta secio A sera um operador de Hille-Yosida de tipo (C,u) com C > 1e u < 0.



Relembramos que uma solug¢do branda para a equacdo (3.1) é uma fun¢io v € C(R; X) que
satisfaz a formula de varia¢do de parametros

u(t) = / Tt — 5)f (s, u(s))ds.

—00
3.2.1 Solucoes brandas quase automorficas e compactas quase automorficas

O proposito desta subse¢ao é estudar condigoes suficientes para que a equagao semilinear
de primeira ordem (3.1) possua solucdo branda quase automoérfica ou compacta quase au-
tomorfica. Em algumas situagdes seremos capazes de assegurar nio sé existéncia como tam-
bém a unicidade de tais solu¢des contudo, o preco a se pagar para tal feito é trabalhar apenas
com perturba¢oes do tipo Lipschitz. Com o intuito de complementar a teoria, estabelecemos
alguns resultados para perturbacoes mais gerais do que as Lipschitzinas. Ressaltamos que
neste ultimo caso, por natureza das ferramentas utilizadas, conseguimos garantir apenas a

existéncia de solucoes brandas.

LEMA 3.1 Se f:R — X é uma fun¢do quase automorfica e Ff é dado por

t

(FF)(1) = / T_\(t - 5)f(s)ds, t € R,

Entiao Ff € AA(Xy).

Demonstragao: Seja (s),)n,en uma sequéncia de nimeros reais. Existem uma subsequéncia
($n)neN C (8),)nen € uma fun¢do g : R — X tais que f(t+ s,,) converge para g(t) e g(t — s,,)
converge para f(t) para cada t € R. Uma vez que

t
(FF)(E+ 50) = / T o(t—s)f(s+sp)ds, t € R, n € N,

Segue-se do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que Ff (¢ + s,,) converge para
z(t) = fioo T_1(t — s)g(s)ds para cada t € R. Analogamente, pode-se mostrar que z(t — s,,)
converge para Ff(t), para cada t € R. [

TEOREMA 3.1 Seja f € AA(Xyp, X). Suponha que existe uma func¢do continua e limitada
L:R — [0,00) tal que

£t x) = f(t )l < L)z -yl
para todos x,y € Xy e parat € R. Se C||L||oc < —p entdo a equagdo (3.1) possui uma unica

solucdo branda quase automorfica.
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Demonstragao: Inicialmente observe que se u € AA(X() segue-se do Lema 1.3 que a fun¢io
t — f(t,u(t)) pertence a AA(X). Logo, o Lema 3.1 assegura que o operador & : AA(Xy) —
AA(Xy) dado pela regra

Fu(t) = / T\t — 5)f(s,u(s))ds (3.2)

—00
estd bem definido. Ademais, se u,v € AA(Xj) segue-se que

t

[Fu(t) = Fo(@)] < (/‘ IT-1(t = 5)(f(s,u(s)) — f(s,0(s)))llds

— o0

t
< / Cer = L(t) [u(s) — v(s)||ds
< Ol ( / d) vl
0
C||L|| s
< Gllllooy,, oy,

Entao,

5 — Fofoo < MLl

[l = vloo

donde segue-se que F é uma contracdo e portanto o resultado é consequéncia do teorema do

ponto fixo de Banach. ]

COROLARIO 3.1 Seja f : R x Xg — X uma fun¢io quase automorfica em ¢ € R para cada

x € Xy. Suponha que existe uma constante L > 0 tal que

1f(t,x) = f(t 9]l < Lz -y

para todos z,y € Xg e parat € R. Se CL < —p entdo a equacdo (3.1) possui uma unica
solu¢ao branda quase automorfica.

Fazendo pequenas mudancas na demonstra¢io do Lema 3.1 obtemos o seguinte resultado.

LEMA 3.2 Se f: R — X é uma fun¢ao compacta quase automoérfica e Ff é dado por

t

(1) = / T_\(t - 5)f(s)ds, t € R,

—0Q

Entdo Ff € AA.(Xp).
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TEOREMA 3.2 Seja f € AA.(Xp; X) e suponha que existe uma funcdo continua limitada e

integravel L : R — [0, 00) tal que

1t 2) = &yl < LB)]le -y

para todos z,y € Xg et € R. Entdo a equacdo (3.1) possui uma unica solu¢io branda
compacta quase automorfica.
Demonstracao: Seja F o operador definido em (3.2). Pelos Lemas 1.2 e 3.2 segue-se que

F: AA.(Xog) = AA.(X() é um operador bem definido. Além disso, para u,v € AA.(Xp)

tem-se que
[Fut) —Fu@)] < /_ IT-1(t = s)(f(s,u(s)) — f(s,0(s)))lds
< /_ [T-1(t = s)|I[| f(s,u(s)) — f(s,v(s)||ds
< / Ce" =) L(s)ds||u — v]|so
< ¢ / L(s)ds]ju — v
< C| L[]l = vl|oos
portanto,

1(F%u) (1) = (3%0) ()]

IN

o (/; L(s) (/oo L(r)dr) ds> = v]|oc

2

S rwr) i

IN

(CILY21)”

< 5 Ilu =l

Procedendo com este argumento obtemos em geral que

(CILllz)"
1(57w) (8) = (F"0) ()] = — 7 llu = vllee.
Mas, para n suficientemente grande % < 1. Logo, pelo teorema do ponto fixo para
iterados segue-se que existe um unico u € AA.(Xp) tal que Fu = u. ]
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OBSERVACAO 3.1 Naturalmente, um resultado analogo ao do teorema anterior é valido para
assegurar existéncia de solu¢cdo quase automorfica para a equacdo (3.1).

Quando a nio linearidade f : R x Xy — X satisfaz uma condi¢io classica do tipo Lip-
schitz, isto é, quando existe uma constante L > 0 tal que ||f(t,z) — f(t,y)|| < Lljz — y||
para todos z,y € Xy et € R, o teorema acima niao assegura existéncia de solu¢cdo branda
compacta quase automorfica para a equacdo (3.1). Nesse sentido o proximo resultado é de

grande utilidade.

TEOREMA 3.3 Seja f € AA.(Xo; X) e suponha que existe uma func¢do continua e limitada
L:R — [0,00) tal que
1f(tz) = f(E,y)l| < L(E)|lz — vl

para todos z,y € Xp et € R. Seja | L||apr = sup,er fttH L(s)ds. Se < 1 entdo a

ClI Lt
l—e—#

equagao (3.1) possui uma unica solu¢ao branda compacta quase automorfica.
Demonstragao: Seja F : AA.(Xy) — AA.(Xy) o operador definido na demonstracio do
Teorema 3.2. Para quaisquer u,v € AA.(X() segue-se que

[Fu(t) = Fu(®)]] S/ IT-1(t = 5)(f(s,u(s)) — f(s,0(s)))llds

—00

t
< [ Cer I (sute) - s, o) lds
—0oQ
t
< C'/ e“(tfs)L(s)Hu(s) —v(s)|ds
s t—m
= C) / e 1) L(s)ds||u — v oo
m=0 t—m—1
Cll Ll a
< TRy,
(&
Portanto, & é uma %—contragéo. O teorema do ponto fixo de Banach garante portanto a

existéncia de uma tnica solugdo branda compacta quase automorfica para a equagdo (3.1). m

PROPOSICAO 3.1 Seja f € AA.(Xo; X) e suponha que existe uma constante L > 0 tal que

1f(t,2) = f(t,9)ll < Lz =yl

para todos z,y € Xget € R. Se CL < —p entdo a equagido (3.1) possui uma unica solucao

branda compacta quase automorfica.
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Demonstragao: Considere o operador F : AA.(Xy) — AA.(X() como na demonstracdo do

Teorema 3.2. De forma semelhante 2 demonstracdo do Teorema 3.1 podemos mostrar que F

¢ uma (%)—contragéo. Portanto, pelo teorema do ponto fixo de Banach, F possui um tnico

ponto fixo em AA.(Xy). ]

EXEMPLO 3.1 Sejama : R —+ R e F : R — R fungbes continuas e limitadas. Neste exem-
plo estudaremos existéncia e unicidade de solug¢des brandas quase automoérficas e compactas

quase automorficas para a equacdo do calor
Ovu(t,x) = O7u(t,z) — u(t,z) + a(t)F(u(t,2)), t € R, x € [0, 7], (3-3)

com condi¢oes de fronteira

u(t,0) = u(t,m) =0, t € R. (3.4)

Seja X = C([0, 7];R) e considere o operador A com dominio
DA)={ue X :u" € X,u(0) =u(r) =0} C X

definido por Au = v — u. Em [164] os autores mostraram que A é um operador de Hille-
Yosida de tipo (C, —1) cujo dominio nio é denso em X. Como de costume, para estudar este

problema na forma abstrata (3.1) escrevemos u(t)(s) = u(t, s) e consideramos

para todos ¢ € Xo = D(A),t € Re s € [0,7]. Segue-se portanto que o problema (3.3)-(3.4)

pode ser visto na forma abstrata (3.1).

PROPOSICAO 3.2 Suponha que existe uma constante positiva L tal que
[F(2) = F(y)| < Lz -y,

para todos z,y € R. Além disso, suponha que Csup,cg |a(t)|L < 1. As seguintes afirmacoes

sao verdadeiras:

(i) Se a € AA(R), o problema (3.3)-(3.4) possui uma tnica solu¢io branda quase automoér-

fica;

(ii) sea € AA.(R), o problema (3.3)-(3.4) possui uma tnica solu¢do branda compacta quase

automoérfica.
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Demonstragao: De fato, segue-se que se ¢, 1) € X, entdo

Hﬂww—ﬂLWHéﬁgMMMW—ww

Logo, por esta estimativa F é uma contracdo. Finalmente, para (i) basta observar que se
a € AA(R) entdo f € AA(Xp; X) e portanto o resultado segue-se do Corolario 3.1. Analoga-
mente, para (i) f € AA(Xo; X). Basta entdo aplicar a Proposic¢io 3.1. [

No proximo resultado consideraremos condicoes sobre a nao linearidade da equagio (3.1)
mais gerais do que as condi¢oes de Lipschitz. Como ferramenta para garantir a existéncia de

solu¢ao branda em tal situacdo utilizaremos a Alternativa de Leray-Schauder (Teorema 1.3).

TEOREMA 3.4 Seja f € AA(Xp; X) uniformemente continua sobre conjuntos limitados de
Xo. Suponha que existe uma func¢do continua ndo decrescente €2 : [0,00) — [0,00) tal que

IIf(t, )| < Q||x|) para todos x € X et € R. Se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas
(a) Paracadar >0, limp; o ﬁ ffoo et =) (rh(s))ds = 05
(b) Para cada e > 0 existe 6 > 0 tal que se u,v € Cy(Xy) e ||lu — v||s, < d entdo
t
c/ =) £(s,u(s)) — f(s,0(s)ds < e, VieR:
(c) liminfe o0 % > 1, onde

, Vr>0;
h

B(r):=C H/_Oo "= (rh(s))ds

(d) Para todos a,b € R, a < b, and r > 0 0 conjunto
{f(s;h(s)x) :a<s<b, x € Xo, ||z <7}
é relativamente compacto em X.

Entdo a equacdo (3.1) possui uma solucdo branda quase automoérfica.

Demonstragao: Seja F : C(X() — Cr(Xo) o operador definido por

Fu(t) = / T_1(t —s)f(s,u(s))ds.

— o0
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Observe que

|Fu(t)| < / ITo1(t — 5)f (s, u(s))||ds < C / =9 (s, u(s)) || ds

— 00

< c/_; =0 u(s) ) ds = c/_; =0 (LS)”“(S)”) ds

h(s

t
< c/ =)0 [[ulluh(s))ds.

— o0

Logo,

\|3;:Eg)\| < h((/;) /Oo =) ([[ul|ph(s))ds.

Pela condicdo (a) segue-se que F esta bem definido. Além disso, se u,v € Cj,(Xp) entdo

t

[Fu(t) = Fo(@)]] S/ IT-1(t = 5)(f (s, u(s)) — f(s,0(s)))llds

—00

< 0 [ I gs.ut) ~ 006Dl
Portanto, dado € > 0 a condicdo (b) assegura a existéncia de um § > 0 tal que
[Fu(t) — Fo(t)|| <€
para todos u,v € Cy (X)) tais que ||u — v||, < . Como consequéncia, para tais u e v
|Fu— Fo||, <e

donde segue-se que F é continuo. O objetivo agora é mostrar que F é completamente
continuo. Para isso, sejam B, (C’h(Xo)) a bola de raio r > 0 centrada em 0 € Cj (X)),
V=7 (BT (Ch(XO))) e v =Fu € V. No que se segue utilizaremos o Lema 1.15 para mostrar
que o conjunto V é relativamente compacto. Afirmamos inicialmente que o conjunto V (t) é
relativamente compacto para cada ¢t € R. De fato, seja v(t) € V (¢). Pela condigio (a) segue-se
que a fungio s — e**Q(rh(t—s)) é integravel sobre [0, 00). Logo, dado € > 0 pode-se escolher

um a > 0 de modo que C [ e"*Q(rh(t — s))ds < e. Portanto,

v(t) = /Oa T_1(s)f(t— s,u(t —s))ds + /OO T_1(s)f(t— s,u(t —s))ds

/OO T_1(s)f(t— s,u(t —s))ds

< C'/ e’ Q(rh(t —s))ds < e.

Escrevendo
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obtemos entdo que

v(t) € aco({T-1(s) f(§, h(€)x) : 0 < s < ayt —s <& <t [lz] <r}) + Be(Xo)

onde co(K) representa o fecho convexo do conjunto K e B.(Xj) é a bola de raio ¢ e centro
em 0 € X,. Usando o fato de que T_4(-) é fortemente continuo e a condi¢io (d) podemos
garantir que o conjunto K = {T_1(s)f(&,h(&)x) : 0 < s < a,t —s < & < t,||z|| < r}é
relativamente compacto o que implica que co(K) também o é. Como v(t) € V(t) é arbitrario

segue-se que V (t) C co(K) + B.(Xy), donde concluimos a afirmac¢do. Agora vamos mostrar

que V é equicontinuo. Ora, dado a > 0 a seguinte decomposicao é vilida

v(t+s)—ov(t) = /OST1(§)f(t+s—§,u(t+s—§))d§
+ / (T (64 5) — T () £t — Eult — £))de

s [T+ 9) - Ta©) S - gute - )i

Portanto, dado € > 0 pode-se escolher a > 0 e §; > 0 tais que se s < d; entao

(e o]

/ Ta©f s Eult s —)de+ [ (Ta(6+s) T_1<5>)f<ts,u<t5>>d5H

< c/s eMEQ(rh(t 4+ s — €))de + C/OO ePMEFIQO(rh(t — €))dE
0

a

+C’/ eMEQ(rh(t — €))de < %
Além disso, como o conjunto {f(t —&,u(t—¢)): 0 <€ <a,u € B.(Cr(Xp))} é relativamente

compacto e T4 (-) é fortemente continuo, segue-se que existe do > 0 tal que

1T +8) = Ta(€) St — & ult =)l < 5

a

para s < do. Segue-se portanto que para s < min{dy, do},

independente de u € B,.(Cy(Xy)), isto é, o conjunto V' é equicontinuo. Finalmente, para todo

v(t) € V(t) vale a seguinte estimativa

% < ﬁ/_m 1T 1 (t — 5)f (s, u(s))||ds

i t e t=9)Q(rh(s))ds
wa e

AN
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Pela condigdo (a) concluimos que lim|_,q % = 0 e essa convergéncia independe de u €
B, (Ch(Xp)). Logo, como consequéncia do Lema 1.15, 0 conjunto V' é relativamente compacto
em Cy(X() donde segue-se que F : Cp,(Xo) — Cr(Xo) é completamente continuo.

Suponha que u*(-) é uma solugio da equacio u*(-) = AF(u(+)) para algum \ € (0,1).

Como
t
@1 = A [ T s e
t
< C’/ efﬂ(ﬁ*S)Q(Hu/\Hhh(s))ds
< Blluln)h(t)
temos que /3<”|7u1|‘|ﬁ> < 1. Pela condicdo (c) segue-se que o conjunto

{w s u? = XF(ur), A € (0,1)}

¢ limitado. Pelos Lemas 1.3 e 3.1 segue-se que AA(X) é invariante por F e consequentemente

podemos considerar F : AA(Xy) — AA(Xy)". Pela Alternativa de Leray-Schauder, Teorema
1.3, segue-se que F possui um ponto fixo u € AA(Xj). Considere uma sequéncia {u, }nen C
AA(X)) tal que u,, — uem C(Xy). Dado € > 0 a condigdo (b) assegura a existéncia de 6 > 0

tal que se ||[v — ul|p < § entdo

C/t I f(s,0(s) = f(s,uls))llds <€, ViER;

Ademais, existe ng € IN tal que se n > ng entdo ||u, — ul|p < d. Logo, para todos ¢t € R e

n > ng temos

Fun(®) -S| < [Tl ) (F(s.un(5)) ~ Fs.uls))ds
< O [ eI ssun(s)) ~ s ulo)]ds < e

implicando que

sup || Fun, (t) — Fu(t)|] < e,
teR

isto é, Fu,, — Fu uniformemente. Portanto u € AA(X() e a demonstracdo estd finalizada. =

! Note que o fecho do conjunto AA(X() estd sendo considerado com relagdo a norma || - ||, em Cj (Xo).

68



Sob hipoteses semelhantes as do Teorema 3.4 podemos garantir existéncia de solugdes
brandas compactas quase automorficas para a equagao (3.1). O seguinte resultado é uma

consequéncia da demonstragao do teorema anterior.

TEOREMA 3.5 Seja f € AA.(Xp, X) uma fun¢do uniformemente continua sobre conjuntos

limitados. Suponha que existe uma fungio continua nio decrescente € : [0,00) — [0, 00) tal

que || f(t,z)|| < Q(]|z]]) para todos = € X et € R. Se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas
(a) Paracadar >0, limp;_,o ﬁ ffoo et =) (rh(s))ds = 05

(b) Para cada e > 0 existe 6 > 0 tal que se u,v € Cy(Xy) e ||lu — v||p, < entdo

C/t e f(s,u(s) = f(s,0(s)|ds <€, VEER;

— 00

(c) liminfe oo % > 1, onde

, Vr>0;
h

B(r):=C H/_m "= (rh(s))ds

(d) Para todos a,b € R, a < b, and r > 0 o conjunto
{f(s,h(s)z) :a<s<b, xe€ X, |z <r}
é relativamente compacto em X.

Entdo a equacgao (3.1) possui uma solucdo branda compacta quase automorfica.

Demonstragao: De fato, defina o operador & : C,(Xy) — Cp,(Xo) por (3.2). A luz da demon-
stracao do Teorema 3.4 segue-se que F esta bem definido e possui possui um tnico ponto fixo
u € Cp(Xp). Em contrapartida, os Lemas 1.2 e 3.2 garantem que F(AA.(Xyp)) C AA.(Xp).
Novamente, como na demonstracao do teorema anterior segue-se que u € AA.(Xj) e por-
tanto a equacao (3.1) possui a0 menos uma solu¢do branda compacta quase automorfica.

3.2.2  Solugoes brandas pseudo quase automorficas e pseudo compactas quase automor-

ficas

Nesta subsecdo estamos interessados na existéncia e unicidade de solugdes brandas para
a equagao semilinear (3.1) mais gerais do que as quase automorficas ou compactas quase au-
tomorficas. De fato, buscaremos condigdes suficientes para assegurar que existam solucoes

pseudo quase automorficas e pseudo compactas quase automorficas para a equagao (3.1). As
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demonstragoes desta subse¢do sio demasiadas semelhantes aquelas feitas na subseciao ante-
rior. Por este motivo e com o intuito de que o texto nio se torne enfadonho faremos apenas

um esbog¢o das demonstragoes.
LEMA 3.3 Sejam f € PAA(X) e Ff a funcdo definida por

Ff = / T_1(t —s)f(s)ds.

Entdo Ff € PAA(Xy).

TEOREMA 3.6 Seja f € PAA(Xy; X) e suponha que existe uma fungio continua e limitada
L:R — [0,00) tal que
£t z) = f(t )l < L)z -yl

para todos x,y € Xy e parat € R. Se C||L||oc < —p entdo a equagdo (3.1) possui uma unica
solu¢do branda pseudo quase automorfica.

Demonstragao: De fato, defina o operador ¥ : PAA(X,) — PAA(X() como em (3.2).
Segue-se dos Lemas ?? e 3.1 que F esta bem definido. Se u,v € PAA(X,) pode-se mostrar de

forma semelhante ao que foi feito na demonstracdo do Teorema 3.1 que

|Fu — Fv||e <

ClI Ll

[ = 0| oo

Portanto, F é uma contragdo e o resultado é consequéncia do teorema do ponto fixo de

Banach. u
COROLARIO 3.2 Seja f € PAA(Xy; X) e suponha que existe uma constante L > 0 tal que

1f(t,x) = f(t 9]l < Lz -y

para todos z,y € Xg e parat € R. Se CL < —p entdo a equagdo (3.1) possui uma dnica

solu¢do branda pseudo quase automorfica.
LEMA 3.4 Sejam f € PAA.(X) e Ff a fungdo definida por
t
Ff / T o (t - 5)f(s)ds.

— 00

Entdo Ff € PAA.(Xo).
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TEOREMA 3.7 Seja f € PAA.(Xo; X) e suponha que existe uma func¢io continua, limitada

e integravel L : R — [0, 00) tal que

1f (&) = f(t )l < L)1z -yl

para todos 7,y € Xg et € R. Entdo a equagido (3.1) possui uma tnica solu¢ao branda pseudo
compacta quase automorfica.

Demonstracao: Seja F o operador definido em (3.2). Pelos lemas 1.9 e 3.4 segue-se que
F: PAA.(Xy) — PAA.(Xp) esta bem definido. Além disso, para u,v € PAA.(Xy) tem-se
que paran € IN

1(F™u) (t) — (F) (B)]| < (CIL] )"

= v

Mas (ClIL) )"

, - < 1 para n suficientemente grande. Logo, pelo teorema do ponto fixo para

iterados segue-se que existe um unico u € PAA.(Xy) tal que Fu = u e portanto existe uma
unica solugao branda pseudo compacta quase automorfica para a equagao (3.1). [
Observe que o resultado anterior ndo cobre o caso em que a nio linearidade f satisfaz uma

condigdo de Lipschitz com constante L > 0. Para essa situacdo temos o seguinte resultado.

TEOREMA 3.8 Seja f € PAA.(Xyp; X) e suponha que existe uma fun¢do continua e limitada
L:R — [0,00) tal que
1f (@t x) = f@y)ll < L)z =y,

para todos xz,y € Xget € R. Seja | L||p = suptE]th L(s)ds. Se ?”ﬁ”f < 1 entdo a
equagio (3.1) possui uma tnica solu¢io branda pseudo compacta quase automorfica.
Demonstragao: Seja F: PAA.(Xy) — PAA.(Xy) o operador definido na demonstragao do

Teorema 3.2. Para quaisquer u,v € PAA.(Xy) segue-se que

Jutt) — Fo(e)) < S

CHLIIM

|| - ||oo

Portanto, F é uma -contrag¢ao. Pelo teorema do ponto fixo de Banach segue-se que

existe uma unica solucido branda pseudo compacta quase automorfica. [
COROLARIO 3.3 Seja f € PAA.(Xo; X)e suponha que existe uma constante L > 0 tal que

1f(t,x) = f(tw)ll < Lz -yl

para todos z,y € Xget € R. Se CL < —p entdo a equagdo (3.1) possui uma unica solucao

branda pseudo compacta quase automorfica.
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Nos proximos resultados utilizaremos a Alternativa de Leray-Schauder (Teorema 1.3) para

garantir existéncia de solu¢oes brandas para a equagao semilinear (3.1).

TEOREMA 3.9 Seja f € PAA(Xp; X) uniformemente continua sobre conjuntos limitados.
Suponha que existe uma funcdo continua nio decrescente Q@ : [0,00) — [0,00) tal que

If(t,x)|| < Q]|z]) para todos z € X e t € R. Se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas

(a) Paracadar >0, limp; o ﬁ ffoo et t=5)Q(rh(s))ds = 0;

(b) Para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que se u,v € Cy(Xy) e ||lu — v||, < § entdo

C/t P9 f(s,u(s)) — f(s,v(s))|lds <e, VteTR,

— 00

(c) liminfe o0 % > 1, onde

, Vr>0;
h

B(r) == CH/ O (rh(s))ds
(d) Para todos a,b € R, a < b, and r > 0 0 conjunto
{f(s,h(s)x):a < s<b, ze Xy, ||| <r}
é relativamente compacto em X.

Entdo a equacgdo (3.1) possui uma solu¢do branda pseudo quase automorfica.
Demonstragao: Seja F : C(X() — Cr(Xo) o operador definido por
t
Fu(t) = / T_1(t —s)f(s,u(s))ds.
Pela condicdo (a) segue-se que F esta bem definido. A condigao (b) assegura que F é continuo.
De forma analoga a demonstracao do Teorema 3.4 segue-se que F é completamente continuo.

Pela condicdo (c) segue-se que o conjunto
{u* s ud = A\F(u?), A € (0,1)}

¢ limitado. Pelos Lemas ?? e 3.3 segue-se que F(PAA(X,)) C PAA(Xy) e consequentemente
podemos considerar F : PAA(Xy) — PAA(Xj). Pela Alternativa de Leray-Schauder, Teo-

rema 1.3, segue-se que F possui um ponto fixo u € PAA(Xy). Considere uma sequéncia
{uptnen € PAA(Xy) tal que u, — u em Cy(Xp). Entio Fu,, — Fu uniformemente e
portanto u € PAA(Xy). Logo existe uma solu¢io branda pseudo quase automérfica para a

equacao (3.1). [
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TEOREMA 3.10 Seja f € PAA.(Xp; X) uniformemente continua sobre conjuntos limita-
dos. Suponha que existe uma fung¢io continua nao decrescente {2 : [0,00) — [0,00) tal que

IIf(t,x)|| < Q(]|z]) para todos z € X e t € R. Se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas
(a) Para cada r >0, lim};_,o ﬁ ffoo et t=5)Q(rh(s))ds = 0;
(b) Para cada e > 0 existe 6 > 0 tal que se u,v € Cy(Xp) e ||lu — v||;, < entdo
t
C [ e uls) ~ fls v lds < VeER
(c) liminfe o0 % > 1, onde

, Vr>0;
h

B(r) == cH/w etC=9)Q(rh(s))ds

(d) Para todos a,b € R, a < b, and r > 0 o conjunto
) 3 ]
(5, h(s)2):a < 5 < b,z € Xo, | <r}
¢ relativamente compacto em X.

Entdo a equacdo (3.1) possui uma solucao branda pseudo compacta quase automorfica.

Demonstragao: De fato, defina o operador F : Cj,(X() — Cp(Xp) por 3.2. A luz da demon-
stragdo do Teorema 3.10 segue-se que F esta bem definido e possui possui um tinico ponto fixo
u € Cp(Xp). Em contrapartida, os Lema 1.9 e 3.4 garantem que F(PAA.(Xy)) C PAA.(Xp).
Novamente, como na demonstra¢io do teorema anterior segue-se que u € PAA.(Xy) e por-

tanto a equacao 3.1 possui a0 menos uma solu¢ao branda compacta quase automorfica. m

3.2.3 Solucoes brandas assintoticamente quase automorficas e assintoticamente com-

pactas quase automorficas

Nesta subse¢do estamos interessados em estudar o comportamento assintotico das solucoes

brandas da equacio semilinear de primeira ordem descrita sob a forma
W'(t) = Au(t) + f(t,u(t), =0, (3.5)

u(0) = uy, (3.6)

onde A : D(A) C X — X é um operador linear ilimitado de Hille-Yosida de tipo (C, ) com

C > 1, u < 0 e cujo dominio D(A) estd contido num espaco de Banach X. Novamente nio
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faremos suposicdes a respeito da densidade de D(A). Recordamos que uma solugdo branda

da equagio (3.5)-(3.6) é uma funcdo continua u : [0,00) — Xy que satisfaz a equagio integral
t
u(t) = Tl(t)uo—l—/ Tt — 8)f(s,u(s))ds, ¢ > 0.
0
LEMA 3.5 Sejam f € AAA(X) e Ff a funcdo definida por

Ff =T 1(t)uo + /0 T_1(t—s)f(s)ds.

Entiao Ff € AAA(Xy).

TEOREMA 3.1t Seja f : [0,00) x Xy — X uma fungdo assintoticamente quase automorfica
emt > 0 para cada x € X. Suponha que existe uma fung¢io continua e limitada L : [0,00) —
[0,00) tal que

1f (&) = f(t )]l < L)1z -yl

para todos z,y € X e parat > 0. Se C||L||» < —p entdo a equagdo (3.5)-(3.6) possui uma
unica solugao branda assintoticamente quase automorfica.

Demonstragao: Defina o operador F: AAA(X,) — AAA(Xy) pela regra

t
Fu(t) = Ta(O)uo + [ Tt 5)(s.u(s)ds (5.7)
0
Ora, como
Jim (|71 (B)uoll < Jim Ce[luol| = 0, (3.8)

segue-se dos lemas 1.6 e 3.5 que F esta bem definido. Ademais, se u,v € AAA(Xj) segue-se

que
t
7)) = 500l < [Tl = (7 suls) — Fs.0(5))ls
< | Ot (1) Ju(s) — ofs) | ds
0
< C||Ll|so ~ HSd — Voo
< o|z (/ ¢ s)uu ol
C||L|so
< Gl .
I
Entao,
C||L|| s
150 — Folo < Doy g,
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donde segue-se que F é uma contragdo. Portanto, pelo teorema do ponto fixo de Banach

segue-se que existe uma unica solucdo branda assintoticamente quase automorfica para a

equacao (3.5)-(3.6). [

COROLARIO 3.4 Seja f:[0,00) x X9 — X uma fung¢io assintoticamente quase automorfica

emt > 0 para cada x € X,. Suponha que existe uma constante L > 0 tal que

1f(t,x) = f(t.y)ll < Lz -yl
para todos z,y € Xg e parat € [0,00). Se CL < —p entdo a equagdo (3.5)-(3.6) possui uma
unica solu¢ao branda assintoticamente quase automorfica.

LEMA 3.6 Sejam f € AAA.(X) e Ff a funcdo definida por
Ff:=T_1(t)up + /Ot T_1(t —s)f(s)ds.
Entdo Ff € AAA.(Xy).
TEOREMA 3.12  Seja f € AAA.(Xo; X) e suponha que existe uma fungdo continua e inte-
gravel L : [0,00) — [0, 00) tal que
1f (&) = f(t )]l < L)1z -yl

para todos z,y € Xg et > 0. Entdo a equagio (3.5)-(3.6) possui uma tnica solu¢ao branda
assintoticamente compacta quase automorfica.

Demonstragio: Seja F o operador definido em (3.7). Por (3.8) e pelos lemas 1.5 e 3.6 segue-se
que F(AAA.(Xp)) € AAA(Xp). Isto é, F : AAA.(Xy) — AAA.(Xp) é um operador bem
definido. Além disso, para u,v € AAA.(Xy) tem-se que

[Fu(t) = Fo(®)]] < /0 IT-1(t = 5)(f (s, u(s)) — f(s,0(5)))llds

t
< / 171 — )1 (s, uls)) — £(s,v(s)l|ds
t
< /C’e“(ts)L(s)dsHu—UHoo
0
t
< C’/ L(s)ds||u — v||so
0
< O]l = vl
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portanto,

I o- @) ol < o ([ 1o [ L)) -
< ([ ) -
< Gl _y,

Procedendo com este argumento obtemos em geral que

Cizle)”
1(5"w) (8) = (F"0) )] = —— = llu— 2]l
Mas, para n suficientemente grande % < 1. Logo, pelo teorema do ponto fixo para
iterados segue-se que existe um unico u € AAA.(Xy) tal que Fu = w. [

OBSERVACAO 3.2 Naturalmente, um resultado analogo ao do teorema anterior é valido para

assegurar existéncia de solu¢do assintoticamente quase automorfica para a equagio 3.5.

TEOREMA 3.13 Seja f € AAA.(Xo; X) e suponha que existe uma fung¢io continua e limitada

L :[0,00) — [0,00) tal que
1t 2) = f(& )l < L)z = yll,

para todos z,y € Xpet > 0. Se C||L||oc < —p entdo a equagao (3.5)-(3.6) possui uma unica
solugao branda assintoticamente compacta quase automorfica.
Demonstragao: Seja F : AAA.(Xy) — AAA.(X() o operador definido na demonstracdo do

Teorema 3.2. Para quaisquer u,v € AAA.(X() segue-se que

[Fu(t) = Fo(®)] < /0 IT-1(t = 5)(f (s, u(s)) — f(s,0(5)))llds

t
< / Cert=9)|| (s, u(s)) — F(s,0(s))|ds
0
<of = L (5) [u(s) — v(s) s
0
C||L|so
< ey, ..
I
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ClIL||lnm
—H

Portanto, F é uma -contracdo e o resultado é consequéncia do teorema do ponto fixo

de Banach. -
COROLARIO 3.5 Seja f € AAA.(Xop; X )e suponha que existe uma constante L > 0 tal que

1f(t,2) = f(t,9)ll < Lz =yl

para todos x,y € Xget € [0,00). Se CL < —p entdo a equagio (3.5)-(3.6) possui uma unica

solugdo branda assintoticamente compacta quase automorfica.

Demonstragao: Considere o operador F : AAA.(Xy) - AAA.(X(y) como na demonstragdo

do Teorema 3.12. De forma semelhante a demonstragio do Teorema 3.11 podemos mostrar

que F é uma (g—ﬁ)-contragéo. Portanto, pelo teorema do ponto fixo de Banach, F possui um

unico ponto fixo em AAA.(Xp). [
Passaremos agora ao estudo do comportamento assintotico das solu¢des da equagio (3.5)-

(3.6) quando a nio linearidade é uma fun¢ao mais geral do que as do tipo Lipschitz.

TEOREMA 3.14 Seja f € AAA(Xo; X) uniformemente continua sobre conjuntos limitados.
Suponha que existe uma fun¢io continua ndo decrescente Q@ : [0,00) — [0,00) tal que

IIf(t, )| < Q||x|) para todos x € Xy et > 0. Se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas

(a) Para cada v > 0, limy hL(t) fot et t=5)Q(vh*(s))ds = 0;

(b) Para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que para todos u,v € Cp+(Xy), com |[v — ul|p- < 6,

tem-se que
¢
c/amﬂwwwmﬂm$mmﬁa
0
para todo ¢ € [0,00);

(c) liminfe oo % > 1, onde

ﬂ@w:Wmew+cA£Wﬂmww@ws

h*

(d) Para todos a,b € [0,00), a < b, e r > 0, 0 conjunto
{f(s,h*(s)x):a <s<b, x € Xp,|z|] <r}
é relativamente compacto em X

Entdo a equacao (3.5)-(3.6) possui uma solugao branda assintoticamente quase automorfica.
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Demonstragao: Seja F : Cj-(Xo) — Cj+(Xo) o operador definido por

Fu(t) =T_1(t)uo + /0 T_1(t —s)f(s,u(s))ds.

Observe que

[Fu@)] < HT—l(t)uO\H/O IIT—1(tS)JC(S,U(S))HdSSC/0 | f (s, u(s)) |1ds

t
< HTl(t)HHuOIHC/O 20 ||u(s) ) ds

IN

(7Hu0H+—C:/1e““_*)Q(Hu poh*(s))ds

t
0

Logo,

t
[Fu@®)] _ Clluol n Ct)/ =00 (|Juf|p-h* (s))ds.
0

he(t) = h*(t)  hx(

Pela condicdo (a) segue-se que F estd bem definido. Além disso, se u,v € Cp,«(Xp) entdo

[Fu(t) = Fo(@)] < /0HT1(t—8)(f(87U(8))—f(sav(S)))Hds

IN

t
¢ [ e s u(s)) = Flsvl)ds.
0
Portanto, dado € > 0 a condicdo (b) assegura a existéncia de um § > 0 tal que
|Fu(t) — Fo(t)]) < e

para todos u,v € Cp« (X)) tais que ||lu — v

ne < 6. Como consequéncia, para tais u e v

| Fu — Fv

e <€

donde segue-se que F é continuo. O objetivo agora é mostrar que F é completamente con-

tinuo. Para isso, sejam B, (C’h* (Xo)) a bola de raio r > 0 centrada em 0 € Cj«(Xy),

V = F(B,(Cp(Xp))) e v = Fu € V. No que se segue utilizaremos o Lema 1.16 para

mostrar que V' € relativamente compacto. Afirmamos inicialmente que o conjunto V() é rela-

tivamente compacto para cada ¢t > 0. De fato, seja v(t) € V (t). Pela condigio (a) segue-se que

a func¢do t — e " Q(rh*(t — s)) é integravel sobre [0, 00). Logo, dado € > 0 pode-se escolher

um a > 0 de modo que C [ e"*Q(rh*(t — s))ds < e. Portanto,

/lewﬁ@—&u@—$M5

< C’/ e Q(rh*(t — s))ds < e.
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Escrevendo

v(t) =T_1(t)ug + /Oa T_1(8)f(t— s,u(t —s))ds + /OO T_1(s)f(t— s,u(t —s))ds

obtemos entdo que

v(t) € T_1(t)up + aco({T—_1(s) f(&,h*(&)x) : 0 < s <a,t —s <<t |z|| <r})+ Be(Xo)

onde co(K) representa o fecho convexo do conjunto K e B.(Xj) é a bola de raio ¢ e centro
em 0 € X,. Usando o fato de que T_4(-) é fortemente continuo e a condi¢ao (d) podemos
garantir que o conjunto K = {T_1(s)f(&,h*(§)z) : 0 < s < a,t —s < & < t, x| <r}é
relativamente compacto o que implica que co(K) também o é. Como v(t) € V(t) é arbitrario

segue-se que V (t) C {T_1(t)up} + co(K) + B.(Xp), donde concluimos a afirmac¢do. Agora

vamos mostrar que V' é equicontinuo. Ora, a seguinte decomposicdo é valida

t+s
o(t+8)—v(t) = (Tor(t+s)—Tor(t))uo + / T y(t+ 5 — €)F(€,u(€))de

+ /0 (Tfl(f +s) — T,l(f))f(t — & ult — £))de.

Dado € > 0, podemos escolher §; > 0 tal que

t+s t+s
| [ Tt s—orueni < [ etrroauhe)s < o/

para s < d;. Além disso, como o conjunto {f(t — & u(t —&)) : 0 <& < t,u € B,.(Cr(Xo))}
¢ relativamente compacto e 7_;(-) é fortemente continua, podemos escolher do > 0 e d3 > 0
tais que

(-1t +5) = Toa(t))uoll < €/3, Vs <

€
< d3.
3(t+1) V<o

Combinando estas estimativas podemos garantir que ||v(t+s)—v(t)|| < e, para s < min{dy, do,d3}

(T-1(€ +5) = T-1()) f(t — &ult = )l <

e independente de u € B,.(Cy(Xy)). Finalmente, para todo v(t) € V(t) vale a seguinte estima-
tiva

o) w1
ma < el [ 9l

IN

CHUOH C teu(tfs) rh*(s s
M e | e @)as
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Pela condigdo (a) concluimos que limy|_, o }:’(—(tt)) = 0 e essa convergéncia independe de u €
B, (Ch+(Xp)). Logo, como consequéncia do Lema 1.16, o conjunto V' ¢ relativamente com-
pacto em Cj,«(X() donde segue-se que F : Cp«(Xo) — Cp+(Xp) é completamente continuo.

Suponha que u*(-) é uma solugio da equacio u*(-) = AF(u(+)) para algum \ € (0,1).

Como
[P = A|Tau+ [ T s
< izl + 0 [ e no)as
0
< Bl )" (1)

temos que % < 1. Pela condicdo (c) segue-se que o conjunto
{w v = AF(ut), ) € (0,1)}

¢ limitado. Pelos lemas 1.6 e 3.5 segue-se que F(AAA(Xy)) C AAA(Xy) e consequentemente
podemos considerar F : AAA(Xy) — AAA(Xy)*>. Pela Alternativa de Leray-Schauder, Teo-

rema 1.3, segue-se que JF possui um ponto fixo u € AAA(Xy). Considere uma sequéncia

{untnen C€ AAA(Xy) tal que u,, — u em Cp+(Xp). Dado € > 0 a condi¢do (b) assegura a

existéncia de § > 0 tal que se ||v — ul|~ < ¢ entdo

C/t e f(s,0(s)) = f(s,uls))llds < e, V205
0

Ademais, existe ng € IN tal que se n > ng entdo ||u, — ul|p= < 4. Logo, para todost > 0 e

n > ng temos

[Fun(t) = Fu(t)]]

IN

/0 IT-1(t = 5)(f (s, un(s)) — f(s,u(s)))llds

IN

C/ot M=) £(s,un(s)) — F(s,u(s)) ds < e,

implicando que

sup || Fun, (t) — Fu(t)|] <,
>0

isto é, Fu,, — Fu uniformemente. Portanto u € AAA(Xj) e a demonstragio esta finalizada.m

O seguinte resultado é um coroladrio da demonstracdao do teorema anterior.

2 Como no Teorema 3.4, note que o fecho do conjunto AAA(Xy) estd sendo considerado com relacdo a Cp,+ (Xo).
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TEOREMA 3.15 Seja f € AAA.(Xo; X) uma fun¢do uniformemente continua sobre conjuntos
limitados. Suponha que existe uma fungio continua nio decrescente € : [0,00) — [0, 00) tal

que || f(t,z)|| < Q(||z]|) para todos = € X et > 0. Se as seguintes condigdes sdo satisfeitas

(a) Para cada v > 0, limy o0 o3y fot et t=5)Q(vh*(s))ds = 0;

(b) Para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que para todos u,v € Cp«(Xp), com |[v — u|

h* S 53
tem-se que
t
c/aM@www@>f@m@wws@
0
para todo t € [0,00);

(c) liminfe o0 % > 1, onde

5@%=W1mww+cééwﬂmwM@mS

h*

(d) Para todos a,b € [0,00), a < b, e r > 0, 0 conjunto
{f(s;h"(s)x) a < s <b, € Xo, |zl <7}
é relativamente compacto em X;

Entdo a equacio (3.5)-(3.6) possui uma solu¢do branda assintoticamente compacta quase au-
tomorfica.

Demonstragao: De fato, defina o operador F : Cj,(Xo) — C(Xp) por 3.2. Como f : [0,00) X
Xy — X satisfaz as condigdes dos lema 1.5 e 3.6 segue-se que F(AAA.(Xp)) C AAA.(Xp). A
luz da demonstracio do Teorema 3.14 segue-se que F esta bem definido e F possui um tnico
ponto fixo u € AAA.(X,). Novamente, como na demonstragio do teorema anterior segue-se
que u € AAA.(Xp) e portanto a equagio (3.5)-(3.6) possui ao menos uma solu¢do branda

assintoticamente compacta quase automorfica. [

3.3 Equagoes integrais com retardo infinito

3.3.1 Solugoes brandas pseudo compactas quase automorficas

Nesta subsec¢ao estabeleceremos condi¢des suficientes para garantir existéncia e unicidade
de solucdes pseudo compactas quase automorficas da seguinte equacdo integral linear ndo

homogénea

u(t) = /_ a(t — s)[Au(s) + f(s,u(s))]ds, teR, (3.9)
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1
loc

onde a € L; ([0,00)), A: D(A) C X — X é o gerador de uma familia resolvente integral
{S(t)}+>0 sobre um espago de Banach complexo X e f : R x X — X ¢é uma fun¢do dada.
Utilizaremos a seguinte condi¢ao de integrabilidade
(INT) Existe ¢ € L([0,00)) tal que ||S(t)|| < ¢(t) para todo t € [0, 00).

Para uma grande discussdo sobre a condi¢ao (INT) e aplicagbes da equacido (3.9) na Fisica
Matemadtica sugerimos ao leitor a monografia de J. Priiss [167].

Nos préximos dois resultados consideramos a versado linear da equacdo (3.9), isto é, con-

sideramos f : R — X, e asseguramos existéncia de solu¢ao pseudo compacta quase automor-

fica.

TEOREMA 3.16 Seja a € L'([0,00)). Suponha que A gera uma familia resolvente integral
{S(t)}+>0 satistazendo a condi¢do (INT). Se f : R — D(A) é uma func¢do pseudo compacta
quase automorfica, entdo a unica solu¢do continua e limitada da equacdo (3.9) é pseudo
compacta quase automorfica.
Demonstragiao: Seja u(t) a fungdo dada por

t

u(t) = / S(t—s)f(s)ds, teR.

—oo
Como f : R — D(A), segue-se da Proposi¢do 1.2 de [167] que u : R — D(A). O Lema 3.7
assegura que u € PAA.(D(A)). Pelo item (b) da Proposi¢do 2.2 em [106] e pelo teorema de
Fubini obtemos que

/t at — s)Au(s)ds = /; a(ts)A/; S(s — 1) f(r)drds

[ et asts ey
- /; / a(t — s)AS(s — ) f(r)dsdr
B /; /OM a(t — 7 — p)AS(p)dpf (r)dr

_ / (S(t—7)f(r) — a(t — 7) f(r))dr

— 00



o que assegura que u(-) € solug¢ao da equacio (3.9). [

Como consequéncia obtemos a seguinte versao escalar.

COROLARIO 3.6 Seja f : R — R uma fung¢do pseudo compacta quase automorfica, a €

L*(]0,0)), e considere p > 0 um numero real. Se a solugdo S,(t) da equagdo escalar

S,(t) =a(t) — p/o a(t —s)S,(s)ds, (3.10)

satisfaz |S,(t)| < ¢,(t), com ¢, € L'([0,0)), entdo a equagdo

u(t) = / a(t — s)[—pu(s) + f(s)lds, teR, (3.11)

— 00

possui uma tunica solu¢do pseudo compacta quase automorfica.

OBSERVAGAO 3.3 Se a € L'(R;) é positiva, ndo crescente e log-convexa entdo existe S, €
LY(Ry) N C(Ry) tal que

t
S,(t) =a(t) — p/ a(t —s)S,(s)ds
0
e |S,(t)] < ¢,(t), com ¢, € L'([0,00)). Para maiores detalhes sobre esta observa¢do nos

referimos a monografia [167].

OBSERVACAO 3.4 O Teorema 3.16 e seu corolario sdo generaliza¢des naturais do Teorema

3.2 e do Corolario 3.4 em [106], respectivamente.

EXEMPLO 3.2 Considere a fun¢do a(t) = %efﬁt, onde f >1lel <a<2 SeaFE,,a

funcdo generalizada de Mittag-Leffler (ver por exemplo [94]), a qual é definida por

oo n
Eaﬁ(z) :nz::om, CE,,@>O7 z e C.

Entdo pode-se mostrar que

S,(t) =t Eq o(—pt)e P!
é a solugdo da equacdo (3.10). Usando a forma explicita de S,(t)e?, a qual pode ser encon-
trada no Corolario 3.7 de [25], segue-se que existe ¢, € L*([0,00)) tal que |S,(t)| < ¢,(1).
Portanto, para toda fung¢do g pseudo compacta quase automorfica, podemos concluir que a
equagao integral fracionaria

u(t) = FL / (t = $)* =B (_pu(s) + g(s)) ds, t € R,

(@) J-o
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possui uma tunica solu¢ao pseudo compacta quase automorfica.
A partir de agora nos concentraremos no estudo da equacdo integral semilinear (3.9).

Relembramos a seguinte defini¢io.

DEFINIGAO 3.1  Seja A o gerador de uma familia resolvente integral {S(¢) };>0. Uma solugio
branda sobre R para a equagdo (3.9) é um fung¢io continua v : R — X que satisfaz a equagio
integral

u(t) = / S(t—s)f(s,u(s))ds, VteR, (3.12)

Nos nossos resultados o lema a seguir serd de fundamental importancia.

LEMA 3.7 Seja A o gerador de uma familia resolvente integral {S(¢)}+>0 que satisfaz a

condigdo de integrabilidade (INT). Se f € PAA.(X)ew : R — X é dada por

t
w(t) = / S(t— $)f(s)ds.
Entio w € PAA.(X).

Demonstragao: Seja f = g + & a decomposicdo de f, onde g € AA.(X) e { € Py(X). Entdo

pOdeOS escrever

w(t) = / S(t—s)g(s)ds+ / S(t—s)&(s)ds := G(t) + E(t).

Pelo Lema 1.2 segue-se que G € AA.(X). Resta entdo mostrar que Z € Py(X). Para T > 0,

temos que

1 T o0 1 T 00

2 B 1 )

o7 | /0 S(s)&(t — s)ds||dt < 2T/—T/0 1S (s)|[|€(t — s)||dsdt
<

| oo (% G s)l!dt> ts= [T wroas

onde U7 (s) = 5= fTT |€(t — s)||dt, s > 0. Como ¥r(s) — 0 quando T" — oo. Segue-se do
teorema da convergéncia dominada de Lebesgue que
1 T
5T/ . IZ()||dt — 0

quando T' — oc. [
TEOREMA 3.17 Seja A o gerador de uma familia resolvente integral {S(¢)};>0 que satisfaz a

condigdo de integrabilidade (INT). Seja f € PAA.(X; X) e suponha que existe uma constante
L > 0 tal que

1t x) = f(t )l < Lz =y,
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para todos 2,y € X et € R. Se L < ||¢||;" entdo existe uma tnica solucdo branda pseudo
compacta quase automorfica para a equagao (3.9).
Demonstragao: Defina o operador §: PAA.(X) - PAA.(X) por

(Gu)(t) := / S(t—s)f(s,u(s))ds, telR. (3.13)

Pelos lemas 1.9 e 3.7 segue-se que § esta bem definido. Por outro lado, para u,v € PAA.(X)

temos a seguinte estimativa

1Su(t) — Su(t)]| < H | st= ) (7suts)) = SGo.0l))is
< [ S G s  Fls, o)l
< L[ SE - 9luts) - ols)lds

< I / ot — ) lu(s) — v(s) | ds

IN

L/OOO S(r)drl|u — vl

IN

Li[gll1]lu = vljco-

Portanto,

[Su — Sv[lee < L¢l1]lu — v
Logo, § é uma contragio donde segue-se que existe uma unica solu¢do branda u € PAA.(X)
da equacio (3.9). n
Uma consequéncia imediata do Teorema 3.17 e da Observagio 3.3 é apresentada no prox-

imo resultado.

COROLARIO 3.7 Seja p > 0 um ndmero real. Suponha que a € L'([0,00)) é uma funcio
positiva, ndo crescente e log-convexa e seja f : R x R — R uma fung¢do pseudo compacta

quase automorfica que satisfaz a condi¢io de Lipschitz

|f(t,x) — f(t,y)] < Llz —yl,
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para todos ¢, 7,y € R com L < ||S,|;", onde S, é a solugdo da equacdo (3.10). Entdo a
equagao semilinear
t
ut)= [ alt—s)[-puls) + Fls.uls)ids. tER
—0oQ

possui uma tunica solu¢do pseudo compacta quase automorfica.

EXEMPLO 3.3 Considere g : R — R uma func¢io pseudo compacta quase automorfica, v €
R e g > 1. Examinaremos a existéncia e unicidade de solugdes pseudo compactas quase

automorficas para a equagao integral

t EAVCES
u(t,z) = /OO % [um(s,x) + Vg(s)u(s,x)]ds, teR, x€[0,1], (3.14)

u(t,0) =u(t,1) =0, tel.
Pretendemos obter uma formulacdo abstrata deste problema na forma de uma equacio inte-

gral do tipo (3.9). Para isso seja X = L?[0,1] e considere o operador A : D(A) ¢ X — X
definido por Aw(z) = w,,(z), onde

D(A) ={we X 1wy, € X,w(0) =w(1) =0}.
P!

T(B)>
t > 0. Entdo a satisfaz todas condi¢oes do Coroldrio 10.1 da Monografia [167], logo A gera

Um fato conhecido é que A gera um semigrupo analitico e que 0 € p(A). Seja a(t) =

uma familia resolvente integral com a propriedade (INT). Defina f(s,u) = vg(s)u, u € X;

entdo, para todos u,v € R temos

1f(tw) = [t 0)[] < Wllg@lu = vl < [llglloollu = vl

Se |v| é pequeno o suficiente entdo a equagdo (3.14) possui uma unica solu¢io pseudo com-

pacta quase automorfica.

TEOREMA 3.18 Suponha que A gera uma familia resolvente integral {S(¢)};>0 para a qual
existe uma funcdo decrescente ¢ : Ry — Ry com ¢g = >~ d(m) < +o0. Se f €

PAA.(X;X) satisfaz a condi¢ao de Lipschitz

1t 2) = F&y)ll < LE)]le =y,

paratodos z,y € X et € R, onde L € Cp(R) ¢é tal que

t4+1
I L|ar == sup/ L(s)ds < 4o0.
teR J¢
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Entdo existe uma tnica solu¢ao branda pseudo compacta quase automorfica para a equacao
(3.9) sempre que || L||rr¢0 < 1.

Demonstragdo: Inicialmente observe que como ¢ é uma fungdo decrescentee Y~ d(m) <
oo segue-se que ¢ € L1([0,00)) e portanto S(t) é integravel. Seja G o operador definido
em (3.13). De forma semelhante a demonstracdo do Teorema 3.16 segue-se que G esta bem

definido. Em contrapartida, se u,v € PAA.(X), entdo

t

1Gu(®) = Sv@)[l < / IS(t = 5)(f(s,u(s)) — f(s,v(s))) |l ds

— 00

IN

/ 1S(E = )1 (f(s,u(s)) = f(s,0(s)))lIds

< / ot — 5)L(s)l|u(s) — v(s)1ds

(Z I s)L(s)ds> Ju il

IN

0 t—m
< L(s)d — V|0
< (;()am IS ) Ju=]
< L]l — vl

Portanto, F' é uma ||L||ar¢0-contragdo donde existe uma udnica solu¢do pseudo compacta
quase automorfica para a equagao (3.9). |
Relembramos que uma familia resolvente integral {S(¢)}:>0 é chamada uniformemente

limitada se existe uma constante M > 0 tal que ||S(t)|| < M para todo ¢t > 0.

TEOREMA 3.19 Suponha que A gera uma familia resolvente integral uniformemente limitada
{S(t)}+>0 que satisfaz a condi¢ao (INT). Seja f € PAA.(X;X). Se existe uma fun¢do L €
LY(R) N Cyp(R) tal que

1t 2) = f(E )l < L)z = yll,

para todos z,y € X et € R. Entdo existe uma tnica solu¢do branda pseudo compacta quase
automorfica para a equagao (3.9).

Demonstragao: Defina o operador § : PAA.(X) — PAA.(X) como em (3.13). Sejam

87



u,v € PAA.(X). Temos que

[Su(t) = Su(®)]l < / IS(t = 5)(f(s,u(s)) — f(s,v(s))) |l ds

—00

< /_too 1S(t = s)[[[[f (s, uls)) = f(s,v(s))|ds
< /_tOOML(s)dsHu—vHOO

< M/;L(s)dsHuvHOO

< M|L|zr]lu = v]lco-

Em geral temos a estimativa

(M][L]])"
|

15" = §"v]loe < [l = vl oo-

(M]|L|[1)"
n!

Como < 1 para n suficientemente grande segue-se pelo teorema do ponto fixo para

iterados que existe uma unica solugao pseudo compacta quase automorfica para a equacao
(3.9). u
No préximo resultado consideramos o caso onde a nio linearidade da equagido (3.9) é

uma fun¢do localmente Lipschitz.

TEOREMA 3.20 Suponha que A gera uma familia resolvente integral {S(t)};>0 que satisfaz
a condi¢do (INT). Seja f € PAA.(X;X) e suponha que existe uma funcdo ndo decrescente
L :[0,00) — [0,00) tal que para cada numero r > 0 e para todos z,y € X tais que ||z|]| < re

lly|l < r vale a estimativa

1t 2) = fFEy)ll < L)l —yl, VieR

Se existe R > 0 tal que

ol (£t + LEP=) <

entao a equacao (3.9) possui uma unica solu¢ao branda pseudo compacta quase automorfica.
Demonstragao: Seja § o operador definido em (3.13). Por hipdtese existe R > 0 tal que

RL(R)||®]l1 + [|8]|11lf(+,0)||cc < R. Considere a bola fechada
Br ={u € PAA.(X) : ||u[|c < R} C PAA.(X).
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Ora, se u € By entdo para todo t € R

1)) = H /_;s<t—s>f<s,u<s>>ds < /_; 1(¢ — ) (s, u(s)) | ds

t

S/ HS(tS)HHf(S,U(S))f(8,0)||d5+/ 15( =)l £ (s,0)l|ds

—0Q — 00

< / ¢(t8)L(R)IIU(S)Hd8+/ ¢t = s)ds|[ (-, 0)]l

< RL(R)|[9ll + Ml (-, 0]l < R.

Isto mostra que ||Gulloc < R e portanto G : B — Bp esta bem definida. Finalmente, vamos

mostrar que § possui um unico ponto fixo em Bpr. De fato, se u,v € Bg entdo

ISu(t) = Su(®)]l < / IS(t = 5)(f(s,u(s)) — f(s,v(s)))llds

—00

IN

/ 15(t = s)|[Ilf (s, u(s)) = f(s,v(s))llds

— o0

< / o(t — $)L(R)[u(s) — v(s)|ds

IN

L(R)|[oll[[v = v]|oo-

Logo, § é uma L(R)||¢||1-contracdo sobre Bg. Pelo teorema do ponto fixo de Banach, existe
uma tnica solugao pseudo compcta quase automorfica para a equagio (3.9). [
Para finalizar esta subsecdo trataremos do problema de perturbac¢des que nio sio do tipo

Lipschitz.

TEOREMA 3.21 Suponha que A gera uma familia resolvente integral {S(¢)};>0 que satisfaz a
condi¢do (INT) e seja f € PAA.(X; X) uma fun¢io uniformemente continua sobre conjuntos
limitados de X uniformemente para ¢t € IR. Suponha ainda que existe uma funcdo continua
ndo decrescente €2 : [0,00) — [0,00) tal que || f(¢,z)| < Q(]|z|) para todos x € X et € R. Se

as seguintes condicdes sdo satisfeitas

(a) Paracadar >0, limy ﬁ ffoo o(t — s)Qrh(s))ds = 0;
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(b) Para cada € > 0 existe § > 0 tal que se u,v € Cp(X) e |[[u — v||p < § entdo
t
| ot 9lstsuls) - fls,o(eDlds <e VieRs

(c) liminfe oo % > 1, onde

_ H/OO 6(- — $)Q(rh(s))ds

(d) Para todos a,b € R, a < b, and r > 0 0 conjunto

{f(s,h(s)x):a<s<b zeX, |z| <r}
é relativamente compacto em X.

Entdo a equacdo (3.9) possui uma solucdo branda pseudo compacta quase automorfica.

Demonstragao: Seja G : Cj,(X) — Cy(X) o operador definido por

" t):/_ S(t— 8) (s, u(s))ds.

Observe que

ISu()| < / 15(t - 8 (s, u(s))1ds < / ot — 9)||1 (5, u(s)) s
() Ju(s)]
S/ ot = ) lluls ”ds‘/ ol ( () )

< [ ott—90(ullah(s)ds

Logo,

WO < 2 [ o= aulntsnas

Pela condigdo (a) segue-se que G estd bem definido. Além disso, se u,v € Cj,(Xy) entdo

[Su(t) = Sv(®)[| < / 1S(t = 5)(f(s,u(s)) — f(s,v(s)))lds

/_ ot — 5)[| £ (s,u(s)) — F(5,0(s))|ds < e.

Portanto, dado € > 0 a condicdo (b) assegura a existéncia de um § > 0 tal que
[Su(t) — Su(t)]| <€
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para todos u,v € Cp (X)) tais que ||u — v||, < . Como consequéncia, para tais u e v
1Su— Golln < e

donde segue-se que G é continuo. O objetivo agora é mostrar que G é completamente continuo.
Para isso, sejam B,.(Cj,(X)) a bola de raio r > 0 centradaem 0 € C(X),V = § (B, (Cr(X)))
e v = Gu € V. No que se segue utilizaremos o Lema 1.15 para mostrar que V é relativamente
compacto. Afirmamos inicialmente que o conjunto V' (¢) é relativamente compacto para cada
t € R. De fato, seja v(t) € V(t). Pela condigdo (a) segue-se que a funcdo s — ¢(s)Q(rh(t —
s)) € integravel sobre [0,00). Logo, dado € > 0 pode-se escolher um a > 0 de modo que

faoo d(s)Q(rh(t — s))ds < e. Portanto,

/Oo S(s)f(t — s,u(t — 5))ds

< /Oo S()(rh(t — 5))ds < e.

Escrevendo

o(t) = /O S(s)f(t— s, u(t — 5))ds + /OO S(s)f(t — s, u(t — ))ds

obtemos que

u(t) € aco({S(s) (&, M(E&)x) : 0 < s < at —s <& <t f|la] <)) + Be(X)

onde co(K) representa o fecho convexo do conjunto K e B.(X) ¢ a bola de raio € e centro em
0 € X. Usando o fato de que S(-) é fortemente continuo e a condi¢do (d) podemos garantir
que o conjunto K = {S(s)f(&,h(&)x) : 0 < s < a,t —s < & < t,||z]| < r} érelativamente
compacto o que implica que co(K) também o é. Como v(t) € V(t) é arbitririo segue-se

que V(t) C co(K) 4+ B.(X), donde concluimos a afirmacdo. Agora vamos mostrar que V' é

equicontinuo. Ora, dado a > 0 a seguinte decomposicao é valida

ot +s) —o(t) = /0 SEF(t+s—Eult +5— €)de
- " (51 )~ S©)F(t - & ult — ©)de

n /OO (S(&+s) — S(E)) f(t — & ult — €))de.

Portanto, dado € > 0 pode-se escolher a > 0 e §; > 0 tais que se s < d; entao

[ 5@+ s-gute+s- e+ [ (si+5) - S(@) -l - 5))d£H
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</ SOt s — €)dE + / T oE + )0rh(t — €))de
0 a

o €
+ [ vonon(- o< 5.
Além disso, como o conjunto {f(t — &, u(t —¢)) : 0 <& < a,u € B, (Cp(X))} é relativamente

compacto e S(-) é fortemente continuo, segue-se que existe do > 0 tal que

1(S(6 +5) = S(©) F(t = Eut =) < 5

a

para s < do. Segue-se portanto que para s < min{dy, do},

independente de u € B, (Cp(X)), isto é, V é equicontinuo. Finalmente, para todo v(t) € V(t)
vale a seguinte estimativa

v

—~

>

(i) - %/w IS(t — 5)f (s, u(s)) | ds

1 t
< m/_mqﬁ(t—s)ﬁ(rh(s))d&

Pela condi¢do (a) concluimos que limj;|_, % = 0 e essa convergéncia independe de u €
B, (Ch(X)). Logo, como consequéncia do Lema 1.15, 0 conjunto V' € relativamente compacto
em C}(X) donde segue-se que G : C,(X) — Cp(X) é completamente continuo.

Suponha que u*(+) é uma solugio da equacio u*(-) = AG(u*(-)) para algum X\ € (0,1).

Como
t
[P = A [ s st
t
< [ ote-90alnh(s)ds
< B(lluMn)h(t)
temos que /3<”|7u1|‘|ﬁ> < 1. Pela condicdo (c) segue-se que o conjunto

{u* :u? = \G(uM), A € (0,1)}

¢ limitado. Pelos lemas 1.9 e 3.7 segue-se que G(PAA.(X)) C PAA.(X) e consequentemente
podemos considerar § : PAA.(X) — PAA.(X)3. Pela Alternativa de Leray-Schauder, Teo-

rema 1.3, segue-se que G possui um ponto fixo u € PAA.(X). Considere uma sequéncia

3 Note que o fecho do conjunto PAA(X) esta sendo considerado com relagio a Cp, (X).
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{uptnen € PAA.(X) tal que u, — u em Cp(X). Dado € > 0 a condi¢do (b) assegura a

existéncia de § > 0 tal que se ||[v — ul|;, < ¢ entdo

/_ ot = s)|1f(s,0(s)) = f(s,u(s))[lds <€, VielR;

Ademais, existe ng € IN tal que se n > ng entdo ||u, — ul|p < d. Logo, para todos ¢t € R e

n > ng temos

1Sun(t) = Gu(®)|| < / 1S(t = 5)(f(5,un(s)) — f(s,u(s)))llds

— 00

t
< [ olt= o n(s)) — FCs,uls) s < e
implicando que

sup [|Gun (t) — Su(t)[| <e,
teR

isto é, Gu,, — Gu uniformemente. Portanto u € PAA.(X) e a demonstracio esta finalizada.m

3.3.2  Solucoes brandas assintoticamente compactas quase automorficas

Para finalizar esta se¢do estudaremos existéncia e unicidade de solucdes assintoticamente

compactas quase automorficas da equacio integral linear nio homogénea

u(t) = /0 a(t — s)[Au(s) + f(s,u(s))]ds, t>0, (3.15)

onde a € L'([0,00)), A : D(A) C X — X é o gerador de uma familia resolvente integral
sobre um espaco de Banach complexo X e f : [0,00) x X — X é uma fun¢io que satisfaz
condicbes convenientes.

Comegamos relembrando a defini¢do de solucdo branda para a equagio (3.15).

DEFINIGAO 3.2 Seja A o gerador de uma familia resolvente integral {S(¢) };>0. Uma fungdo

continua u : [0,00) — X que satisfaz a equacdo integral

u(t) :/0 S(t—s)f(s,u(s))ds, Vt>0,

¢ chamada solucao branda para a equagao (3.15).

LEMA 3.8 Suponha que A gera uma familia resolvente integral {S(¢)}:>0 que satisfaz a

condigdo (INT). Se f € AAA.(X)ew:[0,00) — X é dada por
¢
B(t) = / S(t— 8)f(s)ds.
0
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Entao w € AAA.(X).
Demonstragao: Se f = g+ v, onde g € AA.(X) ev € Cy([0,00),X). Entao
t 0 t
B(t) = / S(t— 8)g(s)ds — / S(t — 8)g(s)ds + / S(t— )u(s)ds 1= G(t) + H(?),
— 00 —00 0

onde

0 t
H(t) = / S(t—s)g(s)ds +/0 S(t— s)v(s)ds.

Em [106] os autores mostram que G € AA.(X). Mostraremos entdo que H € Cy([0, ), X).
Dado € > 0 existe uma constante L > 0 tal que [, ¢(s)ds < € and [|v(s)|| < e para todo

s > L. Entdo, para todo t > 2L, deduzimos que

0 t
IHOI < / HS(tS)HHg(S)HdH/O 15t = s)[l[lw(s)l|ds

0 ¢ t/2
< [ ot-9lalds+ [ oe—sulds+ [ ol s)luls)lds
—00 t/2 0
0 t/2 0
< gl [ oste [ otas e | o)
< (lglloo + 61l + 1)
Portanto, lim;_,~, H(t) = 0, isto é, H € Cy([0, 00), X). ]

TEOREMA 3.22 Suponha que A gera uma familia resolvente integral {S(¢) }+>0 que satisfaz a
condicdo (INT). Seja f € AAA.(X; X) e suponha que existe uma fung¢io continua e limitada

L:[0,00) — [0,00) tal que
1 (&) = f(t )l < L) [l —yll,

paratodos 2,y € X et € [0,00). Se || L||oo < ||#|l;*. Entio a equagio (3.15) possui uma tinica
solugdo branda assintoticamente compacta quase automorfica.

Demonstragao: Considere o operador §: AAA.(X) — AAA.(X) dado pela regra

9u(t):/0 S(t— 8)f (s, u(s))ds, V> 0. (3.16)
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Segue-se dos Lemas 1.5 e 3.8 que G esta bem definido. Além disso, se u,v € AAA.(X) entdo

1Su(t) = Su()[| < /0 1S(t = 5)(f(s,u(s)) — f(s,v(s))) | ds

< [ 1St o))~ S vls)ls
< [ o= L) - vls)las

< [ ot = opishtleln - vl

< 9l IElell — o]

Logo,

15w = Svllee < [[Bll1]ILlloollt = vlloo-
Segue-se portanto que § é uma ||¢||1||L||s-contracdo e resulta do teorema do ponto fixo de
Banach que existe uma tnica solu¢do branda assintoticamente compacta quase automorfica
para a equacao (3.15). [

O proximo resultado é uma consequéncia imediata do teorema anterior.

COROLARIO 3.8 Suponha que A gera uma familia resolvente integral {S(t)}:>0 que satisfaz

a condi¢do (INT). Seja f € AAA.(X; X) e suponha que existe uma constante L > 0 tal que

1t 2) = f(E )l < Lz —yl|,

para todos z,y € X et € [0,00). Se L < ||#||;*. Entdo a equagdo (3.15) possui uma tinica

solu¢do branda assintoticamente compacta quase automorfica.

OBSERVACAO 3.5 Recordamos que uma fungio f : (0,00) — R de classe C*° é completa-
mente monotdnica se (—1)"f(")(s) > 0, para todos s > 0 e n € IN. Esse tipo de funcio é nat-
ural em areas como probabilidade, andlise numérica e elasticidade. Suponha que na equacio
(3.15) o nucleo a é uma fun¢ao completamente monotonica e que a(oco) = limy_, o a(t) > 0.
Além disso, suponha que o operador A é o gerador de um Cj-semigrupo analitico limitado
tal que 0 € p(A). Se a ndo linearidade f : [0,00) x X — X é uma fun¢do assintoticamente

compacta quase automorfica que satisfaz a condigao de Lipschitz
1f(t,z) = f(t, )]l < Lllz —yll,
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paratodos z,y € X et > 0, com L > 0 suficientemente pequeno. Entdo a equacdo (3.15) pos-
sui uma unica solugao assintoticamente compacta quase automorfica. De fato, pelo Coroldrio
10.1 da monografia [167] segue-se que as hipdteses sobre o nticleo a e o operador A sdo su-
ficientes para garantir que A gera uma familia resolvente integral {S(¢)}:>0 que satisfaz a

condi¢ao (INT).

TEOREMA 3.23 Suponha que A gera uma familia resolvente integral uniformemente limitada
{S(t)}+>0 que satisfaz a condi¢do (INT). Seja f : [0,00)x X — X uma funcio assintoticamente
compacta quase automorfica. Suponha que existe uma funcio L € Cy([0, 00)) N L1 ([0, 00)) tal
que

1t 2) = F&y)ll < L)]le =y,

para todos z,y € X et > 0. Entdo a equagdo (3.15) possui uma unica solu¢io branda
assintoticamente compacta quase automorfica.

Demonstragao: Defina o operador §: AAA.(X) — AAA.(X) por
¢

Sul(t) = / S(t — ) f(s,u(s))ds, t>0.
0

Os lemas 1.5 e 3.8 garantem que § estd bem definido. Seja w(t) := e *Jo L()ds onde k

é uma constante fixa tal que & > sup;> [|S(t)[|. Defina em AAA.(X) a seguinte norma

lvlll := sup;>o{w(t)|¥(t)]|}. As hipbteses sobre L garantem que a norma || - [| € equivalente
anorma || - ||o. E suficiente entdo mostrar que § é uma contragio no espaco de Banach
(AAA., || - |I)- Para isso, sejam u,v € AAA.(X). Temos a seguinte estimativa

w(t)[[Su(t) = Sw®)]| < w(lf)/0 1S(t = )(f(s,u(s)) = f(s,0(s)))llds

IN

M / ONf (s, uls)) — F(s,0(s)) | ds

IA
<
\
?
=
»

IN

M/O w(t)w(s) ™ L(s)v(s)[lu(s) — v(s)|lds

IN

M — o] / w(tyw(s) L (s)ds
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= My RO )

< Sllu—oll
-k
Como M /k < 1, segue-se que G é uma contragdo e portanto existe uma unica solu¢io branda
assintoticamente compacta quase automorfica para a equagao (3.15). |
Para finalizar esta subse¢ao trataremos do caso de perturbag¢oes nao lipschitizianas para a
equagao (3.15). Observe que a notagio empregada na demonstracdo do proximo resultado é

aquela introduzida na Subsec¢io pontofixo.

TEOREMA 3.24 Suponha que A gera uma familia resolvente integral {S(¢)};>0 que satisfaz a
condi¢do (INT). Seja f € AAA.(X; X) uma funcdo uniformemente continua sobre conjuntos
limitados de X uniformemente para ¢ > 0. Suponha que existe uma fun¢do continua nao
decrescente 2 : [0,00) — [0,00) tal que || f(t,z)| < Q(||z||) para todos x € X et > 0. Se as

seguintes condicoes sdo validas

(a) Paracadar > 0, limy o0 555 fot é(t — 5)Q(rh*(s))ds = 0;

(b) Para cada e > 0 existe 6 > 0 tal que se u,v € Cp+(X) e ||[u — v||p~ < 0 entdo

t
/0 ot — ) f(s,u(s)) — fs.0(s)llds < e Vi3> 0;
(c) liminfe o0 % > 1, onde

B(r) = . Vr>0;

/0 B — $)Qrh*(s))ds

h*

(d) Para todos a,b € [0,00), a < b, e r > 0 0 conjunto
{f(s,h"(s)x):a<s<b, xeX, |z <r}

é relativamente compacto em X.
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Entdo a equagio (3.15) possui uma solu¢io branda assintoticamente compacta quase au-
tomorfica.

Demonstragao: Seja G : Cjp+(X) — Cj+(X) o operador definido por
t

Gu(t)= [ S(t—s)f(s,u(s))ds.

0

Observe que

[Su®)ll < /OIIS(tS)f(S,U(S))HdSS/O ot — )| (s,u(s))llds

/qsts on ds_/¢t < ()IZ)( )H)

/O ot — 5)Q[ull -1 (s))ds.

|!92: H_h* /¢ts (l[ullpe2* (5))ds.

Pela condicdo (a) segue-se que G estd bem definido. Além disso, se u,v € Cy+(Xj) entdo

[Su(t) = Su(®)|l < /0 IS(t = 5)(f(s,u(s)) — f(s,v(s))) |l ds

IN

IN

Logo,

< /¢ts\|fSU()) £(s,0(s))ds < e.

Portanto, dado € > 0 a condicdo (b) assegura a existéncia de um § > 0 tal que

ISu(t) = Gu()]| < e

para todos u,v € Cp«(Xp) tais que ||u — v||p+ < . Como consequéncia, para tais u e v

ISu — Sv

he S €

donde segue-se que G é continuo. O objetivo agora é mostrar que § é completamente con-
tinuo. Para isso, sejam BT(Ch*(X)) a bola de raio r > 0 centrada em 0 € Cy«(X), V =
S (BT, (C’h*(X))) e v = Gu € V. No que se segue utilizaremos o Lema 1.16 para mostrar que
V' € relativamente compacto. Afirmamos inicialmente que o conjunto V' (¢) é relativamente
compacto para cada t € [0,00). De fato, seja v(t) € V(t). Pela condi¢do (a) segue-se que a
funcao s — @(s)Q(rh*(t — s)) é integravel sobre [0,00). Logo, dado ¢ > 0 pode-se escolher

um a > 0 de modo que [ ¢(s)Q(rh*(t — s))ds < e. Portanto,

‘/:OS(S)f(t—S,u(t—s))ds S/aoo(b(s)ﬁ(?“h*(t—s))dsge.
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Escrevendo

obtemos entdo que

v(t) € aco({S(s) f(&,h*(§)a) : 0 < s < a,t —s <E <t [lzf] <r}) + Be(X)

onde co(K) representa o fecho convexo do conjunto K e B.(X) ¢ a bola de raio € e centro em
0 € X. Usando o fato de que S(-) é fortemente continuo e a condi¢do (d) podemos garantir
que o conjunto K = {S(s)f(§,h*(&)z) : 0 < s < a,t —s <& < t,||z| < r} érelativamente

compacto o que implica que co(K) também o é. Como v(t) € V (¢) é arbitrario segue-se que

V(t) C co(K) + B.(X), donde concluimos a afirmacdo. O préximo passo é mostrar que V}, é

equicontinuo. Para todo ¢t > 0 podemos escrever

t+s

o(t+s) —o(t) = S(t+s—&)f(& u(§))dS

i /Ot (S(&+5) = S(&) f(t — & ult — &))de.

Dado € > 0, podemos escolher §; > 0 tal que

t+s t+s
[ / S(t+5 = OFEuEOE| <C [ ol + 5~ OA(E)dE < /2,

para s < 67. Além disso, como o conjunto {f(t — &, u(t —&)) : 0 < ¢ < t,u € B.(Cy(Xp))} €

relativamente compacto e S(-) é fortemente continua, podemos escolher 5 > 0 tai que

H(S(f +5) — S(f))f(t =&ut—¢))| < m7 Vs < do.

Combinando estas estimativas podemos garantir que ||v(t+s)—v(t)|| < e para s < min{dq,d2}
independente de u € B,.(Cy(Xy)). Finalmente, para todo v(t) € V() vale a seguinte estima-
tiva

v(t) 1 t
B < | 1se =9 s las

ot
- ()

/0 o(t — s)Qrh*(s))ds.

Pela condigio (a) concluimos que limj|_ oo ,Z’(—(tt)) = 0 e essa convergéncia independe de u €
B, (Ch+(X)). Logo, como consequéncia do Lema 1.16, o conjunto V ¢ relativamente com-

pacto em Cj,(X) donde segue-se que G : Cp«(X) — Ch+(X) é completamente continuo.
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Suponha que u*(-) é uma solugio da equacdo u(-) = AG(u*(-)) para algum X\ € (0,1).

Como

O] = A / S(t — 5) (s, uM(s))ds

IN

/0 ot — $)Q(||u|n-h*(5))ds

IN

B(Ju?

ne )" (t)
temos que % < 1. Pela condicdo (c) segue-se que o conjunto

{u* s u? = \G(uM), A € (0,1)}

¢ limitado. Pelos Lemas 1.5 e 3.8 segue-se que G(AAA. (X)) C AAA.(X) e consequentemente
podemos considerar § : AAA.(X) — AAA.(X)*. Pela Alternativa de Leray-Schauder, Teo-

rema 1.3, segue-se que § possui um ponto fixo u € AAA.(X). Considere uma sequéncia
{uptnen C AAA.(X) tal que u,, — u em Cp+(X). Dado € > 0 a condi¢do (b) assegura a

ne < 0 entdo

existéncia de ¢ > 0 tal que se ||[v — u

/0 ot = s)[lf(s,0(s)) = f(s,u(s))llds <&, Vi e€[0,00);

Ademais, existe ng € IN tal que se n > ng entdo ||u,, — ul/p+ < J. Logo, para todos ¢ € [0, c0)

en > ng temos

[Sun(t) = Su(®)|| < /O IS(t — ) (f(5,un(s)) = f(s,u(s)))llds

< /0¢(t—8)Hf(87un(8))—f(&U(S))HdSSEa

implicando que

sup |[Gun(t) — Gu(t)]| <e,
t€[0,00)

isto é, Gu,, — Gu uniformemente. Portanto u € AAA.(X) e a demonstragio esta finalizada.m

4 Note que o fecho do conjunto AAA.(X) esta sendo considerado com relagdo a Cp,» (X).
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