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Resumo

Cirenitos eletronicos nao-lineares simples podem apresentar comporta-
mento cadtico para determinados valores de parametros, como a freqiiéncia ou
a amplitude do sinal de entrada. Estudamos este sistema tedrica e experimen
talmente,

Construimes um circuite com um resistor, um indutor e um diodo
ligados em série e excitados por uma lonte externa de tensio. Capluramos
aéries temporais deste sistema e construimos diagramas de bifurcacio, que
apresentam cagcala de dobramento de periodo, janelas periddicas e transicio
intermitente, sendo esta dltima wina das possiveis rotas para o caos. Também
a partir destas séries construimos mapas de retorno dos méximes locais e
verificamos a existéncia de intermiténcia do tipo I neste circuito. O expoente
eritico previsto teoricamente para a média das fases laminares foi encontrado
tanto no experimento quanto no modelo matematico usado para descrever o

circuito,



Absiract

Very simple nonlinear electronic cirenits can present chaotic behavior
for some values of the parameters like the frequency or the amplitude of the
driving signal. We studied such circuits theoretical and experimentally.

A circuit consisting of a resistor, an inductor and a diode in series
driven by a sinusodial voltage was built. Time series were caplurated and
used to construct bifurcation diagrams which present period-doubling, periodic
windows and intermittent trasition to chavs. The time series were also used
to plot the return maps for the local maxima and we could verily the type-1
intermittency in this system. The critical exponent predicted theoretically was
found for the average of the laminar lengths both in the experiment and in the

mathematical model nzed to deacribe the cireuit.
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Apresentacao

{) cans intermitente, uma das conhecidas rotas para o caons, estd presente em
sistemas fizsicos & matemdticos e vem sendo estudade desde sua classificacio
por Pomeau e Manneville (3], em 1980. Estudamos o caos intermitente em

mapas unidimensionais, em [Juxos e também em sistemas [sicos.

Fate trabalho estd organizado da sepuinte forma: os frés primeiros
capitulos sao descricoes de conceifos necessdrios para o entendimento do
trabalho e sao baseados em livros texto (2, 3, 12] e artigos de revisao |4, 18|.
Mos capitulos que seguem fizemos estudos numéricos e experimentais de um
oacilador eletrénice nas-linear forcado, nm circnito simples que, entre ontras

caracteristicas de sistemas cadticos, apresenta caos intermitente.

Mo primeiro capitulo tratamos dos principais conceitos presentes no es-
tude da dindmica nio-linear e do caos, apresentands apenas conceitos bdsicos.
Todea estes conceitos estio deacritos de forma mais detalhada em livros texto
sobre o assunto [2, 3, 12]; apresentamos neste capitulo apenas descricoes

resnmidas.

O sepundo capitule trata de mapas unidimensionais cadticos e foi escrito
haseado principalmente no artige de revisao Strange attractors and chaotic
motion of dynamical systems de E. Ott [4], além dos livros texto Nonlinear

Dynamics and Chaos with Applications to Physics, Biology, Chermistry and



Engineering, de S. H. Strogatz |2] e Chaos in Dynamicel Systems, também de
E. Ott [3).

{) terceiro capitule trata de caos intermitente; nma revisao da inter-
miténcia ol feita seguindo-se o artigo Theory of inlermitiency, de J. B Hirsch
et al [18] e o livro texto L'erdre dans le chaos, de P. Bergé, Y. Pomean e Ch.
Vidal [12], além de artigos mais recentes sobre o assunto [19, 24, 25).

No quarte capitule estudamos numericamente o cirenite RLI usando
um modelo proposto na referéncia [30]. Todas as integracoes numéricas foram
feitas com o algoribtmo de Hunge-Kutta de gquarta ordem. Oz experimentos
realizados com nma montagem deste circnito sio relatados no quinto capitulo
onde descrevemos a montagem experimental e a forma de tratamento dos da-

dos.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Sistemas Dinamicos

Um ststema dindgmico & nma descricio matemdtica deterministica para a
evolucao temporal de um sistema em que o tempoe pode ser uwina varidvel
continua ou discreta. Um exemplo de sistema dindmico em que o tempo ¢
& nma. varidvel continna é nm sistema de NV equacgdes diferenciais ordindrias

auténomas’ de primeira ordem, também chamade de fluze.:

dx
d__; = fl(ml:mli:"':mf‘f)1
)
dx.. .
lif = .rrz(:"'.l L PR J:E:le

que pode ser escrito na forma de um vetor N dimensional:

d7

= = fla). (1.2)

Dada uma. condicio inicial F(0) podemos, a prinefpio, resolver o sistema,

!BEquaegdes diferencials autdnomas nio possuem dependéneln explicita no tempo £ As
cquacdes nado-antdnomas podem ser redusidas & equagdes autdnomas actescentando-se mais
urmna dimensdo ao sistema. Para definigdes male detalbadas de equagdes diferenciale, ver
refordneia [1], capitulo 1.
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de equagdes e obter o estado do sistema #(t) parat = 0.
No caso do tempo ¢ ser discreto temos as eguocdes de diferencas ou
mrpas, em gque a varidvel T no tempo 4 1 depende do seu valor ne instante

anterior, £. Fasa relacio pode ser eacrita na forma geral:

Ty = M(ftj:- EI-E’J

(L

= s - % — N som oz —
onde F, & N-dimengional, & = (z,7,... :ri }]. Dada a condicao inicial #y

:
pedemos calenlar os valores subseqiientes aplicando o mapa M de forma. que
T = ﬂ?{x’uj, ¥ = ;"I-_f_i"(:xfi)“..1 gerando entdo uma drbita (ou trajetdria)
[y, %1, Ta, ... }. Veremos mais detalhes sobre mapas no capitulo segninte.
Um exemplo de sistema dindmico é o péndule simples, descrito pela
BO A
d‘d g

T + Isen{ﬂj =0, (1.4)

onde g é a aceleracao da pravidade e L é o comprimento do péndulo. Se

fizermos:

r = 01 E'l!]]
a,

g =
onde o ponto sobre a varidvel representa sua derivada em relagao ao tempo

podemos escrever a equacao (1.4) como nm sistema de equagoes auténomas de

primeira. ordem:

Ty = —Esen[:t:-,;:j,
L (1.6)
ﬂ'.'-z = Ii.
Por outro lade, se tivermos um péndulo amortecido lorcado:
b+ v+ %sen{ﬂ] = Acos{wt), (1.7)

devemnos adicionar uma outra varidvel, x: = wit, para que o sistema seja

autonomo (ndo dependa explicitamente do tempo) e o sistema de equactes



1.2 Espaco de fase i

terd mads uma dimensao:

J ¥ = —ury iﬂ&n[mﬂ + Acos(zs),
l afZ - xT1 E]'Sj

T = w.

1.2 Espaco de fase

Alguns sistemas dinimicos podem ser resolvidos analiticamente, mas a solugio
do sistema de equactes é em geral dificil, sobretude quande ha termos naoc-
lineares, como no cazo do péndule simples®. Sabendo que o conhecimento do
valor inicial das varidveis, (z,(0), 2,(0)), descreve completamente o estado de
um sistema dindmico determiniatico, podemos, a partir desta condicao inicial,
construir a selugio (z; (£),24(#)) para ¢ > 0. FEsta solugio é representada por
uma curva no espaco das coordenadas (z(, xz). A representacao geométrica da
solucdo de um sistema dindmico olerece uma allernativa quando a integracio
das equactes diferenciais nao é possivel. O espaco gerado pelas varidvels do
sistema, & chamado de espace de fase e a curva que representa a evolucao do
sistema, & a frgfetdrie (fg. 1.1). Um espaco de lase com vdrias trajetdrias

representadas € chamado de retrato de fase.

1.3 Secao de Poincaré

Ontra maneira de simplificar a andlize de um sistema continuo & reduzi-lo a um

mapa discreto formado pela intersecao de um  fluxeo #n dimensional

" —
—

# = f(&) com uma superficie (n — 1)-dimensional transversal ao fluxe. No

A equacho que descreve o péndulo simples pode ser linearizada para dngulos pequencs;
ga == 0, send = § & a aquacao sari:

i+2g-0

.

H

tornando-ga facilmanta intapraval, pordm esta solugao nao & vAlida para todo valor da 4.



1.3 Secio de Poincaré G

{x,{t),x,{t))

BN

{x, (00,2, 000)

Figura 1.1: Espaco de [ase de um sistems dindmice; a condicao inicial
(x; (0), x2(0)) determina uma fnica trajetdria.

cago tridimensional esta superlicie & win plano 5 que deve ser conveniente-
mente escolhide de forma que as trajetdrias sejam transversais e nao paralelas
a0 plano (fig. 1.2{a}). Esta superficie é chamada de superficie de intersecdo e
o mapa gerado pelas consecutivas intersecoes do fluxo com o plano é o mapa

de Poincaré, F:

Thp1 = P(T). (1.9)
Seja 7' um ponte five do mapa P, isto & ¥ = P(F*). lsto significa
que apds a trajetdria cruzar o plano 5 no ponto £ ela retorna a este mesmo

ponto depois de um tempo £, Isto representa uma, drbita fechada do fluxo (fip.
1.2{h)). Reduz se entao o problema de érbitas fechadas a pontos de um mapa.
A estabilidade de drbitas pode ser analisada com o mapa de Poincaré: esta
eatabilidade serd a mesma do ponto fixe ¥* do mapa.

Para, isso, considera-se uma érhita fechada do fluxe # = ﬂﬁ"‘], represen-
tada por um ponto fixo #* do mapa de Poincaré., Seja &x; uma perturbacao

infinitesimal desta érbita. Iniciando a trajetéria a partir de z* 4 8z, apds o
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{a) (b}

A ) A S

Figura 1.2: Secao de Poincaré. (a) O mapa de Poincaré & gerado pelas su
cessivas intersecoes da drbita com o plane 5. (b) Um ponto fixo do mapa de
Foincaré representa wma. drbita fechada.

[uxe retornar ao planc 5, teremos:

4o = P&+ 63, (1.10)

T+ 0E = P+ [DPE))6E + 0167 1), (1.11)

Ipnorando os termos de O([3%;]), obtemos uma. equacio linearizada para a
perturbacio &fy:
dxy = |[DP(x™)]éxs, (1.12)

onde [DP(F*)] é uma matriz (n — 1) % (n — 1) chamada de matriz inearizada
de Foinearé. Isto reduz o problema da estabilidade de drbitas fechadas ao
estudo dos autovalores A, da matriz [DP(x*)]. Se todos os autovalores A,
sao tais que |A;| < 1 (ou seja, A; se encontra no interior do circulo unitdrio
no plano complexo), todas as componentes do vetor 4%, diminuem com o
pasaar do tempo e o ciclo limite é estdvel. Caso contririo, se [A;| = 1 para
algum 7, a perturbacao §7; ird aumentar em alguma direcas, e o ciclo limite
& instavel. Os A, sdo chamados de multiplicadores de Floguet. A vomdanca de
algum parametro no sistema dinamico pode fazer com que os valores de A,
atravessem o circulo wnitdrio, fazendo o sistema passar de um estado eatavel

para um estado instdvel.
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1.4 Atratores

Os sistemas chamados conservativos preservam o volume no espaco de fases,
isto &, dada uma superficie fechada S(0) com volume V(0) no espaco de fase®,
oa pontos contidos em S(0) sfo usados como condicoes iniciais e a superficie
evolui (seguindo as equactes do sistema dindmico) para uma superficie S(4)
com volume V(t) = V(0). O mesmo nado ocorre em sistemas dissipativos,
onde hi contracio do volume no espaco de fase. Para um fduxo f qualquer, a

variacio do volume no espaco de fase & dada por®:
a P
—_= W fdV, 1.13
AL 1.13)

onde f_'d o fluxo (eq. 1.2) e‘?-f— %—i—%-&—%

Exemplos de sistemas dissipativos sio o2 sistemnas de Lorenz e de Kossler
(que serdn estudados adiante) e também o péndulo amaortecido, descrito pela
equacio & + v + fsen(f) = 0. Escrevendo-a como um sistema de equagoes de
primeira ordem autéonomo teremos:

¥y = —wry — §sen(zy),

(1.14)

IJ'.-:;;;= d .

A evolucio de V(t) é facilmente calculada;

%_L‘?-ﬁiv’_—uﬁ dv, (1.15)

com solugio dada por V() = V(D)e " o volume decresce e eventualmente

1

tranforma-se em um conjunte de volume zero, chamado de afmior Neste

caso, o atrator é a origem (fig. 1.3).

*FEm um aspago de fazas n-dimansional, a suparficia 5 sard (n—1)-dimansional & o voluma
V', n-dimeneional.
*Strogatz (rel. [2], capitule @) mostra passo-a-passo com chegar & equagao (1.13).
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Figura 1.3: O atrator do pendulo amortecido (eq. 1.14) é a origem.

(eneralizando, atrator & todo conjunto para o qual as trajetdrias
vizinhas convergem; Strogatz (vef. [2], capitulo 9) dda uma definicio mais
preciza de atrator que reproduzimos aqui:

Um atrator é um conjunto® fechado A com as seguintes propriedades:

1. A& um conjunto invariante: qualquer trajetdria #(t) que comeca em A

permanece em A indefinidamente;

2. A atral um conjunto aberto de condicoes iniciais: existe um conjunto
aberto U contendo 4 de tal forma que se #(0) € U, entao a distancia de
Z(t) ao conjunto A tende a zero com § — co. Isso significa que A atrai
todas as trajetdrias que se iniciam suficientemente perto dele. O maior

conjunto I & chamado de bacia de atmeaoe de A;

3. A é& minimal: nao existe subconjunto de A que satizfaca as condicoes 1

e 2.

*Para uma brave & alamantar introdugan a definighas a taoramas sobra conjuntos, wer Ot
[3], apindice do capitulo 2
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Além de pontos, ciclo limites também podem ser atratores. Um sistema

que possul um cicle limite como atrator é a equacdo de Van der Pol:

F+plzt = Dk +xz =0,

(1.16)

onde u é um pardmetro positivo. Tanto as drbitas iniciadas fora do ciclo quanto

dentro (o e [ na figura (1.4)) espiralam na direcao do atrator.

a/dt

e - E'
a

i

— h

Figura 1.4: Atrator da equacio de Van der Pol: trajetdrias com condicio
micial fora (o) ou dentro (#) do ciclo limite sao atraidas para este.

1.5 Caos

Caos pode ser definide como o comportamento aperiddico de sistemas deter-

ministicos que apresentam sensivel dependéncia as condigoes iniciais [2]. Um

sistema & aperiddico quando suas trajetdrias nao tendem a pontos fixos on

drhitas periddicas quando ¢ — oo, porém permanecem em uma regiao finita

do espaco de fase. As solucdes de um sistema deterministico nunca cruzam
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um mesmo ponto no espaco de fase®, por isso uma solucdo aperiédica viaja in

definidamente por esta reciao finita, em nunca se interceplar. lato 26 é possivel
para sistemas com dimensao n = 37, Esta trajetdria é eventualmente atraida
para um atrofor estranfio, um conjunto de velume zere com dimensio fractal
e que ha sensivel dependéncia ds condicdes iniciais, isto & considerands duas

condicoes iniciais bastante préximas:

T(0) e &(0) = & (0) + 4(0) (1.17)
¢ sua evolucao segundo equacoes de um sistema dinamico:

T(t) e Fo(t) = F () +8(L), (1.18)

se |#(t)| cresce exponencialmente com ¢ dizemos entao que o sistema. € sensivel
as condicbes iniciais (ver fig. 1.5). Exemplos de atratores estranhos sio o
atrator de Lorenz (fig. 2.9) e o atrator de Rassler (fig. 2.13(d)), estudados no
capitulo seguinte {secao 2.3).

A velocidade com que essaz drhitas se separam uma da outra é medida

pelo expoente de Lyapunov, A:
[6(8)] ~ [8(0)]e™. (1.19)

Existem tantos expoentes de Lyapunov quantas forem as dimenstes de um sis-

tema. Se um dos expoentes for positive, solucdes deate sistema que se iniciam

EBste condicho é determinedn pelo Teoreme de existéncin e unicidede que diz que o

problema de valor inicial;
v=fly.t) ylto) = vo,

tomn uma dnica solugdo num certo intervalo que contém o ponto fy (ref. [1], capitulo 2).
Clomo gualguer ponto do espago de fase pode ser considerado vme condiciio nicial, existird
spenes uma solucao do sistema de equectes [ que pessard por sste ponlo,

70 Teorema de Poincaré Bendixon (ref. (2|, capitulo T) mostea que para fluxos no planc
{n = 2), 88 uma trajatéria astd confinada em urna regiao fachada limitada onde nao hé pontos
fixos, antin asta trajetdria on & uma drhita fachada ou tands para uma érhita fachada. Teto
aliming a possibilidade de cace amn sistemas com dimmensdo n < 1
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xzit?
alEd

xltt?

ﬁ[ﬂ}/\

Figura 1.5: Evolucao de duas trajetdrias vizinhas,

mmite praximas uma da cutra loge divergivac. Em sistemas experimentais isso
torna a previsao do futurc do sistema impossivel pois em qualquer medida
da condicio inicial de win sistema experimental existe um erro [8(0)] que ird

divergir exponencialmente com o tempo.



Capitulo 2

Mapas Unidimensionais

2.1 Caos em Mapas Unidimensionais

Sistemas dindmicos em que o tempo é uma varidavel disereta sio comumente
chamados de equacdes de diferencas ou mapas. A varidvel z.4; no tempo £ +1
depende do seu valor no instante anterior, . Hssa relacio pode ser escrita na
forma, geral

Toppr = 47(2,). (2.1)

A seqiiéncia {xg, 21, Z2, ...} gerada por seguidas iteragoes de I € chamada,
de drbita com condicio inicial x;. Algpumas relacies do tipo da equacio (2.1)
podem apresentar rica dindmica, com pontos fixos, cascatas de dobramento
de perfodo e seqiiéncias aperiddicas (ou cadticas), como veremos nos exemplos
[UE S8 e,

Fates mapas sio bastante importantes, uma vez que podem modelar
sistemas de dimensoes malores que nm, desde que estes sejam altamente dissi-
patives. Veremos exemplos de sistemas continnos maodelades por mapas uni-

dimensionals nas proximas secoes.

13
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2.2 Mapa Logistico

Extensivamente estudado, o mapa logistico é descrito pela equacao de direfenca:
Tt = TEa(l — Tn). (2.2)

A dinamica do mapa logistico pode ser estudada variando-se o pardmetro
7 & observando-se o comportamento das drbitas {=zq, =, %o, ... } que =e originam
de condighes iniciais tipicas. Com 0 < v < 4 e 2y © [0,1] a seqiiéncia de =,
serada estard sempre no intervalo [0,1]. Este é o intervalo de interesse pois
se T, > 1, as iteracoes subseqiientes divergirao para —oo. O grifico do mapa
logistico apresenta um maxime em =, — (1,5 & o3 chamados pontes fizos, cal-
culados fazendo-se x,.y = z, = z*, podem ser visualizados no grafico. Eles
sio determinados pelo crnzamento do grafico de F'(z,) com a reta diagonal

(fig. 2.1).

0.8 -

T

0.6 " s

ntl | (L)
04

T
|

02 T (a) T~

Figura 2.1: Mapa logistico. (a) » = 1,0, (b) » = 2,5, (¢) r = 3,5. Oz pontos
fixos em (b) e () =30 estdvel e instdvel respectivamente.
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Fara determinar se x* é ponto fixo estdvel ou instdvel, consideramos
uma perturbacio z, = 2%+, e verificamos se a2 iteradas subseqilentes tendem
para x* ou se afastam dele. Substituinde em F'(z,) e expandinde emn uma série

de Taylor, temaos:
¥ 4 gt = Tagr = Fla* +9a) = F(z*) + F' (2. + O(n2) (2.3)

cue se rednz a9 = F'{2% ).+ 0(n2), nma equacio linear para a perturbacio
T, 38 08 termes O{n2) forem desconsiderados. A partir desta equacio, vemos
que %, = [F(z*)]"50. A estabilidade do ponto fixo x* € entao determinada
por F'(z*). Se |F'(z*)| < 1,5, —+ Ocom n — oo e o ponto fixo é estdvel
Se |F'(x*)| > 1, o ponto fixo é instdvel No caso de |IF'(z*)| = 1, devemos
considerar oz termos Q%) para determinar a estabilidade. Vale notar que
para v < 1 o lnico ponto fixo € z* = 0 (ver fig. 2.1) e todas as dérbitas sao
atraidas para este ponto, o que torna apenas o intervalo 1 < v < 4 interessante
para estudo de comportamentos nao convencionais de F'(z,).

Com F'(x) = r(1—2x), o ponto fixo * = 1—* (determinado fazendo se
Flz*) = 2*) é estdvel se 1 < v < 5. Quando v > 3 este ponto fixo perde a
eatabilidade. Sendo também z* = 0 ponto fixo instdvel, o que acontece com as
drbitas geradas por Fl(z,) comr = 3,3, por exemplo? lterando o mapa F(z,)
com xp = 0,056 obtemes nma série que, apds um transiente, oscila entre dois
valores e e f tais que Fle) = fe F(f)=e (fig. 2.2).

Fara explicar este ciclo de periodo 2 ou o dobramento de perfodo ocor
rido na drbita, examinemos o mapa F*(z,) = 7,2, que é simplesmente o mapa
logistico aplicado duas vezes I'?(z,,) = F(I'(x,)). Seus pontos fixos podem ser
visnalizados no grafico da figura (2.3).

Vemos entdo que o mapa de F*(x,) tem dois pontos fixes, com
estabilidade determinada por [F¥(z.)]' = F'(e)F"(f) [4]. Estes sio estdveis
quando o ciclo de periodo 2 nasce com [F¥(e)]' = [F*(f)]' =1 [4]. Esta drbita,
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0.8

0.6

H 0.4

L | L | L | '
0 10 , 0 iﬂ] 40
n (mimero de iteragoes)

Figura 2.2: lteracoes do mapa logistico (eq. 2.2) com o pardmetro de controle
v = 3,3, As iteracfes do mapa representadas por pontos da figura foram
interlicadas por linhas para melhor visualizacao.

l——T———7———7—

0.3

0.6

xﬂ +2

0.4

0.2

Figura 2.3: Mapa F“(z,,) com r = 2,9, antes do dobramento de perfodo (linha
pontilhada) e com v = 3,3, depois do dobramento (linha cheia). O ponto fixo
z* é também ponto fixe de Fz,) (instdvel). Os outros dois sdo pontos fixos
apenas de F”(z,) (estdveis).
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no entanto, perde a estabilidade quando » > 3,449... [2]. Neste mesmo ponto,
uma Srbita estdvel de periodo 4 aparece, podendo ser deduzida a partir do
mapa F*(z,) = F*(F*(z,)). A partir dai as drbitas passam por seguidos do-
hramentos, perando ciclos de periodo 8,16, ... 2% . conforme o parfimetro
v & mudado. Esta mudanca qualitativa na dinamica do sistema, com criacio
(ou destruicao) de pontos fixos e mudanca de estabilidade € chamada de b
Jurcacao. No caso discutido, houve bifurcacao por debramento de periodo. Esta
seqiléncia de dobramentos é também chamada de easenta de dobramento.

Porém, o intervalo do parfimetro » em que um ciclo 2° & estdvel diminui
seometricamente com &, de forma que a distancia entre sucessivas bifurcacoes
atinge um valor limite dade por [2, 4):

T — Tr=1

§= lim —=—"=1 — 4 660, (2.4)
k=0 Tﬂ-}‘[ — T

Quando & — oo, v atinge um valor limite, r., = 3568750 (2], onde o ciclo
de periodo 2% com k& — oo aparece. Hsta constante foi derivada por Feigen-
baum |5] e é caracteristica de qualquer mapa unimodal, que sao mapas com
a mesma [orma do mapa logistico: curvas continuas com derivadas continuas
que apresentam uwm dnico méximo. Dobramentos de periodos também sio me
didos experimentalmente em sistemas fisicos, em especial citamos o oscilador
niao-linear forcado [6, 7], sendo o valor de & encontrade nos experimentos bas-
tante similar ao valor previsto teoricamente. Adiante veremos a importancia,
do uso de modelos simples como o8 mapas unimodais para o estudo de sistemas
cadticos.

Para um valor do parametro r > r,, a dérbita {z,} nao converge para um
ponte fixo nem para ciclos estdveis, mas tem um comportamento aperiddico,
nunca se repetinde. Temos entac uma seqiéncia cadtica. Para visualizar o
comportamento do mapa logistico em todo o intervalo 0 < v < 4 construimos

o diggrame de bifurcacdo, onde para cada valor de v sao plotados os valores de
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x,, (fig. 2.4).

0.8

0.6

0.4

0.2

FANRN TR TR NS T R N [T [N T N _— 3
3.9 3 031 32 33 34 35 36 37 38 39 4
¥

Figura 2.4: Diagrama de bilurcaciao do mapa logistico

Além da cascata de dobramento, vemos que existem janelas para
T > Te, onde o mapa gera seqiiéncias periodicas. A maior delas ocorre com
v, = 382841 .. . CQuando v ultrapassa este valor critico, surge um cicle de
periodo 3 eatdvel. O aparecimento desta janela pode ser explicade com o
mapa de F%(x.) (fig. 2.5). As interseces do grifico com a linha diagonal
sio solucdes de FP(z*) = 2*. Existem & aoluces, porém duas delas sio os
pontos fixos do mapa I'(x.). As outras seis estdo marcadas no grifico (ver
fig. 2.5). Os pontos marcados com circulos brancos sao pontos fixos instdveis
de F¥(x,); os marcados com circulos pretos sio estdveis e lormam o ciclo de
periodo 3 estdvel. (Como nos exemplos anteriores, e para todos os mapas
unidimensionais f(x), a estabilidade dos pontos fixes 2% é determinada por
fi(z®).)

Se plotarmos o grafico de F¥(z,) para r < r,, vemos que o8 seis pontos
fixos da figura (2.5) desaparecem (ver fig. 2.6). No exato valor de », o grafico

é tangente i diagonal e & neste instante que a janela de periods 3 & eriada.
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Temos aqui um exemplo de bifurcacae tangente.

1 ——r——r—

T T T

08

L&

F &)

0.2

0 P R R R S
0 0.2 0.4 0.5 0.8 1

X

Figura 2.5: Grafico de F°{x,,) para r = 3,84, na janela de periodo 3.

rs 1
0.8 R

0.5
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0.4
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0.2F

0 02 04 06 08 1

Figura 2.6: Grafico de F*(z,) antes e depois da bifurcacio tangente que d4
origem A janela de periodo 3.

Observando uma érhita no regime cadtico, com valor de v < #., vemos
uma seqiléncia com periodos de cscilacao semelhantes ao ciclo de periodo 3, in

terrompidos por win comportamento cadtice (fig. 2.7). A drbita apresenta um
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comportamento intermyitente. Trataremos com mais detalhes a intermiténcia

BN mapas nos proximos capitulos,

08 ‘jl

aF

% J T 3 T

n

0.4

L2

1 L 1 L | ;1 |
250 _ ?DD . 350 . 400
n (nimero de iteragdes)

Figura 2.7: lteractes do mapa logistico com v = 3, 826427, antes da janela de
perioda 3 {r, = 3,82841 .. ), apresentando comportamento intermitente. Os
pontos que representam as iteracdes do wmapa foram interligados por linhas
para melhor visualizacio.

2.3 Estudo de Sistemas Continuos com Mapas
Unidimensionais

0 estudo de um fluxo tridimenszional, e certos cagog, pode ger modelads por
um mapa unidimensional. Sistemas fisicos com varias dimensdes que apre-
sentam dobramento de periodo como rota para o caos podem ter toda sua
complexidade capturada por uma mapa unidimensional. Se o sistema for sufi-
cientemente dissipativo, mapas unidimensionais podem ser construidos a partir
de alguma erandeza extraida de séries temporais destes sistemas, comeo expli-
caremos a seguir. Mostraremos nesta secio como esta andlise pode ser feita
em gisternas matemdticos cadticos. No capitulo 5 esta técnica serd usada para

analisar um sistema [isico cadtico: o oscilador nao-linear forcado.
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2.3.1 Equacoes de Lorenz

Para ilustrar como o estudo de sistemas dindmicos continuos pode ser simpli

ficado com mapas unidimensionals, vejamos o zistema de Lorenz [8):

T = oly—z),
PR 2.5

2 = @y — bz

Ezte & nin modelo bastante simplificade que descreve turbuléncia convectiva,
em fluides, nsade para estudar o comportamento do clima. Em 1963 Lorenz
descobriu que para certos valores dos parametros as solucoes oscilam irregu
larmente, nunca se repetindo, mas sempre numa regiao limitada do espace de
faze. Descobriu ainda que condicoes iniciais pouco diferentes geram trajetdrias
fque se alastam exponencialmente.

O sistema de Lorenz possui as propriedades importantes necessirias
para que um sistema apresente caos: apresenta nao-linearidades nos termos
zz e zy e & nao-conservativo (dissipativo), ou seja, hd contracio de volume
no espaco de fase. No sistema de Laorensz, v ‘]? = (g + 1+ b) (caleulado
usando a equacido (1.13)), entdo dV/dl = —(o + 1 + 1)V com solugao V(t) =
V(0)e~ 7+ 6 qne mastra que V decresce exponencialmente com o tempo.

As equagoes de Lorenz possuem trés pontos fixos: a origem, que é ponto
fixe para todos os wvalores dos pardmelros, e dois oubros pontos
fixos, " e €, que existem quando r > 1 e sio estiveis no intervalo
1l <r <ryg = ”LE”_:F_HE?} (ref. (2], capitulo 9). Para valores de v > ry os
pontos fixos CF e € sio instdveis e ndo existem outros atratores (como
ciclos estdveis) nas proximidades. Porém as trajetdrias nao podem ser repeli
das para o infinito; mostramos que no sistema de Lorens sempre ha conbracio
de volume. As trajetdrias devem entdo manter-se em uma regiao limitada do

eapaco de fase, porém sem nunca e interceptar.
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Fara verificar qual seria o comportamento das trajetdrias, Lorenz in
tegron as equactes com os seguintes valores de parimetros: o = 10, b = g B
7= 28 lntegrando a partir da condicio inicial (z,y,2) = (0,1,0), obteve uma
aolugao que, apds wim fransiente, oscila irregularmente, de forma aperiodica
(fig. 2.8).

i

L ]
ot TP T

=30
0

Al |-

30 :
|

3

Figura 2.8: Solucio das equacoes de Lorenz para o = 10, b= 8/3er = 28 com
condigio icial (z,y, 2) = (0,1,0), integradas com algoritmo de Runge-Kutta
de quarta ordem.

Se plotarmos as trajetdrias z(t) wersus z(t), ohservamos um padrio
interessante, em forma de borboleta (fig. 2.9). Este € o atrator de Lorensz,
regiao do espaco de fase por onde viaja a trajetdria cadtica. Esta trajetdria
parte do ponto (0,1,0) e repetidamente espirala de um lade e do outre do
atrator, sem que se possa prever o niimere de voltas dadas em cada uma das

espirais.

2.3.2 Mapa de Lorenz

Lorenz percebeu que o nlimero de voltas dadas em cada lado do atrator es

tranho parecia depender do gquanto a trajetdria se alastava do centro da espiral.
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50

40

Figura 2.9: Atrator de Lorenz. Projecio no plano @z da solucio das equacies
de Lorenz com o = 10, b = 8/3 e v = 28 e condicao inicial (z,y, z) = (0,1,0).

Além disso, isso determinaria também quantas voltas seriam dadas na outra
eapiral. Isso quer dizer que wma caracteristica de uma volta poderia prever

esta mesma caracteristica da volta segninte (ref. [2], capitulo 9). (Ver fig.2.10.)

N7 —— 11
40
30
z

20+

10

L | L L L L
-30 -20 -10 0 10 20 30

Figura 2.10: Projecio do atrator de Lorenz no plano yz.
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A caracteristica eacolhida para analisar o movimento da trajetéria no
atrator estranho foi z,, o méximo local de z(1) (fig. 2.11). O valor de z,
deveria, prever o valor do préximo méximo, z..1. Para plotar este grafico,
basta integrar wma série temporal cadtica bastante longa, extrair os maximos

e construir um grifico de =, versus z.¢, 0 mapo de Lorenz (fig. 2.12).

[ T [ T T T T
=n+1
40} Zn -
301
z
204
| I
10- \1 —
| | 1 1
a5 50 35 &0 65
4

Figura 2.11: Solugio para z(t), mostrando os méximos locais.

Apesar de nao ser rigorosamente nma funcio, a curva é aproximada-
mente um mapa unidimensional e o valor de z,, pode ser usado para calcular
fl2.) = 2441, como fizemos com o mapa logistico. O mapa de Lorenz tem ape
nas um ponto fixo que representa uma drbita fechada. A estabilidade desta
grhita, & determinada por |f'(2)], como vimos nas segdes anteriores. Obser-
vando o grifico (fig. 2.12) vemos que [f(z)] > 1, o que implica que se existe
algum ciclo limite, este serd instdvel A construcac de mapas a partir de séries
temporais € bastante utilizada para estudar sistemas lisicos;, usaremos deste

artificio para analisar séries temporais de nm circuito eletrdnico cadtico.
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Figura 2.12: Mapa de Lorenz, obtido a partir dos méiximos locais de nma série
para z(t), com ¢ = 10, b = 8/3 e v = 28

2.3.3 Equacoes de Rossler

Outro exemplo bastante simples de um Juxo tridimensional que pode ser re

duzide a um mapa unidimensional & o ststema de Rdssler:

r = —y-—az,
v = z+ay, (2.6)
2 = b+z(z—¢),

onde a, e ¢ 550 parametros. Fixando ¢ = =0, 2 e variando o pardmelro ¢, o
sistemna  passa por bifurcacdes de dobramento de periode de ciclos
limites (fig. 2.13{a), (b) e (c)), gerando uma cascata de dobramentos como
no mapa logistico. Neste sistemna, porém, ha bifurcagio de ciclos, que ocorre
apenas em sistemas com trés dimensces ou mais. Apds a cascata de dobra
mento obtém-se o atrator estranho da figura (2.13(d)).

Usando o método de Lorenz para obter uma mapa a partir de nma.

série temporal do sistema, tomamos os valores méximos de z(t) para um valor



2.3 Estudo de Sistemas Continuos com Mapas Unidimensionais 26

10 T L B e R i L (R B R S . R |
S (a) | | _ (b)
OO
Lo 1L NS
A0 1||| I Is I |I| I ; I 1||1 10 1I|| I .Is I [I| I é I lIII
X X

Figura 2.13: Bifurcacces no sistema de Rissler; a = b = 0,2, O parametro ¢
tem valores (a) 2,5, (b) 3,5, (¢c) 4 e (d) 5.

de ¢ no regime cadtico e plotamos Zo.iufnt1] VETSUS Trugul. O mapa obtido
(fig. 2.14) & hastante semelhante ao mapa lagistico (ig. 2.1). Como no mapa
de Lorenz, a curva nac é exatamente uma funcao, mas se aproxima me um
mapa unidimensional. O diagrama de bifurcacio do sistema de Rassler pode
ser conatruido variando o parametro ¢ e plotando os valores dos mdximos de
z(t) para cada e (fig. 2.15).

Observamos no diagrama de bifurcacio correspondente um padrac
semelhante ao diagrama do mapa logistico (ver flg. 2.4) com a cascata de
dobramento e janelas periddicas. Isto era esperado pois o mapa de Lorenz

para o sistema de Riossler tem a forma de um mapa unimodal.
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Figura 2.14: Mapa de Lorenz para o sistema de Rassler, obtido a partir de
uma série temporal de z(t) com ¢ = 5.
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Figura 2,15 Diagrama de hifurcacio do sistema de Rassler.



Capitulo 3

Caos Intermitente

A mudanca de wm parimetro pode alterar qualitativamente as propriedades
dinamicas das drbitas de um sistema. Vimos no capitulo anterior como a
variacio do parametro v gera a cascata de dobramento do mapa logistico,
Topt = TZ.(1 — z,); apds infinitos dobramentos a drbita se torna cadtica.
Ezta é uma das possivels rolas pam o coos, ou maneiras através das quais o
sistema, passa de nm estado estdvel para nm comportamento cadtico. Apre
sentaremos neste capitulo a transicdo infermitente, originalmente classificada,
por Pomean e Manneville [9] e principal objeto de estudo nesta dissertacio.
Neata transicao, para valores do parametro v malores que v,., onde v, € o valor
critico do parametro onde ocorre a bifurcacio, a drbita é periddica. Parar < .
hi longas fages de win comportamento aparentemente periddico semelhante 4
érbita extinta, intermitentemente interrompido por fases cadticas (ver fig. 2.7).

A transicio intermitente para o caos estd presente em mapas unimodais,
como no mapa logistico, & também em sistemas mais complexos, come o sis-
tema de Lorenz [9]. Sistemas lisicos também apresentam caos intermitente,
como o oscilador nao-linear forgcado [10, 11], reacdes quimicas e conveccio de
fluidos [12).

Segundo Pomeaun ¢ Manneville, as intermiténcias podem ser classifi

28
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cadas como tipo-1, II ¢ IIT [9]*, dependendo de como o atrator periédico perde
a estabilidade. O mdédulo de um dos multiplicadores de Floguet, que determi-
nam a estabilidade de uma drbita fechada (ver secio 1.3), passa a ser maior
fue umn, iste pedendo ocorrer de trés formas: nm multiplicador real cruzando o
circulo unitdrio em +1 (tipe-1) ou em -1 (tipo-111); na intermiténcia do tipe-11,
doiz multiplicadores complexos conjugados cruzam o circulo unitdrio simul
taneamente (fig. 3.1). Nesta dissertacio exporemos a intermiténcia do tipo-l,
encontrada no circuite eletronico nic-linear estudade tedrica e experimental-

mente.

' Im A

1 0 i1 Re A

Fignra 3.1: Oz multiplicadores de Floquet, A;, podem afravessar o circulo
unitdrio de trés formas e cada uma delas origina um tipo de intermiténcia. Em
(+1) intermiténcia tipo-I, em (-1) intermiténcia tipo-III e se o multiplicador
for complexo, intermiténcia tipo 1L

3.1 Intermiténcia tipo-I

Fara ilnatrar com mais detalhes a intermiténcia do tipo-1, veltemos ao exemplo

da janela de periodo 3 do mapa logistico (secao 2.2). Vimos que o aparecimento

LOutros tipos da intermitdncia foram classificados apds Pomean a Mannaville, a sahar
tipo-¥ [13, 14], ¥ [15, 18] & on-afF [17].
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desta janela é explicado com a bifurcacac tangente da terceira aplicacao do
mapa logistico, F*(x): com a mudanca do parametro r, o grilico de F¥(z) se
torna tangente 4 linha diagonal e quando v = v, = 3 82841 | || sdo criados seis
pontos fixes, dos quais trés sio estdveis e dio orvigem a drhita de periode 3
(ver fig. 2.6).

Fara v = r, a drhita fem um corportamento intermitente: parece
visitar um cicle de periodo 3, interrompido por seqiéncias cadticas (ver fig.
2.7). Tsto é explicado observando-se uma Srbita tipica representada no mapa
F°(x) para um valor de v préximo & tangéncia (fig. 3.2). As iteradas sucessivas
se acumulam no cana! formado entre o mapa e a linha diagonal, gerando o que
chamamos de fase {gminor (fig. 3.3), em que a drbita parece ser periddica.
De fato, eatas iteradas sao muito prdximas dos extintos pontos fixos, o que faz
a fase laminar parecer estar visitando a drbita peridgdica. Apds sair do canal,
a 6rbita move se caoticamente pelo mapa até ser reinjetada em um dos trés

canais e dar origem a uma nova [ase laminar,

17—

U.H A /

0.6

3.
F(x)
0.4 -
7

0.2b ’ -
0 i | 1 | 1 | I | f
0 0.2 0. 0.6 08 1

X

Figura 3.2: Grafico da terceira aplicacao do mapa logistico, com parametro
de controle v = 3.82643, mostrands uma drbita que atravessa o canal ormado
pelo mapa e pela reta diagonal. O nimero de iteracdes que a drbita passa
dentro do canal determina o comprimento da fase laminar, {, que aumenta,
quando v —» v, = 3, 82841 ...
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Figura 3.3: Fases laminares no mapa logistico com v = 3, 8282, proximo &
bifurcacin tangente gque di origem a janela de periodo 3, { & o comprimento
daz fases laminares.

A equagao de nmn mapa tangente pode ser expandida em torno do ponto

de contato (ponto de tangéncia), gerando a seguinte relagao [18):

Tutl = Tu + &+ 2k, 2 par, (3.1)

chamada também de forma normal Esta equacao é vilida em um intervalo
¢ < x < ¢, fora dele o sistema realiza seqiiéncias de iteradas cadticas e é
reinjetade no intervalo por algum processo (ver fig. 3.5). O parametro de
controle £ determina agora o comportamento das drhitas. Para £ < 0 existem
doiz pontes fixos e o movimento é periddico; em £ — 0 a curva é tangente e

para £ > 0 temos caos intermitente (fig. 3.4).
Esta equacio de diferenca (eq. 3.1) pode ser aproximada pela equacio

diferencial:
dr
dt

L =
b g,

(3.2)

quands £ e ¢ forem sulicientemente pequencs. Neste caso a variacio de =
& pequena a cada iteracio e o tempo £ pode ser tomado como nmma varidvel

continua. A partir desta equacio podemos calenlar I, o comprimento da fase
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Figura 3.4: Grafico do mapa normal com intermiténcia do tipo I, z.41 =
T+ £+ o, Para £ < 0 existem dois pontos fixes, um instével e outro estdvel
¢ as drhitas do mapa sao periddicas. Em £ = 0 a curva € tangente & linha
diagonal, os pontos xos desaparecem gquando & = 0.

larninar, isto & o mimero de iteracoes para que a varidvel = saia do canal. O

valor de ! depende de ¢, a fronteira do canal, e de x,,, o valor inicial de x

dentro do canal (fig. 3.5). Integrando a equacio (3.2) para 2 = 2

[ n dx
. ) = dt = 3.3
@) .fm _LME, (3.3)

Hi) = é [ﬂ.]'ntﬂ.n (é) arctan (:{E)} _ (3.4)

obtemos:

3.1.1 Mlédia cdas fases laminares

Podemos calcular o valor médio de !, {{), que depende da distribuicio de
probabilidade de .., P(z,.), também chamada de distribuicdo de probobilidade
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xin

Figura 3.5: [teradas no canal formade pelo mapa e pela reta identidade. =z, é

o valor da primeira iterada dentro do canal, que tem largura c.

de reinfecao. A expressao para (I) &

{f) = j_ ) P i)l (24n) dTin.

-

Se houver igual probabilidade para qualquer valor de —e <

teremos [18):

o[ 14

reanltanda em:

arctan (%} — arctan (%} ‘ iy,

(0 = % arctan (%) 1

onde usamos Pz:,) = 1/2¢, de forma que P{z;,) é normalizada:

P{xi) dxs, = 1.

et 4

No limite v/ <= ¢, a equacio (3.7) fica:

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)
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No caso de z qualquer, mostra se que a lei de escala para ({) no limite
de & pequeno é [18]:
(1) o g~ =1, (3.10)

O expoente eritico v = (z—1)/z encontrads no cilculo de () caracteriza
entao a intermiténcia tipo-1. Este expoente foi encontrado em sistemas fisicos
nao-lineares; Jefries et al [10] (1982) observaram a transicio intermitente
para o cacs em um oscilador nac-linear forcado. Este oscilador é composto
por um indutor, um resistor e um diodo ligados em série e excitados por uma
tensao externa V(t) = Vigsen(wt). Usando Vi como pardmetro, Jeffries et al
[10] encontraram wma janela de periodo b e o expoente critico v = 0,43 para
(f).

Kim et al [19] (1994) mostraram que o expoente critico para (I} de
pende também de P{z,.), a distribuicao de probahilidade de reinjecao. LEm
muitos sistemas a probabilidade de reinjecic nac é uniforme, comeo [oi
assumido para calcular o expoente critice acima. Dependendo da [orma de
P(z,,.) podemos ter relagoes como —lne ou 7™, com 0 < v < 1/2. Em
um outro artige [20], Kim et ol (1997) verificam experimentalinente estes

expoentes.

3.1.2 NMeédia da variavel dinimica

Além da média das [ases laminares, a média de uma das varidaveis dinamicas
também pode ser utilizada para caracterizar uma bifurcagao. Este valor médio
muda com o valor do parametro de controle quando o sistema ge
aproxima de uma bifurcacao. Em sistemas fisicos, sinais cadticos ultra rapidos
podem ter seus valores médios capturados por detectores lentos, podendo-se
assimn prever a chegada de uma bifurcacio em siatemas experimentais apenas
observande o valor médio de um pulso castico. Tais ohservacoes ja foram

realizadas em lasers cadticos [22], em modelos para estes lasers (23] bem como
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para as bifurcacoes tangentes do mapa logistico [24].

No mapa logistico, o média da varidavel z & dada por:

(x) = ]ﬂﬁzmn; (3.11)

de 5. Clavalcante et al [24] (2000) fazem um estudo detalhado da variagio de
(x) com o parametro de controle ¥ no mapa logistico. Como ilustrado na fig.
3.6, a média da varidvel x, muda significativamente nas bilurcacbes tangentes

do mapa.

H
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Figura 3.6: Diagrama de bifurcacdo do mapa logistico. (a) diagrama das
iteradas z, do mapa; (b) diagrama da média da variavel ., {z), calculada
com 107 iteradas do mapa e 2000 passos no valor do parimetro de controle r.
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Podemos encontrar expoentes criticos para (x) préximo as bifurcacoes

ajustando as médias calculadas numericamente 4 equacio [24):

() (r) = {ws) + A1l — exp[~&(r; — )"}, (3.12)

onde (z,) ¢ o valor médio de z,, apds a bifurcagdo e ! o valor critico do
parametro v na bifurcacao da janela de periodo ¢ estes valores sdo retirados
dos dados numéricos. As outras constantes, A,, £ e [, sio escolhidas para
melhor ajuste & curva calenlada numericamente. Reproduzimos neste trabalho
cdleulos semelhantes aos feitos na referéncia [24] para os expoentes criticos das
bifurcactes tangentes de periodo 3, 5 e 7 do mapa logistico. O3 expoentes
criticos G encontrados nos trés casos foram de aproximadamente 0,5, como
mostrado na figura (3.7). Os valores das constantes A, & e [, naados estio na

tabela (3.1).
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Figura 3.7: Diagrama de bilurcacio da média da varidvel =, do mapa logistico
com ajuste da equacio (3.12). (a) janela de periodo 3, (b) janela de periodo 5
e (¢) janela de periodo 7. Em todos os casos o expoente critico é F~ 0,5
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janela 3 | janela 5 | janela 7
A, 00617 | 0,01783 | 0,00249
£ | 65,3539 | 164,033 | 12324
B | 0477 0,479 0,523

Tabela 3.1 Constantes usadas no ajuste da equaciao 312 para as médias de
T nas janelas de periodo 3,5 e 7 do mapa logistico,

Além do comportamento critico da média das iteradas do mapa lagiatico,
ohaervamos que esta média oscila com uma fregiiéncia que diminui guando a
bifurcacan se aproxima [25] (ver figura (3.8(a))). Esta oscilacio [ol encon-
trada em outros mapas que apresentam bifurcactes tangentes [26] e também
em sistemas continues com intermiténcia tipo-1 [23, 26). A origem destas os
cilagoes é discutida por de 8. Cavalcante et ol na referéncia [27] e estas podem
ser utilizadas, junto com o comportamento mondtono da média, para prever
comportamentos criticos de sistemas.

Para analisar o efeito do ruido externo na oscilacao na média da varidvel,

construimos o seguinte mapa.

Tnp1 = 12,1 — x,) + dE, (3.13)

fque é o mapa logistico na presenca de rmide, representade por £, uma varidvel
alealdria com:
& = 0
(Eabm) = Bam

(3.14)

Realizamos cdleulos numéricos com 2 = 107 iteractes do mapa da
equacio (3.13). A média de ., com d = 0, d = 1077 e d = 1077 fai cal-
culada. Na figura (5.8) vemos que as oscilaces 8o destruidas na presenca do
ruido externo. A ohservacio destas oscilagtes em sistemas experimentais pode

entao ser dificultada, pois a presenca de ruido é inevitdvel em sistemas lizsicos.
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Figura 3.8: Diagrama de bifurcacio da média da varidvel =, do mapa logistico
na janela de periodo 7: ({a) média calculada sem ruido externo, (b) média
calculada com amplitude do ruido externo d = 10 7 e (¢) d = 10 %, mostrando
como as oscllactes sdo destruidas com o auments do nivel do roido externo. Na,
referéncia [27], de Cavalcante et of fazem estudo semelhante para as oscilactes
de wm mapa linear por partes com intermiténcia do tipe-l.



Capitulo 4

Oscilador Eletronico Nao-linear

Forcado

4.1 O circuito RLD

O circuito composto por um resistor (R), wmn indutor (L) e um diedo (D)) foi
umn dos primeires sistemas usados para mostrar que sistemas fisicos cadticos
apresentando dobramento de periodo em sua dindmica tém o comportamento
universal demonstrado por Feigenbaum [5, 6. Além da cascata de dobra-
mento, este sistema apresenta janelas periddicas |7|, caos intermitente tipo-I
[10] e tipo-TIT [28] e crise [24]. Isto fez com que ele se tornasse um sistema
bastante utilizado para demonstrar experimentalmente os expoentes criticos

das estatisticas das intermiténcias tipo-I [20, 21] e tipo-III [11].

4.2 Modelo para o circuito RLD

No modele matemdtico para o circuite BLD proposte por Van Buskirk e Jel
fries [30], a caracteristica do diodo responsdvel pela comportamento cadtico
do cirenite é a dependéncia nac-linear da capacitincia da juncao p — % com a

tensao aplicada.

39
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A difusao de elétrons e buracos na juncao p—n gera um acimulo de car
gas nao compensadas (a chamada zona de deplecdo ou transicdo), resultando
em uma diferenca de potencial ©. A capacitancia resultante desta carga acu-
mmlada é chamada de capacitincia de juncio, que depende da tensio aplicada,

V' e pode ser calculada a partir da equacio para a capacitancia diferencial [31):
i

= 4.1

[EW 1 (4.1)

reanltando na seguinte expressac para a capacitancia de difusao, €, [30]:

C;(V) = Cj (l - %} o : (4.2)

onde O depende das dimensdes da juncio e da constante de difusio dos
portadores minoritdrios. A capacitdncia de difusao, C';, ¢ dominante quando
a juncac eatd reversamente polarizada. Na polarizacio direta as injecdes de
buracos na regiao # e de elétrons na regiao p criam um acimule de carga
maior do que aquele gerado pelo processo de difusao. A chamada capaciténcia
fe actmato de comge & dominante na polarizacao direla, com expressao dada
por [30]:

Cy= Cpe™*, (4.3)

onde ¢ = &1'/e e Cyy & uma constante que também depende das dimensdes da
Juncao e da constante de difugio dos portadores.
O diodo & entdo modelado por uma capacitincia diferencial, C'(V) =

C; + C4, e por uma fonte de corrente [30]:
Ip=To [e"/® 1], (4.4)

As equacoes de movimento para o circuito RLD forcado por uma tensao

externa V, podem entao ser escritas usando-se as leis de Kirchoff para o circuito
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Figura 4.1: (a) Esquema do circuito RLD. (b) Esquema com modelo para o
diodo. Todas as resisténcias do circuito estao representadas por A.

representado na figura (4.1(bh)):

: Vu(@)-RI-V
T R

V= L (4.5)
= w.

Integrando este sistema, obtemos séries temporais para a corrente [ e

a tensao V no diodo (lig. 4.2), esta dltima podendo ser comparada com os

dados experimentais apresentados na figura (5.2). Optamos neste trabalho por

analisar nmn maodele simplificads para o cirenite RLL), também proposto por

Van Buskirk e Jeffries [30]. O sistema (4.5) j4 foi estudado numericamente por

de 3. Cavalcante [26] (2003).

Podemos reescrever o sistema de equagdes (4.5), calenlando a carga na
Juncio:

oV) =J, cvyav o

= ¢Caled — 1)+ 20C, (1-/1- %), 4.0

pate sistema de equacoes pode ser entdo reescrito na forma de uma equacao

para um oscilador forcado com amortecimento [30]:

i+ alg)g — fg) = Agsen(wt), (4.7)



4.2 Modelo para o circuito RLD 42

= (a)
Bk -
Py
A
— .
=N
ik
1] o2 nom (1N 15]
0oz . , . , .
001% (b)
= 001 '
=2 poos |
. i
i Ii il
0005 ) X ) | )
1] 0.002 (.004 00,006

tempo (s)

Figura 4.2: Séries temporais da (a) tensio e da (b) corrente para o cirenito
RLD calculadas numericamente com as equagoes (4.5). A série temporal para
a tengao no diodo é semelhante & série experimental (ver fig. 5.2). Séries
caleuladas com A =906} L = 10mH, V = iV e f = 14kH=.

onde alg) é o coeficiente de amortecimento nao-linear:

R 1 aI
alq) 7! Clgav (4.8)

e f(q) é a forca restauradora:
1@ = —7 V(@) + RV (@)). («.9

Segundo Van Buskirk e Jeffries [30], a simplificacio desta equacio,
fazendo alg) — constante, —f(g) — 1 + &% e w —+ 1, daria uma idéia
aproximada do comportamento cadtico do circuito RLD. Temos entao a equacao

diferencial ordindria para a carga ¢ na juncio:

§+ ag + e? — 1 = Agsen(t), (4.10)
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ou o correspondente sistema de equacoes, fazendo § = I

I = —al —e 41+ Agsen(0),
i - I (4.11)
0 =1

Usaremos a partir de agora este modelo simplilicado para estudar o caos
intermitente no circuito RLD e investigar os expoentes criticos para as médias
az fages laminares e da varidvel dinamica do zistema.

Para determinados valores dos parametros a e Ay, que representam,
reapectivamente, o amortecimento e a amplitude da forca externa, temos com-
portamento cadtico, como mostrado na figura (4.3).
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Figura 4.3: Séries temporais da (a) corrente e da (b) carga para o sistema de
equacdes (4.11), calculadas numericamente com ¢ =10,75 e Ay = 14,0

Como foi feito com o fluxo de Roéssler (fig. 2.15), podemos construir
um diagrama de bilurcacio para este modelo. Fixamos o valor de a = 0,75
e variamos o parimetro Ay Para cada valor de Ay caleulamos uma série
temporal longa e extraimos oz maximos de ¢(t). Esses méximos siao plotados

em fungao de Ag; construimos assim o diagrama de bifurcacao (fig. 4.4) parao
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modelo simplificado do circuito RLD (eq. 4.11). No intervalo 8, 0 < 44 < 20,0

podemos observar dobramento de periods e janelas periddicas.

Figura 4.4: Diagrama de bifurcacao para os méximos de ¢(f) com a = 0,75,
calculados a partir das equactes simplificadas para o circuito RLD {(eq. 4.11).

Existe uma janela de periodo 5 quando Ay ~ 12,24 (ver fig. 4.5). Para
verificar se & nma bifurcacio tangente que da origem a esta janela, construimos
o grafico da quinta iterada dos méximos locais de ¢(t) para um valor de Ag
um pouco antes da janela (fig. 4.6), ainda no regime cadtico.

() mapa se aproxima bastante de wma curva unidimensional o que
mostra que o valor de o fol convenientemente escolhide para que o sistema.
agja altamente dissipative, perando wm mapa associade unidimensional. No
valor critico de Ay = A, = 12,22528 o mapa é tangente e para Ay > A o
sistema bilurca para a janela de periodo 5. Vimos no capitule anterior que bi-
furcacoes tangentes dao origem & intermiténcia do tipo I. Esta é caracterizada
pelo expoente critico v = 1/2 no cdleulo de (1), o comprimento médio das fases

laminares.
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Figura 4.5 Janela de periodo 5 no diagrama de bilurcacio para o modelo
simplificado do circuito RLD (a=0,75).
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Fignra 4.6: Mapa da quinta iterada dos maximos de g{t) com a = 0,75 e
Ay — 12,1, préximo a janela de periede 5. Os pontos azuis representam os

méximos de g(¢) apés a bifurcacao, com 4, = 12,24,
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Podemos entao calcular (I} para verificar a relagho caracteristica

{{) ~e Y2 Para adimensionalizar o parametro de controle, fazemos:
(4.12)

desta forma a bifurcacio ocorre quande Ay, = A, ou £ = 0 ¢ o sistema estd
no estado cadtico quando Ay < A, ou = = 0. Para cada valor de Ap uma
aérie temporal é calenlada e cerca de 8000 maximos sio extraidos desta série.
O comprimento das fases laminares é entao caleulado contando-se gquantos
maximes estao no canal formado pelo mapa da quinta iterada e a reta diagonal
(fig. 4.6), on sgja, quantos maximos estio na fase laminar da série cadtica (fig.

4.7). O valor médio de ! é obtido fazendo se a média simples para cada valor

do parimetro Ay

{ E} . soma dos comprimentos das [azes laminares E i J.SJ

numers de fazes laminares
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Figura 4.7: Maximos de g(¢) préximo a janela de periodo 5 com Ay = 12,223
ea=107h{¢& o comprimento das fases laminares.
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Na figura (4.8) mostramos os pontos calculades numericamente e o
ajuste de wma reta na escals log—log. O expoente critico neste cazo édp = 0,51,
hastante proximo do previsto pela teoria para a média das [ases laminares.
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Figura 4.8; Média das fases laminares préximo a janela de perfodo 5. A
hifurcacao ocorre em A, = 12, 22528 e o expoente critico ¥ = 0,52,

Também investigamos a média da varidvel ¢(¢) (média do fluxo) préxime
i biturcagio da janela de periodo 5. Usamos a expressio empirica para ajuste

da média da varidvel [26):

(@) (Ao) = bi {1 — exp[—ba(Ac — A0)]} + ba(Ac — Ao) + (g)e, (4.14)

onde (). é o valor médio da varidvel ¢ na janela de periode 5 e A, é o valor
do parametro Ay onde ocorre a bifurcacao. Conseguimos melhor ajuste com
oa coeficientes & = 0,15047, b, = 35,6741, by = 1,8U278 ¢ expoente critico
£ = 0,526, como mostrade na figura (4.9). Observamos também que esta
média apresenta as osacilagies caracteristicas da intermiténcia tipo-1, discuti-
das no capitule anterior. Por estarem presentes neste modelo tedrico para o

circuito RLD acreditamos que seja possivel encontrar estas oscilacoes experi
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mentalmente.
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Fignra 4.9: Média da varidvel ¢(f) proximo a janela de periodo 5. A bifurcacio
ocorre em A, = 12,22528. Conseguimos o melhor ajuste com a equagin (4.14)
naando o expoente critico § — 0,526, Ohservam-se fambém as oscilagtes
presentes em bifurcagoes do tipo L.



Capitulo 5

Experimento

5.1 Experimentos com o circuito RLD

Fara realizar o experimenta com o circuito RLI) nsamos win resistor R=47(),
um indutor L=100mH e um diodo 1NAGOT licados em série a wmn gerador de
funcoes HP3324A com impedancia de saida de 500} (fig. 5.1). Com estes ele-
mentos o citenito tem freqiléncia de ressondncia de aproximadamente 210kHz
no regime linear, ou seja, com valores baixos de Vi, a amplitude do sinal de

entrada. O gerador excita o circuito com uma onda senoidal do tipo:
Vi(t) = Visen(2r ft) + Vg, (5.1)

onde V; € a amplitude e f a freqiiéncia da onda e V4., ¢ uma tensao continua
que pode ser adicionada ao sinal de entrada. A amplitude Vy, a fregiiéncia f
on o nivel de offset podem ser usados como parametro de controle para gerar
diagramas de bilurcacio do circuito.

FEacolhemos a tensio lida no diode, V(#), como varidgvel dindmica do
sistemna. [sta tensao foi capturada usando um seguidor de tensao (ver fig. 5.1).
A série temporal para V(1) era visualisada em nm osciloscdpio e adquirida por

uma placa conversora analdgico/digital CS8012A Gagescope com nma taxa

49



5.1 Experimentos com o circuite RLD 50
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Figura 5.1: Diagrama do circuito RLD com seguidor de tensao.

de amostragem de 20MHz. Devido ao limite de tensio de entrada da placa
Gagescope ser de £5V, nusamos um divisor de tensao para diminuir V' (¢), sendo
seu valor na entrada da placa de %V(f]

Um computador pessoal foi usado para controlar o gerador de funcoes
g para enviar um sinal para a placa Gagescope a cada instante em que o sinal
devesse ser adquirido. Desta forma antomatizamos todo o processo para gerar
o diagrama de bifurcacao. A cada passo no parametro de controle escolhido
(Vo, f ou Vg, uma série temporal para V(t) com cerca de 10* pontos é
capturada pela placa Gapgescope e armazenada em um arvquivo. O tempo
entre wma agquisicas e outra é de 23, tempo suliciente para que se eliminem os
transientes e também para que o arquive seja gravade. Estes arquivos aao entio
tratados por um programa de computador que extrai os maximos locais das
séries temporais (fig. 5.2) e cria o diagrama de bifurcacio. Nas figuras (5.3) e
(5.4) ohservamos diagramas de bifurcacio experimentais para o cirenito RLD
em que a amplitude V; e a fregiéncia f da tensdo de entrada foram usados
como parametro de controle. Cascatas de dobramento de periode e janelas
periédicas podem ser vistas nos dois diagramas, como esperado.

Um comportamento intermitente foi encontrade préximo a wma janela
de periodo 6, com V=23V, V 4..—~0V e freqiiéncia critica do sinal de entrada

préxima de 96,206kHz, Para ilustrar a intermiténcia, extraimos os maximos
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Figura 5.2: Série temporal cadtica tipica do circuito RLD com Vp = 2,3V ¢
f = 98kHz (experimenta).
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Figura 5.3: Diagrama de bifurcacao experimental dos méximos locais de V(1)
para o circuito RLD. Com §f = 100kHz e V, 4. = 0V a amplitude do sinal de
entrada Vg foi nsada como parfmetro de controle e variada de 1,82 a 2,5V,
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Figura 5.4: Diagrama de bilurcacio experimental dos méximos locais de V(1)
para o circuite HLD. Com Vy = 2,3V e Vg = 0V a [reqiencia [ ol usada
como pardmetro de controle e variada de 80 o 130kHz.

locals de uma =érie de V() préximo i bifurcaciao e plotamos no grafico da
fipura (5.5). Ohservamos o comportamento intermitente, com longas fases
periddicas interrompidas por seqiiénciag cadticas. Para verificar o tipo desta
intermiténcia, constrnimos o mapa de retorno dos méximos locais de V(1)
préximo & bifurcacao, com f = 96klz (ver fig. 5.6). O mapa dos méximos V,
versus Vi,4q € tangente a reta diagonal, o que nos mostra que a intermiténcia
é do tipo-l.

Verificamos também a relacao (I) oc £71/% para a intermiténcia do tipo
I. PPara cada valor do parimetro f, a Iregiéencia do sinal de entrada, cerca
de 4000 méximos locais de V{t) foram extraidos e o comprimento das fases
laminares { (ver fig. 5.5) caleulado usando um programa de computador.

&

Ajustando os pontos experimentais com a curva (I} o 7 obtemos

= 0,479, valor bastante préximo do previsto pela teoria.
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Figura 5.5: Maximos de wimna série temporal experimental de V(t) do circuito
RLD com V, = 2,3V, V5. = 0V ¢ f = 806, 266kHz proximo & bifurcacio para
janela de periodo 6 mestrande comportamento intermitente e o comprimento
de alguimas fazes laminares, {
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Figura 5.6: Mapa experimental do préoximo sexto maximo extraide de uma
série temporal de V(#) com V; = 2,3V, Vg = 0V e f = 96kHz, préximo a
hifurcacao que ocorre em f. = 96,206kHz. O mapa € tangente a reta diagonal,
0 gue mostra que a inlermiténcia é do Lipo-1.
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Figura 5.7: Média das fases laminares préximo da janela de periodo 6. A
bifurcacio tangente ocorre em f, = 96206, 6658Hz. Os pontos =30 dados exper-
imentais e a reta & o ajuste com inclinacio v = 0,479



Capitulo 6

Conclusao

Neata dissertacio estudamos o caos infermitente em sistemnas matematicos e
também em sistemas fizicos. Além disso fizemos uma breve revisao de alguns
conceitos da dindmica nac-linear e do cacs noa primeiros capitulos.

Este trabalho ¢ uma continuacdo do estudo do cacs intermitente
realizado no Laboratdrio de Dinamica de Lasers do Departamento de Fisica da,
Universidade Federal de Pernambueo. Conseguimos reproduzir aqgui resulta-
dos conhecidos na literatura para as médias das fases laminares e de varidveis
dindmicas.

Sistemnas cadticos foram analisados principalmente com a construcao de
mapas de retorno a partir de séries temporais calculadas numericamente ou de
séries experimentais. Estes mapas foram construidos com o8 mdximos locais
destas séries, sendo estes extraidos com programas de computador. Esta é
uma ferramenta poderosa no estudo do caos pois reduz wm sistema com vérias
dimensoes a nm mapa anidimenaional.

Com nma montagem experimental bastante simples pudemos estudar
as eatatisticas da intermiténcia do tipo-T em uwm cirenito eletrénico. Nao en-
contramos neste circuito comportamento intermitente do tipo 11, Nossa in
tencao no inicio dos experimentos era ohservar as oacilacoes nas estatisticas

da intermiténcia tipo-1 encontradas numericamente por Huge [ 1D de 5.
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Clavalcante durante seu doutoramento no Laboratério de Dindmica de Lasers,
porémn 24 conserujmos reproduzir tais oscilactes em calculos numéricos do
mapa logistico e do modelo para o circuite RLD.

Oz dados experimentais podem ainda ser melhorados, sendo necessdrio,
para tanto, diminuir o ruide presente no experimento. Acreditamos que a
presenca do ruido pode dificultar o aparecimento das cscilagoes, como verifi
camos numnericamente no mapa logistico. BEsperamos que o trabalho realizado
até aqui seja uma motivacio para que continuemos a investigacic proposta

inicialmente para este trahalho.
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