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RESUMO

Modelos de fração de cura são amplamente utilizados para analisar dados de tempo até o

evento em contextos nos quais parte dos indivíduos nunca experimenta o evento de interesse.

Este trabalho tem como objetivo desenvolver o modelo de fração de cura log-simétrico sob

diferentes esquemas de ativação que combina diferentes mecanismos latentes relacionados

à ocorrência da cura generalizando o trabalho de Rocha, Medeiros e Valença (2022). De-

senvolvemos um método de estimação dos parâmetros baseado na verossimilhança marginal

avaliando o comportamento dos estimadores baseado no viés relativo, desvio padrão e raiz

do erro quadrático médio via estudo de simulação de Monte Carlo. A classe das distribuições

log-simétricas, que inclui modelos assimétricos, estritamente positivos e com diferentes com-

portamentos de cauda, como por exemplo a log-normal e a log-t-Student, foi utilizada para

modelar os tempos de vida dos indivíduos suscetíveis ao evento. Um estudo de simulação para

avaliar o desempenho do resíduo proposto via resíduo Cox-Snell global para identificação de

má especificação foi realizado considerando diferentes especificações incorretas do modelo.

Por fim, a modelagem proposta foi aplicada a dados reais em estudos clínicos.

Palavras-chave: Análise de sobrevivência; Esquemas de ativação; Fração de cura; Modelos

log-simétricos; Resíduos de Cox-Snell.



ABSTRACT

Cure fraction models are widely used to analyze time-to-event data in contexts where part

of the individuals never experience the event of interest. This work aims to develop the log-

symmetric cure fraction model under different activation schemes that combine different latent

mechanisms related to the occurrence of cure, generalizing the work of Rocha, Medeiros e

Valença (2022). We developed a parameter estimation method based on the marginal likeli-

hood, evaluating the behavior of the estimators based on relative bias, standard deviation, and

root mean squared error through a Monte Carlo simulation study. The class of log-symmetric

distributions, which includes asymmetric, strictly positive models with different tail behaviors,

such as the log-normal and the log-t-Student, was used to model the survival times of individ-

uals susceptible to the event. A simulation study to evaluate the performance of the proposed

residual using the global Cox–Snell residual for identifying misspecification was carried out

considering different incorrect specifications of the model. Finally, the proposed modeling was

applied to real data from clinical studies.

Keywords: Activation schemes; Cox–Snell residuals; Cure fraction; Log-symmetric models;

Survival analysis.
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1 INTRODUÇÃO

Em muitas áreas do conhecimento, surgem casos práticos no qual o interesse de uma pes-

quisa está no tempo até a ocorrência de um determinado evento (falha). A área da estatística

que estuda esse tipo de caso é denominada análise de sobrevivência (ou confiabilidade). O

evento de interesse pode variar conforme o contexto. Na engenharia, o evento de interesse

geralmente se refere à ocorrência da falha de um determinado dispositivo, como, por exemplo,

uma geladeira parar de funcionar. Já na área da saúde, o evento de interesse pode ser, por

exemplo, a morte de um paciente, a detecção de um tumor cancerígeno, a interrupção do

funcionamento de algum órgão, a remissão de uma doença ou a sua cura.

É crucial definir o evento de interesse com precisão para obter as informações desejadas.

Por exemplo, no caso da geladeira, o evento pode ser definido como a paralisação completa do

funcionamento ou como a redução, até certo ponto, da capacidade de preservar os alimentos,

mesmo que ainda esteja operando. No caso do paciente, a falha pode ser a necessidade de

iniciar uma diálise de emergência devido à falência renal aguda ou uma diálise decorrente de

falência renal crônica, em que a perda da função renal é lenta, progressiva e irreversível. Nesse

sentido, Nelson (2009) discute diferentes abordagens para a definição do evento de interesse

no contexto de falhas.

Na análise de sobrevivência, a natureza dos dados desempenha um papel importante. Eles

podem ser classificados como dados completos, quando o tempo exato até a ocorrência do

evento de interesse é conhecido, ou como dados incompletos, quando há presença de censura. A

censura ocorre quando se dispõe somente de informações parciais sobre o tempo até o evento,

o que pode resultar de limitações orçamentárias, tempo insuficiente de acompanhamento,

perdas durante o seguimento ou do próprio delineamento do experimento.

Na presença de censura, métodos estatísticos usuais de inferência que desconsideram o fato

de que as observações são parciais não são recomendados, pois podem resultar em estimativas

enviesadas e na perda de informação. Nesse sentido, o entendimento adequado da censura

é essencial para que essa informação seja corretamente incorporada ao modelo estatístico. A

censura pode ser classificada como censura por intervalo, quando não se sabe exatamente

quando o evento de interesse ocorreu, mas sabe-se que ele ocorreu entre dois momentos

específicos. Por exemplo, em exames médicos periódicos, um paciente pode não apresentar

sinais de uma doença em um exame, mas ser diagnosticado na consulta seguinte. Nesse caso,
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o tempo até contrair a doença está compreendido entre os dois exames, mas é desconhecido.

Dois casos particulares de censura por intervalo são a censura à esquerda, que ocorre quando

não se sabe exatamente o momento em que o evento de interesse aconteceu, mas sabe-se que

ele ocorreu antes do tempo registrado no estudo, e a censura à direita, quando também não

se conhece o momento exato do evento, mas sabe-se que ele ocorreu após o tempo observado.

Além dessa categorização, a censura à direita pode ser subdividida em três tipos. Na censura

do tipo I (ou censura por tempo), onde define-se um tempo máximo de observação, e todas as

unidades que não apresentarem o evento até esse ponto são censuradas nesse tempo máximo;

censura do tipo II (ou censura por falha), onde se estabelece, a priori, um número fixo de

eventos a ser observado e ao atingir esse número, as demais unidades que não apresentaram o

evento de interesse são censuradas no tempo em que a última observação apresentou o evento.

Já na censura aleatória, o tempo até o evento de interesse é interrompido devido a fatores não

controlados, impedindo a observação do evento. Por exemplo, em um estudo sobre o tempo

até a morte de pacientes com câncer submetidos a um novo tratamento, um paciente que

falece em um acidente de carro tem o tempo de observação censurado, pois sua morte ocorreu

por uma causa não relacionada ao evento de interesse. Para mais detalhes sobre os tipos de

censura, ver Colosimo e Giolo (2006) e Nelson (2009).

Algumas suposições sobre o mecanismo da censura são comumente adotadas, uma delas é

o esquema de censura aleatória, na qual cada observação censurada na amostra tem taxa de

risco igual à de uma observação não censurada. Uma suposição menos restritiva, que decorre

da anterior é a de censura independente, em que, dentro de qualquer subgrupo de interesse

da amostra, por exemplo, tratamento e controle, a censura é aleatória, ou seja, condicional

ao subgrupo, a taxa de risco de uma observação censurada é igual à de uma observação não

censurada. Por fim, considera-se a hipótese de censura não informativa, segundo a qual os

tempos de censura e os tempos completos são independentes entre si, isto é, informações

sobre um não fornecem qualquer conhecimento sobre o outro. Essas suposições são abordadas

detalhadamente em Kleinbaum e Klein (1996) e Kalbfleisch e Prentice (2011).

Para além das suposições sobre o mecanismo da censura, é necessário também fazer supo-

sições sobre a distribuição dos tempos das observações não censuradas. Em muitos modelos

estatísticos, assume-se a normalidade da variável de interesse. No entanto, essa suposição é

frequentemente inválida, devido à, por exemplo, assimetria dos dados ou fato de os dados

serem estritamente positivos, ou negativos. Uma possível alternativa, nesse caso em que os

dados são estritamente positivos e assimétricos, é utilizar a distribuição log-normal que é
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amplamente conhecida na modelagem de dados assimétricos (JOBE, 1989).

Porém, a distribuição log-normal é apenas uma das possíveis alternativas e pode não

ser adequada em situações, por exemplo, em que os dados apresentam bimodalidade. Nesse

sentido, visando abranger um maior número de casos reais, a suposição de normalidade da

variável de interesse, ou dos erros aleatórios, pode ser substituída pela suposição de que a

distribuição pertence à classe de distribuições log-simétrica (LS). Essa classe é adequada para

modelar dados estritamente positivos e assimétricos, podendo acomodar características como

bimodalidade e caudas mais leves ou mais pesadas do que as da distribuição log-normal.

O primeiro trabalho com o intuito de caracterizar a classe de distribuições LS foi realizado

por Seshadri (1965), que estudou algumas de suas propriedades e demonstrou que uma condi-

ção necessária e suficiente para a existência dessa classe é que a distribuição do seu logaritmo

seja uma distribuição simétrica. Posteriormente, Jones e Arnold (2008) propuseram uma nova

classe de distribuições que são simultaneamente log-simétricas e R-simétricas, denominada

classe duplamente simétrica. Vanegas e Paula (2016) detalharam as propriedades estatísticas

da classe LS, derivando medidas de interesse baseadas em quantis, bem como as expressões

das funções geradoras de densidade e de sua derivada para diversas distribuições pertencentes

à classe, além disso, também propuseram métodos de estimação tanto no contexto clássico

quanto no bayesiano para várias dessas distribuições. Já Paiva (2020) discutiram uma versão

discreta da classe log-simétrica, abordando suas propriedades e métodos de estimação clás-

sica. Por sua vez, Saulo et al. (2022) apresentaram um modelo de regressão quantílica baseado

em uma reparametrização da classe LS, denominada classe log-simétrica quantílica. Posteri-

ormente, Cunha, Divino e Saulo (2022) e Cunha, Divino e Saulo (2024) utilizaram essa classe

em modelos Tobit quantílico e de regressão quantílica zero-ajustada, respectivamente. Já Vila

et al. (2023) estenderam a classe LS para o caso bivariado, apresentando suas propriedades e

a estimação dos parâmetros sob a abordagem clássica.

A construção da classe de distribuições LS é realizada por meio da transformação exponen-

cial de uma variável aleatória pertencente à classe das distribuições simétricas. Essa aborda-

gem abrange diversas distribuições para dados positivos assimétricos como casos particulares,

tais como: log-normal, log-t-Student, Harmonic law, Birnbaum-Saunders, Birnbaum-Saunders-

t, Birnbaum-Saunders generalizada, log-normal contaminada, log-exponencial-potência, log-

slash, entre outras (VANEGAS; PAULA, 2016).

O conceito de log-simetria dessa classe pode ser compreendido em termos da propriedade

de fechamento sob reciprocidade, ou seja, uma variável aleatória que possui a mesma distri-
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buição que sua recíproca, pertence a classe LS. Essa característica é uma das propriedades

fundamentais da classe, conforme demonstrado em (SESHADRI, 1965), (JONES, 2008) e (VA-

NEGAS; PAULA, 2016). Outra propriedade importante é que um dos parâmetros da distribuição

pode ser interpretado diretamente como a mediana, sendo, portanto, o parâmetro de locação

da distribuição. Essa interpretação é particularmente útil, pois a mediana é uma medida de

tendência central mais robusta do que a média na presença de outliers.

Um dos pressupostos básicos da análise de sobrevivência é que, dado tempo suficiente,

todas as observações eventualmente apresentarão o evento de interesse. No entanto, esse

pressuposto pode não ser válido em diversas situações. Por exemplo, se o evento de interesse

for a recidiva de uma doença, um paciente curado terá um tempo até a recidiva infinito, o

que, na prática, significa que o evento nunca será observado. Com o objetivo de contemplar

cenários em que uma parcela da população jamais apresentará o evento de interesse, foram

desenvolvidos, inicialmente na área da saúde, os modelos de fração de cura (ou modelos de

longa duração). Posteriormente, essa abordagem foi aplicada em diferentes áreas, recebendo

outras denominações: na engenharia, são conhecidos como modelos de vida com população

de falha limitada (MEEKER, 1987); e, na economia, como modelos de população dividida

(SCHMIDT; WITTE, 1989).

O primeiro modelo de fração de cura, conhecido como modelo de mistura, foi introduzido

por Boag (1949). Nesse modelo, proposto no contexto da terapia para câncer de mama, a

população é dividida entre curados e não curados, por meio de uma variável binária indicadora.

Outro modelo amplamente utilizado é uma extensão do modelo de riscos proporcionais de cox

(COX, 1972), adaptado para incorporar a fração de cura. Trata-se do modelo de tempo de

promoção, proposto e desenvolvido por Tsodikov, Yakovlev e Asselain (1996) e Chen, Ibrahim

e Sinha (1999). Neste modelo é incorporada uma estrutura hierárquica, na qual assume-se

que uma observação poderá apresentar o evento de interesse se for exposta a pelo menos

um fator latente causador do evento. O número desses fatores segue uma distribuição de

Poisson. Caso a observação não esteja associada a nenhum fator, ela é considerada curada.

Cada fator latente possui um tempo próprio até atingir um determinado limite e, então, causar

o evento. Para as observações suscetíveis (ou seja, com pelo menos um fator), o tempo até o

evento corresponde ao mínimo dos tempos latentes entre os fatores, isto é, ao primeiro fator a

atingir o limite. Ao longo do tempo, diversas modificações desses dois modelos originais foram

propostas. Por exemplo, Li e Taylor (2002) introduziram ao modelo de mistura uma estrutura

semiparamétrica baseada no modelo de vida acelerada.
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Devido às diferentes abordagens de modelagem desenvolvidas para os modelos de fração

de cura, surgiu a necessidade de uma estrutura unificada que englobasse essas propostas. Uma

das primeiras tentativas nesse sentido foi apresentada por Yin e Ibrahim (2005), que utilizou

a transformação de Box-Cox aplicada à função de sobrevivência. Nesse modelo, os modelos

de mistura e de tempo de promoção surgem como casos particulares, quando o parâmetro

da transformação assume os valores um e zero, respectivamente. Outra abordagem proposta

por Cooner et al. (2007) amplia e flexibiliza a estrutura hierárquica do modelo de tempo de

promoção ao permitir que o número de fatores latentes siga qualquer distribuição discreta

positiva e ao considerar que o evento de interesse ocorre somente quando um número mínimo

desses fatores atinge um limite crítico menor ou igual ao número de fatores latentes. O tempo

até o evento, nesse caso, corresponde ao momento em que o último desses fatores atinge esse

limite. A depender do número mínimo de fatores necessários, obtêm-se diferentes modelos,

denominados esquemas de ativação, sendo que essa quantidade pode ser uma constante, uma

função da quantidade de fatores necessários ou mesmo uma distribuição aleatória. Quando

esse número mínimo segue uma distribuição uniforme discreta, tem-se o esquema aleatório;

quando é constante e igual a 1, tem-se o esquema de primeira ativação (RODRIGUES et al.,

2009); e quando é igual ao número total de fatores latentes, tem-se o esquema de última

ativação. Nesse contexto, os modelos de mistura e de tempo de promoção são obtidos como

casos especiais, de acordo com a distribuição assumida para o número de fatores latentes no

esquema de primeira ativação. Posteriormente, uma proposta ainda mais geral foi apresentada

por Kim, Chen e Dey (2011), que flexibiliza o número mínimo de fatores latentes necessários,

permitindo que esse número seja superior ao total de fatores latentes presentes, ampliando

ainda mais a generalização do modelo.

1.1 MOTIVAÇÃO

Entre os diversos modelos desenvolvidos para lidar com dados de sobrevivência, os modelos

de fração de cura ocupam lugar de destaque por permitirem incorporar a possibilidade de que

uma parcela da população jamais experimente o evento de interesse, como pacientes efeti-

vamente curados ou dispositivos imunes a falhas. Essa característica rompe com a suposição

clássica de que, dado tempo suficiente, todos os indivíduos sofrerão eventualmente o evento.

Assim, os modelos de fração de cura têm sido amplamente utilizados na prática e vêm sendo

continuamente aprimorados para incorporar diferentes estruturas, distribuições e mecanismos
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latentes.

Entretanto, apesar dos avanços na literatura, muitas propostas consideram a estrutura de

número de fatores necessário para ocorrência do evento como sendo de primeira ativação.

Isso pode limitar a flexibilidade dos modelos e consequentemente, sua capacidade de captar

adequadamente a complexidade dos dados empíricos. Nesse contexto, torna-se necessária a

busca por estruturas mais abrangentes e versáteis, capazes de englobar modelos existentes

como casos particulares e de permitir a modelagem de diferentes comportamentos para o

número de fatores necessários à ocorrência do evento.

Nesse cenário, esta dissertação propõe-se a trabalhar com um modelo mais abrangente de

fração de cura, capaz de incorporar, como casos particulares, modelos clássicos como o de

mistura e o de tempo de promoção, além de variantes mais recentes que consideram diferen-

tes combinações entre o número de causas latentes e o número necessário para ocorrência do

evento. Além da flexibilidade do modelo de fração de cura adotado, esta dissertação utiliza a

classe das distribuições log-simétricas para modelar os tempos de vida dos indivíduos suscetí-

veis. Trata-se de uma classe abrangente, capaz de acomodar diferentes graus de assimetria, de

caudas nos dados e que inclui, como casos particulares, distribuições amplamente utilizadas,

como a log-normal, a log-t-Student, a Birnbaum-Saunders e suas variantes, entre outras.

1.2 OBJETIVOS

O principal objetivo deste trabalho é generalizar o modelo de fração de cura log-simétrico de

Rocha, Medeiros e Valença (2022), no qual é utilizado a classe de distribuições log-simétricas

para modelar os tempos de vida dos indivíduos suscetíveis, para um modelo que admite diferen-

tes esquemas de ativação. Essa generalização permite uma quantidade maior de combinações

entre o número de causas latentes e o número necessário para a ocorrência do evento.

Outro objetivo é o desenvolvimento de um extenso estudo de simulação para avaliar o

comportamento dos estimadores de máxima verossimilhança utilizando verossimilhança mar-

ginal sob diferentes configurações de esquemas de ativação, como primeira ativação, ativação

aleatória e ativação geométrica, considerando distribuições da classe log-simétrica, como a

log-normal e a log-t-Student com três graus de liberdade. Esse estudo considerará diferentes

cenários, variando a fração de cura, a proporção de censura e o tamanho amostral. O desem-

penho dos estimadores do modelo foi avaliado com base em métricas como a raiz quadrada

do erro quadrático médio (REQM), o viés relativo absoluto (VRA) e a análise dos resíduos de
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Cox–Snell, especialmente em situações com especificação incorreta da estrutura do modelo.

Para illustrar a metodologia desenvolvida, analisamos dois conjuntos de dados reais, nos

quais há evidências da presença de indivíduos curados, justificando o uso de modelos de fração

de cura. Para a seleção do modelo mais adequado, foram utilizados o critérios de informação

de Akaike (AIC), critérios de informação de Bayes (BIC) e teste da razão de verossimilhança

(TRV) para modelos encaixados. A avaliação da qualidade do ajuste foi feita por meio da

análise dos resíduos de Cox–Snell e de comparações das curvas estimadas pelo modelo e pelo

estimador de Kaplan-Meier (EKM).
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2 MODELOS DE FRAÇÃO DE CURA

Na análise de sobrevivência a atenção está em estudar o tempo até a ocorrência de um

evento de interesse, por exemplo, o tempo até a inadimplência em contratos de crédito. Esse

tempo pode ser analisado em termos probabilísticos por meio da função de sobrevivência (FS).

Definição 1. Seja 𝑇 uma variável aleatória contínua e não negativa representando o tempo

até o evento de interesse. A função de sobrevivência, denotada por 𝑆(𝑡), é definida como a

probabilidade de uma observação não apresentar o evento de interesse até o tempo 𝑡, ou seja,

a probabilidade de uma observação sobreviver além do tempo 𝑡, dada por

𝑆(𝑡) = 1 − 𝐹 (𝑡),

em que 𝐹 (𝑡) = 𝑃 (𝑇 ≤ 𝑡) é a da variável aleatória 𝑇 .

Propriedades. A função de sobrevivência 𝑆(𝑡) possui as seguintes propriedades:

I) 𝑆(𝑡) é contínua para todo 𝑡 não-negativo;

II) 𝑆(0) = 1;

III) lim
𝑡→+∞

𝑆(𝑡) = 0;

IV) 𝑆(𝑡) é monótona não crescente, ou seja, 𝑆(𝑡) ≤ 𝑆(𝑡′) para todo 𝑡 ≥ 𝑡′.

Em muitos casos, nem todas as observações de uma amostra são suscetíveis ao evento de

interesse. Nesses cenários, a condição de normalização, uma das propriedades fundamentais

da função densidade de probabilidade (FDP), não é satisfeita e passa a ser dada por
∫︁ ∞

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢 = ϒ ≤ 1.

Nesse cenário, considera-se uma classe mais ampla de funções, denominada funções im-

próprias, da qual a FDP usual é um caso particular.

Definição 2. Dada uma amostra aleatória de uma variável aleatória 𝑇 não negativa e contínua,

a presença de um mecanismo latente que leva a variável de parte da amostra ao ∞, a função
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de sobrevivência populacional (FSP), denotada por, 𝑆𝑝𝑜𝑝(𝑡), é dada por

𝑆𝑝𝑜𝑝(𝑡) =𝑃 (𝑇 > 𝑡)

=1 − 𝑃 (𝑇 ≤ 𝑡)

=1 − 𝑃 (0 ≤ 𝑇 ≤ 𝑡)

=1 − 𝑃 (𝑇 ≤ 𝑡) + 𝑃 (𝑇 ≤ 0)

=1 − 1 + 𝑃 (𝑇 > 𝑡) + 1 − 𝑃 (𝑇 > 0)

=1 − 𝑃 (𝑇 > 0) + 𝑃 (𝑇 > 𝑡)

=1 −
∫︁ ∞

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢+

∫︁ ∞

𝑡
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢

=1 − ϒ + 𝑆(𝑡),

em que 𝑆(𝑡) é a FS dos indivíduos suscetíveis ao evento de interesse na amostra.

Propriedades. A FSP 𝑆𝑝𝑜𝑝(𝑡) possui as seguintes propriedades:

I) 𝑆𝑝𝑜𝑝(𝑡) é uma mistura da parte degenerada em 1 − ϒ e da parte contínua 𝑆(𝑡) para

todo 𝑡 não negativo;

II) 𝑆𝑝𝑜𝑝(0) = 1;

III) lim
𝑡→+∞

𝑆𝑝𝑜𝑝(𝑡) = 1 − ϒ, onde 1 − ϒ é denominado fração de cura, com interpretação

dependendo do contexto dos dados;

IV) 𝑆𝑝𝑜𝑝(𝑡) é monótona não crescente, ou seja, 𝑆𝑝𝑜𝑝(𝑡) ≤ 𝑆𝑝𝑜𝑝(𝑡′) para todo 𝑡 ≥ 𝑡′;

V) Se ϒ = 1, então, encontra-se a classe usual de funções de densidade, ou seja, 𝑆𝑝𝑜𝑝(𝑡) =

𝑆(𝑡).

Quando a Propriedade III da FS não é atendida, isto é, quando parte dos indivíduos da

amostra não apresenta o evento de interesse, diz-se que há uma fração de cura na amostra.

Algumas vezes, a existência dessa fração pode ser identificada por especialistas da área de

estudo, com base em evidências já estabelecidas na literatura ou em critérios que definem

quando um indivíduo pode ser considerado curado. No entanto, nem sempre essas informações

estão disponíveis. Nesses casos, é necessário recorrer a métodos alternativos para identificar a

presença da fração de cura. Maller e Zhou (1996) propõem que essa identificação seja feita

a partir da curva de Kaplan–Meier (KAPLAN; MEIER, 1958), observando-se a formação de um

platô na estimativa da FS pelo EKM. Esse platô indicaria que, a partir de certo ponto, a
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probabilidade de sobrevivência se mantém constante, sugerindo a presença de indivíduos que

não experimentarão o evento de interesse.

Contudo, é importante ressaltar que a presença de um platô pode ser consequência de um

tempo de acompanhamento insuficiente. Nessa situação, indivíduos que ainda não apresenta-

ram o evento podem fazê-lo futuramente. Por isso, a recomendação é considerar a existência de

um platô longo na curva de sobrevivência estimada pelo estimador de Kaplan-Meier, sendo que

a definição de “longo” depende do contexto dos dados ou do seu delineamento experimental.

2.1 MODELO DE MISTURA

O primeiro modelo a incorporar a fração de cura é o modelo de mistura proposto por

Boag (1949) e desenvolvido em Berkson e Gage (1952), no qual se assume que a população

é composta por dois grupos: curados e não curados. Para os indivíduos curados, o tempo até

o evento de interesse é considerado infinito; já para os não curados, esse tempo segue uma

distribuição contínua e não negativa. A divisão dos indivíduos para os dois grupos é modelada

como uma variável aleatória com distribuição Bernoulli.

Seja 𝑀 uma variável dicotômica definida no mesmo espaço amostral que a variável de

tempo até o evento de interesse, 𝑌 , em que 𝑀 = 0 indica que o indivíduo está sujeito ao

evento, ou seja, possui um tempo finito 𝑌 , e 𝑀 = 1 indica que o indivíduo está curado,

ou seja, seu tempo até o evento é infinito. Supondo independência entre 𝑌 e 𝑀 , o tempo

populacional até a ocorrência do evento pode ser escrito como

𝑌pop = ∞ × 𝐼(𝑀 = 1) + 𝑌 × 𝐼(𝑀 = 0).

Portanto, a função de sobrevivência populacional do modelo de mistura fica dada por

𝑆pop(𝑦) = 𝑃 (𝑌pop > 𝑦,𝑀 = 1) + 𝑃 (𝑌pop > 𝑦,𝑀 = 0)

= 𝑃 (𝑌pop > 𝑦 | 𝑀 = 1)𝑃 (𝑀 = 1) + 𝑃 (𝑌pop > 𝑦 | 𝑀 = 0)𝑃 (𝑀 = 0)

= 𝑃 (𝑀 = 1) + 𝑃 (𝑌 > 𝑦)𝑃 (𝑀 = 0)

= 𝑃 (𝑀 = 1) + [1 − 𝑃 (𝑀 = 1)]𝑆𝑌 (𝑦),

em que 𝑃 (𝑌 > 𝑦 | 𝑀 = 0) = 𝑃 (𝑌 > 𝑦) devido à independência entre 𝑌 e 𝑀 .
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Analisando suas propriedades, temos

𝑆pop(0) = 𝑃 (𝑀 = 1) + [1 − 𝑃 (𝑀 = 1)]𝑆𝑌 (0)

= 𝑃 (𝑀 = 1) + [1 − 𝑃 (𝑀 = 1)] × 1

= 1,

lim
𝑦→∞

𝑆pop(𝑦) = 𝑃 (𝑀 = 1) + [1 − 𝑃 (𝑀 = 1)] lim
𝑦→∞

𝑆𝑌 (𝑦)

= 𝑃 (𝑀 = 1) + [1 − 𝑃 (𝑀 = 1)] × 0

= 𝑃 (𝑀 = 1)

= 𝑝0,

em que 𝑝0 = 𝑃 (𝑀 = 1) representa a fração de cura na população.

2.2 MODELO TEMPO DE PROMOÇÃO

Outro modelo famoso é o modelo tempo de promoção (TSODIKOV; YAKOVLEV; ASSELAIN,

1996)(CHEN; IBRAHIM; SINHA, 1999) que se diferencia do modelo de mistura por possuir a

propriedade de riscos proporcionais e oferecer uma interpretação biológica. Esse modelo intro-

duz uma estrutura hierárquica ao considerar o tempo até a falha sujeito à presença de fatores

latentes. O tempo até o evento corresponde ao primeiro fator latente que atinge um limiar de

ativação, sendo que a quantidade de fatores é uma variável aleatória com distribuição Poisson.

Considere que 𝑀 denota o número de fatores latentes competindo para o evento de inte-

resse, por exemplo, o número de células tumorais competindo para metástase que permanecem

ativas após o tratamento inicial, e que 𝑌𝑖 denote o tempo para o 𝑖-ésimo fator ocasionar o

evento de interesse, por exemplo, o tempo para a 𝑖-ésima célula tumoral produzir uma doença

metastática. Assim, 𝑌𝑖 pode ser interpretado como o tempo de incubação necessário para que

a 𝑖-ésima célula tumoral gere uma massa de câncer detectável. Suponha que 𝑀 ∼ Poisson(𝜃),

que as variáveis 𝑌𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, são independentes e identicamente distribuídas e que 𝑀

e os 𝑌𝑖 são independentes. O tempo até o evento de interesse, como por exemplo, a detecção

do câncer, pode ser escrito como

𝑌pop = min(𝑌𝑖 : 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑀),

com 𝑃 (𝑌0 = ∞) = 1, ou equivalentemente,

𝑌pop = ∞ × 𝐼(𝑀 = 0) + 𝑌(1) × 𝐼(𝑀 ≥ 1),
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em que 𝑌(1) é o menor dos 𝑌𝑖.

Portanto, a FSP do modelo tempo de promoção é dada por

𝑆𝑌pop(𝑦) =
∞∑︁

𝑚=0
𝑃 (𝑌pop > 𝑦,𝑀 = 𝑚)

=
∞∑︁

𝑚=0
𝑃 (𝑌pop > 𝑦 | 𝑀 = 𝑚)𝑃 (𝑀 = 𝑚)

= 𝑃 (𝑌pop > 𝑦 | 𝑀 = 0)𝑃 (𝑀 = 0) +
∞∑︁

𝑚=1
𝑃 (𝑌pop > 𝑦 | 𝑀 = 𝑚)𝑃 (𝑀 = 𝑚)

= 𝑃 (𝑀 = 0) +
∞∑︁

𝑚=1
𝑃 (min(𝑌1, . . . , 𝑌𝑚) > 𝑦 | 𝑀 = 𝑚)𝑃 (𝑀 = 𝑚)

= 𝑃 (𝑀 = 0) +
∞∑︁

𝑚=1
𝑃 (𝑌1 > 𝑦, 𝑌2 > 𝑦, . . . , 𝑌𝑚 > 𝑦|𝑀 = 𝑚)𝑃 (𝑀 = 𝑚)

= 𝑃 (𝑀 = 0) +
∞∑︁

𝑚=1
𝑃 (𝑌1 > 𝑦, 𝑌2 > 𝑦, . . . , 𝑌𝑚 > 𝑦)𝑃 (𝑀 = 𝑚)

= exp{−𝜃} +
∞∑︁

𝑚=1
𝑃 (𝑌1 > 𝑦)𝑚 exp{−𝜃}𝜃𝑚

𝑚!

= exp{−𝜃}
[︃
1 +

∞∑︁
𝑚=1

𝑆𝑌 (𝑦)𝑚 𝜃
𝑚

𝑚!

]︃

= exp{−𝜃}
{︃ ∞∑︁

𝑚=0

[𝜃𝑆𝑌 (𝑦)]𝑚
𝑚!

}︃

= exp{−𝜃} exp{𝜃𝑆𝑌 (𝑦)}

= exp{−𝜃𝐹𝑌 (𝑦)},

em que 𝑃 (𝑌1 > 𝑦, 𝑌2 > 𝑦, . . . , 𝑌𝑚 > 𝑦|𝑀 = 𝑚) = 𝑃 (𝑌1 > 𝑦, 𝑌2 > 𝑦, . . . , 𝑌𝑚 > 𝑦) devido à

independência entre os 𝑌𝑖’s e 𝑀 .

Analisando suas propriedades, temos

𝑆𝑌pop(0) = exp{−𝜃𝐹𝑌 (0)}

= exp{−𝜃 × 0}

= 1,

lim
𝑦→∞

𝑆𝑌pop(𝑦) = exp{−𝜃 × lim
𝑦→∞

𝐹𝑌 (𝑦)}

= exp{−𝜃 × 1}

= exp{−𝜃}

= 𝑝0,

em que 𝑝0 = exp{−𝜃} representa a fração de cura na população.
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2.3 ESQUEMA DE PRIMEIRA ATIVAÇÃO

Rodrigues et al. (2009) em seu trabalho, retiraram a suposição de distribuição Poisson

para 𝑀 . Dessa forma, o tempo de vida ainda é escrita da mesma forma que no modelo tempo

de promoção, porém sua função de sobrevivência é alterada.

Considere, assim como anteriormente, que 𝑀 denote o número de fatores latentes com-

petindo para o evento de interesse, e que 𝑌𝑖 denote o tempo para o 𝑖-ésimo fator ocasionar o

evento de interesse. Suponha que as variáveis 𝑌𝑖, para 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, sejam independentes

e identicamente distribuídas, e que 𝑀 e os 𝑌𝑖 sejam independentes. O tempo até o evento de

interesse pode ser escrito como

𝑌pop = ∞ × 𝐼(𝑀 = 0) + 𝑌(1) × 𝐼(𝑀 ≥ 1). (2.1)

Portanto, a função de sobrevivência populacional do modelo é dada por

𝑆𝑌pop(𝑦) =
∞∑︁

𝑚=0
𝑃 (𝑌𝑝𝑜𝑝 > 𝑦,𝑀 = 𝑚)

=
∞∑︁

𝑚=0
𝑃 (𝑌pop > 𝑦|𝑀 = 𝑚)𝑃 (𝑀 = 𝑚)

= 𝑃 (𝑌pop > 𝑦|𝑀 = 0)𝑃 (𝑀 = 0) +
∞∑︁

𝑚=1
𝑃 (𝑌pop > 𝑦|𝑀 = 𝑚)𝑃 (𝑀 = 𝑚)

= 𝑃 (𝑀 = 0) +
∞∑︁

𝑚=1
𝑃 (min(𝑌1, . . . , 𝑌𝑚) > 𝑦|𝑀 = 𝑚)𝑃 (𝑀 = 𝑚)

= 𝑃 (𝑀 = 0) +
∞∑︁

𝑚=1
𝑆𝑌 (𝑦)𝑚𝑃 (𝑀 = 𝑚). (2.2)

Analisando suas propriedades, temos

𝑆𝑌pop(0) = 𝑃 (𝑀 = 0) +
∞∑︁

𝑚=1
𝑆𝑌 (0)𝑚𝑃 (𝑀 = 𝑚)

= 𝑃 (𝑀 = 0) +
∞∑︁

𝑚=1
𝑃 (𝑀 = 𝑚)

=
∞∑︁

𝑚=0
𝑃 (𝑀 = 𝑚)

= 1,

lim
𝑦→∞

𝑆𝑌pop(𝑦) = 𝑃 (𝑀 = 0) +
∞∑︁

𝑚=1
lim

𝑦→∞
𝑆𝑌 (𝑦)𝑚𝑃 (𝑀 = 𝑚)

= 𝑃 (𝑀 = 0)

= 𝑝0,
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em que 𝑝0 = 𝑃 (𝑀 = 0) representa a fração de cura na população.

A função de sobrevivência populacional em (2.2) pode ser reescrita como

𝑆𝑌pop(𝑦) = 𝑃 (𝑀 = 0) +
∞∑︁

𝑚=1
𝑆𝑌 (𝑦)𝑚𝑃 (𝑀 = 𝑚)

=
∞∑︁

𝑚=0
𝑆𝑌 (𝑦)𝑚𝑃 (𝑀 = 𝑚)

= 𝐸[𝑆𝑌 (𝑦)𝑀 ]

= 𝑀𝑀 [log{𝑆𝑌 (𝑦)}] , (2.3)

em que 𝑀𝑀(𝑡) denota a função geradora de momentos da variável aleatória 𝑀 , avaliada em

𝑡. Assim, para diferentes distribuições de 𝑀 com função geradora de momentos existente em

log(𝑆𝑌 (𝑦)), obtemos diferentes modelos. Por exemplo, os modelos de mistura e de tempo de

promoção, quando 𝑀 ∼ Ber(𝜃) e 𝑀 ∼ Poisson(𝜃), respectivamente.

(i) Se 𝑀 ∼ Ber(𝜃), com 𝜃 ∈ (0, 1), a FSP em (2.3) reduz-se ao modelo de mistura com

𝑆𝑌pop(𝑦) = 𝑀𝑀 [log{𝑆𝑌 (𝑦)}]

= (1 − 𝜃) + 𝜃 exp{log[𝑆𝑌 (𝑦)]}

= (1 − 𝜃) + 𝜃𝑆𝑌 (𝑦).

(ii) Se 𝑀 ∼ Poisson(𝜃), com 𝜃 ∈ (0,∞), a FSP em (2.3) reduz-se ao modelo de tempo de

promoção com

𝑆𝑌pop(𝑦) = 𝑀𝑀 [log{𝑆𝑌 (𝑦)}]

= exp {𝜃 (exp{log[𝑆𝑌 (𝑦)]} − 1)}

= exp {−𝜃𝐹𝑌 (𝑦)} .

(iii) Se 𝑀 ∼ Geom(𝜃), com 𝜃 ∈ (0, 1), a FSP em (2.3) reduz-se ao modelo geométrico com

𝑆𝑌pop(𝑦) = 𝑀𝑀 [log{𝑆𝑌 (𝑦)}]

= 𝜃

1 − (1 − 𝜃) exp{log[𝑆𝑌 (𝑦)]}

= 𝜃

1 − (1 − 𝜃)𝑆𝑌 (𝑦) ,

em que 𝑝0 = lim𝑦→∞
𝜃

1−(1−𝜃)𝑆𝑌 (𝑦) = 𝜃 representa a fração de cura no modelo geométrico.
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A condição temporal do modelo em (2.1), de que o tempo é o tempo mínimo entre

os indivíduos suscetíveis, pode ser flexibilizada. Cooner et al. (2007) na sua generalização

do modelo tempo de promoção consideram o tempo dos indivíduos suscetíveis de forma mais

flexível, em que é considerada uma variável que define quantos fatores latentes precisam atingir

o limiar para que o evento ocorra.

Seja 𝑅 uma variável aleatória representando o limiar do número máximo de fatores latentes

necessários para a ocorrência do evento de interesse, por exemplo, o número máximo de células

metastáticas ativas necessárias para a formação de um tumor, de modo que 1 ≤ 𝑅 ≤ 𝑀 .

Suponha, adicionalmente, as hipóteses do modelo anterior e que 𝑅 e 𝑌𝑖 são independentes. O

tempo até o evento de interesse pode ser escrito como

𝑌𝑝𝑜𝑝 = ∞ × 𝐼(𝑀 = 0) + 𝑌(𝑅) × 𝐼(𝑀 ≥ 1). (2.4)

Portanto, a função de sobrevivência populacional do modelo é dada por

𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(𝑦) =
∞∑︁

𝑚=0

𝑚∑︁
𝑟=1

𝑃 (𝑌𝑝𝑜𝑝 > 𝑦,𝑀 = 𝑚,𝑅 = 𝑟)

=
∞∑︁

𝑚=0

𝑚∑︁
𝑟=1

𝑃 (𝑌𝑝𝑜𝑝 > 𝑦|𝑀 = 𝑚,𝑅 = 𝑟)𝑃 (𝑅 = 𝑟|𝑀 = 𝑚)𝑃 (𝑀 = 𝑚)

= 𝑃 (𝑌𝑝𝑜𝑝 > 𝑦|𝑀 = 0, 𝑅 = 0)𝑃 (𝑅 = 0|𝑀 = 0)𝑃 (𝑀 = 0)

+
∞∑︁

𝑚=1

𝑚∑︁
𝑟=1

𝑃 (𝑌𝑝𝑜𝑝 > 𝑦|𝑀 = 𝑚,𝑅 = 𝑟)𝑃 (𝑅 = 𝑟|𝑀 = 𝑚)𝑃 (𝑀 = 𝑚)

= 𝑃𝑀(0) +
∞∑︁

𝑚=1

𝑚∑︁
𝑟=1

𝑃 (𝑌(𝑟) > 𝑦|𝑀 = 𝑚,𝑅 = 𝑟)𝑃 (𝑅 = 𝑟|𝑀 = 𝑚)𝑃 (𝑀 = 𝑚)

= 𝑃𝑀(0) +
∞∑︁

𝑚=1

𝑚∑︁
𝑟=1

𝑆𝑌(𝑟)
(𝑦)𝑃𝑅|𝑀(𝑟)𝑃𝑀(𝑚).

Seja 𝐾 o número de variáveis 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚 que são menores ou iguais a 𝑦, para 𝑦 fixo. Consi-

derando 𝑌𝑟 ≤ 𝑦 como sucesso, temos que 𝐾 ∼ Bin(𝑚, 𝑝), com 𝑝 = 𝑃 (𝑌𝑟 ≤ 𝑦). Assim,

𝑃 (𝑌(𝑟) ≤ 𝑦) = 𝑃 (𝐾 ≥ 𝑟) =
𝑚∑︁

𝑘=𝑟

(︃
𝑚

𝑘

)︃
𝐹𝑌𝑟

(𝑦)𝑘𝑆𝑌𝑟
(𝑦)𝑚−𝑘

= 1 −
𝑟−1∑︁
𝑘=0

(︃
𝑚

𝑘

)︃
𝐹𝑌𝑟

(𝑦)𝑘𝑆𝑌𝑟
(𝑦)𝑚−𝑘.

Logo,

𝑃 (𝑌(𝑟) > 𝑦) =
𝑟−1∑︁
𝑘=0

(︃
𝑚

𝑘

)︃
𝐹𝑌𝑟

(𝑦)𝑘𝑆𝑌𝑟
(𝑦)𝑚−𝑘

=
∫︁ 𝑆𝑌𝑟

(𝑦)

0
𝑚

(︃
𝑚− 1
𝑟 − 1

)︃
𝑢𝑚−𝑟(1 − 𝑢)𝑟−1𝑑𝑢.
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Substituindo esse resultado na FSP, obtemos

𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(𝑦) = 𝑃𝑀(0) +
∞∑︁

𝑚=1

𝑚∑︁
𝑟=1

𝑚

(︃
𝑚− 1
𝑟 − 1

)︃∫︁ 𝑆𝑌𝑟
(𝑦)

0
𝑢𝑚−𝑟(1 − 𝑢)𝑟−1𝑑𝑢𝑃𝑅|𝑀(𝑟)𝑃𝑀(𝑚)

= 𝑃𝑀(0) +
∞∑︁

𝑚=1

𝑚∑︁
𝑟=1

𝐼𝐵(𝑆𝑌𝑟
(𝑦);𝑚− 𝑟 + 1, 𝑟)𝑃𝑅,𝑀(𝑟,𝑚)

= 𝑃𝑀(0) + 𝐸𝑅,𝑀 [𝐼𝐵(𝑆𝑌𝑟
(𝑦);𝑀 −𝑅 + 1, 𝑅)𝐼(𝑀 ≥ 𝑅 ≥ 1)], (2.5)

em que 𝐼𝐵(; , , ) representa a função beta incompleta regularizada. Assim, diferentes distri-

buições para 𝑀 e 𝑅 produzem diferentes modelos.

Analisando suas propriedades, temos

𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(0) = 𝑃𝑀(0) + 𝐸𝑅,𝑀 [𝐼𝐵(1;𝑀 −𝑅 + 1, 𝑅) × 𝐼(𝑀 ≥ 𝑅 ≥ 1)]

= 𝑃𝑀(0) + 𝐸𝑅,𝑀 [𝐼(𝑀 ≥ 𝑅 ≥ 1)]

= 1,

lim
𝑡→∞

𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(𝑡) = 𝑃𝑀(0) + 𝐸𝑅,𝑀 [𝐼𝐵(0;𝑀 −𝑅 + 1, 𝑅) × 𝐼(𝑀 ≥ 𝑅 ≥ 1)]

= 𝑃𝑀(0)

= 𝑝0,

em que 𝑝0 = 𝑃 (𝑀 = 0) representa a fração de cura na população.

Esse modelo antecede o modelo em (2.1), de fato, o engloba como caso particular quando

𝑅 segue uma distribuição degenerada em 1:

Seja 𝑅 ∼ Degenerada(1). Obtém-se o modelo com esquema de primeira ativação. Isso

significa que apenas um fator latente é necessário para provocar o evento de interesse

𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(𝑦) = 𝑃𝑀(0) + 𝐸𝑀 [𝐼𝐵(𝑆𝑌𝑟
(𝑦);𝑀, 1)𝐼(𝑀 ≥ 1)]

= 𝑃𝑀(0) + 𝐸𝑀 [𝑆𝑌𝑟
(𝑦)𝑀𝐼(𝑀 ≥ 1)]

= 𝑃𝑀(0) +
∞∑︁

𝑚=1
𝑆𝑌𝑟

(𝑦)𝑚𝑃𝑀(𝑚)

= 𝐸𝑀 [𝑆𝑌𝑟
(𝑦)𝑀 ].

Seja 𝑅 ∼ Degenerada(𝑀). Obtém-se o modelo com esquema de última ativação, ou seja,

o evento só ocorre quando todos os fatores latentes tiverem atingido o limiar

𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(𝑦) = 𝑃𝑀(0) + 𝐸𝑀 [𝐼𝐵(𝑆𝑌𝑟
(𝑦); 1,𝑀) × 𝐼(𝑀 ≥ 1)]

= 𝑃𝑀(0) + 𝐸𝑀 [1 − 𝐹𝑌𝑟
(𝑦)𝑀 × 𝐼(𝑀 ≥ 1)]

= 𝑃𝑀(0) + 1 − 𝐸𝑀 [𝐹𝑌𝑟
(𝑦)𝑀 ],
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em que 𝑝0 = lim𝑦→∞ 𝑃𝑀(0) + 1 − 𝐸𝑀 [𝐹𝑌𝑟
(𝑦)𝑀 ] = 𝑃𝑀(0) representa a fração de cura no

esquema de última ativação.

2.4 ESQUEMA DE ATIVAÇÃO ALEATÓRIA

O modelo em (2.4) permite que o número de fatores necessários seja estocástico, depen-

dendo do valor de 𝑀 , como no caso em que R segue uma distribuição Uniforme discreta de 1

a 𝑀 , denotada por 𝑅 | 𝑀 ∼ 𝑈{1 . . .𝑀}. Considerando 𝑟* = 𝑟− 1, obtém-se o modelo com

esquema de ativação aleatória, pois o número de fatores latentes necessários para o evento é

aleatório e pode assumir qualquer valor entre 1 e 𝑀 , com igual probabilidade. A função de

sobrevivência populacional associada a esse modelo é dada por

𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(𝑦) = 𝑃𝑀(0) +
∞∑︁

𝑚=1

∫︁ 𝑆𝑌𝑟
(𝑦)

0

𝑚−1∑︁
𝑟*=0

(︃
𝑚− 1
𝑟*

)︃
𝑢𝑚−𝑟*−1(1 − 𝑢)𝑟*

𝑑𝑢𝑃𝑀(𝑚)

= 𝑃𝑀(0) +
∞∑︁

𝑚=1

∫︁ 𝑆𝑌𝑟
(𝑦)

0
𝑑𝑢𝑃𝑀(𝑚)

= 𝑃𝑀(0) +
∞∑︁

𝑚=1
𝑆𝑌𝑟

(𝑦)𝑃𝑀(𝑚)

= 𝑃𝑀(0) + 𝑆𝑌𝑟
(𝑦)𝑃 (𝑀 ≥ 1)

= 𝑃𝑀(0) + [1 − 𝑃𝑀(0)]𝑆𝑌𝑟
(𝑦),

em que 𝑝0 = lim𝑦→∞ 𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(𝑦) = 𝑃𝑀(0) representa a fração de cura no esquema de ativação

aleatória.

Nota-se que esse modelo coincide com os modelos Bernoulli e geométrico de primeira

ativação, quando 𝑀 ∼ Ber(𝜃) e 𝑀 ∼ Geom(1 − 𝜃). Nesses casos, os esquemas de primeira

ativação e ativação aleatória tornam-se equivalentes.

A partir do esquema de ativação aleatória, é possível obter diferentes modelos dependendo

da distribuição de 𝑀 . Por exemplo

(i) Se 𝑀 ∼ Ber(𝜃), a FSP é dada por

𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(𝑦) = 𝑃𝑀(0) + [1 − 𝑃𝑀(0)]𝑆𝑌𝑟
(𝑦)

= 1 − 𝜃 + 𝜃 𝑆𝑌𝑟
(𝑦),

com fração de cura 𝑝0 = 1 − 𝜃.
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(ii) Se 𝑀 ∼ Poisson(𝜃), a FSP é dada por

𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(𝑦) = exp{−𝜃} + (1 − exp{−𝜃})𝑆𝑌𝑟
(𝑦),

com fração de cura 𝑝0 = exp{−𝜃}.

(iii) Se 𝑀 ∼ Geom(𝜃), a FSP é dada por

𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(𝑦) = 𝜃 + (1 − 𝜃)𝑆𝑌𝑟
(𝑦),

com fração de cura 𝑝0 = 𝜃.

Kim, Chen e Dey (2011) flexibilizam a suposição sobre o suporte da variável que representa

o número de fatores necessários para a ocorrência do evento de interesse, permitindo que esse

número seja maior que o total de fatores presentes. Nesse contexto, o número de fatores

necessários pode ser interpretado como o nível de defesa contra a ocorrência do evento.

Ao retirar a suposição de dependência entre 𝑅 e 𝑀 , um novo modelo é proposto, em

que 𝑅 representa, por exemplo, o nível de anticorpos do sistema imunológico, assumindo que

𝑅 ≥ 1. As demais suposições permanecem as mesmas, e o tempo até o evento de interesse

pode ser escrito como

𝑌𝑝𝑜𝑝 = ∞ × 𝐼(𝑀 < 𝑅) + 𝑌(𝑅) × 𝐼(𝑀 ≥ 𝑅). (2.6)

Assim, a função de sobrevivência populacional do modelo é dada por

𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(𝑦) =
∞∑︁

𝑚=0

∞∑︁
𝑟=1

𝑃 (𝑌𝑝𝑜𝑝 > 𝑦,𝑀 = 𝑚,𝑅 = 𝑟)

=
∞∑︁

𝑚=0

∞∑︁
𝑟=1

𝑃 (𝑌𝑝𝑜𝑝 > 𝑦 | 𝑀 = 𝑚,𝑅 = 𝑟)𝑃 (𝑀 = 𝑚,𝑅 = 𝑟)

=
∞∑︁

𝑚=0

∞∑︁
𝑟=𝑚+1

𝑃 (𝑌𝑝𝑜𝑝 > 𝑦 | 𝑀 = 𝑚,𝑅 = 𝑟)𝑃 (𝑅 = 𝑟,𝑀 = 𝑚)

+
∞∑︁

𝑚=0

𝑚∑︁
𝑟=1

𝑃 (𝑌𝑝𝑜𝑝 > 𝑦 | 𝑀 = 𝑚,𝑅 = 𝑟)𝑃 (𝑅 = 𝑟,𝑀 = 𝑚)

=
∞∑︁

𝑚=0

∞∑︁
𝑟=𝑚+1

𝑃𝑅,𝑀(𝑟,𝑚) + 𝑃 (𝑌𝑝𝑜𝑝 > 𝑦 | 𝑀 = 0, 𝑅 = 0)𝑃 (𝑅 = 0,𝑀 = 0)

+
∞∑︁

𝑚=1

𝑚∑︁
𝑟=1

𝑃 (𝑌𝑝𝑜𝑝 > 𝑦 | 𝑀 = 𝑚,𝑅 = 𝑟)𝑃 (𝑅 = 𝑟,𝑀 = 𝑚)

= 𝑃 (𝑅 ≥ 𝑀 + 1) + 𝑃 (𝑀 = 0 | 𝑅 = 0)𝑃 (𝑅 = 0)

+
∞∑︁

𝑚=1

𝑚∑︁
𝑟=1

𝑆𝑌(𝑟)
𝑃 (𝑅 = 𝑟,𝑀 = 𝑚)
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= 𝑃 (𝑀 < 𝑅) +
∞∑︁

𝑚=1

𝑚∑︁
𝑟=1

𝐼𝐵(𝑆𝑌𝑟
;𝑚− 𝑟 + 1, 𝑟)𝑃 (𝑅 = 𝑟,𝑀 = 𝑚)

= 𝑃 (𝑀 < 𝑅) + 𝐸𝑅,𝑀

[︁
𝐼𝐵(𝑆𝑌𝑟

;𝑀 −𝑅 + 1, 𝑅)𝐼(𝑀 ≥ 𝑅 ≥ 1)
]︁
.

Analisando suas propriedades, temos

𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(0) = 𝑃 (𝑀 < 𝑅) + 𝐸𝑅,𝑀

[︁
𝐼𝐵(𝑆𝑌𝑟

(0);𝑀 −𝑅 + 1, 𝑅)𝐼(𝑀 ≥ 𝑅 ≥ 1)
]︁

= 𝑃 (𝑀 < 𝑅) + 𝐸𝑅,𝑀 [𝐼𝐵(1;𝑀 −𝑅 + 1, 𝑅)𝐼(𝑀 ≥ 𝑅 ≥ 1)]

= 𝑃 (𝑀 < 𝑅) + 𝐸𝑅,𝑀 [𝐼(𝑀 ≥ 𝑅 ≥ 1)]

= 1,

lim
𝑡→∞

𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(𝑡) = 𝑃 (𝑀 < 𝑅) + 𝐸𝑅,𝑀

[︂
𝐼𝐵

(︂
lim
𝑡→∞

𝑆𝑌𝑟
(𝑡);𝑀 −𝑅 + 1, 𝑅

)︂
× 𝐼(𝑀 ≥ 𝑅 ≥ 1)

]︂
= 𝑃 (𝑀 < 𝑅) + 𝐸𝑅,𝑀 [𝐼𝐵(0;𝑀 −𝑅 + 1, 𝑅) × 𝐼(𝑀 ≥ 𝑅 ≥ 1)]

= 𝑃 (𝑀 < 𝑅) + 𝐸𝑅,𝑀 [0 × 𝐼(𝑀 ≥ 𝑅 ≥ 1)]

= 𝑃 (𝑀 < 𝑅)

= 𝑝0,

em que 𝑝0 = 𝑃 (𝑀 < 𝑅) representa a fração de cura na população. Nota-se que, embora a

contribuição dos indivíduos não curados seja igual à do modelo de Cooner et al. (2007), a

fração de cura difere, permitindo que a cura não esteja restrita à ausência de fatores latentes

que competem para a ocorrência do evento. Ela pode ocorrer mesmo quando tais fatores estão

presentes, mas em quantidade insuficiente para causar o evento.

Como o suporte de 𝑅 não está mais limitado pelo valor de 𝑀 , não há mais o conceito de

última ativação, diferentemente da primeira ativação, que se mantém.

Seja 𝑅 ∼ Degenerada(1). Obtém-se o modelo com esquema de primeira ativação, cuja

FSP é dada por

𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(𝑦) = 𝑃 (𝑀 < 1) + 𝐸𝑀

[︁
𝐼𝐵(𝑆𝑌𝑟

(𝑦);𝑀, 1)𝐼(𝑀 ≥ 1)
]︁

= 𝑃𝑀(0) + 𝐸𝑀

[︁
𝑆𝑌𝑟

(𝑦)𝑀𝐼(𝑀 ≥ 1)
]︁

= 𝑃𝑀(0) +
∞∑︁

𝑚=1
𝑆𝑌𝑟

(𝑦)𝑚𝑃𝑀(𝑚)

= 𝐸𝑀

[︁
𝑆𝑌𝑟

(𝑦)𝑀
]︁
.
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2.5 ESQUEMA DE ATIVAÇÃO GEOMÉTRICA

O modelo em (2.6) permite que o número de fatores necessários seja estocástico, sem

depender da distribuição do número total de fatores. Por exemplo, quando 𝑅 ∼ Geom(𝜉)

e assumindo independência entre 𝑅 e 𝑀 , chega-se ao modelo com esquema de ativação

geométrica, pois o número de fatores latentes segue uma distribuição geométrica. A função

de sobrevivência populacional é dada por

𝑆𝑝𝑜𝑝(𝑦) = 𝑃 (𝑀 < 𝑅) + 𝐸𝑀,𝑅

[︁
𝐼𝐵

(︁
𝑆𝑌𝑟

(𝑦);𝑀 −𝑅 + 1, 𝑅
)︁
𝐼(𝑀 ≥ 𝑅)

]︁
=

∞∑︁
𝑚=0

∞∑︁
𝑟=𝑚+1

𝑃𝑅(𝑟)𝑃𝑀(𝑚)

+
∞∑︁

𝑚=1
𝑚
∫︁ 𝑆𝑌𝑟

(𝑦)

0

𝑚∑︁
𝑟=1

(︃
𝑚− 1
𝑟 − 1

)︃
𝑢𝑚−𝑟(1 − 𝑢)𝑟−1𝑃𝑅,𝑀(𝑟,𝑚)𝑑𝑢

=
∞∑︁

𝑚=0

∞∑︁
𝑟=𝑚+1

(1 − 𝜉)𝑟−1𝜉 𝑃𝑀(𝑚)

+
∞∑︁

𝑚=1
𝑚
∫︁ 𝑆𝑌𝑟

(𝑦)

0

𝑚−1∑︁
𝑘=0

(︃
𝑚− 1
𝑘

)︃
𝑢𝑚−1−𝑘(1 − 𝑢)𝑘𝑃𝑅(𝑘 + 1)𝑃𝑀(𝑚)𝑑𝑢

=
∞∑︁

𝑚=0
(1 − 𝜉)𝑚𝑃𝑀(𝑚)

+ 𝜉
∞∑︁

𝑚=1
𝑚
∫︁ 𝑆𝑌𝑟

(𝑦)

0

𝑚−1∑︁
𝑘=0

(︃
𝑚− 1
𝑘

)︃
𝑢𝑚−1−𝑘[(1 − 𝑢)(1 − 𝜉)]𝑘𝑃𝑀(𝑚)𝑑𝑢

= 𝑀𝑀 [log(1 − 𝜉)] + 𝜉
∞∑︁

𝑚=1
𝑚
∫︁ 𝑆𝑌𝑟

(𝑦)

0
[1 − 𝜉(1 − 𝑢)]𝑚−1𝑃𝑀(𝑚)𝑑𝑢.

Fazendo 𝑥 = 1 − 𝜉(1 − 𝑢) e 𝑑𝑥 = 𝑑𝑢
𝜉

, temos

𝑆𝑝𝑜𝑝(𝑦) = 𝑀𝑀 [log(1 − 𝜉)] +
∞∑︁

𝑚=1
𝑚
∫︁ 1−𝜉𝐹𝑌𝑟

(𝑦)

1−𝜉
𝑥𝑚−1𝑃𝑀(𝑚)𝑑𝑥

= 𝑀𝑀 [log(1 − 𝜉)] +
∞∑︁

𝑚=1

[︁
(1 − 𝜉𝐹𝑌𝑟

{𝑦})𝑚 − (1 − 𝜉)𝑚
]︁
𝑃𝑀(𝑚)

= 𝑀𝑀 [log(1 − 𝜉)] + 𝐸𝑀 [(1 − 𝜉𝐹𝑌𝑟
{𝑦})𝑀 ] − 𝐸𝑀 [(1 − 𝜉)𝑀 ]

= 𝑀𝑀 [log(1 − 𝜉𝐹𝑌𝑟
{𝑦})].

Nota-se que este modelo é igual ao modelo de Rodrigues et al. (2009) quando 𝜉 = 1,

ou seja, quando 𝑅 ∼ Geom(1). Nesse caso, os esquemas de primeira ativação e ativação

geométrica coincidem, o que é esperado, pois a probabilidade do evento ocorrer na primeira

ativação seria 1.

Do esquema de ativação geométrica, podemos derivar diferentes modelos, dependendo da

distribuição de 𝑀 . Por exemplo,
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(i) Se 𝑀 ∼ Ber(𝜃), a FSP é dada por

𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(𝑦) = 𝑀𝑀 [log{1 − 𝜉𝐹𝑌𝑟
(𝑦)}]

= (1 − 𝜃) + 𝜃 exp{log{1 − 𝜉𝐹𝑌𝑟
(𝑦)}}

= (1 − 𝜃) + 𝜃[1 − 𝜉𝐹𝑌𝑟
(𝑦)],

em que a fração de cura é 𝑝0 = 1 − 𝜃𝜉.

(ii) Se 𝑀 ∼ Poisson(𝜃), a FSP é dada por

𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(𝑦) = 𝑀𝑀 [log{1 − 𝜉𝐹𝑌𝑟
(𝑦)}]

= exp
{︁
𝜃
(︁
exp{log[1 − 𝜉𝐹𝑌𝑟

(𝑦)]} − 1
)︁}︁

= exp
{︁
𝜃(1 − 𝜉𝐹𝑌𝑟

(𝑦) − 1)
}︁

= exp
{︁
−𝜃𝜉𝐹𝑌𝑟

(𝑦)
}︁
,

em que a fração de cura é 𝑝0 = exp{−𝜃𝜉}.

(iii) Se 𝑀 ∼ Geom(𝜃), a FSP é dada por

𝑆𝑌𝑝𝑜𝑝(𝑦) = 𝑀𝑀 [log{1 − 𝜉𝐹𝑌𝑟
(𝑦)}]

= 𝜃

1 − (1 − 𝜃) exp{log[1 − 𝜉𝐹𝑌𝑟
(𝑦)]}

= 𝜃

1 − [1 − 𝜃][1 − 𝜉𝐹𝑌𝑟
(𝑦)] ,

em que a fração de cura é 𝑝0 = 𝜃
𝜃+(1−𝜃)𝜉 .
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3 MODELO DE FRAÇÃO DE CURA LOG-SIMÉTRICO COM ESQUEMAS DE

ATIVAÇÃO

Antes de definir a classe de distribuições LS, é necessário apresentar a classe da qual ela se

origina, a classe de distribuições simétricas, amplamente estudada na literatura (FANG, 1990).

Definição 3. Seja Y uma variável aleatória contínua. Dizemos que Y pertence a classe de

distribuições simétricas, e denotamos 𝑌 ∼ 𝑆(𝜇, 𝜑, 𝑔(·)), com parâmetros de localização 𝜇 ∈ R,

escala 𝜑 ∈ (0,∞) e função geradora de densidade 𝑔(·), quando a sua FDP é dada por

𝑓𝑌 (𝑦) =
𝑔
[︁

(𝑦−𝜇)2

𝜑

]︁
√
𝜑

, 𝑦 ∈ R.

3.1 DISTRIBUIÇÃO LOG-SIMÉTRICA

A classe de distribuições log-simétricas é definida por meio da transformação 𝑇 = exp{𝑌 },

em que 𝑌 pertence à classe de distribuições simétricas, de forma que

𝑓𝑇 (𝑡) =
𝑔
(︂

∼
𝑡

2)︂
𝑡
√
𝜑
, (3.1)

em que
∼
𝑡= log

[︂(︁
𝑡
𝜂

)︁ 1√
𝜑

]︂
e 𝜂 = exp{𝜇}.

Com isso, tem-se uma nova variável aleatória contínua, assimétrica e com suporte no in-

tervalo (0,∞), denotada por 𝑇 ∼ 𝐿𝑆(𝜂, 𝜑, 𝑔(·)). Essa classe é caracterizada pelos parâmetros

de localização 𝜂 > 0, de potência 𝜑 > 0 e função geradora de densidade 𝑔(·), a qual pode

depender de um ou mais parâmetros adicionais, denotados por 𝜁, assumidos como conhecidos

neste trabalho.

A de 𝑇 pode ser expressa em termos da de uma distribuição simétrica, conforme

𝐹𝑇 (𝑡) = 𝐹𝑍(𝑡),

em que 𝐹𝑍(·) é a da variável padronizada 𝑍 = (𝑌 − 𝜇)/
√
𝜑 ∼ 𝑆(0, 1, 𝑔(·)).

A depender da escolha da função geradora de densidade 𝑔(·), muitas distribuições conheci-

das podem ser expressas como casos particulares da classe de distribuições LS. Algumas delas

são apresentadas na Tabela 1.
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Tabela 1 – Função geradora para alguns casos particulares da classe log-simétrica.

Distribuição Função geradora de densidade Intervalo de 𝜁
Log-normal exp

{︁
−1

2𝑢
}︁

-

Log-t-Student
(︁
1 + 𝑢

𝜁

)︁− 𝜁+1
2 𝜁 > 0

Log-hyperbólica exp
(︁
−𝜁

√
1 + 𝑢

)︁
𝜁 > 0

Log-slash 𝐹𝐺𝐼𝐼1
(︁
𝜁 + 1

2 ,
𝑢
2

)︁
𝜁 > 0

Log-normal contaminada
√
𝜁2 exp

(︁
−1

2𝜁2𝑢
)︁

+ (1−𝜁1) exp(− 1
2 𝑢)

𝜁1
0 < 𝜁1, 𝜁2 < 1

Birnbaum-Saunders extendida exp
(︁
− 2

𝜁2 sinh2 (
√
𝑢)
)︁

1
𝜁 cosh(√

𝑢) 𝜁 > 0

Log-logística I 𝑐 𝑒−𝑢

(1+𝑒−𝑢)2 , 𝑐 ≈ 1.4843 -
Log-logística II 𝑒−

√
𝑢

(1+𝑒−
√

𝑢)2 -
Log-exp. potência 1

𝐶(𝜁) exp
(︁
−1

2𝑢
1

1+𝜁

)︁
−1 < 𝜁 ≤ 1

1 Função gama incompleta inferior.
Fonte: o autor.

Figura 1 – Gráficos das funções de risco para distribuições log-normal(𝜂, 𝜑)(a), log-
hiperbólica(𝜂,𝜑,𝜁=1)(b), log-logística II(𝜂, 𝜑)(c) e Harmonic Law estendida(𝜂, 𝜑, 𝜁 =
2)(d) para diferentes valores de 𝜑 e 𝜂 = 10.
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A flexibilidade da classe de distribuições LS é refletida no comportamento de sua função

de risco, a qual pode assumir diferentes formatos, como mostrado na Figura 1 em que, por

exemplo, as curvas apresentam comportamento decrescente, crescente, assimétrico e banheira

inversa. Além de apresentar grande flexibilidade ao incluir diversas distribuições conhecidas

como casos particulares, a classe LS possui propriedades importantes, no que segue destaca-

mos duas dessas propriedades, as quais serão úteis para o desenvolvimento deste trabalho.

Propriedade 1. O quantil de ordem 𝑝 da variável 𝑇 ∼ 𝐿𝑆(𝜂, 𝜑, 𝑔(·)) é dado por

𝜏𝑝 = 𝜂 exp
{︂√︁

𝜑𝑍
(𝑝)
𝜁

}︂
, (3.2)

em que 𝑍(𝑝)
𝜁 representa o quantil de ordem 𝑝 da distribuição padronizada 𝑍 = (𝑌 −𝜇)/

√
𝜑 ∼

𝑆(0, 1, 𝑔(·)).

Propriedade 2. Se 𝑇 ∼ 𝐿𝑆(𝜂, 𝜑, 𝑔(·)), então a mediana de 𝑇 é dada por

Mediana(𝑇 ) = 𝜂.

Propriedades adicionais podem ser encontradas em Vanegas e Paula (2016).

3.2 MODELOS DE FRAÇÃO DE CURA LOG-SIMÉTRICOS

(ROCHA; MEDEIROS; VALENÇA, 2022) propuseram um modelo de fração de cura log-simétrico.

Nesse modelo, o mecanismo do tempo até o evento de interesse corresponde ao mesmo me-

canismo do esquema de primeira ativação, ou seja, o tempo até o evento é o tempo até o

primeiro fator latente atingir um limiar, sendo que o tempo até atingir esse limiar, para cada

fator latente, segue a classe de distribuições LS. Assim, sua FSP é dada por

𝑆𝑌pop(𝑦) = 𝑃 (𝑀 = 0) +
∞∑︁

𝑚=1
𝑆𝑌 (𝑦)𝑚𝑃 (𝑀 = 𝑚)

,

onde 𝑆𝑌 (𝑦) = 1 − 𝐹𝑍(𝑦), com 𝑌 ∼ 𝐿𝑆(𝜂, 𝜑, 𝑔(·)).

Esse modelo pode ser generalizado, flexibilizando o mecanismo do tempo até o evento de

interesse do esquema de primeira ativação, de modo a contemplar uma quantidade maior de

casos práticos, permitindo modelar diferentes mecanismos naturais dos dados. Dessa forma, é

proposto o modelo de fração de cura log-simétrico com diferentes esquemas de ativação, cuja

FSP é dada por
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𝑆𝑌pop(𝑦) = 𝑃 (𝑀 < 𝑅) + 𝐸𝑅,𝑀

[︁
𝐼𝐵(𝑆𝑌𝑟

(𝑦);𝑀 −𝑅 + 1, 𝑅)𝐼(𝑀 ≥ 𝑅 ≥ 1)
]︁
,

onde 𝑆𝑌 (𝑦) = 1 − 𝐹𝑍(𝑦), com 𝑌 ∼ 𝐿𝑆(𝜂, 𝜑, 𝑔(·)).

3.3 INFERÊNCIA

Seja uma amostra de tamanho 𝑛, em que o tempo até a ocorrência do evento de interesse

𝑇𝑖 é gerado por 𝑀𝑖 fatores que competem para ocasionar esse evento, cada um associado a

um tempo 𝑌𝑖. Considera-se ainda um nível de defesa 𝑅𝑖 contra o evento de interesse, também

chamada de distribuição do esquema de ativação, com parâmetro 𝜉 associado, de modo que

𝑇𝑖 = min(𝑌𝑖, 𝐶𝑖), em que 𝑌𝑖 = 𝑌𝑖(𝑅𝑖), para 𝑅𝑖 ≥ 1, e 𝐶𝑖 representa o tempo de censura do

indivíduo. Define-se o indicador da ocorrência do evento de interesse 𝛿𝑖 como

𝛿𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, se 𝑌𝑖 ≤ 𝐶𝑖,

0, se 𝑌𝑖 > 𝐶𝑖,

para 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Considera-se 𝑌𝑖(𝑅𝑖)
i.i.d.∼ 𝐿𝑆(𝜂, 𝜑, 𝑔(·)) sendo referida como distribuição da latência e que

existe um vetor de covariáveis x𝑖 = (𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, . . . , 𝑥𝑖𝑝)⊤ associado ao 𝑖-ésimo indivíduo, com

𝑥𝑖1 = 1.

Neste estudo, o parâmetro da distribuição do nível de defesa contra o evento de interesse

é considerado constante em toda a amostra e denotado por 𝜉. Um exemplo seria um estudo

clínico sobre o tempo até a recidiva de um tipo de câncer, em que os pacientes têm as mesmas

características clínicas associadas ao nível do sistema imunológico.

Para incorporar o efeito das covariáveis na função de sobrevivência populacional e inves-

tigar possíveis efeitos na cura dos indivíduos, considera-se que o parâmetro 𝜃𝑖, associado à

distribuição do número de fatores competidores 𝑀𝑖, também referida como distribuição da

incidência, pode variar entre os indivíduos, como exemplo, um câncer pode ser causado por

um número de células tumorais que resistiram ao tratamento e estão crescendo até se tornar

um tumor detectável, com os pacientes que passaram por diferentes tratamentos apresentando

uma quantidade diferente de células tumorais. Dessa forma, 𝜃𝑖 poderá variar na amostra por

meio de uma função de ligação 𝑏, de modo que

𝜃𝑖 = 𝑏(x⊤
𝑖 𝛽),
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sendo 𝛽 = (𝛽0, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑝)⊤ o vetor de parâmetros de regressão a ser estimado.

A escolha da função de ligação deve ser compatível com o suporte do parâmetro da

distribuição. Por exemplo, para a distribuição de Poisson, pode-se utilizar a ligação logarítmica,

enquanto para as distribuições Bernoulli e geométrica, a ligação logística pode ser adequada.

Essas ligações são dadas, respectivamente, por

log (𝜃𝑖) = x⊤
𝑖 𝛽

e

log
(︃

𝜃𝑖

1 − 𝜃𝑖

)︃
= x⊤

𝑖 𝛽.

Assim, obtém-se, respectivamente:

𝜃𝑖 = exp{x⊤
𝑖 𝛽}

1 + exp{x⊤
𝑖 𝛽}

(3.3)

e

𝜃𝑖 = exp{x⊤
𝑖 𝛽}. (3.4)

Com isso, o vetor de parâmetros a ser estimado é dado por 𝜆 = (𝜂, 𝜑,𝛽, 𝜉)⊤. O conjunto de

dados observáveis é denotado por 𝐷 = (𝑛,T, 𝛿,X), enquanto o conjunto de dados completos

é representado por 𝐷𝑐 = (𝑛,T, 𝛿,𝑅,M,X), em que

T =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑇1

𝑇2

...

𝑇𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝛿 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛿1

𝛿2

...

𝛿𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, R =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑅1

𝑅2

...

𝑅𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, M =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑀1

𝑀2

...

𝑀𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, X =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x⊤
1

x⊤
2

...

x⊤
𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Utilizando o conjunto de dados completos, assumindo que o tipo de censura é aleatório

e que o mecanismo de censura é não informativa, pode-se obter a função de verossimilhança

completa, sabendo que

𝑃 (𝑇𝑖 = 𝑡, 𝛿𝑖 = 0|𝑀𝑖, 𝑅𝑖) = 𝑃 (𝑇𝑖 = 𝑡, 𝛿𝑖 = 0,𝑀𝑖, 𝑅𝑖)
𝑃 (𝑀𝑖, 𝑅𝑖)

= 𝑃 (𝐶𝑖 = 𝑡, 𝑌𝑖 > 𝐶𝑖,𝑀𝑖, 𝑅𝑖)
𝑃 (𝑀𝑖, 𝑅𝑖)

= 𝑃 (𝑌𝑖 > 𝑡|𝑀𝑖, 𝑅𝑖)𝑃 (𝐶𝑖 = 𝑡|𝑀𝑖, 𝑅𝑖)𝑃 (𝑀𝑖, 𝑅𝑖)
𝑃 (𝑀𝑖, 𝑅𝑖)

= 𝑃 (𝑌𝑖 > 𝑡|𝑀𝑖, 𝑅𝑖)𝑃 (𝐶𝑖 = 𝑡)

= 𝑆𝑌𝑖
(𝑡|𝑚𝑖, 𝑟𝑖)



36

e

𝑃 (𝑇𝑖 = 𝑡, 𝛿𝑖 = 1|𝑀𝑖, 𝑅𝑖) = 𝑃 (𝑇𝑖 = 𝑡, 𝛿𝑖 = 1,𝑀𝑖, 𝑅𝑖)
𝑃 (𝑀𝑖, 𝑅𝑖)

= 𝑃 (𝑌𝑖 = 𝑡, 𝑌𝑖 ≤ 𝐶𝑖,𝑀𝑖, 𝑅𝑖)
𝑃 (𝑀𝑖, 𝑅𝑖)

= 𝑃 (𝐶𝑖 ≥ 𝑡)𝑃 (𝑌𝑖 = 𝑡|𝑀𝑖, 𝑅𝑖)𝑃 (𝑀𝑖, 𝑅𝑖)
𝑃 (𝑀𝑖, 𝑅𝑖)

= 𝑃 (𝐶𝑖 ≥ 𝑡)𝑃 (𝑌𝑖 = 𝑡|𝑀𝑖, 𝑅𝑖)

= 𝑓𝑌𝑖
(𝑡|𝑚𝑖, 𝑟𝑖).

Com isso, é possível expressar a função de verossimilhança completa por meio de uma

distribuição condicional da forma

𝑓(𝑡𝑖, 𝛿𝑖 | 𝑚𝑖, 𝑟𝑖) = 𝑆𝑌𝑖
(𝑡𝑖 | 𝑚𝑖, 𝑟𝑖)1−𝛿𝑖𝑓𝑌𝑖

(𝑡𝑖 | 𝑚𝑖, 𝑟𝑖)𝛿𝑖 ,

a qual foi utilizada para construir a função de verossimilhança completa do modelo de fração

de cura, da seguinte forma

𝐿(𝜆; 𝐷𝑐) =
𝑛∏︁

𝑖=1
𝑓(𝑡𝑖, 𝛿𝑖,𝑚𝑖, 𝑟𝑖)

=
𝑛∏︁

𝑖=1
𝑓(𝑡𝑖, 𝛿𝑖|𝑚𝑖, 𝑟𝑖)𝑓(𝑚𝑖, 𝑟𝑖)

=
𝑛∏︁

𝑖=1
𝑆𝑌𝑖

(𝑡𝑖|𝑚𝑖, 𝑟𝑖)1−𝛿𝑖𝑓𝑌𝑖
(𝑡𝑖|𝑚𝑖, 𝑟𝑖)𝛿𝑖𝑓𝑀𝑖,𝑅𝑖

(𝑚𝑖, 𝑟𝑖),

em que 𝑆𝑌𝑖
(𝑡|𝑚𝑖, 𝑟𝑖) = 𝐼(𝑀𝑖 ≤ 𝑅𝑖 − 1) + 𝐼𝐵(𝑆𝑌𝑖

(𝑡𝑖);𝑀𝑖 − 𝑅𝑖 + 1, 𝑅𝑖)𝐼(𝑀𝑖 ≥ 𝑅𝑖) e

𝑓𝑌𝑖
(𝑡𝑖|𝑚𝑖, 𝑟𝑖) = 𝑓𝑌𝑖

(𝑡𝑖|𝜆)𝑀𝑖

(︁
𝑀𝑖−1
𝑅𝑖−1

)︁
𝑆𝑌𝑖

(𝑡𝑖|𝜆)𝑀𝑖−𝑅𝑖𝐹𝑌𝑖
(𝑡𝑖|𝜆)𝑅𝑖−1.

Seu logaritmo é dado por

𝑙(𝜆; 𝐷𝑐) = log [𝐿(𝜆; 𝐷𝑐)]

=
𝑛∑︁

𝑖=1
(1 − 𝛿𝑖) log

[︁
𝐼(𝑚𝑖 ≤ 𝑟𝑖 − 1) + 𝐼𝐵(𝑆𝑌𝑖

(𝑡𝑖);𝑚𝑖 − 𝑟𝑖 + 1, 𝑟𝑖)𝐼(𝑚𝑖 ≥ 𝑟𝑖)
]︁

(3.5)

+ 𝛿𝑖

[︃
log

{︂
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂}︂
− log(𝑡𝑖) − 1

2 log(𝜑) + log(𝑚𝑖) + log
{︃(︃

𝑚𝑖 − 1
𝑟𝑖 − 1

)︃}︃

+(𝑚𝑖 − 1) log{1 − 𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖)} + (𝑟𝑖 − 1) log{𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)}

]︂
+ log{𝑓𝑀𝑖,𝑅𝑖

(𝑚𝑖, 𝑟𝑖)}.

(3.6)

Admitindo independência entre as distribuições de 𝑅𝑖 e 𝑀𝑖, os estimadores dos parâmetros

correspondem aos estimadores usuais de máxima verossimilhança de suas respectivas distri-

buições. Para os demais parâmetros, derivamos o logaritmo da função de verossimilhança em
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(3.5) com relação ao vetor de parâmetros 𝜆, obtendo

𝜕𝑙

𝜕𝜂
= 1
𝜂
√
𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

⎡⎢⎢⎣∼
𝑡𝑖 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂
+

(𝑚𝑖 − 1)𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

+
(𝑟𝑖 − 1)𝑔

(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

⎤⎥⎥⎦

−
(1 − 𝛿𝑖)𝑔

(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝐼(𝑚𝑖 ≥ 𝑟𝑖)𝑚𝑖

(︁
𝑚𝑖−1
𝑟𝑖−1

)︁
𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)𝑟𝑖−1[1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)]𝑚𝑖−𝑟𝑖

𝐼(𝑚𝑖 ≤ 𝑟𝑖 − 1) + 𝐼𝐵(𝑆𝑍𝑖
(𝑡𝑖);𝑚𝑖 − 𝑟𝑖 + 1, 𝑟𝑖)𝐼(𝑚𝑖 ≥ 𝑟𝑖)

,

𝜕𝑙

𝜕𝜑
= 1

2𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

⎡⎢⎢⎣∼
𝑡𝑖 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂
− 1 +

(𝑚𝑖 − 1)
∼
𝑡𝑖 𝑔

(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

+
(𝑟𝑖 − 1)

∼
𝑡𝑖 𝑔

(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

⎤⎥⎥⎦

−
(1 − 𝛿𝑖)

∼
𝑡𝑖 𝑔

(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝐼(𝑚𝑖 ≥ 𝑟𝑖)𝑚𝑖

(︁
𝑚𝑖−1
𝑟𝑖−1

)︁
𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)𝑟𝑖−1[1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)]𝑚𝑖−𝑟𝑖

𝐼(𝑚𝑖 ≤ 𝑟𝑖 − 1) + 𝐼𝐵(𝑆𝑍𝑖
(𝑡𝑖);𝑚𝑖 − 𝑟𝑖 + 1, 𝑟𝑖)𝐼(𝑚𝑖 ≥ 𝑟𝑖)

.

Suas derivadas segundas são dadas, respectivamente, por

𝜕2𝑙

𝜕𝜂2 = 1
𝜂2𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

(1 − 𝛿𝑖)𝐼(𝑚𝑖 ≥ 𝑟𝑖)𝑚𝑖

(︃
𝑚𝑖 − 1
𝑟𝑖 − 1

)︃
𝑔2
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)𝑟𝑖−1[1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)]𝑚𝑖−𝑟𝑖

⎡⎣ 𝑟𝑖−1
𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

− 𝑚𝑖−1
1−𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

+
√

𝜑−
∼
𝑡𝑖𝑣

(︁∼
𝑡𝑖

)︁
𝑔

(︁∼
𝑡𝑖

2)︁
⎤⎦ [𝐼𝐵(𝑆(𝑡);𝑚𝑖 − 𝑟𝑖 + 1, 𝑟𝑖)𝐼(𝑚𝑖 ≥ 𝑟𝑖)

[𝐼(𝑚𝑖 ≤ 𝑟𝑖 − 1) + 𝐼𝐵(𝑆𝑍𝑖
(𝑡𝑖);𝑚𝑖 − 𝑟𝑖 + 1, 𝑟𝑖)𝐼(𝑚𝑖 ≥ 𝑟𝑖)]2

+𝐼(𝑚𝑖 ≤ 𝑟𝑖 − 1)] − 𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖)𝑟𝑖−1[1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)]𝑚𝑖−𝑟𝑖𝐼(𝑚𝑖 ≥ 𝑟𝑖)𝑚𝑖

(︁
𝑚𝑖−1
𝑟𝑖−1

)︁

+ 𝛿𝑖

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑣
(︂∼
𝑡𝑖

)︂ [︃(︂
1 +

√︁
𝜑

∼
𝑡𝑖

)︂
−
{︂
𝑣
(︂∼
𝑡𝑖

)︂ ∼
𝑡𝑖

}︂2
]︃

−

2
√
𝜑𝜂

∼
𝑡𝑖

2 𝜕2𝑔

(︁∼
𝑡𝑖

2)︁
𝜕𝜂𝜕

(︁∼
𝑡𝑖

2)︁
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂

+ 𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂⎡⎣(︂√︁𝜑− 𝑣
(︂∼
𝑡𝑖

)︂ ∼
𝑡𝑖

)︂⎛⎝ 𝑟𝑖 − 1
𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

− 𝑚𝑖 − 1
1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

⎞⎠

− 𝑟𝑖 − 1
𝐹 2

𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖)

+ 𝑚𝑖 − 1(︂
1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
)︂2

⎤⎥⎥⎥⎦
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ,
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𝜕2𝑙

𝜕𝜑2 = 1
4𝜑2

𝑛∑︁
𝑖=1

(1 − 𝛿𝑖)𝐼(𝑚𝑖 ≥ 𝑟𝑖)𝑚𝑖

(︃
𝑚𝑖 − 1
𝑟𝑖 − 1

)︃
∼
𝑡𝑖

2
𝑔2
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)𝑟𝑖−1[1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)]𝑚𝑖−𝑟𝑖

⎡⎣ 𝑟𝑖−1
𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

− 𝑚𝑖−1
1−𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

+
1−

∼
𝑡𝑖𝑣

(︁∼
𝑡𝑖

)︁
∼
𝑡𝑖𝑔

(︁∼
𝑡𝑖

2)︁
⎤⎦ [𝐼(𝑚𝑖 ≤ 𝑟𝑖 − 1) + 𝐼𝐵(𝑆;𝑚𝑖 − 𝑟𝑖 + 1, 𝑟𝑖)𝐼(𝑚𝑖 ≥ 𝑟𝑖)]

[𝐼(𝑚𝑖 ≤ 𝑟𝑖 − 1) + 𝐼𝐵(𝑆𝑍𝑖
(𝑡𝑖);𝑚𝑖 − 𝑟𝑖 + 1, 𝑟𝑖)𝐼(𝑚𝑖 ≥ 𝑟𝑖)]2

−𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖)𝑟𝑖−1[1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)]𝑚𝑖−𝑟𝑖𝐼(𝑚𝑖 ≥ 𝑟𝑖)𝑚𝑖

(︁
𝑚𝑖−1
𝑟𝑖−1

)︁

+ 𝛿𝑖

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
2 −

4
∼
𝑡𝑖

2
𝜑

𝜕2𝑔

(︁∼
𝑡𝑖

2)︁
𝜕𝜑𝜕

(︁∼
𝑡𝑖

2)︁
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂ +
∼
𝑡𝑖 𝑔

(︂∼
𝑡𝑖

2)︂⎡⎣∼
𝑡𝑖

(︂
1−

∼
𝑡𝑖

2
𝑣
(︂∼
𝑡𝑖

)︂)︂⎛⎝ 𝑟𝑖 − 1
𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

− 𝑚𝑖 − 1
1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

⎞⎠

−𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
⎛⎜⎜⎜⎝ 𝑟𝑖 − 1
𝐹 2

𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖)

− 𝑚𝑖 − 1(︂
1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
)︂2

⎞⎟⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎦−

∼
𝑡𝑖

2
𝑣
(︂∼
𝑡𝑖

)︂ [︂
4+

∼
𝑡𝑖

2
𝑣
(︂∼
𝑡𝑖

)︂]︂⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ,

𝜕2𝑙

𝜕𝜂𝜕𝜑
= 1

2𝜂
√
𝜑3

𝑛∑︁
𝑖=1

(1 − 𝛿𝑖)𝐼(𝑚𝑖 ≥ 𝑟𝑖)𝑚𝑖

(︃
𝑚𝑖 − 1
𝑟𝑖 − 1

)︃
∼
𝑡𝑖 𝑔

2
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)𝑟𝑖−1[1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)]𝑚𝑖−𝑟𝑖

⎡⎣ 𝑟𝑖−1
𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

− 𝑚𝑖−1
1−𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

+
1−𝑣

(︁∼
𝑡𝑖

)︁
∼
𝑡𝑖𝑔

(︁∼
𝑡𝑖

2)︁
⎤⎦ [𝐼(𝑚𝑖 ≤ 𝑟𝑖 − 1) + 𝐼𝐵(𝑆;𝑚𝑖 − 𝑟𝑖 + 1, 𝑟𝑖)𝐼(𝑚𝑖 ≥ 𝑟𝑖)]

[𝐼(𝑚𝑖 ≤ 𝑟𝑖 − 1) + 𝐼𝐵(𝑆𝑍𝑖
(𝑡𝑖);𝑚𝑖 − 𝑟𝑖 + 1, 𝑟𝑖)𝐼(𝑚𝑖 ≥ 𝑟𝑖)]2

−𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖)𝑟𝑖−1[1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)]𝑚𝑖−𝑟𝑖𝐼(𝑚𝑖 ≥ 𝑟𝑖)𝑚𝑖

(︁
𝑚𝑖−1
𝑟𝑖−1

)︁

+ 𝛿𝑖

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−

−2𝜂
√
𝜑

∼
𝑡𝑖

3 𝜕2𝑔

(︁∼
𝑡𝑖

2)︁
𝜕𝜂𝜕

(︁∼
𝑡𝑖

2)︁
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂ +
∼
𝑡𝑖 𝑔

(︂∼
𝑡𝑖

2)︂⎡⎣(︃ 1
∼
𝑡𝑖

−
∼
𝑡𝑖 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂)︃⎛⎝ 𝑟𝑖 − 1
𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

− 𝑚𝑖 − 1
1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

⎞⎠

−𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
⎛⎜⎜⎜⎝ 𝑟𝑖 − 1
𝐹 2

𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖)

− 𝑚𝑖 − 1(︂
1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
)︂2

⎞⎟⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎥⎦−

∼
𝑡𝑖

2
𝑣
(︂∼
𝑡𝑖

)︂ [︂
2 + 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂]︂⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ ,

em que 𝑣 (𝑡) = −2
𝜕𝑔(𝑡)

𝜕𝑡

𝑔(𝑡2) .

Essa função de verossimilhança completa envolve variáveis não observáveis (dados incom-

pletos), o que exige um cuidado especial. Em muitos modelos com dados incompletos é comum

utilizar o algoritmo EM (DEMPSTER; LAIRD; RUBIN, 1977). No entanto, em diversos casos, o

passo E, que envolve o cálculo do valor esperado torna-se analiticamente complexo. Existem

métodos no contexto bayesiano para aproximar esse valor esperado por meio de algoritmos

MCMC, no entanto, essa abordagem pode ser computacionalmente custosa e de difícil cali-
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bração, devido à alta autocorrelação e ao burn-in insuficiente. Uma abordagem alternativa,

no contexto classico, consiste em utilizar a verossimilhança marginal, somando sobre todos os

possíveis valores das variáveis latentes como feito nos trabalhos de Carneiro (2012), Rocha,

Medeiros e Valença (2022) e Assunção (2023) de forma que

𝐿(𝜆; 𝐷) =
∞∑︁

𝑚=0

∞∑︁
𝑟=1

𝑛∏︁
𝑖=1

𝑆𝑌𝑖
(𝑡𝑖|𝑚𝑖, 𝑟𝑖)1−𝛿𝑖𝑓𝑌𝑖

(𝑡𝑖|𝑚𝑖, 𝑟𝑖)𝛿𝑖𝑓𝑀𝑖,𝑅𝑖
(𝑚𝑖, 𝑟𝑖)

=
𝑛∏︁

𝑖=1

∞∑︁
𝑚𝑖=0

∞∑︁
𝑟𝑖=1

𝑆𝑌𝑖
(𝑡𝑖|𝑚𝑖, 𝑟𝑖)1−𝛿𝑖𝑓𝑌𝑖

(𝑡𝑖|𝑚𝑖, 𝑟𝑖)𝛿𝑖𝑓𝑀𝑖,𝑅𝑖
(𝑚𝑖, 𝑟𝑖).

Para 𝛿 = 0 tem-se

𝐿(𝜆; 𝐷) =
𝑛∏︁

𝑖=1

∞∑︁
𝑚𝑖=0

∞∑︁
𝑟𝑖=1

𝑆𝑌𝑖
(𝑡𝑖|𝑚𝑖, 𝑟𝑖)𝑓𝑀𝑖,𝑅𝑖

(𝑚𝑖, 𝑟𝑖)

=
𝑛∏︁

𝑖=1
𝑆𝑌𝑖

(𝑡𝑖)

e para 𝛿 = 1,

𝐿(𝜆; 𝐷) =
𝑛∏︁

𝑖=1

∞∑︁
𝑚𝑖=0

∞∑︁
𝑟𝑖=1

𝑓𝑌𝑖
(𝑡𝑖|𝑚𝑖, 𝑟𝑖)𝑓𝑀𝑖,𝑅𝑖

(𝑚𝑖, 𝑟𝑖)

=
𝑛∏︁

𝑖=1
𝑓𝑌𝑖

(𝑡𝑖).

Logo,

𝐿(𝜆; 𝐷) =
∞∑︁

𝑚=0

∞∑︁
𝑟=1

𝑛∏︁
𝑖=1

𝑆𝑌𝑖
(𝑡𝑖|𝑚𝑖, 𝑟𝑖)1−𝛿𝑖𝑓𝑌𝑖

(𝑡𝑖|𝑚𝑖, 𝑟𝑖)𝛿𝑖𝑓𝑀𝑖,𝑅𝑖
(𝑚𝑖, 𝑟𝑖)

=
𝑛∏︁

𝑖=1
𝑆𝑌𝑖

(𝑡𝑖)1−𝛿𝑖𝑓𝑌𝑖
(𝑡𝑖)𝛿𝑖 .

O estimador de máxima verossimilhança 𝜆̂ pode ser obtido resolvendo o sistema de equa-

ções 𝑈(𝜆̂) = 0, em que 𝑈(𝜆) representa o vetor escore dado por

𝑈(𝜆) = 𝜕 log[𝐿(𝜆; 𝐷)]
𝜕𝜆

.

Sob condições de regularidade, tem-se que 𝜆̂ ∼ 𝑁𝑝+3 (𝜆, 𝐼−1(𝜆)), em que

𝐼−1(𝜆) = −𝐸
[︃
𝜕2ℓ(𝜆; 𝒟)
𝜕𝜆 𝜕𝜆⊤

]︃

é a matriz de informação de Fisher esperada. Contudo, devido à presença de observações

censuradas, o cálculo de 𝐼−1(𝜆) não é viável. Nesse cenário, a inferência é baseada na matriz

de informação observada, dada por

ℒ̈(𝜆) = −𝜕2 log[𝐿(𝜆; 𝐷)]
𝜕𝜆 𝜕𝜆⊤ .
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A partir da matriz ℒ̈(𝜆), obtêm-se os erros-padrão (EP) dos estimadores, os quais permitem

a construção de intervalos de confiança para os parâmetros de interesse. Outra medida bastante

utilizada, devido à sua interpretabilidade é a razão de chances, denotada por 𝜓. No caso de

uma covariável indicadora de grupo com duas categorias, tem-se

𝜓 = exp(𝛽).

Assim, um intervalo de confiança (1 − 𝛼) × 100% para a razão de chances é dado por

(𝜓𝐼 , 𝜓𝑆) = exp
{︁
𝛽 ± 𝑧(1−𝛼/2) 𝐸𝑃 (𝛽)

}︁
,

em que 𝑧(1−𝛼/2) representa o quantil da distribuição normal padrão correspondente.

A seguir, serão apresentadas as verossimilhanças marginais e suas respectivas derivadas para

alguns dos esquemas de fração de cura possíveis neste modelo, sob diferentes distribuições para

as incidências 𝑀𝑖:

(i) 𝑀𝑖
ind∼ Ber(𝜃𝑖): ou seja, existe no máximo uma causa competindo para a ocorrência do

evento de interesse, e essa causa estará presente com probabilidade 𝜃𝑖. Considera-se a

parte sistemática dada em (3.3).

(ii) 𝑀𝑖
ind∼ Poisson(𝜃𝑖): nesse caso, o número de fatores concorrendo para a ocorrência do

evento de interesse é positivo, não limitado e, em média, igual a 𝜃𝑖. A parte sistemática

considerada é a da equação em (3.4).

(iii) 𝑀𝑖
ind∼ Geom(𝜃𝑖): representa o número de fatores até que um deles cause a ocorrência do

evento de interesse. Esse número é positivo, não limitado, e cada fator tem probabilidade

𝜃𝑖 de causar o evento. A parte sistemática utilizada é a mesma da equação (3.3).

3.3.1 Modelo de primeira ativação log-simétrico

O esquema de primeira ativação, no qual 𝑅𝑖 = 1, considera que o nível de defesa contra o

evento de interesse é igual a 1. Por exemplo, pode-se interpretar esse caso como um sistema

imunológico incapaz de conter qualquer quantidade de células tumorais, de modo que, a partir

da presença de um único fator, o paciente poderá ir a óbito devido ao câncer.

Nesse caso, a função de verossimilhança marginal é dada por

𝐿(𝜆; 𝐷) =
𝑛∏︁

𝑖=1

(︂
𝑀𝑀

[︂
log{1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)}

]︂)︂1−𝛿𝑖

⎛⎜⎜⎝−
𝜕
(︂
𝑀𝑀

[︂
log{1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)}

]︂)︂
𝜕𝑡𝑖

⎞⎟⎟⎠
𝛿𝑖

.
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Considerando 𝑀𝑖
ind∼ Ber(𝜃𝑖) temos que

𝐿(𝜆; 𝐷) =
𝑛∏︁

𝑖=1

(︂
1 − 𝜃𝑖 + 𝜃𝑖[1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)]
)︂1−𝛿𝑖

⎛⎜⎜⎝𝜃𝑖

𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝑡𝑖

√
𝜑

⎞⎟⎟⎠
𝛿𝑖

e seu logaritmo é dado por

𝑙(𝜆; 𝐷) = log [𝐿(𝜆; 𝐷)] =
𝑛∑︁

𝑖=1
(1 − 𝛿𝑖) log

{︂
1 − 𝜃𝑖 + 𝜃𝑖[1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)]
}︂

+ 𝛿𝑖

(︂
log (𝜃𝑖) + log

[︂
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂]︂
− log(𝑡𝑖

√︁
𝜑)
)︂
.

Derivando em relação aos seus parâmetros, temos que

𝜕𝑙

𝜕𝜂
= 1
𝜂
√
𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

∼
𝑡𝑖 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂
−

(1 − 𝛿𝑖)𝜃𝑖𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
1 − 𝜃𝑖 + 𝜃𝑖

(︂
1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
)︂ ,

𝜕𝑙

𝜕𝜑
= 1

2𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

(︂∼
𝑡𝑖

2
𝑣
(︂∼
𝑡𝑖

)︂
− 1

)︂
−

(1 − 𝛿𝑖)𝜃𝑖

∼
𝑡𝑖 𝑔

(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
1 − 𝜃𝑖 + 𝜃𝑖

(︂
1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
)︂

e 𝜕𝑙

𝜕𝛽𝑘

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑘

1 + exp{𝑥⊤
𝑖 𝛽}

⎛⎝𝛿𝑖 + (1 − 𝛿𝑖)
𝜃𝑖𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

1 − 𝜃𝑖𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖)

⎞⎠ .
Considerando 𝑀𝑖

ind∼ Poisson(𝜃𝑖), temos que

𝐿(𝜆; 𝐷) =
𝑛∏︁

𝑖=1

(︂
exp

{︂
−𝜃𝑖𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
}︂)︂(1−𝛿𝑖)

⎛⎜⎜⎝𝜃𝑖

𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝑡𝑖

√
𝜑

exp
{︁
−𝜃𝑖𝐹𝑌𝑟

(𝑦)
}︁⎞⎟⎟⎠

𝛿𝑖

e seu logaritmo é dado por

𝑙(𝜆; 𝐷) =
𝑛∑︁

𝑖=1
𝛿𝑖

(︂
log(𝜃𝑖) + log

[︂
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂]︂
− log(𝑡𝑖) − log

[︂√︁
𝜑
]︂)︂

− 𝜃𝑖𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖).

Derivando em relação aos seus parâmetros, temos que

𝜕𝑙

𝜕𝜂
= 1
𝜂
√
𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

∼
𝑡𝑖 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂
+ 𝜃𝑖𝑔

(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
,

𝜕𝑙

𝜕𝜑
= 1

2𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

∼
𝑡𝑖

[︂
𝛿𝑖

∼
𝑡𝑖 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂
+ 𝜃𝑖𝑔

(︂∼
𝑡𝑖

2)︂]︂
− 𝛿𝑖,

𝜕𝑙

𝜕𝛽𝑘

=
𝑛∑︁

𝑖=1
𝑥𝑖𝑘

(︂
𝛿𝑖 − 𝜃𝑖𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
)︂
.

Considerando 𝑀𝑖 ∼ Geom(𝜃𝑖) temos que

𝐿(𝜆; 𝐷) =
𝑛∏︁

𝑖=1

⎛⎝ 𝜃𝑖

1 − (1 − 𝜃𝑖)(1 − 𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖))

⎞⎠1−𝛿𝑖

⎛⎜⎜⎝ 𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝜃𝑖(1 − 𝜃𝑖)

𝑡𝑖
√
𝜑[1 − (1 − 𝜃𝑖)(1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖))]2

⎞⎟⎟⎠
𝛿𝑖
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e seu logaritmo é dado por

𝑙(𝜆; 𝐷) =
𝑛∑︁

𝑖=1
log(𝜃𝑖) − [2 − (1 − 𝛿𝑖)] log

{︂
1 − [1 − 𝜃𝑖][1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)]
}︂

+ 𝛿𝑖

{︂
log

[︂
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂]︂
+ log(1 − 𝜃𝑖) − log(𝑡𝑖) − log

(︂√︁
𝜑
)︂}︂

.

Derivando em relação aos seus parâmetros, temos que

𝜕𝑙

𝜕𝜂
= 1
𝜂
√
𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

∼
𝑡𝑖 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂
+

(1 + 𝛿𝑖)(1 − 𝜃𝑖)𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝜃𝑖 + (1 − 𝜃𝑖)

(︂
1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
)︂ ,

𝜕𝑙

𝜕𝜑
= 1

2𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

(︂∼
𝑡𝑖

2
𝑣
(︂∼
𝑡𝑖

)︂
− 1

)︂
+

(1 + 𝛿𝑖)(1 − 𝜃𝑖)
∼
𝑡𝑖 𝑔

(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝜃𝑖 + (1 − 𝜃𝑖)

(︂
1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
)︂

e 𝜕𝑙

𝜕𝛽𝑘

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑘

1 + exp{𝑥⊤
𝑖 𝛽}

⎛⎝1 − (1 + 𝛿𝑖)
𝜃𝑖(1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖))

1 − (1 − 𝜃𝑖)(1 − 𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖))

− 𝛿𝑖𝜃𝑖

1 − 𝜃𝑖

⎞⎠ .

3.3.2 Modelo de ativação aleatória log-simétrico

O esquema de ativação aleatória considera que o nível de defesa contra o evento de

interesse segue uma distribuição uniforme discreta, com valor máximo igual ao número de

fatores competindo para a ocorrência do evento. Assim, todos os possíveis níveis de defesa

têm igual probabilidade, ou seja, 𝑅𝑖
ind∼ 𝑈{1 . . .𝑀𝑖}. Como exemplo, pode-se considerar um

computador com um antivírus que possui igual probabilidade de falhar diante de qualquer um

dos vírus existentes.

Nesse caso, a função de verossimilhança marginal é dada por

𝐿(𝜆; 𝐷) =
𝑛∏︁

𝑖=1

(︂
𝑃𝑀𝑖

(𝑀𝑖 = 0) + [1 − 𝑃𝑀𝑖
(𝑀𝑖 = 0)]𝑆𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
)︂1−𝛿𝑖

×

⎛⎜⎜⎝[𝑃𝑀𝑖
(𝑀𝑖 = 0) − 1]

𝜕
[︂
𝑆𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
]︂

𝜕𝑡𝑖

⎞⎟⎟⎠
𝛿𝑖

.

Considerando 𝑀𝑖
ind∼ Ber(𝜃𝑖), temos que

𝐿(𝜆; 𝐷) =
𝑛∏︁

𝑖=1

[︂
1 − 𝜃𝑖 + 𝜃𝑖𝑆𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
]︂1−𝛿𝑖

⎡⎢⎢⎣𝜃𝑖

𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝑡𝑖

√
𝜑

⎤⎥⎥⎦
𝛿𝑖
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e seu logaritmo é dado por

𝑙(𝜆; 𝐷) = log [𝐿(𝜆; 𝐷)] =
𝑛∑︁

𝑖=1
(1 − 𝛿𝑖) log

{︂
1 − 𝜃𝑖 + 𝜃𝑖[1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)]
}︂

+ 𝛿𝑖

(︂
log (𝜃𝑖) + log

[︂
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂]︂
− log

[︂
𝑡𝑖
√︁
𝜑
]︂)︂
.

Derivando em relação aos seus parâmetros, temos que

𝜕𝑙

𝜕𝜂
= 1
𝜂
√
𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

(1 − 𝛿𝑖)𝜃𝑖𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
1 − 𝜃𝑖 + 𝜃𝑖𝑆𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

− 𝛿𝑖

∼
𝑡𝑖 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂
,

𝜕𝑙

𝜕𝜑
= 1

2𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

∼
𝑡𝑖

⎛⎜⎜⎝ (1 − 𝛿𝑖)𝜃𝑖𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
1 − 𝜃𝑖 + 𝜃𝑖𝑆𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

− 𝛿𝑖

∼
𝑡𝑖 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂⎞⎟⎟⎠− 𝛿𝑖

e 𝜕𝑙

𝜕𝛽𝑘

=
𝑛∑︁

𝑖=1
− 𝑥𝑖𝑘

1 + exp{𝑥⊤
𝑖 𝛽}

⎛⎝𝛿𝑖 + (1 − 𝛿𝑖)
𝜃𝑖𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

1 − 𝜃𝑖𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖)

⎞⎠ .
Considerando 𝑀𝑖 ∼ Poisson(𝜃𝑖), temos que

𝐿(𝜆; 𝐷) =
𝑛∏︁

𝑖=1

(︂
exp{−𝜃𝑖} + [1 − exp{−𝜃𝑖}]𝑆𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
)︂1−𝛿𝑖

⎛⎜⎜⎝[1 − exp{−𝜃𝑖}]
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝑡𝑖

√
𝜑

⎞⎟⎟⎠
𝛿𝑖

e seu logaritmo é dado por

𝑙(𝜆; 𝐷) =
𝑛∑︁

𝑖=1
(1 − 𝛿𝑖) log

(︂
exp{−𝜃𝑖} + [1 − exp{−𝜃𝑖}][1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)]
)︂

+ 𝛿𝑖

(︂
log (1 − exp{−𝜃𝑖}) + log

[︂
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂]︂
− log

[︂
𝑡𝑖
√︁
𝜑
]︂)︂
.

Derivando em relação aos seus parâmetros, temos que

𝜕𝑙

𝜕𝜂
= 1
𝜂
√
𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

(1 − 𝛿𝑖)(1 − exp{−𝜃𝑖})𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
exp{−𝜃𝑖} + (1 − exp{−𝜃𝑖})𝑆𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

− 𝛿𝑖

∼
𝑡𝑖 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂
,

𝜕𝑙

𝜕𝜑
= 1

2𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

∼
𝑡𝑖

⎡⎢⎢⎣ (1 − 𝛿𝑖)(1 − exp{−𝜃𝑖})𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
exp{−𝜃𝑖} + (1 − exp{−𝜃𝑖})𝑆𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

− 𝛿𝑖

∼
𝑡𝑖 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂⎤⎥⎥⎦− 𝛿𝑖

e 𝜕𝑙

𝜕𝛽𝑘

= −
𝑛∑︁

𝑖=1
𝑥𝑖𝑘

⎡⎣ 𝛿𝑖𝜃𝑖 exp{−𝜃𝑖}
1 − exp{−𝜃𝑖}

+ (1 − 𝛿𝑖)𝜃𝑖 exp{−𝜃𝑖}𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖)

exp{−𝜃𝑖} + (1 − exp{−𝜃𝑖})𝑆𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖)

⎤⎦ .
Considerando 𝑀𝑖

ind∼ Geom(𝜃𝑖), temos que

𝐿(𝜆; 𝐷) =
𝑛∏︁

𝑖=1

[︂
𝜃𝑖 + (1 − 𝜃𝑖)𝑆𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
]︂1−𝛿𝑖

⎡⎢⎢⎣(1 − 𝜃𝑖)
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝑡𝑖

√
𝜑

⎤⎥⎥⎦
𝛿𝑖
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e seu logaritmo é dado por

𝑙(𝜆; 𝐷𝑜𝑏𝑠) =
𝑛∑︁

𝑖=1
(1 − 𝛿𝑖) log

{︂
𝜃𝑖 + [1 − 𝜃𝑖][1 − 𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)]
}︂

+ 𝛿𝑖

{︂
log (1 − 𝜃𝑖) + log

[︂
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂]︂
− log

[︂
𝑡𝑖
√︁
𝜑
]︂)︂
.

Derivando em relação aos seus parâmetros, temos que

𝜕𝑙

𝜕𝜂
= 1
𝜂
√
𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

(1 − 𝛿𝑖)(1 − 𝜃𝑖)𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝜃𝑖 + (1 − 𝜃𝑖)𝑆𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

− 𝛿𝑖

∼
𝑡𝑖 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂
,

𝜕𝑙

𝜕𝜑
= 1

2𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

∼
𝑡𝑖

⎡⎢⎢⎣(1 − 𝛿𝑖)(1 − 𝜃𝑖)𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝜃𝑖 + (1 − 𝜃𝑖)𝑆𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

− 𝛿𝑖

∼
𝑡𝑖 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂⎤⎥⎥⎦− 𝛿𝑖

e 𝜕𝑙

𝜕𝛽𝑘

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑘

1 + exp{𝑥⊤
𝑖 𝛽}

⎡⎣ 𝜃𝑖𝛿𝑖

1 − 𝜃𝑖

+ (1 − 𝛿𝑖)𝜃𝑖𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖)

1 − 𝜃𝑖𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖)

⎤⎦ .

3.3.3 Modelo de ativação geométrica log-simétrico

O esquema de ativação geométrica, no qual 𝑅𝑖
ind∼ Geom(𝜉), considera que o nível de

defesa contra o evento de interesse é positivo e sem limite superior. Por exemplo, pode-

se interpretar esse caso como um sistema imunológico capaz de lidar com uma quantidade

variável de tumores; no entanto, ao surgir um número de tumores que iguale ou exceda essa

capacidade, o paciente poderá ir a óbito devido ao câncer.

Nesse caso, a função de verossimilhança marginal é dada por

𝐿(𝜆; 𝐷) =
𝑛∏︁

𝑖=1

(︂
𝑀𝑀

[︂
log{1 − 𝜉𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)}

]︂)︂1−𝛿𝑖

⎛⎜⎜⎝−
𝜕
(︂
𝑀𝑀

[︂
log{1 − 𝜉𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)}

]︂)︂
𝜕𝑡𝑖

⎞⎟⎟⎠
𝛿𝑖

.

Considerando 𝑀𝑖
ind∼ Ber(𝜃𝑖), temos que

𝐿(𝜆; 𝐷) =
𝑛∏︁

𝑖=1

{︂
1 − 𝜃𝑖 + 𝜃𝑖[1 − 𝜉𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)]
}︂1−𝛿𝑖

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩𝜃𝑖𝜉
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝑡𝑖

√
𝜑

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
𝛿𝑖

e seu logaritmo é dado por

𝑙(𝜆; 𝐷) = log [𝐿(𝜆; 𝐷)] =
𝑛∑︁

𝑖=1
(1 − 𝛿𝑖) log

{︂
1 − 𝜃𝑖 + 𝜃𝑖[1 − 𝜉𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)]
}︂

+ 𝛿𝑖

{︂
log (𝜃𝑖) + log(𝜉) + log

[︂
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂]︂
− log

[︂
𝑡𝑖
√︁
𝜑
]︂)︂
.
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Derivando em relação aos seus parâmetros, temos que

𝜕𝑙

𝜕𝜂
= 1
𝜂
√
𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

∼
𝑡𝑖 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂
−

(1 − 𝛿𝑖)𝜃𝑖𝜉𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
1 − 𝜃𝑖 + 𝜃𝑖

(︂
1 − 𝜉𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
)︂ ,

𝜕𝑙

𝜕𝜑
= 1

2𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

(︂∼
𝑡𝑖

2
𝑣
(︂∼
𝑡𝑖

)︂
− 1

)︂
−

(1 − 𝛿𝑖)𝜃𝑖𝜉
∼
𝑡𝑖 𝑔

(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
1 − 𝜃𝑖 + 𝜃𝑖

(︂
1 − 𝜉𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
)︂ ,

𝜕𝑙

𝜕𝛽𝑘

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑘

1 + exp{𝑥⊤
𝑖 𝛽}

⎛⎝𝛿𝑖 + (1 − 𝛿𝑖)
𝜉𝜃𝑖𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

1 − 𝜉𝜃𝑖𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖)

⎞⎠
e 𝜕𝑙

𝜕𝜉
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

𝜉
+ (1 − 𝛿𝑖)

𝜃𝑖𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖)

1 − 𝜉𝜃𝑖𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖)
.

Considerando 𝑀𝑖
ind∼ Poisson(𝜃𝑖), temos que

𝐿(𝜆; 𝐷) =
𝑛∏︁

𝑖=1

(︂
exp

{︂
−𝜃𝑖𝜉𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
}︂)︂1−𝛿𝑖

⎛⎜⎜⎝𝜃𝑖𝜉
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝑡𝑖

√
𝜑

exp
{︁
−𝜃𝑖𝜉𝐹𝑌𝑟

(𝑦)
}︁⎞⎟⎟⎠

𝛿𝑖

e seu logaritmo é dado por

𝑙(𝜆; 𝐷) =
𝑛∑︁

𝑖=1
𝛿𝑖

{︂
log(𝜃𝑖) + log(𝜉) + log

[︂
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂]︂
− log(𝑡𝑖) − log

[︂√︁
𝜑
]︂}︂

− 𝜃𝑖𝜉𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖).

Derivando em relação aos seus parâmetros, temos que

𝜕𝑙

𝜕𝜂
= 1
𝜂
√
𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

∼
𝑡𝑖 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂
+ 𝜃𝑖𝜉𝑔

(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
,

𝜕𝑙

𝜕𝜑
= 1

2𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

∼
𝑡𝑖

[︂
𝛿𝑖

∼
𝑡𝑖 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂
+ 𝜃𝑖𝜉𝑔

(︂∼
𝑡𝑖

2)︂]︂
− 𝛿𝑖,

𝜕𝑙

𝜕𝛽𝑘

=
𝑛∑︁

𝑖=1
𝑥𝑖𝑘

[︂
𝛿𝑖 − 𝜃𝑖𝜉𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
]︂

e 𝜕𝑙

𝜕𝜉
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

𝜉
− 𝜃𝑖𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖). (3.7)

Considerando 𝑀𝑖
ind∼ Geom(𝜃𝑖) temos que

𝐿(𝜆; 𝐷) =
𝑛∏︁

𝑖=1

⎧⎨⎩ 𝜃𝑖

1 − [1 − 𝜃𝑖][1 − 𝜉𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖)]

⎫⎬⎭
1−𝛿𝑖

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝜃𝑖(1 − 𝜃𝑖)𝜉

𝑡𝑖
√
𝜑[1 − (1 − 𝜃𝑖)(1 − 𝜉𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖))]2

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
𝛿𝑖

e seu logaritmo é dado por

𝑙(𝜆; 𝐷) =
𝑛∑︁

𝑖=1
log(𝜃𝑖) − [2 − (1 − 𝛿𝑖)] log

{︂
1 − [1 − 𝜃𝑖][1 − 𝜉𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)]
}︂

+ 𝛿𝑖

{︂
log

[︂
𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂]︂
+ log(𝜉) + log(1 − 𝜃𝑖) − log(𝑡𝑖) − log

(︂√︁
𝜑
)︂}︂

.
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Derivando em relação aos seus parâmetros, temos que

𝜕𝑙

𝜕𝜂
= 1
𝜂
√
𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

∼
𝑡𝑖 𝑣

(︂∼
𝑡𝑖

)︂
+

(1 + 𝛿𝑖)(1 − 𝜃𝑖)𝜉𝑔
(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝜃𝑖 + (1 − 𝜃𝑖)

(︂
1 − 𝜉𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
)︂ ,

𝜕𝑙

𝜕𝜑
= 1

2𝜑

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

(︂∼
𝑡𝑖

2
𝑣
(︂∼
𝑡𝑖

)︂
− 1

)︂
+

(1 + 𝛿𝑖)(1 − 𝜃𝑖)𝜉
∼
𝑡𝑖 𝑔

(︂∼
𝑡𝑖

2)︂
𝜃𝑖 + (1 − 𝜃𝑖)

(︂
1 − 𝜉𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)
)︂ ,

𝜕𝑙

𝜕𝛽𝑘

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑘

1 + exp{𝑥⊤
𝑖 𝛽}

⎡⎣1 − (1 + 𝛿𝑖)
𝜃𝑖(1 − 𝜉𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖))

1 − (1 − 𝜃𝑖)(1 − 𝜉𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖))

− 𝛿𝑖𝜃𝑖

1 − 𝜃𝑖

⎤⎦
e 𝜕𝑙

𝜕𝜉
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖

𝜉
+ (1 + 𝛿𝑖)(1 − 𝜃𝑖)𝐹𝑍𝑖

(
∼
𝑡𝑖)

1 − (1 − 𝜃𝑖)(1 − 𝜉𝐹𝑍𝑖
(

∼
𝑡𝑖))

.
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4 ESTUDO DE SIMULAÇÃO

4.1 ESTIMAÇÃO

Com o intuito de avaliar os estimadores dos parâmetros no modelo de fração de cura log-

simétrico com diferentes esquemas de ativação, foi realizado um estudo de simulação de Monte

Carlo considerando os esquemas de primeira ativação, ativação aleatória e ativação geométrica.

A distribuição de incidência adotada foi a Poisson, enquanto a distribuição de latência segue

as distribuições log-normal e log-t-Student com três graus de liberdade. O objetivo deste

estudo foi analisar o impacto de diferentes frações de curados, tamanhos amostrais e níveis de

censura para os indivíduos não curados no comportamento dos estimadores dos parâmetros

da distribuição para diferentes esquemas de ativação e de distribuição de latência.

O primeiro Cenário considera uma varíavel explicativa 𝑥𝑖 dicotômica representando 1 se o

caso for tratamento e 0 se for controle, seguindo uma distribuição de Bernoulli com probabili-

dade 0,5. O segundo Cenário considera uma covariável 𝑥𝑖 contínua, seguindo uma distribuição

normal padrão e em ambos os Cenários os valores foram fixados nas diferentes réplicas da

simulação. Os valores verdadeiros dos parâmetros utilizados nesta simulação foram fixados em

𝜂 = 5, 𝜑 = 1 e 𝜉 = 0,5. Como a fração de cura (fc) depende do parâmetro 𝜃, e este, por sua

vez, é dado por 𝜃𝑖 = exp{x⊤
𝑖 𝛽}, com x⊤

𝑖 = (1, 𝑥𝑖), o vetor de coeficientes 𝛽 foi ajustado de

modo que a fc, em média, assumisse os valores desejados de 10%, 20% e 30%. Como a proba-

bilidade de cura nos esquemas de primeira ativação e ativação aleatória é a mesma 𝑃 (𝑀 = 0),

os vetores 𝛽 utilizados nesses casos foram iguais. Já no esquema de ativação geométrica, a

probabilidade de cura é dada por 𝑃 (𝑀 < 𝑅), diferente dos esquemas com 𝑃 (𝑀 = 0), então

são exigidos vetores 𝛽 diferentes. Esses valores estão descritos nas Tabelas 2 e 3.

Além da censura oriunda da fc, foi adicionada censura nos indivíduos não curados, de modo

que a proporção de censura nos não curados (pcNC) fosse de 15% e 45%. No geral, a censura

total nas simulações varia desde um nível relativamente baixo, em torno de 25%, até um nível

considerado alto, de 75%. Também foram considerados diferentes tamanhos amostrais, sendo

𝑛 = 50, 150, 250 e 500.
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Tabela 2 – Vetores fixados para 𝛽 nas simulações dos esquemas de primeira ativação e ativação
aleatória

fc(%) Cenário 1 Cenário 2
10 𝛽 = (0,77, 0,15)⊤ 𝛽 = (1,51, 1,15)⊤

20 𝛽 = (0,40, 0,15)⊤ 𝛽 = (0,86, 1,15)⊤

30 𝛽 = (0,11, 0,15)⊤ 𝛽 = (0,39, 1,15)⊤

Tabela 3 – Vetores fixados para 𝛽 nas simulações do esquema de ativação geométrica

fc(%) Cenário 1 Cenário 2
10 𝛽 = (1,21, 2,00)⊤ 𝛽 = (3,10, 2,00)⊤

20 𝛽 = (0,67, 2,00)⊤ 𝛽 = (2,11, 2,00)⊤

30 𝛽 = (0,17, 2,00)⊤ 𝛽 = (1,36, 2,00)⊤

4.1.1 Algoritmo 1

O algoritmo para gerar os dados do modelo de fração de cura log-simétrico com esquemas

de ativação pode ser descrito pelos seguintes passos:

1. Escolher os valores verdadeiros dos parâmetros 𝜆 e da pcNC desejada, sabendo que a

censura total na amostra é dada por pc = fc + pcNC com fc fixada;

2. Gerar um vetor amostral de covariáveis 𝑋𝑖 = (1, 𝑥𝑖)⊤ com 𝑥𝑖 de tamanho 𝑛 proveniente

de uma distribuição Bernoulli com probabilidade 0, 5 para o Cenário 1 e distribuição

normal padrão para o Cenário 2;

3. Gerar uma amostra de tamanho 𝑛 para 𝑅𝑖, assumindo valor constante igual a 1 no caso

do esquema de primeira ativação, seguindo uma distribuição uniforme discreta no caso

do esquema de ativação aleatória ou uma distribuição geométrica no caso do esquema

de ativação geométrica. Em seguida, utilizar o vetor amostral obtido no passo 2 para

gerar uma amostra de tamanho 𝑛 de 𝑀𝑖
ind∼ Poisson(𝜃𝑖) com 𝜃𝑖 = exp{𝑋⊤

𝑖 𝛽}.

4. Para cada 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, gerar uma amostra 𝑌𝑗 ∼ 𝐿𝑆(𝜂, 𝜑, 𝑔(·)) com 𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝑖. Se

𝑚𝑖 < 𝑟𝑖, definir 𝑌𝑖 = 1000 × 1050; caso contrário, 𝑌𝑖 = 𝑌(𝑟𝑖), em que 𝑌(𝑟𝑖) é a 𝑟𝑖-ésima

estatística de ordem da amostra 𝑌𝑗;

5. Encontrar a raiz 𝑠 da equação 1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝐹 (𝑌𝑖) − pc = 0, sabendo que 𝐹 (·) é a função de

distribuição acumulada (FDA) de uma distribuição uniforme 𝑈(0, 𝑠);
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6. Gerar uma amostra 𝐶𝑖, com 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 a partir de uma distribuição 𝑈(0, 𝑠) utilizando

o 𝑠 encontrado no passo 5;

7. Para a censura ser independente do tempo criado, gerar uma nova amostra 𝑌𝑖 utilizando

o mesmo procedimento descrito nos passos 3 e 4.

8. Usar a nova amostra, obtida no passo 7, de forma que 𝑇𝑖 = 𝑌𝑖 e 𝛿𝑖 = 1 se 𝑌𝑖 ≤ 𝐶𝑖;

caso contrário, 𝑇𝑖 = 𝐶𝑖 e 𝛿𝑖 = 0.

O desempenho dos estimadores foi avaliado por meio do VRA, DP e REQM, dados por:

VRA =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒média(𝜆̂) − 𝜆

𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ (VRA),

𝐷𝑃 =

⎯⎸⎸⎸⎷∑︀10000
𝑀𝐶=1

(︂
𝜆̂𝑀𝐶 − ¯̂

𝜆
)︂2

10000 − 1 (DP),

REQM =

⎯⎸⎸⎷ 1
10000

10000∑︁
𝑀𝐶=1

(︁
𝜆̂𝑀𝐶 − 𝜆

)︁2
(REQM),

em que 𝑀𝐶 representa a 𝑀𝐶-ésima replica de Monte Carlo sendo utilizadas 10.000 réplicas.

Ao longo das diferentes configurações simuladas foi possível observar uma taxa de réplicas

que não convergiram, devido a exceder o limite do número máximo de iterações para conver-

gência do processo. No entanto, essa taxa de descarte não ultrapassou 2% em nenhuma das

configurações. Em cada réplica, os parâmetros foram estimados por máxima verossimilhança,

utilizando a função de verossimilhança marginal através do algoritmo quase-Newton BFGS im-

plementado no pacote maxLik através do ambiente R (TEAM et al., 2020) com limite máximo

escolhido de 2000 iterações. Os códigos utilizados nesta dissertação podem ser disponibilizados

mediante solicitação ao autor.

Os valores iniciais para o processo iterativo de estimação, nos esquemas de primeira ativa-

ção e ativação aleatória, foram escolhidos da seguinte forma: para o parâmetro 𝜂, utilizou-se

a mediana amostral; para 𝜑, foi empregada a função quantílica da classe LS, dada conforme a

Propriedade 1 3.2. Assim, o valor inicial de 𝜑 foi determinado por 𝜑 =
{︁
[log (𝜏𝑝/𝜂)]/𝑍(𝑝)

𝜁

}︁2
,

em que 𝑍(𝑝)
𝜁 representa o quantil de ordem 𝑝 da distribuição de latência escolhida. Para o vetor

de parâmetros 𝛽, as estimativas iniciais foram obtidas por regressão via mínimos quadrados.

No caso da distribuição log-t-Student, considerou-se o parâmetro dos graus de liberdade como

conhecido e fixo ao longo das simulações.
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No esquema de ativação geométrica, um parâmetro adicional foi incorporado à modelagem

da fc, o parâmetro 𝜉. O valor inicial de 𝜉 no processo iterativo foi obtido resolvendo-se a

equação de verossimilhança apresentada em (3.7), de forma que

𝜉 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑣𝑖∑︀𝑛
𝑖=1 𝜃𝑖𝐹𝑇𝑖

= 𝑣

𝜃𝐹𝑇𝑖
(𝑡𝑖)

.

4.1.2 Cenário 1

A seguir, são apresentados os resultados da simulação no Cenário 1, no qual a covariável

𝑥𝑖 assume valor 1 para o grupo de tratamento e 0 para o grupo de controle. O parâmetro

𝜃𝑖 = exp{x⊤
𝑖 𝛽} depende da covariável binária 𝑥𝑖, com 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, que representa esses dois

grupos. Assume-se que a probabilidade de um indivíduo pertencer ao grupo de tratamento

seja de 50% e 50% para o grupo de controle.

As Tabelas 4 e 5, juntamente com a Figura 2, apresentam os resultados das 48 configu-

rações de fc, pcNC e tamanho amostral simuladas no esquema de primeira ativação, 𝑅 = 1,

com latência log-normal e log-𝑡-Student com três graus de liberdade. De modo geral, para

todos os estimadores e em ambas as distribuições de latência, observam-se reduções no VRA,

DP e REQM à medida que o tamanho amostral aumenta, e aumentos nessas métricas com o

crescimento da censura, seja ela decorrente do aumento do percentual de censura na fc ou na

pcNC.

Destaca-se que o estimador do parâmetro associado à mediana apresenta os maiores valo-

res de VRA, DP e REQM. Além disso, a distribuição log-t-Student com três graus de liberdade

tende a produzir VRA, DP e REQM menores para 𝜂 em comparação à log-normal. A Figura 2

também evidencia que, em ambas as distribuições, o impacto no aumento das métricas con-

forme pcNC aumenta é intensificado à medida que fc cresce, por exemplo, o caso do 𝛽1 para

a distribuição log-normal com 𝑛 = 500, o aumento da pcNC de 15% para 45% aumenta o

REQM em 27%, 32, 5% e 42, 6% para 𝑓𝑐 = 10%,𝑓𝑐 = 20% e 𝑓𝑐 = 30%, respectivamente.
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Figura 2 – REQM dos parâmetros no esquema de primeira ativação com latência log-normal e
log-t-Student com três graus de liberdade sob diferentes níveis de censura e cura.
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Figura 3 – REQM dos parâmetros no esquema de ativação aleatória com latência log-normal e
log-t-Student com três graus de liberdade sob diferentes níveis de censura e cura.
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De forma similar com o observado nos resultados do esquema de primeira ativação, as

Tabelas 6 e 7 juntamente com a Figura 3 mostram que para todos os estimadores e em

ambas as distribuições de latência, o VRA, o DP e o REQM do esquema de ativação aleatória,

𝑅 ∼ 𝑈(1,𝑀), tendem a diminuir com o aumento do tamanho amostral e a crescer com o

aumento percentual de censura, seja ela causada pelo aumento da fc ou da pcNC. Esse efeito,

no entanto, é atenuado em amostras maiores. Em situações onde os VRA já se aproximam

de zero, flutuações aleatórias podem gerar pequenos aumentos nas métricas mesmo com o

crescimento da amostra.
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Observa-se também que, diferentemente do esquema de primeira ativação, no qual o esti-

mador 𝜂 apresenta métricas elevadas, neste caso as métricas permanecem bastante próximas

entre os diferentes estimadores em ambas as distribuições. O mesmo pode ser constatado ao

comparar as métricas entre as distribuições. Também nota-se na Figura 3 que assim como no

esquema de primeira ativação, o crescimento da fc eleva o efeito do aumento da pcNC.

Figura 4 – REQM dos parâmetros no esquema de ativação geométrica com latência log-normal
e log-t-Student com três graus de liberdade sob diferentes níveis de censura e cura.
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Por fim, os resultados das simulações de Monte Carlo no esquema de ativação geométrica,

𝑅 ∼ Geom(𝜉), com latência log-normal e log-𝑡-Student com três graus de liberdade são

apresentados nas Tabelas 9, ?? e na Figura 4. De maneira geral, exceto para o estimador 𝜉, os
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resultados mostram que, para todos os estimadores e em ambas as distribuições de latência, o

VRA, o DP e o REQM diminuem com o aumento da amostra e aumentam com o crescimento

da censura, seja esta oriunda da fc ou da pcNC. Como nos demais esquemas, esse efeito é

menos expressivo em amostras grandes.

O estimador do parâmetro 𝜂, associado à mediana, volta a apresentar valores de DP e

REQM altos, destoando-se dos demais estimadores, ainda mais do que no caso do esquema de

primeira ativação, sendo que a distribuição log-𝑡-Student com três graus de liberdade continua

resultando em métricas inferiores à log-normal. Já o estimador 𝜉 não apresenta uma melhora

consistente das métricas com o aumento da amostra, mostrando grandes oscilações nas métri-

cas de VRA, DP e REQM. A Figura 4, assim como os esquemas anteriores, também evidencia

que, para ambas as distribuições, o aumento da fc intensifica o impacto do crescimento da

pcNC, com exceção do estimador de 𝜉, onde as oscilações dificultam a detecção desse padrão.

4.1.3 Cenário 2

A seguir, são apresentados os resultados da simulação no Cenário 2 com covariável 𝑥𝑖

contínua, em que o parâmetro 𝜃𝑖 = exp{x⊤
𝑖 𝛽} é associado a uma covariável contínua com

distribuição normal padrão, ou seja, média zero e desvio padrão igual a um, representando,

por exemplo, a variação no peso corporal após determinado tratamento.

De forma geral, as Tabelas 10 e 11, e na Figura 5, referentes ao Cenário 2 com esquema

de primeira ativação, mostram que as métricas de VRA, DP e REQM diminuem conforme o

tamanho amostral aumenta e aumentam conforma o percentual da censura aumenta. Nota-se

ainda que o estimador do parâmetro associado a mediana apresenta os maiores valores dessas

métricas, especialmente o DP e o REQM. Esse comportamento é especialmente evidente no

estimador 𝜂 da latência log-normal, que apresenta métricas consideravelmente maiores que

a distribuição log-t-Student com três graus de liberdade. A Figura 5 também evidencia que

a medida que a fc aumenta, o impacto do acréscimo na pcNC se intensifica em ambas as

distribuições.
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Figura 5 – REQM dos parâmetros no esquema de primeira ativação com latência log-normal e
log-t-Student com três graus de liberdade sob diferentes níveis de censura e cura.
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Figura 6 – REQM dos parâmetros no esquema de ativação aleatória com latência log-normal e
log-t-Student com três graus de liberdade sob diferentes níveis de censura e cura.

10% de cura 20% de cura 30% de cura

0

1

2

3

h

Log-normal

0.0

0.2

0.4

0.6

f

0

5

10

15

20

b0

50 15
0

30
0

50
0 50 15

0
30

0
50

0 50 15
0

30
0

50
0

0

4

8

12

b1

10% de cura 20% de cura 30% de cura

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Log-t-Student

0.0

0.2

0.4

0.6

0

5

10

15

50 15
0

30
0

50
0 50 15

0
30

0
50

0 50 15
0

30
0

50
0

0

5

10

Número de observações

Censura dos não curados 15% 45%

Fonte: o autor

Os resultados das simulações com ativação aleatória são apresentados nas Tabelas 12

e 13, juntamente com a Figura 6. Observa-se que o tamanho amostral impacta as métricas de

VRA, DP e REQM, de modo que, quanto maior o tamanho da amostra, menores são os valores

dessas métricas. Por outro lado, o percentual de censura afeta as métricas de forma oposta ao

tamanho amostral: quanto maior o percentual de censura, maiores são os valores das métricas,

embora esse efeito se reduza à medida que o tamanho amostral aumenta. Destaca-se ainda

a semelhança entre os resultados dos estimadores de latência para as duas distribuições. No

entanto, os estimadores de incidência, representados por 𝛽, apresentam valores elevados em
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ambas as distribuições, especialmente nas métricas DP e REQM.

Figura 7 – REQM dos parâmetros no esquema de ativação geométrica com latência log-normal
e log-t-Student com três graus de liberdade sob diferentes níveis de censura e cura.

10% de cura 20% de cura 30% de cura

0

20

40

60

h

Log-normal

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

f

0.0

0.1

0.2

0.3

x

0

1

2

b0

50 15
0

30
0

50
0 50 15

0
30

0
50

0 50 15
0

30
0

50
0

0.0

0.2

0.4

0.6

b1

10% de cura 20% de cura 30% de cura

0.0

2.5

5.0

7.5

Log-t-Student

0.0

0.5

1.0

0.0

0.1

0.2

0.3

0

1

2

3

50 15
0

30
0

50
0 50 15

0
30

0
50

0 50 15
0

30
0

50
0

0.0

0.2

0.4

0.6

Número de observações

Censura dos não curados 15% 45%

Fonte: o autor

De forma semelhante aos resultados obtidos no esquema de primeira ativação, o esquema

de ativação geométrica, conforme apresentado nas Tabelas 14 e 15, juntamente com a Figura 7,

mostra que o estimador do parâmetro 𝜂 apresenta métricas de VRA, DP e REQM elevadas,

especialmente DP e REQM, com valores ainda maiores do que os observados no esquema de

primeira ativação. Assim como nesse último, a distribuição log-𝑡-Student com três graus de

liberdade apresenta métricas menores em comparação à distribuição log-normal.

Observa-se, em ambas as distribuições, os mesmos comportamentos já identificados: quanto



68

Ta
be

la
14

–
VR

A,
RE

Q
M

e
D

P
da

s
es

tim
at

iva
s

do
s

pa
râ

m
et

ro
s

no
es

qu
em

a
de

at
iva

çã
o

ge
om

ét
ric

a
co

m
la

tê
nc

ia
lo

g-
no

rm
al

,s
ob

di
fe

re
nt

es
ní

ve
is

de
ce

ns
ur

a
e

cu
ra

.

fc
(%

)
pc

N
C(

%
)

n
𝜂

𝜑
𝜉

𝛽
0

𝛽
1

V
RA

RE
Q

M
D

P
V

RA
RE

Q
M

D
P

V
RA

RE
Q

M
D

P
V

RA
RE

Q
M

D
P

V
RA

RE
Q

M
D

P

10

15

50
1,

22
24

24
,0

96
5

23
,3

09
7

0,
05

77
0,

42
46

0,
42

07
0,

42
12

0,
31

05
0,

22
81

0,
03

02
1,

03
57

1,
03

15
0,

06
43

0,
34

82
0,

32
36

15
0

0,
20

33
4,

01
76

3,
88

72
0,

01
74

0,
22

25
0,

22
18

0,
27

74
0,

30
17

0,
26

79
0,

00
28

0,
73

13
0,

73
13

0,
02

28
0,

18
41

0,
17

84
30

0
0,

08
95

1,
92

76
1,

87
50

0,
00

95
0,

15
06

0,
15

03
0,

38
36

0,
30

22
0,

23
36

0,
05

95
0,

57
78

0,
54

76
0,

01
01

0,
12

55
0,

12
39

50
0

0,
05

73
1,

47
03

1,
44

21
0,

00
90

0,
12

03
0,

12
00

0,
31

05
0,

28
65

0,
24

08
0,

04
20

0,
56

20
0,

54
68

0,
00

61
0,

09
61

0,
09

53

45

50
5,

08
40

60
,1

66
2

54
,5

35
3

0,
09

43
0,

66
36

0,
65

69
0,

37
46

0,
28

43
0,

21
39

0,
15

99
2,

48
03

2,
43

04
0,

07
82

0,
44

32
0,

41
47

15
0

2,
27

38
35

,6
77

3
33

,8
19

0
0,

07
10

0,
49

12
0,

48
61

0,
51

87
0,

31
80

0,
18

41
0,

00
37

1,
70

58
1,

70
58

0,
02

96
0,

22
69

0,
21

91
30

0
1,

29
40

23
,7

58
5

22
,8

61
6

0,
06

06
0,

39
01

0,
38

54
0,

52
00

0,
33

32
0,

20
84

0,
03

14
1,

27
16

1,
26

79
0,

01
23

0,
15

33
0,

15
14

50
0

0,
61

39
12

,3
74

5
11

,9
88

4
0,

03
90

0,
29

71
0,

29
46

0,
50

94
0,

32
91

0,
20

83
0,

06
39

0,
98

35
0,

96
34

0,
00

84
0,

11
91

0,
11

79

20

15

50
0,

91
00

24
,0

79
6

23
,6

47
0

0,
02

23
0,

41
64

0,
41

58
0,

20
29

0,
26

98
0,

25
00

0,
07

82
0,

87
84

0,
86

28
0,

06
48

0,
37

20
0,

34
87

15
0

0,
15

79
3,

34
82

3,
25

40
0,

02
11

0,
23

13
0,

23
04

0,
37

15
0,

29
62

0,
23

07
0,

08
05

0,
59

04
0,

56
54

0,
02

14
0,

18
99

0,
18

51
30

0
0,

05
90

1,
66

14
1,

63
50

0,
00

14
0,

15
61

0,
15

61
0,

31
56

0,
26

85
0,

21
72

0,
08

29
0,

48
56

0,
45

31
0,

01
15

0,
12

76
0,

12
55

50
0

0,
02

09
1,

04
78

1,
04

26
0,

00
35

0,
11

64
0,

11
63

0,
17

79
0,

25
41

0,
23

81
0,

02
23

0,
54

50
0,

54
30

0,
00

62
0,

10
15

0,
10

08

45

50
6,

28
76

72
,9

19
1

65
,7

97
3

0,
09

23
0,

72
24

0,
71

65
0,

26
84

0,
24

51
0,

20
51

0,
30

17
2,

66
88

2,
59

19
0,

09
95

0,
53

47
0,

49
63

15
0

4,
21

53
65

,7
02

9
62

,2
33

8
0,

13
01

0,
61

13
0,

59
74

0,
35

92
0,

26
38

0,
19

33
0,

11
45

1,
86

91
1,

85
35

0,
03

00
0,

24
98

0,
24

25
30

0
1,

61
00

32
,7

91
9

31
,7

90
1

0,
05

97
0,

43
60

0,
43

19
0,

34
68

0,
28

23
0,

22
28

0,
00

90
1,

28
81

1,
28

80
0,

01
47

0,
16

85
0,

16
59

50
0

0,
77

12
15

,2
95

2
14

,8
02

0
0,

04
39

0,
34

89
0,

34
62

0,
47

56
0,

30
98

0,
19

86
0,

08
30

1,
03

70
1,

02
22

0,
00

90
0,

12
92

0,
12

79

30

15

50
0,

84
77

20
,5

11
6

20
,0

69
9

0,
03

37
0,

45
71

0,
45

59
0,

25
12

0,
25

88
0,

22
63

0,
03

78
0,

76
98

0,
76

81
0,

06
58

0,
38

33
0,

36
00

15
0

0,
10

86
2,

50
30

2,
44

36
0,

00
19

0,
22

73
0,

22
73

0,
15

20
0,

25
56

0,
24

40
0,

00
94

0,
59

46
0,

59
45

0,
02

23
0,

20
08

0,
19

58
30

0
0,

05
31

1,
45

43
1,

42
99

0,
00

18
0,

16
15

0,
16

15
0,

19
40

0,
23

76
0,

21
69

0,
06

03
0,

48
27

0,
47

58
0,

01
36

0,
13

72
0,

13
44

50
0

0,
04

23
1,

11
81

1,
09

80
0,

01
01

0,
13

07
0,

13
03

0,
18

61
0,

25
61

0,
23

86
0,

03
86

0,
48

40
0,

48
12

0,
00

59
0,

10
52

0,
10

45

45

50
6,

39
87

73
,9

51
7

66
,6

76
3

0,
02

20
0,

79
12

0,
79

10
0,

05
06

0,
23

27
0,

23
13

0,
51

06
2,

81
48

2,
72

79
0,

12
83

0,
71

52
0,

66
76

15
0

4,
30

78
60

,0
69

1
56

,0
77

4
0,

09
60

0,
68

17
0,

67
49

0,
14

67
0,

24
67

0,
23

56
0,

26
81

1,
98

67
1,

95
31

0,
03

58
0,

28
30

0,
27

38
30

0
2,

51
07

39
,1

00
2

37
,0

32
1

0,
11

90
0,

55
34

0,
54

05
0,

36
82

0,
29

08
0,

22
51

0,
10

13
1,

58
67

1,
58

07
0,

01
84

0,
18

61
0,

18
24

50
0

1,
55

66
28

,0
61

1
26

,9
61

5
0,

09
99

0,
46

27
0,

45
18

0,
27

50
0,

28
59

0,
25

07
0,

11
03

1,
23

92
1,

23
01

0,
00

79
0,

14
68

0,
14

60

Fo
nt

e:
o

au
to

r



69

Ta
be

la
15

–
VR

A,
RE

Q
M

e
D

P
da

s
es

tim
at

iva
s

do
s

pa
râ

m
et

ro
s

no
es

qu
em

a
de

at
iva

çã
o

ge
om

ét
ric

a
co

m
la

tê
nc

ia
lo

g-
t-S

tu
de

nt
co

m
trê

s
gr

au
s

de
lib

er
da

de
,s

ob
di

fe
re

nt
es

ní
ve

is
de

ce
ns

ur
a

e
cu

ra
.

fc
(%

)
pc

N
C(

%
)

n
𝜂

𝜑
𝜉

𝛽
0

𝛽
1

V
RA

RE
Q

M
D

P
V

RA
RE

Q
M

D
P

V
RA

RE
Q

M
D

P
V

RA
RE

Q
M

D
P

V
RA

RE
Q

M
D

P

10

15

50
0,

20
76

5,
13

61
5,

03
04

0,
13

67
0,

44
14

0,
41

97
0,

58
68

0,
35

09
0,

19
25

0,
04

66
1,

13
62

1,
12

72
0,

05
01

0,
32

18
0,

30
58

15
0

0,
05

68
2,

29
70

2,
27

95
0,

05
02

0,
24

28
0,

23
76

0,
24

01
0,

27
01

0,
24

20
0,

02
03

0,
60

60
0,

60
28

0,
01

86
0,

17
14

0,
16

73
30

0
0,

04
56

1,
49

96
1,

48
23

0,
03

29
0,

17
07

0,
16

75
0,

23
46

0,
25

37
0,

22
49

0,
02

75
0,

52
28

0,
51

60
0,

00
85

0,
12

07
0,

11
95

50
0

0,
01

60
1,

02
73

1,
02

43
0,

01
97

0,
12

77
0,

12
62

0,
47

18
0,

29
71

0,
18

07
0,

10
72

0,
50

53
0,

38
44

0,
00

64
0,

09
26

0,
09

17

45

50
0,

01
78

7,
24

45
7,

24
44

0,
24

24
1,

29
55

1,
27

27
0,

54
23

0,
37

57
0,

26
00

0,
05

50
2,

90
64

2,
90

17
0,

08
41

0,
45

91
0,

42
72

15
0

0,
07

25
4,

57
04

4,
55

62
0,

02
41

0,
87

27
0,

87
24

0,
44

04
0,

33
81

0,
25

66
0,

21
26

2,
72

20
2,

64
32

0,
02

73
0,

21
14

0,
20

42
30

0
0,

07
12

3,
48

68
3,

46
88

0,
01

37
0,

73
56

0,
73

55
0,

41
47

0,
31

43
0,

23
62

0,
13

29
2,

18
68

2,
14

87
0,

01
37

0,
14

95
0,

14
69

50
0

0,
07

17
3,

11
65

3,
09

60
0,

01
21

0,
62

65
0,

62
64

0,
25

28
0,

26
73

0,
23

56
0,

12
98

2,
02

11
1,

98
18

0,
00

97
0,

11
39

0,
11

22

20

15

50
0,

17
57

5,
75

92
5,

69
20

0,
10

38
0,

43
19

0,
41

92
0,

51
80

0,
32

69
0,

19
95

0,
11

60
0,

82
76

0,
79

13
0,

05
45

0,
34

71
0,

32
96

15
0

0,
04

49
1,

81
61

1,
80

22
0,

03
95

0,
23

53
0,

23
19

0,
34

18
0,

27
01

0,
20

91
0,

09
94

0,
54

70
0,

50
61

0,
01

92
0,

19
11

0,
18

72
30

0
0,

01
62

1,
18

73
1,

18
46

0,
02

06
0,

16
18

0,
16

05
0,

32
75

0,
26

50
0,

20
84

0,
10

32
0,

45
70

0,
40

29
0,

00
89

0,
12

87
0,

12
75

50
0

0,
01

53
0,

85
04

0,
84

70
0,

01
43

0,
12

71
0,

12
63

0,
41

14
0,

29
33

0,
20

91
0,

13
09

0,
47

80
0,

39
20

0,
00

66
0,

09
72

0,
09

63

45

50
0,

05
53

7,
85

34
7,

84
90

0,
08

01
1,

16
66

1,
16

39
0,

42
11

0,
36

16
0,

29
40

0,
23

97
3,

09
26

3,
05

19
0,

09
90

0,
55

87
0,

52
25

15
0

0,
14

88
5,

39
66

5,
34

53
0,

05
80

0,
73

82
0,

73
59

0,
36

55
0,

33
32

0,
27

86
0,

34
53

2,
76

74
2,

67
18

0,
03

09
0,

24
66

0,
23

87
30

0
0,

14
53

4,
24

31
4,

18
06

0,
08

25
0,

61
04

0,
60

48
0,

28
24

0,
31

30
0,

27
93

0,
32

32
2,

36
89

2,
27

07
0,

01
36

0,
16

23
0,

16
00

50
0

0,
13

04
3,

49
12

3,
42

99
0,

06
68

0,
54

48
0,

54
07

0,
00

86
0,

28
74

0,
28

74
0,

37
77

2,
08

68
1,

93
18

0,
00

84
0,

12
38

0,
12

27

30

15

50
0,

20
19

5,
72

52
5,

63
59

0,
10

41
0,

44
15

0,
42

91
0,

43
88

0,
29

56
0,

19
82

0,
15

61
0,

74
74

0,
71

52
0,

06
66

0,
39

37
0,

37
05

15
0

0,
04

83
1,

87
70

1,
86

15
0,

04
39

0,
23

82
0,

23
41

0,
34

57
0,

26
96

0,
20

69
0,

15
66

0,
50

84
0,

45
95

0,
02

50
0,

19
70

0,
19

05
30

0
0,

01
99

1,
14

82
1,

14
39

0,
01

37
0,

17
00

0,
16

95
0,

50
22

0,
31

32
0,

18
72

0,
26

44
0,

53
15

0,
38

39
0,

01
08

0,
14

07
0,

13
90

50
0

0,
00

76
0,

81
75

0,
81

67
0,

00
59

0,
13

53
0,

13
52

0,
18

49
0,

24
93

0,
23

15
0,

05
94

0,
49

93
0,

49
25

0,
00

47
0,

10
17

0,
10

13

45

50
0,

15
58

9,
23

32
9,

20
07

0,
10

75
1,

40
50

1,
40

10
0,

23
03

0,
35

69
0,

33
78

0,
53

01
3,

30
90

3,
22

61
0,

13
97

0,
76

18
0,

70
87

15
0

0,
21

08
6,

47
68

6,
39

07
0,

07
69

0,
77

80
0,

77
42

0,
11

93
0,

31
95

0,
31

39
0,

86
11

3,
09

85
2,

85
81

0,
03

99
0,

28
74

0,
27

61
30

0
0,

12
34

4,
82

33
4,

78
39

0,
02

13
0,

64
06

0,
64

03
0,

24
59

0,
33

58
0,

31
25

0,
48

32
2,

44
09

2,
34

68
0,

01
54

0,
19

20
0,

18
96

50
0

0,
17

25
4,

20
66

4,
11

74
0,

08
73

0,
59

25
0,

58
60

0,
09

89
0,

37
03

0,
36

70
0,

76
57

2,
37

61
2,

12
45

0,
00

92
0,

14
65

0,
14

53

Fo
nt

e:
o

au
to

r



70

maior o percentual de censura, maiores são os valores das métricas; o efeito do aumento da

pcNC é intensificado à medida que a fc cresce; e, quanto maior o tamanho amostral, menores

tendem a ser os valores das métricas, com exceção do estimador 𝜉, que não apresenta uma

tendência clara de redução conforme o tamanho amostral aumenta.

4.1.4 Conclusão

De modo geral, ao analisar as diversas simulações sob diferentes Cenários de fc, pcNC e ta-

manho amostral, observa-se que o aumento do tamanho amostral tende a produzir estimativas

menos viesadas e com menor variabilidade, com exceção do estimador para o parâmetro 𝜉 no

esquema de ativação geométrica. Nota-se também que, em geral, o aumento da fc intensifica

o crescimento das métricas decorrente do aumento da pcNC.

O estimador da mediana, 𝜂, apresentou métricas elevadas, em especial alta variabilidade

DP e REQM em todos os esquemas, Cenários e distribuições de latência, com desempenho

melhor sob a distribuição log-t-Student com três graus de liberdade em comparação à log-

normal. A única exceção foi observada no esquema de ativação aleatória, onde os resultados

de 𝜂 foram próximos dos demais parâmetros nas duas distribuições e 2 Cenários.

Quanto às covariáveis, os resultados foram semelhantes entre os diferentes Cenários, ex-

ceto no esquema de ativação aleatória com covariável contínua, no qual os estimadores dos

parâmetros 𝛽 apresentaram métricas superiores às dos demais estimadores, incluindo os 𝛽 sob

a covariável de grupo no mesmo esquema.

4.2 RESIDUOS DE COX-SNELL

Após o ajuste do modelo estatístico proposto, torna-se necessário avaliar a qualidade do

ajuste a fim de identificar possíveis fugas das suposições feitas para o modelo. Nesse sen-

tido, diversas técnicas foram desenvolvidas para avaliar a qualidade do ajuste. Com base nos

resíduos é possível construir gráficos que comparam os resíduos observados com os espera-

dos e permitem identificar a existência de observações atípicas e violações das suposições

do modelo, como inadequação da distribuição assumida para a variável resposta, escolha in-

correta da função de ligação ou omissão de covariáveis relevantes.No contexto da análise de

sobrevivência, a análise de resíduos é bastante abrangente, com diferentes tipos de resíduos dis-

poníveis, entre eles, Cox–Snell(COX; SNELL, 1968), desvio(MCCULLAGH; NELDER, 1983),martin-
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gale(THERNEAU; GRAMBSCH; FLEMING, 1990) score(THERNEAU, 2000) e Schoenfeld (WILEYTO

et al., 2013).

A literatura sobre diagnóstico em modelos de fração de cura é relativamente recente e ainda

pouco explorada. Especificamente quanto à análise de resíduos, alguns exemplos incluem,

Peng e Taylor (2017), que utiliza resíduos martingale, de desvio, Cox–Snell e suas versões

modificadas em um modelo com tempo de vida não paramétrico, sob a suposição de riscos

proporcionais de Cox, suposição verificada por meio da análise dos resíduos; Scolas et al.

(2018), que avalia o desempenho dos resíduos de Cox–Snell (global e local) e do resíduo de

desvio no modelo de mistura, assumindo tempo de vida com distribuição gama generalizada

estendida e censura intervalar; e Fidelis, Ortega e Cordeiro (2024), que analisa o desempenho

do resíduo de Cox–Snell global no modelo tempo de promoção, considerando o tempo de vida

com distribuição Weibull-exponencializada.

Dessa forma, foi realizado um estudo de simulação de Monte Carlo, com 1000 réplicas,

com o objetivo de avaliar o comportamento do resíduo de Cox–Snell global na detecção de

especificações incorretas do modelo. As configurações utilizadas foram as mesmas da seção

anterior, considerando os diferentes níveis de fc e pcNC, porém, com os dois tipos de covariáveis

incluídos simultaneamente, ou seja, assume-se que 𝜃𝑖 = exp{x⊤
𝑖 𝛽}, com uma covariável de

grupo e uma contínua, sendo os valores de 𝛽 escolhidos de forma a produzir a fc desejada,

conforme apresentado na Tabela 16. Além disso, foram considerados três tamanhos amostrais:

𝑛 = 150, 300 e 500.

Tabela 16 – Vetores fixados para os 𝛽 nas simulações dos esquemas de primeira ativação, ati-
vação aleatória e ativação geométrica

fc(%) Primeira e Aleatória Geométrica
10 𝛽 = (1,77, 0,15, 1,5)⊤ 𝛽 = (1,88, 2, 1,5)⊤

20 𝛽 = (0,99, 0,15, 1,5)⊤ 𝛽 = (0,98, 2, 1,5)⊤

30 𝛽 = (0,42, 0,15, 1,5)⊤ 𝛽 = (0,33, 2, 1,5)⊤

Fonte: o autor

4.2.1 Resíduo de Cox-Snell

O resíduo de Cox–Snell é utilizado para detectar especificações incorretas no modelo.

Esse resíduo tem a forma − log{𝑆𝑇 (𝑡)} e pela transformada integral de probabilidade segue

uma distribuição exponencial com parâmetro 1. Com base nesse fato, é possível identificar
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a existência de especificação inadequada quando o resíduo calculado a partir do modelo não

apresenta o comportamento esperado. Uma forma gráfica de verificar isso é comparar os

resíduos estimados pelo modelo no eixo 𝑥 com os resíduos esperados no eixo 𝑦. Como há

observações censuradas, os resíduos esperados são estimados por meio do EKM. Assim, o

gráfico deve apresentar pontos distribuídos ao longo de uma linha com inclinação 1 e intercepto

0, sendo que desvios dessa linha indicam especificação incorreta do modelo.

Para o modelo de fração de cura log-simétrico com diferentes esquemas de ativação, os

resíduos de Cox–Snell são dados por

𝑟𝑐𝑠 = − log
{︁
𝑃 (𝑅 > 𝑀) + 𝐸𝑅,𝑀

[︁
𝐼𝐵(𝑆𝑌𝑟

;𝑀 −𝑅 + 1, 𝑅)𝐼(𝑀 ≥ 𝑅 ≥ 1)
]︁}︁
.

Diferentes Cenários foram simulados com foco na detecção de possíveis especificações in-

corretas das distribuições que compõem o modelo, sendo elas: as distribuições do esquema,

da incidência e da latência. O efeito da mesma especificação errada foi analisada sob dife-

rentes distribuições do esquema de ativação e distribuições de latência. As especificações dos

Cenários foram, Cenário com especificação correta (𝐴); Cenário com especificação incorreta

na distribuição da latência, em que o modelo é estimado usando a distribuição log-t-Student

com três graus de liberdade para dados gerados pela distribuição log-normal (𝐵𝑙𝑎𝑡); Cenário

com especificação incorreta na distribuição da incidência, em que o modelo é estimado usando

distribuição Bernoulli com probabilidade 𝜃𝑖 = exp{x⊤
𝑖 𝛽}/(1 + exp{x⊤

𝑖 𝛽}) para dados gera-

dos pela distribuição Poisson com média 𝜃𝑖 = exp{x⊤
𝑖 𝛽} (𝐵𝑖𝑛𝑐); e Cenário com especificação

incorreta no esquema de ativação, em que o modelo é estimado usando um esquema enquanto

os dados foram gerados por outro (𝐵𝑒𝑠𝑞).
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4.2.2 Resíduo de Cox-Snell com especificação correta

Figura 8 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação correta com distri-
buição log-normal e esquema de primeira ativação.

Fonte: o autor
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Figura 9 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação correta com distri-
buição log-t-Student com três graus de liberdade e esquema de primeira ativação.

Fonte: o autor
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Figura 10 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação correta com distri-
buição log-normal e esquema de ativação aleatória.

Fonte: o autor
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Figura 11 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação correta com distri-
buição log-t-Student com três graus de liberdade e esquema de ativação aleatória.

Fonte: o autor
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Figura 12 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação correta com distri-
buição log-normal e esquema de ativação geométrica.

Fonte: o autor
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Figura 13 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação correta com distri-
buição log-t-Student com três graus de liberdade e esquema de ativação geométrica.

Fonte: o autor

As Figuras 8 a 13 exibem os gráficos dos resíduos de Cox–Snell para as distribuições de

latência log-normal e log-t-Student com três graus de liberdade, no Cenário 𝐴, considerando

os diferentes esquemas de ativação. Observa-se que, para ambas as distribuições, os pontos

estão bem distribuídos ao redor da linha de referência, com inclinação igual a 1 e intercepto 0,

exceto no esquema de ativação aleatória representado pelas Figuras 10 e 11, no qual, na região

final, observa-se uma assimetria à esquerda que é agravada nos casos com maior percentual

de censura.

Além disso, nota-se uma maior dispersão à medida que os valores dos resíduos aumentam,
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sendo essa dispersão menor na distribuição log-t-Student com três graus de liberdade em

comparação com a log-normal. Observa-se também que, com o crescimento da censura, surgem

mais pontos afastados dos demais, embora proporcionalmente ainda sejam poucos. Por outro

lado, à medida que o tamanho amostral aumenta, os pontos tendem a ser mais concentrados.

4.2.3 Resíduo de Cox-Snell com especificação incorreta na latência

Figura 14 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação incorreta na latência
e esquema de primeira ativação.

Fonte: o autor
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Figura 15 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação errada na latência
e esquema de ativação aleatória.

Fonte: o autor
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Figura 16 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação errada na latência
e esquema de ativação geométrica.

Fonte: o autor

O Cenário 𝐵lat nos diferentes esquemas de ativação, é representado pelas Figuras 14

a 16. Observa-se uma leve tendência dos pontos se concentrarem à esquerda da linha de

referência com inclinação igual a 1 e intercepto 0, nos esquemas de primeira ativação e ativação

geométrica. Além disso, no esquema de ativação aleatória, o comportamento assimétrico na

região final dos pontos, torna-se mais acentuado.

Esse padrão de assimetria nos diferentes esquemas torna-se mais evidente com o aumento

do tamanho amostral, embora sua intensidade diminua à medida que a censura cresce, o que

pode dificultar a identificação de especificações incorretas em Cenários com alto percentual
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de censura.

4.2.4 Resíduo de Cox-Snell com especificação incorreta na incidência

Figura 17 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação errada na incidência
com distribuição log-normal e esquema de primeira ativação.

Fonte: o autor
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Figura 18 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação errada na incidência
com distribuição log-t-Student com três graus de liberdade e esquema de primeira
ativação.

Fonte: o autor
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Figura 19 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação errada na incidência
com distribuição log-normal e esquema de ativação aleatória.

Fonte: o autor
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Figura 20 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação errada na incidência
com distribuição log-t-Student com três graus de liberdade e esquema de ativação
aleatória.

Fonte: o autor
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Figura 21 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação errada na incidência
com distribuição log-normal e esquema de ativação geométrica.

Fonte: o autor
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Figura 22 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação errada na incidência
com distribuição log-t-Student com três graus de liberdade e esquema de ativação
geométrica.

Fonte: o autor

Para o Cenário 𝐵inc, nota-se a partir das Figuras 17 a 21, uma tendência de inclinação

diferente de 1 em todos os esquemas de ativação, a qual se intensifica à medida que os

resíduos aumentam, sendo mais pronunciada na distribuição log-t-Student com três graus de

liberdade. Esse comportamento torna-se mais evidente com o aumento do tamanho amostral e

do percentual de censura dos não curados (pcNC) e é parcialmente atenuado com o aumento

da fração de cura (fc), embora a especificação incorreta ainda possa ser detectada. Além disso,

observa-se que, no esquema de ativação aleatória, há um número maior de pontos desviando-
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se da linha de referência em comparação ao Cenário com especificação correta, especialmente

quando a fc é elevada, embora esse efeito seja suavizado com o aumento da pcNC.

4.2.5 Resíduo de Cox-Snell com especificação incorreta no esquema

Figura 23 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação errada de esquema
no esquema de primeira ativação com distribuição log-normal.

Fonte: o autor
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Figura 24 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação errada de esquema
no esquema de primeira ativação com distribuição log-t-Student com três graus de
liberdade.

Fonte: o autor

As Figuras de 23 a 28 apresentam os resultados do Cenário 𝐵𝑒𝑠𝑞. Das Figuras 23 e 16 nas

quais os dados foram gerados com o esquema de primeira ativação, mas o modelo foi ajustado

considerando o esquema de ativação geométrica (que se reduz ao de primeira ativação quando

𝜉 = 1). Observa-se que, nesse caso, os resíduos não são capazes de detectar a especificação

incorreta mesmo com a média das estimativas do parâmetro 𝜉 girando em torno de 0, 49 a

0, 75, mostrando resultados muito próximos do caso com especificação correta, mesmo em

situações com grandes tamanhos amostrais e baixos níveis de censura. Embora não mostrado
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aqui, o mesmo acontece quando se estima o modelo com esquema de primeira ativação para

dados gerados com um esquema de ativação geométrica com 𝜉 = 0, 1.

Figura 25 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação errada no esquema
de ativação aleatória com distribuição log-normal.

Fonte: o autor
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Figura 26 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação errada no esquema
de ativação aleatória com distribuição log-t-Student com três graus de liberdade.

Fonte: o autor

As Figuras 25 e 26 ilustram os gráficos gerados a partir de dados simulados sob o esquema

de ativação aleatória, mas estimados considerando o esquema de primeira ativação. Observa-

se uma inclinação distinta de 1, perceptível mesmo em resíduos intermediários, enquanto que

na especificação correta esse comportamento se manifestava apenas nos resíduos mais altos,

sendo que essa inclinação se acentua à medida que os resíduos aumentam. Além disso, verifica-

se uma maior dispersão dos pontos com o aumento da censura, um padrão que se torna ainda

mais evidente em amostras de maior tamanho amostral.
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Figura 27 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação errada no esquema
de ativação geométrica com distribuição log-normal.

Fonte: o autor
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Figura 28 – Resíduo observado versus resíduo esperado para a especificação errada no esquema
de ativação geométrica com distribuição log-t-Student com três graus de liberdade.

Fonte: o autor

Por fim, as Figuras 27 e 28 exibem os gráficos com dados simulados sob o esquema de

ativação geométrica e modelo ajustado com o esquema de ativação aleatória. Nota-se, de

forma muito similar ao caso da especificação incorreta da incidência, uma inclinação diferente

de 1, que se acentua à medida que os resíduos aumentam, sendo mais pronunciada na distri-

buição log-t-Student com três graus de liberdade. Esse padrão torna-se mais evidente com o

crescimento da amostra e com o aumento da pcNC, embora seu efeito tende a diminuir um

pouco à medida que a fc se eleva.
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4.2.6 Conclusão

Ao analisar as diversas simulações sob diferentes configurações de fc, pcNC, tamanhos

amostrais e Cenários de especificação incorreta, constata-se que o resíduo de Cox–Snell apre-

senta desempenho variável: em alguns casos, o método é eficaz para detectar especificações

incorretas, como na especificação incorreta da incidência do modelo ou do esquema no esquema

de ativação aleatória estimada pela primeira ativação, ou de ativação geométrica estimada pela

ativação aleatória; em outros, é possível identificar a especificação errada, mas com um desvio

sutil em relação ao esperado, como ocorre na especificação incorreta da latência. No entanto,

em certas situações, mostra-se pouco sensível, como nos casos de especificação incorreta do

esquema de primeira ativação estimado pela ativação geométrica. Na prática, mesmo quando o

resíduo indica a presença de especificação incorreta, ele não permite identificar com precisão a

origem da especificação errada, já que desvios semelhantes podem ocorrer em diferentes tipos

de especificação errada, como no caso do esquema de ativação geométrica com especificação

errada de incidência e de esquema.

Os esquemas de primeira ativação e ativação geométrica apresentaram resultados seme-

lhantes, com a distribuição log-t-Student com três graus de liberdade mostrando melhor de-

sempenho, assim como observado na seção anterior. No entanto, essa semelhança também

contribui para a limitação dos resíduos de Cox–Snell em distinguir entre os esquemas quando

há especificação incorreta no esquema. Quando há especificação incorreta na distribuição de

incidência, ambos os esquemas mostram desvios em relação ao comportamento esperado, os

quais se intensificam com o aumento do tamanho amostral e da pcNC, embora esse efeito

seja amenizado com o aumento da censura. De forma análoga, os resíduos também detectam

a especificação incorreta da latência, mas essa detecção se torna mais difícil à medida que

cresce a censura.

Por fim, o esquema de ativação aleatória já apresenta certo desvio de inclinação mesmo sob

especificação correta e esse desvio se acentua na presença de erro na distribuição de latência.

Nos casos de especificação incorreta da incidência, observa-se um número maior de pontos

com comportamento semelhante ao Cenário corretamente especificado, ou seja, com um certo

desvio na inclinação para os resíduos maiores, sendo esse efeito intensificado com o aumento

da fc. Quando a especificação incorreta está no esquema, os resíduos tornam-se visivelmente

mais dispersos do que nos casos de especificação correta, inclusive para valores intermediários,

esse padrão se agrava à medida que aumentam a censura e o tamanho amostral.
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Na prática, os resíduos de Cox–Snell funcionam como uma ferramenta de diagnóstico ca-

paz de indicar a presença de má especificação, mas sem identificar sua origem exata. Eles

se mostraram eficazes na detecção de erros na incidência ou no esquema, embora não se-

jam recomendados para distinguir entre primeira ativação e ativação geométrica. No caso de

especificação incorreta da latência, conseguem apontar desvios, porém de forma sutil, não

sendo indicados em cenários com altas taxas de censura. O esquema de ativação aleatória, por

sua vez, já apresenta desvios mesmo sob especificação correta, que se acentuam quando há

especificação incorreta, o que dificulta avaliar se o desvio observado é suficientemente grande

para caracterizar um erro de modelagem ou apenas o desvio esperado do próprio esquema.

Dessa forma, o uso dos resíduos de Cox–Snell não é recomendado para o esquema de ativação

aleatória.
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5 APLICAÇÕES

5.1 APLICAÇÃO 1- ESTUDO CLÍNICO E1684

Consideramos os dados de uma amostra com 284 observações, correspondentes a pacientes

acompanhados pelo Eastern Cooperative Oncology Group (ECOG) no ensaio clínico de fase III

denominado E1684, realizado entre 1984 e 1993, com pacientes entrando no estudo até 1990.

O estudo foi desenhado para avaliar o efeito da administração de interferon alfa-2b em alta

dose como terapia adjuvante para pacientes com melanoma de alto risco. Os resultados do

estudo foram publicados por Kirkwood et al. (1996), em que, por meio do teste log-rank foi

detectada diferença significativa entre as curvas de sobrevivência dos grupos de tratamento.

Além disso, utilizando o modelo de riscos proporcionais de Cox foi identificado um efeito

significativo positivo do tratamento com interferon na sobrevida livre de recidiva, ou seja, no

tempo até o paciente apresentar recidiva ou óbito. No entanto, não foi proposto um modelo

que explicasse a probabilidade de cura dos pacientes e sua relação com o tratamento, o

que pode ser feito por meio dos modelos de fração de cura. Em seu trabalho, Corbiere e

Joly (2007) analisaram esses dados utilizando dois modelos de fração de cura: um em que

a latência segue a distribuição Weibull e outro com estrutura de riscos proporcionais de Cox

para a latência. Contudo, ambos os modelos consideraram apenas a estrutura do modelo de

mistura padrão. Nesse sentido, o modelo com estrutura de esquemas de ativação, que inclui

o modelo de mistura como caso particular, pode ser mais adequado. As variáveis observadas

para cada paciente foram as seguintes: Tratamento (grupo de tratamento, sendo 0 para grupo

controle e 1 para grupo tratado com interferon), Tempo (tempo de sobrevivência livre de

recidiva observado, em anos), Status (indicador de censura, sendo 0 para censurado e 1 para

ocorrência de morte ou recidiva), Idade (idade do paciente no momento da divisão dos grupos

tratamento e controle, em anos), Sexo (sexo do paciente, sendo 0 para masculino e 1 para

feminino).

Tabela 17 – Proporção de censura por grupo de tratamento

Tratamento Status = 0 Status = 1

Controle 0,2500 0,7500
Tratado 0,3681 0,6319

Fonte: o autor
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Figura 29 – Gráficos box-plot do tempo por grupo de tratamento.
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Fonte: o autor

A Tabela 17 mostra que a proporção de indivíduos que morreram ou apresentaram recidiva é

aproximadamente 12% menor no grupo tratado com interferon, o que pode indicar uma eficácia

do tratamento na redução desses desfechos. Na Figura 29, observa-se uma assimetria à direita

moderada, sendo aproximadamente 1 para o grupo controle e menor para o grupo tratamento

com aproximadamente 0, 69. Em relação à mediana, temos que 50% dos eventos (morte ou

recidiva) ocorrem em menos de 1 ano no grupo controle, enquanto no grupo tratado ocorrem

em menos de 1 ano e 9 meses. Além disso, há pacientes com longos tempos de sobrevivência

em ambos os grupos, o que pode indicar a presença de indivíduos potencialmente curados. No

entanto, o grupo tratado apresenta maior concentração de tempos elevados de sobrevivência,

com os quartis de 25%, 50% e 75% mais altos em comparação ao grupo controle.

Tabela 18 – Proporção de censura por sexo

Sexo Status = 0 Status = 1

Masculino 0,3041 0,6959
Feminino 0,3186 0,6814

Fonte: o autor
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Figura 30 – Gráficos box-plot do tempo por sexo.
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Fonte: o autor

A Tabela 18 mostra que não há uma diferença expressiva na proporção de indivíduos que

morreram ou apresentaram recidiva em relação ao sexo. Observa-se uma leve predominância

de eventos no grupo masculino. A Figura 30 também evidencia pouca variação nos tempos

de sobrevivência entre os grupos, com quartis bastante próximos e distribuição assimétrica à

direita moderada em ambos os casos, com aproximadamente 0, 83 para o grupo masculino e

0, 84 para o feminino.
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Figura 31 – Gráfico Kaplan-Meier.
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Fonte: o autor

Figura 32 – Gráfico Kaplan-Meier por tratamento.
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Figura 33 – Gráfico Kaplan-Meier por sexo.
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Da Figura 31, temos a curva de Kaplan-Meier com seu intervalo de confiança de 95% e

seus indicadores de censura, observa-se que a curva apresenta um platô por mais de cinco anos.

Considerando que o tempo de acompanhamento do estudo é de quase dez anos, a presença de

indivíduos curados pode ser responsável por esse platô durar tanto. A Figura 32 do gráfico do

EKM por tratamento apresentam o platô por quase 5 anos apenas no grupo de tratamento,

enquanto o grupo controle apresenta platô por pouco mais de 1 ano. Já o gráfico do EKM,

por sexo, apresentado na Figura 33 mostra curvas semelhantes entre os estratos, com o grupo

feminino apresentando um platô durante mais tempo que o grupo masculino.

Seja 𝑇𝑖𝑗𝑘 o tempo em anos de sobrevivência sem recidiva para o 𝑖-ésimo individuo com

𝑗-ésimo tratamento e 𝑘-ésimo sexo e supondo um modelo com esquema de ativação 𝑅𝑖𝑗𝑘,

incidência 𝑀𝑖𝑗𝑘, latência 𝑌𝑖𝑗𝑘 e com parte sistemática dada em 𝜃𝑖𝑗𝑘, temos que:

𝑆𝑝𝑜𝑝(𝑡𝑖𝑗𝑘) =𝑃𝜃𝑖𝑗𝑘
(𝑅𝑖𝑗𝑘 > 𝑀𝑖𝑗𝑘)

+ 𝐸𝑅𝑖𝑗𝑘,𝑀𝑖𝑗𝑘

[︁
𝐼𝐵(𝑆𝑌𝑖𝑗𝑘

;𝑀𝑖𝑗𝑘 −𝑅𝑖𝑗𝑘 + 1, 𝑅𝑖𝑗𝑘)𝐼(𝑀𝑖𝑗𝑘 ≥ 𝑅𝑖𝑗𝑘 ≥ 1)
]︁

e

𝑏−1(𝜃𝑖𝑗𝑘) = 𝛽0 + 𝛽1idade𝑖𝑗𝑘 + 𝛾𝑗 + 𝛼𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 𝑖 = 1 . . . 284,
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em que 𝛽0 é o intercepto, 𝛽1 o efeito da 𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑖𝑗𝑘, com 𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑖𝑗𝑘 denotando a idade do 𝑖-ésimo

individuo com 𝑗-ésimo tratamento e 𝑘-ésimo sexo, 𝛾𝑗 é o efeito do 𝑗-ésimo tratamento, 𝛼𝑘 é

o efeito do 𝑘-ésimo sexo e 𝑏(·) é a função de ligação. Assume-se também que 𝛾1 = 0 e 𝛼1 = 0

como casela de referência.

Para modelagem dos dados seguindo o modelo acima foi considerado as distribuições de

incidência Bernoulli(𝑀𝑖𝑗𝑘
ind∼ Ber(𝜃𝑖𝑗𝑘)), Poisson(𝑀𝑖𝑗𝑘

ind∼ Poisson(𝜃𝑖𝑗𝑘)) e geométrica(𝑀𝑖𝑗𝑘
ind∼

Geom(𝜃𝑖𝑗𝑘)), as distribuições da latência foram as distribuições log-normal(𝑌𝑖𝑗𝑘
i.i.d.∼ 𝐿𝑁(𝜂, 𝜑))

e log-t-Student(𝑌𝑖𝑗𝑘
i.i.d.∼ 𝐿𝑇 (𝜂, 𝜑)) com graus de liberdade 3, 4, 5 e 6 e os esquemas de primeira

ativação(𝑅𝑖𝑗𝑘 = 1), de ativação aleatória(𝑅𝑖𝑗𝑘
ind∼ 𝑈{1 . . .𝑀𝑖𝑗𝑘}) e ativação geométrica(𝑅𝑖𝑗𝑘 ∼ind∼

Geom(𝜉)). A estimação dos parâmetros foi feita pelo método de estimação por máxima veros-

similhança utilizando a verossimilhança marginal e a escolha do modelo foi feita pelos critérios

de menor AIC e BIC.

Ressalta-se que os modelos com esquema de primeira ativação são casos particulares (ou

encaixados) dos modelos com ativação geométrica, quando 𝜉 = 1. Nesse contexto, é possível

realizar um TRV para avaliar a necessidade de utilizar o modelo mais complexo (com ativação

geométrica) ou o modelo mais simples (com primeira ativação). Os resultados do TRV para

os diferentes modelos considerados com diferentes incidências e latências mostram que não há

evidências suficientes para rejeitar a hipótese nula 𝐻0 : 𝜉 = 1 com todos os testes apresentando

valor-p superior a 0, 96. Portanto, apenas os modelos com primeira ativação e ativação aleatória

foram considerados.
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Tabela 19 – Modelos ajustados com diferentes esquemas de ativação

Esquema (R) Incidência (M) Latência (Y) AIC BIC
Aleatória Geométrica log-t-Student (𝜈 = 3) 370,3987 392,2926
Primeira Bernoulli log-t-Student (𝜈 = 3) 370,3988 392,2926
Aleatória Bernoulli log-t-Student (𝜈 = 3) 370,3988 392,2926
Aleatória Poisson log-t-Student (𝜈 = 3) 370,4277 392,3216
Aleatória Geométrica log-t-Student (𝜈 = 4) 373,1760 395,0698
Primeira Bernoulli log-t-Student (𝜈 = 4) 373,1760 395,0698
Aleatória Bernoulli log-t-Student (𝜈 = 4) 373,1760 395,0698
Aleatória Poisson log-t-Student (𝜈 = 4) 373,2037 395,0976
Aleatória Geométrica log-t-Student (𝜈 = 5) 375,0006 396,8944
Primeira Bernoulli log-t-Student (𝜈 = 5) 375,0006 396,8944
Aleatória Bernoulli log-t-Student (𝜈 = 5) 375,0006 396,8944
Aleatória Poisson log-t-Student (𝜈 = 5) 375,0277 396,9215
Primeira Poisson log-t-Student (𝜈 = 3) 375,0805 396,9744
Primeira Poisson log-t-Student (𝜈 = 4) 375,8685 397,7624
Primeira Bernoulli log-t-Student (𝜈 = 6) 376,2918 398,1856
Aleatória Bernoulli log-t-Student (𝜈 = 6) 376,2918 398,1856
Aleatória Geométrica log-t-Student (𝜈 = 6) 376,2920 398,1859
Aleatória Poisson log-t-Student (𝜈 = 6) 376,3184 398,2123
Primeira Geométrica log-t-Student (𝜈 = 5) 376,5965 398,4903
Primeira Poisson log-t-Student (𝜈 = 5) 376,6095 398,5033
Primeira Geométrica log-t-Student (𝜈 = 6) 376,6560 398,5499
Primeira Geométrica log-t-Student (𝜈 = 4) 376,8780 398,7719
Primeira Poisson log-t-Student (𝜈 = 6) 377,2368 399,1307
Primeira Geométrica log-t-Student (𝜈 = 3) 378,1575 400,0514
Primeira Geométrica log-normal 380,9687 402,8625
Primeira Poisson log-normal 382,5790 404,4728
Aleatória Geométrica log-normal 383,9203 405,8141
Primeira Bernoulli log-normal 383,9205 405,8143
Aleatória Bernoulli log-normal 383,9205 405,8143
Aleatória Poisson log-normal 383,9448 405,8387

Fonte: o autor

A Tabela 19 apresenta os valores de AIC e BIC para todos os modelos dos esquemas de

primeira ativação e ativação aleatória, ordenados pelo menor AIC. Por apresentarem os menores

valores em ambas as métricas, os modelos de primeira ativação com incidência Bernoulli,

ativação aleatória com incidência Geométrica e Poisson, todos com latência log-t-Student

com 3 graus de liberdade, podem ser escolhidos, sendo a escolha entre eles fundamentada na
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interpretação técnica do mecanismo biológico que leva à recidiva ou morte por câncer. Como os

três modelos apresentam resultados equivalentes e devido à ausência de interpretação técnica

específica no presente estudo, foi considerado o modelo com ativação aleatória e incidência

geométrica.

Define-se então, um modelo com esquema de ativação dado por 𝑅𝑖𝑗𝑘
ind∼ 𝑈{1 . . .𝑀𝑖𝑗𝑘}, no

qual a ocorrência de morte ou recidiva tem igual probabilidade de ocorrer por qualquer uma

das causas da incidência 𝑀𝑖𝑗𝑘. A variável de incidência segue uma distribuição geométrica,

𝑀𝑖𝑗𝑘
ind∼ Geom(𝜃𝑖𝑗𝑘), enquanto a latência é modelada por 𝑌𝑖𝑗𝑘

i.i.d.∼ 𝐿𝑇 (3). A parte sistemática

está associada ao parâmetro 𝜃𝑖𝑗𝑘, e a FSP é dada por

𝑆𝑝𝑜𝑝(𝑡𝑖𝑗𝑘) = 𝜃𝑖𝑗𝑘 + (1 − 𝜃𝑖𝑗𝑘)𝑆𝑌𝑖
(𝑡𝑖𝑗𝑘),

em que

log
(︃

𝜃𝑖𝑗𝑘

1 − 𝜃𝑖𝑗𝑘

)︃
= 𝛽0 + 𝛽1idade𝑖𝑗𝑘 + 𝛾𝑗 + 𝛼𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 𝑖 = 1 . . . 284.

Tabela 20 – Estimativas dos coeficientes do modelo em invertigação

Coeficiente Estimativa EP Z Valor-p IC 2,5% IC 97,5%
𝜂 0,6593 0,0699 9,4279 < 0,001 0,5222 0,7963
𝜑 1,2344 0,1923 6,4182 < 0,001 0,8574 1,6114
𝛽0(Intercepto) -1,4723 0,2966 -4,9635 < 0,001 -2,0536 -0,8909
𝛾1(tratamento) 0,6930 0,3262 2,1244 0,034 0,0536 1,3323
𝛽1(idade) -0,0167 0,0125 -1,3406 0,180 -0,0411 0,0077
𝛼1(Feminino) 0,0323 0,3224 0,1002 0,920 -0,5996 0,6643

Fonte: o autor

Tabela 21 – Estimativas dos coeficientes do modelo final

Coeficiente Estimativa EP Z Valor-p IC 2,5% IC 97,5%
𝜂 0,6581 0,0696 9,4546 < 0,001 0,5216 0,7945
𝜑 1,2308 0,1914 6,4295 < 0,001 0,8556 1,6060
𝛽0(Intercepto) -1,4290 0,2629 -5,4349 < 0,001 -1,9444 -0,9137
𝛾1(tratamento) 0,6638 0,3232 2,0538 0,040 0,0303 1,2973

Fonte: o autor

A Tabela 20 apresenta os resultados do ajuste do modelo com todas as covariáveis. Verifica-

se que, ao nível de 5% de significância, apenas a variável tratamento é estatisticamente sig-

nificativa. Utilizando o método stepwise para seleção de modelos com base nos critérios AIC
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e BIC, observa-se que o modelo contendo apenas a covariável tratamento apresenta o menor

AIC, enquanto o modelo com apenas o intercepto é aquele que possui o menor BIC. Aplicando

o TRV para comparar o modelo com apenas o intercepto com aquele que inclui a covariável

tratamento, obtém-se um valor-p de 0,0344, o que permite rejeitar o modelo mais simples.

Dessa forma, o modelo final escolhido foi aquele que inclui a covariável tratamento e o

intercepto. Os resultados desse ajuste estão apresentados na Tabela 21, em que todos os

parâmetros se mostram significativos ao nível de 5%.

Figura 34 – Gráfico dos resíduos de Cox-Snell.
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Figura 35 – Gráfico Kaplan-Meier por categoria de nódulos.
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A Figura 34 apresenta os resíduos de Cox–Snell observados em comparação com os valores

esperados. Nota-se que o modelo está bem especificado, pois a maioria dos pontos está sobre

(ou próximo) à linha de referência, com apenas alguns casos mais afastados, os quais podem

indicar possíveis observações discrepantes.

A Figura 35 exibe as curvas do EKM para cada categoria de tratamento, comparadas com

as curvas estimadas pelo modelo. Observa-se que o ajuste é satisfatório, ao apresentar curvas

estimadas próximas das curvas do EKM. Especialmente nos anos mais recentes as curvas ficam

muito próximas, o que indica uma boa modelagem da fração de cura, sobretudo na categoria

que recebeu o tratamento.

Assim, o modelo final ajustado é dado por

𝑆𝑝𝑜𝑝(𝑡𝑖𝑗) = 𝜃𝑗 + (1 − 𝜃𝑗)𝑆𝑌𝑗
(𝑡𝑖𝑗)

e

log
⎛⎝ 𝜃𝑗

1 − 𝜃𝑗

⎞⎠ = 𝛽0 + 𝛾𝑗, 𝑗 = 1, 2, 𝑖 = 1 . . . 284.

Esse modelo apresenta as seguintes probabilidades de cura, a depender do tratamento:

𝑃 (“Curado” | tratamento = controle) = 𝜃1 = 0,1932,

𝑃 (“Curado” | tratamento = tratado) = 𝜃2 = 0,3175.
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Essas probabilidades indicam que o tratamento é eficaz no sentido de aumentar as chances

de cura dos pacientes, resultado ainda mais evidente pela razão de chances 𝜓𝛾 = 1,9421.

Mostrando que um indivíduo submetido ao tratamento apresenta aproximadamente 94,2%

mais chances de estar curado em comparação com aquele que não recebeu o tratamento.

Além disso, o intervalo de confiança de 95% para a razão de chances é de 1,0322 a 3,6542 e

como o valor 1 não está contido nesse intervalo, conclui-se que o tratamento é significativo

para a sobrevivência livre de recidiva.

5.2 APLICAÇÃO 2- ESTUDO CLÍNICO E1690

Utilizamos os dados de uma amostra com 426 observações, provenientes do ensaio clínico

de fase III também da ECOG, denominado de E1690 e publicados por Kirkwood et al. (2000).

O estudo foi desenvolvido entre 1991 e 1998, com pacientes entrando no estudo até 1995 e

teve como objetivo confirmar os achados do ensaio E1684, além de investigar o efeito de doses

mais baixas de interferon alfa-2b na sobrevida de pacientes com melanoma de alto risco, devido

aos efeitos colaterais consideráveis das altas doses. Os pacientes incluídos apresentavam as

mesmas características clínicas do estudo anterior e a análise estatística foi realizada utilizando

o teste log-rank ponderado, sob a suposição de taxas de cura diferentes entre as curvas. Não

foi detectada diferença significativa entre os grupos de tratamento e controle. Além disso,

utilizando o modelo de riscos proporcionais de Cox, foi identificado que o tratamento com

dosagem baixa não foi significativo na sobrevida dos indivíduos. Embora no estudo tenha sido

utilizado um teste de hipótese que leva em consideração a fração de curados, a probabilidade

de cura ainda não foi analisada. Cooner et al. (2007) realizaram a análise modelando a fração

de cura por meio do modelo com esquemas de ativação desenvolvido no próprio artigo, sob a

abordagem bayesiana. Neste trabalho abordaremos o problema utilizando o modelo de fração de

cura log-simétrico no enfoque clássico sob vários esquemas de ativação. As variáveis observadas

para cada paciente são as seguintes: Tempo (tempo até a recidiva da doença, em anos), Status

(indicador de censura, sendo 0 para censurado e 1 para ocorrência de morte ou recidiva),

Tratamento (grupo de tratamento, sendo 0 para grupo controle e 1 para grupo tratado com

interferon), Sexo (sexo do paciente, sendo 0 para masculino e 1 para feminino), Idade (idade

do paciente no momento da divisão dos grupos tratamento e controle, em anos), Nódulo

(Categoria do nódulo: 1 para nenhum nódulo, 2 para 1 nódulo, 3 para 2 a 3 nódulos e 4 para

mais que 3 nódulos), P.S (status da performance no estudo, sendo 0 completamente ativo e
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1 para outro), Breslow (Espessura do tumor).

Tabela 22 – Proporção de censura por grupo de tratamento

Tratamento Status = 0 Status = 1
Controle 0,5686 0,4314
Tratado 0,5446 0,4554

Fonte: o autor

Figura 36 – Gráficos box-plot do tempo por grupo de tratamento.
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Vimos pela Tabela 22, em conjunto com a Figura 36, que uma redução na dose do tra-

tamento pode ter comprometido sua eficácia, pois a proporção de mortes e os tempos até o

óbito são bastante semelhantes entre os grupos. Observa-se também uma assimetria menos

acentuada nesses dados, com uma assimetria quase inexistente de aproximadamente 0, 03 no

grupo controle e uma assimetria de aproximadamente 0, 20 no grupo de tratados.

Tabela 23 – Proporção de censura por sexo

Sexo Status = 0 Status = 1
Masculino 0,5437 0,4563
Feminino 0,5779 0,4221

Fonte: o autor
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Figura 37 – Gráficos box-plot do tempo por sexo
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Fonte: o autor

De forma semelhante ao estudo anterior, a Tabela 23 indica que a proporção de óbitos não

difere substancialmente entre os sexos. Neste caso, também há uma ligeira predominância de

eventos no grupo masculino. A Figura 30 apresenta tempos de sobrevivência similares entre

os grupos, embora os quartis do grupo feminino sejam ligeiramente superiores. Além disso,

nota-se baixa assimetria nas distribuições dos tempos para ambos os sexos.

Tabela 24 – Proporção de censura por categoria do nódulo

Nódulo Status = 0 Status = 1
Categoria 1 0,6757 0,3243
Categoria 2 0,6131 0,3869
Categoria 3 0,5287 0,4713
Categoria 4 0,3293 0,6707

Fonte: o autor
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Figura 38 – Gráficos box-plot do tempo por categoria do nódulo
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Fonte: o autor

Na Tabela 24, observa-se indícios de que as categorias do nódulo influenciam a proporção de

indivíduos que morreram: quanto maior a categoria do nódulo, maior a proporção de óbitos.

Esse padrão também é evidenciado na Figura 38, onde, conforme a categoria do nódulo

aumenta, os tempos até a morte diminuem, acompanhados da redução dos seus quartis. No

caso da categoria 4, observa-se ainda uma assimetria à direita moderada de aproximadamente

0, 56.

Tabela 25 – Proporção de censura por status de performance

P.S. Status = 0 Status = 1
Completamente ativo 0,5647 0,4353
Outro 0,5000 0,5000

Fonte: o autor
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Figura 39 – Gráficos box-plot do tempo por status de performance
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Fonte: o autor

A Tabela 25 indica que o status de performance está associado a uma proporção ligeira-

mente maior de mortes entre os indivíduos que não estão completamente ativos. Já na Figura

39, os tempos dos indivíduos completamente ativos apresentam uma assimetria à esquerda,

enquanto aqueles em outros status também apresentam assimetria, mas a direita.
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Figura 40 – Gráfico Kaplan-Meier.
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Fonte: o autor

Figura 41 – Gráfico Kaplan-Meier por tratamento.

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

0 2 4 6

Tempo (anos)

P
ro

b
a
b
ili

d
a
d
e
 d

e
 S

o
b
re

v
iv

ê
n
c
ia

Tratamento

Controle

Tratados

Fonte: o autor



112

Figura 42 – Gráfico Kaplan-Meier por sexo.
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Figura 43 – Gráfico Kaplan-Meier por categoria de nódulo.
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Figura 44 – Gráfico Kaplan-Meier por status de performance.
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Na Figura 40, a curva de Kaplan-Meier com seu intervalo de confiança e indicadores de

censura, também exibe um platô, agora por mais de três anos. Com um tempo de acompanha-

mento de aproximadamente sete anos, a presença de indivíduos curados pode ser responsável

por esse platô. A Figura 41 apresenta o EKM estratificado por tratamento, evidenciando

curvas de sobrevivência semelhantes entre os grupos tratado e controle, sendo que o grupo

controle começa o platô antes. Estratificando o EKM por sexo, a Figura 42 mostra que, assim

como na aplicação anterior, os dois grupos apresentam curvas de sobrevivência semelhantes

e a presença de um platô próximo. Já a Figura 43 apresenta o gráfico do EKM estratificado

por categoria de nódulo, exibindo curvas de sobrevivência distintas e um platô que se reduz

progressivamente à medida que a categoria aumenta. Por fim, a Figura 44 apresenta o EKM

estratificado por status de performance, evidenciando curvas distintas durante a maior parte

do tempo. Observa-se, contudo, que ambas convergem para um platô semelhante, embora

esse comportamento se inicie mais precocemente no grupo outro.

Assim como na aplicação anterior foram considerados na modelagem dos dados as dis-

tribuições de incidência Bernoulli (𝑀𝑖𝑗𝑘
ind∼ Ber(𝜃𝑖𝑗𝑘)), Poisson (𝑀𝑖𝑗𝑘

ind∼ Poisson(𝜃𝑖𝑗𝑘)) e

geométrica (𝑀𝑖𝑗𝑘
ind∼ Geom(𝜃𝑖𝑗𝑘)), as distribuições da latência log-normal (𝑌𝑖𝑗𝑘

i.i.d.∼ 𝐿𝑁(𝜂, 𝜑))

e log-t-Student (𝑌𝑖𝑗𝑘
i.i.d.∼ 𝐿𝑇 (𝜂, 𝜑)) com graus de liberdade 3, 4, 5 e 6 e os esquemas de pri-
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meira ativação (𝑅𝑖𝑗𝑘 = 1), ativação aleatória (𝑅𝑖𝑗𝑘
ind∼ 𝑈{1 . . .𝑀𝑖𝑗𝑘}) e ativação geométrica

(𝑅𝑖𝑗𝑘
ind∼ Geom(𝜉)) para o modelo em que 𝑇𝑖𝑗𝑘 o tempo em anos de sobrevivência sem recidiva

para o 𝑖-ésimo individuo com 𝑗-ésimo tratamento e 𝑘-ésimo sexo e supondo um modelo com

esquema de ativação 𝑅𝑖𝑗𝑘, incidência 𝑀𝑖𝑗𝑘, latência 𝑌𝑖𝑗𝑘 e com parte sistemática dada em

𝜃𝑖𝑗𝑘, cuja FSP é dada por

𝑆𝑝𝑜𝑝(𝑡𝑖𝑗𝑘) =𝑃𝜃𝑖𝑗𝑘
(𝑅𝑖𝑗𝑘 > 𝑀𝑖𝑗𝑘)

+ 𝐸𝑅𝑖𝑗𝑘,𝑀𝑖𝑗𝑘

[︁
𝐼𝐵(𝑆𝑌𝑖𝑗𝑘

;𝑀𝑖𝑗𝑘 −𝑅𝑖𝑗𝑘 + 1, 𝑅𝑖𝑗𝑘)𝐼(𝑀𝑖𝑗𝑘 ≥ 𝑅𝑖𝑗𝑘 ≥ 1)
]︁

e

𝑏−1(𝜃𝑖𝑗𝑘) = 𝛽0 + 𝛽1idade𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚 + 𝛽2breslow𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚 + 𝛾𝑗 + 𝛼𝑘 + 𝜆𝑙 + 𝜏𝑚, 𝑗, 𝑘, 𝑙 = 1, 2

𝑚 = 1, 2, 3, 4, 𝑖 = 1 . . . 426,

em que 𝛽0 é o intercepto e 𝛽1 e 𝛽2 são os efeitos da 𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚 e da 𝑒𝑠𝑝𝑒𝑠𝑠𝑢𝑟𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚 do

tumor, com 𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚 e 𝑒𝑠𝑝𝑒𝑠𝑠𝑢𝑟𝑎𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚 denotando a idade e a espessura do turmo do 𝑖-ésimo

individuo com 𝑗-ésimo tratamento, 𝑘-ésimo sexo, 𝑙-ésima performance e 𝑚-ésima categoria

de nódulo, respectivamente. Além disso 𝛾𝑗 é o efeito do 𝑗-ésimo tratamento, 𝛼𝑘 é o efeito do

𝑘-ésimo sexo, 𝜆𝑙 é o efeito da 𝑙-ésima performance e 𝜏𝑚 é o efeito da 𝑚-ésima categoria de

nódulo. Assume-se também que 𝛾1 = 0, 𝛼1 = 0, 𝜆1 = 0 e 𝜏1 = 0 como casela de referência.

A estimação dos parâmetros também foi feita usando o método de estimação por máxima

verossimilhança utilizando a verossimilhança marginal e a escolha do modelo pelos critérios de

menor AIC e BIC, assim como a aplicação anterior. Os TRV para os modelos com diferentes

estruturas de incidência e latência resulta na hipótese 𝐻0 : 𝜉 = 1 sendo rejeitada ao nível de

significância de 5% somente nos casos com incidência Bernoulli. Assim, foram considerados os

modelos com primeira ativação, ativação aleatória e ativação geométrica apenas com incidência

Bernoulli.
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Tabela 26 – Modelos ajustados com diferentes esquemas de ativação

Esquema Incidência (M) Latência (Y) AIC BIC
Primeira Geométrica log-t-Student (𝜈 = 3) 667,3882 711,7522
Primeira Poisson log-t-Student (𝜈 = 3) 670,4265 714,7905
Primeira Geométrica log-t-Student (𝜈 = 4) 671,1343 715,4982
Primeira Geométrica log-t-Student (𝜈 = 5) 674,1031 718,4670
Aleatória Poisson log-t-Student (𝜈 = 3) 674,8423 719,2063
Primeira Poisson log-t-Student (𝜈 = 4) 675,0497 719,4137
Primeira Geométrica log-t-Student (𝜈 = 6) 676,4462 720,8101
Primeira Poisson log-t-Student (𝜈 = 5) 678,3466 722,7106
Primeira Poisson log-t-Student (𝜈 = 6) 680,8108 725,1748
Aleatória Poisson log-t-Student (𝜈 = 5) 692,7359 737,0998
Primeira Geométrica log-normal 693,8686 738,2326
Aleatória Poisson log-t-Student (𝜈 = 6) 694,5895 738,9535
Primeira Poisson log-normal 697,6369 742,0008
Geométrica Bernoulli log-t-Student (𝜈 = 3) 706,4079 754,8049
Geométrica Bernoulli log-t-Student (𝜈 = 4) 711,6911 760,0881
Geométrica Bernoulli log-t-Student (𝜈 = 5) 715,2599 763,6569
Geométrica Bernoulli log-t-Student (𝜈 = 6) 717,8413 766,2384
Aleatória Poisson log-t-Student (𝜈 = 4) 730,5738 774,9378
Geométrica Bernoulli log-normal 734,2534 782,6504
Primeira Bernoulli log-t-Student (𝜈 = 6) 750,7730 795,1370
Aleatória Geométrica log-t-Student (𝜈 = 6) 750,7730 795,1370
Primeira Bernoulli log-t-Student (𝜈 = 5) 751,0287 795,3927
Aleatória Geométrica log-t-Student (𝜈 = 5) 751,0287 795,3927
Aleatória Geométrica log-t-Student (𝜈 = 4) 751,5860 795,9500
Primeira Bernoulli log-t-Student (𝜈 = 4) 751,5860 795,9500
Aleatória Geométrica log-normal 751,7252 796,0892
Primeira Bernoulli log-normal 751,7252 796,0892
Aleatória Poisson log-normal 751,7252 796,0892
Primeira Bernoulli log-t-Student (𝜈 = 3) 752,8665 797,2305
Aleatória Geométrica log-t-Student (𝜈 = 3) 752,8665 797,2305

Fonte: o autor

De acordo com a Tabela 26, o modelo com melhor desempenho segundo ambas as métri-

cas é o de primeira ativação, incidência geométrica e latência log-t-Student com 3 graus de

liberdade, sendo, portanto, o escolhido.

Assim, o modelo de ativação 𝑅𝑖𝑗𝑘 = 1, incidência 𝑀𝑖𝑗𝑘
ind∼ Geom(𝜃𝑖𝑗𝑘) e latência 𝑌𝑖𝑗𝑘

i.i.d.∼
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𝐿𝑇 (3) com parte sistemática dada em 𝜃𝑖𝑗𝑘 tem sua FSP dada por

𝑆𝑝𝑜𝑝(𝑡) = 𝜃𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚

1 − (1 − 𝜃𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚)𝑆𝑌 (𝑡) ,

e

log
(︃

𝜃𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚

1 − 𝜃𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚

)︃
= 𝛽0 + 𝛽1idade𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚 + 𝛽2breslow𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚 + 𝛾𝑗 + 𝛼𝑘 + 𝜆𝑙 + 𝜏𝑚, 𝑗, 𝑘, 𝑙 = 1, 2,

𝑚 = 1, 2, 3, 4, 𝑖 = 1 . . . 426,

Nota-se que o modelo selecionado possui a mesma distribuição para as componentes de in-

cidência e latência da aplicação anterior, o que é coerente, uma vez que os indivíduos da

amostra apresentam as mesmas características clínicas e a mesma doença dos indivíduos da

análise anterior. Por outro lado, a distribuição associada ao esquema de ativação, que nesse

contexto pode ser interpretada como o nível de defesa do sistema imunológico, foi alterada.

Anteriormente, adotava-se o esquema de ativação aleatória, no qual a ocorrência de morte ou

recidiva tinha igual probabilidade de ocorrer por qualquer uma das causas da incidência 𝑀 .

No modelo atual, adotou-se o esquema de primeira ativação, em que a ocorrência de morte

ou recidiva está associada à primeira causa que se manifesta. Essa mudança no mecanismo de

ativação pode, ou não, estar relacionada à alteração da dosagem do tratamento.

Tabela 27 – Estimativas dos coeficientes do modelo em investigação

Coeficiente Estimativa EP Z Valor-p IC 2,5% IC 97,5%
𝜂 2,3971 0,1935 12,3885 < 0,001 2,0179 2,7764
𝜑 0,3168 0,0526 6,0246 < 0,001 0,2137 0,4199
𝛽0 (Intercepto) 1,4277 0,5061 2,8211 0,005 0,4358 2,4195
𝛾1 (tratamento) -0,0024 0,1942 -0,0122 0,990 -0,3830 0,3783
𝜏1 (nódulo = 2) -0,6159 0,2893 -2,1291 0,033 -1,1829 -0,0489
𝜏2 (nódulo = 3) -0,9569 0,3018 -3,1701 0,002 -1,5485 -0,3653
𝜏3 (nódulo = 4) -1,6648 0,2993 -5,5625 < 0,001 -2,2515 -1,0782
𝛼1 (sexo masc.) 0,1852 0,2020 0,9167 0,359 -0,2108 0,5812
𝜆1 (perform. ativo) -0,1865 0,2825 -0,6602 0,509 -0,7401 0,3672
𝛽1 (idade) -0,0132 0,0075 -1,7612 0,078 -0,0279 0,0015
𝛽2 (Breslow) -0,0325 0,0315 -1,0315 0,302 -0,0943 0,0293

Fonte: o autor

A Tabela 27 mostra os resultados do ajuste do modelo com todas as covariáveis. Observou-

se que apenas a covariável nódulos é significativa ao nível de 5%. O AIC, segundo o procedi-

mento stepwise, indica que o modelo contendo nódulos e idade é o mais adequado, enquanto

o BIC favorece o modelo com apenas nódulos.
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Tabela 28 – Estimativas dos coeficientes do modelo

Coeficiente Estimativa EP Z Valor-p IC 2,5% IC 97,5%
𝜂 2,3712 0,1890 12,5482 < 0,001 2,0008 2,7416
𝜑 0,3191 0,0530 6,0246 < 0,001 0,2153 0,4230
𝛽0 (Intercepto) 0,5806 0,2066 2,8109 0,005 0,1758 0,9855
𝜏1 (nódulo = 2) -0,4025 0,2595 -1,5511 0,121 -0,9111 0,1061
𝜏2 (nódulo = 3) -0,7907 0,2843 -2,7811 0,005 -1,3480 -0,2335
𝜏3 (nódulo = 4) -1,5356 0,2802 -5,4803 < 0,001 -2,0848 -0,9864

Fonte: o autor

Realizando o TRV ao comparar o modelo com apenas a covariavel nódulos com aquele

que inclui nódulos e idade, o valor-𝑝 é 0,0676, sugerindo que não há evidência suficiente

para rejeitar, ao nível de 5% de significância o modelo mais simples apenas com a covariavel

nódulos. Assim, o modelo final selecionado é aquele com a covariável nódulos e o intercepto.

Os resultados desse modelo estão apresentados na Tabela 28 onde a categoria 2 da covariavel

nódulos não é significativa ao nível de 5% de significância, mas as 3 categorias conjuntamente

apresentaram valor-𝑝 < 0, 001, assim a covariavel permaneceu no modelo.

Figura 45 – Gráfico dos resíduos de Cox-Snell.
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Figura 46 – Gráfico Kaplan-Meier por categoria de nódulos.
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Fonte: o autor

A Figura 45 mostra os resíduos de Cox–Snell observados versus os esperados. Verifica-se,

novamente, que o modelo está adequadamente especificado, com a maior parte dos pontos

sobre ou próximos à linha de referência e apenas uma observação consideravelmente afastada,

o que pode indicar um ponto discrepante.

Já a Figura 46 compara as curvas do EKM para as quatro categorias de nódulo com aquelas

estimadas pelo modelo. De modo geral, o ajuste é considerado bom, pois as curvas estimadas

pelo modelo estão próximas das curvas estimadas pelo EKM, especialmente nos últimos anos

para as categorias 1 e 2 indicando uma boa modelagem da fração de curados nessas categorias.

Dessa forma, o modelo final ajustado para esses dados é da forma:

𝑆𝑝𝑜𝑝(𝑡𝑖𝑚) = 𝜃𝑚

1 − (1 − 𝜃𝑚)𝑆𝑌 (𝑡𝑖𝑚)

e

log
(︃

𝜃𝑚

1 − 𝜃𝑚

)︃
= 𝛽0 + 𝜏𝑚, 𝑚 = 1, 2, 3, 4, 𝑖 = 1 . . . 426.

Esse modelo apresenta probabilidades de cura decrescentes conforme a categoria do nódulo
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piora, conforme:

𝑃 (“Curado” | Categoria do nódulo = 1) = 𝜃1 = 0,6412,

𝑃 (“Curado” | Categoria do nódulo = 2) = 𝜃2 = 0,5444,

𝑃 (“Curado” | Categoria do nódulo = 3) = 𝜃3 = 0,4477,

𝑃 (“Curado” | Categoria do nódulo = 4) = 𝜃4 = 0,2779.

Observa-se que as probabilidades de cura diminuem de forma consistente, cerca de 10%,

conforme a categoria do nódulo se agrava. A única exceção ocorre na categoria mais severa,

na qual há uma queda mais acentuada, de aproximadamente 17%. Logo, quanto maior a

quantidade de nódulos, menor a probabilidades de cura. A razão de chances quantifica essa

redução: comparando-se com um paciente sem nódulo, temos que, para um paciente com 1

nódulo, 𝜓𝜏2 = 0,6686, a chance de cura é cerca de 33,14% menor. Para um paciente com 2 ou

3 nódulos, com 𝜓𝜏3 = 0,4535, a redução é de aproximadamente 54,65%, e para um paciente

com mais que 3 nódulos, com 𝜓𝜏4 = 0,2153, a queda atinge cerca de 78,47%. Por fim, os

intervalos de confiança de 95% para 𝜓𝜏2 , 𝜓𝜏3 e 𝜓𝜏4 são, respectivamente, de 0,4021 a 1,1121,

de 0,2598 a 0,7918 e de 0,1242 a 0,3733. Assim, apenas para a categoria 2 não há evidências

suficientes para afirmar que a categoria exerce influência sobre o tempo até a recidiva.
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Nesta dissertação generalizamos o modelo de fração de cura log-simétrico de Rocha, Me-

deiros e Valença (2022) para diferentes esquemas de ativação. Foram derivadas as expressões

da verossimilhança completa, bem como suas primeiras e segundas derivadas, além da veros-

similhança marginal, para os casos particulares de esquemas de primeira ativação, ativação

aleatória e ativação geométrica, considerando distribuições de incidência Bernoulli, Poisson e

Geométrica.

Avaliamos o desempenho dos estimadores de máxima verossimilhança para os esquemas

de ativação mencionados, assumindo incidência Poisson e latência log-normal e log-t-Student

com 3 graus de liberdade. As covariáveis foram incorporadas apenas na fração de cura, por

meio do parâmetro da distribuição de incidência. Dois cenários foram analisados: um com uma

covariável binária representando, por exemplo, grupo de tratamento e controle e outro com

uma covariável contínua representando, por exemplo, variação do peso corporal após certo

tratamento. Os resultados mostraram que, de modo geral, o aumento do tamanho amostral

reduz o viés e a variabilidade dos estimadores, exceto para o estimador do parâmetro 𝜉 no

esquema de ativação geométrica.

Verificou-se também que o aumento da fração de cura acentua o impacto do crescimento

da censura nos não curados sobre as métricas consideradas. Além disso, o estimador da me-

diana 𝜂 apresentou alto viés e variabilidade para os esquemas de primeira ativação e ativação

geométrica, com melhor desempenho sob a distribuição log-t-Student com 3 graus de liber-

dade. Com relação às covariáveis, os estimadores dos parâmetros de regressão 𝛽 no esquema de

ativação aleatória apresentaram viés e variabilidade elevadas no cenário 2, o que não aconteceu

no cenário 1.

Um segundo estudo de simulação foi realizado para avaliar o desempenho dos resíduos

de Cox–Snell global sob especificações incorretas na latência, na incidência e no esquema

de ativação. Os resultados indicam que o resíduo possui desempenho variável na detecção

de erros de especificação do modelo: em alguns cenários é eficaz, mas em outros apresenta

baixa sensibilidade. Esquemas de primeira ativação e ativação geométrica geraram resultados

semelhantes, dificultando a distinção entre eles mesmo sob especificação incorreta do esquema,

ou seja, quando o modelo foi gerado por um esquema e estimado por outro. Além disso, no

esquema de ativação aleatória, observaram-se desvios mesmo sob especificação correta, os
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quais se agravaram em presença de erro na latência, incidência ou no esquema.

Por fim, foram analisados dados de dois estudos clínicos sobre melanoma cutâneo de alto

risco. A modelagem desenvolvida nesta dissertação foi aplicada e os resultados confirmaram

as conclusões dos artigos originais, ampliando a análise ao permitir modelar a probabilidade

de cura dos indivíduos em função das covariáveis sob diferentes esquemas de ativação.
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