e~
e
e

=

L

UFPE

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ESTATISTICA

Paula Tarcimam Gomes Santos

Modelo de Regressdao GOLL-T Aplicado a Dados de Vegetacao

Recife
2025



Paula Tarcimam Gomes Santos

Modelo de Regressao GOLL-T Aplicado a Dados de Vegetacao

Este trabalho foi apresentado ao Programa de Pds-
Graduacao em Estatistica do Departamento de Es-
tatistica da Universidade Federal de Pernambuco,
como requisito parcial para a obtencado do titulo de
Mestre em Estatistica.

Area de Concentracdo: Estatistica Aplicada

Orientador (a): Prof. Dr. Abrado Nascimento

Coorientador (a): Prof. Dr. Jodavid Ferreira

Recife
2025



.Catalogacéo de Publicacéo na Fonte. UFPE - Biblioteca Central

Sant os, Paul a Tarci mam Gones.

Model o de regressdo GOLL-T aplicado a dados de vegetacao /
Paul a Tarci mam Gones Santos. - Recife, 2025.

62f.: il.

Di ssertacdo (Mestrado) - Universidade Federal de Pernanbuco,
Centro de Ci éncias Exatas e da Natureza, Programa de Pés-
Graduacdo em Estatistica, 2025.

Oientacdo: Abrado Nasci nento.

Coori entacédo: Jodavid Ferreira.

Inclui referéncias e apéndi ces.

1. Distribuicgdes de probabilidade; 2. GOLL-T; 3. indices de
veget acdo; 4. Mbddel os de regressdo; 5. Sensorianento renoto. |.
Nasci nento, Abrado. Il1. Ferreira, Jodavid. I111. Titulo.

UFPE- Bi bl i ot eca Central




UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO

284

-

' Qf Ata da defesa/apresentagdo do Trabalho de Conclusdo de Curso de
P Mestrado do Programa de Poés-graduagdo em Estatistica - CCEN da
UFPE Universidade Federal de Pernambuco, no dia 29 de maio de 2025.

ATA N°237

Aos 29 dias de maio de 2025, as 14 horas, em sessdo publica realizada de forma remota, teve inicio a defesa do
Trabalho de Conclusdo de Curso intitulada “UM NOVO MODELO DE REGRESSAO GOLL-T COM APLICACAO A DADOS DE
VEGETACAO” da mestranda PAULA TARCIMAM GOMES SANTOS, na area de concentracdo Estatistica Aplicada, sob a
orientacdo do Prof. Dr. Abrado David Costa do Nascimento e, coorientacdo do Prof. Dr. Jodavid de Araujo Ferreira. A
Comissdo Examinadora foi aprovada Ad referendum pelo coordenador do Programa de Pds-Graduagdo em Estatistica,
sendo composta pelos examinadores: Prof. Dr. Abrado David Costa do Nascimento (Presidente); Profa. Dra. Maria do
Carmo Soares de Lima (Titular Interna); e Prof. Dr. Esdras Adriano Barbosa Dos Santos (Titular Externo). Apds
cumpridas as formalidades conduzidas pelo presidente da comissdo, Prof. Dr. Abrado David Costa do Nascimento, a
candidata ao grau de Mestra foi convidada a discorrer sobre o conteudo do Trabalho de Conclusdo de Curso.
Concluida a explanagédo, a candidata foi arguida pela Comissdo Examinadora que, em seguida, reuniu-se para deliberar
e conceder, a mesma, a mengdao APROVADA. Para a obten¢do do grau de Mestra em Estatistica, a concluinte devera
ter atendido todas as demais exigéncias estabelecidas no Regimento Interno e Normativas Internas do Programa, nas
Resolucdes e Portarias dos Orgdos Deliberativos Superiores, assim como no Estatuto e no Regimento Geral da
Universidade, observando os prazos e procedimentos vigentes nas normas.

Prof. Dr. Abrado David Costa do Nascimento
Presidente (Orientador), UFPE

Profa. Dra. Maria do Carmo Soares de Lima
Examinadora Interna a Instituicdo, UFPE

Prof. Dr. Esdras Adriano Barbosa Dos Santos

Examinador Externo a Institui¢do, UFS

PAULA TARCIMAM GOMES SANTOS
Mestranda



Dedico este trabalho, antes de tudo, a Deus, por ser meu sustento, meu refligio e a razao
de cada conquista. A minha m3e e ao meu pai, que oraram por mim com fé e esperanca em
cada etapa dessa caminhada. E, de forma muito especial, ao meu tio Luciano e a minha tia
Rizo, que tanto amo e que foram presenca constante, exemplo de carinho, apoio e luz nos
momentos em que mais precisei.

Dedico também a minha querida avé Severina, que mesmo nao estando mais entre nds,
permaneceu viva em minhas lembrancas e oracGes. Sua preocupacdo, suas palavras de incentivo
e sua fé inabalavel me acompanharam ao longo dessa jornada. Ela vibrou em cada vitéria,
chorou comigo nas dificuldades e sempre me cobriu com suas oracdes e amor. Sua memdria é

parte da minha forca.



AGRADECIMENTOS

Agradeco primeiramente a Deus, por conduzir meus passos até aqui, por me conceder o
dom da sabedoria e da inteligéncia, por ser minha forca nos dias de desanimo e por estar
presente em cada momento desta caminhada.

Aos meus pais, por todo amor, apoio e ensinamentos que me sustentam. Aos meus tios
Luciano e Rizo, minha sincera gratiddo pela presenca, incentivo e carinho constantes ao longo
dessa trajetoria.

Em memoria da minha querida avd Severina, cuja presenca permanece viva em mim. Com
seu amor, oracOes e fé, acompanhou cada passo da minha caminhada. Vibrou com minhas
conquistas, chorou nas minhas dores e sempre acreditou em mim. A ela, minha eterna gratidao
e saudade.

De forma muito especial, agradeco aos meus orientadores, Professor Doutor Abraio Nas-
cimento e Professor Doutor Jodavid Ferreira. Suas orientacdes firmes, sua escuta atenta e
generosa e o carinho com que me acompanharam foram fundamentais para o amadurecimento
deste trabalho e da minha formacdo como pesquisadora.

Estendo meu agradecimento a todos os professores do Departamento de Estatistica da
UFPE, em especial ao coordenador Professor Doutor Pablo Martins, que sempre se mostrou
solicito e comprometido com nossa formac3do. Registro ainda minha gratidao aos Professores
Doutores Maria do Carmo e Roberto Ferreira, por suas valiosas contribuicGes e incentivo
constante.

Sou profundamente grata aos amigos que caminharam comigo nesta jornada, pelo apoio,
pelas conversas e pelas partilhas. Em especial, ao Mestre Kleber Henrique e a Mestra Maria
Mariana, cuja amizade e generosidade foram pilares importantes no meu percurso.

Minha gratiddo também aos técnicos, secretérios e prestadores de servico da universidade,
que, com dedicac3o e zelo, colaboram silenciosamente para o bom funcionamento das atividades
académicas. Sua contribuicdo é essencial e muitas vezes invisivel, mas profundamente valiosa.

Por fim, meu reconhecimento a Universidade Federal de Pernambuco, instituicao publica
de exceléncia, essencial para o desenvolvimento cientifico e social do nosso pais. Agradeco
também a bolsa concedida pelo CNPq, que foi fundamental para meu crescimento académico

e para a realizacdo desta dissertacdo.



RESUMO

A anilise de indices de vegetacdo é fundamental para a producdo agréria e a qualidade
do meio ambiente. Dentre os indices possiveis de serem analisados, o NDVI (Normalized
Difference Vegetation Index) e o EVI (Enhanced Vegetation Index) tém recebido muita atencdo
por sua relacdo facil com os diferentes tipos de vegetacdo. Contudo, a anélise desses indices
requer o trabalho com distribuicdes tanto flexiveis como de suporte limitado. Para esse fim,
esta dissertacdo propde uma nova distribuicdo, denominada GOLL-%, construida a partir da
familia Geométrica Log-Logistica Impar e reparametrizada em termos da média com suporte no
intervalo (0,2). A motivagdo para o desenvolvimento dessa distribuicdo estd na necessidade de
modelar o indice de vegetacao NDVI modificado a partir do EVI, utilizado no monitoramento
da vegetacdo via sensoriamento remoto. Com base nessa distribuicdo, é proposto um modelo
de regressao que incorpora propriedades analiticas relevantes, como momentos, entropia de
Shannon, funcdes escore e matriz de informacdo de Fisher em forma matricial. Um estudo de
simulacao Monte Carlo avalia a performance dos estimadores de maxima verossimilhanca em
diferentes cenarios, evidenciando boa performance conforme o aumento do tamanho amostral.
A aplicacdo do modelo a dados reais obtidos via plataforma SATVeg mostra que a abordagem
proposta é capaz de capturar relacdes ndo lineares entre varidveis ambientais de maneira mais

eficaz do que modelos lineares tradicionais.

Palavras-chaves: DistribuicGes de probabilidade, GOLL-T, Indices de vegetacao, Modelos de

regresséo, Sensoriamento remoto.



ABSTRACT

The analysis of vegetation indices is essential for agricultural production and environmental
quality. Among the indices that can be examined, the NDVI (Normalized Difference Vegetation
Index) and EVI (Enhanced Vegetation Index) have attracted considerable attention due to their
straightforward relationship with different types of vegetation. However, analyzing these indices
requires working with distributions that are both flexible and defined on a limited support. To
address this, the present dissertation proposes a new distribution, called GOLL-%, constructed
from the Odd Log-Logistic Geometric family and reparameterized in terms of the mean, with
support on the interval (0,2). The motivation behind developing this distribution lies in the
need to model the modified NDVI, derived from EVI, used in vegetation monitoring through
remote sensing. Based on this distribution, a regression model is proposed that incorporates
relevant analytical properties such as moments, Shannon entropy, score functions, and the Fisher
information matrix in matrix form. A Monte Carlo simulation study assesses the performance
of maximum likelihood estimators under different scenarios, showing good performance as the
sample size increases. The application of the model to real data obtained from the SAT Veg
platform demonstrates that the proposed approach can capture nonlinear relationships between

environmental variables more effectively than traditional linear models.

Keywords: GOLL-%, Probability distributions, Regression models, Remote sensing, Vegetation

indices.
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

A teoria de distribuicGes é essencial para descrever fendmenos aleatérios em diversas
areas do conhecimento. No entanto, muitas distribuicoes existentes apresentam limitacoes ao
descrever certos conjuntos de dados, especialmente quando ha assimetria, caudas pesadas ou
comportamentos de multimodalidade. Como solucdo a este problema, uma série de geradores
de distribuicGes tem sido amplamente investigada nos Gltimos anos. Varios desses geradores
podem ser considerados casos especificos da familia de geradores "transformed T-X". Nesse
contexto, a familia logistic-X de |Tahir et al.| (2016)) representa uma subfamilia do gerador T-X,
assim como as familias generalizadas gamma-G, conhecidas como (ZOGRAFOS; BALAKRISHNAN,
2009) e (RISTIC; BALAKRISHNAN, 2012).

Gleaton e Lynch| (2006)) introduziram uma familia de distribuicdes log-logisticas impares. Esta
familia foi derivada de uma generalizacao da distribuicdo log-logistica, amplamente utilizada
em dados de sobrevivéncia, ao incluir um parametro adicional de forma. Ela possibilitou
criar diversas distribuicGes com caracteristicas importantes, como funcdes de risco crescentes,
decrescentes, unimodais, em formato de U e até bimodais. Dentro dessa abordagem, Lima et
al.| (2019)) construiram um modelo de regressdo com dispersdo variavel a partir da Familia Odd
Log-Logistic Geometric, para dados de censura e tempo de vida. Vigas et al.| (2024) propuseram
uma familia generalizada de distribuicGes baseada na logistica, conhecida como Beta Odd
Log-Logistic, aplicando a dados reais de resisténcia das fibras de vidros e pacientes com cancer
de bexiga. [Fitzgerald| (2005]) explorou a aplicacdo dessa distribuicdo a chuvas extremas.

Nesta dissertacao, algumas caractéristicas motivarao a escolha de uma distribuicao de
base: (i) uma neutralidade da distribuicdo baseline tanto para impor novos parametros como
para produzir um modelo de regressdo e (ii) um suporte em (0,2) para descrever o NDVI
(Normalized Difference Vegetation Index) modificado a partir do EVI (Enhanced Vegetation
Index). Diante disso, objetiva-se propor uma nova distribuicdo reparametrizada em termos da

média no intervalo (0,2).
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1.2 CONTRIBUICAO DESTA DISSERTACAO

A principal contribuicao desta dissertacdo é, em se propondo uma distribuicao marginal com
as caracteristicas definidas no final da dltima secao, introduzir um novo modelo de regressao
para descrever o indice de vegetacio NDVI modificado, NDVI* = NDVI+1. A regressao sera
chamada de regressdo GOLL-%, tendo por maginal a lei GOLL-T reparametrizada em termo da
média. Algumas propriedades da distribuicio GOLL-T reparametrizada s3o derivadas, tais como:
variancia, curtose, assimetria e entropia de Shannon. Adicionalmente, a regressdo GOLL-Y é
introduzida e algumas propriedades analiticas associadas sao derivadas: versdes matriciais para
as funcdes escore e matriz de informac3do de Fisher e o estimador de escoring-Fisher para os
parametros da regressao proposta.

Do ponto de vista numérico, é elaborado um estudo de simulacdo Monte Carlo para
quantificar a performace das estimativas de maxima verossimilhanca em vérios cenarios. Os
resultados das estimativas dos parametros 3y, 51 € (o nos diferentes cenarios considerados
mostram que, conforme o tamanho da amostra (n) aumenta, tanto o viés quanto o erro
quadratico médio (EQM) tendem a diminuir, indicando que elas satisfazem o que se espera
assintoticamente dos estimadores de maxima verossimilhanca.

Adicionalmente, o modelo de regressdo GOLL-T é aplicado para descrever o impacto da
variavel EVI sobre a média do NDVI*, que varia de 0 (representando estado de ndo vegetacdo) a

2 (estado de vegetacdo densa). Resultados favorecem a proposicdo do método desta dissertacdo.

1.3 PLATAFORMA COMPUTACIONAL

1.3.1 Texto e computacao

A linguagem funcional de programacao escolhida para a producao de gréficos e a realizacao
de simulacdes neste estudo foi o R (CHAMBERS, |2008)). O texto foi redigido utilizando o LaTeX,

e as referéncias foram gerenciadas através do BibTeX.

1.3.2 SATVeg - Sistema de Analise Temporal da Vegetacao

O SATVeg é uma ferramenta web desenvolvida pela Embrapa Agricultura Digital,

projetada para o acesso e visualizacdo de perfis temporais dos indices vegetativos NDVI e EVI
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do sensor MODIS. A plataforma permite analisar a vegetacdo de qualquer local da América
do Sul, oferecendo uma interface intuitiva integrada com Google Maps.
Com atualizacGes regulares de dados, conforme a disponibilidade de imagens pelo

LP-DAAC/EOS-NASA, o SATVeg oferece uma série de funcionalidades Gteis como:

Localizacdo de areas de interesse no mapa;

» Ferramentas para filtragem de séries temporais;

Médulos para o carregamento de arquivos vetoriais;

» E outras ferramentas avancadas para analise.

1.3.2.1 Dados Utilizados

Os indices de vegetacdo, como o NDVI e o EVI, s3o ferramentas essenciais para monitorar
a qualidade da vegetacdo a partir de dados de satélite. O NDVI destaca a diferenca entre a
radiacdo visivel e infravermelha refletida pela vegetacdo, permitindo avaliar sua densidade e
atividade fotossintética (PONZONI; SHIMABUKURO; KUPLICH, 2015). Por sua vez, o EVI pode ser
entendido como uma versao aprimorada do NDVI, oferecendo maior sensibilidade em areas com
vegetacdo densa, minimizando os efeitos da saturacdo e das condices atmosféricas (ROUSE et
al,, [1974; |[HUETE et al., [2002a). Os autores |[Zanzarini et al.| (2013)) explicam que o indice NDVI
varia de -1 a 1, sendo que valores préximos de 1 indicam vegetacdo densa e saudavel, enquanto

valores proximos de 0 ou negativos refletem a auséncia de vegetacao.

1.4 ORGANIZACAO DA DISSERTACAQO

O desenvolvimento desta dissertacdo esta estruturado da seguinte maneira:

= Capitulo 2: A distribuicdo GOLL-%, seus momentos (média, varidncia, assimetria e curtose)
e a entropia de Shannon (que fornece uma medida da incerteza associada ao modelo proposto)
sao abordados. Neste capitulo, também s3o discutidos os fundamentos matematicos necessarios

para entender a distribuicdo.

» Capitulo 3: A regressio é explorada de forma abrangente, com énfase na log-

verossimilhanca, a funcdo escore, a matriz de informacao de Fisher e o célculo do residuo de
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deviance. Este capitulo apresenta a abordagem inferencial completa utilizada para a analise

estatistica, com destaque para o método scoring-Fisher.

» Capitulo 4: A analise numérica é realizada com a simulacdo de Monte Carlo, a fim de
quantificar a performance de estimacao dos parametros do modelo propostos. Além disso, sdo

apresentadas aplicacoes dos métodos a dados reais, com foco nos indices de vegetacao NDVI e

EVI.

» Capitulo 5: Consideracdes finais e perspectivas futuras sdo apresentadas.
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2 DISTRIBUICAO GOLL- ¥

2.1 DEFININDO A FAMILIA GOLL- ¥

Baseando-se no gerador de distribuicdo T-X proposto por |Alzaatreh, Lee e Famoye| (2013)),
Cordeiro et al.| (2017b) introduziram uma nova e mais ampla classe de distribuicdes continuas,
denominada familia log-logistica impar generalizada (GOLL-G). Esta familia possui funcdo de

distribuicdo acumulada (fda) definida como

Gz, £
7,€) + [1 = Gz, &)1

em que g(z, &) é a funcdo de densidade de probabilidade (fdp) de uma distribuicdo baseline,

F(zya,7,€) = el (2.1)

G(x; &) é a fda da baseline, « > 0 e v > 0 sdo pardmetros de forma e £ € R™ é o vetor de
parametros da baseline. A familia GOLL-G inclui como casos particulares a familia log-logistica
impar (OLL), proposta por |Gleaton e Lynch (2010)), e a de taxa de risco proporcional reversa
desenvolvida por Gupta e Gupta| (2007)). Adicionalmente, a fda da baseline G representa o caso

particular quando o =y = 1. A fdp correspondente a (2.1 dada por:

ayg(x,§) Gz, £
{1 - G(l’, 5)7] {G(l’, g)om + [1 - G(LU, 5)7]01} '

Este caso é denotado como X ~ GOLL-G(a, 7, &).

flz;0,7,6) =

2.2 UMA NOVA DISTRIBUICAO REPARAMETRIZADA (GOLL-%)

Nessa secdo, é apresentada uma nova distribuicdo reparametrizada, chamada GOLL- ¥.
O resultado é obtido por usar a distribuicdo uniforme na familia GOLL-G e construir uma

reparametrizacao em funcdo da média. Assim, considere:

9(5:8) = S Ton(x) e Gw:&) = (o) + Tpsy (1), (23)

fdp e fda de uma uniforme em (0,2), respectivamente, em que [4(y) é uma funcéo indicadora
em A.

Seja Yy uma variavel aleatéria com densidade
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fly;a,7) = I (y), (2.4)

resultante da aplicacdo de (2.3)) em (2.2). Para o = 1, a Eq ([2.4)) se reduz a:

=1
fly;v) = % (g) = %y”’l]l(og) (). (2.5)

Agora, estamos em posicao de propor a distribuicdo reparametrizada. Admita que Yy é uma

variavel aleatéria tal que sua densidade é ([2.5)), ent3o:

2 2 y+1 72
Y g VY
EY:/—def/ Ty = L

Yo)= |y v dy=57 | y'dy 27[7+1]0
:ligvﬂzi
27 y+1 v+ 1

Dai,
MZE(Y)=277 & y= (2.6)
YT 41 2— '

Substituindo (2.6)) em (2.5)), tem-se:

1% P L
) = 5= 27y Toa ). (2.7)

Para 1 € (0,2), a fda, F(y; i), é dada por:

0, sey <0,
Fly;p) =42 7= yﬁ, se ) <y <2, (2.8)
1, sey > 2.

A partir de agora, denotamos por Y ~ GOLL-T(x) como uma variavel aleatéria com fdp
(2.7) e fda (2.8). A Figura [1| apresenta curvas de densidade tedrica e empirica, em que a
altima é gerada utilizando o médoto de inversdo a partir de (2.8)). Pode-se observar que: (i)

quando i < 1, a curva apresenta um decaimento exponencial; quando p = 1, a distribuicao
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tende a se aproximar de uma distribuicdo uniforme; para > 1, a curva exibe um crescimento
exponencial.

Na Figura [T} verifica-se as curvas de densidade da distribuicdo proposta. Para 1 = 0.2,
observa-se um decaimento exponencial acentuado; para ¢ = 0.6, um decaimento exponencial
moderado; para i = 1, verifica-se que os pontos estao distribuidos em torno de uma reta; para
i = 1.4, os pontos ao redor da curva descrevem quase uma reta; para u = 1.6, os pontos
em torno da curva descrevem um crescimento exponencial; e para = 1.9, observa-se um

crescimento exponencial mais elevado dos pontos ao redor da curva.

densidade
10
Densidade
10
Densidade
10
L

00

00

00
L

T T T T T T T T
0.0 05 10 15 20 0.0 05 10 15 20 0.0 05 10 15 20

valores Valores Valores

(a) p=0.2 (b) p=0.6 (c)u=1

Densidade
10
Densidade
10
Densidade

05
05

0.0 05 10 15 20 0.0 05 10 15 20 0.0 05 10 15 20

Valores Valores Valores

(d) p=1.4 (e) =16 (f) =19

Figura 1 — Densidades da distribuicdo GOLL-T com diferentes valores do parametro .

2.3 PROPRIEDADES DA GOLL-%(u)

Algumas propriedades da distribuicdo serao apresentadas a seguir.

2.3.1 Esperanca e Variancia

Seja Y ~ GOLL-Z(u), entdo sua esperanca e variancia sio:
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E(Y) Z/Ony(y)dy=u

Var(Y) _ E(YQ) o [E(Y)]2 _ M(Q B M)2 _ :u(4 — 4:“ + Nz)'

4—p 4—p

Os resultados detalhados estdo no Apéndice [A]l
A Figura [2l em particular ilustra a varidncia. Quando i é pequena, a variancia é préxima
de zero. Quando x aproxima de 1, a varidancia aumenta. Quando p > 1, a varidncia decai

novamente.

Corolario 1. Seja Y uma variavel aleatéria com distribuicido GOLL-X. A variancia maxima,

0% =0, 36, é obtida quando p = 0,77

Demonstracdo. Precisamos mostrar que a funcdo de variancia de Y tem um (nico ponto critico

e que ele é o maximo dessa funcao. Anteriormente, foi demostrado que

A p(4—4dp+p?) dp — 4P +
Var(Y) = J(u) = &S J(p) = —77——.

ar(v) = J() 2 =+
Sabe-se que, pelo teorema de Fermat, é possivel obter o ponto critico de uma funcdo calculando
sua primeira derivada e igualando a zero. Assim é preciso encontrar o valor de pu tal que

0J(u)/0(p) = 0. Usando a regra da cadeia, tem-se que

oJ(u) 0 <4u — 442 + /ﬁ) _ 16— 32p + 16p% — 2u3. (2.9)

ou  op 4—p (4—p)?
Portanto, segue que

J (1) e 16 — 32u + 162 — 243

A (- p)p
A equacdo de terceiro grau |D tem raizes 2, 3 —+/5 e 3+ /5. No entanto, como
1 € (0,2), o valor critico procurado é =3 — /5~ 0,77.

=0 & 16—32u+16p* — 24> =0. (2.10)

Agora, é preciso mostrar que este ponto é o maximo da funcdo de variancia. Para tanto, basta

mostrar que [0°.J(11)/0p?], <077 < 0.
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Usando novamente a regra da cadeia na Equacdo (2.9)), é possivel obter que

0%J 203 — 2442 + 964 — 96 —32
() _ 207 =247 + 9611 =96 _ _ -2, (2.11)
o (4—p) (4—p)
Agora substituindo na Equagdo (22.11)) o valor de 11 = 0,77, tem-se que [0°J (1) /Op®], <077 =

—1,0504 < 0.

Logo, i = 0,77 é ponto critico de varincia e gera como valor méaximo a variancia o2 = 0, 36.

O

0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

0.0 n=077 o?-036

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
u

Figura 2 — Variancia

2.3.2 Assimetria e Curtose

Assimetria v, e Curtose 7, sdo duas medidas estatisticas fundamentais para compreender
o formato de uma distribuicdo. A assimetria reflete o grau de simetria, ja a curtose revela o
comportamento das caudas, informando se os dados apresentam uma concentracdo maior ou
menor em torno da média. A seguir, apresentamos as expressdes para 7y, € Ys:

4 1242 —12u3 434
E(Y —p)? _E(Y®) —3po®—p 3~

Y -y o wey
(4—p)2

M1
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- E =
(EIY — p)?)?
E(Y*Y) —4uE(Y?) + 63 E(Y?) — 4P E(Y) + pt

o4
16 _ 16p> 4 6ud(2—p)?
_ 8=3u 3—p + 300+ 4—p
p2(2—p)t
(4—p)?

Todo célculo de 7 e v, é detalhado no Apéndice [Al

Na Figura , no ponto 1 = 1, a assimetria é zero (v = 0), indicando que a distribuic3o é
simétrica nesse valor. Conforme ;. aumenta para além de 1, a assimetria decresce e se torna
negativa, sugerindo uma cauda mais longa a esquerda (assimetria negativa). Para valores
menores de j, que se aproxima de zero, a assimetria cresce positivamente, indicando uma
cauda mais longa a direita(assimetria positiva). Diante disso, a mudanca no sinal de v; em
i =1 demonstra que a distribuicdo varia de simétrica para assimétrica, dependendo do valor
que 1 assumir. Na Figura[3b] o grafico da curtose atinge um minimo no ponto x = 1, indicando
que a distribuicdo é menos achatada nesse valor, logo o ponto mais baixo. Para valores de p
afastados de 1, a curtose aumenta, sugerindo que a distribuicdo se torna mais leptocirtica.
Sendo assim, o minimo de curtose em p = 1 sugere que a distribuicdo é mais homogénea
ou equilibrada nesse ponto, com menor concentracdo de valores em torno da média. Todavia,
valores altos de curtose (72) em p préximos de 0 ou 2 indicam que a distribuicdo tem caudas

mais extremas e é mais pontiaguda.

10 20

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5
H u

(a) Assimetria (b) Curtose

Figura 3

2.4 ENTROPIA DE SHANNON PARA GOLL-Z(u)

Shannon| (1948) foi o pioneiro na definicdo de entropia e informacdo mitua. Nesse contexto,

foi realizado uma abordagem para calcular a entropia de Shannon para uma variavel aleatéria
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continua Y com uma funcdo de densidade de probabilidade f(y), Hs(Y'). Essa entropia é uma

medida da incerteza associada a distribuicdo de Y e definida como

Bl-log f(¥)] = [ ~loalf()}f(y) dy.

em que Y é o suporte de Y. Para o caso em questdo,tem-se

El-log f(y)] = /y —log(f(y))f(y) dy

gt e+ (2 1) st

=—()P%25uﬂw—2u

(=1 osto) £
u (2—p)
o

+1- +log(2) (2.12)

=—1
g5

O detalhamento do célculo para entropia de Shannon, encontra-se no Apéndice [Al

Na Figura[4] observa-se o comportamento da curva de entropia. Para valores de u préximos de
0 ou 2, a entropia tende a cair, representando uma incerteza minima. No intervalo intermediario
(préximo a 1), a entropia atinge um méximo, indicando maior incerteza nesse ponto, sendo

tipico da entropia de Shannon.

Figura 4 — Entropia de Shannon
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3 MODELO DE REGRESSAO GOLL-%

3.1 REFERENCIAL TEORICO

A regressao é uma técnica estatistica amplamente utilizada para modelar e analisar a
relacdo entre uma variavel dependente e uma ou mais variaveis independentes. Seu principal
objetivo é entender como mudancas nas varidveis independentes podem influenciar ou predizer
o comportamento da variavel dependente.

Inicialmente, a regressao linear foi amplamente empregada para modelar a relacdo entre
o NDVI e variaveis de interesse, como a cobertura vegetal. No estudo de [Foody| (2003)), foi
proposta a regressdo ponderada geograficamente (GWR) como uma melhoria em relacdo a
regressdo linear ordinaria (OLS) para anélise de dados espaciais. A pesquisa investigou a relacdo
entre NDVI e precipitacio no Norte da Africa e no Oriente Médio.

Posteriormente, Balaghi et al.| (2008) utilizaram um modelo de regress3o linear mdltipla
com a técnica de minimos quadrados ordinarios (OLS) para prever os rendimentos de gréos de
trigo, empregando dados de NDVI, precipitacdo e temperatura.

No estudo de |Cabrera-Bosquet et al. (2011]), modelos de regress&o linear foram aplicados
para estabelecer relacdes preditivas entre o indice de vegetacao NDVI e variaveis relacionadas ao
crescimento da planta, como biomassa seca, area verde total, area verde sem espigas e contetido
de nitrogénio (N) na parte aérea das plantas de trigo, considerando diferentes condicdes de
agua e nitrogénio.

De forma complementar, |Propastin e Kappas (2008) compararam o uso de modelos de
regressdo tradicionais (OLS) e da regressdo ponderada geograficamente (GWR) para modelar
a relacao entre o NDVI e a precipitacao no Cazaquistdo Central.

Mais recentemente, [Li et al. (2010) utilizaram a regress&o linear para modelar a relagdo entre
o NDVI e a cobertura vegetal em diferentes tipos de vegetacao, selecionando equacdes lineares
para pastagens e arbustos, e uma equacdo quadratica para florestas. Similarmente, [Tenreiro
et al.[(2021) aplicaram regressdo linear para modelar a relacdo entre NDVI e a cobertura do
dossel verde (CC) em culturas agricolas.

Em conclus3o, a regressao é uma técnica eficaz para modelar a relacao entre o NDVI e
variaveis vegetais, como a cobertura vegetal e o crescimento das plantas. Diferentes abordagens,
incluindo a regressao ponderada geograficamente, tém sido aplicadas com sucesso para capturar

variacOes espaciais € melhorar as previsdes. A escolha do modelo depende das caracteristicas
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especificas dos dados e das condicdes do estudo, sendo essencial para alcancar resultados mais

precisos e robustos na estimativa de parametros.

3.2 REGRESSAO GOLL-%

Sejam Y; ~ GOLL-T para ¢ = 1,---,n, em que n é o nimero de observacdes, e B =

By ,[)’p]T. Ent3o, Y; possui densidade:

. u; (B)
flyi; B) = %2 i T o (), (3.1)

em que
p , p
g(i) =ni = Bo+ D Bt & pi=9g~ (50 +> 51#%‘1@) :
k=1 k=1
Aqui, g(.) é a funcdo de ligacdo que estabelece a relacdo entre o componente aleatério e o
componente sistematico, ou seja, ela conecta a média ao preditor linear. Nesta dissertacao,
adaptando a funcdo logit(.), utiliza-se a seguinte ligac3o:

960 =Toe (15 )

2

1 (2—pi)?
d—py !

Neste caso, tem-se que Var(Y;|z;)

Considerando g(p) = n, temospu = 1+ -

em que a variancia depende exclusivamente da média p e lim,,, {02y Var(Y;|z;) = 0

3.3 ESTIMACAO POR MAXIMA VEROSSIMILHANCA
3.3.1 Log-Verossimilhanca

Considere uma amostra aleatéria[[] V4, ..., Y, tal que Y; ~ GOLL-T(f3). Da Express3o (3.1),

o logaritmo da funcdo de verossimilhanca (funcdo de log-verossimilhanca) é dada por

0B =1log T - B) = T Hi(B) e S
(B) loggf(y>ﬁ) z':1_[12_#1.(@2 @ .y
- n log 11i(B) — 3 = M — (1 Y M
Zogu(ﬁ) ;log[Q (B~ (log2) >
+ Z i ﬁ()ﬂ log y; — Zlog Vi,

1 A partir de agora entenderemos "amostra aleatéria"como um conjunto de variaveis aleatérias independentes

e identicamente distribuidas.
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em que, ¥y, ..., Y, representa uma amostra observada. Assim, o estimador de maxima verossi-

milhanca é dado por :

B =arg max [((B)].

5€RP+1

As funcdes escore obtidas a partir da log-verossimilhanca sdo derivadas a seguir.

3.3.2 Funcao Escore

A funcdo escore para i-ésima observacdo é obtida pela diferenciacdo da i-ésima parcela da

log-verossimilhanca:

o OL(B)  OU(B) Ous(B) Omi(B)
V=08 " () ons) 0B

para i=1,---,n,

ou, equivalentemente,

1 1 1 2
Ui(8) = @i —— {M " + <1ogyi—1og2>}

g'(1:) i(B) 2 wi(B) [2 - Hi(ﬂ)]Q
1 2 2 —
= &y 1 i -1 )
v g’ (1) {[2 — 1:(B))* [ogy ( P OgQ)”
em que g,(lm) = “"(22_’”). Considerando
2 2 — 1
6;(B) = 2= mBp © pi(B) = - MM +log 2,

a escore U;(B) pode ser rescrita como:

n

Uip) = ;Ui(,@) tal que U;(B) = x; 70

A escore em forma matricial sendo expressa por:

U(B) = zw g(ln) 5.(8) [log y: — pi(B)] = XT W A [log y — p(8))

em que X =[xy | @y |-+ | @,]" é a matriz modelo n x (p 4 1) tal que x; representa o

vetor de covariaveis para a i-ésima observacdo, W = diag (g,&u), cee g’(L )>, tal que diag(.)
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] e

representa uma matriz diagonal, A = diag (§1(8),...,.(8)), logy = [logyi, ..., logy,

p(B) = [p1(B), .., pa(B)]".
Assim, de U () = 0, segue-se que:

X"WAlogy=X"W Ap(B).

3.3.3 Matriz Informacao de Fisher

A matriz informacdo de Fisher (MIF) é uma ferramenta crucial na Estatistica, particularmente
em modelos lineares generalizados (MLGs) e regressdo ndo normais. A MIF, K(3), é dada por

(CASELLA; BERGER, [2002):

) 85(#")] 5 l W(ﬂ)] | (32)

K@:El 08 0B ~0BOBT

A MIF desempenha um papel essencial na inferéncia estatistica, fornecendo uma medida da
quantidade de informacdo que uma amostra contém sobre um parametro desconhecido. Para
que a Equacdo (3.2)) seja valida, algumas condicBes de regularidade devem ser atendidas: (i) a
continuidade das derivadas da funcdo de verossimilhanca, (ii) a integrabilidade da funcdo de
verossimilhanca, (iii) o fato de que a derivada esperada da log-verossimilhanca em relacdo aos
parametros seja zero. Essas condicdes garantem a aplicacdo correta da matriz para o célculo
dos erros padrao dos estimadores de maxima verossimilhanca.

Inicialmente, considere a derivacdo da matriz Hessiana:

0(B) 0 R
25057~ 957U B = 557 (X' W Allogy —p(B)])

_ —XTWA;;T xT la(WA)[lggy —p(B)] ’ ’8(WA)[lgﬁgy —p(B)] 7
em que

0BT 2087
1 {—2%‘%@[2 — 1(B)] — %P2 — m(ﬁ)?} L 10m(B)

opi(B) 1 0 {[2 - Mi(ﬂ)]Q} 1012 — pi(B)]
1i(B) 2 BT

2 pi(B)? 2 0B8"
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_10um(B) 12— m(B)omB) .,
“2opr T2 o op | ETmE)

owa) || (97w 195,
OBk B {dlg [( 0B ot gl(ﬂl)aﬁk"“

1
agl(ﬂn) 5n_|_ 1 %
"\ 9Bk g (pn) 0B | [

1 1
Ot _ Oty Omi _ _ 9"(m)
ik

B Owi 0Br [ ()]

06 AR— (BN a2 — (B Ow(B) O 4 1

08 2-wB) 2-wB)0m(B) 08 [2— m(B)® g'(m)

Assim, tem-se que:

op (WA
K(8) ~—& |- X WAl x "0 tog y — p(8))
op I(WA)
=X'wWAa_ - -X' E(logy —
98" 987 (logy — p(B))
=XTWAV,
emque V = aapT@ é uma matriz n x (p+ 1), dada por:
3]
% 2—p2 ZD;—

V: Hy M2

Lug  pn T

2 2—pn iL‘T

3.3.4 Método Escore-Fisher

= Lik-

O EMV do vetor B ndo possui uma expressdo analitica fechada. Assim, é necessario utilizar

um método numérico, como o de Newton-Raphson ou o escore de Fisher, para estimar 8. De
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acordo com |Paula| (2004), para estimar os parametros, costuma-se utilizar o método iterativo

de Newton-Raphson. E possivel obté-lo expandindo a funcio escore U (B) em torno de B,

Ug) =U(B?) +U'(B) (B~ (),

em que U’ expressa a primeira derivada de U (8) em relacdo a 3. A partir de uma manipulacio

analitica simples, a seguinte equacdo iterativa é obtida:

By = g+ {ur(8™)} T U(B™),

param =0,1,.... Como a matriz —U’(3(™) pode n3o ser positiva definida, o método de
scoring de Fisher (MEF), sugere substituir essa matriz pelo valor esperado correspondente.

Esse procedimento resulta no seguinte processo iterativo:
gl = g+ KT (B) U (B™).
O procedimento de estimacdo de 3 com o método do scoring de Fisher fica dado por:

B = g 4 [XT W Alm v m ] T XTwm A logy — p(B™)|. (3.3)

3.3.5 Residuo Deviance

De acordo com [Paulal (2004)), a qualidade do ajuste de um MLG pode ser avaliada por meio
do residuo deviance. Essa quantidade mede a diferenca entre o logaritmo da verossimilhanca do
modelo saturado e do modelo em estudo, utilizando a estimativa de maxima verossimilhanca
dos coeficientes. Valores menores para o residuo deviance indicam que o modelo simplificado
apresenta um ajuste comparavel ao modelo saturado. Matematicamente, o residuo deviance é

definido como:
D*(y; ) = ¢D(y; o) = 2{L(y;y) — L(f; y)}.
Além disso, uma formulacdo alternativa para D(y; f1) é expressa por:

Dly: ) = 25 {8 — ) + (b(6s) — b))}

=1
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4 ESTUDO DE SIMULACAO E APLICACAO EM DADOS REAIS

Neste capitulo, realizam-se um estudo de simulacao e aplicacao a dados reais. No caso do
estudo de simulacdo, uma anélise numérica é realizada com intuito de analisar o desempenho das
estimativas de maxima verossimilhanca (MV) dos pardmetros do modelo de regressdo GOLL-T.
Através de simulacdo Monte Carlo, diferentes cendrios sdao considerados para os parametros. A
aplicacdo do modelo proposto aos indices de vegetacdo NDVI* e EVI serd abordada em etapas

posteriores, com o intuito de validar o modelo em dados reais de monitoramento ambiental.

4.1 ESTUDO DE SIMULACAO

Nesta secdo, sera avaliado o desempenho das estimativas por meio de simulacao Monte
Carlo. Os valores das covariaveis foram obtidas da distribuicdo uniforme X ~ U[—1, 1] para
tamanhos de amostra iguais a 10, 20, 40 e 100, e, para cada tamanho de amostra, foram

utilizadas 5.000 réplicas. Todas as simulacoes foram executadas com linguagem de progamacao

funcional R. Para cada replicacdo, gerou-se a varidvel dependente Y = [V7,... ,Yn]T com
Y; ~ GOLL-Z (B, B1) tal que E(Y;|X = ;) = 124:77 en = By + Bix.

Tabela 1 — Resultados da simulagdo com diferentes tamanhos da amostra quando os parametros Sy =1 e
p1 = —2, e B.é a média das estimativas e b5 € o viés.
6 n A b3 EQM
10 1.1146 0.1146 2.9039 x 1075
20 1.0525 0.0525 1.1787 x 107

fo=1 40 1.0234  0.0234 5.3621 x 1076
100 1.0098  0.0098 2.1391 x 107
10 -2.0080 -0.0080 9.1076 x 10~
20 -1.9953 0.0046 3.5116 x 10°
fr=-2

40 -2.0851 -0.0085 1.5951 x 1073
100 -2.0035 -0.0035 6.1231 x 107°

A Tabela [1| apresenta os resultados para os diferentes tamanhos da amostra quando 5, = 1
e 51 = —2. Ao observar os resultados para o parametro 3y, percebe-se que o viés diminui com
0 aumento do tamanho da amostra, por exemplo de 0.1146 quando n = 10 diminui para 0.0098
quando n = 100. O Erro Quadratico Médio (EQM) também diminui, de 2.9039 x 10~° para
2.1391 x 10~¢ quando o tamanho da amostra vai de 10 para 100. Isto indica que os valores

das estimativas médias se aproximam do valor verdadeiro do parametro com o aumento da
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amostra. Para o parametro 31, o viés de -0.0080 quando n = 10 diminui para -0.0035 quando
n = 100, evidenciando um comportamento similar ao observado para 5. O EQM para 3,
também apresenta uma diminuicdo de 9.1076 x 10~° para 6.1231 x 10~% conforme o tamanho
da amostra aumenta. Esses resultados indicam que tanto para (3, quanto para 31, o viés e o

EQM diminuem com o aumento do tamanho da amostra.

Tabela 2 — Resultados da simulagdo com diferentes tamanhos da amostra quando os parametros 3y = 1 e
p1 =2, e B.é a média das estimativas e bz € o viés.

B n B bs EQM
10 1.1146 0.1146 2.9039 x 1075
20 1.0525 0.0525 1.1787 x 107°
40 1.0234 0.0234 5.3621 x 10°6
100 1.0098 0.0098 2.1391 x 10~
10 1.9919 -0.0080 9.1076 x 1075
20 2.0046 0.0046 3.5116 x 10~°
40 1.9911 -0.0081 1.5951 x 10~°
100 1.9964 -0.0035 6.1231 x 1076

A Tabela [2| apresenta os resultados das simulacdes para diferentes tamanhos amostrais,
considerando os parametros 5y =1 e [y = 2. Para o parametro [3,, observa-se que o viés
diminuem com o aumento do tamanho da amostra, variando de 0.1146 para n = 10 até 0.0098
para n = 100. O EQM também dimunuem, passando de 2.9039 x 10> para 2.1391 x 1079,
evidenciando o ganho de precisdo com o aumento amostral. Em relacdo ao parametro (31, o viés
diminuem de —0.0080 para n = 10 até —0.0035 para n = 100, comportamento semelhante ao
Bo. O EQM também apresenta diminuicdo, variando de 9.1076 x 107> para 6.1231x 5. Tais
Resultados indicam que, para ambos os parametros, o viés e 0 EQM diminuem com o aumento
da amostra, refletindo maior acuracia e consisténcia dos estimadores.

A Tabela [3| apresenta os resultados das simulacdes para distintos tamanhos amostrais,
considerando os parametros 3y = 1, 1 = 2e 35 = —1. Para o parametro [;, observa-se que
o viés diminui com o aumento do tamanho da amostra, variando de 0.1729 para n = 10 até
0.0167 para n = 100. O EQM também diminui, passando de 3.9294 x 10~ para 2.2001 x 1075,
indicando aumento na precisdo das estimativas.

No caso de (31, o viés diminue de 0.0145 para —0.0018, enquanto o EQM passa de
1.7369 x 10~* para 6.2241 x 1075. Para o pardmetro [3,, observa-se a diminuicdo do viés
de —0.0058 quando n = 10 para —8.4426 x 10~% quando n = 100, além da diminuicdo do
EQM de 1.001 x 10~* para 6.4501 x 107%. Dos resultados obtidos dos paAmetros 3y, 3 e B2,
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Tabela 3 — Resultados da simulacdo com diferentes tamanhos da amostra quando os parametros 5y = 1,

B =—2¢e By =—1, e 5.6 a média das estimativas e bj € o viés.

8 n B bs EQM
10 1.1729 0.1729 3.9294 x 1075

fo=1 20 1.0812 0.0812 1.3658 x 10~°
0 40 1.0391 0.0391 5.5741 x 10~°
100 1.0167 0.0167 2.2001 x 10~¢

10 -1.9854 0.0145 1.0001 x 10~*

8 — 2 20 -2.0118 -0.0118 3.9634 x 10~°
! 40 -2.0024 -0.0024 1.7369 x 1077
100 -2.0018 -0.0018 6.2241 x 1076

10 -1.0058 -0.0058 1.0001 x 104

8= _1 20 -0.9997 0.0002 3.9553 x 10~°
? 40 -0.9975 0.0024 1.7553 x 10~°

100 -1.0001 —8.4426 x 107% 6.4501 x 107°

é possivel observar que a média das estimativas, o viés e o EQM diminuem a medida que o

tamanho da amostra aumenta, convergindo para os respectivos valores verdadeiros.

Tabela 4 — Resultados da simulagdo com diferentes tamanhos da amostra quando os parametros 3y = 1,
p1=2e Py =1e éamédia das estimativas e bz € o viés.

8 n B bs EQM
10 1.1729 0.1729 3.9294 x 10~°

4 20 10812 0.0812 1.3658 x 10~°
0 40 1.0391 0.0391 5.5741 x 10-°
100 1.0167 0.0167 2.2001 x 10-°

10 2.0145 0.0145 1.0001 x 104

4 o 20 L0881 -0.0118 3.9635 x 1077
! 40 1.9975 -0.0024 1.7369 x 10~°
100 1.9981 -0.0018  6.224 x 10-°

10  0.9941 -0.0058 1.0001 x 10~*

4 20 10002 0.0002 3.9554 x 10~°
T 40 1.0024 0.0024 1.7553 x 1072

100 0.9999 —8.6252 x 1075 6.4501 x 10~°

A Tabela [4] apresenta os resultados das simulacdes considerando diferentes tamanhos
amostrais para os parametros g = 1, 1 = 2 e 55 = 1. A média das estimativas (B) obtidas em
cada cenério indica o comportamento médio do estimador ao longo das simulacoes. Essa média
funciona como uma aproximacdo empirica do valor esperado do estimador, sendo fundamental

para a avaliacdo tanto do viés quanto da precisdo.
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Para o pardmetro 3, observa-se que a média das estimativas 3, se aproxima progressi-
vamente do valor verdadeiro a medida que o tamanho da amostra aumenta, passando de
1.1729 quando n = 10 para 1.0167 quando n = 100. Essa aproximacao é acompanhada por
uma reducdo do viés de 0.1729 para 0.0167. E o EQM que passa de 3.9294 x 107° para
2.2001 x 1075, evidenciando o aumento da precis3o e a consisténcia do estimador.

Para o pardmetro 3, a média (; também se estabiliza em torno do valor verdadeiro (2),
com o viés diminuindo de 0.0145 para —0.0018 conforme n passa de 10 para 100. O EQM
apresenta comportamento semelhante, diminuindo de 1.0001 x 10~ para 6.2241 x 1079, o
que indica uma melhoria significativa na precisdo do estimador. A média aqui exerce papel
central como estimativa do valor esperado para cada tamanho amostral.

J4 para o pardmetro 35, observa-se comportamento semelhante: (3, evolui de 0.9941 para
0.9999, com o viés diminuindo de —0.0058 para aproximadamente zero —8,6252 x 1076 e
o EQM de 1.0001 x 10~* para 6.4501 x 107%. A média das estimativas também se mostra
eficiente como indicativo de convergéncia para o valor verdadeiro do parametro.

Portanto, os resultados demonstram que, para todos os parametros analisados, a média das
estimativas se aproxima dos verdadeiros valores conforme o tamanho da amostra aumenta. Essa
convergéncia é acompanhada pela reducao do viés e do EQM, indicando que os estimadores
utilizados sdo consistentes e tornam-se mais precisos a medida que o tamanho da amostra

cresce.

4.2 ANALISE EM DADOS REAIS DE NDVI E EVI

Indices como o NDVI e o EVI s3o amplamente utilizadas para monitorar a qualidade da
vegetacdo a partir de dados coletados via satélite. O NDVI apresenta limitacdo em areas com
vegetacdo muito densa, como florestas tropicais, onde tende a saturar. Isso significa que o
indice atinge valores préximos do maximo e perde a capacidade de diferenciar variacdes na
estrutura da vegetacdo. Por outro lado, o EVI, desenvolvido para contornar essa limitacao,
mantém sua sensibilidade mesmo em regides com alta biomassa, permitindo detectar variacoes
na cobertura vegetal superior, como as copas das arvores (HUETE et al., 2002a). O uso dessas
imagens possibilita avaliacbes mais precisas, contribuindo para decisdes informadas em areas
como o manejo agricola e a conservacao ambiental, explorado em detalhes por |Fung e Siu

(2000)), Damian et al.| (2019).
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4.2.1 Normalized Difference Vegetation Index - NDVI

Dentre os indices desenvolvidos para o monitoramento da vegetacao, o NDVI é obtido
como:

IR—-R

NDVI = ——
IR +R’

em que, IR corresponde a radiacao na faixa infravermelha do espectro eletromagnético e R
representa a radiagdo na faixa vermelha (ROUSE et al., [1974; LEE, 2005)). Os valores do NDVI
variam entre -1 e 1. Valores préoximos de -1 est3ao associados a areas com pouca ou nenhuma
vegetacao, como solos descobertos, rochas ou agua. Por outro lado, valores positivos indicam
presenca de vegetacdo, com valores mais altos indicando maior densidade de vegetacao saudavel
(CORDEIRO et al., [2017a)).

Os dados de NDVI mostram que, em areas com vegetacdo densa, como florestas, ocorre uma
maior reflexdo de luz, especialmente em uma faixa de luz invisivel, caracteristica de vegetacdo
saudavel. Em contraste, superficies sem vegetacdo, como solos expostos ou construcoes,
tendem a absorver a maior parte dessa radiacdo. Ja em regides com vegetacao moderada, o
comportamento é intermediario, com uma reflexdo parcial da luz, dependendo da densidade e
do tipo de vegetacdo presente (ACCIOLY et al., 2002; WELCH et al., 2005; KARIYEVA; LEEUWEN,
2011)). A faixa de luz invisivel (ou infravermelho) é uma parte do espectro eletromagnético que
o olho humano n3o consegue perceber, mas que desempenha um papel crucial na anélise da
vegetacdo, pois plantas saudaveis refletem mais essa luz (HUETE et al., [2002a)).

O NDVI é utilizado em diversas aplicacdes, como a deteccdo de areas com vegetacdo,
estimativas de biomassa, andlise do crescimento e desempenho das plantas, além de avaliacdo
da cobertura vegetal. Este indice tem se mostrado eficaz na estimativa da biomassa acima do
solo, ja que sua correlacdo com a densidade e o desenvolvimento das plantas permite uma
avaliacdo precisa e eficiente. (ZHU; LIU, 2015). Por exemplo, em um canavial, o NDVI foi
utilizado para identificar areas cultivadas e avaliar sua condicdo, fornecendo informacdes sobre
a qualidade da vegetacdo, a cobertura da plantacdo e o crescimento das plantas (RAHMAN;

ISLAM; RAHMAN, [2004)).
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4.2.2 Enhanced Vegetation Index - EVI

Proposto por [Huete et al.| (2002b), o EVI foi desenvolvido para otimizar a deteccdo da
vegetacao, proporcionando maior sensibilidade em areas de alta biomassa e minimizando as
influéncias atmosféricas e o efeito do solo. Essa abordagem é possivel devido a incorporacdo de
um termo de resisténcia ao aerossoE], que utiliza a banda azul para corrigir as interferéncias na

banda vermelha. A equacdo do EVI é expressa por:

PNIR — Pred
EVI =G ,
pnir + Ciprea — Coppiue + L

em que, PNIR, Preds Polue FePresentam as refletancias corrigidas atmosfericamente das bandas
espectrais, (', Cy sdo coeficientes de correcio de aerosséis, L. é um fator de ajuste para
minimizar efeitos do solo, e G é um fator de ganho. Os valores comumente utilizados sao
C, =6, Cy =175, L =10000, G = 2.5 (HUETE; JUSTICE; LIU, [1994; HUETE et al}, [1997).

O Indice de Vegetacdo Aprimorado, EVI, é amplamente utilizado para avaliar a qualidade
das plantacdes, monitorar mudancas no uso do solo e estimar a biomassa em ecossistemas
naturais e agricolas. Sua capacidade de minimizar os efeitos atmosféricos e de solo torna-o
particularmente Util para analises em regides com alta variacdo de condicdes climaticas e
geograficas. Em comparacdo com o NDVI, o EVI é mais sensivel em areas de alta biomassa,
oferecendo uma alternativa mais precisa para o monitoramento da vegetacdo em grandes
escalas.

O EVI tem sido relevante para a agricultura de precisdo, sendo utilizado para monitorar a
condicdo das culturas agricolas. Segundo Kurbanov e Zakharova| (2020), o EVI desempenha
um papel importante na avaliacao da qualidade das plantacoes, como a soja e o trigo, durante
as principais fases de crescimento. A anélise desse indice é fundamental para detectar variacdes
no crescimento das plantas, fornecendo informacdes sobre o estado das plantacdes e facilitando
a tomada de decisGes agrondmicas. Em um estudo realizado por Silva et al.| (2020), o EVI
foi eficaz na classificacio da cobertura vegetal em Campo Belo do Sul, estado de Santa
Catarina. Os resultados mostraram que o EVI, combinado com outros indices como o NDVI e
o SAVI (ver detalhes em [SILVA et al, [2020)), teve bom desempenho na deteccdo das classes

de vegetacdo. De acordo com |Glenn et al|(2011)), o EVI também tem sido utilizado para

1 Aerosséis s3o particulas microscépicas suspensas na atmosfera, como poeira, fumaca e poluicdo, que podem

interferir na medicdo de pardmetros ambientais, como a vegetacdo. Essas particulas podem alterar a
quantidade de luz que chega aos sensores, prejudicando a precisdo das imagens de satélite.



36

estimar a biomassa em ecossistemas naturais e agricolas. O uso de indices como o EVI contribui
para estimativas precisas da biomassa e da quantidade de agua que as plantas precisam,
possibilitando uma gestao eficiente da irrigacdo e do uso da agua, tanto em sistemas agricolas
quanto em ecossistemas naturais.

Assim, o EVI se destaca como um indice essencial para o monitoramento da vegetacao,
contribuindo para a gestdo eficiente de recursos naturais e a otimizacdo da producdo agricola.

A obtenc3do dos dados para este estudo foi via requisicdo por APl do SATVEG - Em-
brapa <https://www.agroapi.cnptia.embrapa.br/store/apis/info?name=SAT Veg&version=
v2& provider=agroapi>| na data de 03 de dezembro de 2024. Os dados obtidos s3o referentes
aos 184 municipio de Pernambuco mais o arquipélogo de Fernando de Noronha. Foram obtidos
para o NDVI 1082 observacdes no periodo de 18.02.2000 até 23.10.2024. A obtencdo média
do valor do NDVI em intervalos de dias para cada municipio é aproximadamente 8.3 dias
em cada captura e 8 dias se observando a mediana. Para o EVI, o periodo de obtencdo dos
dados foram os mesmos do NDVI, 1082 observacdes no periodo de 18.02.2000 até 23.10.2024.
Obtencao média do valor do EVI é similar ao do NDVI, sendo 8.3 dias em cada captura para
cada municipio. O NDVI foi analisado utilizando valores acima do quantil 0.99, ou seja, com
foco nas regides de vegetacao densa, como florestas tropicais € matas nativas, onde a cobertura
do solo é quase total. Para o EVI, foi adotada a mediana. O centroide foi o ponto exato que
foi extraido o NVDI e EVI em cada municipio mais o arquepélogo de Fernando de Noronha,
esses valores sdo obtidos de forma continua em todo espaco geografico, logo, a importancia de
saber a localizacdo exata da captura dos dados.

A informacdo do NDVI e EVI é mapeada para toda regido geogafica, em nosso estudo,
utilizando uma localizacao pontual para obter o valor do NDVI e EVI para cada municipio.
Essa localizacdo pontual utilizada foi o centroide de cada municipio. Os centroides podem ser

observados na Figura [f

4.2.3 Analise de autocorrelacdo espacial

A Figura [6a representa a anélise da autocorrelacdo espacial do Indice de Moran Global para
os municipios de Pernambuco, incluindo o arquipélago de Fernando de Noronha. O objetivo é
verificar a distribuicdo espacial NDVI, e identificar se seus valores estdo agrupados ou dispersos
geograficamente.

A estatistica do Indice de Moram obitida foi: I = 0.0926, sendo o p —valor = 0.0348, que


https://www.agroapi.cnptia.embrapa.br/store/apis/info?name=SATVeg&version=v2&provider=agroapi
https://www.agroapi.cnptia.embrapa.br/store/apis/info?name=SATVeg&version=v2&provider=agroapi
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Figura 5 — Mapa de Pernambuco com localizagdo pontual (centroide) de cada municipio mais o arquipélogo de
Fernando de Noronha.

ao considerar nivel de 1% correlacdo espacial nos dados. Uma visualizacdo grafica pode ser
observada na Figura [6a

A Figura |6b| apresenta o LISA (Local Indicators of Spatial Association) e a autocorrelagdo
local dos indices de vegetacio NDVI* e EVI nos municipios analisados.

A anélise espacial por meio do indice LISA Figura [6b] revela agrupamentos significativos
dos indices de vegetacido NDVI* e EVI nos municipios analisados. Observam-se clusters High-
High (vermelho), indicando areas com alta vegetacdo cercadas por municipios igualmente
vegetados, e Low-Low (azul escuro), associados a regides com possivel degradacdo ambiental.
Outliers espaciais do tipo High-Low (rosa) e Low-High (azul claro) sugerem transicdes locais
na cobertura vegetal, possivelmente resultantes de pressdes antrépicas ou alteracdes no uso do
solo. Municipios classificados como Not Significant (branco) n3o apresentaram autocorrelacdo
estatisticamente relevante, enquanto os em Undefined (amarelo) n3o tiveram padrdo claro.

Dados com autocorrelacdo espacial exigem métodos especificos para lidar com essa depen-
déncia. Nossa proposta, a regressdo GOLL-T, necessita que os dados sejam independentes;
assim, foi analisado o indice de Moran Global e o LISA (Local Indicators of Spatial Association)
para selecionar valores de NDVI* e EVI que n3o possuiam dependéncia espacial. O NDVI

selecionado foram os valores acima do quantil 0.99, ou seja, com foco nas regides de vegetacao
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densa, como florestas tropicais e matas nativas, onde a cobertura do solo é quase total. Para o

EVI, foi adotada a mediana.
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Figura 6 — Autocorrelacio espacial com Indice de Moran Global e mapa de Pernambuco com informacdes do
indice de Moran Local (LISA).

4.2.4 Mapas de Pernambuco - NDVI e EVI

A Figura ilustra a distribuicdo espacial do NDVI nos municipios de Pernambuco,

destacando as variacdes na cobertura vegetal ao longo do estado. Observa-se que a maior
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parte do territério estadual apresenta valores de NDVI moderados a altos, indicando areas com
vegetacao densa ou bem preservada. No entanto, algumas regides isoladas ao leste do estado
exibem valores mais baixos, o que pode ser atribuido a fatores como diferencas climaticas
locais, mudancas no uso da terra, como a urbanizacdo ou a agricultura intensiva, ou ainda a
condicGes especificas de solo que limitam o crescimento vegetal.

A Figura|/|ilustra a distribuicao espacial do EVI nos municipios de Pernambuco, propor-
cionando uma avaliacdo refinada da biomassa vegetal ao reduzir os efeitos de interferéncias
atmosféricas e variabilidades do solo. As areas representadas por tonalidades mais escuras
correspondem a regides com maior densidade de vegetacao, com valores de EVI variando entre
0,5 e 1,0, enquanto as tonalidades mais claras indicam regioes com cobertura vegetal mais
escassa, com EVI variando entre 0,0 e 0,2. E possivel observar que grande parte do estado
apresenta valores moderados a baixos de EVI, sugerindo uma predominancia de vegetacao
menos densa ou impactada. No entanto, algumas éareas pontuais, com valores mais altos de EVI,
destacam-se como regides de vegetacao mais densa, possivelmente associadas a remanescentes
florestais ou areas menos afetadas pela conversdo para usos agricolas ou urbanos, refletindo a

presenca de ecossistemas naturais ou areas de preservacao ambiental.

45 ‘ &3
5°s 5°s

6°S . 6°S
EVI

00-02
o 02]-05
7°s 0510

Latitude
Latitude

Longitude Longitude

(a) Mapa de Pernambuco - NDVI* (b) Mapa Pernambuco - EVI

Figura 7 — Mapas de Pernambuco com informacdes de NDVI* e EVI

4.2.5 Analise de regressao

Na Tabela [5|sdo apresentadas estimativas dos parametros, erro padrdo correspondente, esta-

tistica de teste t e p-valor. Note que, o intercepto e a covariavel explicativa sdo estatisticamente
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significativas ao nivel nominal de pelo menos 1%.

Tabela 5 — Estimacdo pontual, erro padrdo, estatistica de teste t e P-valor

Parametros Estimativa erro padrdo estatistica t p-valor
Bo 1.3843 0.2936 47156 4.7641 x 107°
I3 2.8024 0.8479 3.3445 1.0001 x 1073

O EVI e o NDVI* foram modelados por meio da regress3o, tendo o EVI como varivel
explicativa. A variacdo do NDVI* em resposta a mudancas no EVI pode ser descrita pela

formula:

/ﬁ_e&. L+

)
Hi 1+ el -
; 2 ePoePrei
em que, n; = e eh® ;= E{Yi|X; =} = #5555 epf = E{Yi|Xi =z + 1} =
B0 P17 ~ : : . . o
%. Essa relacao permite avaliar o efeito proporcional da variacao no EVI sobre o

NDVI*, considerando o estado atual da vegetacdo, representado por ;. Por exemplo, adotando-
se um valor hipotético 7; = 3, observa-se que um incremento unitario em EVI resulta em um
aumento de aproximadamente 30% no NDVI*.

A Figura [8| apresenta o ajuste do modelos de regressio GOLL-T e modelo de regressao
linear aos dados observados, permitindo uma visualizacdo comparativa das abordagens. Os
pontos sob a varidvel resposta NDVI* se concentram em uma faixa estreita de valores, com
a maioria das observacdes situadas entre 1,5 e 2,0. Além disso, a varidvel preditora EVI esta
distribuida em um intervalo restrito, concentrando-se em valores menores que 0,5. Esse padrao
sugere que a relacdo entre as variadveis pode nao ser linear, justificando a aplicacdo de modelos
mais flexiveis.

O modelo GOLL-% apresenta maior capacidade de adaptacdo as variacGes da variavel
resposta, capturando melhor a tendéncia dos dados, especialmente nas regides onde a quantidade
de observacoes é mais alta. J& o modelo linear impde uma relacdo fixa entre as variaveis,
resultando em um ajuste menos preciso em areas onde a resposta apresenta variacdes nao
lineares.

Através da Figura[8] é possivel perceber que os dados ndo seguem um padréo linear. Esse
padrao reforca a hipétese de que a relacdo entre as variaveis ndo é bem representada por uma
regressao linear simples, sendo necessario um modelo mais flexivel para capturar adequadamente

a estrutura dos dados.
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Figura 8 — Ajuste do modelos de regressdo GOLL-%T e modelo de regressdo linear.

A Figura avalia a normalidade dos residuos do modelo ajustado. Observe-se que, na
maior parte da distribuicdo, especialmente para os quantis intermediarios, os pontos seguem
aproximadamente a linha tedrica, indicando um bom ajuste a normalidade. No entanto, ha
desvios nas extremidades, especialmente nas caudas inferior e superior, indicando a presenca
de residuos com distribuicdo mais pesada (caudas longas) do que a normal. Isso pode indicar
a necessidade de um modelo mais flexivel para capturar essas discrepancias. J4 a Figura [Ob|
mostra o grafico dos residuos em relacdo aos valores ajustados. Observa-se um padrao de
curvatura crescente, indicando uma possivel violacao da suposicao de linearidade. Além disso,
ha indicios de heterocedasticidade, uma vez que a variancia dos residuos aumenta a medida
que os valores ajustados crescem. Esses comportamentos sugerem que o modelo linear pode
ndo ser o mais adequado para representar a relacao entre as varidveis, sendo recomendada a
consideracao de transformacdes ou modelos mais flexiveis.

A Figura apresenta o grafico Q-Q dos residuos do modelo GOLL-T. Observa-se que,
para uma ampla faixa dos quantis centrais, os pontos se alinham bem a linha teérica da normal,
indicando que os residuos seguem um padrdo aproximadamente normal nessa regiao. No entanto,
sdo percebidos desvios nas extremidades, com maior destaque para a cauda inferior, sugerindo
assimetria negativa leve ou presenca de valores extremos. Ainda assim, o comportamento global
dos residuos aponta para uma aproximacao razoavel da normalidade, especialmente quando
comparado ao modelo linear. A Figura [0d] exibe o grafico de residuos versus valores ajustados
para o0 modelo GOLL-%. Os residuos apresentam distribuicao aproximadamente simétrica em
torno de zero, sem evidéncia de padroes sistematicos ou tendéncia clara, o que sugere um
bom ajuste do modelo. A variabilidade dos residuos é relativamente constante ao longo da

faixa de valores ajustados, indicando atendimento da suposicao de homocedasticidade. Quando
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comparado ao modelo linear, observa-se uma dispersdo mais homogénea dos residuos, o que

reforca a adequacdo superior do modelo GOLL-¥ na captura das caracteristicas dos dados.
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A Figura[9¢| apresenta o grafico quantil-quantil (QQ-plot) dos residuos deviance, permitindo
avaliar a adequacdo do modelo ajustado a distribuicdo dos dados. Os residuos deviance seguem
aproximadamente a linha dos quantis tedricos normais, indicando que o modelo ajustado captura
bem a estrutura geral dos dados. Pequenos desvios sao esperados, especialmente em amostras
finitas, e ndo comprometem a validade do modelo. Observa-se que, em algumas regides das
caudas, ha um leve afastamento dos residuos em relacdo a linha de referéncia. Contudo, o
modelo mantém uma boa aderéncia na regiao central, que concentra a maioria das observacdes.
A maioria dos residuos permanece dentro das bandas de confianca representadas pelas linhas
sélida e pontilhada, reforcando a adequacdo do modelo. Pequenos desvios dentro dessas bandas
nao indicam necessariamente um problema estrutural, mas sim a natural variabilidade dos
dados. A proximidade dos residuos a linha de referéncia sugere que o modelo GOLL-¥ fornece
uma representacao adequada aos dados.

A Figura A entropia observada foi utilizada como uma medida de desordem ecolégica
associada a diversidade de vegetacdo no estado de Pernambuco. De modo geral, o estado
apresenta indices elevados de vegetacao, e essa variacao estad diretamente relacionada ao valor
da entropia: areas com maior diversidade de tipos vegetais tendem a apresentar valores mais
altos de entropia. A interpretacdo grafica da entropia permite identificar que, em regides onde
ha uma mistura mais heterogénea de vegetacao ou seja, diferentes tipos vegetais distribuidos
no espaco, a entropia tende a ser mais elevada. Por outro lado, dreas com tons mais escuros
no mapa indicam valores mais baixos de entropia, sugerindo menor diversidade de vegetacao.
Nessas regioes, a cobertura vegetal é ausente ou composta predominantemente por um Gnico
tipo de vegetacdo. A regido do Recife, por exemplo, apresentou um valor reduzido de entropia,
o que pode ser explicado pela menor variabilidade na cobertura vegetal, caracteristica comum
em areas urbanizadas ou densamente ocupadas. Assim, a entropia observada fornece uma
representacdo espacial da heterogeneidade vegetal, sendo Gtil como ferramenta interpretativa
da dindmica ecoldgica em diferentes localidades do estado.

A Figura [10b| no que se refere a entropia predita, o modelo estimado considerou a influéncia
do EVI, estabelecendo um intervalo fixo entre 0 e 1. Os resultados demonstraram que a
entropia estimada apresenta padrdo semelhante ao da entropia observada, o que sugere
uma boa capacidade preditiva do modelo. Isso reforca que o EVI, ao ser utilizado como
covariavel, consegue explicar de forma satisfatéria a distribuicdo espacial da entropia vegetal
em Pernambuco.

As Figuras e sdo mapas de Pernambuco utilizando entropia observada e entropia
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predita. Para criacdo desse mapa foi utilizado a equacdo [2.12] em que a entropia observada foi
utilizado o verdadeiro valor do NDVI na equacdo, e a entropia predita foi utilizado os valores

do NDVI preditos pelo modelo GOLL-%.
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Figura 10 — Mapas de Pernambuco com valores da entropia observada e predita para cada municipio
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5 CONCLUSAO

Esta dissertacdo objetivou a modelagem de fendmenos complexos, mostrando que dis-
tribuices mais flexiveis, como a GOLL-%, oferecem bons ajustes e de facil interpretacao,
especialmente em cendrios com relacdes ndo lineares.

Especificamente, desenvolveu-se uma nova distribuicdo reparametrizada em torno da média
com base na familia GOLL-G. Foram apresentadas algumas propriedades dessa distribuic3o,
tais como variancia, curtose, assimetria e entropia de Shannon. Além disso, foi proposto o
modelo de regressdo GOLL-¥ e, para tal, derivou-se algumas propriedades analiticas associadas,
como as versGes matriciais da funcdo escore e da matriz de informacao de Fisher. Também
o estimador scoring-Fisher para os parametros da regressdo proposta foi desenvolvido. Sob
uma perspectiva numérica, realizou-se um estudo de simulacao Monte Carlo com o objetivo de
quantificar o desempenho dos estimadores de maxima verossimilhanca em diferentes cenarios.
Os resultados mostraram que, a medida que o tamanho da amostra n aumenta, o viés e o erro
quadratico médio (EQM) dos estimadores diminuem, confirmando o comportamento assintético
esperado. Por fim, aplicou-se o modelo de regressao GOLL-T para avaliar o impacto da variavel
EVI sobre a média do NDVI. Os resultados evidenciam que modelos mais flexiveis, como o
GOLL-%, capturam melhor a complexidade da relacdo entre as variaveis, superando o modelo
linear em termos de ajuste e capacidade preditiva.

Como perspectiva futura, seria interessante explorar a reformulacao do modelo proposto
para dados espaco temporais, permitindo analisar como o indice de vegetacdo e outras variaveis

ambientais se relacionam e evoluem ao longo do tempo.
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APENDICE A - DEDUCAO MATEMATICA DA DISTRIBUICAO E
PROPRIEDADES ASSOCIADAS

A.1 DISTRIBUICAO E FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE DE GOLL-%

Seja Y uma variavel aleatéria com funcdo densidade de probabilidade f(y) dada por:

7 _m
f(y) = H 2 2511. yQﬁ;L 1]1(0’2).

A funcdo de distribuicdo acumulada (fda) pode ser obtida pela seguinte deduc3o:

A.2 PROPRIEDADES DA DISTRIBUICAO GOLL-%

Algumas propriedades da distribuicdo como variancia, assimetria, curtose foram calculadas. A

seguir serdo descritos os quatros primeiros momentos da distribuicio GOLL-¥ e as propriedades

mencionadas anteriormente.
Primeiro momento é dado por: E(Y) = pu.

Segundo momento é dado por F(Y?):



= 3272 27uy2fu dy
0 —
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Quarto momento é dado por E(Y*):



51

e
2
:2l_LM 2 /0 ylyT o dy
2
:%27ﬁ / 1‘2*H71+4dy
poooow oyt
= 2—p
2—n" " 4l
1% _u Qﬁ—%
9 _ TR )
2—pu M 2—uﬂ
I

O valor esperado do log(Y’) € dado por, para ¢ = 3

Bllog(v)] = [ lo(y) 5y dy =1

2 o1 2c
= [ log(y)y” dy = =
2 a 2c
— 1 c 1d — |:
(log y)y "dy 5 | =
0
— 1 c—1 — 3 e
/ 08(y) 50 ¥ Y = 5, 50

c [c (log 2) 2¢ — 26]
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= = [ellog 2) — 1]

(log 2)e =1
Cc

1
= log(2) — -

= - (2;) + log(2)

S Gl log(2).
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A.2.1 Variancia

A variancia é dada por:

A.2.2 Assimetria

Seja Y uma variavel aleatéria com valor esperado 11 e o desvio padrdo 0. O coeficiente
de assimetria de Y, denotado por ~3, indica o grau de assimetria da sua distribuicao de

probabilidade e é definido por

E(Y3) = 3uc? — i3
o3

Y3 = 3
em que supomos a existéncia do terceiro momento de Y (MAGALHAES; LIMA, 2011)).
Para encontrar a assimetria, precisamos do valor de o3:
7\ 2 2\ 5 3 3
o ( n(2—p) ) _ (u(Z—u) ) _nE(2—p)

4—p 4—p (4—p)2

Utilizando (/A.1)), temos que a assimetria é
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E(Y3) = 3uc? — i3
o3
Ap n2=w?\ _ 3
3—p 3“( (4—u)) K
u? (2-p)3
(4-)
ap _ 3pP(A—4Aptp?) 3
B iy H
3
w2 2o’
(4=p)2
Ap 12p2-12p343pf 3
3 y— H
w28 .

(4-p)?

V3 =

A.2.3 Curtose

O coeficiente de curtose da variavel aleatéria Y, denotado por 74, é definido por

E[(X — )]

Y4 =
ot ’

em que supomos a existéncia do quarto momento de Y (MAGALHAES; LIMA| 2011)). Para nosso

Caso,

1 pme_ (P2 =) CoPe-p?
7 =) ((4—@) G (A2)

Agora, calculando E[(Y — u)%], que representa o quarto momento central da variavel aleatéria

Yy

E(Y —p)* = EY* —4EY3u + 6 EY?1® — 4EY 1 + pi
= EBY* —4EY3u+ 6p2(p® + o?) — 4pt + pt A3
= EYY —4AEY3u+ 6p* + 6p%0? — 4pt + pt #2)
= EY* —4EY3u + 3u* + 640,

Assim, é possivel obter a curtose como:
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. PRY)
() ¢ e [
o p2(2—p)*
(4—p)?
16 16p° 4, 6u3(2—p)?
8—5# - ﬁ +3 + “4_[;"

pA(2=—p)*
(4—p)?

A.2.4 Entropia de Shannon

A seguir pode ser encontrado a entropia de Shannon para a funcdo densidade GOLL-X. A

entropia de Shannon é obtida como E[—log f(Y)]:
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E[—log f(y)] = g log f(y)f(y) dy

2—p 2—pu
=—<1
0g2 wo2—p
9 _
l—( M—l—lg(Z)]}
0 lo

S 1) Elog(y)}
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APENDICE B - VETOR ESCORE E MATRIZ DE INFORMACAO DE FISHER

B.1 VETOR ESCORE

Considere uma amostra independente Y7, ..., Y,, tal que Y; ~ GOLL-T(3). Da expressao
(3.1)) no Capitulo 3, o logaritmo da funcdo de verossimilhanca (funcdo de log-verossimilhanca)

é dada por:

=1
o 1:(8) o) )
— glog {2_%(5) 2 1B i@ }
_y wi(8) 1i(B) - [ 1i(B) ] ,
glog 2= i) s 12::1 2— 1i(B) i ; 2—p(B) -1 log ;.

A escore é a derivada da funcdo de log-verossimilhanca em relacdo aos parametros 3. A

escore para a observacdo i, denotada por U;(3), é dada por:

. 8&(5) o 3@(6) 8/%’(:@ 8771‘(,3)

Vilh) =56 = 0u(B) on(B) 08

em que
Owi(B) _ 09~ '(m) 1, Og(p)
8771‘ B 377i B 9’(771‘) g(m) a,uz' .

A expressdo para a derivada parcial da log-verossimilhanca em relacdo a y;(3) pode ser

simplificada e reescrita como:

otL(B) _ (2—(B)) lQ — wi(B) + m(ﬂ)] log(2) [2 — wi(B) + 11i(B)

aﬂz‘(ﬂ) B Mi(ﬂ) (2 - Nz‘(ﬁ)) (2 - Mi(ﬂ))Q
12— w(B) + pa(B)
“%%[@—val
. (Q—Mi(,@>> 2 “ 1o 2 0% Us 2
= u®) eomr P uEr T e e

2w,
_(2—m(ﬂ))2l @) Hloew 1g<2)]’
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considerando

2 —
pi(B) = -2 L1og2,

7

a derivada da log-verossimilhanca em relacdo a ;(/3) pode ser expressa como:

oti(B)
Ipi(B)

A derivada de 7;(8) em relacdo a B é dada por:

=¢; [log y; — pi(B)] .

ni(B)
0Bk

a funcdo escore para i-ésima observacao é expressa por

= Lk,

U:(B) = J/‘zg,(lm)

assim, a funcdo escore na forma matricial para n observacdes é dada por:

0;(B) [logy; — pi(B)]

U(8) = S U(B) = XT W Allog y — p(8))

em que X = [@y | @2 |-+ | @,]' é a matriz modelo n x (p + 1) tal que x; representa o

vetor de covariaveis para a i-ésima observacio, W = diag (g,(}“), o g,(; )), tal que diag(.)

representa uma matriz diagonal, A = diag (6,(83),...,6.(8)), logy = [logy1, ..., logy,]"

p(B) = [p1(B).-...pa(B)]"

(S

B.1.1 Esperanca do escore

A esperanca do escore pode ser calculada como:
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A esperanca da funcdo escore é igual a zero, ou seja,

E[Ui(B)] = 0.
A escore U;(B) é dada por:
oL,
vi() - 5.

onde /;(3) é a log-verossimilhanca da i-ésima observac&o.

Temos que, para um modelo de maxima verossimilhanca

04L(B) | _
o[22 o

Para demonstrar os célculos da escore, comecamos com a seguinte equacao:

U = S[logy —p(B)].

Onde log Y= (log Y, 710g yn>7 p(/B) = (pl(ﬁ)a U 7pn(/6)) e §= XT WA:
a matriz S é uma combinacio das matrizes X " é transposta da matriz das variaveis explicativas,
W é matriz diagonal de pesos e A é matriz diagonal adicional relacionada ao modelo. Assim,

temos que a esperanca da escore é

EU = E[S(logy — p(B))] = S [E(logy) — p(B)],

em que, E(log i) = — 24 +1og2 e pi(B) = —2 +log2, parai =1, ,n. Logo,

EU = S [E(logy) — p(B)] = 0.

B.1.2 Derivada do vetor escore para obter a Informacao de Fisher

O vetor escore U para um modelo com parametros 3 é dado por:
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U=X"WA(logy —p(B))

derivando o vetor escore em relacio a B' = [Bo, - ,BP]T, temos

ou 0
55" = 557 |X WA (logy —p(8))].

ou
T

Fazendo a derivada 57 bara obter a informacao de Fisher

WU o7 op(B) T O(WA)
BT X WA 0BT +X 98"

(log y —p(B)).

A derivada de W é dada em relacdo a p;, sabendo que W = diag (g/(hl), e ,g,(Ln)) e
g(p) =log (),

fazendo termo a termo para a i-ésima observacdo temos que

N 1 12— ) — (=1
9 () = (L) (2 — )2

2—p;

1 2—pi+
= (g SR

i ( (2 = pi)?
22 2

(2= w)? (2 — )’

assim, temos que,

1 1 wi(2 — 1)

g/('ui) - Hi(22*/h') - 2 .

Fazendo a derivada de 4(3), temos:

96 946 Op On

08T ~ O om 08T’

comecando com 3—5:
‘ 123
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!/

o8 2 / -2
%= [mmmy] @ Le-nO)]
= —2-2(2 — w(B) - (-1)

= —4(2—pi(B) - (—1)

=4(2 - (8)~’
4
(2 —pi(B)*

d . . )
Para encontrar o ;’ﬁ@, encontra-se a as seguintes derivadas

Ip(B) Op Op On

oBT  Ow On 0B’

fazendo a derivada de 8’5—(5), temos que:

op(B) | (2— ) '
o — " + log(2)
_ D] = =2 = ) (1))
G
M2
o
_2
o

A seguir, a derivada de g—”, é obtida a partir da funcdo logistica
n C

derivando em 7:

on 2en |
on l(l +e")]
~ 2e(1+4e") —2e"e"
N (1 —en)?
_ 2e 4 2e?1 — 2
B (14 em)?
2em
2e" 1
(1+em) (1+em)
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_ 2e" 1 _ (2= ,u) op _ pu(2—p)
sabe-se que 1 = {55, € ey = logo, oy = 2

provando que 8B’ em que 7; = fo + 51.X1i, -, Be Xk

n
— =140
o5
on
op
on
L =040+ Xy
95, + 0+ Xo
on
=040+ + X,
9B + 0+ -+ X
Iogo,g—Z:X.
Temos

opi(B) 10 {[2_Mz‘(ﬂ)]2}_1a[2_ﬂi(ﬂ)]

98T 2087 | w(B) 2 0BT
O [ 2% (B)] - P2 - (B | 10wm(B)
T2 1:(B)? 3 apT

_ 10w(B) | 112 = pi(B)] 9pi(B)
2 08T 2 (B) 987

[1+2—pm(B)].

Podemos expressar a matriz de informacdo de Fisher como:

KB =X"WAV,

em que V = aapﬁ@ é uma matriz n x (p + 1), dada por:
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