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RESUMO

Na literatura, proposta de novas distribuicdes busca desenvolver modelos probabilisticos
mais flexiveis tendo como uma das finalidades melhorar o ajuste a conjuntos de dados reais.
Com isso, consegue-se uma abordagem mais precisa ao estudar fenémenos complexos, além de
facilitar a analise dos parametros de um modelo. J& no contexto de séries temporais, pode-se
fazer estudos em diversas areas como, por exemplo, prever séries temporais financeiras, analisar
padrdes de taxas de juros e modelagem climética. Isso é feito ao obter modelos que identifi-
cam a dependéncia entre os valores passados e valores atuais de uma série, podendo, assim,
fazer previsoes. No entanto, existem poucos trabalhos desenvolvidos que utilizam distribuicdes
atreladas aos modelos autorregressivos ndao condicionais, principalmente de segunda ordem.
Acredita-se que isso ocorra devido a dificuldade de desenvolver expressdes matematicas tado
complexas quanto as dos modelos elaborados para processos de primeira ordem. Para processos
autorregressivos de primeira ordem, as observacoes sao dependentes apenas de seus valores
anteriores, 0 que nao ocorre para processos de ordem 2, pois as analises s3o realizadas obser-
vando tantos os valores anteriores quanto os anteriores ao anterior, demandando métodos mais
complexos. Contudo, pensando na lacuna existente na literatura quanto aos processos autor-
regressivos de segunda ordem, dois novos modelos autorregressivos com distribuicio marginal
Lindley e Gama-Lindley foram propostos. Por meio de uma série temporal de ordem 2, AR(2),
considerou-se, primeiramente, os dois parametros autorregressivos iguais. Essa condicdo foi
chamada de Caso 1. Apés isso, selecionou-se a distribuicao Lindley e Gama-Lindley para a
saida de cada processo, com o propdsito de determinar a distribuicdo do erro. Os modelos
apresentados foram chamados de LAR;(2) e GLAR;(2). Considerando a regido de estabilidade
para cada um deles, a distribuicdo da inovacao de ambos modelos corresponde a uma mistura
de duas distribuicdes exponenciais com parametros diferentes e uma Gama com pardmetros
(2,A). Ambos modelos autorregressivos de ordem 2 foram introduzidos, apresentando suas
propriedades, tais como as funcdes de autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial, equacio de
previsdo, densidade espectral, esperanca e variancia condicional. Para verificar suas propri-
edades assintéticas, utilizou-se os métodos de estimacdo Yule-Walker e minimos quadrados
condicionais (MQC), através de simulagdo de Monte Carlo. Afim de verificar a eficiéncia dos
modelos, aplicou-se a dois conjuntos de dados reais e, por predicao, os dois modelos tiveram
um bom ajuste, além dos residuos de cada um possuirem caracteristicas de um ruido branco.

Apbs construida toda a estrutura para o caso particular, Caso 1, generalizou-se os modelos



para o caso geral, Caso 2, em que os parametros autorregressivos sao diferentes. Dessa forma,
considerando a regido de estabilidade para cada modelo, a distribuicao de inovacao para o
modelo LAR3(2), corresponde a uma mistura de distribuicGes exponencial, com pardmetro
A, Gama com parametro (2,\) e trés exponenciais com pardmetros (¢1), (¢2) e (¢3) que
representam o oposto das raizes de um polinémio de grau 3, e dependem dos parametros
do processo e da distribuicao Lindley. De maneira similar, a distribuicdo de inovacdo para o
modelo GLAR,(2) é uma mistura de distribuicdes exponencial, com pardmetro A, Gama com
pardmetro (2, \) e trés exponenciais com parametros (1), (v2) e (p3) que representam o
oposto das raizes de um polindbmio de terceiro grau, que é funcdo dos parametros do processo
e da distribuicio Gama-Lindley. Conforme feitas para o Caso 1, as simulacdoes também foram
realizadas utilizando os métodos Yule-Walker e MQC por meio de simulacdo de Monte Carlo.
Também aplicou-se os modelos a conjuntos de dados reais confirmando um bom ajuste, além
do residuo n3o possuir dependéncia. Por fim, os modelos propostos foram comparados com
outros na literatura, de modo que os modelos LAR;(2) e LAR3(2), mostraram ser um bons
competidores em relacdo ao modelos, EAR(2) GAR(2) e INGAR(2). J& os modelos GLAR; (2)
e GLAR3(2) apresentaram melhores resultados em relacdo aos modelos LAR;(2), LAR2(2),
EAR(2) e GAR(2) e INGAR(2). De modo geral, ambos os modelos destacaram-se como bons

concorrentes aos ja existentes na literatura.

Palavras-chaves: Gama-Lindley. Lindley. Modelo autorregressivo. Séries Temporais.



ABSTRACT

In the literature, the proposal of new distributions aims to develop more flexible prob-
abilistic models with the purpose of improving the fit to a set of real data. This enables a
more precise approach when studying complex phenomena, as well as facilitating the analysis
of model parameters. In the context of time series, studies can be conducted in various areas
such as predicting financial time series, analyzing interest rate patterns, and climate modeling.
This is achieved by obtaining models that identify the dependence between past values and
current values of a series, thereby enabling predictions. However, there are few developed works
that use distributions linked to autoregressive models, especially of the second order. This is
due to the difficulty of developing mathematical expressions as complex as those designed
for first-order processes. For first-order autoregressive processes, observations are dependent
only on their previous values, which is not the case for second-order processes, as analyses are
performed by observing both the previous values and the values before the previous one, requir-
ing more complex methods. However, considering the existing gap in the literature regarding
second-order autoregressive processes, two new autoregressive models with Lindley and Gama-
Lindley marginal distributions were proposed. Through a second-order time series, AR(2), the
two autoregressive parameters were considered equal. This condition was called Case 1. Af-
ter that, the Lindley and Gama-Lindley distributions were selected for the output of each
process, with the purpose of determining the error distribution. The presented models were
called LAR(2) and GLAR; (2).Considering the stability region for each of them the innovation
distribution of both models corresponds to a mixture of two exponenciais distributions with
different parameters and a Gamma with parameters (2, \). Both second-order autoregressive
models were introduced, presenting their properties such as autocorrelation and partial auto-
correlation functions, prediction equation, spectral density, and conditional mean and variance.
To verify their asymptotic properties, the Yule-Walker and conditional least squares estimation
methods were used through Monte Carlo simulation. To verify the efficiency of the models,
were applied to two real data sets. Through prediction, both models showed a good fit, and
the residuals of each exhibited characteristics of white noise. After building the entire structure
for these particular cases, Case 1, the models were generalized to the general case, Case 2, in
which the autoregressive parameters are different. Thus, considering the region of stability for
each model, the innovation distribution for the LAR2(2) model corresponds to a mixture of

Exponential distributions, with parameter A, Gamma with parameter (2, \) and three expo-



nentials with parameters (¢1), (¢2) and (¢3) representing the opposite roots of a polynomial
of degree 3, and depend on the process parameters and the Lindley distribution. Similarly, the
innovation distribution for the GLAR3(2) model is a mixture of the Exponential distribution
with parameter )\, the Gamma distribution with parameter (2, \) and three exponentials with
parameters (1), (p2) and (@3) representing the opposite roots of a third-degree polynomial,
which is a function of the parameters of the process and the Gama-Lindley distribution. As was
done for case 1, the simulations were also carried out using the Yule-Walker and conditional
least squares methods by means of Monte Carlo simulation. The models were also applied to
real data sets, confirming a good fit and that the residuals were not dependent. Finally, the
proposed models were compared with others in the literature, so that LAR;(2) and LARy(2)
proved to be a good competitors in relation to models EAR(2), GAR(2), and INGAR(2). The
GLAR;(2) and GLAR3(2) models showed better results than the LAR;(2), LAR2(2), EAR(2),
GAR(2) and INGAR(2) models. In general, both models stood out as good competitors to

those already existing in the literature.

Keywords: Gama-Lindley. Lindley. Autoregressive model. Time Serie.
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1 INTRODUCAO GERAL

1.1 CONTEXTUALIZACAO

Nas ultimas décadas, uma infinidade de novas distribuicoes foram propostas na literatura.
Com isso, espera-se que novos modelos se ajustem adequadamente a diversos tipos de conjun-
tos reais de dados. Ao sugerir novas distribuicoes ou aprimorar as ja existentes, tem-se como
objetivo aprofundar suas propriedades estatisticas, bem como demonstrar que esses novos
modelos s3o tdo eficientes ou mais que os ja vigentes. Ver (LIMA et al., 2019).

Geralmente, esse processo segue um protocolo sistematico. A primeira fase, consiste na
elaboracdo de um mecanismo gerador, paralelamente é estabelecido a formulacdo analitica
da distribuicdo, a fim de garantir sua validade matematica. A préxima fase, concentra-se na
caracterizacdo tedrica da nova distribuicao, abrangendo a obtencao das suas propriedades
fundamentais. Em seguida, s3o realizados experimentos computacionais afim de analisar o
comportamento assintético dos estimadores, por meio de simulacdes (CORDEIRO et al, 2019)).

Por fim, a Gltima etapa se encerra com uma aplicacao na qual compara-se o desempenho
da nova distribuicao com modelos conhecidos da literatura. Isso é realizado por meio de testes
estatisticos e critérios para qualidade do ajuste. Essa etapa torna-se importante, uma vez que
tem por objetivo comparar a relevancia ou até mesmo a superioridade da nova proposta em
relacdo a modelos existentes na literatura.

No contexto de séries temporais de primeira e segunda ordem, as aplicacbes podem ser
feitas em diversos campos, por exemplo, em financas e anélises de risco, nas quais utilizam sé-
ries dessas ordens para prever tendéncias e comportamentos futuros no mercado. Ha também
aplicacao em hidrologia, em que valem de séries temporais para prever padroes de precipita-
¢bes. Dessa forma, consegue-se fazer planejamento de irrigacao agricola e até mesmo prever
desastres naturais.

Nessa perspectiva, tem-se o trabalho de |Callen e Morel (2001) que apresenta uma con-
tribuicdo significativa na area de contabilidade. O estudo partia do principio que o valor de
mercado representa uma func3o linear entre os valores contabeis do patrimonio liquido e os lu-
cros acima do mercado, denominados de anormais. Assim, considerou que os lucros assumiam
um processo autorregressivo de primeira ordem, AR(1). No entanto, os autores constataram
que, quando os lucros acima do normal forem um autorregressivo de segunda ordem, AR(2),

a relacao entre valor de mercado e variaveis contabeis apresentam uma relacao de dois /ags.
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Assim, o modelo AR(2) permite identificar padrSes de persisténcia dos lucros mais flexiveis.

Ainda observando os estudos sobre processos autorregressivos, Hugueny (2006)) utilizou
processos AR(1) e AR(2) para analisar a sincronia espacial em componentes demograficos
e ambientais entre duas populacoes. Através de um banco de dados reais representando um
conjunto regional de populacdes, notou-se que elas apresentaram comportamentos distintos. O
estudo feito, utilizando o processo AR(1), destacou um padrdo simples, diferente do AR(2) que
demonstrou ter estruturas complexas, ndo apresentando relacGes entre a dindmica populacional
e o fator demografico da sintonia espacial.

No mesmo ano, Russo, Rodrigues e Camargo| (2006) desenvolveram um estudo utilizando
andlise de séries temporais para descrever as alteracdes nos moldes de pecas produzidas por
uma inddstria. Os autores buscaram modelos que simulassem a realidade dos dados, ao fazer
previsoes. O banco de dados utilizado representa o niimero diario do teor da umidade de areia.
Os resultados indicaram que o processo AR(2) foi o melhor modelo encontrado.

Com aplicacdo em medicina, |/Antunes e Cardoso| (2015) abordaram séries temporais em
estudos epidemiolégicos ao fazer previsdo sobre a distribuicdo de doencas em uma populacdo.
Milani (2016)) apresenta modelos de séries temporais autorregressivos (AR(1)) e de médias
méveis (MA(1)), usando distribuices Normal generalizada e log-Normal generalizada, fazendo
aplicacdo nas areas de hidrologia, economia e politicas publicas.

Balbinot et al. (2017) utilizaram modelos de séries temporais para descrever valores da
radiacdo solar, concluindo que processos autorregressivos e de médias méveis descrevem bem
o comportamento da série pesquisada. Souza (2022)) abordou a trajetéria da divida publica
federal do Brasil, entre os anos de 2004 e 2020 utilizando modelo autorregressivo de médias
méveis (ARMA). Isso possibilitou prever o comportamento da divida pdblica para os préximos
20 meses.

No entanto, existem poucos trabalhos que utilizam a teoria de novas distribuicGes em
conjunto com analises de séries temporais. Além disso, é importante destacar que existem dois
tipos de abordagens: os modelos condicionais e os nao condicionais. Os modelos condicionais
consideram que os parametros da distribuicdo variam ao longo do tempo. Assim, tem-se
o trabalho Santos (2006) na drea do mercado financeiro, uma abordagem condicional que
tem ganhado destaque por sua capacidade de incorporar informacdes de mercado de forma
dindmica. Neste trabalho, foi examinado um método quantitativo avancado para avaliacdo de
risco extremo, comparando-o com técnicas em analises do Ibovespa e acdes da Petrobras.

Ainda no contexto da modelagem condicional aplicada ao mercado financeiro, destaca-se o
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trabalho de Lima et al.| (2021)), que propde o modelo Gompertz-ARMA como uma abordagem
inovadora para séries temporais. Nesta estrutura condicional, os parametros sdo dinamica-
mente recalibrados em funcao do comportamento histérico da série, superando as limitacoes
dos modelos de parametros fixos. A flexibilidade do Gompertz-ARMA permite capturar n3o
apenas variacdes locais, mas também regimes ndo-estacionarios caracteristicos de séries finan-
ceiras volateis. Essa capacidade adaptativa foi comprovada na aplicacdo pratica aos precos
da Petrobras, onde o modelo demonstrou eficicia em acompanhar mudancas abruptas de
volatilidade, mesmo em cenarios de crise.

Embora os modelos condicionais apresentam vantagens ao incorporar a dindamica tempo-
ral, neste trabalho serd adotado a abordagem n3o-condicional. Tal escolha fundamenta-se na
adequacao dos modelos nao condicionais para analise de séries estacionarias, ou seja, suas pro-
priedades estatisticas nao variam ao longo do tempo. Outra vantagem de se utilizar modelos
ndo condicionais, refere-se a simplicidade operacional. Pelo fato de ndo apresentar mecanis-
mos de atualizacdo paramétrica, faz com que a complexidade computacional seja reduzida,
vantagem significativa ao analisar séries longas.

Assim, esta abordagem permite capturar padrdes estruturais subjacentes que frequente-
mente permanecem mascarados pela excessiva sensibilidade a variacdes de curto prazo, tipica
dos modelos condicionais. Além disso, essa abordagem apresenta clareza na interpretacao,
em que os parametros estimados caracterizam a distribuiciao marginal do processo, excluido
interferéncias e dinamicas locais.

Nesse contexto, tem-se o trabalho desenvolvido por Bakouch e Popovi¢ (2016)), que propde
um modelo AR(1) com distribuicdo marginal Lindley. Depois desse periodo, poucos estudos
com esse enfoque foram desenvolvidos. Mello et al.| (2021)) apresentaram um novo modelo de
série temporal (ST) de ordem 1 com distribuicio marginal Gama-Lindley e compararam seu
desempenho preditivo com outros modelos existentes na literatura, tomando como aplicacdo
um conjunto de dados em hidrologia.

Desse modo, ainda hd uma extensa defasagem na literatura quanto a novas distribuicdes
atrelado ao modelo autorregressivo de ST de segunda ordem. Uma possivel justificativa para
tal fato, talvez seja a dificuldade de desenvolver calculos matematicos complexos e obter uma
analise computacional eficaz. Lawrance e Lewis ((1980) proporam um modelo autorregressivo
exponencial de ordem 2. No entanto, para o caso em questao, a abordagem ¢é simples, visto
que apresenta apenas um parametro em sua estrutura. Além disso, os autores n3ao apresentam

aplicacdo nem simulacao computacionais, o que motiva a construcao de novos trabalhos neste
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sentido. Com isso, na Subsec3do [1.2] é exposta as motivacdes para construcdo dos modelos e

os objetivos a serem alcancados.

1.2 MOTIVACAO E OBJETIVOS

Existem na literatura poucos trabalhos direcionados ao estudo da distribuicdo Lindley no
cenario de Séries Temporais. S6 em 2016, 50 anos depois que a distribuicdo Lindley foi pro-
posta, |Bakouch e Popovi¢ (2016]) desenvolveram o primeiro processo autorregressivo tendo a
Lindley como distribuicao marginal. A dificuldade se torna maior ao abordar processos autorre-
gressivos de segunda ordem, tendo o trabalho de Lawrance e Lewis| (1980) que desenvolveram
processos exponenciais autorregressivos de médias méveis - EARMA(p,q) como um dos Gnicos
como referéncia desenvolvido hd mais de 40 anos. Assim, tem-se como objetivo geral propor
dois novos modelos AR(2) n&o condicionais, chamados de LAR(2) e GLAR(2), com distribui¢do

marginal Lindley e Gama-Lindley, respectivamente. Como objetivos especificos pretende-se:
1. Determinar uma distribuicao para a inovacao de cada modelo;
2. Descobrir os pesos correspondentes a cada distribuicdo que compde as inovacoes;

3. Comprovar que a soma dos pesos da varidvel de saida, é de fato, uma mistura de

distribuices;

4. Desenvolver propriedades estruturais para os modelos AR(2), como a esperanca e a
variancia condicional a fim de analisar o comportamento dos modelos sobre determinadas

condicoes;
5. Construir um gerador para o erro aleatério;

6. Analisar os graficos da série, autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial para comprovar que

novos modelos provém de um AR(2);
7. Construir a densidade do erro para cada modelo;

8. Realizar estimacdo dos parametros por meio do método Yule-Walker e minimos quadra-

dos, adaptando para os processos em estudo;

9. Estudar as regides onde as condicoes de estacionariedade sdo satisfeitas, para cada

processo AR(2) em construc3o;



19

10. Realizar uma aplicacdo a ST, mostrando a versatilidade dos modelos, ao utilizar bancos

de dados reais e analisar predicdes.

11. Comparar os modelos propostos com outros bem definidos na literatura.

1.3 PLATAFORMA COMPUTACIONAL

Essa tese serd desenvolvida utilizando o IATEX, um sistema de formatacdo de texto bastante
difundido na comunidade académica para a elaboracdo de trabalhos cientificos. Para a reali-
zacdo das funcdes computacionais, utilizou-se os softwares R e Matlab, além da linguagem de
programacdo em Phython. Os célculos das transformadas inversa de Laplace, simplificacoes e
resolucdes de expressdes mais complexas foram desenvolvidos no Matlab. O Matrix Laboratory
ou Matlab é um software com um ambiente interativo e de facil analise numérica, visualizacdo
de dados e modelagem matematica. Para a simulacdo dos parametros, construcao das séries
temporais, desenvolvimento dos graficos, afim de estudar os modelos e ajustes a conjuntos
de dados reais, utilizou-se o R. Ambos programas se diferem pelo fato do R ser um software
gratuito. J&4 o Matlab é um software comercial e requer licenca paga para o uso, apesar de
existirem opcdes de licenciamento académico. Além disso, para andlises estatisticas e analise
de dados, o R se sobressai por possuir uma infinidade de pacotes e recursos, além de ser mais

flexivel.

1.4 ORGANIZACAO TEXTUAL

No Capitulo [2| é apresentada a definicdo da distribuicdo Lindley com algumas de suas
extensOes e generalizacdes, mostrando aplicacdo em diversas areas. Na Secdo [2.2] é feita uma
revisdo sobre Analise de Séries Temporais e suas propriedades, apresentando em seguida um
modelo AR(2). Nesse mesmo capitulo, sdo discutidos critérios para a regido de estacionariedade
de um processo AR(2). Conceitos de estacionariedade fraca e autocorrelacdo também serdo
definidos.

No Capitulo[3} um novo processo autorregressivo ndo condicional de ordem 2 com distribu-
icdo marginal Lindley, chamado LAR(2) é construido. Devido a sua complexidade, o processo
foi dividido em duas partes, chamados de Caso 1 e Caso 2.

A partir desse ponto, a Secdo apresenta o modelo LAR;(2) considerando o Caso 1,
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com uma restricdo aos parametros autorregressivos. Em seguida, sdo desenvolvidas algumas
propriedades estruturais como esperanca e variancia condicional, autocorrelacdo, autocorrela-
¢do parcial e densidade do erro, que podem ser vistos nas Subsec¢des [3.1.2]e[3.1.4] A Subsec¢do
[3.1.5) mostra o processo para fazer previsdo do novo modelo apresentado.

Na Subsecdo é apresentado o método de estimacao Yule-Waker juntamente com a
forma fechada para estimar os parametros autorregressivos do modelo, por meio das equacdes
de Yule-Walker, bem como o método de estimacdo por MQC. Os resultados da simula¢Ges
usando esses métodos para varios cenarios sdo mostrados na Subsecdo [3.1.7] Na Subsecdo
3.1.8 0 modelo é aplicado a um conjunto de dados reais referentes a um processo AR(2), com
o objetivo de verificar se ele se ajusta adequadamente a esses tipos de dados. Em seguida, para
finalizar a anélise da construcdao do modelo, considerando o Caso 1 s3o feitas as conclusdes
parciais na Subsecdo (3.1.9]

Ainda no ambito das discussées do Capitulo , na Se(,:éoo modelo LAR,(2) é proposto,
considerando a forma geral, chamada de Caso 2. Dessa forma, sao apresentadas as proprieda-
des estruturais do modelo na Subsecdo [3.2.1] que foram derivadas das desenvolvidas para o

caso particular - Caso 1. Por fim, as simulacdes, aplicacdo e as consideracoes sdo feitas nas

Subsecdes [3.2.4] [3.2.5| e [3.2.6] respectivamente.

No Capitulo [4] é apresentado um modelo AR(2), ndo condicional, com distribuicio margi-
nal Gama-Lindley, chamado de GLAR(2). Na Sec3o[4.1] é feita uma revisio sobre a distribuicdo
Gama-Lindley e seus varios tipos. Em seguida, na Secao [4.2] é apresentado um novo modelo
com distribuicdo marginal Gama-Lindley. Da mesma forma como no capitulo anterior, a dis-
cussdo foi apresentada em duas partes: Caso 1, em que o modelo GLAR;(2) foi construido e
Caso 2, para o GLAR3(2).

Em seguida, a Subsecdo apresenta as propriedades desenvolvidas para o novo modelo.
Na Subsecdo é discutido o processo para realizar previsao. J& a estimacdo usando os
métodos Yule-Walker e MQC junto com os resultados das simulacdes sdo feitas nas Subsecoes
[4.2.3e[4.2.4) respectivamente. A aplicacdo a conjunto de dados reais é mostrada na Subsec3o
[4.2.5] e as consideracdes parciais do capitulo sdo feitas em na Subsecdo [4.2.6

No Capitulo [5 é feita a comparacdo dos modelos utilizando as bases de dados reais
propostas para modelos AR(2). Para verificar a efetividade dos novos modelos, realizou-se
uma comparacao entre eles, analisando o nimero de parametros existentes e a qualidade
do ajuste. Além disso, os modelos propostos serdo comparados com outros desenvolvidos na

literatura como o Exponencial autorregressivo EAR(2), Gama autorregressivo GAR(2) e Inverso
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gaussiano autorregressivo INGAR(2), em que é feita uma descricdo sobre cada um deles. Para
isso, planeja-se analisar o desempenho dos modelos utilizando os critérios estatisticos como
AIC, BIC e RMSE. Os resultados das analises dos modelos sdo feitos na Secdo [5.2] Por fim,

na Secdo [0] apresenta-se as conclusdes da Tese e perspectivas para trabalhos futuros.
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2 REVISAO LITERARIA

Neste Capitulo, é feito uma discussdo sobre a distribuicao Lindley, apontando algumas
de suas extensGes e aplicacdes em diversas dreas. Na Secdo [2.1] tem-se uma revisdo sobre
estacionariedade fraca. Apds isso, na Secdo [2.2) é apresentada a estrutura de um AR(2). Além
disso, é realizada uma investigacdo com o intuito de verificar a regido em que as condicOes
de estacionariedade sao satisfeitas. Ao final do capitulo, é elaborada uma discussdo sobre a
autocorrelacdo. Por meio da autocorrelacdo, é encontrada uma expressdo para variancia de

um modelo AR(2).

2.1 DISTRIBUICAO LINDLEY

E importante utilizar modelos probabilisticos para descrever com mais precisio dados reais.
Dentro desse contexto, em Anélise de Sobrevivéncia, por exemplo, a distribuicdo exponencial
tem sido amplamente utilizada (PERCONTINI et al., 2014)). Uma das suas vantagens refere-se a
sua simplicidade paramétrica, além de apresentar propriedades mateméticas mais dinamicas.

Embora a distribuicdo exponencial ofereca vantagens como praticidade e facilidade de in-
terpretacdo, tem-se a distribuicdo Lindley como uma boa competidora. Proposta por |Lindley
(1958)), a distribuicdo Lindley foi desenvolvida como uma abordagem eficaz sendo uma al-
ternativa vantajosa em relacdo a distribuicdes classicas, como a exponencial. Tal fato decorre
porque a distribuicao Lindley apresenta uma estrutura matematica que combina caracteristicas
da exponencial e Gama. Além disso, possui maior versatilidade e um melhor ajuste a aplicacoes
praticas, veja (Ghitany, Atieh e Nadarajah| (2008).

Isso se deve a flexibilidade matematica apresentada pela Lindley. J4 que, ao contrario da
distribuicao exponencial, que possui apenas um parametro, a distribuicdo Lindley possui um
parametro extra x, além do pardmetro A\ (ver Equacdo (2.1])). Isso permite um ajuste mais
versatil com maior controle sobre assimetria e cauda da distribuicao.

Além disso, a distribuicdo Lindley possui uma funcao de risco ndo constante, ao contrario
da distribuicao exponencial, que apresenta taxa de falha fixa. Logo, a distribuicdo Lindley
consegue modelar melhor fendmenos com uma taxa de falha varidvel ao longo do tempo.
Da mesma forma, a distribuicdo Lindley se adapta melhor as particularidades dos processos

estocasticos reais. Tal fato se explica porque, em Analise de Sobrevivéncia, por exemplo, a
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Lindley captura melhor a cauda mais longa em relacdo a distribuicao exponencial que possui
func3o de risco constante e coeficiente de variacdo fixo. Ver (GHITANY; ATIEH; NADARAJAH,
2008).

Assim, por essas caracteristicas, a Lindley destaca-se pela versatilidade matematica. Em
vista disso, Mazucheli e Achcar| (2011) também estudaram a distribuicdo Lindley, atribuindo
esta como uma alternativa compativel as distribuicoes exponencial e Weibull, em anélise de
riscos competitivos. Nesse trabalho, os autores escolheram a distribuicdo Lindley por apresentar
uma simplicidade nas funcdes de risco, sobrevivéncia e densidade, além de apresentar uma boa
flexibilidade ao ajuste de dados reais.

No mesmo periodo tem-se o trabalho de |Krishna e Kumar (2011) que utiliza a Lindley
como um modelo de confiabilidade. A aplicacao é realizada considerando o tempo de espera
de clientes em uma agéncia bancéria. Os resultados mostram que a Lindley apresentou um
bom ajuste em comparacdo com as distribuicées Gama e log-normal.

Em seu estudo, |Al-Mutairi, Ghitany e Kundu (2013)) investigaram as propriedades da dis-
tribuicao Lindley e sua aplicacdo ao modelo stress-strength em dados reais de analise de
sobrevivéncia, demonstrando que esse modelo apresenta melhor ajuste comparado as distri-
buicoes exponencial e Weibull. Adicionalmente, por meio de estudos de simulacdo, os autores
avaliaram o viés e o erro quadratico médio (EQM) dos estimadores, constatando que a dis-
tribuicdo Lindley fornece resultados inferenciais mais precisos que os modelos exponencial e
Weibull.

Considere que X segue uma distribuicao Lindley, sua funcao densidade de probabilidade
(fdp) é dada por

22

flz; \) = m(l + z)exp(—Az), para z >0, (2.1)

em que A > 0 é o parametro de forma da distribuic3o.

Sua funcdo de distribuicdo acumulada (fda) é dada por

14+ A+ Az

T ) exp(—Az), para z > 0.

F(x;A)-l—(

Para fins de notacdo, neste trabalho, escrevemos X tem distribuicdo Lindley com parametro
A, serd denotado como, X ~ L(\).

O valor esperado e a variancia sdo, respectivamente:

(2+A)

(X) = N +AN+2
A+ )2

e Var(X) = BYIESVER (2.2)
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Nas udltimas décadas, diversas extensdes da distribuicdo Lindley foram introduzidas. Sanka-
ran| (1970) apresentou a distribuicdo Poisson-Lindley, para modelar dados de contagem, como
o numero de acidentes ocorridos por mulheres no ambiente de trabalho. Nadarajah, Bakouch
e Tahmasbi (2011)) desenvolveram a distribuicdo Lindley generalizada, uma versdo com 2 pa-
rametros em sua estrutura, com melhor ajuste as distribuicoes Weibull, gama e log-normal,
tendo como aplicacdo a modelagem de tempos de vida.

Da mesma forma, [Bakouch et al. (2012)) apresentaram a distribuicdo Lindley extendida
com 3 parametros aplicada a um conjunto de dados reais. Essa distribuicio mostrou um
ajuste superior aos dados quando comparadas a outras distribuicées como a Weibull, Weibull
modificada e Gama. No ano seguinte, Shanker e Mishra (2013) proporam a distribuicdo quase
Lindley, com 2 parametros em sua estrutura. Testes em conjuntos de dados reais foram realiza-
dos, mostrando que, para quase todos eles, a distribuicao quase Lindley apresentou resultados
satisfatérios em relacdo a Lindley.

Simultaneamente, |Ghitany et al.| (2013) propuseram a distribuicdo Lindley poténcia com
dois parametros, considerando a poténcia de uma variavel aleatéria (v.a) com a distribuicdo
Lindley. Dessa maneira, essa distribuicao tem sido aplicada em areas como analise de risco,
andlise de sobrevivéncia e modelagem de dados de contagem em epidemiologia. Em 2015,
Sharma et al.| (2015) empregaram o inverso da v.a da distribuicdo Lindley, propondo assim a
distribuicdo Lindley inversa. Como aplicacdo, utilizaram-na para modelar o tempo de vida de
pacientes com uma determinada doenca.

No mesmo ano, |Lima (2015)), desenvolveu uma extensdo da distribuicdo Lindley denomi-
nada Gama-Lindley, com dois pardmetros em sua estrutura. O modelo construido apresentou
melhor ajuste para dois conjuntos de dados reais em comparacao as distribuicoes Lindley e Ex-
ponencial Geométrico Complementar. Atualmente, existem varias distribuicGes Gama-Lindley,
como a desenvolvida por [Zeghdoudi e Nedjar| (2015)), que sera objeto de investigacdo desta
tese.

Logo em seguida, Arslan, Acitas e Senoglu| (2017)) apresentaram a distribuicdo Lindley
generalizada como uma melhor opcdo na modelagem estatistica da velocidade do vento, em
relacdo a distribuicdo Weibull. No ano seguinte, Joshi e Jose (2018)) propds a distribuicdo
Lindley envolvida apresentando diversas de suas propriedades como a funcdo caracteristica e
momentos trigonométricos. O novo modelo foi aplicado a conjuntos de dados reais em ecologia,
com o objetivo de fornecer diretrizes precisas para orientar as tartarugas apds a postura dos

ovos. Os resultados indicam que a distribuicdo Lindley envolvida ajustou melhor o conjunto
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de dados apresentando melhores resultados em comparacao a distribuicao exponencial.

Nesse cendrio, |[Dey, Nassar e Kumar| (2019) desenvolveram uma nova distribuicdo com
dois parametros, sendo uma generalizacao das distribuicoes Lindley inversa e Weibull inversa.
Sua aplicacdo consiste em representar o tempo de sobrevivéncia de um grupo de pacientes
com cancer tratados com radioterapia. Essa nova classe de distribuicao apresentou um bom
ajuste, de acordo com os resultados dos critérios de informac3do. A nova distribuicdo mostrou-se
adequada em relacdo aos outros modelos tradicionais testados.

No ano seguinte, tem-se o estudo realizado por Mazucheli, Bapat e Menezes (2020)), in-
troduzindo a distribuicdo unit-Lindley, uma extensdo da distribuicdo Lindley projetada para
modelar dados limitados ao intervalo (0, 1]. Essa distribuicdo mantém as caracteristicas prin-
cipais da Lindley, além de apresentar propriedades relevantes como expressao fechada para
os momentos. Além disso, a distribuicdo unit-Lindley apresentou bom ajuste a conjuntos de
dados em financas, em comparacdo com o modelo de regressdo beta.

No entanto, mesmo com varios trabalhos propondo extensoes da distribuicao Lindley e para
o cenario de independéncia, tem-se pouca abordagem no contexto de séries temporais. Diante
disso, essa lacuna possui uma relevancia, visto que, ao apresentar assimetria e caudas pesadas,
a Lindley pode modelar de maneira mais adequada séries financeiras e padrdes climaticos
extremos. A préxima secao versa sobre séries temporais estaciondrias e apresenta uma estrutura

para processos AR(2), foco desse trabalho.

2.2 PROCESSO AUTORREGRESSIVO DE SEGUNDA ORDEM - AR(2)

Para analisar como os valores da série se comportam ao longo do tempo, é necessario
observar se ela atende as condicGes de estacionariedade, com média, variancia e autocorrelacao
constante, ao longo do tempo. Esse conceito de estacionariedade também pode ser definido

como estacionariedade fraca. Assim, uma ST {X;,t € Z} é dita estacionéria se

) E(X)=k V teZ
ii) E|X,*<oo, V teZ,
iii) yx(m,n)=yx{t+m,t+n), YV t,mn,€Z,

em que funcdo de autocovariancia é definida como:

Yx(m,n) = Cov(Xp, Xy) = E[(Xm — pm ) (Xn — pin)]-



26

Feita a definicdo, vamos analisar a regido de estabilidade para um processo AR(2).

Seja {X;,t € Z} um processo estacionario AR(2), de média nula,
Xt = OélXt_l + OéQXt_Q + €, (23)

em que {¢,t € Z} representa um ruido branco tal que IE(e) =0 e Var(¢;) = o?. Pela
Equacao , note que o termo atual da série depende diretamente dos dois termos anteriores,
juntamente com o erro associado. Além disso, X; e ¢, sdo denominados variavel de saida e de
entrada do modelo, respectivamente.

Da Equacdo (2.3), se ax = 0, tem-se um modelo AR(1). Por sua estrutura, neste caso, X;
depende do termo anterior mais um erro associado (¢;). No entanto, processos autorregressivos
de qualquer ordem podem ser simplificados, usando o operador de defasagem. Dessa forma,

o polinémio autorregressivo de ordem p pode ser descrito na forma:
6(B) =1~ 6B — 2B — -+ = 6,1,

em que BX; = X, _; é o operador de defasagem de ordem d e p representa a ordem do

modelo. Dessa forma, pode-se reescrever a expressao (|2.3)):
02(B)X, =€ <= (1— 1B — 28" X, = €.

Assim, para analisar as condicBes de estacionariedade de um processo AR(2), é importante

investigar o polindmio caracteristico. Tome ¢; = a1 e ¢ = g € ¢o(B) = 0, entdo
$2(B) =1— B — ap B
As solucdes do polindmio caracteristico sdo:

ap + /(a2 + 4aw)

—20[2

i

Pode-se mostrar que a estacionariedade é obtida se todas as raizes sao em mdédulo maior do
que 1. Isto é, todas estdo fora do circulo unitario, veja Shumway, Stoffer e Stoffer| (2000)).

Dessa forma, para o AR(2), tem-se

{(@1,@2) € R? : a1+ ag <1, ag—ag < 1, ’OéQl < 1}

A Figura[I]ilustra o tridngulo que representa a regido para estacionariedade de um processo
AR(2). A érea ilustrada indica os pontos do plano («, as) em que as raizes (\;) do polinémio

caracteristico devem se localizar para garantir a estacionariedade da série.
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Figura 1 — Tridngulo onde as condicdes de estacionariedade para AR(2) s3o satisfeitas

/%1(;1 |

Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

2.3 FUNCAO DE AUTOCORRELACAO

A autocorrelacdo de uma ST avalia como os valores da série estdo correlacionados com
seus proprios valores em defasagens anteriores. Para o AR(2), o seguinte resultado é valido.
Seja X; uma ST estacionaria com média nula (sem perda de generalidade). A sua funcdo de

autocovariancia é dada por
Ve = Q1Yk-1 T Q2Vk—2, para k=>1, (2.4)

em que v, = cov(Xy, Xy x) é a autocovaridncia de ordem k.
Por definicdo, a autocorrelacdo de ordem k é dada por p, = %, com o = Var(X;) para
70
todo k, onde 7 é a variancia do processo. Assim, dividindo ambos os lados da equacao (2.4

por 7o, tem-se

S ay <7k1> + g (Pyk2> o P = Qipp_1 + Qopi_a.
Yo Yo Yo

Para k = 1,2, as autocorrelacoes sdo:

2 2
(0%} 041—042—1—042

P=0—a ¢ 7 1w
Enquanto a ACF mede a correlacdo bruta entre X; e X, ;, a funcao de autocorrelacdo
parcial (PACF) no lag k, denotada por: ¢y, quantifica a correlacdo diretamente atribuida a
X, removendo os efeitos dos lag intermediarios X; 1, X; o, ..., X¢ gi1-

Para encontrar a variancia do modelo, considere a Equacdo ([2.3)), reescrita como:

Xy —p=o0q(Xo1 — p) + ao(Xi—o — p) + €,
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em que p representa a média incondicional da ST. Multiplicando ambos os lados por X; —

e tomando o valor esperado

E[(X: — p)(Xi — p)] = a1 B[(Xy — 1) (Xem1 — p)] + 2IB[(Xy — p)(Xy—2 — )] + Ele (X —
= E(X; —p)’

a1y(1) + a2y(2) + E(e)

(1
= 7(0) = a1y(1) + 27(2) + E(e7).

Da expressao:

tem-se:

e, portanto:

Y(0) = ary(1) + ay(2) + E(e}),

2

%®:a4fwﬂxl+%%®{ﬁ%+a4+a{

(1 — ay)o?

(1 + 042)[1 — (Oél + Oéz)][l — (Oég + Oél)}.

7(0) =

)]

No préximo capitulo é apresentado um novo modelo AR(2) com distribuicdo marginal

Lindley.
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3 A CONSTRUCAO DE UM NOVO MODELO LINDLEY AUTORREGRESSIVO
DE SEGUNDA ORDEM

Neste Capitulo é apresentado um novo processo AR(2) com distribuicdo marginal Lin-
dley. Adicionalmente, diversas propriedades estatisticas e o desenvolvimento das condicGes de
estacionariedade para o novo modelo sdo apresentados.

Para comecarmos a definir o novo processo, é importante estudar a transformada de Laplace
como um mecanismo para obtenc3o da fdp do erro. Uma das vantagens no uso da transformada
inversa de Laplace é a capacidade de converter equacGes diferenciais em forma algébrica,
dispensando integracdo ou métodos mais complexos, veja Metwally (1999).

Seja X ~ L()), a transformada de Laplace, ¢x(s), é dada por:

\2
(1+X)

S 1 1
_(1+A)[(5+A)2+(3+A)]
A (s+A+1)
(14+2X) (s+A)2
M(s+A+1)
(T+XN)(s+A)?

As transformadas de Laplace das distribuicGes marginais sao dadas por

bx(s) = Eexp(=Xs)) e @,(s) = E(exp(—es)).

A partir da definicdo de estacionariedade fraca e utilizando o artificio analitico empregado

por [Lawrance e Lewis| (1980)), considere o processo AR(2), definido como:
Xi=a1Xi1 + Xy o+ €,
em que {&} € um ruido branco. O método consiste em decompor X; na soma de dois termos:
X;=C+D,
em que
C=a1 X1 +aX, 9 e D=c¢.

Como o ruido D é independente dos termos passados, a funcdo caracteristica de X; é dada

pelo produto das funcdes caracteristicas de C' e de ¢;:

dx(s) = dc(s) X c(s).
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Para determinar ¢¢(s), no caso geral, se Y = kZ, entdo:

Py (s) = ¢pz(ks).

E,seY = ki Zy + ko Zy, com Zy e Z5 independentes, ent3o:

Py (s) = ¢z, (k1s) X dz,(kas).

Entretanto, no modelo AR(2), as varidveis X;_; e X;_ o ndo sdo independentes. Para
solucionar isso, Lawrance e Lewis| (1980) emprega um artificio baseado na representacdo do
termo C' como uma combinacdo convexa dos estados defasados, ponderada por (1 —as) e as.
Essa abordagem é possivel devido a natureza linear do modelo e a premissa de estacionariedade
fraca que garante constancia das propriedades estatisticas ao longo do tempo.

Assim, considera-se uma variavel auxiliar Z que assume X;_; com probabilidade (1 — )
e X, o com probabilidade ay. Sob essa construcdo, a funcdo caracteristica do termo C é
expressa como uma combinacdo ponderada das funcGes caracteristicas de X; ; e X; o, de

modo que:

po(s) = (1 — ag)dx,_, (a1s) + azdx, ,(a2s).

Finalmente, combinando com o ruido branco ¢;, que é independente dos termos passados,

obtém-se a expressao final para a funcdo caracteristica de X:

6x(s) = [(1 = a2)x, , (ars) + @z, ,(2s)] de(s). (3.1)
Considerando que a série X, seja estaciondria, reescrevendo a Equacdo ([3.1)), é possivel
obter
Ox(s) = [(1 — a2)dx(o5) + a2dx(2s)] Pe(s). (3.2)
Da Equacio ((3.2)), tem-se
¢x(s)
e(s) = : 3.3
#e(s) [(1 = a2)px(a1s) + azgx(azs)] (33)
Aplicando
NA+as+1) NN+ ags +1)
Oxlons) = O+ DA +as)? < ox(azs) = O+ D\ + ags)?’
em (3.3, tem-se

(g = 1) A+ s+ 1) A+ a28)?  (A+s+ 1)\ + azs)?

be(s) = A+ a18)200(A + azs + 1) (A +s)?ax(A+ags +1)




31

Apés algumas manipulacdes analiticas, chega-se a expressao

A+ s+ 1A+ a18)* (N + azs)?

#ele) = A+ 5)2[(1 — az2) (A + 15 + 1)(A + a8)? + az(A + aes + 1) (A + a15)2]

(3.4)

Por questoes de tratabilidade analitica e interpretabilidade, dividiremos a discussao em dois

Casos:
1. Caso em que os parametros autorregressivos sdo iguais.
2. Caso em que os parametros autorregressivos sao diferentes.

A partir dai, a condicao referente ao Caso 1 sera apresentada a seguir. Para fins de notacdo,

considere:

X, ~ LAR(2).

3.1 CASO 1: PROCESSO AR(2) COM DISTRIBUICAO MARGINAL LINDLEY

Para a construcao do modelo, sera aplicada uma restricao nos parametros autorregressivos

de modo que se tenha:

isto é,
Xt = CL(Xt,1 —+ th2> + €.

Substituindo essa restricdo em ((3.4]) tem-se:

A+ s+ 1)(A+ as)*>(\ + as)?

Pe(s) = A+5)2[(1—a)A+as+1)(A+as)?+a(XA+as+ 1)(A+as)?]’

ou equivalentemente,
A+ s+ 1)(XA+as)?

[(A+ 822N +as+1)]

No que segue, apresenta-se a primeira proposicao desta secdo. Esta estabelece que a

Pe(s) = (3.5)

inovacdo ¢, sob a restricio segue uma mistura entre varidveis Gama como enunciado na

proposicao a seguir.
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Proposicao 3.1.1 Sejam X; ~ L(\) e a1 = ay = a. Entdo, a distribuicdo de inovacdo ¢,

sob a restricdo segue uma mistura de variaveis Gama e exponencial.

Xy =a(X;1+ X, 2)+€¢ tal que
Fo (1) = ThF, 1 (1) + T F, (1) + T ke, 3(0),
em que F,,(.) é afdadee e
1+
€1 ~exp(A), ea~T(2,\) e €3~exp <+> )
a
Os pesos, T, Ty e T3 sdo dados por:
aP\ 4+ a’X? — 3a®)\ — 2a® — 2a\?> + aX+ 3a+ N2+ )\

T pu—
! (A —ar+ 1) ’

—a*(a—1)
(A —aX+1)%

(a—1)?

T —_ T
T (A—ar+1)

T3:

A expressao que representa a soma dos pesos em funcdo dos parametros a e A é determinada

por:

—aP+aPXN? —2a) —2ah+a+ N2 +220+ 1

Sla,d) = (A —ar+1)?

Com o intuito de obter a distribuicdo do erro, aplicou-se em ¢.(s) a transformada inversa
de Laplace, usando o método de fracGes parciais, técnica essa utilizada em Calculo Diferencial
que facilita a integracdo de funcdes racionais (para mais detalhes, ver Peixoto, Renna e Corréa
(2013)). Como a distribuicdo de €; é uma mistura, tem-se que a soma dos pesos 17, Ty e T
é igual a 1. A demonstracdo da Proposicdo [3.1.1] pode ser conferida no Apéndice [A]

A Figura |2| representa a regidao do novo processo onde as condicdes de estacionariedade

s30 satisfeitas.
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Figura 2 — Tridngulo de estabilidade em um processo AR(2), Caso 1

asz

v

Fonte: Elaborac3o Prépria (2025)

A drea em destaque no primeiro quadrante do plano cartesiano representa a regido de
(a1, i), com vy pertencente ao eixo das abscissas e s ao eixo das ordenadas, na qual todas
as raizes estao fora do circulo unitario.

Para o modelo LAR;(2), uma das condicBes para o sistema ser estacionario, refere-se aos
parametros autorregressivos do modelo. Os resultados computacionais via software R indicam
que a série exibe um comportamento estacionario quando se tem a; = as = a < 0.49, com
p-valor < 0.05. No entanto, a partir de a > 0.5 a série perde sua estacionariedade. Sendo

assim, a Figura (3| apresenta um modelo de série nao estacionaria com um a > 0.5.

Figura 3 — Exemplo de uma série ndo estacionaria

4000 6000 8000
| |

Série temporal observada

2000
|

0
|

tempo

Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)
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Assim, para estudar o modelo é imprescindivel que as anélises feitas estejam coerentes com
a estacionariedade, diretamente influenciada pelo parametro autorregressivo em funcdo de .

A proposicdo a seguir refere-se ao espaco paramétrico para o parametro A em funcdo de a.

Proposicao 3.1.2 Dada a soma dos pesos T} + Ty + T3 = 1 e fixando € > 0, a restricdo de

A € obtida através da resolucdo da expressdo:

1
8e(N) > 5 x \/(Ae — B)? — e(Be — F) + C — (Ae — B)|,
em que:
A = 1148417904979476480000, B = 4399,
C = 1171386263079066009600, D = 585693131539533004800,
E = 1125899906842624000000, F = 562724773439943475200.

A demonstracdo da Proposicio [3.1.2] pode ser conferida no Apéndice [B] A seguir, tem-se

a Figura [4] que representa a regido de \ que satisfaz essa proposic3o.

Figura 4 — Espaco paramétrico do pardmetro A.

50

40

30

20

10

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

Contudo, a regido padrao de estacionariedade também sofre o efeito do parametro A\ da

Lindley.
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Dessa maneira, pode-se também estimar o espaco paramétrico para o A, factivel com a
estacionariedade, por meio de expansao em série de Fourrier. Esse procedimento consiste em
expandir uma funcao periddica com uma combinac3o infinita de senos e cossenos, para mais

detalhes, veja Arfken, Weber e Harris| (2011). Sua expressdo é dada por:

[e.o]

f(z) = a0+ > (a,cos(nz) + b, sin(nz)),

n=1

em que

agp ! /Tr flz)dz, a,= 1/7r f(x)cos(nz)dx e b, = 1/7r f(x)sin(nx) dx.

2m J-x ™ J—7 ™ J—7
Para a regido Il da Figura é necessario definir de forma aproximada a funcdo que a

limita inferiormente e serd apresentada na proposicdo a seguir.

Proposicao 3.1.3 A funcdo aproximada que define inferiormente a regido Il da Figura |4 em

relacdo a \ é dada por:

L(a) = 703.863523692193 sin(27x) — 799.644435128453 sin(47x) + 797.199224350749 sin (67 )
— 392.00206957564 sin(8wz) — 61.6077748356555 sin(107x) — 446.845128375007 sin(127x)
—1363.47210940117 sin(147x) + 440.732346645609 sin(167x) — 1245.32812300171 sin(187x)
— 2248.44810011216 sin(207z) — 64.2959366539768 sin(227x) + 719.481922561717 sin(247x)
+ 171.364031399465 sin(267z) — 41.4166663640313 sin(287z) — 9.4311075853508 sin(307z)
+ 1838.32686151142 cos(2mz) + 918.422035617075 cos(4mz) + 883.419337345749 cos(67zx)
+ 1789.54093010238 cos(8mx) + 782.432193288363 cos(10mx) + 1892.03471892147 cos(127z)
+ 263.447314628281 cos(14mx) + 493.838702930015 cos(16mx) + 1823.73378462976 cos(187x)
— 650.274127943238 cos(207mx) — 1578.98362034074 cos(227z) — 270.44043063636 cos(24mx)
+ 218.489780868658 cos(267x) + 57.6826911620093 cos(287x) — 3.570012347606 cos(307x)

+ 3.78669192483672.

A expressdo acima, se refere a expansdo de série de Fourrier utilizando 15 termos. Desse
modo, para o modelo LAR;(2), a curva limite do espaco paramétrico de A admitindo a regido

de estabilidade, para o parametro autorregressivo a = 0.49, é tal que:
A= f(a) =12.

Ja paraa =0.1e f(a) = 3.99, para esse valor especifico do pardmetro autorregressivo,

todo valor de \ a partir de 3.99 consegue-se obter uma mistura. A demonstracao da Proposicao
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foi realizada computacionalmente utilizando a linguagem Python. O passo a passo para

a construcao da funcdo é dado a seguir.

1. Inicialmente, escolheu-se 100 pares ordenados do tipo (a,\) de acordo com a funcdo

soma determinada pela soma dos pesos da mistura.
2. O cbdigo pede para o usuario determinar o nimero de termos da série.
3. Construcao da série de Fourrier: Foi definido a varidvel x e a constante ag.

4. Para cada termo da série indicada no passo 2, é acrescentado um termo cossenoidal e
senoidal do tipo (a, cosmnx) e (b, sin Tnz), respectivamente. A partir dai, a expressdo

simbdlica da série é gerada e armazenada.

5. Nessa etapa, a expressdo simbdlica é convertida em funcdo numérica que permite calcular

os valores de A para qualquer valor do parametro a.

6. Por meio da funcdo curve_fit, a funcdo é ajustada, iniciando os pardametros com valores

nulos, com os ajustes retornando os melhores parametros.
7. A pendltima etapa consiste em exibir os parametros ajustados.

8. Por fim, com os parametros ajustados, calcula-se os valores de \ para cada valor de a

dentro do intervalo [0.1, 0.49], que corresponde a regido de estabilidade para o modelo.

3.1.1 Propriedades Estruturais do novo modelo

Apds a construcdo do novo modelo AR(2) com distribuicdo marginal Lindley, é necessario
investigar suas propriedades como o gerador do erro da nova distribuicdo, a densidade do novo
processo e determinar a esperanca e variancia condicional. Através da transformada inversa
de Laplace, foi possivel encontrar os coeficientes da distribuicao da mistura, vistos na secdo
anterior. Desse modo, utilizou-se o software Matlab para encontrar a transformada inversa
de Laplace. No R, foi feita a densidade do processo e o gerador para a inovacdo. Apds isso,
construiram-se os graficos da série, autocorrelacdo, autocorrelacdo parcial, para 2 cenarios

diferentes, e densidade do erro, considerando a regido de estabilidade.
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3.1.2 Propriedades nao condicionais

Nesta Subsessdo, sdo apresentadas algumas propriedades n3o condicionais do modelo
LAR;(2).
Pode-se redefinir um AR(2) usando a equacdo vetorial:
X ap | [ X €t
X1 1 0| | X 0
Utilizando os resultados apresentados em [Hamilton (2020), considere: fz(l;) a entrada (4, 7)

de F*, que é a matriz de transic3o elevada a ¢, sendo

a1 Q9

1 0
Com k o niimero de passos ao longo do tempo ¢, quando k = t a matriz F* fornece a dindmica
do sistema apods t periodos de tempo. Tomando fi(’l;) a entrada (i,7) de F' na Equacdo 1)

e adotando f1(,01) =1

Por substituicdes recursivas, tem-se:
t+1) (t+1) L
Xy = (+ X1+ f1 ) X9+ foqﬁtﬂ (3.7)
Da Equacao , [E|X; x| < 0o pela suposicdo de estacionariedade, e

hm flkH) 0,

E(X,) = lim E(X;) = E(X,.) lim fltH) +IE(X; ) lim f1t+1 + Zf 1E(e-s)
o 1=0
= > ATE(e) = B(e) [Z fff%] ,
; i=0
com:

3
E(e) =Y TiE(ens),

i=1

cujos os pesos sao dados conforme a Proposicao [3.1.1}

De acordo com [Brockwell e Davis (1991)), a varidncia de X; para um AR(2), é dada por:

Var(X;) = a17x (1) + asyx(2) + Var(e), (3.8)
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em que a funcdo de autocovaridncia de Xy, vx(h) = Cov(X;4n, X;), obedece a equagao

diferencial homogénea:

7x<h) :()él’yx(h— 1>+062"}/X(h—2), (39)

a partir do qual, ap6s algumas manipulacdes algébricas,

a7 Oé%

[7X<1)77X(2)] = 1_70427052 + 1— o

x Var(X;).

Inserindo a dltima identidade na Equacdo ({3.8)),

(1 — az)Var(e;)
(14 ag)[1 — (ag +a)][l = (g — aq)]’

Var(X;) =

que equivale a

Var(e;) = (1 +ag)[l — (a2 + 0{1)_][(112— (g — al)]Var(Xt).

3.1.3 Propriedades Condicionais

Nesta subsecao vamos determinar o valor esperado condicional e a variancia condicional
para o modelo AR(2).
(k) ;o = 0) _
Tomando f;’;/’ a entrada a entrada (i,j) de F' na Equagdo (3.6) e adotando f;; =1,

tem-se a partir de substituicGes recursivas:

k .
Xiw = X+ FEX 0+ e (3.10)
i=1
Agora, seja { X;;t = 1,..., N} N-pontos de uma série temporal. Tomando o valor esperado

condicional IE(.|X1,..., N) em ambos os lados da Equacao(3.10|) para t = N: Brockwell e
Davis (1991),

k B
E(Xyk| XN, Xno1) = f1(,k1)XN + f1(,k2)XN71 +> fl(,kl_l)]E(ENJri)

=1

= f1(,ki)XN + fl(,kQ)XN—l +E(en) > ffﬁ_i),

=1
que é a equacdo de previsdo linear para k passos a frente. Para k = 1 (previsdo de um passo

a frente), tem-se:



39

E(Xy 1] Xy, Xy1) = FOOXN + [ XN + [ E(en) (3.11)

= Xy +aXn_1 + E(ey). (3.12)
Admitindo o processo estacionario tem-se:
E(en) = (1 — a1 — a)IE(X,). (3.13)
Considerando o Caso 1, a; = vy = a, vale-se:
E(en) = (1 — 2a)[E(Xy).
Assim,a Equacao pode ser reescrita da forma:
E(Xyi|Xn, Xnvo1) =a(Xny + Xno1) + E(ey).

De maneira semelhante, é possivel encontrar a variancia condicional. Aplicando a variancia
Var(.|Xi,...,N) na Equac3o ([3.10):

k ) k )
Var(Xyi | Xy, Xyo1) = | ffﬁ—”f Var(ey i) = Var(en) >[5

i=1 =1

2

epara k =1, Var(Xnyx | Xy, Xn_1) = Var(ey).

3.1.4 Autocorrelacdo, Autocorrelacao Parcial e Densidade do erro

Conforme definido anteriormente, a ACF para um processo AR(2) é dada por:

Pr = Q1pp_1 + Qopp_o, para k>0, (3.14)
com:
o o — Ak + am
p1 = € pPpp=——
1— (6%) 1— (67)

Para a ACF, valem as seguintes relacoes:

a7

P11 =p1= # 0, P9 = ay # 0, opr =0, Vk>3.

1-— (0%)]
Note que a funcdo de autocorrelacdo parcial (PACF), para um AR(2) estacionério, é dife-

rente de 0 até a ordem 2 e igual a 0 para ordens superiores a 2. Desse modo, ao interpretar
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os graficos das ACF e PACF consegue-se identificar a ordem do modelo da ST, pela estrutura
de dependéncia temporal dos dados.

Em vista disso, para um modelo AR(2), o grafico da ACF apresenta um pico no lag 2,
além de ter um pico significativo, também no lag 2, para o grafico de autocorrelacdo parcial.
Como visto anteriormente, nota-se que, para o modelo LAR;(2), a série é estacionaria no
intervalo 0 < a < 0.49. A partir de a = 0.5 “estoura” a n3o estacionariedade. Além disso, é
necessario analisar o espaco paramétrico para o parametro A, realizado anteriormente, gerando
as Proposicdes e[3.1.3

Desse modo, foi construido niimeros aleatérios para produzir a ST que corresponde ao novo
modelo. Assim, uma funcdo foi implementada com os pardmetros do LAR;(2), dependente
dos coeficientes da mistura, de acordo com a Proposicdo [3.1.1] As Figuras[5 e [0] representam
os graficos da série, da ACF e PACF, nessa ordem, de 2 cenérios para séries de tamanho
N = 500.

Diante disso, nota-se que o grafico da PACF apresenta significancia estatistica em dois
atrasos. Ou seja, tem-se dois primeiros tracos verticais fora do intervalo, indicando que ha evi-
déncias de que se trata de um processo AR(2). Ja os graficos gerados para a ACF, apresentam
um decaimento exponencial e comportamento semelhante aos das funcoes seno e cosseno.

A Figura [7| exibe curvas da densidade do erro. Aqui, fixou-se o A e variou-se o a. Note
que, a medida que aumenta o valor do parametro autorregressivo, a distribuicao tende a ter

caudas mais pesadas, apresentando pouca variabilidade.
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Figura 5 — Graficos da série, funcdo de autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial para amostras de tamanho 500
para os valores a1 = as =a =0.2,\ =12
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Fonte: Elaborac3o Prépria (2025)

Figura 6 — Graficos da série, funcdo de autocorrelacdo e autocorrelagdo parcial para amostras de tamanho
500 para os valores @y = as =a =0.3,A =12
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Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)
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Figura 7 — Grafico da densidade do erro para amostra de tamanho 500, com A = 12, variando o pardmetro a.
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Fonte: Elaborac3o Prépria (2025)

3.1.5 Previsao

Processos autorregressivos sao amplamente utilizados na abordagem de previsao de séries
temporais. Através de um modelo bem ajustado de uma ST, é possivel entender a estrutura
de dependéncia e fazer previsao.

Desse modo, por meio dos dados anteriores de uma série (passado), consegue-se deduzir
os valores futuros por meio de previsdes. Assim, se uma dada observacdo de uma série X for
observada num instante ¢ (X;), consegue-se obter a previsdo para o instante ¢ + h. Logo, a
observacdo para o periodo h passos a frente pode ser denotada por X, ;. Considere uma ST

AR(2) do tipo
X=X +anXi o+ 6.

De acordo com a teoria de Box et al.| (2015)), a previsdo um passo a frente de X5, tendo

como referéncia X5, é dada por:

Assim, o preditor para o processo h movimentos a frente é dado por

KXoyt = a1 Xppn1 + @2 Xiyp o
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Na previsdao de séries temporais, é importante distinguir componentes deterministicos e
estocasticos, além de caracterizar a estrutura de dependéncia temporal (HAMILTON, [2020).
Diante disso, os processos Markovianos surgem como ferramentas fundamentais. Formalmente,

um processo estocastico X; é dito Markoviano de ordem 1 se satisfaz a propriedade:
P(Xt <z | X1, Xi—2, - ) = ]P)(Xt <z | Xt—l)a

isso significa que X; depende do estado imediatamente anterior X;_1, e ndo de valores mais
distantes no passado (X;_2, X_3,...). De maneira similar, para um processo markoviano de
segunda ordem X; depende apenas dos dois estados imediatamente anteriores (X;_1 e X; »),

e nao de todo o histérico passado, com :
P<Xt <z ’ Xi1, Xpo9, Xy-3, .. ) = ]P(Xt <z ’ Xt717Xt72>-

Em comparacdo com modelos AR(1), os processos AR(2) se destacam-se por sua capa-
cidade de capturar dinamicas mais complexas, visto que incorporam nao apenas o valor do
periodo imediatamente anterior, mas também o de dois periodos passados. Essa estrutura
permite uma representacdo mais rica das dependéncias temporais, sendo capaz de modelar
ndo apenas relacdes de curto prazo, restritas a modelos AR(1), como também padrdes que
se estendem por intervalos mais longos. Essa caracteristica é particularmente relevante em
séries temporais onde a influéncia de /ags mais distantes desempenha um papel significativo
na determinacdo dos valores futuros.

Uma vantagem relevante dos modelos AR(2) consiste em sua capacidade de representar
comportamentos oscilatérios, como ciclos e flutuacdes periddicas, algo que um AR(1) n3o é
capaz de representar de forma adequada. Enquanto o AR(1) se restringe a comportamentos
de decaimento exponencial ou tendéncias monotdnicas, o AR(2), em virtude de sua estru-
tura de raizes caracteristicas, é capaz de produzir dindmicas oscilatérias amortecidas. Essa
caracteristica torna-se particularmente relevante em areas como meteorologia e hidrologia, nas
quais os fenbmenos naturais costumam apresentar padrdes ciclicos decorrentes da influéncia
de multiplos /ags.

Além disso, os modelos AR(2) se mostram mais adequados quando a ST apresenta de-
pendéncias mais prolongadas, em que o valor atual é afetado nao apenas pelo lag 1, mas
também pelo /ag 2. Nessas situacdes, o AR(1) tende a subestimar a influéncia de observacdes
mais afastadas, o que pode gerar previsGes menos precisas. Ao incorporar explicitamente esses
efeitos, o AR(2) oferece um ajuste mais aderente a verdadeira estrutura dos dados, elevando

a qualidade das inferéncias e das previsoes.
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Outro aspecto importante é a reducdo de erros de previsdo associada aos modelos AR(2).
Ao incorporar mais informac3o passada, esses modelos tendem a apresentar menores residuos
em comparacdo com os AR(1), resultando em estimativas mais precisas. Essa vantagem é
essencial em contextos onde pequenos ganhos de acuracia podem ter implicacdes operacionais
significativas, como na previsdo de eventos climaticos extremos ou na gestdo de recursos
hidricos, areas em que ganhos incrementais na precisao das previsdes impactam diretamente
a eficacia das estratégias de prevencao e controle.

Considerando esses aspectos, a escolha entre modelos AR(1) e AR(2) deve basear-se na
analise da ACF e nas caracteristicas especificas da ST. Quando ha indicios claros de relevancia
no lag 2 ou a presenca de padrdes oscilatérios, o modelo AR(2) se destaca como a op¢do mais
adequada. Sua habilidade em representar dindmicas mais complexas e em diminuir a incerteza
nas previsdes, torna o modelo AR(2) mais adequado para situacdes em que a precisdo das

previsdes e o ajuste aos dados observados s3o fatores decisivos.

3.1.6 Estimacdo do Processo LAR;(2)

Com o intuito de estimar os parametros do modelo LAR;(2), utilizou-se os métodos Yule-
Walker e MQC. Para o primeiro método, construiu-se a forma fechada para estimar os para-
metros autorregressivos do modelo. E, por meio do segundo método, estimou-se o parametro
A. Finalmente, realiza-se uma simulacdo de Monte Carlo para avaliar o desempenho dos esti-

madores.

3.1.6.1 Meétodo Yule-Walker

Esse método é utilizado em ST estacionarias para estimar os pardmetros AR em termos

das autocorrelacdes amostrais. Assim, reescrevendo a Equacio ([3.14) tem-se

Iy (h)7.(0)
o?yx(0)

em que o termo Iy(h) representa a funcdo indicadora definida como:

px(h) = a1px(h —1) + azpx(h —2) +

1, se h=0,
Io(h) =

0, seh #0.
Vamos encontrar os valores das estimativas dos parametros em funcao das autocorrelacdes

amostrais. Avaliando a expressao acima para h = 0, considere ainda &; e dy s3o as esti-
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mativas para os parametros a; e «ip, respectivamente. As autocorrelacoes amostrais entre as
observacdes separadas por um intervalo de 1 e 2 periodos sdo determinadas por p(1) e p(2),

respectivamente. Dessa forma, segue que:

Resolvendo o sistema:

px(2) = px ()1 = a2)px(1) + 4y > px(2) = Fe(1) — dape(1) + an.
_ px(® = )

1—p%(1)
De &3 = p(1)[1 — ay, substituindo a expressdo encontrada para ds:

Isolando o &y, obtém-se: Ay

o Px(1) = px(1)px(2)
! 1-p%(1)

Assim, obtém-se as formas fechadas dos parametros AR em funcdo das autocorrelacoes

amostrais. Além disso, como a distribuicdo da v.a ¢, é uma mistura, consegue-se também

encontrar um estimador para o parametro \. E sabido que:

em que 7.(0) a varidncia da mistura que é composta por distribuicGes Gama e exponenciais.
Para derivar as equacdes de Yule-Walker, pode-se expressar o processo AR(2) como uma

média mével infinita (MA(o0)) dos choques passados ¢;:

X = Z Vi€
i=0

Os coeficientes v); sdo definidos recursivamente por:

vo=1, U1 =01, U =11+ g parai > 2.

Esses coeficientes capturam o efeito persistente de choques passados ¢;_; sobre X;.
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Do mesmo modo, multiplicando ambos os lados da equacdo por X; p, para h > 0, e

tomando o valor esperado:

E(X:, Xiop) = a[[E(Xi—1, Xip) + IE(Xi—a, Xiop)] + E(er, Xip)

— () = alyx(h— 1) 4 1x(h— D] + E ( §¢)

> x(h) = alyx(h—1) + yx(h = 2)]

<~ px<h) = a[pX(h — 1) + px<h — 2)]

Desse modo, tem-se o estimador para a:

() _
w1
= { a2 _ 1
“S\eoe =2 (3.15)
5 _
oy =3

Os termos p e h representam autocorrelacdo amostral e a defasagem, respectivamente.
Assim, de acordo com a Expressdo , consegue-se aplicar essas estimativas para realizar
a previsdo do Caso 1 do modelo AR(2).

Para N suficientemente grande, os estimadores Yule-Waker convergem em distribuicdo

para a distribuicdo normal, veja Brockwell e Davis| (1991). Especificamente,
VN(@—a) 2 N(0,02-T5") e 62502 (3.16)

Na Expressdo (3.16)), I'; representa a matriz de autocovaridncia da série até o lag 2. Sendo:

Para encontrar o estimador de )\, considere:

vx(h) = a[yx(h = 1) + yx(h — 2)] + Iy (h)o?.
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Dividindo ambos os lados por Var(X;) e avaliando em h = 0:

px(h) = alox(h = 1)+ px(h =2+ 74
px(0) = alox (=1) + px(=2)] + 5
(X)) 1 —alpx (1) + px(2)],

em que o?¢, denota a varidncia da mistura das distribuicdes encontradas para o erro e o%(X;)
representa a variancia da distribuicdo Lindley.
Dessa forma, o estimador para o parametro A pode ser:

2

L= alp(1) + () = s,

em que a variancia da mistura da distribuicao vem diretamente da|3.1.1] sendo denotada por:

, T 2T T
o€ ==+ —= —.
22 22 (1+a)?

Em vista da intratabilidade das expressGes, nao é possivel obter uma forma fechada para

o parametro \. Porém, pode-se definir a expressao:

1—alpx(1) + px(2)] = o(X), (3.17)

em que ¢(\) descreve a razdo entre variancia de X; e variancia de ¢;, com:

Var(e;)

p(A) = Var(X;)

Sendo assim, a Equacdo (3.17)) representa uma funcdo de A que depende do estimador do

parametro autorregressivo a com forma fechada em ([3.15]).

3.1.6.2 Minimos Quadrados Condicionais

Por meio de uma ST observada, consegue-se estimar os parametros do modelo LAR;(2)
através do método dos MQC, para mais detalhes, consulte Klimko e Nelson (1978). Este
artificio de estimacdo é fundamentado na minimizacdo da soma dos quadrados dos desvios
entre os valores observados e os valores esperados condicionais das observacées. Sendo assim,

tem-se:
n

Q ar, g, A Z Xt|Xt 1= 21, Xp2 = Ty 2)2]-

t=3
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Para o caso geral, temos:
n

2+ A\
Qn(al, Qg /\) = Z Xt — OélXt_l — Oéth_Q — (1 — 1 — 042)(72 .
= A+ A

Ja em particular, considerando o Caso 1, em que os termos autorregressivos sdo iguais obtém-

se:
2
" 24+ A
Qn(a, )\) = Z Xt — a,(Xt_l — Xt—Q) — (]_ — 2&)(72) .
ar A+ A
A partir da equacao acima, pode-se encontrar os estimadores por meio da solucdo do sistema:

0@y 0Qn\
(22 -om

Como a forma fechada para o parametro autorregressivo foi encontrada pelo método Yule-
Walker, utilizou-se, para o Caso 1, o método dos MQC para estimar o pardmetro \.

Na proxima Secdo, sdo apresentados os resultados das simulacGes. As estimativas para
os parametros autorregressivos pelo método MQC foi suprimida, uma vez que apresentaram

resultados bem inferiores ao método Yule-Walker.

3.1.7 Resultados das Simulacoes

Considere que se deseja estimar o termo AR a e o parametro A. Para tal adotam-se
amostras de 1000 réplicas de Monte Carlo, quantidade considerada suficiente para garantir a
convergéncia dos estimadores e a estabilidade dos resultados. O método Yule-Walker é usado
em duas situacGes para os parametros autorregressivos: h = 1 e h = 2 e o método MQC para
estimar o parametro \.

Foram considerados 4 diferentes cenarios para os valores dos parametros. Em cada cenério,
fixou-se o valor de A = 12, dentro da regido de estabilidade, variando os valores de a. Os
resultados dispostos na Tabela [1] representam os valores das estimativas dos parametros a e
A e seus respectivos EQM.

Para os dois primeiros cenarios, o método Yule-Walker em h = 2 apresentou estimativas
mais préximas para os verdadeiros valores dos parametros. Para h = 1 os dois Gltimos cenarios
favoreceram as estimativas neste caso. No entanto, pode-se afirmar que os dois casos siao
confidveis para estimar os parametros autorregressivos, visto que, a medida que aumenta-se o
numero de observacoes, as estimativas tendem a convergir para os valores verdadeiros. Além
disso, os valores do erro quadratico médio diminuem, nos dois casos, ao aumentar o nimero

de observacdes.
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Nas estimativas para o parametro ), nota-se que seus resultados sdo diretamente influen-

ciados pelo valor do termo autorregressivo a. A medida que aumenta-se o valor do parametro

autorregressivo, as estimativas para o A tendem a convergir mais rapidamente para o valor

verdadeiro, além de ocorrer a diminuicdo do EQM.

Tabela 1 — Estimativas para os parametros do modelo pelos métodos de Yule-Walker e Minimos Quadrados

Yule-Walker (h = 1)

Yule-Walker (h =2) Minimos Quadrados

Cenarios N a  EQM(a) & EQM(a) ) EQM(})
(0.1,12) 50 0.0033 0.0534 0.0427  0.0368  11.5552  0.1978
100 0.0770 0.0091 0.0853  0.0080 115553  0.1977
150 0.0860 0.0057 0.0888  0.0054  11.5554  0.1975
(02,12) 50 0.1082 0.0411 0.1194  0.0311 11.6236  0.1416
100 0.1769 0.0066 0.1786  0.0063  11.6243  0.1411
150 0.1845 0.0042 0.1850  0.0039  11.6246  0.1409
(0.30,12) 50 0.2378 0.0240 0.2097  0.0236  11.7115  0.0832
100 0.2846 0.0039 0.2747  0.0043  11.7130  0.0823
150 0.2883 0.0025 0.2818  0.0028  11.7134  0.0820
(0.4,12) 50 0.3978 0.0035 0.3296  0.0095  11.8285  0.0294
100 0.4096 0.0010 0.3793  0.0017  11.8312  0.0284
150 0.4080 0.0007 0.3842  0.0011 11.8320  0.0282

3.1.8 Aplicacao

Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

As moedas fiduciarias tradicionais, como o délar, o euro ou o iene japonés, sdo acompanha-

das por stablecoins ( moedas estaveis) mantidas numa conta bancaria especifica. Verificou-se

que o modelo de série temporal dos precos do Bitcoin (BTC) n&o é estacionario. Uma abor-

dagem alternativa para cumprir a estacionariedade é usar as volatilidades dos precos.

Assim, apds uma crise financeira ou uma nova regulamentacdo governamental, pode haver

mudancas significativas nos mercados que n3o s3o necessariamente capturadas pelos retornos.

Nesses casos, as mudancas na variancia indicam a chegada de informacdes e, portanto, qual-

quer medida de dispersao pode refletir a relacdo entre o fluxo de informacdes e a volatilidade

nas séries temporais financeiras. Com isso, usar volatilidades em vez de retornos de ativos

pode levar a um modelo mais previsivel e, portanto, pode ser modelado muito bem, como em
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Alizadeh, Brandt e Diebold (2002) e |Chiang e Wang (2011) que usaram a volatividade no
mercado de acles e ajustaram um modelo de autorregressdo condicional (CARR) a elas.
Um tipo de volatilidade baseada no intervalo durante um periodo fixo (por exemplo, um

dia ou um més) é definida como:
X; = [log Hy — log L4,

onde H; e L, representam o preco mais alto e mais baixo, respectivamente, do Bitcoin (BTC)
no intervalo [t — 1,¢], ou seja, um dia ou um més.

Dessa forma, para avaliar o desempenho do modelo LAR;(2), aplicou-se um conjunto
de dados reais que representa a cotacao da bolsa de valores de um mercado no periodo
entre outubro de 2020 até outubro de 2021. A base de dados pode ser encontrada em
https://finance.yahoo.com/quote/BTC-USD/history.

Essa base de dados é interessante, pois permite analisar a volatilidade do mercado como
o nimero de acdoes compradas e vendidas em um dia de negociacdao na bolsa de valores.
Uma grande variacdo entre precos de acOes altos e baixos pode indicar um mercado instavel.
Para garantir que o conjunto de dados é apropriado, foram aplicados os testes Dickey-Fuller
e Philip—Perron. Esses testes s3o utilizados a fim de verificar se uma série é estacionéria.
Dessa forma, considerou-se como hipétese nula, a série ndo ser estacionaria. Com um nivel de
significancia de 0.05, rejeita-se a hipdtese nula, em ambos os testes, com p-valor em torno de
0.01, mostrando assim, que a série é estacionaria, logo adequada para a modelagem.

Além disso, o comportamento dos graficos de autocorrelacdo como um decaimento expo-
nencial e autocorrelacao significativa nos dois primeiros /ags evidenciam que se trata de um
processo AR(2). A Figura [8| representa a ST para o conjunto de dados. Em seguida tem-se
os graficos de autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial. O par, ACF e PACF indica a presenca
de valores estacionarios e de meméria curta, enquanto a série observada mostra um aumento

exponencial no meio da série observada.
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Figura 8 — Fechamento da bolsa de valores
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Figura 9 — Autocorrelacdo e autocorrelacido parcial para a série
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Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

Dessa maneira, utilizando a base de dados e ja conhecendo a forma fechada para o es-
timador autorregressivo, faz-se a predicdo do modelo LAR;(2), por meio do valor esperado
condicional ja desenvolvido. A Figura [LO] mostra a série que representa o banco de dados e as

séries do novo modelo obtidas por previsao.
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Figura 10 — Gréafico para as séries observada e LAR;(2)
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Fonte: Elaborac3o Prépria (2025)

Ja o residuo é obtido como a diferenca entre as série observada e a série predita dividido
pela variancia do erro, para o processo LAR;(2). A Figura[L1{ mostra o grafico da ACF e PACF
do residuo, indicando que nao ha correlacdo significativa entre eles para diferentes defasagens.
Além disso, pelo Box Test, ndo ha evidéncias para se rejeitar a hipdtese nula, sugerindo entao

que o residuo tem caracteristicas de um ruido branco.

Figura 11 — Anélise dos residuos para o LAR;(2)
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3.1.9 Consideracées Parciais

Com a motivacdo de existir uma lacuna na literatura sobre trabalhos que utilizam processos
AR(2) com distribuicdo marginal, neste Capitulo estd sendo desenvolvido um novo modelo
AR(2) com distribuicdo marginal Lindley. Atribuindo uma restricdo para os parametros AR de
uma ST de segunda ordem, de modo que eles sejam iguais, denominou-se essa condicdo de Caso
1 sendo o modelo chamado de LAR;(2). Desse modo, através de técnicas matematicas como

a transformada de Laplace e uso do método de fracdes parciais obteve-se uma distribuicao

A+1)

para a inovacdo como sendo uma mistura de distribuicdes Gama(2, \), exp()) e exp(~-).
Propriedades Matematicas como densidade espectral, variancia e esperanca condicional, ACF
e PACF e equacdo de previsao foram desenvolvidas para o novo modelo proposto.

Para estimar os pardmetros do modelo, encontrou-se a forma fechada dos termos autor-
regressivos em funcdo das autocorrelacdes amostrais, pelo método de estimacao Yule-Walker.
Por meio do método dos MQC, que é determinado pelo valor esperado condicional, foi feita a
estimativa do pardmetro adicional (). A avaliacdo do desempenho desse estimador foi reali-
zada utilizando simulacao de Monte Carlo, mostrando que o método de estimacao Yule-Walker
produziu estimativas precisas e consistentes para estimar os parametros autorregressivos do
modelo. Além disso, através do método dos MQC, obteve-se boas estimativas para o parame-
tro adicional A. Embora esse método também possa estimar os parametros autorregressivos,
a preferéncia recaiu sobre o primeiro devido aos seus melhores resultados.

Por Gltimo, aplicou-se o novo modelo a um conjunto de dados com 366 observacoes sobre
a cotacdo da bolsa de valores no periodo de Outbubro de 2020 até Outubro de 2021. Para
isso, utilizou-se os valores das cotacoes maximas e minimas didrias. Através da equacdo de
previsdo, o LAR;(2) teve ajuste satisfatério ao banco de dados utilizado, garantindo assim a
estacionariedade. Além disso, o residuo ndo possui correlacdes significativas, indicando se tratar
de ruido branco. Dessa maneira, a contribuicio para o modelo aplicado dentro do mercado
de acdes, facilita identificar padrdes, fazendo previsdo de precos e tomada de decisGes sobre
investimento de compra e venda, analisando as tendéncias.

Na préxima Secdo, esse mesmo modelo AR(2) com distribuicdo marginal Lindley é exten-

dido para o caso em que os parametros autorregressivos sdo diferentes.
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3.2 CASO 2: PROCESSO AR(2) COM DISTRIBUICAO MARGINAL LINDLEY

Na Secdo anterior, utilizando uma restricdo nos parametros autorregressivos, foi desenvol-
vido um novo modelo autorregressivo de segunda ordem nao condicional utilizando a distribui-
cdo Lindley como marginal. Apés a construcdo de toda a estrutura, além de desenvolver vérias
propriedades estruturais, amplia-se, aqui, a analise de modo que os parametros autorregressivos

sejam diferentes. Antes considerou-se:
a1 = g = a, 0<a<l
E agora, sera a seguinte relacao:
oy =k =c— ay, 0<ap<c<l1. (3.18)

A Figura|l2|representa a regiao de estabilidade, considerando a relacdo descrita na Equacao
, que caracteriza a condicdo que os parametros autorregressivos sejam diferentes. Nesse
trabalho considerou-se ¢ = 0.9. A restricdo para a; + as = 0.9 define uma linha reta no
plano cartesiano, de modo que, para o sistema ser estavel, essa linha precisa estar dentro
do tridangulo de estabilidade. Ao fazer a limitacio de modo que a; + as < 1, evita-se a
ndo estacionariedade da série, além de obter um decaimento controlado da autocorrelacio.
Assim, essa escolha é compativel com a teoria de estabilidade, pois para qualquer par (v, ),
seguindo essa restricdo, ao longo da linha, o sistema serd estavel, pois todas as raizes da

equacao caracteristica estardo fora do circulo unitério.

Figura 12 — Tridngulo de estabilidade para um processo AR(2), Caso 2

Fonte: Elaborac3o Prépria (2025)
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Utilizando os mesmos artificios para a construcdo do modelo LAR;(2), aplicou-se a trans-
formada inversa de Laplace assim como foi desenvolvido para encontrar a Equacdo (3.5),

obtendo:

A+ s+ 1A+ ags)?(A + ks)?
A+8)?[(1—k) A+ ars+ 1) (A +ks)?2 + k(A + ks + 1)(A\+ ags)?]

Pe(s) = (3.19)

com:
ay =k =c— o, O<c<a; <l

Nota-se que pela Equacdo ([3.19)), para esse caso, tem-se também uma evidéncia de que
a distribuicdo de inovacdo ¢, é uma mistura envolvendo a distribuicdo Gama. Tal fato sera

eXpresso na proposicao a seguir.

Proposicao 3.2.1 Seja X; um processo autorregressivo de média nula e entrada €, com
as = ¢ — ay. Entdo, a distribuicdo de €, é uma mistura de distribuicoes Gama e exponenciais

com pardmetros diferentes. Isto é, a fda de ¢;, F.,(.) é tal que:
FEt(l) = Tl*Fet,la) + T2*F6t72<l> + T;lFEt,fi(l) + T§2F€z,4(l) + T§3F6t,5(l)7

sendo F.,(.) a fda de €, €1 ~ exp(}), 2 ~ ['(2,A), €3 ~ exp(¢1), €4 ~ exp(¢2) e
€15 ~ exp(¢s), em que ¢; = —r; representa as raizes do polinémio de grau 3 que aparece ao

aplicar a inversa de Laplace em:
1=k A+ ars+ 1) A+ ks)* + k(A + ks + 1) (A + a;8)?, (3.20)
com 11,19, 73 raizes do polinémio, na variavel s, dada por:

2(s) =(a2k* + a1k?)s® + (200 k* X + 200 kX + o2 kN + K2A + aFk + k?)s?

+(201 kN + 200 kX + 2\ + 26X + 2N 4+ apN?)s + NP4+ N+ EAY + kA (3.21)

A partir de entdo, para o Caso 2, que é o caso mais abrangente, o modelo serd chamado de
LARy(2). Além disso, para qualquer par de pardmetros e considerando a; a5 = 0.9, o sistema
AR(2) sera estavel. Assim, pode-se obter uma infinidade de combinag&o dos parametros como,
por exemplo:

ap = 08, Qg = 01,
a; =035,  ay=0.55,

a; =0.75,  ag =0.15.
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E importante destacar que, para esse estudo, iremos considerar que as raizes do polinémio
de grau 3 sejam reais, evitando, assim, os casos complexos. Além disso, as 3 raizes sdo
negativas, inclusive para os casos em que existem raizes complexas. Dessa maneira, ao resolver
a Equacao por meio do software matematico Matlab, as raizes r1, ry e r3 sdo sempre

menores que 0 e possuem a forma geral com a seguinte estrutura:

RS b7
7’1_{(51+(51_3ak:(a—k+1)}’

em que:

_ 07 B Adg
© 9a2k%(a — k +a)?  3ak2(a—k+ 1)

51 = (55 + 0y — 83)2 — 05 — 64+ 03)5, 6

AS607 A2\ + 1)

6 - =
’ 6a2k3(a —k+1)2" ' 2ak*(a—k+1)’

65 = 03270’k (a — k + 1),

06 = 2k +2ak 4+ aX + 2kXA — KN —2k* +ak)\ e 67 = k4 2a\+ kX +a* X — K2\ +a® — k2

m:{ G G <1+¢§(2§—<1)i}7

T 2G 3ak? — 3akd 4 3ak? 2 2

tais que:

_ ¢ i ¢
G = <<<4 - 27(a2k? — ak3 + ak?)3 Cg) a Cg’) 27(a?k? — ak? + ak?)3 Wt

& = ¢ B Ge G = G5G6
? 9(a2k? — ak® + ak?)?  3a?k? — 3ak?® + 3ak?’ >0 6(a’k® — ak? + ak?)?’
AP+ N 2 2 3 2 13 2

(1 = a2 — 2ak 4 20k’ (s =a"k+k"XN—=E’X+k” = k” + 2akX + a”kX

¢
Co = 2k + aX? + 2kXN2 — 2k2\ — k22 4 20k + ak)?.
Por dltimo,
o m s o V3(Eom)i
s o 3a2k? — 3ak® + 3ak? 2 2 ’

onde:

W=

3 2 3
= 5 _ e I "5 _
n ((7]4 * 27(a?k? — ak3 + ak?)3 773) "72) 27(a?k? — ak3 + ak?)3 G
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B U5 M6 B 157
T 9(a?k? — ak® + ak?)? | 3a?k% — 3ak3 + 3ak2’  ° 6(a%k? — ak® + ak?)?’
AP+ N B

2a2k? — 2ak3 + 2ak?’ s =

a’k + k2N — E3N + k% — K3 + 2ak )\ + a’k)

Ny =

Ne = 2kA + ad? 4+ 2kA? — 2k2\ — B2\ + 2ak) + ak)?.

Por uma convencao estabelecida, considere a; = a e ay = k nas expressdes que repre-
sentam as raizes do polinémio de terceiro grau. O mesmo vale na identificacao dos pesos da

Proposicao determinados por:

teste
A (a—1)2(k—1)2(\+1) A2(A+Er)2(Atar)2(A+r+1)
T — )‘4()‘ +1)+ AN (E—1)3A—ar+1)—kX2(a—1)2(A—kX+1) (A r)2
! M +1)
_ N — 172k — 1)
2 X (k—1B3N—a\+1) —kX2(a —1)2( A — kXA + 1)’
. A+HED)PA+ar))!(A+r+1)
T3 — 5 ;
(A+71)
T‘;l — (A+Er)2(A+ar)?2(A+r+1) ,

(¢1) |:()\+7‘)2 (2k)x+a)\2+¢% (3a2k2—3ak3+3ak2)+2k)\2—2k2)\) +¢1 <2a2k+2k2)\—2k:3)\+2k2—2k3+4ak)\+2a2k)\) —kz)\2+2ak)\+ak:)\2:|

Ty =~ (Atkr)? (Atar)®(A+r+1) .

(¢2) |:()\+r)2 <2k)\+a)\2+¢§(3a2k273ak3+3ak2)+2k)\272]62)\) +p2 (2a2k+2k2)\72k3/\+2k272k3+4ak)\+2a2k)\) k‘2)\2+2ak)\+ak)\2:|

* A kr)2(Aar)?(A+r+1
Ty = — (Atkr)2 (Atar)? (Atr+1)

)

(¢3) |:()\+r)2 (2k)\+())\2+¢§ (3a2k2—3ak3+3ak2)+2k)\2—2k2)\) +¢3 <2a2k+2k2)\—2k3)\+2k2—2k3+4ak)\+2a2k)\) —kz)\2+2ak)\+ak:)\2:|

de modo que

* * *

* * *

_ =3 — __ -3 — __ 3
o kigr” TP ke’ P kses”
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com os coeficientes ki, ko e k3 em funcao dos parametros autorregressivos e do termo A, da

forma:

k1 = (3ak? — 3ak® + 3ak?) ¢} + 2kA + ¢1 (20 + 2K\ — 2K3X + 2k7 — 2k
+ dak) + 2a2k)\) + (a>\2 +2kA2 — 22N — E2A2 4 2ak\ + aw)

ky = (3a*k? — 3ak® + 3ak*)¢5 + 2k + by (2a2k: 4+ 2K% N — 2k3 N\ 4 2k% — 2K°

+ dak) + 2a2k:)\) + (a/\2 +2kA2 — 2k2N — E2A2 4 2ak\ + aw)

ks = (3a%k? — 3ak® + 3ak?) @} + 2kA + b3 (20%k + 262\ — 2k°\ + 2k — 2k

+ dak) + 2a2/€/\) + (a/\2 + kA2 — k2N — E2N2 4+ 20k + ak)\2) .

A demonstracdo da Proposicdo [3.2.1] pode ser encontrada no Apéndice [C|
Um ponto de destaque refere-se ao caso em que os parametros autorregressivos sdo iguais.
Quando se tem a; = oy = 0.45, o polindmio descrito na Equacao apresenta duas raizes
reais e iguais. Com o auxilio do software Matalab, consegue-se obter a expressao geral que

representa essas raizes, sendo elas em funcio de A\ do tipo:

20 20\

Rl = —§(>\+1> e R2 :R3 = -

A partir desse ponto, é necessario investigar a regido de estabilidade para cada configuracao

de parametros. A Figura apresenta a regido do espaco (a, ) em que todas as raizes do
polindmio de grau 3 sdo reais e negativas. Por questdes de tratabilidade, considerou-se o limite

superior para o parametro A\ de modo que:

0 < A < 300.
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Figura 13 — Regido em que as raizes do polindmio sdo reais
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Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)
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A Figura mostra o espaco paramétrico da regido satisfeita referente aos parametros
a, A e k para cada uma das raizes 71, 5 e r3. Como k = 0.9 — a, a analise reduz-se a duas
dimensdes, de modo que a varicao do parametro a determina automaticamente a de k. Essa
figura foi construida em R permitindo o usuario determinar qual a regido dos parametros
(a1, g, \) tem-se raizes reais negativas e também satisfaz as condicdes da v.a ¢ ser uma

mistura. Tal estrutura do coédigo segue os passos:

1. Carrega as bibliotecas dplyr e plotly para manipulacdo dos dados e visualizacdo dos

graficos, respectivamente.
2. Define-se uma funcdo para verificar se todas as raizes sio reais.

3. O préximo passo consiste em definir a funcao soma, que corresponde a soma dos pesos.

Além disso, considera-se:

= o7 = ¢ variando de 0.1 até 0.89 com incrementos de 0.01,
- agzk:O.Q—a,

= )\ variando de 1 até 300 com incremento de 1.

4. Em seguida, o cddigo retorna a soma dos pesos, que deve ser préxima de 1 com uma

tolerancia de 0.00001. Para cada combinagdo (a, \):

= Se as raizes forem reais e a soma for aproximadamente 1, o par é armazenado.

= Caso contrario, é descartado.
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Utiliza-se dois comandos de repeticdao aninhados, onde um laco esta contido dentro do
outro. Isso permite testar todas as combinacdes possiveis de a e A, com o loop interno

para A e o externo para a.

. As funcdes rowwise() e mutate() garantem que o célculo seja executado linha por

linha e calcula a soma dos pesos, nessa ordem.

Utilizando a funcao expand.grid(), cria-se uma tabela combinando todos os valores

de a e M.

O cédigo também imprime os resultados para um valor especifico de a. Dessa forma,
ao escolher um a especifico, gera-se todos os valores de A que satisfazem a condicdo da

v.a ser uma mistura.

Por fim, tem-se o grafico interativo, ao posicionar o cursor sobre qualquer ponto da
regiao valida, sdo exibidos os valores de a, A\, soma, além das raizes do polinomio. Isso

permite que o usudrio visualize os intervalos de \ verticalmente para cada a.
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Figura 14 — Espaco paramétrico para os parametros a e A, considerando as raizes r1,r2 e r3 do polindmio.
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Fonte: Elaborac3o Prépria (2025)
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Na Figura[I4] cada regido representa a combinacdo dos pardmetros a, k e A que satisfazem
a condicdo da v.a ¢; ser uma mistura. No entanto, como a Equacdo ([3.20)) possui 3 raizes, para
a construcdo desses modelos, considerou-se as regides para cada conjunto de raizes (11,72, 73),
respectivamente. Além disso, caso as raizes sejam complexas, a parte imaginéria é desprezivel
da ordem 107°. Assim, considerando a regido representada pela raiz r;, para a; = 0.1 e
as = 0.8 a partir de A = 170 todas as raizes do polindmio de grau 3 sdo reais com soma dos
pesos igual a 1, dentro da margem minima de erro. No entanto, ao escolher uma outra raiz
do polinbmio, como a regido destacada de vermelho que representa a raiz r3, para a; = 0.1
e ap = 0.8 a partir de A\ = 3 tem-se as condicOes satisfeitas pra a v.a ser uma mistura. Na

proxima Secdo s3o exploradas as propriedades para o novo modelo considerando o Caso 2.

3.2.1 Propriedades Estruturais

Para a construcdo dos novos modelos AR(2), foram desenvolvidas propriedades como es-
peranca e variancia condicional, densidade do erro e predicdo dos modelos. Expressoes origi-
nalmente desenvolvidas para o Caso 1, as quais sdo estendidas para o caso geral, Caso 2.

Desse modo, por meio do gerador para o erro, construiu-se as Figuras |15 e 16| que repre-
sentam os graficos da série, autocorrelacdo e autocorrelacao parcial para duas configuracdes
de parametros distintos. Na Figura [I7] tem-se a densidade do erro. Tais figuras correspondem
ao Caso 2 do modelo LAR,(2).

Além disso, é possivel verificar que o comportamento dos graficos da ACF e PACF indi-
cam que se trata de um processo AR(2). Outro aspecto importante refere-se ao desempenho
observado no grafico da PACF. Isso pode ser explicado pela influéncia dos parametros autor-
regressivos (av, ap) na estrutura do processo AR(2). Ao observar a Figura [15, com oy = 0.6
e ag = 0.3, o processo é dominado pelo termo de /lag 1, X, 1, resultando um PACF mais
evidente que o segundo /ag.

A medida que aumenta-se o pardmetro o, e, consequentemente diminui o a4, a influéncia
do termo de lag 2 se torna mais significativa. Desse modo, o segundo /ag na PACF passa
a ser mais visivel e a estrutura AR(2) fica mais evidente. Quando o pardmetro s se torna
dominante, conforme a Figura 16, a PACF reflete claramente a dependéncia do processo em
relacdo aos dois lags anteriores. Portanto, a mudanca na visibilidade dos /lags na PACF é

diretamente relacionada a variacdo dos parametros autorregressivos.
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Figura 15 — Gréficos da série, funcdo de autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial de amostras de tamanho 500
para os valores oy = 0.6, s = 0.3, A = 100
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Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

Figura 16 — Gréficos da série, funcdo de autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial de amostras de tamanho 500
para os valores a; = 0.22, g = 0.68, A = 100
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Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)
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Figura 17 — Graficos da densidade do erro para amostra de tamanho 500, e diferentes valores para os para-
metros.
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Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

A Figura|[17|possui 4 configuracdes de parametros distintas. Nota-se que, em configuracdes
com valores elevados de a», e consequentemente reduzidos em «y, resultam valores mais
concentrados, tendo pouca variabilidade. No entanto, a medida que aumentam os valores de
o1 e A, diminuindo a5 tem-se um crescimento da variabilidade do erro.

Assim, ao andlisar as propriedades estruturais inerentes a um AR(2) é essencial garantir
solidez metodoldgica e confiabilidade nos resultados inferenciais. Adicionalmente, tais pro-
priedades garantem que o modelo n3ao apenas reproduz adequadamente a dinamica linear
subjacente a ST, mas também cumpra requisitos tedricos fundamentais como estacionarie-
dade e especificacdo correta da estrutura de dependéncia, os quais sdo indispensaveis para a
realizacao de inferéncias estatisticamente consistentes, previsdbes com menor erro de estima-
cdo e generalizacdo dos resultados para diferentes horizontes temporais (BOX et al., 2015)). A

seguir, é apresentado dois métodos para estimar os pardmetros do modelo LAR(2).

3.2.2 Método Yule-Waker

E possivel obter uma forma fechada para estimar os parametros AR em funcdo das auto-

correlacdes amostrais, de modo anélogo ao desenvolvido para o Caso 1. Considere um AR(2):

X = Xp g+ Xy o+ 6.
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Da mesma maneira, multiplicando ambos os lados da equacao por X;_j, para h > 0 e tomando

o valor esperado, tem-se que
]E(XtXt,h) = Oél[lE(Xt,IXt,h” + CYQ{]E(Xt,QXt,h)] -+ E(EtXt—h)

= () = anra(h— 1)] + anfrx(h— 2] T E(6, S drer-n_s)

< x(h) = ai[yx(h = 1)] + asyx(h — 2)]

< px(h) = ailpx(h — )] + az[px (h = 2)].

Assim, as formas fechadas das estimativas dos parametros autorregressivos em funcdo das

estimativas das autocorrelacdes amostrais sdo da forma:

o B = (D5
A0

Em geral, um resultado assintético importante, derivado do Caso 1 é :

dy = p(2) — arp(1),

D 2 -1 ~2 P 2
VN (41 — o o — —>N(00€-F ) e 62 L o2
Qp —Qp Qg — Qg | o ’ 2 N—ooo  ©

Da mesma forma, como desenvolvido para o Caso 1, pode-se encontrar um estimador para

o pardmetro )\, sendo o¢ a varidncia da mistura, dada por:

o’e = 7:1*2 + 2T2*2 1};2 7:3*22 + 7};”2
A2 A2 O O

3.2.3 Minimos Quadrados Condicionais

Sabe-se que a equacdo de predicao é determinada pelo valor esperado condicional do

modelo. Conforme desenvolvido para o Caso 1, que é um caso particular, aqui tem-se:
gilay, g, A) = E(X; | X1, Xio),
que equivale a:

[Xt - gt(ala g, )\)]27

NE

Qn(@h g, )‘> =

t

Qunlon, o, ) = {Xt —a1 Xy — Xy o — (1 — a1 — o)

t=3

Il
w

2427
A+ A2

Assim, na préxima Secdo, sdo apresentados os resultados das simula¢Ges utilizando esses

dois métodos.
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3.2.4 Resultados das Simulacdes

A Tabela [2| mostra, para o Caso 2, as simulacoes dos parametros com 1000 réplicas de
Monte Carlo, pelos métodos Yule-Walker e MQC, em que fixou-se o parametro \ variando os
parametros autorregressivos. Diferente do Caso 1, foram incluidas as estimativas também dos
parametros autorregressivos pelo método dos minimos quadrados. Nota-se que, nos 5 cena-
rios, as estimativas dos parametros autorregressivos pelo método Yule-Walker apresentaram
resultados mais precisos que os obtidos via MQC. Além disso, verifica-se a influéncia do termo
autorregressivo (a2) nos resultados das estimativas do pardmetro A. Conforme aumenta-se o
termo as as estimativas para o A tendem a convergir melhor para o valor verdadeiro, além de
apresentarem uma diminuic3o significativa para o EQM a cada observacdo. Os cenarios foram

feitos obedecendo a ordem dos parametros: oy, s € A.

Tabela 2 — Estimativas para os pardmetros do modelo pelos métodos de Yule-Walker e Minimos Quadrados
Condicionais

Yule-Walker Minimos Quadrados Condicionais
Cenérios N & EQM(a;1) &  EQM(dy) &  EQM(&) G EQM(a) A EQM(})
(0.35, 0.55, 100) 50 0.3568 0.0314 0.4977 0.0285 0.5109 0.0292 0.5000 0.0058 100.4915 0.2416

100 0.3605 0.0280 0.5195 0.0239 0.5006 0.0227  0.5028 0.0022  100.4794 0.2299
150 0.3537  0.0222  0.5302 0.0181 0.5002 0.0225 0.5012 0.0023  100.4675 0.2189

(0.30, 0.60, 100) 50 0.3312 0.0318 0.5231 0.0319 0.5038 0.0431 05072 0.0102 100.4833 0.2384
100 0.3233 0.0232  0.5595 0.0206 0.5009 0.0403 05025 0.0094 100.4719 0.2228
150 0.3065 0.0159  0.5771 0.0134 0.5003 0.0401 05011 0.0097 100.4542 0.2074

(0.28,0.62, 100) 50 0.3261 0.0336 0.5284 0.0348 0.5018 0.0502 0.5093 0.0133  100.4872 0.2374
100 0.3019 0.0217 05795 0.0196 05009 0.0488 0.5024 0.0138 100.4661 0.2172
150 0.2995 0.0162 0.5876  0.0141  0.5003 0.0485 05011 0.0141  100.4462 0.1992

(0.24, 0.66, 100) 50 0.3059 0.0314 0.5481 0.0355 0.5025 0.0693 05085 0.0233  100.4857 0.2359
100 0.2774 0.0198 0.6034 0.0187 0.5010 0.0681 0.5024 0.0248  100.4661 0.2172
150 0.2575 0.0104 0.6293  0.0093 0.5003 0.0677 0.5010 0.0252  100.4432 0.1991

(0.18,0.72,100) 50 0.2751 0.0310 0.5817 0.0380 0.5029  0.1044 0.5080 0.0347  100.4849 0.2351
100 0.2278  0.0144  0.6565 0.0146  0.5009  0.1030 0.5022  0.0474  100.4643 0.2156
150 0.2066  0.0071  0.6815  0.0072  0.5003  0.1026  0.5009  0.0479  100.4430 0.1966

Fonte: Elaborac3o Prépria (2025)

3.2.5 Aplicacao

Com o objetivo de avaliar o desempenho do modelo LAR;(2), utilizou-se o mesmo conjunto
de dados referente as cotacdes da bolsa de valores previamente aplicado ao modelo LAR;(2). A

Figura |18| apresenta a série observada juntamente com as previsdes do LAR,(2), considerando
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h = 1, horizonte de previsao. Observa-se, mais uma vez, que o modelo proporciona um bom
ajuste aos dados reais. A Figura [19, por sua vez, exibe os graficos da ACF e da PACF dos

residuos, nesta ordem.

Figura 18 — Graéfico para as séries observadas e LAR2(2)
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Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)
Figura 19 — Autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial do residuo
(ACF)- Residuo (PACF)-Residuo
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Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

A seguir, é apresentada uma segunda aplicacdo para o novo modelo proposto. A base de
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dados utilizada refere-se a dados climaticos diarios da capital da India, Nova Delhi, podendo ser
encontrada em <https://www.kaggle.com/datasets/sumanthvrao/daily-climate-time-series-data>|.
A coleta foi realizada no ano de 2017 englobando as varidveis temperatura e humidade. Essa
base de dados é importante pois auxilia na previsao de eventos climaticos como furacdes,
inundacdes e secas. Para garantir que a base de dados € ideal, utilizou-se o teste Dickey-
Fuller. Com um nivel de significancia de 5%, rejeita-se a hipétese nula, com p-valor préximo
a 0.04. A seguir tem-se a ST formada com esse conjunto de dados contendo 114 valores. A

Figura 21| representa a série observada juntamente com o modelo LAR,(2).

Figura 20 — Gréafico para a série
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Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

Novamente, observa-se que o modelo proposto se ajustou bem a esse conjunto de dados.
Além disso, ao analisar a Figura 22} nota-se que os residuos ndo possuem dependéncia. Logo,
ndo apresentam autocorrelacdes significativas, indicando que tem-se fortes indicios de ser um
ruido branco. Por fim, ao aplicar o Box-Test (Ljung-Box) obteve-se um p-valor maior que 5%.
Pela estrutura do teste, tem-se evidéncias significativas para nao rejeitar a hipdtese nula, de

que os residuos sdo independentes e ndo ha correlacio entre eles.


https://www.kaggle.com/datasets/sumanthvrao/daily-climate-time-series-data
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Figura 21 — Gréafico para as séries observadas e LARy(2)

8 —— Série Observada
I\ — LARy(2)
o
Ln p—
—
8 3
§ —
<
> Q -
O —]
o
L{I') —]
I I I I I I
0 20 40 60 80 100
Tempo
Fonte: Elaborac3o Prépria (2025)
Figura 22 — Autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial do residuo
(ACF)-Residuo (PACF)—-Residuo
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Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

3.2.6 Consideracées Parciais

Devido as dificuldades na literatura de se propor modelos AR(2) ndo condicionais com

distribuicdo marginal, foi proposto um modelo AR(2) utilizando a Lindley como distribuicdo
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marginal.

Dessa forma, esse Capitulo foi desenvolvido em duas partes denominadas de Caso 1 e Caso
2, analisando a regido de estabilidade para um modelo AR(2). No Caso 1, considerou-se os
parametros autorregressivos ai; e aip tais que oy = ap = a. A partir dai, foi desenvolvida toda
uma estrutura para as propriedades, considerando essa restricao para o modelo. Ja para o Caso
2, admitiu-se que ap = ¢ — «, refazendo todo o processo a fim de encontrar a distribuicdo
de inovacdo, de tal modo como foi desenvolvido no Caso 1 para o modelo LAR,(2).

Assim, a distribuicdo da inovacdo para o Caso 2 do novo modelo LAR,(2) é também
uma mistura de distribuicdes Gama de pardmetros (2, \), exponencial com pardmetro \ e 3
exponenciais com parametros ¢, ¢o € ¢3 que correspondem o oposto das raizes negativas de
um polindémio de grau 3 descrito na Equacdo (3.21)). Esse polinémio é funcdo dos pardmetros
a1, ao € A, diferenciando dos resultados para o Caso 1. Em seguida, obteve-se uma expressdo
geral para cada uma dessas raizes por meio do software Matematico Matlab, o qual comprova
que todas sdo negativas. Além disso, para o caso em que a; = ap = 0.45 também encontrou-
se uma expressao geral para as raizes do polinomio. Nela, nota-se que, das 3 raizes reais
negativas, existem 2 raizes reais e iguais.

A partir desse ponto, foram exploradas as propriedades como esperanca e variancia condi-
cionais, além de construir um gerador para o erro aleatério. Propriedades estas generalizadas
provenientes das desenvolvidas para o Caso 1, que é o caso particular.

Nessa perspectiva, para estimar os parametros encontrou-se a forma fechada dos termos
autorregressivos em funcao das autocorrelacGes amostrais, pelo método de estimacdo Yule-
Walker. Por meio do método dos MQC, que se baseia no valor esperado condicional, foi feita
a estimativa do pardmetro adicional (\) e dos termos autorregressivos.

Ao comparar os dois métodos de estimacao, o método Yule-Walker obteve estimativas
mais préximas dos valores verdadeiros dos termos autorregressivos em relacdo aos MQC. A
capacidade preditiva do novo modelo também foi avaliada aplicando-o a dois conjuntos de
dados reais: um relacionado a cotacao da bolsa de valores e o outro conjunto sobre dados
meteoroldgicos coletados na cidade de Delhi. Em ambos os casos, o modelo LAR,(2) apre-
sentou um bom ajuste. Além disso, ao analisar os residuos do modelo, nos dois conjuntos de
dados reais, ndo foi detectada a presenca de autocorrelacdes significativas. Isso indica que eles
possuem caracteristicas de serem um ruido branco.

A partir da construcdo desse modelo, serd estendida a proposta de estudo utilizando a

Gama-Lindley como a distribuicdo marginal, visto no préximo capitulo.
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4 A CONSTRUCAO DE UM NOVO MODELO GAMA-LINDLEY DE SEGUNDA
ORDEM

Nesse Capitulo, é apresentado um novo modelo AR(2) com distribuicdo marginal Gama-
Lindley. Antes disso, é feita uma discussao sobre a Gama-Lindley e suas propriedades. Na
Secdo [4.1] é realizada uma revisdo sobre a distribuicdo Gama-Lindley e algumas de suas
extensoes. Na Secdo (4.2, é apresentado um novo modelo de ST de ordem 2 n3o condicional
com distribuicao marginal Gama-Lindley. Na Subsec3o [4.2.1} sdo apresentadas as propriedades
do novo modelo. A aplicacdo a um conjunto de dados reais é feita na Subsecdo [4.2.5] Na
Subsecdo [4.2.6] sdo feitas as consideracoes parciais do Capitulo. Na Secdo 4.3] o modelo é
proposto considerando que os parametros autorregressivos sao diferentes. Os resultados das
simulacdes sdo apresentados na Subsecdo [4.3.2] Por fim, a aplicacdo a conjunto de dados e

as consideracdes sdo efetuadas nas Subsecdes e (4.3.4] nessa ordem.

4.1 DISTRIBUICAO GAMA-LINDLEY

Algumas distribuicdes sao derivadas de outras ja conhecidas. Uma das suas vantagens é
permitir representar uma maior variabilidade dos dados a medida que se trabalha com mais
parametros. Dentro desse contexto, tem-se a distribuicdo Gama-Lindley. Formulada por |Zegh-
doudi e Nedjar (2015), a distribuicdo Gama-Lindley pode ser considerada como uma extensdo
da distribuicdo Lindley. Essa distribuicdo foi construida como mistura de uma Lindley (\) de
peso % com uma Gama (2, \) de peso (%) com 0 < 8 < 1. Note que a combinacdo dos
pesos representa uma soma ponderada das distribuicdes individuais simples. Essa distribuicao
forneceu um bom ajuste ao ser aplicada a conjuntos de dados relacionado a tempos de falha.

Entretanto, existem na literatura outras distribuicdes Gama-Lindley, como a estudada por
Lima (2015)), que apresentou uma distribuicdo Gama-Lindley derivada da familia de distri-
buicdes gama-G, para mais detalhes, consulte Zografos e Balakrishnan| (2009). Essa familia
de distribuicGes gera novas distribuices que dependem das funcbes Gama e Gama incom-
pleta. Este modelo, ao ser aplicado a dados de tempo de falhas, apresentou bom ajuste em
comparacao a duas outras distribuicoes: Lindley e exponencial geométrico complementar.

Dessa forma, por simplicidade, optou-se, por utilizar distribuicdo Gama-Lindley proposta

por [Zeghdoudi e Nedjar (2015) como a distribuicdo da varidvel de saida do novo processo,

de tal forma como foi desenvolvido para o processo Gama-Lindley AR(1), veja Mello et al.
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(2021). O beneficio de se usar tal distribuicdo é o fato da Gama-Lindley ajustar bem as
caracteristicas da distribuicio Gama e Lindley obtendo um bom ajuste a dados complexos.
Além disso, apresenta ferramentas analiticas completas como fdp sendo (til para uma inferéncia
precisa além de possuir facilidade para implementacdo computacional. Em acréscimo, a Gama-
Lindley consegue ultrapassar as restricdes das distribuicoes individuais, por possuir uma maior

flexibilidade de formas e caudas pesadas.
A distribuicao Gama-Lindley possui a seguinte fdp:

2

f(t%/\>5):m

[(BA+ B — Nt + 1]exp(—=At), t>0, com A>0, (>0,

sendo A\ o parametro de escala e 5 o parametro de forma. Consequentemente, a fda é dada
por

[(BA+ B =N (At +1) + )
B(1+ X)

Para fins de notacdo, escrevemos que X tem distribuicio Gama-Lindley com pardmetros A e

B como X ~ GAL(), 5).

Ft;\,p8)=1-— ( ) exp(—At), t>0.

O valor esperado e a variancia de X sao, respectivamente:

C2B(1+A) = A
IE(X) - W (41)
e Var(x) = —(Z20A+ AT+ 25° (1 +33) — 25(5A — 35N+ 2X)

A2[32(1+ N)?
Utilizaremos o artificio envolvendo a transformada de Laplace afim de determinar as pro-
priedades do novo modelo. Considerando a densidade de X ~ GAL(\, ), a sua transformada

de Laplace é da forma:

N (BA+B+5s)
x(8) = B NG+

Com base nas definicbes acima, é proposto um novo processo autorregressivo ndo condi-

cional de segunda ordem com distribuicdo marginal Gama-Lindley.

4.2 A CONSTRUCAO DE UM NOVO MODELO AUTORREGRESSIVO DE SEGUNDA OR-
DEM

Admitindo a estacionariedade de uma ST, a transformada de Laplace para o erro aleatério

(LAWRANCE; LEWIS, [1980)), é dada por:

B ¢x(s)
Pels) = (1 — ag)px(a18) + azpx(azs)]’ (42)
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em que

N (BA+ B+ ays)
B(L+ N)(ars + N)?

Substituindo na Equacdo (4.2)) tem-se:

N2(BA+ B+ ags)
B+ N)(ags + )2

dx(a1s) = Px(aas) =

_ (BA+ B+ 5)(a1s + A)*(ags + A)?
dels) = (s +A)2[(1 —a2)(BA+ B+ ais)(ass + A2 + a(BA +  + azs)(ar1s + N)?] | (43)

Da mesma forma como foi desenvolvido o modelo AR(2) com distribuicdo marginal Lindley,
devido a tratabilidade e a complexidade das expressdes envolvidas, a construciao do modelo
sera realizada em duas etapas. Primeiramente, consideremos a restricdo em que os parametros

autorregressivos sejam iguais, na qual chamamos de Caso 1:
a;=ay=a, ac(0,1).

Reescrevendo a Equacdo (4.2) tem-se:

(BA+ B+ s)(as + \)?
(s + N)2[(BN+ 5 + as)]

Pe(5) = (4.4)

Observe que a partir da Equacdo ((4.4), a seguinte discussdo mostra que a distribuicdo de
inovacao é uma mistura envolvendo a distribuicdo Gama. Essa ocorréncia serd expressa na

proposicao a seguir.

Proposicao 4.2.1 Seja X; ~ GLAR(\, 5) e a1 = ay = a. Entdo, a distribuicdo de ¢; é uma

mistura de distribuices Gama e exponenciais com pardmetros diferentes.

Xi = a(Xi—1 + Xi2) + €,

tal que Fo() =T F., (1) + T F.,5(1) + Ty F,, 5(1)

em que F,(.) é a fda de ¢;, com v.a componentes

A+
€1~ exp(A), €2 [(2,A) e €t,3 ~ €Xp (5 a 6) .

Os pesos 17, Ty e T sao dados por:
SX(a=1POLDE-MN _ gyz() 4 1) 4 2= DOFD(E- A

Tl* _ B—aX+BX (B—aX+BN)2

- X2(B + BA) ’

(a=1XB-A+BN T*_a(ﬁ—MﬁA)Q(B—ﬁ*TfAWA)

(£ w5 (A -E) e
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De forma similar ao LAR;(2), considerando os pardmetros autorregressivos iguais, esse modelo

sera chamado de:
X; ~ GLAR;(2).
A Proposicao a seguir trata sobre o espaco paramétrico dos pardmetros 3 e \.

Proposicao 4.2.2 Considerando a soma dos pesos 17, T e T5 e de acordo com a regido de

estabilidade para o pardmetro autorregressivo, A e 3 obedecem a seguinte relacio:

{()\,6):0<5<1 e /\:ﬁ_—ﬂl}'

A demonstracdo dessa relacdo entre os pardmetros pode ser conferida no Apéndice [E|
A Figura 23] representa a regido de estabilidade dos pardmetros /5 e A variando o termo
autorregressivo a. Como existe uma relacdo entre os parametros A\ e 3, dado o pardmetro a

tem-se a regido de \.

Figura 23 — Regido satisfeita para os pardmetros J e .
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Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

Dessa forma, para determinar a distribuicao do erro, foi aplicada a transformada inversa
de Laplace em ¢.(s), utilizando o método de fracdes parciais. Assim, obteve-se uma mistura
que descreve a distribuicdo da v.a ¢,. A demonstracdo da Proposicdo [4.2.1] pode ser conferida
no Apéndice [D] Assim como o modelo LAR;(2), o pardmetro autorregressivo influencia dire-

tamente nas condicdes de estacionariedade para o novo processo AR(2). De modo similar, a
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regido de estacionariedade corresponde a area do primeiro quadrante (ay, ), com «ay perten-
cente ao eixo das abscissas e oy pertencente ao eixo das ordenadas, em que todas as raizes
estdo fora no circulo unitario (ver Figura[2). De modo semelhante, para o modelo GLAR;(2) o
sistema sera estavel se a; = as = a < 0.49. Na Sec3do seguinte é apresentada as propriedades

estruturais do novo modelo proposto.

4.2.1 Propriedades Estruturais

A seguir, é apresentada as propriedades como esperanca e variancia condicional, autocor-

relacdo, autocorrelacdo parcial e densidade do erro para o modelo GLAR(2).

4.2.1.1 Esperanca e Variancia Condicional

Essas propriedades sdo semelhantes as que foram desenvolvidas para os modelos LAR(2).
O que as diferem s3o as distribuicGes do erro aleatério ¢;, apesar que ambos os modelos
correspondem a misturas de distribuicdes gamas e exponencias. Assim, da Equacdo (4.5)) e

considerando os parametros autorregressivos iguais, a esperanca condicional é dada por:
]E(Xt+k|Xt,1, Xt,Q) = a(thl + thg) + E(Et), (45)

com IE(¢;) o valor esperado da mistura, que é uma combinacdo ponderada de pesos referentes

as suas distribuicoes. Como o processo é estacionario, tem-se:
E(e) = (1 — 2a)[E(X)),

com IE(X;) descrito na Equac&o (4.1). Assim, substituindo tem-se:

B 28(1+X) — A
E(e) = (1 — 2a) <)\5(1+)\)> :

Do mesmo modo, tem-se a variancia condicional é dada por:
Var(X;) = a1yx(1) + asyx(2) + Var(e)

com,
Var(e;) = (1+a9)[1 — (a2 + 0{1)_][(112— (g — al)]Var(Xt)’

sendo Var(X,), a variancia da distribuicdo Gama-Lindley. A variancia do erro ¢; é dada por:
52— E 2752 Ty
A A2 B2(A+1)?
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4.2.1.2 Autocorrelacdo, Autocorrelacdo Parcial e Densidade do erro

Foi implementada, no software R, uma funcao geradora de niimeros pseudo-aleatérios para
construir a ST correspondente ao modelo GLAR, (2). As Figuras [24] e [25 apresentam o gréfico

da série, autocorrelacdo e autocorrelacao parcial, nessa ordem.

Figura 24 — Gréficos da série, funcido de autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial para amostras de tamanho
500 com os valores a = 0.3, A = 1,3 = 0.5.
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Fonte: Elaborac3o Prépria (2025)

Figura 25 — Gréaficos da série, funcdo de autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial para amostras de tamanho
500 com os valores a = 0.4, A = 1.5, 3 = 0.6.
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Fonte: Elaborac3o Prépria (2025)
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Nota-se claramente, que os dois gréaficos da autocorrelacdo parcial apresentam significancia
estatistica nos dois primeiros lags. Os graficos da autocorrelacdo possuem um decaimento
exponencial. Certamente, por essas caracteristicas, tem-se evidéncias de que se trata de um
processo AR(2). Na Figura é apresentado o grafico da densidade do erro. Fixou-se os

parametros § = 0.5 e A\ = 0.1, variando o parametro autorregressivo.

Figura 26 — Gréafico da densidade do erro para amostra de tamanho 500, com A = 0.1, 8 = 0.5, variando o
parametro a.
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Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

E facil perceber que, a medida que aumentamos os valores do pardmetro a, a distribuicdo

tende a ter caudas mais pesadas.

4.2.2 Previsao

Para prever valores futuros da série estacionaria X, considerando os parametros do modelo

conhecidos, a equacdo de predicdo é dada pela Esperanca Condicional. Dessa forma, tem-se:
it = TE(X, 41| X1, Xio2),
com a esperanca condicional para o processo, determinada pela Equacao:
E(X x| Xi—1, Xi2) = a(Xoo1 + Xi2) + E(e).
Ainda podemos reescrever a expressdo acima substituindo [E(e;)

IE(Xt+k|Xt,1, thg) = a(Xt,1 + thg) + (1 — 2G)IE(Xt)
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Para o modelo GLAR,(2) temos:

E(X et Kot Xia) = a(Xos + Xia) + (1 20) (W) |

AB(1+ A
Dessa forma, consegue-se estimar os parametros do novo modelo utilizando o método dos

MQC, visto na préxima secdo.

4.2.3 Estimacao

Para estimar os pardmetros do modelo GLAR;(2), dois métodos de estimacdo sdo utili-
zados: O método Yule-Wallker, para estimar os pardmetros autorregressivos e o método dos

MQC, para estimar os parametros que correspondem a variavel de saida do modelo.

4.2.3.1 Minimos Quadrados Condicionais

O método de estimacao por Minimos Quadrados consiste em minimizar a soma dos qua-
drados dos desvios ao valor esperado condicional, veja |Klimko e Nelson| (1978). Assim,

Qn( Z{ E(X| Xy =201, Xi 0 = 24 2)2}-

t=3

Desse modo, para estimar os pardmetros a, A\ e § do novo modelo GLAR;(2) é necessario
minimizar a funcdo:

2B(1+>\)—/\>2
STy

Q Z( —aXt 1+Xt 2) (1—2@) )\ﬂ(le)\

t=3
4.2.3.2 Meétodo Yule-Walker

Assim como no modelo LAR;(2) esse método apresenta boa eficiéncia ao estimar os pa-
rametros autorregressivos por meio das autocorrelacdes amostrais. Dessa forma, usaremos a
Expressao ([3.15)), na qual encontrou-se a forma fechada para estimar o pardmetro autorre-

gressivo a.

4.2.4 Resultado das Simulacoes

Foram feitas simulacdes de Monte Carlo com o objetivo de determinar as estimativas para

os parametros a, A\ e [3. Para estimar o termo autorregressivo a, utilizou-se o método de
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Yule-Walker. Os parametros A e [ foram estimados por meio do método MQC, com 1000
réplicas de Monte Carlo, quantidade suficiente para garantir a convergéncia dos estimadores
e a estabilidade dos resultados para cada caso.

Mesmo obtendo uma forma fechada para estimar o parametro a, os resultados das estima-
tivas foram bem inferiores as encontradas pelo Método de Yule-Walker. Por isso, eles foram
suprimidos via MQC.

Assim, os resultados obtidos na Tabela[3]apresentam as simula¢des referentes ao pardmetro
autorregressivo a pelo método de Yule-Walker e os parametros e A, utilizando o método
dos MQC. Foram considerados 4 cenarios distintos com 50, 100 e 150 observacdes. Em cada
configuracdo, variou-se os parametros autorregressivos, considerando a regiao de estabilidade
para o GLAR,(2).

Nota-se, que em todos os cenarios, as estimativas para os parametros autorregressivos
foram satisfatorias, convergindo mais rapidamente a medida que se aumenta o parametro a.
Da mesma forma pode-se observar que o0 método dos MQC é uma alternativa satisfatéria para
estimar os parametros \ e (3.

Assim, analisando a regido de estabilidade para o modelo GLAR;(2), a proporcdo que
aumenta o valor do parametro autorregressivo, nos dois métodos, as estimativas convergem
mais rapidamente para os verdadeiros valores dos parametros. Dessa forma, o Gltimo cenério
testado obteve os melhores resultados para estimar tanto o parametro autorregressivo quanto

os pardmetros 3 e A. Os cendrios foram feitos de acordo com a ordem (a, A, ) a seguir.
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Tabela 3 — Estimativas para os parAmetros do modelo pelos métodos de Yule-Walker e Minimos Quadrados

Yule-Walker (h = 1)

Minimos Quadrados

Cenarios N a  EQM(a) X B EQM()\) EQM(p)
(0.1,0.1,05) 50 0.0039 0.0263 0.1635 0.4490 0.0056  0.0092
100 0.0744 0.0091 0.1583 0.4547 0.0039  0.0051
150 0.0850 0.0077 0.1580 0.4575 0.0037  0.0045
(0.2,0.1,05) 50 0.0961 0.0345 0.1520 0.4495 0.0038  0.0070
100 0.1734 0.0233 0.1455 0.4553 0.0027  0.0072
150 0.1878 0.0219 0.1439 0.4535 0.0027  0.0067
(0.3,0.1,05) 50 02077 0.0587 0.1413 0.4617 0.0064  0.0027
100 02767 0.0472 0.1336 0.4543 0.0019  0.0010
150 0.2864 0.0462 0.1339 0.4568 0.0018  0.0088
(0.4,0.1,05) 50 03563 0.0852 0.1322 0.4692 0.0019  0.0031
100 0.3893 0.0807 0.1277 0.4677 0.0012  0.0037
150 0.3940 0.0805 0.1275 0.4681 0.0010  0.0030

4.2.5 Aplicacao

Fonte: Elaborac3o Prépria (2025)

Com o intuito de observar a capacidade de ajuste do modelo GLAR;(2), aplicou-se um

conjunto de dados reais na area do mercado financeiro por meio das moedas bitcoins. O mesmo

banco de dados utilizado para avaliar o desempenho do modelos LAR(2).

Em vista disso, apds construir a forma fechada para estimar o parametro a e realizar as

estimativas para os parametros A\ e 3, por meio da esperanca condicional, fez-se a predicdo

do modelo GLAR;(2). A Figura representa as séries geradas e seu ajuste ao conjunto de

dados. Nota-se que o novo modelo se ajusta bem ao conjunto de dados observados.
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Figura 27 — Gréfico para as séries observadas e GLAR;(2)

80 -
— Série Temporal Observada
— GLAR,(2)
60
3
©
2
[
& 40+
o
2
|
| | |
A Ny
1 (
)”"””’)' )1)”"” ‘\.J"} \1 )"J ‘i"n/"’f‘u‘.“”j, ’}'
0- T T T T
out 2020 jan 2021 abr 2021 jul 2021 out 2021
Tempo

Fonte: Elaborac3o Prépria (2025)

A Figura apresenta os graficos da autocorrelacao e autocorrelacdo parcial do residuo,
indicando que nao ha correlacao significativa entre eles para diferentes defasagens. Desse
modo, foi utilizado o Box Test, que é um teste estatistico valido para verificar a presenca
de autocorrelacdo em uma ST. Assim, conclui-se que n3o existem evidéncias para rejeitar
a hipdtese nula, ou seja, ndo ha autocorrelacao até uma dada defasagem. Portanto, tem-se
vestigios de que o residuo tenha caracteristicas de um ruido branco, ja que o ruido branco nao

apresentam correlacdes significativas entre si.
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Figura 28 — Anélise dos residuos para o GLAR;(2)
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Fonte: Elaborac3o Prépria (2025)

4.2.6 Consideracdes Parciais

Neste Capitulo, um novo modelo autorregressivo de ordem 2 n3o condicional com distri-
buicdo marginal Gama-Lindley estd sendo desenvolvido. Devido a complexidade matematica
e tratabilidade, considerou-se que os parametros autorregressivos sejam iguais. Dessa forma,
utilizando técnicas matematicas como a transformada de Laplace, foi proposto o novo modelo,
nessas condicdes, chamado de GLAR;(2).

Desse modo, encontrou-se a distribuicao para o erro aleatério como sendo uma mistura de
distribuices Gama(2, \), exp(\) e exp (%f‘a) Assim, como foi desenvolvido para o modelo
LAR;(2), o estudo se aprofundou em desenvolver propriedades matematicas, como esperanca
e variancia condicional, ACF, PACF, equacdo de previsdao e um gerador para o erro aleatério.

Com a finalidade de estimar os parametros do modelo GLAR| (2) dois métodos de estimaco
foram utilizados: método Yule-Walker e os minimos quadrados. O primeiro foi responsavel
para estimar os parametros autorregressivos a, em que foi deduzido a sua forma fechada,
anteriormente. Pelo método dos minimos quadrados, estimou os parametros provenientes da
distribuicdo da inovacdo: [ e A. A avaliacdo do desempenho desses estimadores foi feita através
de simulacdo de Monte Carlo. Com isso, constata-se que os dois métodos utilizados obtiveram

bom desempenho ao estimar os parametros.
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Por fim, aplicou-se o0 modelo proposto a um conjunto de dados reais no mercado de acdes.
O mesmo banco de dados utilizado para os modelos LAR(2), o que comprovou seu bom ajuste.
Portanto, de acordo com essa base de dados, o modelo GLAR;(2) pode ser eficiente ao fazer
andlises de riscos financeiros e tomadas de decisdes, prevendo movimentos futuros de precos
de acdes e modelando as correlacGes de diferentes ativos financeiros. Na préxima secao, sera
apresentado esse novo modelo de forma mais ampla, no qual os parametros autorregressivos

s3o diferentes.

4.3 CASO 2- PROCESSO AR(2) COM DISTRIBUICAO MARGINAL GAMA-LINDLEY

De maneira semelhante ao que foi feito para o LARy(2), utilizou-se a transformada inversa
de Laplace tendo a transformada para o erro aleatério de acordo com a Equacao (4.3).

(BA+ B+ s)(ars + ) (azs + A)?

Pe(s) = (5 + A)?[(1 — a2)(BA+ B+ ar5)(a2s + X2+ aa(BA + 6+ ass)(ars + A2 |

Da mesma forma, tem-se indicios de que v.a ¢; possui a distribuicio Gama em sua com-

posicdo. A proposicao a seguir demonstra isso.

Proposicao 4.3.1 Seja X; um processo estacionario de média nula e entrada ¢;, com ay =
¢ — «ay. Entdo, a distribuicdo de ¢; é uma mistura de distribuicbes gama e exponenciais com

pardmetros diferentes. Ou seja:
Fe,(1) = Ty Fo, 2 (1) + T3 Fe, o(1) + T35, Fe, 3(1) + TopFe, a(l) + TigFe, 5(1),
em que F,,(.) é a fda de ¢,, com:
€1~ exp(A), e ~T(2,0), €3 ~exp(p1), €a~exp(p2), €5~ exp(ps).

As raizes do polinbmio de grau 3 s3o representadas por r; = —y;, e aparecem ao aplicar

a inversa de Laplace em:

(1 —k)(BA+ as + B) (A + ks)? + k(BA + ks + B)(A + as). (4.6)
Novamente, considerou-se, por simplicidade, na Expressdo (4.6) que a1 = a e ay =

c¢—ay = k. O polindbmio, na sua forma expandida, em funcao dos parametros autorregressivos
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(a, k) e dos pardametros e A é da forma:

2(s) =(a®h? — ak® + ak?)s® + (Bk? — BK® + 2akA + a®Bk + BE*X — BE*A + a?Bk\)s?
+(aN + K207 = 28K7 N7 + 28kX — ak\® + 28kA? — 28K°\ + 2a8kN* + 208k ) s
+BA3 4 SN2

Os pesos sao dados por:

(=R (R(3 4 ) = Xk = 13+ X)) (A= a3 A+ )
e ( k(A —aX)2(B+ BA — kA) — (A — kN2(k — 1)(8 — a\ + B))

i34 g ¢ NOH RO+ B4+ BA))

(A+71)?

+ (Az(ww +BN) = Xk —1)(5+ m))),

(A — EA)2(\ — a\)2(8 — A + BA)

T — ,
A2 (k(A CaN2(B+ BN — kN — (A — EN2(k — 1)(8 — aX + ﬁ)\))

AN+ Er)2 (N +ar)* (B +1+ BN)

I5 = (A+71)?
e
T Ty (A Hkr)PA+ar)?)(B+r+ BN
T ke 1At )P |

com:

W = (2518 9813 4 dakA + 226k + 28K2) — 28K\ + 2a25k)\> +an?
+ 2 (3a2k2 — 3ak® + 3ak2> + E2A% — 208202 4 28k — akA? + 28kN? — 28K2),
T3 (A +Er)?2(A+ar)*(B+ 1+ BA)

T* = — = — ,
32 ]{32@2 302()\ + 7“)21*

com:

I* =y (2518 9813 + dakA + 2028k + 28k2\ — 28kA + 2a26k:)\> +an?

4ol <3a2k2 30k + 3ak2) PN — 281202 + 28k — akA? + 28kN2 — 28K,
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T - o A+ Er)2(N+ar)?(B+ 7+ BN)
33 ]{?3@3 (,03()\ + 7’)2771* ’

com:
m* =p3 (2Bk2 — 2Bk* + dak ) + 2a* Bk + 2B8k*\ — 28K\ + 2a26k)\> + a\?
+ ol (3a2k2 30k + 3ak2> +R2A2 — 28K2A2 + 28k — ak\? + 28kN% — 28K2.

Assim como no modelo LARy(2), os pardmetros das distribuicdes exponenciais sdo raizes
negativas do polindmio de grau 3. Desse modo, com o auxilio do software Matlab essas raizes

possuem a seguinte estrutura:

®7 Py
Ry = @ — -2
{ TN 302k% — 30k + 3ak? @y } ’

{ o, @ @, ﬁ(§f+¢1)z‘}
Ry =

T 20, 3a2k® — 3akd + 3ak? 2 2

e
5720, 3a2k% — 3akd + 3ak2 2 2 ’
em que:
%
@1 = (V@1 + 05— @)+ 0 - 05— @y 4 05)
b — ; B ®7
> 7 3a2k? — 3ak? + 3ak?  9(a?k® — ak? + ak?)?’
o DD B BAS + A2 o — o3
57 6(a2k? — ak? + ak?)2’ ' 2a%k% — 2ak3 + 2ak®’ 0 27(a®k® — ak® + ak?)?’
be = )\(aA + 28k — 2Bk + k2 + 2aBk — ak\ + 28k — 28K*\ + 2a5m)

e

b7 = Bk* — BE> 4 2ak\ + a’Bk + BK*X — BEPN + a® Bk

A demonstracdo da Proposicio pode ser conferida no Apéndice [F|
Considerando o caso em que os parametros autorregressivos sao iguais: a; = as = 0.45, de
acordo com o Caso 2, utilizando o software Matematico Matlab, consegue obter uma expressao
geral que representa as raizes do polindomio de terceiro grau de acordo com a Equacao (4.3)).
Novamente observa-se que, além de todas as raizes serem negativas, existem duas raizes reais
e iguais da forma:
=208

Ri=—=(+1),  Ry=Ry=-

200
0
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Note que a expressdo que representa as raizes reais e iguais nao depende do parametro (3 e
possuem a mesma estrutura das raizes para os parametros autorregressivos iguais determinadas
para o modelo LAR,(2). A primeira raiz, chamada de R; depende dos pardmetros 3 e \.

A seguir, tem-se o espaco paramétrico que compoe a regido dos parametros a, 5 e A\, em
que a area em destaque representa a tripla ordenada que satisfaz as condicoes da v.a €, ser
uma mistura. Essa regido foi construida obedecendo cada uma das raizes reais do polindmio
de terceiro grau da Expressdo ([4.6]), sendo a parte imaginaria desprezivel da ordem 10~%. Isso,
porque para cada raiz escolhida possui uma regido de estabilidade diferente a ser considerada.
O parametro as foi suprimido, considerando cvy = k = ¢ — . A Figura 29| representa a regido
a,3 e A em que as raizes do polinomio de grau 3 sao reais e negativas. Para a construcdo do
grafico, considerou-se uma restricao para os parametros [ e A\ de modo que ele pertence ao

intervalo:

0.1 < 8,A < 100.

Figura 29 — Regido em que as raizes do polindmio de grau 3 sdo reais

80
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Oq 20

Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

Na Figura 30| fixou-se valores para os pardmetros autorregressivos em 9 cendrios diferentes,
e a partir dai plotou o comportamento dos pardmetros 5 e A. Na maioria dos casos, [ esta
compreendido entre 0.1 e 0.99. Apenas considerando o ultimo cenério, para a; = a = 0.80
e ag = 0.10 os valores de 3 variam entre 0.1 e 1.25. Os graficos foram construidos no R,

considerando 0.1 < 5 <20 e 0.1 < X < 100.
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Figura 30 — Espaco paramétrico para os parametros 3 e \.
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Da mesma forma como construido para o modelo LARy(2), o usuério pode determinar o

espaco parametro para os parametros 3 e \, com o parametro a; = a fixado.

1. Utilizando a funcdo soma determinada pela soma dos pesos em funcdo dos pardmetros a,

k, B e\

2. Calcula-se as raizes reais do polindmio de grau 3, considerando a parte imaginaria despre-

zivel da ordem 107°.

3. O cddigo contém 2 loops for aninhados com um a fixo que iteram sobre diferentes valores

de S e A:

= O parametro [ varia de 0.1 até 20 com incremento de 0.01

» O pardmetro A\ varia de 0.1 até 100 com incremento de 1

Para cada valor de 3, o algoritmo testa diferentes combinacdes de A. Por meio de um
comando de condicdo, se a soma for préxima de 1, imprime-se os valores de 5 e A, o

resultado da soma e as 3 raizes reais.
4. O cédigo gera um grafico iterativo em que:

» Eixo y representa A

» Eixo x representa os valores de

Por meio da funcdo Tooltip, quando o usudrio posiciona o cursor sobre 0 mouse, mostra-se

os valores de ), 3, a soma e os valores das 3 raizes reais.

Note que, nas configuracdes da Figura 30| aparecem “buracos” no espaco paramétrico que
podem estar relacionados as condicOes essenciais do modelo. Isso, porque, para v.a € ser
uma mistura, a soma dos pesos precisa ser igual a 1. Pequenas variacoes de 5 e A podem
fazer a soma sair da faixa aceitavel, gerando descontinuidade da regido, em que nenhuma
combinac3o de pardmetros atende ao critério. Outro ponto a ser considerado, refere-se ao
polindmio caracteristico descrito na Equacdo (4.6) que estabelece que todas as raizes sejam
reais e negativas. No entanto, para certos valores de 5 e \ as raizes podem ser complexas ou
positivas, o que indica instabilidade do sistema. Assim, essas condicGes explicam a formacao

de buracos no espaco paramétrico.
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4.3.1 Propriedades Estruturais

Semelhante aos modelos anteriores, apés a construcdo do gerador para o erro aleatério, sdo
apresentados abaixo os graficos da ST, da ACF, PACF e da densidade do erro, considerando

configuracdes de parametros que respeitem a regiao de estabilidade do modelo.

Figura 31 — Gréficos da série, funcdo de autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial de amostras de tamanho 500
para os valores a; = 0.25, a5 = 0.65, 5 = 0.85, A = 5.
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Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)
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Fonte: Elaborac3o Prépria (2025)

Figura 32 — Gréficos da série, funcdo de autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial de amostras de tamanho 500
para os valores a; = 0.32, a5 = 0.58, 3 = 0.93, A = 18.

PACF
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Figura 33 — Gréficos da densidade do erro para amostra de tamanho 500, com A = 10, 8 = 0.92 e diferentes
valores para os autorregressivos.
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Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

Nota-se que, nas Figuras e 32 os graficos das ACF possuem um decaimento expo-
nencial, ja os graficos das PACF apresentam um pico significativo apenas nos 2 primeiros
lags, caracteristicas de processos AR(2). Ja na Figura , nota-se que as curvas seguem uma
tendéncia decrescente, indicando que os erros estdo mais concentrados, proximos de zero. Ao
comparar os diferentes cenarios, nota-se que a medida que a; = a; aumenta e as = as,
do cenario azul até o verde, a densidade do erro se torna mais concentrada, evidenciando
uma menor variabilidade dos erros. Além disso, verifica-se que os parametros 5 e A, quando

aumentados, também contribuem para reducdo da dispersao dos erros.

4.3.2 Simulacao

Com a finalidade de estimar os pardmetros do Caso 2 para o modelo GLAR,(2), utilizou-se
também o método Yule-Walker, em que foi desenvolvido uma expressao geral para encon-
trar as estimativas dos parametros autorregressivos e MQC, utilizado para estimar todos os

parametros.
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4.3.2.1 Minimos Quadrados Condicionais

Na construcdo dos modelos feitos para o Caso 1 foram desenvolvidas varias propriedades
estruturais, como o valor esperado condicional para o caso em geral. Dessa forma, para o
modelo AR(2) com distribuicdo marginal Gama-Lindley, tem-se:

n 28(1+A) — A\’
Onlan, as, B, ) (x — 01(Xem) — 02(Xi2) = (1 — a1 — ) -
(011 (0%) ; t 041 t— 1) Otz( t— 2) ( aq a2) /\ﬁ(l-i—/\)

4.3.2.2 Resultados das Simulacbes

Dessa forma, tendo o valor esperado condicional e as formas fechadas para estimar os
termos autorregressivos, foram feitas as estimativas para os parametros. Nesse processo, fixou-
se os valores para os parametros 3 e A, variando os parametros autorregressivos. As simulacdes
ocorreram em 5 cenarios por meio de 1000 réplicas de Monte Carlo. A Tabela [4] indica os
resultados das estimativas obtidos pelos método Yule-Walker e MQC.

Novamente os resultados da estimacdo dos parametros autorregressivos pelo método Yule-
Walker foram superiores aos registrados pelo métodos dos MQC. No entanto, observa-se a
influéncia dos parametros autorregressivos nos resultados das estimativas dos parametros \ e 5.
Nota-se que a medida que o valor do termo autorregressivo («) aumenta, as estimativas para
o [ tendem a convergir para os valores verdadeiros, pelo método dos MQC. Entretanto ocorre
o inverso para as estimativas do pardmetro A. Mesmo assim, em todos os cendrios obteve-se
bons resultados na estimacao dos parametros. Os cenarios foram construidos seguindo a ordem

dos parametros a, ap, 5 e A, dentro da regido de estabilidade.



Tabela 4 — Estimativas para os pardmetros do modelo pelos métodos de Yule-Walker e Minimos Quadrados

Yule-Walker Minimos Quadrados
Cenarios N én EQM(41)  Ge EQM(42) @ EQM(41)  Ge EQM(az) B EQM(3) A EQM(})
(0.11,0.79, 18, 0.95) 50 0.2093  0.0202  0.6044  0.0464 05037  0.1550  0.5064  0.0804  0.7997 0.0273  18.1119  0.2082
100 0.1685  0.0072  0.6916  0.0151 05000  0.1527 05015  0.0831  0.9008 0.0100  18.0091  0.0160
150 0.1614  0.0055  0.7170  0.0091 05001  0.1521 05003  0.0839  0.9244 0.0035 17.9979  0.0040
(0.21, 0.69, 18, 0.95) 50 0.2780  0.0289 05701  0.0350  0.5044  0.0867  0.5059  0.0335  0.8370 0.0208  18.0601  0.1081
100 0.2453  0.0134  0.6330  0.0141 05011  0.0847 05022  0.0352  0.8882 0.0124  18.0075  0.0081
150 0.2331  0.0091  0.6488  0.0090  0.5004  0.0843 05010  0.0357  0.8920 0.0118  18.0067  0.0043
(031,059, 18,0.95) 50 0.3395 0.0346 05160 00329 05062  0.0387  0.5054  0.0073  0.8237 0.0229  18.1425  0.2723
100 0.3342  0.0247  0.5459  0.0216 05023  0.0370 05013  0.0079  0.8563 0.0176  18.0403  0.0681
150 03191 00167 05648  0.0140  0.5014  0.0366  0.5003  0.0080  0.8746  0.0145 18.0330  0.0523
(0.41,0.49,18,0.95) 50 0.3744  0.0362 04800 00286 05233 0.0135 0.4881  0.0006 0.7959  0.0277 18.8164  1.6250
100 0.3909  0.0299  0.4898  0.0242 05117  0.0121  0.4861  0.0005 0.8718 0.0148 18.2684  0.5334
150 0.4032  0.0250  0.4810  0.0202 05165 00118 04853  0.0004 0.9087 0.0084 18.1422  0.2842
(0.51,0.49, 18, 0.95) 50 0.4147  0.0456  0.4393 00321 05412  0.0014 0.4697  0.0068  0.7807 0.0304 19.4600 2.9168
100 04371 00383 04385  0.0284 05376  0.0012 04659  0.0062 0.9187 0.0074 18.2430  0.4884
150 0.4507  0.0345  0.4291  0.0257 05372  0.0011 04645  0.0060  0.9339 0.0048 18.1038  0.2122

Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

6
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4.3.3 Aplicacao

Foram utilizadas as mesmas bases de dados, que avaliaram a capacidade preditiva dos
modelos anteriores. Dessa maneira, a Figura[34|representa o valor da série ajustada por predicao
a série observada, para o primeiro conjunto de dados sobre a bolsa de valores. A Figura

apresenta a ACF e PACF para os residuos, indicando que n3o existe dependéncia.

Figura 34 — Gréfico para as séries observadas e GLAR3(2)
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Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)
Figura 35 — Anélise dos residuos para o GALAR(2)
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Da mesma forma, utilizou-se o conjunto de dados em hidrologia, de tal forma como foi
usado para avaliar a capacidade preditiva do modelo LARy(2). A Figura [36|representa o grafico

da série observada juntamente com o modelo GLAR,(2).

Figura 36 — Gréfico para as séries observadas e GLAR2(2)
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Fonte: Elaborac3o Prépria (2025)

Nota-se que o modelo apresentou um bom ajuste a esse conjunto de dados reais conforme
verifica-se a proximidade entre as curvas da série observada e a série do novo modelo obtida
por previsdo. Além do mais, a Figura |37| representa os graficos da ACF e PACF.

Dessa forma, observa-se a auséncia de autocorrelacGes significativas, comportando-se como
um ruido branco. Para a andlise dos modelos, trata-se de uma boa evidéncia, comprovando
que a sua estrutura capturou adequadamente os padrdes dos dados. O teste de Ljung-Box foi
aplicado, e os resultados indicam que n3do se pode rejeitar a hipétese nula de independéncia dos
residuos. Portanto, conclui-se que o modelo demonstra eficiéncia satisfatéria para representar

a série em analise.
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Figura 37 — Andlise dos residuos do GLAR,(2)
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Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

4.3.4 Consideracoes Parciais

Neste Capitulo, foi apresentado um modelo autorregressivo ndo condicional de ordem 2
com distribuicdo marginal Gama-Lindley. Com isso, apds analise para o Caso 1, considerou-se
o Caso 2, com parametros autorregressivos diferentes. Sendo assim, a distribuicdo de inovacdo
para esse modelo, assim como nos modelos LAR(2) é também uma mistura de distribuicdes
Gama de parametros (2, \), exponencial com pardmetro A e trés exponenciais com pardmetros
V1, Y2 € w3 que correspondem o oposto das raizes negativas de um polinémio de grau 3,
conforme a Equacao . Esse polindmio é funcdo dos termos autorregressivos (o, az) e
dos pardmetros adicionais (/3, \).

Apds essa etapa, foi construido o gerador para o erro aleatério, além de apresentar as
propriedades estruturais como esperanca condicional, variancia condicional e densidade do
erro. Para estimar os parametros autorregressivos do modelo utilizou-se também os métodos
de estimacdo Yule-Walker. Pelo método dos MQC estimou-se além dos termos autorregressivos
os parametros A e 3. Novamente o método Yule-Walker apresentou melhores resultados das
estimativas dos parametros autorregressivos.

Além disso, percebe-se também a influéncia do termo autorregressivo para estimar os
pardmetros 5 e A\. A medida que aumenta o termo o as estimativas para o 3 tendem a
convergir mais rapidamente para o valor verdadeiro. No entanto, ocorre o efeito contrario em

relacdo a estimativa do parametro A\. Mesmo assim, o método dos MQC mostrou ser eficiente
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para estimar os termos adicionais /5 e A. Para analisar a capacidade preditiva do GLAR,(2),
aplicou-se dois conjuntos de dados reais. O primeiro referente a cotacdo da bolsa de valores e
o segundo sobre um conjunto de dados ligados a meteorologia. Em ambos os casos, o0 modelo
GLAR;,(2) obteve um bom ajuste. Dessa maneira, o modelo proposto é capaz de generalizar

padroes presente a esses conjuntos de dados.
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5 COMPARACAO DOS MODELOS

Neste Capitulo, realiza-se uma comparacao entre os dois modelos autorregressivos propos-
tos, LAR(2) e GLAR(2). Para avaliar a eficiéncia desses modelos com base em um conjunto
de dados reais, foram utilizados os seguintes critérios de selecdo: o Critério de Informac3o de
Akaike (AIC), o Critério de Informacdo Bayesiano (BIC) e a Raiz do Erro Quadratico Médio da
Previsdo (RMSE). Com o valor esperado condicional e a varidncia condicional desenvolvidos
na Secdo para os novos modelos, é possivel realizar a comparacdo utilizando a funcao
de log-verossimilhanca gaussiana. Por fim, os modelos LAR(2) e GLAR(2) serdo comparados
com outros modelos desenvolvidos na literatura, como o EAR(2), GAR(2) e INGAR(2). Na
Secdo [5.1] é feita uma revisdo sobre os modelos propostos e a distribuicdo de inovacdo para
cada um deles. Além disso, faz-se uma descricdo sobre os critérios utilizados para comparar os
modelos, além de uma breve anélise sobre os modelos propostos na literatura. Na Secdo 5.2

tem-se os resultados da comparacdo dos modelos.

5.1 ANALISE DOS MODELOS PROPOSTOS

Neste trabalho foram desenvolvidos dois novos modelos autorregressivos nao condicionais,
com distribuicao marginal Lindley e Gama-Lindley. Entretanto, por simplicidade, para a cons-
trucdo desses novos modelos AR(2) atribuiu-se uma restricdo aos pardmetros autorregressivos
de modo que eles fossem iguais.

Desse modo, para o Caso 1 a distribuicao de inovacdo correspondente aos dois modelos é
uma mistura envolvendo 2 distribuicdes exponenciais e 1 Gama. Para os dois modelos, existe
uma semelhanca entre os pardmetros da distribuicdo exponencial e gama, que sdo A e (2, \),
respectivamente.

Entretanto, o que os difere sao os parametros da exponencial referente a cada modelo.
Para o modelo com distribuicdo marginal Lindley, a exponencial possui parametro (%) @)

M) Note que, assim
a

parametro da distribuicdo exponencial usando o Gama-Lindley é (
como ocorre com as funcoes de densidade de probabilidade, tomando 8 = 1, a distribuicao
de inovacao da Gama-Lindley recai para a Lindley. Dessa forma, para existirem dois modelos
diferentes é necessario que [ # 1.

Além disso, para o modelo LAR;(2) construiu-se o espaco paramétrico da regido que
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compde o parametro \. Desse modo, a regido foi determinada utilizando a definicdo formal de
limite e também expansao de séries de Fourrier, gerando assim duas novas proposicées. Para o
modelo GLAR; (2) existe uma relacdo entre os pardmetros /3 e A de acordo com a Proposicdo
422

Da mesma maneira, considerando o Caso 2, que corresponde ao caso geral, a distribuicdo
de inovacao da v.a ¢; é também uma mistura envolvendo distribuicGes exponenciais e Gama. De
forma similar, ocorre a mesma semelhanca entre dois pardmetros das distribuicdes: exponencial
(A) e Gama (2, )).

Assim, de modo anélogo, a diferenca no caso geral para os modelos LAR(2) e GLAR(2)
refere-se aos parametros da distribuicao exponencial de cada modelo, que correspondem as
raizes reais de um polindmio de grau 3. Para o primeiro modelo, o polindmio estd em funcao
dos termos autorregressivos e do termo adicional A. No segundo modelo, o polinémio é funcao
dos parametros autorregressivos a, oo e dois termos adicionais 5 e A\. O ponto semelhante
entre eles estd nos parametros da distribuicao exponencial que correspondem ao oposto das
raizes reais negativas de cada um desses polinémios.

Em geral, a distribuicdo de inovacao para os dois modelos propostos apresentam formatos
semelhantes no que diz respeito a quantidade de distribuicdes Gama e exponenciais. No Caso
1 para os dois modelos, a mistura é formada por 2 exponenciais e uma Gama. Para o Caso 2,
tem-se a mistura composta por 4 exponenciais e uma Gama. Além disso, nota-se a influéncia
dos parametros autorregressivos nos resultados das estimativas dos parametros. No Caso 1, as
estimativas dos pardmetros tanto do LAR;(2) quanto o GLAR;(2) convergem para os valores
verdadeiros a medida que aumenta-se o parametro autorregressivo. No caso geral, os parame-
tros autorregressivos também influenciam nos resultados das estimativas dos parametros \ e
5.

Para avaliar o desempenho dos modelos propostos utilizou-se os critérios de selecdo AIC,

BIC e RMSE que serdo expostos a seguir.

5.1.1 Critérios de Selecao

1) AKAIKE (AIC) Trata-se de um critério bastante utilizado na selecdo de modelos, que

foi desenvolvido por Akaike| (1973). Sua estrutura obedece a seguinte expressao:

AIC = —21og L(C) + 2p,
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A

em que C' representa o vetor de parametros que maximiza a funcao de log-verossimilhanca.
O termo posterior adicionado, funciona como uma penalizacdo do modelo e estd diretamente
relacionado ao niimero de parametros p.

2) BAYESIANO (BIC) Também muito utilizado para comparag¢do de modelos, esse critério

foi proposto por Schwarz ((1978)), e descrito como:
BIC = —2log L(C) + plog(n),

com C' o modelo selecionado, p o nimero de parametros e n o nimero de observacdes para
o conjunto de dados.

Nota-se que tanto o AIC quanto o BIC se baseiam na funcdo de log-verossimilhanca
diferindo, no entanto, nas diferentes penalizacGes.

3) RAIZ DO ERRO QUADRATICO MEDIO (RMSE) Esse critério consiste em verificar o
quanto os valores preditos se aproximam dos valores verdadeiros. O RMSE pode ser calculado

como:

12 A N2
RMSE = | =3 (Xp = Xi),
]
com X , X} representando os valores observados e valores preditos no instante k, respecti-
vamente. Dessa forma, quanto mais préximo o seu valor se aproximar de 0, menor sera o valor
do erro, mostrando assim que os valores preditos sao préximos dos valores ajustados. Logo, o
modelo apresenta um bom desempenho, de acordo com o conjunto de dados trabalhado.

Na sequéncia sdo apresentados os modelos desenvolvidos na literatura que serao utilizados

para comparar com os dois novos propostos.

5.1.2 Processo EAR(2)

Trata-se de uma extens3o do modelo AR(2) com distribuicdo marginal exponencial com 3
parametros em sua estrutura: dois parametros, a; € ao, que representam os termos autorre-
gressivos e um parametro A, que compde a distribuicdo marginal. Assim, o modelo EAR(2)
é uma generalizagdo do modelo EAR(1), proposto por Gaver e Lewis (1980). O processo

EAR(2), por definicdo é dado por:
Xy =Xy 1+ Xy o+ 6,

em que ¢; é uma sequéncia de variaveis independente e identicamente distribuida (iid) e o e

a sdo os parametros do modelo AR(2). A funcdo log-verossimilhanca dos processos seguem
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a seguinte estrutura:

umah%):—gmgma—gkgw%—§jV%‘““)L (5.1)

2
| 20

em que /i, representa a média e 02, a variancia do EAR(2), formadas pela juncdo dos modelos

exponencial e AR(2). Desse modo, temos:

1
fat = a1 Xy—1 + ao Xy o + X(l — o — ag)

o2 — (1 —ay)
Tt )\2(1+C)é2)(1—0z1 —Oég)(l—{—al —052).

Substituindo na Equacdo (55.1]), temos que a func&o log-verossimilhanca gaussiana do pro-

cesso EAR(2) é da forma:

_on n (1—ay)
I\ a1, q9) = —3 log(27) — 5 log ()\2(1 +an)(1—a; —ag)(1+ag — a2)>

LS [NMA +ag)(1 —ar—ag)(1 + a1 —ag)
| |

Z (1 —042)

t=3

[\]

1 2
X Y — OélXt_l — OéQXt_Q — *(1 — Q] — 042):| .

A

5.1.3 Processo GAR(2)

Proposto por |Gaver e Lewis| (1980), o processo Gama autorregressivo de segunda ordem,
assim como o modelo GLAR(2), também possui na sua composicdo dois pardmetros k; e A,
que correspondem aos parametros de forma e escala, respectivamente, além dos parametros

autorregressivos: v e . O valor esperado e a variancia da distribuicao gama s3o:

k k
wm:§e<@:ﬁ

Assim, a média e a variancia do processo GAR(2) seguem, respectivamente, de acordo com

as expressoes:

k
ury = a1 X1+ an Xy o + X(l —a; —ag) (5.2)
e
olr, = (1= ax)k (5.3)

)\2(1 + 042>(1 — 1 — CMg)(l + a1 — 052).
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De modo analogo, como construido o processo anterior, substituindo as Equacées ((5.2)),
(5.3) em (5.1)), a funcdo de log-verossimilhanca gaussiana é dada por:
n n (1 — )k
I(k,\, a1, a0) = —=log(27) — = lo
(h, A, a2) = =5 log(21) = 5 g[)\2(1—%@2)(1—@1—042)(1+oz1—0@)
1 [)\2(1 +a)(l—ag —az)(1+ag — 042)1

_52

=3 (]_ — O[Q)k’
kf 2
X |yt — Y1 — QalYp—o — X(l — o — 042)] .

5.1.4 INGAR(2)

O processo AR(2) com distribuicdo marginal inversa gaussiana também possui quatro pa-
rametros em sua estrutura: 2 parametros j. e A, que compdem a distribuicao gaussiana inversa
e os pardmetros o e ap do modelo AR(2). Como uma extensdo do processo autorregressivo
de primeira ordem com distribuicio marginal gaussiana proposta em Abraham e Balakrishna

(1999)). A fdp da distribuicdo inversa gaussiana é da forma:

1) = oo | 0,

em que z, it € A sdo positivos.

O valor esperado e a variancia da inversa gaussiana s3o, respectivamente:
3

o
E(x)=p e Var(X)= e

Assim, a log-verossimilhanca gaussiana do processo INGAR(2) é da forma:

(1 = as) ]

Ml =g — )1+ — )
[A(l -+ Ckg)(l — Q1 — @2)(1 + o — C(Q)]
(1 —ag)p?

X (yr — oqyi—1 — Yo — (1 —ay — 042)]2 .

I\ ag,a0) = —g log(2m) — glog [

1N
2

t=3

Em relacdo ao processo EAR(2), o processo acima é bastante similar, mas com um para-

metro a mais na sua estrutura (u).

5.2 RESULTADOS

Os novos modelos LAR(2) e GLAR(2) foram comparados de acordo com os dois casos

em que foram desenvolvidos: Caso 1 que corresponde aos parametros autorregressivos iguais



102

e o Caso 2 em que os parametros autorregressivos sao diferentes. Quanto a analise sobre a
eficiéncia dos modelos, o EAR(2) possui um pardmetro a menos em relagdo ao GLAR(2), o que
pode influenciar positivamente nos resultados, uma vez que os critérios citados anteriormente
penalizam quanto a quantidade de pardmetros adicionais ao modelo. No entanto, o GLAR,(2)
apresentou melhores resultados, conforme serad analisado posteriormente.

Como foi utilizado duas bases de dados reais diferentes para analisar a capacidade de
ajuste dos modelos a esses conjuntos de dados, tem-se que a Tabela [5 mostra os resultados da
comparacdo dos modelos LAR;(2) e GLAR;(2) entrei si, e com outros modelos desenvolvidos
na literatura. Assim, as Tabelas [f] e [§] apresentam os resultados da comparacdo dos modelos
para o caso geral, referente a base de dados sobre a cotacdo da bolsa de valores e a base
de dados climéaticos da capital da India, respectivamente. Da mesma maneira, as Tabela [7] e
apresentam os resultados da comparacao dos modelos usando a base de dados climéaticos

vistos na secao de Aplicacdo, na construcdo de cada modelo.

Tabela 5 — Parametros estimados e valores para AIC, BIC e RMSE a partir dos dados do mercado de acdes -

Caso 1
Modelo &y 6 B N ko 6 AIC BIC RMSE
GLAR;(2) 02750 02750 05 1 - - — 118589 1195.63 0.3119
LAR;(2) 02750 02750 - 20 - - - 1212.02 121851 0.1906
INGAR(2) 0.3050 0.3550 - 20 - 175 — 1213.06 1225.08 0.1799
GAR(2) 04832 04661 - 20 095 - — 1272.05 1285.03 0.1869
EAR(2) 04800 05000 - 20 - - — 196203 1973.74 0.1875

Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

Tabela 6 — Pardmetros estimados e valores para AIC, BIC e RMSE a partir dos dados do mercado de acdes -

Caso 2
Modelo &y 6 BN koo 0 AIC BIC RMSE
GLAR,(2) 02750 0.6250 05 5 - -— -  1202.02 1211.76 0.1407
LAR,(2) 02750 06250 - 100 - - -  1210.88 1217.37 0.1476
EAR(2) 04500 05000 - 20 - - - 127254 128228 0.1490
INGAR(2) 0.2750 0.2550 - 30 - 1.75 - 1273.66 1287.58 0.1498
GAR(2) 02750 06025 - 20 095 - -  1303.08 1312.97 0.1512

Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)
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Tabela 7 — Pardmetros estimados e valores para AIC, BIC e RMSE a partir dos dados em hidrologia- Caso 1

Modelo &y 6 B N ko 6 AIC BIC RMSE
GLAR;(2) 04661 04661 05 01 - - — 080.03 988.24 0.5087
LAR,(2) 0.4661 04661 - 20 - - — 098526 989.73 0.5655
INGAR(2) 0.3050 0.3550 - 20 - 020 - 1014.62 1022.83 0.5594
EAR(2) 04800 05000 - 20 - - — 1028.86 1034.33 0.5710

GAR(2) 0.4832 0.4661 - 20 0.10 - - 1033.27 1041.48 1.3824
Fonte: Elaborac3o Prépria (2025)

Tabela 8 — Pardmetros estimados e valores para AIC, BIC e RMSE a partir dos dados em hidrologia- Caso 2

Modelo éy Gio 3 X k o 6 AIC BIC RMSE
GLAR,(2) 0.4832 04661 085 5 - - — 78654 797.49 0.1751
LAR,(2) 0.4832 04661 - 100 - - - 790.86 800.60 0.1847
EAR(2) 07417 01583 - 100 - - - 818.80 82854 0.1795
INGAR(2) 0.7192 0.1808 - 20 - 020 - 819.43 830.37 0.1742
GAR(2)  0.6900 02100 - 95 05 - - 82059 83358 0.1953

Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

De acordo com as Tabelas acima, em relac3o aos dois novos modelos propostos, o GLAR(2),
mesmo com um nimero maior de parametros em sua estrutura, obteve melhor desempenho
em relacdo ao LAR(2), tanto para o Caso 1 quanto para o Caso 2 . Além disso, para todos
os casos observados, de acordo coma as bases de dados reais analisadas, o GLAR(2) mostrou
ser eficiente em relacdo a todos outros modelos testados. O modelo LAR(2) foi superior aos
modelos EAR(2),GAR(2) e INGAR(2). Sendo assim, de um modo geral, em relacdo aos crité-
rios observados, tanto o modelo LAR(2), quanto o GLAR(2), apresentaram bons resultados,
mostrando ser bons competidores em relacdo aos existentes na literatura.

Assim, os modelos LAR(2) e GLAR(2) podem consolidar-se como uma ferramentas rele-
vantes na area do mercado financeiro, no ambito dos ativos de moedas fiduciarias. Uma vez
que as suas estruturas permitem capturar padroes complexos de volatilidade de mercado, com
os bitcoins, por exemplo. Isso pode auxiliar investidores na tomada de decisGes estratégicas,
contribuindo para um entendimento profundo dos mecanismos de volatilidade em mercados
financeiros.

Nessa perspectiva, os modelos propostos também podem ser (teis na area de Hidrologia,
ao captar séries climaticas, pode-se fazer previsdao sobre eventos climaticos diversos eventos

climaticos.
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6 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Nesta Tese dois novos modelos autorregressivos AR(2) n&o condicionais com distribuicoes
marginais Lindley e Gama-Lindley foram desenvolvidos. Os resultados demonstram o potencial
desses modelos para o ajuste em ST financeiras e climaticas. Como perspectiva futura, propoe-
se essa abordagem para modelos de ordem p, o que permitiria maior flexibilidade na captura
de dependéncias temporais. Entretanto, essa generalizacao enfrentaria desafios significativos

como:
1. Aumento exponencial da complexidade computacional na estimacao dos parametros.

2. Os modelos propostos AR(2) geram uma mistura de gamas e exponenciais, a partir dai,
analisar comportamento da estrutura para modelos AR(3) e AR(4), por exemplo, onde
as dificuldades matematicas tornam-se complexas, a medida que aumenta-se a ordem

do modelo.

3. Dado que um processo AR(2) possui uma equacdo caracteristica, que representa um
polindmio de grau 3, e cujo oposto das raizes sao parametros da distribuicao exponencial
que corresponde a um dos componentes da distribuicdo de inovacao, o desafio consiste

em como generalizar processos AR(p), de acordo com esse polindmio caracteristico.

4. Na generalizacdo de modelos AR(p), a andlise do polindmio caracteristico requer estudo
aprofundado sobre as condicoes de estacionariedade, bem como as regides que garantam

raizes reais e preservem as propriedades do modelo.
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APENDICE A -

Calculos da Proposicdo [3.1.1] (Caso 1).

A transformada de Laplace da distribuicdo Lindley é da forma:

NA+s+1)
(T+XN)(s+A)?

¢x(s) =
Para o modelo AR(2) segue:
¢x(s) = [(1 — a2)¢x,_, (1) + aadx;_,(025)]de(s).

Admitindo a estacionariedade do processo, podemos reescrever a expressao acima:
¢x(s) = [(1 — az)dx(ons) + aadx (a2s)]dc(s). (A1)

Da equacdo (A.1)), tem-se:

_ Px(s)
Pels) = [(1 — az)px(a1s) + 042¢X(0423)]‘ (A-2)

Agora, calculando ¢x(a1$) e dx(ans):

AN\ +as+1) A2\ + ags + 1)

ox(s) = Ao o e ¢ ) T DD o (A3)
Substituindo em obtém-se:
A2(A+s+1)
O(5) = o OTan D) A (A4)

(A1) (A +aqs)? + A1) (A +azs)?
Reescrevendo a partir da Equacao (A.4):

MA+s+ 1A+ 1) A+ ais)?(A + ags)?
A+ DA+ 5)222[(1 — a) (A + s + 1) (A + @28)2 + ag(A + ags + 1) (A + ay5)?]

c(s) =

Apbs simplificacdo da expressao acima:

A+ s+ 1N+ a18)* (N + azs)?
A+ 9)2[(1 —a) A+ a1s + 1A+ a28)? + ag(A + ags + 1) (A + ay8)?]

¢6(5) =

Para esse modelo vamos fazer uma restricdo nos parametros autorregressivos de modo que

se tenha:
ap=ay=a, ac(0,1).

Podemos reescrever ¢.(s) da forma:

A+ s+ 1)(A+ as)?

Pels) = (s+A)2(A+as+1)
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Com o intuito de obter a distribuicdo do erro, aplica-se em ¢.(s) a transformada inversa de
Laplace, usando o método de fracBes parciais. Técnica essa, utilizada em Calculo Diferencial
que facilita a integracdo de funcdes racionais. Desse modo, considere H(s) = ¢(s). Assim, a

transformada inversa de Laplace correspondente sera denotada por h(z). Segue:

Dessa forma, para encontrar h(x) é necessario decompor a expressdo H (s) em fracdes parciais.

A+s+1)(A+as)> A N B* N Cr
A+8)2AN+as+1) (A+s) (A+s)?2 (Atas+1)
Fazendo s = — )\, temos:
B — _)\Q(CL - 1)2 )
A—aX+1)
Considere s = w ent3o:

ala—1)(14+N)

¢ = (A—aX+1)2 "

Por fim, avaliando em s = 0 e substituindo os valores dos coeficientes B* e C* encontrados:

A+ (A—aN)? al2(a—1)(A+1)
AF — __Qzadt]) —MA+1)+ (A—ar+1)2
A+ 1)

Por conseguinte, nota-se que H(s) pode ser reescrita do seguinte forma:

a B
G+ N GEN2 —ar+1)

H(s) =

Uma vez que temos funcdes conhecidas, agora podemos aplicar a transformada inversa de

Laplace.

Sabe-se que h(x) é a transformada inversa de H(s), logo:
ESOP

1
h(x) = TiXe™ + Tya\2e ™ + T <>\+> e ( ;
a

com os pesos finais 17, T e T3 da forma:

T _ <A*> @A+ a®X? — 3a* X — 2a* — 2a\* + a\ +3a + N2+ )\
o (2

VA (A—ar+1)? ’
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Expressando a soma em funcao dos parametros a e A, tem-se que:

—aPFaP 2 —2a)2 —2a +a+ N2 +220+1
(A—aX+1)2 '

S(a,\) =

Portanto, considerando a Proposic3o [3.1.1] para o modelo LAR;(2), h(z) é uma mistura

14X

p ), com a soma dos PESOos:

de distribuicdes gama (2, \) e exponenciais de pardmetros (\) e (

T+ T35 + T = 1],
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APENDICE B -

Calculos para o espaco paramétrico do parametro A referente a Proposicado 3.1.1]
Analisando o espaco paramétrico para o LAR;(2), temos que a soma (.5) dos pesos é da

forma:

a’)? — 2a® — 2a0? — 2a\ +2a + N+ 22+ 1

Sta, ) = = ah+ 12

(B.1)

De acordo com a regiao de estabilidade para o novo modelo, o termo autorregressivo esta no
intervalo: [0.1;0.49].

Analisando a soma S da Equacdo (B.1)) para a = 0.1, tem-se:

S0 = 812 + 180\ + 118
©81A2 4+ 180N + 100°

Reescrevendo S(\) obtém-se:

18

S(A) =1 .
) i 812 4 180\ + 100

Agora, € necessario investigar o comportamento de A de modo que a expressao

B 18
~ 81A2 4+ 180\ + 100’

S1(A)
se torne préxima de 0. Usando a definicdo de limite, veja |Lima| (1981)), tem-se que:
Ve>0, I >0A>X =]51(\)—0]<e.

A ideia é encontrar valores para A para o qual S1(\) seja menor que um valor arbitrario pequeno

€. Dessa forma, tem-se:

Sl()\) <€
< 18 <
€
81A% + 180\ + 100

<= 18 < (¢€)(81A* + 180\ + 100)

< 18 < 81eA? + 180\ + 100e

<= 81eA? + 180\ + 100e — 18 > 0.
Resolvendo a inequacdo quadratica em A

81eA? + 180e) + 100e — 18 > 0,
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as raizes em funcdo de € s3o da seguinte forma:

Mg = 0 V2 10 _ ¥2e
9 3€ 3e
Como o parametro \ é positivo, temos que a solucao possivel da inequacdo neste caso,
serd
Si={AeR :A>X\(e)}.
Considerando agora a = 0.49, substituindo na Equacdo (B.1)):

B 292846565769766502400\% 4 1148417904979476468399\ + 1688624680282567475200

Sa(A
2() 112589990684262400(2601 A2 + 10200 -+ 10000)

De modo anélogo ao processo anterior:
Ve > 0,3Xg > 0|A > Ao, = [S2(N) — 1| < e.
A expressdo Sa(A) pode ser decomposta da forma:
So(A) =1+ R,

com R indicando o residuo, de modo que:

o 43991562724773439943575200
~112589990684262400(2601\2 + 10200\ + 10000)”

Dessa forma, tem-se:

R <e
— 4399\ + 562724773439943575200
112589990684262400(2601A2 + 10200\ + 10000

<= 4399\ + 562724773439943575200 < 112589990684262400(2601A% + 10200\ + 10000)e.

)<6

Resolvendo a inequacdo quadrética, e utilizando o software matematico Matlab, tem-se

que uma expressao a unica solucdo possivel para ), desde que A > 0 é:

J/(Ae — B)? — Ce(De — E) — Ac + B

Aa(e) = Fe ’
com os coeficientes:
A = 1.14841790497947648 x 10%, B = 4399,
C = 1.171386263079066 x 10%!, D = 1.125899906842624 x 10*!,

E = 5.627247734399435 x 10%, F = 5.85693131539533 x 10%.
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Logo, a solucao considerando essa condicdo é da forma:
So={AeR:A> \(e)}.
Agora, a solucdo consiste em encontrar a interseccao para os dois resultados desenvolvidos.
Ae) = Ai(e) N Aa(€) = Aa(e).

Dessa forma, pode-se obter o valor A\ de acordo com o ¢ escolhido, conforme mostra a

tabela a seguir.

Tabela 9 — Valores de A para diferentes €

€ A
0.1 2.42
0.01 11.90

0.001 | 41.87

0.0001 | 136.65
0.00001 | 436.39

Fonte: Elaboracdo Prépria (2025)

Desse modo, para a construcdo do modelo LAR;(2), considerou-se ¢ = 0.01.
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APENDICE C -

Calculos da Proposicdo |3.2.1}

A transformada de Laplace para um modelo AR(2) é da forma:

¢x(s) = [(1 = ag)dx, , (18) + @adx,, (a28)]¢c(5)-

Para o caso geral, a transformada para o erro é:

A+ s+ 1N+ a18)* (N + azs)?
A+ 9)?[(1 —a) A+ a1s + 1A+ a28)? + ag(A + ags + 1) (A + ay8)?]

¢6(5) =

Considerando s = ¢ — oy = k, podemos reescrever ¢.(s) da forma:

A+ s+ 1)(A+as)*(A + ks)?

Pels) = (A +s)2z ’

em que z é determinado pelo polinémio de terceiro grau da forma:
z=(1—-k)A+as+1DA+ks)?> +k(A+ks+1)(\+as)?

Com o intuito de obter a funcdo que representa a distribuicao do erro aleatério, aplica-se
em ¢.(s) a transformada inversa de Laplace. Desse modo, considere H(s) = ¢.(s). Assim, a

transformada inversa de Laplace correspondente serd denotada por h(z). Segue:

fe(x) = h(z)
Dessa forma, para encontrar h(x) é necessario decompor a expressdo H (s) em fracdes parciais.
A+s+1)(A+as)*(A+ks)? A N B* N cr
(s+ A2z (s N) (sEN?2 2

A+s+ DA +as)* (AN +ks)? = A (s + Nz + Bz +C*(s + \)*

Seja s = —\:

Ma—1)2%(k—1)2

B = R PO ah + 1) - kN — PO — kA 1)

Fazendo s = r, com 7 raiz da expressao:
(1 — k)N +as+ 1A+ ks)? + k(A + ks + 1)\ + as)?]

entao:

A+7+1)(A+ar)* (N + kr)2‘

¢ = (r+ )2
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Avaliando em s = 0 e substituindo os valores encontrados para B* e C*:

4 A (a—1)2(k—1)2(\+1) A2(A+Er)2(Aar)2(A+r+1)
" :>‘ (A+1) N (E—1)3(A—ar+1)—kX2(a—1)2(A—kX+1) (A +r)2
A3\ +1)

Finalmente, pode-se reescrever H(s) da seguinte forma:

A B
H(S):{(s+)\)+(s+/\)2+z}

Aplicando a transformada inversa de Laplace e considerando h(z) a transformada inversa
de H(s), temos:
h(z) = Tixe ™ 4 TyaX?e ™ + T5 (—r1)e ™ 4+ Tiy(—ro)e ™" + Tiy(—rs)e ™",
com 1y, 1o € r3 raizes negativas do polindmio de grau 3 ao se aplicar a inversa de Laplace em:

(1= k)N +as+ 1A+ ks)? + k(A + ks + 1)(A+as)?] !,

cujo resultado é uma expressao do tipo:

Zz?’:l (exp m)) 1)

em que r; representa cada uma das 3 raizes do polindmio:

2(s) =(2k? + a1k?)s® + (200 k2N 4 201 kX + a2kA + KA + 2k + k?)s?

+ (200 kA% 4 200 kA + 2k 4+ 2k0% + A% 4+ g A?)s + AP 4+ A2+ kAP + kA2

E possivel mostrar que r; < 0, Vi, ou seja, podemos escrever r; = —¢;, Vi . ¢; > 0.

Manipulando para aparecer uma exponencial em [F.2}

S (eXp ”) . (C.2)

=1
Para ¢ = 1, por exemplo:

*

=173
s 2 1 exp(—pit)

= 15,01 exp(—¢1t).

De modo analogo ocorre parai =2e 1= 3.
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Dessa forma para i = 1, considera-se a primeira raiz de z(s). De modo anélogo para i = 2

e 1= 3. Ja os termos k1, ky e k3 sao dados por:

k1 = (3a%k? — 3ak® + 3ak?) @} + 2kA + 1 (20%k + 22\ — 2K°\ + 2k — 2k°

+dakA + 207kA) + (aA? + 26X — 2K2X — k2A? + 2akA + ak\?)

ky = (3a°k? — 3ak® + 3ak®) @3 + 2k + ¢o(20%k + 2K\ — 2K3X + 2k* — 2k

+dakd + 207kA) + (aA? + 2kX% — 262X — k2A? + 20kA + ak\?)

ks = (30°k? — 3ak® + 3ak?) @3 + 2k\ + ¢3(2a%k + 2K2\ — 2k°\ + 242 — 24

+ dak) + 2a2k/\) + (a)\2 + 2kA2 — 2K2)\ — K22 + 20k + ak>\2) .

Ja os pesos sdo determinados por:

" 4 A (a—1)2(k—1)2(\+1) A2 (A+kr)2(A+ar)?(A+r+1)
T — Af _ A (A + 1) + N2(k—1)3(A—ar+1)—kX2(a—1)2(A—kX+1) (A+r)2
D MO +1) ’
B A(a—1)*(k —1)*
. (a1~ 1)

2 XEk—13N—ar+1) —kX2(a—1)2(A— kA + 1)

Tgﬁ _ (A +kr)2(Arar)2(A+r+1)

)

(1) |:(>\+r)2 (Qk/\+a/\2+¢§(3a2k2—3ak3+3ak2)+2k>\2—2k2>\> +é1 <2a2k+2k2>\—2k3A+2k2—2k3+4akA+2a2kA) Ic2>\2+2ak’>\+ak>\2:|

T§‘2 _ (At+kr)2(A+ar)?(A+r+1)

S
(¢2) |:()\+r)2 <2k)\+a)\2+¢§(3a2k2—3ak3+3ak2)+2k)\2—2k2)\> +¢2 (2a2k+2k2)\—2k3)\+2k2—2k3+4ak)\+2a2k)\> —k2X2 +2ak)\+ak)\2:|

ng _ (A +kr)?(Arar)2(A+r+1)

I

(¢3) |:(>\+r)2 (2k/\+a/\2+¢§(3a2k2—3ak3+3ak2)+2m2—21«2>\> +¢3 (2a2k+2k2/\—2k3A+2k2—2k3+4ak/\+2a21«/\) k2>\2+2ak>\+ak>\2:|

de modo que

. 13 . 13 . 13
T31 = T3 32— — ) 33 = T 7.
k11 koo k303
em que:
e A+ kr) AN+ ar)*)(A+r+1)
3 = .

(A+71)?
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Assim, a distribuicdo da v.a ¢; corresponde a uma mistura do tipo:
h(w) = TiAe ™ + Tyad?e ™™ + Ty (d1)e™ " + Tiy(da)e™ " + Tiy(gs)e ™.

Com a soma dos pesos da forma:

TP+ 15 + 15 + 15, + 155 = 1)
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Célculos Gama-Lindley (Caso 1)
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Considerando a Proposicéo [4.2.1] que corresponde ao modelo GLAR;(2), assim como no

caso anterior, tem-se que a transformada de Laplace é dada por:

¢x(s) = [(1 = ag)px, , (18) + @adx, , (a28)]¢e(5)-

A préxima etapa serd adaptar a expressdo acima usando a transformada da Gama-Lindley de

pardmetros (A, 3) do tipo:
bxls) = N(BA+ B+ 5)
VBN (s + N

Temos que a transformada de Laplace para o erro aleatério é:

Px(s)
(1 - a2)¢Xz’—1 (als) + a2¢Xi—2(a2S> .

¢6(3) =

Admitindo a estacionariedade do processo, vamos calcular ¢y (a;s) e dx(azs) .

N(BX+ B+ ays)
B(L+ A)(a1s + A)?

)\2(5)\ -+ 5 + 0528)

ox(ars) = B(1+ A)(azs + A2

Px(aps) =

Substituindo na expressdo da trasformada de Laplace para ¢,:

A2 (BA+B+s)
€ (1—a2)A?(BA+B+ais) + 2 A2 (BA+B+azs)
B(1+A) (a1s+A)?

B1+A) (azs+X)?

Fazendo as simplificacGes acima, chegamos na expressao:

(BX+ B+ s)(ars + A)?*(ags + N)?

P8 = | GNP = an)(BA 1 + 1) (s + N2 + ca(BA+ B ans){ars + V2

Considerando também a restricdo para:
aj=ay=a, ac/(0,1).

Reescrevendo a expressdo acima, temos:

(BA+ B+ s)(as + N)*(as + N)?

w9 =16 AP[(1 = a)(BA+ B +as)(as + \)? + a(BA+ B+ as)(as + A)?] ||

Simplificando, chega-se a expressao:

(BA+ B+ s)(as + \)?
(s + N)2(BN+ 5 + as)

¢€(S) =
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Com o objetivo de obter a distribuicdo do erro aleatdrio, aplica-se em ¢.(s) a transformada
inversa de Laplace, usando o método de fracBes parciais, assim como no caso anterior. Desse
modo, considere I(s) = ¢.(s). Assim, a transformada inversa de Laplace correspondente sera

denotada por i(x). Segue:

fe(z) = i(z)
Dessa forma, para encontrar i(z) é necessario decompor a expressdo I(s) em fracdes parciais:
(BA+ B+ 8)(\ + as)’ T Ty 13
= - - .
(A+s)2(A+as+1) A+s)  (A+s)2  (BAN+ 5+ as)
Fazendo s = — )\, tem-se:
o M= 1P+ A=)
T (BHsA-an)
Seja s = U ogo, tem-se:

a

(B = A+ BN(8 = 22 + BA)

Iy = (A — B+ﬁ/\>2

Finalmente avaliando s = 0 e substituindo os valores encontrados dos termos 15 e T3,

obtém-se:

BA2(a—1)2(A+1)(B=A+BN) 5}\2()\ i 1) i aBA2(a—1)(A+1)(B—A+BN)2

T = — B—aXrtBA (B—ar+pA)2
A(B +BA)
Desse modo, observa-se que I(s) pode ser reescrita do seguinte modo:
T1 T2 TS
I(s) = + + .
(5) (s+A)  (s+X)?2  (BA+B+as)

Essa etapa consiste em aplicar a transformada inversa de Laplace em cada um dos termos
separadamente, visto que temos funcdes conhecidas. Assim, considerando i(z) a transformada

inversa de [(s), tem-se:

A
i(r) = Tl*)\e_m’ + TQ*QS)\QG_)‘“ + T3 (5 ;5> e‘(%)w'

E os pesos finais sao representados por:

BAZ(a—1)2(A+1)(B—A+BN) afA2(a—1)(A+1)(B—A+BN)?
T — (T1> = B—ar+BA B 6/\20‘ +1)+ (B—aX+BX)2
e

A N6+ BA) ’

oo T o8- AHBV (8- 22 +8)

(BA+ D) ()\_@)Q(QJFW\)

. (T (a—1)2(B— A+ 5N
T2_</\2>_ B —a\+ B\
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Ja a expressao da soma dos pesos em funcdo dos parametros 3, A e a é da forma:
a®B2N2 + 203 B2\ + a® 5% — 2a3 A% — 2a3 BN + a®\?

— 20?82 N% — 4a? B2\ — 2d%5% + 4a% BN + 462 BN — a* N>
+ aB?X% + 2a82\ + aff? — 4aBN? — 4aB\ + a)?

+ﬁ2>\2+262)\+ﬁ2
(B —aX+ BA)?

S(a, B, ) =

Assim, i(z) é uma mistura de distribuicdes Gama (2, \) e exponenciais de pardmetros (\) e

(M), com a soma dos pesos:
a

Ty +T; + 15 = 1],
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APENDICE E -

Analisando o espaco paramétrico para o A e 8 no Caso 1, Gama-Lindley.
Temos que a soma (.S) dos pesos é uma funcdo com trés pardmetros: a , A e § da forma:

PN+ a® BN — aP X2 — 2028202 — 4232\ — 202 5% + a? BN + a?B + 242 )\?

(B —aX+ fA)?
0 3aB%AN 4 60BN + 3aB? — BaBA? — BafA + BAP+ BN (a—1)2(B— A+ BA)
S(a,B,\) = + (B—ar+ BA)? A 1y S5y
aBo— DA+ 1(8 = A+ AP

(B —aX+ BA)?
Como o modelo é estavel para o termo autorregressivo a, no intervalo [0.1;0.49], considerou-
se os valores extremos, ou seja, os limites inferiores e superiores da faixa, o que permite
identificar a regido de estabilidade para os pardametros 3 e A. Assim, seja a = 0.1, substituindo
na expressao acima:

73%\2 N 1432\ n 732 n 5118\2 N 5118 n 192

25 25 25 1000 1000 1000
(B =15+ BA?

S(B,A) =
(8, A) 815  81A N 818N 982N+ 1)%(B— A+ BN)?
4 100 100 100 _ 100
(B =55 +6% (8= 55+ B2’
Como a soma S = 1, resolvendo a equacdo em funcdo de A tem-se que as raizes para S
sao do tipo:
—p —(8 —1i) — (8 +14)
R, = , Rp=—7—~ Ry=——-—.
EERCEN VA 8 ! 8

A partir dai, a tnica soluc3do possivel serd Ry, considerando apenas no contexto real, e como
B > 0, para termos \ também positivo, tem-se que 3 < 1. Assim, a regiao serd 0 < [ < 1.

Considerando agora a = 0.49, dentro da regiao de estabilidade, temos que:

26013 — 2601\ + 26015\ 49495222 + 989832\ + 494932
10000(8 — 12 + BA) 5000(8 — 422 + g))2
491906119659505167296A2 4+ 491906119659505167295\ — 16327845485028007417\2
; 45035996273704960000(8 — 123 + BA)2
249962(A + 1)2(8 — A + B))?
10000(3 — 493 + B)2

De modo semelhante, como S = 1, isolando a expressdo em funcdo de A\ tem-se o polind-
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mio:

p(\) = )\3<1144866482421760053 - 1144866482421760062)
+ \?(343459944726528003* — 228973296484352003)
+ A(3434599447265280053 — 114486648242176004>
+ 114486648242176003 )

— 11448664824217601 + 114486648242176000 + 11448664824217600.3°.

Ao resolver p(A) = 0, encontramos também como raizes:

= _ —(B—-1) =B+ 1)
M=oy T BT

Sendo assim, de forma analoga ao caso anterior, a Unica solucao real possivel é Ry, com

0 < B < 1. Dessa forma, para qualquer valor de a, dentro da regido de estabilidade, a relacdo
entre os parametros (3 e A coincidem com a expressdo determinada em R;. De modo geral,
para qualquer valor do pardmetro autorregressivo a, as raizes de f()\) sdo sempre os termos

Rl, Rz e Rg.
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APENDICE F -

Calculos da Proposicdo |4.3.1

A transformada de Laplace para um modelo AR(2) é da forma:

ox(s) = [(1 — a2)px,_, (@18) + aadx,_,(as)]@e(s).

Para o caso geral, a transformada para o erro aleatério da distribuicdo Gama-Lindley é:

(BA+ B+ 5)(a1s + A)* (a5 + M)
(s + N)2[(1 — ) (BN + B+ a18)(as + A)? + aa(BA + 8+ aas) (s + N)?] |

¢6(5) =
Assumindo que
ay=c—ay =k, O<e<l<ay,

pode-se reescrever ¢.(s) da forma

(BA+ B+ s)(ous + A)*(ks + \)?
(s + A)?[(1 = k)(BA+ B + ans)(ks + A)* + k(BA + B + ks)(ars + A)?]

¢6(3) =

Com o objetivo de obter a funcdo que representa a distribuicdo do erro aleatério, utiliza-se
em ¢.(s) a transformada inversa de Laplace. Dessa maneira, considere 1(s) = ¢.(s). Assim,

a transformada inversa de Laplace correspondente serd denotada por i(x). Segue:

fe(x) = i(x)
Dessa maneira, para encontrar i(x) é necessario decompor a expressao /(s) em fracdes parciais.
(BA+s+B)(A+as)*(AN+ks)>  D* N E* N F*
(s +A)2z (A (s 2

(BA+ B+ 8) (A +as)* (N + ks)? = D*(s + Nz + E*z + F*(s + \)*.
O termo z é determinado por:
(1= E)(BA+ B+ as)(ks + A\ + k(BX + B+ ks)(as + N2

Agora, vamos encontrar os coeficientes D*, E* e F™*.

Fazendo s = —A\:

(A= KA\ — aN)2(B — A+ B\) = E*2

(A= EN)2(\ — a\)2(B — A + BA)

B == (KX —aX)2(B+ A — kX)) — (A= kN2(k — 1)(B — aX + BN)
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Fazendo s = r, sendo r raiz de:
(1 —K)(BA+ B+ as)(ks + N+ k(BA+ B+ ks)(as + N)?],

entao:

(BA+ B+ 7)(X+ar)* (A + k:r)f

F* =
(r4+ )2

Avaliando em s = 0 e substituindo os valores encontrados para B* e C*, tem-se:

k(A —aN2(B+ BA—kX) — (A= EN2(k — 1)(B — a)\ + BN

NN+ Er)2(A+ar)?(B+7r+ BA)
(A+71)?

. (()\ — kX)? (W(ﬁ +BA) = A2 (k= 1)(B+ 6A)> (A —aX)?(8— A+ BA)

— N+ B) +

. (A2 (W(ﬁ +BA) — Nk — 1)(B+ m))) .
Por fim, pode-se reescrever I(s) como uma express3o da tipo:
D* E* F*
I(s) = — 7.
(s) {(SH) ERCESVER }

Aplicando a transformada inversa de Laplace e considerando i(x) a transformada inversa
de H(s), temos:

’L(.CE) = Tl)\efm + TQ.CE)\Zei)\I + T31§01€711 + T32g02€7302z + ng@geiwgz,

com r; = —¢;, as raizes negativas do polindmio de grau 3 ao se aplicar a inversa de laplace

em:
(1= E)(BA+ B+ as)(ks + A\)? + k(BX + B+ ks)(as + \)?,

em que o resultado possui uma estrutra semelhante ao encontrado no modelo LAR3(2), da

y- (2l (F1)

j=1 j

forma:

J

com r; representando as raizes do polindmio de grau 3 em s:
2(s) :(a2k2 —ak? + ak2)s3 1 <6k2 — BE3 + 2ak\ + a?Bk + BE\ — BEPA + a2ﬁk:/\) 52
+ (w + k202 = 28K°A2 + 2Bk — akA? + 28kN? — 28k%\ + 2a8kN? + 2a/3k;A)s
+ BA® 4 BAZ

De modo analogo ao LAR,, prova-se r; < 0, Vi, ou seja, podemos escrever r; = —¢;, Vi

.. ¢; > 0. Manipulando para aparecer uma exponencial em [F.1}
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S <6Xp<k?”)> . (F2)

Para 5 = 1, por exemplo:

= T3101 exp(—¢1t).

De modo anélogo ocorre para j =2 e j = 3.

Os termos ky, ko e k3 possuem a seguinte estrutura:

k= (\+r)w* ky=A\+1)?l" e ks = (A +7)*m*,
com:
w* = ¢ (25/8 — 2BK3 + dak) + 2a*Bk + 2Bk*N — 28K\ + 2a25m) + a\?

+ 2 (3a2k:2 — 3ak® + 3ak2> L E2A2 — 28K2N% + 28k — ak\? + 28k\2 — 28Kk,

I* = oy (251& 983 + dak) + 2028k + 28K\ — 281 + 2a2ﬁk)\> +an?

+ ol (3a2k:2 —3ak? 4 3ak2> RPN = 281207 4 28k — akA2 + 28N — 28K,

m* = o3 (2ﬁk2 — 2BK® + dak\ + 2a*Bk + 2Bk*\ — 2BK*\ + 2a25k‘)\> + a\?

+ ol (3a2k52 30k + 3ak2> +R2A2 — 28K2A2 + 28k — akA? + 28kNE — 28K2.

Os pesos sao dados por:

T, =

D (A — k)2 (W(ﬁ +BN) — A2k — 1)(8 + m)) (A= a))2(8 — A+ B\)
A _( k(O —a))2(B+ BA — kX) — (A — EA)2(k — 1)(B — aX + BN)

AN+ Ekr)2(N+ar)*2(B + 1+ BN)
(A+7)?

— N+ BN +

+ (v (1223 4+ 53) = Xk — 1)(5 + 6A>)) ,

= (A — EA)Z(A — a\)2(B — A+ B))

ST (k()\ a2+ BA— kN — (A — EN2(k — 1)(8 — aX + m)) ’

A+ k)2 (N +ar)*(B +1 4 BA)
(A +1)2 ’

T3 =F* =
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T — T3 __()\+k;7“)2(/\+a7“)2(6+r+6)\)
BT kle ©1(A + 7r)?w* ’
T Ty (A+Hkr)PA+ar)*(B+7r+ BN

52 k‘ggag QDQ()\ + 7’)2l*

e

Ty A+ kr)2(A+ar)*(B+ 1+ BN
T33 = — = — B - .

k3903 g03()\ + T') m

Assim, a distribuicdo da v.a ¢, para o modelo GLARy(2) corresponde a uma mistura do

tipo:
h(z) = Tide™ + ToxNe ™ + Typre™ 1% + Tyapoe™ 27 + Tygpge 7.

Com a soma dos pesos é da forma:

Ti+To+ T+ T3+ T33=1|
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