VIRTUS IMPAVIDA

L A ]

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO ACADEMICO DO AGRESTE
NUCLEO DE FORMACAO DOCENTE

CURSO DE MATEMATICA-LICENCIATURA

LUCAS MARTINS VERCOSA

SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS: uma anilise de livros do Ensino Superior 2 luz da

Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica

Caruaru

2025



LUCAS MARTINS VERCOSA

SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS: uma anilise de livros do Ensino Superior 2 luz da

Teoria dos Registros de Representagdao Semidtica

Trabalho de conclusdao de curso apresentado
a Coordenacdo do Curso de Matematica-
Licenciatura, do Centro Académico do Agreste
da Universidade Federal de Pernambuco, na
modalidade de monografia, como requisito
parcial para a obtencdo do grau de Licenciado
em Matematica.

Area de concentracfio: Ensino (Matemitica).

Orientadora: Profa. Dra. Maria do Desterro Azevedo da Silva

Caruaru

2025



Ficha de identificacdo da obra elaborada pelo autor,
através do programa de geracdo automatica do SIB/UFPE

Vercosa, Lucas Martins.

SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS: uma anélise de livros do Ensino
Superior aluz da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica/ Lucas Martins
Vergosa - Caruaru, 2025.

58p. :il.

Orientador(a): Maria do Desterro Azevedo da Silva

Trabalho de Concluséo de Curso (Graduacéo) - Universidade Federal de
Pernambuco, Centro Académico do Agreste, Matemaética - Licenciatura,
2025.

Inclui referéncias.

1. Sequéncias numéricas. 2. Teoria dos Registros de Representacdo
Semidtica. 3. Livrosdo Ensino Superior. |. Silva, Mariado Desterro Azevedo
da. (Orientagdo). Il. Titulo.

370 CDD (22.ed.)




LUCAS MARTINS VERCOSA

SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS: uma andlise de livros do Ensino Superior 2 luz da

Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica

Trabalho de conclusdo de curso apresentado
a Coordenagdo do Curso de Matematica-
Licenciatura, do Centro Académico do Agreste
da Universidade Federal de Pernambuco, na
modalidade de monografia, como requisito
parcial para a obtencdo do grau de Licenciado
em Matemadtica.

Aprovada em: 05/08/2025

BANCA EXAMINADORA

Profa. Dra. Maria do Desterro Azevedo da Silva (Orientadora)

Universidade Federal de Pernambuco

Profa. Dra. Naralina Viana Soares da Silva (Examinadora Interna)

Universidade Federal de Pernambuco

Profa. Me. Lidiane Pereira de Carvalho (Examinadora Externa)

Secretaria de Educacdo de Pernambuco



Dedico este trabalho a mim.



AGRADECIMENTOS

Primeiramente, agradeco ao “Luquinha” por ter se apaixonado pela Matemadtica nos
primeiros anos da Educacdo Bdésica. Sem essa paixdo, eu jamais teria conseguido seguir em
frente.

Agradeco a minha mae, Antdonia Martins, por reconhecer o poder da educa¢do, mesmo
sem ter tido acesso a esse direito na infancia, e por sempre me incentivar a permanecer no
ambiente escolar.

Aos meus irmaos e irmas — em especial, Luciano, Suely, Jéssica, Su€nia e Silvania —
por me apoiarem e acompanharem de perto boa parte da minha jornada académica. Também
aos meus irmaos e irmas Suelania, Jefferson, Suedja e Suzana, por torcerem pelo meu sucesso
profissional.

A minha orientadora, Maria do Desterro, por acreditar no meu potencial, mesmo quando
eu constantemente duvidava dele. A senhora é minha principal fonte de inspiragdo no meio
académico. Obrigado por ter me acolhido nessa jornada!

Ao grupo de amigas e amigos que tive a sorte de conhecer ao ingressar no curso: Maria
Luiza, Isabella Carvalho, Kalina Gislane, Ana Clara e José Lucivaldo. E um prazer inenarrdvel
compartilhar tudo aquilo que jamais tive a oportunidade de compartilhar com outras pessoas.
Cada um de vocés foi essencial para que eu conseguisse dar inicio a (re)constru¢ao da minha
propria identidade, a qual foi invisibilizada e invalidada por muitos anos.

Maria Luiza, como diria a Taylor Swift: foi encantador te conhecer! Tua forma de tratar
o proximo, sua empatia, sua inteligéncia e sua grande amizade me inspiram profundamente.
Sou imensamente grato por voc€ ser tao presente em minha vida, mesmo separados por tantos
quilometros. Obrigado por sempre ouvir tudo aquilo que tenho a dizer, independentemente de
ser algo supérfluo ou mais profundo. Te amo muito!

Isabella, tua forca de vontade e dedicagdo em tudo que te propdes a fazer me inspiram
constantemente. Vocé é, literalmente, daquelas amigas que chegam cinco minutos antes de os
portdes da escola de um concurso se fecharem, porque estava esperando eu chegar a tua casa
para irmos juntos. E uma honra ser teu amigo e colega de estudos em quase cem por cento
das disciplinas, j4 que ndo cursamos juntos apenas uma cadeira durante todo o curso. Vocé €
gigante!

Kalina, sou imensamente grato pela tua amizade e por compartilhar comigo tantas ideias



em comum. Nao sei exatamente o motivo, mas sempre me identifiquei com varios aspectos da
tua personalidade. Isso, com certeza, fez com que nos torndssemos 6timos amigos. Admiro sua
paixdo pela Matemadtica, especialmente pelos assuntos de Calculo. Vocé vai longe!

Ana, obrigado por contribuir imensamente para a (re)conquista da minha espontaneidade.
Tua leveza e teu senso de humor com certeza me tornaram um pouco mais extrovertido. Tua
amizade € extremamente valiosa para mim!

Lucivaldo, obrigado pela tua amizade, por ser o melhor capitdo do time de volei e
de queimada e por ser aquele amigo que sempre consegue suavizar o clima com seu humor
“quebrado”.

Agradeco também aos professores que contribuiram significativamente para o meu de-
senvolvimento no curso de Matematica — Licenciatura do Centro Académico do Agreste. Em
especial, a Maria do Desterro, Luan Danilo, Lidiane Carvalho, Simone Queiroz e Naralina
Viana.

A minha professora da Educacio Infantil, Edvania Xavier, por ter dado inicio ao preen-
chimento da minha “bagagem” de conhecimentos e de saberes que foram essenciais para o meu
desenvolvimento como estudante.

A minha prima Valderlania Melo, por ter me ajudado a conquistar uma nota excepcional
no Exame Nacional do Ensino Médio e por acreditar no meu potencial. Cada redagdao minha
corrigida por vocé€ constituiu um degrau importante para a minha aprovacao.

Por fim, agradeco a todos que participaram positivamente da minha trajetria académica.
Em especial, aos meus colegas de curso e de PIBID, Isaac e Jennyfer, e a minha colega de van,
Maria Eduarda, por tornar mais curtas as longas viagens entre a faculdade e minha casa com

nossas conversas.



“I’'m doin’ it for all of us who never got the chance” (Del Rey, Get Free, 2017).



RESUMO

A aprendizagem em Matemadtica estd fortemente vinculada ao uso de representacdes que ex-
pressam os objetos matemdticos. Segundo a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica
(TRRS), proposta por Raymond Duval, a compreensao profunda desses objetos requer a coorde-
nacao de multiplos registros de representacdo. Esse pressuposto tedrico torna-se especialmente
relevante no estudo de sequéncias numéricas no ensino superior, uma vez que elas fundamentam
conceitos avangados como limites de fungdes, conforme enfatizado por Lima (2012). Dessa
forma, este trabalho tem como objetivo analisar, sob a perspectiva da TRRS, a abordagem
dos livros didédticos do Ensino Superior em relacdo ao contetido de sequéncias numéricas. A
pesquisa, de natureza qualitativa e bibliogréfica, examina tr€s obras de referéncia amplamente
utilizadas na graduacdo em Licenciatura em Matematica, buscando identificar os registros de
representacdo empregados, além dos processos de conversao entre eles. Em especial, buscou-se
também investigar o uso do registro grafico na compreensao de teoremas. A andlise revela que
a apresentacao dos conceitos nos livros do Ensino Superior privilegia registros linguisticos
e simbolicos-algébricos, com limitacdes na integracdo de representacdes visuais. Embora um
dos livros incorpore representagdes graficas relacionadas aos teoremas, a falta de articulacdo
explicita entre essas visualizacOes e os passos formais das demonstracdes reduz seu potencial

didatico.

Palavras-chave: sequéncias numéricas; Teoria dos Registros de Representacao Semidtica; livros

do Ensino Superior.



ABSTRACT

Learning in Mathematics is intrinsically linked to the use of representations that express mathe-
matical objects. According to the Theory of Semiotic Representation Registers (TRRS), proposed
by Raymond Duval, a deep understanding of these objects requires the coordination of multiple
representation registers. This theoretical assumption becomes particularly relevant in the study
of numerical sequences in higher education, as they form the foundation for advanced concepts
such as function limits, as emphasized by Lima (2012). Thus, this study aims to analyze, from
the perspective of TRRS, the approach taken by higher education textbooks regarding the con-
tent of numerical sequences. The research, qualitative and bibliographic in nature, examines
three widely used reference works in undergraduate Mathematics Teacher Education programs.
It seeks to identify the representation registers employed, as well as the conversion processes
between them. Special attention is given to investigating the use of the graphical register in
understanding theorems. The analysis reveals that the presentation of concepts in higher edu-
cation textbooks predominantly favors linguistic and symbolic-algebraic registers, with limited
integration of visual representations. Although one of the textbooks incorporates graphical rep-
resentations related to theorems, the lack of explicit connection between these visualizations

and the formal steps of the proofs diminishes their didactic potential.

Keywords: numerical sequences; Theory of Semiotic Representation Registers; higher education

textbooks.
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14

1 INTRODUCAO

Diferentemente do que acontece em outras dreas do conhecimento, como Fisica e Qui-
mica, na Matemadtica os objetos de estudo nao podem ser observados em sua forma “real” e/ou
palpavel, devido ao alto nivel de abstracao dos conceitos abordados. Tal aspecto dificulta o pro-
cesso de ensino-aprendizagem e exige tanto do aprendiz quanto do professor a acdo de buscar
diferentes formas para compreender e visualizar os contetidos.

E por meio da linguagem simbélica (numérica ou algébrica), geométrica e grafica que os
objetos matematicos sdo acessados. Raymond Duval (2012) define cada linguagem supracitada
como um registro de representagdo semidtica, e por isso a Teoria dos Registros de Representacao
Semidética (TRRS), desenvolvida por ele, entra em cena nesta pesquisa, com seu aporte tedrico
abundante em conceitos que auxiliam a compreensdao de ideias matematicas sob diferentes
perspectivas.

A relevancia dessa abordagem também se reflete em documentos oficiais da educacio
brasileira, como a Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2018), que reconhece as diferen-
tes representacdes de um mesmo objeto matematico como elementos fundamentais do processo
de ensino e de aprendizagem.

Essa valoriza¢do das multiplas representacdes € especialmente pertinente no ensino de
sequéncias de ndimeros reais, conteido que perpassa diferentes etapas da educacao bdsica. Elas
aparecem, por exemplo, no estudo de progressdes aritméticas e geométricas e na definicao
de poténcias com expoente irracional. No entanto, os objetos matemdticos relacionados as
sequéncias numéricas ganham destaque em disciplinas como Andlise Real e Célculo Diferencial
e Integral, ja que, conforme Lima (2019), o conceito de limite de sequéncias numéricas constitui
a base para a compreensdo de conceitos mais sofisticados, como derivadas, integrais, sequéncias
de funcdes. Dada essa presenga continua e estruturante das sequéncias no curriculo educacional,
torna-se essencial analisar como elas sdo apresentadas aos estudantes, especialmente nos livros,
que se configuram como instrumentos fundamentais no processo de ensino e aprendizagem.

Segundo Macédo, Branddo e Nunes, (2019), existem diversos recursos diddticos que
podem ser utilizados ao se ensinar Matemadtica, porém o principal instrumento de ensino do
professor na educacdo bdsica permanece sendo o livro didético. Esse fato também pode ser
observado no ensino superior, onde o livro possui grande influéncia no planejamento das aulas

estruturado por alguns professores, além de servir como principal fonte de conhecimento para
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os estudantes da graduacao.

Contudo, explorar o livro sem analisa-lo criticamente pode limitar as opcoes de ensino
e afetar negativamente a aprendizagem matemadtica tanto na Educacdo Bdsica quanto na Supe-
rior. Assim, uma atencao especial a forma como os conceitos sao apresentados nos materiais
didaticos torna-se indispensavel. Como alerta Libaneo (1991): ao recorrer ao livro didético, é
importante que o professor tenha senso critico em relacdo a maneira como os conteidos sao
apresentados nesse material. Dessa forma, a relevancia do livro implica uma anélise criteriosa
de suas informacdes, tanto pelos professores e estudantes quanto por pesquisadores que buscam
contribuir para o aperfeicoamento da Educacdo Matematica.

Durante algumas aulas da disciplina de Anélise Real, vivenciei diretamente alguns dos
obstaculos mencionados anteriormente, o que influenciou de forma significativa os rumos desta
pesquisa. No processo de ensino de conteiidos como conjuntos finitos e infinitos, niimeros reais,
sequéncias de nimeros reais, entre outros, era comum a docente, responsdvel pela disciplina,
afirmar: “Vamos desenhar para entender melhor”. Essa prética ganhou grande relevancia durante
as aulas, uma vez que os livros utilizados quase nunca exibiam representagdes geométricas ou
graficas.

Tais experi€ncias me mostraram como esses recursos visuais se tornavam fundamentais
sempre que fosse possivel utilizd-los, ja que a visualiza¢do por meio de figuras proporcionava uma
aproximacdo concreta com objetos abstratos. Em particular, o estudo de limites de sequéncias
na Anélise Real, com o apoio do GeoGebra para visualizagcdo grifica, foi essencial para minha
aprendizagem em relacdo a esse topico. Essa percep¢do estd em sintonia com o que Duval
(2012) defende: a diversidade e a articulacdo entre diferentes registros de representacao sao
imprescindiveis para a aquisicao do conhecimento matematico.

Enquanto as representacdes gréificas despertavam minha aten¢do, também compreendia
como as sequéncias numéricas ndo apenas sao importantes para a matematica avangada, mas
também servem de base para conceitos fundamentais, como na definicdo de poténcias com
expoentes irracionais, revelando a forte relacao entre diferentes niveis do conhecimento mate-
matico. Essa dupla perspectiva despertou, entdo, meu interesse pela pesquisa sobre sequéncias
numéricas em articulacdo com a visualizacao grafica-geométrica.

Diante desse cendrio, realizei buscas no Repositério Digital da Universidade Federal
de Pernambuco (UFPE) e no Google Académico por trabalhos que analisassem o contetdo
de sequéncias numéricas sob a ética da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica.

No entanto, ndo foram encontrados estudos que tratassem especificamente dessa tematica, o
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que justifica a pertinéncia desta pesquisa e suscita o seguinte questionamento: como os livros
do Ensino Superior abordam os aspectos propostos pela TRRS ao apresentar o contetido de
sequéncias numéricas?

Dessa forma, este estudo tem como objetivo geral investigar a abordagem do conteddo de
sequéncias numéricas em livros do Ensino Superior, a luz da Teoria dos Registros de Represen-
tacdo Semidtica de Raymond Duval. Com base nesse direcionamento, a pesquisa delimitou-se

aos seguintes objetivos especificos:

* Identificar os registros de representacdo semidtica utilizados na definicdo dos objetos

matemadticos relacionados ao conteido de sequéncias numeéricas;

* Analisar as conversoes realizadas durante durante o processo de definicdo dos objetos

matematicos em estudo;
» Examinar a utilizacdo do registro grafico na abordagem dos conceitos e teoremas.

Para alcancar tais objetivos, o estudo adota uma abordagem qualitativa baseada em
pesquisa bibliogréfica, com andlise de trés livros de referéncia do Ensino Superior a luz da
Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica. A metodologia estrutura-se em trés eixos
principais: a diversidade de registros, a conversao entre representagdes € o uso dos registros
geométricos.

Quanto a estrutura desta pesquisa, os proximos capitulos estao organizados da seguinte
forma: o Capitulo 2 desenvolve a Teoria dos Registros de Representacdo Semiodtica de Ray-
mond Duval, explorando seus conceitos centrais. Além disso, esse capitulo destaca o papel da
visualizagcao geométrica no estudo dos objetos mateméticos em questdo. O Capitulo 3 apresenta
definicdes e teoremas relacionados as sequéncias numeéricas, que servirdao de base para investigar
os registros de representagdo semiotica presentes nos livros do Ensino Superior. Ja o Capitulo 4
detalha os procedimentos metodoldgicos adotados para realizar esta pesquisa, incluindo aqueles
que norteardo tanto a selecao quanto a andlise dos livros. No Capitulo 5, exibem-se os dados
proporcionados pela andlise realizada, a qual baseia-se nas categorias e critérios definidos no
capitulo anterior. Por fim, o Capitulo 6 traz os resultados obtidos nesta pesquisa e sugere dire¢des

para investigacdes futuras, fundamentadas nas problematicas identificadas durante a andlise.
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2 A TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

Segundo Kluppel e Ponte (2012), o filésofo, psicélogo e professor Raymond Duval
foi responsdvel por desenvolver diversas pesquisas entre os anos de 1970 e 1995, associadas a
Psicologia Cognitiva. Seus estudos contribuiram significativamente para a ascensiao da Educacao
Matematica no século XX, introduzindo novas perspectivas acerca dos objetos matemaéticos.

Entre suas principais contribui¢Oes, destaca-se a Teoria dos Registros de Representacio
Semidtica, elaborada para abordar um desafio central no ensino da Matemdtica: a alta abstragdo
de seus conceitos, que frequentemente dificulta a compreensao integral por parte dos estudantes.
Nesse contexto, a TRRS surge como ferramenta essencial, indicando estratégias para tornar tais
conceitos mais acessiveis por meio do trabalho com miltiplas representacoes.

Assim, neste capitulo, abordam-se os principais conceitos relacionados a Teoria dos
Registros de Representacdo Semidtica, uma das principais contribui¢cdes de Raymond Duval a

Educacido Matemdtica.

2.1 REPRESENTACOES SEMIOTICAS

A palavra “representacdao” é constantemente mencionada por aqueles que estudam Ma-
temadtica. Conforme Duval (2012, p. 268), isso ocorre porque “‘os objetos matematicos nao estao
diretamente acessiveis a percep¢ao ou a experiéncia intuitiva imediata”, como sdo os objetos
fisicos e palpaveis. Uma expressao algébrica ou numérica, um grafico, uma figura ou a prépria
linguagem natural sdo exemplos de como representar determinado objeto matematico. Duval
denomina essas representacdes de “representagdes semidticas’.

Mas o que € semidtica? Conforme Carvalho (2017, p. 49), “a semidtica € a teoria que
estuda todas as formas de signos, ou seja, todo sistema e fendmenos de significacdo.” Com base
nisso, Catto (2000, p. 27) define as representacdes semidticas como “as producoes constituidas
pelo emprego de simbolos pertinentes a um sistema de representacdo imbuido de significado
e funcionamento”. Ou seja, trata-se de representacdes que seguem regras proprias dentro de
um sistema e que permitem a comunicacao de ideias ou informagdes de forma compreensivel.
Dessa forma, ndo podemos chamar de representagdo semidtica aquelas representagdes que nao
transmitem significado e funcionalidade para o receptor. Um exemplo disso seria a sequéncia “x

y 2 7, que, isoladamente, ndo expressa nenhuma relacdo matemadtica, sendo, portanto, apenas
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uma sucessao aleatdria de letras e numeros, sem sentido comunicativo ou funcional.

Por trds de cada representagao semioética, de acordo com Duval (2012), existe um conjunto
de imagens psiquicas, isto €, as conceitualizacdes que um individuo pode ter sobre o objeto
representado, denominadas de “representacdes mentais”. Por exemplo, ao se deparar com uma
sequéncia de nimeros reais representada algebricamente por (x,),en, dada por x, = n, o
estudante pode criar em sua mente uma imagem numérica mental que representa a sequéncia,
de modo que os termos se apresentem um ap6s o outro, como (1,2,3,...).

Por outro lado, as representacdes semidticas geralmente funcionam como um suporte
para as representacdes mentais; ou seja, as representacdes semidticas comunicam, de forma
verbal ou nao verbal, as representacdes mentais. No entanto, para Duval, a funcionalidade de
uma representagdo semidtica vai além da comunicagdo: ela possibilita determinadas atividades
cognitivas, como a manipulacdo de expressoes algébricas e a transformacdo de dados em um
grafico.

Assim, “de um lado, a apreensdo dos objetos matemdticos ndo pode ser mais do que
uma apreensao conceitual e, do outro, € somente por meio de representacdes semidticas que
a atividade sobre objetos matematicos se torna possivel” (Duval, 2012, p. 266). O primeiro
processo, segundo o pesquisador, ¢ denominado como noese, enquanto o segundo € intitulado

de semiose.

1. Noese diz respeito a absor¢ao conceitual de um objeto;

2. Semiose refere-se a apreensdo ou a producdo de uma representagao semidtica.

Isso significa que o objeto matematico, em si, € diferente da representacdao que se faz
dele. Ademais, o tedrico afirma que a noese € indissocidvel da semiose. Ou seja, s6 € possivel
compreender um objeto matemdtico por meio da criacdo, da apreensdo e da utilizacdo de

representacdes semiodticas.

2.2 0S REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA

Um objeto matematico, como afirma Carvalho (2017), pode ser expresso de diversas
formas, cada uma delas com vantagens e limita¢des, de acordo com as caracteristicas “fisicas”
que as compdem. O que estabelece tais caracteristicas € o sistema semidtico, ou melhor, o

conjunto de signos que determina a representacao.
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Um sistema semi6tico considera regras, mais o menos explicitas, que permitem
combinar os signos entre si, de modo que a associa¢do formada tenha também
um sentido. As possibilidades de combinagdo sdo as que ddo a capacidade in-
ventiva ao sistema semiético permitindo efetuar, no seu interior, transformagdes
de expressao ou de representacdo. Essas regras determinam o funcionamento
do sistema, sua sintaxe em sentido amplo [...] (Duval, 2004, p. 43 apud Ingar,
2014, p.42).

Contudo, alguns sistemas semidticos possuem restri¢des relacionadas ao modo como
as representacoes podem ser trabalhadas. Por exemplo, o c6digo Morse ndo permite manipular
as representacoes formadas por ele, diferentemente do que ocorre com a expressao algébrica
(x + 2)2, a qual pode ser reescrita como x? + 4x + 4 ou x> + 4(x + 1). Assim, dentre todas
as representacoes possiveis, obviamente, a escolhida serd aquela que melhor se enquadra no
contexto apresentado pelo professor ou pelo livro. Segundo Duval (2018), essa estratégia pode
contribuir para a apreensdo e compreensao do objeto estudado.

Diante dessa conjuntura, Duval (2009, 2011) define registro de representagcdo semio-
tica como um sistema semidtico que permite realizar trés atividades cognitivas associadas a
semiose: formagdo de representacdes identificaveis, tratamento em determinada representacao

€ conversdo entre representacoes.

N

1. A formacdo diz respeito a exibicdo de determinado objeto matematico por meio de
representacdes semiodticas, tendo como finalidade exprimir uma representacao mental ou
evocar um objeto real. Ressalta-se que esse processo de constru¢do segue as regras do

sistema semiotico utilizado;

2. O tratamento, ou transformacdo interna, refere-se 2 manipulagdo de representacdes de
modo que, no final do processo, a representacdo ainda continue expressa no mesmo

sistema semiotico;

3. A conversdo, ou transformacdo externa, € a acio de transformar uma representacdo ex-
pressa em determinado sistema semiético em outra representada por meio de um novo
sistema, mantendo-se, porém, uma correlacdo entre elas. No ato de conversao, conserva-se

a totalidade ou, a0 menos, parte do conteddo.

Observa-se, portanto, que ndo é possivel classificar, por exemplo, o c6digo Morse como
registro de representacdo semidtica, uma vez que esse sistema semidtico ndo permite realizar
tratamentos em suas representacoes. Ja o sistema de signos responsavel por gerar a expressao

(x+ 2)2 permite a realizacdo das atividades cognitivas 1, 2 e, inclusive, da terceira, uma vez que
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tal expressdao pode ser transcrita como “x mais dois elevado ao quadrado”. Assim, classifica-se
esse sistema como registro de representacao semidtica.

Diante disso, nota-se que “o termo registro foi escolhido por Duval para distinguir os
sistemas semidticos utilizados em matemadtica de outros sistemas semiéticos utilizados fora da
matemadtica” (Rezende; Abranches; Cavalcante, 2016, p. 5). Tais pesquisadores ainda ressaltam
que Duval (2011, 2017) define quatro registros gerais: Linguagem Natural (RLN), Simbélico
(RS), Grdfico (RGr) e Figural (RF). O RS pode ser exibido, por exemplo, na representagao
algébrica (RS_ReAl) ou numérica (RS_ReNm), da mesma forma que o RF pode ser expresso
por meio de figuras geométricas (RGe). A seguir, sdo dadas algumas caracteristicas dos registros

observadas ao longo desta pesquisa:

* Registro em Linguagem Natural: é o registro verbal, em que ideias matemadticas sdo

expressas por meio de palavras, frases e argumentacoes;

* Registro Simbolico — Algébrico (RS_ReAl): expressa ideias matemadticas por letras, varia-

veis e operagOes formais manipuldveis;

* Registro Geométrico: representa conceitos por meio de figuras geométricas no plano ou

no espago, com foco em formas e relagdes espaciais;

* Registro Grdfico: representa relagdes matemdticas por meio de curvas ou pontos no plano

cartesiano.

Os registros sdo categorizados, conforme Duval (2010), em multifuncionais ou mono-
funcionais. Nos registros multifuncionais, os tratamentos ndo ocorrem por meio de algoritmos,
o que pode ser observado, por exemplo, na reformulacdo de uma oragdo ou palavra expressa em
linguagem natural. J4 nos registros monofuncionais, os tratamentos sao executados predominan-
temente de forma algoritmizada, isto €, seguindo um passo a passo previamente determinado,
como ocorre na resolucdo de uma equagdo qualquer. Ademais, destaca-se que cada uma dessas

categorias determina representacdes discursivas ou nao discursivas.

A representacdo € discursiva quando € um encadeamento légico de simbolos,
palavras ou gestos, por exemplo na linguagem algébrica, nos textos da lingua
natural, na comunicacdo dos surdos-mudos, nos sistemas de numeragdo. No
caso das figuras geométricas, ndo existe esse encadeamento, € uma tinica figura
representando o que se quer representar (Souza, 2007, p.64).

Para Duval (2010), tanto o registro na linguagem natural quanto o registro geométrico

classificam-se como registros multifuncionais, com natureza discursiva e nao discursiva, res-
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pectivamente. Ja o registro simbdlico, tanto na representacao algébrica quanto na numérica, € o
registro gréfico sao classificados como monofuncionais, sendo o primeiro discursivo e o segundo
nao discursivo. Dessa forma, cada registro oferece aos estudantes propriedades e caracteristicas
diferentes de um mesmo objeto matematico.

Tais registros sdo essenciais para o processo de ensino e aprendizagem de Matemética,
uma vez que muitos problemas matematicos sao expressos no RLN, enquanto sua resolucgdo,
muitas vezes, ocorre no RAl ou no RNm. Segundo Duval (2012), isso acontece porque a
aprendizagem matemdtica ocorre por meio da coordenagdo ! entre, no minimo, dois registros,
um multifuncional e outro monofuncional. Assim, as conversdes estdo intrinsecamente ligadas
ao processo de coordenagdo de registros.

Diante disso, e levando em consideragdo que os problemas mateméticos se fundamentam
em conceitos, torna-se imprescindivel verificar se o fendmeno de conversdo € empregado na
apresentacdo dos objetos associados as sequéncias numéricas abordados em livros de ensino

superior.

2.2.1 O fendmeno de conversao entre representacoes semioticas

Para Cardoso (2015, p. 103), “a conversao viabiliza uma apreciacdo mais robusta do
objeto matemadtico, porque nao apenas um novo recorte do objeto é possivel a cada novo registro
de representacdo, mas também novas relacdes podem ser estabelecidas”. No entanto, conforme
Duval (2012), os objetos matemadticos ndo devem, em hipdtese alguma, ser confundidos com
nenhuma de suas representacdes, pois nenhuma delas apresenta a totalidade do conceito. Essa
distincdo € necessdria, pois algumas representacdes omitem certas informagdes, o que pode

levar o estudante a desenvolver uma compreensao incompleta do conceito analisado.

Mas, se os objetos matemadticos sdo abstratos e seus estudos sdo possiveis
apenas por meio de suas representagdes, como ndo confundi-los com suas
representacdes? Essa imposicao de condigdes leva a um paradoxo denominado
por Duval de paradoxo cognitivo da matemdtica. Duval alega que “[...] €
a possibilidade de multirrepresentacdo potencial de um mesmo objeto que
permite contornar este paradoxo”. Esta € a condi¢cdo fundamental para que o
aluno saiba distinguir os objetos matematicos de suas diferentes representagdes
(Duval, 2012, p. 283 apud Rezende; Abranches; Cavalcante, 2016, p. 6).

Nesse sentido, a conversao entre representacdes € a principal estratégia para garantir a

apreensao dos objetos matematicos, uma vez que, além dos fatos supracitados, Duval (2012, p.
1

"A coordenagdo € a manifestacdo da capacidade do individuo em reconhecer a representagdo de um mesmo
objeto, em dois ou mais registros distintos"(Henriques; Almouloud, 2016, p.470).
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283) assegura que, ao limitar-se a apenas um registro de representacao semidtica, os conhecimen-
tos adquiridos tornam-se “pouco ou ndo utilizaveis em outras situagdes onde deveriam realmente
ser utilizados”. Além disso, o tedrico argumenta que essa restricao impede que o aprendiz tenha
pleno dominio e controle sobre o objeto estudado, conduzindo-o a uma aprendizagem ““as cegas”.
Diante disso, torna-se necessario aprofundar-se nos principais aspectos relacionados a
conversao, como a correlacdo existente entre a representacao obtida apos esse fendmeno e aquela
que a originou. Duval (2011, p.67) explica que para identificar se “‘duas representacdes semioticas
de naturezas diferentes representam um mesmo objeto, € preciso colocar em correspondéncia
[semdntica] as unidades de sentido entre os contetidos respectivos das duas representacoes”
(Duval, 2011, p.67, grifo nosso). O tedrico ainda acrescenta que
— Se a lingua e as figuras geométricas sdo os registros utilizados, € preciso
reconhecer a correspondéncia entre certas unidades discursivas de sentido de
um enunciado (defini¢cdo, teorema) e certas unidades figurais da configuragcao
geométrica;
— Se a expressao simbolica de relagdes e a lingua sdo os registros utilizados,
é preciso reconhecer a correspondéncia entre certas unidades de sentido do
enunciado e as unidades simbdlicas da equacdo (letras, sinais de operagdes e
de relacgdo);
— Se a expressdo simbolica de relagdes e os graficos cartesianos sao os regis-
tros utilizados, serd preciso reconhecer a correspondéncia entre cada uma das

unidades de sentido da equag@o ou inequacdo e os diferentes valores visuais de
uma reta, de uma curva etc. (Duval, 2018, p. 9).

Desse modo, cada registro possui sua propria unidade de sentido: “a linguagem natural
terd as unidades discursivas, as figuras terdo as unidades figurais, os simbolos terdao as unidades
simbdlicas e os gréficos, os valores visuais” (Batista; Merlini, 2024). No entanto, ressalta-se
que converter tais unidades significantes pode ndo ser suficiente para garantir a apreensao de
determinado objeto matemdtico; € preciso estabelecer uma coordenagdo entre elas, como afirma
Duval (2018).

Como exemplo, o Quadro 1 apresenta a conversao entre duas representagdoes que expres-
sam o limite de uma sequéncia, passando da linguagem natural para a linguagem simbdlico-
algébrica. Além disso, esse quadro evidencia, na pritica, como se dd a correspondéncia semantica

entre as unidades de sentido.
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Quadro 1 — Correspondéncia semantica entre representacdes semidticas da defini¢do de limite de sequéncia

Registro em Linguagem Natural | Registro Simbélico-Algébrico
a é limite da sequéncia (x,)nen a =limx,
quando .=,
para todo
£ maior que zero e>0
existir 3
um nimero natural ng € N
tal que ;
7 maior que esse nimero natural n > ny
implica =
o valor absoluto de x,, menos a X, —a
menor que & <e

Fonte: O autor (2025).

Conforme acima, a conversao de uma expressao em linguagem natural para a repre-
sentacdo em linguagem algébrica exige uma substitui¢do por simbolos algébricos e numéricos
referencialmente equivalentes e que podem ser semanticamente congruentes ou ndo (Silva, 2020,
p. 29, grifo nosso).

Para Duval (2009, 2011), a conversao serd considerada congruente quando houver:

I. Correspondéncia semdntica entre as unidades de sentido que compdem as representagoes.
Isso significa que cada unidade de sentido do registro de partida possui uma tnica unidade

correspondente no registro de chegada;

II. Univocidade semdntica terminal. Isso significa que, dado um objeto matematico expresso
em registros diferentes, ndo hd ambiguidades no significado das unidade de sentido cor-

respondentes;

III. Mesma ordem de apreensdo das unidades nas duas representacdes. Isso significa que as
unidades de sentido obtidas ao final da conversdo seguem a mesma sequéncia 16gica das

unidades significantes correspondentes da representacao inicial.

Caso a execugdo de alguma das atividades cognitivas supracitadas ndo seja trivial, a
conversao serd considerada ndo congruente. Assim, algumas conversdes podem apresentar grau

de congruéncia maior ou menor, a depender da quantidade de critérios satisfeitos.
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E importante destacar que o fendmeno de congruéncia ou niio congruéncia pode ocorrer
em diferentes sentidos de conversao entre as variadas formas de representacdo, e ndo apenas no
sentido RLN — RS_RALI que € retratado no Quadro 1.

Outro conceito relacionado ao fendmeno de conversao € a heterogeneidade dos sentidos.
Isso acontece quando € possivel realizar a conversdo de uma representacao expressa no registro
A para um novo registro B, mas a conversido no sentido oposto (B — A) é comprometida,

exigindo fatores que vao além das unidades de sentido que compdem a representacao.

2.3 A IMPORTANCIA DE REPRESENTACOES VISUAIS

De acordo com Duval (2012), uma das principais fun¢des da conversao € gerar um
segundo registro que auxilie a compreensdo do primeiro. Essa articulagdo entre os registros
surge em diversos contextos educacionais, desde os materiais diddticos até avaliagdes como
o Exame Nacional do Ensino Médio (Enem). A Figura 1 ilustra como a nog¢do intuitiva de

1

convergéncia da sequéncia (2—,,) pode ser representada geometricamente.

Figura 1 — Questdo 166 do Enem 2020

TP R

1/2

1/4

Fonte: Inep, 2020.

Em outras representacdes a compreensao de um resultado pode ser aprofundada por meio

da operagdo de reconfiguragdo?, que consiste em decompor e recompor formas geométricas, evi-

2 “Reconfigura¢io é um tratamento que consiste na divisdo de uma figura em sub-figuras, na sua comparaco,

€ no seu reagrupamento eventual em uma figura de um contorno global diferente” ( Bolda, 1997 apud Duval,
1995, p. 185).
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denciando relagdes espaciais implicitas. Segundo Bolda (1997), essa estratégia, historicamente
empregada por matemdticos como Pitdgoras, Euclides e Sdcrates, demonstra que a conversao
para o registro geométrico nao so facilita a compreensdo conceitual como também participa
ativamente do processo demonstrativo.

Com base nas ideias de Polya (1994, p. 83-85), a pesquisadora Bolda (1997, p. 15)
argumenta que a visualizacdo > geométrica desempenha um papel relevante para a resolucio de
problemas matematicos, levando em consideracio os seguintes aspectos:

- uma figura pode estar na nossa imaginacdo ou pode ser desenhada; depen-
dendo da situag@o, é mais facil imagini-la, mas se tivermos que examinar
muitos detalhes, € preferivel desenha-la;

- as figuras planas sao faceis de desenhar, podem ser construidas cuidadosa-
mente 2 mao livre e com rapidez;

- podemos tratar, separar e recombinar todos os detalhes oferecidos no pro-
blema com o uso de uma figura; através da figura é muito mais fécil analisar
todos os detalhes oferecidos pelo problema, uma vez que € muito mais dificil

imaginar todos os detalhes simultaneamente (Bolda, 1997, p.15 apud Polya,
1994, p.83-85).

Esses aspectos ressaltam o papel fundamental da visualizagao no desenvolvimento do pensa-
mento matemadtico, o que se revela particularmente relevante para a Andlise Matemadtica, uma
das dreas de estudos de sequéncias numéricas. Vale destacar que, antes de concretizar-se aritme-
ticamente, tanto a resolucao de problemas quanto os métodos de investigac@o utilizados nesse
ramo da Matematica baseavam-se, principalmente, na Geometria (Roque, 2012).

Atualmente, no entanto, a Andlise € deduzida logicamente a partir de um conjunto
de postulados que caracterizam o sistema dos nimeros reais, sem necessariamente recorrer a
Geometria para apresentar a demonstra¢ao dos teoremas fundamentais do Célculo Infinitesimal
(Eves, 2004). Apesar disso, as conversoes continuam desempenhando um papel importantissimo:
auxiliar o processo de apreensao de conceitos e de demonstragdes matematicas.

Essa perspectiva também ¢é defendida por um dos mateméticos mais influentes do Brasil,
Lima (2014, p.73), ao argumentar que as “interpretacoes geométricas ndo devem intervir nas
demonstracdes, mas constituem um auxilio valiosissimo para o entendimento dos conceitos e
teoremas de Andlise”. Portanto, mesmo estando fundamentadas do ponto de vista aritmético, as
demonstracdoes matemadticas e os conceitos associados as sequéncias numéricas podem e devem

ser analisados sob uma perspectiva geométrica.

3 "A visualiza¢io na Matemdtica é o processo de formacdo de imagens, podendo essa formacdo ser mental, com

lépis e papel ou com a tecnologia, e usando-as com o propdsito de obter uma melhor compreensao matemdtica,
assim como, usando-as como forma de estimulacdo no processo de descoberta matematica"(Zimmermann;
Cunningham, 1991 apud Mazzi, 2014, p.33).
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A anélise de sequéncias numéricas como funcdes de dominio natural possibilita uma rica
andlise visual a partir de graficos cartesianos, ferramenta igualmente fundamental no estudo de

fungdes reais. Conforme Duval (2004, p. 66 apud Ingar, 2014, p.62):

em matemadtica, os graficos cartesianos sdo utilizados sempre em articulacio
com outro registro de representacdo e, ademais, devem permitir tratamentos
qualitativos préprios a este modo de visualizacio. [...] Esses graficos podem ser
vistos de duas maneiras: uma pontual, que d4 a indica¢do de um valor em um
momento dado, e outra icOnica, que evoca o alto e o baixo, as subidas suaves
ou abruptas a partir do nivel de base.
No entanto, o autor defende que a a¢do de identificar os pontos da funcao e marcéa-los no gréfico,
como ocorre constantemente nas aulas, ndo garante aos estudantes uma interpretacdo integral
sobre o que tal visualizacao significa. Dessa forma,
um dos problemas especificos da aprendizagem € fazer passar os alunos de
uma apreensao local e iconica a uma apreensdo global qualitativa. Somente
com este tipo de apreensdo € que se pode fazer coordenagdo com o registro da

escritura algébrica de relacdo, podendo os graficos cartesianos funcionar como
uma visualizagdo (Ingar, 2014, p.62).

Nesse sentido, como cada registro apresenta limitagdes especificas, as representacoes graficas
apenas auxiliam o processo de apreensdo do objeto. Assim, ao estabelecer, de forma coerente,
uma relacdo entre as unidades graficas e as unidades simbdlicas ou linguisticas, torna-se mais
facil proporcionar ao aluno uma visao global e significativa do conceito.

Diante do exposto, o capitulo a seguir apresenta representagdes graficas, especialmente

graficos cartesianos, que dialogam diretamente com a compreensao de conceitos e teoremas.
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3 DIFERENTES REPRESENTACOES RELACIONADAS AS SEQUENCIAS NUME-
RICAS

Este capitulo € responsdvel por introduzir as defini¢des e proposicoes fundamentais rela-
cionadas as sequéncias numéricas, que sdo apresentadas por meio dos seguintes registros: RLN
e RS_RAI Complementando essa abordagem, incluimos representacdes gréaficas, permitindo
uma visualiza¢do concreta desses objetos abstratos. Essa articulag@o entre registros visa construir

uma compreensdo mais s6lida e multifacetada das sequéncias numéricas e suas propriedades.

3.1 PRINCIPAIS DEFINICOES

Apresentamos as defini¢des matematicas centrais deste trabalho. Iniciamos pela definicao
de sequéncia numérica:
Definicao 1. Uma sequéncia de niimeros reais é uma fungcdo x que associa a cada niimero
natural n um tinico nitmero real x,, denominado termo geral da sequéncia. O elemento n é
chamado de indice do termo correspondente.

Formalmente, esta fun¢do € representada no registro simbdlico-algébrico por
x: N>R com nt x(n)=x,.

Sua representacdo candnica, que explicita os termos da sequéncia, pode ser expressa de trés

formas equivalentes:
(-xl»x29 ceos Xy ) = (xn)neN = (xl’l)
A figura a seguir ilustra a representacao grafica de uma sequéncia numérica, mostrando

no plano cartesiano como cada ndmero natural z (no eixo horizontal) estd associado a um tnico

valor real x,, (no eixo vertical).
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Figura 2 — Sequéncia numérica especifica representada graficamente
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Fonte: Elaborado pelo autor no GeoGebra (2025).

A préxima definicdo € um marco fundamental na Andlise Matematica, servindo como
alicerce para diversos conceitos posteriores como limite de fungdes, derivadas e integrais.
Definicao 2. O limite de uma sequéncia (x,) é um niimero real L que cumpre a seguinte
propriedade: para todo € € R maior que zero (dado arbitrariamente), existe um indice ng a
partir do qual os termos seguintes x, estdao a uma distancia menor que € de L.

A defini¢do de limite admite multiplas representacdes: na linguagem natural somada a
simbdlica, expressamos simplesmente que “(x,) converge para L”, capturando a ideia intuitiva
de aproximagdo. J4 na notacdo simbolica-algébrica compacta, escrevemos nh_)n(}o x, = L, forma

concisa que omite os detalhes técnicos, mas pressupde seu conhecimento. A versdo formal

completa, também em registro simbdlico-algébrico, explicita toda a estrutura 16gica:
Ve>0,3dngeN; n>ny=|x,—-L| <e.

Assumindo as propriedades de valor absoluto (ou médulo) como verdadeiras, a ultima desigual-
dade pode ser escritacomo L —& <x, < L+egoux, € (L—¢,L+e¢).

Essas trés formulagdes (verbal intuitiva, simbdlica compacta e formal completa) repre-
sentam facetas diferentes do mesmo conceito matemaético, cada uma util em contextos especifi-
cos: a primeira para comunicagao informal, a segunda para célculos e manipulacdes, e a terceira

para demonstragdes rigorosas.
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A Figura 3 ilustra de forma intuitiva a representacdo geométrica do limite de uma

sequéncia, mostrando como os termos x, tendem para L conforme n cresce.

Figura 3 — Representacdo grafica de uma sequéncia numérica ilustrando a nocio de limite

N

A 4

Fonte: Elaborado pelo autor no GeoGebra (2025).

Entre os diversos casos em que o limite de uma sequéncia ndo existe, o mais importante
ocorre quando os termos da sequéncia tornam-se arbitrariamente grandes em valor absoluto a
medida que o indice aumenta. Esses casos serdo definidos a seguir.
Definicao 3. Uma sequéncia (x,) diverge para o infinito positivo quando, para todo niimero real
positivo dado, existe um indice a partir do qual os termos seguintes da sequéncia sdo maiores
do que esse niimero.

Na notacdo simbdlica, escrevemos lim x, = oo ou x, — oo, forma concisa que resume

n—oo

essa tendéncia. No RS_ReAl, esse conceito € representado como:
VA>03dNeN; n>N = x, > A.

Definicao 4. Uma sequéncia (x,) diverge para o infinito negativo quando, para todo niimero
real positivo dado, existe um indice a partir do qual os termos seguintes da sequéncia sdo
menores do que o inverso aditivo desse niimero.

Na notacdo simbdlica, escrevemos lim x, = —oo ou x,, — —oo, forma concisa que

n—oo

resume essa tendéncia. No RS_ReAl, esse conceito € representado como:

VA>0, ANeN; n>N = x, < —-A.
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Na Figura 2, a sequéncia ilustrada diverge para o infinito positivo, uma vez que para
qualquer valor A > 0 marcado no eixo vertical, a partir do primeiro termo da sequéncia que
ultrapassa A, todos os termos subsequentes permanecem maiores que A. No entanto, em outros
casos, identificar o primeiro indice no em que x,, > A ndo garante que todos os termos seguintes
serdo maiores que A, pois a sequéncia pode oscilar (por exemplo x| < x3 < x3) e ainda assim
divergir para o infinito positivo ou negativo. A sequéncia ilustrada na Figura 4, por exemplo,
diverge para o infinito negativo, embora os termos x», X3, X9, X109, X1] € X2 S€jam maiores que o
valor de —A em destaque. Essa aparente contradi¢c@o resolve-se ao notar que € possivel escolher
outro indice N, a partir do qual todos os termos subsequentes satisfazem x, < —A, conforme

exige a defini¢do de divergéncia.

Figura 4 — Representacdo grafica de uma sequéncia numérica que diverge para o infinito negativo.

Fonte: Elaborado pelo autor no GeoGebra (2025).

Posteriormente, sao introduzidas outras defini¢des fundamentais para a compreensao de
diferentes comportamentos das sequéncias numéricas.
Definicao 6. Uma sequéncia é limitada superiormente quando existe um niimero real M que é
maior ou igual que todos os termos da sequéncia.
Definicao 7. Uma sequéncia (x,) é limitada inferiormente quando existe um niimero real m
que é menor ou igual que todos os termos da sequéncia.

No RS_ReAl, as Defini¢des 6 e 7 sdo escritas, respectivamente, da seguinte forma:

VneN,x, <M e VneNx,>m.
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Definicao 5. Uma sequéncia (x,) é limitada quando existe um niimero real positivo K tal que,
para todo indice, o modulo de x,, é menor ou igual a K.

A representacdo desse conceito no RS_ReAl € dada por:
Vn €N, |x,| <K,

o que equivale a afirmar que —K < x, < K ou, simplesmente, que x,, € [-K, K].
Esse conceito € equivalente a dizer que a sequéncia € simultaneamente limitada superi-
ormente e inferiormente, ou seja, existem dois nimeros reais a e b tais que todos os termos da

sequéncia estao entre eles. Em simbolos:
VneN, a <x, <b.

Como consequéncia, podemos tomar K = max{|a|, |»|}, garantindo que |x,| < K.

Outra caracteristica importante no estudo de sequéncias € o seu comportamento em
relacdo a ordem dos termos, ou seja, se crescem, decrescem ou se mantém constantes.
Definicao 8. Uma sequéncia (x,) é dita crescente quando, para todo niimero natural n, o termo
de indice n + 1 é maior que o termo de indice n.

Definicao 9. Uma sequéncia (x,) é dita ndo decrescente quando, para todo niimero natural n,
o termo de indice n + 1 é maior ou igual que o termo de indice n.

No RS_ReAl, as Definicoes 8 e 9 sdo representadas, respectivamente, da seguinte forma:
VneN,x, <x,,1 e VneN,x, <xu41,
podendo também aparecer em formas equivalentes como
X1 <X <x3<...<x,<... e x1<xp<x3=<...5<x,<....

Definicao 10. Uma sequéncia (x,) é dita decrescente quando, para todo niimero natural n, o
termo de indice n + 1 é menor que o termo de indice n.
Definicao 11. Uma sequéncia (x,) é dita ndo crescente quando, para todo niimero natural n, o
termo de indice n + 1 é menor ou igual que o termo de indice n.

No RS_ReAl, as Definicoes 10 e 11 sdo representadas, respectivamente, da seguinte
forma:

VneN,x,>x,0.1 e VneN,x, >x,41,

podendo também aparecer em formas equivalentes como

X1 >Xp>X3>...>X,> ... € X 2X22X32...2Xp2....
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Definicao 12. Uma sequéncia (x,) é monétona quando for crescente, ndo crescente, decrescente
ou ndo decrescente.

A Figura 2 ilustra graficamente uma sequéncia mondtona, especificamente crescente, ja
que cada termo € maior que os termos que o antecede. J4 no esboco do gréfico exibido na Figura
3, nota-se que os termos nao seguem uma relacdo de ordem, o que determina uma sequéncia

nao mondtona.

3.2 REPRESENTACAO GRAFICA COMO APOIO INTUITIVO A DEMONSTRACAO MA-
TEMATICA

Esta se¢do apresenta registros graficos que podem auxiliar na interpretacao de teoremas
e em suas respectivas demonstracdes. De inicio, serd apresentada a demonstracao formal do
teorema, que € exibida na linguagem natural-simbdlica-algébrica. Em seguida, exibem-se, por
meio do RGr, os principais aspectos abordados na demonstragao.
Teorema 1 (Teorema do Confronto). Se limx, = limy, = L e existen’ € N tal que x,, < 7, < y,
para todo n > n’, entdo limz, = L.

Demonstragdo. Por hipétese, x, < z, < y, para todo n > n’. Além disso, pela definicdo de

limite, £ > 0, existem ny, ny € N tais que

n>n =>L-e<x,<L+eg,

n>n=L-eg<y,<L+e.

Logo, escolhendo ny = max{n’, ny, ny} tem-se:

n>ng=>L-e<x,<z,{y,<L+e,

0 que implica

L-eg<z,<L+e.

Assim, z,, € (L — g, L + &) sempre que n > ngy. Portanto, limz, = L. [

A partir de um caso particular, a Figura 5 apresenta os principais elementos da de-

monstra¢do no registro grafico. Nota-se que, a medida que n cresce, a sequéncia (z,) € “mais

esmagada” tanto por “cima” quanto por “baixo”, respectivamente, pelas sequéncias (y,) e (x,)
A . a3 : 9 1

que convergem para L. Consequentemente, a sequéncia (z,) € “obrigada” a convergir para L

também.
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Figura 5 — Ilustracdo que evidencia visualmente a hip6tese e a conclusdo do Teorema do Confronto com base em
sequéncias especificas.

A :
é
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. :
° ° :
: . :
: °
°
L]
.
L+ Lt
[ g °
Yn L S e .,
L frrmmmmmmmmmmmm e :___;___;____.____o____t__
Ly 1 . . ® :
°
L—¢ .
L]
L ]
3 ; >
7;7/1 n, N9y = Ny

Fonte: Elaborado pelo autor no GeoGebra (2023), com base em modelo da biblioteca do software.

E relevante destacar que a compreensio da dependéncia dos indices 7| e n, em relagio
ao valor de € > 0 pode ser significativamente favorecida por recursos interativos. Nesse sentido,
o uso de um controle deslizante no software GeoGebra revela-se particularmente eficaz: ao
permitir a variacdo dinamica de € > 0, o intervalo (L — &, L + €) se ajusta automaticamente,
bem como os valores dos indices correspondentes.

Essa interatividade convida o estudante a refletir: como os indices n; e n, se comportam
a medida que € se torna menor? Ao manipular os parametros, o aluno visualiza ndo apenas uma
demonstracao estdtica, mas sim a relacdo funcional entre os elementos envolvidos, o que pode
contribuir para uma compreensdo mais profunda e conceitual do resultado matematico.

Encerrada a anélise do Teorema do Confronto e seus desdobramentos graficos, passa-se
agora a apresentacdo de outro resultado fundamental no estudo de sequéncias: o Teorema da
Sequéncia Mondétona. Esse teorema, além de ter grande relevancia tedrica, também pode ser
enriquecido por uma representacdo grafica que favorece a compreensao intuitiva da convergéncia

de sequéncias monoétonas limitadas.
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Teorema 2 (Teorema da Sequéncia Mondétona). Toda sequéncia monotona limitada é conver-
gente.
Demonstragdo. Suponha que a sequéncia (x,) sejacrescente e limitada. Seja X = {x1,...,x,,...}
o conjunto de seus termos, € seja a = sup X o supremo desse conjunto.

Queremos mostrar que a = lim x,,. Para isso, tomemos um £ > 0. O nimero a — & ndo
€ cota superior de X, pois a — € < a. Logo, existe um indice ny € N tal que a — & < x,, < a.

Como a sequéncia € crescente, tem-se que, para todo n > ny,
a—&<xy <X, <a.
Por outro lado, todos os termos da sequéncia sdo menores ou iguais a e, assim,
VneN, x,<a<a+e.

Assim, para todo n > ny,

a—&g<x,<a+e,

o que, pela defini¢do de limite, garante que limx,, = a.

De forma andloga, € possivel provar este teorema quando a sequéncia (x,) € ndo decres-
cente, decrescente, nao crescente. Entretanto, nos dois dltimos casos, a convergéncia se dd para
o infimo do conjunto que contém os termos x,,. [

A fim de destacar os principais aspectos dessa demonstragcdo, a Figura 6 apresenta um
registro grafico que contribui para a compreensao do resultado. Nessa representacdo, observa-se
que, como a sequéncia (x,) é mondtona crescente e limitada superiormente por a = sup X, para
qualquer & > 0, existe um indice ng a partir do qual todos os termos da sequéncia estdo contidos

no intervalo (a — €,a + ).
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Figura 6 — Representacgdo grafica do Teorema da Sequéncia Mondtona (caso em que a sequéncia € crescente)

N

a+e

T, L

a—¢&

a=supX O S

v

Fonte: Elaborado pelo autor no GeoGebra (2025), com base em modelo da biblioteca do software.

De forma anédloga ao Teorema do Confronto, uma representagao grafica interativa permite

visualizar que, para cada valor de £ > 0, € possivel determinar um indice ng a partir do qual

todos os termos da sequéncia pertencem ao intervalo (a — &, a + ). Essa dindmica torna mais

clara a relagdo entre € e ng, favorecendo uma compreensao conceitual do comportamento da

sequéncia em dire¢do ao limite.

A seguir, no Quadro 2, sdo apresentadas indicagdes e links de acesso as representagdes

gréficas interativas correspondentes as Figuras 5 e 6, bem como a outros teoremas cujas de-

monstracdes serdo omitidas neste trabalho. Esses materiais complementares foram incluidos

para que o leitor possa manipular parametros, testar casos especificos e observar as relacoes

entre os registros algébrico e grifico em tempo real.

Quadro 2 — Representagdes graficas interativas das demonstragdes de teoremas disponiveis no GeoGebra

Teorema

Link de acesso

Selimx, =limy, =aex, <z, <y, para todo n suficiente-
mente grande, entdo limz,, = a.

https://www.geogebra.org/m/c4xkaguk

Toda sequéncia monétona limitada é convergente.

https://www.geogebra.org/m/ezxdtwtg
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Uma sequéncia ndo pode convergir para dois limites distintos.

https://www.geogebra.org/m/mccsdmer

Toda sequéncia convergente € limitada.

https://www.geogebra.org/m/mwwbrk6j

Selimx, = 0e (y,) € uma sequéncia limitada (convergente ou
ndo), entdo lim(x,y,) = 0.

https://www.geogebra.org/m/xkfahmth

Se uma sequéncia (x,) possui duas subsequéncias (x,, ) e
(Xm,.) tais que limy 00 Xy, = a € limg_,e0 X, = b, coma # b,
entdo a sequéncia (x;) nao converge.

https://www.geogebra.org/m/dbqjopye

Seja limx,, = a. Se a > b, entdo, para todo n suficientemente

grande (n > ngp), tem-se x,, > b.

https://www.geogebra.org/m/gmmjngbx

Fonte: O autor (2025).
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4 METODOLOGIA

Neste capitulo, sdo apresentados os procedimentos metodolégicos que nortearam o de-
senvolvimento da pesquisa, com a exposi¢do de duas principais caracteristicas. Também &
detalhado o processo de selecdo dos livros que compdem o corpus da andlise, bem como as

categorias e os critérios adotados para sua investigacao.

4.1 CLASSIFICACAO DA PESQUISA

Esta pesquisa adotou uma abordagem qualitativa de cardter descritivo-analitico para
examinar como sequéncias numéricas sao abordadas em livros do ensino superior a luz da
Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica. Conforme Trivifios (1987), estudos descritivos
buscam nao apenas registrar fendmenos observaveis, mas principalmente interpret-los em seu
contexto, objetivo plenamente atendido por esta investigacao.

A natureza qualitativa da pesquisa, nos termos de Prodanov e Freitas (2013), revela-
se na auséncia de tratamento estatistico dos dados e no enfoque interpretativo aplicado ao
corpus documental. Ao buscar compreender como 0s conceitos sdo apresentados nos materiais
didaticos, a pesquisa propoe uma leitura critica e interpretativa dos dados. Nesse sentido, a
natureza qualitativa permite captar nuances e relagdes que dificilmente seriam reveladas por

meio de métodos quantitativos.
Mais especificamente, a investigagdo configura-se como uma pesquisa bibliogréfica,

modalidade que, segundo Fonseca (2002), se desenvolve

[...] a partir do levantamento de referéncias tedricas ja analisadas e publicadas
por meios escritos e eletronicos, como livros, artigos cientificos, padginas de web
sites. Qualquer trabalho cientifico inicia-se com uma pesquisa bibliogréfica,
que permite ao pesquisador conhecer o que ja se estudou sobre o assunto.
Existem, porém, pesquisas cientificas que se baseiam unicamente na pesquisa
bibliografica, procurando referéncias teéricas publicadas com o objetivo de
recolher informacgdes ou conhecimentos prévios sobre o problema a respeito
do qual se procura a resposta (Fonseca, 2002, p. 32).

A adocao dessa modalidade mostrou-se particularmente pertinente, considerando que os
livros didéticos analisados constituem o objeto central da investigacao. Tais obras representam
fontes consolidadas de conhecimento matemdtico no ensino superior €, por isso, sua analise

sistemdtica permite ndo apenas mapear os registros de representacdo empregados, mas também

refletir criticamente sobre as préticas de ensino e aprendizagem que eles promovem. Desse
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modo, o delineamento metodolégico adotado revela-se coerente com o problema de pesquisa e

seus objetivos.

4.2 A SELECAO DOS LIVROS

A selecdo dos livros de Ensino Superior analisados nesta pesquisa foi orientada por

critérios previamente definidos, considerando, principalmente:

* A relevancia académica, mensurada pela frequéncia de ado¢do em algumas instituigoes

federais;
* A abordagem abrangente do conteido de sequéncias numéricas;

* A atualidade editorial, priorizando obras com publicacdo ou edi¢des revisadas e atualiza-

das na ultima década.

Para garantir a representatividade do conjunto de obras analisadas, optou-se por analisar
as ementas contidas no Projeto Pedagégico de Curso (PPC) de Licenciatura em Matemdtica de
institui¢cdes federais distribuidas por todos os estados do Nordeste brasileiro. Essa etapa permitiu
mapear as disciplinas em que o contetido de sequéncias numéricas € abordado e identificar as
obras frequentemente recomendadas.

O processo de mapeamento revelou que o conteudo de Sequéncias Numéricas € predomi-
nantemente abordado em disciplinas obrigatérias, como Calculo Diferencial e Integral e Andlise
Real. Apds um exame detalhado dos livros recomendados nessas disciplinas, foram selecionadas
trés obras que atendiam integralmente aos critérios estabelecidos, as quais passaram a constituir

o corpus principal da pesquisa, conforme detalhado no Quadro 3.

Quadro 3 — Livros selecionados para andlise

Cédigo | Titulo Autor Edicao (Ano)
L1 Curso de Analise (Vol. 1) Elon Lages Lima | 15% ed. (2017)
L2 Andlise Matemadtica para Licenciatura Geraldo Avila 3% ed. (2018)
L3 Cilculo (Vol. 2) James Stewart 92 ed. (2022)

Fonte: O autor (2025).
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4.3 CATEGORIAS E CRITERIOS DE ANALISE DOS LIVROS

A andlise dos livros foi estruturada com base nos principios da Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica, estabelecendo trés categorias fundamentais para avaliacdo sistemdtica
das obras. Cada categoria corresponde a um aspecto essencial da TRRS e estd associada a

critérios especificos de andlise, conforme detalhado no Quadro 4.

Quadro 4 — Categorias e Critérios de andlise baseada na TRRS

Categorias Questoes Norteadoras

Quais tipos de representacdes sdo utilizadas para apre-
Representacdo dos objetos matematicos sentar os conceitos? Qual(is) a(s) representagao(des) mais
priorizadas?

O livro explora transformagdes de conversdo entre di-
ferentes registros? Quais pares de registros sdo mais
frequentemente convertidos (RS_RAl — RGe, RGe —
RS_RAI, RLN — RS_RAI, RLN — RGe, entre outros)?

O RGe e/ou o RGr sdo usados para favorecer a com-
preensdo dos conceitos, propriedades e demonstra¢des?
Em quais momentos esses registros sdo empregados com
Visualizacdo maior frequéncia (introdu¢do de conceitos, ilustragcdo de
teoremas, outros)? As representacdes graficas relaciona-

das a ideia central do teorema ou a sua demonstra¢do
foram geradas por meio de uma conversiao congruente?

Conversao

Fonte: O autor (2025).

A escolha dessas categorias fundamenta-se na compreensao de que o dominio de um
objeto matematico ndo se restringe a sua representacdo em um Unico registro, mas envolve a
habilidade de reconhecé-lo, opera-lo e relaciond-lo em diferentes sistemas semidticos. A andlise
proposta busca, portanto, identificar em que medida os livros didaticos evidenciam esse processo
de mobilizagdo e articulagao entre registros, condi¢do necessdria, segundo Duval (2003), para

que ocorra a apreensao conceitual efetiva.
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5 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Este capitulo analisa como os principios da TRRS se manifestam nos livros selecionados,
especificamente nos capitulos sobre sequéncias numéricas, utilizando os critérios estabelecidos
na Secdo 5.3. O exame foca nas representacdes e conversdes mobilizadas nesse conteido.

A andlise organiza-se a partir das defini¢des, apresentadas em quadros que destacam o
registro semidtico adotado e as transformagdes identificadas em cada caso. Cada quadro exibe a
andlise de um tnico conceito sob a perspectiva dos autores das obras: Lima entre as paginas 100
e 133; Stewart, entre as paginas 640 e 652; ¢ Avila, entre as péginas 45 e 58. Assim, € possivel
realizar um paralelo entre as definicdes de forma organizada e concisa. Além disso, no final do

capitulo, sdo discutidos os registros graficos que auxiliam na compreensao de teoremas.

5.1 ORGANIZACAO ESTRUTURAL DOS CAPITULOS DEDICADOS A APRESENTA-
CAO DO CONTEUDO

O Livro 1 dedica o Capitulo IV, intitulado Sequéncias e Séries de Niimeros Reais,
ao conteido de sequéncia numérica, distribuido nas seguintes secdes: Sequéncias, Limites
de sequéncias, Propriedades aritméticas dos limites, Subsequéncias, Sequéncias de Cauchy e
Limites infinitos. Ressalta-se, porém, que foram analisados apenas os conceitos explicitados no
Capitulo 3, excluindo tépicos como sequéncias de Cauchy, por exemplo.

O Livro 2, por sua vez, trata o tema no Capitulo II, denominado Sequéncias Infini-
tas, o qual divide-se em cinco secdes: Sequéncias Infinitas, Conceito de Limite e Primeiras
Propriedades, Sequéncias Limitadas, Sequéncias Mondtonas e Limites Infinitos.

Quanto ao Livro 3, a abordagem ocorre no Capitulo 11, denominado Sequéncias e Séries
Infinitas, reunindo todas as definicdes e teoremas relativos a sequéncias em uma unica se¢ao
intitulada Sequéncias. Essa organizagao difere da estrutura dos Livros 1 e 2, que organizam
os contetidos em diferentes ramificagdes. Faz-se necessdrio destacar a quantidade reduzida de
teoremas, coroldrios e lemas presentes no Livro 3, além da auséncia da defini¢do de subsequéncia

nessa obra.
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5.2 ANALISE DAS DEFINICOES SOB A PERSPECTIVA DA TRRS

Nos trés livros, o primeiro conceito retratado € o de sequéncia de nimeros reais,

conforme apresentado no Quadro 5.

Quadro 5 — Conceito de sequéncia de nimeros reais

Seq. de niimeros reais

Liv. | Definicao RRS Houve
conv.?
1 I. Uma seq. de niimeros reais é uma fung¢do x: N — R, | RLN + RS_ReAl Sim

definida no conjunto N = {1,2,3, ...} dos niimeros naturais
e tomando valores no conjunto R dos niimeros reais.

IL (x1,x2, ..., %0, ...) = (Xn)nen = (xn) RS_ReAl
) I. Uma sequéncia numérica ai, a»,as,...,a,, ... é uma fun- | RLN + RS_ReAl Sim
cdo f, definida no conjunto dos niimeros naturais N: f : n —
f(n) = ay. O niimero n que ai aparece é chamado de indice,
e a,, o n-ésimo elemento da sequéncia, ou termo geral.
IL. (ay,az,...,ay,...) = (ay) = (an)nen. RS_ReAl
3 I. Uma seq. pode ser definida como uma fungdo cujo dominio é | RLN + RS_ReAl Sim

o conjunto dos inteiros positivos. Mas, geralmente, escrevemos
a, em vez da notagdo de fungdo f(n) para o valor da fungdo
no niimero n.

IL {aj,az,...,an,...} ={a,} ={an}, . RS_ReAl

Fonte: O autor (2025).

Verifica-se que, em todos os livros, a representacdo do conceito € convertida no sentido
RLN + RS_ReAl — RS_ReAl, isto é, a representacao em linguagem natural-simbdlica-algébrica
é convertida, exclusivamente, para a linguagem simbdlica-algébrica. Contudo, no L1, a represen-
tacdo I expressa o conceito de maneira mais precisa, uma vez que as demais representagoes, tanto
linguisticas quanto simbdlicas, ndo deixam explicito que os termos da sequéncia sdo nimeros
reais.

Vale observar que a definicio matemdtica de sequéncias como fun¢des pode ndo ser
a melhor forma de explicar o conceito para os alunos. Embora tecnicamente precisa, essa
abordagem acaba escondendo o aspecto mais importante das sequéncias: a ordem dos termos.
E por isso que a representacdo com os termos escritos em ordem (x1,x2, X3, ..., Xy, ...) € tdo
util. Ela mostra claramente como os niimeros se sucedem uns aos outros, ajudando os alunos
a perceberem padrdes e entenderem melhor o comportamento da sequéncia como um todo.
Assim, na prética, o ideal € usar as duas representacdes juntas.

A notagdo utilizada para sequéncias no Livro 3, {xi,x2,...,X,...}, merece atencio
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especial, pois emprega a mesma representacao simbdlica do conjunto imagem da funcdo f. Essa
coincidéncia notacional pode levar a graves equivocos conceituais, uma vez que sequéncias
e conjuntos possuem naturezas matematicas distintas. Enquanto conjuntos sdo colecdes nao
ordenadas, sequéncias dependem fundamentalmente da ordem de seus termos. Isso evidencia que
pequenas modificagdes em representacdes semidticas podem alterar totalmente o seu significado.

E compreensivel que os livros ndo representem o conceito de sequéncia no RGr e RGe, ji
que a sua representagdo exigird um caso particular para ser construida. No entanto, o uso desses
registros, ainda que por meio de casos particulares, enriquece significativamente as definicdes
apresentadas no Quadro 5. Essa abordagem encontra respaldo nas Orientagdes Educacionais
Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 2002, p. 123), que destacam
o valor pedagdgico de multiplas representacdes no ensino de conceitos matematicos.

A terceira obra segue essa recomendacdao dos PCN ao esclarecer que “uma sequéncia
pode ser visualizada marcando seus termos na reta real ou tragando seu grafico” (Stewart, 2013,
p. 625). O Livro 3 ainda usa como exemplo a sequéncia a, = n/(n + 1) para exibi-la tanto no

RGe quanto no RGr, como ilustrado na Figura 7.

Figura 7 — Interpretacio geométrica e grafica da sequéncia a, = n/(n+ 1)
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Fonte: Stewart (2013, p.625).

Apesar de ser um caso particular de sequéncia, as representacdes exibidas acima tornam
ainda mais clara uma das principais caracteristicas desse tipo de funcao: sua representacao
geométrica consiste em pontos isolados sobre a reta numérica, e no grafico correspondem a
pares (n,a,) que também sido coordenadas isoladas (Stewart, 2013). Isso vai de encontro ao
que Polya (1994, p. 83-85 apud Bolda, 1997, p.15) defende: € mais fécil analisar os detalhes
oferecidos pelos problemas matemadticos por meio de figuras.

Os registros geométrico e grafico, ilustrados na Figura 7, possuem grande relevancia no
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L2, pois sdo usados para introduzir intuitivamente o conceito de limite de sequéncias. Stewart
(2013, p.625) argumenta que, em ambas as representacdes, os termos da sequéncia a, = n/(n+1)
se aproximam de 1 a medida que n cresce. Por isso, neste momento, € vdlido analisarmos como

os livros apresentam formalmente a defini¢do de limite de sequéncia.

Quadro 6 — Conceito de limite de sequéncia

Limite de sequéncias

Liv. Definicao RRS Houve
conv.?
1 1. Diz-se que o niimero real a é limite da seq. (x,,) de niimeros | RLN + RS_ReAl Sim

reais, e escreve-se a = limx,, ou a = lim x,, a = limx,,
n—0oo n

quando para cada niimero real € > 0, dado arbitrariamente,
for possivel obter um inteiro ng € N tal que |x, — a| < &,
sempre que n > ny.

ILlimx, =a.=.Ye>03dny e N; n>ny= |x,—al <e. | RS_ReAl

III. limx,, = a quer dizer (por definicdo) que, para todo | RLN + RS_ReAl
nimero real € > 0, existe um numero natural ng tal que
n > ng implica |x, —al < &

IV. Interpretagdo geométrica. RGe

2 Uma seq. (a,) converge para o niimero L, ou tem limite L, se, | RLN + RS_ReAl Nao
dado qualquer niimero & > 0, é sempre possivel encontrar
um niimero N tal que n > N = |a, — L| < ¢.

I. Uma seq. {a,} tem limite L e escrevemos lim,_,. a, = L | RLN + RS_ReAl Sim
ou a, — L quando n — oo se, para cada & > 0, existir um
inteiro correspondente N tal que se n > N, entdo |a,, — L| <

P>
IL. Interpretagdo geométrica RGe
III. Interpretacdo grafica RGr

Fonte: O autor (2025).

No quadro acima, € possivel observar que o L1 converte a representacdo linguistica-
simbolica-algébrica (I) para a representacdo simbdlica-algébrica (II). Em seguida, ainda no
L1, ocorre mais uma conversdo: II é convertida para uma representacio linguistica-simbdlica-
algébrica diferente de 1. Dessa forma, inicialmente, o Livro 1 exibe uma conversdo no sentido
RLN + RS_ReAl — RS_ReAl e outra no sentido RS_ReAl — RLN + RS_ReAl. E importante
ressaltar que a segunda conversdo torna a interpretacdo do conceito mais fluida, tendo em
vista que, além de estabelecer uma correspondéncia semantica entre as unidades simbdlicas-
algébricas e linguisticas, essa conversao organiza tais unidades significantes na mesma ordem,
da esquerda para a direita.

Ainda sobre o L1, constatou-se uma conversio no sentido RLN + RS_ReAl — RGe, a

qual gera a representacao geométrica ilustrada na Figura 8.
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Figura 8 — Interpretacio geométrica do limite de uma sequéncia

xn(n >ng)

| | L | |
T ! T !

X X2 a-g a ate Xn,

Quando Im x, = a, foradeumintevalo (a-s, a+eg)

estdo no Maximo os termos Xy , X7 ,..., Xy .
0

Fonte: Lima (2014, p.109).

Por meio dessa ilustracdo, o autor explicita que a existéncia do limite lim x,, = a implica
uma quantidade finita de termos ndo pertencentes ao intervalo simétrico (a — &, a + &) de centro
a, ou seja, existem infinitos termos nesse intervalo. Desse modo, o RGe € usado para concretizar
visualmente a ideia de que o limite de uma sequéncia € o nimero real que “atrai” os termos da
sequéncia para perto de si.

Diante do exposto, ao exibir a representacdo linguistica, simbdlica e geométrica do
conceito, o L1 alinha-se ao principio da TRRS sobre a importancia de multiplas representagdes:
aprendizagem matematica € potencializada quando o sujeito consegue identificar determinado
conceito em, pelo menos, dois sistemas de registros de representacdo diferentes.

Analogamente, o L3 também possibilita que o leitor realize coordenagdo entre diferentes
registros, uma vez que o conceito de limite de sequéncia € expresso nos registros geométrico,
gréfico (Figura 9) e linguagem natural-simbolica-algébrica. As conversdes ocorrem nos sentidos

RLN + RS_ReAl — RGe e RLN + RS_ReAl — RGr.

Figura 9 — Interpretacdo geométrica e grafica do limite de uma sequéncia

a, ay ay Ay Ayin a, a; das day ay

+"--P

0 =g L L+E

y=L+e

y=L—¢g

J
[2¥]
gk
1=
=

=

Fonte: Stewart (2013, p.626).
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A representacdao geométrica indica que “os termos ayp, az, as, ... sdo marcados na reta
real. Nao importa quao pequeno seja escolhido o intervalo (L — g, L + &), existe um N tal
que todos os termos da sequéncia de a4 em diante devem estar naquele intervalo” (Stewart,
2013, p.626). Ja em relagdo a representagdo grafica, “os pontos no grafico de {a, } devem estar
entre as linhas horizontais y = L+&ey = L — & se n > N. Esse quadro deve ser valido
independentemente do quao pequeno € € escolhido, mas geralmente um & menor exige um N
maior” (Stewart, 2013, p.626).

Uma das principais vantagens dessa conversdo no sentido RLN + RS_ReAl — RGr € a
possibilidade de visualizar simultaneamente o dominio (os indices) e a imagem (os termos da
sequéncia), tornando explicito o fato de N ser determinado em fun¢do de €. Acredita-se, desse
modo, que quando hd maior coeréncia entre registros de representacdo, como ocorre entre RLN
+ RS_ReAl e RGr, o processo de aprendizagem se torna mais eficaz.

Dando continuidade a andlise dos conceitos, 0 Quadro 7 apresenta as consideragdes
relativas a um caso particular de divergéncia de sequéncias: limites infinitos. Como foi discutido

no Capitulo 3 desta pesquisa, existe limite infinito positivo ou negativo, porém o L3 retrata apenas

0 positivo.
Quadro 7 — Conceito de limites infinitos
Limite infinito negativo
Liv. | Definicao RRS Houve
Conv.?
1 [Diz-se que o limite de uma sequéncia é igual a —] quando | RLN + RS_ReAl Nao

dado arbitrariamente A > 0 pode-se encontrar um ng € N tal
que, para todo n > ny, x, < —A.

2 [A seq.] (ay,) diverge (ou tende) para — se, dado qualgquer | RLN + RS_ReAl Nao
niimero negativo k, existe N tal quen > N = a, < k.

Limite infinito positivo

L. Seja (x,,) uma seq. de niimeros reais. Diremos que “x, tende | RLN + RS_ReAl Nao
a mais infinito” quando, para todo niimero real A > 0 dado
arbitrariamente, pudermos encontrar um ng € N tal que, para
todo n > ng, x, > A.

II. [limx, = +co significa que] para qualquer A > 0 dado, | RLN + RS_ReAl
existe apenas um nimero finito de indices n tais que x, < A.

2 Diz-se que a seq. (ay) diverge (ou tende) para + se, dado | RLN + RS_ReAl Nao
qualquer niimero positivo k, existe N tal quen > N = a, > k.

3 lim a,, = oo significa que para cada niimero positivo M existe | RLN + RS_ReAl Nao
um inteiro N tal que n > N implica a, > M.

Fonte: O autor (2025).

Observa-se que todos os conceitos exibidos no quadro acima sdo representados pre-
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dominantemente no RLN + RS_ReAl, fato que impossibilita os estudantes de identificar tais
conceitos em diferentes registros de representacdo semiotica. Além disso, na representacao do
conceito de limite infinito positivo, o L1 reformula a representacdo I, gerando II, mas ambas
permanecem no RLN + RS_ReAl. Portanto, trata-se de uma transformacao de tratamento, e nao
de conversao.

E possivel observar uma situagiio andloga a essa no Quadro 7, visto que todos os conceitos
referentes a limitacao de sequéncias sao representados exclusivamente no RLN + RS_ReAl,
como mostra o Quadro 8. Embora no L1 alguns conceitos sejam expostos por meio de duas
representacdes, nota-se que a representacao final pertence ao mesmo registro da inicial. Ou seja,

nesses casos, ocorre transformagao interna.

Quadro 8 — Conceitos associados a limitagdo de sequéncias

Seq. limitada superiormente

Liv. | Definicao RRS Houve
Conv.?
1 I. Uma seq. (x,,) diz-se limitada superiormente quando existe | RLN + RS_ReAl Nao

um niimero real b tal que x, < b para todo n € N.
IL. Isto significa que todos os termos x,, pertencem a semi-reta

(=00, b].

2 [Diz-se que uma sequéncia é] limitada a direita, ou limitada | RLN + RS_ReAl Nio
superiormente, se existe um niumero B tal que a, < B para
todo n.

3 Uma sequéncia {a,} é limitada superiormente se existir um | RLN + RS_ReAl Nao

nimero M tal que a,, < M para todon > 1.

Seq. limitada inferiormente

1 I. Uma seq. (x,,) diz-se limitada superiormente quando existe | RLN + RS_ReAl Nao
um niimero real b tal que x, < b para todo n € N.

IL. Isto significa que todos os termos x,, pertencem a semi-reta
(=00, b].

2 Quando a sequéncia é limitada a esquerda e a direita ao | RLN + RS_ReAl Nao
mesmo tempo, dizemos simplesmente que ela é limitada. Como
é facil ver, isso equivale a afirmar que existe um niimero M tal
que |a,| < M para todo n.

3 Ela [sequéncia] é limitada inferiormente se existir um niimero | RLN + RS_ReAl Nao
m tal que m < a,, para todon > 1.

Seq. limitada

1 I. Diz-se que a seq. (xy) é limitada quando o conjunto dos | RLN + RS_ReAl Nao
seus termos é limitado, isto é, quando existem niimeros reais
a, b tais que a < x,, < b para todo n € N.

II. Uma seq. (x,) € limitada se, e somente se, existe um niimero
real ¢ = max{|al, |b|} > O tal que |x,| < ¢ para todon € N.
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Quando a sequéncia é limitada a esquerda e a direita ao
mesmo tempo, dizemos simplesmente que ela é limitada. Como
é facil ver, isso equivale a afirmar que existe um niimero M tal
que |a,| < M para todo n.

RLN + RS_ReAl

Nio

Ela [sequéncia] é limitada inferiormente se existir um niimero
m tal que m < a, para todon > 1.

RLN + RS_ReAl

Nio

Fonte: O autor (2025).

Ja alguns conceitos relacionados 2 monotonicidade de sequéncias, como mostra o

Quadro 9, sao representados no RLN + RS_ReAl e no RS_ReAl, havendo conversdes entre as

representacoes tanto no sentido RLN + RS_ReAl — RS_ReAl quanto na direcio contréria. Vale

destacar que s6 € possivel observar tais conversdes nos livros 1 e 3, uma vez que o L2 exibe os

conceitos exclusivamente em linguagem simbolica-algébrica. Além disso, no L3 destaca-se a

auséncia dos conceitos de sequéncia nao decrescente e de sequéncia nao crescente.

Quadro 9 — Conceitos referentes a monotonicidade de sequéncias

Seq. crescente
Liv. | Definicao RRS Houve
conv.?
1 Lxi<xy<xz<---. RS_ReAl Sim
II. /A seq. é crescente] quando x,, < xp+1 para todo n € N. RLN + RS_ReAl
2 ap<ay<...<ap<... RS_ReAl Nao
3 I. Uma seq. {a,} é chamada crescente se a,, < any1 paratodo | RLN + RS_ReAl Sim
n>1.
Ilay<ay<az<---. RS_ReAl
Seq. nao decrescente
1 Se vale x,, < xp41 para todo n, a seq. diz-se ndo decrescente. | RLN + RS_ReAl Nao
2 ai<ar<...<a,<... RS_ReAl Nio
Seq. decrescente
1 ILx; >xy>x3> - RS_ReAl Sim
II. Quando x,, > x,+1 paratodon € N, a sequéncia (x,) diz-se | RLN + RS_ReAl
decrescente.
2 ar>a)>...>d, > ... RS_ReAl Nao
3 [Uma seq.] é chamada decrescente se a,, > a1 para todo | RLN + RS_ReAl Niao
n>1.
Seq. nao crescente
1 A seq. é chamada ndo crescente quando x,, > xp+1 para todo | RLN + RS_ReAl Nio
n e N.
2 ai<ar<...<a,<... RS_ReAl Nio

Fonte: O autor (2025).

Embora os trés livros ndo acrescente registros graficos no momento de abordar os con-
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ceitos relacionados as sequéncias mondtonas, esse tipo de registro seria particularmente util para
diferenciar os tipos de monotonicidade: enquanto uma sequéncia decrescente sempre “diminui”,
uma nao crescente pode, em alguns momentos, permanecer constante. Essa distingdo fica mais
evidente quando observada visualmente. Ao visualizar graficamente essas sequéncias, os estu-
dantes associariam mais facilmente o nome, por exemplo, “crescente”, ao seu comportamento,
como uma tendéncia de subida. Essa representacdo dinamica e espacial ajudaria a consolidar o
entendimento.

Portanto, a andlise revelou que, para apresentar os conceitos relacionados as sequén-
cias numéricas, a linguagem natural-simbdlica-algébrica € a mais utilizada em todas as obras
examinadas, sendo a conversao RLN + RS_ReAl — RS_ReAl a mais frequente.

Especificamente, no Livro 1 observou-se um total de sete conversoes:

1 para representacdo de sequéncia;

3 para limite de sequéncias (apenas 1 incluindo RGe - Registro Geométrico);
* | para sequéncia crescente;
* 1 para sequéncia decrescente.

No Livro 2 registrou-se apenas uma conversao, a qual foi executada na representacao de sequén-

cia. Jd no Livro 3, observaram-se quatro conversoes:
* | para representagdo de sequéncia;
* 2 para limite de sequéncias (1 com RGe e 1 com RGr);
* 1 para sequéncia crescente.

Diante desse cendrio, torna-se fundamental ressaltar que a escassa presenca de con-
versdes nas obras, especialmente nos Livros 2 e 3, pode, conforme Cardoso (2015), restringir
a perspectiva dos estudantes quanto as propriedades dos conceitos abordados, uma vez que
cada conversdo estabelece novas relacdes aritméticas, algébricas e geométricas. Além disso,
essa conjuntura desconsidera o fato de que os estudantes precisam coordenar, no minimo, dois
registros de um mesmo objeto matemadtico, implicando, de acordo com Duval (2012), possiveis

dificuldades no processo de aprendizagem.
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5.3 ANALISE DOS REGISTROS GRAFICOS ASSOCIADOS AOS TEOREMAS

Inicialmente, faz-se necessario pontuar que apenas o livro de James Stewart (L.3) apre-
senta representacOes grificas para auxiliar na compreensdo de alguns teoremas. Por esse motivo,
os demais livros (L1 e L2) ndo foram analisados nesse aspecto.

No capitulo XI do L3, trés teoremas sdo acompanhados por uma representacdo gréfica,
porém, dentre eles, apenas o Teorema do Confronto e o Teorema da Sequéncia Monétona se
enquadram na andlise dessa pesquisa, uma vez que o resultado ndo mencionado aborda conceitos
que vao além do aporte tedrico referente as sequéncias numéricas.

Daremos inicio a exposicdo dos dados discutindo o Teorema do Confronto, o qual é

enunciado da seguinte forma:

Sea, <b, <cp,paran>ng e lima,= limc, =L, entdo lim b, = L.

n—00 n—00 n—o00

Sua demonstrag@o formal € omitida pelo livro e deixada como exercicio, porém o autor recorre
a uma visualizacdo grafica (Figura 10) para ilustrar, de forma intuitiva, uma sequéncia (b,) que
estd entre as sequéncias (a,) e (c,), as quais convergem para o mesmo valor. Essa configuracio

13 T 2 A .
garante que os termos de b, fiquem “aprisionados” entre os termos das outras duas sequéncias
a partir de certo indice, e como ambas tendem ao mesmo limite, conclui-se, intuitivamente, que
lim b, = L.

n—oo

Figura 10 — Ilustracdo que evidencia visualmente a hipétese e a conclusdo do Teorema do Confronto com base em
sequéncias especificas.

iy,

Fonte: Stewart (2013, p.627).

A representagdo grafica utilizada parailustrar o Teorema do Confronto apresenta algumas

limitagdes em relacdo a correspondéncia com os elementos do enunciado formal. E importante
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notar que o termo geral de cada sequéncia estd posicionado proximo aos pares ordenados
(n,ay,), por exemplo, o que pode levar a interpretagdo equivocada de que estdo fora do eixo
vertical, desfocando a no¢do de valor da sequéncia em relagdo ao indice n. Essa disposi¢ao pode
confundir leitores menos familiarizados com esbogos de graficos cartesianos, enfraquecendo a
clareza visual que se espera desse tipo de representacdo. Além disso, as sequéncias utilizadas
no gréfico satisfazem a desigualdade a, < b, < ¢, para todo n € N, o que pode ofuscar o
entendimento de que, no enunciado do teorema, essa relagdo precisa ocorrer apenas a partir de
certo indice. Essa escolha pode levar o leitor a interpretar de forma equivocada a abrangéncia da
hipétese. Além disso, observa-se uma auséncia de correspondéncia semantica entre as constantes
no € L e os elementos visuais presentes na representacdo gréfica. Dessa forma, conclui-se que a
conversao entre o registro algébrico e o grafico, nesse caso, ndo é congruente.

Diferentemente do que foi observado anteriormente, o registro grafico apresentado no
Capitulo 3 oferece maior riqueza visual e detalhamento dos elementos envolvidos, evidenciando,
inclusive, componentes centrais da defini¢do de limite em sua formulacdo simbdlico-algébrica.
Por isso, esse esboco grafico mostra-se mais relevante como apoio ao desenvolvimento da
demonstracdo, especialmente quando o leitor busca construir ou compreender o raciocinio
formal associado ao teorema.

Agora, € analisado o Teorema da Sequéncia Monétona, o qual é enunciado da seguinte

maneira:
Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Antes de apresentar sua demonstracdo formal, Stewart (2013, p.627) introduz uma abordagem
intuitiva ao afirmar que, “se (a,) estd aumentando e a,, < M para todo n € N, entdo os termos
sdo forcados a se aglomerar e a se aproximar de algum nimero L”. Em seguida, o autor fornece

uma representacdo grafica (Figura 11) que representa esse comportamento da sequéncia.
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Figura 11 — Representacdo grifica de uma sequéncia mondtona crescente e limitada, destacando visualmente o
comportamento convergente previsto no teorema.

ﬂ,l A

Fonte: Stewart (2013, p.627).

Nesta andlise, a conversao para o registro grafico pode ser considerada ndo congruente,
principalmente em razdo da disposicdo do termo a, no eixo vertical da figura. Embora essa
pratica de posicionar o termo geral da sequéncia no final do eixo das coordenadas seja adotada
por matematicos como uma forma de indicar em qual eixo estdo os valores de a,, tal escolha pode
gerar confusdo no leitor. Isso ocorre porque, ao ser posicionado acima do ponto M, o simbolo
a, pode sugerir equivocadamente que hd valores da sequéncia maiores que ele, contrariando
a hipétese de que a sequéncia € limitada superiormente por M. Além disso, pode haver a
interpretacdo de que o termo a, ndo estd diretamente associado aos pontos (7, a,) representados
no grafico, rompendo a conexao visual esperada entre o simbolo algébrico e os dados gréficos
correspondentes. Tais aspectos comprometem a clareza e a coeréncia da conversao.

No Livro 3 é reconhecido que o rigor matematico € indispensdvel no processo demons-
trativo; por isso € apresentada a demonstracao formal de que toda sequéncia monétona limitada

€ convergente, conforme o Quadro 10.

Quadro 10 — Demonstra¢do do Teorema da Sequéncia Monoétona - Livro 2

Teorema. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente

Demonstragdo. Suponha que (a,) seja uma sequéncia crescente. Como (a,) € limitada, o conjunto S = {a, |
n > 1} possui um limitante superior. Pelo Axioma da Completude, existe um menor limitante superior L.
Consequentemente, dado € > 0, L — € ndo é um limitante superior para S (pois L é o limite superior minimo).
Dessa forma, ay > L — € para algum inteiro N. Como a sequéncia é crescente, tem-se a, > ay para todo
n > N. Assim, se n > N, entdo a, > L — &, o que implica 0 < L — a, < & uma vez que a,, < L. Logo,
|L — a,| < & sempre que n > N e, por conseguinte, lim,_,. a,, = L. Uma demonstra¢do similar (usando o
maior limitante inferior) funciona se (a,) for decrescente.

Fonte: O autor (2025).
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Observa-se que o livro ndo estabelece uma relacdo entre os elementos presentes na
demonstracdo e a representacao grafica fornecida. Ainda que a intencdo do autor ndo seja
vincular diretamente a ilustracdo a estrutura formal da prova, elementos como o intervalo
(L—¢€,L+¢)eoindice N poderiam ser incorporados em um novo grafico, a semelhanga do que
ocorre na Figura 6 da Se¢ao 3.2. Com isso, a representacao se tornaria mais informativa quando
analisada previamente, contribuindo de forma mais eficaz para a compreensao da demonstracao

apresentada.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

As andlises desenvolvidas ao longo deste trabalho foram guiadas pelos pressupostos
da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval, segundo a qual a
aprendizagem matemadtica s6 se efetiva quando ha apreensdo e articulagdo entre diferentes
registros semidticos. A partir dessa perspectiva, buscou-se investigar como os registros de
representacdo se manifestam na abordagem do contetido de sequéncias de numeros reais em
trés livros utilizados no ensino superior, com foco especial nas representacdoes empregadas em
conversdes e na congruéncia de algumas transformagdes.

Com base nas andlises realizadas nas Segdes 5.2 e 5.3, foi possivel identificar diferencas
significativas entre as obras analisadas, com destaque para o Livro 3, cuja abordagem se dis-
tancia notavelmente da adotada nos outros dois livros, principalmente em relacdo a presenca de
representacoes graficas e geométricas.

Os Livros 1 e 3 abordam os conceitos principalmente a partir dos registros linguisticos
(RLN) e simbdlico-algébrico (RS_ReAl), incluindo algumas conversdes e tratamentos. Ambas
também destacam-se por incorporar ativamente registros geométricos e graficos, respectiva-
mente, no estudo de seus limites; no entanto, o L3 se sobressai ao também explorar o conceito
de sequéncias com o apoio de recursos visuais. J4 o L2 apresenta uma situa¢do mais critica, pois
seu Capitulo II praticamente ndo explora transformacdes externas, mantendo uma representacao
uniforme que pode prejudicar a compreensdo dos estudantes.

O ensino de demonstracdes matemadticas no nivel superior enfrenta um desafio peda-
gbgico: a escassez de representacdes graficas nos materiais diddticos. Os livros L1 e L2, ao
abordarem teoremas sobre sequéncias nos registros linguistico e simbdlico-algébrico, deixam
de proporcionar aos alunos importantes ferramentas cognitivas, como visualizagdes que reve-
lam relacdes estruturais e conexdes entre a intuicdo geométrica e o formalismo matemdtico. E
relevante pontuar que Lima (2014, p.73), embora destaque o valor das interpretacdes visuais
para a compreensao de teoremas e conceitos de Andlise Real, desenvolve seu Capitulo IV predo-
minantemente nos registros linguistico (RLN) e simbdlico-algébrico (RS_ReAl). Essa aparente
contradicdo sugere que o autor pretende chamar aten¢ao justamente para os registros geométrico
e grafico que estdo ausentes em sua propria exposicao.

O L3 demonstra um avan¢o nessa abordagem ao incorporar representacoes graficas na

exposicao de dois teoremas. Contudo, essas representagcdes graficas mostraram-se insuficientes
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para favorecer o desenvolvimento da capacidade de antecipar estratégias demonstrativas ou
reconstruir argumentos matematicos de forma auténoma, uma vez que nao ha articulagdo com
os elementos que estdo presentes na demonstragdo. Além disso, as representacdes carecem de
dinamismo. Como sugestdo para enriquecer ainda mais essa abordagem, o livro poderia incluir
referéncias a recursos digitais interativos, como construcdes no GeoGebra, que permitem aos
estudantes explorar dinamicamente as variacdoes nos parametros das sequéncias e visualizar em
tempo real como essas alteragdes impactam seu comportamento.

Os resultados sugerem que as dificuldades dos graduandos em matemadtica na compre-
ensao de textos académicos, em especial de demonstracdes formais, podem decorrer nao apenas
da complexidade inerente aos conceitos, mas também de abordagens didaticas insuficientes na
exploragdo articulada de multiplos sistemas de representacdo. Uma exposi¢do mais equilibrada
entre registros, acompanhada de atividades que promovam a traducdo consciente entre eles,
poderia oferecer aos estudantes caminhos alternativos para a compreensao e constru¢ao de
argumentos matematicos rigorosos.

As deficiéncias identificadas nos materiais diddticos reforcam o papel central do professor

como mediador no processo de aprendizagem. Para superar as limitagcdes dos textos, sugere-se:

1. Complementar os materiais existentes com representagdes visuais que faltam nas obras

originais;

2. Desenvolver atividades especificas de conversdo entre diferentes registros de representa-

¢do;

3. Elaborar guias de leitura que explicitam as relacdes entre as diversas formas de represen-

tacao;

4. Incorporar tecnologias interativas para materializar conceitos abstratos presentes nos

textos.

Em decorréncia dessa reflexdo, considera-se pertinente sugerir a seguinte linha de pes-
quisa para estudos futuros: a produgdo de representagdes gréficas interativas no GeoGebra que
facilitem a compreensao do raciocinio 16gico envolvido nas demonstragdes matemdticas, com
aplicacdo direta no ensino de sequéncias numéricas no nivel superior. O objetivo principal é
avaliar o impacto dessas ferramentas visuais na aprendizagem dos graduandos, especificamente

na maturidade para compreender e reproduzir demonstra¢des formais.



55
REFERENCIAS

AVILA, G. Andlise matemdtica para licenciatura. 3. ed. rev. e ampl. Sdo Paulo: Editora
Edgard Bliicher, 2018.

BATISTA, N.; MERLINI, V. L. A conversdo das representagoes semioticas da funcdo afim e
linear: um estudo diagnostico com estudantes do ensino médio. Revista Paranaense de
Educagdao Matematica, v. 13, n. 30, p. 212-233, jan./abr. 2024. Disponivel em:
<https://doi.org/10.33871/22838500.2024.13.30.212-233>. Acesso em: 8 abr. 2025.

BRASIL. Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP).
Exame Nacional do Ensino Médio: caderno de questoes — 2° dia — Prova Amarela. Brasilia:
INEP, 2020. Disponivel em: <https://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/provas/
2020/2_dia_caderno_3_amarela_aplicacao_regular.pdf>. Acesso em: 28 jul. 2025.

BOLDA, C. R. F. Geometria e visualizagcdo: desenvolvendo a competéncia heuristica através
da reconfiguragao. Dissertagao (Mestrado em Educacdo) — Programa de Pés-Graduagdao em
Educacdo, Universidade Federal de Santa Catarina, Floriandpolis, 1997. Disponivel em:
https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/203136. Acesso em: 23 mar. 2025.

BRASIL. Ministério da Educacdo. Pardmetros Curriculares Nacionais — Ensino Médio:
orientagoes complementares. Brasilia: MEC/SEB, 2000. Disponivel em:
<https://basenacionalcomum.mec.gov.br/implementacao/biblioteca-de-apoio/
pcn-e-pen-ensino-medio/ ?utm_source=chatgpt.com>. Acesso em: 1 jun. 2025.

BRASIL. Ministério da Educagdo. Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Brasilia: MEC,
2018.

CARDOSO, M. C. Conciliacdo de metas, relevancia e registros de representagcdo semiotica
em matemdtica. Tese (Doutorado em Ciéncias da Linguagem) — Universidade do Sul de Santa
Catarina, Tubardo, 2015. Disponivel em:
https://repositorio.animaeducacao.com.br/handle/ANIMA/3376. Acesso em: 16 jul. 2025.

CARVALHO, L. Um estudo das concep¢oes de estudantes do ensino médio sobre o conceito
de funcdo com base na teoria dos registros de representacoes semioticas. Dissertacao
(Mestrado em Educagdo em Ciéncias e Matematica) — Universidade Federal de Pernambuco,
Caruaru, 2017. Disponivel em: <https://repositorio.ufpe.br/bitstream/123456789/27592/1/
DISSERTAC%C3%83%?20de%20Lidiane%20Pereira%20de%20Carvalho.pdf>. Acesso em: 8
abr. 2025.

CATTO, G. G. Registros de representacdo e o niimero racional: uma abordagem em livros
didaticos. Dissertacdao (Mestrado em Educagdo Matematica) — Pontificia Universidade
Catolica de Sao Paulo, Sao Paulo, 2000. Disponivel em:
https://tede2.pucsp.br/handle/handle/18489. Acesso em: 15 jan. 2025.

DEL REY, L. Get Free. In: Lust for Life. Interscope Records, 2017. Misica.

DUVAL, R. Como analisar a questdo crucial da compreensdo em matemdtica?Tradugdo de
Méricles T. Moretti. Revista Eletronica de Educagdo Matematica — REVEMAT, Florian6polis,
v. 13, n. 2, p. 1-22, 2018. Disponivel em: https://doi.org/10.5007/1981-1322.2018v13n2p01.
Acesso em: 15 jul. 2025.


https://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/provas/2020/2_dia_caderno_3_amarela_aplicacao_regular.pdf
https://download.inep.gov.br/educacao_basica/enem/provas/2020/2_dia_caderno_3_amarela_aplicacao_regular.pdf
https://basenacionalcomum.mec.gov.br/implementacao/biblioteca-de-apoio/pcn-e-pcn-ensino-medio/?utm_source=chatgpt.com
https://basenacionalcomum.mec.gov.br/implementacao/biblioteca-de-apoio/pcn-e-pcn-ensino-medio/?utm_source=chatgpt.com
https://repositorio.ufpe.br/bitstream/123456789/27592/1/DISSERTAC%C3%83%20de%20Lidiane%20Pereira%20de%20Carvalho.pdf
https://repositorio.ufpe.br/bitstream/123456789/27592/1/DISSERTAC%C3%83%20de%20Lidiane%20Pereira%20de%20Carvalho.pdf

56

DUVAL, R. How To Learn To Understand Mathematics? JIEEM. Sao Paulo, v. 10, n. 2, p.
114-122, 2017.

DUVAL, R. Los problemas Fundamentales en el Aprendizaje de la Matemdticas y las Formas
Superiores en el Desarrollo Cognitivo. Tradugdo de Myriam Vega Restrepo. Colombia:
Universidad del Valle, Instituto de Educacién y Pedagogia, Grupo de Educacién Matematica,
2004.

DUVAL, R. Registros de Representagcdo Semiotica e Funcionamento Cognitivo da
Compreensdo em Matemdtica. In: MACHADO, S. D. A. (org.) Aprendizagem em Matematica,
Registros de Representagdo Semidtica. Campinas: Papirus, p. 11-33, 2010. (Cole¢ao Papirus
Educagao).

DUVAL, R. Sémiosis et pensée humaine: registres sémiotiques et apprentissages intellectuels.
Suica: Peter Lang S.A., 1995.

DUVAL, R. Semiosis e Pensamento Humano: Registros semioticos e aprendizagens
intelectuais (Fasciculo I). Sao Paulo: Livraria da Fisica, 2009.

DUVAL, R. Registros de representacdo semiotica e funcionamento cognitivo do pensamento.
Revemat: Revista Eletronica de Educacao Matemética, Floriandpolis, v. 7, n. 2, p. 266297,
2012. Tradugao: Méricles Thadeu Moretti. Disponivel em:
https://doi.org/10.5007/1981-1322.2012v7n2p266. Acesso em: 12 dez. 2024.

DUVAL, R. Ver e ensinar a matemdtica de outra forma: entrar no modo matemdtico de
pensar: os registros de representacdo semiotica. Tania M. M. Campos (Org.). Tradugao:
Marlene Alves Dias. Sdo Paulo: PROEM, 2011.

EVES, H. Introducdo a historia da matematica. Traducdo de Hygino H. Domingues.
Campinas: Editora da Unicamp, 2004.

FONSECA, J. J. Metodologia da investigacdo cientifica da outra margem: ir em modo
maratona e ndo em modo corrida de 100 metros. 2. ed. Lisboa: Instituto Piaget, 2002.

HENRIQUES, A.; ALMOULOUD, S. A. Teoria dos registros de representagcdo semiotica em
pesquisas na Educag¢do Matemdtica no Ensino Superior: uma andlise de superficies e fungoes
de duas variaveis com intervengdo do software Maple. Ciéncia & Educacdo (Bauru), Sao
Paulo, v. 22, n. 2, p. 465-487, abr./jun. 2016. Disponivel em:
https://doi.org/10.1590/1516-731320160020012. Acesso em: 03 fev. 2025.

INGAR, K. V. A visualizacdo na aprendizagem dos valores mdaximos e minimos locais da
fungdo de duas variaveis reais. 2014. Tese (Doutorado em Educa¢do Matematica) — Pontificia
Universidade Catdlica de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2014. p. 62. Disponivel em:
https://ariel.pucsp.br/handle/11013. Acesso em: 24 jun. 2025.

LIBANEO, J. C. Diddtica. Sdo Paulo: Cortez, 1991.

LIMA, E. L. Curso de andlise; v. 1. 12. ed. Fun¢des de uma varidvel. Rio de Janeiro: IMPA,
2014.



57

MACEDO,J. A.; BRANDAO, D. P.; NUNES, D. M. Limites e possibilidades do uso do livro
didatico de Matemdtica nos processos de ensino e de aprendizagem. Educagao Matematica
Debate, Montes Claro, v. 3, n. 7, p.68-86, jan./abr., 2019. Disponivel em:
<https://www.redalyc.org/journal/6001/600166634004/html/>. Acesso em: 1 jun. 2025.

MAZZI1, L. C. Experimentacdo-com-GeoGebra: revisitando alguns conceitos da andlise real.
(Dissertacao de Mestrado em Educacdo Matemadtica) — Instituto de Geociéncias e Ciéncias
Exatas, Universidade Estadual Paulista Jilio de Mesquita Filho, Rio Claro, 2014. Disponivel
em: http://hdl.handle.net/11449/123706. Acesso em: 19 jan. 2025

POLYA, G. A arte de resolver problemas: um novo enfoque do método matemdtico. Tradugdo e
adaptacao de Heitor Lisboa de Aradjo. Rio de Janeiro: Interciéncia Ltda, 1994.

REZENDE, V.; ABRANCHES, M. M.; CAVALCANTE, T. M. M. Registros de representacdo
semiodtica e sua articulagdo com o Hexdagono de Durer nas aulas de matemdtica. EM TEIA —
Revista de Educacdo Matematica e Tecnoldgica Iberoamericana, v. 9, n. 2, p. 1-25, 2018.
Disponivel em: https://revistas.unicentro.br/index.php/emdea/article/view/6175/6203. Acesso
em: 10 abr. 2025.

RODRIGUES, V. W. Interpretacdo Teorema 9 (Teorema do Confronto). GeoGebra, 19 out.
2020. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/c4xkaguk. Acesso em: 27 jul. 2025.

RODRIGUES, V. W. Interpretacdo Teorema 8. GeoGebra, 9 jul. 2021. Disponivel em:
https://www.geogebra.org/m/ezxdtwtg. Acesso em: 27 jul. 2025.

RODRIGUES, V. W. Interpretacdo Teorema 6. GeoGebra, 20 out. 2020. Disponivel em:
https://www.geogebra.org/m/mccsdmer. Acesso em: 27 jul. 2025.

RODRIGUES, V. W. Interpretacdo Teorema 7. GeoGebra, 9 jul. 2021. Disponivel em:
https://www.geogebra.org/m/mwwbrk6j. Acesso em: 27 jul. 2025.

RODRIGUES, V. W. Interpretagdo Teorema 10. GeoGebra, 20 out. 2020. Disponivel em:
https://www.geogebra.org/m/xkfahmth. Acesso em: 27 jul. 2025.

RODRIGUES, V. W. Interpretacdo Teorema 13. GeoGebra, 20 out. 2020. Disponivel em:
https://www.geogebra.org/m/dbqj6pye. Acesso em: 27 jul. 2025.

RODRIGUES, V. W. Interpretacdo Teorema 12. GeoGebra, 29 nov. 2021. Disponivel em:
https://www.geogebra.org/m/gmmjngbx. Acesso em: 27 jul. 2025.

ROQUE, T. Historia da Matemadtica: uma visdao critica, desfazendo mitos e lendas. Rio de
Janeiro: Zahar, 2012.

SILVA, M. A. Concepg¢oes de professores de matemdtica sobre o conceito de fun¢do: uma
abordagem baseada na teoria dos registros de representacdo semiética. Dissertacdo (Mestrado
em Educacdo Matemadtica e Tecnoldgica) — Universidade Federal de Pernambuco, Recife,
2020. Disponivel em: <https://repositorio.ufpe.br/handle/123456789/39695>. Acesso em: 8
abr. 2025.



58

SOUZA, V. H. G. O uso de varios registros na resolucdo de inequacoes: uma abordagem
funcional grdfica. Tese (Doutorado em Educacgao) — Pontificia Universidade Catdlica de Sao
Paulo, Sao Paulo, p. 64, 2008. Disponivel em:
https://repositorio.pucsp.br/jspui/handle/handle/11294. Acesso em: 27 jun. 2025.

STEWART, J.; CLEGG, D.; WATSON, S. Cdlculo. 9. ed. Tradugdo de Francisco Magalhaes
Gomes. v. 2. S3o Paulo: Cengage Learning, 2022.

TRIVINOS, A. Introducdo d pesquisa em ciéncias sociais: a pesquisa qualitativa em
educagdo. Sao Paulo: Atlas, 1987.

ZIMMERMANN, W.; CUNNINGHAM, S. Editor’s introduction: what is mathematical
visualization? In: ZIMMERMANN, W.; CUNNINGHAM, S. (org.). Visualization in teaching
and learning mathematics. Washington: Mathematical Association of America, 1991, p. 1-8.



	
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de Figuras
	Lista de quadros
	Listing
	Lista de quadros
	Lista de tabelas
	Sumário
	Introdução
	A TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTAÇÃO SEMIÓTICA
	Representações semióticas
	OS REGISTROS DE REPRESENTAÇÃO SEMIÓTICA
	O fenômeno de conversão entre representações semióticas

	A importância de representações visuais

	Diferentes representações relacionadas às sequências numéricas
	Principais definições
	Representação gráfica como apoio intuitivo à demonstração matemática

	metodologia
	classificação da pesquisa
	A seleção dos livros
	CATEGORIAS E CRITÉRIOS DE ANÁLISE DOS LIVROS

	ANÁLISE E DISCUSSÃO DOS RESULTADOS
	Organização estrutural dos capítulos dedicados à apresentação do conteúdo
	Análise das definições sob a perspectiva da TRRS
	Análise dos registros gráficos associados aos teoremas

	Considerações Finais
	REFERÊNCIAS

