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RESUMO

Esta tese tem como objetivo investigar subvariedades espaciais imersas em produtos
de variedades semi-Riemannianas. Para isso, desenvolvemos inicialmente uma férmula
do tipo Calabi-Simons, adaptada ao contexto de subvariedades espaciais em espagos pro-
duto semi-Riemannianos indefinidos, compostos por uma variedade de curvatura seccional
constante multiplicada pela reta real (no caso riemanniano ou lorentziano). A partir dessa
formulacao geral, derivamos versoes especializadas aplicaveis a subvariedades em classes
particulares de espacos ambiente. Como primeira aplicagao, estudamos subvariedades
estacionarias, ou seja, aquelas com curvatura média nula. Ao analisar propriedades como
o indice e a codimensao da imersao, demonstramos que tais subvariedades sao necessari-
amente totalmente geodésicas em slices do espago produto. Na sequéncia, consideramos
subvariedades com vetor curvatura média paralelo. Por meio de desigualdades integrais
do tipo Simons, mostramos que essas subvariedades devem ser totalmente umbilicas nas
respectivos slice. No caso especifico de hipersuperficies imersas em produtos entre va-
riedades de curvatura constante e um fator euclidiano, analisamos aquelas com curvatura
média nula sob a suposicao de completude estocastica. Demonstramos que tais hipersu-
perficies estao contidas em slices horizontais ou em cilindros verticais, conforme o sinal
da curvatura do fator base. Sob a hipdtese adicional de completude métrica, obtemos
uma classificacao precisa das configuragoes geométricas possiveis. Por fim, abordamos
o caso das hipersuperficies chamadas 2-minimas. De maneira analoga ao caso anterior,

estabelecemos uma caracterizacao completa de slices.

Palavras-Chave: formula do tipo Simons, espaco produto semi-Riemanniano, subva-

riedades espaciais, hipersuperficie estocasticamente completa, hipersuperficie 2-minimal.



ABSTRACT

This thesis aims to investigate spacelike submanifolds immersed in products of semi-
Riemannian manifolds. To this end, we first develop a Calabi-Simons—type formula tai-
lored to the setting of spacelike submanifolds in indefinite product spaces, specifically
those formed by a manifold with constant sectional curvature and either the real line or
the Lorentzian line. From this general formulation, we derive specialized versions appli-
cable to submanifolds immersed in particular ambient spaces. As a first application, we
study stationary submanifolds, that is, those with vanishing mean curvature. By ana-
lyzing the geometric properties of the immersion, such as its index and codimension, we
demonstrate that these submanifolds must be totally geodesic in slices of the product
space. Next, we investigate submanifolds with a parallel mean curvature vector. Using
integral inequalities of Simons type, we prove that such submanifolds must be totally um-
bilical within the corresponding slices. In the case of hypersurfaces immersed in products
of constant curvature spaces with a Euclidean factor, we consider those with zero mean
curvature under the assumption of stochastic completeness. We show that these hyper-
surfaces are necessarily contained in horizontal slices or vertical cylinders, depending on
the sign of the base curvature. Assuming further that the hypersurfaces are complete, we
obtain a precise classification of the possible geometric configurations. Finally, we address
the case of so-called 2-minimal hypersurfaces. In analogy with the previous situation, we

establish a complete characterization of the slices.

Keywords: Simons-type formula, semi-Riemannian product spaces, spacelike submani-

folds, stochastically complete hypersurfaces, 2-minimal hypersurfaces.
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1 INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, tem crescido significativamente o interesse — tanto do ponto de
vista fisico quanto mateméatico — pelo estudo de subvariedades imersas em variedades
semi-Riemannianas. No contexto da fisica tedrica contemporanea, esse tema assume es-
pecial relevancia, sobretudo na formulacao e interpretagao geométrica da teoria da rela-
tividade geral. Superficies minimas e subvariedades estacionarias, por exemplo, surgem
naturalmente em contextos fisicos regidos por principios variacionais, como o da mini-
mizacao da area. Nesse cenério, as equagoes de movimento de particulas e campos podem
ser interpretadas geometricamente como condi¢oes de energia minima ou de agao critica
sobre subvariedades imersas (para outras aplicagoes, ver (CHEN| 1973; |O’NEILL) |1983))).

Sob a perspectiva matematica, o estudo dessas subvariedades é motivado, entre outros
fatores, pelo comportamento geométrico notavel de certas hipersuperficies do tipo espago
com curvatura média constante nao nula. Tais estruturas apresentam propriedades do tipo
Bernstein e surgem como solug¢oes de problemas variacionais, uma vez que correspondem
a pontos criticos do funcional area, considerando variagoes que preservam o volume asso-
ciado a determinada funcao.

Um marco fundamental nesse campo foi estabelecido por (SIMONS) [1968), no con-
texto de subvariedades minimas na esfera unitaria. Em 1968, Simons considerou uma
subvariedade minima X" imersa na esfera unitaria S"*? e calculou o laplaciano da norma
ao quadrado da segunda forma fundamental S dessa imersao. Com isso, obteve uma
equacao diferencial de segunda ordem envolvendo a norma de S, a dimensao n e a codi-
mensao p. Supondo que X" seja fechada (compacta e sem bordo), deduziu a famosa
desigualdade integral de Simons, que impoe um intervalo restrito para o valor da norma
de S: ou S = 0, caso em que X" é totalmente geodésica, ou S é constante positiva, depen-
dente apenas de n e p. No entanto, Simons nao conseguiu caracterizar as subvariedades
que realizam a igualdade nesse segundo caso. Essa lacuna foi preenchida pouco depois
por (CHERN; DO CARMO; KOBAYASHI, |1970), para p > 1, ao demonstrarem que
as tnicas solugoes sao as superficies de Veronese em S*. Independentemente, (LAWSON]

1969)) investigou o caso p = 1 e encontrou os toros de Clifford como solugbes. A abordagem
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introduzida por Simons revelou-se extremamente frutifera, nao apenas para o estudo de
subvariedades minimas na esfera unitaria, mas também para subvariedades espaciais em
espagos produto semi-Riemannianos e outros contextos geométricos, conforme ilustrado
em (ARAUJO; TENENBLAT, 2011; [DOS SANTOS; DA SILVA, 2021b; ERBACHER,
1972; DE LIMA; DE LIMA, 2019).

Dando énfase ao estudo de superficies em espacos produto via formulas do tipo Simons,
destaca-se o trabalho de (BATISTA, 2011), no qual é apresentada a primeira formula desse
tipo para hipersuperficies imersas em M?(c) x R. Nesse estudo, uma nova férmula ¢ de-
duzida e aplicada para caracterizar slices e cilindros verticais como as tnicas superficies
completas com curvatura média constante em S? x R e H? x R, desde que certas condicoes
geométricas sejam satisfeitas. No contexto de subvariedades com vetor curvatura média
paralelo em M"(c) x R, (FETCU; ROSENBERG, [2013) utilizaram uma férmula do tipo
Simons para obter resultados de umbilicidade, impondo restri¢des sobre o quadrado da
norma da segunda forma fundamental. Ainda nesse cenario, (DOS SANTOS; DA SILVA|
2022) caracterizaram subvariedades com vetor curvatura média normalizado paralelo, se-
gunda curvatura média constante e angulo constante.

Ao analisarmos o indice do ambiente e a codimensao da subvariedade, identificam-se
dois casos distintos: quando o indice coincide com a codimensao e quando eles diferem.
No primeiro caso — isto é, quando o indice € igual a codimensao — destaca-se o trabalho
de (ISHIHARA/ 1988), no estudo de subvariedades espaciais maximas completas em for-
mas espaciais semi-Riemannianas M;“’ (¢), com curvatura seccional constante ¢ = +1.
Utilizando técnicas desenvolvidas por Chern, do Carmo e Kobayashi, o autor estende resul-
tados prévios de (CHENG; YAU, 1976) e (CALABI, [1970) para esse tipo de subvariedade.
No segundo caso — quando o indice difere da codimensdo —, (ALIAS; ROMERO, |1995)
investigam subvariedades espaciais compactas e maximas no espago de de Sitter S}*7(c),
com g < p, e deduzem férmulas de divergéncia para certos campos vetoriais definidos
na subvariedade. Demonstram, em particular, que se X" é uma subvariedade compacta,
méaxima e do tipo espago em SZ“’, com curvatura de Ricci limitada inferiormente por
n—1, entao X" deve ser totalmente geodésica. Por sua vez, (CHENG; ISHIKAWA| [1997)
estudam subvariedades do tipo espaco, completas e maximas, imersas em variedades semi-

Riemannianas de curvatura seccional constante. Nesse contexto, os autores desenvolvem
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uma féormula de Simons adaptada ao ambiente indefinido e a aplicam na deducao de
desigualdades integrais do tipo pinching. Sob hipoteses geométricas envolvendo as cur-
vaturas escalar, de Ricci e seccional, demonstram resultados de rigidez que implicam que
a subvariedade é, necessariamente, totalmente geodésica, um toro de Clifford ou uma
superficie de Veronese.

No estudo de hipersuperficies, (ALIAS; GARCIA-MARTINEZ, 2012) aplicaram uma
versao apropriada da férmula de Simons para investigar hipersuperficies estocasticamente
completas imersas em variedades espaciais Riemannianas. Como resultado, caracteri-
zaram hipersuperficies umbilicas, bem como certas classes de hipersuperficies isoparamétri-
cas, estendendo os resultados de (ALENCAR; DO CARMO 1993)) e (NOMIZU; SMYTH,
1969). No contexto Lorentziano, (GOMES et al. 2014) investigaram hipersuperficies
completas do tipo Weingarten imersas em um espaco Lorentziano da forma L7*(c), com
n > 2, assumindo duas curvaturas principais distintas. Como consequéncia, obtiveram
resultados de caracterizacdo tanto para o espaco de Sitter ST, quanto para os espacos
de Lorentz-Minkowski IL"*! e o espaco anti-de Sitter H?™'. Ainda no contexto de hiper-
superficies, (CHENG; YAU| [1977) introduziram uma nova abordagem para o estudo
de hipersuperficies completas com curvatura escalar constante em variedades espaciais.
Nesse trabalho, os autores propuseram um operador diferencial linear de segunda ordem,
que generaliza o operador de Laplaciano. A combinacao da teoria de Simons com a
metodologia desenvolvida por Cheng e Yau motivou diversos trabalhos posteriores. En-
tre eles, destaca-se o de (DOS SANTOS, 2021), que estabeleceu uma férmula do tipo
Simons para superficies em M? x R, demonstrando que superficies completas com cur-
vatura extrinseca constante sao isometricamente equivalentes a cilindros verticais ou slices.
Outra contribuigao relevante encontra-se em (DOS SANTOS; DA SILVA; DE SOUSA|
2023), onde caracterizaram m-subvariedades de Weingarten lineares, compactas e sem
bordo, em M"(c) x R. Essas subvariedades possuem um campo vetorial de curvatura
média normalizada paralelo, fun¢ao angulo constante e satisfazem uma relacao linear en-
tre as curvaturas médias H e H,. Outros resultados relacionados podem ser encontrados
em (ALIAS; MELENDEZ: PALMAS, 2018; DOS SANTOS; DA SILVA| 2021a)).

Com base nas tematicas abordadas anteriormente, este trabalho tem como objetivo

estudar subvariedades do tipo espaco em variedades produto semi-Riemannianas. Para
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isso, iniciamos relembrando defini¢oes fundamentais e estabelecendo as notacoes que serao
utilizadas ao longo do texto, além de apresentar o espaco ambiente que nos propomos a
investigar. Encerramos a parte preliminar com a apresentacao de uma férmula do tipo
Simons para subvariedades espaciais em M;“’ (c) xR, sob a condigdo 0 < g+v < p+1.
Como aplicagao, obtemos uma férmula de Simons para subvariedades com vetor curvatura
média paralelo (cf. Capitulo . No Capitulo [3| apresentamos resultados intermediarios
que desempenham um papel fundamental na obtencao dos principais teoremas deste tra-
balho. Com base nos trabalhos de (DAJCZER] |1990)) e (MENDONCA; TOJEIRO| 2014),
destacamos um resultado de redugao de codimensao para subvariedades espaciais em
M ;er (¢) xR, do qual derivamos, como corolario, uma versao anéloga para subvariedades
paralelas em espacos produto. Além disso, discutimos uma versao do principio do méxi-
mo, que se revela particularmente ttil no desenvolvimento dos argumentos apresentados.
Concluimos o capitulo com a exposi¢ao de classicos teoremas de classificacao para hiper-
superficies Riemannianas. Por fim, no Capitulo [4] apresentamos os principais resultados
obtidos neste trabalho, os quais sao alcancados por meio da aplicacao das féormulas de
Simons, em conjunto com os resultados discutidos no Capitulo [3

Iniciamos a exposicao dos principais resultados com a anéalise de subvariedades esta-
ciondrias (isto ¢, com curvatura média nula) em M7 *P(c) x R, sob a condigao 0 < g+v <
p + 1. Em particular, considerando o caso em que o indice do espago ambiente coin-
cide com a codimensao, mostraremos de maneira analoga ao resultado classico de (ISHI-
HARA/ |1988) — que demonstrou que subvariedades estacionarias completas em Sg*p sao
totalmente geodésicas — que subvariedades estaciondrias em S}*?(c) x R; também sdo

totalmente geodésicas. Mais precisamente (cf. Teorema [4.2)):

Teorema 1.1. Seja X" uma subvariedade tipo espaco estaciondria completa de SZ“’ X Ry.
Entao, X" € totalmente geodésica e estd contida em uma folha do tipo Sy x {to}, para

algum ty € R.

No contexto de desigualdades integrais, (ALIAS; MELENDEZ, [2020) estudaram a
rigidez de hipersuperficies orientadas e compactas, com curvatura escalar constante, imer-
sas isometricamente na esfera euclidiana unitaria S**'. Por meio de uma desigualdade

integral, caracterizaram as hipersuperficies totalmente umbilicais, bem como uma certa

familia de toros da forma S'(v/1 —1r2) x S™(r). Posteriormente, (DOS SANTOS; DA
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SILVA, [2021b) generalizaram a desigualdade integral obtida por Alias e Meléndez para
subvariedades com vetor curvatura média normalizado paralelo, imersas no espago S™ X R,
e com segunda curvatura média constante. ApoOs essa breve explanagao a respeito de
desigualdades integrais do tipo Simons, nosso proximo resultado aborda subvariedades
estacionarias no caso em que o indice difere da codimensao. Mostraremos que, por meio
de uma desigualdade integral do tipo Simons, é possivel caracterizar as subvariedades
estacionarias completas em S’q”p x R;. Sendo T a parte tangente do campo unitério 0,

associado ao espago produto, temos (cf. Teorema |4.4]):

Teorema 1.2. Seja X" uma subvariedade tipo espago estaciondria compacta em SZerXRl;
com q < p. Entao,
/S(n+|T|2—aS) d¥ <0,
b

onde
1, quando p—q=1,

3/2, quando p—q> 1.

Em particular, se a igualdade ocorre, entao:
i. X" € uma subvariedade totalmente geodésica em S}™P x {to};

1. oup=q+ 1, X" estd imersa na subvariedade espacial totalmente geodésica
S"H X {to} — SZ*‘JH x Ry

e € isométrica ao toro de Clifford S*(\/n/k) x S"7*(\/n/(n — k));
. oun=p—q=2, eX? € isométrica a superficie de Veronese em S* x {to}.
para algum ty € R.

Ressaltamos que o teorema apresentado constitui uma extensao do Teorema 1 de
(CHENG; ISHIKAWA| 1997)) ao cenario de espagos produto dotados de métrica indefinida.
Ainda no contexto de desigualdades integrais do tipo Simons, agora sob a perspec-
tiva de subvariedades com curvatura média paralela em S}*? x R;, obtemos a seguinte

desigualdade integral envolvendo a segunda forma fundamental sem traco da imersao,
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denotada por ¢, a curvatura média H, e a componente tangente do campo paralelo 0.

Em outras palavras (cf. Teorema [4.13)),

Teorema 1.3. Seja X" uma subvariedade espacial compacta, imersa com vetor curvatura
média h tipo-espaco e paralelo em Sg*p x Ry, com q < p. Entao, a sequinte desigualdade
integral € vdlida:

/E 62 Qu(|61.T]) dS < 0,

onde Qu(z,y) € uma fungao de duas varidveis, dada por

n(n — 2)

Qu(z,y) = —az® +y* — Hzx +n(1+ H?),
n(n —1)

onde
1, quando p—q=1,
3/2, quando p—q> 1.

Além disso, se a igualdade for atingida, entao:

(i) ou X" ¢ uma hipersuperficie totalmente umbilica contida em SJ+ x {to}, com ¢ =0

ou 1;
(ii) oua=1 e X" € isométrica ao toro de Clifford em S x {to},
para algum ty € R.

Agora voltamos nosso foco para o estudo de hipersuperficies Riemannianas em espagos
produto com métrica indefinida. Como ponto de partida, apresentamos uma extensao,
para dimensdes superiores, do resultado obtido por (ALBUJER; ALIAS, 2009), no qual

¢ possivel caracterizar os slices (cf. Teorema {4.18)):

Teorema 1.4. As unicas hipersuperficies espaciais completas e mdximas imersas em

M™(c) x Ry, com ¢ >0, sdo as totalmente geodésicas. Além disso, se ¢ > 0, essas sio o0s

slices.

No contexto de hipersuperficies minimas estocasticamente completas em M™(c) x R,
ao se imporem certas restrigoes sobre S e |T'|, é possivel determinar onde essas hipersu-

perficies estao localizadas. Além disso, assumindo que sejam completas, torna-se possivel
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caracteriza-las de forma mais precisa. No caso em que ¢ > 0, temos o seguinte resultado

(cf. Teorema [4.19)):

Teorema 1.5. Seja X" uma hipersuperficie minima estocasticamente completa, imersa

em M™(c) x Ry, com ¢ > 0. Suponha que
sup (S + ¢(3n — 1)|T?) < ne.
2

Entao, X € isométrica a uma parte aberta de um slice.

A partir deste resultado, quando " é completa, o seguinte resultado fornece uma

caracterizacao precisa dos slices (cf. Corolario [4.20)).

Corolario 1.6. Seja X" uma hipersuperficie minima completa imersa em M"(c) x R,
com ¢ > 0. Suponha que

sup (S + ¢(3n — 1)|T*) < ne.
5
Entao, X" € um slice.

No caso em que ¢ < 0, com base no resultado obtido por (BATISTA, [2011), temos
que (cf. Teorema |4.21):

Teorema 1.7. Seja X" wma hipersuperficie minima estocasticamente completa, imersa

em M"™(c) x R, com ¢ < 0. Suponha que a sequinte iqualdade ocorra:

(A(T), T) =~

~1
[AP|T?,
n

e que

Slép (S —c(Bn—1)(n,d)*) < —c(n —1),

onde A denota o operador de forma de X" na dire¢ao do vetor normal unitdrio n, e (n, O;)
denota o cosseno do dngulo entre n e o campo paralelo 0;. Entao, X" € isométrica a uma

parte aberta de um cilindro vertical.

De modo analogo ao caso anterior, no contexto de hipersuperficies completas, obtém-se

que tais variedades sao necessariamente cilindros verticais.
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Ao transferirmos nosso objeto de estudo para o contexto de hipersuperficies estocas-
ticamente completas com curvatura média constante, assumimos que 7' é um campo nao
nulo e uma dire¢ao principal canonica, ou seja, A(T) = AT, onde A é uma fungao real.
Dessa forma, definindo 3% como a hipersuperficie para a qual 7' ¢ uma diregao principal

candnica e A é o autovalor associado, temos (cf. Teorema [4.28|):

Teorema 1.8. Seja X% uma hipersuperficie estocasticamente completa, com curvatura

média constante, imersa em M"(c) X R, com ¢ > 0. Suponha que % <A< H e que
sup (¢a|¢” + c(n + 1)|T*) < 2n,
b

onde
_n2+4n—4

== "

Entao, X% € isométrica a uma parte aberta de um cilindro vertical.

No caso lorentziano, consideramos hipersuperficies espaciais do tipo hélice, isto é,
aquelas cuja fungao angulo (n, d;) é constante em X", onde 1 é o vetor normal unitario.

Com isso, obtemos a seguinte caracterizacao para tais hipersuperficies (cf. Teorema [4.26)):

Teorema 1.9. Seja X" uma hipersuperficie espacial completa do tipo hélice, imersa em
M™(c) x Ry, com ¢ > 0 e curvatura média constante. Suponha que

8(n—1)c

H? <
n2

Entao, X" ¢ um slice.

Finalizamos este trabalho apresentando resultados para hipersuperficies com segunda
curvatura média nula, denominadas 2-minimal, em M"(c) x R, ¢ > 0. Utilizando um
operador diferencial de segunda ordem adequado ao nosso contexto, e assumindo a val-

idade do principio do méaximo fraco para o hessiano, obtemos o seguinte resultado (cf.

Teorema 4.41]):

Teorema 1.10. Seja X" uma hipersuperficie 2-minimal imersa em M™(c) xR, comn > 3

e ¢ > 0. Suponha que o principio do mdzximo fraco para o Hessiano seja vdlido em X" e
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que a func¢ao curvatura média H nao mude de sinal. Se

sup (2(n — 2)H? + 3¢|T|?) < 2,
s

entao X" € isométrica a uma parte aberta de um slice.

Assumindo agora que X" é completa, temos uma caracterizacdo mais precisa dessas

hipersuperficies (cf. Corolério [4.42)):

Corolario 1.11. Seja X" uma hipersuperficie 2-minimal completa, imersa em M™(c) xR,

comn >3 ec>0. Suponha que a func¢ao curvatura média H nao mude de sinal. Se

sup (2(n — 2)H? + 3¢|T|?) < 2,
b

entao X" € um slice.

Assumindo uma restri¢ao inferior adequada sobre a curvatura gaussiana, obtemos o

seguinte resultado no contexto de superficies 2-minimas (cf. Teorema [4.43):

Teorema 1.12. Seja X% uma superficie 2-minima imersa em M?(c) x R, com ¢ > 0.

Suponha que o principio do mdzimo fraco para o hessiano seja vdlido em 2. Se
) c
inf K > —,
by 3

entido X% € isométrica a uma parte aberta de um slice.

Observemos que, no caso em que Y2 é completa, a hipotese infy; K > £ garante a
validade do principio do maximo de Omori sobre ¥2. Com isso, concluimos com a seguinte

consequéncia:

Corolario 1.13. Seja %32 uma superficie completa 2-minima imersa em M?(c), comc > 0.

Se infy, K > ¢/3, entdo 3* é um slice.
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2 PRELIMINARES

Este capitulo tem como finalidade apresentar as definicoes e estabelecer as notagoes
que serao adotadas ao longo deste trabalho. Além disso, revisitamos alguns resultados
classicos da literatura, cujas demonstragoes serao omitidas por serem bem conhecidas.
Por fim, desenvolvemos uma féormula do tipo Calabi-Simons para subvariedades espaciais

imersas em espacos produto indefinido.

2.1 Fundamentacao teorica

Seja X" uma subvariedade Riemanniana de dimensao n imersa na variedade indefinida

—n+p+1

M, de dimensao n 4 p + 1, com indice e codimensao satisfazendo

0< ind(mﬂ)H) =r<p+1=cod(X).

L, . . . . . —n+p+1 . L, .
No caso em que r > 0, a métrica Riemanniana indefinida de M, induz uma métrica
Riemanniana em X", e, portanto, a imersao é do tipo espago (spacelike).

Neste contexto, escolhemos um referencial pseudo-Riemanniano ortonormal {ey, ..., €,1p+1}

——Fn+p+1
M

, , com correferencial dual associado {wy, ..., wnip+1}, tal que, em cada ponto

de X", os vetores {ey,...,e,} sejam tangentes a X", enquanto {e€,11,...,€nipr1} Sejam

normais a »". Adotaremos, a partir daqui, a seguinte convencao de indices:
1<i,7,k,... <n (indices tangentes),

n+1<apB,7,...<n+p+1 (indices normais),
1<ABC,...<n+p+1 (indices gerais).

. L. . . —n+p+1
Neste sentido, a métrica pseudo-Riemanniana para M, é dada por

22 2
ds® = E €AWY,
A
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onde
1, 1<A<n+p—r+1
A=
-1, n+p—-r<A<n+p+1.

~ —n+p+1 ~
Denotando por {wap} as formas de conexao de M, , temos que as equacoes de estru-

——n+p+l o
tura de M, sao dadas por:

dwy = Z€BWAB ANwp, wap+wpa =0, (2.1)
B
1 _
dwap = EC:%WAC Nwep — 5 CXZ;€C€DRABCD we N wp, (2.2)

onde R pcp denota os componentes do tensor de curvatura Riemanniano indefinido.

Em seguida, restringimos todos os tensores a ¥". Dessa forma,
woe=0, n+l<a<n+p+1,

e consequentemente, a métrica Riemanniana de X" ¢ escrita como ds? = Y. w?. Uma vez
que,

Zwm Aw; = dw, =0, (2.3)

segue do Lema de Cartan que,
Wai = Y hfw; e h =h.
J

——n-+p+1

Definimos a segunda forma fundamental A de X" em M, por
A= Zsah%wi Qw; ®eq, h = (Aales), e5) = (Alei, €5), €a)- (2.4)
a,,]

Com isso, o quadrado da norma da segunda forma fundamental S, o vetor curvatura
EVilaran
M é

r )

média h e a fungao curvatura média de H de X" em

S =3 AP =S "(h):, h= %Zeatr(Aa)ea e H— |

a’l)-]
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onde tr(A,) =), hS.

Com relagao as entidades definidas acima, dizemos que a subvariedade X" é:
(a) totalmente geodésica se a sua segunda forma fundamental A se anula identicamente;
(b) estaciondria se ela possui curvatura média nula;
(c) eme se ela possui fungao curvatura média constante nao nula;

(d) pme se ela possui vetor curvatura média paralelo, isto é, se h for paralelo com uma

secao do fibrado normal de .

Nos casos particulares em que M:erﬂ ¢ uma variedade Riemanniana (r = 0) ou uma
variedade Lorentziana (r = 1), as subvariedades estacionarias sdo denominadas como
minimas no caso Riemanniano e mazimais no caso Lorentziano.

Além disso, nao é dificil verificar que toda subvariedade pmc possui fungao curvatura

média constante (i.e., cme). Retornando ao contexto anterior, fixemos agora os indices
n+l1<y,y<n+p—r+1L nt+tp-r+2<nny<n+p+l

Definimos as seguintes grandezas diretamente relacionadas a 5"

Si=) () e Sy=7) (h) (2:5)

V54,7 7,%,J

onde S = S14.5,. Geometricamente, S; denota a soma dos quadrados das segundas formas
fundamentais de X" em m+p+
Das equagoes (2.1)) e (2.2), obtém-se as equagdes de estrutura de do fibrado tangente

PN

1 o .. o .
nas direcoes espaciais e Sy nas dire¢oes temporais.

dwl- = E wij AN U.Jj, wij -+ U.)ji = O,
J

1
dwij =Y wix Awj — 3 > Rijuws Aw,
K ol

onde R;jp sao as componentes do tensor de curvatura de £". A partir das equacoes de
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estrutura, derivamos a Fquacdo de Gauss

Riji = Rigw + Y _ ep(hiphly — hh%). (2.6)
B

Agora, em relagao ao fibrado normal X", as equagoes de estrutura sao:

dwa = Z 6560@5 A wg, Wag + Waa = 0,
B

1
dwap = Z EqWary N Wryg — 3 Z Ri‘ﬁklwk A wy.
o' k,l

Destas, derivamos a Equacao de Ricct,
L ) apfB a B
Ry = Ragij + Z( Py — higiliy)- (2.7)
k

Denotando por hf}, as componentes da derivada covariante de primeira ordem de b,

« o

temos que hy; e hyy estao relacionados pela seguinte expressao:

D e = dhS + Y hwr + > WSk + Y ephwpa. (2.8)

Em particular, ao denotarmos por VA a derivada covariante da segunda forma funda-

mental A, obtemos:

VAP =) () (2.9)

ijk,o

Neste contexto, dizemos que a subvariedade ¥" é paralela se o tensor VA se anula iden-
ticamente. A luz da igualdade , isso ¢ equivalente a afirmar que A = 0 para todos
os indices «, 1, 7, k.

Segue de (2.3)) e (2.8) que a Equagdo de Codazzi é
Reuiji = ik — Mg (2.10)

Observemos que a segunda derivada covariante de h%, denotada por h¢,,, satisfaz a
i3 gkl
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seguinte relacao:

> hwr = dh + > hfwri + Y hiw + Y b + > ephlwpa.
l l l l B

Portanto, ao tomarmos a derivada exterior em (2.8)), obtemos a Identidade de Ricci:
h’%kl z]lk Z h'LmRm]kl + Z hm]RmZkl + Z gﬁhz]Rﬁakl (211)

Por defini¢ao, sabemos que

_AS Z zyk + Z hz] ijkk: (212)

aijk a,i,j,k

Segue entao da equacao de Codazzi (2.10)) e a identidade de Ricci (2.11)),

. _
ikl = Pijr + Raijrk

kzk] Z ngk + hmlRkak + Z gﬁhszBa]k + Raljkk

> (2.13)
Piekij Z Ronighe + hipi Roneji) + ) €61 R, + Raigia + Roin-

5

Agora, usando a primeira identidade Bianchi e a férmula da derivada covariante de Rq;jx,

chegamos a:

Reijrt = Reaijia — Z 5h0 Ragik — Z 5Bh][Rasz

- Z e Raijs + Z hi Rk,

onde R,;jk; denota a derivada covariante de R,;j; como um tensor em X". Portanto, os

dois ultimos termos de (2.13)) podem ser escritos como segue

Eaijkk + Eakz‘kj = ank;k + le‘k;j — Z €g <_h£kﬁaiﬁj + hfjﬁakﬂk + 3hgjﬁa,8ik)
g (2.14)
+ Z mz]k + hfymRmkzk)
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Por outro lado, como aplica¢ao da equagao de Gauss ([2.6) e da equagao de Ricci (2.7)),

> (1 Ronigte + Wi Ronji) + > €5hits R
m 5

- Z hfnk (Engk + Z €ﬁ<hfnjh?k - hﬁzk’ﬁ?)) + Z 65]7’51' (hfm ?nk: - hfnkh?m)
m B B,m

+) hg, (f_?mkjk + ) ep(h by — hfm’%)) + Y ephy Raagi
m B B

(2.15)

Logo, substituindo (2.14)) e (2.15]) em ([2.13)), concluimos que:

iO;' ?jkk = h% (Eaijk;k +Eakik;j) - Zgﬁh@'aj (_hlgkﬁaiﬁj + h?jﬁakﬁk)
B
+4 Z 5Bh%hfkﬁa6kj +2 Z hs; (W Bmigi + h?mﬁmkik)
B m

+}:%%@WM@W+%MM%—%M%%—%WW34fWW

mj' ik ij' “mk myj' ik mk>
a7ﬁ7i7j7p

Assim, ao inserirmos ([2.16]) em ([2.12)), obtemos a seguinte férmula do tipo Calabi-Simons

S 7n+tp+1

para X" em M,

Proposicao 2.1. Se X" uma subvariedade tipo-espaco de M:+p+1 com (0 <r<p+1,

entao

1 5) 5) [} a D a D
§AS = Z ( f‘]k)z + Z h; ( wkij T Raijisk + Rakik;j) + 2 Z Iy (hmkRmijk + hijmkik)

a7i’j’k a?i’j’k a’i7j7k7p
B 18 B 1B B 1,8 BB B 1,8
+ Z eghi; <2h7ankhmjh’z‘k + PPk P — P o — TP e — h?njhikhmk) :
a’lB7i7j7p
- e5h% (1P Raiis + hY Rowsr — 4h? Rk
Blij kktlaiis ij 1 takpk kit tapkj
a?/872‘7j7k

Encerramos esta secao relembrando dois resultados algébricos que serao fundamentais
para a demonstragao de nossos proximos resultados. O primeiro é devido a (SANTOS,

1994).

Lema 2.2. Sejam A;, Ay : R" — R™ aplicagoes lineares simétricos com [Ay, As] = 0 e
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tr(A;) =tr(As) =0, entao

| A1) Az| < tr(ATAp) <

n—2 n—2
Aql?| A,
— = A Ay

vn(n—1) vn(n—1)

Valendo a igualdade se, e somente se, n—1 dos autovalores x; de Ay = 0 e correspondentes

y; dos As satisfazem

_ A _ 1A
Ti| = ———m—= .20 e y=-—F—ir
n(n —1) n(n—1)
O segundo é devido a (LI; LI, [1993).
Lema 2.3. Sejam A,,..., A,, p> 2, matrizes n X n. Entao
P 3 (2 2
D (N(Aadp — AgAa) + [tr(AaAp)]?) < 5 (Zw(Ai)) :
a,B=1 a=1

com N(A) = tr(AAY) para alguma matriz A = (a;;). A igualdade ocorre se, e somente

se, ocorre um dos sequintes casos:
(a) Ay =---=A,=0;

(b) se apenas duas matrizes Az e Az sao matrizes n x n nao nulas. Consequentemente,

neste caso, N(Az) = N(Az) = L e existe uma matriz diagonal T tal que

2.2 Formula do tipo-Calabi-Simons para subvariedades em M;*?(c) x R,

Uma vez estabelecida a formula do tipo Simons (Proposigao , nosso objetivo agora
é deriva-la para o caso de subvariedades imersas em ambientes particulares. Para isso,
seja M7*P(c) uma variedade semi-Riemanniana conexa, dotada do tensor métrico (, ),
com curvatura seccional constante ¢ = +1 e indice constante 0 < ¢ < p. Seja R, a reta

real, no caso v = 0, ou a reta de Lorentz, no caso v = 1. Com isso, definimos o espaco
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produto indefinido M7 (c) x R, como sendo a variedade diferencial M7 x R,, munida

da métrica semi-Riemanniana

(,)=mu(()ar) + emi(d?). (2.17)

Aqui t denota um parametro global em R (ou R;), g e 7y, denotam as projegoes sobre

os respectivos fatores do produto e e = —1, 1.

Observagao 2.4. Para fizar a nossa nota¢ao, note que quando € = 1, devemos ter v =0

e quando € = —1, temos v = 1.

E bem conhecido que, associado com o espac¢o produto semi-Riemanniano, o campo

de vetores

(9,5 = (3/& (.T,t) GM;—H)XR,,

)|(:1:,t)’

é paralelo e unitario, isto é,
vat =0 e <8t, 8t> = €,

onde V ¢ a conexdo de Levi-Civita da métrica Riemanniana de M, 2P(e) x R,
Agora consideremos " uma subvariedade tipo-espaco de M ;‘“’ (c) xR,. Note que, ao

longo de ¥", o campo 0; admite a seguinte decomposicao:
=0 +0}:=T+N. (2.18)
Consequentemente, de e , temos a relagao
e =(0,,0,) = |T|* + (N, N). (2.19)

Neste momento, convém observar que, a depender do sinal de €, o vetor N pode apresentar

trés possiveis caracteres causais: espacial, temporal ou nulo. De fato, se ¢ = —1, entao

—1=|T)*+(N,N) > (N, N), (2.20)
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o que garante que, neste caso, N é sempre temporal. Por outro lado, se € = 1, entao
1 =T +(N,N), (2.21)

o que permite que N seja espacial, temporal ou nulo.
Devido & escolha do referencial pseudo-ortonormal adotado, nao consideraremos, em

nossos resultados, o caso em que N é do tipo luz (nulo).

Observagao 2.5. Conforme a identidade , observamos que, se T" = 0, entao o
campo 0y € normal o subvariedade X", o que implica que X" estd contida em uma slice
(folha) do tipo M]*P(c) x {to}, para algum ty € R. Por outro lado, quando N = 0 (o
que pode ocorrer no caso em que € = 1), o campo 0, € tangente a X" em todos os pontos.

Nesse caso, X" encontra-se contida em um cilindro vertical da forma wy(M™ 1), onde

M"™ 1 ¢ uma subvariedade de M™P(c).

Ademais, recordemos que o tensor de curvatura do produto M, g*p (c) x R, satisfaz a
seguinte relagao:

RABCD = C€A€B(5AC5BD - 5BC5AD) + C€5D<€Ca at>(5AD<637 at> - 5BD<6A7 at>) (2 22)

+ ceec{ep, Or)(dpclea, Or) — dac(en, O)).

Denotando por V e V1. respectivamente, as conexoes de Levi-Civita tangente e normal
) b

ao longo dos fibrados tangente e normal de X", segue de ([2.18]),

VeiT = ZeﬁNﬁhiﬁjej e VéN = — ZEﬁT}h’iBjeﬁ (223)

ﬁhj 187.7
em que T = Zj Tiej e N =% eqaNaey com T; = (T,e;) e N, = (N, e,). Usando esta
notagao, a equagao de Gauss (2.6) e a equacao de Codazzi (2.10)), podem ser reescritas,

respectivamente,

Rijii = ¢ (0050 — 0100 + €(Tj65 — T365) Tk + (T8 — T;04)T7)

(2.24)
+ Zgﬁ(hfkhfl - hgh?k)a
B
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h%k h?;ej = CENa (7}51]{ — Tkél_]) . (225)

Além disso, as componentes R;; do tensor de Ricci sao dadas por
Rij=c(n—1)(1 = e|T*)di; + > ea(hihiy — hihi,). (2.26)
kB

Como aplicagao das equagoes anteriores, obtemos a seguinte formula do tipo Calabi-
. ,1° . . + , . .
Simons, vilida para subvariedades tipo-espaco em M;**(c) X R,, a qual é derivada dire-

tamente da Proposigao [2.1}

Teorema 2.6. Seja X" uma subvariedade espacial de M;*p(c) xR, com indice 0 < g+v <

p+ 1. Entao, vale que

1 apa 2
§AS: Z ok Z hishi; + c(n— €|T]?) —2nceZ|A 2 —cn?
a,i,jg,k a,i,7,k
+ BCeZtr(Aa)(Aa(T), T) — cne(N, h) Z hi:Ny + cne Z egh%hfj]\f Ng
@ a,i o,B,i,5
+ Y eatr(Ag)tr(AZAg) — Ty,
a?/B
onde
Ta=Y e5(N(Aads — AgAq) + [tr(Aadp)]?) . (2.27)
Demonstragao:  Primeiramente, como M]*P(c) x R, ¢ uma variedade localmente

simétrica, de (2.22)) tem-se

Raikj;k = Eakki;j = Eaﬁkj = 0, for all a, 5,j, k. (228)
Usando a equagao de Gauss (2.24]), um célculo direto mostra que
2 > " (B Ruijk + hy Ronir) = 2¢(n — €|T*)S — 2cne Z |Ao(T

abdkop (2.29)
— 2en®H? — dce Y tr(Aa){Au(T), T)
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Por outro lado, de ([2.22)), é facil ver que

Raiﬁj = CEE, (6504/351']' — €OLNOCNB5’L']' — 7—;7}5&5) N
€ Consequentemente

> ephsi (Wi Raijs — b Rarpr) = c(n — €|T?)S — ce Y tr(Aa){Ao(T), T) — cn’H’

a7ﬁ7i7j7k

—ne(N,h) Y haN, +ene Y eghfih;NoNg.

75" Yig
.l a,B,i,j
(2.30)
Por fim, aplicando algumas manipulag¢oes matriciais, de ([2.4]), vemos que
Z eph; <2h$nkh’fmjhiﬁk - h?mh’gjhfmk - h?nkhiﬁjhgzk - h?@jhiﬁkhik)
GO (2.31)

= Z €gt7“(Ag)t7“(AiAﬁ) - FA,
a?ﬁ
onde I'4 esta definido em ([2.27)).
Portanto, inserindo (2-28)), (2.29), (2-30) e (2.31)) na Proposigao [2.1] obtemos o Teo-
rema 2.0 |

Para o estudo de subvariedades com vetor curvatura média paralelo (pmc), faz-se

necessario o uso do seguinte tensor simétrico:

1
6= ¢hwiQuw®ea com ¢ = h - ~tr(Aa)dy;. (2.32)

a7z7.7

Observe que tr(¢,) = 0, e que vale a seguinte identidade
|9]> =S —nH? >0,
com igualdade se e somente se X" ¢ totalmente umbilica. Usando (2.5)) definimos

1P =) (¢)° =S —nH? e |go|*=> (¢],)* =S — nH}, (2.33)

R EN 7,8,
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com [¢[* = |¢1]* + [¢2]?, onde

:Ztr(AV)Q e Hg:Ztr(An)Q

Usando esta notacao, temos as seguintes igualdades:
c(n —e|T|?)S — 20n52|A |2—|—3csztr T), T) — cn*H?
— o(n — e|TP)I6f — 2ne > [6a(T) (2.34)

—ce Y tr(Au)(¢a(T),T)

cne Z 55h%hZN Ng — cne(N, h) Zh o = Cne Z epi; N aNg. (2.35)

a, 3,1, ,i a, 3,1,

Além disso, um calculo direto mostra que
Ta =Ty =l 3 epth, es)? (2.36)
B

onde

m—Zeﬁ (6ads — dpta) + [tr(dads)]?) - (2.37)

Assim, substituindo (2.34)), (2.35)) e (2.36]) em (2.6]), obtemos:

Corolario 2.7. Seja X" uma subvariedade espacial de M77P(c) x R, com q < p. Entdo,

vale que

SAIOP = 3 (1) + 3 Wb — 2eme S 0a(T) e 3 tr(A) (60(T). )

a,i,5,k a,i,5,k

+ cne Z es080 NaNg + c(n — e|T1)|¢|* + || 255<h, eg)?
a7/37i7j /B

+ ) eptr(Ag)tr(¢les) — T,

onde Iy estd definido em ([2.37)).
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3 ALGUNS RESULTADOS AUXILIARES

Neste capitulo, apresentamos resultados de grande importancia para o desenvolvi-
mento deste trabalho. Entre eles, destacam-se o resultado de reducao de codimensao
para subvariedades estacionarias e principios do maximo aplicados ao operador lapla-
ciano. Concluimos com a exposicao de teoremas classicos voltados a caracterizacao de

hipersuperficies Riemannianas.

3.1 Lemas algébricos

A seguir, apresentamos dois resultados algébricos que serao importantes para a obtengao
dos resultados principais. O primeiro trata de uma estimativa para os autovalores de um

operador simétrico.

Lema 3.1. Seja X", n > 2, uma variedade Riemanniana produto e considere ¥ : X(X) —

X(X) um operador linear simétrico sem trago em X".

(a) Se p; sio os autovalores de U, entao

n—1 ,
lpei] <4/ " W], i=1,...,n.

Em particular, a igualdade vale para algum i =1,...,n se e s0 se p; = \/ﬁmﬂ,

para todo j # i. Em particular, a igualdade sempre ocorre para n = 2.

(b) Se X" é uma hipersuperficie M™(c) x R, entao

(), 7)) < /e (31)

Além disso, a igualdade € vdlida se e somente se W € nulo ou, " estd contido em

um slice ou T € uma direcao principal com autovalor associado p = =+ ”T_1|\I/|

Demonstracao: Seja {ei,...,e,} uma base ortonormal (local) em X" tal que ¥(e;) =

(ie; para todo ¢ = 1,...,n. Fixamos um indice . Levando em conta que ¥ é sem traco,
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temos que

OZZW:ZM—FM - Zﬂj:—ﬂi-
J

J#i i#]
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

= (Zw) < (=13 = (= DIVE — (- 1 (32)

J#i JF#i
Consequentemente,

(n = DIWI* > npg, (3.3)

isso & || < y/"2|¥|. Em particular, a igualdade ocorre em (3.3) se e somente se a
igualdade ocorre em (3.2),0 que significa que p; = ———=|V| para todo j # i.
g que significa que p1; = == ¥] p J#

Agora vamos provar (b). Primeiramente escrevemos 7' = > a;e;, onde {ej,...,e,} é

o mesmo referencial ortonormal tal que V(e;) = u;e;. Entao,

(T) = Zaikll(ei) = Z%Mz‘@z‘,

7 7

e consequentemente de (a) segue,

n—1
(U(T), T = D> aim| <Y allpl <4/ —|P||TP,
Se a igualdade ocorre, entao temos os seguintes casos: ou y; = 0 paratodot=1,...,n
eV =0,0oua; =0paratodoi=1,...,ne X" estd contido em um slice de M™(c) x R, ou

a; = 0 para n — 1 termos, o que implica que T" é uma dire¢ao principal de ¥, e portanto,

de (a), U(T) = pT com p = +/2=2| W], [

Como estamos lidando com subvariedades imersas em um espaco produto com métrica
indefinida, alguns termos presentes na féormula do tipo-Simons da Teorema [2.6|exigem uma

atencao especial para serem devidamente analisados. Nesse contexto, temos:

Lema 3.2. Seja X" uma subvariedade espacial de M;“’(C) XR, comqg+v <p+1e
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v=0,1. Entao,

LV

> ephhl NoNs = 6| Ay, (3.4)

a,B,i,J

onde
1, se N € espacial,

5:

—1, se N € temporal,

com Ay definido por:

AN =D (5P bl = (Alee;) N).

i,J
Demonstracao: Consideremos o caso em que N ¢é temporal. Escolhendo um referencial

ortonormal {€, 11, ..., €nipi1} em X(X)* tal que e,1,41 estd na mesma diregao de N, para

que N = |Nle,ipi1; assim temos
Npipy1 = —|N| e N, = (N,e,) =0, a=n+1,....,n+p. (3.5)

Com isso, um calculo direto fornece que

> eph$hNaNg = Y h&hNoNy — > h&hI NN,

17771 17" 71) 17" Yij
a,B,i,J RN N/ RN}
_ ¥y n Y
= > hLhINyN, + Y hLALN,N,
VY60 V158,d (3.6)
N 7'
N Z hijhig Ny Ny — Z hihii Noy Ny
V15853 UEUEN]

L2 2
= — E (hy™" NnerJrl
Por outro lado,

An(er) = (An(er), Z N, ( e;)e;

J

- ntp+l,
E Nn+p+1<An+p+l €z 6] E Nn+p+1h €;

J
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e assim

Anl? =D N2 (B2 (3.7)

i7j

Portanto, de (3.6]) e (3.7)),

> ephhNoNg = —|Ay[”.

LAY
a?ﬂ7i7j

Para o caso em que N é espacial, escolhemos e,,1 = N/|N|. E, similarmente
Nyi1 =|N|] e N,=0, a=n+2,....,n+p+ 1.
E usando um raciocinio semelhante, segue que

5 calHNNs = A

i7" %ig
a7ﬁ7i7j

O que conclui a prova. [

3.2 Resultados de caracterizacao para hipersuperficies Riemannianas

Seja R™P com n > 2 e p > 1, o espago Euclidiano de dimensao (n + p), munido
com a métrica canodnica. Consideremos Q""(c¢) como sendo a variedade Riemanniana
completa, simplesmente conexa e de curvatura seccional constante c. A esta variedade
Q"*?(c), damos o nome de forma espacial Riemanniana.

De acordo com o sinal de ¢, podemos caracterizar a forma de Q"*? (cf. por exemplo,

0 Teorema 4.1 de (DO CARMO, 2008)) da seguinte maneira:
(a) o espago Euclidiano R""" se ¢ = 0;
(b) a esfera Euclidiana S"*?(c) se ¢ > 0;
(¢) o espago hiperbolico H""(¢) se ¢ < 0.

Levando em conta o Teorema 4 de (ABE; KOIKE; YAMAGUCHI, |1987)) (veja também

os cléssicos resultados sobre hipersuperficies isoparamétricas em uma forma espacial de
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Cartan (CARTAN; |1938), Levi-Civita (LEVI-CIVITA] |1937) e Segre (SEGRE, [1938))),

enunciamos o seguinte resultado de classificacao:

Teorema 3.3. Seja X uma hipersuperficie Riemanniana imersa em uma forma espacial
Riemanniana Q" P(c) de curvatura seccional constante c¢. Suponha que Y™ admite no
mdximo duas curvaturas principais distintas e constantes. Entao, a menos de isometrias,

" € uma subvariedade aberta de uma das sequintes formas:
(i) S¥(c1) x R**, onde ¢; > 0, quando ¢ = 0;
(ii) SF(ci) x S"*(ey), onde ¢y >0, ¢ >0 e é + é =1 quando ¢ > 0;
(i11) S*(cr) x H' (), onde ¢y >0, ¢ <0 e &+ = = ¢, quando ¢ < 0;
onde k€ {1,...,n—1}.
O proximo resultado de caracterizagao, devido a (LI; LI, [1993), estabelece uma de-
sigualdade integral para subvariedades fechadas e minimas na esfera. A ocorréncia da

igualdade implica que a subvariedade é, necessariamente, totalmente geodésica ou coin-

cide, a menos de isometria, com a superficie de Veronese — uma imersao minima da esfera
S%(v/3) em S*(1).

Teorema 3.4. Seja X" uma subvariedade minima compacta de dimensao n imersa na

esfera unitdria S"*P, com p > 2. Entao,

[5(2-s)a<o
73

Em particular, se a igualdade ocorre, entao X" € ou uma subvariedade totalmente geodésica,

ou uma superficie de Veronese em S*.

No que tange a imersoes em espacos produtos, destacamos alguns resultados de carac-
terizacao, o primeiro deles caracteriza hipersuperficies totalmente geodésicas em Q" (c) xR
devido a (VAN DER VEKEN; VRANCKEN| 2008; VAN DER VEKEN; CALVARUSO;
KOWALCZYK] 2010)

Teorema 3.5. Seja X" uma hipersuperficie totalmente geodésica de Q"(c) x R. Entao,
X" € uma parte aberta de uma hipersuperficie do tipo Q™(c) x {to}, para algum ty € R,

ou de uma hipersuperficie Q" 1(c) x R.
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O tltimo resultado de caracterizagao diz respeito a imersoes rotacionais em Q" (c) x R

e é devido a (VAN DER VEKEN; DILLEN; FASTENAKELS) 2009):

Teorema 3.6. Considere n > 3 e seja X" — Q"(¢) x R, com ¢ = —1 ou ¢ = 1, uma

hipersuperficie cujo operador de forma é dado por:

onde A # p. Suponha que A(T) = NT para algum vetor T' e que eziste uma relagdo

funcional X\ = \(u). Entao, X" € uma parte aberta de uma hipersuperficie de rotagao.

3.3 Resultado de reducao de codimensao

Em virtude da complexidade envolvida no estudo de subvariedades com codimensao
superior a um, apresentamos a seguir um resultado de reducao de codimensao aplicavel a

subvariedades imersas em espacos produto. Iniciaremos com a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.7. Dizemos que uma subvariedade espacial 3™ do espago produto Mg’“’(c) X
R,, de dimensdo (n+p+ 1) e indice g+ v < p+ 1, admite redugdo de codimensdao para
| se X" estd contida em uma subvariedade totalmente geodésica do tipo M ~1(c) x R,
contida em M;*p(c) x Ry, com indice satisfazendo r +v < n + 1. Em outras palavras,
e

M1 (¢) M) P(c) X R,.

subvariedade X Ry = totalmente geodésica

No estudo de resultados de redugao de codimensao, o primeiro subespaco normal de-
sempenha um papel essencial. Recordemos que o primeiro subespa¢o normal de X" em um
ponto x € X" é definido como o subespaco do espaco normal T, gerado pelos valores

da segunda forma fundamental A no ponto z, ou seja (DAJCZER, [1990):
Ni(z) =span{A(X,Y) | X, Y € T, X}

Um outro conceito que serd providencial para o nosso estudo é a definicao de subespaco
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normal paralelo. Antes de apresentar esta definicao, introduziremos algumas notagoes
tteis. Seja L um subespaco de T¥+. O conjunto VL é definido como o conjunto das

derivadas covariantes normais dos vetores normais pertencentes ao subespaco L, isto é,
VIL={Vx(|€€L e XeTT}.

Nesta configuracao, dizemos que L é um subespagco normal paralelo se a sua derivada
covariante normal for identicamente nula em todas as dire¢oes tangentes da variedade 3",
ou seja:

Vxé=0, paratodos X cTY e &clL.

Geometricamente, isso significa que os vetores normais em L nao variam ao longo de
diregoes tangentes em X", ou seja, eles permanecem paralelos uns aos outros quando
transportados ao longo de curvas em ™.

A partir das ferramentas acima, estamos prontos para apresentar nosso resultado de

reducao de codimensao.

Proposicao 3.8. Seja X" uma subvariedade espacial de M(?er(c) xR, com indice g+v <

p+1ev=0,1. Entdao, a fungio real I 4 definida em (2.27)) satisfaz,

quando p—q=v,

[y <aS? onde a= (3.8)

L,
3
3 quando p—q > 1.

Além disso, se ocorre a igualdade, entao necessariamente S = 0 ou Sy = 0. Em particular,
suponha que L = Ny + span{N} seja um subespaco de TS*, de posto | < p+ 1 e indice

i <1, e que V*N; C L. Nessas condi¢oes, a codimensdo de X" pode ser reduzida para .

Demonstragao: Inicialmente mostremos o primeiro item. Para isso, considerando que

p=q+v,de (2.5), escrevendo (2.27) como segue

FA = [tT(AiJrl)F - Z (N<AaAB - AﬁAa> + [tT(AaA5>]2)

a,f>n+2

=52 Z (N(AadAs — AgAy) + [tr(Aads)]?) -

a,f>n+2
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Uma vez que

D N(AaAg — AgA,) >0, (3.9)
a,B

com igualdade ocorrendo se, e somente se, A, Az = AgA,, segue de (2.5) que

Ta<ST— Y (A =(S=8)° = > [tr(A))] < 5%

a>n+2 a>n+2

onde a igualdade é vélida se, e somente se, So = 0. Agora consideremos o caso em que

p —q > 1. Neste caso, temos que

n+p—q—v+1
La= Z (N(AaAﬁ - AﬁAoc) + [tT(AaAB)]Q)
a,f=n+1
S~ (3.10)
— > (N(AaAp — AgAy) + [tr(AaAp))?) .
a,f=n+p—q—v+2
Aplicando o Lema [2.3] chegamos a
n+p—v—gq+1 3
> (N(Aadp — AgAy) + [tr(Aadp)?) < (8- S5)2. (3.11)
a,B=n+1
Portanto, inserindo (3.9) e (3.11]) em (3.10]) concluimos
5 ntp+1 5
2 2112 2
Fa< (8- 5)" - > (AP < 3%
a=n+p—q+2

Assim como no primeiro caso, a igualdade ocorre se, e somente se, So = 0. Isso mostra a

parte da desigualdade.

Passemos agora a analise do caso de igualdade em (4.35). Se essa igualdade ocorre,
entao ou S = 0, e X" é totalmente geodésica, ou S, = 0. Note que, se S = 0, entao
o primeiro subespago normal N; é trivial, ou seja, N; = {0}, e portanto dim(/N;) = 0.
Agora, suponha que S # 0. Entao, necessariamente, Sy = 0. A condicao S5 = 0 implica
que A¢ = 0 para todas as diregoes temporais ¢ € TX. No caso em que p = ¢ + v,
temos que N;(z) = span{e,i1} e, consequentemente, dim(N;) = 1. Por outro lado, se

p—q > 1, aigualdade (4.35)) implica a validade da igualdade (3.11]), que por sua vez leva
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a igualdade no Lema [2.3| Esta, por sua vez, garante que existam apenas duas direcoes
normais (reordenando os vetores, se necessario), €,.1 € €,y9, tais que A, 1 # 0e A, 2 # 0.
Assim, nesse caso, Ny(z) = span{e, .1, €,12} €, portanto, dim(Ny) = 2.

Logo, podemos assumir que dim(N;) = ¢, onde ¢t é um ntmero inteiro tal que ¢ €
{0,1,2}. Deve-se notar que, em todos os casos, o subespago N; possui indice zero. Nesse
contexto, o subespaco L de TS+ tem dimensdo [ < t + 1 e indice v. Assumindo que
VLN, C L, segue que L é um subespaco paralelo. Seja L+ o complemento ortogonal de
L em TY4, isto é,

TSt =Leo L

Afirmacao 3.9. Uma vez que L € paralelo, L+ também é paralelo em TS+,

Antes de demonstrar esta afirmagao, fixamos algumas notagoes. Primeiro, consider-

amos as seguintes imersoes:

St M7 (c) x R, — Ry 7P*2

n+p+2
IRb

onde denota o espago semi-Euclidiano de dimensao n + p + 2 e indice b, com

g+v,  sec>0,
b=

g+v+1, sec<O.

Note que, como L+ = (N; +span{N})t = Ni: N {N}+, tomemos € L*. Denotando

por V a conexao de Levi-Civita de R; P+ temos, para todo X € T%:
Vin = Vxn — o (X, T)(n, N) = Vxn € L*.

—~ 1 ~ 1
Assim, L+ é um subfibrado paralelo de 7Y , onde Y denota o fibrado normal de ¥"
em R;*P 2,

Agora, considere

N, = span{g(X, V), X,Y € T},

o primeiro subespaco normal de " em ]RZ“’ 2 Devemos ter que L+ C Nl. De fato, seja

n € L+. Como n € Ni- N {N}*, segue que A, = 0. Portanto, fln = 0, onde fln denota o
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operador de forma de ¥ associado a dire¢ao n e a segunda forma fundamental de ¥" em
R+, Logo,

<*’Z(X7 Y)777> - <ATI(X)7Y> =0,

para todos X,Y € T>. Assim,
~ 1~
n € (span{A(X, Y)X,Y € TE}) — N

o que mostra a afirmativa.

Aplicando agora a formula de Weingarten, temos:

Vxn = —A,(X) + Vin = Vxn € L*,
~ 1
uma vez que L é um subfibrado paralelo de TS .
Em particular, L ¢ um subfibrado paralelo em Rgﬂj 2 Pode-se também verificar que
L+ & um subespaco linear de dimensdo (p — [ + 1) e indice ¢ em R} 2,
Para concluir, seja K o complemento ortogonal de L+ em R} *7**. Entio, K ¢ também
Rn+p+2
b

um subespaco linear de , com dimensao n + [ + 1 e indice b — ¢. Portanto,

' C(MPP(e) x R,) NK = MM (c) x R,.

No caso especifico em que ¥ é uma subvariedade paralela de M]?(c) x R, decorre

imediatamente o seguinte resultado:

Corolario 3.10. Seja X" uma subvariedade espacial paralela nao totalmente geodésica de
M;“’(c) x R, e assuma que a iqualdade ocorra na Proposicao . Se ocorrer uma das

duas situacoes
(a) N € temporal;
(b) T=0 e N € espacial,

entio X" € uma subvariedade espacial de M =1(c) xR, com | € {1,2,3} er € {0,1,2}.
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Demonstracao:  Inicialmente, mostraremos que a soma L = N; 4 span{N} &, na
verdade, uma soma direta. De fato, suponha que & € Ny Nspan{N}. Entdo, existem
funcoes reais f e g tais que { = fA(e;, e;), para quaisquer 7,j € {1,...,n}, e também
¢ = gN. Como ocorre a igualdade na Proposi¢ao temos que, se S # 0, entao S, = 0,
o que garante que N; é um subespaco espacial. Assim, se N é uma direcdo temporal,
entdao £ = 0 e, portanto, Ny Nspan{N} = {0}, o que demonstra o item (a).

Para o item (b), suponha que N seja uma dire¢ao espacial e que T'= 0. Entao, para

todo j € {1,...,n}, um calculo direto a partir de (2.23) mostra que

ZEﬁhZNg =0, paratodoie {1,...,n}.
B

Assim,

(€.€) = fg(Aleiej), N) = fg Y caphNocslap = Y cshi;Ns = 0.
a,B B
Portanto, £ = 0 e, consequentemente, N; N span{N} = {0}, o que prova que L =
N; @ span{N}.
Por outro lado, como a segunda forma fundamental A é paralela, da teoria tensorial
classica, temos:

V+Ale;, ey, 1) = V;A(ei, e;) =0,

para todos i, j, k. Portanto, pela linearidade, segue que o primeiro subespaco normal de
¥" & paralelo. Em particular, V- N; C L. Assim, pela Proposicao concluimos que
¥* ¢ uma subvariedade de M ~1(c) x R, com [ € {1,2,3} e r € {0,1,2}. ]

3.4 Principios do maximo do tipo Omori-Yau

No contexto da geometria diferencial, ¢ amplamente conhecido que muitas das técnicas
empregadas para a obtencao de resultados em variedades Riemannianas compactas nao
podem ser diretamente estendidas ao caso de variedades completas e nao compactas. Uma

das principais dificuldades reside no fato de que, nesse cenério, nao se pode assegurar a
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existéncia de pontos elipticos, os quais frequentemente desempenham um papel central em
argumentos de méxima ou minima. Diante dessa limitagao, ferramentas do tipo Omori-
Yau surgem como estratégias eficazes, oferecendo uma abordagem alternativa viavel para a
condugao das demonstragoes e para a obtengao de resultados significativos nesse contexto

mais geral.

De acordo com (ALIAS; MASTROLIA; RIGOLI, 2016), dizemos que em uma var-
iedade Riemanniana >™ vale o Principio do Mdximo de Omori-Yau se, para qualquer
fungao u € C*(X) com u* = supy u < 400, existe uma sequéncia de pontos {py hreny C ™

(denominada sequéncia mazimizante) com as seguintes propriedades:

u(pr) > u* —

S

1 1

o |Vu(pg)| < % and  Au(py) <
para todo k € N. Equivalentemente, para qualquer funcao u € C?(X) com u, = infgu >
—00, existe uma sequéncia de pontos {px }ren C X™ (denominada sequéncia minimizante)

com as seguintes propriedades:

1

1
|Vu(pr)| < and  Au(pg) > %

1
u(pr) < ue+ - T

7
para todo £ € N. O teorema classico de (OMORI, |1967; [YAU, [1974)) garante a validade
do principio do maximo de Omori-Yau em qualquer variedade Riemanniana completa cuja
curvatura de Ricci seja limitada inferiormente.

Apresentaremos a seguir duas aplicagoes do principio do maximo de Omori-Yau para
o operador Laplaciano, formuladas de maneira a serem particularmente tteis para os
propositos deste trabalho.

Antes de apresenté-las, relembremos que, se ¢ : R — R é uma funcao suave e u €

C*(X), entao as derivadas da func¢ao g = ¢ o u sdo dadas por:
Vg=¢'(u)Vu e Hessg= ¢ (u)Hessu+ ¢"(u) Vu @ Vu.

Consequentemente,

©"(u)
¢ (u)?

Ag = ¢ (u)Au+ ¢ (u)|Vul* = ¢ (u)Au + Vgl (3.12)
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Agora, se escolhermos ¢ como a fungao estritamente decrescente

p(t) = ! om o > 0 (3.13)
m .
(1+t)>’ ¢ ’

temos que suas derivadas sao dadas por

Substituindo (3.14) em (3.12)), obtemos

a+1 2a+1
( - ) Vg2 — p(u)Ag = ap(u) s Au.

Em termos de g, temos

(o] 1
anglAu: (al_ ) |Vg|* — g Ag. (3.15)

Como aplicagao do principio do méaximo de Omori-Yau, aliada a digressao acima,

obtemos o seguinte caso particular do Teorema 1.1 de (SUNG, [2010)).

Teorema 3.11. Suponha que, em (X", (, )), vale o principio do mdzimo de Omori-Yau
para o operador Laplaciano. Seja u € C*(X) uma fungdo limitada inferiormente que

satisfaz a desiqualdade diferencial

Au > f(u),

onde f € C°(R). Se
lim inf —f(t) > 0,
t——4o0o Y

para algum v > 1, entao u € limitada. Além disso, temos f(u*) < 0 nesse caso.

Demonstragao: Seja a = % > 0, onde § > 1. Sendo u ¢é limitada inferiormente,

segue que a 1 + u > 0. Observando que

g=pu)=00+u)""
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segue de (3.12)) e da identidade (3.15) que
a+1
— < —gAg+ <—) Vg|?. (3.16)
u a

Novamente usando que u é limitada inferiormente, segue da definigao de (3.13]) que g
também é limitada inferiormente. Uma vez que estamos supondo que o principio do
méximo de Omori-Yau vale em X", existe uma sequéncia {py breny C X" tal que:

1 1 1
9(pr) < g+ =, |Va(pe)| < o e Ag(pe) > 7 (3.17)

k: )
Substituindo na desigualdade (3.16|), obtemos:

R ORI

f@®)

tv

Por outro lado, observemos que a hipdtese liminf; > ( para algum v > 1,
garante que a funcao u € limitada superiormente. De fato, suponhamos, por contradicao,

que u* = oo. Entao, para § < v, temos que

lim f(u(pr))
e (1 + u(py)?

Y AN YT Y I
i [ B\ T ) T T a =

chegando a uma contradicao. Portanto, u* < +o0.

Assim, fazendo k — oo na desigualdade (3.18)), obtemos:

= +OO,

enquanto

. f(u(pe))
W Tl =

e portanto,

lim f(u(p)) <0,

Como ¢ é estritamente decrescente e limy_,, g(pr) = g, Segue que

lim wu(py) = u*.
k—o0
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Logo, pela continuidade de f, temos f(u*) < 0. [ |

Em particular, se f é nao negativa, a seguinte consequéncia ¢ imediata:
Corolario 3.12. Nas condigoes do Teorema|3.11], se f(u) é nao negativa, entao f(u*) = 0.

Agora, considerando fungoes da forma f(t) = at, onde a é uma constante positiva, e
assumindo que 0 < u < u* < +00, temos o seguinte resultado do tipo Liouville (cf. (SUH,

1994)).

Teorema 3.13. Suponha que, em (X", (,)), o principio do mdzimo de Omori-Yau para
o operador Laplaciano seja vdlido. Seja u € C*(X) uma solugao ndo negativa e limitada

superiormente da desigualdade diferencial
Au > au, (3.19)

com a > 0. Entao u = 0.
Demonstragao: Fazendo o = 3 na identidade (3.15), temos:
g*Au = 6|Vg|? — 2gAg. (3.20)

Sendo u é limitada superiormente, existe uma constante A > 0 tal que

1 1
<1

1+A§g($>:\/?u(a:)_ ;

ou seja, g é limitada e g > ¢ > 0. Logo, existe uma sequéncia minimizante {pg }reny C X"

para ¢ satisfazendo (3.17]). Substituindo na identidade ([3.20)),

0<

lim g(pk)4Au(pk) = 0.
k—o0

Como g¢(px) é limitada inferiormente por ¢ > 0, segue que limg_,o, Au(py) = 0. Us-

ando (3.19), deduzimos:

lim u(pg) = 0.
k—o0
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Uma vez que @ ¢ estritamente decrescente, segue que:

v = lim wu(py) =0,

k——+o0

e portanto u = 0. [ |

Passamos agora a outro conceito intimamente relacionado aos principios do méaximo
do tipo Omori-Yau: a completude estocéstica. Em termos gerais, trata-se de uma pro-
priedade analitica das variedades Riemannianas, que garante a conservagao da massa pelo

fluxo de calor ao longo do tempo. Em outras palavras

Definicao 3.14. Dizemos que uma variedade Riemanniana 3" € estocasticamente com-

pleta se, para algum (e, portanto, qualquer) (x,t) € ™ x (0, +00), temos:

/E @yt do(y) = 1, (3.21)

onde p(x,y,t) € o nicleo de calor positivo (minimo) do operador de Laplace-Beltrami A.

Do ponto de vista probabilistico, a completude estocastica esta relacionada a pro-
priedade de um processo estocastico possuir um tempo de vida infinito (intrinseco).
Além disso, para o movimento Browniano numa variedade, a propriedade de conser-
vagao expressa em implica que a probabilidade total de encontrar a particula den-
tro do espago de estados permanece constantemente igual a um (cf. (EMERY] [1989;
GRIGOR’YAN] (1988, 1999; [STROOCK, [2000))).

Por outro lado, dizemos que o principio do mdximo fraco de Omori-Yau é vélido
em uma variedade Riemanniana (ndo necessariamente completa) X" se, para qualquer
funcao suave C2?, u : ¥ — R, tal que u* = supy u < +00, existe uma sequéncia de pontos
{pr}ren C X" com as propriedades (ver (ALIAS; MASTROLIA; RIGOLI, [2016, Definicao
2.3)):

1
u(py) > u* — A e Au(pg) <

| =

O seguinte resultado, de (PIGOLA; RIGOLI; SETTIL [2005) (ver também (ALIAS;
MASTROLIA; RIGOLI, 2016, Teorema 2.8)), surpreendentemente liga as duas ideias

acima:
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Lema 3.15. A propriedade de completude estocdstica de uma variedade Riemanniana €

equivalente a validade do principio do mdzimo fraco de Omori-Yau sobre ela.

Seja v uma funcao C? em X" tal que u* < +o0o e que satisfaz a seguinte desigualdade
diferencial de segunda ordem:

Au > f(u),

para alguma func¢ao continua f : R — R. Assumindo que X" é estocasticamente completa,

o Lema m garante a existéncia de uma sequéncia de pontos {pi treny C X" tal que:

1

o> Au(pr) > f(u(pr))-

Fazendo k — oo, segue por continuidade que f(u*) < 0. Em particular, se f(u) é néo-

negativa, provamos a seguinte consequéncia:

Corolario 3.16. Seja X" uma variedade estocasticamente completa e u € C*(X) tal que
u* = supyu < +oo. Se f: R — R é uma func¢ao continua com f(u) > 0 satisfazendo a

desigualdade diferencial Au > f(u), entdo:

f(u®) = 0.
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4 APLICACOES DA FORMULA DE CALABI-SIMONS

Neste capitulo, estudamos tanto subvariedades espaciais estacionérias como subvar-
iedades com vetor curvatura média paralelo nao-nulo, imersas em espagos produto in-
definindo do tipo M]"*?(c) x R,. O interesse por esse tipo de subvariedade decorre de sua
relevancia tanto do ponto de vista geométrico quanto fisico. Para conduzir essa analise,
empregaremos a formula do tipo Calabi-Simons obtida no Capitulo[2 A abordagem ado-
tada neste capitulo segue, em parte, linhas desenvolvidas anteriormente na literatura, com
as devidas adaptagoes ao contexto semi-Riemanniano e as particularidades geométricas

do problema considerado.

4.1 SUBVARIEDADES

4.1.1 Subvariedades espaciais estacionarias

Como evidencia o titulo, o nosso interesse é estudar as subvariedades com curvatura
média zero (estacionarias). Para isso, necessitaremos do seguinte caso particular do Teo-

rema 2.0}

Corolario 4.1. Seja X" uma subvariedade estaciondriaa de MJ*P(c) x R, com indice

0<qg+v<p-+1. Entao, vale que

1 a \2 2 2
SAS = > (hg)* + c(n— €|T1*)S — 2ene Y |Aa(T)]

a’/[:7j7k

(4.1)
+cne Y eghfihiNaNg — T,

17"
a7/87i7j

onde
Pa= ) es (V(Auds — Apda) + [ir(Aadp)]?)
B
com N(A) =tr(AA") para alguma matriz A = (a;;).

Ao final da década de 1980, (ISHIHARA| |1988)) demonstrou que toda subvariedade es-

pacial completa, imersa com curvatura média zero em S;“r”, deve ser totalmente geodésica.
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Com isso, estabeleceu que a classe de subvariedades com curvatura média nula é extrema-
mente restrita quando o indice do ambiente coincide com a codimensao da subvariedade.
Surpreendentemente, um fendmeno anélogo ocorre para subvariedades estacionérias em
SZ“’ xRR;. Esse fato motiva a analise das condigoes geométricas sob as quais subvariedades
estacionarias em espacos produto semi-Riemannianos apresentam rigidez semelhante. A

seguir, apresentamos um resultado que formaliza esse comportamento.

Teorema 4.2. Seja X" uma subvariedade estaciondria completa de SZ“’ xRy. Entao, X"

¢ totalmente geodésica e estd contida em um slice do tipo S7*P x {to}, para algum ty € R.

Demonstragao: Primeiramente, observemos que, se p = g e v = 1, entao
ind(M,"P(c) x Ry) = cod(X") = p + 1.

Portanto, eg = —1 para todo f € {n+1,...,n+p+ 1}. Assim, aplicando a desigualdade

de Cauchy-Schwarz, temos

P+ 1)) [tr(Acdp)]” > (p+1) ) [tr(A2)] <Z|A \2> = S2. (4.2)

a,f «

Segue de (39) e (E2) que

Ta=—3 (N(AuAs — AsA) + [tr(AaAs)])

1 2
<= [tr(Aadp)) < _ms

Inserindo (4.3) no Corolario [4.1] com € = —1 e ¢ = 1, chegamos a

%AS > Z (h$)? + (n+|T1*)S + 2”2 ENGI

a7i7j7k

— hehP N, N +—52
nY e s

(4.4)

ij'vig
a,By,7
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Agora, utilizando o Lema na desigualdade (4.4)), obtemos

1 a \2 2 2 2 1 2
A5 > ij( “02 + (n+ TS + nfAy[* +2n) " |Ao(T)] +ms
o (4.5)

ZS(LSHTFML).
p+1

Por outro lado, da equacao ([2.26)), vemos que o tensor de curvatura de Ricci de X"
satisfaz

Riy=(n = D1+ |TP)+ Y (hi)* = (n =)L +|T]*) = n — L.

Portanto, pelo Teorema de Bonnet—Myers, 3" é compacta. Além disso, aplicando o

Teorema da Divergéncia a desigualdade (4.5)), obtemos:

1
0:/5(—S+|T|2+n)d2.
s \p+1

Dai segue que S = 0, ou seja, X" é uma subvariedade espacial totalmente geodésica de
Sp*P x R. Como hfs = 0 para todo a, i, j, segue de (2.23)) que |T'| e |N| sdo constantes ao
longo de ¥". Consequentemente, a equagao de Codazzi (2.25)), implica que

0 = No(Tj0i — T10;5) para todos a1, j, k. (4.6)

Como N e os vetores e, sao temporais, temos N, < 0, e portanto (4.6) implica que
T = 0. Assim, concluimos que X" é uma subvariedade totalmente geodésica contida em

Sp*P x {to} = S;*? x R, para algum t, € R. |

Exemplo 4.3. Quando a codimensao difere do indice do ambiente, € possivel encontrar
subvariedades estaciondrias completas que nao sao totalmente geodésicas. De fato, seja
X" uma subvariedade minima completa na esfera S™, com m > n. Mergulhando S™
como uma subvariedade espacial totalmente geodésica em Sg”*q, e considerando a 1mersao
natural S;”Jrq — SZ‘J“? xRy, temos que, tomando p = m—n+q > q > 0, a subvariedade 3"
pode ser vista como uma subvariedade estactondria completa em SZ“’ X Ry. Isso mostra

que a classe de subvariedades estaciondrias completas € significativamente ampla.
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Nosso proximo resultado consiste em uma desigualdade integral do tipo Simons, que
estende o teorema apresentado em (CHENG; ISHIKAWA| 1997, Teorema 1) para o con-

texto de subvariedades estacionérias em Sg*p x R1, no caso em que g < p.

Teorema 4.4. Seja X" uma subvariedade estaciondria compacta em Sgﬂ’ xRy com q < p.

Entao
/S(n+\T!2—aS) a5 < 0,
b

onde

1, quando p—q=1,
3/2, quando p—q> 1.

Em particular, se ocorre a igualdade, entao
i. ou X" € uma subvariedade totalmente geodésica em S;*P x {to},

1. oup—q=1, X" esta imersa na subvariedade espacial totalmente geodésica
Sn+1 X {to} — Sg+q+1 x Ry

e € isométrica ao toro de Clifford S*(n/k) x S"*(n/(n — k)),
. oun=p—q=2eX? € isomélrica a superficie de Veronese em S* x {to}.
para algum ty € R.

Demonstragao: Sendo € = —1, segue da equagao ([2.20) que N é temporal. Portanto,
pelo Lema , a equagao (4.1) pode ser reescrita como

1 a
525 = 3 ()" 4 AP + (0 ITF)S + 20 3 | Ao(DF = T

a,i,5,k

Pela Proposicao obtém-se a seguinte estimativa:

1 (0%
SAS > > (1) + (n+|TP)S — aS?, (4.8)

em que a igualdade ocorre se, e somente se, [Ay|? = > |Aq(T)|? = 0. Assim, aplicando

«
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o teorema da divergéncia, conclui-se que
/ S (n+|T]> = aS)d < 0. (4.9)
b

Se a desigualdade (4.9)) se torna uma igualdade, entao todas as desigualdades utilizadas
ao longo da demonstragao também se transformam em igualdades. Em particular, iy = 0
para todo «, 7, j, k, o que implica que X" é uma subvariedade paralela e, consequentemente,
a funcao S é constante. Assim, pela igualdade , obtemos S = 0, o que mostra que
Y™ & uma subvariedade totalmente geodésica de Sgﬂ’ x Ry.

Por outro lado, se a igualdade em (4.8)) é satisfeita, entao ela garante que a igualdade da
Proposicao também se verifica, o que implica Sy = 0. Em particular, como |Ay|? = 0,
segue da equacao que h%’LpH = (0 para todo 7,7 = 1,...,n. Assim, a partir das
equagoes e (3.5)), temos:

1
Vel =) epNshije; =)  Nyhjje; — D  Nyhijje; = =3 Nuwpiahii " ej = 0,
B.J v.J 7,J J

o que mostra que |T'|? é constante. Como X" & paralela, pela equacao de Codazzi (2.25)),
concluimos que T = 0.
Dessa forma, podemos aplicar o Corolario para concluir que X" esta contida em

uma subvariedade estacionaria paralela de
S:H—l_l X Ry — S;H—p X Rl,

para algum [ € {2,3} e r € {0,1,2}. Vamos entdao analisar os casos [ = 2 e [ = 3. No

caso [ = 2, temos que X" esta contida em
(1) S"'x R, (i) ST xRy

Observemos que o caso (ii) ndo pode ocorrer, pois contradiz o Teorema Logo, vale

(1), e como T = 0, concluimos que X" é uma hipersuperficie minima em

S % {t(]} — §"F x Rl,
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para algum ¢y € R, satisfazendo

/ES(n—S)dE:O.

Portanto, podemos aplicar o Teorema [3.3| para concluir que »" é isométrica ao toro de

Clifford
(T n—k n
— < < _
S(k>><S (n_k) 1<k<n-1,

com S = n.

Por outro lado, se [ = 3, entao X" esta contida em um dos seguintes espacos:
(1) S"T xR, (i) SITPx Ry, (id) SET? xRy

Como no caso anterior, a situagao (ii¢) nao pode ocorrer. Agora, suponha que ocorra o
caso (i7). Como Sy = 0, segue que todas as segundas formas fundamentais nas dire¢oes
temporais se anulam identicamente. Sendo a codimensdo de ¥ em S/ x R, igual a trés,
o fibrado normal de " é gerado por trés vetores, dos quais dois sao temporais. Logo,
a segunda forma fundamental nas direcoes temporais deve ser nula, o que contradiz o
Lema item (b), que garante que apenas duas dessas formas nao se anulam. Portanto,
0 caso que ocorre é o (i) e, como T = 0, temos que X" é uma subvariedade minima

compacta de

Sn+2 X {tg} — Sn+2 X Rl,

para algum ¢y € R, satisfazendo

/S(n—§5> d> = 0.
> 2

Portanto, podemos aplicar o Teorema para concluir que n = 2 e que Y2 é isométrica

a uma superficie de Veronese em S* x {#o}, com S = 3. |

Como observado em ([2.21]), se 9; ¢ um vetor espacial, o campo vetorial N pode assumir
trés diferentes caracteres causais. Suponha que N seja temporal. Nesse caso, nao existem

subvariedades espaciais totalmente geodésicas em Sg*p x R.
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De fato, suponha por contradicao que existam tais subvariedades. Entao, pela equacao

de Codazzi ([2.25)), temos

0= Zk - ?kj = Na(Tjéik - Tk5ij)>
para todo «,i,7, k. Como N é temporal, segue que N, # 0 para algum «, e portanto

T = 0. Substituindo essa informagao em ([2.18)), obtemos:
1= [T+ (N,N) = (N,N) <0,

o que ¢ um absurdo. Portanto, se 3" é totalmente geodésica em Sg*p x R, o campo
vetorial N nao pode ser temporal.

Além disso, ao impor condigoes adequadas sobre S e |T'|, podemos estender esse
raciocinio e concluir que o mesmo resultado é vélido para subvariedades espaciais esta-
cionarias. Em outras palavras, a hipétese de que N seja temporal é incompativel também

com a existéncia de tais subvariedades.

Teorema 4.5. Nao existe subvariedade espacial estaciondria completa imersa em Sf;*p X

R, com q < p, que satisfaca
sup (aS + (3n — 1)|T)?) < 2n, (4.10)
b

com

1, quando p=gq,
a= (4.11)

3/2, quando p—q> 1.
e tal que o campo vetorial N seja temporal.
Demonstracao: De fato, suponha que exista uma subvariedade estacionaria espacial

¥" C Sp*P x R satisfazendo a desigualdade em (4.10]) e tal que o campo vetorial N seja
temporal. Pelo Corolario [.1] e pela Proposi¢ao obtemos:

—AS > (n—|T?) —2nZ|A W +n Y eghth]NoNg — aS”. (4.12)

ij'vij
a,B,4,]
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Como N ¢ temporal, temos N = |N|e,ipi1, € portanto (N, e, ,41)> = —(N, N).
Assim, pela definigao de Ay em (3.4]), podemos escrever:

[ An|® = Z e (TP = —(NUN) Y (R,
2
Além disso, a funcao S pode ser escrita como:
I S i

Portanto,

—(N,N)S = —(N,N) > (hg)® — (N, N) Y (A7)

a#tntp+1 ij

(4.13)
=N, N) D (R = A,
2
com igualdade se, e somente se, -, .., (h$;)* = 0.
Substituindo (4.13) no Lema , obtemos:
> eshfhNoNg = —|Ax[* > (N, N)S. (4.14)
a7ﬁ7z J
Agora, estimaremos |A,(T)|?. Para isso, consideremos um referencial ortonormal {ey, ..., e,}

em X" tal que A,(e;) = A\e;. Fixemosn+1<a<n+p+1lel<i<n ComoX"é
estacionéria,

Z/\f‘:() — )\f‘—l—Z)\?‘:O, para j # i.

JF

Entao, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:

(Z A“) <(n=1)) (A =(n-1)8—(n—1)A)

J#i J#i

Logo,
n—1

S.

29?2 <
() <
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Consequentemente, como 1" = ). Tje;, temos:

D AT = (AND),T) <

(07

"~ Lireg (4.15)

Portanto, inserindo (4.14) e (4.15) em (4.12)), obtemos:

1
FAS > (n —|T)*)S — 2(n — 1)|T|*S +n(N, N)S — aS>.
Agora, usando (2.19)), temos:
1
FAS > (n —|T)*)S — 2(n — D|T|*S +n(1 — |T|*)S — aS?
= (2n— (3n —1)|T]> —al) S.

Definindo d/2 := — supy, (aS + (3n — 1)|T|*) + 2n > 0, obtemos:
AS > dS.

Por outro lado, de ([2.26)) e (2.5)), observamos que a curvatura de Ricci de ¥" é limitada

inferiormente, pois:
Rii = (n—1)(1+2|T]*) —sup (aS + (3n — 1)|T|*) > —oo. (4.16)
by

Como X" é completa, o principio do maximo de Omori—Yau é valido sobre %", Além disso,
de (4 , nao ¢ dificil ver que supy, ' < +00. Portanto, pelo Teorema conclui-se que
S =0, ou seja, X" é uma subvariedade totalmente geodésica de S;”rp X R, o que contradiz

a hipotese de que N é um campo vetorial temporal. [ |

Uma subvariedade espacial X" de M]*?(c) x R ¢ dita um cilindro vertical sobre a
subvariedade espacial P"~! C M(c) se £" = m,/(P"™!), onde 7y denota a projegao
sobre o primeiro fator. Os cilindros verticais sao caracterizados pelo fato de que o vetor
0; é sempre tangente a >". Em particular, um célculo direto mostra que X" é um cilindro

vertical espacial estacionario em M, ;”p (c) X R se, e somente se, P"~! ¢ uma subvariedade
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espacial estacionaria de M*?(c).

Observe que, se o campo vetorial N é espacial e nulo, entao X" deve ser um cilindro

vertical. Assim, no caso em que N é um campo vetorial espacial ndo nulo, temos:

Teorema 4.6. Seja X" uma subvariedade espacial estaciondria imersa no espaco produto

definido S;“rp X R, com q < p. Suponha que N seja um campo vetorial ndo nulo e que

sup (aS + (2n — 1)|T)?) < n,
2

com
1, quando p—q=1,

3/2, quando p—q> 1.

(4.17)

(4.18)

entao X" € uma subvariedade totalmente geodésica contida em S;”p x {to}, para algum

to € R.

Demonstragao: Como N é um campo vetorial espacial nao nulo, segue do Lema [3.2

que

n Y eghfhiNaNg = n|Ay|* > 0.

1]t
a?ﬂ7i7j

Assim, utilizando o Coroléario [{.1] e a Proposigao [3.8] obtemos:

1 2 2 2
SAS > (n—T*)S - ZnZa: |A(T)|? — aS?.

Agora, pela estimativa dada em (4.15)), temos:

Definindo ¢ := —supy, (aS + (2n — 1)|T|*) + n > 0, segue que

AS > dS.

Seguindo os mesmos passos da estimativa em (4.16]), a partir da hipotese (4.17)), con-

cluimos que a curvatura de Ricci de X" é limitada inferiormente. Além disso, como S é

limitado superiormente, pelo Teorema [3.13] obtemos que S = 0.
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Portanto, como N é um campo vetorial espacial nao nulo, a equagao de Codazzi ([2.25))
implica que X" ¢ uma subvariedade totalmente geodésica, contida em Sg“’ x {to} para

algum t;, € R, como desejado. [ |

Observagao 4.7. No caso particular em que ¢ = 0, ou seja, quando o fator esférico S;”p
€ uma esfera Fuclidiana, a estimativa apresentada em proporciona uma condi¢cao
mais restritiva (e, portanto, mais forte) do que a hipdtese assumida na Proposi¢ao 4.2
de (FETCU; ROSENBERG, |20153), permitindo obter a mesma conclusio sob uma limi-

tagdo mais suave sobre S e |T|*.

4.1.2 Desigualdades integrais para subvariedades espaciais pmc

em Sgﬂ’ x Ry

Nesta secao, consideramos subvariedades espaciais com vetor curvatura média nao
nulo e paralelo, imersas no produto semi-Riemanniano Sgﬂ’ x Ry. Como aplicacao do
Corolario derivamos duas desigualdades integrais que fornecem critérios para a clas-
sificagao e caracterizacao dessas subvariedades sob as hipoteses mencionadas, com a re-
stricao g < p.

O resultado auxiliar apresentado a seguir consiste em uma versao adequada do Lema|3.2]

adaptada ao contexto de subvariedades cujo vetor curvatura média é nao nulo.

Lema 4.8. Seja X" uma subvariedade espacial de SZ“’ X Ry, com vetor curvatura média

nao nulo e ¢ < p. Entao,

D s %o NaNg = — 6w,

a’/BVi?j
onde
2 _ Z N2 N _ N
|¢N| - (9%) ) 9%‘ - hij - <N7 h>5ij-
i3
Demonstracao: Como NN ¢ temporal, tomemos um referencial ortonormal €41, . .., €pqpi1

em X(X)* tal que e,,,11 esteja na mesma direcio de N, de modo que N = |Nlepipi1-
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Assim, temos:
Npspr1=—|N| e N,=(N,e,) =0, a=n+1,....,n+0p.

Com isso, um calculo direto fornece:

Y st NaNg = > $LOLNGN, + Y GlGLN,N,

a,B,3,] VY5857 /RN
Y n
= D NNy = > doNy N,
YsMsisJ ' \m,%,J

_ n+p+1
- n+p+1

Por outro lado, temos:

on]* = Z e (05T

Donde se conclui o resultado. [ |

De agora em diante, vamos lidar com subvariedades tipo-espago possuindo vetor cur-
vatura média paralelo (pmc) em S;}*p x Ry. Convém recordar que toda subvariedade pmc

possui curvatura média constante. Dessa forma, temos a seguinte consequéncia:

Corolario 4.9. Seja X" uma subvariedade espacial pmc de Sgﬂ’ X Ry com q < p. Entao,

vale que

%AW?:Z o) +2n2\¢a T+ tr(Aa){@a(T), T)

NN

—n Y epdf o NaNg + (n+ [TP) |6 + nlg]> > eph,es)’
B

a,B,i,j
+ > eptr(Ag) tr(¢2¢s) — Ty,
onde Iy estd definido em ([2.37)).

Como aplicagao dos resultados anteriores, apresentamos a nossa primeira desigualdade

integral, no caso em que p = q.
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Teorema 4.10. Seja X" uma subvariedade espacial pmc compacta de SZJ”” x Ry. Entao,

a sequinte desigualdade integral € valida:

/E 612QUé|. |T]) d= <0,

onde Q(x,y) € a fungdo de duas varidveis dada por:

1 n(n — 2)

Q($7y):m$ +y _\/ﬁ

Hz +n(1— H?).

(4.19)

Além disso, se a igualdade for atingida, entdo X" € uma subvariedade totalmente umbilica

contida em S}*P x {to}, para algum ty € R.

Demonstragao: Sendo p = ¢, temos que o indice de SZ*I’ x Ry ¢é igual & codimensao

de " nesse espaco produto. Portanto, o fibrado normal de ¥" é gerado por vetores

temporais. Assim, h e N sao temporais.

Escolhendo um referencial ortonormal {€,+1, ..., €nip, €ntip+1} no fibrado normal de

Y™ tal que N = |Nle,qp € h = Hepypir, temos:
tr(Anipr1) = —ndl,  Nypyp=—[N|, e tr(Aq) =N =0,

para todo o #n+p+1e f # n+ p. Dessa forma, h é ortogonal a N.

Como h é paralelo, segue que e, 1,1 também ¢é paralelo. Assim,
0= X<en+p+17 N> = <V§(6n+p+1a N> + <en+P+17 Vé_(N) = _<Aen+p+1 (T)7 X>7

para todo X € X(X).
Além disso, de (2.32) e (4.20]), temos:

¢n+p+1:An+p+1+Hla € ¢a:Aa7 a=n+1l...,n+p.

(4.20)

(4.21)
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Portanto, de (4.21)), segue que ¢p4p11(7") = HT. Logo,

20y [6a(T)° + Y tr(Aa){(@a(T), T)

=203 [6a(T)P + 20(6nipir (1), G ipa (1)

a#n+p+1
— nH (¢psp1(T),T) (4.22)
=20 |¢a(T)|* + 20H|T|” — nH|T|
a#n+p+1
=20  [¢a(T))* + nH|T|> > 0.
a#n+p+1

Além disso, do Lema {4.8§],
Z 85¢ (bz]N Nﬁ - _Z(¢%+p+1) N5+p+1 - |¢N‘2‘
a,Bi,j ]

Portanto,

oY ea(h,es)’ = nlofenipiilh, enipin)’ = —nlo|*H>.
B

Assim, da Corolario .9 obtemos:

1 (0%

SAIG = D (@5)° +onl + (0 + [T = nH)|¢ + nH Y tr(@adniper) — Lo
a,i,j,k «

Usando novamente que h é paralelo, da equagao de Ricci (2.7)), temos que [¢q, ¢on] = 0,

para todo a # n + p+ 1. Como tr(¢,) = tr(¢,) = 0, aplicando o Lema para ¢, € ¢p,

temos:

n(n —2) n(n —2)
nH;tr(¢3¢n+p+l) > —mHWz!%ﬂoH\ > —\/T_”HWS, (4.23)

onde:

|§b|2 = Z |¢a|2 + |¢n+p+1|2 = |¢n+p+1|2- (4'24)

a#n+p+1



61

Como €3 = —1 para todo S > n + 1, segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que:

(p+1) ) [tr(dads)® = (p+1) ) [tx(2)]’ (Z |¢a\2> = lo|". (4.25)

a,B

Dessa forma, inserindo em ([2.37]), obtemos:

o= =3 (N(@ads = 9a00) + [(0ad)) < ——lol', (426)
a.f

desde que N(¢pa0s — ¢pda) > 0
Logo,

SAIOP > 3 (65 + lonl? + QU6 IT]) = Q6. IT)) (127

a,i,j,k
onde Q(x,y) esta definido em (4.19)), e a igualdade na tultima desigualdade ocorre se, e
somente se, ¢ = 0 para todo 4,5,k e [pn] = 0.

Pelo teorema da Divergéncia, aplicando (4.27)), obtemos:

0> / 6P°Q(16], |T)) dS. (4.28)

Além disso, se ocorre a igualdade em (4.28), todas as desigualdades ao longo da prova

tornam-se igualdades. Em particular, a igualdade em (4.27) implica P

= ( para todo
@,i,J,k. Como h & paralelo, entao A} = 0, implicando que X" ¢ uma subvariedade
paralela. Logo, |¢| é constante.

Se |¢| = 0, entdo X" ¢é totalmente umbilica em S;7 x R;. Como X" é paralela e
(N,N) <0, segue de que T = 0, e portanto, X" esta contida em uma subvariedade
espacial com curvatura média constante de S;““p X {to} — Sg“’ X Ry, para algum ¢, € R.

Suponhamos agora que |¢| > 0. A igualdade em (4.22) implica que T' = 0, dado que

H # 0. Portanto, ¥" estd contida em S} x {fo} para algum t; € R. Com isso, as

igualdades em (4.24)) e (4.26]) tornam-se:

[0 = [bniptal’s e ¢a=0, paraazn+p+1.
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Inserindo em (|4.25]), obtemos:

01' = (p+ 1) Y Ir(@2)) = (p+1) Y [t(@)F + 0+ Dltr(d5y,0)) = 0+ Dlo]"
a a#n+p+1
Como |¢| > 0, segue que p = 0. Portanto, X" é isométrica a um slice S" x {to}, o que leva
a uma contradicao, pois tais slices sao subvariedades totalmente geodésicas de S™ x R;.
Concluimos, assim, que " é uma subvariedade totalmente umbilica de SZJFP x {to},

para algum ¢, € R. [

Para obter uma desigualdade integral semelhante no caso em que o indice difere da
codimensao, utilizaremos a Proposicao 4.11], que nos fornece um resultado de reducao de

codimensao. Em outras palavras,

Proposicao 4.11. Seja " uma subvariedade espacial de S;“Fp X Ry, com indice g < p, e

vetor curvatura média espacial h. Entdo, a fungdo real Iy, definida em (2.37)) satisfaz,

quando p—q =1,

Iy <alg|* onde a= (4.29)

L,
3
2 quando p—q > 1.
Portanto, se a igualdade em ocorre, entio |¢|* =0 ou |ps]* = 0.

Em particular, suponha que L = Ny + span{N} seja um subfibrado de TS+, de posto
[ <p+1eindicei <l, tal que V-N; C L. Entdo, a codimensao de X" pode ser reduzida

para .

Demonstragao: Primeiramente, como h é um campo vetorial espacial, consideremos
um referencial ortonormal {e, 1,...,€n1pr1} em X(X)* tal que h = He, 1. Com isso,
temos:

Gni1=Ap1—HI e ¢o= A, paraa>n+2. (4.30)

Supondo inicialmente que p = ¢ + 1, pela equacédo (2.33)), podemos reescrever (2.37) da
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seguinte forma:

Ty = [tr(¢2,1)] = D (N(¢ats — d36a) + [tr(0ads)]’)

a,f>n+2

— il = S (N (Gadby — Bsba) + [11(S0ds)]?) -

a,B>n+2

Mais uma vez, pela equagao (2.33)), obtemos:

Do <lonl' = 3 [te(e2)] = (0P = 162" = D [tr(02)]” < ol

a>n+2 a>n+2
com igualdade se, e somente se, |p]? = 0.
Agora, considerando o caso em que p — ¢ > 1, temos:

n+p—q—v+1

To= D (N(0ads — ds0a) + [tr(0ads)]’)
R (4.31)
— > (N(dadp — dp0a) + [tr(dads)]’)
a,f=n+p—q—v+2
Aplicando o Lema [2.3] obtemos:
n+p—g+1 ) 3 )
Y. (N(Pats — dp00) + [t1(0a05)]") < 5 (16 — |62*)". (4.32)
a,f=n+1
Portanto, inserindo em , segue que:
3 ) n+p+1 3
o <5 (0P =10:P)" = D0 [w(ed)]” < 5lel"
a=n+p—q+2

com igualdade se, e somente se, |@d3|> = 0. Isso conclui a demonstragao da desigualdade.

Se a igualdade ocorre, entdo ou |¢]? = 0, e £" é totalmente umbilica, ou |@s|* = 0.
Observe que, no primeiro caso, da equacao (4.30)), o primeiro subespago normal N; ¢é
gerado por e,41, e portanto dim(N;) = 1.

2

Suponha agora que |¢|> # 0, entdao necessariamente |¢2|> = 0, o que significa que

= 0 para todo vetor normal temporal £ € . Como ¢, = A, para todo o > n + 2,
e =0 todo vet 1t 1£eTst C A todo a > 2
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segue que:
(i) No caso p = ¢+ 1, temos N;y(x) = span{e, 11}, ou seja, dim(Ny) = 1;

(ii)) No caso p — ¢ > 1, a igualdade (4.29) implica a validade de (4.32), e, portanto, a

igualdade no Lema [2.3

Essa ultima implica que apenas dois vetores normais (que podemos reorganizar como €,

e enio) satisfazem ¢, # 0 e ¢pio # 0. Como ¢y = A1 — HI € ¢pio = Apyio, entao

Api1 #0e Ay # 0, 0 que implica Ny (z) = span{e, 11, €,40}, ou seja, dim(N;) = 2.
Neste ponto, podemos proceder como na Proposi¢ao , assumindo que dim(Ny) = ¢,

com t € {1,2}, e concluir que a codimensao de 3" pode ser reduzida a [. [

Seja X" uma subvariedade espacial paralela. Temos, entao, a seguinte consequéncia

da Proposi¢ao e do Corolario [3.10}

Corolario 4.12. Seja X" uma subvariedade espacial paralela de SZ‘” X Ry, com indice
q < p e vetor curvatura média espacial h. Suponha que a igualdade na Proposi¢ao [4.11]
seja verificada. Entdo, ¥" estd contida em uma subvariedade espacial de STH=! x Ry,

para algum | € {2,3} eu € {0,1,2}.

Com isso, estamos em posicao de enunciar e demonstrar nosso ultimo resultado refer-

ente ao caso g < p.

Teorema 4.13. Seja X" uma subvariedade espacial pme compacta de Sg*p X Ry, com
q < p, e suponha que h seja um campo vetorial espacial. Entao, a sequinte desigualdade
integral € vdlida:

[ tePQutiel Iz as <o, (433)

onde Qu(x,y) € uma func¢ao de duas varidveis, dada por:

Qa(z,y) = —az® +y* — MH:L‘ +n(1+ H?) (4.34)

vn(n—1)

onde,

1, quando p—q=1,
3/2, quando p—q> 1.
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Além disso, se a igualdade for atingida, entao ou X" € uma hipersuperficie totalmente
umbilica contida em Sg“ X {to}, comg=0oul, oua=1eX" € isométrica ao toro de

Clifford em S™' x {to}, para algum t, € R.

Demonstragao: Supondo que h seja espacial, escolhemos um referencial ortonormal
no fibrado normal de X" tal que h = He, 41 € N = |N|e,4,. Nesse referencial, temos que

tr(Ap1) =nH e

bni1 = Ani1 — HI,  ¢o=A0, a>n+2. (4.36)

De modo andalogo a (4.22)), segue de (4.21)) e (4.36]) que:

21" 16a(T)F + 3 tr(A)(@a(T). T) — 1 Y es0505 NaNs

o,B,i,j

=2n Z 10a(T) > = nH {(¢ps1(T), T) + n|pn|? (4.37)

=2n > |¢a(T)]” + nH?|T|* + njén|* > 0.

a#n+1

Inserindo (4.23)), (4.29) e (4.37) no Corolario [1.9] obtemos:

1
SR > D (65)% + (n + ITP)|6l* — alé|’

a7i7j7k

n(n —2) 3 2 2 (4.58)
———H +n eg(h,ep)”,
ey 1+ o Y enlhne)
onde a € {1,3/2}. Além disso, como h ¢é espacial
n|é* Y ep(h.es)* = nH?|of.
B
Com isso, da inequagao (4.38)), segue que
1 n(n —2)
—A|o]? > (n+ |T|]> + nH?)|¢|> — —=H|¢|*> — a|o|*, 4.39
A0 = (n+ T )| =1 [6]” — ald] (4.39)
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com igualdade se, e somente se, ¢}, = 0 para todo «, 1, j, k. Portanto,

1
§A|¢’2 > ’¢‘2Qa(‘¢|> ’T|)7 (440)

onde @, é a fungdo definida em (4.34). Integrando ambos os lados de (4.40)), obte-
mos (4.33).

Se ocorre a igualdade em , entao também se torna igualdade, isto é, ¢ =
0 para todo a, 1, j, k, e portanto |¢|? é constante. Se |¢|*> = 0, entao X" ¢ uma subvariedade
totalmente umbilica de Sgﬂ’ xR;. Caso contréario, |¢| > 0, e das igualdades e ,
temos que ¢, = 0 para todo o > n + 2. Pela equagao (4.36)), temos A, = ¢, = 0 para
a>n+2 ee,y 1 ¢ um campo vetorial espacial. Assim, |2|> = 0, e Ni(z) = span{e,.1}
é um subespago espacial. Como N é temporal, segue do Corolério que a codimensao
de X" se reduz a 2, isto é, X" esta imersa em uma hipersuperficie paralela de Sg“ x Ry,
com ¢ =0 ou 1.

Como H > 0, a igualdade em garante que T' = 0, ou seja, X" — SZH x {to},
para algum t;, € R. Se ¢ = 1, entao X" seria uma hipersuperficie espacial paralela
compacta de S'™ x {t;}, o que ndo é possivel, pois as tinicas hipersuperficies paralelas
(ndo totalmente umbilicais) de ST sdo os cilindros hiperbolicos S*~!(c;) x H'(c3), que
nao sao compactos (ABE; KOIKE; YAMAGUCHI, 1987, Teorema 5.1). Portanto, ¢ = 0, e
Y™ é uma hipersuperficie espacial paralela de S"*! x {ty}, para algum ¢, € R. Finalmente,
da igualdade em (4.24)), vemos que o caso p — ¢ > 1 nao pode ocorrer, pois contradiz a
conclusao de igualdade do Lema Assim, p = ¢ + 1 e, consequentemente, a = 1.

Aplicando o Teorema , concluimos que X" é isométrica ao toro de Clifford S'(v/1 — r2) x
S"7L(r) < S"*? x {ty}, para algum to € R e 7 > 0. |

4.2  HIPERSUPERFICIES ESTOCASTICAMENTE COMPLETAS

Nesta secao, exploraremos a formula de Calabi—Simons no contexto de hipersuperficies
Riemannianas imersas em ambientes Lorentzianos e Riemannianos. Aqui apresentaremos
uma abordagem diferente da exposta na Se¢ao de subvariedades seguindo as ideias de-

senvolvidas por (NOMIZU; SMYTH, [1969). Nesse sentido, para tornar esta exposigao



67

mais clara e coesa, introduziremos algumas notacoes e defini¢oes especificas para esta

abordagem.

Seja M uma variedade semi-Riemanniana conexa, munida de uma métrica g=1(,)
de indice v < 1 e da correspondente conexao de Levi-Civita semi-Riemanniana V. Para
um campo vetorial X € X(M), definimos ex = (X, X). Dizemos que X é unitario se
ex = £1 e temporal se ex = —1.

Considere agora (M"(c),(,,)n) uma variedade Riemanniana de dimensdao n > 2 e
curvatura seccional constante ¢ = 0, —1 ou 1. Definimos o produto suave

n+1
€

M. (c) =eR x M"(c),
5+l , . - - . L. .
onde M_ (c) é uma variedade semi-Riemanniana dotada da métrica descrita em ([2.17)).
. . . . - . . —n—+1 . ,
A partir daqui, consideraremos imersoes Riemannianas x : X" — M_ (c), isto é,
. ~ . . ., . L . . n —n—+1
imersoes de uma variedade diferenciével orientavel n-dimensional conexa X" em M, (c),
tal que a métrica induzida g = x*(g) transforma X" em uma variedade Riemanniana. No
caso Lorentziano (¢ = —1), referimo-nos a (X", g) como uma hipersuperficie espacial de

Mnﬂ(c), com conexao de Levi-Civita denotada por V. Orientamos 3" pela escolha de

&g
um campo vetorial normal unitério . Entao as formulas de Gauss e Weingarten para tais

hipersuperficies sao dadas por
VxY =VxY +,(A(X),Y)n e AX)=-Vxn, (4.41)

para todo X,Y € X(X).

Observagao 4.14. Paralelamente ao que foi exposto na Observagao para o caso de
subvariedades, no contexto de hipersuperficies consideramos duas fungoes naturalmente
associadas & imersao: a fung¢ao altura, definida por ¢ = (wgr)|s, € a fun¢do suporte,
dada por (n,d;). Em particular, quando ¢ € constante, dizemos que X" € isometricamente
equivalente a uma slice M™ x {to} de M:H(c), para algum ty € R. Por outro lado, quando
(n,0;) = 0, dizemos que X" ¢ isométrica a um cilindro vertical da forma 7y (M™1), onde
M"Y ¢ uma hipersuperficie de M™(c). Observe que esse iltimo caso nao pode ocorrer

——n+1 B . . . ~ ..
quando M_ " (c¢) é uma variedade Lorentziana, pois tanto n quanto 0; sao campos vetoriais
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de tipo temporal. Nesse cendrio, existe um unico numero ¢ > 0, denominado dngulo

hiperbdlico entre n e 0y, tal que

(n, O) = cosh(ep).

Esse nimero ¢ mede a separac¢ao causal entre os campos vetoriais unitdrios temporais
n e Oy e estd bem definido no caso Lorentziano, uma vez que ambos pertencem ao cone
temporal futuro e satisfazem (n,m) = (0, 0r) = —1. Assim, a fungdo ¢ : X — [0,400)
€ suave e pode ser utilizada como um pardmetro geométrico adicional para descrever a
inclinagdo da hipersuperficie em relacao a direcao temporal do espago produto. A fungao

suporte, portanto, pode ser expressa como

(n, 9) = cosh(e),

e, tnversamente, temos

¢ = cosh™' ((n,0,)).

Um calculo direto a partir de ([2.18) mostra que
Oy =T+ €(n,0)n.
Consequentemente, a norma de T satisfaz:
TI* =€ (1—(n,0)%), (4.42)

onde | - | denota a norma induzida na variedade ™.

Além disso, das formulas de Gauss e Weingarten (4.41)), temos
VxT = <7778t>A(X) € X<7778t> = _€<A(T)>X>7 (443)

para todo X € X(%).

Considerando {ey,...e,} um referencial ortonormal local em X", e fazendo X =

Yo Xiei, Y =3 . Yiej e Z =), Zxey campos tangentes & X", segue de (2.24) a equagdo



69

de Gauss para hipersuperficies:

R(X,Y)Z = c((X,2)Y = (Y, Z)X) + ec{Z, T)({Y, T)X — (X, T)Y)
_€C(<X7 Z><K T> - <}/7 Z><X7 T>)T (444)
+e[{(A(X), 2)AY) = (A(Y), 2) A(X)],

Além desta, temos a equacao de Codazzi
VA®Y,X) — VA(X,Y) = ¢(N,3,)({Y,T)X — (X, T)Y), (4.45)
onde VA : X(X) x X(¥) — X(X) denota o diferencial covariante de A,
VAX,Y) = (VyA)(X) = Vy A(X) — A(VyX), forall X,Y €X(%).

Como decorrencia da equacao de Gauss (4.44)), as curvaturas de Ricci e escalar sao dadas

por
Ric(X,Y) =c(n—1—¢|T]) (X,Y) —e(n — 2)c(X, T)(Y,T) (.46
+ e (tr(A)(A(X),Y) — (4*(X),Y))
n(n —1)R = c¢(n—1) (n —2e|T|*) + e(n*H* — 5), (4.47)

Definimos por H e S, a funcao curvatura média e o quadrado da norma da segunda

forma fundamental A, respectivamente, pelas expressoes:
€ 2
H=—tr(A) e S=tr(A4%).
n

E bem conhecido que, no contexto de imersoes nas formas espaciais Riemanniana ou

Lorentziana, o operador de forma é um tensor que satisfaz a equacao de Codazzi. No caso
. , . —n+1 .

em que o espago ambiente ¢ a variedade produto M, " (c), o resultado a seguir estabelece

simetrias importantes para o operador de forma.

Lema 4.15. Seja X" uma hipersuperficie Riemanniana orientdvel, imersa no produto

. . . ——5n+1 . ~ ~ . . .
semi-Riemanniano M_ (c), e seja ( a fungao altura. Entao, valem as sequintes identi-
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dades:

(a) A sequnda derivada da equagio de Codazzi é dada por:

VEA(X,Y, Z) = V2A(Y, X, Z) + (N, 0)? ((A(Z), X)Y — (A(Z),Y)X) as
— el A(T), Z) (X, T)Y — (Y, T)X) . '

(b) A formula de Ricci é:

V2A(X,Y,Z) = V?A(X,Z,Y) + R(Y, Z)A(X) — A(R(Y, Z)X), (4.49)

onde V*A(X,Y,Z) := (VzVA)(X,Y), para todo X,Y,Z € X(X).

Demonstracao: O item (b) é bem conhecido. Provaremos o item (a). A partir da

equacao de Codazzi (4.45)), um célculo direto nos fornece:

V2A(X,Y,Z) = VA, X, Z) +cZ(N,9,) (X, T)Y — (Y, T)X) (450
4 e(N, 8 (X, VTV — (Y, V,T)X) . '

Por outro lado, utilizando (4.43]), vemos que os dois ultimos termos de (4.50) podem

ser reescritos da seguinte forma:

Z(N,0) (X, T)Y = (Y, T)X) = —e(A(T), Z) (X, T)Y = (Y, T)X), (4.51)
(N,0,) (X, V,T)Y —(Y,V;T)X) = (N,0,)* {A(2),X)Y — (A(Z),Y)X). (4.52)
Portanto, substituindo e em , obtemos a equagao ({4.48]). |

Como aplicacao das equagoes estabelecidas acima, temos a seguinte formula do tipo

Simons:

Teorema 4.16. Seja X" uma hipersuperficie Riemanniana orientdvel imersa em um es-
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pacgo produto semi-Riemanniano M:H(c). Entao,

%AS = |[VA]* + ntr(A o Hesstr(A)) + nc (2 — e|[T|?) (nS — tr(A)?) — £5°

—ec (2n(A*(T),T) — 3tr(A)(A(T),T) + |T>S) + e tr(A) tr(A%).

Demonstragao: Primeiramente, relembremos a seguinte férmula de Weitzenbock:

1
FAS = IVA]? + (AA, A)

= |VAP + ) (tr(V?Alej, e1,¢:)), Aley)),

i’j

onde AA : X(X) — X(X) é o Laplaciano da segunda forma fundamental, isto ¢é,

AA(X) =tr (V2A(X, . )) = i V2A(X, e, €),

com {ey,...,e,} uma base ortonormal local em X(X).

Tomando Y = Z = ¢; em (4.48)) e tomando o trago, obtemos:

tr(VZA(X, -, ) = tr(V2A(, X, ) + c(N, 8,)% (A(X) — tr(A)X)
— ec (X, TYA(T) — (A(T), T)X).

Por outro lado, pela equagao (4.49)):

V2 A(ei, X, e;) = V2 A(es, e, X) + R(X, ei) A(e:) — A(R(X, ei)es).

Pela equagao de Gauss (4.44)), temos:

Z R(X,e)A(e;) = ¢ (A(X) — tr(A)X) + e (A3(X) — SA(X))

+ e (tr(A) X, T) — (A(T), X)) T
+ec((A(T), TVX — (X, TYA(T)),

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)
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> AR(X, e)e;) = —c(n — 1)A(X) + & (A3(X) — tr(A) A*(X))
i=1 (4.58)

+ec (|ITPAX) + (n —2)(X, TYA(T)) .

Substituindo (4.57)) e (4.58) em (4.56|) e tomando o trago, obtemos:

tr(VZA(-, X, ) = tr(V2A(-, -, X)) + c(nA(X) — tr(A) X) + e tr(A)A*(X)
+ec ((A(T), TVX — (n — 1)(X, T)A(T) — |T|PA(X)) (4.59)
+ec(tr(ANX,T) — (A(T), X)) T — eSA(X).

Como o trago comuta com a conexao de Levi-Civita, temos:
tr (VQA(~, “ X)) =Vx (tr(VA)).

Afirmamos que:

tr(VA) = Vtr(A) + c(n — 1)(N, 9)T. (4.60)

De fato, pela equagao de Codazzi (4.45)):

(VA(ei, ), X) = (Ve A)(€:), X) = (€, (Ve, A) (X)) = (e;, VA(X, €;))
= (e;, VA(e;, X)) + (N, 0) (X, T e;, ;) — (X, e)(T,e;)),

o que implica que:
(tr(VA), X) = (Vtr(A), X) +c(n — 1)(N,0,)(X,T),

para todo X € X(X), o que prova a afirmacao.

Usando agora (4.43)) e (4.60]), obtemos:

Vi (t2(VA)) = ViV tr(4) — e(n — De(X, AT)T .
+e(n— 1)(N,8)2A(X). '
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Substituindo (4.55)), (4.59) e (4.61)) em (4.54)), temos:

tr(V2A(X, ) = VxVtr(A) +¢(2 — e|T|*) (nA(X) — tr(A)X)
— e (n(A(T), X)T — 2(A(T),T)X + (X, T)A(T))
—ec(|TPAX) — tr(A)X, T)T)
+e (tr(A)A*(X) — SA(X)).

Portanto,
(AA, A) = tr(A o Hesstr(A)) + (2 — | T|*)(nS — tr(A)?)
—ec (2n{A*(T),T) — 3tr(A)(A(T),T) + |T*S) (4.62)
+ & (tr(A)tr(A%) — 5%).
Finalmente, inserindo (4.62)) em (4.53)), concluimos a demonstragao. [

Observagao 4.17. Vejamos que a formula de Simons obtida no Teorema |4.16 ¢ uma
consequéncia do Teorema derivada no contexto de subvariedades. De fato, como a

codimensao € 1, o fibrado normal € gerado pelo vetor normal n := e,.1. Tomando o =

B=n4+1no Teorema definindo A := A, 41 e hj = h?fl, obtemos:
1
QAS = Z(hijk)2 + Z hijhirij + c(n — €|T)*)S — 2nce| A(T)|* — en® H?
g,k i,k
+ 3ce tr(A)(A(T), T) — ene(N, h)No1 Y hii = €015 (4.63)
+enegn N Y (hij)? + engatr(A)tr(A%),
1,

Como h =¢€,.1Hn e N = €(n,0,)n, seque que:

Npg1 = <N7 €n+1> = €€n+1<77>at> € <h7 N) = €€n+1H<7778t>
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Logo, pela equagao (4.42)), juntamente com o fato de que €,.1 = €, temos:

—cne(N, h) N, 11 Z hii + cnegy 11 N2 Z(hij)Z = —cn (1 —€|T)?) (nH> — S)
i irj
= —cn*H? + cn’e| T|* H? (4.64)

+ enS — cne|T|?S.

Portanto, substituindo as expressoes da equagao (4.64) em (4.63), obtemos o resultado
desejado.

. . . , qe S+l
4.2.1 Hipersuperficies de curvatura média zero em M_ (c)

Nesta secao, aplicaremos o Teorema [4.16] no estudo de hipersuperficies Riemannianas

em espacos produto Lorentzianos e Riemannianos.

Os autores em (ALBUJER; ALIAS, 2009) demonstraram que uma superficie tipo-
espaco completa em um produto do tipo —I x M2, onde M? é uma variedade Riemanniana
com curvatura seccional nao negativa, deve ser totalmente geodésica. Em particular,
quando a curvatura seccional de M? é estritamente positiva, esta superficie ¢ um slice em
—1 x M?2.

Como primeira aplicagao, apresentamos uma extensao para dimensoes mais altas do
Teorema 3.3 de (ALBUJER; ALIAS, 2009), considerando o caso de H’:rl(c), com ¢ >
0, e no contexto de imersoes estocasticamente completas. Essa generalizacao permite
obter uma caracterizagao clara dos slices em variedades de dimensao superior. Dessa
forma, nossa aplicagao inicial proporciona uma descricao precisa dos slices em WJ{I(C),

ampliando os resultados obtidos em dimensoes mais baixas.

Teorema 4.18. As tunicas hipersuperficies espaciais completas e mdximas imersas em
—n—+1 . L. . . ~
M~ (c), com ¢ > 0, sao as totalmente geodésicas. Além disso, se ¢ > 0, essas sao o0s

slices.

Demonstragao: Seja X" uma hipersuperficie espacial maximal completa em Mﬁrl(c)

Pelo Teorema {4.16], temos que

%AS = |[VAP + (2nc+ c(n + 1)|T|* + S) S + 2nc(A*(T), T). (4.65)
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Note que a expressao em pode ser estimada como segue:
%AS > (2nc+c(n+ D|TP+5)S > (2nc+S5) S,
com a igualdade ocorrendo se, e somente se, VA = 0 e A(T) = 0. Assim, concluimos que:
AS > 252,
Por outro lado, de (4.46f), temos:
Ric(X,X) =c(n—14|TP) |X]* 4+ c(n — 2)(X,T)* + (A*(X), X)
> c(n — DXJ?,

para todo X € X(X). Isso implica que a curvatura de Ricci de ™ é limitada inferiormente.
Como X" é completa, segue que o principio do maximo de Omori-Yau vale em »". Logo,
aplicando o Corolario para f(t) = 2t> e v = 2, seque que S = 0, isto &, X" ¢
totalmente geodésica.

Assumindo ¢ > 0 e sabendo que A = 0, um célculo direto a partir de (4.43]) mostra que
IT|? e (n,0;) sdo constantes. Consequentemente, pela equagao de Codazzi (4.45)), temos
que (n,9;) =0 ouT = 0. Finalmente, como (n, ;) < 0, segue que |T'|*> = 0, ou seja, X" é

um slice. [ |

. . . —n+1
Assumindo que X" é estocasticamente completa, quando o espaco ambiente é M 71” ()

temos o seguinte resultado:

Teorema 4.19. Seja X" uma hipersuperficie minima estocasticamente completa imersa

em M?H(c) com ¢ > 0. Assuma que
sup (S + ¢(3n — 1)|T?) < ne. (4.66)
>

Entao X" estd contida em um slice.



76

Demonstracao: Como " é minima, o Teorema fornece que

LAS = VAP 4 ne@ — [TP)S — 5 — ¢ (2n(A%(T),T) + |T]’S)
> (4.67)
= |[VA]? 4+ (2nc — c(n + 1)|T|> = 8) S — 2nc(A*(T), T).

Sendo ¢ > 0, podemos usar o Lema [3.1| para estimar o dltimo termo acima da seguinte
forma:

—2nc(A*(T),T) > —2(n — 1)cS|T)?. (4.68)

Portanto, substituindo (4.68) em (4.67)) e utilizando (4.66[), obtemos:

%AS > VAP + (2nc — c(3n — 1)|T|? = 9) S
> |VAI> + neS

> neS,

onde a tultima desigualdade é uma igualdade se, e somente se, VA = 0.

Note que garante que supy S < +00, segue do Corolario que S = 0, e,
portanto, " é totalmente geodésica. Assim, a equagao (4.43) garante que as fungoes
(N, 0;) e |T| sao constantes em X".

Consequentemente, pela equacao de Codazzi , temos que ou (N,0;) = 0 ou
IT')? = 0. No primeiro caso, pela equacao ([4.42), temos |T|* = 1, o que contradiz (4.66]).

Logo, concluimos que |T']* = 0 e, portanto, X" est4 contida em um slice. [

No caso em que X" é uma variedade Riemanniana completa, (YAU, 1978) mostrou
que uma limitacao inferior para a curvatura de Ricci constitui uma condigao suficiente
para que o movimento browniano sobre ¥" tenha tempo de vida infinito — ou seja, para

que X" seja estocasticamente completa. Nesse contexto, obtemos o seguinte resultado:

L. : . L . —n+1
Corolario 4.20. Seja X" uma hipersuperficie minima completa imersa em M;l (¢) com
c> 0. Assuma que

sup (S + ¢(3n — 1)|T*) < ne. (4.69)
>

Entao X" € um slice.
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Demonstracao: E suficiente provar que a curvatura de Ricci é limitada inferiormente.

De (4.46)) e (4.69), obtemos:

Ric(X, X) > c(n — 1)(1 —|T*)|X|* — (A%X, X)
(c(n = 1)1 = |T[*) = 5) | X

v

c(n —1)|T)* = §) | X|?

c(3n = V)|T)* = S + 2nc|T|?) | X|?

v

(-
(=
(— sup (S + c(3n — 1)[T°) + 2nc]T|2) | X|?

v

_nC‘XPa

para todo X € X(X).
Portanto, como X" é completa, segue que X" é estocasticamente completa. Logo, pelo
Teorema [4.19, >" é isométrica a uma parte aberta de uma slice. Sendo X" completa,

segue que ¥" é uma slice de W?H(c). |

Em dimenséo 2, a igualdade (3.1) no Lema é sempre verdadeira. Assumindo a
validade disso, nosso proximo resultado é uma extensao do Teorema 4.1 de (BATISTA,

2011)) para dimensao arbitraria.

Teorema 4.21. Seja X" uma hipersuperficie minima estocasticamente completa imersa

em mﬂ(c) com ¢ < 0. Assuma que a igualdade ocorre em (3.1)) e

sup (S — ¢(3n — 1)(N, 8,)*) < —c(n — 1). (4.70)

%

Entao, X" € isométrica a uma parte aberta de um cilindro vertical.

Demonstracao: Como a igualdade (3.1) é valida, temos

(AXT),T) = =
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Além disso, desde que H =0 e € = 1, o Teorema fornece:

%AS — VAP +ne(2 — [TP)S — §* — ¢ (2(n — 1)S|TP + |T]%S)
= |VAP? + (2nc — c(3n — 1)|T)* — S) S (4.71)

> (—c(n— 1) +c(3n — 1)(N,8)* = 5) 5,

onde, na tultima desigualdade, usamos (4.42)).

Sendo ¢ < 0, definimos

L s (5 - e - N.0P) 1) >0

Assim, a desigualdade (4.71]) torna-se:

AS > dS.

Por (I70)
S <S8 —c(3n—1)(N,d)* <sup (S — c(3n — 1)(N,5,)%) < —c(n —1)
s

segue que supy S < 4o00. Logo podemos aplicar o Corolario [3.16] para concluir que
S =0, o que implica que X" é totalmente geodésica. Substituindo esse fato na equacao
de Codazzi (4.45), temos que ou (N,d;) = 0 ou |T|*> = 0. Note que, se |T|* = 0, da
equacao segue que (N, d;)* = 1, o que contradiz (4.70). Portanto, concluimos que

(N,0,)* = 0. Entao, 3" ¢ isométrica a uma parte aberta de um cilindro vertical. |

Raciocinando de forma analdgica a demonstragao do Coroléario [4.20] temos

P . . L. L. . ——n+1
Corolario 4.22. Seja X" uma hipersuperficie minima completa imersa em M, (c) com

¢ < 0. Assuma que a igualdade é verdadeira em (3.1) e

sup (S — ¢(3n — 1)(N, 8,)*) < —c(n — 1). (4.72)

%

Entao X" € um cilindro vertical.
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Demonstragao: Verifiquemos que a curvatura de Ricci é limitada inferiormente.

De (4.46) e (4.72), segue que

Ric(X,X) =c((n—1)(1 —|TP)|X|* — (4°X, X))
> c(n —1)|X]* - S|X|?
= (c(n — 1)+ c(B3n — 1)(N,8,)*> — ¢(3n — 1)(N,9)* — S) | X|?

> (c(n —1) —sup (S — ¢(3n — 1)(N, 3t>2)) | X]?

3

> 2c(n — 1)|X],

para todo X € X(%).
Portanto, aplica-se o principio classico do maximo de Omori—Yau, e o resultado segue

diretamente do Teorema [.21]. [ ]

Em virtude do Teorema [3.5] e do Corolario [£.22] segue imediatamente a seguinte con-

sequéncia:

Corolario 4.23. Seja X" uma hipersuperficie minima completa imersa em H" x R. As-

suma que a igualdade ocorre em (3.1)) e
sup (S + (3n — 1)(N,8,)%) <n— 1.
)

Entao X" € isométrica a H" ' x R.

. . . T —n+1
4.2.2 Hipersuperficie com curvatura média constante em M_ (c)

Nosso objetivo é estudar hipersuperficies orientéveis com curvatura média constante,
imersas no espago produto M™(c) x eR. Como a fungdo curvatura média H é constante,
fixamos a orientacao de %" de modo que H > 0.

Em seguida, consideramos a parte sem trago do operador da segunda forma funda-
mental A, definida por

p=A—cHI (4.73)
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onde I denota o operador identidade em X(X). Assim, temos tr(¢) = 0, e vale a identidade
|9|* =S —nH? >0, (4.74)

com igualdade em um ponto p € X" se, e somente se, p ¢ um ponto umbilico.

A partir das defini¢oes em (4.73)) e (4.74]), obtemos a seguinte igualdade:

0 = AP~ S r(A)A2 4 S (A% A - (A,

n n n3

e, consequentemente,

tr(¢?) = tr(A®%) — %tr(A) tr(A%) + % tr(A?) tr(A) — 1 tr(A)?

n (4.75)
= tr(A®) — e3H|¢|* — enH>.
Além disso, temos:
|p|* = S% 4+ n?H* — 2nH?|¢|*. (4.76)
A partir das equagoes e , segue que:
enH tr(A%) — S* = —|¢|* + enH tr(¢°) + nH?|¢|. (4.77)

Por outro lado, também temos:

2n(A*(T),T) — 3nH(A(T),T) +|T|*S
=20(¢*(T), T) + 4nH(p(T),T) + 2nH?|T)| 478)
—3nH(p(T),T) — 3nH?|T|* + |T|2S

= 20(¢*(T), T) + tr(A)($(T). T) + |T*|¢|".
Portanto, como H é constante, ao substituir (4.77)) e (4.78) no Teorema [4.16, obtemos:

%A|¢|2 = Vo[> +nc (2 —¢e|TP) |¢|* + nH tr(¢®) — e|o|* + enH?|¢|?
(4.79)

—ec (2n(¢*(T), T) + tr(A)(S(T), T) + T*|9]) .
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Quando n = 2, ¢ imediato que tr(¢) = 0. Para n > 3, como ¢ ¢ sem trago, podemos
aplicar o Lema [2.2| para A; = A; = ¢ a fim de obter

| tr(¢%)] <

n—2 3
= ol",

Vn(n—1)
com igualdade em um ponto p € X" se, e somente se, ¢ é diagonalizavel em p com (n — 1)

autovalores iguais a a e um autovalor igual a —(n —1)a, para algum a € R. Assim, temos:

n(n —2)

nH (%) > —nH|tr(6")] > —
n—1)

H|pJ>. (4.80)

Substituindo (4.80) em (4.79)), obtemos a estimativa:

n(n —2)

vn(n—1)

1
FAIBF > (VO +ne(2 —e|TP)|¢l” - |H1|¢]*

—elof* + ent?| o[

—ec (2n(¢*(T), T) +enH(&(T), T) + |T*|6]*)
= [VOI* + |6 Pricc(10]) + c(n — e(n + 1)[T])|g]*

—enc (2(*(T), T) + eH($(T),T))

onde Py ..(x) é o polindmio introduzido por (ALENCAR; DO CARMO|, [1993)), dado por:

n(n — 2)
Vvn(n—1)

Portanto, provamos uma estimativa inferior para o laplaciano do quadrado da norma

Piec(z) = —e2® — |H|z + n(c+eH?). (4.81)
do operador sem trago.

Proposicao 4.24. Seja X" uma hipersuperficie com curvatura média constante, imersa

em MS—H(C). Entao, vale a desigualdade:
1
SO 2 (VO + 161" Prcc(6]) + c(n — e(n+ DITP)|¢l
—&nc (2<¢2(T)7 T> + €H<¢(T>a T>) )

onde Py ..(x) é o polinomio definido em (4.81]).

Em particular, a igualdade ocorre se, e somente se, ¢ € identicamente nulo ou, em
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cada ponto p € X", a hipersuperficie X" possui exatamente duas curvaturas principais

distintas, sendo uma delas de multiplicidade um.

Observacao 4.25. De maneira andloga ao raciocinio desenvolvido na Observagao
a identidade (4.79)) pode ser estabelecida como uma consequéncia direta — e, de fato, uma
aplicagao imediata — do Coroldrio evidenciando a consisténcia estrutural entre os

resultados previamente obtidos.

Agora, apresentamos algumas aplicagoes da Proposicao para o caso em que O
espaco ambiente é WJ{I(C) Inicialmente, trataremos de hipersuperficies do tipo-hélice,
também conhecidas como hipersuperficies com angulo constante. Dizemos que uma hiper-
superficie espacial de MT{I(C) ¢ do tipo-hélice se a fungao angulo (N, d;) ¢ constante em
>". Nesse caso, a equacao implica que A(T) = 0 é sempre vélida e, portanto, o

tensor sem tracgo satisfaz ¢(7) = HT. Com isso, temos:

Teorema 4.26. Seja X" uma hipersuperficie espacial completa do tipo hélice, imersa em

—n—+1 L.
MZ; (c), com ¢ >0, e com curvatura média constante. Se

8(n—1)c

2 )

H? <
n

entao X" € um slice.

Demonstracao: Como ¢(7') = HT, temos
—H(¢(T), T) +2(¢*(T),T) = (6*(T). T). (4.82)
Assim, pela Proposicao e pela equacao (4.82), segue que

1
FAIOF = VO + (6 Prc1(6]) + c(n + (n+ DITP)I@I* + ne(d*(T), T)
> [VoI* + ¢ Pre 1 (|0) (4.83)
> [0 Pre1(]0]),

onde
5,  n(n—2)

P

|H|z + n(2c — H?).
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Para aplicarmos o Teorema a funcao |¢|?, & necessario verificar que suas condigoes

4c(n—1)

estao satisfeitas. Primeiramente, observemos que a hipotese H? < i

garante que
Prc—-1(t) > 0, para todo ¢ > 0, uma vez que que o discriminante de Pp . _1 (1),
_9)2 2 172
D:MH2—4n(20—H2):n(n —86)

n—1 n—

é estritamente negativo.

Definindo u = |¢|?, de (4.83)), temos que u satisfaz a seguinte desigualdade diferencial:
Au > f(u),

onde f é a funcao real dada por

n(n —2)
Vvn(n—1)

Ht* +n(2c — H*)t.

Dessa forma,

t 2P (t ,
tEeroo ft( ) - tEﬁ—noo Ht2 1( ) - tlg—noo PH’C’_I(t> = +oo.

Por outro lado, uma vez que a curvature média H é constant, temos que a curvatura

de Ricci de X é limitada inferiormente, isto é:

Ric(X, X) = c¢(n — )(1 + |T|?)|X|* + nH(A(X), X) + |A(X)|?

H 2 2H2
> ‘(AJF %]) x| -2 X (4.84)
27172
Z _nf |X|2a

para todo X € X(X). Sendo X" completa, segue que o Principio do Méximo de Omori-
Yau é valido sobre 3. Com tudo isso, estamos em condigoes para aplicar a Teorema [3.11]

para v = 2, a fim de concluir que

0>f (sup|¢|2) = sup |§|*Pp,c,1(sup |¢]).
b by z
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Consequentemente, ou |¢p| = 0, e X" é totalmente umbilical, ou Pg . _1(supy |¢|) < 0.

Uma vez que Pp—1(t) > 0, segue que X" ¢ uma hipersuperficie totalmente umbilical de

Mrjl(m) Como X" é uma hélice, temos HT = ¢(T) = 0, e, portanto, pela equagao de
Codazzi, X" é um slice. |
No caso limite em que H? = w, obtém-se uma estimativa superior para a norma

quadrada da segunda forma fundamental da hipersuperficie ™.

Proposicao 4.27. Seja X" uma hipersuperficie espacial completa do tipo hélice, imersa

—n—+1

em M_Jlr (c), com ¢ > 0. Se

g2 = 8= Le (4.85)

n2

entao S < 2cn.

Demonstragao: Primeiramente, assumamos que n > 3. Da equagao (4.83]), obtemos:

1
5A|¢|2 > 6> Prre,-1(]91),

onde, usando a hipétese (4.85]), o polindémio Py . _1(x) é dado por:

n(n — 2)
n(n —1)
s 2(n— 2)\/%x N 2¢(n — 2)?
vn n

%%) >0

Phe-1(x) = 2* — |H|z + n(2c — H?)

Da equagao (4.84), concluimos que a curvatura de Ricci de ¥ é limitada inferiormente.

Assim, raciocinando como no Teorema [£.26] podemos aplicar o Teorema [3.11] e obtemos:

<Sup |¢]2) Ph.c (sup |qb|> <0.
5 5

Portanto, ou |¢|> = 0, ou Py .(supy, [¢]) = 0. Se |¢| = 0, como X" & do tipo hélice, temos
HT = ¢(T) = 0, e, portanto, ou H =0 ou 7" = 0. Em qualquer dos casos, H = 0, o que
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8c(n —1)

>— Logo, deve ocorrer

contradiz a hipotese H? =
n

2(n — 2)%¢
sup [oft = 222

) n
Substituindo esse valor na equagao (4.74)), obtemos:

2(n — 2)%c N 8(n—1)c

sup S = = 2nc,
)

e, portanto, S < 2nc.
Finalmente, no caso em que n = 2, da equagao (4.74]) temos S = 4c, pois |¢p|*> > 0 e

H? = 4c, o que implica a igualdade. [

Agora, faremos algumas aplicagbes da Proposicao para o caso em que O espago
ambiente é M?H(c). Antes disso, recordemos que uma hipersuperficie de um espago pro-
duto diz-se possuir uma dire¢do principal candnica se o vetor T for diferente de zero e uma
direcao principal, ou seja, existe uma fungao real A tal que A(T) = AT. Geometricamente,
uma hipersuperficie ¥ de um espago produto M"(c) x R possui uma dire¢do principal
canonica se o fibrado normal de X" é flat quando esta é vista como uma subvariedade do
espago euclidiano (n + 2)-dimensional R"*? (ver (TOJEIRO), 2010)).

Nesse contexto, observamos que, se T'# 0 e A(T) = AT, entao
O(T) = (A= H)T,

ou seja, T' é um autovetor de ¢ associado ao autovalor A — H. A partir disso, um célculo

direto mostra que

2(0*(T), T) + H{($(T), T) = |TIQu (), (4.86)

onde Qg é o polinémio definido por:

Qu(\) =2)\° —3HX + H>. (4.87)
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Podemos observar que as raizes de Qy(A\) = 0 sdo ndo negativas, a saber:

AL =

H
E e )\2:H

Figure 1: Comportamento do polinémio Qg (z)

Qu

H? Qu(\)

0 /\1\/)\2 A

Doravante, denotaremos por XY a hipersuperficie X" tal que 7" é¢ uma diregao principal

canodnica, com A representando o autovalor associado. Com isso, temos o resultado:

Teorema 4.28. Seja XY uma hipersuperficie estocasticamente completa, com curvatura

média constante, imersa em M"(c) X R, com ¢ > 0. Suponha que \ € [A1, \2] € que

sup (¢a|¢” + c(n + 1)|T*) < 2ne, (4.88)
s
onde
n?+4n —4
= . 4.
O R (4.89)

Entao, X € isométrica a uma parte aberta de um cilindro vertical.

Demonstragao: Substituindo a equagao (4.86|) na Proposicao [4.24] obtemos:
1
FAIBF 2 (VO + 101" Pre(|6]) + c(n = (n+ DITP)I]” = neQuNITI, (4.90)

onde Py .(x) esta definido em (4.81)) e Qu () em (4.87).
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Por outro lado, usando a desigualdade de J-Young, 2ab < da? 4+ 6~ 'b?, para § > 0 e

a=%ff )
temos: ,
—”#n‘_?)l)ﬂw_—”éﬁn‘_?f o (4.91)

2(n—1
Consequentemente, tomando § = M > 0, a desigualdade (4.91)) torna-se:

(n—2)?
n(n —2) , (=27
mmm <0+ ool (4.92)

Assim, da equagao (4.92)), podemos estimar Py () da seguinte forma:

(n—2)*

Pyc(|o]) > —|o]* —nH? — i(n = )|¢|2 +nc+nH?
_ (n—-2)? 4.93
(1+4(n— D 19?4 nc (4.93)

= (1 —ca)l¢f* +ne,

onde ¢, esta definido em (4.89)). Substituindo (4.93)) em (4.90)) e usando a hipotese (4.88)),

obtemos:
S0P > (Vo2 + |67 (2nc — caléf? — cln + DITP +[9) — ne Qu(NITP
> V0P + Jof (20— sup(e o + e+ T + o) — neQuVITP
> (V0P + [of* — ne Qu(NIT

Como X € [A1, As], temos Qp(X) < 0 (ver Figura[l]). Assim, segue que
1
SAlOP = Vo + o] = [ol',

onde a ultima desigualdade é uma igualdade se, e somente se, V¢ = 0.
Portanto, como supy, |¢|*> < 400, aplicando o Corolério [3.16] obtemos que |¢]*> = 0,

ou seja, X% ¢ uma hipersuperficie totalmente umbilica de M"(c¢) x R. Isso implica que
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todas as desigualdades usadas ao longo da prova tornam-se igualdades. Em particular, a

igualdade na desigualdade de d-Young (4.92) nos fornece:

o (n—=2% 5
nH —mw =0,

o que implica H = 0 e, consequentemente, A = 0. Portanto, como |T|? # 0, pela equagio
de Codazzi, devemos ter (N, d;) = 0, ou seja, X" é isométrica a uma parte aberta de um

cilindro vertical. [ |

No caso em que X% é uma hipersuperficie completa, obtemos a seguinte caracterizacao:

Corolario 4.29. Seja X% uma hipersuperficie completa com curvatura média constante

imersa em M™(c) x R, ¢ > 0. Assuma que X € [\, \o] e

sup(ca|o|® + c(n +1)|TJ?) < 2nc,
>

onde
n? +4n — 4 >0
Cp = ——"— :
4(n—1)
Entao X" € um cilindro vertical.
Demonstracao:  Usando sucessivamente a desigualdade de Cauchy—Schwarz, segue

de ([EAG) que:

Ric(X, X) =c(n —1)(1 — |TP)|X]* + nH(AX, X) — (AX, AX)
>c(n—1)(1 = |T)|X)? +nH{(¢X, X) + nH?| X|* — (AX, X)?

> c(n— 1)(1 = |TP*)| X — nH|o|| X" —[o]*| X"

2(n—1)

Aplicando agora a desigualdade de 6-Young com a = nH, b = |¢| e § = 5
n

> 0,

obtemos:
2
H|o| < (n— DH?+ —2 |6,
nH|O| < (n— DH? + 1"l
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Portanto,

Ric(X, X) 2 e(n — 1)(1 = [T)XP — (20 o

= (n - HH*|X]?
> [en— 14 20T7) = sup (calof? + cln + DITE) — (n— 1)H2] |XP
>
> —(c(n+1)+ (n—1)H?) |X]* > —cc.

Assim, a curvatura de Ricci de XY ¢ limitada inferiormente, aplicando o classico principio

do méaximo de Omori-Yau, o resultado segue do Teorema [£.28] |

Considerando o caso em que M"(c) = S", do Corolario em conjunto com o

Teorema [3.5] obtemos o seguinte resultado:

Corolario 4.30. Seja X% uma hipersuperficie completa, com curvatura média constante,

imersa em S™ X R. Suponha que A € (A1, Xo] e que
sup (¢a|9]> + (n+ 1)|T?) < 2n,
2

onde ¢, € a constante definida em (4.89). Entdo, X" € isométrica a S x R.

4.2.3 Caracterizacao de hipersuperficies rotacionais em S” x R

Em (CATINO) 2016)), Catino apresentou uma caracterizagao de hipersuperficies com-
pactas com curvatura média constante que satisfazem uma condi¢ao de pingamento in-
tegral em |¢|, aprimorando, assim, o resultado principal de (ALENCAR; DO CARMO,
1993)).

A aplicag@o da equagao de Simons que destacamos é uma desigualdade integral envol-
vendo o tensor sem traco da segunda forma fundamental e o gradiente da funcao altura.
Inicialmente, recordemos que, para f, g € C?(X), a desigualdade

Af>g (4.94)
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vale no sentido das distribuicoes, se

/ngdeE/gpgdZ, (4.95)
2 2

para todo ¢ € C°(X). Em particular, se f é Lipschitz e ¥ é compacta, entao (4.95)
¢ sempre verdadeira. De fato, tomemos ¢ € C§°(X) e suponhamos que ¢ > 0. Assim,

multiplicando (4.94)) por ¢, obtemos
PAf > pg.

Observemos que, tomando a integral e usando a primeira identidade de Green, temos

/goAde = —/(ch, V£)d. (4.96)

Como f é Lipschitz, ela é diferenciavel quase em todo lugar (a.e.). Logo, sua derivada
coincide com sua derivada fraca em H'(X) (cf. (EVANS; GARIEPY], [1992)). Por outro

lado, a derivada fraca em H'(X) é dada por
— / (Vp,Vf)dy = / fApdy, (4.97)
2 >

para toda ¢ € Cg°(X) com ¢ > 0. Portanto, a partir de (4.96) e (4.97)), obtemos (4.95]).

Agora, podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 4.31. Seja X", com n > 3, uma hipersuperficie compacta imersa em S"(c) x R

com curvatura média constante. Entao,

[ Qullol. 1Tz <o
)
onde Qg (z,y) € a fungao de duas varidveis definida por
Qn(z,y) = (Puac(z) — c(3n — 1)y*) z — \/n(n — 1)Hy’. (4.98)

Se a igualdade ocorre, entao X" € isométrica a um slice ou a uma hipersuperficie rotacional

de S™ x R.
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Demonstragao: Primeiramente, recordemos a desigualdade apresentada na Proposicao[4.24}

S0P > (Vo7 + |6 Parel|6) + cln — (n+ DITP)|6F
(4.99)

—ne (2(6A(T), T) + H($(T),T)),

onde Py 1(z) esta definido em (4.81)).
Por outro lado, pelo Lema tem-se:

— ¢ (2n(@*(T), T) + nH($(T), T)) + c(n — (n+ 1)|T*) o[

> clg| (I6l(n — (3n — DITP) = /nln = DH|TF?)

Substituindo a estimativa acima na desigualdade (4.99)), obtemos:
1
§A\¢\2 > |Vol* + 1ol Qu(lgl, IT)), (4.100)

onde Qp(x,y) esta definida em (4.98)).

Além disso, pela desigualdade cléssica de Kato:
Vol > Vgl
concluimos que implica:
S0P > V18I + [6] Qu(l9], 7). (4.101)

no sentido das distribuigoes.

Agora, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, definimos o conjunto

Q. ={peX; |9lp) > ¢},

e a funcao regularizada:
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Multiplicando ambos os lados da desigualdade (#.101)) por f=! e integrando em %", obte-

mos:

1
0> [ (=GAloR +(91elP ) £ a-+ [ 1ol Qulol s
1 n - —
— §/E<V|¢‘2,Vf5 1>d2+/E|V’¢H2fE 1d2+/2|¢’ QH(W’,lT’)fa Ly
P > 5
:—/ |Vfa|2fa_1 dE—F/ |V|¢||2f€_1d2+/ |¢| QH(|¢|,|T|)fa_1dZ
2 5 .

Consequentemente,

2 r—1 —1
0> / LA / (6] Qu (|0, |T]) £ d

> / 16 Qur (|61, 171) £ d.
)

Tomando o limite quando € — 0, chegamos a

/ O (|6, |T]) d5 < 0. (4.102)

Se a igualdade ocorre em , entao todas as desigualdades que conduzem a
tornam-se igualdades. Portanto, em cada ponto de X", ou ¢ ¢ identicamente nulo —
isto é, 3" é totalmente umbilica — ou ¢ possui apenas dois autovalores distintos: um de
multiplicidade (n — 1) e outro de multiplicidade 1.

No primeiro caso, como H é constante, a hipersuperficie é paralela. Da equagao de
Codazzi, segue que X" é um slice de S™ x R. No segundo caso, pelo Lema|3.1}, 7" é um au-
tovetor de A. Como A tem exatamente duas curvaturas principais, segue do Teorema |3.6

que X" é isométrica a uma hipersuperficie rotacional de S™ x R. |

4.3 HIPERSUPERFICIES 2-MINIMAS

Na ultima parte desta tese, voltamos nossa atencao para o estudo de hipersuperficies

orientaveis cuja segunda curvatura média é identicamente nula, as quais chamaremos de
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hipersuperficies 2-minimas.

E interessante notar que, no caso bidimensional, as 2-minimas coincidem exatamente
com as superficies cuja curvatura extrinseca é nula. Nesse sentido, as hipersuperficies
2-minimas podem ser interpretadas como uma generalizagao natural das superficies de

curvatura extrinseca zero para dimensoes mais altas.

Assim como anteriormente, consideremos " uma hipersuperficie orientavel com ori-
~ . . . —n+1 n
entacao dada por 7, imersa isometricamente no espago produto M; (¢) = M"(¢) x R,
com operador de forma A e curvatura média H.
Denotemos por P a primeira transformacao de Newton associada ao operador de forma

A, isto é, P: X(X) — X(X) é o tensor do tipo (1, 1) definido por
P=nHI - A.

Por ser um polinomio em A, o tensor P também é autoadjunto, comuta com A, e seu
trago é dado em termos da curvatura média, ou seja, tr(P) =n(n — 1)H.

Neste ponto, introduzimos a seguinte definigao:

Definicao 4.32. Seja X" uma hipersuperficie orientdvel imersa isometricamente no es-

paco produto W?H(c). Definimos a segunda curvatura média Hy de X" por

1

ST

tr(Ao P). (4.103)

Em particular, dizemos que X € 2-minima se Hy = 0.

Observe que, no contexto em que X" é uma hipersuperficie imersa em uma forma
espacial, Hy coincide, a menos de uma constante, com a curvatura escalar da imersao >".
Nessa configuracao, ¢ bem conhecido que o operador L surge como o operador linearizado
da curvatura escalar em relagao a variagoes normais da hipersuperficie (veja (ALENCAR,;
DO CARMO; COLARES; [1993)).

Uma vez definido o tensor P, para cada u € C%*(X), definimos o operador linear
L:C*X) — C*(X) por

L(u) = tr(P o Hessu). (4.104)
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Assim, L define um operador diferencial de segunda ordem que, em geral, nao € eliptico
nem est4 no formato divergente. E claro, pela definicdo, que L é eliptico (ou semi-eliptico)

se, e somente se, P ¢ definido positivo (ou positivo semidefinido). Note que
L(uwv) = uL(v) + vL(u) + 2(P(Vu), Vv),

para todos u,v € C3(%).
Como subproduto da discussao anterior, obtemos a seguinte férmula do tipo Simons
para o operador L atuando na funcao curvatura média de uma hipersuperficie 2-minima

I

Proposigao 4.33. Seja X" uma hipersuperficie orientdvel 2-minima tmersa isometrica-

mente no espaco produto M?H(c). Entao,

L(nH) = VAP = n*|VH> + n*(n — 1)c (2 — |T") H* = $”
— ¢ (2n(A*(T),T) — 3nH(A(T),T) + |T|*S) + nH tr(A%).

Demonstracao: De fato, observemos que, pela definicao de P,

1 2772
O_HQ_m(n H? - 39). (4.105)

Logo, fazendo u = nH em (4.104)), e usando (4.105]), obtemos:

L(nH) =ntr(PoHess H)
=nH A(nH) —ntr(AoHess H)

(4.106)

1
= EA(nsz) —n?|VH* — ntr(AoHess H)

1
= §AS —n?|VH|* — ntr(AoHess H).
Substituindo a expressao da férmula de Simons para %AS :

%AS = |[VA]* + tr(A o Hesstr(A)) + ¢ (2 — |T*) (nS — tr(A)?) — 5

— ¢ (2n{A2(T), T) — 3tr(A)(A(T), T) + |T|2S) + tr(A)tr(A?),
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em (4.106)), obtemos a féormula desejada. [ |

4.3.1 Lemas Auxiliares

Iniciamos esta se¢ao com uma observagao sobre o sinal da curvatura média em hiper-

superficies 2-minimas.

Observagao 4.34. Seja X" uma hipersuperficie 2-minima vmersa em M?H(C). Entao,
n*H? =S +n(n—1)Hy >0,

o que mostra que a funcao curvatura média H tem sinal constante em X". Assim, sem
perda de generalidade, podemos escolher a orientagcao de X" de modo que H > 0 em toda

a hipersuperficie.

A luz da Observacio , assumiremos, de agora em diante, que a orientacao de 3"
é tal que H > 0 em toda a hipersuperficie.

O proximo resultado é um caso particular do Lema 2.1 de (DOS SANTOS; DA SILVA|
2021b), adaptado ao contexto de hipersuperficies.

Lema 4.35. Seja X" uma hipersuperficie orientada 2-minima em MTJFI(C). Entao:

(i) A primeira transformagao de Newton de A, denotada por P, é positiva semidefinida

e, portanto, o operador L é semieliptico;

(11) A derivada covariante da sequnda forma fundamental A e a fun¢ao curvatura média

H de X" satisfazem a sequinte desigualdade:

|VAI> > n?|VH|?.

Demonstracao: Iniciemos com a demonstragao do item (7). Seja {e;}; um referencial
ortonormal local em 3" que diagonaliza o operador forma segunda A, isto é, A(e;) = \e;
para cada 1 <i <n. Como P =nH — A, segue que P(e;) = p;e;, onde u; = nH — \; sdo

os autovalores de P.
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Supondo que Hy = 0, temos, a partir de (4.103)), que:

O:Mn—n%:mHZRA@%@—EZM&»A@»:nﬁF—E:ﬁ. (4.107)

7

Como estamos assumindo H > 0, segue da equagao acima que:
—nH < \; <nH, para todo 7.
Consequentemente, para cada i tem-se:
0<pu=nH-—-)\ <2nH.

Isso mostra, em particular, que todos os autovalores do operador P sao nao negativos.
Assim, P é um operador positivo semidefinido. Como consequéncia, o operador L é
semieliptico.

Passemos agora a demonstracao do item (ii). Note que, derivando ambos os lados da

equacao (4.107]), obtemos:
n2H|VH]| = |A]|V]A]l.

Aplicando a desigualdade classica de Kato, temos:
n*H?*|VH|* < S|VA]?
Além disso, usando novamente a equacao , podemos reescrever:
S|VA|? > n*H*VH]* = n?S|VH|* > 0.

Portanto, conclui-se que:

S (|VA] = n2H?) > 0.

Dessa forma, ou S = 0 e consequentemente |VA|*> = n?H? = 0, ou entéao

VA —n*H? >0,
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como se queria demonstrar. [

No que segue, derivaremos um principio do maximo adequado ao nosso estudo. Ini-
cialmente, dizemos que o principio do mdzrimo para o Hessiano é valido em X" se, para
toda funcdo u € C*(X") tal que u* = sup,;u < +o0o, existe uma sequéncia de pontos

{24 }ren C X satisfazendo (veja (ALIAS; MASTROLIA; RIGOLI, 2016)):

u(pe) > ' — % Vulpe)| < % o Hess(u)(zy) < %<,>

para todo k € N. Em particular, dizemos que o principio do mdximo fraco para o Hessiano

¢é valido sobre X" se apenas as condigoes

alp) >0 — e Hess(u)mn) < 1.,

sao satisfeitas.

Nesse contexto, seja £ : C?(X) — C*(2) o operador semieliptico definido por
L(u) = tr(P o Hess u), (4.108)

onde P : T — T é um tensor simétrico positivo semidefinido. Note que o operador L
é uma extensao natural do operador Laplaciano, pois, se P = I, entao £ = A.
O resultado a seguir consiste em uma aplicagao do principio do maximo fraco para

operadores do tipo (4.108)).

Proposigao 4.36. Seja X" uma variedade Riemanniana (nao necessariamente completa)
na qual o principio do mdximo fraco para o Hessiano € vdlido, e seja L um operador
semueliptico como em , com supy, tr(P) < +o0.

Se u € C3(X) satisfaz u* = supyu < +00, e f: X" — R € uma fungdo continua, nao
negativa, tal que

L(u) = f(u) em X",
entao f(u*) =0.

Demonstragao: Como o principio do méximo fraco para o Hessiano é valido em X", e
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u € C3(2) tal que u* < +oo, entdo, existe uma sequéncia {z; breny C X" satisfazendo
L1 1
u(zg) > u* — z and Hessu(zy) < E<’ ).

Considere {ey,...,e,} C T,, Y uma base ortonormal consistindo de autovetores de P(zy),
com correspondente aos autovalores p;(zx) = (P(xy)e;, e;). Entao, para cada 1 <1i < mn,
temos

((PoHessu(xy))e;, e;) = pi(zy) Hessu(zy) (e, €;).

Como P(zy,) é positivo semi-definido supy, tr(P) < +00, segue que
0 < pi(xg) <suptr(P) < +oo, foralll<i<n.
s

Portanto, pela desigualdade (2.17)), obtemos

L(u(zy)) = Z((P o Hessu(xy))e;, e;) < %,
onde C' = nsup tr(P).

Por outro lado, como u satisfaz a desigualdade diferencial de segunda ordem

Lu) = f(u),

para alguma funcao f : X" — R, tem-se que

C

% > Llulzi)) = flulzr)).

Tomando o limite £ — 400 e pela continuidade de f, concluimos que
fu) <.

Em particular, se f é nao negativa, obtém-se o resultado. [ |

Sob a suposicao de que a variedade X" é completa e admite uma fungao que controla
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o decaimento de sua curvatura seccional, o seguinte resultado foi demonstrado em (DOS

SANTOS; DA SILVA| 2021a):

Lema 4.37. Seja (X", (,)) uma variedade Riemanniana completa, nio compacta, de
dimensao n; seja o € X" um ponto de referéncia e denote por r(z) a fun¢ao distdncia
Riemanniana a partir de o. Suponha que a curvatura seccional de X" satisfaca

Ku(x) > =G*(r(@)),

onde G € CY(RY) satisfaz as sequintes condigoes:
G0)>0, G{t)>0 e G@)*¢ L' (+0)

Se seja L um operador semieliptico como em (4.108)), com supy tr(P) < 400, e f € C*(%)

uma fungao nao negativa tal que

L(f) > af”,
para algum a >0 e > 1, entao f = 0.

Observacao 4.38. Na secao [{.4, vimos que uma condigao necessdria e suficiente para
que o principio do mdximo fraco seja vdlido em X" € que essa variedade seja estocasti-
camente completa. A sequir, discutiremos algumas distingoes relevantes na aplicabilidade
dos principios do maximo fraco quando considerados em rela¢ao ao Laplaciano e ao op-
erador Hessiano.

Uma diferenca notdvel é destacada na Proposi¢do 2.4, encontrada em (ALIAS; MAS-
TROLIA; RIGOLI, |2016|), a qual estabelece que toda variedade Riemanniana que satisfaz
o principio do mdrimo fraco para o Hessiano deve ser nao extensivel — isto €, nao pode
ser isometricamente tmersa como subconjunto aberto proprio de outra variedade Rieman-
niana conexa.

Outro exemplo tmportante € que, para qualquer variedade Riemanniana 3" e ponto
p € X", a variedade com o ponto removido, X" \ {p}, nao satisfaz o principio do mdzimo

fraco para o operador Hessiano.
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4.3.2 Resultados de caracterizacao

Iniciaremos esta secao com a seguinte estimativa inferior para o operador L aplicado
a curvatura média H. Esta estimativa reflete a interacao entre a geometria da hipersu-

perficie e a estrutura do ambiente M;LJFI(C). Em outras palavras,

Proposicao 4.39. Seja 3", com n > 2, uma hipersuperficie 2-minima orientada e iso-

metricamente imersa em MZLH(C). Entao, a sequinte desigualdade é satisfeita:

L(9P) > 21/ "2 6|l IT)). (1109)

onde F(x,t) € a funcao de duas varidveis dada por

2(n — 2
F(x,t) = —Mﬁ +c(2n — (n + 1)t?)?
n—1
( 0 (4.110)
cy/n(n —
Demonstracao: Primeiramente, observamos pela Proposicao [4.33] que:
L(nH) = [VAP = n*|VH|* +nc(2 — |T]*)|¢* + nH tr(¢”) — [¢|* + n|o|* H? (4.111)
A11
— ¢ (2n(¢*(T). T) +nH($(T),T) + |TP|¢|?) -
Por outro lado, como Hy, = 0, pelo Lema temos
IVA]? —n?|VH]* > 0. (4.112)

Além disso, no caso em que n = 2, é imediato que tr(¢*) = 0. Por outro lado, se n > 3,

segue de ([I80), -
n(n — 2

nH tr(¢®) > —nH| tr(¢®)| > —
(") 2 —nH| (") = ~ PR

H|o>. (4.113)

Substituindo as estimativas (4.112)) e (4.113)) em (4.111)), obtemos

02 ioft — 1ol + nlofH?
n(n —1) (4.114)

— ¢ (2n(e*(T),T) + nH($(T), T) + |T*|6]") -

L(nH) > ne(2 = |T*)|¢]* —
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Além disso, da equagao para hipersuperficies 2-minimas (cf. (4.103))), segue que:

1 1
H = ———|of o H=——ld], (4.115)

n(n—l) 1/n(n—l)

uma vez que assumimos H > 0.

Logo, substituindo (4.115)) em (4.114)), obtemos

(61" + c(2n — (n + 1)|T")|gf*

_ M@ﬁ(T%T”@ —2nc(¢*(T), T).

n—1

L(nH) > _2n-2)
n-1 (4.116)

Por outro lado, de (4.103)) e (4.115]),

L(1¢%) = 2n(n — VHL(H) + 2n(n — 1)(P(VH), VH)

— (4.117)
> 2/ ol (o),

Portanto, inserindo (4.117) em (4.116|) obtemos a desigualdade (4.109)). |

Lema 4.40. Seja X" uma hipersuperficie 2-minima orientdvel de WH(C). Entao, a

sequinte desigualdade é vdlida:

(n—1)

vn(n—1)

Demonstracgao: Inicialmente, como

(n—1)
Vvn(n—1)

Gl < (&(T), T) < |olIT*.

p=A—HI e P=nHI- A,

a primeira transformagao de Newton P e a segunda forma fundamental sem traco ¢ estao
relacionadas pela identidade:

P=(n—1)HI—¢.

Além disso, como P é positivo semi-definido, vale:

0 < (P(T),T) < tx(P)|T*.
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Uma vez que tr(P) = n(n — 1)H, obtemos:
—(n =1 HI|T]* < ($(T),T) < (n— DH|T|".

Como Hy = 0, essa desigualdade segue diretamente de (4.115]).

A seguir, apresentamos os principais resultados relacionados a caracterizagao de slices.

. . L. L. . —n—+1
Teorema 4.41. Seja X", com n > 3, uma hipersuperficie 2-minima imersa em M, ~(c),

com ¢ > 0. Suponha que o principio do mdximo fraco para o hessiano seja valido em ™.

Se

sup (2(n — 2)H? + 3¢|T|?) < 2,
b
Entao Y™ € isométrica a uma parte aberta de um slice.

Demonstracao: Inicialmente, usando o Lema 3.1 podemos estimar
2n(¢*(T),T) < 2(n — 1)[o*|TP.

Assim, pelo Lema [4.40] tem-se

VR0 D o1 (0(T). T) > oI

n —

Portanto, de (4.120)) e (4.119), obtemos

—@Wm,ﬂ — 2(¢A(T),T) > —(2n — )|

n —

Como ¢ > 0, de (4.110) e (4.121)), segue que

F(lel, 7)) > -

De (4.103)), a equacao (4.122)) pode ser reescrita da seguinte forma:

F(16],1T1) > nl[* (~2(n — 2)H? + 2¢ - 3¢[T[?).

1 1 101> (—2(n — 2)|¢> + 2cn(n — 1) — 3en(n — 1)|TJ?) .

(4.118)

(4.119)

(4.120)

(4.121)

(4.122)
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Tomando

B :=2c—sup (2(n — 2)H* + 3c|T|*) > 0,
s

segue da hipotese (4.118]) que 5 > 0. Portanto,

L(|6*) = f(16%),

onde f(z) = 2ny | n ; 151'5/2.

Uma vez que vale a hipotese (4.118]), temos que supy, H < +00 e, consequentemente,

suptr(P) < +oo e sup|¢* < +oo,
s 5

onde, na ultima estimativa, foi usada a equacao .

Como estamos supondo que o principio do maximo fraco para o Hessiano vale em X",
segue da Proposicao que |¢p| = 0. Sendo Hy = 0, devemos ter A = 0, isto é, X" é
uma hipersuperficie totalmente geodésica de M?H(c). Assim, a equagao (4.43) garante
que as fungoes (1, 0;) e |T'| sdo constantes em 3"

Dessa forma, a equacao de Codazzi implica que (,d9;) = 0 ou |T|*> = 0. Se
ocorre o primeiro caso, entao, de , IT|? = 1, o que contradiz . Consequente-

mente, devemos ter |T'|> = 0, isto é, X" ¢ isométrica a uma parte aberta de um slice. W

No caso em que X" é completa, obtemos a seguinte caracterizagao:

Corolario 4.42. Seja X" uma hipersuperficie completa 2-minimal imersa em MT;H(C)

com ¢ > 0. Se

sup (2(n — 2)H? + 3¢|T|?) < 2.
2

Entao X" € um slice.

Demonstracao: Inicialmente, verifiquemos que X" satisfaz as hipoteses do Lema [4.37]

De fato, como Hy = 0, da equagao (4.103)) temos

S =n?*H?* —n(n—1)Hy = n*H?,
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o que implica

—nHS\/ESnH.

Logo, segue da equacgao (4.44) que a curvatura seccional de 3" satisfaz

K(eye)) =1=2|T>+n*H* - S > —1—2n*sup H?> > —o0.
s

Isso mostra que a curvatura seccional de ¥ é limitada inferiormente por uma constante

negativa. Assim, a funcao

-

G(t) :== (1 + 2n2sup H2)
s

estd bem definida e finita.
Uma vez que X" é completa, podemos aplicar o Lema [4.37], e o resultado segue dire-

tamente do Teorema [L.41] [ ]

Finalizamos este capitulo com dois resultados que tratam especificamente do caso
de superficies. Note que, por se tratar de uma superficie, a curvatura escalar R da
imersao coincide com a curvatura de Gauss K da superficie, pois neste caso R = 2K, e a

normalizacao adotada implica R = K.

. L L =3
Teorema 4.43. Seja X% uma superficie 2-minima imersa em M (c), com ¢ > 0. Suponha
que o principio do mdzimo fraco para o hessiano seja vdlido em Y*. Se infy K > ¢/3,

entdo X% € isométrica a uma parte aberta de um slice.

Demonstragao: Uma vez que Hy = 0, segue de (4.47) que
K = c(n,0,)%
Por outro lado, usando (4.42) na desigualdade (4.110f), temos
F(|g],|IT]) = 2¢lof* (=1 + 3(n, 8,)*) = 2¢|¢|* (=1 + 3¢K).

Escolhendo
B = —c—l—BirzlfK > 0,
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segue que F(|¢|,|T|) > 2¢B|¢]? e, consequentemente,

L(l¢l*) = f(l9]*),

em que f(x) = 2c6v/22%/2.
Portanto, da Proposi¢ao [4.36, segue que |¢p| = 0 e, como antes, ou |T| = 0 ou
(n,d;) = 0. Observe que (n,d;) = 0 contradiz a hipotese sobre a curvatura gaussiana.

Logo, |T| = 0 e X% ¢ isométrica a uma parte aberta de um slice. [ |

Concluimos com o seguinte resultado, valido no caso em que %" é completo.

Corolério 4.44. Seja X? uma superficie completa 2-minima imersa em M?(c), comc > 0.

Se infy, K > ¢/3, entdo X2 é um slice.
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