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RESUMO

No ensino superior, o estudo de limite de fun¢do de uma variavel real ¢ o ponto de partida
para a organizacdo dos demais contetidos do Calculo Diferencial e Integral I (Calculo I),
como continuidade, derivadas e integrais. Por esse motivo, dificuldades em compreender esse
conteudo inicial podem gerar mais desafios ao longo do desenvolvimento da disciplina. De
acordo com a Teoria dos Registros de Representacdao Semiotica (TRRS) de Duval (1993,
2009, 2011, 2012), a compreensdo dos objetos matematicos — como o de limite — ¢
estabelecida quando se realiza a articulagdo entre diferentes registros de representagdo. Diante
disso, revela-se a importancia de investigar de que forma o livro didatico, um dos recursos
mais utilizados nos cursos de graduagao, pode influenciar nesse processo. Nesse contexto,
este estudo tem como objetivo geral analisar como os livros didaticos, adotados no
componente curricular da disciplina de Célculo Diferencial e Integral 1 do curso de
Matematica-Licenciatura da Universidade Federal de Pernambuco, exploram as
transformagdes entre diferentes tipos de representagdes semidticas na abordagem de limite. A
metodologia desta pesquisa bibliografica ¢ de abordagem qualitativa descritiva, com base na
TRRS, por meio da andlise de trés livros didaticos: Guidorizzi (2001), Stewart (2013) e
Leithold (1994). O foco da andlise concentrou-se no uso dos registros de representagdes e das
transformagdes de tratamento e conversdao entre eles. Os resultados evidenciam que nos trés
livros hd uma predominéncia do registro simbolico-algébrico. Além disso, em relagdao as
transformagoes, ha diferencas na énfase dada por cada obra. O livro de Stewart foi o que mais
incentivou a conversdo entre os registros, seguido do livro de Leithold. O livro de Guidorizzi,
por sua vez, priorizou os tratamentos dentro do registro simbodlico-algébrico. A conversao
mais recorrente nos trés livros foi do registro simbolico-algébrico para o registro em lingua
natural. Desse modo, espera-se que os resultados obtidos contribuam para a reflexdo sobre as
praticas do ensino de limite e, por conseguinte, do Calculo I, especialmente no que se refere a

utilizacao e a mediacao didatica dos livros.

Palavras-chave: Célculo I; Limite de Fun¢do; Representacdo Semidtica; Transformagdes de

Registros; Livros Didaticos.



ABSTRACT

In higher education, the study of the limit of a real-valued function of one variable is the
starting point for organizing the other topics in Differential and Integral Calculus I (Calculus
I), such as continuity, derivatives, and integrals. For this reason, difficulties in understanding
this initial content can lead to further challenges throughout the development of the course.
According to Duval’s Theory of Semiotic Representation Registers (1993, 2009, 2011, 2012),
the understanding of mathematical objects — such as the concept of limit — is established
when different representation registers are coordinated. In this context, it becomes important
to investigate how the textbook, one of the most widely used resources in undergraduate
courses, can influence this process. This study, therefore, aims to analyze how textbooks
adopted in the Differential and Integral Calculus I course of the Mathematics Teaching
Degree program at the Federal University of Pernambuco explore transformations between
different types of semiotic representations in their treatment of limits. The methodology of
this bibliographic research follows a descriptive qualitative approach based on the Theory of
Semiotic Representation Registers, through the analysis of three textbooks: Guidorizzi (2001),
Stewart (2013), and Leithold (1994). The focus of the analysis was on the use of
representation registers and the transformations of treatment and conversion between them.
The results show that all three books predominantly use the symbolic-algebraic register.
Furthermore, with regard to the transformations, there are differences in the emphasis given
by each textbook. Stewart’s book was the one that most encouraged conversion between
registers, followed by Leithold’s book. Guidorizzi’s book, on the other hand, prioritized
treatments within the symbolic-algebraic register. The most frequent conversion found in all
three books was from the symbolic-algebraic register to the natural language register. Thus, it
is expected that the results obtained will contribute to reflections on the teaching practices of
limits and, consequently, of Calculus I, especially with regard to the use and didactic

mediation of textbooks.

Keywords: Calculus I; Limit of a Function; Registers of Semiotic Representation; Register

Transformations; Textbooks.
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1 INTRODUCAO

Na formacdo matemdtica universitaria, o ensino e a aprendizagem de Calculo
Diferencial e Integral (CDI) tém sido temas debatidos em diversos estudos relevantes,
sobretudo, em razdo das dificuldades relacionadas a compreensdao dos conceitos neles
envolvidos. Nesse contexto, o conceito de Limite de Fungdo de Uma Variavel Real (limite)
destaca-se como um dos pilares do CDI I, constituindo, de acordo com Anton (2000) e Vianna
(1998), a base fundamental sobre a qual se estruturam todos os demais contetidos do Calculo
I, como continuidade, derivada e integral de uma fungao.

Compreender a defini¢ao de limite, segundo Cornu (1991), envolve um grau elevado
de complexidade, fator que costuma gerar dificuldades de ordem cognitiva entre os discentes.
O motivo dessa complexidade pode estar associado a diversas defini¢des, simbolismos e
concepgdes que, usualmente, sdo introduzidos em um curto espago de tempo e de forma
desarticulada, dificultando, assim, a constru¢do de uma compreensao integrada e expressiva
do conteudo. Ainda, de acordo com esse autor, as dificuldades referentes ao conceito nao
podem ser atribuidas unicamente aos estudantes, mas também aos professores, aos livros e
aos curriculos, que muitas vezes organizam o ensino de maneira fragmentada.

Posto isto, Duval (2012) argumenta que a principal dificuldade na aprendizagem
matematica ndo reside propriamente na complexidade dos objetos matematicos, mas sim na
exigéncia de que o estudante seja capaz de articular e transitar entre os diferentes registros de
representacdo semiodtica. Nesse sentido, a compreensdo de uma definicdo matematica esta
intrinsecamente ligada ao fato de o aluno operar ndo apenas em um uUnico registro de
representacado, seja ele o algébrico, o grafico ou o verbal, mas realizar conversoes entre esses
registros, criando conexdes que favorecam a construcdo do significado e a compreensao
integral de um objeto matematico — neste estudo, o limite.

A presenca e a articulagdo desses diversos registros de representacdes no processo de
ensino e aprendizagem podem ser identificadas por meio da andlise de livros didaticos, uma
vez que esse recurso possibilita analisar a maneira como os autores escolhem estruturar e
apresentar os conteudos. O livro de CDI I, por sua vez, exerce uma fungdo importante,
compondo um relevante referencial tanto para o professor quanto para o aluno. Com base nas
ideias de Kuhn (2005), os livros didaticos ocupam uma posi¢ao central, visto que funcionam
como instrumentos na dissemina¢dao do conhecimento considerado consensual dentro de um
campo cientifico. E por meio desses materiais que os universitarios, futuros profissionais, tém

acesso aos paradigmas consolidados que orientam a pratica e o pensamento cientifico em
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determinada area. Assim, por serem elementos estruturantes do ensino, a maneira como esses
materiais realizam a abordagem de limite pode impactar diretamente a compreensao dos
estudantes.

Desse modo, o presente trabalho adota como aporte tedrico a Teoria dos Registros de
Representagao Semiotica (TRRS) de Raymond Duval para buscar responder o seguinte
problema de pesquisa: como os livros didaticos, adotados no componente curricular da
disciplina de Calculo Diferencial e Integral I do curso de Matematica-Licenciatura da
Universidade Federal de Pernambuco, exploram as transformagées entre diferentes tipos de
representagoes semioticas na abordagem de limite de funcdo de uma variavel real?

A motivacdo deste estudo surgiu ao longo da minha' formagdo enquanto aluna do
curso de Matematica-Licenciatura, em particular ao cursar as disciplinas de Calculo
Diferencial e Integral I (Calculo I) e Andlise Real. Em Célculo I, iniciei meu contato com o
conteido de limite, por meio de uma abordagem mais intuitiva e baseada no uso de
propriedades. Devido ao tempo disponivel, assim como a abordagem adotada pela docente, o
limite em sua definicdo formal ndo foi apresentado. Foi somente ao estudar a disciplina de
Analise Real e retomar conteudos ja vistos em Calculo I, dessa vez com mais rigor 16gico, que
fui apresentada a definicdo formal de limite e, nessa ocasido, enfrentei dificuldades em
compreendé-la, principalmente para articular a nogao intuitiva com sua formalizag3o.

Durante o meu percurso académico, diante das diividas que surgiam, uma das minhas
estratégias era recorrer a desenhos (como graficos ou figuras geométricas) para visualizar os
problemas ou tentar compreender melhor as expressdes algébricas envolvidas. Esse habito
tornou-se também recorrente na disciplina de Célculo I. Inicialmente, o conceito de limite s6
passou a fazer mais sentido para mim quando eu o visualizava ou o representava
graficamente, mesmo que por meio de simples esbogos. Atrelado a isso, no periodo seguinte,
atuei como monitora da disciplina e, durante essa vivéncia, a pratica de “desenhar”, além de
me auxiliar durante as explicagdes, também facilitava o entendimento das duvidas apontadas
pelos alunos.

Ainda, a utilizagdo do livro didatico como maior referéncia por parte dos docentes fez
com que este recurso também se tornasse a principal fonte de estudo entre os discentes.
Assim, era frequente consultar o livro de Calculo I para a revisdo de determinados conteudos

apresentados em aula, principalmente para analisar os exemplos resolvidos presentes no

' Em determinados momentos, serd utilizada a primeira pessoa do singular para apresentar reflexdes pessoais da
autora desta pesquisa.
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préprio material, com o intuito de encontrar neles modelos que pudessem ser aplicados na
resolucao das atividades propostas.

Considerando que este estudo fundamenta-se na Teoria de Registros de Representacao
Semiotica, ele mostra-se relevante para o campo da Educacdo Matematica ao buscar entender
como os livros de Calculo I incentivam, ou negligenciam, a conexdo entre os diferentes
registros de representagdo, aspecto fundamental destacado por Duval (2012) para a qualidade
da aprendizagem. Tendo em vista o uso ainda massivo desses livros por docentes e discentes,
analisar suas formas de apresentar o contetido pode contribuir com reflexdes importantes
sobre o ensino e a aprendizagem de limite. Além disso, os resultados desta pesquisa podem
servir como subsidio para professores na escolha e mediagao de livros didaticos, contribuindo
para praticas pedagodgicas mais eficazes no ensino de Calculo I.

Diante do exposto, delimitamos como objetivo geral deste trabalho:

e Analisar como os livros didaticos, adotados no componente curricular da disciplina de
Célculo Diferencial e Integral I do curso de Matematica-Licenciatura da Universidade
Federal de Pernambuco, exploram as transformacdes entre diferentes tipos de
representacoes semioticas na abordagem de limite de fungdo de uma varidvel real.
Para isso, foram estabelecidos os seguintes objetivos especificos:

e Identificar as diferentes representagdes semidticas presentes na abordagem de limite,
considerando a exposi¢ao teorica e as exemplificagoes;

e Analisar como ocorrem as transformagdes (tratamento e conversdo) entre as
representacdes semioticas na abordagem de limite, considerando a exposi¢ao tedrica e
as exemplificacoes.

Trata-se de uma pesquisa qualitativa que utiliza a andlise bibliografica, com foco em
livros didaticos. A op¢ao por esses materiais se deve ao seu papel fundamental na estruturacao
do conteudo e na orientacdo das praticas pedagogicas em universidades, sobretudo em
disciplinas como Célculo I. Os livros analisados foram selecionados com base na sua adogao
no componente curricular da disciplina de Calculo I do curso de Matematica-Licenciatura da
UFPE/CAA. E sua analise serd conduzida a luz da TRRS, observando os principais registros
de representagdes utilizados, bem como as transformagdes entre os registros, com énfase na
conversao, na abordagem de limite.

Este trabalho estd estruturado em sete capitulos, que objetivam organizar uma
sequéncia logica para apresentar a investigacdo de maneira clara. A presente se¢do
corresponde ao primeiro capitulo, no qual descrevemos a introdugdo do estudo. O segundo

capitulo apresenta, brevemente, os aspectos histéricos da construcao da ideia e definicao de
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limite, trazendo tanto as contribui¢des de grandes matematicos para a criacdo do CDI, quanto
as abordagens desse objeto matematico ao decorrer do tempo. Além disso, o segundo capitulo
discute algumas consideragdes de autores sobre as dificuldades no ensino e na aprendizagem
do contetido de limite.

No terceiro capitulo, serd apresentada a base tedrica que norteara a analise deste
estudo: a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica, do autor Raymond Duval,
destacando as conceituacdes centrais desse referencial, com énfase nos registros de
representacdo e nas transformagdes entre eles, como o tratamento e a conversdo. No quarto
capitulo, expomos a importancia do livro didatico, que constitui nosso objeto de andlise, ¢ a
sua utilizagdo no ensino e na aprendizagem de limite.

O quinto capitulo aborda os procedimentos metodolégicos para a andlise de dados,
mencionando os livros selecionados para a investigacdo, assim como os critérios de andlise,
sendo esta realizada no capitulo seguinte (sexto capitulo). Por fim, o sétimo e ultimo capitulo
¢ destinado as consideracdes finais, nas quais apontamos um conjunto de comparagdo de

respostas obtidas do estudo no capitulo anterior.
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2 O CONCEITO DE LIMITE DE FUNCAO DE UMA VARIAVEL REAL

Este capitulo introduz, de maneira breve, o processo histérico sobre a origem do
conceito de limite, apresentando desde as contribuicdes de Newton (1642-1727) e Leibniz
(1646-1716) para o Calculo Diferencial e Integral, até a constru¢do da defini¢do de limite por
Cauchy (1789-1857) e a formalizagdo rigorosa de Weierstrass (1815-1897). Além disso, serdo
apresentadas contribuigdes de outros autores em pesquisas anteriores sobre as dificuldades no

ensino e na aprendizagem de limite.
2.1 ASPECTOS HISTORICOS
2.1.1 Contribuicdes de Newton e Leibniz para o Calculo

O Ciélculo Diferencial e Integral, da forma como se conhece hoje, ¢ resultado do
trabalho de diversos estudiosos ao longo dos séculos. Nomes como René Descartes (1596 -
1650), Pierre Fermat (1601 - 1665), John Wallis (1616 - 1703) e Isaac Barrow (1630 - 1677)
merecem destaque. Em seus estudos, discutiam alguns problemas da época, como o tragado
de tangentes as curvas, as quadraturas e as séries infinitas (Garbi, 2009). Contudo, a
unificagdo e generalizacdo desses procedimentos s6 vieram a ser estabelecidas,

posteriormente, por Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).

Newton e Leibniz foram, sem duavidas, os maiores contribuidores para o
desenvolvimento do CDI, sendo reconhecidos por muitos matematicos como seus
“inventores”. No século XVII, desenvolveram procedimentos algoritmicos que, com o tempo,
deram origem aos conceitos de derivada e integral (Rezende, 2003). E importante ressaltar
que ambos realizaram seus estudos de maneira independente. Segundo Baron e Bos (1985, p.

5 apud Rezende, 2003, p. 188):

Ainda que o Calculo nio tenha nem comegado e nem terminado com estes dois
homens [Newton e Leibniz], cabe a eles um grande mérito. Newton estendeu e
unificou os varios processos de célculo e Leibniz ligou-os através de uma notacdo
eficaz e de um novo calculo operacional.

Os trabalhos de Newton que fundamentaram o desenvolvimento do Calculo incluem,
principalmente, o seu método fluxional e o estudo das séries infinitas (Rezende, 2003).
Segundo Rachidi et al. (2020), Newton, em sua obra O método de fluxoes e sequéncias
infinitas, estabeleceu a ligagdo entre os aspectos diferencial e integral, reconhecendo-os como
operacgdes inversas. Ou seja, a operagdo de derivar uma integral resulta na propria fungdo que

esta sendo integrada, conforme indicam os simbolos utilizados atualmente:
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o f@dx = feo.

Rachidi et al. (2020, p. 64) destacam que Newton expressou essa concepg¢ao utilizando
termos cinéticos: “Movimentos das variaveis (“fluentes”)® e velocidades desses
deslocamentos (“fluxdes”)*”. De acordo com Zuchi (2005), Newton observou, ao estudar os
movimentos dos planetas, que eles se movem de tal forma que, em cada ponto da sua
trajetoria, a direcdo da velocidade coincide com a direcdo da reta tangente naquele ponto e,
com isso, constatou que seria possivel descrever o movimento planetario localmente por meio

de varias tangentes. Foi essa andlise que o levou a formulagdo das fluxoes.

Embora as pesquisas de Newton tenham sido decisivas para o desenvolvimento do
Célculo, ainda ndo incorporavam formalmente o conceito de limite. Zuchi (2005, p. 45-46)
destaca esse ponto:

Newton, em quase todos os seus trabalhos, relacionado ao calculo, ndo reconheceu o
papel fundamental do limite. Para a série infinita, Newton raciocinou meramente por
analogia. Ele calculou o que chamou de fluxos as curvas e o processo que usou para
esses calculos era muito similar ao de Fermat. Porém Newton, como Fermat, ndo
utilizou o limite. Por outro lado, em seu Principia Mathematica, seu maior trabalho
em Matematica e Ciéncia, ele foi o primeiro a reconhecer a necessidade do limite.

No comecgo do livro I do Principia, Newton tentou dar uma formulagdo precisa do
conceito de limite.

Desse modo, mesmo que Newton nao tenha definido um conceito preciso de limite,
empenhou-se em introduzir essa nogdo em seu trabalho, reconhecendo a importancia que ela
teria na area do CDI (Batista, 2019). Alguns autores, entre eles Zuchi (2005) e Bardi (2010),
afirmam que Newton ndo tinha interesse em divulgar suas descobertas sobre o calculo
diferencial, sendo Leibniz o primeiro a publicar seus feitos. Esse fato acabou gerando uma

disputa pela autoria da descoberta.

Ao contrario de Newton, que atentou-se as questdes relacionadas ao movimento
mecanico, Leibniz desenvolveu sua abordagem a partir de uma perspectiva metafisica,
introduzindo a ideia de quantidades infinitamente pequenas (Zuchi, 2005). Foi Leibniz o
primeiro a empregar o termo “Calculo” e a desenvolver simbolos matematicos e regras que o
transformaram em um poderoso instrumento matematico. O papel de Leibniz revelou-se
determinante na introdu¢do das simbologias que sdo amplamente utilizadas até hoje no ensino

de CDI. Como, por exemplo:

2 Os fluentes (ou seja, algo que flui, ou varia) representavam as grandezas em constante variagio.
3 As fluxdes correspondiam a taxa de variagdo das grandezas fluentes, o que hoje podemos entender como
derivadas.
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dx, dy, %, f dx.

Essas notagdes foram fundamentais para sistematizar os procedimentos de
diferenciagdo e integragdo. Leibniz concebeu dx como sendo um pedago extremamente
pequeno e infinitesimal da varidvel x, o que lhe permitiu desenvolver regras algébricas para o
tratamento de quantidades varidveis e infinitesimais, dando ao Célculo um forte carater
operacional. Nesse contexto histdrico, € possivel destacar as diferencas entre os dois grandes
nomes associados a criacdo do Célculo. Como destacam Rachidi et al. (2020, p. 66):

Diferentes estudos mostram que a inspiragdo em Newton € mais cinematica e
geométrica. Para Leibniz, essa inspiragdo ¢ mais formal e algébrica. Por outro lado,
a invencdo das notacdes estd mais presente em Leibniz do que em Newton.

Finalmente, podemos dizer que os conceitos basicos de Newton sdo as fluxdes e o
uso fundamental da nogao de limite.

Assim, ¢ inegavel que as contribuicdes desses dois estudiosos foram essenciais para a
constru¢do do CDI. Newton, com suas ideias pioneiras, ¢ Leibniz, com a criacdo da
simbologia que emprega-se ainda hoje. Seus métodos estabeleceram as bases para sua
evolucdo subsequente. As ideias de Newton e Leibniz inauguraram um novo modo de pensar
a variagdo e o infinito, porém careciam de uma base logica solida. Essa estrutura comecaria a
ser construida apenas no século XIX, sobretudo com os trabalhos de Cauchy e, depois,

Weierstrass, cuja formalizagdo do conceito de limite redefiniria os alicerces do Calculo.
2.1.2 Limite nas perspectivas de Cauchy e de Weierstrass

No século XIX, Augustin-Louis Cauchy trabalhou as ideias de Newton e Leibniz e,
em suas pesquisas, estabeleceu fundamentos tedricos que conferiram uma base sélida ao
Calculo, principalmente pela formulagao da defini¢dao de limite. De acordo com Rachidi et al.
(2020, p. 68), o “impacto do trabalho de Cauchy foi decisivo". Desde os primeiros estudos, o
expoente reconheceu a importancia da defini¢do de limite e de continuidade, sendo o pioneiro
a utilizar definicdes baseadas em aproximagdes. A partir dessas nogdes, desenvolveu uma
teoria consistente para funcdes diferenciaveis e integraveis de uma variavel real e,
consequentemente, estruturou o CDI de forma sistematica, com base nesses fundamentos.
(Rachidi et al., 2020).

A definicao de limite descrita por Cauchy ¢ a seguinte: “Quando os valores
sucessivamente atribuidos a mesma variavel se aproximam indefinidamente de um valor fixo,
de modo a acabar diferindo tdo pouco quanto vocé quer, o ultimo ¢ chamado o /imite de todos

os outros.” (Cauchy, 1823, p. 1 apud Rachidi et al., 2020, p. 69). A partir dessa definicao de
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limite, muito proxima da que utilizamos atualmente, o matematico estabeleceu definigdes
precisas para continuidade, derivada e integral.

O conceito de limite, para Cauchy, era dindmico e, em alguns casos, ele admitia que
uma variavel ou sequéncia pudesse ter mais do que um limite, o que diverge da concepgao
atual, uma vez que, quando existe o limite, este ¢ unico. Embora a maneira de Cauchy em
definir limite ndo estivesse completamente consolidada em termos rigorosos, ele ja operava
com desigualdades e épsilons e deltas de forma bem préxima a abordagem moderna (Baroni e

Otero-Garcia, 2014). Nesse sentido, como destaca Reis (2001, p. 59):

[...] talvez, a maior contribui¢do de Cauchy ndo esteja no rigor da defini¢do de
limite. A diferenga fundamental em relagdo a muitos matematicos anteriores ¢ que
estes concebiam o infinitésimo enquanto um numero fixo, ao passo que Cauchy
define-o claramente como uma variavel dependente.

Desse modo, o problema da imprecisdo associada aos termos “infinitamente grande”
ou “infinitamente pequeno”, recorrentes nas formulagdes antes de Cauchy, comeca a ser
discutido com seus trabalhos, embora ele ainda fizesse uso dessas expressdes. Garbi (2010)
aponta que a definicdo de Cauchy ainda utilizava formula¢des imprecisas, como
“aproximar-se indefinidamente”, sendo apenas com Weierstrass que a defini¢do de limite foi

refinada.

Apesar dos avancos trazidos por Cauchy, Karl Theodor Wilhelm Weierstrass criticou o
carater intuitivo presente em sua definicdo de limite, principalmente o uso de ideias
relacionadas a0 movimento continuo em sua expressao (Rezende, 2003). Para corrigir essas
imprecisoes, ele reformulou a defini¢do em termos aritméticos estritos, usando a linguagem
¢épsilon e delta, baseada em valores absolutos e desigualdades (Zuchi, 2005).

Weierstrass foi o responsavel por formular a defini¢do de limite, utilizando uma
notacao precisa com os simbolos € (€psilon) e § (delta) tal como ¢ ensinada nos dias atuais.
Assim, dizer que

lim f(x) =1L,

x—a
significa, formalmente, que
Ve >0,30 >0, |x —a|< §=|f(x) — L|< e

E 1€é-se assim: “Para todo ntimero real positivo épsilon (€) (por menor que ele seja),
existe um numero real positivo delta (8) tal que, sempre que a distancia entre x € a for menor

que o (mas diferente de zero), entdo a distancia entre f(x) e L serd menor que €”.
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Essa definicao substitui a ideia de movimento ou aproximacao fisica por uma relagdo

puramente logica entre desigualdades. Como menciona Rezende (2003, p. 251-252):

Na teoria de limites de Weierstrass o conceito de limite ndo esta associado a
qualquer ideia de movimento continuo, mas, ao contrario, ¢ definido a partir de uma
relagdo logica entre duas desigualdades. O seu conceito de variavel ndo representa
uma passagem progressiva através de todos os valores de um intervalo, mas a
suposicdo disjunta de qualquer um dos valores do intervalo. [...] ndo faz sentido
perguntar na teoria de limites de Weierstrass “se uma variavel alcanga, ou ndo, o seu
valor limite”, mesmo porque a questdo que se coloca agora ¢ “se o limite de uma
fungdo é, ou ndo, igual a L.”. O conceito de limite de Weierstrass ndo envolve a
idéia de aproximacdo, mas € tdo somente um estado de coisas estaticas.

Assim, a defini¢do desenvolvida por Weierstrass pode ser ilustrada pelo grafico da

Figura 1, no qual expressa a relacdo entre os valores de € e 6.

Figura 1 — Representacdo grafica da definicdo de limite
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Fonte: A autora (2025), adaptado de Wallace (2016).

Na Figura 1%, observa-se que, para todo € positivo, existe um & positivo tal que,
sempre que x estiver no intervalo (a — 9, a + §), mas diferente de a, os valores de f(x)
permanecem dentro do intervalo (L — €, L + ¢).

Apesar do rigor na formalizagdo do limite de Weierstrass ter superado a definicdo de
Cauchy, os aspectos mais intuitivos e com ideia de movimento continuam sendo amplamente
usados no ensino atual. A linguagem dindmica das expressdes “aproximar-se”, “tender a”
pode ajudar na criagdo de um entendimento inicial mais acessivel aos discentes. Desse modo,
mesmo com a importancia do formalismo matematico, ainda ¢ pertinente e necessario usar

métodos que misturam intuigdo e rigor, principalmente no inicio do estudo do Calculo.

* Para acessar a criagdo disponivel em versdo interativa, com controle dos pardmetros € € 0, visite o site
GeoGebra: https:/www.geogebra.org/m/bxcvhgmm


https://www.geogebra.org/m/bxcvhqmm
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Portanto, entender como a ideia de limite se desenvolveu, partindo das primeiras
nogdes até a definicdo precisa que se tem hoje, ¢ fundamental tanto para valorizar a historia
do Calculo quanto para buscar refletir sobre as dificuldades que os estudantes encontram ao

estudar esse contetido nos dias atuais.
2.2 DIFICULDADES NO ENSINO E NA APRENDIZAGEM DE LIMITE

Diversas pesquisas voltadas para a formagao matematica dos estudantes tém mostrado
que as dificuldades ao trabalhar com limites vao além do préoprio contetdo. Essas dificuldades
geralmente estdo relacionadas & maneira como esse conteudo € apresentado tanto nas salas de
aula quanto em livros didaticos, muitas vezes de maneira excessivamente formal ou
desconectada das ideias mais intuitivas e visuais. Este subcapitulo discute essas dificuldades,
apoiando-se em diferentes autores que analisam tanto os aspectos didaticos quanto os
cognitivos envolvidos na compreensdo do conceito de limite.

Segundo Cornu (1991) e Sierpinska (1985), citados por D’ Avoglio (2002, p. 12):

A grande dificuldade do ensino e aprendizagem do conceito de limite, que se radica
ndo somente em sua riqueza ¢ complexidade, mas também no fato de que os
aspectos cognitivos implicados ndo podem ser gerados simplesmente a partir da
definigdo matematica, que pode ser memorizada. A primeira nog¢ao que se tem de
limite ¢ uma nogdo dindmica de aproximagdo e a maneira que se utiliza o conceito
para resolver problemas esta relacionada ndo somente com a defini¢do, mas com
propriedades de um aspecto intuitivo do conceito. Isso explica por que muitos alunos

acreditam compreender o conceito de limite sem haver adquirido as implica¢des do
conceito formal.

Complementando essa linha, Cornu (1983) afirma que a aquisi¢ao do conceito de
limite requer a formagdo de uma representacdo mental construida por meio de imagens,
desenhos, exemplos e conexdes, que ndo coincidem com os elementos utilizados na
apropriagdo da definicdo formal do limite. Segundo o autor, mesmo que a defini¢do de limite
em ¢épsilon (g) e delta (§) contenha matematicamente toda a ideia e formalizagdo do conceito,
ainda persiste uma lacuna entre compreender o limite enquanto conceito, associado a um
entendimento dinamico, como “tender para” ou “aproximar-se de”, e simplesmente entender
sua defini¢do formal, de natureza estitica, sem a ideia de movimento. Ou seja, para
compreensdo de limite, € preciso unir intuicdo com rigor.

Diante disso, Tall (1996) observou que estudantes com menor desempenho tendem a
apresentar uma compreensao mais superficial dos conceitos matematicos, apoiando-se em
interpretagdes intuitivas de ideias como limite, continuidade, maximo e supremo. No entanto,

tais interpretagdes, embora sirvam de suporte aos enunciados dos teoremas, geralmente nao se
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articulam ao significado formal das defini¢des, o que compromete a compreensdo das
demonstragoes.

Esse distanciamento entre a linguagem formal e a compreensao significativa também
foi observado por outros pesquisadores. Santos (2013), por exemplo, observou em seu
trabalho que os alunos possuem dificuldades em interpretar a linguagem simbolica para além
da simples identificagdo de cada elemento que estd presente na definicdo matematica de
limite. Em relacdo a definicdo formal de limite e a toda simbologia que a acompanha, Zuchi
(2005) destaca que, embora a linguagem matematica tenha sido desenvolvida para facilitar o
entendimento do conhecimento matematico, o uso excessivo de simbologias sem a devida
preocupagdo com sua compreensdo, ou seja, a apresentacdo de forma inadequada desses
simbolos, acaba por gerar obstaculos no processo de aprendizagem dos estudantes.

Além disso, a maneira como o ensino de Célculo frequentemente negligencia a
diversidade de representagdes possiveis pode configurar-se como mais um desafio para a
aprendizagem. Segundo Alvarenga ¢ Sampaio (2016, p. 134), um dos obstaculos didaticos,
dado algumas falhas no ensino de CDI, decorre da “ndo representacdo de diversas formas
como esses objetos aritméticos, algébricos e geométricos podem vir apresentados”. Mongelli
(2020), por sua vez, afirma que o fato de os professores darem mais énfase a parte
procedimental no conceito formal de limite, embora essa abordagem seja importante, ndo ¢
suficiente para a compreensdo e, por esse motivo, os estudantes podem apresentar
dificuldades. Ainda, segundo a autora, no processo de aprendizagem do conceito, os aspectos
visuais, verbais e as manipulagdes algébricas ligadas a definicdo do limite sdo
complementares. Por isso, a utilizagdo de diferentes formas de representar, além da simbolica,
¢ indispensavel para o aprendizado.

A luz desses autores, fica claro que compreender o conceito de limite vai muito além
de simplesmente memorizar formulas e defini¢des. E preciso criar um entendimento que una a
percepgdo intuitiva a linguagem matematica, assim como estabelecer a conexdo entre as
diversas formas de representd-lo, como a simbdlico-algébrica, a grafica, a numérica e a lingua
natural. Entender como essas diferentes representacdes aparecem no ensino ¢ necessario, uma
vez que a capacidade de realizar a articulagdo entre elas € aspecto central para a aprendizagem
significativa. E nessa perspectiva que se insere a Teoria dos Registros de Representagio
Semiotica, proposta por Raymond Duval, que serd discutida no préximo capitulo como

referencial tedrico deste estudo.
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3 TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACAO SEMIOTICA (TRRS)

Raymond Duval (1993, 2009, 2011, 2012), filésofo, psicoélogo de formagdo e
professor francés, desenvolveu, no século XX, a Teoria dos Registros de Representagcao
Semiotica (TRRS), a qual tem sido respaldo de diversas pesquisas, principalmente na
Educacdo Matematica. A teoria analisa o funcionamento cognitivo vinculado a aprendizagem
matematica e defende que, para a compreensdo de um objeto matematico, faz-se necessario o
uso de diferentes representagdes semioticas e da conversao entre as formas de representa-lo.

Segundo Duval (2012), a utilizacdo de representagdes ¢ condi¢do necessaria, uma vez
que os objetos matemdticos ndo existem fisicamente e, por isso, ndo sdo diretamente
acessiveis a percepcao direta ou a intuicdo imediata. Por esse motivo, a atribuicao de
representantes a esses objetos ¢ fundamental para que a realizagdo da atividade matematica
seja possivel. Um 1nico objeto matematico pode ser representado de varias formas,
dependendo da finalidade ou do contexto em que ¢ utilizado. A exemplo disso, o valor
numérico meio pode apresentar-se como a fragcdo “1/2”, a porcentagem “50%” ou até mesmo
como o seno de 30 graus “sen (30°)”. Todas essas expressoes, ao final, representam o mesmo
nimero “0,5”, embora cada uma surja em situagdes distintas, oferecendo abordagens e
maneiras proprias de interpretagao.

Duval (2012, p. 269), portanto, define as representacdes semioticas como:

producdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de
representacdes que tem inconvenientes proprios de significagdo e de funcionamento.

Uma figura geométrica, um enunciado em lingua natural, uma férmula algébrica, um
grafico sdo representagdes semidticas que exibem sistemas semioticos diferentes.

Além disso, para o autor, um ponto relevante ¢ diferenciar as representacoes
semioticas das representagdes mentais. Ele descreve as representagdes mentais como sendo “o
conjunto de imagens e, mais globalmente, as conceitualizagdes que um individuo pode ter
sobre um objeto, sobre uma situagdo e sobre o que lhe ¢ associado” (Duval, 2012, p. 269). Ou
seja, enquanto as representacdes semioticas sdo externas, visiveis e manipuldveis, as
representacdes mentais sdo internas, subjetivas e formadas no pensamento.

Nesse contexto, segundo Duval (2012), surge o paradoxo cognitivo do pensamento
matematico, pois, por um lado, a matematica exige que o aluno desenvolva uma compreensao
conceitual dos objetos abstratos, mas, por outro, eles s6 podem interagir com os objetos por
meio das representacdes semioticas. E esse paradoxo se torna ainda mais forte quando se
assume que a atividade matematica é apenas conceitual, tratando as representagdes semioticas

como algo secundario ou meramente ilustrativo. Isso passa despercebido no ensino, pois
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costuma-se dar mais énfase as representagdes mentais do que as representagdes semioticas
(Duval, 2012).

Essa distingdo ¢ importante para o ensino e a aprendizagem matematica, posto que a
atividade matematica ndo ocorre apenas no plano mental, mas depende fortemente das
manipulagdes das representacdes. Isso significa que, para compreender um conceito
matematico de fato, ndo basta apenas "pensa-lo" de forma abstrata (noesis’), é necessario
expressa-lo e manipula-lo por meio de representagdes semiodticas (semiose®). Como destaca o
autor, “a noesis ¢ inseparavel da semiose” (Duval, 2012, p. 270), ou seja, a compreensao
conceitual de um objeto matematico depende diretamente de sua representacao semiotica e,
mais ainda, da capacidade cognitiva de transitar entre diferentes representagoes.

Para nomear os diferentes tipos de representagdo, Duval (2011) utiliza o termo
“registros” de representagdo, que correspondem ao sistema de signos. O autor classifica os
registros em quatro categorias de acordo com suas representagdes, como apresentados no

quadro abaixo:

Quadro 1 — Classificag@o dos diferentes registros mobilizaveis no funcionamento matematico (fazer

matematico, atividade matematica)

REPRESENTACAO DISCURSIVA | REPRESENTACAO NAO DISCURSIVA
REGISTROS Lingua natural Associagdes verbais | Figuras geométricas planas ou
MULTIFUNCIONAIS: | (conceituais). Forma de raciocinar: perspectivas (configura¢des em dimensao
Os tratamentos nao sdo e Argumentacdo a partir de | 0,1,2 ou3).
algoritmizaveis. observacdes, de crengas...; e Apreensdo operatéria e ndo

e Deducdo valida a partir de somente perceptiva;
defini¢@o ou de teoremas. e Constru¢do com instrumentos.

REGISTROS Sistemas de escritas: Graficos cartesianos.
MONOFUNCIONALIS: e Numéricas (binaria, decimal. e Mudancas de sistema de
Os tratamentos sdo Fracionaria...) coordenadas;
principalmente e  Algébricas; e Interpolacdo, extrapolag@o.
algoritmos. e Simbolicas (linguas formais.

Calculo

Fonte: Duval (2011, p. 14).

Desse modo, conforme mostrado no Quadro 1, os registros discursivos fazem uso da
lingua natural, tanto na forma oral quanto escrita, assim como outras simbologias
matematicas, como a notagdo algébrica. Por outro lado, os registros ndo discursivos sao
representados por elementos visuais, como graficos e figuras geométricas. Quanto a

funcionalidade dos registros, aqueles classificados como multifuncionais envolvem

> Noesis (vonoig): segundo Duval (2012, p. 270) a noesis é “a apreensdo conceitual de um objeto”, ou seja,
trata-se de um processo de conhecimento que se da exclusivamente no intelecto.

¢ Semiose (onuetov): termo para indicar o processo de significacdo e a produgio de significados, entendido como
“a apreensdo ou a produgdo de uma representacdo semiotica” (Duval, 2012, p. 270).



28

tratamentos que ndo podem ser expressos por meio de algoritmos, enquanto os registros
monofuncionais permitem transformagdes algoritmizaveis, como ocorre na escrita algébrica.

Assim, um determinado objeto do saber matematico pode ser representado em
diferentes registros e esse “recurso a muitos registros parece mesmo uma condi¢do necessaria
para que os objetos matematicos ndo sejam confundidos com suas representagdes e que
possam também ser reconhecidos em cada uma de suas representacdes” (Duval, 2012, p. 270).
O autor defende, portanto, o uso de multiplos registros de representagdo para compreender e
trabalhar o saber matematico. Isso significa que, ao explorar diferentes registros em um
mesmo contetido, como lingua natural, algébrico, grafico ou figural, € possivel promover aos
estudantes um entendimento mais amplo do objeto de estudo.

Dentre os diversos temas matematicos analisados com base na Teoria dos Registros de
Representagao Semiotica, destaca-se, neste estudo, o de limite. Com base na categorizagao de
Duval apresentada no Quadro 1, o Quadro 2 sistematiza os tipos de registros semioticos

possiveis de mobilizagdo para a compreensao do objeto matematico: limite de fungao.

Quadro 2 — Classificacdo dos tipos de registros no contetido de limite

REPRESENTACAO REPRESENTACAO NAO
DISCURSIVA DISCURSIVA
REGISTROS Quando x se aproxima de um valor
MULTIFUNCIONALIS: a, o valor da fungéo f(x) se

aproxima de um nimero L,
independentemente de como x se
aproxima de a. Se isso ocorrer,
dizemos que o limite da funcao
f(x), quando x tende a a, € L.

REGISTROS lim (x° — 4x + 7) = 4
MONOFUNCIONAIS >3 \
x f(x) '
2,99 3,9801 f
2,999 3,998001
3,001 4,002001 w
3,01 4,0201 S

Fonte: A autora (2025).
Nesta teoria, um sistema semiotico, para ser considerado um registro de representacao,
deve satisfazer as trés seguintes atividades cognitivas fundamentais: a formagdo, o tratamento

e a conversdo (Duval, 2009).
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A formacgdo de uma representagdo identificavel consiste na atividade que possibilita a
expressao de um determinado conhecimento por meio de um sistema semiotico, seja ele um

enunciado em lingua natural, uma formula matematica, uma figura. Além disso,

Esta formagdo deve respeitar regras (gramaticais para as linguas naturais, regras de
formacdo num sistema formal, entraves de construcdo para as figuras...). A funcdo
destas regras ¢ de assegurar, em primeiro lugar, as condi¢cdes de identificacdo e de
reconhecimento da representagdo e, em segundo lugar, a possibilidade de sua
utilizag@o para tratamentos. Sdo regras de conformidade, ndo sdo regras de produgdo
efetiva por um sujeito. Isto quer dizer que o conhecimento de regras de
conformidade ndo esta relacionado a competéncia para formar representagdes, mas
somente para reconhecé-las. (Duval, 2012, p. 271-272).

A exemplo desse tipo de atividade cognitiva, podemos citar a situagdo em que o
estudante consegue representar a ideia de que, para uma determinada fungao f(x), quando o x
se aproxima de 2, o limite ¢ igual a 4. Seja por meio do registro simbolico-algébrico, do
grafico ou da lingua natural. No quadro 3, temos um caso da formacao de uma representacao

no registro simbolico algébrico.

Quadro 3 — Exemplo de formacéo no contetdo de limite

2

. x —4

lim =4
x—2

x—2

Fonte: A autora (2025).

O tratamento de uma representacdo ¢ uma transformagdo interna, ou seja, acontece
dentro de um mesmo registro. O calculo ¢ o tipo de tratamento mais recorrente, seja ele
numérico ou algébrico. Nesses casos, podemos realizar operacdes e manipulagcdes sem que

seu registro de representacao seja alterado.

uadro 4 — Exemplo de tratamento no conteudo de limite

2
, -4 —2)(x+2 :
lim =——¢& lim %@ lim x + 2
x—2 x—2 x—2

Fonte: A autora (2025).

No quadro acima, ¢ possivel observar uma transformacao de tratamento, uma vez que

o registro simbdlico-algébrico ¢ mantido, ou seja, as manipulagdes ocorrem dentro do mesmo
sistema. J4 quando ha uma mudanc¢a de um registro para outro, tem-se a conversdao.

A conversdo de uma representagdo ¢ a transformacgdo desta fun¢do em uma

interpretacdo em outro registro, conservando a totalidade ou uma parte somente do
conteudo da representagdo inicial. A conservagdo ¢ uma transformacdo externa ao
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registro de inicio (o registro da representa¢do a converter) (Duval, 1993, p. 42,
tradugdo da autora)’.

Uma representacdo do registro da lingua natural pode ser convertida em uma
representacdo figural, o que ¢ denominado de ilustragdo. A tradugdo ocorre quando uma
representacdo linguistica, expressa em uma determinada lingua, é convertida para uma outra
representacdo linguistica em uma lingua diferente. Ja a descrigdo refere-se a conversao de
uma representacdo ndo verbal, como figura, grafico, esquema, em uma forma linguistica

(Duval, 2012).

Quadro 5 — Exemplo de conversdo no conteido de limite

Fonte: A autora (2025).

Neste caso, observa-se que o limite em seu registro simbolico-algébrico pode ser
convertido para o registro grafico e vice-versa. Conforme Duval (2012), a conversao difere
cognitivamente do tratamento, sendo a mais relevante para o desenvolvimento das
aprendizagens intelectuais. O autor completa: “A compreensao (integral) de um contetdo
conceitual repousa sobre a coordenag¢do de ao menos dois registros de representagdo, e esta
coordenacdo se manifesta pela rapidez e espontaneidade da atividade cognitiva de conversao”
(p. 282).

Desse modo, a compreensdo de limite e de outros objetos matematicos exige a
capacidade cognitiva de reconhecer, tratar e transitar em seus diferentes registros, garantindo
que o saber ndo seja restringido apenas a formas isoladas de representagdo ou ainda, evitar
que o objeto matematico seja confundido com suas representagdes. Portanto, a auséncia de
recursos didaticos que promovam intencionalmente a articulagao entre diferentes formas de
representacdes pode ser considerada um obstaculo didatico relevante na aprendizagem do

conteudo de limite.

7 La conversion d’une représentation est la transformation de cette représentation en une représentation d’une
autre registre en conservant la totalit¢ ou une partie seulement du contenu de la représentation initiale. La
conversion est une transformation externe au registre de départ (le registre de la représentation a convertir).
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4 O LIVRO DIDATICO NO ENSINO E NA APRENDIZAGEM DE LIMITE

Ao longo da histdria, o livro didatico tem se consolidado como um dos materiais de
ensino mais utilizados em diferentes etapas da educagdo. Este recurso estd sempre presente
nas salas de aula e assume func¢des importantes como fonte de conhecimento para os discentes
e de organizacdo do contetdo para os professores. Como afirma Silva (1996, p. 8) em seu
trabalho, “ndo ¢ a toa que a imagem estilizada do professor apresenta-o com um livro nas
maos, dando a entender que o ensino, o livro e o conhecimento sdo elementos inseparaveis,
indicotomizaveis”.

Nesse contexto, Amaral et al. (2022, p. 30) reconhecem o livro didatico como:

material, impresso ou digital, concebido e editado com o objetivo de contribuir para
os processos educacionais de ensino e de aprendizagem, composto por saberes de
certo componente curricular ou area de conhecimento, propostos a partir das
prescrigdes curriculares oficiais em vigéncia no momento de sua elaboragéo. Tais
saberes sdo dispostos nos LD a partir de ideias e conceitos, bem como por meio de
atividades, as quais se espera que possibilitem aos alunos aplicagdes dos topicos

discutidos previamente (ou ndo) e também envolvimento em vivéncias de
investigagdes que vao além do sugerido no material.

Dessa forma, o livro didéatico, como recurso pedagogico construido com base em
prescri¢des curriculares, ainda € considerado a principal ferramenta para o ensino, visando a
aprendizagem por parte dos discentes. Como ressaltam Santos e Martins (2011, p. 30):

o livro didatico ¢ compreendido ainda por muitos autores como uUnico ¢ melhor
instrumento didatico presente em sala de aula, além de ser um grande disseminador
de conhecimentos e informacdes capazes de uniformizar diferentes culturas e por

esta razdo requer uma atengao especial de todos quanto a sua construcdo, avaliagdo e
utilizagdo.

A partir dessa perspectiva, Bittar (2017) complementa a discussdo ao considerar que o
livro didatico, como objeto de estudo, revela ao pesquisador um universo multifacetado,
permitindo investigar desde a cultura escolar de uma época até identificar possiveis causas de
dificuldades de aprendizagem. Nesse sentido, Schubring (2003) destaca a necessidade de
conduzir pesquisas voltadas para a avaliagdo desses materiais didaticos, especificamente dos
livros de matematica, a fim de compreender quais concepgdes de ensino e de ciéncia estao

sendo transmitidas por meio deles. Desse modo,

se queremos compreender algumas das razdes de dificuldades de aprendizagem
enfrentadas por alunos, o livro didatico utilizado por eles ¢ uma das fontes a serem
consultadas. Néo ¢ a unica, porém, como o LD ¢ o principal material utilizado pelo
professor no preparo de suas aulas, seu estudo permite, entre outros, certa
aproximacdo com o que ¢ ensinado pelo professor (Bittar, 2017, p. 365-366).
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Considerando a importancia de se analisar livros didaticos, sobretudo no contexto do
ensino de limite, Mateus (2006) defende que alguns dos elementos que influenciam a forma
como o Calculo Diferencial e Integral ¢ ensinado e aprendido estdo intrinsecamente ligados a
maneira como os livros didaticos de Calculo sdo estruturados em termos de didatica. A
organizacdo dos conteudos, os exemplos escolhidos, a presenga (ou auséncia) de multiplos
registros de representagao ¢ a forma como os conceitos sao articulados ao longo dos capitulos
impactam diretamente na constru¢do do conhecimento pelos estudantes. Para Silva (2012),
analisar a relevancia desses materiais no ensino superior ¢ necessario, uma vez que em
disciplinas como CDI, esses materiais constituem um dos principais e, por vezes, 0s Unicos
recursos de aprendizado tanto para alunos quanto para professores.

Com a TRRS, ¢ possivel compreender que a aprendizagem de conteudos matematicos,
neste caso, limite, exige a coordenacdo entre os diferentes tipos de representacdes. Essa
coordenagao ¢ relevante, porque, como destaca Mateus (2006, p. 42), “o tratamento do
Célculo Diferencial e Integral exige uma combina¢do adequada entre o visual-geométrico e o
algébrico.” Nessa perspectiva, os livros didaticos de ensino superior ndo sio meros
transmissores de informagdo, eles constroem entendimentos por meio dos elementos, como as
representacdes que utilizam e a forma como essas representagcdes se articulam. Optar por
certos tipos de representacdes em detrimento de outras, ou a falta de tarefas que incentivem a
conversao entre representacdes, pode ter um efeito considerdvel no aprendizado. Lajolo

(1996, p. 5) argumenta em seu trabalho:
A expectativa do livro didatico é que, a partir dos textos informativos, das
ilustragdes, diagramas e tabelas, seja possivel a resolugdo dos exercicios e atividades
cuja realizagdo deve favorecer a aprendizagem. [...] Como um livro ndo se constitui
apenas de linguagem verbal, é preciso que todas as linguagens de que ele se vale
sejam igualmente eficientes. [...] que suas ilustracdes, diagramas e tabelas devem

refinar, matizar e requintar o significado dos contetidos e atitudes que essas
linguagens ilustram, diagramam e tabelam.

Assim, a qualidade e a intencionalidade dessas representacdes visuais contribuem nao
apenas para a estética do livro, mas principalmente para a eficicia pedagdgica do material,
tornando-se elementos indispensaveis para a compreensdao de conceitos matematicos. Nesse
cenario, precisamos enxergar os livros de CDI I como ferramentas ativas no processo de
ensino-aprendizagem. A maneira como os contetdos sdo apresentados, desenvolvidos e
exemplificados pode facilitar ou dificultar a assimilacdo dos saberes matematicos pelos
alunos.

Assim, analisar de maneira critica o livro didatico como objeto de pesquisa ¢

fundamental para compreender as concepgdes de conhecimento, ensino e aprendizagem que
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ele mobiliza, especialmente com base em teorias como a TRRS, que nos ajuda a entender
como o livro funciona como um mediador e quais os desafios que os alunos enfrentam para
entender conceitos mais abstratos, como o de limite. Portanto, buscamos com esta pesquisa
evidenciar as representagdes semiodticas na abordagem de limite presentes nos livros didaticos
e como as mobilizagdes entre essas representagcdes influenciam no ensino e aprendizagem, a
fim de reconhecer quais materiais podem contribuir para um aprendizado mais significativo e

quais sugestoes podem ser feitas em proximas edigdes.
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5 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Neste segmento, apresentamos os procedimentos metodologicos utilizados na
realizagdo desta pesquisa. Assim, dividido em se¢des, este capitulo organiza-se da seguinte
forma: caracterizacdo da pesquisa, selecdo dos livros, categorias da TRRS e critérios de

analise.
5.1 CARACTERIZACAO DA PESQUISA

Para atingir os objetivos desta pesquisa, foi necessario adotar procedimentos
condizentes. Nesse sentido, com relagdo a natureza, esta pesquisa caracteriza-se como basica,
dado que a finalidade ¢ ampliar o conhecimento no campo cientifico sobre um determinado
assunto. Além disso, trata-se, quanto a abordagem, de uma pesquisa qualitativa, uma vez que
“ndo se preocupa com representatividade numérica, mas, sim, com o aprofundamento da
compreensdo de um grupo social, de uma organizagao, etc.” (Gerhardt e Silveira, 2009, p. 33).

Dessa forma, esta pesquisa classifica-se como descritiva, por ter como objetivo
observar e descrever as caracteristicas de determinada populagdo ou fatos/fendmenos
especificos (Gil, 2002), objetivando a “compreensdo ampla do fendmeno que esta sendo
estudado, considera que todos os dados da realidade sdo importantes ¢ devem ser
examinados.” (Godoy, 1995, p. 62). Do ponto de vista dos procedimentos técnicos, refere-se a
uma pesquisa bibliografica, por buscar analisar e discutir um tema ou problema com base em
diversas fontes publicadas, como livros, artigos, peridodicos e outros materiais (Martins e
Thedphilo, 2016).

Assim, procura-se compreender o objeto deste estudo, os livros didaticos, a partir de
todas as etapas metodologicas adotadas, a fim de responder ao problema de pesquisa em

questao.
5.2 SELECAO DOS LIVROS

Para a andlise, foram selecionados trés livros didaticos utilizados na disciplina de
Célculo I, identificados ao longo deste trabalho como LD1, LD2 e LD3:
e LDI1: GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um curso de cdlculo. v. 1. 5. ed. Rio de Janeiro:
LTC, 2001.
e LD2: STEWART, James. Cdlculo. v. 1. 7. ed. Sao Paulo: Cengage Learning, 2013.
e LD3: LEITHOLD, Louis. O Cdlculo com Geometria Analitica, v. 1. 3. ed. Sao Paulo:
Harbra Ltda, 1994.
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A escolha desses livros didaticos baseou-se nas bibliografias basicas recomendadas na
ementa da disciplina de Calculo Diferencial e Integral I do curso de Matematica-Licenciatura
da Universidade Federal de Pernambuco (UFPE), do Centro Académico do Agreste (CAA).
Além disso, no Campus Recife, o curso de Licenciatura em Matematica também adota o LD1
e o LD2 em suas referéncias bésicas.

Cabe destacar que O LD2 citado na bibliografia basica do CAA ¢ a 5% edigdo da obra
de Stewart, porém neste trabalho optou-se por utilizar a 7* edi¢do, que ¢ a mesma adotada no
Campus Recife e também estd disponivel nas bibliotecas de ambos os campi. Essa escolha se
justifica pela atualidade e ampla circulagdo dessa edicdo entre os estudantes, considerando
que a ementa do CAA encontra-se desatualizada.

Dessa forma, assegura-se que a analise realizada neste trabalho baseia-se em obras
efetivamente utilizadas no cenario académico dos dois campi da UFPE, o que contribui para a

relevancia da investigacao e aplicabilidade dos resultados.
5.3 CATEGORIAS DA TRRS E CRITERIOS DE ANALISE

Conforme ja mencionado, adotou-se a Teoria dos Registros de Representagdo
Semiotica de Raymond Duval como referencial tedrico deste estudo. Dessa forma, a analise
dos livros foi orientada pela identificagdo dos diferentes tipos de registros de representagdo e
a verificagdo de como ocorrem as transformagdes (tratamento € conversao) entre esses
registros nos seguintes aspectos: exposicao tedrica e exemplificagdo. As categorias, varidveis

e critérios de analise sdo apresentados a seguir.

Quadro 6 — Categorias, varidveis e critérios de analise

Categorias Variaveis Critérios (questionamentos)
Representagdes na abordagem da e Registro Quais os tipos de representagdes
nocdo intuitiva e da defini¢do de simbdlico-algébrico os livros apresentam? Como sao
limite. e Registro grafico abordadas? Qual(is) a(s)

e Registro lingua natural representacao(des) sdo mais

e Registro numérico-tabular enfatizadas?

Transformacgdes entre 0s e Tratamento A transformacdo de tratamento é
diferentes tipos de representagdes e Conversdo enfatizada no LD? Qual(is)
na abordagem da nog¢do intuitiva e representagdo(des)  apresentam
da defini¢do de limite. maior indice de tratamentos? A

conversdo ¢ apresentada no LD?
Quais representacdes sao
realizadas  nesse tipo de
transformacgédo?

Fonte: A autora (2025), adaptado de Silva (2020).
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Para classificar os registros de representacdo e facilitar as analises subsequentes,

criaram-se abreviaturas para os registros apresentados no Quadro 7.

Quadro 7 — Abreviaturas, registros e descricoes dos registros

Abreviatura Registro Descriciio

RSA Simbolico-Algébrico Formulas ou expressdes simbolicas/algébricas para representar
relagdes matematica

RLN Lingua Natural Escritas em linguagem verbal comum, utilizadas para
descrever, explicar ou interpretar

RGr Grafico Graficos, diagramas ou curvas em um sistema de coordenadas

RNT Numérico-Tabular Valores numéricos organizados em tabelas, listas ou no
decorrer do texto

Fonte: A autora (2025).
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6 ANALISES E DISCUSSAO DOS LIVROS DIDATICOS

Neste capitulo, apresentamos as analises dos trés livros didaticos selecionados de
Calculo I, com relagdo a abordagem da nocdo intuitiva e da definicdo formal de limite,
considerando tanto a parte tedrica quanto os exemplos resolvidos. As andlises foram
conduzidas com base nos critérios da Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica de
Duval apresentados anteriormente. Para organizar e facilitar, este capitulo foi subdividido em
dois aspectos principais: analise ¢ mapeamento dos registros mobilizados, e andlise e

mapeamento das transformagdes entre os registros.
6.1 ANALISE E MAPEAMENTO DOS REGISTROS MOBILIZADOS

A analise inicia com a obra Um curso de Calculo, Volume 1, de Guidorizzi (2001) —
LD1. A abordagem de limite ¢ apresentada no segundo capitulo, nomeado “Limite e
Continuidade”. Inicialmente, o autor descreve a nog¢do de continuidade como grafico sem
“saltos”, exemplificando com o registro grafico de uma fun¢do continua e outra descontinua.
Em seguida, o limite ¢ definido, intuitivamente, como o valor que a fun¢ao "tende a assumir"
proximo de certo ponto, mesmo que nao esteja definida nele.

Nesse primeiro momento, para apresentar a nocao intuitiva de limite, o autor mobiliza
o registro de lingua natural (RLN), o registro grafico (RGr) e o registro simbdlico-algébrico

(RSA). Ver Figura 2.

Figura 2 — Registros na apresentagdo da nocao intuitiva de limite

Intuitivamente, dizer que o limite de { (x), quando x tende a p, € igual a
L que, simbolicamente, se escreve

lim fix)=1L

X = p

significa que quando x tende a p, f (x) tende a L.

¥ ¥

fix) fix)
fip) I
Fix)Lt fix)
/'J X P X L) -~ X

Quando x tende a p. fix) Quando x tende a p, [ (x) tende

tende a fip): lim  f(x)= fip) al: lim fixp=L

X —p x=p

Fonte: Guidorizzi (2001, p. 55).
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Depois dessa introducao, um de seus exemplos resolvidos para calcular intuitivamente
o limite de f(x) = x + 1 quando x — 1, emprega o registro numérico-tabular (RNT),
relacionando os valores de x ¢ f(x) a medida que x se aproxima de 1 pela esquerda e pela
direita por meio de uma tabela, juntamente com o RGr e o RSA (Figura 3). Entretanto, vale

ressaltar que o RNT organizado em tabela aparece apenas nessa ocasido em todo o capitulo.

Figura 3 — RSA, RNT e RGr em exemplo resolvido
EXEMPLO 2. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule \!t“l (x+ 1.

Solugdo
fx)=x+1
X x + 1 X x+1
2 3 0.5 1.5
1.5 25 0,9 L.9
1.1 2.1 0,99 1,99
1.01 2,01 0.999| 1,999
1,001 | 2,001 l !
i ] 1 2
1 2 Y

Im (x+1)=2.
x =1

Fonte: Guidorizzi (2001, p. 54-55).

Em seis paginas, Guidorizzi (2001) aborda a nocdo intuitiva de limite, relacionando-a
a ideia de continuidade, por meio de uma breve introducao, conforme a Figura 2, seguida de
exemplos resolvidos. O autor, ainda nessas paginas, ja antecipa a relagdo entre limite e
derivada, ao mencionar que este ultimo contetido sera posteriormente definido a partir das
propriedades de limite. Fazer essa ligagcdo entre conceitos pode ser uma estratégia interessante
para o aluno perceber influéncias de um conceito em outro, todavia, fazer isso em um espago
relativamente pequeno e introdutdrio pode dificultar a construgdo da nogao de limite.

Dentre os seis exemplos apresentados, ao excluir os quatro que abordam entre os
topicos de continuidade e de derivada, restam apenas dois diretamente relacionados ao célculo
de limite. Um desses exemplos, exibido na Figura 3, faz uso do RSA, do RNT e do RGr,
enquanto o outro utiliza o RSA com o RGr, conforme a Figura 4. O autor traz uma quantidade
reduzida de exemplos nesse momento introdutério, mas tanto a ideia intuitiva de limite quanto
os exemplos fazem o uso de diferentes tipos de registros de representacdo, sendo o RSA e o

RGr os mais mobilizados nesse processo.
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Figura 4 — RSA e RGr em exemplo resolvido

2
EXEMPLO 3. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule }jm — 1

r=1 X =

Solugdo
2 —
Seja Jf{'l) =
¥y — 1

 x#1; fnao esta definida em x = 1.

Parax#1

~

. x<—1
f)y=——=x+1.
x—1

T

X
lim = lim (x+1)=2.
x=1 x—1 x—=1

Fonte: Guidorizzi (2001, p. 56).

Depois de estabelecer a ideia de limite, o LD1 dedica uma se¢ado a definicao de fungao
continua, definindo em termos de épsilons e deltas, preparando a estrutura para, na se¢ao
seguinte, abordar a definicdo formal de limite. Essa ordem parece intencional, uma vez que o
autor busca relacionar, desde o inicio, o estudo de limite com o de continuidade. Na secao que
trata da defini¢ao formal, com excecao da introdugdo, que apresenta alguns RGr, predominam
os RSA e RLN, sendo o RSA o mais explorado nos exemplos resolvidos. Veja as Figuras 5 e

6.

Figura 5 — RSA em exemplo resolvido

LT T
EXEMPLO 10. Calcule |im g
x—=2 x—2
Solugdo

Assim
Yx =32 1
S T3 3 ~ para X+ 2
. Vx© +42x + 44
Segue
. Y =32 . | 1
lim = lim — — = ——
r—2 x—2 x=23x2 +32x +44 34

Fonte: Guidorizzi (2001, p. 77).

Dos 18 exemplos inseridos nesta se¢do, 12 sdo relacionados ao célculo de limite,

como na Figura 5, ou a aplicacdo da defini¢do formal, conforme Figura 6. Dentre esses, em
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todos predominam o uso do RSA. O RLN ¢ utilizado para explica¢des intermedidrias, como
apresenta a Figura 5. O RGr e o RNT, por sua vez, sdo deixados de lado, o que evidencia uma

redu¢do na diversidade representacional comparada a abordagem da nocao intuitiva de limite.

Figura 6 — RSA em exemplo resolvido 2

EXEMPLO 16. Prove que

lim f(x)=0 < lim If(x)l=0.
X—=p X—=p
Solugdo
o [V €>0,38>0 tal que Vx € Dy
.‘.IE}'!, fx)=0 < |0<Ix—pl<d=If(x)—0l<e
- | Ve€>0,38>0 tal que Vx € Dy
[0<lx—pl<d=1I1f(x)I-01<e€
< lim 1f{x)=0.
xX=p

Fonte: Guidorizzi (2001, p.77).

Em sintese, a maneira como o LD1 conduz a abordagem de limite revela que, embora
comece com explicagdes que abrangem diferentes registros, no decorrer do capitulo,
conforme o conteudo se desenvolve, o livro comeca a favorecer mais o RSA. Assim, o livro
exibe uma transicdo de uma abordagem mais intuitiva e visual para uma conducio
essencialmente simbolica e técnica, focada no RSA.

O livro de Stewart (2013) intitulado Cdlculo, Volume I — LD2 —, por outro lado,
demonstra um maior equilibrio e uma abrangéncia quanto ao uso dos registros. Em seu
prefacio, o autor ja afirma que a filosofia do livro ¢ baseada na “Regra dos quatro”, que
consiste em apresentar os topicos em suas formas geométricas, numéricas, algébricas e
descritiva/verbal. Diferentemente do LD1, analisado anteriormente, este organiza o conteudo
de forma mais objetiva, o foco inicial ¢ dado ao estudo exclusivo de limite.

No segundo capitulo do LD2, intitulado “Limites e Derivadas”, o autor inicia
contextualizando os problemas da tangente e da velocidade. Nesse contexto, ele faz a
associacao de como o termo “limite” surge na tentativa de encontrar a tangente de uma curva
ou a velocidade instantdnea de um objeto. Na se¢do seguinte, o LD2 foca no estudo de limite

e nos métodos para seu calculo. A Figura 7 ilustra os registros mobilizados nessa introdugao.
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Figura 7 — Registros na apresentagdo da nogdo intuitiva de limite 2

v
0 - v Y\ =y —x+2
tende a 4 {- - 77
NS g
] I :
Quando x tende a 2,
FIGURA 1

Vamos analisar 0 comportamento da fungéo f definida por f(x) = x* — x + 2 para valo-
res de x proximos de 2. A tabela a seguir fornece os valores de f(x) para valores de x proxi-
mos de 2, mas nio iguais a 2.

X flx) x fix)
1.0 2,000000 3.0 8,000000
L5 2,750000 2.5 3.750000
1.8 3.440000 22 4,640000
L9 3.710000 2.1 4,310000
1,95 3.852500 2,05 4,152500
1,99 3.970100 2,01 4,030100
1,995 3.985025 2,005 4,015025
1,999 3.997001 2,001 4,003001

Da tabela e do grifico de f (uma pardbola) mostrado na Figura 1, vemos que quando x es-
tiver proximo de 2 (de qualquer lado de 2), f(x) tenderd a 4. De fato, parece que podemos tor-
nar os valores de f(x) tdo proximos de 4 quanto quisermos, ao tornar x suficientemente
proximo de 2. Expressamos isso dizendo que “o limite da funcio f(x) = x* — x + 2 quando
xtende a 2 é igual a 4”. A notagdo para isso é

Fonte: Stewart (2013, p. 80).

Por meio de diferentes registros de representacdo como o RLN, o RSA, o RNT e o

RGr, o autor desenvolve um raciocinio de forma indutiva, que parte de um caso especifico

para um caso geral. Para chegar a notacao de limite usando RLN, Stewart (2013) descreve que

f(x) se aproxima de 4 quando x se aproxima de 2 e, em seguida, utiliza o RSA ao expressar:

lim (X’ — x +2) = 4.

x—2

A partir desse caso, ele define a nocao de limite, mobilizando o RSA e utilizando-se

também do RLN para descrevé-lo. A sequéncia didatica avanga com seis exemplos voltados

para a construc¢do intuitiva de limite, em que todos mobilizam diferentes registros. Como

apresentado a seguir:

Figura 8 — RLN, RSA, RNT ¢ RGr em exemplo resolvido

(2140 §0ES Faca uma estimativa de lim

SOLUCAD A funcio fix) = (sen x)/x nio estd definida quando x = (). Usando uma calcula-
dora (e lembrando-se de que, se x € [, sen x indica o seno de um ingulo cuja medida em ra-
dianos € x). construimos a tabela ao lado usando valores com precisio de oito casas decimais.

Da tabela e do grifico da Figura 6, temos que

SEMX

x—={}

Sen x sen x
lim = x —
=0 X x
Essa suposiciio estd de fato correta, como serd demonstrado no Capitulo 3 usando argumen- f{l}{: ::z’:;:?]]i:
105 geomelricos. 04 097354586
N *0.3 (98506736
T sen x +0,2 0,99334665
S +0,1 0,99833417
20,05 (L,99958339
+0,01 0,99998333
0,005 0,99999583
" g '] - 0,001 0,99999983
FIGURA 6

Fonte: Stewart (2013, p. 83).
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Na se¢do destinada a defini¢do formal de limite, o autor comega destacando que a

ideia de aproximacao ¢ imprecisa e inadequada para alguns propdsitos. Assim, semelhante a

sua maneira de abordar a nog¢do intuitiva, Stewart (2013) parte de um caso particular, desta

vez utilizando o RSA, o RLN e RGr, para entdo formular o caso geral e chegar a defini¢ao

formal de limite.

Figura 9 — RLN e RSA na definigéo precisa de limite

Z| Definicdo Seja fuma funcio definida em algum intervalo aberto que contenha o
nimero a, exceto possivelmente no préprio a. Entdo dizemos que o limite de f(x)
quando x tende a a é L, e escrevemos

se para todo nimero & = () houver um niimero 8 = 0 tal que

se 0<|x—a|l<8 entio

lim f(x) =L

A

|flx) —L|<e

Fonte: Stewart (2013, p. 101).

ApoOs definir limite em termos de € e 9, utilizando RSA e RLN para expressar essa

definicdo em palavras, o autor oferece dois recursos visuais, observaveis nas Figuras 10 e 11,

0s quais abrangem o RGr.

Figura 10 — Interpretag@o por diagrama da definicdo de limite

Fonte: Stewart (2013, p. 102).

Figura 11 — Interpretacdo grafica da definicdo de limite

YA ¥
y=L+e ILte
fix) | }s ) y=L+e
estd | Lpo—————— P ———— Ty
=) LT
aqui } - A y=L-¢
y=L—¢ &
0 7N x 0 Sat x
a—d a+d a—d  atd
quando x is estd aqui
(x # a)

Fonte: Stewart (2013, p. 102).

Essa disposicdo de diferentes registros pode facilitar a interpretagdo do formalismo

presente na definigdo algébrica de limite, corroborando com os resultados encontrados por

Vaz (2010), onde concluiu que “o uso de varias representacdes semioticas em interagao

constante proporcionou: 1. condigdes de diferentes interpretagdes, 2. possibilidade de melhor
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compreensdo conceitual” (p. 153). Desse modo, a abordagem de Stewart (2013) demonstra
uma preocupagao didatica ao fazer a mobilizacao de diferentes registros.

Analisando os exemplos resolvidos utilizando a defini¢do de limite da Figura 9, todos
fazem o uso do RSA para manipulagdo das desigualdades, do RLN para complementar e do
RGr, ao final, para ilustrar o resultado, conforme ilustra a Figura 12.

Figura 12 — RLN, RSA e RGr em exemplo resolvido
Prove que lim (4x — 5) = 7.

SOLUCAOD
1. Uma andlise preliminar do problema (conjecturando um valor para 8). Seja £ um niimero
positivo dado. Queremos encontrar um nimero § tal que

se 0<|x-3|<é entio [(4x =5 —-7| <e

Porém | (dx — 5) — 7| = |4x — 12| = |4(x — 3)| = 4|x — 3|. Portanto, queremos & tal

que
se 0<|x—=3| <8 entio dx-3|<e
isto é, se  0<|x—=3|<é entio |x-3|< %

Isso sugere que deveriamos escolher § = g/4.

2. Demonstragdao (mostrando que este § funciona). Dado & > 0, escolha 6 = g/4. Se

0 < |x — 3| < §, entio
. &
|(dx = 5) = 7| =|4x = 12| =4/x - 3 <4?;:-‘I(I) =g
Assim,
se 0<|x—=3|<é entio |4x=5)-7|<e

Va /
Tie y=dx=3 Portanto, pela defini¢ao de limite,

Tt lim (4x — 5) =7
T v

Este exemplo estd ilustrado na Figura 9. |

Observe que a solugao do Exemplo 2 envolvia dois estagios — conjectura e demonstragio.

Fizemos uma andlise preliminar que nos permitiu conjecturar um valor para 8. Entdo, em um

segundo estigio, tivemos de voltar e demonstrar cuidadosamente e de forma légica que fize-

0 &R x mos uma conjectura correta. Esse procedimento € tipico de boa parte da matemitica. Por vezes

' ¢é necessdrio primeiro fazer uma conjectura inteligente sobre a resposta de um problema para
entdo demonstrar que a conjectura é correla.

FIGURA 9

Fonte: Stewart (2013, p. 103-104).

Desse modo, observa-se que o livro de Stewart (2013) procura evidenciar os varios
registros de representagdo do objeto limite tanto na nocao intuitiva quanto na definicdo de
maneira equilibrada, sem priorizar apenas um em detrimento dos demais. Essa abordagem
pode contribuir para uma compreensdo mais completa das diferentes formas de tratar o
conteudo. Além disso, ao usar os mesmos registros nas duas abordagens (intuitiva e formal),
ha uma maior possibilidade de o aluno conseguir realizar associacdes entre elas.

De maneira analoga, a obra O Cdlculo com Geometria Analitica de Leithold (1994) —

LD3 — também apresenta os quatro registros: RSA, RLN, RGr e RNT. Porém, com maior
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énfase no RSA, seguido do RLN. A esse respeito, Duval (2012, p. 179) afirma que “as
relacdes entre objetos podem ser representadas de maneira mais rapida e mais simples para
compreender por formulas literais do que por frases”. Em relacao a estrutura do livro, o LD3
difere dos dois primeiros livros analisados que separam a nog¢do intuitiva de limite de sua
defini¢do em secdes distintas. Desde o inicio do estudo de limite, Leithold (1994) ja combina
o conceito intuitivo a defini¢do formal, usando o mesmo exemplo de fungdo e realizando o
uso de diferentes registros. Para iniciar a abordagem intuitiva, o autor faz uso do RNT ao
atribuir valores a x e observar os valores de f(x). Em seguida, por meio do RLN, ele faz as
interpretagdes dos dados numéricos das tabelas e, depois, estabelece uma ligagdo com ideias
que ja apontam para a definicdo formal. Veja a Figura 13.

Figura 13 — RNT e RLN na abordagem de limite

Tabela 2 1, f(x) serd 0,002 inferior a 5. Mais ainda, quando x = 0,9999, f(x) = 0,49998,
M £ = 2+ x - 3 isto é, quando x for 0,0001 inferior a 1, f(x) serd 0,0002 inferior a 5.

x =1 A Tabela 2 mostra que quando x = 1,1, f(x) = 5,2, isto é, quando x for
2 7 0,1 superior a 1, f(x) serd 0,2 superior a 5. Quando x = 1,001, f(x) = 5,002,
1,75 6,5 isto é, quando x for 0,001 superior a 1, f(x) serda 0,002 superior a 5. Quando
:'35 ?g x = 1,0001, f(x) = 5,0002, isto é, quando x for 0,0001 superior a 1, f{x) serd
Ill 5’2 0,0002 superior a 5.
I:GI 5:02 Logo, vemos que quando x difere de 1 de = 0,001 (isto é, x = 0,999 ou
1,001 5,002 x = 1,001), f(x) difere de 5 de * 0,002, isto ¢, f(x) = 4,998 ou f(x) = 5,002).
1,0001 5,0002 E quando x difere de 1 de * 0,0001, f(x) difere de 5 de £ 0,0002.
1,00001 5,00002 Agora, analisando a situagdo de outra maneira, consideraremos os valores

de f(x) primeiro. Vemos que podemos tornar os valores de f(x) tdo préximos
de 5 quanto desejarmos, tomando x suficientemente préximo de 1. Qutra ma-
neira de dizer isto é que podemos tornar o valor absoluto da diferenca entre
JS(x) e 5 tdo pequeno quanto desejarmos, tomando o valor absoluto da diferen-
¢a entre x e 1 suficientemente pequeno. Isto é, | f(x) — 5| pode se tornar tio
pequeno quanto desejarmos, tomando | x — 1| suficientemente pequeno. Mas
tenha em mente que f(x) nunca assume o valor 5.

Fonte: Leithold (1994, p. 57).

Com base nessas interpretacdes iniciais, conduz-se, entdo, ao resultado em termos da
defini¢ao formal, expressa por meio do RSA apresentado na Figura 14.

Figura 14 — RSA na abordagem de limite

se 0<|x—1| < entdo |f(x)—5|<e

Fonte: Leithold (1994, p. 57).

O RGr, ilustrado na Figura 15, ¢ mobilizado em sequéncia para representar
graficamente a solucdo utilizando a linguagem de épsilon e delta. A partir desse exemplo,

Leithold (1994) define o limite de uma fun¢do em geral.
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Figura 15 — RGr na abordagem de limite

5+ eq-.
flxy)—

flx) 4
5—¢c@-

J/

FIGURA 3

Fonte: Leithold (1994, p. 58).

O autor estabelece uma relagdo entre a nocdo intuitiva de limite e sua defini¢do
formal, indicando desde o inicio essa associa¢ao por meio da mobilizagdo de diferentes tipos
de registros, o que pode ser considerado positivo, uma vez que a coordena¢do de muitos
registros favorece a apreensdo conceitual dos objetos (Duval, 2012), promovendo a
construgdo de conexdes entre as formas de tratar o conteudo.

Por outro lado, essa antecipacdo imediata pode gerar uma carga conceitual para os
discentes em fase inicial de compreensdao. Nessa linha, Reis (2001) constatou, em seu
trabalho, que o processo de rigor conceitual ndo deve ser iniciado antes da etapa de
intuicionaliza¢do no ensino de limite. Assim, o livro introduz formalismos antes mesmo de
amadurecer a intui¢do do aluno quanto a nocdo, o que pode resultar em obstaculos na
aprendizagem.

Quanto aos exemplos resolvidos, nota-se um esforco em combinar em sua resolucao
procedimentos algébricos com visualizagdo grafica, sendo ainda o RSA e o RLN os mais
utilizados, enquanto o RGr aparece de forma complementar em alguns casos. Dos quatro
exemplos analisados, todos fazem o uso do RSA e do RLN, e desses, dois utilizam o RGr. Em
suma, tanto a definicdo quanto os exemplos ddo énfase ao RLN, isso se deve ao fato descrito
no proprio prefacio do livro, em que Leithold (1994) afirma que procura dispor das
“explanagdes passo a passo”.

De maneira geral, os trés livros ndo deixam de mobilizar nenhum dos registros de
representacdo, porém a utilizagdo destes ocorre de maneira desequilibrada, principalmente no
LDI e, em menor grau, no LD3. Estes priorizam, em ordem, o registro simbdlico-algébrico,

lingua natural, grafico e numérico-tabular. J4 o LD2 se destaca por uma abordagem mais
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equilibrada, sua filosofia sustentada na “Regra dos Quatro” ¢ perceptivel tanto na
apresentacao do contetido quanto nos exemplos.

A Tabela 1 sintetiza a frequéncia dos diferentes tipos de registros de representacao
empregados nos exemplos relacionados as segdes que abordam a nogao intuitiva e a defini¢do
formal de limite. Foram apenas considerados aqueles que envolvem diretamente o calculo

intuitivo de limite ou a aplicag¢ao de sua defini¢ao.

Tabela 1 — Frequéncia de uso dos registros nos exemplos

Registro Guidorizzi (LD1) Stewart (LD2) Leithold (LD3)
RSA 14 9 4
RGr 2 7 2
RLN 8 9 4
RNT 1 4 2
Total de exemplos 14 9 4

Fonte: A autora (2025).

A soma dos registros utilizados nos livros ultrapassa o total de exemplos, uma vez que
alguns deles fazem o uso de mais de um tipo de registro. De acordo com a Tabela 1,
observa-se que todos os exemplos, em todos os livros analisados, utilizam o RSA. O RLN
aparece como o segundo mais utilizado. Nos LD2 e LD3, o RLN esta presente em todos os
exemplos e, em mais da metade dos exemplos do LD1. Os RGr e RNT sdo os menos
utilizados de maneira geral, com exce¢cdo do LD2 que enfatiza 0 RGr e menos o RNT, com
presenga do RGr em 7 dos 9 exemplos analisados, e presenca do RNT em 4 dos 9. No LD3,
tanto o RGr quanto o RNT aparecem em 2 dos 4 exemplos. J4 o LD1 faz uso limitado desses

dois registros, apenas 2 de 14 exemplos utilizam o RGr e apenas 1 de 14 utiliza o RNT.
6.2 ANALISE E MAPEAMENTO DAS TRANSFORMACOES ENTRE OS REGISTROS

No LDI, ao observarmos o inicio das duas abordagens de limite, a intuitiva e a formal,
¢ possivel identificar a presenca de transformagdes do tipo conversdo entre os registros. Na
introdugdo da nocdo intuitiva, conforme a Figura 2, temos a passagem do registro lingua
natural para o registro simbdlico-algébrico (RLN—RSA), que, por sua vez, ¢ convertido para
o RGr (RSA—-RGr), ou seja, o limite de uma funcdo, inicialmente expresso em RLN, ¢é
apresentado simbolicamente e, depois, passa a ser representado graficamente.

Nos dois exemplos resolvidos em relagdo a nogao intuitiva, observavel nas Figuras 3 e
4, o autor traz a ideia de conversdo, ao resolvé-las com uso de mais de um registro. No
primeiro exemplo, observa-se uma conversao do RSA—-RNT—-RGr, e no segundo exemplo, a
passagem do RSA—RGr. Essas conversdes, embora ndo sejam indicadas explicitamente pelo

autor, a disposic¢do lado a lado das representagdes na resolucio permite que o estudante realize
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associagdes importantes entre elas, como perceber no grafico o mesmo comportamento

sugerido pelos dados da tabela.

O autor, quando vai abordar a definigao formal de limite, inicia com a analise grafica
de situagdes diferentes, que mostram o comportamento de fun¢des nas proximidades do ponto
p. Depois ¢ descrita cada situacdo grafica, ou seja, hd uma conversao do RGr—RLN. Além
disso, ha também uma outra conversdo do RGr—=RSA, em que os graficos sdo formalizados

pela linguagem simbdlica, conforme a Figura 16.

Figura 16 — RGr, RLN e RSA na introdugdo da defini¢cdo de limite

Na situagdo (a), f ndo esta definida em p, mas existe L que satisfaz a
propriedade:

para todo € > 0 dado, existe 8 > 0 tal que, para todo x € Dy,

p—dé<x<p+dx#p=L-e<f(x)<L+e

Na situagdo (b), f estd definida em p, mas ndo é continua em p,
entretanto existe L satisfazendo @; observe que neste caso a restrigdo x # p
é essencial. Na situagdo (c), f € continua em p, assim L = f (p) satisfaz @.
Finalmente, na situagdo (d), ndo existe L satisfazendo @ em p.

A propriedade @ é equivalente a

para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que, para todo x € D,

0<|x-p|<é=|f(x)-L|< e

Fonte: Guidorizzi (2001, p. 71).

Ap6s a introducado realizada na Figura 16, Guidorizzi (2001) apresenta a demonstragdo
da unicidade do limite por meio de um tratamento no RSA, mostrando que, quando o limite

existe, ele € tinico, para depois apresentar sua defini¢cao formal, apresentada na Figura 17.
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Figura 17 — RLN, RSA e RGr na definigdo precisa limite

Defini¢do. Sejam [ uma fungdo e p um ponto do dominio de f ou
extremidade de um dos intervalos que compdem o dominio de f.
Dizemos que f tem limite L, em p, se, para todo € > 0 dado, existir um
& > 0 tal que, para todo x € D,,

O<[x-p[<é=|f()-L|<€

Tal niimero L, que quando existe é tinico, sera indicado por \_lﬂg‘ﬂ J(x).

Assim

lim f(x)=L e {V € > 0,38 >0 tal que, para todo x £ Df

x—=p 0<lx—pl<d=I1f(x)y—Ll<e

hm  flx)=L lim  flx)=L(L# f(ph
X—=p X—=p

v y

/
/T’ p

£ niio tem limite

fix)

fip

fixy

lim  flx)= f(p)
Jim s =16

Fonte: Guidorizzi (2001, p.72-73).

No momento em que o autor define limite, ele dispde logo em seguida os graficos que
parecem ter por objetivo estabelecer uma conexado entre a nogao intuitiva e a defini¢cao formal
por meio da conversdo do RSA—RGr. Porém, ndo ¢ estabelecida nenhuma conexao, ele
apenas dispde os graficos, deixando essas inferéncias entre os registros a cargo do leitor.

No decorrer da se¢ao voltada a defini¢ao formal, a transformagdo mais enfatizada nos
exemplos resolvidos ¢ o tratamento com o RSA. Os exemplos ndo incluem situagdes em que
haja a conversdo entre os registros, apenas manipulagdo simbolica-algébrica e a aplicagdo
direta de propriedades e definicdo. Ainda que o RLN esteja presente, ele aparece como
justificativas intermediarias, como ilustrado nas Figuras 5 e 18. Os exemplos que utilizam a
definicdo formal sdo apresentados envolvendo casos mais gerais, ndo se emprega, portanto,

nenhum exemplo especifico que destaque a ligagdo entre a nogao intuitiva e a sua definigao.
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Figura 18 — Tratamento do RSA em exemplo resolvido

2 -1
EXEMPLO 4. Calcule lim f(x)em que f(x)=-
1

x—

sex# 1
l x—1
3 sex = 1.

Solugdo

)
Parax # 1; f(x)= il R X + 1: assim
- x—1

lim f(x)= lim i lim (x +1)=2+% fil)
v— | -

=1 X r—=1

(Observe que f (1) = 3.) Pelo fato de l_“g‘]f(-” # f(1) segue que f ndo é
continuaem1l. =

Fonte: Guidorizzi (2001, p. 74).

Neste exemplo da Figura 18, poderia ser util a conversdao do RSA para o RGr, a fim de
mostrar graficamente o limite em um ponto de descontinuidade, mas faltam representagdes
visuais para reforgar esse aspecto. Exemplos como estes que propdem o tratamento sdo
importantes para o aprendizado de manipulagdes algébricas, no entanto, a auséncia de
registros visuais, bem como a inexisténcia de conversdo de forma explicita, pode
comprometer a construgdo de sentido para muitos estudantes. Nessa perspectiva, Santos
(2013) argumenta que, na auséncia de mudangas de registros, ou seja, sem a realizagdo da
conversao, o discente estd sujeito a desenvolver um entendimento fragmentado do estudo de
limite de fungdo. Isso porque, sem esse tipo de transformagdo, dominar um registro nao
garante o dominio de outro.

Diferentemente, o LD2 apresenta um exemplo bem semelhante ao discutido no LD1
da Figura 18. No entanto, ao contrario do que ocorre no LD1, no LD2 o uso de diferentes

tipos de registros promove conversdes entre os registros, observavel na Figura 19.

Figura 19 — Tratamento e conversdo em exemplo resolvido

Estime o valor de lim
sl

X =

=1

CAD Observe que a fungiio f(x) = (x = 1)/(x* = 1) ndo estd definida quando x = 1,
mas isso nio importa, pois a definigdo de lim, ., f(x) diz que devemos considerar valores de
X que estdo proximos de a, mas ndo si aa

As tabelas 2 esquerda na proxima pégina dio os valores de f(x) (com precisio de seis
casas decimais) para os valores de x que tendem a | (mas ndo sdo iguais a 1). Com base nes-
ses valores, podemos conjecturar que

v — 1
x< 1 f(x) lim — 1 =05 L
1 x2
05 0.666667
09 0.526316 O Exemplo | estd ilustrado pelo grifico de f na Figura 3. Agora, vamos mudar ligeira-
099 0,502513 mente f definindo seu valor como 2 quando x = 1 e chamando a fungio resultante de g:
0,999 0,500250
10,9999 0.500025 * 1 sex 7 1
_{x—1
glx) =
2 sex =1
x> 1 flx)
s 0.400000 Essa nova fungdo g tem o mesmo limite quando x tende a 1 (veja a Figura 4),
11 0.476190 VA Y4
1,01 0497512
1,001 0.499750
1,0001 0.499975

X \
y= |
=1 ¥ =g(x)

FIGURA 3 FIGURA 4

Fonte: Stewart (2013, p. 81-82).
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Neste exemplo da Figura 19, podemos observar a disposi¢dao dos quatro registros, com
ocorréncia tanto de tratamento quanto de conversdo (ndo explicita) entre os diferentes
registros. O tratamento ¢ realizado no RNT, com a organizagdo dos valores nas tabelas. Entre
as conversoes que podemos inferir, destaca-se inicialmente a passagem do RSA, representado
pela fungdo f(x), para o RNT, por meio do célculo dos valores de f(x) quando x — 1 (RSA
—RNT). Em seguida, ocorre uma nova conversio, agora do RNT—>RSA, para formular, a
partir dos valores observados na tabela, o limite da fungdo simbolicamente, ou seja,

lim f(x) =0,5.
x—1

A expressao acima ¢ traduzida em um grafico, havendo outra conversao: RSA—RGr.
O autor faz uma pequena alteragcdo na fungdo original e a chama de g(x), representando-a
graficamente para mostrar que, mesmo que o ponto quando x = 1 esteja definido, em que o
valor da fungdo nesse ponto seja diferente do limite, essa nova fun¢cdo mantém o mesmo
comportamento dos demais valores de x, ou seja, mesmo com g(1) = 2, o limite ainda
permanece o mesmo quando x — 1.

Quanto a secdo da definicdo formal, tanto a apresentagdo da definigdo, quanto os
exemplos trazem transformacdes de tratamento e conversdo. Isso pode ser verificado na
passagem da Figura 9 para as Figuras 10 e 11, onde a definigdo simbdlica-algébrica de limite
¢ convertida para representagdes geométricas (RSA—RGr). Além disso, no exemplo da
Figura 12, ha a transformacao de tratamento no RSA, com a manipulagao das desigualdades e

a conversao do RSA—RGr para ilustrar em grafico o resultado da demonstragao.

Figura 20 — Conversdo em exemplo resolvido

2030E0EH Use um grifico para encontrar um niimero & tal que
se |x —1] <& entio [(x* —5x+6)—2|<02

Em outras palavras, encontre um nimero & que corresponda a ¢ = 0,2 na defini¢io de um li-
mite para a fungio f(x) = X — S5y +6coma=1lel =2

Fonte: Stewart (2013, p. 102).

Neste exemplo da Figura 20, ¢ solicitada a conversdao de forma explicita do RSA—
RGr. Além disso, o exemplo promove a conversao do RGr—RSA, pois o estudante deve
interpretar visualmente o grafico para deduzir um valor aproximado de .

No LD3, o autor inicia a parte tedrica, relacionando a no¢ao intuitiva com a defini¢ao
formal, a partir de um exemplo. Nesse percurso, o livro faz as seguintes conversdes: RNT—
RLN, RLN—-RSA, RSA—RGr. Essas conversdes podem ser vistas, respectivamente, nas

Figuras 13 a 15 da sec¢do anterior. Ja na formalizagdo da defini¢do, Leithold (1994) recorre aos
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registros RSA, RLN e RGr, realizando conversoes entre eles, como RSA—-RLN, RSA—-RGr e

RGr—RLN, as quais podem ser observadas na Figura 21.

Figura 21 — RSA, RLN e RGr na definigéo precisa de limite

2.1.1 DEFINIGAO | Seja f uma fungdo definida para todo mimero em algum intervalo aberto con-
tendo @, exceto possivelmente no préprio nimero . O limite de f{x) quando
x tende a a serd L, escrito como
lim f(x) = L

se a seguinte afirmativa for verdadeira:
Dado ¢ > 0 qualquer, existe um § > 0, tal que

se0 < |x — a| < Sentdo |fix) — L| < ¢ @)

Em palavras, a Defini¢do 2.1.1 afirma que os valores da fungédo f(x) tendem
a um limite L quando x tende a um nimero a, se o valor absoluto da diferenga
entre f(x) e L puder se tornar tdo pequeno quanto desejarmos, tomando x sufi-
cientemente préximo de @, mas ndo igual a a.
E importante perceber que na defini¢do acima nada é mencionado sobre o
valor da fun¢do quando x = a. Isto é, ndo € necessdrio que a fungéo esteja
y definida em x = a para que Ein: S(x) exista. Além disso, mesmo que a funcdo
A seja definida por x = a, é possivel que ijn:f(x) exista sem ter o mesmo valor
que f(a) (veja o Exemplo 3 na Secgdo 2.2). .
Uma interpretagdo geométrica da Defini¢do 2.1.1 para a fungdo f estd na Fi-
gura 4, que mostra uma parte do grafico de f préxima ao ponto onde x = a.
Como f ndo é necessariamente definida em a, ndo precisa haver no grafico um
ponto com abscissa a. Observe que se x (no eixo horizontal) estiver entre
a — & ea + &, entdo f(x) (no eixo vertical) estard entre L — ¢; e L + €.
Expressando de outra maneira: se x (no eixo horizontal) for restringida a ficar
entre a — 8, e a + &, entdo f(x) (no eixo vertical) podera ser restringida a fi-
car entre L — ¢ e L + ¢. Assim,

FIGURA 4 se 0<|x—al<d, entdo |f(x)—L|<¢,

Fonte: Leithold (1994, p. 58-59).

Dos quatro exemplos propostos, dois realizam a conversio do RSA—-RLN e o

tratamento no RSA, conforme a Figura 22.

Figura 22 — Tratamento e conversdo em exemplo resolvido 2

EXEMPLO 4 Use a Definicdo 2.1.1 para provar que

lim x* =4

x—=2

Solugdo Como x 2 estd definido para todos os nimeros reais, qualquer in-
tervalo aberto contendo 2 satisfard o primeiro requisito da Defini¢do 2.1.1. Pre-
cisamos mostrar que para todo € > 0, existe um § >-0, tal que

se 0<|x—2|<d entdo |x? —4|<e
= se 0<|x—2[<d entdo |x—2|[x+2 <e )

Observe que no primeiro membro da ultima desigualdade, além do fator | x — 2|
temos o fator |x + 2|. Assim, para provar (7) desejamos colocar uma restri-
¢do sobre & que nos dard uma desigualdade envolvendo |x + 2|. Tal restricdo
¢ feita para selecionarmos o intervalo aberto requerido pela Defini¢do 2.1.1 co-
mo sendo o intervalo (1, 3) e isto implica que § < 1. Entdo

O<|x-2/<é e o651
= ‘X—Zl(l
= —l<x-=-2<1

= J<x+42<5

- [x+2/ <5 8)

Fonte: Leithold (1994, p. 62).

Os outros dois exemplos, além de transformag¢des do mesmo tipo que foram realizadas
no exemplo da Figura 22, promovem conversdes do RSA—RGr (explicita no enunciado) e do

RGr—RLN, observavel na Figura 23.
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Figura 23 — Conversdo e tratamento em exemplo resolvido
EXEMPLO 3 Seja f a fungio definida por
fix) = «?

€ suponha
lim fix) = 4
xeel

Usando uma figura para ¢ = 0,001, determine & > 0, tal que
se D<|x =2 <d entdo |fix) - 4] <0,001
Solugdo Veja a Figura 8 ¢ observe que se x > 0, os valores funcionais au-
mentam 4 medida que os valores de x crescem. Assim, a figura indica que preci-
samos de um valor positivo de x;, tal que fi{x,) = 3,999 ¢ um valor positivo
de x,, tal que filx;) = 4,001, isto &, precisamos de um x; e de um x;, tal que
b X, =3,999 x,t = 4,001
Cada uma dessas equagdes tem duas solugdes. Em cada caso, rejeitamos a raiz
quadrada negativa, pois x, € x, s30 positivos. Assim

X =43,999 x, = /4,001
xy = 1,9997 X3 = 2,0002

Entdo, 2 — 1,9997 = (,0003 ¢ 2,0002 — 2 = 0,0002. Como 0,0002 < 0,0003,
escolhemos & = 0,0002; assim temos a afirmativa

se 0<|x—2|<0,0002 entdo |f{x)— 4| < 0,001

Qualquer mimero positivo menor do que 0,0002 pode ser selecionado como o
& requerido.

Fonte: Leithold (1994, p. 61).

Vemos, na Figura 23, que o enunciado do exemplo fornece a fungdo em RSA, solicita
suposi¢cdo do limite dessa fungdo em RSA e ¢ solicitado que, utilizando uma figura com ¢ =
0,001, se determine 0 a partir da condi¢dao dada. Para a solucdo, o exemplo realiza a conversao
do RSA—-RGr (a expressdo de f(x) e a definicdo de limite com € = 0,001 sdo convertidas
para a ilustragdo grafica). Além disso, podemos observar uma conversao implicita do RGr—
RLN na interpretagdo do grafico. Depois, dentro do RSA, ¢ realizado um tratamento para

calcular x L€, e, assim, encontrar 0.

Desse modo, observou-se que Leithold (1994) mobiliza diferentes tipos de registros,
convertendo-os entre si, com mais énfase nas definicdes do que nas exemplificagdes. As
conversdes mais observadas foram: RSA—RLN na apresentacdo tedrica, seguido do RSA—
RGr, nos exemplos.

Abaixo, a Tabela 2 apresenta a compilagdo da frequéncia de transformagdes de
conversao e tratamento presentes nos exemplos analisados nesta secdo. No total, foram

considerados 14 exemplos do LD1, 9 do LD2 e 4 do LD3.

Tabela 2 — Frequéncia de tratamentos e conversdes dos registros nos exemplos

Transformacao Guidorizzi (LD1) Stewart (LD2) Leithold (LD3)
Tratamento 14 9 4
Conversao 6 26 11

Fonte: A autora (2025).

A frequéncia dessas transformagdes, observavel na Tabela 2, foi contabilizada em
relagdo a quantidade de vezes que elas aparecem nos exemplos, assim, pode haver casos em

que um sO exemplo apresenta tanto tratamento quanto conversdo, ou ainda conter duas ou
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mais conversdes. A seguir, o grafico da Figura 24 apresenta os tipos de conversao entre 0s

registros apresentados nos exemplos dos livros didaticos analisados.

Figura 24 — Quantidade de cada tipo de conversdo entre registros nos exemplos de cada livro

@ LD1 (Guidorizzi) @ LD2 (Stewart) @ LD3 (Leithold)
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4
1
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€ <& &
s 2 A
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& & & ¢ ¢
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Fonte: A autora (2025).

Dos trés livros analisados, observa-se que o LD2 ¢ o que mais promove a
transformagao de conversao, totalizando 26 conversdes em 9 exemplos. O LD3, por sua vez,
destaca-se também ao realizar mais conversdes do que tratamentos, em apenas 4 exemplos
ocorreram 11 conversdes. J4 o LD1 foi o que menos deu énfase a conversiao, com ocorréncia
de 6 vezes em um total de 14 exemplos, dando maior relevancia ao tratamento. Os dados
mostram que, embora os trés livros utilizem os dois tipos de transformacgdo, o LD2 se destaca,
por ser o que mais deu énfase na articulag@o entre os registros, seguido do LD3, enquanto o
LD1 tende a priorizar processos dentro de um mesmo tipo de registro, o RSA.

As conversdes que ocorreram em comum em todos os livros foram a do RSA—-RLN e
a do RSA—RGr. Vale ressaltar que muitas dessas conversoes foram apresentadas de maneira
ndo explicita, com exce¢do de poucas que traziam em seu enunciado o comando para realizar
a conversdo. A presenca de multiplos registros nos livros ndo garante, por si s6, uma
aprendizagem conceitual solida. Por isso, destaca-se a importancia do docente mediador no
uso dos livros didaticos, uma vez que o professor atua como sujeito ativo no processo
pedagogico, sendo responsdvel pela mediagdo dos instrumentos e signos a serem apropriados
pelos discentes (Moura, 2014). Dessa forma, observa-se que, mesmo que os livros utilizem
diferentes registros semioticos na abordagem de limite, carecem de uma maior e real

articulacao entre eles.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta pesquisa, buscamos identificar quais sdo os principais registros de representagao
utilizados nos livros didaticos, adotados no componente curricular da disciplina de Célculo I
do curso de Matematica-Licenciatura da Universidade Federal de Pernambuco — LDI1
(Guidorizzi, 2001), LD2 (Stewart, 2013) e LD3 (Leithold, 1994) —, assim como investigar
quais as transformacgdes (tratamento e conversdo) entre os registros sdo apresentadas e como
elas ocorrem na abordagem intuitiva e na definicao formal de limite.

Com os resultados obtidos na andlise, foi possivel observar que os trés livros
mobilizam os quatro registros de representacdo. Entretanto, constatamos que existem notaveis
diferengas tanto na énfase que dao a cada registro, quanto em como articulam as
transformagoes entre eles ao longo da abordagem. As transformacdes do tipo conversdo sdo
pouco incentivadas e, quando presentes, na maioria das vezes ndo sdo explicitamente
detalhadas pelos autores, o que pode levar o estudante a uma visao fragmentada do objeto de
estudo.

O LD1 apresenta a menor diversidade de registros de representacdo, principalmente
nos exemplos resolvidos, sendo o RSA o mais enfatizado. Este autor adota uma abordagem
mais sucinta e técnica. Sua linguagem formalizada, como aponta Santos (2013), ¢ a que mais
se aproxima daquela utilizada por especialistas, o que pode dificultar o acesso dos estudantes
em seu processo de aprendizagem. Ja o LD2 se destaca por apresentar uma abordagem mais
equilibrada em relagdo ao uso dos registros, condizente com sua “Regra dos Quatro” e com os
principios estabelecidos pela TRRS. O LD3, por sua vez, também se sobressai positivamente,
por mobilizar diferentes registros, especialmente o RLN ¢ o RSA. E esperado que o RSA
predomine, levando em considera¢do a natureza do conteudo abordado. Contudo, os LD2 e
LD3 conseguiram melhor atender aos principios da TRRS, ao proporem um didlogo mais
equilibrado entre os diferentes registros.

Com relagdo as transformagdes, o LDI1 apresenta poucas alternativas quanto a
possibilidade de conversdes entre os registros, principalmente nos exemplos, predominando
os tratamentos no proprio RSA. Por outro lado, o LD1 destaca-se pela utilizacdo do RGr
proximo ao RSA nas abordagens teoricas ao introduzir o conteudo de limite. No LD2, as
conversoes sao mais estimuladas do que os tratamentos, ocorrendo tanto de forma implicita
quanto explicita nas definigdes e nos exemplos, possibilitando uma abordagem mais completa
e articulada. No LD3, observou-se também um uso equilibrado das transformagdes, o livro

deu énfase tanto nos tratamentos quanto nas conversoes, estas apresentadas de maneira mais
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detalhada. Dentre as conversdes mais exploradas nos trés livros analisados, destaca-se a que
ocorre do RSA para o RLN.

O livro didatico, embora seja um recurso importante e especifico, ndo ¢ a Unica
possibilidade disponivel no processo de ensino e aprendizagem formal, ainda assim, ele
exerce influéncia na qualidade do aprendizado, podendo atuar de forma decisiva nesse
processo (Lajolo, 1996). Seu papel ainda permanece central, sendo amplamente utilizado no
contexto educacional, especialmente em nivel superior. Por esse motivo, ¢ fundamental que
ele favorega a compreensdo, com uma linguagem acessivel e abordagens que incentivem o
uso de diferentes tipos de registros de representacdo e a conversdo entre eles.

Durante o desenvolvimento deste estudo surgiram algumas indagac¢des que podem ser
temas de outras pesquisas, como por exemplo, serd que os exercicios propostos nos livros
didaticos incentivam a conversdo? Ou, ainda, de que maneira professores de Calculo 1
trabalham o conteudo de limite, com base na Teoria dos Registros de Representagdo
Semiotica? Sera que esses profissionais articulam diferentes tipos de registros de
representa¢do durante a explicagdo e os registros presentes nos livros adotados por eles?
Sugere-se ainda o desenvolvimento de propostas didaticas que incluam o uso de softwares ou
outras tecnologias para trabalhar os diferentes registros de representa¢do simultaneamente do
conteudo de limite e demais assuntos do Célculo.

Por fim, acreditamos que a analise, além de revelar aspectos importantes sobre como
os registros de representagdo no contetdo de limite sdo tratados nos livros didaticos de
Célculo I, também amplia discussdes sobre o papel e a qualidade dessas ferramentas no
processo de ensino e aprendizagem. Ao observar as potencialidades e as lacunas na
abordagem de limite, evidencia-se a importancia de ter uma visdo mais critica sobre o livro
didatico, reconhecendo-o como um recurso que pode facilitar ou limitar a aprendizagem.

Assim, espera-se que este trabalho possa contribuir para a criacdo de novas pesquisas
e reflexdes que auxiliem professores, formadores e pesquisadores na escolha e mediacao dos
livros didaticos, assim como a reavaliacao de estratégias didaticas para um ensino de limite e,

por conseguinte, de Célculo I, mais articulado e acessivel.
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