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RESUMO

A modelagem matematica é uma ferramenta capaz de transformar problemas empiricos
em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas solugdes na linguagem da
experiéncia sensorial. Em 1701, Isaac Newton propds um modelo para o resfriamento
de objetos, conhecido como Lei de Resfriamento,a qual se refere a existéncia de
uma proporcionalidade entre a variagdo da temperatura em relagcdo ao tempo e a
diferenga entre a temperatura do objeto e a temperatura do ambiente.Este trabalho
buscou propor uma modelagem para um sistema termodinamico, baseado na Lei de
Resfriamento de Newton, porém considerando um sistema com mais de uma troca de
calor. O experimento classico, usado em disciplinas de Fisica experimental, parte de
um determinado volume de agua, inicialmente aquecida e colocada em um calorimetro,
cuja temperatura € medida em funcao do tempo. Nesse trabalho, a coleta de dados foi
realizada com um termopar e um dispositivo arduino, programado para ler a temperatura
a cada 10 segundos. Dessa maneira, foram registradas as temperaturas em funcao
do tempo (50 minutos) dos sistemas com o calorimetro fechado e com calorimetro
aberto nas seguintes configuragées: sem pega; com pec¢a de aluminio e com peca de
chumbo. As pecas metdlicas trazem a possibilidade de verificar experimentalmente
mais de uma troca de calor: dgua-ambiente e agua-metal. Os dados obtidos foram
submetidos a um ajuste de curva com o modelo matematico partindo de uma soma
de duas exponenciais. A partir da analise dos parametros fisicos, os quais envolvem
a lei de resfriamento de Newton, a expressao multiexponencial resultante foi testada
e validada. Os resultados obtidos mostram que o modelo e a interpretacéo fisica dos
parametros sdo muito promissores para descrever o sistema com duas trocas de calor.

Palavras-chave: lei de resfriamento de Newton; fisica experimental; modelagem
matematica.



ABSTRACT

Mathematical modeling is a tool capable of transforming empirical problems into mathe-
matical ones and solving them by interpreting their solutions in the language of sensory
experience. In 1701, Isaac Newton proposed a model for the cooling of objects, known
as the Law of Cooling, which refers to the existence of a proportionality between the
variation in temperature over time and the difference between the object’s temperature
and the ambient temperature. This work sought to propose a model for a thermodynamic
system, based on Newton’s Law of Cooling, but considering a system with more than
one heat exchange. The classic experiment, used in experimental physics courses,
begins with a certain volume of water, initially heated and placed in a calorimeter,
whose temperature is measured as a function of time. In this work, data collection
was performed with a thermocouple and an Arduino device programmed to read the
temperature every 10 seconds. Thus, temperatures were recorded as a function of time
(50 minutes) for the systems with the calorimeter closed and with the calorimeter open
in the following configurations: without a part; with an aluminum part; and with a lead
part. Metal parts allow for the experimental verification of more than one heat exchange:
water-to-ambient and water-to-metal. The data obtained were subjected to curve fitting
using the mathematical model based on a sum of two exponentials. Based on the
analysis of the physical parameters, which involve Newton’s law of cooling, the resulting
multiexponential expression was tested and validated. The results show that the model
and the physical interpretation of the parameters are very promising for describing the
system with two heat exchanges.

Keywords: Newton’s law of cooling; experimental physics; mathematical modeling.
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1 INTRODUGAO

A Revolucao Cientifica do século XVII foi marcada pelo periodo onde os co-
nhecimentos produzidos buscavam responder a algumas perguntas especificas sobre
os fenbmenos da natureza (Zaterka, 2004). Nesse contexto, alguns historiadores
e filésofos relacionam a atividade cientifica da época com o carater de experiéncia,
entendendo-o como evidéncia empirica dos objetos de desenvolvimento (BARBOSA,
2011). Sob esse viés, Isaac Newton (1643-1727), na Inglaterra pré-vitoriana, desenvol-
veu a lei de resfriamento e mostrou a constancia necessaria ao pensamento cientifico
que, posteriormente, foi aplicado a modelagem matematica.

Em 1701, Newton propds um modelo para o resfriamento de objetos conhecido
como Lei de Resfriamento. Tal modelo descreve a variagao de temperatura do corpo,
considerando apenas uma troca de calor em um reservatério térmico e é de funda-
mental importancia para o controle de processos que envolvem transferéncias de calor,
tornando-o uma relevante ferramenta em diversas areas.

O presente trabalho visa propor um modelo matematico para um sistema ter-
modinadmico com mais de uma troca de calor a partir de um experimento envolvendo
calorimetro e pecas metdlicas, para que, assim, os coeficientes de resfriamento dos
sistemas sejam analisados. Analisaremos dados tedricos referente a modelagem, o
desenvolvimento da Lei de Resfriamento de Newton e também dados experimentais.

A motivagao para a escrita deste trabalho partiu do contato com um experimento
proposto na disciplina de Fisica Experimental Il (FISC0096) do curso de Fisica -
Licenciatura do Centro Académico do Agreste (CAA) da Universidade Federal de
Pernambuco (UFPE). Durante a préatica experimental proposta na disciplina, percebeu-
se que, para além da verificacao, este era um conteldo que ao ser associado a pratica
se mostra um excelente objeto para investigacao, dada sua vasta aplicabilidade.

Os dados experimentais da pesquisa foram coletados em trés momentos distin-
tos, os quais, chamaremos de baterias. Cada bateria carrega modificacdes que visaram
nao sé o aprimoramento da coletada de dados, como também novas configuracdes de
sistemas termodinamicos que serviram como lastro para a modelagem.

Com relagao a estrutura, este Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC) esta
dividido em 6 capitulos. O primeiro referente a esta introducdo. No Capitulo 2, aborda-
mos a modelagem matematica como uma metodologia de pesquisa explicitando sua
importancia, desafios e os processos que a envolvem. No Capitulo 3, abordamos a Lei
de Resfriamento de Newton. Durante a coleta de dados tedricos para construcdo desse
trabalho, percebeu-se que este conteldo é negligenciado em livros didaticos utilizados
nos cursos de Fisica-Licenciatura, bacharelados de Engenharia Civil e de Engenharia
de Producéao do CAA da UFPE. Sendo assim, este capitulo tem o intuito de desenvolver
e apresentar a Lei de Resfriamento de Newton, os parametros envolvidos e apresentar
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uma discussao sobre suas aplicacdes de uma maneira pratica, a fim de que o leitor
sinta-se confortavel para acompanhar, posteriormente, a modelagem proposta.

Avancando para o Capitulo 4, a metodologia é apresentada bem como as justi-
ficativas para a realizacao das trés baterias realizadas. No Capitulo 5, os resultados
experimentais sdo apresentados, seguido de sua discusséo e a apresentacao do mo-
delo matematico adquirido. Por fim, no Capitulo 6, concluiremos discutindo sobre
a validacdo do modelo obtido e a relevancia dos resultado para o estudo da Termo-
dinamica apresentando novas perspectivas com potencial para continuidade dessa
pesquisa.



15

2 MODELAGEM MATEMATICA

A modelagem matematica é uma ferramenta que surge como uma consequén-
cia da matematica aplicada e, posteriormente, ganha espago em diversas areas do
conhecimento. Em Bertone (2019) diz-se que "a modelagem matematica consiste na
arte de transformar problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los
interpretando suas solugdes na linguagem do mundo real". Sobre essa perspectiva, é
razoavel compreender a modelagem matematica como um método cientifico que busca
interpretac6es matematicas de problemas, cujos modelos matematicos expressam o
funcionamento de um fenémeno observado.

Nesse contexto, sabe-se que a formulacdo de modelos matematicos € uma
pratica antiga, afinal ela é utilizada desde os primeiros indicios de ciéncia, como dito
por Bertone (2019): “a atividade de aplicar a matematica é tdo antiga quanto a prépria
matematica. E sabido que muitas ideias em matematica sugiram a partir de problemas
praticos”. Foi com tal conhecimento que a Matematica e a Fisica se desenvolveram.
Como exemplo, é possivel citar uma entre as varias modelagens propostas pelo Fisico
Isaac Newton, aquela em que a forga gravitacional entre dois corpos é proporcional ao
produto de suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre
eles, nomeada lei da gravitacao universal, cujo médulo esta representado na equacao
2.1.

F= @ (2.1)
A equacédo 2.1 descreve em linguagem matematica a relacado entre as massas de
dois corpos, a distancia entre elas e a forca gravitacional que surge dessa interacao.
Destaca-se aqui a praticidade do formalismo matematico para se estudar a lei men-
cionada. Outro exemplo interessante é a modelagem para a lei de Hooke. Nela, o
mddulo da forca elastica aplicada é relacionada de maneira linear com a deformidade
resultante na mola ou elastico, como é possivel ver na equacéo 2.2:

F = k.x, (2.2)

Para essa lei, o sistema massa-mola permite que haja uma verificacdo a partir da
determinacao da constante elastica k, através da andlise de gréaficos da forca elastica
em fungéo da variagdo da deformacao de diferentes sistemas de associagdo de molas.
O esboco grafico evidéncia a relacao linear entre a chamada for¢a restauradora (aquela
responsavel pela mola deformada voltar ao seu tamanho original) e a deformacao, tal
comportamento pode ser notado no grafico da forga elastica em fungéo da variagéo do
comprimento do sistema de associacdo de molas em série, representado na Figura
2.1.
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Figura 2.1 — Grafico da forca elastica pela deformidade da mola.
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Fonte: a autora (2021).

Na Figura 2.1, fica evidente a relacao de linearidade entre as grandezas fisicas
que envolvem esse sistema. Tal exemplo torna-se ainda mais interessante ao reco-
nhecer a possibilidade de relacionar um modelo matematico com dados obtidos de
um experimento. E nessa vantagem e viabilidade que esta a importancia de modelos
matematicos.

Nesse ponto, é valido destacar as diferencas entre modelo e modelagem ma-
tematica, termos que serdao muito usados neste trabalho. O termo "modelo"pode ser
associado a algo que tem uma forma ideal ou apenas a uma representagdo. Em alguns
trabalhos sdo apresentados os chamados "objeto modelo"e os "modelo teorico”. O ob-
jeto modelo trata-se da representacao através de desenhos, esquemas, mapas, objeto
ou de uma formula matematica e € caracterizado pela estabilidade e a homogeneidade
das variaveis. O produto do objeto modelo é o modelo teérico. Este sera construido
com um cédigo de interpretacao e esta vinculado a uma teoria geral existente (Bassa-
nezi, 2002). Em outras palavras, o modelo matematico € uma representacéo através de
relacbes matematicas, simbolos ou esquemas que descrevem uma problematica, um
fendbmeno ou um objeto de estudo. A modelagem matematica, por sua vez, consiste
no processo de construcdo desse modelo para que 0 mesmo seja viavel e aplicavel.
Sua formulagéo deve seguir algumas etapas esquematizadas por (Bassanezi, 2002) na
Figura 2.2.
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Figura 2.2 — Esquematizagdo de uma modelagem.
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Fonte: (Bassanezi, 2002).

Na Figura 2.2, ha alguns passos que compdem o processo de modelagem: as
setas continuas indicam a aproximacao com a pratica e os numeros dispostos de 1 a
6 indicam os passos a serem realizados; ja as setas pontilhadas indicam o processo
dinamico da formulacdo de um modelo matematico e os numeros romanos de | a IV
sdo sequéncias apresentadas como resultados dos passos.

A experimentacado corresponde a uma etapa importante no processo de constru-
cao de um modelo. Seu objetivo € obter dados para que, a partir deles, seja possivel
trabalhar as relagdes que compreendem o fendbmeno observado. A abstracdo € a etapa
onde as variaveis serao selecionadas, na lei de Hooke, por exemplo, a deformacéao da
mola. A problematizacdo sera verificada e estabelecida a partir dos dados coletados e
assim as hipbteses serao amadurecidas. O terceiro passo indicado na Figura 2.2, a
resolucado, corresponde a etapa onde a linguagem tradicional que formula as hip6teses
sao substituidas por uma linguagem matematica que esteja de acordo com a situacao
em questdo. Retomando ao exemplo da lei de Hooke tem-se a forca relacionada a
deformacado da mola multiplicada por uma constante elastica que se mostra através da
férmula matematica da equacao 2.2. Neste trabalho, esta etapa e essa substituicao
serdo descritas no Capitulo 5.

A validacao e modificacdo sdo momentos que compreendem a verificacao da
funcionalidade do modelo e a adequacéao a partir de alguma questao observada. Por
exemplo, se foi identificado que alguns dados foram obtidos de maneira incorreta. E
nessa etapa que o trabalho é refeito ou sua metodologia é reformulada se necessa-
rio. Antes de seguir para a etapa 6, destacam-se as setas pontilhadas que indicam
caminhos que ligam as etapas descritas. A indicag&o da seta nas duas extremidades
representam muito bem a dinamicidade do processo de formulacdo de um modelo
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e 0s cuidados e avaliagdes que devem ser tomadas em cada etapa. E, sé assim, é
chegada a etapa 6, onde o modelo pode ser aplicado, ou seja, experimentos podem
ser realizados e com os dados obtidos 0 modelo seja verificado.
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3 LEI DE RESFRIAMENTO DE NEWTON

A lei de resfriamento de Newton se refere a existéncia de uma proporcionalidade
entre a variacao da temperatura em relagéo ao tempo e a diferenca entre a temperatura
do objeto e a temperatura do ambiente (Boyce; DiPrima, 2010). Matematicamente,
temos:

ar

E:_k(T_Tamb)» (3.1)

onde T, a temperatura do corpo, é dependente do tempo ¢, k € a constante de
proporcionalidade e T,,,, € a temperatura ambiente. Para que esse modelo seja
validado, € necessario tomar as seguintes hipéteses: (i) T = T'(t) dependa do tempo e
seja a mesma em todos os pontos do objeto observado; (ii) temperatura do ambiente
permanega constante no decorrer do processo; (iii) taxa de variagdo da temperatura no
decorrer do tempo obedecer a condigdo da lei de resfriamento (Pereira et al., 2019).

Podemos classificar facilmente a Equacao 3.1 como uma equacao diferencial
ordinaria de primeira ordem de variavel separavel. Desse modo, vamos apresentar a
sua resolugao através do método da separacéo de variaveis. Assim, a Equacéao 3.1
pode ser reescrita como:

T
_dar =—kdt. (3.2)
T- Tamb
Integrando ambos os lados da Equacao 3.2 com relacdo ao tempo, tem-se:
ar
[ 3
T—Tamp
Resolvendo a integral, ficamos com:
In|T - Tympl = —kt+ A. (3.4)

Tomando a exponencial em ambos os lados da expressdo, obtemos:

T = Toymp =€ *le. (3.5)

Sabendo que e” é constante, seguimos com:

T(t)=Ce * + Ty (3.6)

Com a Equacgéao 3.6, chegamos a solucédo geral do modelo matematico expresso
pela Equacéo 3.1, onde C € uma constante real. Na ocasido onde a temperatura
inicial Ty € conhecida (como a que sera abordada neste trabalho), essa constante C é
obtida considerando Ty = Ty + C = C = Ty — Tamp €, @Ssim, a solucdo analitica para a
Equacéo 3.1 sera:
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T(t) = Tamp+ (Tp— Tamb)e_kt- (37)

Neste ponto, é preciso destacar que para o valor de k <0, a constante de
proporcionalidade indica que a temperatura do objeto observado estd aumentando o
tempo, tratando-se de um caso de resfriamento. Assim, a aplicabilidade do modelo
€ um destaque, ja que é cabivel a exemplos nédo so6 de resfriamento de corpos, mas
também de aquecimento.

3.1 COEFICIENTE DE RESFRIAMENTO

A partir desta secdo, chamaremos a constante de proporcionalidade k de co-
eficiente de resfriamento. Essa mudanca é realizada pois é sabido que o coeficiente
de resfriamento ir4 variar a depender do material do objeto em estudo e, em termos
matematicos, pode ser representado através de uma relacao expressa na Equacao 3.8
(Ortega; Rosales, 2018),

)

mc

onde a é o coeficiente de transferéncia de calor para convecgao, S é a area da superficie
de transferéncia de calor, m é a massa do corpo e ¢ é o calor especifico do material.

Em Arpad (2024) é apresentado uma nova roupagem para a lei de resfriamento
de Newton cuja area de superficie especifica do volume € uma variavel importante
no sistema onde a taxa de variagdo de temperatura também sera dependente dela.
No artigo, o autor investiga o processo de aquecimento de objetos através da LRN,
analisando que "a taxa de diminuigdao da temperatura de um objeto depende adicional-
mente da area da superficie especifica do volume do objeto". Para isso, foi proposto um
modelo tedrico onde algumas observacdes foram apresentadas levando a elaboracao
de hipoteses referente aos pardmetros possuirem uma relacao de dependéncia com a
taxa da variacdo de temperatura. Dentre esses parametros € destacado a dimensao
do objeto, que influenciara a area da superficie especifica do volume. Essa influéncia €
discutida ao longo do trabalho, resultando na apresentacdo de uma nova expressao
para a equagao geral da lei de resfriamento de Newton, Equagéo 3.6, a ela serd
agregada uma expresséao idéntica a Equagéo 3.8, resultando na Equacao 3.9. Nessa
nova formulacao, ©(r) é o desvio da temperatura ambiente do objeto no momento 7,
©(0) € o desvio da temperatura ambiente do objeto no instante 7 =0, hx é 0 coeficiente
de transferéncia de calor por convecgao corrigido com a capacidade térmica especifica
do volume e w é a area de superficie especifica do volume do objeto,

(3.8)

O(1) = ©(0)e(—) h*7. (3.9)
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A Equacao 3.9 é importante para os estudos envolvendo a lei de resfriamento
de Newton, pois traz a evidéncia do coeficiente de resfriamento como uma variavel
a ser considerada e estudada com cuidado em sistemas termodinamicos. E nessa
perspectiva que nossa metodologia foi elaborada, para que a analise desse importante
parametro seja bem realizada.

3.2 APLICACOES

O estudo da LRN também esté associado a investigagdes de carater experimen-
tal, posto que sua base é utilizada em diversas areas como a engenharia, forense,
matematica, entre outras (Bassanezi, 2002). A vasta aplicabilidade da lei em discussao
€ sua principal caracteristica, pois, a partir da andlise de artigos e de outros trabalhos
de conclusao de curso (Duarte A.A., 2019; PESCADOR, A.; OLIVEIRA, Z. R. Q. 2016;
PEREIRA, I. M. d. N., 2019 e SANTOS, P. M. E., 2019) foi visto que, além das diferentes
esferas de publicagdo como um indicativo de sua relagdo com multiplas areas, também
destaca-se o aspecto de aplicagao trazido por esses artigos - aspecto esse que sera
discutido ainda nesta secao.

No trabalho de conclusdo de curso de Duarte (2019) intitulado "Resolugéo
de problemas modelados pela Lei de Resfriamento de Newton", ela apresenta trés
aplicacdes modeladas pela lei em questédo e as verifica, sendo elas o resfriamento
de uma xicara de café, o resfriamento de uma barra de metal e a determinacéo do
instante da morte de um corpo. Em suas consideragdes finais, a autora conclui que
"...0 modelo estudado atendeu as expectativas, descrevendo sistemas de pequena e
grande complexidade com eficiéncia...".

Em um artigo publicado na Revista Producao e Desenvolvimento, os autores
Pescador e Oliveira (2016) buscam analisar a resolugdo de uma equacao diferencial de
primeira ordem, utilizando trés métodos matematicos: separagao de variaveis, método
de Euler e 0 método de Runge-Kutta. Em suas comparacoes, foi discutido o processo
de resfriamento de um cadaver e o processo de resfriamento de uma xicara de café,
escolhendo este Ultimo para o calculo da solucao analitica e o teste de comparacéao
entre os métodos. Na conclusdo, os autores destacam que os trés resultados se
mostram eficazes e que sua utilizagdo deve ser alinhada ao objetivo do pesquisador
que ira utiliza-1a.

No trabalho intitulado "Modelagem matematica na lei de resfriamento de Newton:
experiéncia com garrafas térmicas", publicado no South American Journal of Basic
Education Technical and Technological por Santos et al. (2019), destaca-se a utilizacao
do modelo de resfriamento de Newton para comparar a eficacia entre uma garrafa
térmica de pressdo e uma garrafa térmica de rosca. Durante a coleta de dados, os
autores comparam os resultados obtidos a partir da lei de resfriamento de Newton.
Ao final do artigo, os autores concluem que, apesar dos erros associados a coleta
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de dados, a conservacao de liquidos quentes e frios ocorre de maneiras diferentes
nos modelos de garrafas térmicas. Com isso, a garrafa de rosca apresenta resultados
mais satisfatérios com os liquidos quentes, enquanto a garrafa de pressao tem melhor
eficacia com liquidos frios.

Em outro trabalho de concluséo de curso, a autora Pereira (2019) aborda aspec-
tos envolvendo teoria e pratica na Lei de Resfriamento de Newton. Ela discute algumas
aplicacoes, entre elas estdo: o resfriamento de materiais biol6gicos para preservacao,
0 exame pericial de cadaveres e o resfriamento de uma xicara de café. Este ultimo é
mais detalhado, pois pauta a pratica proposta pela autora.

Na descricdo dos quatro trabalhos escolhidos, destacam-se dois aspectos a
serem discutidos: o primeiro a respeito do objetivo dos autores e 0 segundo com
relacao aos exemplos de aplicagdes escolhidas. Para fins comparativos, os trabalhos
escolhidos foram dispostos na Tabela 3.1. A organizacao do quadro tem como objetivo
ajudar o leitor a relacionar o conteudo em comum entre esses trabalhos.

TITULO
Resolugao de problemas mode-
lados pela lei do resfriamento de
Newton.

AUTORES
Adrieli Aline Duarte, PESCA-
DOR, A.; OLIVEIRA, Z. R. Q.

APLICACAO ABORDADA
Resfriamento de uma xicara
de café; resfriamento de uma
barra de metal; determinacéo
da causa de morte.
Resfriamento de uma xicara de

A. Pescador; Z. R. Q. Oliveira,
Revista Producao e Desenvolvi-
mento, 2019.

Resolucdo numérica da equa-
cao diferencial de resfriamento
de Newton pelos métodos de
Euler e Runge-Kutta

café; resfriamento de um cada-
ver.

Aline W. Reculiano Fagundes,
Priscila M. Engelhardt Santos,
Claudemir M. Barboza, Juliano
A. de Deus, SAJEBTT - UFAC,
2019.

Modelagem matematica na lei
de resfriamento de Newton: ex-
periéncia com garrafas térmicas

Lei de Resfriamento de Newton
na garrafa de rosca e garrafa de
pressao.

Ivaneide Magali Do Nascimento
Pereira, Instituto Federal De
Educacéo, Ciéncia E Tecnologia
De Rondénia, 2019.

Teoria e pratica na lei de resfria-
mento de Newton

Mudanca de témpera em pecas
de ago; Resfriamento de mate-
riais biolégicos para preserva-
cao; Resfriamento de leite cru;
Exame pericial de cadaveres;
Verificagdo com xicara de café.

Tabela 3.1 — Tabela de trabalhos analisados sobre resfriamento de Newton.

Com auxilio da Tabela 3.1, fica notério que ha duas aplicagées mais recorrentes
entre os trabalhos selecionados: o resfriamento de uma xicara de café e o resfriamento
de um cadaver. Esses exemplos sdo encontrados em trés das quatro pesquisas
selecionados. A recorréncia desses exemplos reforcam o carater de validacao do
modelo matematico, indicando que, através de experimentos com sistema simples,
como uma xicara de café, até sistemas complexos, como um cadaver, essa lei pode ser
verificada. A sua verificagdo também € um fator recorrente nos trabalhos analisados.

Esse Trabalho de Conclusao de Curso, por sua vez, trata-se ndo sé da verificacao
experimental da lei em discussdo, como traz a proposta de um modelo matematico
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para uma aplicacao referente ao resfriamento da agua e de pecas metélicas inseridos
em um calorimetro, sendo um diferencial desta pesquisa.
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4 METODOLOGIA

Entender a lei de resfriamento de Newton é de fundamental importancia para
o controle de processos que envolvem transferéncias de calor, tornando-a uma rele-
vante ferramenta em diversas areas e fazendo com que estuda-la seja imprescindivel.
Esta pesquisa, de carater quantitativo e exploratorio, busca, a partir do procedimento
experimental desenvolvido, ampliar a verificacdo desejada e propor uma modelagem
adequada a partir dos dados obtidos.

Este trabalho partiu de um experimento inicial envolvendo um calorimetro, termé-
metro digital e pecas metalicas. Tal procedimento foi proposto na disciplina de Fisica
Experimental Il (FISC0096) do curso de Fisica - Licenciatura do Centro Académico do
Agreste (CAA) da Universidade Federal de Pernambuco (UFPE). Nele, era possivel
observar a troca de calor entre um sistema finito e um reservatério térmico (sala) atra-
vés do processo de convecgao e, assim, verificar a modelagem proposta por Newton.
Como foi visto no Capitulo 3, a lei de resfriamento de Newton contempla sistemas
com uma unica troca de calor. Com isso em mente, o experimento executado na
disciplina fez com que surgisse o questionamento sobre a possibilidade de verificar
experimentalmente mais de uma troca de calor em um sistema e propor, a partir disso,
um modelo matematico descritor, sendo este o objetivo do trabalho.

4.1 PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL

Para a realizagdo da sequéncia de experimentos, utilizou-se os materiais da
Figura 4.1, os quais consistem em um calorimetro (AZEHEB IND. DE EQUIP. LTDA),
um termémetro digital culinario (TP01 e 0,01 °C de incerteza associada), balanca digital
(Jh2102 e 0,01g de incerteza associada), régua de 30 cm (0,0005m de incerteza
associada), trés pecgas cilindricas de aluminio e trés pecas de chumbo.

Figura 4.1 — Aparatos experimentais: a) calorimetro; b) termémetro digital culinario; c)
balanca digital; d) régua de 30 cm; e) peca cilindrica de aluminio; f) peca

de chumbo.
TR
NN NN
a) b) c)
d) e) iI )

Fonte: a autora (2025).
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A realizacao da primeira sequéncia de experimentos teve como objetivo apren-
der, verificar as previsoes tedricas e estudar a modelagem matematica para a lei de
resfriamento de Newton. Primeiro, utilizando régua e balanca, foram coletadas as
medidas das dimensdes e da massa do calorimetro e das pecas metalicas utilizadas.
Posteriormente, uma quantidade de agua aquecida a 96 °C foi acrescentada ao calo-
rimetro até a altura de 8cm e, em seguida, o termdmetro foi inserido na dgua, como
mostra a Figura 4.2.

Figura 4.2 — Procedimento experimental 1.

Fonte: éautora (2025).

Foram coletadas visualmente as medidas da temperatura da agua em fungao do
tempo em intervalos de 1 minuto até completar 10 minutos e depois em intervalos de 5
minutos até os 45 minutos finais. De cada medida coletada, foi subtraida a temperatura
ambiente. Esse mesmo procedimento foi repetido para o CACA, CFSP CFCA. A siglas
contemplam as iniciais dos elementos que compdem os sistemas, todas elas estao
descritas na Lista de Abreviaturas e Siglas na pagina 10.

Para a atividade experimental descrita acima, alguns cuidados de carater pro-
cedimental foram tomados, como o de realizar os experimentos em um local com
temperatura ambiente estavel, descartar a agua utilizada em cada experimento e iniciar
um outro com agua a temperatura ambiente. Ainda, é necessario resfriar o calorime-
tro e as pecas utilizadas apds cada experimento para que tais objetos estejam em
temperatura ambiente antes do experimento seguinte.

Na segunda bateria de experimentos realizados, repetiu-se o primeiro passo da
bateria anterior, isto €, o da coleta das dimensdes e da massa dos objetos utilizados.
Depois, 0 mesmo procedimento de coleta das temperaturas em funcao do tempo foi
replicado para os seguintes sistemas: CFSP, CFC1A E CFCA. Com este conjunto de
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dados, foi possivel fazer uma analise dos graficos da temperatura em funcéo do tempo,
obtidos com auxilio do software Origin.
Figura 4.3 — a) grafico em escala monolog da diferenca entre a temperatura medida e

a temperatura ambiente; b) grafico da diferenca entre temperatura medida
e a temperatura ambiente dividida pela temperatura maxima.
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Fonte: a autora (2025).

No gréfico a) da Figura 4.3 tem-se da diferenga entre a temperatura medida e a
temperatura ambiente, em escala monolog. E valido destacar que a curva para o
sistema fechado sem a peca metdlica, diferentes dos outros dois sistemas, traca uma
reta. Esse ajuste de curvas foi realizado primeiro para funcdo decaimento para 1
exponencial (chamada pelo origin de expdec 1), como mostra a equacgao 4.1, onde y
€ a temperatura em funcao do tempo, y, a temperatura ambiente, A; para a funcao
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decaimento com uma exponencial, € a diferenca entre temperatura inicial e final, 1/, é
o inverso do coeficiente de resfriamento e x o tempo,

y=yo+Are 0, (4.1)

No gréfico b) da Figura 4.3, tem-se a diferenca entre a temperatura medida e a tempe-
ratura ambiente dividida pela temperatura maxima. Assim, a curva foi melhor ajustada
a fim de observar as trés curvas saindo do mesmo ponto. Com esse grafico também é
notério os diferentes comportamentos entre as trés curvas. Apds a constatacao disso
para cada sistema, decidiu-se fazer o ajuste de curva dos dados a partir da funcao
decaimento para duas exponenciais (chamada pelo origin de expdec 2), como mostra
a equacao 4.2,

y=yo+Are ¥ 4 Ao, (4.2)

Ao comparar as equacodes 4.1 e 4.2 com a equagao da temperatura em fun-
¢ao do tempo, quando a temperatura do objeto é igualada a temperatura nota-se as
semelhancas em suas estruturas.

Desse modo, ao analisar os valores obtidos para os parametros das Equacodes
4.1 e 4.2, foi observado os valores dos coeficientes de resfriamento para cada sistema
obtidos a partir da expdec 1 e da expdec 2. Nas equacdes que denotam as curvas
encontradas, aparecem, como se suspeitava, o valores de ¢, iguais a t, para o sistema
CFSP, ja que esse sistema se refere a troca de calor entre o calorimetro e agua,
descrito através da modelagem proposta por Newton. Nos outros dois sistemas, eram
esperados diferentes valores de 1, e t, que explicitassem duas exponenciais referentes
ao coeficiente de resfriamento. Ou seja, fisicamente ficaria evidente que no sistema
termodinamico ha mais uma troca de calor que deve ser considerada. Ao tratar os
dados do CFC1A E CFCA, a situacao descrita ndo acontece em decorréncia de algum
erro procedimental ndo identificado.

Levando em consideragdo que os resultados, apesar de animadores, ainda
apresentavam incertezas consideraveis, comecou-se a pensar, a partir desse momento,
no aprimoramento da coleta de dados e dos sistemas propostos. A proposta de um
modelo mateméatico que descrevesse tais sistemas exigiria resultados mais precisos
e configuracdes que permitissem observacdes mais diretas, onde 0s processos com
mais de uma troca de calor ficassem fisicamente mais evidentes.

Com efeito, foi realizada a terceira bateria de experimentos, a principal para este
trabalho. Nela, a coleta de dados e também os sistemas foram remodelados. Com isso,
foi utilizado um termopar e um dispositivo arduino programado para ler a temperatura
a cada 10 segundos, como mostrado na Figura 4.4.Com essa ferramenta, bastava
aquecer a agua com auxilio de um ebulidor elétrico e coloca-la dentro do calorimetro
até que atingisse 7.5cm (altura que permite as pecas inseridas ficarem imersas). Assim,



28

ao colocar a extremidade do termopar na agua, foram registrados por 50 minutos a
temperatura em fungcéo do tempo dos seguintes sistemas: CASP, CFSP, CACA, CFCA,
CACC, CFCC.

Figura 4.4 — Procedimento experimental 3 - utilizando um termopar.

Fonte: a autora.

E valido destacar aqui nossa intencéo ao coletar dados de sistemas para o
calorimetro aberto. Suspeitava-se que para esses sistemas abertos, haveria uma
mudanc¢a nos expoentes da Equacéao 4.2, a qual estaria relacionada ao aumento da
area de contato em comparacado ao sistema fechado. Essa suspeita sera melhor
discutida no Capitulo 5, a partir da apresentacao de alguns dados coletados.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

A primeira etapa de coleta de dados consistiu na determinagao das dimensodes
e das massas das pecas e objetos utilizados. Ambas as medidas estao descritas na
Tabela 5.1, onde considera-se m., como a massa do calorimetro, m,, COMoO a massa
de agua contida no calorimetro, m, como a massa de uma peca metalica, m, como
a massa do chumbo, k., como a altura interna do calorimetro, d.,; como o didmetro
interno do calorimetro, h, como a altura da peca de aluminio, d, como o didmetro das
pecas de aluminio, h, como a espessura da pec¢a de chumbo, d. como o didmetro da
peca de chumbo, bem como suas incertezas associadas.

Tabela 5.1 — Dimensdes e massa das pecas e objetos utilizados.

Unidades Medidas coletadas
(Megr £ Ameg)) g 123,58g+0,01 ¢
(Mg + AMag)g 128,87g+0,01g
(mg+Amg)g 30,67g+0,01g
(me+Ame)g 95,11g+0,01g

(hear £ Aheg)cm 0,09m+0,05m

(hg+ Ahg)m 0,037 m+0,005 m
(dg+Adg)m 0,015m +£0,005m
(he £ Ah)m 0,012 m+0,005m
(dc.+Ad.)m 0,032m +0,005m

Fonte: a autora (2025).

Posteriormente, a partir dos dados coletados para temperatura em funcéao do
tempo nos diferentes sistemas, foi possivel plotar os graficos da diferenca entre a
temperatura medida e a temperatura ambiente em funcdo do tempo com ajuda do
software Origin. Um dos exemplos encontra-se na Figura 5.1.
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Figura 5.1 — Grafico da temperatura em funcéo do tempo para os sistemas analisados.
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Cada grafico foi submetido a um ajuste de curva néo linear para uma exponencial a
partir da Equagéo 4.1. Os valores dos parametros encontrados estdo na Tabela 5.2.

Tabela 5.2 — Valores obtidos a partir do ajuste dos graficos das temperaturas em
funcao do tempo (decaimento com uma exponencial).

Sistemas Funcao Yo Ay h
CASP-1 expdec1 8,31702 55,64724 1317,9011
CASP-2  expdec? 10,58811 56,22292 1294,59653
CFSP-1 expdec! 18,60584 47,51919 3905,89847
CFSP-2  expdec? 11,72908 54,14429 3962,56598
CACA-1 expdec! 431702 52,9592 1779,47936
CACA-2  expdec? 8,67041 49,14057 1445,08837
CFCA-1 expdec1 -6,15386 63,57067 7138,58891
CFCA-2  expdec? 17,20494 31,78534 3696,90259
CACC-1  expdec? 3,89236 53,00712 1327,4035
CACC-2  expdec? 9,43654 51,9406 1363,68144
CFCC-1 expdecl 6,73682 5454132 4766,632
CFCC-2  expdec! 16,29104 46,80058 3343,50637

Fonte: autora (2025).

Os dados coletados também foram ajustados para a Equacéao 4.2 para que 0s
coeficientes de resfriamento das trocas de calor em cada sistema fossem obtidos. Seus
valores estao na Tabela 5.3.
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Tabela 5.3 — Valores obtidos a partir do ajuste dos graficos das temperaturas em
funcéo do tempo (decaimento com duas exponenciais).

Sistemas Funcao Y0 A 3] A I
CASP-1 expdec2 4,11604 54,33444 1697,37645 8,614 230,79228
CASP-2  expdec2 4,4742 11,35085 298,41291 53,96958 1870,02816
CFSP-1 expdec2 18,60584 23,75959 3905,89847 23,75959 3905,89864
CFSP-2 expdec2 11,72908 27,07214 3962,56598 27,07214 3962,56427
CACA-1 expdec2 4,31702 26,4796 1779,47936 26,4796 1778,4793
CACA-2  expdec2 6,62384 11,20964 52,13779 49,36023 1634,07992
CFCA-1 expdec2 -6,15387 31,78534 7138,40484 31,78534 7138,77547
CFCA-2  expdec2 6,21024 4,41058 94,48426 51,38921 5295,64494
CACC-1 expdec2 -1,53731 10,25808 322,78735 50,72797 1882,40897
CACC-2  expdec2 3,56152 10,09528 306,58234 50,47192 1964,02819
CFCC-1 expdec2 6,73682 27,27071 4766,64031 27,27071 4766,62369
CFCC-2  expdec2 16,29104 23,35029 3343,50616 23,35029 3343,50665

Fonte: autora (2025).

Antes de compararmos os valores encontrados para 0s parametros nos sistemas
analisados, vamos apontar algumas observagdes que facilitaram nossa modelagem.
A primeira delas é referente aos sistemas fechados envolvendo pecas de chumbo. E
possivel observar que os valores dos seus parametros eram praticamente os mesmos
nas duas fungdes decaimento que eles foram submetidos. Isso, porém, nédo foi obser-
vado para os sistemas fechados envolvendo as pecas de aluminio, por exemplo, onde
houve uma diferencga significativa entre as medidas. Tal evidéncia é justificada pelos
valores que correspondem ao calor especifico dos distintos materiais: 900 J/kgK para o
aluminio e 218 J/kgK para o chumbo (Halliday; Resnick; Walker, 2000). E notério que
o chumbo precisa de menos energia para mudar sua temperatura em 1°C, de modo
que este material requer maior sensibilidade na coleta de dados para que, no sistema
fechado, expresse variagdes consideraveis entre os valores dos seus coeficientes de
transferéncia de calor. Ja no sistema envolvendo as pegas de aluminio, esta diferenca
pode ser notada com o método de coleta escolhido. Portanto, para anélise de dados
considerando o modelo proposto para duas exponenciais, 0s sistemas que envolveram
pecas de chumbo foram descartados.

Um paréametro importante de ser analisado é o coeficiente de resfriamento e os
valores obtidos para cada sistema observado, pois a diferenca entre os valores obtidos
caracteriza a evidéncia de mais de uma troca de calor nos sistemas estudados. Com
isso em mente, tomaremos o coeficiente de resfriamento como o inverso de 1, € 1, ja
descrito nas Tabelas 5.2 e 5.3. Seus respectivos valores estao dispostos na Tabela 5.4
e Tabela 5.5, onde k é o coeficiente de resfriamento obtido pela fun¢cao decaimento
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para uma exponencial e k; e k, sao os coeficientes de resfriamento obtidos através da
funcédo decaimento para duas exponenciais.

Tabela 5.4 — Coeficientes de resfriamento obtidos pelo ajuste do Origin para os
sistemas sem pecas metadlicas.

Sistemas Funcao decaimento k k1 k>
CFSP-1 §§§3§§; 0’0092560 0,0062560 0,0062560
CFSP-2 §§§3§§; RO 00002523 0,0002523
CASP-1 2§E§§§; 0’0097587 0,0065890 0,0(5433
CASP-2 Eﬁgﬂiﬁé 0’000_7 = 0,000253475 0,0(5335

Fonte: a autora (2025).

Tabela 5.5 — Tabela de coeficientes de resfriamento obtidos pelo ajuste do Origin para
sistemas com pecas metalicas.

Sistemas Funcao decaimento k k1 ko
CECA-1 expdec1 0,000140084 - -
expdec2 - 0,000140084 0,000140084
] expdec1 0,000270497 - -
CFCA-2 expdec?2 - 0,000188834 0,01058
] expdec1 0,000561962 - -
CACA- expdec?2 - 0,000561962 0,000561962
] expdec1 0,000691999 - -
CACA-2 expdec?2 - 0,000611965 0,01918

Fonte: a autora (2025).

Nos sistemas CFCA-1 e CACA-1, os coeficientes k, k; e k, foram os mesmo em cada
sistema. Este comportamento deve-se a um erro na coleta de dados ou a sensibilidade
ainda nao atingida na coleta de dados dos sistemas analisados.

A fim de ampliar a discussao sobre os parametros que compdéem o modelo
matematico em proposicao, foram obtidos os coeficientes de resfriamento através da
Equacao 3.8, que reconheceremos como os valores tedricos para tal quantidade. Ao
aplicar a Equacéao 3.8 para ambos sistemas sem as pecas metalicas (CASP e CFSP),
tomamos o coeficiente de troca de calor por convecgdo como a =500 W/(m?K) (Silva et
al., 2018), a massa de agua contida no calorimetro como m =0,128kg e ¢ =4186 J/kgK
como o calor especifico da agua (Halliday; Resnick; Walker, 2000). Com relacéao a area
de transferéncia de calor entre calorimetro-ambiente, foram tomados valores diferentes
para cada sistemas: Sy =0,00002826 m* refere-se a area de transferéncia do CFSP e
Sa = 0,0046654265 m? refere-se a area de transferéncia do CASP.
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Também foram obtidos os valores tedricos para os coeficientes dos sistemas
com as pecas metalicas. A andlise para esses sistemas, que envolvem o conjunto
de pecas de aluminio, leva a uma consideracao importante referente as mais de uma
troca de calor presentes neles. E razoavel afirmar que o coeficiente de resfriamento
do sistema agua-aluminio deve ser semelhante ao sistema aluminio-agua, uma vez
que compreende-se que o calor transferido do sistema agua-aluminio € o mesmo calor
transferido do sistema aluminio-agua. Sendo assim, nos calculos para o CFCA, foram
utilizados parametros referente ao aluminio, ou seja, foram utilizados o coeficiente
de troca de calor por convecgéo, a = 500 W/(m?K) (Silva et al., 2018); a massa das
pecas metalicas, m = 0,0921 kg; o calor especifico do aluminio, ¢ =903 J/kgK; e a
area de transferéncia de calor, isto €, a area de contato entre as pecas e a agua,
S =0,00628785 m?>.

Para obter o valor tedrico do coeficiente de resfriamento do sistema CACA,
utilizamos os parametros tomando a transferéncia de calor do sistema dgua-ambiente
como referéncia: a =500 W/(m?K) como o coeficiente de troca de calor por convengéo
(Silva et al., 2018); m = 0,128kg como a massa de agua contida no calorimetro;
c=4186J/kgK como o calor especifico da agua (Halliday; Resnick; Walker, 2000); e
S =0,004654265 m?> como a area de transferéncia de calor desse sistema.

Os valores tedricos obtidos para os coeficientes de resfriamento para os sistemas
descritos nos paragrafos acima estao dispostos na Tabela 5.6.

Tabela 5.6 — Valores teoricos dos coeficientes de resfriamento dos sistemas CFSP,
CASP, CFCA E CACA.

Sistemas Valores teéricos de k (k;)

CFSP 0,00002
CASP 0,004
CFCA 0,037
CACA 0,004

Fonte: a autora (2025).

Com os valores tedricos e os valores experimentais em maos, podemos avancgar através
de comparacgdes entre as Tabelas 5.4, 5.5 e 5.6.

O primeiro ponto a se destacar é o valor teérico do coeficiente de resfriamento
para o CACA referente a troca de calor agua-ambiente (k; = 0,004), e que pode ser
comparado ao valor teérico para o CFCA (k; = 0,03), sendo este ultimo a troca de
calor entre o sistema agua-aluminio. A partir desses dados, é notério que a troca
de calor entre aluminio-agua é mais eficiente e, portanto, possui um valor maior de
k; comparado ao valor do coeficiente de resfriamento do sistema com o calorimetro
aberto. Esta constatagcdo também é verificada com os ajustes do Origin através da
funcédo decaimento com duas exponenciais (expdec2), onde, para o CACA, foi obtido
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k1 =0,0006 e, para o CFCA, k; =0,0001. Estes coeficientes indicam a troca de calor
entre agua-ambiente em ambos os sistemas. Para k; = 0,01 e k, =0,01058 tém-se a
troca de calor com o ambiente para o CACA e CFCA. Percebe-se que troca de calor
com ambiente em ambos os sistemas é menos eficiente, enquanto a troca de calor
entre agua-aluminio é mais rapida. Isso é destacado pela diferenca entre os valores
dos coeficientes de resfriamento: o valor maior indica que o sistema é capaz de mover
mais calor do ambiente com a mesma quantidade de energia consumida.

Com relacao aos sistemas sem as pecas metdlicas, a analise parte do CFSP.
Nele, o valor tedrico do coeficiente de resfriamento (k; = 0,00002) teve uma casa
decimal a mais que o valor experimental obtido através da funcao decaimento com
uma exponencial (k =0,0002). A utilizagdo da fungao com uma exponencial deve-se
ao fato de que, para o sistema fechado, ndo foi identificado mais de uma troca de
calor. Para o CASP, o valor teérico para o coeficiente de resfriamento do sistema
agua-ambiente (k; = 0,004,) foi semelhantes ao valor obtido através do ajuste com
o software (k, = 0,004). O que se destaca € o fato de que, no ajuste com o Origin,
obteve-se valores diferentes entre k; e k,, com k, = 0,0005. Este valores distintos séo
um indicativo de que, no sistema em questdo, mais uma troca de calor foi considerada -
a troca de calor entre dgua e as proprias paredes do calorimetro. O calorimetro possui
uma estrutura onde suas paredes funcionam como um isolante térmico. Contudo,
como nesse sistema o calorimetro estava aberto, € possivel que suas paredes também
sofreram um processo de resfriamento nao tao eficiente quanto o da agua inserida
nele.

Os coeficientes de resfriamento discutidos indicam a importancia desse pa-
rametro no estudo dos resfriamentos dos corpos, evidenciando sua relevancia em
descrever o comportamento dos sistemas em questao. Com isso, podemos retomar
a Equacao 4.2 organizando sua estrutura e expandindo o coeficiente de resfriamento
com a utilizagdo da Equagéo 3.8. O modelo matematico para resfriamento de sistemas
envolvendo mais uma troca de calor esta expresso na Equacéo 5.1, onde T(¢r) é a
temperatura do sistema em funcao do tempo, Ty, € a temperatura ambiente, A; e A,
sao constantes referentes as trocas envolvidas, a é o coeficiente de transferéncia de
calor por convecgao, S; é a superficie de transferéncia de calor entre sistema-ambiente,
S, é a superficie de transferéncia de calor entre agua-aluminio, m é a massa da agua,
c é o calor especifico da 4gua e r é o tempo,

asy aSy

T(8) = Tamp+ Areme)t + Aye™Cnc )t (5.1)
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, foi demonstrado a importancia da modelagem matematica e
da analise de dados experimentais para a compreensdo da Lei de Resfriamento
de Newton em contextos mais complexos, considerando mais de uma troca de calor.
Através da modelagem matematica e da verificacao experimental, propomos um modelo
matematico que agrega ao estudo do resfriamento dos corpos.

O método de coleta de dados utilizado, o termopar associado ao calorimetro, se
mostrou eficiente ja que, para além de termos praticos de coleta, se obteve um vasto
nuamero de dados experimentais. Através da andlise dos coeficientes de resfriamento,
obtidos com auxilio do software Origin utilizado, constatou-se como a diferenca entre
os valores obtidos s&do um indicador da presenca de mais de uma troca de calor nos
sistemas estudados. Embora alguns dados tenham sido descartados devido a erros
aleatérios, na maioria dos sistemas obteve-se uma concordancia satisfatéria entre
aqueles onde acreditava-se haver mais de uma troca de calor e aqueles onde néo.

Embora este trabalho tenha se concentrado na anélise do coeficiente de res-
friamento, uma perspectiva futura interessante seria investigar as constantes A; e A,
presentes no modelo proposto. Essas constantes podem estar associadas as proprie-
dades dos materiais que envolvem as trocas de calor dos sistema, e seu estudo poderia
levar a avangos significativos na modelagem e previsao de fenémenos térmicos.

Em resumo, os resultados obtidos destacam a eficiéncia do método utilizado e as
vantagens de considerar mais de uma troca de calor no estudo da termodinamica, além
de apontar para futuras direcoes de pesquisa que podem levar a avangos significativos
na area.
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