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RESUMO

Esta dissertacdo visa apresentar o estudo de diferentes ferramentas da Teoria Algébrica
dos Numeros tendo dois objetivos principais. O primeiro sendo compreender em detalhes o
Teorema de Hasse-Minkowski para quadricas, que afirma que uma forma quadratica em n
variaveis sobre um corpo de nimeros K representa 0 se e somente se representa 0 em cada
completamento K. Como pré-requisitos para isso, estudamos os niimeros algébricos, a teoria
de valoracdo e a teoria de corpos de classe. O segundo objetivo foi utilizar as ferramentas
aprendidas ao longo do estudo para construir uma formulacao original e resultados analogos
ao problema de Frobenius para dominios com valor absoluto. Este é um problema inicialmente
formulado sobre os niimeros inteiros e que diferentes autores buscaram generalizar para outros

ambientes matematicos como polindmios e dominios de integridade.

Palavras-chaves: Nimeros algébricos. p-adicos. Corpos de classe. Hasse-Minkowski. Principio

local-global. Problema de Frobenius.



ABSTRACT

This dissertation aims to present the study of different tools of Algebraic Number Theory
considering two main goals. The first goal was to understand in detail the Hasse-Minkowski
Theorem for quadrics, which states a quadratic form in n variables over a number field K
represents O if and only if it represents 0 in each completion K, and as prerequisites for that
we studied the algebraic numbers, the valuation theory, and class field theory. The second goal
was to use the tools learned to make an original formulation and prove results analogous to
Frobenius problem for domains with absolute value. This problem was initially formulated over
the integers, and different authors have been trying to generalize it for other mathematical

environments such as polynomials and integral domains.

Keywords: Algebraic numbers. p-adics. Class fields. Hasse-Minkowski. Local-global principal.

Frobenius problem.
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1 INTRODUCAO

A teoria dos nimeros é uma area de matematica que busca estudar os n(imeros inteiros e
os racionais. Alguns dos resultados como o Principio Fundamental da Aritmética costumam
ser provados a partir de argumentos elementares sobre os préprios inteiros sem ser necessario
explorar conjuntos maiores. Para outros problemas é possivel utilizar uma outra abordagem,

como por exemplo, para determinar os nimeros primos p que satisfazem uma equacdo do tipo
_ 2 2
p=x + y, T,y € Z7

podemos estudar essa equacdo nos inteiros gaussianos Z[i| e a partir disso deduzir resultados
sobre Z. Em muitos livros introdutérios de Teoria Algébrica dos Nimeros esse é um dos
problemas motivadores para se estudar os nimeros algébricos, que é o que estudamos no
capitulo [2, embora n3o exploremos este problema em especifico. Buscamos definir o que é um
corpo de nimeros, seu anel de inteiros, descrever a estrutura do grupo de unidades do anel
de inteiros e o comportamento dos ideais primos (que cumprem papel analogo aos nimeros
primos).

Outra técnica para estudar problemas sobre os inteiros, em especial equacdes diofantinas, é
estudar médulo poténcia de nimero primo e junto com o Teorema Chinés dos Restos extrapolar
para resultados para qualquer inteiro. A partir da necessidade de encontrar niimeros inteiros que
satisfacam uma congruéncia para cada poténcia de um nimero primo p, surgem os nimeros
p-adicos e o valor absoluto p-adico. Provamos que todo valor absoluto em QQ é equivalente,
ou seja, gera a mesma topologia, que o valor absoluto usual de R ou a mesma topologia
do valor absoluto p-adico e usando este dltimo valor absoluto para completar Q, obtemos o
corpo dos nlimeros p-adicos. De forma mais geral, ao longo do capitulo 3| buscamos estudar os
corpos com valor absoluto tendo como um dos resultados centrais o Teorema de Classificacao
de corpos localmente compactos, que afirma que dado um corpo com valor absoluto (K| |),

existe um isomorfismo, que também é homeomorfismo, entre (K, | |) e
(i) Rou C, se (K| |) é arquimediano;

(ii) uma extensdo finita de Q, (um corpo p-adico), para algum primo p, se (K, | |) é ndo

arquimediano.

No capitulo [4, desenvolvemos a Teoria de Corpos de Classe, com a qual conseguimos

conectar as duas teorias desenvolvidas nos capitulos anteriores e estudar as extensoes abelianas



L|K de corpos de nimeros e de corpos de niimeros p-adicos. Com essa teoria conseguimos
demonstrar o Teorema da norma de Hasse, segundo o qual numa extensao ciclica de corpos
de ndmeros L|K, a propriedade de um elemento x € K* ser norma de um elemento de L é
local, ou seja, é equivalente a propriedade de ser norma em qualquer completamento Ly |K,. E
a partir deste resultado, concluimos o Teorema de Hasse-Minkowski para quadricas, também
conhecido como principio local-global para quadricas, que afirma que uma forma quadratica
em n variaveis sobre um corpo de niimeros K representa 0 se e somente se representa 0 em
cada completamento K.

Por fim, no capitulo , a partir das ferramentas desenvolvidas no capitulo , buscamos
construir formulacdes originais e encontrar resultados para o problema de Frobenius em do-
minios com valor absoluto (D, | |) de caracteristica 0. Buscando generalizar o problema de
Frobenius inicialmente formulado sobre Z para outros ambientes matematicos assim como
outros autores ja fizeram por outras abordagens. Esta parte final do trabalho é a continuacdo
de um estudo iniciado pelo orientador Rodrigo Gondim com o colaborador Ricardo Conceicdo
da Gettysburg College. O problema de Frobenius classico pode ser sintetizado da seguinte ma-
neira: sejam k > 2 e ay,...,a, ¢ € Zo com mdc(ay,. .., a,) = 1 e considere uma equacdo
linear

a1ry+ -+ agrp = ¢

em 1, ...,x; € Z. Como se comportam as solucdes ndo negativas (z; > 0, Vi) desta equagdo?

Na nossa formulacdo para dominios com valor absoluto (D, | |), utilizamos a hipétese do
completamento (f(,| |) do corpo de fracdes K de D ser localmente compacto pois assim
podemos descrevé-lo pelo Teorema de Classificacdo. No caso arquimediano real, utilizamos
a nocao de corpos ordenados arquimedianos e assim teremos uma nocdo de positividade
intrinseca ao dominio D e a partir disso enunciamos e provamos resultados sobre o Problema
de Frobenius. No caso ndo arquimediano, a formulacdo que propomos foi a seguinte: dado um
corpo (K, | |) com caracteristica 0 e discreto com valor absoluto ndo arquimediano. Seja O

seu anel de valoracdo, p seu Unico ideal maximal. Dados ay,...,a; € O\ {0}, dizemos que

um elemento ¢ € p" \ {0} é representével se a equacdo
a1xry + -+ aprr = ¢

tem solucdo em xq,...,x; € p™ \ {0}. Provamos que a menor valoracdo possivel de um ele-

mento representavel é y(ay,...,a,) = min;<;<x {v(a;)} +n. Além disso, cada elemento com
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uma valoracao maior é representdvel e nenhum elemento com valoracdao menor é representa-
vel. Também provamos alguns resultados sobre a infinitute de representacoes de um elemento

representavel fixado.
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2 NUMEROS ALGEBRICOS

2.1 EXTENSOES INTEGRAIS E EXTENSOES DE CORPOS
Definicdo 1. Seja L|K uma extens3o de corpos de grau n. O traco e a norma de x € L em
K sao definidas como o traco e determinante, respectivamente, do operador K - linear

T,:L — L

o — TO.

Denotamos T'rpk(x) = Tr(T,) e Njk(x) = det(1,). O polinémio caracteristico de x, que

denotamos f,(t) é definido como o polinémio caracteristico de T,.
Escrevendo
fo(t) =det (t] = T,) =t" —art" ' 4 -+ (=1)"a, € K[t],
onde n = [L : K] é possivel ver que a; = Trpx(x) e a, = Ny ().

Proposicdo 1. Se L|K é uma extensdo separdvel e 0 : . —+ K percorre os diferentes

K-mergulhos de L em um fecho algébrico K de K, ent3o
(i) fo(t) =1, (t — ox);
(i) Trig(x) =40,
(iii) Npjx(z) T, ox.

Demonstracdo. Ver a proposicdo 2.6 do capitulo 1 de Neukirch (1999).
]

O discriminante de uma base a4, . .. «,, de uma extensdo separavel L|K é definido como
2
d(ay, ..., o) = det(o;0)”,
onde 0y, = 1,...,n, percorre os K-mergulhos L. — K. Por causa da relacio

Trig(oog) = Z(crkozi) (oray),

a matriz (T'rp k(o)) é o produto das matrizes (0,0;)" e (040), entdo podemos escrever

d(oa, ..., an) = det(Trpr(cuoy)).



12

No caso especial de uma base do tipo 1,6, . ..,0" ! temos que o discriminante é o determinante
de uma matriz de Vandermonde
d(1,0,....0" ") =[[(6: — 6,)*,
i<j
onde #; = o,0.

Ao longo deste capitulo vamos agora considerar um dominio integralmente fechado A com
corpo de fracdes K e seu fecho integral B em uma extens3o finita e separdvel L|K. Se z € B,
entdo todos os seus conjugados ox também estdo em B. Como A é integralmente fechado,
A= BNK, logo

Trik(x), Ny (z) € A

r € B <— NL|K($) €A

A implicacdo (=) segue do fato de todos so conjugados estarem em B e portanto também
serem unidade. A implicagdo (<) é provada da seguinte forma: se aNp|x(z) =1 com a € A

entdo 1 = a[[, ox = yxr com y € B pois todos os conjugados de x estdo em B5.

Proposicao 2. Na notacdo dos paragrafos acima, seja o, ..., uma base de L|K contida

em B, de discriminante d = d(a, ..., ;). Entdo
dB C Aoy + -+ + Aay,.

Demonstracdo. Ver lema 2.9 do capitulo 1 de |[Neukirch (1999).
[

Um conjunto de elementos wy, . ..,w, € B tal que todo b € B pode ser escrito de maneira

inica como uma combinacdo A-linear
b= ajw + - apwn,

é chamado de base integral de B sobre A ou uma A-base de B. Ja que toda base integral é

automaticamente uma base de L|K, entdo n = [L : K.

Proposicao 3. Na notacdo dos pardgrafos anteriores, se L| K é uma extensdo finita e separavel
e A é um dominio de ideais principais, entdo todo B-submédulo M # 0 de L, finitamente
gerado, é um A-médulo livre de posto [L : K|. Em particular, B admite uma base integral

sobre A.
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Demonstracdo. Ver proposicdo 2.10 do capitulo 1 de |[Neukirch (1999).
]

Definicao 2. Dizemos que uma extensdo finita K|Q é um corpo de nimeros e definimos o

anel de inteiros de K como o fecho integral de 7. em K, que denotamos o .

Se [K : Q] = n, segue da proposicdo anterior que todo 0x-submédulo finitamente gerado

a de K admite uma Z-base ay, ..., a,,
a=%a,+ -+ Za,.

O discriminante

dlay, ..., ap) = det(o;0p)?

independe da escolha da Z-base pois se 1, ....5, é outra base entdo a matriz mudanca de
base e sua inversa possuem coeficientes inteiros logo tem determinante 1. Entao podemos
definir o discriminante de a

d(a) =d(aq, ..., ap).
No caso especial a = 0k, denotamos dx = d(0k) o discriminante do corpo de niimeros K.

Proposicao 4. Se a C a' sdo ox-submédlos de K finitamente gerados e ndo nulos, entdo o

indice (a' : a) € finito e satisfaz

Demonstracdo. Ver teorema 2.12 do capitulo 1 de Neukirch (1999) e teorema 1.17 de Stewart
e Tall (2016).
O

E possivel mostrar que diferente de Z o anel de inteiros 0x de um corpo de niimeros
K nem sempre é dominio de fatoracdo Unica, por outro lado ele possui uma propriedade
andloga interessante: a fatoracdo Unica em ideais primos. Vamos estudar essa propriedade e
suas consequéncias para objetos mais gerais, conhecidos como dominios de Dedekind. Outra
questdao que buscaremos compreender é a estrutura do grupo de unidades o} e para isso

utilizaremos uma abordagem geométrica conhecida como Teoria de Minkowski.
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2.2 DOMINIOS DE DEDEKIND

2.2.1 Fatoracdo unica em ideais primos

Proposicao 5. Seja o o anel de inteiros de um corpo de nimeros K. Temos que ok é

noetheriano, integralmente fechado e todo ideal primo p # 0 é ideal maximal.

Demonstracdo. Ver teorema 3.1 do capitulo 1 de Neukirch (1999).
O

Definicao 3. Um dominio noetheriano, integralmente fechado em que todo ideal primo é

maximal é chamado de dominio de Dedekind.

Daqui em diante, em vez de considerarmos o anel de inteiros o de um corpo de nimeros

K, vamos trabalhar com um dominio de Dededekind o arbitrario com corpo de fracdes K.

Lema 1. Se a # 0 é um ideal de 0 entdo existem ideais primos p,, ..., p, tais que
a2p...p,.

Demonstracdo. Segue do fato de o ser noetheriano. Ver a proposicdo 7.6.4 de Ash (2006). [

Lema 2. Seja p um ideal primo de o e definimos
p={reK[mpCo}.
Entdo ap™' := {3, a;w; | a; € a,x; € p~'} # a, para todo ideal a # 0.

Demonstracdo. Ver lema 3.5 do capitulo 1 de |[Neukirch (1999).

Teorema 1. Todo ideal a de o diferente de (0) e (1) admite uma fatoracdo

a= pl .« p'f‘
em ideais primos ndo nulos p; de © unicamente determinados a menos de ordem dos fatores.

Demonstrac3o. existéncia da fatoracdo em ideais primos: Seja X o conjunto de todos os ide-

ais de o diferentes e (0) e de (1) que ndo admitem uma fatoracdo em produtos de ideais
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primos e suponha por absurdo que X # (). Como o é noetheriano, X possui um elemento

maximal a e seja p ideal maximal contendo a. Como 0 C p~! |, segue que
-1 -1
aCap Cpp Co.

Como p Cpp~ ! C o ep éideal maximal, segue que pp~* = 0. Comoa#pepp =0
entdoap~! # o ejaquea C ap !, segue ap~! admite uma fatoracio em ideais primos, sendo

assim

-1

apl=p...pp=>a=a0=ap p=pi...0p,

o que é absurdo.

Unicidade: Se a, b, p forem ideais com p primo, entdo ab Cp = a C p ou b C p, ou seja
plab = pla ou p|b.

Considere agora
a=p...pr=4q1...9s,

duas fatoracdes de a em ideais primos. Ent3o pi|q; para algum i, digamos ¢; e como q; é

maximal, segue que p; = q;. Como p; # p1p; ' = 0, temos que

pa...pr=402...qs,

e o resultado segue por inducao.

m
Proposicao 6 (Teorema Chinés do Resto). Sejam ai,...,a, ideais num anel o tais que
a; +a; = 0 para i # j. Entdo se a = (), a;, temos que
o/a~Po/a
i=1
Demonstracdo. Ver proposicdo 3.6 do capitulo 1 de [Neukirch (1999). O

Definicao 4. Um ideal fracionério de K é um o-subméddulo finitamente gerado a # 0 de K.

Chamamos os ideais fracionarios contidos em o, ou seja, os ideais de o, de ideais integrais.

Proposicao 7. Os ideais fracionarios, com a operacao de multiplicacio de ideais, formam um

grupo abeliano, o grupo ideal Ji de K. O elemento neutro é (1) = o e o inverso de a é

a'={re€K|zalo}.
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Demonstracdo. Ver proposicdo 3.8 de Neukirch (1999).

O
Corolario 1. Todo ideal fracionario a admite uma dnica representacdo como produto
a=]]»",
P
com v, € Z e v, = 0 para quase todo p.
Demonstracdo. Ver corolério 3.9 do capitulo 1 de Neukirch (1999).
O

Os ideais fraciondrios principais (a) = ao, a € K* formam um subgrupo de Jx que

denotamos Py e definimos o grupo de classes de ideias (ou grupo de classe)
CZK - JK/PK
e temos assim a sequéncia exata

l—0"— K" — Jx — Clg — 1.

2.2.2 Localizacao

Definicdo 5. Seja A um dominio com corpo de fracées K e seja S C A\ {0} um subconjunto
multiplicativo, ou seja, 1 € S e este conjunto é fechado por multiplicacdo. Definimos a

localizacdo de A por S como o conjunto

1 a
AST=3-€K|acAseS

S

que é claramente um subanel de K. O caso mais importante é quando S = A\ p, em que p é
um ideal primo de A. Neste caso denotamos a localizacdo como A, e chamamos de localizacdo

de A emp.
Proposicao 8. Os mapas
g—qSt e Q+—QNA

sdo correspondéncias 1 — 1, mutualmente inversiveis, entre os ideais primos ¢ C A\ S de A

e os ideais primos Q de AS™!
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Demonstracdo. Ver proposicdo 11.1 do capitulo 1 de |[Neukirch (1999).
O

Corolario 2. Se p é um ideal primo de A, entdo A, é anel local, ou seja, possui um tnico

ideal maximal, que é m, = pA,.

Demonstracdo. Ver corolério 11.2 do capitulo 1 de [Neukirch (1999).
O

Perceba que em um anel local A com ideal maximal m, todo elemento de a € A\ m é

unidade pois o ideal (a) ndo estd contido em nenhum ideal maximal, logo (a) = A.

Definicao 6. Um anel de valoracdo discreta é um dominio de ideais principais © com um

tnico ideal maximal p # 0.

O dnico ideal maximal é da forma p = (7) = o, para algum elemento primo 7 € 0. Como
todo elemento fora de p é unidade e © é dominio de fatoracdo Unica, segue que a menos de
elementos associados, 7 é o lnico elemento primo de © e todo elemento de 0 pode ser escrito
de maneira Gnica na forma 7", para algum € € 0* e n > 0 e disso segue que todo elemento

nao nulo a € K do corpo de fracdes de o pode ser escrito de maneira tnica na forma

O expoente n é chamado de valoracdo de a e denotamos por v(a). Perceba que v(a) é

caracterizado pela equacao
(a) = p"®

e assim temos definida uma func3o
v: K" — 7

que estendemos para todo K pela convencdo v(0) = oco. Assim é facil verificar que esta funcdo

satisfaz para todos a,b € K
v(ab) = v(a) +v(b), wv(a-+b)>min{v(a),v(b)}.

Proposicao 9. Se o0 é um dominio de Dedekind e S C o\ {0} é um conjunto multiplicativo,

entdo oS~ também é um dominio de Dedekind.

Demonstracdo. Ver proposicdo 11.4 do capitulo 1 de |Neukirch (1999).
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Proposicao 10. Se 0 é um dominio de Dedekind e p # 0 é um ideal primo, entdo a localizagcdo

op € um anel de valoracao discreta.

Demonstracdo. Ver proposicdo 11.5 do capitulo 1 de |[Neukirch (1999).
O

Para um dominio de Dedekind o, temos para cada ideal primo p # 0, o anel de valorac3o

discreta 0, e a valoragdo correspondente
v, K — Z,

onde K é o corpo de fragoes de 0, que é também o corpo de fracdes de 0,. Agora note que

sex e K*e
_ v
(z) =]T»™
p
é a fatoracao em ideais primos do ideal fracionario principal gerado por x, entao afirmamos

que para cada p, temos que
vy = Uy().
Com efeito, fixado um ideal primo ndo nulo q de 0, como para p # q, temos que po, # 0,

segue que
v % v
LOq = (Hp p) Og=q'0q =mg 7,
p

portanto, vy(x) = vg.

2.2.3 Ramificacao de ideais primos
Proposicdo 11. Seja © um dominio de Dedekind com corpo de fracées K, seja L|K uma
extensdo finita e O o fecho integral de © em L. Entdo
(i) O é integralmente fechado,
(ii) Todo ideal primo ndo nulo P de O é maximal;
(iii) Se L|K for separavel, entdo O é um o-médulo finitamente gerado,

(iv) Se L|K for separdvel, entdo O é noetheriano e junto com (i) e (ii), temos que O é

Dedekind.
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E possivel provar através de outros métodos que o item (iv) é verdade mesmo que L|K n&o
seja separavel mas ndo precisaremos disso ao longo deste trabalho. Para uma demonstracao

desse fato, ver a proposicdo 12.8 do capitulo 1 de Neukirch (1999).

Demonstracdo. (i) Como O é o fecho integral de © em L e L é o corpo de fragdes de O,
entdo O é integralmente fechado. (ii) Agora seja 8 um ideal primo de 0, entdo p =P No
é um ideal primo de © e é ndo nulo, pois se y € P\ {0} e f(X) € o[X] é seu polinémio
minimo, entdo f(0) € Pno\ {0}. Agora seja a € O, entdo

Q"+ a1 ag =0,

com ag, . ..a,_1 € o0 e passando ao quociente médulo B, deduzimos que

p @ =llc

Y

)
~1R®)

logoat € %(@) C % portanto O/ é corpo, ou seja, B é ideal maximal.
(7ii) Supondo que a extensdo L|K é separavel, seja o, ..., a, uma base de L|K contida
em O de discriminante de d = d(ay, ..., ;). Sabemos de 2| que

(03] (7%
O C po— o—
= d—l— + )

e do lado direito temos um o-mdédulo noetheriano pois é finitamente gerado sobre um anel
noetheriano, logo O é também um o-médulo finitamente gerado. Por fim (iv), segue do fato
de O ser um médulo finitamente gerado sobre o anel noetheriano o, logo O é um o-médulo
noetheriano. Se a é um ideal de O, entdo é um o-submédulo, logo é finitamente gerado sobre

o C O, e também sobre O. Sendo assim, @ é anel noetheriano. ]

No que segue, além do dominio de Dedekind © com corpo de fracdes K, vamos considerar
também uma extens3o finita L| K e O, o fecho integral de © em L, que sabemos ser dominio de
Dedekind e claramente L é seu corpo de fracdes. Se p for um ideal primo n3o nulo de o, temos
que pO # O. Com efeito, tome m € p\ p?, logo 1O = pa com p 1 a, logo p+a =o. Escrevendo
l=b+s,comb€eEpesca, temos que s ¢ pe sp C pa= mo. Suponha por absurdo que
pO = O, entao teriamos que sO = spO C 70O, logo s = 7wz, com x € O N K =0, logo
x € p, o que é absurdo.

Escrevemos

PO =P -y
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com cada ‘B; ideal primo de O. Note que os ideais primos ‘3; ocorrendo na fatoracao de pQO

sao precisamente os ideais primos P8 de O que estdo sobre p ou seja, tais que

p="PNo.

O expoente ¢; = e(*Pi|p) é chamado de indice de ramificacdo de 3; sobre p e o grau da
extensao

Ji=TRBilp) = [O/Pi : o/p]
chamamos de grau de inércia de J3; sobre p. Se a extensdo L|K for separavel, entdo os nimeros

ei, fi e o grau n = [L : K] estdo relacionados da seguinte forma:

Teorema 2. Seja L|K extensdo separavel. Entdo temos a identidade fundamental

T

Zeifi =n

i=1

Demonstracdo. Pelo Teorema Chinés dos restos, temos que
T
O/pO ~ P O/P;*
i=1

e tanto O/pO quanto O/B;" i = 1,...,r sdo espacos vetoriais sobre o corpo K = 0/p, entdo

basta mostrar que
dim(O/pO) =n e dim,(O/B;) =e;fi;, i=1,...,r.

dim(O/pO) = n: Como a extensdo L|K é separavel, sabemos que O é um o-mddulo

finitamente gerado, logo dim,(O/pO) < co. Seja Wy, ..., W,, uma k-base de O/pO, entdo
basta provarmos que wy, ..., w,, é uma base de L|K. Suponha por absurdo que esses vetores

sao LD sobre K e logo sobre o, entao existem ay,...,a, € o0 ndo todos nulos tais que
aiwi + - -+ QW = 0.

Considere o ideal a = (ay,...,a,,) de 0 e escolha a € a=!\ a~'p, logo aa Z p, pois caso

contrario existiria um ideal b de o tal que
pb = (a)a = (a) =a"'pb Ca'p,

o que seria absurdo. Sendo assim os elementos aay, ..., aa,, estdo todos em © mas algum

ndo estd em p, logo médulo p teriamos a seguinte relacio de dependéncia linear n3o trivial

aa1.wy + -+ Ay, Wy, = 0, (2.1)
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o que é absurdo.

Agora vamos provar que os w; geram L como K-espaco vetorial. Considere os médulos
M =ow +---+ow, e N=0O/M.

Como O = M + pO, temos que pN = N. Como L|K é separavel, sabemos que O é um
o-moédulo finitamente gerado, logo N também é. Se a4, ..., a, é um conjunto de geradores

de N sobre o, entao
S
@ =) a0,
j=1
com a;; € p. Denote A = (a;,) — I, logo

aq

Qnp

e como A---adj(A) = det(A)--- I, segue que det(A)a; = 0, Vi, logo dN = 0, logo
dO C M = ow; + - - - Owyy,.

Entdo se x € L, escrevemos x = a/ﬁ com a, 8 € O e teremos que

1 5. ¢
%da—%chwz—Zdﬁ

=1

com ¢; € O, logo ¢;/df € K.

dim,(O/B;") =e;f;, i =1,...,r: Considere a cadeia descendente

7 7 i—1 7
O/ 2P/ B 2 - 2P /B 2 (0)
de r-espacos vetoriais. Se mostrarmos que os quocientes sucessivos B¢ /B v =0,..., ¢ —

1, sdo todos k-isomorfos a O/B; como espacos vetoriais, teremos que

ei—1
dim, (O/F7) = D dim,o (P} /B ) = e f;.
v=0
Mostremos agora os isomorfismos. Para cada v € {0,...,e; — 1}, escolha a € PY \ P+,
entao a aplicacao
O — PP ar— aa

é homomorfismo de o-médulos de niicleo 3; e é sobrejetiva pois PV = aO + LY. Logo
temos um isomorfismo

O/PBi — B[P

de 0-mddulos que também é isomorfismo de x-mddulos. O
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Definicdao 7. Seja L|K uma extensdo separavel e seja § € O com polinémio minimo p(X) €
o[X]. Definimos o condutor do anel 0[] como o maior ideal § de O que esta contido em
ol0]. Ou seja,

§={ae€ 0| a0 Colb}.

Como O é um o-médulo finitamente gerado, temos que § # 0.

Proposicao 12. Seja p um ideal primo de © com pO relativamente primo com o condutor §
de 0lf] e seja

p(X) =pi(X)" - pr(X),
a fatoracdo do polinémio p(X) = p(X) mod p em fatores irredutiveis p;(X) = p;(X) mod p

sobre o corpo de residuos o /p com p;(X) € o[X] mébnico. Entdo
B =pO+p; ()0, i=1,...,r

sdo os diferentes ideais primos de O sobre p. O grau de inércia f; de’B3; é o grau do polinémio
pi(X) e
b= PP

Demonstracdo. Ver proposicdo 8.3 do capitulo 1 de [Neukirch (1999).
]

Definicdo 8. Diz-se que o ideal primo p se decompéde totalmente/completamente sobre L

(ou é totalmente/completamente decomponivel) se na decomposicdo
p=Pr P

tivermos v = n = [L : K], logo e; = f; = 1 para todo i = 1,...,r. O ideal p é dito
indecomponivel ou que ndo se decompébe se r = 1, ou seja, se ha um tnico ideal primo de L

sobre p.

Definicao 9. Seja p um ideal primo de 0. Na decomposicdo p = B7* - - - B¢, o ideal primo
B; € dito ndo ramificado sobre 0 ou sobre K se e; = 1 e se a extensio dos corpos de residuos
O/Bi|o/p for separavel. Se ndo, dizemos que € ramificado e dizemos ser totalmente ramificado
se também tivermos f; = 1. Dizemos que o ideal primo p ndo se ramifica em L (ou que é ndo
ramificado em L) se todos os 3; forem ndo ramificados e caso contrario é dito que se ramifica

(ou que é ramificado). A extensdo L|K é dita ndo ramificada se todos os ideais primos p de

K forem n3o ramificados.
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Teorema 3. Se L|K € separavel, entdo existe uma quantidade finita de ideais primos de K

que se ramificam em L.

Demonstracdo. Seja 6 € O um elemento primitivo de L|K, ou seja, tal que L = K (f) e seja
p(X) € 0] X] seu polindmio minimo. Seja
d=d(1,0,....0" ") =[[6: —0;)* €0
i<j

o discrimintante de p(X ). Ent&o todo ideal primo p de K tal que pO é primo com dO e com
o condutor § de 0[f] é n3o ramificado, logo a quantidade de ideais primos que se ramificam é
finita. Com efeito, o discriminante d = d mod p de p é n3o nulo, logo p(X) = p(X) mod p
ndo tem raizes repetidas e portanto, todos seus fatores irredutiveis tem multiplicidade 1, ou
seja e; = 1,Vi. E como para cada 4, denotado =6 mod ;, temos que

0O o

B P

e 0 é separavel. Segue que O/;|0/p é extensio separével. Portanto, p é n3o ramificado. [

(6)

2.2.4 Teoria de ramificacao de Hilbert

Se L|K for Galoisiana, dado a um elemento no anel de inteiros O de L, os conjugados ca
também estdo em O para todo o € G(L|K) e se P é um ideal primo de O sobre p, entdo é
facil ver que o3 também é um ideal primo sobre p para cada ¢ € G(L|K'). Vamos fixar essa

notacao ao longo desta subsecao.

Proposicao 13. O grupo de Galois G = G(L|K) age transitivamente sobre o conjuntos dos

ideais primos 3 de O sobre p.

Demonstracdo. Ver proposicdo 9.1 do capitulo 1 de [Neukirch (1999).
m

Definicao 10. Se B é um ideal primo de O sobre o ideal primo p de K, entdo o subgrupo
Gy =Gy ={0 € G| B =T}
é chamado de grupo de decomposicdo de 33 sobre K. O corpo fixado
Zpp =2y ={x €L | ox=ux, Yo € Gy}

é chamado de corpo de decomposicdo de 3 sobre K.
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Proposicao 14. Denotando G = G(L|K) o grupo de Galois de uma extensdo Galoisiana, o

grupo de decomposicdo Gy de um ideal primo de O sobre K goza das seguintes propriedades

(i) Se o percorre um sistema completo de representantes das classes laterais de G /Gy,
entdo o percorre os diferentes ideais primos de O sobre p, cada um exatamente uma

vez. Em particular, o nimero de ideais primos de O sobre p é (G : Gy),
(i) Gy =1 <= p se decompde totalmente;
(i) Gy = G <= p ndo se decompde;

(iv) Se o € G, entdo Gop = acha_l. Em particular, no caso das extensées abelianas o
grupo de decomposicao Gy é o mesmo para qualquer ideal primo de L sobre p entao

neste caso é comum escrevermos G\, para nos referirmos a Gy.

Demonstracdo. (i) Seja oy, ..., 0, um sistema completo de representantes das classes laterais
a esquerda de GG sobre G'y; e denote W, o conjunto dos ideais primos de L sobre p e considere
a aplicacao

{o1,...,00} — Wy, 0, — /.

Note que esta funcdo € injetiva, pois se 03 = 0;B, entao UZ'O'j_l € Gy, logoi = j. E também
sobrejetiva, pois como a acdo é transitiva, dado ¥’ ideal primo de L sobre p, existe o € G tal
que o =B’ e temos o ~ o; para algum i, logo o, = o = R'.

(i) Gp =1 <= (G : Gy) = |G| = [L : K] <= existem [L : K] ideais de L sobre p <=
p se decompde totalmente.

(i11) G = G <= (G : Gyp) = 1 <= existe um (nico ideal de L sobre p <= p ndo se
decompoe.

(iv) Dados 0,7 € G, temos que 7 € Gop & 7o P =P & 0 1o P =P < o170 €

Gp& 1€ Jqua_l. O

O grupo de decomposicdo também nos permite compreender a ramificacdo de ideais primos
em extensOes separaveis ndo necessariamente galoisianas. Para isso, primeiro relembramos que
se U,V sdo subgrupos de um grupo (G, entao podemos definir uma relacdo de equivaléncia ~

em G definida da seguinte maneira: dados 0,0’ € (G, dizemos que

og~0 < JuelUveV tais que ¢ = uov.
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Note que a classe de equivaléncia de o é
UoV = {uov |u € Uv eV}

e chamamos as classes de equivaléncias de classes laterais duplas médulo U, V' e denotamos

o conjunto quociente por U\G/V.

Proposicdo 15. Seja L|K uma extensdo separdvel arbitraria mergulhada em uma extensdo
galoisiana N|K com grupo de galois G e denote H = G(N|L). Seja p um ideal primo de K
e fixe B um ideal primo de N sobre p. Se o percorre um sistema completo de representantes
das classes laterais duplas H\G /Gy, entdo (o) N L percorre os diferentes ideais primos de

de L sobre p, cada um exatamente uma vez.

Demonstracdo. Denote por P, o conjunto dos ideais primos de L sobre p e considere a funcdo
H\G/Gy — B,, HoGy+— (B)N L

que provaremos se tratar de uma bijecao bem definida. Com efeito, para a boa definicao, se

T = hog, com h € H, g € Gy, entdo
c'hlr=geGy =0 kIR =P=hr"TP=0P= (P)NL=(rP)NL,

onde a Gltima igualdade segue do fato de que h™' € H = G(N|L). Para a sobrejetividade,

dado um ideal primo ¢ de L sobre p, considere um ideal primo B3’ de N sobre q e 0 € G tal
que o3 = ', entdo
(P)NL=P'NL=q.

Agora para a injetividade, se 0,7 € G sdo tais que (o) N L = (7P) N L, entdo o*P e P
sdo ideais primos de N sobre um mesmo ideal primo de L, entdao dh € H tal que ho'P = 7°F,

logo
T VheP=P=>7'ho=9g€ Gy =7=hog ' € HoGy = HrGy = HoGy.
O

Proposicdao 16. Numa extensio galoisiana L|K, com grupo de Galois GG, se considerarmos

a decomposicdo de um ideal primo p de K,

PO =P -
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ocorre o fenémeno de todos esses indices de ramificacdo serem iguais entre si
e =" =¢€ =€.

Assim como todos os respectivos graus de inércia serem iguais entre si

e escrevemos
e
pO = (H a‘B) :
g
onde o percorre um sistema completo de representantes de G /Gy e B é um primo qualquer

acima de p escolhido.

Demonstracdo. Escreva B = *P,. Para cada i, existe 0; € G tal que o = P; e um

isomorfismo o; : O — O, que induz um isomorfismo
O/B — O/oB, amod P +— o,a mod o P

e obtemos que f; = [O/B; : o/p] = [O/B : o/p],i = 1,...,r. Além disso, perceba que
o:(pO) = pO, logo
FpO = 0i(PB°)]0:(pO) = B [pO

e assim, e; = e1,1, Vi O
Proposicao 17. Seja P, =P N Zy o ideal primo de Zy abaixo de P. Entdo temos que
(i) Bz ndo se decompde em L, ou seja, *PB € o dnico ideal primo de L sobre Bz,
(i) e(BIBz) = e(Blp) e f(BIBz) = f(Flp),
(iii) e(Bzlp) = f(PBzlp) = 1.

Demonstracdo. Ver proposicdo 9.3 do capitulo 1 de |[Neukirch (1999).
O

Agora perceba que para cada 0 € Gy, temos que 0O = O e o’ = ‘B, logo temos um

automorfismo induzido
0 : Gy — Gy, amod P +—— ca mod *B.

Denotando k() = O/B e k(p) = 0/p, temos a seguinte proposicdo.
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Proposicao 18. A extensdo x(*B)|x(p) é normal e o homomorfismo
Gy — G(P)Ir(p), o

é sobrejetivo. Além disso, se ‘P é ndo ramificado e a extensdo de corpos de residuos k(*B)|x(p)

é separavel, entdo se trata de um isomorfismo.

Demonstracdo. Ver as proposicdes 9.4 e 9.6 do capitulo 1 de |[Neukirch (1999).

Definicao 11. O nicleo Iy, = Iy € Gy, do homomorfismo

Gy — G(r(B)|x(p))
é chamado de grupo de inércia de 3 sobre K. O corpo fixado
Typ =Ty = {v € Ljox = z,Vo € Iy}
é chamado de corpo de inércia de Y3 sobre K.

Temos a torre de corpos

KCZyCTyCL

e a sequéncia exata

1 — Iy — Gy — G((P)|x(p)) — L

Proposicao 19. Zy é a maior subextensdo de L|K em que p se decompée totalmente, ou
equivalentemente, Zy é a maior subextensdo de L|K em que o indice de ramificacdo e o grau

de inércia de p sdo ambos iguais a 1.

Demonstracdo. Sabemos que e¢(Bz|p) = e(*Pz|p) = 1, logo p se decompde totalmente em
Zss. Agora suponha que tenhamos uma subextensdo K'|K de L|K em que p se decompde
totalmente e denote p’ = PN K, logo temos Gy = Gopp NG (L|K') € Ig)y = Iypy NG(L|K")

e temos o seguinte diagrama de corpos

L —— Ty K

Ty Zalp K.

Z‘B\p’
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Como p se decompde totalmente em K’ e a extensdo K'| K é separavel, entdo da identidade
fundamental segue que ey, = fy, = 1 e assim temos que ey = ep € fypp = fpp- Da

identidade fundamental também é facil ver que

(L Tyl = e(BIp), [Ty : Zyw] = FOBIY),

e analogamente,
(L= Tgp] = e(Blp), [T = Zopy] = f(Blp).
Portanto,
(L Tyw] = (L= Toypl, [Tt Zopr] = [Toppp + Zope]
Da identidade do lado esquerdo segue que Ty, = i) € assim da identidade do lado direito

juntamente com o fato de que Zy, € Zsyp), concluimos que Zsy), = Zg). Concluimos que

Gy NG(LIK') = Gy = Gyyp = G € G(LIK') = K' C Zyy,.

2.3 TEORIA DE MINKOWSKI

Dado um corpo de nimeros K com [K : Q] = n, na Teoria de Minkowski, se mergulha
K num espaco vetorial real de dimensdo n. Seguimos a abordagem de Neukirch (1999) de
fazer esse mergulho no que chamamos de espaco de Minkowski, onde esta definido um produto
interno, e assim, uma medida de Haar e uma nocdo de volume e buscamos utilizar essas nocoes
geométricas e suas propriedades para deduzir propriedas algébricas do corpo de niimeros, como
por exemplo, a estrutura do grupo de unidades o}.. Existem outras abordagens equivalentes um
pouco menos abstratas, como a feita por |Stewart e Tall (2016), de mergulhar K diretamente
em

L™ =R x C°

onde r é a quantidade de mergulhos reais de K e s é o a quantidade de merulhos complexos

nao reais de K, e utilizar as propriedades geométricas da medida de Lebesgue em IL"%.
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2.3.1 Reticulados, espaco de Minkowski e o Teorema de Minkowski

Definicao 12. Seja V' um espaco vetorial de dimensao n sobre R. Um reticulado em V' é um
subgrupo da forma

I'=2v, + -+ Zvy,

em que os vetores vy, ..., U, sdo linearmente independentes sobre R (em particular m < n).
Note que I' é um grupo abeliano livre de rank m. A m-upla (vy, ..., v,,) é chamada de uma
base e o conjunto

@z{xlvl+~--+xmvm]wiER,O§x1<1}

é um dominio fundamental do reticulado. O reticulado é dito completo se m = n.
Proposicao 20. Um subgrupoI' C V' é um reticulado se e somente se é discreto.

Demonstracdo. Ver proposicdo 4.2 do capitulo 1 de [Neukirch (1999).
[

Proposicao 21. Um reticulado I' em V' é completo se e somente se existe um subconjunto

limitado M C V' tal que a colecdo das translacées M + ~,~v € I' cobre todo o espaco V.

Demonstracdo. Ver lema 4.3 do capitulo 1 de |[Neukirch (1999).
[

Seja V' um espaco vetorial euclidiano, ou seja, um R-espaco vetorial de dimens3o finita n
munido de um produto interno ( , ). Entdo esse produto interno induz uma medida de Haar
e temos assim a nocdo de volume em V' de tal forma que um cubo gerado por uma base
ortonormal eq,...,e, tem volume 1 e de forma mais geral, um paralelepipedo gerado por n

vetores linearmente independentes vy, ..., v,

S ={ryv+- - zv, |z, €R, 0 < x; <1}

tem volume vol(®) = |detA| onde A é uma matriz de mudanca de base de vy,...v, para
e1,...,en. Escrevendo v; = >, a;xer, segue que
((vi,v5)) = (Z az‘k%l<€k,€z>) = (Z @z‘k%k> = AA!
el k

e portanto, temos o invariante

vol(®) = |det({vi, v;))|/>.
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Definicao 13. Se I' é um reticulado gerado pelos vetores vy, . . ., v, de dominio fundamental

® definimos o volume de I' como o volume de um dominio fundamental
vol(I") = vol (D)

e este valor independe da escolha da base pois se tomarmos uma outra base, a matriz mudanca

de base tem entradas inteiras e portanto possui determinante +1.
Definicao 14. Dizemso que um subconjunto X de V' é

(i) centralmente simétrico seVx € V,x € X = —xv € X,

(ii) convexo seVx,y € X, temos que {ty+ (1 —t)z |0 <t <1} C X.

Proposicao 22 (Minkowski). Seja I' um reticulado completo num espaco vetorial euclidiano

V' e seja X um subconjunto de V' centralmente simétrico e convexo. Suponha que
vol(X) > 2"vol(T).
Entdo X contém pelo menos um ponto do reticulado v € T'.

Demonstracdo. Afirmamos que existem dois pontos distintos do reticulado 7y, 7, € T tais que

(;X +7)N (;X +72) # 0.

Com efeito, suponha por absurdo que todos os conjuntos da forma %X + v, com vy €I
sejam dois a dois disjuntos, entdo o mesmo vale para ® N (%X +7), onde ® é um dominio
fundamental de I'. Sendo assim, teriamos que

vol(®) > 3" vol(® N (;X 7)) = S wol((® )1 X) = vol(2x) = Zvol(X)

n
yerl’ ~er 2 2

0 que é um absurdo.

Sendo assim, escolha 1,7, € T tais que

1 1
(§X +7)N (§X +72) # 0,

entao

1 1
5951 +7 = 51’2‘1‘72, 1,2 € X

e obtemos

1 1
7:71_72:§$2—§$16Xﬁr\{0}.
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Vamos considerar o mapa candnico
j:K—>K@::HC, a— ja = (Ta),,
que resulta dos n mergulhos complexos 7 : K — C. Agora vamos focar no R-espaco vetorial
Jr
Kg = [HC} ={(2:)r € K¢ | zz =%},
que chamamos espaco de Minkowski e note que j(K) C Kg. Vamos denotar
Pry---pr i K — R

os mergulhos reais e

0'1751,"',0'37651K > C

os mergulhos complexos. Logo n = r+2s. Escolhemos para cada par de mergulhos complexos
conjugados um dos mergulhos, fazemos o percorrer esses mergulhos escolhidos e fazemos p

percorrer os mergulhos reais, entdo podemos perceber que
Kp = {(z)T e[[C |z € R,zazzg}.
Proposicao 23. Temos o seguinte isomorfismo
fiKr — HR:RT”S
dado por (z;) — (x,), onde
T, =2, To = Re(2,), v = Im(z,).

Este isomorfismo transforma o produto interno canénico ( , ) de de Ky no seguinte produto

interno
<CL’, y) = Z OrTrYr
T
onde o, =1 seT éreal e a, =2 se T é complexo. Ou seja

<f($'), f(y)>euclidiano = Z QArTrYr.

Demonstracdo. Ver proposicdo 5.1 do capitulo 1 de [Neukirch (1999).
]

E facil ver que o produto interno definido acima transfere a medida candnica de Ky para

R"*2% de tal forma que

UOlcan(mico<X) = 23@0[Lebesgue<f(X))'
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Proposicao 24. Se a # 0 é um ideal de ok, entdo I = ja é um reticulado completo em Kp.

Seu dominio fundamental tem volume
vol(T) = y/|dk|(0K : a).

Demonstracdo. Ver proposicdo 5.2 do capitulo 1 de [Neukirch (1999).
O

Proposicao 25. Seja a # 0 um ideal integral de K e sejam ¢, > 0 constantes reais positivas

para cada T € Hom(K,C) tais que ¢, = ¢z e

2

e > () dxcl (0xc : ).

T

Entio existe a € a,a # 0 tal que
|Tal < ¢, VT € Hom(K,C).

Demonstracdo. Ver teorema 5.3 do capitulo 1 de Neukirch (1999).
O

O grupo multiplicativo K¢ admite o homomorfismo N : K¢ — C* dado pelo produto
das coordenadas e em [[, R podemos definir a aplicacdo T'r : []. R — R dada pela soma das

coordenadas. A aplicagdo [ : C* — R, z — log|z| induz um homomorfismo sobrejetivo

l: KR — HR
Obtemos o diagrama comutativo
« J * l
K K¢ [I,R
NLlQl lN JTT ,
@* C* l R

que induz o seguinte diagrama comutativo

K* — Ki — [ILB)*

I

Q* R —t R
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onde o R-espaco vetorial [[], R]"™ é obtido da seguinte forma. Separe como anteriormente os
mergulhos 7 : K — C entre os mergulhos reais p1, ..., p. € os pares de mergulhos complexos

conjugados 01,G1,...,0,,0, €ntdo

7| — IR * IR <&

onde [R x R]t = {(z,z) | x € R} e identificamos este conjunto com R através do mapa

(x,x) — 2x. Desta forma obtemos um ismorfismo
+
[H R‘| ~ Rr+s
-
e assim temos o homomorfismo
l: Kg — R"*$

dado por
2)'

l(z) = (log|zy,|, ..., log|z,.|, log|zs, ]2, . loglz,,

Agora definimos os grupos

S={ye Kg|N(y) ==+1},

H= {me [Hmr | Tr(z) :0}.

T

Temos ent3o os homomorfismos
j !
o) 2+ S H

e sua composicao A :=1[oj: 0% — H, cuja imagem serd denotada por I'.
posIC J K J g p

2.3.2 Nudamero de Classe

Como aplicacdo da teoria de Minkowski vamos provar a finitude do nimero de classe hg

de um corpo de nimeros K.

Definicao 15. Considere um corpo de niimeros K. Dado um ideal ndo nulo a de oy, definimos

sua norma absoluta como
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e sabemos que este indice é finito pela proposicado . No caso de um ideal principal («)

de ok, tomando wy, ..., w, uma Z-base de ok, entdo aw,...aw, é uma Z-base de («).
Escrevendo
n
Ozwi:Zaijwj, ]:1,...,7’L,
j=1

pelo que vimos ao final do capitulo sobre nimeros algébricos, sabemos que |det(A)| = (ok :

(a)) e por definicdo de norma de um elemento, temos que |det(A)| = Ng|g(a), portanto

N((a)) = [Nxje(@)],
ou seja, a norma absoluta generaliza para ideais a nocao de norma de um elemento.

Proposicao 26. Se a = pi* ---pY € a fatoracdo prima de um ideal ndo nulo a # 0, entdo
temos que

N(a) = N(p,)" -+ N(p,)"

Demonstracdo. Ver proposicdo 6.1 do capitulo 1 de [Neukirch (1999).
O

Dessa proposicao segue a multiplicatividade da norma absoluta, ou seja, se a e b sdo dois
ideais n3o nulos de 0y, ent3o

N(ab) = I(a)M(b).
Além disso, a norma absoluta pode ser estendida naturalmente para um homomorfismo
N:Jg — RL
definido nos ideais fracionarios a = [[, p**, v, € Z.

Lema 3. Para cada ideal ndo nulo a de ok existe um elemento ndo nulo a € a tal que

Vol < (2) Videlna),

Demonstracdo. Ver lema 6.2 do capitulo 1 de |[Neukirch (1999).

Teorema 4. O grupo de classes de ideais Cly = J [Pk € finito. Sua ordem
hK = (JK . PK)

é chamada de nimero de classe de K .
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Demonstracdo. Se p é um ideal primo n&do nulo de o € p NZ = pZ, entdo ok /p é uma
extens3o finita do corpo Z/pZ e denotando o grau dessa extensdo por f, temos que

|z

Ok
= oz

p

Dado um ndmero primo p € Z, existe uma quantidade finita de primos p de ok sobre p,

N(p) = =p’.

logo existe uma quantidade finita de ideais primos de 0 cuja norma é limitada por uma cota
superior fixada. Como todo ideal admite uma decomposicdo a = pi* - - - por, com v; > 0, entdo
dada uma cota superior M > 0, existe uma quantidade finita de ideais a de o) satisfazendo
MN(a) < M.

Para concluirmos a finitude do niimero de classe, basta provarmos que dada uma classe

de ideal [a] € Clk, ela contém um ideal integral a; satisfazendo

N(ay) < M = (i)\/m

Com efeito, escolha um representante a arbitrario da classe e um elemento v € ok \ {0} tal
que b = ya~! C og. Entio pelo lema anterior, existe um elemento n3o nulo o € b tal que
|Nkig(a)] < M9(b), entdo tomando a; = ab™! = ay'a € [a] e a; é um ideal integral de
tal forma que

N(ar) = N((a)b™") = [Nijo(a)|-9(b) " < M.

2.3.3 Teorema das unidades de Dirichlet
Agora vamos utilizar a teoria de Minkowski para caracterizar o grupo de unidades o}, do
anel de inteiros de um corpo de niimeros K.
Lema 4. Denote ;i(K) o grupo das raizes da unidade de K. Entdo a sequéncia
1 — u(K) — 0 25T — 0
é exata.

Demonstracdo. Ver proposicdo 7.1 do capitulo 1 de [Neukirch (1999).
]

Lema 5. A menos de multiplicacdo por unidades, existe uma quantidade finita de elementos

« € og com uma norma dada fixada Nkg(a) = a.
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Demonstracdo. Ver lema 7.2 do capitulo 1 de |[Neukirch (1999).
[l

Proposicao 27. O grupo I' é um reticulado completo no espaco vetorial H de dimensdo

r 4+ s — 1 e portanto é isomorfo a 7571

Demonstracdo. Vamos primeiro provar que I' = A\(07;) é um reticulado em H, ou seja, um
subgrupo discreto de H. Sabemos que a aplicacdo A : 0}, — H ¢é obtida restringindo a
aplicacao
K2 J[C = IR
T T
entdo basta mostrarmos que para cada ¢ > 0, o conjunto X, = {(z,) € [I,R |z,| < ¢}

contém uma quantidade finita de pontos de I' = [(jo},). Note que

I7Y(X,) = {(ZT) e[[C e <z < ec}

é um subconjunto limitado de [, C, logo #(I7'(X.) N jo}) < oo pois jox é reticulado em
I C]*. Portanto, #(X.NT) < #(I71(X.) Njok) < .
Agora provaremos que I' é reticulado completo em H. Para isso, primeiramente considere

constantes reais positivas ¢, para cada 7 € Hom(K, C) satisfazendo ¢, = ¢7

2 S
C:H@><> x|
- ™

X ={(2) € Kg | 2| <}
Dado y = (y,) € S, temos que
Xy={(zr) € Kg | |z| <}

onde ¢, = ¢|y;| e ¢, = ¢z Note que [[, . = II, ¢, [1,]y-| = C, portanto, por [25] existe
a € og \ {0} tal que ja = (ra) € Xy. Agora tome ay,...,an € ok \ {0} tais que todo
a € og com 0 < ]NK‘Q\ < (' é elemento associado a algum «;. Defina o conjunto
N
T=5SnJXGo) ™"
i=1

Afirmamos que

(i) T é conjunto limitado em S e existe § > 0 tal que ||z|| > 6,Vz € T}
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(i) S =U.cos, Te.

(¢) T é limitado pois é unido finita de subconjuntos limitados de S ja que X é limitado e como
[1/]z-] = 1,¥(x;) € T, ndo existem pontos de X arbitrariamente préximos da origem. Para
provarmos (ii), tome y € S, entdo pelo que expusemos, sabemos que existe a € ok \ {0} tal

que ja € Xy~ !, ou seja, ja = xy~! par algum = € X. Sendo assim,
[Nkja(a)] = [N(zy™h)| = [N(z)| < l:[cr =C.
Portanto, «; = ca para certo i {1,..., N} e € € 0};. Disto, segue que
Y= mja_l = xjozi_lja

Como y, je € S, entdo zjo; ' € SN Xja; ' C T, portanto y € Tje.
Provado isso, temos que

H=1(5)= |J(M +7)

verl’

onde M = [(T') é subconjunto limitado de H e concluimos que I" é reticulado completo em

H por[21]
O

Teorema 5 (Teorema das unidades de Dirichlet). O grupo de unidades o}, é produto direto

do grupo finito ciclico ;/(K) e um grupo abeliano livre de rank r + s — 1.
Demonstracdo. Pelo lema |4 temos a sequéncia exata
1 — u(K) — o, 25T — 0

e pela proposicdo anterior I' é um grupo abeliano livre de rank t =7+ s — 1. Seja vy, ..., v
uma Z-base de I', €q,...,e; € 0} pré-imagens dos v; e A C 0}, o subgrupo gerado pelos
e;. Entdo A é mapeado isomorficamente em I por \, ou seja, pu(K) N A = {1} e portanto

o5 X A. O
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3 CORPOS COM VALOR ABSOLUTO

O matematico alem3o Kurt Hensel (1861-1941) percebeu a analogia entre Z, juntamente
com seu corpo de fracdes Q e o anel de polindmios C[X | juntamente com seu corpo de fracdes
C(X). Nos inteiros, temos a fatoracdo (inica em fatores irredutiveis p (nimeros primos) e para
polindmios temos a fatoracao (nica em fatores irredutiveis X — a mas no caso dos polin6mios
temos a propriedade adicional que dado f(X) € C(X) e a € C, podemos fazer a expansdo
de Laurent de f(X)

f(X)= > a(X —a)

i>ng

para algum ng € Z. Esse tipo de expansdo nos permite compreender o comportamento local
de f(X) em X = «. Ent3o a ideia seria encontrar também uma forma de poder representar
qualquer nimero racional como uma série de poténcias p-ésimas. A primeira condicao para
isso seria utilizarmos em Q um valor absoluto apropriado, pois o valor absoluto usual falharia
para isso. Para mais detalhes sobre a motivacdo da definicao dos niimeros p-adicos e para
conhecer alguns resultados que n3o serdao abordados neste trabalho, uma boa leitura inicial é

Gouvea (2003).

3.1 VALOR ABSOLUTO E COMPLETAMENTO

Definicao 16. Um valor absoluto em um corpo K é uma funcio

||: K — R
satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) || >0, e|lz]| =0<= x=0;
(i) [zy] = [a]ly];
(iii) |z +y| < |z| +[yl.
E vamos sempre supor que | | ndo é o trivial, ou seja, ndo é tal que |z| = 1,Vz # 0.

Definimos a distancia entre 2 pontos x,y € K por

d(z,y) = |z —y|.

Isso torna K um espaco métrico e portanto um espaco topolégico.
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Definicao 17. Dois valores absolutos em K sdo equivalentes se induzem a mesma topologia

em K.

Proposicdo 28. Sejam | |, e| |2 valores absolutos num corpo K . Sdo equivalentes as seguintes

afirmacoes:
(i) | |1 e| |2 sdo valores absolutos equivalentes;
(ii) Para cada x € K, temos que |z|; <1 < |z|s < 1;
(iii) Existe um ndmero real s > 0 tal que

"Tyl = ’(’E‘g, V€ K.

Demonstracdo. Ver proposicdo 3.3 do capitulo 2 de [Neukirch (1999).
O

Proposicao 29 (Teorema de Aproximacdo). Sejam | |1,...,| |, valores absolutos num corpo
K dois a dois ndo equivalentes e sejam ay,...,a, € K. Entdo para cada ¢ > 0, existe um
x € K tal que

v —a;|; <e, parai=1,... n.

Demonstracdo. Ver proposicdo 3.4 do capitulo 2 de [Neukirch (1999).
[

Definicao 18. Seja (K, | |) um corpo com valor absoluto. O valor absoluto é chamado néo
arquimediano se a imagem do homomorfismo canénico Z. —» K é limitada. Caso contrario,

é chamado de arquimediano.

Proposicao 30. Um valor absoluto | | num corpo K é ndo arquimediano se, se somente se

vale a desigualdade triangular forte, ou seja,
|z +y| < mazx {[z],[y[}, Vo,y € K.

Demonstracdo. Ver a proposicdo 3.6 do capitulo 1 de Neukirch (1999).
]

Proposicao 31. Seja K um corpo com valor absoluto ndo arquimediano |

x| # [y

, Sex,ye K e

, entao

[z +y| = maz {|x|, [y]}
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Demonstracdo. Ver proposicdo 2.2.3 de Gouveal (2003).

Definicao 19. Uma valoracdo exponencial num corpo K é uma fungio
v: K — RU{oo}
satisfazendo
(i) v(z) =00 <=2 =0;
(i) v(zy) = v(z) + v(y);
(i) v(x 4+ y) > min{v(z),v(y)}.

Desconsideramos o caso trivial em que v (K) = {0, 00}. E facil ver que se ¢ é um niimero
real fixado e maior que 1, entao

o] = ¢

define um valor absoluto em K nao arquimediano. Reciprocamente se tivermos um valor

absoluto n3o arquimediano definido em K e ¢ € um ndmero real fixado maior que 1, entdo
v(z) = —log,|x|

define uma valoracao exponencial em K. Dizemos que duas valoracées exponenciais vy, vy s30

equivalentes, se v; = svy para algum s > 0.

Proposicao 32. Se K é um corpo com valor absoluto | | ndo arquimediano e v é uma

valoracdo exponencial associada a este valor absoluto, entdo o subconjunto
o={reK:v(x)>0}={re K:|z| <1}

é um anel local, chamado anel de valoracdo. Seu grupo de unidades é
of={reK:v(r)=0}={re K:|z|=1}

e o Unico ideal maximal
p={reK:vx)>0}={re K:|z|]<1}.

Tais conjuntos sdo invariantes se trocarmos | | por um valor absoluto equivalente ou trocarmos

v por uma valoracdo exponencial equivalente.
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Demonstracdo. Ver proposicdo 3.8 do capitulo 2 de [Neukirch (1999).
]

Uma valoracao exponencial é dita discreta se admite um menor valor positivo s. Neste
caso temos que

v(K™*) = sZ.

E dita normalizada se s = 1. Note que podemos sempre passar de uma valoracao discreta para

uma normalizada dividindo por s sem mudar os invariantes 0, 0o*, p. Feito isso, um elemento
m € otal que v(m) =1

é dito primo e é facil perceber que todo elemento x € K* admite uma Unica representacao

com m € Z e u € 0* e neste caso, claramente m = v(z).

Proposicao 33. Se v é uma valoracdo exponencial discreta em K, entio
o={re K :v(z) >0}
é um dominio de ideais principais. Se v é normalizada, ent3o os ideais ndo nulos de o sdo
p"=n"o={r e K:v(x)>n}, n>0,
onde ™ é um elemento primo. Ademais, temos o seguinte isomorfismo de o-médulos:
p"/p" = ofp.

Demonstracdo. Ver proposicdo 3.9 do capitulo 2 de [Neukirch (1999).
]

Proposicao 34. Num corpo K de valoracdo discreta valem também as seguintes propriedades:

(i) A cadeia
0oDp2p*Op° D

formada pelos ideais de © formam uma base de vizinhancas abertas de 0 € K;
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(ii) Definimos U (W) = 1 + p", o n-ésimo grupo das unidades superiores e em especial

chamamos UV de grupo das unidades principais. A cadeia descendente
ot = U© D UM D U® D
forma uma base de vizinhancas abertas de 1 € K*;
(iii) Paran > 1, temos isomorfismos candnicos o* /U™ ~ (o/p™)* e UM /U +1) ~ o /p.

Demonstracdo. Ver proposicdo 3.10 do capitulo 2 de |[Neukirch (1999).
O

Definicdo 20. Um corpo com valor absoluto (K, | |) é completo se toda sequéncia de Cauchy

em K é convergente em K.

Definicao 21. Sejam (K, | |), (K, | |.) corpos com valores absolutos tais que K C K e | |,

é extensdo de | | e K é denso em K. Neste caso dizemos que (K| |.) é um completamento

de (K, |).

Lema 6. Se (K,| |1) e (K,| |2) sdo completamentos de (K|

), entdo existe um K -
isomorfismo

0: K — K tal que |a|; = |oaly,Va € K.

Demonstracdo. Ver capitulo 3.2 de Gouvea| (2003).
[

Seja (K, | |) um corpo com valor absoluto. Denotamos por C o conjunto das sequéncias
de Cauchy de elementos de K. E facil verificar que C é um anel comutativo com unidade.

Definimos o subconjunto /' C C como

N = {(x,) sequénciaem K : x, — 0},
que é claramente um ideal do anel C.
Lema 7. N é um ideal maximal de C e definimos o corpo K = C/N.

Demonstracdo. Ver capitulo 3.2 de Gouvea| (2003).
[

Note que temos o mergulho K < K, que leva 2 € K na classe de equivaléncia da

sequéncia constante (z). Portanto, daqui em diante estaremos fazendo a identificacdo K C K.
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Definicdo 22. Sejaz € K e () uma sequéncia de Cauchy representando x. Definimos

|z| = lim |z,|.
T—00

Note que ||z,| — |zm|| < |20 — |, entdo (|z,|) é sequéncia de Cauchy em R, logo
converge para um certo nimero real que denotaremos por |z|. Se (y,) é outra sequéncia de

Cauchy representando x, note que

2] = lynll < 20 — 2y — 0, pois (z5) = (ya) €N

Portanto, |y,| — |z|. Sendo assim, a definicdo é consistente. Perceba também que isso

define uma funcdo em K que quando restrita a K é o valor absoluto.
Proposicio 35. A funcio | | : K — R que acabamos de definir é um valor absoluto em K .

Demonstracdo. Ver capitulo 3.2 de Gouvea| (2003).

Proposicdo 36. K é denso em K.

Demonstracdo. Ver capitulo 3.2 de Gouvea| (2003).
[

Concluimos entdo que (K| |) é um completamento de (K| |). Note que se o valor
absoluto do corpo inicial é (n3o) arquimediano, entdo o completamento também é.

Seja K um corpo com valor absoluto ndo arquimediano, com valoracdo v( ) = —log,| |
associada e K seu completamento. Entdo 0( ) = log,| | € uma valoragdo associada ao valor
absoluto de K que estende v. Se a € K*, tome uma sequéncia (a,) em K convergindo para

a, logo dng € N tal que se n > ny, entdo 0(a,, — a) > v(a), entdo
v(a,) = 9(a, —a+a) =min{d(a, — a),0(a)} = 0(a),

logo

8(a) = Jim v(ay) = v(an,)

e assim v(K*) = 0(K™*). Portanto, se v for discreta entdo 9 também é discreta e se v for

discreta e normalizada ent3o © é discreta e normalizada.
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Proposicao 37. Se o C K e © C K sdo os aneis de valoracdo de v e 0, respectivamente, e

p, P sdo seus respetivos ideais maximais, entdo

e se v for discreta entdo

Demonstracdo. Ver a proposicdo 4.3 do capitulo 2 de Neukirch (1999).
]

Proposicao 38. Seja R C o um sistema completo de representantes para k = o/p tal que

0 € R e sejam™ € o um elemento primo. Entdo vale

(i) Se u € O, existem dnicos ag, ay,- -+ € R tais que para cadan € N,
uw=ag+ am A+ - 4 ap ™ mod P
ademais, se u € 0", temos que ay # 0,

(ii) Se x € K*, entdo x admite uma Unica representacdo como série de poténcias conver-
gente

r=71"(ag + a1m + agwt + -+ -)

coma; € Ryag #0,m € Z.

Demonstracdo. Ver proposicdo 4.4 do capitulo 2 de [Neukirch (1999).
O

Seja K um corpo completo com respeito a uma valoracdo discreta, seja o seu anel de

valoracdo e p seu ideal maximal. Para cada n > 1, temos os homomorfismos candnicos

o— o/p"

o/p <1 ofp? £ ofp® -

Isso nos d& um homomorfismo

0 — ljim o/p"
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de © no limite projetivo

i ofs" = { (o) € T /o™ - tonen) = < [T o

n=1
Considerando cada o/p™ com a topologia discreta, temos que [[°°, o/p™ é um anel topo-
P n=1

l6gico e portanto o limite projetivo também é.
Proposicao 39. O homomorfismo canénico

0 — ljim o/p"
é um isomorfismo e também um homeomorfismo.

Demonstracdo. Ver proposicdo 4.5 do capitulo 2 de [Neukirch (1999).

Proposicao 40. 1'£n o/p" é um subconjunto fechado de T[22, o/p™.

Demonstracdo. Ver o paragrafo 2 do capitulo 2 de [Neukirch (1999).
O

Definicao 23. Um corpo com valor absoluto K é dito corpo local se é completo, a valoracdo

é discreta e seu corpo de residuos é um conjunto finito.

Definicao 24. Um espaco topoldgico Hausdorff X é dito localmente compacto se cada ponto

x € X possui uma vizinhanca compacta.

Proposicao 41. Todo corpo local K é localmente compacto e seu anel de valoracdo o é

compacto.

Demonstracdo. Ver proposicdo 5.1 do capitulo 2 de [Neukirch (1999).
O

Definicao 25. Seja K um corpo completo com respeito a um valor absoluto ndo arquimediano
| | e 0 0 anel de valoracdo correspondente com ideal maximal p e corpo de residuos k = o/p.
Um polinémio

f(X)=ap+au X+ - +a,X" € o[X]

é dito primitivo se f(X) # 0 mod p, ou seja, se

|| = maz {lao|, . .., |an|} = 1.
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Teorema 6 (Lema de Hensel). Se um polinémio primitivo f(X) € o[X| admite uma fatoracdo
médulo p dada por
F(X) =g(X)M(X) mod p,

com g, h € k[X] relativamente primos, entdo f(X) admite fatoracdo

com g, h € 0| X] e grau(g) = grau(g) e

g(X) =g(X) mod p e h(X) = h(X) mod p.

Demonstracdo. Seja d = grau(f), m = grau(g), logo d—m > grau(h). Sejam go, hy € 0[X]
tais que go = g mod p, ho = h mod p e grau(go) = m, grau(hy) < d —m. Como g e h so
primos entre si, existem polindmios a(X), b(X) € o[X] tais que agy + bho = 1 mod p. Entre

os coeficientes de f — goho € ago + bho — 1 € p[X], escolha um de maior valor absoluto e

denote 7.
Para cada n € N, vamos construir polindmios py,...,p,-1 € o[X]| de grau < m e
polinémios ¢q1, ..., ¢,_1 € 0[X] de grau < d — m tais que se definimos
Gn1=go+ DT+ + Puam
hno1 =ho+qm--+ goam" ",
entao

f = gn_1hp_1 mod ©".

Fazendo n — o0, temos que

g=go+mm+pr’+--- €0[X],

h=hy+qr+q@r?+--- € o[X],
e f = gh.

Primeiramente note que para o caso n = 1, ja temos resolvido pela escolha de 7 e suponha

que ja construimos todos os polindmios envolvidos satisfazendo as propriedades necessarias
para um certo n > 1. Queremos encontrar p,,, g, € O[X] tais que se

In = Gn—1 +pn7rn7 hn = hnfl + Qnﬂ-ny

entao

f = guhy = 0 mod 7",
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€ como

= (gn1 +2am) (Pt + @) = f = Gn1hn—1 — Gu1GuT™" — By 1DnT" — Dp@um",

segue que

f - gn—lhn—l = (gn—IQn + hn—lpn)ﬂ-n mod 7Tn+1-

Denotando f, = 7 "(f — gn_1hn_1) € 0[X], precisamos entdo encontrar polindmios p,, ¢,

de graus < m e < d — m, respectivamente, tais que

fn = Gn-1Gn + hn—1Dn = G0gn + hopn mod 7.

Vamos agora construir tais polinémios. Como gy = g mod p e grau(gy) = grau(g) o coefi-
ciente lider de gy € uma unidade em o, logo podemos efetuar a divisao euclidiana por gy, em

particular, podemos escrever
b(X) fu(X) = ¢(X)go(X) + pn(X),

com grau(p,) < grau(go) = m. Denote r(z) = p,(X) e defina ¢,(X) como o polindmio
obtido a partir de af, + hoq omitindo os coeficientes divisiveis por 7. Lembrando que o valor
absoluto de 7 € maior ou igual que o valor absoluto de cada um dos coeficientes de agy+bhg—1,
logo

9oGn + hopn = go(afn + hogq) + hopn = (ago + bho) fn = fn mod 7.
Por fim, note também que grau(q,) < d — m, pois caso contrério, grau(gog,) > d e este
polindmio tem coeficiente lider ndo divisivel por m e grau(hop,) < (d — m) +m = d mas

grau(f,) < d e teriamos uma contradicdo com a equivaléncia que acabamos de demonstrar.

]

Corolario 3. Seja K um corpo completo com respeito a um valor absoluto ndo arquimediano
| . Se f(X) =a0o+ a1 X + -+ a, X" € K[X] é um polinémio irredutivel com aya,, # 0,
entao

| = maz {| ao, [an]}.

Em particular, se a,, =1 e ag € 0, entdo f € o[X].

Demonstracdo. Ver corolario 4.7 do capitulo 2 de |Neukirch (1999).
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Proposicao 42. Seja K um corpo completo com respeito a um valor absoluto | | e L|K
extensdo algébrica. Entdo | | pode ser estendido de uma dnica maneira para L. Ademais, se a

extensdo tem grau finito, [L : K| = n, entdo L é completo e vale
|O[| = 4 |NL\K(04>|’ VOé - L

Demonstracdo. Ver teorema 4.8 do capitulo 2 de Neukirch (1999).
O

Corolario 4. Se L|K é uma extens3o finita de corpos com valor absoluto entdo o anel de

valoracdo O de L é o fecho integral de o (anel de valoracdo de K) em L.

Demonstracdo. Denote | | o valor absoluto de K e n = [L : K|. Dado a € L, como
ol = {/INLik(a)], Va e L,

segue que

O:{&EL|NL‘K(04)€O}.

Se x € L é integral sobre 0, pelo que estudamos na secdo de extensdes integrais do capitulo

, sabemos que Nk (z) € 0. Agora se x € O, considere
f(X) =X+ ag 1 X"+ + a9 € K[X],
o polindmio minimo de z sobre K, logo Nk (z) = faj’ € 0 e |ag| < 1. Portanto f(X) €

o[ X] pelo corolério [3} ou seja, x é integral sobre o.

3.2 p-ADICOS

Definicao 26. Fixado um ndmero primo p € 7, a valoracdo p-adica é a funcdo
vy 1 Z — RU{o0}
definida por: v,(0) = oo e se n # 0, considere sua fatoragdo em poténcia de primos
n==+pi---p.

Se p ndo aparece na fatoracdo de n, definimos v,(n) = 0. Se aparece, com p = p;, definimos

vp(n) = ¢;.
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Note que se n # 0, v,(n) é o Gnico inteiro ndo negativo satisfazendo
n = p*™n/ com ptn'.

Estendemos v, para os racionais como v,(a/b) = v,(a) — v,(b) e é facil verificar que essa

definicao é consistente, ou seja

4= L () = uplb) = 1y(0) — ().

e temos que se z = a/b € Q*, entdo v,(x) é o Unico nimero inteiro que satisfaz
a
x = p”P(x)g com p 1 ab.

Proposicao 43. Seja p € Z um nidmero primo. Ent3o v, é uma valoracdo exponencial em Q,

ou seja, para todos x,y € Q,
(i) vp(x) =00 <=2 =0;
(i) vy(zy) = vyle) + vply);
(i) vp(x + y) = min {u,(x), v,(1)}.
Ademais, v,(Q) = Z, ou seja, v, € discreta e normalizada.

Demonstracdo. Ver lema 2.1.3 de |Gouveal (2003).

[
Definicdao 27. Para cada x € Q, definimos o valor absoluto p-adico de x como
||, = p_vp(x)-
Note que a fungdo | |, : Q — R é um valor absoluto ndo arquimediano.
Definicdo 28. Denotamos | |, o valor absoluto euclidiano usual de Q.
Teorema 7. Todo valor absoluto em Q é equivalente a um dos | |, ou | |-
Demonstracdo. Caso 1: Seja || || um valor absoluto ndo arquimediano em Q. Entdo ||n| =
It +---+ 1] <||1|| = 1, e como estamos trabalhando com um valor absoluto n3o trivial,

existe um nimero primo p com ||p|| < 1. Note agora que o conjunto

I={a€Z:|a|| <1}
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é um ideal de Z satisfazendo pZ C [ # Z mas como pZ é ideal maximal, segue que I = pZ.

Agora seja a € 7 e escreva a = bp™ com ptb, logo b € I, logo ||b]| = 1 e portanto

lall = [lp™ || = lal;,
com s = _ll%gg)p”. Portanto, || || é equivalente a | |,.
Caso 2: Seja || || um valor absoluto arquimediano em @, logo existe um menor inteiro

positivo ng com ||ng|| > 1. Escrevendo

l

lno]l = ng, com a = M.

log ng

Afirmamos que ||z|| = |z|*, V2 € Q e para isso ser verdade, basta verificarmos para os inteiros

positivos. Seja n inteiro positivo e escreva

k
n=ap+ ang+ -+ agnyg,

coma; €{0,1,...,ng— 1} e ax #0, logo k = V"gnJ e ||a;|| < 1. Segue que

log no

Inll <D lladlllnoll’ <> ng* =ng® Y —5 <ng® DY —7 <n—m
i=0 i=0 i—0 0 i—0 0 ng —1

Substituindo n por n”, tomando a raiz r - ésima dos dois lados da desigualdade acima e

fazendo r — o0, concluimos que ||n|| < n®. Agora provaremos a desigualdade inversa. Note

que

k+1 o k+1 o
Il > [lng ™ = lIng ™ = nll > g™ = (ng™ = n)" = 0™ = (0™ = nf)

1= =) (- )

Substituindo n por n", tomando a raiz r - ésima dos dois lados da desigualdade acima e
fazendo r — o0, concluimos que ||n|| > n®.

O

Observacao: Da demonstracdo, percebe-se que se || || € um valor absoluto arquimediano

em Q, entdo || || =| |, com s € (0, 1], onde | | é o valor absoluto usual.

Definicao 29. Definimos o corpo Q,, dos niimeros p-adicos como o completamento de QQ com

respeito ao valor absoluto p-addico e denotamos seu anel de valoracao por Z,,.

Proposicao 44. Q, é corpo local, e em particular, é localmente compacto.
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Demonstracédo. Por constru¢do Q, é completo e v,(Q,) = v,(Q) = Z. E pelo corolério 3.3.6

de Gouvea (2003), temos o isomorfismo Z,/pZ, ~ 7./ pZ.

Definicdo 30. As extensdes finitas K|Q, sdo chamados de corpos de nidmeros p-adicos.

€

Ent3o as séries

Proposicado 45. Seja K um corpo de nimeros p-adico, e = vk (p) en >

p—1-
de poténcias
2 23 2?23
exp(x)zlth—ka—l—a—k--- e 10g(1+x):x—?—l—§—---
sdo isomorfismos (e homeomorfismos), um inverso do outro.
n & (n)

PK o Uk

Demonstracdo. Ver proposicdo 5.5 do capitulo 2 de [Neukirch (1999). O

3.3 CLASSIFICACAO DE CORPOS LOCALMENTE COMPACTOS

Teorema 8 (Ostrowski). Se (K, || ||) é um corpo com valor absoluto arquimediano e completo

entdo existe um isomorfismo o de K em R ou C satisfazendo

lall = |oal*,Va € K,

para algum s € (0,1] fixado, com | | o valor absoluto usual de R ou C. Em particular, o

também é homeomorfismo.

Demonstracdo. Primeiramente note que se existir tal isomorfismo, segue de |28 que serad tam-
bém um homeomorfismo entre K com a topologia induzida por | | e R ou C com a topologia
euclidiana.

Como char(K) = 0, pois | | é arquimediano, segue que Q — K, e seja Qx a imagem
de Q por tal mergulho e ¢ : Qx — Q o isomorfismo inverso. Para cada a € Q, considere
loal|” = ||a|| e note que isso define um valor absoluto arquimediano em Q, logo por [28] e [7]
ds € (0,1] tal que |joa|" = |oal|®, Va € Qk, com | | o valor absoluto usual de Q. Como K
é completo, é facil ver que é possivel estendermos para um isomorfismo o : Qx — R com
lall = |oal*, Ya € Qx.

Afirmamos que V¢ € K, 3p(x) € Qg[X] com grau(p(X)) < 2 tal que p(¢) = 0. Se isto

for verdade, entdo K é extens3o algébrica de Qx e [K : Qx| < 2. Logo,
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Caso 1: Se [K : Q] =1, entdo Qi = K e terminamos.
Caso 2: Se [K : Q] = 2, como Qi ~ R, entdo Ji € K \ Q raiz de X? + 1 € Qg|x],
logo K = Qgli]. Assim, estendemos o : K — C, por o(a + ib) = o(a) + io(b) e é facil

verificar que o é isomorfismo. De (42) segue que

lo(a +ib)[* = |o(a) +io(d)| = |o(a)? + o(0)2]F = |o(a® + 0?)|3

= [la® + bz = [|a + ib]).

Vamos agora provar a afirmacdo. Pelo que ja mostramos até agora, podemos considerar
R C K e este mergulho é algébrico e topoldgico. Considere entao a funcdo continua f : C —

R definida por
f(z) =€ = (z +2) + 27|

e note que z + Z,2Z € R C K. Como lim, ., f(2) = oo, f(2) alcanca um valor minimo m.
Desta forma, conjunto

S={z€C: f(z) =m}

é n3o vazio, limitado e fechado, logo compacto e portanto e existe z; € S tal que |z >

|z|,Vz € S. Basta entdo mostrar que m = 0, pois assim teremos que
& — (20 + )€ + 207 = 0.
Suponha por contradicao que m > 0 e considere o polinémio real
g(x) =2 — (20 + Z)x + 20%0 + €
com 0 < & < m e raizes z1,z, € C. Temos que 2127 = 2% + ¢, logo |z1] > |20/, logo

f(z1) > m.

Fixado n € N, considere o polindomio real

mw:@m—a“wﬂwzﬁ@—%rﬂymww

de raizes oy, ...as, € C. Segue que G(z1) = 0 e sem perda de generalidade podemos supor
que 2z; = ay. Substituindo £ € K no polindmio
2n

G(x)? = 1_11(:62 — (o + @)z + a;@),
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obtemos )
G =T fay) = flam® ",

Dessa desigualdade acima e do seguinte fato

|G(&)] < €% — (20 + Z0)E + 20%|" + |—€|" = f(z0)" +€" = m" + ",

segue que
flam> =1 < (m" +")?,
logo
flaq) < (1+ (5)")2_
m m
Fazendo n — oo, concluimos que f(«a;) < m, o que é absurdo. O

Lema 8. Seja K completo com respeito ao valor absoluto | | e V' um espaco vetorial normado

n-dimensional sobre K. Entdo para toda base vy,...,v, deV, a norma do maximo
|z1v1 + -« - o || = max {|z4], . . ., |za|}
é equivalente a norma dada em V. Em particular, V' é completo e o isomorfismo
K" —V, (z1,...,2,) —> x101 + -+ - 2,0,
€ um homeomorfismo.

Demonstracdo. Ver proposicdo 4.9 do capitulo 2 de [Neukirch (1999).
[

Lema 9. Seja K completo com respeito ao valor absoluto | | e V espaco vetorial normado

sobre K. Se W é subespaco de V' com dimensao finita entao W é fechado em V.

Demonstracdo. Seja (w,,) sequéncia de vetores em W convergindo para um vetor v € V/,
entdo (w,,) é sequéncia de Cauchy em W, mas pelo lema anterior, W é completo, logo

W, — w e W, logov=weW. O

Lema 10. Se V' espaco vetorial sobre Q,,, normado e localmente compacto. Entdo dim(V') <

Q.
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Demonstracdo. Seja C' uma vizinhanca compacta da origem entdo pC' é também vizinhanca

compacta da origem. Como

CC Jv+pC

veV
e C' é compacto, existe um conjunto finito de vetores S tal que C' C S+ pC. Se W é o

subespaco vetorial de dimensao finita gerado por S, segue C' C W + pC' e por inducao sobre

n, que Vn € N

CCW+ptC.

Note agora que se U é uma vizinhanca da origem, como a multiplicacdo por escalar é
continua, existe Uy vizinhanca aberta da origem e existe 6 > 0 tal que se o € Q, é tal que
lal, < 6 entdo ally C U. Perceba que

B = U alUy
lalp<d
é uma vizinhanca aberta da origem, contida em U e balanceada, ou seja, se ||, < 1, entdo

BB C B. Note que para cada x € C,dn € N tal que p"z € B, logo x € p "B e
o0
CC U p "B.
n=1
Como C' é compacto, existem n; < ... < my tais que
!
CC U p "B
j=1
Como V7, temos que
ng > ng, = |p"l, < pYl, = [p" Y, < 1= p"BC B=p B Cp "B,

entao

CCp™mBCp"™U = p"C CU.

Portanto

CCW+U

para toda vizinhanca U da origem. Se para cada = € (', escrevemos © = w, +1,, com w, € W
e y, € U, como y, —> 0 (convergéncia de redes), segue que w, — x pois V' é Hausdorff,
logo x € W. Como por @) W é fechado, concluimos que C' C W. Mas C' é vizinhanca da
origem, logo se x € V, dn € N tal que p"x € C, logo x € p™"C C p~"W = W. Portanto,
V=Ww. O
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Lema 11. Se (K, | |) é um corpo com valor absoluto localmente compacto, entdo é completo.

A

Demonstracio. Seja K o completamento de K e K o fecho topolégico de K em K. Se
provarmos que K = K, segue que K é completo.

Primeiramente provaremos que K é aberto em K. Seja x € K e U vizinhanca aberta
de x em K cujo fecho topolégico em K, que denotamos por C', é compacto e escrevemos
U = VNK, com V vizinhanca aberta de z em K. Como C é compacto e K é Hausdorff entdo
C' é fechado em K, logo V' \ C' é aberto em K mas (V\C)NK =0 pois VNK =U C C.
Portanto, V' \ C' =0, logo x € V C C C K e concluimos que K é aberto em K.

Agora suponha por absurdo que K \ K # (), tome y € K \ K e note que yK é vizinhanca
aberta de y em K contida em K \ K pois se existisse z € yK N K, escrevendo = = yk,
com k € K, terfamos y = k™! € K, o que é absurdo. Portanto, K é fechado em K, logo é

fechado em K e assim temos que K = K. O]

Teorema 9. Se (K, | |) é corpo com valor absoluto localmente compacto e de caracteristica

0, entdo existe um isomorfismo, que também é homeomorfismo, entre
(i) R ouC, se (K,| |) é arquimediano;
(ii) Uma extenséo finita de Q,, para algum primo p, se (K, | |) é ndo arquimediano.

Demonstracdo. Da Anaélise, sabemos que R e C sdo corpos localmente compactos. Agora
se K|@p é extensao finita de grau n, de , segue que existe um isomorfismo linear, que
também é homeomorfismo entre K e Q) e ja que Q, é localmente compacto, segue que K ¢é
localmente compacto.

Agora seja (K, | |) como no enunciado. Se o valor absoluto é arquimediano, por Ostrowski
(8), temos o caso (i). Se o valor absoluto é ndo arquimediano, como char(K) > 0, temos que
Q C€ K e como o valor absoluto é ndo arquimediano, sua restricao é equivalente a um valor
absoluto p-adico por[7} Como K é completo, segue da unicidade do completamento ([]) que o
fecho topolégico de Q em K é Q, C K. Concluimos entdo por , que K é extensao finita
de Q,. O

Observacao 1. E possivel mostrar que se (K,| |) é um corpo de caracteristica p com valor
absoluto localmente compacto, entdo existe um isomorfismo, que também é homeomorfismo,
entre K e uma extensdo finita de IF,((t)). Uma demonstracdo desse fato pode ser encontrada

em Weil (1982).
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3.4 EXTENSOES DE VALORIZACOES

Por ora vamos fixar um corpo K henseliano com respeito a uma valoracdo ndo arquimediana
vou | |, ou seja, um corpo no qual vale o lema de Hensel. Vamos denotar o anel de valoracgo,
o ideal maximal e o corpo de residuos, respectivamente, por o, p, k. Se L|K é uma extensdo
algébrica finita de grau n, sabemos que v se estende unicamente para uma valoracdo w em L

tal que

w(@) = ~o(Npjxe(0)

e os invariantes correspondentes de L denotamos por O, 5, . Temos as inclusGes
v(K*) Cw(L*) ek CA

O indice
e(wlv) = (w(L") : v(K"))

[ON

chamado de indice de ramificacdo da extensdo L|K e o grau

f(wlv) = [A+ K]

é chamado de grau de inércia. Se v, e portanto w é discreta e se 0, p, m, respectivamente
O, B, 11 sdo o anel de valoracdo, o ideal maximal e o elemento primo de K e L respectivamente,
entao

e= (w(I)Z : v(r)Z)
e v(m) = ew(Il). Logo, m = €II°¢ para alguma unidade ¢ € o*, portanto
pO = B,
e o conceito de indice de ramificaciao coincide com o que definimos para ideais primos.
Teorema 10. Temos que [L : K| > e(w|v) f(w|v) e a identidade fundamental
L : K] = e(w]v) f(w|v)

se v é discreta e L|K separavel.

Demonstracdo. Seja wy,...,wy € o tal que Wy,..., Wy € A sdo Ll sobre k e mg,..., M1 €
L* tais que w(my), . .., w(me_1) representam e classes laterais distintas em w(L*) /v(K*). Note
que

f < f(w|v), e < e(wlv)
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e a principio nao sabemos se do lado direito das desigualdades temos nimeros finitos. Afirma-
mos que os elementos

w;m, j=1,...,f, 1=0,...,e—1

sdo LI sobre K. Provado isso, teremos a finitude de e(w|v) e f(w|v) e a desigualdade desejada.
Suponha por absurdo que os elementos sdo LD, entdo existem a;; € K ndo todos nulos

tais que
e—1 f
Z Z aijwjm =0.

i=0 j=1

Denote s; = Zj-c:l a;jw;. Entdo para cada 7 tal que exista um j com a;; # 0, temos que
(I) S; 7é 0;
(i) w(s;) € v(K*).

De fato, fixado ¢, denote por a;, o coeficiente de menor valor e teremos a seguinte combinacao

linear com coeficientes em 0 C K

com um dos coeficientes sendo igual a 1, logo s;/a;,, Z 0 mod B, ou seja, s;/a;, é unidade,
devido a independéncia linear dos wy, ..., Wy € X sobre k. Sendo assim, s; # 0 e w(s;) =
v(a;,) € v(K*).

Como Y575 s;m; = 0, existem dois termos n3o nulos no somatério com a mesma valoracio,
pois caso contrario teriamos w(0) = min {w(s;m;)}. Digamos que w(s;m;) = w(s;m;) com
1 # j, entao

w(m) — winy) = w(s;) — w(s;) € v(K),
o que é absurdo.

Agora supondo que v é discreta, provaremos que os elementos w;m; formam uma base inte-

gral de O sobre 0, em particular é uma base para L|K e disso segue a igualdade fundamental.

Considere entdo o o-médulo
e—1 f

M = Z Z ow; Ty,

i=0 j=1
com ; = II?, onde IT é um elemento primo de O. Afirmamos que M = O. Para isso, denote

f
N = Z ow;T;

Jj=1
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logo M = N+IIN+- - -+11°"*N edado a € O, temos que a = ayw;+- - - aywy mod 11O, a; €
o e disso segue que

O =N +110.

Logo
O=N+I(N+TO)=---=N+IIN +--- + H'N + II°O,

portanto O = M+B¢ = M+pO. Como L|K é separavel, entdo O é um 0-mddulo finitamente

gerado e concluimos pelo lema de Nakayama que O = M. [

Definicao 31. Uma extensdo finita L|K é dita ndo ramificada se a extensdo M|k de seus

corpos de residuo for separavel e se
[L:K]=[\:k]

Uma extensdo algébrica arbitraria L| K é dita ndo ramificada se for a unido de subextensées

finitas ndo ramificadas.
Proposicao 46. Se L|K é uma extensdo ndo ramificada, entdo w(L*) = v(K*).
Demonstracdo. Vamos primeiro provar o caso finito. Pela proposicao anterior, temos que
L2 K) = (L) o(K)A: K] = (L) o(K*) = 1 = w(L*) = v(K*).
Para o caso infinito escreva L = |J L; com L;|K extens3o finita ndo ramificada, logo
w(L*) = Ju(Li) = Jo(K*) = (k)
O

Proposicao 47. Seja L|K e K'|K duas extensées dentro de um fecho algébrico K|K e seja

L' = LK'. Se L|K é ndo ramificada = L'|K' entdo é ndo ramificada.

Demonstracdo. Ver proposicdo 7.2 do capitulo 2 de [Neukirch (1999).
]

Corolario 5. Cada subextensdo de uma extensdo ndo ramificada é também ndo ramificada.

Demonstracdo. Ver cororlério 7.3 do capitulo 2 de Neukirch (1999).
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Proposicao 48. Se {L;},.,; é uma familia de extens6es ndo ramificadas de K e denotamos

o compésito dos L; por L, entdo L|K é ndo ramificada.

Demonstracdo. Vamos primeiro provar o caso de uma familia finita de extensoes finitas e
para isso basta provar o caso para 2 extensdes pois 0 caso para uma maior quantidade segue
por inducdo. Dito isso, sejam L|K e L'|K extensdes finitas ndo ramificadas, entdo LL'|L’
é n3o ramificada pela proposicdo anterior, logo LL'|K é n3o ramificada, pois a propriedade
de separabilidade dos corpos e dos corpos de residuos é transitiva e o grau das extensoes de
corpos e dos corpos de residuos é multiplicativa.

Para o caso geral, considere L, L; como no enunciado e escreva L; = Ujeq) Lij, com

L, ;| K extensdo ndo ramificada finita. Entdo temos que

my Mn
L - U H Lilnjil e H Linmj’in
n,mi,...mp €N \ji; =1 Jin=1
i1, yin €1
e o resultado segue do caso finito. O]

Definicao 32. Seja L|K uma extensdo algébrica. Entdo o compésito T|K de todas as su-

bextensées ndo ramificadas é chamada de subextensio ndo ramificada maximal de L|K.

Proposicao 49. O corpo de residuos de T € o fecho separavel Ay de k no corpo de residuos

A de L.

Demonstracdo. Ver proposicdo 7.5 de [Neukirch (1999).
O]

O compésito de todas as extensdes nio ramificadas de K dentro do fecho algébrico K de
K é chamada de extensdo ndo ramificada maximal K,,,.|K de K. Seu corpo de residuos é o
fecho separavel &,|r. K, contém todas as raizes da unidade de ordem m n3o divisivel pela
caracteristica de x pois o polinomio x™ — 1 se decompde sobre %, e portanto sobre K, pelo
lema de Hensel. Se x é corpo finito, entdo a extensdo K, |K é gerada por essas raizes da

unidade pois elas geram 7|k.

Proposicdo 50. Seja (n,p) =1 ex € K*. Entdo K(/x)|K é ndo ramificada se e somente

sex € Ug.

Demonstracdo. Ver lema 5.6 do capitulo 3 de |[Neukirch (1986). O
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Vimos que valoracdes Henselianas se estendem de maneira Gnica para uma extensao algé-
brica e agora vamos estudar como uma valoracao qualquer de um corpo K pode ser estendida
para uma estens3o algébrica L|K. Até o momento utilizamos letras v, w para nos referirmos
a valoracdes nao arquimedianas mas daqui pra frente se mostrarad atil utilizarmos a mesma
notac3o para nos referirmos a valoracdes arquimedianas, ou seja a valores absolutos arquime-
dianos. Para cada valoracdo v num corpo K, consideramos o completamento K, e o fecho
algébrico K, de K,. Denotamos a extens3o candnica de v para K, novamente por v e a (inica

extens3o desta para K, por U. Seja L|K uma extens3o algébrica e fixamos um K-mergulho
7: L — K,

entao

w=voT

é uma valoracdo em L que estende v. Se [L : K| < oo, denotamos por L,, o completamento
de L, com respeito ao valor absoluto | |,. Se [L : K| = oo, denotamos L,, = U; L, a unido
dos completamentos L;, de todas as extensdes finitas L;|K de L|K. Em qualquer um dos
casos chamamos L., de localizacdo de L com respeito a w. Note que o mapa 7 : L — K,
é continuo com respeito a w e se estende de maneira tnica para L,,. No caso de dimensdo

finita, 7 é dado pela expressao

r=w-— limz, — 7r:=7— lim 72,,
n—oo n—o0

onde (z,) é uma w-sequéncia de Cauchy em L. Consideramos o diagrama de corpos

L —— L,

K —K,
e a extensdo candnica de w para L,, é precisamente a Unica extensao da valoracdo v de K,

para a extensdo de corpos L, |K, e no caso de dimensio finita temos
L, =LK,.

Definicdo 33. Sejam 7,7' : L — K, K-mergulhos. Dizemos que eles s3o conjugados sobre

K, se existe 0 € G(K,|K,) tal que 7' = oo T.

Proposicao 51 (Teorema de Extensdo). Seja L|K uma extensdo algébrica e v uma valoracdo

sobre K. Entdo
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(i) Toda extensdow da valoracdo v pode ser escrita como w = ToT para algum K -mergulho

7: L —K,;
(ii) Duas extenséesToT e UoT' sdo iguais se e somente se T e 7' sdo conjugados sobre K,.

Demonstracdo. Ver teorema 8.1 do capitulo 2 de Neukirch (1999).
[l

Proposicao 52. Seja K um corpo com valoracio v e L = K(«) uma extensio de K e
denote f(X) € K[X] o polinémio minimo de « sobre K. Entdo as diferentes valoracGes

wi, ..., w, que estendem v a L estdo em correspondéncia 1 — 1 com os fatores irredutiveis

fi(X),..., [r(X) € K,[X] da fatoracio

JX) = LX)™ - L(X)™

de f sobre o completamento K,.
A extensdo w; pode ser obtida explicitamente do fator f; da seguinte manteira: seja o; €
K, um zero de f; e seja

7 L—K, a—q
o K-mergulho de L. em K, correspondente. Entdo temos que
W; =VOT;
e 7; estende para um isomorfismo
Tt Ly, — Ky(ay)
do completamente L,, de L com respeito a wj.

Demonstracdo. Ver proposicdo 8.2 do capitulo 2 de [Neukirch (1999).
]

Seja L|K uma extens3o finita de corpos arbitraria. Escrevemos w|v para indicar que w
é uma valoracdo em L que estende a valoracdo v de K. A inclusdo L — L,, induz um
homomorfismo

L®x Ky, — Ly, a®br— ab

e a partir dele temos um homomorfismo candnico

SDL®KKU'_>HLw

wlv
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Proposicdo 53. Se L|K € separdvel, entdo L @k Ky =~ [1, Luw-

Demonstracdo. Ver proposicdo 8.3 do capitulo 2 de [Neukirch (1999).

Corolario 6. Se L|K é separével, entdo temos que
[L:K]=> [L,: K,
wlv
Demonstracao.

[L: K] =dimg(L) =dimg, (LR K,) = dimg, (H Lw> = dimg, (Ly) = > _[Ly - K,].

wlv wlv wlv

]

Se v é uma valoracdo n3o arquimediana e temos uma extensdo w|v, assim como no caso

henseliano, definimos o indice de ramificacao
ew = (w(L7) 1 v(K7))

e o grau de inércia

, onde \,, e Kk sdo os corpos de residuo com respeito a w e a v respectivamente.

Proposicao 54 (ldentidade fundamental da teoria de valoracdo). Se v é uma valoracdo dis-
creta e L|K é uma extensio finita separavel, entio

> ewfw=I[L:K].

wlv
Demonstracdo. Pelo teorema , temos que e, f,, = [Ly : K] € o resultado segue do corolério

anterior. O

E a partir dessa proposicao podemos perceber a a conexdo entre a teoria de ideais primos
em dominios de Dedekind e a teoria de valoracdao. Com efeito, se © é um dominio de Dedekind
com corpo de fracbes K e p é um ideal primo, entdo temos a valoracdo p-adica v, de K,

definida para a # 0 como

vy(a) =v,, onde (a)= Hp”"
p
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e o anel de valoracdo de v, é a localizagdo 0,. Se L|K é uma extensdo finita e separavel, sendo
O o fecho integral de © em L, sabemos que O é um dominio de Dedekind ent3o considere a

fatoracdo em ideais primos

pO = WL - Be,

entao as valoracdes w; = év%i,i =1,...,r estendem v = v, a L e é facil ver que o indice
de ramificacdo e; da teoria de ideais, é igual ao respectivo indice de ramificacdo da teoria de
valoracdo e que o grau de inércia f; = [0/, : 0/p] da teoria de ideais é igual ao respectivo
grau de inércia da teoria de valoracdo. E das identidades fundamentais da teoria de ideais
e da teoria de valoracdo, vemos que wy, ..., w, sdo de fato todas as possiveis extensdes de
valoracao de v para L e assim a identidade fundamental da teoria de ideais e da teoria de
valoracdo coincidem neste caso. Outro resultado simples de provar é que se 8 é um ideal
primo de L sobre o ideal primo p de K, entdo 6 é um ideal n3o ramificado se e somente a
extensdo de corpos Ly| K, for ndo ramificada, onde K, denota o completamento de /& com
respeito a valoracdo p-adica e Ly denota o completamento de L com respeito a valoracdo
$B-adica. Este tipo de conexao entre as diferentes teorias serd amplamente explorada ao longo
do préximo capitulo para o caso de corpos de inteiros.

Se L|K for uma extens3o Galoisiana, w for uma valoracdo em L que estende a valoracdo
vde Keo € G=G(L|K), entdo w o o também é uma valoracdo em L que estende v e

disso deduzimos que G age a direita nas extensdes w|v.
Proposicao 55. A acdo de G no conjunto das extensdes w|v € transitiva.

Demonstracdo. Ver proposicdo 9.1 do capitulo 2 de [Neukirch (1999).
]

Definicao 34. O grupo de decomposicdo de uma extensdo w de v para L é definido como
Gy =Guw(L|IK) ={0 € G(L|K)|woo =w}.

Proposicao 56.

Guw(L|K) ~ G(Ly|K,).

Demonstracdo. Ver proposicdo 9.6 do capitulo 2 de [Neukirch (1999).
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4 TEORIA DE CORPOS DE CLASSE E O PRINCIPIO LOCAL-GLOBAL PARA
QUADRICAS

A teoria de corpos de classe busca estudar as extensGes abelianas L|K de corpos de
numeros e de corpos de niimeros p-adicos. Essas extensGes podem ser classificadas por certos
grupos N, = Nk Ay, associados ao corpo base. No caso p-adico, Ax é o grupo multiplicativo
K™ e no caso de corpos de nimeros utilizamos uma generalizacao do grupo de classe de ideais.
Isso nos permite estudar as extensdes abelianas a partir das propriedades intrinsecas do corpo

base K. No centro dessa teoria, temos um isomorfismo candnico
G(L|K) ~ Ak /Npx AL

conhecido como mapa de reciprocidade. Este mapa que ocorre tanto no caso "local" quanto
no caso "global" pode ser abstraido de sua natureza concreta relacionada aos corpos e ser
tratado de um ponto de vista mais abstrato, o que nos permite desenvolver a teoria de corpos
de classe generalizada e a partir dela estudar a teoria de corpos de classe local e a teoria de
corpos de classe global. Desenvolvemos essa teoria para provar o Teorema de Hasse-Minkowski,
conhecido também como principio local-global para quadricas que garante que uma quadrica
Q(Xl, ce ,Xn) = Zainin
12
com coeficientes num corpo de niimeros K representa 0 se e somente se representa 0 local-
mente, ou seja, em cada completamento K,. Os conceitos envolvidos no enunciado do teorema

serdao desenvolvidos ao longo deste capitulo.

4.1 TEORIA DE GALOIS INFINITA

Definicao 35. Seja )|k uma extensdo de corpos Galoisiana, definimos a topologia de Krull
sobre o grupo de Galois G = G(2|k) da seguinte forma: para cada o € GG, tomamos as classes

laterais a esquerda

oG(Q|K)

como uma base de vizinhancas de o, onde K|k percorre todas as subextensées Galoisianas

finitas de Q|k. E desta forma é facil verificar que G é um grupo topoldgico.

Proposicao 57. Se Q|k é uma extensdo Galoisiana (finita ou infinita), entdo G = G(Q|k) é

Hausdorff e compacto com respeito a topologia de Krull.
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Demonstracdo. Ver proposicdo 1.1 do capitulo 1 de [Neukirch (1986).
]

Proposicao 58. Seja Q)|k uma extensdo Galoisiana (finita ou infinita) e considere o mapa
K — G(QK).
Entao

(i) O mapa é uma correspondéncia 1-1 entre as subextensées K |k de S|k e os subgrupos

fechados de G(Q|k);

(ii) Os subgrupos abertos de G(2|k) sdo fechados e correspondem as subextensées finitas

de Q|k.

Demonstracdo. Ver teorema 1.2 do capitulo 1 de Neukirch (1986).
O

Definicao 36. Um grupo profinito é um grupo topoldgico G Hausdorff e compacto e que

possui uma base de vizinhancas abertas de 1 € G consistindo de subgrupos normais.

Definicao 37. Seja I um conjunto ndo vazio e < uma relacdo em I. Dizemos que (I, <) é
um conjunto dirigido se a relacdo < for reflexiva, transitiva e para quaisquer i,j € I, existir
keI tal quei < k e j < k. Quando estiver claro qual a relacdo simplesmente escrevemos
I em vez de (I, <) para nos referirmos ao conjunto dirigido. Um sistema projetivo sobre I €

uma familia {X;, fi; | i,j € I, i < j} de espagos topoldgicos X; e mapas continuos
tais que f; = idx, e

fir = Jij © fix
sempre que 1 < j < k.

Definicao 38. O limite projetivo

do sistema projetivo {X;, f;;} € definido como o subconjunto

X = {(xi)z’el S HXi | fij(z;) = x; sempre que i < j}

el

do conjunto [];c; Xi.
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Proposicao 59. Se G é um grupo profinito e N percorre os subgrupos normais abertos de

G, entdo temos topologicamente e algebricamente
G ~1lim G/N.
i
Inversamente, se {G;, f;;} € um sistema projetivo de grupos finitos G;, entdo
é um grupo profinito.

Demonstracdo. Ver proposicdo 2.2 do capitulo 1 de |[Neukirch (1986).
O

Definicdo 39. Os anéis Z/nZ, n € N formam um sistema projetivo com respeito as projecées
Z/nZ — Z]mZ para m|n quando consideramos N como conjunto dirigido com a relacdo

de divisibilidade. Entdo o limite projetivo

7 = lim Z/nZ
neN
é chamado de anel dos inteiros profinitos, ou anel de Priifer, que se relaciona com os p-adicos

a partir do isomorfismo candnico
Z~1]Zp.
p

4.2 COHOMOLOGIA DE GRUPOS

Definicao 40. Seja G um grupo. Um G-médulo é um grupo abeliano A sobre o qual G age.

O submédulo fixado é o subgrupo
A ={ac A|oa=a, YocG}.

A é dito um G-médulo trivial se A® = A. Se G é um grupo profinito, entdo dizemos que A é
um G-mddulo multiplicativo continuo se

A={Jav
U

onde U percorre os subgrupos normais abertos de G. Note que isso é equivalente a dizer que
(G age continuamente sobre A, ou seja, que se considerarmos A com a topologia discreta,
entdo a aplicacdo

GxA— A, (0,a)— oa
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€ continua.

Definicao 41. Um G-homomorfismo entre dois G-médulos A e B é um homomorfismo de

grupos f : A — B, satisfazendo
floa) =0of(a), Vo € G,Va € A.

Definicao 42. Se G é um grupo finito, entdo cada G-médulo A contém o subgrupo das

normas definido como

NGA:{NG(a):Zaa|a€A}.

ceG

Note que NgA < AC.

Definicao 43. O grupo residual das normas é o grupo quociente
H(G, A) = A /NGA.
Definicao 44. Um I1-cociclo de G em A é uma funcdo f : G — A tal que:
flor) = f(o)+of(r), Yo, € G.

Os 1-cociclos formam um grupo abeliano denotado Z'(G, A). Para cada a € A, definimos o
I-cobordo

fo: G — A, fu(o) =0a —a,

que é claramente um 1-cociclo pois
faloT) =(0T)a—a=0(ta —a)+ca—a= f,(0) + o f(71).

Os 1-cobordos formam um subgrupo de Z'(G,A) que denotamos B'(G, A). Definimos o

primeiro grupo de cohomologia como:
HY(G,A) = Z'(G,A)/BYG, A).
Proposicao 60. Se temos uma sequéncia exata curta de G médulos
0—A-5B2sC—0
entdo temos induzida a sequéncia exata

0 — A9 -5 BY L5 06 2y HY(G, A).
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Demonstracdo. Ver proposicdo 3.1 do capitulo 1 de [Neukirch (1986).
]

Proposicao 61. Se g é um subgrupo normal de G e A é um G-médulo, entdo temos a

sequéncia exata

0 — HY(G/g, A%) —s HY (G, A) —s H'(g, A).

Demonstracdo. Ver proposicdo 3.2 do capitulo 1 de |[Neukirch (1986).
O

Definicao 45. Sejam G um grupo, g < G um subgrupo e B um g-médulo. O G-mddulo
induzido por B, denotado por M(B) é o grupo abeliano

ME&(B)={f:G— B: f(rx) =7f(x) VT € g}.

A acdo de G em M (B) é dada por (of)(x) = f(xo). Temos assim um g-homomorfismo

canonico

que mapeia o g-submédulo

B ={fe M| f(x)=0paraz ¢ g)

isomorficamente em B. Identificamos B’ com B. Se g tiver indicie finito sobre GG, é facil ver
que

M&(B)= @ 0B,
oceG/g

onde o percorre um sistema completo de representantes a esquerda de G/g. Se g = {1},

entdo escrevemos M (B) para denotar M{.(B).

Proposicao 62. Sejam G um grupo finito, g < G um subgrupo e B um g-mddulo. Para

1= 20,1 temos um isomorfismo natural
H'(G, M&(B)) ~ H'(g, B).

Demonstracdo. Ver proposicdo 3.3 do capitulo 1 de [Neukirch (1986).
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Definicao 46. Sejam G = (o) um grupo ciclico finito e A um G-médulo. Definimos os

seguintes G-submddulos de A:
noA={a€ AlNg(a) =0}, IgA={ca—alac A}.
Claramente IgA < y_A e podemos definir

H NG, A) = y A/IGA.

o ,—1

Observacdo 2. Em notacdo multiplicativa, definimos a° ' = a°.a

Proposicao 63. Dada uma sequéncia exata curta de G-mddulos:
0—A—B—C—0,

ela induz o seguinte hexagono exato:

HY(G, A) — I HYG, B)

H\(G, B) «———— H (G, 4)

Demonstracdo. Ver proposicdo 4.1 do capitulo 1 de [Neukirch (1986).
[

Definicao 47. Sejam G um grupo finito ciclico e A um G-médulo, entdo o quociente de

Herbrand de de A é definido como

_ #H°(G,A)
h(G,A) = FH(G,A)

se ambas cardinalidades forem finitas.

Proposicao 64. Se 0 — A — B — C — 0 é uma sequéncia exata de G-médulos,

entao

h(G, B) = h(G, A).h(G, ),

de modo que se quaisquer 2 dos quocientes forem finitos, entdo o terceiro também é finito e

vale a igualdade acima.

Demonstracdo. Ver proposicdo 4.3 do capitulo 1 de [Neukirch (1986).
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Proposicao 65. Se A é um G-médulo finito, entdo h(G, A) = 1.

Demonstracdo. Ver proposicdo 4.3 do capitulo 1 de [Neukirch (1986).

Proposicdo 66. Se G' é um grupo finito ciclico, entdo H'(G, A) ~ H1(G, A).

Demonstracdo. Ver proposicdo 4.4 do capitulo 1 de [Neukirch (1986).
O

Proposicao 67 (Hilbert 90). Seja L|K uma extensdo de corpos finita e Galoisiana e seja

G = G(L|K). Entdo o grupo multiplicativo L* é um G-mddulo e temos
HY(G,L*) =1.

Em particular, se G = (o) é ciclico, entdo todo elemento a € L* cuja norma Npjk(a) =1 é
da forma

ob
=— bel".
a b €

Demonstracdo. Ver proposicdo 5.1 do capitulo 1 de [Neukirch (1986).

4.3 TEORIA DE CORPOQOS DE CLASSE GENERALIZADA
4.3.1 Teoria de Galois abstrata

Ao longo desta secdo estaremos trabalhando com um grupo profinito GG abstrato e buscare-
mos interpretar G formalmente como um grupo de Galois e aproveitar as nocoes e intuicdes da
Teoria de Galois. Denotaremos os subgrupos fechados de G por G € chamaremos os indices
K de corpos, nos referindo a K como o corpo fixado por G . O corpo k tal que G, = G sera
chamado de corpo base e denotaremos por k o corpo tal que G = 1. Escrevemos formalmente
K C L ou L|K se G, C Gk e nos referimos ao par L|K como uma exntensdo de corpos
e dizemos que a extensdo é finita se (Gx : GL) < oo (ou seja, se G, é aberto em Gg) e
definimos

[L:K]=(Gk:Gp)
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como o grau da extensdo L|K. A extensdo L|K é dita Galoisiana ou normal se G é um

subgrupo normal de G . Neste caso, definimos o grupo de Galois de L|K como
G(LIK)=Gg/Gy.

Se N O L O K sdo todas extensdes Galoisianas, entdo definimos a restricio a L de um

elemento 0 € G(N|K) como
ol =0 mod G(N|L) € G(L|K).

A extensdo L|K é dita ciclica, abeliana, soliivel etc se o grupo de Galois G(L|K) for ciclico,

abeliano, soltvel etc. Para além disso, denotamos
i
se Gk for gerado topologicamente pelos subgrupos G, e
K = H K;
i

se Gx = ; Gk,. Também definimos para cada o € G o corpo L? com G- = 0 'Go.

Seja A um G mddulo multiplicativo. Para cada corpo K, denotamos
Ax =A% ={ac A|a° =aVo € Gk}.
Se L|K é uma extens3o finita, entdo Ax C Ay, e temos o mapa norma
Nyk A — Ak, Npk(a) = Ha”,
o

onde o percorre um sistema completo de representantes de classes laterais a direita de G /G,
Se M DL D K, entdo

NM\K = NL\K o NM|L-

Se L|K for Galoisiana, entdo Ay é um G(L|K) médulo e Ax = Af(”K)_
Ao longo desta subsecdao vamos supor que vale o seguinte axioma:

Para toda extens3o ciclica L|K, temos que
H YG(L|IK),AL) =1
e vamos supor a existéncia de um G-homomorfismo sobrejetivo

p:A— A a+r—ad”
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com nlcleo finito e ciclico ji,. A ordem n = #/,, é chamado de expoente do operador (.
Vamos fixar um corpo K tal que p, C Ag. Para cada subconjunto B C A, perceba que o
grupo

H(B) = {0 € Gk|b° =b,Yb € B}
é fechado em G, entdo denote por K (B) seu corpo fixado. Se B é G -invariante, ou seja,
b’ € B,VYb € B,VYo € Gk, entdo K (B)|K é claramente galoisiana. Uma extensdo de Kummer

(com respeito a ) é por definicdo uma extens3o da forma
K(p™(Q))|K,

onde A C Ag. Claramente uma extensio de Kummer K(p~!(A))|K é sempre galoisiana
e afirmamos que seu grupo de Galois é abeliano e tem expoente n, ou seja ¢" = 1,Vo €
G(K(p ' (A))|K). Com efeito, note que para cada a € A, tomando o € o~ !(a) podemos
definir uma aplicacao

G(K(p Ha)|K) — or—a’!

e é facil ver que se trata de um homomorfismo injetivo que n3o depende da escolha do
a € p~'(a). Agora perceba que L = [[,cn K (9 '(a)|K) e 0o mapa de composicdo
G(LIK) — [ G(K (o~ (@)|K)) — T ne
a€A acA
se trata de um homomorfismo injetivo. A proposicdo a seguir garante a reciproca, ou seja, que

toda extensdo abeliana L|K de expoente n é uma extensdo de Kummer (com respeito a ).

Proposicdo 68. Se L|K é uma extens3o abeliana de expoente n, entdo
L=K(p*(4Q)), com A= AYN Ag.

Demonstracdo. Primeiramente perceba que o '(A) C Az, pois se z € p~'(A), entdo existe
o€ Ap tal que 2 = a¥ = a € Ay, logo za! = ¢ € p, C Ax C Ay, logo 2 = Ea € A
Portanto, K(p '(A)) C L, ou seja G, C H(p '(A)). Com efeito, se 0 € G, entdo
z° = x,Vx € A, em particular, para todo z € p~!(A), logo 0 € H(p ' (A)).

Por outro lado, afirmamos que L|K é o compdsito de suas subextensdes ciclicas finitas.
Primeiramente provaremos que € o compésito de suas subextensdes finitas: L = [[[y.x)<0c M
ou seja

GL - ﬂ GM

(GK:G]M)<OO
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Isso é equivalente a provar que o mapa
G(LIK) — 1]\_4[G(M]K), or+— (o|m)
é injetivo e isso é verdade pois o nlcleo desse mapa é
N crm= N =1
(Gr:Gar)<oo (Gx:Gar)<oo 'L

pois (G /Gr)m é uma familia de vizinhancas abertas do elemento neutro no grupo topoldgico
hausdorff G /G1.

Agora afirmamos que cada subextensio finita M|K é o compdsito de extensdes ciclicas
de K. Com efeito, como G(M|K) é grupo abeliano finito, entdo é o produto de de grupos

ciclicos e a partir disso é facil ver que

Gk {7 Gk,
Gu o Gu’
com M|K;, i =1,...,m extensdes ciclicas, entdo tome
Go, =Gg,. - .Gk, .Gy.Gk,\y oo - Gipo s
logo
ﬂ :1:>mGC_GM:>M—HCz
=1 GM =1 =1
e perceba que
Gk _ Gk, .-+ .Gg,_,.Gk,.Gk,,. -Gk, Gk,
Goe, Gry.oor Gg, .Gu.Gr,\y. -Gk,  Gu’

logo a extensdo C;| K é ciclica.

Sendo assim, como L|K é o compésito de suas subextensdes ciclicas finitas, é suficiente
mostrar que se M| K é uma subextens3o ciclica finita de L| K, entdo M C K(p *(A)). Seja o
um gerador de G(M|K) e ¢ um gerador de ju,,. Seja d = [M : K|,d' =n/d e £ = (*. Como
N (€) = ¢ =1, segue que £ = a”~! para algum « € Ay Assim K C K(a) C M, ou
seja Gy C H(a) e isso de fato é verdade pois o € Ay Mas o' = £, assim o = « é
equivalente a i = 0 mod d, logo H(«)/Gy C Gk /Gy sdo ambos ciclicos e de ordem d, logo
K(a) = M. Mas (a?)° ! = (a°71)? = 9 = 1, entdo a = a® € Ak. Portanto, a € p~1(A),

logo M C K(p~'(A)). O

E como o principal resultado da teoria geral de Kummer, temos a seguinte proposicao.
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Proposicao 69. A correspondéncia
A L= K(p}(A))

é 1 — 1 entre os os grupos A tais que A5, C A C Ay e as extensées abelianas L|K de
expoente n.
Se A e L correspondem um ao outro, entio A} N Ax = A e temos um isomorfismo

canonico

AJAS ~ Hom(G(L|K), i), a mod A% — Xa,
onde o cardter x, : G(L|K) — pu, é dado por x,(c) = a”!, para o € p~'(a).

Demonstracdo. Ver teorema 3.3 do capitulo 4 de Neukirch (1999).

Observacao 3. Se L|K é infinita, entdo G(L|K) é munido da topologia de Krull e
Hom(G(L|K), )

deve ser entendido como o grupo de todos os homomorfismo continuos x : G(L|K) — pi,,

ou seja, o grupo de cardteres do grupo topoldgico G(L|K).

Observacao 4. O compésito de extensbes de Kummer de expoente n é novamente uma
extensdo de Kummer de expoente n e toda extensdo de Kummer esta contida na extensao de

Kummer maximal K = K(p~'(Ak)) de expoente n, e assim temos que
Hom(G(K|K), i) ~ AJK*"
e para o dual de Pontryagin temos
G(K|K) = Hom(G(K|K),Q/Z) = Hom(Hom(G(K|K), ),

portanto

G(K|K)* ~ Ak /A%

Corolario 7. Sejan um nimero natural relativamente primo com a caracteristica de um corpo
K e suponha que 11, C K. entdo as extensGes abelianas L|K de expoente n correspondem

1 — 1 aos subgrupos A C K* que contém K*", através do mapa
A L=K(VA)

€ temos que

G(L|K) ~ Hom(A/K™, uy,).
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Demonstracdo. Ver corolario 3.6 do capitulo 4 de |Neukirch (1999). O

4.3.2 Teoria de valoracdo abstrata

No que segue, denotaremos sempre por K uma extensao finita do corpo base k e suporemos

a existéncia de um homomorfismo sobrejetivo e continuo

deg: G — 7.

Denotaremos o corpo fixado do niicleo desse mapa por k entao deg induz um isomorfismo

(que é também homeomorfismo) G(k[k) ~ Z. Para cada extens3o finita K|k, definimos

K=Kk e fx=[Knk:k.
Ent3o o mapa deg induz um homomorfismo sobrejetivo e continuo

1 A
degy = — deg : Ggx — 7
K

e um isomorfismo (que também é homoeomorfismo) degy : G(K|K) == Z.

Definicdo 48. O elemento o € G(K|K) com deg(pr) = 1 é chamado Frobenius sobre K .

Note que ele gera topologicamente o grupo de Galois.
Lema 12. Se L|K é uma subextensio finita de K|K, entdo G(L|K) = (¢k|.).

Demonstracdo. Considere a aplicacdo de restricao
R:G(K|K) — G(L|K),

que é continua e sobrejetiva. Como (px) = G(K|K), segue que

G(L|K) = R(G(K|K)) = R({¢x)) € R({¢x)) = (pxlr) = (pxlw),
onde a dltima igualdade segue do fato da topologia em G(L|K) ser a discreta. O

Para cada extens3o finita L|K, definimos

LOZLQR, fL|K:[LOK]:£ QOLO|K:S0K’L0

fr’

e temos o seguinte diagrama comutativo
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degr, A
G, —> Z

l lfw :

degr 4
Gk —— 7

Considere uma extensdo L|K Galoisiana finita e o seguinte diagrama de corpos

L

Li
K Lo K

em que L = LN K e L = L.K. Note também que o mapa degx : Gx — Z induz um

homomorfismo sobrejetivo continuo
degy - G(LIK) — Z,
e definimos o conjunto
(LK) = {5 € G(LIK) | degi(5) € N},
onde estamos considerando que 0 ¢ N. Se & € ¢(L|K) e n = degx(5), entdo &|z = ¢}

Proposicao 70. O mapa
O(L|K) — G(LIK), &3l

é sobrejetivo. Se 0 = &

1, entdo dizemos que ¢ é um levantamento de Frobenius de o.

Demonstracdo. Se o0 € G(L|K), entdo pelo lema , oo = ¢}k para um certo n > 0.
Seja ¢ uma extensio de px para L, ou seja, tome ¢ € G(L|K) tal que |z = vk, entdo

temos que

(007" )0 = (o]20)(@"[10) = (o]20)(@7"|&)[r0 = (o|po)(YK")ro = (o|po)(@ydiy) = 1.
Sendo assim,
(c¢p™™)|p € G(L|L°) ~ G(L|K) = 37 € G(L|K) tal que (60 ")| = 7|1

Portanto, & = 7™ é um levantamento de Frobenius de o com G|z = ¢"|z = ¢%, logo

degi(6) =n € N. O
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Definicao 49. Uma valoracdo Henseliana de Ax com respeito a deg é um homomorfismo
v A, — y/
com as seguintes propriedades
(i) v(Ak) =Z D Z e Z/nZ ~ Z/nZ para todo n € N;
(i) v(Nk) = fxZ para todos os corpos K.

Para cada corpo K, a valoracdo Henseliana v : A, — Z induz um homomorfismo

1 .
UK:7UONK|]€3AK—>Z

[

com imagem Z.
Proposicdao 71. (i) vx =vgo o0 parac € G

(ii) Para cada extensdo finita L| K, temos o seguinte diagrama comutativo

Demonstracdo. Ver proposicdo 1.5 do capitulo 2 de [Neukirch (1986).
O

Definicao 50. Dizemos que mx € A é um elemento primo se vi(mgx) = 1. Também

definimos

Uk = {u € AK|UK(U) = 0} .

Se fix = [L: K], ou seja, L° = L, entdo segue da proposicdo anterior que vy, = Vk.
Em particular, um elemento primo de Ax é também um elemento primo de A;. Por outro
lado, se frjx = 1, ou seja, L = K e 71, é um elemento primo de A;, entdo mx = Ny (L)
é um elemento primo de Ag.

No que segue vamos supor que A é um G-médulo que satisfaz o seguinte axioma:

Axioma de corpos de classe. Para cada subextensio finita L|K de K|K

, [L: K] sei=0;
#H'(G(LIK), AL) =

1 sei, = —1.
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Proposicdo 72. Se L|K é uma subextensdo finita de K|K, entdo

#H(G(LIK),U) =0 se i=0,-1.

Demonstracdo. Ver proposicdo 2.2 do capitulo 2 de [Neukirch (1986).

4.3.3 Mapa de reciprocidade

Definicao 51. Seja L|K uma extensdo Galoisiana finita. Definimos o mapa de reciprocidade

TLIK : G(L‘K) — AK/NL\KALa

com

TL‘K(O') = NE\K(WX}) mod NL|KALa

onde Y. é o corpo fixado de um levantamento de Frobenius & € ¢(L|K) de o € G(L|K) e

my, € Ax; é um elemento primo.

Temos que mostrar a boa definicdo dessa funcdo, ou seja, que dado 0 € G(L|K), a

imagem 7k (o) independe do levantamento & escolhido.

Lema 13. Sejam 61,54, 63 € ¢(L|K) tais que 3 = 71.54. Se ¥; é o corpo fixado de &;, ou
seja, o corpo intermediario de L|K fixado pelo grupo (0;) e m; € As, é um elemento primo,

1=1,2,3, entdo
st\K(ﬂ-ﬂs) = N21|K<7T7r1) : N22|K<7T2> mod NL\KAL'

Demonstracdo. Ver lema 2.4 do capitulo 2 de |[Neukirch (1986).

Proposicao 73. O mapa
TLIK * G(L‘K) — AK/NL\KAL
é um homomorfismo bem definido.

Demonstracdo. Sejam &, € ¢(L|K) dois levantamentos de Frobenius de o. Seja X, %

os corpos fixados por 7,5" e sejam m € Ay e ©' € Ay elementos primos. Sem perda de
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generalidade vamos supor que m = degi (6') — degx () > 0. Vamos provar primeiro que no
caso m = 0, o mapa de reciprocidade estd bem definido. Com efeito, temos que &'|z = 7|z

e d'|; = a|; e é facil ver que a aplicacdo
G(L|K) — G(L|K) x G(K|K), 7+ 7|Lx7|g

se trata de um isomorfismo, logo ¢’ = 6 e 7’ = 7.u, com u € Us. Ent3o escolhemos uma
subextens3o galoisiana finita M|K de L|K contendo L e ¥. Como H°(G(M|X),Uy) = 1,

temos que u = Ny x(), % € Up, logo
NE\K<7T/) = NE‘K(T(')NM‘K(Q) = N2|K<7T) mod NL\KAL-

Logo Nagk (i) € Ny A € N Ar
Se m > 0, entdo 7 = 56" € G(L|K) é um levantamento de Frobenius de 1 € G(L|K)

com deg (7) =m. Se M DO L é o corpo fixado de 7 e my; € Ay é um elemento primo, entdo
NE’|K<7T/) = NE|K<7T)'N]V[\K(7TM) = NE‘K(W) mod NL|KAL7

o que prova que 77k (o) independe da escolha do levantamento & € ¢(L|K) e do elemento
primo 7y, € Ax.

Por fim, o fato do mapa de reciprocidade ser um homomorfismo segue do lema anterior e
do fato que se G4, 79 sdo levantamentos de Frobenius de 01,09 € G(L|K), respectivamente,
entdo 63 = &1.02 € um levantamento de Frobenius de o3 = 0y.05.

]

Proposicao 74. Se L|K é uma subextens3o finita de I~(|K, entdo o mapa de reciprocidade
TL\KG(L\K) — A /NL vertk AL

é dado por
7“L|K(90L\K) = T mod NL|KAL

e é um isomorfismo.

Demonstracdo. Ver teorema 2.6 do capitulo 2 de Neukirch (1986).
O

Proposicao 75. Sejam L|K e L'|K’ extensées galoisianas e sejam K C K' e L C L'. Entdo

o diagrama
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LK

G(L/’K/) E— AK//NL/lK/AL/

J e

TLIK
G(L’K) E— AK/NL|KAL
é comutativo, com a seta da esquerda sendo a restricdo o’ +— o'|p.

Demonstracdo. Ver proposicdo 2.7 do capitulo 2 de [Neukirch (1986).

No que segue vamos supor que o G médulo A satisfaz o seguinte axioma.

Axioma de corpos de classe. Para cada extensio finita ciclica L|K

A [L: K] sei=0;
#H'(G(L|K), AL) =

1 set = —1.

Chamamos de uma teoria de corpos de classe para um GG médulo um par de homomorfismos

deg: G — 72, v:Ax — 7,
onde deg é continuo e sobrejetivo e v é uma valoracao henseliana com respeito a deg.

Teorema 11. Se L|K é uma extensdo Galoisiana finita, entdo
rox : G(LIK)®™ — K*/NpgL*
é um isomorfismo.

Demonstracdo. Se M|K é uma subextensdo galoisiana de L|K, entdo temos o seguinte dia-
grama comutativo

]l — GULIM) ——— G(L|K) ———— GIM|K) —— 1

JTL\M lTuK r"M\K ’

N
A]VI/NL|MAL LIK> AK/NL|KAL E— AK/NM\KAM — 1

que usaremos para reduzir a demonstracdo em trés passos.

Passo 1: Sem perda de generalidade podemos supor que G(L|K) é abeliano. Come efeito,
se o teorema tiver sido provado para este caso, ent3o tome M = L méxima subextensio
abeliana de L|K, ou seja, G(L|K)® = G(M|K) e o subgrupo de comutadores G(L|M) de
G(L|K) é precisamente o niicleo do mapa 7k, logo 7k : G(LIK)® —s Ag/NpyxAr é

injetivo. A sobrejetividade do mapa de reciprocidade entao pode ser provada primeiramente



81

para extensdes soltveis por inducdo no grau da extensdo pois neste caso M = L ou [L : M| <
[L: K] e se ryk € 7 Sao sobrejetivas, entdo 7 x também é.

Para o caso geral, note primeiro que al¥]

= 1 mod NpxAp, logo para cada primo
p|[L : K], temos que

Ag/NygAp = @(AK/NMKAL)p,

p
onde (Ax/NpkAL)p = {a mod NpjgAr | a”* =1 mod NpkAp, para algum k > 1} e seja
M o corpo fixado de um p-Sylow subgrupo de G(L|K). Em geral M|K n3o é galoisiana mas
podemos ainda utilizar o lado esquerdo do digrama, no qual 75, € sobrejetiva, entdo basta

mostrarmos que a imagem de Ny x é (Ax/NrjxAL)p, pois assim teremos que
(Ax /NpjxAr)p C ro(G(LIK)), Vp | [LIK] = Ak /NyxAr C rir(G(LIK)).

Para isso, como a inclusdo Ax C Ay induz o homomorfismo i : Ag /Ny kA, — AK/NM‘KAM
e Nyjxk ot = [M : KJ]. Como ([M : KJ,p) = 1, segue que (Ax/NpxAL), K],
(A /NrikArL)y é sobrejetivo, logo (Ax/NpjxkAL), é a imagem de Ny k.

Passo 2: Podemos assumir sem perda de generaldiade que L|K é ciclico. Com efeito,
se a proposicdo valer para extensdes ciclicas e M|K percorrer as subextensdes ciclicas de
L|K, entdo o diagrama nos mostra que o niicleo de 7 i esta contido no nucleo do mapa
G(LIK) — TIy G(M|K), que é injetivo se L|K for abeliana, portanto 7k é injetivo.
Agora escolhendo uma subextens3o ciclica apropria M|K de L|K, a sobrejetividade do mapa
de reciprocidade é provada por inducao como no passo 1 no caso soldvel.

Passo 3: Seja L|K ciclica, podemos supor também que frx = 1. Com efeito, tome
M = L° entdo frym = 1 e rayx € um isomorfismo. O mapa Ny x no diagrama acima é
injetivo pois os grupos na sequéncia inferior tem cardinalidades [L : M],[L : K|,[M : K].
Portanto, se 775 € um isomorfismo, entdo 7k também é.

Agora seja L|K ciclica com frjx = 1 e seja 0 um elemento gerador de G(L|K) que
veremos pelo isomorfismo G(L|K) ~ G(L|K) como um elemento de G(L|K), entdo 6 =
opr, € ¢(L|K) é um levantamento de Frobenius de o com degg(5) = 1. Sendo assim, para
o corpo fixado ¥|K temos que fyx = 1, ou seja ¥ N K = K. Seja M|K uma subextensdo
galoisiana finita de Z~L|K contendo ¥ e L e denote N = Ny p0. Como fyx = frx = 1,
temos que N|4,, = Ny e N|a, = Np k. Para provar a injetividade do mapa de reciprocidade
temos que mostrar que se 7k (0*) =1, com 0 < k < n = [L : K], entdo k = 0. Tome

my, € Ay, mp € Ap elementos primos e como X, L C M C L - i, temos que 7y, Ty, Sa0
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elementos primos de M também. Escrevendo 7¥ = u.wk u € Uy, temos que

rpx(o") = N(n%) = N(u).N(7}) = N(u) = 1 mod NpxAr,

logo N(u) = N(v) com v € Ur, logo N(u~'v) = 1 e segue que u™'v = a° 1 a € Ay pelo

Axioma de Corpos de Classe. Agora em A,; temos que

(ng)a—l _ ( gu—lv)5—1 _ (aa—l)all _ (a&—l)a—l,

logo = = mv.a'? € App. Como vypo(z) € Z e nvyo = vy (x) = k, segue que k = 0. A

sobrejetividade é concluida entdo pelo Axioma de Corpos de Classe. n

Definicdo 52. Considere o mapa de reciprocidade rpx : G(L|K)™ — Ag/NykAp e a

projecdo 7 : Ax — Ag /Np k., entdo definimos o homomorfismo
(,LIK) = rpjgom: Ax — G(L|K)®
chamado de simbolo da norma residual de L|K.

Seja A um G méddulo satisfazendo o axioma de corpos de classe e seja
deg: G — 7, v:Ax — 7

uma teoria de corpos de classe. Para cada corpo K, definimos uma topologia em Ay da
seguinte forma: para cada a € Ak, tomamos as classes laterais a/Nzjx A7, como uma base
de vizinhancas abertas de a, onde L|K percorre todas as extensdes Galoisianas finitas de K.

Chamamos esta topologia de topologia da norma de Ak.
Proposicao 76. Valem as seguintes propriedades
(i) Os sugrupos abertos de Ay sdo precisamente os subgrupos fechados de indice finito,
(ii) A valoracdo vg : Ax —> 7 é continua;
(iii) Se L|K é uma extensdo finita, entdo Ny : Ay — Ay é continua;

(iv) Ak é Hausdorff se e somente se o grupo
A = NpxAr
L

de normas universais for trivial.
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Demonstracdo. Ver proposicdo 4.1 do capitulo 2 de [Neukirch (1986).

Proposicao 77. O mapa

L|—>NL:NL|KAL

é uma correspondéncia biunivoca entre extensées abelianas finitas L| K e os subgrupos abertos

N de Ag. Além do mais,
s [ C Ly Ny, DN,
» Npyo, =N, 0N,
« Noop, =N, Ni,.

Demonstracdo. Se L, e L, sdo extensbes abelianas finitas, entdao pela transitividade da
norma temos que N7, 1, C Ny, N Np,. inversamente, se a € N, N N7, entdo o elemento
(a,L1.Ly|K) € G(Ly.Lo|K) tem as projecdes triviais (a, L;|K) = 1 em G(L;|K),i = 1,2,
logo (a, L;.Ls|K) =1, logo a € Nz, 1,. Portanto, temos que N7z, = Nz, NN, e

N, DN, &N, NN, =N, & [l Ly K| =[Ly: K| < Ly C Ls.

Isso implica que o mapa L — N7, é injetivo. Se ' é um subgrupo aberto de A, ent3o contém
um grupo de norma Ny = NpjxAr. Como Nj, = Npa, podemos supor que L|K é abeliana.
Agora (N, L|K) = G(L|L') com um corpo intermedidrio L' de L|K. J4 que N' 2 N7, ent3o
N é pré-imagem de G(L|L') pelo mapa de norma residual ( ,L'|K) : Ax — G(L'|K), logo
N = Np. Portanto, o mapa L — N}, é sobrejetivo.

Por fim, a identidade N,~z, = N, NN, é obtida da seguinte forma. Como LiNL, C L;,
segue que N7 ,nr, 2 N, i = 1,2, logo Ni,nr, 2 Np, Ni,. Agora como Ny, N7, é aberto
em A, temos que N7,. Ny, = N, para alguma extens3o abeliana finita L| K. De N, C N7,
segue que L C Ly N Ly, logo N1, Nz, = Nz 2 N1,nL,. O

Agora construida toda essa teoria de corpos de classe generalizada, vamos utilizar os
conceitos e resultados que desenvolvemos para aplicar no estudo de corpos locais, e assim
teremos a teoria de corpos de classe local com uma versao local do axioma de corpos de
classe, e no estudo de corpos de nlimeros, e assim teremos a teoria de corpos de classe global
e uma versao global do axioma de corpos de classe. Por fim, com todo esse fundamental
tedrico, seremos capazes de provar o Teorema de Hasse-Minkowski, também conhecido com

principio local-global para quadricas.
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4.4 TEORIA DE CORPOS DE CLASSE LOCAL

Ao longo desta secdo vamos trabalhar com corpos locais, como definimos em [23]e estaremos
em especial interessados em corpos p-adicos, ou seja, as extensdes finitas de Q,. Utilizaremos
a teoria abstrata que desenvolvemos na secdo anterior, mas agora estaremos trabalhando com
corpos "concretos" no sentido usual que estamos acostumados da algebra. Seja £ um corpo
local, k seu fecho separével e G = G(k|k) seu grupo de Galois absoluto, que sabemos ser
um grupo profinito com a topologia de Krull por e sabemos que os subgrupos fechados
de G sdo os subgupos da forma G = G(K|k), onde K|k é uma subextensdo de k|k por
portanto podemos aplicar a teoria de galois abstrata e assim a teoria de corpos de classe
abstrata, onde agora os "corpos abstratos", que eram meros indices, s3o corpos concretos no
sentido da algebra.

Considere l%\k a extensdo ndo ramificada maximal de k, ou seja, o compésito de todas as
extensdes finitas ndo ramificadas. Sabemos que & é gerado por todas as raizes da unidade de
ordem prima com p = char(Oy/p;). O grupo de Galois G(k|k) é gerado topologicamente

pelo automorfismo de Frobenius @i € G(k|k) que é definido por
a® = a®™ mod p;, Va € O;.

Se L|k é uma subextensio finita de k|k, entdo o grupo de Galois G(L|k) é ciclico e gerado

por ik = ¢k|r. Se n = [L : k], entdo temos um isomorfismo candnico
G(L|k) ~ Z/nZ,

que envia wr; em 1 mod nZ. Passando para o limite projetivo, obtemos um isomorfismo
topolégico

G(k|k) ~ 2,

12

que manda ¢ em 1. Obtemos também um homomorfismo continuo e sobrejetivo
deg : G —» Z.

Se K|k é uma extensdo finita, entdo fx = frxp = [K Nk : k] é o grau de inércia da

extens3do, que induz um homomorfismo continuo sobrejetivo

1 N
deggy = — deg : Gx — 7,
K
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que determina a extensdo n3o ramificada maximal K = K.k de K. O elemento v € G(K|K)
que é enviado em 1 pelo isomorfismo G(K|K) ~ Z é o automorfismo de Frobenius de K|K
ja que iy = i e
a?x = q#" = ai" = % mod P
para todo a € O; logo para todo a € Oj, pois K = K.k. Nés consideramos o G-médulo
A=F". Se K|k é uma extens3o finita, entdo Ax = K*. Consideramos também a valoracdo
henseliana normalizada usual
vkt —ZCZ
e note que ela também é henseliana com respeito a deg. Agora provaremos que A satisfaz o

axioma da teoria de corpos de classe, entao o par
deg: G — 7 vkt — 7
é uma teoria de corpos de classe.

Teorema 12 (Axioma de corpos de classe local). Se L|K é uma extensdo finita ciclica de
corpos locais, entdo

, [L: K] sei=0;
#H'(G(L|K), L) =

1 sei = —1.
Demonstracdo. Vamos apenas provar o caso em que char(K) = 0, que é o que de fato vamos
precisar ao longo desse texto. Para o caso de caracteristica positiva, pode ser consultado o
livro de |Artin e Tate (1967). Seja G = G(L|K). Pelo teorema 90 de Hilbert, temos que
H Y(G, L*) =1, logo o quociente de Herbrand do G-médulo L* é h(G, L*) = #H°(G, L*).

Agora considere a sequéncia exata de G-médulos
1 —U,—L" 27 —0

em que Z é visto como GG-médulo trivial e Uy, denota o grupo de unidades do anel de valoracao

de L. Entdo pela multiplicidade do quociente de Herbrand, segue que

WG, L) = h(G,Z).h(G,Up) = [L : K].h(G,Up).

e

Entdo basta provarmos que h(G,Uy) = 1. Seja n > )

= vr(p), entdo pela proposicdo ,

U™ ~ p" e como Uy, /U™ & finito, temos que

h(G,Ur) = h(G,ULJU).R(G, UMY = h(G, p2).
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Seja {7a|T € G} uma base normal de L|K e seja M o G-mébdulo

M= oktra= P B

TG TG
onde B = ok, logo M = M¢(B). Multiplicando « por uma poténcia de 7k apropriada se
necessario, podemos supor sem perda de generalidade que M é um submédulo aberto de p7,

entdo segue que p7 /M é finito, logo

WG, UL) = h(G,p}) = h(G, p}/M).h(G, M) = 1.

Sendo assim, temos a lei de reciprocidade local:

Proposicdo 78. Para toda extensio Galoisiana L|K de corpos locais, temos um isomorfismo

candnico

ro : G(LIK)™ — K*/NpjxL*.

Proposicao 79. O mapa

Lf—)NL:NLu{L*

é uma correspondéncia biunivoca entre extensoes abelianas finitas L do corpo local K e os

subgrupos N de K* de indice finito. Além do mais,
s [ C Ly Ny, DN,
» Niyo, =N, NN,
* Niinz, = Ni, - Ni,.

Demonstracdo. Ver teorema 3.1 do capitulo 3 de Neukirch (1986).

Proposicao 80. Se K contém as raizes m-ésimas da unidade e se L = K( ¥/ K*), entdo
NyxL* =K ¢  G(LIK)~K*/K"™

Demonstracdo. Ver teorema 3.2 do capitulo 3 de Neukirch ((1986). O
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45 TEORIA DE CORPOS DE CLASSE GLOBAL

Agora neste capitulo trabalharemos com corpos de niimeros e provaremos que vale uma
versao global do Axioma de Corpos de Classe e dele deduziremos um dos resultados centrais
da teoria de corpos de classe, conhecido como Teorema da Norma de Hasse e o utilizaremos
para provar o Teorema de Hasse-Minkowski, também conhecido como principio local-global

para quadricas.

Definicao 53. Um primo (ou place) p de um corpo de niimeros K é uma classe de equivaléncia
de valoragdes equivalentes de K. As classes de equivaléncias ndo arquimedianas sdo chamadas

de primos finitos e as classes de equivaléncia arquimedianas sdo chamadas de primos infinitos.

Sabemos da teoria de extensdo de valoracdo que cada primo infinito p é obtido a partir
de um Q-mergulho 7 : K — C e temos os primos reais, induzidos por mergulhos reais
7: K — R e os primos complexos, induzidos por pares de mergulhos complexos conjugados
ndo reais X' — C e é facil ver que p é real ou complexo se o completamento K, for isomorfo
a R ou a C respectivamente. Para nos referirmos aos primos infinitos utilizamos a notacao
p | oo e para os primos finitos, a notacdo p 1 co.

Se L|K é uma extens3o de corpos de niimeros e denotamos os primos de L por 3, entdo
escrevemos ‘B|p para denotar que se tomarmos uma valoracdo na classe B e restringirmos a
K, obteremos uma valoracdo na classe p. Para o caso de um primo finito p, sabemos que existe
um Gnico nimero primo p tal que p|p, onde estamos denotando por p a classe das valoracdes
em QQ equivalentes a valoracao p-adica.

Para o caso de primos finitos, a letra p tem mudltiplos significados p: se refere a um
ideal primo do anel de inteiros 0x do corpo de nimeros K, ou ao ideal maximal associado
a sua localizacdo (0k),, ao ideal maximal do completamento de ©x com respeito a uma
valoracdo do place p e se refere a uma classe de equivaléncia de valoracdes equivalentes em
p. E ao invés de causar confusdo, quando nos acostumamos com essa sobreposicdo, isso nos
ajuda a criar intuicoes sobre diversas conexdes e equivaléncias existentes entre as teorias de
ideais em dominios de Dedekind, que desenvolvemos no capitulo 1 e a teoria de corpos com
valor absoluto, que desenvolvemos no capitulo 2. Em geral, dada uma uma valoracao nao
arquimediana em K, sabemos que quando restrita Q, temos uma valoracao equivalente a

p-adica, entdo escrevemos a fatoracdo de p em ideais primos de K (mais precisamente de 0k )

€r

_ e
pOK_pllu r



88

e as valoragdes p;-adicas, que denotamos vy,,¢ = 1,...,7 sdo todas as extensoes da valoracao
p-adica para K, entdo v é equivalente a alguma valoracdo p;-adica, i = 1,...,r e denotando
p = p;, utilizamos o simbolo p para nos referirmos tanto ao ideal primo em questdo quanto
a classe de equivaléncia de v e perceba que o ideal primo seria 0 mesmo se tomassemos uma

outra valoracdo w mas na mesma classe de equivaléncia de v.

Definicao 54. Seja K um corpo de nimeros. Se p for um place infinito, vamos denotar
0, = K,. Se p for um place finito, vamos denotar o, = ok,, o anel de valoracdo do corpo
p-adico K, e sabemos pelo que estudamos no cap/’tu/oE’] que K, é uma extensdo finita de Q,
e que 0, é o fecho integral de Z, em K, onde p é o nimero primo sob p. Um adele o de K é
uma familia (cy,) de elementos a € K,,, em que p percorre todos os places de K e para quase
todo p, temos que o, € 0,. Os adeles formam um anel denotado A . Nesse anel, adicdo e

multiplicacdo sdo definidas componente a componente.

Seja S um conjunto finito de primos de K contendo S,, = {p|oo}. Entdo
K% ={a€ K*|vy(a) =0Vp ¢ S}

é chamado de grupo das S-unidades de K. Em particular, K°~ é o grupo das unidades do

anel Ok de inteiros de K. Temos o teorema das unidades de Dirichlet generalizado.

Proposicao 81 (Teorema das unidades de Dirichlet generalizado). O mapa

K% — IR, I(x) = (logl|z]y)pes
pesS

é um homomorfismo, cujo niicleo é j(K) e cuja imagem é um reticulado completo no espaco

vetorial de traco zero H = {(xp) € [lesR | Ypes Ty = 0},

Demonstracdo. Ver a proposicdo 1.1 do capitulo 6 de Neukirch (1999).

]

Definicdao 55. Um idele é uma unidade no anel dos adeles, ou seja, uma familia o = (o)
de elementos v, € K7, em que para quase todo p, temos que v, é um elemento de U, = oy,

o grupo de unidades de o,. Os ideles formam portanto um grupo abeliano que denotaremos

Ix.

Definicao 56. Seja S um conjunto finito de primos do corpo K. O grupo

R=T1K < 10 < 15
pesS pgS p

é chamado de grupo de S-ideles de K.
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Note que o grupo de ideles é entao a uniao
Ix =Iy C I K3,
s p

onde S percorre todos os conjuntos finitos de primos de K. Agora perceba que a seguinte

aplicacdo é um mergulho candnico de grupos multiplicativos
K" — Ik, z+— (2),

onde a componente p do idele (z) é z, = € K e esta aplicagdo estd bem definida pois
para quase todo p, = é uma unidade em K, pois escrevendo a fatoracdo do ideal fracionario
gerado por x em K, temos que rox =[], p”*’(x) e temos que v,(x) = 0 quase sempre. Daqui

pra frente vamos entdo considerar K* mergulhado em Ix e temos o grupo
K®=K"nlIj
das S-unidades de K.

Definicao 57. O grupo quociente

Cx = I /K

é chamado de grupo de classe de ideles de K .

Temos assim a sequéncia exata curta

1 — K" — Ig — Cg — 1.
Proposicao 82. Seja S., o conjunto de todos os primos infinitos. Entdo
I /I ~ Jx  Ig/I. K* ~ Jg/Px,

onde Jx e Pg denotam o grupo dos ideais fraciondrios e o grupo dos ideais fracionarios

principais de K, respectivamente.

Demonstracdo. Ver proposicdo 2.3 do capitulo 4 de [Neukirch (1986).
O

Proposicao 83. Seja ay,...,a, um sistema completo de representantes das classes de C =
Ji | Pk e considere o conjunto finito P = {p : p|a;, para algumi}. Se S for um conjunto

finito de primos contendo P, assim como os primos infintos, entio
_ 18 *
Iy =Ip.K

e portanto C = I3 K* | K*.
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Demonstracdo. Ver teorema 2.4 do capitulo 4 de Neukirch (1986).
[l

Seja L|K uma extensdo finita de corpos de nimeros. O grupo de ideles [ de K estd
mergulhado no grupo de ideles /;, de L da seguinte maneira: para cada cada o = (o) € Ik,

associe o idele o’ = (o) € 1, cujas componentes sdo
gy =0ap € Ky C Ly, para Plp

e através deste mergulho I — I, vamos identificar I C I;. Sendo assim, um idele

a = (asp) € Iy, pertence ao subgrupo I precisamente quando
(i) ap € K, com P|p para cada primo P de L;
(i) Se ‘B e P’ sdo dois primos de L sobre um mesmo primo p de K, entdo ap = ayy € K.
Um isomorfismo o : L — oL induz um isomorfismo
o: I, — I

canonicamente da seguinte maneira: para cada primo 3 de L, ¢ induz um isomorfismo o :

Ly — (0L)yp. Entdo dado um idele o € I, as componentes de oo € 1,1, sdo dadas por
(0a)pp = oasy € (0L)ogp.

Se L|K for galoisiana com grupo de Galois G = G(L|K), entdo cada ¢ € G induz um

automorfismo o : I, — I, logo I}, se torna um G-médulo.
Proposicao 84. Se L|K é uma extensdo Galoisiana com grupo de Galois G, entdo
I¢ = Ig.

Demonstracdo. Ver proposicdo 3.1 do capitulo 4 de [Neukirch (1986).
O

Para uma extensdo finita de corpos de niimeros (ndo necessariamente galoisiana), definimos
o mapa de norma

NL\K:[L — Ig

da seguinte maneira. Seja M|K o fecho normal de L|K e denote G = G(M|K),H =
G(M|L). Entdo I, é o médulo fixado de Iy, por H e

Nyk(o) = Haa para o € Iy,
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onde o percorre um sistema completo de representantes de G/H. E facil ver que Ny x(«)
independe da escolha dos representantes de G/ H e para cada 7 € G, temos que TNy (a) =

Npk(a), logo de fato Npjx(cr) é um elemento de /.

Proposicao 85. Se L|K é uma extensdo finita e a € Iy, entdo as componentes locais de
Npk (o) € I sdo dadas por
(Nrjx(a))p = [T Nrgix, (o).
Blp

Demonstracdo. Ver proposicdo 3.2 do capitulo 4 de [Neukirch (1986).
O

Proposicao 86. Seja L|K uma extensio Galoisiana de corpos de nimeros com grupo de

Galois GG, seja

[2 = H L;b
PBlp
seja
Uf = H Ug,
PBlp
e seja

=111 <110
pes p¢s

com S um conjunto finito de primos de K. Ent3o:
(i) It = Mg‘B(L?i;) eUl = MGGm(U;g) onde B3 é um primo de L sobre p dado;
(ii) Se S contém os places infinitos e os places que se ramificam, temos, para i = 0,1

H{(G,I?) ~ EBHi(Gm,Lf})
pes

HZ(G, [L) ~ @ H%Gm, L;}),
p

onde para cada p, escolhemos um primo *3 sobre ele.

Demonstracdo. Ver proposicdes 3.3 e 3.4 do capitulo 4 de |[Neukirch (1986).



92

A proposicao anterior nos mostra que
IK/NL|K[L ~ @K;/NL‘IJ\K;J o s
p

onde 3 é um primo de L sobre p. De tal forma que um idele « € I é norma de um idele de L
se e somente se cada componente local o, for norma de um elemento de Lg;, ou seja, um idele
é globalmente uma norma se e somente se for uma norma localmente em todo place. Note
também que do lado direito temos uma soma direta de uma quantidade infinita de grupos,
entao cada elemento da soma direta tem quase todas as suas componentes iguais a 1, ou
seja se a € I é um idele, entdo existe uma quantidade finita de primos p para os quais a

componente o, ndo é uma norma da extensdo Lg| K.

Proposicao 87. Se L|K é uma extensdo finita, entdo a injecdo I — I induz uma injecdo

dos grupos de classes de ideles
CK — CL, aK* — alL”.

Demonstracdo. Ver a proposicdo 3.6 do capitulo 4 de Neukirch ((1986).
m

Proposicao 88. Se L|K ¢é uma extensdo galoisiana e G = G(L|K), entdo C}, é canonica-

mente um G-médulo e C¢ = Cy.

Demonstracdo. Ver proposicdo 3.7 do capitulo 4 de [Neukirch (1986).
O

Se L|K é uma extens3o finita entdo o mapa de norma Nk : I, — Ix mapeia ideles

principais a € L* em ideles principais Ny x(a) € K*. Entdo induz um homomorfismo
NL|K O — OK7 a. L — NL‘K(Q).K*.

Se M DL D K, entdo

NM\K = NL\K o NM|L-

Proposicao 89. Seja L| K uma extensdo ciclica de graun com grupo de Galois G = G(L|K).

Entio
_ #H°(G,Cp)

M) = e o)

=n.

Em particular, (Cx : NpjxCrL) > n.
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Demonstracdo. Ver teorema 3.8 do capitulo 4 de Neukirch (1986).
[l

Proposicao 90. Se L|K é ciclica de ordem poténcia de primo n = p", entdo existem infinitos

primos de K que ndo se decompéem em L.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que o conjunto S de primos que ndo se decompde seja
finito. Seja M|K a unica subextensdo de L|K de grau primo p. Para cada p ¢ S, existe mais
de um primo de L sobre p, logo o grupo de decomposicdo G, de L|K ¢é distinto de G(L|K),
logo #G, < p*~*, logo G, C G(L|M). Disso segue que p ndo se mantém primo em M, pois

caso contrario, teriamos que G|, seria o grupo de decomposicdo de p na extensdo L|M e assim
(G(L|K) : Gy) = quantidade de primos distintos de L sobre p = (G(L|M) : Gy),

logo G(L|K) = G(LIM) = M = K, o que é absurdo, e como [M : K| = p é um nimero
primo, segue que p se decompde totalmente sobre M. Agora afirmamos que Ny xCy = Ck
e assim teremos um absurdo.

Com efeito, seja o € [k. Pelo teorema de aproximacdo, existe a € K™ tal que apa_l esta
contido no subgrupo aberto Ny, My de K, Vp € S. Para p ¢ S, apa”! estd automatica-
mente em Ny, x, My ja que My = K, pois G(Msy|K,) é o grupo de decomposicao de p

sobre M e como p se decompde totalmente sobre M, segue que
[M : K| = quantidade de primos distintos de M sobre p = #G(M|K)/#G(My|K,),

logo #G(My|K,) = 1. Portanto, aa™t é a norma de um idele 3 de M, ou seja, a =
(NM|K6).a € Nuyr Iy K*. Isso nos mostra que a classe de « esta contida em Ny Chy,

portanto, Cx = Ny xCy. O

4.5.1 Extensoes de Kummer

Suponha fixado um corpo de nimeros K que contém as raizes n-ésimas da unidade, onde
n é uma poténcia de um primo fixado. Queremos calcular o grupo de norma Ny xC}, de uma

extensdo de Kummer L|K com grupo de Galois

G(L|K) ~ (Z/nZ)".
Escolhemos um conjunto finito S de primos de K contendo os primos infinitos, o primo

dividindo n e os primos que se ramificam em L tal que I = I3.K* e denotamos s = #3S.
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Proposicao 91. Temos que s > r e existe um conjunto T de s —r primos de K ndo contidos

em S tais que

L =K(VA),
onde A é o niicleo do mapa K —» [lper K, /K™

Demonstracdo. Primeiramente provaremos que L = K({/A) com A = L*" N K*. Sabemos
que L = K(/A) com D = L*"NK*. Se x € D, entio K,({/x)|K, é ndo ramificada Vp ¢ S,
entdo podemos escrever x = wu,y, com u, € U, e y, € K, Definindo y, = 1 para p € S,
obtemos um idele y = (y,) que pode ser escrito como y = a.z, com « € I} e z € K*. Agora
r.z7" = up.ay € Uy, Vp ¢S, entdoxr.z " €Iy NK* =K% logoz.2~™ € A. Isso prova que
D =A.K*" logo L = K(V/A).

O corpo N = K(C/ﬁ) contém L pois A C K. Pela teoria de Kummer, nds temos que

G(N|K) ~ Hom(K?®/(K®)", Z/nZ).

Pelo Teorema das Unidades de Dirichlet generalizado, existe um sugrupo R de K* livremente
gerado, de rank s — 1 tal que 1(K) x R e note que p(K) é finito e portanto ciclico, pois todo
elemento de p(K) tem como polinbmio minimo um polindmio ciclotémico ®, de grau d|n”,
logo ®4|X™ — 1, logo u(K) C pi,r, que é um conjunto finito. Sendo assim,

K5  p(K)xzt o (Z)S
(B p(K)r x ()= \nZ) °

ou seja, K%/(K®)" é um Z/nZ-médulo de rank s e portanto G(N|K) também é. Como
G(N|K)/G(N|L) ~ G(L|K) ~ (Z/nZ)" é um Z/nZ-mbdulo livre de rank r afirmamos que
r < seG(N|L) éum Z/nZ-mbdulo livre de rank s — r. Com efeito, G(N|K) e G(L|K)
sdo Z-mddulos finitamente gerado de rank s e r respectivamente, como G(N|K)/G(N|L) ~
G(L|K), logo r < s e G(N|L) é um Z-médulo finitamente gerado de rank s —r e a Z-
acdo em G(N|L) envolvida induz uma (Z/nZ)-acdo em G(N|L) de forma que G(N|L) é um
(Z/nZ)-mbdulo livre de rank s — r.

Seja 01,...05_, uma (Z/nZ)-base de G(N|L) e seja N; o corpo fixado por o;,i =
1,....,s —r. Entdo L = N2 N;. Para cada i = 1,...,s — r, escolhemos um primo ‘3,
de N, que nao se decompoe em N tal que os primos pi,...,ps_, de K sob Py, ... P, sdo
dois a dois distintos e ndo estdo em S. Perceba que isso é possivel pois existem infinitos primos
de K que n3o se decompde em L. Afirmamos que o conjunto 1" = {py,...,ps_,} satisfaz as

propriedades desejadas.
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Pra isso, primeiro mostraremos que N; é o corpo de decomposicdo da extensdo N|K
do dnico primo . de N sobre B;,i = 1,...,s — r. De fato, como 3, ndo se decompde
em N, existe um Unico primo N sobre B3;, logo ¢0; = *B;, logo o; pertence ao grupo de
decomposicdo G(N|Z;), logo G(N|N;) € G(N|Z;). Por outro lado, p; é ndo ramificado em
N, pois se ; é um primo de N sobre p;, entdo para cada u € K*, do capitulo sobre corpos
com valor absoluto, sabemos que K, (/u)|K,, é ndo ramificado e K,,({/u) é a localizacdo
de K (/u) com respeito ao place de K ({/u) abaixo de £;, ent3o o compésito das extensdes
Ky, ({/u)|K,,, sobre todos os u € K®, que é igual a Nq,|K, é ndo ramificado, logo todo
primo £; de N sobre p; é ndo ramificado, ou seja p; é ndo ramificado em . Logo ‘B; é ndo

ramificado sobre V;, logo temos o isomorfismo
G(N|Z;) = G(r(B:) (B N Z3))

e o grupo do lado direito é ciclico pois é o grupo de Galois de uma extensao finita do corpo finito
Z./p;Z, onde p; é o nimero primo abaixo de B;, logo G(N|Z;) é ciclico. Como G(N|Z;) 2
G(N|N;), #G(N|N;) = n, entdo n|#G(N|Z;) mas todo elemento de G(N|K) tem ordem
dividindo n, em particular o elemento gerador de G(|Z;), logo n = #G(N|Z;), ou seja,
G(N|Z;) = G(N|N;). Portanto N; = Z,.

Para cada 7, sabemos da proposicao 19| que o corpo de decomposicao N; é maior subex-
tensdo de N|K em que p; se decompde totalmente e como L = (™" V;, vemos que L|K é a
subextensdo maximal de N|K em que todos os primos py, ..., ps_, se decompde totalmente.

Portanto, se € K°, temos que

reAs K(/z) CLsp,i=1,...,5s—r, sedecompde totalmente em K ({/z) &
e(KPz({l/E)lKJ = f(sz({l/E)lez) = Li = 17""3 - [sz(%) : Kpi] = 17

izl,...,s—r(:)Kpi({”/E):Kpi,z':1,...,3—7’(:)206K;:‘,izl,...,s—r.
Portanto, A é o niicleo do mapa K — [[5_} K /K" O]

Proposicao 92. SejaT' um conjunto de primos como na proposicao anterior e seja C (S, T) =

Ix(S,T)- K*/K*, onde

I(S,T) =TI K;" x [ &5 x I U,
pes pET pESUT

Se, em particular, L| K for ciclica, entdo NpjxCr, = Ck(S,T).
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4.5.2 Teorema da Norma de Hasse

Teorema 13 (Axioma de corpos de classe global). Sejam L|K uma extensdo ciclica de corpos
de nimeros. Ent3o:

, [L: K] sei=0;
#H'(G(LIK),CL)) =

1 sei, = —1.

Demonstracdo. Temos que

_ #H((LIK),CL))

L2 K] = MG(LIK), Cn) = Sy s s

ent3o basta mostrarmos que H~'((L|K),Cy)) = H'((L|K),Cr)) = 1. Provaremos isso por
inducdo no grau n = [L : K] e denotaremos H'(L|K) = H'(G(L|K),CL). Seja M|K uma
subextens3o de L|K de grau primo p. Se p < n, ent3o por hipétese de inducio H'(M|K) =1
e H'(L|M) = 1 e da sequéncia exata

H'M|K) - H(L|K) — H'(L|M)

obtida de , segue que H'(L|K) = 1. Se p = n, entdo denotamos K’ = K (yu,) e L' = L(u,)
e temos que L'|K’ é extensio de Kummer ciclica, logo, por 92| #H°(L'|K") = [L' : K], ou
seja, H'(L'|K’) = 1. Como [K' : K] < p—1 < p, temos por hipétese de inducdo que

H'(K'|K) = 1, entdo da sequéncia exata
HY(K'|K) — H'(I'|K) — H'(L'|K')

deduzimos que H'(L'|K) = 1. Portanto, da sequéncia exata 1 — H'(L|K) — H'(L'|K),
concluimos que H(L|K) = 1. O

Teorema 14 (Teorema da norma de Hasse). Seja L|K uma extensio ciclica de corpos de
numeros. A propriedade de um elemento x € K* ser norma de um elemento de L é local, ou

seja, € equivalente a propriedade de ser norma em qualquer completamento Lyg| K.

Demonstracdo. Seja G = G(L|K) e Gy = G(Lg|K,). A sequéncia exata de G-mddulos

1 — L* — I, — Cp, — 1 induz, pela proposicdo 63 uma sequéncia exata

HN(G,CL) — HYG, L*) — HY(G, 1) — H°(G,Ch).
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Sabemos pelo axioma de corpos de classe global que H'(G,Cy) = 1 e sabemos por que
H°(G,I) = @, H°(Gy, Ly). Portanto, o homomorfismo

K*/NL|KL* — @K;/NL*JMKpL;:S
p

é injetivo, e isso prova a proposicao. ]

4.5.3 Principio Local-Global para Quadricas

Por fim, vamos utilizar a teoria de corpos de classe desenvolvida até aqui, em especial o
teorema da norma de Hasse, para enunciar e provar o Teorema de Hasse-Minkowski, conhecido
também como principio local-global para quadricas. Para nao estender ainda mais o traba-
lho, ndo faremos uma exposicdo detalhada da teoria de formas quadraticas e nesse sentido
recomendamos como referéncia introdutdria o capitulo 4 de Serre| (1973) e para um estudo
mais sistematico e aprofundado, indicamos |(O'Meara (2000). Primeiramente precisaremos do

seguinte lema técnico.

Lema 14. Sejam K um corpo, K( /a)|K e K(v/b)|K extensdes quadraticas de K e c € K*.
Suponha que K ( /a,\/b) é uma extensdo propria de I (\/ab). Entdo c é o produto de uma

norma de K (y/a)|K por uma norma de K (\/b)| K se e somente se, c visto como um elemento

de K (v/ab) for uma norma da extensdo K (r/a,/b)| K (v ab).

Demonstracdo. Ver lema 2.5.1 de |Gondim| (2006).
[l

Lema 15. Sejam K um corpo de nimeros e p um place finito. Entdo Kp*2 é aberto em K.

Demonstracdo. Ver corolario 63:1.b de O'Meara (2000).
[

Definicdo 58. Dizemos que uma forma quadratica Q(X1, ..., X,) = >, ; a;; X; X; com coefi-
cientes num corpo K de caracteristica diferente de 2 representa 0 se a equacdo Q(z1, ..., T,) =

0 admite solucdo nao trivial em K.

Teorema 15 (Hasse-Minkowski). Seja K um corpo de nimeros e n > 2. Considere uma
quadrica

Q(Xl, Ce ,Xn) = Zainin

.3
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com coeficientes em K. Entdo () representa 0 em K se e somente se () representa 0 em K,

para cada place p.

Demonstracdo. A ida é clara, entdo basta demonstrarmos a volta. A menos de mudanca de
variaveis, podemos supor que a forma quadratica é da forma Q(Xi,...,X,) = X' a; X2
Para mais detalhes sobre essa mudanca de varidveis e para uma introducao a teoria de formas
quadréticas, ver o capitulo 4 de Serre (1973).

Caso n = 2: Sejam a, b, c € K*, entdo

b
ar’ — by’ =0 & fzfeK*.
Va vy

Portanto, basta provar que se d € K* é um quadrado em cada localizacdo K, entao é
um quadrado em K, ou seja, que se a extensio L = K (v/d)|K tem grau 2, ent3o existe
um uma localizagdo K, em que d ndo é quadrado. Como a quantidade de places de K que
se ramificam em L é finita, assim como a quantidade de places infinitos é finita, mas existe
uma quantidade infinita de places de K que n3o se decompde em L, entdo existe um place
finito p de L n3o ramificado que n3o se decompde em L. Seja P o tnico place L sobre p. Da

identidade fundamental, temos que

[L: K] = e(Blp)f(Blp) = 2= 1.f(Blp) = f(Blp) = 2.

Como p ndo se ramifica em L, segue que [Ly = K,| = f(P|p) = 2. Portanto, d ndo é
quadrado em K.

Caso n = 3: Sem perda de generalidade podemos supor Q = X2 —aY? —bZ2. A condicio
de de @ representar 0 é equivalente a b ser uma norma de um elemento da extensdo K (y/a)|K.
De fato, b = Ny (/a)x (¢ 4 y/a). Como a extensdo K (y/a)|K é ciclica, o resultado segue do
teorema da norma de Hasse.

Caso n = 4: Sem perda de generalidade podemos supor Q = X? + bY? — cZ? — acT?.
Suponha que @ representa 0 em K, para cada place p. Primeiramente vamos supor que

[K (v/a,vb) : K(v/ab)] = 2. Temos duas possibilidades
(i) [£55(Va, VB) : Ky(v/ab)] =2, e assim

1
¢ = Ny, (@ + 9V)-Ni v, <Z+tﬁ>
ou seja, ¢ é o produto da norma de um elemento da extensdo K,(y/a)| K, e a norma de

um elemento da extensdo K,(v/b)|K,, logo ¢ é a norma de um elemento da extensio

K,(v/a, Vb)|K,(v/ab), pelo lema [14]
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(i) [Ky(va,vb) : K,(vab)] = 1, e assim é imediato que ¢ é uma norma da extensdo
Ky (V@ VB) Ky (Vab).

Como a extensdo K (+/a,/b)|K(vab) é cilica, o resultado segue do teorema da norma de
Hasse [14] e do lema [14]

Agora suponha que [K (y/a, vb)| K (v/ab)] = 1, entdo é facil provar que K (y/a) = K (/b),
logo para cada place p, temos que K,(v/a) = K,(v/b) e assim

¢ = Nk, (va)K, <W> )
z+ty/a
ou seja, ¢ € a norma de um elemento na extensdo K,,(\/E)|Kp para cada place p, logo € norma
na extensao K(\/l_))|K ent3o a quadrica X —bY 2 —cZ? representa 0 em K, logo () representa
0Oem K.

Caso n > 5: vamos proceder por indugdo no nimero de varidveis. Escreva Q = aX? +
bX3 — Q e denote S e conjunto de places em que () n3o representa 0. Com efeito Q tem
pelo menos 3 varidveis, entdo basta mostrar que uma quadrica da forma X2 — bY?2 — cZ2
com b,c € K* representa 0 em quase todo place e isso é de fato verdade, pois a quadrica
X? — bY? — cZ? representa 0 em K, se e somente se b € Ny (/o) x, Kp(v/a)* e b de fato é

uma norma quase sempre pois pelo teorema da norma de Hasse [14] a aplicacio
E/Ni(axK(Va) = @ Ky /N, (o), K (Va)”
p

é injetiva. Nossa hipétese € de que () representa 0 em K, para cada place p, portanto para
cada p, existe um ¢, € K tal que aX? +bX3 e Q) o representam em K,. Vamos chamar
tais coordenadas z;(p). Como K*? é aberto e S é finito, existe ¢ > 0 tal que se c € K* e
lc—cplp < &,Vp €S, entdo ¢/c, € K;?,Vp € S. Como h(x1, ;) = ax] + baj é continua em

K, para cada p € S, existe 6 > 0 tal que se x;, 2, € K satisfazem

max {[zy — z1(p)], [r2 — 22(p)|} <4, (4.1)

entdo |h(z1,22) — ¢y| < &,Vp € S mas pelo teorema de aproximacdo [29| podemos encontrar
x1, X9, € K satisfazendo a condicdo para cada p € S e denote h(xy,z2) = c.

Considere agora a forma quadratica Q = cY? — Q. Ela representa 0 em K,,Vp ¢ S pois
() representa 0 nesses corpos, por hipétese. Por outro lado, nossa construcio nos mostra que
a forma quadritica () também representa 0 em K,Vp € S, pois nesse caso, ¢ = cpdg e é

suficiente tomar y = 1/d,, e as coordenadas em Q) que a fazem representar cp. Pela hipétese
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indutiva, temos que a foram quadratica Q representa 0 em K. Se nesse caso, tivermos y = 0,
entdo Q representa 0 em K e assim Q também. Se ocorrer y # 0, entdo dividindo por 32,
percebemos que () e aX?+ aX2 representam o mesmo ¢ em K e portanto sua diferenca, Q,

representa 0 em K. O
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5 PROBLEMA DE FROBENIUS EM DOMINIOS COM VALOR ABSOLUTO

Sejam k > 2 e ay,...,ax,c € Z~o com mdc(ay,...,a,) = 1 e considere uma equacio
linear

a1xr1 + -+ apry =C

em z1,...,7; € Z. E possivel provar que existe ¢y € Z>( tal que para todo inteiro ¢ > ¢y,
a equacao acima admite solucdo ndo negativa, ou seja, com x; > 0, V2. Um nldmero positivo
¢ para o qual a equacdo acima tem solucdo positiva é chamado de representavel e algumas

perguntas interessantes sao:

» Quais s3o os nliimeros representaveis?

= Qual o menor nimero representavel tal que todo nimero maior que ele é também

representdvel? Chamamos este nimero de nimero de Frobenius (a4, ..., a,).

= Quantas representacées diferentes um nimero possui?

Estes questionamentos sao chamados de problemas de Frobenius e varios resultados sobre
eles podem ser encontrados em Alfonsin (2005). Outros autores propuseram formulacdes para
os problemas de Frobenius em outros ambientes matematicos como | Johnson e Looper (2012)
fizeram para dominios de integridade e |Gondim e Rodriguez (2017) fizeram para polindmios.
O que buscamos nesta parte do trabalho foi investigar estes tipos de questdes em dominios
com valor absoluto. Seja (D, | |) um dominio de caracteristica 0 com valor absoluto e (K, | |)
seu corpo de fracdes com o valor absoluto estendido de D, entdo a inclusdo D C K é um
mergulho algébrico e topoldgico. Sejam D C K os completamentos de D C K com respeito

a métrica induzida pelo valor absoluto | |, entdo temos o seguinte diagrama

S — =
U)HN>

J

e vamos supor que K é localmente compacto. J& provamos em @ que estes corpos podem ser

classificados da seguinte forma:

Proposicao 93. Se (K, | |) é corpo com valor absoluto localmente compacto e de caracte-

ristica 0, entdo existe um isomorfismo, que também é homeomorfismo, entre K e
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(i) R ou C, se (K,| |) é arquimediano;
(ii) Uma extenséo finita de Q,, para algum primo p, se (K, | |) é ndo arquimediano.

Ent3o neste breve capitulo propomos formulacdes analogas aos problemas de Frobenius
no caso arquimediano e no caso nao arquimediano, assim como provamos certos resultados
originais em cada um dos casos. Sobre esta parte do trabalho foi aceito um resumo para
apresentac3do de pdster na | Semana de Encontros Aritméticos, entre os dias 24-26 de fevereiro

de 2025 na UNESP Rio Preto.

5.1 O CASO ARQUIMEDIANO

Definicao 59. Um dominio ordenado é um dominio D com um subconjunto ndo vazio P C D

satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) Va,b € P,a+be P;
(ii) Ya,b € P,ab € P;
(iii) Para cada a € D, uma e apenas um dos casos ocorre:

aceP, a=0, —ac P

e dizemos que P é um conjunto de elementos positivos.
Exemplo: D =R e P =R.,.

Observacao 5. Note que um dominio ordenado (D, P) possui uma relacdo de ordem dada

pory>zx <= y—x¢€P.
Observacao 6. Lembramos que todo dominio ordenado tem caracteristica 0.

Observacao 7. Se (D, P) é um dominio ordenado, entdo seu corpo de fracées é naturalmente

ordenado.

Definicao 60. Um dominio ordenado (D, P) é dito arquimediano se a imagem 7Z — D n&o

tem cota superior. Neste caso identificamos a imagem de 7 com os inteiros.

Observacao 8. Note que este conceito ndo é exatamente o mesmo de valor absoluto arqui-
mediano mas ele ser3 (til devido o teorema de classificacdo de corpos localmente compactos

e a relacdo ficara clara ao longo desta secio.
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Lema 16. Seja (D, P) um dominio ordenado arquimediano. Dados z,y € D tais que y —x >

1, entdo existen € 7 tal que x < n < y.

Demonstracdo. Considere o seguinte subconjunto S = {n € Z : n > x} que é n3o vazio pela
hipdtese de arquimedianidade e = é uma cota inferior de .S, entao existe um elemento minimal
ng € S. Nés temos que ny < y, pois caso contrario, ng >y eassimng—x >y —x > 1,0

que implicaria ng — 1 > z, contradizendo a minimalidade de ny € S. n

Lema 17. Seja (D, P) um dominio ordenado arquimediano . Entdo, dados a,b € P, para

todo f € PN (a,b) tal que f > ab, existem x,y € P tais que
ar + by = f.

Demonstracdo. Ja que f € (a,b), existem xo,y, € D tais que f = axo + byo. Para todo
u € D temos que x = xg + bu e y = yg — au também é solucao da equacao. Para que ocorra

x,y > 0 é necessario que

-
0 <u< @.
b a
A diferenca
— b
Yo  —To _ ao+ y0:i>1
a b ab ab
implica que existe m € Z tais que
-
b a
e assim, basta tomar x = z¢ + mb, y = yo — ma. O

Proposicao 94. Seja (D, P) um dominio ordenado arquimediano. Entdo, dados ay, . ..ay €
P, (k > 3), para todo f € PN (ay,...,a;) tal que f > (k — 1)ay...ap_1a;, existem
x1,...,%, € P tais que

a1x1+---+akxk:f.

Demonstracdo. Ja que f € PN (ay,...,ax), entdo existem yi, ...y, € D tais que

aryr + -+ agyr = [
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Seja A; = [1;4 a; parai =1,...,k— 1. E facil ver que para todos uy, ..., us_1 € D a k-upla

r1 =y + Ay

To = Yo + Asuy

Tn—1 = Yn—1 + Ap_1Uk—1

xk:yk—Ak(ul—i-uz—l—-“—i-uk_l)

também representa uma solucdo da equacao linear. Vamos nos restringir ao caso u; € Z.

Afirmamos que pela propriedade arquimediana, podemos escolher 0 < z; < A; para
i=1,...,k— 1. De fato, para cada i, o conjunto {A;u; : u; € Z} é ilimitado, ent3o seja n;
o menor inteiro tal que

niAi > yi.

Entdo n;A; > y; > (n; — 1)A;, logo A; > y; — (n; — 1)A; > 0. Defina u; = —n; + 1 e

x; = y; + u; A; e a afirmacao segue. Neste caso
O0<g=ax1+axs+ - +ap, 17,1 < (n—1)ay...a.

Perceba que f € P(g,ax) e por hipétese f > (n — 1)a; ...ax_1a2 > gay. Portanto, existem

v, wo € P tais que f = gvy + aiwy, logo

f=ai(z1vg) + -+ + ap_1(Tn_1v0) + arwy
e X1V, ..., Tp_1Vg, Wy € P. ]
Observacao 9. Problema de Frobenius em dominios arquimedianos. Considere novamente o

diagrama

—

K K
D——D

pelo Teorema de Classificacdo de corpos localmente compactos, K éouR ouC. Se
Ssupomos K =R, ento (D, D NRsy) é um dominio ordenado e os resultados anteriores nos
ddo um Problema de Frobenius em D. Se supomos K = C, entdo D nao tem uma nocio

consistente de positividade. Por outro lado, o problema de Frobenius pode ser enunciado nos

nimeros complexos através de outra abordagem, como fizeram |Maier e Paschke (2011).
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52 O CASO NAO ARQUIMEDIANO

No caso ndo arquimediano, ndo temos uma nocao precisa de positividade pois Z, nao é
dominio ordenado. Mas neste caso podemos definir um conceito de pseudopositividade e assim

enunciar um problema de Frobenius e estuda-lo.

Definicdo 61. Seja (D, | |) um dominio de caracteristica 0 com valor absoluto. Dizemos que

P C D é um conjunto de elementos pseudopositivos se
= 0e P,
= Ya,be Pa+be Peabe P;
= P € topologicamente fechado.

Exemplo: (Z,.| |,) com P = pZ,.

O problema que precisamos estudar é o seguinte:

Problema 1. Seja k > 2 um ndmero inteiro. Dados aq, . ..ay,c € P C D, como se compor-

tam as solucbes pseudopositivas x1,...,x, € P da equacio
ary+ - t+aprp=c?

Novamente, de volta ao diagrama para o caso nao arquimediano
K—— K
D D

Pelo teorema de classificacdo, /' é uma extensdo finita de @, para algum niimero primo

—

p e também temos que Z, C D. Vamos denotar O o anel de valoragdo de K, 7 seu elemento
primo e v a valoracdo normalizada. Nés conseguimos estudar o problema de Frobenius no

completamento D pois é possivel calcular explicitamente o conjunto P usando o seguinte

lema.

Lema 18. Se P C O é um conjunto de elementos pseudopositivos, entdo P = 7O onde

m = min {v(z) : x € P}.
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Demonstracdo. Seja o € P, entdo perceba que aO C P pois P é topologicamente fechado,
é fechado sob adicdo e todo elemento de O pode ser escrito como ;- ar!, 0<a <p-—1.
Como aO = p“P(O‘)(’), obtemos
= U @O = (@) O)
acP

onde v(ayg) é minimal. O

Portanto, estamos lidando com o seguinte problema: dados ay,...,ax,¢c € @O,k >
2, m > 0, temos a equacao

G1I1+"'+6Lkl’k20

e queremos entender a existéncia e comportamento das solucdes x1,...,z; € 7O \ {0}.
Primeiramente, dividindo os coeficientes e o termo resultado por 7™ e o resultado ¢ da com-

binacdo linear ainda estd em 7O pois todos os x;s estdo.

5.2.1 Equacao linear com restricao em anel de valoracao discreta

Vamos fixar um corpo K com caracteristica 0 e discreto com valoracdo (normalizada) v.

Seja O seu anel de valoracdo, p seu dnico ideal maximal e 7 um elemento primo (v(7) = 1).

Teorema 16. Para cada k,n € Z~, dados ay,...,ar € O\ {0} ec € p™\ {0}, a equacio

Ty + -+ aprp = ¢ (5.1)
tem solugdo em x1, ...,z € p™ \ {0} < v(c) > miny<;< {v(a;)} + n.
Demonstracdo. (=) Ja que x1,...,7; €™, ay,...,ap € O e c = ¥ a;7;, entdo

v(c) > lrélilélk {v(a;z;)} = glilélk {v(a;) + n} = 1%1& {v(a;)} + n.

(<) Quando k = 1, precisamos resolver a equa¢do a1z = ¢, supondo aj,c € O\ {0} e
v(c) > v(ay) +n, entdo v = ca;' # 0 em K e v(z) = v(c) —v(a1) > n, logo x € p™ \ {0}.

Agora suponha verdade para k e provaremos ser verdade o caso k + 1. Temos a equacao
a1+ -+ Ap41Tk4+1 = C.

Seja I = v(c) e sem perda de generalidade, podemos supor v(ag.1) = maxj<i<ki1 {v(a;)}.
Se ¢ # agy 7, tome w41 = 7!, entdo v(c — apyywt) > 1 > ming<i<p {v(a;)} + n logo,

pelo caso k, Jxy,...,z, € p™ \ {0} tais que
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k k+1
— I _ —
DT = C = QT = €= QT = ) 4T = C.
i=1 i=1
Se ¢ = a4 7, tome 7)., = 27 e segue analogamente. O
Em uma linguagem de Frobenius, dados ay,...,a; € O\ {0}, dizemos que um elemento

c € p"\ {0} é representavel se a equacdo tem solucdo em zy, ...,z € p™\{0}. A menor
valoracdo possivel de um elemento representavel é vy(ay,...,a,) = minj<;<x{v(a;)} +n e
podemos dizer que este é um nimero de Frobenius. Além disso, cada elemento com uma
valoracao maior é representavel e nenhum elemento com valoracao menor é representavel.
Agora vamos provar alguns resultados sobre a infinitute de representacdes de um elemento
representdvel fixado, de maneira anéloga ao que foi feito por|Gondim e Rodriguez (2017) para

polinbmios.

Proposicao 95. Sejak > 2 e ay,...,ax,c € O\ {0} tais que v(a;) < --- < v(ax) ec €
p"\{0}. Dados inteiros ms, ..., my > v(c)+1, entdo existem infinitas solucées (x1, s, ..., xy)
da equacdo

a1ry + -+ aprp = C

em p" \ {0} tais que
v(zy) = v(c) —v(ay), v(xe) =ma, -, v(x) = M.

Demonstracdo. Se k = 2, hd no maximo um u € O* tal que ¢ = asun™? mas O* é um

conjunto infinito, logo para cada cada u € O* com ¢ — ayun™? # 0, tome x4, = un"™?, assim
¢ — agun™ = 7°y(c) — urt @My (qy) = 70 (u(c) — um@Tm2=vy(q,))

com u(c),u(ay) € O%, entdo v(c — agtm™?) = v(c), assim, tomando x1 = a;'(c — axt7™?),
segue que (1, 2;) € solucdo da equacdo satisfazendo as condicGes apresentadas.

Agora suponha provado o caso k e iremos provar o caso k + 1. Perceba que existe no
maximo um u € O tal que ¢ = agun™+ mas O* é um conjunto infinito, logo para
cada u € O* com ¢ — appun™+ # 0, temos v(c — apun™ 1) = wv(c), entdo tome
Tt1u = um™ 1 e por hipdtese de inducdo segue que existem infinitas k-uplas (z1,...,zx)
satisfazendo v(z1) = v(c) — v(a1), v(xg) = mag, -+ ,v(xE) =My €

k k
m
E ;T; = C — Qpum ¥ =C— Qp1Thy1,u = <§ ai%’) + g1 Tpy10 = C
i=1 =1



Proposicao 96. Sejam ay,...,a; € O\ {0} ec € p™\ {0}, tais que v(a;) < --- < wv(ay),

v(c) > v(ay) + n e fixado xz, € p™ \ {0}, tal que v(x1) # v(c) — v(ay1), temos
(i) se v(xzy) < wv(c) —v(ay), entdo existem x,, ...z € p™ \ {0} tais que

a1T1 + AsTo +agTy + -+ apxp = C

se e somente se v(az) < v(x1) + v(a1) — n. Neste caso, fixados inteiros msg, ... my >

v(x1)+v(ay)+1, existem infinitas (k—1)-uplas (z2, 3, . . ., 2 ) de elementos de p™\ {0}

satisfazendo a equacdo acima tais que
v(xe) = v(xq) +v(ay) —v(ag),v(x3) = ms,...,v(xE) = my;
(ii) Se v(z1) > v(c) — v(ay), entdo existem xo, ... x, € p™ \ {0} tais que

a1 + asxo + asxs + -+ +apry = C

se e somente se v(c) > v(ag) + n. Neste caso, fixados inteiros ms, ... my > v(c) + 1,

existem infinitas (k — 1)—uplas (x2,x3,...,x;) de elementos de p™ \ {0} satisfazendo

a equacao acima tais que

v(za) = v(c) —v(ag),v(rs) = ms,...,v(zK) = my.

Demonstracdo. (i) Fixado x; como no enunciado, perceba que v(c — ayzq) = v(ay) + v(xy),

logo, pelo teorema (16| a equacdo % , a;z; = ¢ — a;x; tem solucdo em p™ \ {0} se e somente

se

v(ar) +v(z1) = v(c — arxy) > v(ag) + n.

Neste caso, fixados inteiros ms, ..., my > v(x1)+wv(a;)+1, a demonstracdo deste item segue

da proposicao anterior.

(17) Fixado 27 como no enunciado segue que v(c — ayz1) = v(c)) e pelo teorema a

equacdo 3% , a;r; = ¢ — a;w; tem solucdo em p™ \ {0} se e somente se
v(e) = v(c—arz1) > v(az) +n.
Neste, caso a demonstracao deste item também segue da proposicao anterior.

Corolario 8. Na situacdo (i) da proposicdo acima, segue que v(ay) < v(c) — n.

Demonstracdo. Use as desigualdades v(x;) < v(c) —v(ay) e v(az) < v(zy) +v(ay) —n.
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Corolario 9. Na situacdo (ii) da proposicdo acima, segue que v(xy) > v(az) +n — v(ay).

Demonstracdo. Use as desigualdades v(z1) > v(c) — v(a1) e v(c) > v(az) + n. O
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