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RESUMO

Estudamos a estabilidade paramétrica em um caso simplificado do problema restrito espa-
cial de trés corpos, onde um planeta descreve uma érbita eliptica devido a atracdo gravitacional
do Sol, fixo em um dos focos da elipse, e um satélite move-se no espaco sujeito apenas a atra-
cdo gravitacional do planeta. Inicialmente, investigamos a dinamica de um problema restrito
de dois corpos, onde o primario descreve uma 6rbita circular e o corpo de massa infinitesimal
move-se no espaco tridimensional. Discutimos os equilibrios do sistema Hamiltoniano deste sis-
tema binario em um referencial rotatério relativamente ao qual o Hamiltoniano é auténomo.
Determinamos as formas normais do Hamiltoniano quadratico na regido de estabilidade linear
em uma vizinhanca dos pontos de equilibrio. Posteriormente, analisamos o problema de es-
tabilidade paramétrica do sistema Hamiltoniano obtido do referido problema restrito espacial
simplificado de trés corpos. Este sistema Hamiltoniano é 7-periédico com trés graus de liber-
dade e contém um pardmetro p, razdo entre as massas do planeta e do Sol. Calculamos os
equilibrios deste sistema Hamiltoniano 7-periddico e estudamos a estabilidade paramétrica do
sistema linearizado numa vizinhanca de um dos pontos de equilibrio do sistema, construindo,
respectivamente, as superficies e as curvas que separam as regides de estabilidade e instabili-

dade no espaco e no plano dos parametros utilizando para isto o método de Deprit-Hori.

Palavras-chaves: Estabilidade paramétrica. Sistema Hamiltoniano. Trés graus de liberdade.



ABSTRACT

We study parametric stability in a simplified case of the spatial restricted three-body
problem, where a planet follows an elliptical orbit due to the gravitational attraction of the
Sun, which is fixed at one of the focuses of the ellipse, and a satellite moves through space
subject only to the gravitational attraction of the planet. Initially, we investigate the dynamics
of a restricted two-body problem, where the primary body moves in an circular orbit and the
body of inifintesimal mass moves in the three-dimensional space. We discuss the equilibria of
the Hamiltonian system of this binary system in a rotating reference frame, relative to which
the Hamiltonian is autonomous. We determine its normal forms in the region of linear stability
in a neighborhood of the equilibrium points. Subsequently, we analyze the parametric stabil-
ity problem of the Hamiltonian system obtained from the aforementioned simplified spatial
restricted three-body problem. This Hamiltonian system is 7-periodic with three degrees of
freedom and contains a parameter p, the mass ratio between the planet and the Sun. We com-
pute the equilibria of this 7-periodic Hamiltonian system and study the parametric stability of
the linearized system in a neighborhood of one of its equilibrium points, constructing, respec-
tively, the surfaces and curves that separate the stability and instability regions in parameter

space and plane using the Deprit-Hori method.

Keywords: Parametric stability. Hamiltonian system. Three degrees of freedom.
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1 INTRODUCAO

Investigaremos a estabilidade paramétrica nas vizinhancas dos pontos de equilibrio em um
sistema Hamiltoniano linear periédico com trés graus de liberdade, que surge de um caso
simplificado do problema restrito espacial de trés corpos. Neste problema consideramos uma
das primarias de massa M fixa no foco de uma trajetéria eliptica e desprezamos a interacao
gravitacional de M sobre o corpo de massa infinitesimal. Faremos um estudo da estabilidade
linear do sistema quando os parametros envolvidos variam. O objetivo é identificar os valores
destes parametros que garantem a estabilidade do sistema e obter as curvas que delimitam as
regioes de estabilidade e instabilidade - chamado de problema de ressonancia paramétrica.

Proposto por Isaac Newton (1643-1727) em sua obra Principios Matematicos da Filosofia
Natural, publicada em 1687, o Problema de Trés Corpos ainda n3o apresenta uma solucao
analitica explicita, apesar de ter emergido como um desafio fundamental que, posteriormente,
com as tentativas de buscar solucdes gerais, impulsionou o desenvolvimento teérico da Meca-
nica Celeste, da teoria das Equacdes Diferenciais e contribuiu com aplicacGes na Astronomia
(MONTEIRO, [2011} |CELLETTI; PEROZZI, 2007)). Neste contexto, na busca por solucdes particu-
lares, mas com hipdteses que sejam razodveis em um cenario de movimento no Sistema Solar,
temos o chamado Problema Restrito de Trés Corpos, proposto inicialmente por Leonhard Euler
(1707-1783) e seguido das contribuicdes de Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), Henri Poin-
caré (1854-1912), entre outros. Esse problema simplifica o estudo da dindmica ao considerar
um corpo de massa mo desprezivel em relacdo as massas M e m; dos outros dois corpos,
chamados de primérias, de forma que os efeitos gravitacionais de my sobre M e m; sejam
desprezados. Outras informacdes acerca do contexto histérico sobre a evolucdo do problema
de trés corpos, e seus casos restritos, podem ser encontradas no artigo de Musielak e Quarles
(2014).

A estabilidade de sistemas Hamiltonianos lineares periddicos tem sido objeto de estudo de
diversos trabalhos. O problema é tratado por meio da normalizacdo do sistema Hamiltoniano
e do método Deprit-Hori, o qual permite a transformacao do Hamiltoniano periédico em um
Hamiltoniano auténomo - veja (CABRAL; DIAS, 2023} MEYER; OFFIN, 2017)). O problema de
ressonancia paramétrica em sistemas Hamiltonianos lineares periédicos com dois graus de
liberdade tem sido discutido em vérios artigos, por exemplo em (ARAUJO; CABRAL, [2018;

ARAUJO; CABRAL, [2021; ICARVALHO; ARAUJO, 2023 INETO; CABRAL, 2020; VIDAL; VIDARTE,
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2016)) e (VALERIANO| 2016) que abordam modifica¢des do problema restrito de trés corpos
no plano e em outros problemas mecanicos com dois graus de liberdade. No contexto de
sistemas Hamiltonianos com trés graus de liberdade, citamos os artigos (ZHONG et al., 2023),
e (MARKEEV, 2021a; MARKEEV, 2021b; MARKEEV, 2023) que analisam a estabilidade n3o linear
dos pontos de equilibrio de Lagrange no problema restrito espacial eliptico de trés corpos.

Neste trabalho, propomos um estudo analitico, até entao nao apresentado na literatura,
sobre o problema de ressondncia paramétrica para um sistema Hamiltoniano com trés graus
de liberdade. O objetivo é discutir a estabilidade paramétrica em um sistema Hamiltoniano
linear periddico com trés graus de liberdade, originado de uma versao simplificada do problema
restrito de trés corpos, onde o corpo menos massivo é um satélite, enquanto as primarias sao
um planeta e o Sol - este (ltimo fixado em um dos focos da érbita eliptica de excentricidade
€, descrita pelo planeta.

Iniciaremos nosso trabalho dissertando um pouco sobre o problema de dois corpos, m; e
mg, conhecido como Problema de Kepler. Neste contexto, esses corpos orbitam em torno de
seu centro de massa exclusivamente devido a atracdo gravitacional newtoniana.

Tomaremos, inicialmente, m; descrevendo um movimento circular no plano XY a uma
velocidade angular constante w, enquanto ms, de massa infinitesimal, se move livremente no
espaco (Figura . A ideia é compreender o comportamento dinamico neste problema o qual
é um sistema Hamiltoniano periédico com trés graus de liberdade. Em um sistema rotatério
com velocidade angular w a dinamica é definida por um sistema autonomo. Assim, uma érbita
circular do corpo ms com velocidade angular w é um ponto de equilibrio, em um sistema
de coordenadas rotatérias. Em seguida, determinaremos a forma normal do Hamiltoniano
quadratico do sistema linearizado na vizinhanca do ponto de equilibrio do sistema Hamiltoniano
(n3o perturbado) com trés graus de liberdade.

Observemos que existem configuracdes composta pela Terra, Sol e um satélite em orbita
baixa da Terra (entre 160 km e 1000 km acima da superficie terrestre, (ESA, 2020)). Uma
destas é a drbita do telescépio espacial Hubble em uma érbita de 570 km da superficie terrestre,
situado a uma distancia de 6940 km do centro da Terra, a qual tem um raio aproximado de
6370 km.

Tomando os valores aproximados para a distancia do satélite ao Sol de 150000000 km e
a razdo entre as massas do Sol e da Terra como 332946, podemos concluir através da lei
da Gravitacdo Universal de Newton, que a intensidade da forca gravitacional exercida pelo

Sol sobre o satélite em érbita baixa varia entre 0,63 e 0,8 milésimos da forca exercida pela
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Terra. Portanto, embora a influéncia gravitacional do Sol sobre o satélite n3o seja desprezivel,
podemos, em uma primeira aproximacado, considerar o movimento do satélite como se nao
houvesse a atracdo do Sol sobre ele. Isso justifica nossa escolha do problema restrito espacial
dos trés corpos mencionado anteriormente, no qual desconsideramos a atracdo gravitacional
do Sol sobre o satélite.

Quando a érbita de m; é eliptica com raio vetor Ry = Ry(¢,v), onde € é a excentricidade
e v é a anomalia verdadeira, fazendo uma mudanca de coordenadas pulsantes (CABRAL; DIAS,
2023) o movimento do satélite é descrito por um sistema Hamiltoniano com trés graus de
liberdade e dependente do “tempo” v com periodo 27. Este sistema contém o parametro
1, definido como a razdo entre as massas do planeta e do Sol, e tem ¢ como pardametro
perturbador.

Apbs explicitar a forma normal do Hamiltoniano n3o perturbado na regido de estabili-
dade linear numa vizinhanca do equilibrio, investigaremos a estabilidade do sistema linearizado
perturbado, ¢ = Ag(v, 1, €)¢, para (i, €) préximo de (j0,0), onde 19 é um valor no qual
o sistema ndo perturbado ¢ = Ay(y)¢ é estével, mas n3o fortemente estavel, isto é, um
valor de ressonancia paramétrica. Veremos que os valores de ressonancia paramétrica iy sao
dados pelos extremos do intervalo de estabilidade linear. Usando o método de Deprit-Hori e
o Teorema de Krein-Gel'fands-Lidskii, concluiremos que existem sistemas estaveis e instaveis
em qualquer vizinhanca de (pg,0) no plano dos pardmetros.

O desenvolvimento da descricdo acima sobre como sera abordada a problematica da nossa
pesquisa segue ao longo de dois capitulos.

No primeiro capitulo, determinaremos o Hamiltoniano auténomo em coordenadas rotatérias
para o problema infinitesimal de dois corpos, tomando um desses corpos em uma trajetéria
circular no plano, com velocidade angular constante w, enquanto o corpo de massa infinitesimal
orbitara no espaco. Investigaremos as condicdes de estabilidade linear dos pontos de equilibrio
no sistema linearizado e, posteriormente, determinaremos as formas normais do Hamiltoniano
tanto no interior da regido de estabilidade linear quanto em seus extremos.

No segundo capitulo, abordaremos o Problema Restrito Eliptico Simplificado de Trés Cor-
pos, desconsiderando a interacdo entre o Sol e o satélite e assumindo o Sol fixo num dos focos
da trajetéria eliptica. Neste contexto, calcularemos o Hamiltoniano quadratico 27m-periddico
no tempo v, investigaremos as condicdes de estabilidade linear nos equilibrios do sistema
Hamiltoniano n3o perturbado e determinaremos os valores de ressonancia paramétrica. Em

seguida, utilizaremos a forma normal do Hamiltoniano n3o perturbado nos extremos da regiao
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de estabilidade linear para aplicar o método de Deprit-Hori, com o objetivo de determinar o
Hamiltoniano auténomo. Por conseguinte, a partir das condicdes de estabilidade linear para
os novos Hamiltonianos, determinaremos os coeficientes que permitirdo expressar os graficos

das curvas que delimitam as regides de estabilidade e instabilidade no plano paramétrico.
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2 ESTUDO DA DINAMICA DE UM PROBLEMA RESTRITO ESPACIAL DE
DOIS CORPOS

No presente capitulo, apresentamos uma formulacdo Hamiltoniana auténoma para o pro-
blema restrito de dois corpos, considerando que um deles descreve um movimento circular
uniforme. Estudamos os equilibrios do sistema e a estabilidade do sistema linearizado em
torno desses equilibrios. Por fim, realizamos uma analise da estabilidade do sistema ao longo

do intervalo de estabilidade linear, utilizando a forma normal do Hamiltoniano quadratico.

2.1 EQUACAO DIFERENCIAL DA DINAMICA

Considere uma particula de massa m; com vetor posicio R, em relacdo a origem do
sistema de coordenadas OXYZ. Ela desloca-se em um circulo de raio a com uma velocidade
angular constante w, no plano horizontal OXY, em torno da origem O do sistema OXYZ.
Uma segunda particula de massa infinitesimal ms, com vetor posicdo R, move-se no espaco

e é afetada exclusivamente pela interacdo gravitacional com a massa m;, Figura [l

Figura 1 — llustracdo do problema no contexto de uma 6rbita circular

Z
N

Fonte: O autor (2025).

Vamos estudar a dindmica da particula de massa my no espaco tridimensional R?.

Como my, esta sujeita apenas a interacdo gravitacional devido a particula m, segue-se que
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a equacao diferencial que rege o seu movimento é

Gm1m2

B __Jnmms
e IR — R,|?

(R — Ry), (2.1)

onde G = 6,67 x 107" N - m?/kg” é a constante de gravitacdo universal de Newton e cada
ponto sobre a funcdo R representa uma derivada em relacao ao tempo t¢.
Seja R = r + Ry, onde 1 é o vetor da direcdo que vai de m; para msy. Definindo a

constante positiva kK = Gmy, podemos reescrever a equacao ([2.1)) como

K ..
?=——0r — Ry(t), (2.2)
[ ]? "
onde
Ry(t) = a(coswt, sen wt, 0) (2.3)

define a posicdo de m; em cada instante de tempo ¢.

A expressao ([2.2) é a equacdo diferencial que rege o movimento da massa my.

2.2 O HAMILTONIANO DO SISTEMA

Fazendo = r e y = 7, a equacdo diferencial de segunda ordem ([2.2)) pode ser reformu-

lada como o seguinte sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem

ov
E=y, Y=o (2.4)
com V =V (x,t) dada por
V= —”z“ + (Ro(t), ). (2.5)

Portanto, a dinamica da massa ms é descrita pelo seguinte sistema de equacGes candnicas
r=H, e y=—Hg, (2.6)

onde a funcdo Hamiltoniana com trés graus de liberdade, que é periédica no tempo com

i 2
periodo 7 = —, tem a forma
w

Hiw.y.t) = slul* = o + (Folt). ). (27)
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2.3 O HAMILTONIANO EM COORDENADAS ROTATORIAS

Nesta secao, realizaremos uma mudanca de coordenadas que nos permitird encontrar um
funcdo Hamiltoniana auténoma para este novo sistema de coordenadas.

Consideremos a seguir a matriz de rotacdo em torno do eixo OZ

coswt —senwt 0

Q=Q(t) = | senwt coswt 0 |- (2.8)

0 0 1

A mudanca de coordenadas definida por
x=0& y=0n (2.9)

Q 0

é uma transformacdo simplética. De fato, sua matriz Jacobiana é dada por M =

O
Vemos que Q70 = O, OTQ = O sio matrizes simétricas e Q7Q — OTO = I, onde O é a

matriz identicamente nula. Portanto, essas sdo as condicOes necessarias e suficientes para que
M seja uma matriz simplética, ver Proposition 2.6 em |Cabral e Dias (2023)).

Além disso, para a funcdo W(x,n,t) = (x,dn), temos
y=Wolz,n,t)=0n e &=Wy(z,nt)=0 =z, (2.10)

logo, W(x,n,t) é a funcdo geradora da transformacdo simplética ([2.9)).

Sua derivada em relacdo ao tempo é dada por
Wiz, n,t) = (z,Qn) = ('@, Q7' Qn) (2.11)

e como Q1) = wY, onde

0 -1 0
X=11 0 0|, (2.12)
0 0 0

temos

Wi (x,n,t) = w(§,Xn). (2.13)
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Por (2.3), temos que Ry(t) = —aw?Qe;, onde e, é o vetor unitario do eixo OX. Segue
da primeira equacdo (2.9) que

(Ro(t),a:> = —aw2(£, er). (2.14)
O novo Hamiltoniano do sistema, ver Proposicdo 2.13 de |Cabral e Dias| (2023), é dado por
H(En,t) = H(z,y,t) + Wi(z,n,1).

Portanto, por (2.7)), (2.13) e (2.14)), obtemos

R(Em) = 5lnl? = o — ut(€.ex) + i, ). (215)

e vemos que nas novas coordenadas &, 1 o Hamiltoniano de trés graus de liberdade é autonomo,

isto é, ndo depende do tempo t.

2.4 EQUILIBRIOS DO SISTEMA NAS COORDENADAS ROTATORIAS

Neste sistema de coordenadas rotatérias, a partir da funcdo Hamiltoniana auténoma dada

em ([2.15]), a dindmica do sistema é descrita pelas equacdes candnicas
E=MHy n=He (2.16)

Os equilibrios do sistema ([2.16]) sdo dados pelas equagbes He = 0 e H,, = 0. No entanto,

temos que
He = /fo”:g — aw’e; + wEn, Hy,=n—wi§. (2.17)
-1 0 0
Assim, em um equilibrio, o vetor 17 é dado por § = wX€. E, porser X2 = | ¢ _1 ¢ |, as
0 0 0

coordenadas do vetor £ = (1, &2, &3) satisfazem o sistema de equacdes escalares

<”g”3 - w2>§1 —aw® = 0, (”;H?’ — w2>52 =0, H;H?’fg = 0. (2.18)

Pela terceira equacdo em ([2.18)), temos &3 = 0. Da primeira equacdo em ([2.18)), concluimos

K 9 . . - .
que —— #* w*, pois a # 0. Segue entdo, pela segunda equacdo da mesma expressdo, que

[€1°

& = 0. Portanto, nos pontos de equilibrio, temos que & = (&;,0,0). Consequentemente,

pela primeira equacdo em (2.9)), a érbita circular r = & (cos wt, sen wt, 0) do corpo de massa
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ms, com velocidade angular w, constitui um equilibrio do sistema. Além disso, pela primeira

equacdo em ([2.18)), & satisfaz a equacdo

) —

ou seja,
w4 aw’ — k=0, se & >0 e W&+ aw? +r=0, se & <0.

A anélise do comportamento da func3o cibica de &; nestas equacOes acima, mostra que existe
uma unica raiz £ = (&5,0,0), onde & > 0, e uma unica raiz £ = (£*,0,0), com &* < 0.

Tomando * = wX&* e ™ = wX&™*, concluimos que existem dois pontos de equilibrio

¢C=(En) e " =(£"n7) (2.19)

do sistema nas coordenadas rotatérias.

2.5 SISTEMA LINEARIZADO NUMA VIZINHANCA DE UM EQUILIBRIO

Para estudar a estabilidade em torno de um ponto de equilibrio, introduzimos nesta secao
o conceito de sistemas linearizados em uma vizinhanca desse equilibrio. Com esse processo
de linearizacdo, analisaremos a estabilidade linear local de um ponto de equilibrio, aplicando
métodos como a aplicacdo de formas normais, que exploraremos na secao seguinte.
Seja {o = ¢* ou {y = ¢**. Fazendo z = ¢ — { o sistema linearizado em torno do equilibrio
Co = (€9,0,0;0,we?, 0) é
z= Az, (2.20)

onde A = JGy com J a matriz simplética padrao e GGy a matriz Hessiana de H no equilibrio
Co- A matriz A é Hamiltoniana, pois Gy é uma matriz simétrica (CABRAL; DIAS, 2023).
O Hamiltoniano quadratico do sistema linearizado em torno do equilibrio, é dado por

1
H(z) = 5zTGOz. (2.21)

Para o Hamiltoniano auténomo em ([2.15]), obtemos que

K

’H -
ENTIE

(1€ — 3€€T), Hep=wY, Hpe = —wS, Hyy=1, (2.22)

T
onde estamos tomando o vetor £ como a matrix 3 x 1, [ & & & } , e portanto &7 é a

matriz 1 x 3, {51 & 53]
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Assim, a matriz Hessiana de , denotada por G' = D*H, é a seguinte matriz simétrica

K
W(Hﬁﬂq —3¢€") wx
G = (2.23)
—wX I
O 1
Ademais, como J = , a matriz Hamiltoniana A = JG do sistema linearizado é
-1 O
—w I
A= p (2.24)
—W(IISIQI —3¢¢") —wY
O polindbmio caracteristico da matriz A é dado por
A+ wX —1
p(A) = det . ) . , (2.25)
W(II&II I—386¢7) AM+wX

e é facilmente calculado pela regra det = det[DA — DBD~'C], ver Siegel e Moser

D
(1971), pagina 123. Com isso, obtemos

LR
1€[°

ou seja, tomando a matriz A = Ay no ponto de equilibrio ¢y, o polinémio caracteristico é

p(A) = det [(A] + wX)(M + wX)

(€11 — 3¢¢™)| (2.26)

N —w? -2 —2\w 0
(&)?
p(\) = det 2w D 0
(&7)
0 0 A
i (&1)% |
Portanto,
p(A) = ()\2 + wf)()\‘l +a\ + B), (2.27)
onde definimos
a=2w*—wl e B= (w2 + wa) (w2 — wf) , com wy = 1/@%3. (2.28)

Claramente, o polindmio p(\) possui duas raizes imaginarias puras distintas, a saber, +iw;.

As outras quatro raizes s3o as raizes da equacao biquadrada

M4 a4+ 5 =0.
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Como

\2 —a+/a? — 40

= 2 s

vemos que as quatro raizes restantes sdo nimeros imaginarios puros e distintos se, e somente

se,

a>0, >0 e A=a*>—-48>0. (2.29)

Estas condicdes implicam que a equacdo diferencial linear ([2.20]) é estavel, isto é, que a origem

é um equilibrio estavel da equacdo ([2.20)).

2.6 CONSIDERACOES SOBRE ESTABILIDADE DE EQUILIBRIOS

Nesta secdo vamos fazer algumas consideracdes sobre estabilidade de equilibrios de uma
equacdo diferencial ordinaria; detalhes podem ser vistos nas referéncias citadas no texto.

O ponto xy € R™ é um equilibrio da equacdo diferencial
z=f(x), xeR" (2.30)

se f(xo) = 0. Isto significa que x(t) = oy é uma solucdo da equacdo.
Denotemos por ¢(t, &) a solugdo de (2.30) com condicdo inicial &, isto é,

o¢
5 = F0(L&) e 6(0.6=¢
Definicdo 1. Dizemos que x, é um equilibrio estdvel de (2.30) quando, dado € > 0, existe
d > 0 tal que para todo & € Bs(xg) a solucdo ¢(t,&) esta definida para todot > 0 e
o(t, &) € Be(xy), para todo t > 0.

Dizemos que o equilibrio x é instavel se ele ndo é estavel, ou seja, existe um ¢ > 0 tal que

para todo 6 > 0, existe um ponto & € Bs(xy) tal que a solucdo ¢(t,&) ou ndo esta definida

para todo t > 0 ou para algum ty > 0, tem-se ¢(ty,&) & Be(xo).
Se f é de classe C?, entdo numa vizinhanca U de x, podemos escrever
f(x) = Az +O(|z|*), onde A= Df(x). (2.31)

A equacdo diferencial linear

T = Ax,

é chamada a linearizacdo da equacdo ([2.30) numa vizinhanca de x.
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Dizemos que o equilibrio @ de (2.30)) é linearmente estavel se a equacdo linear & = Ax
é estavel, o que significa que a origem & = 0 é um equilibrio estavel para ela.
O seguinte teorema é devido a Lyapunov e sua demonstracdo pode ser vista em (HIRSCH;

SMALE, [1974)).

Teorema 2.
(1) Se o equilibrio x, da equacdo definida por é estavel, entdo para todos os autovalores
A de A tem-se Re A < 0.

(2) Se para algum autovalor \ de A, tem-se Re\ > 0, entdo o equilibrio x é instavel.

O préximo teorema sobre estabilidade é formulado em termos de integrais primeiras. Uma
integral primeira da equagdo ([2.30)) é uma funcdo ndo-constante W(x) que permanece cons-
tante ao longo de cada solucdo de (2.30]). Por exemplo, o Hamiltoniano H(z) de um sistema

autéonomo é uma integral primeira, pois

CH(@ (1), y(1)) = (Hao) + (Hy,9) = 0

A demonstracdo do seguinte teorema pode ser vista em |Cabral e Dias| (2023).

Teorema 3. (Dirichlet) Seja @y um equilibrio da equacdo ([2.30]). Se numa vizinhanga de
existe uma integral primeira W(x) definida positiva, ou definida negativa, ent3o o equilibrio é

estavel.

Vejamos a implicacao destes teoremas para equilibrios de sistemas Hamiltonianos auténo-
mos.
Se o Hamiltoniano H é de classe C® numa vizinhanca de um ponto (;, entdo fazendo

z = ¢ — (o, podemos escrever
H(¢) = H(¢o) +(VH (&), z) + ;zTGz +0(|z*), onde G =D*H({). (2.32)
Se (o é um equilibrio do sistema, entdo VH ((y) = 0 e o sistema linearizado é
z= Az, onde A= JG.
O Hamiltoniano quadratico deste sistema linear é
1

Hy(z) = izTGz. (2.33)

Mencionemos, agora, o seguinte resultado, Proposicdo 2.23 em |Cabral e Dias| (2023)
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Proposicao 4. O polinémio caracteristico de uma matriz Hamiltoniana é par.

Por esta proposicdo se A é um autovalor de A = JG, entdo —\ também ¢, de modo que
se algum autovalor tem parte real ndo-nula, existe algum autovalor de A = JG com parte
real positiva. Pelo item (2) do Teorema [2| o equilibrio é instavel. Assim, podemos enunciar a

seguinte proposicao:

Proposicao 5. Se um equilibrio de um sistema Hamiltoniano auténomo € estavel, entio todos

os autovalores do sistema linearizado sdo imaginarios puros.

Se (o é um equilibrio do sistema e a matriz G em é definida positiva, ou definida
negativa, entdo numa vizinhanca de (, suficientemente pequena a funcdo H(¢{) — H((o)
também é. Como esta é uma integral primeira da equac3o diferencial, o Teorema de Dirichlet
garante que o equilibrio é estavel. Portanto, para sistemas Hamiltonianos autonomos a questao
da estabilidade de um equilibrio sé se coloca realmente quando a parte quadratica z” Gz for
indefinida.

Se todos os autovalores A1, ..., \,, —Aq,...,—A\, da matriz Hamiltoniana A = JG sao
distintos podemos simplificar o Hamiltoniano quadratico por meio de uma transformacao
simplética linear. Para o caso de \; = iw; ser imaginario puro, para j = 1,...,n, 0 processo
é dado explicitamente pela seguinte proposicdo, Proposition 3.4 em |Cabral e Dias (2023)), na

qual usamos o produto simplético em R*" definido por {r,s} = rJs.

Proposicao 6. Sejam t+iw;, j = 1,...,n os autovalores da matriz Hamiltoniana real A com
0s numeros positivos wy, . . ., w, todos distintos. Seja r; +is; um autovetor de iw;. Tomemos
0; = sinal{r;,s;} e k; = 1/4/|{r;,s;}| e consideremos a matriz P formada por vetores
colunas

P = Col[—K181,...,—KnSn, 01K1T1, - . ., OpknTy].

Ent3o, P é uma matriz simplética e a transformac3o linear z = P leva o Hamiltoniano

no Hamiltoniano

Hol(€) = 5 D 0j5(6 + 1), (234
=1
onde { = (51,...,§nﬂha~~ann)-

As seguintes expressdes que aparecem em ([2.34])

1 1
I = 5(5%"'77%)»---,% = 5(57214‘772)
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sao chamadas varidveis acdo. Os nimeros wy, . . . ,w, sao as frequéncias dos osciladores harmé-

: . 1 - . .
nicos definidos por §Wj(€? + 7]J2) Uma relacdo de ressonancia de ordem k é uma combinacao
linear trivial

miwi + ... +muyw, =0,

com coeficientes inteiros tais que |m| + ...+ |m,| = k.

Para n = 2, se ndo existem ressonancias até ordem 4 entdo, ver secao sobre Forma Normal
de Birkhoff em Cabral e Dias (2023)), para um Hamiltoniano de classe pelo menos 5 a expressdo
(2.34)) nas variaveis acao pode ser escrita até termos de quarto grau, ou de segundo grau nas
acoes,

H(C) = 510.21]1 + (52&)2[2 + H4(]1, ]2) + RGStO, (235)

onde H4(.[1, Ig) = AIlz + 2B11[2 + 0122
Se 6102 > 0 ja comentamos acima que, pelo Teorema de Dirichlet, o equilibrio é estavel.
No caso indefinido, 4102 < 0, o resultado mais importante sobre estabilidade de equilibrios em

sistemas Hamiltonianos é o seguinte teorema, ver Capitulo 6 de |Cabral e Dias| (2023):
Teorema 7. (Arnold) Se Hy(wq,wy) # 0, entdo o equilibrio é estavel.

Para sistemas Hamiltonianos auténomos com mais de dois graus de liberdade ou mesmo
com um grau de liberdade porém dependente do tempo, a questdo da estabilidade de um
equilibrio € um problema nao-trivial. Nestes casos limitamo-nos a estudar a estabilidade linear

do equilibrio. Esta é a nossa situacao pois nosso problema tem trés graus de liberdade.

2.7 ESTABILIDADE LINEAR DO EQUILIBRIO ¢

Vimos na se(;z"aoque as condicdes ([2.29)) garantem a estabilidade do sistema linearizado.
Os coeficientes o e 3 s3o dados em (2.28) e A = a? — 43 é dado pela expressdo

A = (9w] — 8w?)w?. (2.36)
Assim, todos os autovalores sao imaginarios puros e distintos se, e somente se,
8 5 2 2
gl <wi<w (2.37)
Consequentemente, o ponto de equilibrio {, é linearmente estavel quando
9 K
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Para um sistema Hamiltoniano com n graus de liberdade e com frequéncias distintas, é
importante obter a forma normal da parte quadratica para ver se os sinais d1, ..., d, sdo todos
iguais, pois entao teremos a garantia, pelo teorema de Dirichlet, de que o equilibrio é estavel.
Também, no estudo da estabilidade de um sistema linear préximo do sistema linearizado ([2.20))

é importante obter a forma normal da parte quadratica para valores especiais das frequéncias

wlz\/@, w2:\/o‘_2‘/z, wS:\/O‘JFQ‘/Z. (2.39)

Este é o objetivo das duas préximas secdes.

2.8 FORMA NORMAL DO HAMILTONIANO NO INTERVALO DE ESTABILIDADE LI-
NEAR

Pela equacdo ([2.24) a matriz A = JG no equilibrio {, = ¢* é dada por

2w 0 0
—wX 1
A® = , onde U=| 0 —u2 0 |- (2.40)
U —wX
0 0 —w?

Portanto, os autovetores v = (x,y) de A* correspondentes a um autovalor A\ sdo dados por
Ur=MN+w)y e y=A+wdx. (2.41)

Assim, o vetor x estd no nicleo da matriz M = (A] +wX)? — U, isto &,

A2 — w? — 2w? —2wA 0
My = 2w N —w? + w? 0
0 0 A+ wi

No intervalo de estabilidade linear, ou seja, sob as condicdes ([2.37)), os autovalores sdo os
ndmeros imagindrios puros \; = +iw;, com j = 1,2, 3, onde wy, ws, w3 sdo dados em ([2.39)).
Deste modo, como eles sdo distintos, a Proposicdo [6] mostra que a forma normal da parte

quadratica Hy do Hamiltoniano é dada por
Ho(C) = Ly Siw; (€2 4 n? 2.42
O(Q) 2 Z ]wj 5] +77] ) ( . )

7=1

onde ¢ = (&1, &y My oy M)
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Para \ # +iwi, segue que A\? +w? # 0 e o determinante da matriz 2 x 2 do canto superior
esquerdo de My é nulo, pois, neste caso, os \ serdo as raizes do polinémio A\* +a\? + /3, onde
os valores de « e 3 sdo dados em ([2.28)) sob as condicdes (2.29)). Logo, o vetor & = (z1, 22, 23)

pode ser dado como
T =2w), zy=M—w? -2} 23=0,
e y = (Y1, Y2, y3) é determinado pela segunda equacdo de (2.41)), a saber
1 :w<)\2+w2+2wf), Yo :)\<)\2+w2—2wf), ys = 0.
Portanto, para \; = iw;, com j = 2,3, teremos o autovetor associado vy, = r; + is; para
ri o= (0, (w?+2uw] +w}), 0w (w? + 2} - w?),0,0) (2.43)
8; = (2wwj, 0,0;0,w; (w2 — 2w? — w?) ,O) . (2.44)
Assim, para o produto simplético {r;,s;} = 'roJsj, encontramos
{78} = wj (w] +4wle? + dof — 3w’ + 200} — dw’w?), j=2,3. (245

. . ~ 1
Para achar d; = sinal {r;, s;}, vamos estudar o sinal da expressdo P; = w; "~ {r;, s}, ou

seja, de

P; = cu;-l + 4w]2»wf + 4wi — 3w* + 2w2wj2- —4uw?, j=2,3.
Como wj = aw} — 3, usando o fato de que o = 2w* — wi e f = (w* + 2w}) (W* — w}),
encontramos

4_ o, 2 2 2 2 4 2 2 4
w; = 2Wwj —wijw; — W — wwy + 2wy,

e substituindo esta expressao de w}* em P;, obtemos
P; = (4w2 + Swf) w? + (6@)1l — swiw? — 4w4) : (2.46)

Substituindo w3 dado em ([2.39) na equacdo (2.46) e levando em conta que a = 2w? — w?,

temos

P, = (4w2 + 3w%) (2w2 — w%) + (wa — bw?w? — 4w4> — ; (4w2 + 3wf) VA,

1
2
9 1
= <2wf — 4w2wf> —3 (4w2 + 3w%) VA,
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1 1 9 9
onde usamos que A = (9w? — 8w?) w?, veja (2.36]). Por conseguinte, obtemos a expressio
1
Py = 5\/Z (VA = (4w? + 307)) . (2.48)

No entanto, a partir de (2.37), sabemos que na regido de estabilidade linear vale

8
§w2 <wl<w

Com isso, w; < w, logo VA = 1/9w? — 8w2w; < ww; e 4w? + 3w? > Tw?. Portanto,

VA - (4w2+3wf) < (w—Twy)wy < (\%—7)@% < 0.

Isto prova que o sinal de P, em (2.48)) é igual a —1 , isto &, 9, = —1.
a + \/Z
2

Por (|2.39)), temos que w§ = . Entdo, substituindo esta expressao de w§ em (|2.46)),

temos

Py = ; (4w2 + 3w%) (2w2 — w%) + <6wf‘ — bw?wi — 4w4) + ; (4w2 + Bw%) VA,

e, por conseguinte, em lugar da expressdo ([2.46)), teremos
1
Py = 5\/Z (VA + (40” + 3w7)) >0, (2.49)

logo, 03 = +1.

Como 9y = —1 e 93 = +1 entdo, independentemente de §; = sinal {ry,s;} a parte
quadratica do Hamiltoniano no equilibrio é indefinida. Portanto ndo podemos usar o
Teorema de Dirichlet para decidir sobre a estabilidade n3o linear deste equilibrio.

Como o sistema Hamiltoniano tem trés graus de liberdade também nao podemos

usar o Teorema de Arnold para decidir sobre a estabilidade n3o linear do sistema.

2.9 FORMA NORMAL DO HAMILTONIANO NOS EXTREMOS DO INTERVALO DE ES-
TABILIDADE LINEAR

Pela equacdo ([2.24)), a matriz A = JG no equilibrio {y = ¢* sera

0 w 0 1 0 0
-w 0 0 0O 1 0

0 0 0 0o 0 1
A*

(2.50)
2 0 0 0 w 0

0 —w? 0 —w 0 0

0 0 —w 0 0 0
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Conforme visto anteriormente, sob as condi¢des (2.37)) os autovalores de A* sdo nimeros

imaginarios puros e distintos. No interior da regido (2.37)), temos wy < ws. No extremo

2

8
esquerdo, como §w = w?, implica que A = 0 e, por (2.39)), wy = w3 é uma raiz dupla. Neste

caso, o polindbmio caracteristico é

pA) = (N +w}) (X + wi)?,

2
wlzﬂ%, (,L)QIH’UJ2—% e 9w’ — 8w’ =0. (2.51)
1

Na fronteira direita de (2.37), w} = w?, temos 3 = 0, donde, \* + a\? = 0, logo, A3 =0 e

com

A = —a. Como a = 2w? — w? = w?, segue que ws = w;. O polindmio caracteristico
2/y2 2\2
p(A) = A°(A” + wy)

tem trés raizes duplas, a saber, a raiz nula e as raizes +iw;.
Vamos considerar o caso do extremo esquerdo, quando ocorre a raiz dupla iws. Neste caso,

temos a decomposicio de C® em soma direta de dois espacos A*-invariantes,
C® = E(w1) © E(wy),

onde E(w;) = n(iw;) @ n(—iw;) e E(wy) = n'(iws) & n'(—iw,) sdo subespacos simpléticos
bidimensional e quadridimensional de C°, respectivamente.

Para encontrar a forma normal de A* vamos construir bases simpléticas convenientes para
E(wy) e E(w,).

Primeiramente, consideremos o caso mais simples, A* : E(w;) — E(w;), em que E(w;) é
bidimensional.

Uma base complexa de E(w;) é formada por autovetores da matriz real A*, a saber:

M~

w =17+1iseW = r — is correspondentes aos autovalores iw; e —iw;. Assim, E(w;)
invariante sob conjugacdo, e os vetores 7 e s formam uma base real de E(w;), porém n3o é
simplética. Vamos construir uma base simplética real a partir dela.

Como o subespaco F(w;) tem dimens&o dois, o produto simplético {r, s} ndo é nulo.

Sejam § = sinal{r,s} e k = 1/,/|{r, s}|. Consideremos agora os vetores
u] = —KS, V] = 0kKr. (2.52)

Entdo, {u}, v} = 0k*{r,s} = 1, logo, u},v; forma uma base simplética real de F(w;).
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Como A*w = iww, temos A*r = —w;8 e A*s = wyr, entlo,
A*u] = —owv] e A'v] = dwiu, (2.53)
onde § = sinal{r, s}. Portanto, matriz de A* na base simplética real uj, v} é

0 dwq
[Allr = ) (2.54)

—ow; O

O caso A* : F(ws) — E(w2) é mais complicado, pois iws € um autovalor miltiplo e
E(wy) = nf(iwy) @ n'(—iws) é um subespaco simplético de dimensdo quatro. Para achar a
forma normal de A* restrita a F/(ws), usaremos o processo descrito na demonstracdo apresen-
tada nas paginas 170-171 de (Cabral e Dias (2023) do seguinte Teorema:
Teorema 5.12 Seja u € 1 (i3) um vetor de indice de nilpoténcia s+1 tal que { B*u,w} # 0.
Ent3o, Z(u, B)® Z(u, B) é um subespaco simplético de E([3) e uma base simplética explicita
pode ser construida para ele (CABRAL; DIAS, 2023).

Neste teorema Z(u, B) é o subespaco ciclico [u, Bu, ..., Bu].

No processo devemos considerar os operadores lineares

B : nT(sz) — 77T(7;Cd2), B : nT(—iwg) — nT(—in), (2.55)

onde
Bg = A" — iOJQI € Eg = A" + iWQI. (256)
Observe que 7' (iwy) = Ker B2, uma vez que a dimens3o de ' (iw,) é igual a 2 (multipli-

cidade dos autovalores \y = +iw,). As matrizes B, e B3 sdo dadas por

—iWy w 0 1 0 0
—w  —iWws 0 0 1 0
0 0 —iwso 0 0 1
By =
Qw% 0 0 —1iWwsy w 0
0 —w? 0 —w =W 0
0 0 —w% 0 0 —1iwoy
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S
[ 2 2 - , |
—w” 4 2w — wy —21wWwsy 0 —2iws 2w 0
2iwws —w? —w? — w3 0 —2w —2iws 0
0 0 —w} —w? 0 0 —2iws
B; = (2.57)

— 4wy ww? 0 —w? + 2w} — W} —2iwws 0
—ww} 2iwiwy 0 20wy —w? — w? — wi 0

0 0 2iwiwsy 0 0 —w? — w3

Para z = (21, T2, T3, Y1, Y2, y3) € 1! (iwsy), isto é, B2z = 0 temos um sistema linear homogéneo
de seis equacdes e a estrutura da matriz B3 mostra que a terceira e a sexta equacdes determi-
- A . . .. 7 2 2 2
nam um sistema homogéneo para x3, y3 cujo determinante dos coeficientes é (wl —w2> # 0,
logo, x3 =0 e y3 =0.
Usando as relagdes ([2.51]), calculamos

1 11
—w2+2wf—wgzzwf e —w—wl—wl 2

e vemos que as restantes quatro equacées homogéneas para x1, 2, U1, ¥2 definem dois sistemas

ndao-homogéneos para as variaveis xo, Yy, a saber,

Riwwy —8w T l —dww?  Siwws T I
11w?  8iws Yo ly —8iwiwy  1lw? Yo 1
em que
L, = wf:cl — Siwoyy, I = —16@'wfngl + w%yl,
ly, = Siwwsx; — 8wy, I, = —dwwiz + Siwway;.

Os dois sistemas ([2.58)) tém as mesmas solucdes dadas por

Ty = 31}(52’@12:61 —2y1), Y2 = —éﬂ(?w%xl — 2iwal ). (2.59)

Assim, os vetores z € n'(iw,) s3o da forma z = (x1, 2o, 0;91,¥2,0) com z; e y; arbitrérios
e Ty e yo dados por ([2.59)).

Para x1 e y; reais, x5 e yo sdo nimeros complexos e temos JZ = (y1, 7, 0; —x1, —T2,0).

Sendo

. . . 2 . 2 .
Bz = (—iwox1+wraty1, —wr1 —iwsTa+Ya, 0; 2w L1 — w1 +WYa, —wi T2 —wy1 —iways, 0),
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obtemos para o produto simplético de B>z por Z a seguinte expressdo
- 5 2,2 2

Tomando u = z, com 1 = 0 e y; = 1, obtemos um vetor u com indice de nilpoténcia 2 e
tal que {Byu,u} = ;2 # 0. Pelo teorema acima (Teorema 5.12), Z(u, By) ® Z(w, By) é um
subespaco simplético de E(ws). Como estes subespacos tém a mesma dimens3o 4, ent3o eles
s3o iguais. Podemos agora construir a base simplética para E(ws) = Z(u, Bs) ® Z(u, Bsy).

Para obter a forma normal de A* restrita a F/(ws), vamos calcular uma base simplética
real deste subespaco.

Como s = 1, ent3o conforme apresentado na prova do Teorema 5.12 ((CABRAL; DIAS| [2023))

quando s é impar, existe um vetor e, € 7' (iw,) que satisfaz as condicdes
{Bgeg, ég} =1 e {62, ég} =0. (260)

Com base na observacao no final da demonstracdo do Teorema 5.12, no caso s = 1, teremos

que os vetores
Uy =€y, U3 =DBrey, Vo =-Brgy e v3=26, (2.61)
formam uma base simplética complexa de Z(u, By) & Z(w, Bs) e, consequentemente,
Bous = us, Bous =0, Bovo=0 e Byvs = —vs. (2.62)
A partir de , segue que A* restrita a base simplética de F/(wy) acima é

A*UQ = us + iLUQUQ, A*’U,g = iWQU3, A*'UQ = —iWQUQ, A*’Ug = —Vg — iW2U3 (263)
logo, a matriz de A* restrita ao espaco E(ws), nesta base, é a matriz Hamiltoniana complexa

wz 0 0 0

[A3]c =

i 0 0 0 —iwy |
Para obter a matriz Hamiltoniana real, devemos encontrar uma base simplética real seguindo o
processo descrito pelas equacdes (5.63) e (5.64) nas paginas 177-178 em Cabral e Dias (2023)),
considerando s impar. Neste caso, os vetores u e v; sdo definidos com base na paridade de j.

Realizando os célculos com essas consideracdes, obtemos a seguinte base simplética de E(w>)

1 1
’U,; = W(UQ + ’1)3)7 Uz = E(UB +’U2), Vy = E(—’Ug + ’02)7 ’U; = ﬁ(ﬂ@ — ’1)3). (264)
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Usando as expressdes ([2.61)), temos

Uy = V3, Uus = —Va2, Vo = —Us, V3 = Uy, (265)

e das equacdes (2.64)) e (2.65]), vemos que

ul = V2Reu,, v =+V2Rewvy, wi=+V2Imus, vi=—V2lmuvs, (2.66)

logo, uj, uj, v5, vi é uma base simplética real de F(ws). De (2.63)) e (2.64)), decorre que
A'uy = —v) —wovy, A'ul = —wovy, A'v; =woui e A'v] =woul +ui. (2.67)

Por conseguinte, a matriz da restricdo de A* ao subespaco F(ws) na base real é

[A3]r = : (2.68)

—wy 0 0 0

Uma vez que iw; tiwy # 0, o Lema 4.36 de|Cabral e Dias|(2023) nos diz que os subespacos
E(wy) e E(wsq) sdo simpleticamente ortogonais, isto é, { £(w;), F(w2)} = 0. Entdo, com base
na Proposicdo 4.10 de Cabral e Dias (2023), {u}, ul, u}, v}, v3, vi} forma uma base simplética
real de C® = E(w;) ® E(wo).

Vemos por e que a matriz de A* nesta base simplética real do espaco

C® = F(w;) ® F(wy) é a matriz Hamiltoniana

AT = (2.69)
—dwi 0 0 0 0 0
0 -1 —wy O 0 0
0 —Wwo 0 0 0 0

Por fim, o Hamiltoniano normalizado #H nas coordenadas &;,7; e na base simplética real

u;, vy, comi = 1,2, 3, é escrito como

Hy = TS (2.70)
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onde ¢ = (&1,62,&3;m1,m2,m3) € S* = —JA* é a matriz simétrica

S*

0 0 O 0 0 wo

0 0 O 0 w2 1

Portanto, pela equacdo (2.70) obtemos o Hamiltoniano normalizado, no caso do extremo

esquerdo do intervalo de estabilidade linear quando ocorre o par de raizes duplas, +iws, como

Ho(€,m) = ;m (& +m) + 3@3 +13) + wa(&os + 1211s), (2.71)

para 6 = sinal{r,s} = £1. Tomando o autovetor w = (0,0, 1;0,0,iw;) da matriz A* em
(2.50) correspondente ao autovalor iw;, obtemos os seguintes vetores r = (0,0,1;0,0,0) e
s =1(0,0,0;0,0,w;). Logo, {r,s} = wy, portanto § = +1.

Vamos agora determinar a forma normal de A* ao considerarmos o extremo direito da
regidao dada em . Neste caso, w = w; e temos os autovalores duplos 0, iw; e —iw;. Aqui

temos a decomposicao em soma direta de dois espacos A*-invariantes
C® =7'(0) ® B(w),

onde 71(0) e E(w;) = n'(iw,) ®n'(—iw;) sdo subespacos simpléticos bidimensional e quadri-
mensional de C®, respectivamente.
Consideremos primeiro o operador A* : n'(0) — 1'(0), onde 1'(0) = Ker (A*)? porque

n'(0) tem dimens3o 2.
Agora na matriz A* em ([2.50) temos w = w; e seu quadrado é a matriz

w% 0 0 0 2w1 0

0 -2y 0 —2w 0 0
(A*)? = . (2.72)

—wi 0 0 0  —2w? 0

0 0 0 0 0 —w?

Para z = (21,72, 23, Y1, 92,%3) € 1'(0), ou seja, (A*)2z = 0, temos um sistema linear

homogéneo com seis equacdes onde a terceira e a sexta equacdes determinam um sistema
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homogéneo para x3,y3 cuja solucdo é obviamente x3 = 0 e y3 = 0. A primeira e a quinta

o o~ . w ~
equacdes sao equivalentes e satisfeitas quando y, = —glxl. A segunda e a quarta equacdes
sao equivalentes e satisfeitas quando y; = —w;x5. Com isso,

1 3wy 3w?
z = (x1, T2, 0; —wi T2, — Wi, 0) e A'z= <O, ——5 o 0; 711‘1, 0,0]. (2.73)

Os vetores z e A*z sdo linearmente independentes se x; # 0, e sdo reais se x1 € T»
também forem reais. Em particular, tomando x1 = 1 e 5 = 0, os vetores z e A*z formam

uma base real para 7(0).

3 .
Como {A*z,z} = —%x% obtemos §; = sinal{A*z,z} = —1. Por sua vez, defina
k1 = 1/1/|{A*z, z}| e considere os vetores
u, = KAz, v =6Kk12. (2.74)

Entdo, {u1,v1} = 01k2{A*z, z} = 1. Logo, u;,v; formam uma base simplética real de n'(0)

e, além disso, temos
A*'u,l =0 e A*’Ul = (51’11,1. (275)
Portanto, a matriz de A* restrita a 17(0) na base {u;,v;} é

0 4
[AF] = . (2.76)

0 0

Agora, consideremos o caso do operador A* : E(w;) — E(w).
Como no processo feito acima para os autovalores duplos +iws, consideramos os operadores

lineares

B : nT(iwl) — nT(iwl), B : nT(—iwl) — nT(—iwl), (2.77)

onde
Bl = A" — iwll, Bl = A" -+ iwlf. (278)

Temos 7' (iw;) = Ker3?, pois a dimens3o de 1 (iw;) é igual a 2 - multiplicidade do autovalor

iw;. Como w = w; as matrizes B; e B? sio

—iwl w1 0 1 0 0
—W1 —iw1 0 0 1 0
0 0 —1iW1 0 0 1
By =
2(.4]% 0 0 —iw1 w1 0
0 —w? 0 —w —iw 0
0 0 —w? 0 0 —iw1
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S

0 —Ziwf 0 —2tw1 2w1 0
in% —3w% 0 —2w1 —2iw; 0

) 0 0 —2w? 0 0 —21w

B = . (2.79)

—4iw? w3 0 0 —2iw? 0
—wd 2iw? 0 2iw?  —3w? 0

0 0 2iw? 0 0 —2w?

Dado o vetor z = (1,72, Z3; Y1, Y2, y3) € n' (iw1) = Ker B?, a matriz define um
sistema linear nas coordenadas de z no qual a terceira e a sexta equacdes tem claramente a
solucdo y3 = wwyxs.

O sistema linear para as quatro varidveis restantes x1, T2, y1, Y2, apés simplificacdes, é o

seguinte:
wiry + 1y — Y2 =0
2Z'Ldl$1 - 3&)11’2 - 2y1 — 2Zy2 =0
4z'w1x1 — W1 T2 + 2Zy2 =0
W11 — 2iW1372 — 2@3/1 + 33/2 =0

cuja matriz dos coeficientes tem determinante nulo. Resolvendo o sistema para x,y; € 2 em

funcdo de 1, obtemos
Tg = 20Ty, Y1 = —IlwWiT1, Yo = —Wik1.
Por conseguinte, o subespaco 7' (iw;) C C8 é da forma
0 (iw,) = {z € C% z = (x1,2ix), x3; —iW1T1, —WIT1, W1 T3), T1,T3 € ]R} . (2.80)

Para todo z € nT (twy), temos Byz =0, logo, By =0 e By = 0. Consequentemente,

*| = iCU1I S A*|77T( = —iwll.

1t (iw1) —iw1)

Assim, todo vetor de n' (iw;) é um autovetor de A*| )- Para os pares de nimeros reais

0t (iwr

r1=1,23=0e 2y = 0,23 = 1, obtemos os vetores
Wy = (1,2@,0, —iwl,—whO) , W3 = (0,071,0, O,iwl), wsy, W3 (281)

que formam uma base de E (w;) = 7' (iw;) ® n' (—iw;). Dessa forma, as partes reais e

imaginarias destes vetores

Py = (1,0,0;0, —w;,0), 75 = (0,0,1;0,0,0), 85 = (0,2,0; —wr,0,0) , 83 = (0,0,0;0,0,w;)
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formam uma base real do espaco simplético E (w;). Porém, ela ndo é uma base simplética.
Note que {7, s} = {73, 83} = wy, com isso §; = sinal {r;, s;} = +1 para j = 2, 3. Fazendo

k; = 1/4/|{r;, s;}|, para j = 2,3, entdo tomando os vetores

U9 = —K282, U3 — —K383, Uy = 62K2T2, V3 = (53/{37‘3 (282)

obtemos uma base simplética real do espaco E (w;). Como A* é uma matriz real e A* (r; +is;) =

iws (1; +is;), obtemos

A'rj=—wis; e A'sj=uwir;

e, por conseguinte, temos

A*’U,Q = —(520.}1’02, A*’U,g = —53W1’l)3, A*’Ug = 52&)1“2, A*’Ug = (53&)1’(1,3. (283)

Portanto, a matriz A* na base simplética real uo, us, vo, v3 serd dada por

0 0 (52&]1 0
N 0 0 0 53W1
[A3lr =
—52C«)1 0 0 0
0 *(53&]1 0 0

Com a base simplética u;,v; de 1'(0) dada em (2.74)) e a base simplética (2.82)) de F (w;),
obtemos a seguinte base simplética real de C® = 71(0) ® E (w,),

Uy, Uz, us, vy, V2, V3, (284)
uma vez que n'(0) é simpleticamente ortogonal a F (wy).
Por (2.75]) e (2.83) vemos que a matriz de A* na base (2.84)) é a seguinte
[ 0 0 0 o1 0 0 ]
0 0 0 0 dawr 0
0 0 0 0 0 (53&)1
o (2.85)
0 0 0 0 0 0
0 —dows 0 0 0 0
L 0 0 —(53&)1 0 0 0 |
A matriz simétrica que define o novo Hamiltoniano é $* = —JA* e, portanto, o Hamiltoniano
1
normalizado Hy = QCTS*C, no caso do extremo direito, é dado por
1o 5 1 2 2 1 2 2
Ho(€,m) = 551771 + 5520J1 (52 + 772) + 55%’1 (53 + 773) ) (2.86)
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recordando que 0; = —1 e d5 = 93 = +1.

Por fim, notamos que os Hamiltonianos quadraticos no equilibrio, dados por e
, sao indefinidos. Assim, com base no Teorema de Dirichlet, nao é possivel decidir sobre
a estabilidade nao linear desse equilibrio nos extremos do intervalo de estabilidade linear.

Além disso, nesse caso, como os referidos sistemas Hamiltonianos tém trés graus de li-
berdade, o Teorema de Arnold também n3o pode ser aplicado para avaliar a estabilidade nao

linear do sistema.
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3 PROBLEMA DE RESSONANCIA PARAMETRICA NO CASO SIMPLIFICADO
DO PROBLEMA RESTRITO ESPACIAL ELIPTICO DE TRES CORPOS

Neste capitulo, abordaremos o problema restrito espacial eliptico de trés corpos, composto
pelo sistema planeta-satélite-Sol, no qual o centro atrator percorre uma trajetéria eliptica com
excentricidade €, em vez da trajetéria circular inicialmente considerada.

Ao calcular a razdo entre as forcas gravitacionais do Sol e da Terra sobre um satélite
localizado a aproximadamente 630 km da superficie terrestre (como, por exemplo, o Telescépio
Hubble que orbita a 570 km de altitude), obtemos que a forca gravitacional do Sol sobre o
satélite equivale a 0,72 milésimos da forca exercida pela Terra. Portanto, em uma primeira

aproximacdo, consideraremos nula a forca gravitacional do Sol sobre o satélite neste estudo.

3.1 O PROBLEMA RESTRITO ESPACIAL ELIPTICO SIMPLIFICADO DE TRES CORPOS

Suponha um planeta P de massa m, percorre uma érbita eliptica, de excentricidade ¢ e
velocidade angular variavel dada em termos da anomalia verdadeira v, devido a forca gravi-
tacional do Sol de massa M e fixo no foco O da elipse. Considere também um satélite .S
de massa infinitesimal my em uma determinada posicao espacial, de forma a considerarmos

apenas a interacdo gravitacional do planeta P atuando sobre ele, Figura 2]

Figura 2 — Orbita eliptica do planeta P no sistema planeta-satélite-Sol

Fonte: O autor (2025).
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3.1.1 Equacao Diferencial da Dinamica

Escolha um sistema de coordenadas espacial OXYZ com origem no foco O da trajetéria
eliptica. Com isso, e conforme enunciado acima, o planeta P satisfaz a equacao do problema
de Kepler definido pelo Sol,

. K
Ry = —+5—=Ro, com k=GM, (3.1)
[ Rol[®

onde Ry é o vetor posicdo de P em relacdo a origem do sistema OXYZ em cada instante de
tempo t.

A distancia relativa entre o planeta P e o satélite .S, serd denotada por
7|l = [| R(Z) — Roll,
onde R é o vetor posicdo do satélite S, enquanto a distancia do planeta ao foco atrator é
ro = || Roll, com Rg = ro(cosve; + senves),

sendo e;, para i = 1,2, 3, os vetores unitarios nas direcdes dos eixos coordenados OX, OY e

OZ, respectivamente. Diante disso, a derivada segunda de Ry em relacdo ao tempo ¢, sera
Ry = (7 — roi?)(cos vey + senvey) + (271 + roi7) (— sen vey + cos vey).
Em coordenadas polares
Ry = (cosve; + senvey) e U = (—senve; + cosvesy),

sao os vetores unitarios nas direcdes radial e angular de P.

No entanto, pela (3.1]), a componente na direcdo angular da aceleracdo é nula, ou seja,
270 + 1ol = 0 & 1o = c,

onde ¢ é uma constante definida como a intensidade do momento angular por unidade de massa

do planeta P em sua trajetéria eliptica em torno do Sol (CABRAL; DIAS| 2023). Portanto,
Ry = (7 — roi?)(cos ve; + sen vey). (3.2)

Por outro lado, como a lnica forca atuando sobre o satélite S é a interacao gravitacional
devido ao planeta P, entdo, pela segunda lei de Newton e a lei da Gravitacdo Universal, o
satélite S satisfaz a seguinte equacdo diferencial do movimento

R(t) — Ry

B— _qm - Ro
"MIR(t) - Rol?

(3.3)
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Com base na descricdo problema, ver Figura[2, podemos considerar o vetor posicdo do satélite
S em relacdo ao sistema de coordenadas OXYZ como R(t) = Ry(t) + 7(t). Assim, pela
equacao ([3.3), segue que

o
I

Por conseguinte, substituindo R, dado em 1) obtemos a equacdo diferencial que rege o

T = r — Ry, onde u=Gmy. (3.4)

movimento do satélite em relacdo ao planeta como

||7’f”3r — (o — roi*) Ro. (3.5)

= —

3.1.2 O Hamiltoniano do Problema Restrito Eliptico Simplificado de Trés Corpos

Nesta subsecdo, estudaremos a dinamica do problema em um sistema de coordenadas
girante em torno do eixo OZ, utilizando um angulo dado pela anomalia verdadeira v. Com
essa abordagem, a equacdo de movimento ([3.5)) sera reformulada em termos da nova variavel
“tempo” v. Em seguida, realizaremos uma outra mudanca de varidvel na qual o Hamiltoniano
do sistema se tornard 2m-periddico em relacdo ao tempo v. A aplicacao deste processo é
conhecido como mudanca de coordenadas pulsantes (CABRAL; DIAS| 2023)).

Note que, como Ry é solucdo do problema de Kepler (3.1)), entdo 9 = ||Ro| pode ser
dado através da equacdo polar da conica de excentricidade ¢, a saber

p

N S— 3.6
1+ ecosv’ (3.6)

To

onde p = a(1 — €?) é chamado de paradmetro da érbita, com € € [0,1) e sendo a o semieixo
maior da érbita eliptica (CABRAL; DIAS| 2023)).
Para o problema em coordenadas giratérias em torno do eixo OZ, tomamos r = QX,

onde X € R3 e  é a matriz de rotacio por uma angulo v em torno do eixo OZ, isto é,

cosy —senv 0
Q)= senv cosv 0 (3.7)
0 0 1

Sua derivada em relacao ao tempo t, é dada por

Q=00 com X=|1 (0 0
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Assim, obtemos a seguinte equac3o diferencial
= QX + 225X + %X + 82X (3.8)

Por sua vez, a mudanca de coordenadas pulsantes ocorre quando, em seguida, realizamos a

transformacdo de escala X = ro&, com £ € R3. Assim, X e X sdo expressos como
X :7'"054—7"05 e X = T0£+2T0€+T0€

Tomando como o novo parametro de “tempo” a anomalia verdadeira v, obtemos as relacoes

d , 4 e & ;4 + —d2 Denotando a derivada em relacdo ao tempo or ’
—=— e — =p— + 1 iv v = —
at Vv Sae " Ta T a4 ' po P dv
e aplicando as relacoes acima em &, temos

X =o€ +rov€ e X =o€+ 1o, (3.9)

onde, novamente, levamos em consideracdo que 27+ 1y = 0 - consequéncia da conservacao
do momento angular no problema de Kepler. Por conseguinte, usando as equacdes de ((3.9),

a nova expressdo para 7 em (3.8 sera
i = 1y (g” Love 4 %%+ ”)25) . (3.10)
TolV

Observe que, a partir da expressdo de r( fornecida na equacdo (3.6, temos

7 r €COSV
= Decosy = —. (3.11)
rov?  p 1+ ecosv

Com base nas consideracdo acima, a equacdo diferencial da dindmica do sistema ({3.5)
pode ser reescrita na seguinte forma

. Q ¢ . .9
= —lu— — (Fg — rov”)Qe;. 3.12
i~ o o) 512
2

No entanto, usando que 757 = ¢ e a expressdo (3.6]), teremos as equacdes

. 2 2
c esenv CUE€ECOoSV c® [ecosv c
o= SO, gy SO G (SOY) e oG (aay)
p p To p To
Com isso,
2
.. . c €COSV 1 K
(0 — T0V2) =3 < - ) =T 2 (3.14)
7o p To To

onde pelo problema de Kepler p = ¢*/k. Substituindo a expressdo (3.14)) na equac3o (3.12),

chegamos a

= % (jeg) e (319)
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A partir de (3.10)), (3.11)) e (3.15), teremos a equacdo diferencial

” , 9 €COSV B 1 N
£ +2X€8 + Y€+ 1—|—ecosu€_ (1 F ccost) [V& <||§||> —|—Ii61]. (3.16)

Considerando ) = &' + ¥&, podemos reescrever a equacdo diferencial de segunda ordem em

(3.16)) como o sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem

g=n-%¢ n'=-¥n-V.U, (3.17)
onde
U=UEvme) = (P L (e 8) (318)
= vV, U, €) = — — 5 — (€ . :
S T T ccosw 2 r €[ Y
Consequentemente, a funcdo Hamiltoniana H tal que & = H,, e n’ = —H¢, tem a forma
1
H(E v €) = Sl + (&, 5m) + U(E v ), (319)
e define um sistema Hamiltoniano 2m-peridédico no tempo v.
Por fim, destacamos que o pequeno nimero positivo K % (razdo da massa do planeta
K

P pela massa do Sol) serd tomada como o pardmetro do sistema e, a efeito de simplicacdo,

a partir deste momento denotaremos esse parametro apenas por /.

3.1.3 Equilibrios do Sistema Hamiltoniano

Os pontos de equilibrio do sistema, dado pela funcdo Hamiltoniana (3.19)), sdo determina-
dos por H,, = 0 e He = 0. Assim, pelas equagdes (3.17]) e (3.19), as coordenadas do vetor

&€ = (&1,£2,&3) no ponto de equilibrio satisfazem o seguinte sistema de equacdes escalares

1 1 1
. — — J— — —_— = . 20
(e ) a-1=0 (g 1) a0 e (coosvrupg) =0 629

Pela terceira equacdo de ({3.20), temos que &3 = 0 porque o planeta P percorre toda sua
1
1€

implica que & = 0. Logo, os pontos de equilibrio do sistema s3o da forma & = (£;,0,0), nos

trajetdria eliptica. Na primeira equacdo, segue que

# 1 e, a vista disso, a segunda equacdo

quais, pela primeira equacdo de ([3.20]), obtemos as equacdes
G+8-n=0 se&>0 e  G+8+p=0, se& <.

Conforme apresentado no final da Sec3o [2.4] a fungdo ciibica nestas equacdes acima possui
uma Gnica raiz £ = (£,0,0) com & > 0, e uma unica raiz £ = (£7*,0,0) com &* < 0.

Portanto, os dois pontos de equilibrio do sistema sao
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onde n* = T¢* = (0,£,0) e 7™ = T€~ = (0,£",0).

Em seguida, nossos estudos serdo conduzidos em torno do ponto de equilibrio ¢*, isto é,
¢* = (£,0,0;0,&7,0) com & > 0. Para o ponto de equilibrio **, onde & < 0, a analise
pode ser feita de maneira analoga.

Defina (£ + £€*,m + n*) como a translacdo na vizinhanca do equilibrio {*. Neste caso, a

partir da equacao ([3.19)), obtemos o Hamiltoniano quadrético no referido ponto como

il €cosv > Iz €] — 367
H = — by _ . (3.22
Portanto, reescrevemos na forma
2 2 ae2
H(& n,v,p,e) = ||772H + (&, Xn) + % (1 —ecosv + e cos’ v — 3 cos® v+ .. ) (ecosu||§2 +u||££*33€1> .
1
Assim,
Inll” 1 1
H(f,n,y,,u,e) = 2 +<£7ZT’>+§F(£7ﬂ)+§€COSVF1<£7M)_
1 1
— 562 cos® vy (&, 1) + 563 cos® vEs(&, ) + .. ., (3.23)
onde
F _ e 34 F; = &P - F =1,2,3 3.24
(SJ/’O—/’L %3 € J(Eau)—HgH (Suﬂ)? com j_ )y Sy Iy e ( . )

1
Por outro lado, o Hamiltoniano H pode ser expandido em série de poténcias em funcao
da excentricidade € da trajetéria eliptica, isto é,

2 3

H(&m,v,pye) = Ho(€,m, ) + %Hl(é} n,v, 1) + %HQ(& n.v, 1) + %Hg(ﬁ,n, v,p) + ..., (3.25)

onde Hy, Hy, ... sdo formas quadraticas nas variaveis & e 7). Neste caso, comparando com a

equacio ([3.23), obtemos

) 1
Ho(&,m,p) = 5 +@£m+2ﬂam, (3.26)
_1\j+1 )
Higmmy) = 10 (cosvyFe, ), j> 1. (3.27)

3.1.4 Estabilidade Linear do Sistema Hamiltoniano Nao Perturbado

Seja A(v, i, €) a matriz Hamiltoniana do sistema linearizado no ponto de equilibrio ¢*

¢ = AW, e)C. (3.28)
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onde { = (€,m), A= JG* e G* é a matriz Hessiana de H em ([3.23)) no equilibrio {*.
Suponha € = 0 na equacdo ([3.23). Nesse caso, o Hamiltoniano do problema sera repre-

sentado apenas pelo termo quadratico, sem a perturbacdo causada pela excentricidade ¢, ou

seja, pelo Hamiltoniano Hy em . Por conseguinte, o sistema Hamiltoniano linearizado e

ndo perturbado em torno do ponto ¢*, é
¢ = Aog(p)¢, para Ag(u) = JGo e Go= D>*Hy(¢H, ). (3.29)

Além disso, o Hamiltoniano quadrético linearizado préximo ao equilibrio * é Hy = icTGOC.
Agora, vamos tratar da andlise da estabilidade linear do sistema Hamiltoniano n3o pertur-
bado em torno do ponto de equilibrio ¢*.

Inicialmente, obtemos a matriz simétrica

1
“Fee X
Go=1| 2 : (3.30)
- 1
com
2
1 ' 1
2 1
1

1

Assim, a matriz Ay() = JG do sistema linearizado, dada por

= I
A =| , (332)
- -
9 33
é uma matriz Hamiltoniana (CABRAL; DIAS, 2023). Consequentemente, em relacdo ao polind-

mio caracteristico de Ag(1), temos que

M+ X -1
2
MNA+Y —Hes 0 0

p(A) = det 1 = det !

1

ofee A +X 0 gy 0 |[M+X
1
0 0 Ho3
L 1 .
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Efetuando alguns calculos, concluimos que
p(A) = (N + ) (X + BN + ),

onde

o = 'ibg, B=(2-0a% e v=(1+2a%)(1-a?.

1

Note que o polindmio p(\) tem pelo menos duas raizes imaginarias puras, a saber: \; =

+iws, onde wy = |a| = ;3 Por conseguinte, as quatro raizes restantes, provenientes da
V &1

equacdo biquadrada \* 4 3A\? + ~, s3o nlmeros imaginarios puros e distintos se, e somente

se,
>0, v>0 e A=p%—4y>0. (3.33)

Neste caso, os pares de raizes imaginarias puras e distintas s3o representadas por Ay = +iwo,
A3 = tiws, com wy >0 e ws > 0.

Portanto, as condicoes garantem a estabilidade do sistema Hamiltoniano linearizado
e que A = (9w? — 8)w? > 0.

Desta forma, os autovalores de A () sdo imaginarios puros e distintos se, e somente se,

8
5 < wi < 1. (3.34)

Isto é, um ponto de equilibrio {* é linearmente estavel neste sistema Hamiltoniano n3o per-
9 . e
turbado quando p < 5’{3 < g,u. Equivalentemente, no caso do problema com 6rbita circular

das primérias (e = 0), o pardmetro, denotado nesse contexto por i, estard no intervalo

8 i3 3
9 1 <o <& (3.35)
Entretanto, surge agora o seguinte questionamento: se jiy € um valor para o qual o sistema
~ : et e 8 ~ : o
ndo perturbado ¢ = Ag(po)¢ € estével, isto é, uo € <9 s 1‘3) entdo o sistema linearizado

perturbado, ¢ = A(v, i, €)¢, onde A(v, p,€) = JD?*H(C* v, pi,€), para (pi,€) proximo de
(t10,0) é estavel?
Para analisar esta questdo, é necessario inicialmente apresentar algumas consideracdes

sobre estabilidade de sistemas Hamiltonianos lineares e ressonancia paramétrica.
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3.1.5 Algumas consideracdes sobre a estabilidade de sistemas Hamiltonianos line-

ares e o problema de ressonancia paramétrica

Nesta subsecao, apresentaremos uma breve descricao tedrica, baseada em |Cabral e Dias
(2023), sobre a estabilidade de sistemas Hamiltonianos lineares e o problema de resssonancia
paramétrica; fundamentais para a compreensao dos resultados subsequentes deste trabalho.

Seja o sistema linear

= A(t)x, (3.36)
onde x' = (xy,...,1,)e A(t) é uma matriz real de ordem n x n, continua e T-periédica.
Além disso, definimos a norma || - || no espago das matrizes quadradas tal que ||A| =
sup{||4x]| : x € R", ||x|| = 1}, com A uma matriz constante. E quando A(t) é uma

matriz continua 7-periédica, tomaremos

14]] = /0 A ||dt.

Denotamos por X (t) como o matrizante deste sistema, ou seja, a matriz fundamental de

solucdo de ((3.36)) com X (0) = I,,, onde I,, é a matriz identidade n x n.

Teorema 8. (Floquet) Dado o sistema (3.36) nas condicées acima, ent3o existem uma matriz

Q(t) T-periédica e uma matriz constante B, ambas de ordem n x n, tais que
X(t) = Q(t)e. (3.37)

Definicdo 9. A igualdade é chamada de decomposicio de Floquet do matrizante do
sistema T-periddico (3.36).

Observacdo 10. Quando B é uma matriz real, pode-se tomar a matriz Q(t) 27-periédica.

Chamaremos X (t) = Q(t)e!? de representacio de Floquet.

Definicao 11. A matriz de monodromia € definida como o matrizante do sistema & = A(t)x,
T-periédico, quando calculado em T ou 27. Aos autovalores p da matriz de monodromia, X (7)
ou X (27), chamamos de multiplicadores do sistema ([3.36) e os autovalores A da matriz B

serdo chamados de expoentes caracteristicos do referido sistema.
Note que os multiplicadores p e os expoentes caracteristicos A\ estdo relacionados por
p=¢€" ou p=eT (3.38)

conforme o periodo de Q)(t) seja T ou 27, respectivamente.
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Definicao 12. Um multiplicador p de um sistema Hamiltoniano linear T-periédico é chamado
de multiplicador de primeira espécie (ou segunda espécie) se o produto simplético {r,s} =
(r,Js) é positivo (ou negativo) para qualquer autovetor v = r + is de p. Além disso, o
multiplicador é dito definido quando o mesmo é de primeira espécie ou segunda espécie, caso

contrario, p é indefinido.
Dando continuidade, temos os sistemas lineares estaveis e seus resultados.

Definicdo 13. O sistema linear (3.36) é estavel quando, dado € > 0, existe § > 0 tal que
para ||| < 6, a solucdo ¢(t,x) permanece dentro da bola B.(x) para todo tempo t, ou seja,

a origem é um equilibrio estavel em ambas as direcées do tempo.

Proposicdo 14. O sistema linear periddico continuo (3.36) é estdvel se, e somente se, todas

as suas solucdes sdo limitadas.

A partir da proposicdo acima e sua demonstracdo (ver paginas 234-235 em |Cabral e Dias

(2023)), seguem os seguintes resultados:

Proposicao 15. O sistema linear & = Ax, com A uma matriz constante, é estavel se, e
somente se, os autovalores de A sdo imaginarios puros, incluindo o zero, e A é diagonalizavel

sobre os nimeros complexos.

Podemos estudar a estabilidade do sistema ((3.36|) através do novo sistema constante obtido

por meio de uma mudanca de coordenadas, como mostra a proposicdo a seguir.

Proposicdo 16. Seja X (t) = Q(t)e!? a decomposicio de Floquet do sistema linear .

Entdo, o sistema linear (3.36]) € estdvel se, e somente se, o sistema y = By € estavel.

Agora iremos estudar os sistemas Hamiltonianos lineares estdveis, na condicdo de que
quaisquer outros sistemas lineares proximos também sejam estaveis. Ou seja, estamos falando

dos sistemas lineares fortemente estaveis.

Definicdo 17. Um sistema Hamiltoniano T-periédico (3.36) é chamado de fortemente estavel
se for estavel e existir ¢ > 0 tal que, para qualquer outro sistema Hamiltoniano T-periédico,

@ = A(t)x, onde |A — A|| < ¢, este também seja estavel.

O préximo resultado é uma peca fundamental na teoria de sistemas Hamiltonianos lineares

T-periddicos. Sua demonstracdo pode ser vista em (CABRAL; DIAS, 2023).
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Teorema 18. (Krein-Gel'fand-Lidskii) O sistema Hamiltoniano real linear e T-periédico, & =
A(t)x, é fortemente estavel se, e somente se, todos os multiplicadores estdo no circulo unitario

e todos eles sdo definidos.

Em geral, o Hamiltoniano dos problemas fisicos depende de parametros especificos relaci-
onados ao problema em estudo. Por exemplo, em nosso caso, o parametro é a razao entre as
massas do planeta e do Sol, denotada por p.

Destaca-se o estudo da variacao de tais parametros, pois eles sdo responsaveis pelo efeito
de ressonancia do sistema, o que pode resultar em instabilidade do movimento. As regides
de instabilidadas sdo denominadas de regides de ressonancia paramétrica e o problema de se
determinar tais regioes é denominado Problema da Ressonancia Paramétrica.

A seguir, abordaremos o conceito de estabilidade em sistemas Hamiltonianos lineares de-
pendentes de parametros, com o objetivo de descrever um processo para determinar os valores
dos parametros que correspondam as regides de estabilidade e instabilidade, ou seja, o estudo
do problema de ressonancia paramétrica.

Definimos £ como o espaco vetorial normado das matrizes Hamiltoninanas 7-periddicas
ou das matrizes dadas pela representacdo matricial dos Hamiltonianos quadraticos H(x,t)
T-periddico.

Reescrevemos a Definicdo [17] para um sistema Hamiltoniano fortemente estavel como:

Definicdo 19. O Hamiltoniano quadratico T-periédico Hy(x,t) € L € dito fortemente estavel

quando é estavel e existe € > 0 tal que para todo H(x,t) € B.(Hy) C L € estavel.

Considere os Hamiltonianos quadraticos 7-periddicos H(x,t, ;1) contendo um pardmetro

ueE P CRF

Definicao 20. O Hamiltoniano quadrético H(x,t,u*) € L é chamado de p-estdvel quando
é estavel e existe & > 0 tal que para todo j1 € Bs(u*) C R¥ o Hamiltoniano H(x,t, ) é

também estavel.

Observe que se H(x,t, u*) é fortemente estavel, entdo o mesmo é também pi-estavel.

Como ja citado na Secao [2.6, seja z* um ponto de equilibrio do sistema Hamiltoniano
autébnomo real T-periédico com dois graus de liberdade, a saber: H(z,t,u,¢€), z € R%, de-
pendente do pardmetro real ;1 e de um pequeno parametro €. Quando o sistema é auténomo
podemos usar o Teorema de Arnold [/ para analisar a estabilidade deste equilibrio. Porém,

quando o sistema Hamiltoniano tem mais de dois graus de liberdade, ou mesmo um grau
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de liberdade mas n3o é autonomo, a questao da estabilidade torna-se complicada. Por isso,
passamos a estudar a estabilidade linear do sistema em torno do ponto de equilibrio.

Seja o sistema Hamiltoniano real 7-periddico
x' = A(t, p, €)x, (3.39)

onde x =z — z* e A(t,u,e) = JD*H(z*,t, ji, €).

Retomamos o questionamento levantando no final da subsecdo [3.1.4] Mais geralmente,
para o sistema linear suponha que o sistema n3o perturbado & = A(t, i1, 0)x é estavel
para todo p num intervalo /. Se p* € I, entdo para (u,€) proximo de (u*,0) o sistema
linearizado perturbado, & = A(t, i, €)x, é estavel?

Iniciamos a andlise supondo que & = A(t, u*,0)x, é fortemente estavel. Assim, por de-
finicdo, o sistema n3o perturbado é p-estavel e, entdo, & = A(t, 1, €)x é estavel para (ju,€)
proximo de (u*, 0).

Agora, resta analisar sob a condicdo do sistema & = A(t,u*,0)x ndo ser fortemente
estavel. Como estamos com o sistema n3o perturbado estavel, entdo, das Proposicoes [5| e
, os multiplicadores p;(*), com i = 1,...,2n estdo na circunferéncia unitaria. No caso
em que entre os multiplicadores p;(*) ndo exista um multiplicador mdltiplo (todos eles tém
multiplicidade igual a 1 - chamados de multiplicadores simples), os expoentes caracteristicos
A; (@), autovalores da matriz B na representacdo de Floquet, sdo imaginarios puros e distintos.
Ent3o por continuidade, para (u, €) préximo de (1*, 0) e € pequeno, os expoentes caracteristicos
Aj(p, €) do sistema & = B(ju, €)x sdo também simples e imaginarios puros. Logo, o sistema
& = B(u,€)x é estavel e portanto o sistema & = A(t, i, €)x também é estavel, para (u, €)
numa vizinhanca de (*,0).

Por fim, falta estudar a quest3do da estabilidade apenas quando assumimos que pelo menos
um dos p;(*), i = 1,...2n, é um multiplicador mdltiplo.

Considere 7 o periodo do matrizante do sistema Hamiltoniano linear real T-periédico,
& = A(t,p*,0)x. Entdo, os expoentes caracteristicos e os multiplicadores do sistema estdo
relacionados por p;, = ™. Pela Proposic3o 4.24 e o Teorema de Floquet-Lyapunov, ambos em
Cabral e Dias (2023)) paginas 129 e 234, respectivamente, temos que p, ' = e~ ™ é também
um multiplicador. Portanto, considerando A\, = iwy, 7 = 27w e que pr € um multiplicador

miiltiplo, ou seja, pr = p; ou pr = p; - para algum I, teremos que

Wi + wp = N, (340)
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onde N é um inteiroe k.l =1,2,...,n.

Definicdo 21. Chamamos de ressonancia KGL uma ressonancia do tipo (3.40). Para k =1 e
N natural, dizemos que a ressonancia 2w, = N €é uma ressondncia bdsica. Se wy + w; = N
ou w, —w; = N com 2wy, ou 2w; sendo um inteiro, teremos um par de ressondncias basicas,
e quando 2wy, ou 2w; ndo é um numero inteiro, temos uma ressonancia combinada. Além
disso, quando ocorre apenas uma relacdo do tipo , temos uma ressonancia simples.

Caso contrario, teremos a chamada ressonancia multipla.

Definicao 22. Chamamos p* € I de valor de ressonancia paramétrica quando o sistema

& = A(t, u*,0)x possui um multiplicador miltiplo.

Se p* um valor de ressonancia paramétrica e o sistema ndo perturbado & = A(t, u*,0)x
é fortemente estavel, isso implica que o sistema perturbado & = A(t, i, €)x é estavel para
(i, €) proximo de (p,0). Entretanto, caso o sistema Hamiltoniano @ = A(t, u*,0)x n3o seja
fortemente estavel, existem sistemas Hamiltonianos lineares 7-periddicos estaveis, bem como
sistemas instaveis, proximos ao sistema nao perturbado. Assim, ao variar os parametros é
possivel que ocorram sistemas estdveis e instaveis na familia de equagdes & = A(t, i, €)x na
vizinhanca do sistema nao perturbado.

Consequentemente, no plano dos pardmetros (u,€) podem existir curvas continuas que
partem do ponto (u*, 0) e delimitem regides de sistemas estaveis e regides de sistemas instaveis
na familia de sistemas Hamiltonianos lineares & = A(t, u1, €)@. Tais curvas serdo procuradas

na forma de uma série de poténcias de ¢
=+ e+ Epg+ .., (3.41)

cujos coeficientes u*, pi1, 2, . . . devem ser determinados. Da mesma forma, o Hamiltoniano

quadrético do sistema ([3.39)), dado por
L p
H(z,t, p,e€) = 2% G(t,p,€)z,
onde G(t, pu,€)z = —JA(t, u, €), pode ser expandido em série de poténcias de ¢
H(Z, t, H, E) = HO(Zv :u) + €H1(27 t, M) + €2H2(z7 t M) +. (342)

onde Hy, Hy,... sao polinbmios quadraticos homogéneos em z tal que Hy, Hs,... sao 7-

periédicos em t. Em seguida, normalizando o Hamiltoniano Hj, e aplicando ([3.41]) nos termos
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H,, H,, ..., obtemos uma nova expressao para o Hamiltoniano quadratico

2

H(Z, tu, 6) = H()(Z?/JJ ) + FHl(zvta :u*u :ul) + 57’[2(2,25,/11 » M1, :u2> T (343)
com os H;(z,t, u*, p1, ..., p5), j = 1,..., polindmios quadraticos homogéneos 7-peridédicos
em t de coeficientes ;*, ji1,. .., p;. Este Hamiltoniano é nosso ponto de partida para, por
meio do Método de Depri-Hori, determinar um Hamiltoniano auténomo K que nos auxiliara
a encontrar os coeficientes das curvas citadas no plano dos pardmetros.

Todo esse processo serd melhor detalhado nas préximas secoes.

3.1.6 Estabilidade Linear do Sistema Perturbado

Com base nos resultados da ultima subsecdo, podemos agora investigar a estabilidade do

sistema Hamiltoniano linear 27-periddico

¢ = Ay, p,e)C, onde A(vpi,e) = JDPH(C v, p,e),

para (ju,€) préximo de (po,0), onde ug € (2 . ikd) é o valor no qual o sistema ndo
perturbado ¢ = Ay(j10)¢ é estavel.

Inicialmente, sabemos que, se ¢ = Ap(po)¢ é fortemente estavel, entdo o sistema ndo
perturbado é p-estével e, consequentemente, ¢ = A(v, 1, €)¢ é estavel para todo (i, €) sufici-
entemente préximo de (pg, 0). Assim, na sequéncia da subsecdo, devemos supor que o sistema

Hamiltoniano linear n3o perturbado, ¢ = Ao(po)€, é estavel, porém n3o fortemente estavel.
Em torno do equilibrio ¢*, por (3.32), a matriz Hamiltoniana Ay(uo) = JGy do sistema
linear ndo pertubado é dada explicitamente por

Ao(po) = ; (3.44)

0 0 —w? 0 0 0

cujos os autovalores, sob as condi¢cdes em ((3.33)), serdo nlimeros imaginarios puros e distintos,

e cujas frequéncias sdo

w1 = \/E, Wy = \/ ﬁ_;/Z, W3 = \/ 6—’_2\/Z (345)
1
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Por outro lado, no sistema n3o perturbado C = Ao(po)¢, podemos considerar a decom-
posicdo de Floquet do matrizante do sistema como Xy (v, py) = evA0(o) - Assim, com base
na Definicdo |11| e equacao , os multiplicadores do sistema ¢ = Ao(110)¢ - que sdo os
autovalores p da matriz X,(7, i1) - satisfazem a p = ¢™, onde 7 = 27 e )\ s3o os expoentes
caracteristicos do sistema, isto é, os autovalores da matriz constante Ag(1).

Portanto, os pares de multiplicadores do sistema Hamiltoniano linear nao perturbado,

é = AO(NO)C: sdo

__diwiT __diwor

pr=e""", py=e e p3=e T,

No interior da regido , temos wy < w3 € 0s expoentes caracteristicos do sistema ndo
perturbado A;, 7 = 1,2 e 3, serdo imaginarios puros e distintos, ou seja, todos os multiplica-
dores do sistema s3o simples. Dessa forma, com base no apresentado na subsecdo anterior, o
sistema linear perturbado ([3.28)) é estavel para (u, €) numa vizinhanga de (19, 0). Além disso,
destacamos que iremos desconsiderar as possiveis ressonancias no intervalo de estabilidade
linear, por exemplo, ndo ha ressonancia basica quando i representa a razao entre a massa

de um planeta do sistema solar e a massa do Sol.

©| co

No extremo esquerdo da regido (3.34), temos w? = —, o que equivale a A = 0. Ent3o,

pelas equacdes em ([3.45)), teremos uma raiz dupla, pois wy = ws, € o polindmio caracteristico

de Ag(po) deve ser

p(A) = (A2 + W) (N +w3)?, (3.46)

w1 Wo = ?, (347)

donde obtemos os multiplicadores duplos do sistema n3o perturbado, ps = ps = =27, Além

com _2\/§e \/3
3

disso, pela desigualdade em ([3.35)), o valor 19 no extremo esquerdo é

8
o =g 3 (3.48)

Nas condicdes acima, a investigacao da estabilidade linear do sistema perturbado segue com
1o em (3.48]) sendo o valor de ressondncia paramétrica no extremo esquerdo do intervalo de
estabilidade linear . Ademais, conforme a Definicao , temos uma ressonancia KGL
combinada para wy — w3 = 0, com 2wy = 2v/5/3.

Para o extremo direito da regiéo , segue que w; = 1 e, consequentemente, vy = 0.
Desta forma, como 3 = (2 — w}) e por (3.45)), obtemos

W), = Wy = 1 e Wy = 0. (349)
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Neste caso, o polindmio caracteristico tem a forma
p(A) = N (N +wi)?, (3.50)

com as raizes duplas, a saber, a raiz nula e as raizes £-iw;. Com isso, os multiplicadores duplos

sdo p1 = p3 = €T e py = 1. O valor p no extremo direito ([3.35)), denotado por fig, é
fio = &;°. (3.51)

Analogamente, o estudo da estabilidade linear do sistema perturbado segue, neste caso, com
flo em definido como o valor de ressonancia paramétrica no extremo direito do intervalo
de estabilidade. Neste caso, as ressonancias KGL do problema sao compostas por trés pares
de ressonancias basicas: 2w; = 2, 2wy = 0 e 2ws = 2. Isto é, temos uma ressonancia multipla.

Pelo exposto na subsecdo(3.1.5] se estudarmos a estabilidade linear do sistema perturbado,
¢ = A(¢, i, €)¢, quando o sistema ndo perturbado, ¢ = Ag(uo)¢, é estavel, porém n3o
fortemente estavel, e com algum multiplicador miultiplo, entdo existem sistemas estaveis e
sistemas instaveis em qualquer vizinhanca de (p, 0).

Em outras palavras, para cada um dos valores de ressonancias paramétricas jig € jig, existem
regides de estabilidade e regides de instabilidade dependendo das escolhas dos parametros.
Assim, os parametros que fornecem tais sistemas sao definidos a partir das curvas continuas
no plano paramétrico (i, €) que delimitam as regides de sistemas estaveis e regides de sistemas
instaveis, emanando do ponto (1, 0) e do ponto (fig,0).

As curvas no plano paramétrico (i, €), que partem dos pontos (pg,0) e (fig,0), sdo ex-

pressas em série de poténcias de ¢, respectivamente, por

(= pio + €1 + Epo + Epg + .. (3.52)

[ = fig + €fiy + €2fig + iz + ... (3.53)

Substituindo a equacdo (3.52) em ([3.23)), obtemos

_ P 1
H(fﬂh%ﬂﬁ)- 2 +<€7E77>+2F(€7M0)+

+§ [COSV ( HﬁHQ _ F(g,uo)) + F(g,ul)} +

(3.54)

+€§ :_ cos” v ( 1€]” - F(ﬁaﬂo)) — F(& 1) cosv + F(f,uz)} +
3

+5 [cosv (1€ = F(& 10)) + F(& ) cos v = F(&, o) cosv + F (€ is)| +
4

+% - cos’ v ( I1€0? - F(é»ﬂo)) — F(&, 1) cos® v+ F (&, pip) cos® v—

— F(€ ) cosv+ F(& )] +---
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Mas,
HCvagt:0) = HolC. o) + S Hr (G o ) + S oG o ) 4. (355)
onde identificamos que
HoGom) = 0 e )+ L) (350
H(Cvopo ) = 3 [Fo(€ o) cosw+ F(E )] (357)
Hy(C, v, o s o) = —Fo(&, po) cos® v — F(&, i) cos v + F(&, p2); (3.58)
Hs3(¢, v, po, poa, o, 13) = 3 {Fo(é, to) cos® v + F(&, 1) cos®> v — F(&, uy) cos v+
+ F(& pa)]; (3.59)
Hi(C, v, o, i1, iz s, p1a) = 12 [—Fo(€, o) cos* v — F(&, ) cos® v + F(€, p1z) cos® v—
— F(& p3)cosv + F(&, pa)]; (3.60)

na qual definimos Fy(&, wo) = ||€]17 — F(&, wo).

Quando analisamos a estabilidade linear no extremo direito do intervalo de estabilidade

(3.34)), temos iy como valor de ressonancia paramétrica e, neste caso, ao substituir (3.53]) em
(3.23), segue de forma anéloga que

G = 5 e ) o LR ) (36)
H(Cvfivsn) = 5 [Fol€.fio)cosy + F(&,ju)] (3.62)
Hy(C v, fio, fin, i) = —Fo(€, i) cos® v — F(€, fin) cos v + F(&, fia); (3.63)
Hy(C,v, fio, fins iy fis) = 3| Fo(&, fio) cos’ v + F(§, ju) cos” v — F(&, fiz) cos v+
+ F(& i3)]; (3.64)
Hy(G. v, fioy fin, fiz, fig. fia) = 12 [~ Fo(€, fio) cos’ v = F (€, jur) cos v + F(€, jiz) cos’ v—
— F(& ji3) cosv + F(&, fu)] (3.65)

onde Fy(&, fio) = €]I* — F(&, fio).

3.1.7 Forma Normal dos Hamiltonianos Nao Perturbados em (3.56]) e (3.61) nos

Extremos do Intervalo de Estabilidade Linear

Nesta subsecdo, determinaremos a forma normal dos Hamiltonianos (3.56) e (3.61) e,
consequentemente, as transformacdes simpléticas que normalizam esses Hamiltonianos, asso-

ciados aos valores de ressonancia paramétrica i e fig, respectivamente.
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Inicialmente, considere o caso do extremo esquerdo da regido ([3.34]), quando ocorre a raiz
dupla iws do polindmio caracteristico de Ag(po) em (3.46)), o que determina o caso do valor
de ressonancia paramétrica fug.

Seja C o espaco dado pela soma direta de dois subespacos Ag(p)-invariantes,
C’ = E(wy) @ E(wy),

com E(w;) = nliwy) @ n(—iw;) e E(wy) = n'(iws) & n'(—iws) subespacos simpléticos
bidimensional e quadridimensional de C®, respectivamente.

E importante ressaltar que iremos determinar a forma normal da matriz A (1) em (3.44)
do sistema n3o perturbado, a partir da matriz de transicdo ) da base candnica de R® para
a base simplética real u}, v}, onde j = 1,2, 3. Tal matriz real @) é determinada por meio das

bases simpléticas reais convenientes para F(w;) e E(wy). Ademais, durante o processo de

normalizacdo de Ay (1), faremos uso dos resultados da Secdo [2.9] embora com w = 1.
Considere o operador linear B; : n(iw;) — n(iwy), onde By = Ag(po) — iwil e cuja sua

forma matricial é

—iw; 1 0 1 0 0
~1 —iw; 0 0 1 0
0 0 —iwy O 0 1
By = : (3.66)
2w} 0 0 —iw 1 0
0 —w? 0 —1  —iw 0
0 0 —w! 0 0 —iw,

onde destacamos que 7(iw;) = Ker By, pois sua dimensdo é igual a multiplicidade do
autovalor A\ = tw; como raiz do polinémio caracteristico.

Seja z = (x1, 2, %3;y1,Ys2,y3) um autovetor da matriz Ay(u) associado ao autovalor
iwy, ou seja, z € n(iwy) = Ker By determina um sistema linear homogéneo de seis equacdes.
Observa-se que o determinante das equacdes do sistema, excluindo a terceira e a sexta equa-
cdes, é (1 —w?) # 0, logo, 1 = w3 = y; = y» = 0. O sistema homogéneo dado pelas terceira

e sexta equacdes para x3 e y3 implicam que o vetor z de 7(iw;) tem a forma
z=r+is=1(0,0,23;0,0,0) +¢(0,0,0;0,0,wyz3), (3.67)
isto é,

n(iwy) = {(v1, 2, T3; Y1, Y2,Y3) € C 01 =29 =y = yo = 0 e y3 = w23}
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Pela arbitrariedade de x5 € C, escolhemos convenientemente os z3 > 0. Nestas condicdes,
conforme apresentado na equacdo ([2.52)) e consideracdes subsequentes, os vetores da base

simplética real de F(w;) sdo

ut = (0,0,0,0,0, — /@), of= (o,o,\/m;o,o,()), onde w = —5-.  (3.68)
Por outro lado, sabemos que 7' (iws) = Ker B3, onde By : nf(iwy) — nf(iwy) com
By = Ao(po) — iwsol - ver equacdo ([2.55)). Assim, substituindo w = 1 e wy, we dados em

(3.47) na expressido ([2.57)), podemos verificar que

S U S
/5 2 g -2 -5
g 0 0o -8B 0 0 xS
A T
0 0 s g e

27

Dado z = (1, T2, %3;y1,%2,y3) € n'(iwy) satisfazendo B3z = 0 e seguindo o raciocinio da

Secdo para a soluco do sistema B2z = 0, concluimos que z; e x5 s3o reescritos como

. . 3 /. 3
0 (iws) = {(-7517-7527-753§y17927y‘3) €Chag =y =0, 11 = 5 (iVBy1 = 99s) , w2 = ~o8 (991 + 52fyz)}-

Assim, para y; e ys reais, obtemos os produtos simpléticos {Bsz,Z} e {z,Z} tal que

Bzl = i +50) e (=7} =

Y

32\/_(1 5 2).

7 _ .
Tomando y; = —— e y, = —~= determinamos o vetor de 7' (iwy) na forma

VIE 7 53

3 V15 77
v3 — (9 + 50) 0; , .0
20’ 20 V15 53

Com isso, definindo que u = z,, obtemos oy = {Bou,u} =1 e a; = {u,u} =0.

Pelos Lemas 5.16, 5.17 (péaginas 168-169 de (Cabral e Dias (2023)) apresentados para

2 = (( 9+ 5i) —

demonstrar o Teorema 5.12 citado na Secdo 2.9, e considerando s = 1, visto que By é

nilpotente com indice de nilpoténcia igual a 2, obtemos os seguintes polinémios

o = Q(u,u) = Oéo]—f—O(IBQ’ b = @*7 U = BOI+BIB2 e \112 — q)*?
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onde usamos que para s impar, ¢ = 1. Com isso, pela igualdade ¥? = ®* e das condicdes
ag = 1 e a; = 0, concluimos que By = eag = 1, 51 = ﬁ ear; = 0 e, consequentemente,
U = . Portanto, o vetor e = U~ 'u apresentado na prova do Teorema 5.12 (CABRAL; DIAS,
2023) para u = z,, é dado por ey = z,.

Agora, pelas equacdes (2.61]) e (2.64) chegamos as bases simpléticas do subespaco F(ws),

V3 V15 T T
uy = (( 94 5i) 5 — (9+5) ,o,\/1_5,5\/§,0>,
uz = ((1—@)10,(1—1—1)2,0;—(1-1—2)3,(—1—1—2)15,0),
vy = (—(1+i)f,(—l—l—i)f,o;(l—i)\ég,(l—i-i)f,()),
L V3 VI T T
vz = (—(9+5Z)2(),(—9+5z) 20,O,\/1_5,5\/§,0>,

como a base simplética complexa de E(ws); e

. S 9V3 9V15 0. 14V15 14v/3 0
“2_2 0° 10 0 15 ' 15 ')’
1 15 23 24/15
’u,;: - ’\/370;_ \/_7 70 )
2 5 3 15

v;_ﬂ<_ V3o 2f72\1/5—’0>7 (3.69)
; (f \/2_000())

&

a base simplética real de E(w,).

A partir dos vetores em (3.68)) e (3.69), temos que {uj, u;, ul, vi, v3, vi} forma uma
base simplética real de R® = E(w;) & E(w). Além disso, a matriz de transicio () da base
candnica de R® para a base simplética, isto &, u; = YiQije; e v; = Y;Qije;, e sua inversa

sao dadas por

10 5 5 2
Vi5 NGH
0 =N V30 VB %
1 0 0 0 1f 0 0
2
144/15 243 24/3
0 5~ 0 = 0
43 V15 2/15
0 ' 153 2 151 O 15 0
w2 0 0 0 0

3
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Assim, Ag(po) na base simplética {u}, ul, u}, v}, v}, vi} é a matriz Q1 Ay(10)Q, ou seja, a

normalizacdo de Ag(1o) dado em (3.44)), sera

0 0 0 22 0 0
0o 0 0 0 0 ¥
o 0 0 0 ¥ 1

Ao(to) = : (3.71)

Como w; e wy sdo definidos por (3.47)), entdo Ag(po) serd igual a matriz (2.69)) com § = 1.
Desta forma, definimos a mudanca simplética de coordenadas que normaliza Hy em ((3.56))
como ¢ = QC, onde ¢ = (£,7). Assim, o Hamiltoniano n3o perturbado Ho(€,m, j1o) é

transformado numa forma mais simples, a saber

Ho(&,m) = ;wl(ff +n7) + ;(fg +13) + wa(&as + noms). (3.72)

Observacao 23. Para efeito de simplificacdo na notacdo, usamos no Hamiltoniano normali-

zado, Mo, ¢ ao invés de ¢ dado pela mudanca simplética de varidvel.

Durante o processo de normalizacdo de Hy (&, m, 11), a mudanca simplética de coordenada,
¢ = Qf, também afeta os outros termos quadréticos Hy, Ho, Hs, ..., de H(&E,m, v, i, €) em
(3.55). De modo que, inicialmente conhecido através da equacdo ([3.55)), o Hamiltoniano

quadratico do sistema e 27-periédico em v, é transformado em uma série

2
H(C7 v, i, 6) = HO(C?MO) + %Hl(C7 v, lo, :ul) + %%2(C7 vV, o, :u’17,u2> + (373)
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onde, pelas equacdes (3.57)) até ([3.60)), definimos Hy, Ha, Hs € H4 como
H = 1 {Z\/ﬁ (cosu + g%(ul — Hg COS 1/)> i+ (3.74)
1
+(cos1/ + 25*3(#1 — Mo cos V)) (Iﬁg \/_52772 + 5772 %fgg, - %\/553773 + %77%) +

+(COS v+ 551}3 (p1 — po cos V)) (—%\/55253 + %52773 - %53772 + g\/&b%ﬂ ;

Hy = 312 ( cos’ v + 5*3 (o cos® v — py cos v + /@)) ni+ (3.75)
( cos? v + 558 5 (o cos® v — iy cos v + /LQ)) (Igg f{gng + ,172 %53 - %\/563773 + %ng) +
( cos? v + 1 *3 (po cos® v — g cos v + Hz)) (—%\/55253 + 2?,752773 - %53772 + %\6772773) ;
Hy = 22 (cos v+ 5*5( flo cos® v + iy cos? v — iy cos v+ u3)> ni+ (3.76)
< cos? v+ 3( Jlo COS' V+,u]co%2u—uzcoqu+,u3)) (ng \[527724- +§§§— g\/5€3773+%77§>+
(COS v —|— 5*3 — 1 cOS> U + 11 cos® v — g cOS U + u3)> (—%\/gfzfg + %52773 — %537]2 + gﬁnﬂb);
Hy = 92 < costv + 5,,5 (po cos* v — iy cos® v + g cos? v — sz cosv + /t4)> n? + 12 (— cos* v+ (3.77)
+ 5w (Mo cos' v — iy o v + pp cos® v — pig cos v + ”4)> (35363 + 556 + §18 + 563 — $V/5ms + ) +

+12( cos V—|—4£*3(MOCOS v — jiy cOS3 U + fip cos? V—,ugcosu+,u4)>

'(—%\/55253 + 352773 - %53772 + §\/5n2773) .

Por sua vez, vamos agora normalizar o Hamiltoniano ([3.61]), considerando o extremo direito
do intervalo de instabilidade linear dada em . Neste caso, os autovalores de Ay (i), dados
como raizes da equacao , sao os autovalores duplos 0, iw; € —wq. Aqui wi; = 1, onde
definimos o valor de ressonancia paramétrica jiy.

Devemos utilizar do mesmo processo de normalizacao de aplicado anteriomente e
dos resultados da dltima parte da Secdo para w = w; = 1.

A normalizacao do Hamiltoniano nao perturbado sera realizada através da forma
normal da matriz Ag(fip) em , por meio do uso da matriz de transicio @ da base
candnica de R® para a base simplética real u;,v;, onde j =1,2,3.

Consideremos C® = n'(0) ® E(w;), onde 1'(0) e E(w;) = n'(iw;) ® n'(—iw;) sdo su-
bespacos simpléticos bidimensional e quadrimensional de CS, respectivamente. Note que, a
menos dos valores que w; assume em cada caso estudado, Ag(fig) em ([3.44) é igual a matriz

A* em (2.50) quando tomamos w = 1.
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Portanto, com base no processo de normalizacdo de A* restrito a 17(0) descrito na Secio

2.9} temos, de acordo com (2.72)), que 1'(0) = Ker(Ay(fio))? é
il 6 1
n'(0) = § (¥1, 22, ¥3; Y1, Y2, y3) € Ci3 =y3 =0, y1 = —wix2, Yo = —§W1CIT1 .

Pela arbitrariedade de 1 e x5, escolhemos 1 e x2 niimeros reais de modo que {Ay(jip)2, 2} =
3

—zwfxf para todo z € 1(0). Com isso, para 71 = 1 e m = 0, segue que existe u € 1'(0)

de indice de nilpoténcia 2 tal que {Ao(fig)u, u} # 0. Assim, com base em (2.74)), os vetores

u, = IiAo(/jL())’U,, V) = (SI{’U,7 (378)

onde ¢ = sinal{Ao(fio)u,u} = —-1ler = 1/\/|{A0(ﬂo)u,u}|, formam uma base simplética

real para 1)7(0). Explicitamente, uma base simplética real de n'(0), é dada pelos vetores

3/ 1 1
uy = (0,-/3,0;V3w;,0,0), v = 2\2_ (—w,o,o; 0,= o) . (3.79)
1

27
Em seguida, a forma normal de Ag(jig) restrita a E(w;), segue de forma anéloga a normali-

zacdo de A* restrita a E(w;) quando w; = w (ver Secdo[2.9). Assim, por (2.80)), relembramos

que
nt (iwy) = {z € C% =z = (x1,2ix),3; —iW1T1, —W1 T, W T3), COM T, T3 € R}.

Analogamente, os vetores wy = To+iS2, w3 = r3+1iS3, Wy € W3 em ([2.81]) formam uma base
de E (wy) = n' (iw;) ® n' (—iw;) que geram uma base simplética real do espaco simplético

E (w1), a saber
U9 = —Kg82, U3 = —K383, V= 52/127"2, V3 = (53%37“3, (380)

onde §; = sinal {r;,s;} = +1, k; = 1/,/|{r;,s;}|, para j =2,3, e
ro = (1,0,0;0, —wy,0), 73 = (0,0,1;0,0,0), s2 = (0,2,0; —wy,0,0), 83 = (0,0,0;0,0,w;) .

Explicitamente, temos os seguintes vetores

2
Uy = <O,—\/671,0;\/UJ1,0,0> , U3 = (0,0, 0;0,0,—\/(4)1), (381)

1 1
= [——,0,0;0, —y/w1,0 =10,0,——;0,0,0]) .
V2 <\/w—17 s Uy Yy Wi, )7 V3 <7 7\/u717 ) Yy )

Por meio dos vetores dados nas equacdes ([3.79) e (3.81]), obtemos a base simplética real
{uy, Uy, uz, vy, 02,3} de R = n'(0) @ E(w;). Desta forma, lembrando que estamos no caso
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de w; = 1, a matriz de transicao @ da base candnica de RS para a base simplética citada

acima, é dada por

G — (3.82)
S5 1 0 0 0 0
o o o ¥ 1
3
0 0 -1 0 0 0

Ao(f0) = : (3.83)

0o 0 -1 0 00

Portanto, a mudanca simplética de coordenadas, ¢ = QC, que normaliza H, em (13.61)

determina que o Hamiltoniano n3o perturbado Hy(&,m, fig) seja transformado em

1 1
+5(& +m) + 5(& +m). (3.84)
Consequentemente, sabemos que a mudanca simplética de coordenada modifica os outros
termos quadraticos H,, Hy, H, ..., de ﬁ(ﬁ,n, v, [ip, €) como em 1} Logo, teremos o

Hamiltoniano quadratico do sistema e 27-peridédico em v

N € o, € o
H(Cu%ﬂvd (C :U’O) H (C,V,/Lo,/Jq)+§H2(C,V,M0,,u1,,u2>—|—..., (385)

1!

onde as equacdes ((3.62) até ([3.65)), definem os novos Hamiltonianos #,, H,, Hs e H4 como

H o= [(351+4§2+n3+4f 66) 3+4(cow 2[“3>nf+ (3.:86)

St 37
+ (3COSV—2: >n2+4\/_<—cosy+3€ >77177217

1

[l COSV — [i 2 (i cosv — [
Hy, = — [(35% + 45% + 7732, + 4\/55152) (7 *V3 fi2) +4 <0082 vV — 3 (/i *Vg ,u2)> nf—i—
1 1

N e 2 (i .
+ (3 cos® v — 2(’ul COS*V?) uQ)) ng 443 (— cos’ v + 3 i cos*yg MQ)) 771772] ., (3.87)
1 1
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(fua cos> v — fiz cos v + [iy)

Hy = 3 [(3{% +463 + 13 + 4V366)

&
+ 4<C0831/—2<’a1COSQV_€L§COSV+/]3)>n%+
1
+ (3 cos® v — 2<’[L1 cos™v gg oSV ﬁ?’)) s + (3.88)
1
+ 43 (— cos’ v + §<ﬁ1 oS’y - ?9? sy ﬁg)) 771772] )
7'24 = —12 {(353 + 4522 + 77§ + 4\/55152) (i cos’v — o COS;/ + fig cosv = i) +
+ 4<COS4V_2(ﬂlCOS?)V—/:LQCOSi?I)/—i—/:LgCOSV—[M))n%+
1

3

*3 772 +

+ <3cos4y—2('ulcos
1

2 (fiy cos® v — iy cos® v + iz cos v — i
+ 4\/5 (— costv + 3 (i e s M)) 7]1772] )

V—ﬂgcos2z/+ﬂgcosu—ﬂ4)> )

*3
1

3.2 FORMA MATRICIAL DA EQUACAO HOMOLOGICA

Conforme apresentado na dltima subsecao, para cada valor de ressondncia paramétrica pi

e [ip, podemos considerar os Hamiltonianos quadraticos 27-periédicos

2
H(Cv v, i, 6) = HO(C?MO) + %HI(C7 v, ko, ,U/I) + %HZ(C7 v, ko, Ml?/’l’2) + (390)

2
(G, v s €) = HolC. fio) + 1 (G, o i) + 5 Ha(Cvafios s fio) + o, (3:91)

com ¢ = (&,m) e Ho, Ho representando os Hamiltonianos normalizados fornecidos em ([3.72))
e (3.84), respectivamente.
Nosso objetivo é transformar os Hamiltonianos quadraticos 7-periédicos acima em novos

Hamiltonianos quadraticos auténomos, na forma

2

€ €
K(C,a, 6) = Kg(c,ao) + ﬁKl(C,ao,al) + EKQ(C,CLO,GQ, CLQ) + ..., (392)

onde o pardmetro a assume o valor 1 ou ji especificados em ([3.52)) e (3.53)), respectivamente,
dependendo se estamos transformando o Hamiltoniano H ou A, nesta ordem. Essa transfor-

mac3o é realizada usando o método de Deprit-Hori através de uma transformac3do simplética

(3.89)
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de coordenadas gerada pela funcdo 7-periddica

2 3
WM v,6) = Wal&m) + W6 0) + S WalEmv) + GWa(Emv) + ..

onde W; sdo polinbmios homogeénos de grau dois.
Devido a importancia deste método para determinarmos o Hamiltoniano autonomo K, ele

serd o tema da préxima subsecao.

3.2.1 O Método de Deprit-Hori

Nesta subsecdo, apresentaremos o método de normalizacdo de Deprit-Hori, o qual visa
simplificar as funcdes Hamiltonianas quadraticas através de uma transformacdo simplética
T-periddica gerada por uma funcdo 7-peridédica W, transformacao esta que converte o Hamil-
toniano, originalmente dependente do tempo, em um Hamiltoniano quadratico autonomo.

Uma descricdo detalhada deste processo é encontrada em (CABRAL; DIAS, 2023; MEVER;
OFFIN, 2017; ARAUJO; CABRAL, 2021) e (ARAUJO, 2015).

Considere o Hamiltoniano H de um sistema Hamiltoniano linear, dado como a expansdo

em série de Taylor em funcao de um pequeno parametro ¢, ou seja,

00 M
H(«’B,y,t, E) = Z %Hm("z?yﬂf) (393)
m=0 '

O método tem como objetivo, por meio de uma transformacdo simplética de coordenadas

préxima da identidade, transformar (13.93]) numa funcdo Hamiltoniana normalizada

K(Em.10 = Knl6m.1) (3.94)
m=0 :

A funcdo geradora W, T-periddica, é também expressa na forma

Wiz, y,t,e) Z Wmﬂ x,y,t). (3.95)

Assim, podemos utilizar o método de Deprit-Hori para normalizar um Hamiltoniano quadra-
tico na forma de (3.93)), 7-periddico, a fim de construir um Hamiltoniano quadratico auténomo
K. Entdo, ver (KAMEL, 1969; |CABRAL; DIAS, [2023; ARAUJO, 2015)), utiliza-se da férmula de

Kamel para determinar os K, em cada processo de normalizacao.

Teorema 24. Dado o Hamiltoniano quadritico H como em (3.93), entdo os polinémios
quadraticos de K em sdo calculados pela férmula

DW,,
Dt ’

m—1 ‘
m T Z (Cfn_—lleHm—j + C Jm j) (3-96)
j=1
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!
onde Cj" € o coeficiente binomial <m> = "™ Lif éo colchete de Poisson de f e
j jl(m =)t
W, ou seja,
n(Of OW, Of OW,
=256 n ~ om: 06 (3:97)
DW,, oW,
i1
Kji= LK = C;:%LsKjfs,zﬂ (3.99)
s=1

Além disso, o processo de recorréncia inicia com a seguinte condicdo Ky = H,.

Por outro lado, segundo |Cabral e Dias| (2023)) podemos escrever a formula de Kamel

na forma
oW,
Km = H(m) + {H07 Wm} - Wa (3100)
com
m—1 ) .
H™ = H, + (ani_lleHmfj + G 1 Kjm—j), (3.101)
j=1

e o indice (m) indicando que estamos na m-ésima etapa do processo de normalizacdo de H.
Portanto, em cada etapa do método de normalizacdo para construir o Hamiltoniano auténomo

K, somos levados a resolver uma equacao, chamada de equacdo homoldgica, da forma

ow,
ot

para as formas quadraticas K, auténoma, e W,,, 7-periédica em t, sendo dada a forma

K, =H™ + {Hy, W,} — (3.102)

quadrética H™, 7-periédica em t.

3.2.2 Forma Matricial da Equacdo Homolégica: Hamiltoniano Normalizado (3.72)

Conforme apresentado em |Cabral e Dias (2023)), considere os monémios dos polindmios

quadraticos homogéneos, obedecendo a seguinte ordenacdo

2 2 2 2 2 2
Ty, T1Y1, Y1, Lo, T2Y2, Yo, T3, T3Y3, Y3,T1TL2, T1T3, T1Y2,
(3.103)
T1Y3, L2X3, T2Y1, T2Y3, L3Y1, T3Y2, Y1Y2, Y1Y3, Y2Y3,
e os vetores X e B dados pelos coeficientes de W, e (H™ — K,), respectivamente.

Assim, escrevemos a equacao homoldgica (3.102)) em sua forma matricial como

X = MX" + B, onde MX" ={HyW,}, B™=H"-K, (3104)
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e o indice (n) indica que estamos na n-ésima etapa do processo de normalizagdo.

Nesta subsecdo, determinaremos a forma matricial da equacdo homoldgica (3.104) na n-
ésima etapa do processo de normalizacdo do Hamiltoniano quadratico H em (3.73]), quando o
Hamiltoniano quadratico normalizado H, é dado por . Além disso, a partir deste ponto,
denotaremos, as formas quadraticas K, H™ e W, por K, H e W, respectivamente.

Inicialmente, assim como em , consideraremos os mondmios dos polinOmios qua-

draticos homogéneos organizados na seguinte ordem

5%7 517717 77%7 537 627]27 7]37 §§7 537737 n§a§1§2a 51537 517727

(3.105)
§1m3s §283, Samy Eamz, &3, S3Mas MiM2s MiM3, Ml
Seja a funcdo geradora VW dada pelo polindmio homogéneo de grau 2
W= Z Wk1k2kslll2l3£fl£§2€§3nlll77?775’:3' (3106)

k+1=2

Dessa forma, a expansdo de VW é composta pelos vinte e um termos a seguir

W = Waoo000&? + Wiooi00&im + Waoozo0mi + Woz0000&5  + Watoo10&2m2 + Waoooz0ms  + Woo2o00&3 +
+Woor001£3713 + W00000277§ + Wii0000€1€2 + Wio1000&1€3 + Wiooo10€112 + Whooo01£1m3 + Wori000€283 +

FWoro100§211 + Wotoo01£213 + Waor100E3m + Wooi010€3m2 + Woooi10mm2 + Wooor017113 + Woooo1172153-

Neste caso, tomamos o vetor X = (X1, Xo, ..., X51) € R?*! como

X = Wao0000, Wi00100, Wooo200, Wo20000, Woio010, Woooo20, Woozo00,
Woo1001, Woooooz, Whio000s Wioi000, Wioooi0, Wioooo1, YWoii000s (3.107)

W0101007 W0100017 WOOllOO» W0010107 WOOOllOa WOOOlOla WOOOOll)-

A partir do Hamiltoniano quadratico ndo perturbado H, em (3.72), podemos calcular o
colchete de Poisson
3
{H7 W} = Z (HEin‘ - H’HW&) )
i=1

0 que nos leva a seguinte expressao
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{Ho, W} = wlwloolooff — 2w1 (Whaooooo — Waoo200) §171 — W1W10010077%+
+ Wotoo10 + w2 Woiooo1) & + (2Waoo020 + w2Woooor1 — weWoriooo) a2 —
- W2W00101077§ + W2W001010532, + (—2W002000 + waWoooo11 — W2W011000) §3m3—
— (Woot001 + w2Woro001) 13 + Wiaooto + wi Wororoo + w2 Wigooor )é1&2-+
(w1 Woot100 + w2aWigoo10) £1€3 + (wiWooor10 — waWioiooo) §172+
(—Wio1000 + wiWoooio1 — w2Wiiao00) €173 + Woototo + waWorooro + weWooioo1) E263-+
(Wooo110 — wiWiioo00 + w2 Woooior) §2m1+
(Waooo11 — Wotio0o + 2w2Wooooo2 — 2w2WWoz0000)E2m3+
(—wiWihoto00 + w2 Wooo110)E3m1 + 2wa (Woooo20 — Woozo00) E372—
— (WiWiooo1o0 + w2 Waor100) M2 — (Waor100 + wiWioooor + w2Woio100)7173—
— (Wooio10 + waWoroo10 + waVoo1o01) 7273

Portanto, os coeficientes do colchete de Poisson {#H,, W} sdo dados por

{Ho, W}200000 = w1 Wioo100;

{Ho, W}100100 = —2w (W200000 - W000200) 3

{7'[07 W}ooozoo = —wi1 Whoo100;

{HO: W}020000 = Wotoo1o + w2 Whiooo1;

{Ho, W}010010 = 2Woo0020 + w2 Woooo11 — w2Wo11000;
{Ho, W}000020 = —waWho1010;

{7'[0, W}002000 = waWoo1010;

{Ho, W}oo1001 = woWhooo11 — w2Wot1000 — 2Woo2000;
{Ho, W}oooooz = —w2Woi0001 — Wooio01;

{HO, W}HOOOO = WIOOOIO + WIWOIOIOO + w2W100001;

(3.108)

{HO, W}101000 = woWiooo10 + w1 Woo1100:

{Ho, W}lO()OlO = w1 Whoo110 — w2Wi01000;

{Ho, W}100001 = w1 Wooo101 — w2Wi10000 — Wio1000;
{Ho, W}ouooo = Wooto10 + w2 Whoioo1o + w2Wooioo1;
{Hm W}OIOIOO = —w1Wh1oo00 + Wooot1o + w2 Wooo1o1;

{Ho, W}oi0001 = Woooo11 — Woiio0o + 2w2WWooo002 — 2wa Wo20000:
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{H(), W}oonoo = —w1Wioto00 + w2Wooo110;
{'Ho, W}OOlOlO = 2wy Whooo20 — 2w2Wo02000;
{Ho, W}ooouo = —w1 Wigoo1o — w2Woo1100;
{HO, W}000101 = —w1Wioooo1 — Woot100 — w2Wo10100;

{Ho, W}oooor1 = —w2Woroo10 — w2Wooio01 — Waoroto-
Por meio da equacao homolégica do método de Deprit-Hori ((3.102]), escrevemos

CZ/VV = {Ho, W} + (1 — K). (3.109)

Como definimos X a partir dos coeficientes dos mondmios em ([3.105)), os quais aparecem
em W dado na equacdo (|3.106|), entdo, ao compararmos os coeficientes desses mondémios em

ambos os lados da equacdo homoldgica (3.109)), obtemos a expressao

d
X]/ = {HQ,W}J' + (H] - Kj), com ] = 1, ,21 e = %,

que é um sistema equacdo diferencial nao-homogéneo, 27-periédico no tempo v. Equivalen-

(3.110)

temente, conforme em ([3.104)), segue a forma matricial da equacdo homoldgica

X'=MX + (H - K), (3.111)
onde, a partir de ([3.108), a matriz M de ordem 21 x 21 é dada a seguir
[ 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 ]

01) 0 w1y 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
02) | —2wq 0 2w, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
03) 0 —wq 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
04) 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 wao 0 0 0 0 0
05) 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 —wsy 0 0 0 0 0 0 wo
06) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —wy 0 0 0
07) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 wa 0 0 0
08) 0 0 0 0 0 0 —2 0 0 0 0 0 0 —wy 0 0 0 0 0 0 ws
09) 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 —w2 0 0 0 0 0
10) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 wo 0 wq 0 0 0 0 0 0
11) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 wao 0 0 0 0 w1y 0 0 0 0
12) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —ws 0 0 0 0 0 0 0 w; O 0
13) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —wy —1 0 0 0 0 0 0 0 0 w; O
14) 0 0 0 0 wo 0 0 woy 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
15) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —wq 0 0 0 0 0 0 0 0 1 wy O
16) 0 0 0 —2wq 0 0 0 0 2wao 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 1
17) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —wy 0 0 0 0 0 0 0 wy 0 0
18) 0 0 0 0 0 2wy —2wo 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
19) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —wy 0 0 0 0 —woy 0 0 0 0
20) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —w1 0 —wy 0 -1 0 0 0 0
21) 0 0 0 0 —wa 0 0 —wsg 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
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Por outro lado, antes de analisarmos a equacio por meio da férmula da variacdo
dos parametro, com o objetivo de determinarmos o Hamiltoniano auténomo K, precisamos
encontrar uma matriz semelhante a matriz M para simplificar essa analise. Os célculos para a
determinacdo dessa matriz semelhante sdo apresentados no Apéndice [Al

No Apéndice provamos que a matriz .J tal que J = P~'M P, possui a seguinte forma

01 02 03 04 05 i 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
01)|0 0 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
02){1 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
03)|0 1 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
040 0 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
050 0 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
06)|0 0 0 0 0 i 2iwy 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
07)]0 0 0 0 0 3 0 —2iw; 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
08)|0 0 0 0 0 § 0 0 2iw; 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
09)|0 0 0 0 0 i 0 0 1 2w, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
10)f0 0 0 0 0 i 0 0 0 1 2iw, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1)fo 0o 0 0 0 i 0 0 0 0 0 —2iw, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
12){0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 1 —2iw, 0 0 0 0 0 0 0 0 0

I
13)y{0 0 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 1 —2iwsy 0 0 0 0 0 0 0 0
4){0 0 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 0 0 i(wy + wa) 0 0 0 0 0 0 0
1B)l0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 1 i(wy + w2) 0 0 0 0 0 0
16)/0 0 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —i(wy + ws) 0 0 0 0 0
170 0 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 —i(wy +wa) 0 0 0 0
18){0 0 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 i(wy — wa) 0 0 0
19){0 0 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 i(wy — dwa) 0 0
2000 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —i(wy — dwy) 0
2000 0 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 —i(wy —wa)

De acordo com Teorema 2.1 de |Doering e Lopes| (2010), para um instante qualquer de

J

tempo ¢, temos que ¢/ = P71 ™ P, mostrando que e/ é a matriz de ¢/ na base de Jordan

(ver Apéndice [A). Além disso, temos a igualdade
P e ™ NP = (e — 1), (3.112)

onde [ é a matriz identidade. Essa relacdo nos permite determinar a parte invertivel da matriz
(e7™ — 1), uma vez que a equacdo (3.112) estabelece uma relacio de semelhanca entre as
matrizes ("™ — ) e (e7"/ — I). Vale ressaltar que, posteriormente, essa informac3o ser3
essencial para anular os coeficientes do Hamiltoniano K.

Por sua vez, recordando que no problema eliptico o tempo é representado pela anomalia
verdadeira v e, assim, reescrevemos a matriz ¥J como uma matriz em blocos

J, O

vJ = ,

O J
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na qual

0O 0 0 0 O

e J, € uma matriz de ordem 16 x 16 cujas as entradas na diagonal principal sdo dadas por

+2iw v, £2iwsr, +i(wy + we)v e ti(w; — wy)v. Desta forma,

et 0 Alv) O
el/J — — 7
O 6']2 @) BJ(V)
onde
1 0 0 0 0
v 1 0 0 0
2
Alv) = 5 v 1 0 0 (3.113)
0 0O 0 1 0
I 0 0 0 0 1 |

e B;(v) é a matriz de Jordan cuja a diagonal principal é formada pelos elementos

6210.)11/; 672zw11/; e?zwgu’ 62%}21/, €2zw21/; 67210.)21/’ 67210.)21/’ eszwgu; 61(w1+w2)1/7 ez(w1+w2)1/;
(3.114)
6—z(w1+w2)u’ e—z(w1+w2)u; ez(c;.)l—cyg)l/7 ez(wl—wz)u; e—z(o.)l—wg)u7 e—z(wl—wg)u'
Note que, se v = —7, onde 7 = 27 é o periodo do sistema Hamiltoniano, entdo, como

w1, ws sdo dados pela equacdo (3.47)), as exponenciais acima sdo diferentes de 1. Com isso,
Bj(—7) — I é uma matriz invertivel.

Assim, na base de Jordan vy, vy, ..., Vo apresentada no Apéndice , a matriz e?™ — [ ser

eM T = : (3.115)
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3.2.3 Forma Matricial da Equacdo Homolégica: Hamiltoniano Normalizado (3.84)

Na presente subsecdo, de forma andloga a anterior, apresentaremos a forma matricial da

equacio homoldgica (3.102)), agora considerando o Hamiltoniano normalizado H, em (3.84)), o

qual surge ao levarmos em conta o valor de ressonancia paramétrica fig. Ademais, denotaremos
por K, H e W as formas quadréticas K,,, H(™ e W,, respectivamente, que aparecem na forma
matricial da equacdo homolégica na n-ésima etapa do processo de normalizacao.
Sejam W a funcao geradora dada pelo polinémio quadratico homogéneo em qp ie.
W= Wmooooﬁ + Wigoio€im + Woomooﬁ% + W(noooof% + Woroo10€2m2 +VA\}00002077% +W0020005§ +
+W001001§3713 + Woooooﬂlg + Wllooooflfz + W101000§1§3 + Wlooowfmz =+ W100001§1773 + W011000§2§3 +
+W010100§2"71 + W01000152773 + W00110053ﬁ1 + W001010£3772 + Wooono%ﬁz + Woooi0171 73 + Woooouﬁz%:
e X o vetor em R?! cujas componentes s3o os coeficientes Wk1k2k3111213 correspondentes aos
mondmios organizados segundo a ordenacdo definida em (3.105). Com isso, o colchete de
Poisson {#,, W} é dado por
{7'20, W} = 2W200000§1771 + V~V10010077f + Wommofg +2 (WOO()O?O - Womooo) Sam—
- VNV01001077§ + Womomf?, +2 (Woooooz - Woozooo) Ean3 — Womooﬂlg‘i‘
+ Wlooowflfz + W1000015153 - WllOOOOflUZ - VT)10100051773+
+ (Womom + WOOlOlO) §283 + (Wooono + Wuoooo) Samn + (Woooon - Wonooo) Samzt+
+ (WOOOIOI + Wmlooo) Esm + (Woooou - WOHOOO) Eam2 + (Wwoom - Wmowo) M2+
+ (WIOOOOI - Woonoo) mmns — (VNV001010 + V~V010001) 2773

Dessa forma, os coeficientes do colchete de Poisson {#H, W} serdo expressos como

{7:[07 W}QOOOOO = 0; {7:[07 W}IOOON = _WHOOOO;
{7:L07 W}IOOIOO = 2W200000; {7'207 W}IOOOOI = _WIOIOOO;
{?:[07 W}000200 = VA\;100100; {7:[0; W}OHOOO = WOIOOOl + VA\}OOIOIO;
{7:[0a W}OZOOOO = WOlOOlO; {7'207 W}OlOlOO = WOOOHO + WllOOOO; (3]_]_6)
{7:[07 W}OlOOlO =2 (WOOOOQO - WOQOOOO) ) {7:[()’ W}OlOOOl = WOOOOH - WOHOOO;
{7:[07 W}000020 = _WOIOOIO; {/7':[07 W}OOIIOO = WOOOlOl + WIOIOOO;
{7:[07 W}OOZOOO = WOOlOOl; {7'207 W}OOIOlO = WDOOOH - WDHOOO;

{7:[0, W}omom =2 (Woooom - Woomoo) ; {7'20, W}ooono = WlOOOlO - Wmomo;
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{HOa W}OOOOOQ = _W001001; {H07 W}OOOlOl = WlOOOOl - WOOHOO;
{H07 W}llOOOO = WlOOOlO; {Ho, W}OOOOll = _W001010 - WOlOOOl-
{HOa W}IOIOOO = WIOOOOI;

Como X é um vetor formado pelos coeficientes de WV, entao, com base na subsecdo

anterior, temos a forma matricial X’ = M X + (7:[ — K), com a matriz M igual a

01 02 03' 04 05 061 07 08 091 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
0)|o 0o 0'o0 0 o0 i 0 0 0 i 0O 0 0 0 0O 0O 0O 0O 0 0 0 O
02){2 0 010 0 0 i 0 0 0 i 0O 0 0 0 0O O O O 0 0 0 O
03lo 1. 0,0 0o 0,0 O 0,0 O O O O O O O O 0 0O O
o4)|o 0o o' o0 1 oj 0 0 0 1 0O 0 0 0 0O 0O 0O O 0 0 0 O

090 0 010 0 0/0 ~1 010 0 00 0 0 0 0 0 00 0
0/0 0 o'o o oo o 0o'o 0o 1 0 0 0 0 0 0O 0 0 0
O 0 0'0 0O 0O 1 0 0 0 0 0 o0 o0 o] (3117)
12/0 0 010 0 010 0 O0Oi=1 0 0 0 0O O 0 0 0 0 0 0
13lo 0o olo o 0ol0o 0o 0/0 -1 0 0 0O O 0 0O 0O 0 0 0
4l0 0o o'o o 0'0 0O O0O'O O O O O O 1 0 1 0 0 0
150 0 010 0 010 0 011 0 0 0 0O 0O 0 0 0 1 0 0

1710 0 0' 0 0 0 0 0o 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
18){ 0 0 01 0 0 010 0 010 0o 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 1
19910 0 0,0 0 0,0 0 0,0 0o 1 0 0 -1 0 0 0O 0 0 O
20000 0 0,0 0 0, 0 0o 0,0 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 O
2) {0 0 01" O 0 0" 0 0o 010 0 0 0 0 0 -1 0 -1 0 0 O

01 02 03,04 05 06,07 08 09,10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

3.3 O HAMILTONIANO AUTONOMO QUADRATICO

Neste momento, com base no método de Deprit-Hori (ver subsecdo|3.2.1]), estamos prontos
para determinar o Hamiltoniano auténomo quadratico correspondente a cada extremidade da

regido de equilibrio linearmente estavel (3.35)), onde foram definidos os valores de ressonancia
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paramétrica iy e fip, conforme apresentado ao longo do trabalho.

Conforme o método de Deprit-Hori, em cada etapa do processo de normalizacdo dos
Hamiltonianos quadraticos, 27-periddicos, H em ([3.73]) e H em , os quais dependem
do tempo v, a equacdo homoldgica pode ser expressa em sua forma matricial como
W, = MW, + (H, — K,,). Assim, pela férmula da variacio dos parametros (capitulo 1 de

Cabral e Dias (2023)), para cada etapa do processo de normalizagdo, teremos
t
Walt) = M WL(0) + ¢ [ e (F,(5) — Ko (s))ds,
0

onde n representa o n-ésimo passo no processo de normalizacado com n > 1, pois no Teorema
o processo de recorréncia inicia com a condicdo Hy = K.

O objetivo agora é encontrar uma solucdo W, (t) da forma matricial da equacdo homo-
l6gica, que seja T-periddica, para um Hamiltoniano K, possivelmente auténomo. Com isso,

podemos afirmar que W, (1) = W, (0) e K,, = K,,(s) para todo tempo s, implicam em
(™ — 1) W, (0) = / T M (3, (s) — K,)ds. (3.118)
0

Com base no exposto acima e pelas informacGes das subsecdes e [3.2.3] podemos,

entdo, prosseguir com a determinacao dos possiveis Hamiltonianos autonomos K e K .

3.3.1 Calculo do Hamiltoniano K

Nesta subsecdo, determinaremos o Hamiltoniano autonomo quadratico K correspondente
ao extremo esquerdo da regido de equilibrio linearmente estavel definida em ([3.34]), onde o
n . 7 . 7 8 *
valor de ressonancia paramétrica é jip = §§1.
Diante da equac¢do ((3.118)), expressaremos W,,(0), H,, e K, em termos da base de Jordan

V1, V2, ..., Va1, dada no Apéndice [A} como

Wh(0) = wvi + 0V + L4 0l va,

Hn = hgn)Vl —+ hgn)Vg + ...+ hgll)Vgl, (3119)

Kn == k;gn)vl + k'én)VQ + ...+ k’gll)V21
A fim de facilitarmos a notacdo, denotamos

w o= (" W, . wl?) = (wh,w®) e x ",

h = (B, 1", b)) = (b, h®),
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ko= (", kY, k) = kO, k®).

Usando W,,(0), H,, e K, dados anteriormente, e as equacdes (3.115)) e (3.118]), segue que

(A(=7) = Dw® = /0 " A(—5)(h® — kM, (3.120)

(By(=7) = w® = /TBJ(—S)(h@)—k(Q))ds. (3.121)

0

No entanto, pela expressdo (|3.113)), temos que

2
(A(=7) = D) w) = (0, =", 0" 5 — wf7,0,0)" (3.122)

—(h" = EM)s + (ByY — k")
2

Escolhendo k5" = k§™ = 0 em (3.122) e (3.123), obtemos, por (3.120), as igualdades

1 T
K= = [T (s)s,
T J0
]_ T
K= 2 / R (s)ds, (3.124)
T J0

1 T
K= 2 / h{ (s)ds
T JO

w7 = [T =7 5) = M)s + O (s)] ds,
" (3.125)

82

n7-2 n T n n n "
@>2_wy7:4[mwwwwébg—mywmwwywﬂ%-

Em vista disto, concluimos de (3.124) e (3.125) que podemos determinar os coeficientes

MR wl™ ) wl | enquanto escolhemos wj(") =0 para j = 3,4,5.

Por outro lado, como a matriz B;(—7) — I é invertivel, iremos tomar k@ = 0, isto &,

k:](n) = ( para j =6,...,21. Consequentemente, a equacdo (|3.121)) implica que

w® = (By(—7) — I)"! / By(—s)h%(s)ds, (3.126)

0
(n)

ou seja, € possivel determinar os valores de w;” com j = 6,...,21. Portanto, a partir da

(n)

determinacao dos coeficientes w;, = 1,...,21, temos a funcdo geradora W, 2m-periddica,
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da transformacdo linear simplética que transforma o termo quadratico 27-periédico H,, em
um termo auténomo K,,.

Uma vez que k](-") = 0 para j = 6,...,21, verifica-se que K, = k’%n)vl +...+ k;é")v5.
Mas, k:é”) e k:é”) também foram tomados iguais a zero. Portanto, considerando KV como o
Hamiltoniano na base vy, vo, ..., vo; e pela matriz de mudanca de base P em , temos

que o Hamiltoniano na base euclidiana é dado por K,, = PKY, ou seja,

kgn) k(”)

K, = (ki"),o, kf{”;o,o,7 ,0,0;0,0,0;0,%™,0;0,0,0;0,0, k§”>) . (3.127)

Entretanto, o termo autdnomo quadratico K,, pode ser escrito na forma
_ (n) 8
I(n(C,/t)—— 2{: k0202a3515253 & §§3U11U2 U3 . (3-128)
a+pB=2
Neste caso, ao comparar a expressao ([3.127]) com os vinte e um coeficientes provenientes dos

mondmios resultantes da expansdo de K, em ([3.128)), obtemos a forma auténoma real de K,

" k" "
(€160, 2 ms) = W™ (€8 + ) + - (& + ) + K (6 + oms). (3.129)

Assim, por (3.124) e (3.129)), determinaremos o Hamiltoniano auténomo quadratico

€2 e et

€

Inicialmente, considere a forma quadratica, definida para todo n € N, como

HalCovi 1) = D B s a8 825707 18715 (3.130)
a+pB=2
Além disso, o Hamiltoniano H,, na base euclidiana ey, ..., e, com os coeficientes seguindo

a ordenacao conforme equacdo (|3.105)), sera dado por
H, = h{Ve, + hg“e2 4+ +hVeq. (3.131)

Observe que, a partir das equacdes - a , os coeficientes h{™, h{"”, h{® K{m Kl
h( h{2, h{ K K s30 todos identicamente nulos, e que h{” = h{"

A mudanca da base euclidiana para a base formada pelos vetores vy, v, ..., vo; é realizada
por meio da matriz de mudanca de base P em ({A.2). Assim, a forma quadrética H,, na base

V1,Va, ..., Va1, agora denotado por Y, é obtida pela igualdade #Y = P~'H,,, a saber

1 h(")
H, = BY (4h6 ,h h h(n +h h3 7h14 +h21 a37;
h{™ Dy e Loy e (3.132)
:; 18 ) (h - hgl) - Zhé - Zhé ))3 5(_h§6) - zhfl ) +2h§) ))a h58)7

1 1
§(hgz —h{ +z’h§")+z’h§”));§(—h§’g) + ih{ —z’hg”)),o,o;o,o,o;o,o,o).
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Portanto, os coeficientes de Y que ajudardo a obter os &\, k{" e k™, s3o

By =20, ) = B ) = (0 4 h). (3.133)

No caso particular n = 1 na equac&o (3.133]), e usamos os coeficientes em ((3.74]), obtém-se
1) 9 1
hi’'(v) = s <cos v+ F(ul — Jlp COS V)) :
1
Mw) = 7\/_ (cosy +— & — (1 — po cos V)) :

1
hgl)(y) = —\/_<cosy+7

167 5 (11 ,uocosy)> :

Substituindo hgl), hgxl) e hél) acima na expressoes em ([3.124)) com 7 = 27, obtemos

B0 _ 9 O 3V2 1 O 21V5 1y

_ _ 3.134
TN A 16 &7 © 50 &° (3.134)

Desta forma, o termo auténomo quadratico real K, apresentado em ([3.129) paran =1, é

(\/_

Kl <€> n, ,U) - g\/g<52€3 + 772773)> . (3135)

9
(51 ) 270(532’ +77§) 50

De forma analoga, aplicaremos o processo descrito acima para o Hamiltoniano H, em

1’ Em vista disto, concluimos que hf), hf), e h?) de H3 sao

18 1
K 0w) = 5 (—cos v+ — oE 7 (1o cos® v — iy COSV+M2)>
1
1
hf@(y) — 7\/— (—cos u+5 = (110 cos® V—M1008V+N2)>v
12 71
h?)(y) = —3 5 <— cos’ v + Z@(MO cos® v — iy COSV+M2)> :
Entdo,
K = (M +/~L2)
2
3
R f+ 82/_( +u2), (3.136)

25 25¢

6 21
L2 _ \/— \/_(Moer).

Consequentemente, pela (3.129)) com n = 2, chegamos ao termo auténomo real K5 a seguir

M[_;+

KZ(E? n, :u) =

1
3 3 (MQO +uz)] (&1 +n7) +

9 1
b g ()| @ v (3137
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_|_

\/5[ 21 (uo

95 5 + M2>] (§28s 4 m2m3).

i
Analogamente, pelas equacdes (3.76]) e (3.77)) concluimos que os termos K3 e K, tém, res-
pectivamente, os seguintes coeficientes

27 (i 9\/_ Ha 3 63v5 [
KB = ( ) ;) < ) K = ( > 3.138
1 her? + u3 4 85 + 13 ), Rs 2567 +us); ( )

81 54 (3
kY = ( fo + a2 + 2u4>
55
27\/_ 9v2 (3

kY = ( 2 ) .
1 6 T 1es e Mo + p2 + 2p14 (3.139)

545  126v/5 /3
kY = - ( 2 ) .
5 25 25618 Mo + fl2 + 2fig

Por conseguinte,

Ks(&m,1) = (% + 1s) (§£<£%+m> e (63 +13) — 2§g§<5253+n2n3>)(3.140>

9Ww2[ 3 1 /3
Ky&m,p) = o l—4 + & (4uo + 1o + 2/&1)] (& +n}) +
1
54 3 3
+ 0172 + <4Mo + p2 + 2#4)] (& +n3) — (3.141)
18/5

7T /3
- = |-3+— (,uo + p2 + 2#4) (&283 + m2m3)-
25 7 \4

Portanto, pelas expressdes (3.135)), (3.137)), (3.140), (3.141)) e K, = H,, finalmente obtemos

o Hamiltoniano autonomo quadratico K como

KEmumd = go(&+ )+ 56 +18) + waleats + m) +
i (S )+ (€ ) - Ble ) ) +
+ 2,{3{[ 2t (‘;‘)wz)] (& +n) +
+ 90[—1+ 13 (“;MQ)] (& +m) + (3.142)
+ \2[[ +uz)] (§z§3+772773)} +
.- u)( € )+ (6 )~ e ) +
+ 2{9\4/_[ i uo+uz+2u4)] (& +mi) +
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3 1 /3
5t & (4N0 + p2 + 2#4)] (& +m3) —
V5 l—s + ZS (iuo + p2 + 2#4)1 (&28s + ?72?73)} T

3.3.2 Calculo do Hamiltoniano K

Nosso objetivo agora é determinar o Hamiltoniano K referente ao extremo direito da regido
de equilibrio linearmente estével ((3.34)), onde o valor de ressonancia paramétrica é i = ;2.

Sejam os vetores X = (X1, Xo,..., Xo1) e B = (by,ba,b3,...,bs1), representados por

X = (W2000007 W1001007 WOOOQOOa W020000a W0100107 WOOOOQO: W002000,
WOOIOOh WOOOOOQ) WllOOOOa W1010007 W1000107 W1000017 W0110007 (3143)

W0101007 W010001> WOOHOO; W0010107 WOOOHO; WOOOth WOOOOH)

B = (b2000007 blOOlOOa b0002007 b0200007 bOlOOlOa bOOOOQO: bOOQOOO,
bOOlOOl; b000002a b1100007 blOlOOOa blOOOlOa b1000017 bOllOOOa (3144)

bOlOlOO; bOlOOOla b0011007 bOOlOlO; b0001107 b0001017 bOOOOll)u

onde B=H — K e, consequentemente, b;jiagy = Nijkasy — Kijkagy QUando hijkagy, Kijkasy
representam os coeficientes de H e K, respectivamente. Neste caso, a partir da express3o

(3.104)), a equacdo homoldgica pode ser escrita em sua forma matricial como

- d
X/(n) — MX(TL) + B(n)’ para ! = 57 (3145)

quando M X" = {7:[0, VT}”} e o indice n representa a n-ésima etapa do processo de norma-

lizacdo no método de Deprit-Hori.

Por outro lado, reescrevemos a matriz dos coeficientes M, dada em ([3.117]), em blocos

M, O O O

O My, O O
M = , (3.146)

O O M; O

O O 0 M,

onde as seguintes matrizes Ml, ]\7[2 = Mg e M4 sao dadas por
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0 0 0 0 1 0
Mi=|2 0 0], My=Mz;=1|_2 0o 2/, (3.147)
0 1 0 0 -1 0

0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

00 0 1.0 0 0 0 0 0 0 0 0
m(o o 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
12)[—1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
B[O =10 0 0 0 0 0 0 0 0 0
[0 0 00 0 0 1 0 1 0 0 0
My=|151 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0] (3148
60 0 00 -1 0 0 0 0 0 0 1
m(o 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
80 0 0 0 —-1 0 0 0 0 0 0 1
9(0 0 1.0 0 —1 0 0 0 0 0 0
20000 0 0 1 0 0 0 —1 0 0 0 0

200 0 0o 0O O O -1 0 -1 0 0 O

Assim, inicialmente, o sistema ([3.145)) é decomposto em quatro outros sistemas lineares ndo

homogéneos, a saber
x/™ = x4 B, (3.149)

com X1( (W2000007W1(831007W(ggazoo) = (X1>X2,X3) € Bgn) = (b%)ooom b%()nombég)ozoo) =
(b1, ba, b3);

X = nLxiM 4+ B, (3.150)

com X2 (W0200007 W(g?(%moa W(gggmo) = (X47X57X6) € Bgn) = (b(()%oom b(()?g)mo, 5632)020) =
(b4, bs; bﬁ);

x5 =y x4+ B, (3.151)
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com Xrg (Woozooo, W(()ggom’ W(()ggooz) = (X7, X5, Xy) e Bz(an) = (b(()g%oooﬂ b(()g)10017 bg(l)%om) =

(b7, bs, by); €, por ultimo, o quarto sistema linear é

X = v, x4+ B,

onde
Xzin) - (X107X117-"7X21)7
_ (W W(n) W(n) W(n) W(n) W(n)
1100005 V1010007 ¥ V1000105 ¥¥1000015 ¥Y011000> ¥V010100/
WO?OOOI? W(SS%IOO? W(SS%OIO? Wé[?(%llOv W(S[T)L(%l()lv W(S[T)L(%Oll)
e
Bz(ln) = (5107511,---71921)7

(bgrl%(]OO? bgg)IOOOa bggg)OlOa bgg%O()l? b((]q)l(]OO? bé%wo,

b((ﬁg)OOD bg(;)ll[)Oa bé78)10107 bg(;z]HOa bgég)th bg(l)z]OH)‘

(3.152)

(3.153)

(3.154)

Agora devemos estudar cada um dos sistemas mencionados acima, lembrando que W, é

uma funcao geradora 7-periddica, com 7 = 2, e pretendemos encontrar um novo Hamiltoni-

ano K™, possivelmente

autonomo.

= Andlise do primeiro sistema ([3.149))

Pela férmula da variacdo dos parametros e a 7-periodicidade de W,,, temos que

(e_TMl

Como

obtemos

— 1) X" (0) = [ H (s) — K1),

0

1 00
eM =19 1 0],
2t 1

(7™ = I3) X{"(0) = (0,27 X1(0), 72X1(0) — 7X5(0))"

") = “2s(h™ — MY 4 (B — kM)

(R = k) = s(hs? — k") + (B — k)

(3.155)

(3.156)

(3.157)
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Tomando k:;”) = /{:;(3”) = 0, da equac¢do ([3.155)) combinada com d3.156b e (I3.157I), segue que

n 1 T n
B — ;/ R (s)ds, (3.158)
0

—27Witdooo(0) = | [=2s(A” — k) + hYV]ds, (3.159)

T Wattoon(0) = Witgi00(0) = | [*(hi" — k1) = shi” + nVlds,  (3.160)
onde escolhemos X5(0) = Wis00(0) = 0.

» Anélise do segundo sistema (|3.150))

Neste caso, teremos o seguinte sistema a ser resolvido

Xy = Xs  +h{ -k,
X, = —2X,  +2Xg+hi" — kY, (3.161)
X, = —X; + R — .

Buscamos a solucdo do sistema acima com X,(v), X5(v), X¢(v) funcdes 2m-periddicas e,

esperamos que ki, k™, K

Pelo sistema (3.161)), segue que X, + X4 = (h{"” + h{) — (k" + k(™) entdo

sejam constantes.

v

Xa(v) + Xo(v) — (X4(0) + X6(0)) = /

; (hin)(s) + hén)(s)) ds — v (k:in) + k:én)> :

Como X4(v) + X(v) € solugdo de uma equacdo diferencial, entdo para
1

2m
K+ = o [ (W) + 8 (s) d (3.162)

a funcdo X,(v) + Xg(v) é 2m-periddica, qualquer que seja X4(0) + Xg(0). Assim, tomando
X4(0) + X6(0) = 0, teremos que

Xo(v) = —Xa(v) + /0 (RS (s) + b7 (5)) ds — v (k" + k(™)
Além disso, pela primeira e segunda equacoes em (|3.161]), obtemos um novo sistema

X=X+ g™, XL =—4X,+ g0, (3.163)

g (w) =BV (w) — K e g8 (v) = 2hag(v) — 2v (K + k) + Y (v) — kY (3.164)
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com
hao(v) = [ (W () + K7 (s) d
Note que o sistema ([3.163)) é um sistema candnico
Xy =Hx,, Xi=—-Hx,,
com funcao Hamiltoniana dada por
1o 2, () (n)
H(Xy, Xs,v) = §X5 +2X7+ g1 (V) X5 — g5 (V) X

1
Facamos a mudanca simplética de coordenadas X, = ﬁx e X5 = /2y, que transforma o

Hamiltoniano anterior no seguinte

" n 1 n
H(z,y,v) =2+ 1> + V20" W)y — —=g5" (v)z.

\/592

Portanto, o sistema linear ndo homogéneo associado ao ultimo Hamiltoniano é
X' =2JX +G(v), (3.165)

onde

0 1 \/§g(n) v
X = (xvy)Ta J = (S G(V) = ! ( )
~10 108" (v)

Pelo método da variacdo dos parametros, a solucdo da equacdo diferencial (3.165)) é
14
X(v)=e*'X(0) + €2VJ/ e 2 G (s)ds.
0
Com isso, a solucdo sera 27-periddica se, e somente se,

(7 = 1) X(0) = —*7 / T eI G (s)ds. (3.166)

0

Desde que

o) cos(2v)  sen(2v)
—sen(2v) cos(2v)

entdo o lado esquerdo de ((3.166]) é a matrix nula e, portanto, a solucdo X () é 2m-periddica

se, e somente se,

2m
/ e G (s)ds = 0.
0
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Como

259 G(s) = V29\" (s) cos(2s) — %gé")(s) sen(2s)
V29" (s) sen(2s) + %gé")(s) cos(2s)

temos que a solucdo X (v) é 2m-periddica se, e somente se,
T ) o _
291 7 (s) cos(2s) — gy ' (s)sen(2s) ) ds 0, (3.167)
0
7 (2007 (s) sen(25) + g7 () cos(2s) ) ds = 0
; g1 gs ' (s)cos(2s))ds = 0.

Neste momento, a partir das igualdades em (|3.167)), podemos determinar o coeficiente kén).

Pelas equacdes em ([3.164)), temos que

2 2
f, o) sen(zs)ds = [T A (s)sen(25)ds e (3.168)
0 0
2T 2
/ ggn)(s)cos(QS)dS — / hin)(s)cos(Qs)ds, para todo n.
0 0

Nesta parte do problema, como estamos analisando o extremo direito do intervalo de estabi-

lidade, sabemos, a partir das equagdes ((3.86)) até (3.89)), que

hz(xn) - h(()gg)oom hén) - h(()?z)()ma hén) - ht()gzmo
com
h () = 0§ (v) = b (v) = P (v) = 0 (3.169)

e as demais funcoes dadas por

2/ 4 . 12 , B 5
hf)(y) = 631, hf)(y) = ——3 (flacosv — fig), hff’)(y) =3 (,u1 cos? v — fig cos v + ,u3> ,
1 1 1
48
hgfl)(’/) = T3 (ﬂl cos’ v — [ cos’ v + fl3 COSV — ﬁ4) ,
1
1 2] 2
hél)(l/) = 3 <3 cosv — ;;) , héz)(y) = — (3 cos’ v — F (fiy cosv — ﬁg)) , (3.170)
1 1
2
hég)(z/) = 3 (3 cos® v — 5? (/]1 cosv — flg COSV + ﬂ3)> ,
2
hé4)(y) = —12 (3 cos v — &3 (/11 cos® v — fiy cos® v + fiz cos v — ﬁ4)> :
1

Assim, considerando as expressdes em ((3.169)) e (3.170)) aplicadas em ([3.168)), concluimos que
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2m 2m Q1
/ ggl)(s) sen(2s)ds = / L:,)l sen(2s)ds = 0,
0 o &
2T 2 Q1
/ ggl)(s) cos(2s)ds = / L; cos(2s)ds = 0,
0 0 &
2w ) 2r 4 5 N
/ g1 (s)sen(2s)ds = —/ — (fi1 cos s — fip) sen(2s)ds = 0,
0 o &
2T ) 2 4 B _
/ g1 (s) cos(2s)ds = —/ —3 (fi1 cos s — fip) cos(2s)ds = 0,
0 0
2w 3 2 12 ' (3171)
/ g )(s) sen(2s)ds = / & (,&1 cos® s — fiz cos s + /13) sen(2s)ds = 0,
0 o &
27 2w 12 O i1
/ 953)(3) cos(2s)ds = / & ([Ll cos? s — fig cOS S + ﬂg) cos(2s)ds = %’gl,
0 o & 3
27 (4) w48 3 ~ 2 ~ ~
/ g1 (s)sen(2s)ds = —/ — (,ul coS° § — flg COS™ § + fi3 COS S — u4) sen(2s) =0,
0 o &
2 21 48 QU7 i
/ g§4)(s) cos(2s)ds = — / fﬁ (/11 cos® s — fig cos® s + fig cOS 5 — [L4) cos(2s) = 7:52
0 o & i
Por outro lado, note que
3 _
hf)(s) + hél)(s) = 5 coss + %,
1
) @\ o 2 21
hy’(s) + hg '(s) = —3cos” s — — coss + —,
6@ 6o 6 (3.172)
hf)(s) + hé?’)(s) =9cos’ s + ;31 cos? s — ;32 cos s + %,
1 1 1
241 2411 241 2411
K9 (s) + h (s) = —36 cos* s — §*/;1 cos® s + 532 cos’ s — 5:;3 cos s + %,
1 1 1 1
de onde encontramos os valores de ki") + k‘én) em (3.162)), como
_ 5 95
Oy R
1 1
L ~ ~ 3.173)
3 6 27 12 24 (
B4k =+ g WOk = -5+ 2+ 25
1 1 1 1

Assim, usando as funcdes ([3.172)) teremos as expressdes de gé") definidas em (|3.164]), como

.
¢V (1) = 3senv + {3” —2 (K 4+ k) v — kY,
1

3 4 A
g§2)(V) S 5 sen 2 — gj;seny + ;??V -2 (kf) + ké2)> v — k:é2)7
1 1

[ 1 641 (1 1 611 611
gég)(l/) =2 9<senu— sen3y> + M; (1/—|—sen21/> - Lgseny—i—igu —
3 P24 & {

~2 (0 4 KO) k)

[ 3 1 1 24/ 1
9&4)(1/) =2|-36 <8V + 1 sen 2v + 32 sen4u) — 5;1 (seny —3 sen® V) +

2409 (1 1 2411 2411
+ 52 (u + —sen 2V) — */ég senv + 544 -2 (kf) + ké4)) v — k‘gl).
1 2 4 3 &
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Por sua vez, supondo k;é") constante para todo n, segue das Ultimas igualdades acima que

/27T gél)(s) sen(QS)dS =27 <—£3 + (k?4 + k ))

0 1
21 3 4
/ 95 (s) sen(2s)ds = 2” ;‘;2 T 2m (P + ),
027r 371.,& 1271_# (3174)
3 1 3 3 3
/0 g8 )(S)Sen(Zs)ds =— R +or <1@(1 gy )) ’
o 9 Gfis  24f
/(; g§4) (S) Sen(28)d§ = 27( <2 — % — */24 + (k}(;l) + k,é4))) ,
1 1
e
27 (1) 2w (2)
/ 92" (s) cos(2s)ds = / 9o (s) cos(2s)ds = 0, (3.175)
0 0

2 3) 2 4)
/ gs ' (s) cos(2s)ds :/ g5 (s)cos(2s)ds = 0.
0 0

Utilizando algumas das integrais em (3.171)) e as integrais em (3.175]), verificamos que a
segunda equacdo em ([3.167)), ou seja,

/027r (295 (s)sen(2s) + g( )( )COS(2S)) ds = 0,

é satisfeita para n = 1,2, 3,4. Agora, usando as integrais em ([3.171)) e (3.174)), verificamos

que a primeira equacao em (|3.167)), isto é,

2m (n) (n)
/ (2g1" (s)cos(2s) — g5 sen(25)) ds = 0,
0

se reduz as seguintes

3r 4

ST AR o (WP 1K) = 0
&
157/ 127
7:51 n 7:53 _or (k(3)+k((53)> = 0, (3.176)
& i
607 fiz 9 241
3 2w (2_ 3 + (kY +KY)) = o
1

Ao compararmos os valores de (kfl”) + k;én)) nas expressoes (]3.173[) e (|3.176|), notamos que

eles ndo concordam, o que impede a resolucdo do sistema para obter ké") constante. Para
i k™ € funcio d
contornar esse impasse, vamos supor que é funcdo de v.
Vamos tomar ké") = né") sen(2v), com /ﬁf-) ") constante, e proceder ao calculo das integrais

neste caso. Como

o (n) (n) o (n)
/ sen(2v)ky" (v)dv = k' e / cos(2v) ks (v)dv = 0,
0 0
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as igualdades ([3.175]) permanecem vélidas, enquanto que as igualdades (3.174)) sdo modifica-

das pelo acréscimo do lado direito de cada uma delas pela constante —/ﬁf—,")w.

Portanto, considerando as igualdades ([3.173]) nas equacdes (|3.174]) modificadas, encon-

: | (n)
tramos os seguintes valores para as constantes

3 @ 9 36/
V=0 s =50 w =g )= —18- 2 (3.177)
1

Tomando em (3.162)) &\ = k{™, obtemos o Hamiltoniano K(® na forma

n

K2 (&,m0,v) = k" (& +n3) + 18" sen(20) o1, (3.178)
com £ dados em (3.177) e

1
k(”) -
4 4

| T () + h(s)) ds (3.179)

A origem é um equilibrio estavel para o Hamiltoniano (3.178|), conforme garantido pelo

seguinte lema

Lema 25. A origem é um equilibrio estavel para o Hamiltoniano
H(z,y,t)=a (x2 + y2) + bsen(2t)zy,

quaisquer que sejam os valores reais de a e b.

Demonstracdo. Se b = 0, a estabilidade decorre do fato de que o Hamiltoniano do oscila-
dor harmdnico é estavel (CABRAL; DIAS, [2023)). Suponhamos, entdo b # 0. Neste caso, o

Hamiltoniano define um sistema linear da forma
T = 2ay + bsen(2t)x e y=—2ax — bsen (2t)y. (3.180)

Multiplicando a primeira equacdo de (3.180) por x, a segunda por y e somando-as, obtemos

;i(x? +y%) = 2bsen(2t)(2® — y°). (3.181)

Uma anélise da equacao ([3.181]) sob a condicdo b > 0 resulta em

d
a(yz;2 +y?) < 2bsen(2t)(z® +y?), se sen(2t) > 0. (3.182)
ou
d, 5, o 2 2
—(x* 4+ y°) < —2bsen(2t)(x* 4+ y~), se sen(2t) <O0. (3.183)

dt
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Consequentemente, por ([3.182)), ([3.183]) e como |sen(2t)| < 1, obtemos
d
%(xQ +9?) < 2b| sen(2t)|(z* + y®) < 2b(2® + ). (3.184)

Integrando de 0 a t, fica
() + y* () < (2%(0) + y*(0))e™.

Quando ¢t — —oo implica que x(t) e y(t) tendem a solucdo nula. Assim, a origem é um

equilibrio estavel do sistema (3.180]) para ¢t < 0.

Por outro lado, facamos £ = —z, n = —y e 7 = —t, onde ’ representa a derivada em
d dt

relacdo a 7. Note que &(7) = —x(t(7)) & & = —d—:c(t(T)) = —j:d— = & e, da mesma
T T

forma, n’ = 3. Com isso, o sistema ([3.180)) é reescrito como
& =—2an+bsen(27){ e 1 =2af— bsen(27)n. (3.185)

Seguindo de forma analoga, concluimos que a origem é um equilibrio estavel do sistema
para 7 < 0. Consequentemente, como &2 + n? = x? + y?, resulta que a origem é um equilibrio
estavel do sistema para t > 0.
Portanto, quando b > 0, a origem é um equilibrio estavel do sistema para todo t.
Para o caso b < 0, observamos que a origem é estavel para H se, e somente se, a origem

é estavel para —H. [ ]

E importante notar que ndo impomos nenhuma restricdo ao coeficiente a. Além disso,
quando os coeficientes do Hamiltoniano sdo constantes, certas condicdes sobre esses coefici-
entes s3o necessarias para garantir a estabilidade da origem. Por outro lado, ao substituir o

coeficiente b por uma func3o periddica como bsen(2t), tais restricdes deixam de ser exigidas.

= Andlise do terceiro sistema ([3.151)

Como a matriz M3 é igual a M,, concluimos que o sistema a ser resolvido é o seguinte

X, = Xs +hi — g,
X, = —2X;  4+2Xg+h{" — kY, (3.186)
X, = — X +adY — kS,

Novamente, queremos que as fun¢des X7 (v), Xs(v) e Xo(v) sejam 2m-periddicas e os 208 ké")

e ké") constantes. Por conseguinte, procedendo de forma analoga a analise do segundo sistema
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(3.150)), teremos k:g”) e kén) constantes, tal que

1 27
K — kM com kB = & / (h9(s) + 1§ (s)) ds (3.187)
4m Jo
e
k" = k(" sen(2v), onde k(" & uma constante. (3.188)

Como para o sistema ([3.151f), sabemos que

h;n) = hgé)zoom hgn) = h((JTS)lom € hs()n) = h((ng)oom

entdo, nesta parte do problema, por (3.86) a (3.89)), temos que

M) = ) =) =h" ) =0,
W) = WPw)=ndw)=nrdw) =0,

2 1 . ~

hO() = e WP () = _E(Ml cos v — fis), (3.189)

1 1

3 ~ ~ ~

hé?:)(y) = —((mu cos® v — fiy cosv + fi3),
1

(4) 12 3 ~ ) 3 .
hg (v) = _ﬁ(ﬂl CoS” V — iy COS” V + [i3 COSV — [ly).

1

Com base nas igualdades em ([3.189)) e utilizando os resultados apresentados na solucao do

sistema ([3.150]), concluimos que

o o) ) o)
g1 sen(2s)ds = / hy" sen(2s)ds = 0, / g cos(2s)ds = / hy" cos(2s)ds = 0,Vn.
0 0 0 0

Logo, neste caso, as igualdades em ([3.167|) sdo transformadas em

/O g () sen(2s)ds = 0 e /0 7 400 (5) cos(25)ds = 0 (3.190)
para
95" () =2 [ (s)ds — 2wk + k) — k.
onde

K 4 kY = %/o B (s)ds. (3.191)

Pela equacao (3.191)), encontramos os valores de

H1 k§2) i kéQ) _ K2

(1) (1)
k7’ + kg 263 3
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3 (i, 6,
Wk = g (B i), kY kD = g e+ 2,
1 1

as quais, juntamente com ([3.189)) e por k:é")(y) = /{é") sen(2v), determinam as expressdes de

(1), a saber

gél)(l/) = 5*13’/ — 2y(k‘§1) + k‘él)) — /iél) sen(2v),
1
2
géQ)(V) = ~&8 (fiy senv — figv) — 2y(k‘§2) + k:é”) - ngf) sen(2v),
1
@,y — O (A - - OIFTONNG)
9 (V) = —3 5 + T sen(2v) — figsenv + fisv | — 2v(ky” + kg') — ks sen(2v),
1
24 [ [ [
g§4)(u) = —— ([Ll senv — % sen® v — %y - % sen(2v) + fizsenv — ﬁ4y> -

1
— 2wk + EY) = kY sen(20).

A partir dos valores de gén), comn = 1,2, 3,4, segue da segunda equacdo de ([3.190) que
2m (n)
/ g3 (s) cos(2s)ds = 0, Vn,
0

e a primeira equacao de ([3.190|) nos permite determinar as constantes nén), isto é,

3 6
=0, &P =0, &P = 2?3, ) = 2F2 (3.192)
1 1

Tomando as constantes £\ igual a ki, obtemos o Hamiltoniano K8 como
K&, v) = ki (6 +13) + wg” sen(20)6ams, (3193)
onde k" sdo dados em (3.192) e

1 2
e /0 R (s)ds. (3.194)

T =
47
De forma analoga, usamos o Lema para garantir que a origem é também um equilibrio

estavel deste Hamiltoniano.
» Anélise do quarto sistema ([3.152))

Para estudarmos o sistema ((3.152)), devemos reescrevé-lo em trés outros subsistemas lineares, a
saber: o primeiro nas variaveis Xo, X1, X12, X13; 0 segundo nas variaveis X4, X5, X1s, Xo1;
e o terceiro nas variaveis X5, X17, X19, Xop.

Explicitamente, o primeiro subsistema sera

X{o = Xi2 + b1o,
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X, = X3 + b1,
Xy = —Xuo + b1a, (3.195)

O segundo subsistema é

Xy = X16 + X18 + 14,
Xig = —Xu + Xo1 + big,
Xis = —Xu + Xo1 + bis, (3.196)
Xy = —X16 — X8 + bax.

Enquanto que o terceiro subsistema sera

X = X9 + bys,
X, = Xao + iz,
Xig = —Xis + b, (3.197)
Xy = —Xi7 + bao,

onde
bis = X104 bis, bir = X114+ b1z, bio = X1o + big,  bao = X1 + ba.

Iniciaremos a resolucdo dos subsistemas acima considerando solucées 2m-periddicas em v,

esperando que os coeficientes kZ(") obtidos sejam constantes.

A partir do subsistema (3.196), segue que X/, + X4, = (A\7 + A1) — (K% + k57), entdo
X1a(v) + Xon () = (X1(0) + X (0)) = [ ((5) + 57 (5)) ds — vk + k53). (3.198)

No entanto, por (3.86) a (3.89)), temos que A{Y = h{?) = AW = n{Y = 0 paran = 1,2,3, 4.

Além disso, ao supor que X4 e Xo; sdo 2m-periddica, obtemos de ([3.198)) que
B 4+ kY = 0. (3.199)
Ainda pelo subsistema , temos que X/ — X1s = (B2 — h{W) — (kW — k(W) e
Xi6(v) — X1s(v) — (X16(0) — X15(0)) = /0 (153 (s) — W (s)) ds — v(k(E) — k).
Como h%) = h%) = (0 e supomos que as solucoes X5 e X3 sdo 2m-periddica, entao

kW — k) = o. (3.200)
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Portanto, como tomamos os coeficientes kﬁl), k16 ,k: e kgf) constantes, podemos, a partir

das equacdes (3.199) e ((3.200)), assumir que

W =k — g =gl — 0 para  n=1234 (3.201)
0 0 1 0
. . . 0 0 0 1 .
Para o subsistema linear em (|3.195|), considere M; = como a mattriz dos
-1 0 0 0
0 -1 0 0

coeficientes deste sistema. Neste caso, seja a forma matricial da equagéo_ homolégica
z" = mz{" + B{"
Y

com Zf”) = (X190, X11, X12, X13) € BE") = (byo, b11, b12, b13). Pela férmula da variacdo dos

parametros e a T-periodicidade de W,,, concluimos que

(7 1) 20(0) = [ (E (s) - K, (3.202)
0

onde H{™ = (b)), b7, 1$5), 1$%) e K = (ki) kD, kY, k().

Por outro lado, temos

cost Iy sent Iy
e = (3.203)

—sent I cost Iy

e hgrf),hm ,h13 sdo identicamente nulos para n = 1,2,3,4 - ver equacdes (| - a -

n)

Entdo, (e72™1 — [,) é uma matriz nula e, portanto, a solucdo Zf é 2m-periddica se, e

somente se,
[ ) A O MR (O NS
e (H"(s) — K;")ds =0,
0

ou, equivalentemente, se as seguintes condicoes forem satisfeitas

2m
/0 ((h%)(s) — kD) cos(s) + kY sen(s)) ds = 0, (3.204)
) ()
/0 ((hm (s) — k{2) sen(s) — k7 cos(s ) (3.205)
2
/ (—k:yll) cos(s) + A sen( )ds = (3.206)
0
27 (n)
/0 (kn sen(s) +k13 cos( )ds (3.207)

Observe que, como

4 12
\/_ *3, h%):— \/_(MCOSV—M) Ky = \/_

107 753 —5—(ji cos” v — iy cos v + [ig),
1 1
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) - AV
&’
(n) o 7.(n) 5
entdo para k?lo ,k11 , k15" e kj3” constantes, segue que as equagdes (|3.205)), (3.206)) e (|3.207
sdo validas. Porém, a expresssdo (3.204)) é diferente de zero para n = 2,3,4. Portanto, ao

(fir cos® v — fig cos® v + fiz cos v — fiy),

tomarmos &\, K\ k(" e k) constantes, ndo obtemos uma solucio 27-periédica para o

subsistema. Assim, vamos supor que k{7, k{" e k") s3o constantes e k{2 uma funcdo de v.

Considere k{2 (v) = ! sen(v), com 2 sendo uma constante. Uma vez que

) ) (n)
/ iy (s)cos(s)ds=0 e / kiy (s) sen(s)ds = kiy'm,
0 0

as igualdades ([3.205)) a ([3.207)) sdo satisfeitas. Além disso, a equacdo ([3.204) permite deter-

minar os valores das constantes ng) pela expressao

£ = ——/ hgo)(s) cos(s)ds.
7 Jo

De forma explicita, os valores sdo

48
kY =0, ki —4f o 12\/' o ) \/— ( 4u1+u3) (3.208)

1

Como £\ k™) e k") s3o constantes, podemos assumir que
klo - kll - k13 — Y, para n = 1, 2, 3,4 (3209)

Para a solucdo do terceiro subsistema em ([3.197)), utilizaremos b;; = b;3 = 0 obtidos

acima no estudo do primeiro subsistema (3.195)). Assim, teremos que
Xig=Xwp+bo, X=X, Xp=-Xi+bo, X3=-Xu.

Pela féormula da variacdo dos pardmetros, as solucSes deste dltimo sistema, definido por

Xi10, X11, X192 e X3, serdo dadas por

Xi0(v) = X10(0) cosv + X12(0) sen v + cosz//o bio(s) cos sds — cosy/o bi2(s)sen s ds +
+seny/ blo(s)sensds+sen1// b12(s) cos s ds;
0 0

X11(v) = X11(0) cosv + X13(0) sen v;

(3.210)

X12(v) = —X10(0) sen v + X;5(0) cosv — senl//O b1o(s) cos sds + senz//O bi2(s)sensds +
+cosy/ b1o(s) sensds—i—cosy/ bia(s) cos s ds;
0 0

Xi3(v) = —=X11(0) senv + X;3(0) cos v.
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Analogamente, as solucdes do subsistema , definido por X5, Xi7, X19 € X5, sdo
X15(v) = X15(0) cosv 4+ X19(0) sen v + cos v /OV (X10(s) + bis(s)) cos sds —
— cosy/oy (X12(s) + bio(s)) sen sds + seny/oy (X10(s) + b15(s)) sen sds +
+ senl//oy (X12(s) + big(s)) cos s ds;
X17(v) = X17(0) cos v + Xo0(0) sen v + cos v /OV (X11(8) + b17(s)) cos sds —
— cosz//oy (X13(s) + bao(s)) sen sds + senl//oy (X11(s) + bir(s))sensds +

+ seny/y (Xi3(s) + bao(s)) cos s ds;

0 , (3.211)

X19(v) = —X15(0) sen v + X19(0) cosv — senl// (X10(s) + bi5(s)) cossds +
0

+ senu/oy (X12(8) + big(s)) sensds + cosu/oy (X10(s) + bi5(s)) sensds +
+ cos V/OV (X12(s) + big(s)) cos s ds;

Xo0(v) = —=X17(0) sen v + Xo0(0) cos v — senz//oy (X11(s) + bi7(s)) cos s ds +
+ senu/OV (X13(8) + bog(s)) sen sds + COSI//OV (X11(s) + b17(s)) sensds +
+ cos I//OV (X13(s) + bao(s)) cos s ds.

Como buscamos condicdes iniciais para que exista uma solucido 27-periddica para o subsis-

tema, e sendo que hg’g) = hg?) = =0e h 7é 0 (ver ( . a - entdo analisaremos

n

as equacdes em ([3.211)) a fim de obter valores constantes para k15 ,]{17;), k:ig e k20 a partir

das condicdes iniciais adequadas.
Primeiramente, utilizando a 27-periodicidade das solu¢des X5 e X19 em (3.211)), obtemos,

respectivamente, que

o

27
b1g(s) Sensds—/ bi5(s) cossds;  (3.212)

0

2 27
/ Xio(9) COSSdS—/ Xia(s)sen sds :/
0 0 0

27 27 27
/ Xio(s )sensds+/ Xia(s) cossds = —/ b15(s) sensds—/ big(s) cos sds. (3.213)
0 0 0

No entanto, como by = A\, by = —kW (1) = —k{Dsen(v), by = —k{P e by =

h(lg) — kﬁg), comn = 1,2,3,4, entdo, a partir das equacdes de (3.210|), segue que

2 2 ( 27
/ Xio(s)cossds = wX10(0) + i +/ [cos s </ W (u cosuduﬂ ds + (3.214)
0

27
+ / [Cosssens </ % (u) senuduﬂ ds;
0 0

2..(n)

2 2 s
/ Xio(s)sensds = —mXi0(0) — % - / {Sen2 s (/ % (u) cosudu)} ds+ (3.215)
0 0 0
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2w s
+ / [cos ssen s (/ h%) (u)senu du)} ds;
0 0

2m (n) 2m s
/0 Xio(s)sensds = 7wXp2(0) — 37T212 +/0 {cosssens (/0 h%)(u) cosudu)] ds + (3.216)

2 s
+ / [sen2 s </ A (w) senuduﬂ ds;
0 0

m%)

27 2 s
/ Xia(s)cossds = mX12(0) + 1 / [COS ssen s (/ h%)(u) cos u duﬂ ds + (3.217)
0 0 0

27 s
+ /0 [0052 s </0 h%)(u) senudu)} ds.

Por conseguinte, ao aplicarmos as expressdes ([3.214)) e ([3.215) em (3.212), e as equacdes

(3.216)) e (3.217) em (3.213)), obtemos, respectivamente, as seguintes igualdades

2m s 2m 2m
27 X10(0) + 72kY +/ (/ A (u) cos udu) ds = / k™ cos sds — / k(W sen sds; (3.218)

2
27 X12(0 7”{12 +/ (/ % senudu) ds—l—/ () (s)cossds = (3.219)

2

= k15 sensds—l—/ k19 cos sds,
0

2m
onde usamos que / K (s)sensds = 0 quando A{Y = h{" ., é dado em (3.86) a (3.89).
0

Portanto, tomando as condi¢des iniciais X1¢(0) = x{ )(0) e X12(0) = XI(Q)(O) como

(n)

n TK 2
X1(o)(0) = —% o / </ h10 Cosudu> ds (3.220)
(n) '%1721 27
Xis (O)———— (/ % senudu)ds—/ () (s)cossds, (3.221)

concluimos, a partir de d3.218l) e d3.219[), que k&? e k%g) podem ser considerados como

constantes arbitrarias.
Por sua vez, a 27-periodicidade das solucoes X7 e Xop em (|3.211]) também nos fornece
as seguintes expressoes

2w

27
bgg(s)sensds—/ bi7(s)cossds, (3.222)

0

2T 2T
/ Xll(s)cossds—/ Xlg(s)sensds:/
0 0 0

2 2 2
/ Xi1(s)sen sds + / Xi3(s) cossds = —/ bi7(s)sensds — / bao(s) cos sds. (3.223)
0 0 0
Além disso, a partir de X;; e X3 em ([3.210]), sabemos que
2 2m
/ Xi1(s)cossds = 7X;11(0), / Xis(s)sensds = —wX11(0),
0 0

. . (3.224)
/ Xi1(s)sensds = wXi3(0), / X13(s) cos sds = mX;3(0).
0 0
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Consequentemente, como b7 = —k;g?), by = —k:%), ao utilizarmos as equacdes de (3.224))
nas expressoes (3.222)) e ([3.223)), temos

1 27 2
X11(0) = o (/ k™ (s) cos s ds —/ kS (s) sensds> , (3.225)
m \Jo 0
1 27 (n) 27 (n)
X13(0) = I (/ k17 (s) sen s ds +/ kao’ (s) COSSdS) : (3.226)
0 0

Desta forma, ao tomar as condicdes iniciais X1;(0) = X{1(0) e X13(0) = X\3(0) identica-
mente nulas, concluimos que k%‘) e kzgg) podem ser escolhidas como constantes.

Portanto, a partir das condi¢des iniciais em ((3.220)), (3.221)), ([3.225)) e (3.226]), vimos
n)

que os coeficientes k§§ ,k:17 ,klg e k:gol) podem ser considerados constantes arbitrarias. Em
particular, supomos que todos sejam iguais a zero.
Em suma, apresentamos abaixo os coeficientes kj("), com j =1,...,21, obtidos a partir

da analise dos quatro sistemas mencionados anteriormente

1/T<h(”)( )+ 1 (s)) ds,

27 Jo

1 T
Y = [T s, K =k =0, kY = kY =
T JO

n n n n 1 T n n n
Y = ki sen(2v), e = kY = 2—/ R (s)ds, kM = kY sen(2v), (3.227)
T
Ko = kY =85 = =k =k =k =k =0 kS =k sen(v),
onde estamos considerando 7 = 27.

Sabemos que as igualdades em ([3.227]) determinam os coeficientes kq,ay048,8.8; do Ha-

miltoniano quadratico

(C v, /JJ Z kala2a3515253€?1£32£3 771 772 773 . (3228)

a+pP=2

No entanto, pelas equacdes ([3.86)) até (3.89)), segue que

hgn) = h200000> h:(a hooozoo» hin = hogz)oom ht(an) = h07(%0207
hz(an) = hgg)oooza h%) = h1?00007 hgg) = héﬁ%no,

sao os coeficientes ndo nulos do Hamiltoniano quadratico ﬁn(c, v, 1), n > 1. Assim, por

3.227|), vemos que os coeficientes kj("), ndo nulos, serdo

Y, kY =k, kY kY, Y =Y e ki
ou seja,

Kn(Cov, i) = BV + k(2 4 02) + kV&ms + B (€2 +12) + kP &gms + K2 €my, (3.229)
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onde
WY = o [ s)ds, K= [T () B(5)) ds, K = Y sen(2w),

7 (3.230)
ki = o / hén)(s)ds, kD = g )sen(21/), kD = 1Y sen(v).

7 Jo

Por conseguinte, iremos determinar os termos quadraticos /C;, com ¢ = 1,2, 3,4, através

da equagdo ([3.229) quando aplicamos as expressdes ([3.177)), ([3.192)), (3.208)) e (3.230)), isto

é parat =1
1) _ 3 1) _ M 1 _ 1 _ M 1 _ 1 _
ki =58 M=o ks’ =0, ky =1 Y =0, k) =0, (3.231)

e
- iy (3 1 1
Kul¢ i) = 55 (58 + 3@+ + 1@ ). (3:232)
De forma analoga,
KO =3fe g S M e B0, W= 2
i g 2 26 (3.233)
(2) _ (2) _ H1
kg™ =0, kyy = 4\/§§ sen v
&
e
3 ,UQ 3
Ko v, 1) =3 *351 1 + 3 (§2 + 772) ~ 35 sen(2v)&ams + =3 5 (53 )
P (3.234)
+4\/— 3sen( v)&1m2;
9 (i 3 (i 971
k§3) =3 (21 +M3> ; 7@(13) =3 ( 21 + MS) k(g) = —573} sen(2v),
(3) 3 /i (3) _ 13# (3) 1 f (3.239)
B = <1 N),k?’ 2 B = 12322 :
7 26 \ 2 + 3 8 27 sen(2v), 12 \/_83 sen(v)
e
K 9 (I P T N [
3(C, v, 1) = —3 5 + i3 ) &+ 5 + fi3 ) (&5 +m3) — FSGH(QV)&HWL
1 _ L (3.236)

. (’“ + u3> (&5 +m3) + ggg sen(2v)&sns + 12\/3533 sen(v)&17:;

4 *
' ! ¢ (3.237)

o 61 48\/_
H2 + #4> (& +m3) + !3 sen(2v)&sns + —5— <4M1 + M3> sen(v)&11ms.
1

_<27 6z 121‘4)(52 7)) — (18+36@2>Sen(2@£2m+
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Portanto, pelas equacdes (3.232)), (3.234), (3.236), (3.237) e considerando Ko = H,y em

(3.84)), teremos o Hamiltoniano quadratico K na forma

1 1 1
(1 3 1 1
v 5[ Cav i@ - 1@ em)|+
27 -~ 3 5
+ % [3 '[?3512 + (—4 + . ) (&3 +n3) — §sen(2y)§2n2 + 5*3(53 n2)+
+ 4\/52113 S€H(V)€1ﬁ2] —+ (3238)
1

3

el 9 /i N 3 (i I
+ g [*3 (21 + /~L3) é% + ? ( 21 + ,u3) (53 + 77%) - €*§ SGH(Z]/)£2?72—|—
1

25 (,u1 + M3) (&5 +n3) + 235*3 sen(2v)&3mz + 12\/_l13 sen (V)& | +

36 /[t . 27 6Q 12,u
T () (2 ) gy
4! A2 4

1 1

361 6
— (18 + §1M ) sen(2v)&amy + 3 (M; + M4) (& +m) +

612 48
+ —3 sen(2y)£3773 + — \/_
1

& <4M1 + ,u3) Sen(”){fﬂ?z] +

1

3.4 CONDICOES DE ESTABILIDADE LINEAR EM TERMOS DO HAMILTONIANO K

As condicoes de estabilidade linear, impostas pelas raizes do polindmio caracteristico da
matriz Hamiltoniana associada ao Hamiltoniano auténomo K, serdo fundamentais para a
determinacao futura dos coeficientes das curvas fronteiras das regides de estabilidade.

Em geral, consideraremos os termos quadraticos K, e H, como dados pelas equacdes

(3.128)) e ([3.130]), respectivamente. Entdo, como em |Cabral e Dias (2023)), escrevemos o

Hamiltoniano auténomo K na forma

(C v, M Z ka1a2a35152ﬂ3§?15325??377151772 773 ) onde

o= (3.239)

_ 1.0 S0
ka1a2a3515253 - ka1a2a3ﬁ1ﬁ263 + Z ﬁka1a2a351/3253’
n=1"""

com k¥ sendo os coeficientes de Ky = H,.

arazazfB1P283

Assim, no caso do problema com trés graus de liberdade, o Hamiltoniano autéonomo qua-
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dratico K em ([3.239)), pode ser representado por

K = k200000§% + Eioo100&1m1 + k00020077% + k’ozoooofg + koioo10&2m2 + k’oooozoﬁg + ]f002000§§ +
Ko01001€3m3 + Ko00002773 + k110000€1&2 + K10100061€3 + k1000108172 + K100001£1773 + Ko1100082E3 + (3-240)
ko10100§2m1 + Ko10001£273 + Koo1100€371 + Koo1010§372 + Kooo110m172 + Kooo1017173 + Koooo117273-

Com isso, a matriz Hessiana G do Hamiltoniano quadratico K sera

2k200000 k110000  K101000 k100100 k100010  Kioooot
k110000 2ko20000 Koiio00  Koiotoo  kotooto  Kotooot
k101000 ko11000  2Kkoo2000 Kooi100  kooto1o  Kootoot
G- . (3.241)

k100100  ko10100  Kootioo  2kooo200 Kkoootio  Koootor

k100010 ko10010  Koototo  Koootio  2koooo20  Koooott

k100001 ko10001  Kooioor  Koootor  Kooooir  2Kooooo2

Por outro lado, sabemos que a matriz A = JG é Hamiltoniana. Logo, tal matriz tem a

forma em blocos

A B
A:

C AT

com B e C matrizes simétricas (CABRAL; DIAS| [2023)). Além disso, conforme a Proposicdo , o
polindmio caracteristico p(\) da matriz Hamiltoniano A é par, entdo a equac3o caracteristica

para um problema com trés graus de liberdade terd a forma
A+ art + 0N +e=0, (3.242)

com a, b e ¢ niUmeros reais.
Por sua vez, a estabilidade de um equilibrio do sistema Hamiltoniano definido por K decorre
da condicao de que os autovalores A\ sejam imaginarios puros e distintos, entdao tomamos

A =iy, com y um ndamero real. Desta forma, a equacdo ([3.242)) pode ser reescrita como
Y —ay* + by’ —c=0.

Ao substituirmos = = y? na expressio acima, a condicdo de estabilidade linear de K significa

que a seguinte equacdo admite trés raizes reais positivas e distintas

2 —ax? +bxr—c=0.
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3 — ax? + bx — c deve interceptar o eixo vertical em

Consequentemente, a funcdo f(z) = =
um ponto negativo de f e possui um ponto de maximo e um ponto de minimo locais. A partir

disto, temos as seguintes desigualdades envolvendo os coeficientes a,b e ¢
a>0, b>0; ¢>0 e a*—3b>0, (3.243)

que representam a condicdo necessaria e suficiente para estabilidade linear do Hamiltoniano
auténomo K com trés graus de liberdade.

Por outro lado, em nosso caso, passamos agora a determinacao dos coeficientes a, b,
c em ([3.242)) em termos dos Hamiltonianos quadréticos K, Ky, K3, ..., a fim de usar tais
expressoes para determinar as regides de estabilidade linear.

Considere o Hamiltoniano quadratico K conforme apresentado em (3.239). A partir de
(3.72) e (3.129)), podemos deduzir que

o .n 0 _n 1.(n)
w € e k
K = (21+ > Sk )> & +nd)+ X - (6 + ) +
oo " R (3.244)
i
+ 3 (53 + 7]%) + <w2 + Z ﬁké )> (&a&3 + 1mam3) -
n=1"""

Com isso, concluimos que existem apenas oito coeficientes ndo nulos em K, que sdo

k2000007 k0002007 k0200007 k0000207 k0020007 k0000027 kOllOOOy kOOOOllv (3245)

tais que k200000 = k000200, k020000 = k000002, Ko02000 = Koooo20 € Ko11000 = Koooo11-

A fim de simplificar a notacdo, os coeficientes de kq,asa48 8,8, de K em (3.239) serdo
denotados por k;, onde os mesmos sdo ordenados com j =1, ..., 21 conforme a sequéncia da
expressdo ([3.105]). Assim, os coeficientes em ([3.245]) serdo representados por ki, k3, ks, kg,

k7, ko, k14, ko1, para os quais valem as seguintes igualdades

I (T S AR ) L
kl—k3—<2+nz:ln!k4>7 k’4—k’9—2>
- (n) - (3.246)
kj6:k'7:z§k17 k14:k21: w2+2§k§n) .
—nl 2 = nl

Consequentemente, a matriz G mencionada em ([3.241)) sera representada por
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G = . (3.247)
0 0 0 2k1 0O 0

0 0 0 0 2ke k14

0 0 0 0 kia 1

Neste caso, conforme definido em (|3.242)), o polindémio caracteristico de A = JG possui os

seguintes coeficientes
a = 4ki + 4ke + 2k3,,
b= (kiy+ 4ki — dkekiy) + 4K3 (2k7, + 4ke) = (K3, — 2ke)? + Ski(kiy + 2ke), (3.248)
2
¢ = AR}(kiy +AkE — Akk?,) = 4kF (K7, — 2ks) .
No entanto, essa equacdo caracteristica também pode ser reescrita na forma
(A2 4k7) (X' + (2k3, + 4k ) N + (ki + 4k3 — 4koh?y)| = 0,

ou, equivalentemente,

(A2 + 4k2) [)\2 + (m 4 21{:6)2] [/\2 + <l<:14 - J%) T 0. (3.249)

Logo, os autovalores imaginarios puros e distintos desta equacdo caracteristica sao

A = £2iky. Ay = Li (lm + 2k:6> g = i (k:14 - \/2k6> , (3.250)

com os coeficientes kg e k14 ndo nulos.
Portanto, as condicGes sobre o Hamiltoniano autonomo K para um equilibrio linearmente

estavel s3o

k() # 0, k() # 0, ky(n) # 2ke(p) e ke(p) > 0. (3.251)

3.5 CONDICOES DE ESTABILIDADE LINEAR EM TERMOS DO HAMILTONIANO K

Sejam os Hamiltonianos Ko = Ho = —3n? + (&2 + n3) + 3(&2 + n?) conforme (3.84)), e
K, com j =1,2,..., definido por (3.229). Assim, o Hamiltoniano quadratico K, dado por

K= Kot SK 4 Sr s Sk
= 0+ﬁ 1+§ 2+§ 3+ ...,
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pode ser reescrito na forma
~ > En n n
’C<€7 n,v,u, 6) = ,CO + Z g (ki )6% + K’r(7,2) + K7(13) + ’%52) SGH(V)gan) )
n=1"""

em que K2 = k" (¢ +13) + r§” sen(2v)&omy e K& = ki (62 + 12) + k(" sen(2v)&sms

(ver equacdes (3.178)) e ([3.193)). Assim, ao substituirmos Ky dado acima e reorganizarmos

os termos, obtemos

. > " 1 1 X"
K(&m.v.jie) = ( ik ) & m + (2 + Yk >) (& + )+
1" n=1"""

n—=

( 2 k“‘) (63 +m3) + (Z ! )> sen(2v)&m+  (3.252)
n=1"""
3 i ) gon (2 €L )
+ Zn,ﬁs sen(2v)8sns + Zn,/ﬁz sen(v)&172,
n=1""" n=1"""

onde, conforme o Hamiltoniano ([3.239)), teremos nove coeficientes ndo nulos em K, a saber

k2000007 k0002007 k0200007 kOlOOlO; k0000207 k0020007 kOOlOOl; k0000027 k1000107 (3253)

onde Ko20000 = koooo20 € Koo2000 = Kooooo2-

Novamente, como na expressao , os coeficientes de kq,aya58 8.8, de K serdo de-
notados por k;, onde os mesmos sdo ordenados com j = 1,...,21 conforme a sequéncia da
expressao . Logo, os coeficientes em ([3.253)) serdo, a partir de agora, representados

respectivamente por ky, k3, k4, ks, kg, k7, ks, kg € k12, onde se aplicam as igualdades

=Y —k: ) ks = —g Fa = ( Z ) -y Wg ) sen(2v)

=t . = . " . (3.254)
ks = Eﬁéﬂ) sen(2v),  ky; = ( Z —| ) ko= E/ig) sen(v).

n=1""" = n=1"""

Consequentemente, o Hamiltoniano I em ([3.252)) é transformado em

K(&,m.v, fi,€) = ki&§ + ksni + ka(&5 + 15) + K5 sen(2v) o+

(3.255)
+ k7 (&5 +15) + rssen(20)Esns + Kz sen ()&,
onde denotamos k5 = Z E—'mé"), Kg = 3 6—'&;”) e Kig = Z ' gg)
=1 n=1 " n=1""

Por outro lado, para analisarmos a condicdo de estabilidade linear do Hamiltoniano /C em

(3.255)), iremos reescrevé-lo como a soma de Hamiltonianos, isto é,

K=KW4+K®4 KO 4 gW,
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onde

1
KW (&,m) = k&l — 577%» K@ (&,m0,v) = k(&5 +13) + ks sen(2v)Eam,
(3.256)

K® (&, n3,v) = ky(&5 + n3) + ks sen(20)&sns, KW (&1, &, m1,m2,v) = K1z sen(v)€in,.
Ademais, faremos uso da Proposicdo [I4] cuja demonstracdo pode ser encontrada em [Cabral €
Dias| (2023), a qual garante que um sistema linear periddico continuo é estavel se, e somente
se, todas as suas solucdes forem limitadas.

Conforme visto no Lema , a origem é um equilibrio estavel para os Hamiltonianos & (%
e K@ independentemente dos valores dos coeficientes ky, ks, k7 € ks.

Em relacdo ao Hamiltoniano K@ observamos que ele é autonomo. Assim, a matriz Ha-

0 -1
miltoniana associada a esse sistema, é dada por A; = JHess(K(")) = , cujos

—2k;1 O
autovalores sdo A = ++/2k;. Desta forma, se k; > 0, a origem é um equilibrio instavel de

KW; enquanto que, para k; < 0, a origem é um equilibrio estavel em K.
Por dltimo, para o Hamiltoniano K, temos o sistema linear ¢}(v) = A4, em que

Ci= (&,&,m1,m0) e Ay = J Hess(KW), isto &,
& =0; & = rigsen(v)&y; ny = —kiasen(v)ne; nh = 0. (3.257)

Assim, as solucdes desse sistema s3o dadas por

&i(v) = &(0), §2(v) = —r12£1(0) cos(v) + (&2(0) + K1261(0)),

m) = K1n2(0) cos(v) + (M (0) — r12m2(0)), n2(v) = n2(0),

(3.258)

onde &1(0), £(0), 71(0), 172(0) e K12 sdo constantes.

Diante do exposto, as solucdes do sistema linear em (|3.257|) sdo limitadas. Além disso,
para k; < 0, a Proposicdo [14| nos garante que as solucdes dos sistemas lineares ¢! = A;(v)(;,
onde {; = (&,m;) e A; = JHess(K) para i = 1,2,3, sdo também solucdes limitadas.

Consequentemente, as solucdes {(v) do sistema linear ¢’ = A(r)¢{, com A = J Hess(KC),
sdo combinacdes lineares das solucdes (;(v) dos sistemas lineares ¢! = A;(v)¢;, i = 1,...,4.
Assim, para k; < 0, essas solucdes sdo limitadas, portanto, pela Proposicdo [14] o sistema
¢’ = A(v)¢ é estavel. Por outro lado, se k; > 0, o sistema ¢ = A(v)¢ torna-se instavel.

Dessa forma, a condicdo sobre o Hamiltoniano K para que um equilibrio seja linearmente

estavel é determinada por

ky < 0. (3.259)
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3.6 CONSTRUCAO DAS CURVAS FRONTEIRAS ENTRE AS REGIOES DE ESTABILI-
DADE E INSTABILIDADE

3.6.1 Curvas no Plano Paramétrico (i, ¢)

Como visto na subsecdo 3.4, a regido de estabilidade linear de K é determinada pelas
condicdes apresentadas em (3.251)), em funcdo dos valores dos parametros i, pi1, fio, - - ..
Assim, as curvas que delimitam as regides de estabilidade e instabilidade no plano paramétrico

(i, €) sdo determinadas pelas igualdades
k() =0, ou kis(u) =0, ou ke(u)=0, ou ki (u)=2ks(n).  (3.260)

Seja K a funcdo Hamiltoniana dada pela equacdo (|3.142)). Se considerarmos o Hamiltoni-

ano em sua forma quadraética ([3.239)), ent3o os coeficientes ki, kg € k14 serdo
1 € 1 3\/ 232 (Mo ) (m )9f
k= = Ho
1=t g Yo 2+ 5 (g e +3, ) Gt
€t 9v/2 3
l i *3<

/~Lo+uz+2u4)] e

14 1
€ w9 €9 1 </L0 > <,u1 > 27
ks = SR | Ho
6 1'5*32()*2'10[ Ty T +3. > T) Toes
(3.261)
e o 3+1<3 iz +2 ) TI
4110 | 2 T gB \gfo T A ’
€ w21 25 21 (Ho ) (ul )63\/_
by = wy — —HL 22 /5 Ho
= 1!5;350\[+2125 S\ ) Ta D ) gpen
et 18v/5 3
_ S IOVY 4 9
1 25 [ + 43 3 (4M0+/~L2+ M4)]+

Pelas equacgdes ([3.260) e ([3.261]), observamos que as condices de fronteiras ky = 0,

k14 = 0 e k?, = 2kg n3o possuem solucdes que definam as curvas que delimitam as regides
estaveis e instaveis que emanam de (p,0). Ent3o, resta-nos analisar o caso em que kg = 0.
Neste ltimo caso, ao anular os coeficientes das poténcias de € em kg, conforme dados por

(3.261]), obtemos os quatro primeiros coeficientes da curva p em ([3.52)), como

3*3
3617

A e 8
onde ressaltamos que o valor de ressonancia paramétrica € iy = 9 f?’.

5,
pr =0, M2=§§13, pz =0, pg=

Desta maneira, conseguimos determinar a superficie que define com precisdo até a quarta

ordem as regides de estabilidade e instabilidade no espaco de pardmetros (u, &S, €), Figura ,

W€ ) = g6 + 26 4 it (3.262)
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Figura 3 — RegiGes de estabilidade e instabilidade delimitadas pela superficie do extremo esquerdo do intervalo
estabilidade linear

x107°
2.5 .

estavel

instavel

Fonte: O autor (2025).

Relembramos das subsecGes e que definimos o pequeno ndmero real positivo

m - o~
W= r_ Ml (razdo da massa do planeta P pela a massa do Sol), bem como a condicdo

K

de equilibrio para &, isto é, o mesmo satisfaz a & + & — pu = 0, se & > 0. Dessa forma,
consideramos y variando entre 1,66x 107" e 9, 56 x 10~*, correspondendo as razdes de massa y
para Merclirio e Jupiter, respectivamente. Assim, obtemos que 6, 7x 10711 < ffg < 2,8%x1075,

ou seja, assumindo £ = 107°, a curva no plano dos parametros €), representada na Figura
1 9

e que se origina no ponto (1, 0), é expressa por

8 5 5
ule) = (9 + 562 + 3664> 107°. (3.263)

A partir de 13 = g = 0 e considerando kg em (|3.261)), teremos que kg < 0 acima da curva

u(e), Figura EI Esta parte no grafico, portanto, representa a regido de instabilidade.

3.6.2 Curvas no Plano Paramétrico (/i,¢)

Para o Hamiltoniano quadrético K, a condicdo de estabilidade linear é imposta pela de-

sigualdade apresentada em ([3.259), a qual é funcao de fig, fi1, fi2,.... Assim, a curva que



104

Figura 4 — RegiGes de estabilidade e instabilidade delimitadas pela curva no plano paramétrico, especificamente
para &% igual a 1077

0.25
0.2+
instavel
0.15
w
0.1
estavel
0.05
0 1 1 1 1 1 1 |
0.885 0.89 0.895 0.9 0.905 0.91 0.915 0.92 0.925

o 10°
Fonte: O autor (2025).
delimita as regides de estabilidade e instabilidade no plano dos pardmetros (fi, €) é dada pela
condicao
ki =0. (3.264)

Porém, ao organizar o Hamiltoniano K em ([3.238)) de acordo com ([3.239)), obtemos

3 € jiy €2 fio 9e3</11 ~) 36€4<ﬂ2 ~>
= —— — — = —— (= cee 3.265
o g Tz T Ty T T (3.265)
Consequentemente, a condicdo k; = 0 equivale a
,[Ll = ﬂg == /13 = /14 = O (3266)

Desta forma, dado que o valor de ressonancia paramétrica é fig = 51“3, obtemos a superficie
que define com precisdo até a quarta ordem, as regides de estabilidade e instabilidade no espaco
de parametros (f1, &}, €), Figura 5| como

(e o) = & (3.267)

A curva no plano dos parametros (/i, €), que emana do ponto (fig, 0), sera a curva constante

fi(e) = 107° (3.268)

que esta representada na Figura @ quando §1‘3 =107°.

Pela expressao k; em (|3.265)), considerando fis = ji3 = ji4 = 0 conforme em (|3.266]), e

tomando fi; > 0, obtemos k; > 0. Dessa forma, a regido a direita de ji(e) corresponde a

regido de instabilidade, como ilustrado na Figura @]
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Figura 5 — Regides de estabilidade e instabilidade delimitadas pela superficie do extremo direito do intervalo
estabilidade linear

x107°
2.5

instavel

estavel

0.03

0.005

Fonte: O autor (2025).

Figura 6 — RegiGes de estabilidade e instabilidade delimitadas pela curva no plano paramétrico, especificamente
para jig = &% igual a 107

0.25
0.2+
0.15 -

© estavel instavel

0.1F

0 I I I I I I I I |
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

i x 10°

Fonte: O autor (2025).

Por fim, combinamos ambas as superficies, assim como as curvas (|3.263|) e (|3.268|t apre-

sentadas anteriormente no plano dos pardmetros, em um (nico grafico, conforme ilustrado nas

Figuras[7] e [8 respectivamente.
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Figura 7 — RegiGes de estabilidade e instabilidade delimitadas pelas superficies

x107°
2.5

instavel

estavel

instavel

0.03

Fonte: O autor (2025).

Figura 8 — RegiGes de estabilidade e instabilidade delimitadas pelas curvas no plano paramétrico, correspon-
dentes aos extremos do intervalo de estabilidade linear do problema

0.25

instavel estavel instavel

0.05 -

0 1 1 1 1
0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1

wx 10°
Fonte: O autor (2025).
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4 CONCLUSAO

Inicialmente, ao estudarmos nosso problema restrito circular de dois corpos, identificamos
uma orbita circular do corpo de massa my a qual, em coordenadas rotatodrias, configura um
equilibrio do correspondente sistema Hamiltoniano. Ao normalizarmos o Hamiltoniano quadra-
tico do sistema linearizado no intervalo de estabilidade linear, concluimos que nao é possivel
garantir a estabilidade n3o linear no interior e nem nos extremos do intervalo, pois mostramos
que, tanto no interior quanto nos extremos do intervalo, os Hamiltonianos quadraticos em
torno do equilibrio s3o indefinidos, o que inviabiliza a aplicacao do Teorema de Dirichlet. Além
disso, como o sistema possui trés graus de liberdade, nao é possivel decidir sobre a estabilidade
n3o linear com base no Teorema de Arnold.

Quanto ao problema restrito espacial eliptico de trés corpos apresentado neste trabalho,
o sistema Hamiltoniano 27-periédico que descreve este problema tem os pontos de equilibrio
¢* que, em coordenadas pulsantes, correspondem a 6rbitas circulares de raio 7] em torno
do planeta. Fizemos a normalizacdo do Hamiltoniano quadratico na vizinhanca do ponto de
equilibrio * e depois aplicamos o método de Deprit-Hori para obter o Hamiltoniano quadratico
autdnomo, ap6s o que foi possivel construir, para cada &7, as superficies que separam as regioes
de estabilidade e instabilidade no espaco dos pardametros. O pequeno parametro € varia em um
intervalo que contém as excentricidades de todos os planetas do sistema solar. Como pg € a
raz3o entre a massa do planeta com a massa do Sol, tomamos £ = 107° para obter as curvas
continuas que partem de (1, 0) e (fip, 0) e separam as regides de estabilidade e instabilidade
no plano paramétrico. Essas curvas indicam na Figura |8/ que a regido de estabilidade linear se
estreita a medida que a excentricidade aumenta.

Como perspectiva futura, a ideia é estudar o problema restrito espacial eliptico de trés
corpos ao considerarmos a forca gravitacional do Sol sobre o satélite. Por exemplo, quando o
satélite é a Lua, que estd aproximadamente a 384000 km do centro da Terra, concluimos que
a forca gravitacional do Sol sobre ela é cerca de 2, 18 vezes maior do que a forca gravitacional
da Terra sobre a Lua. Além disso, objetos localizados a uma distancia minima de 259959 km
do centro da Terra jd comecam a experimentar uma forca gravitacional do Sol igual a da
Terra. Diante desse cenario, é possivel analisar a estabilidade paramétrica neste problema sob
a influéncia da forca gravitacional dos dois corpos primarios - o planeta e o Sol - sobre o corpo

de menor massa, o satélite.
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APENDICE A - CALCULO DA MATRIZ SEMELHANTE A MATRIZ M

Inicialmente, com o intuito de facilitar a determinacdo do polinémio caracteristico de M,
apresentada na subsec3o [3.2.2] buscamos obter uma matriz semelhante a matriz M por meio
de uma mudanca de base. Em meus a esse calculos, usamos o software MATLAB (INC, |2025).

Comecamos determinando o nicleo e a imagem da aplicacdo X +— M X . Assim, dado o

vetor X = (X1, Xo, ..., Xo1) € R?! tal que M X = 0, teremos o seguinte sistema de equacdes

w1 Xo =0; =2 X7 + 2w X3=0; —w1 Xy =0; X5+ wsXi6=0; 2X5 — woX14 + wy X9 =0;
—waXig = 0; weXi1s = 0; —2X7 — wa Xy + wa X9y = 0; —Xs — waXy6 = 0;

Xig + wo X3 + w1 Xi5 = 0; weXio + w1 X17 = 0; —weX11 + w1 X9 = 0;

—w2Xi10 — X11 + w1 Xog = 0; wo X + weXs + Xis = 0; —w1 X710 + X9 + waXoo = 0;

— 2w Xy + 209 Xg — X1y + Xo1 = 0; —w1 X171 + woeXig = 0; 2wy Xg — 2w X7 = 0;

—wi X2 —weXi7 = 0; —w1 X3 — weXi5 — Xi7 = 0; —we X5 — weXg — X3 = 0.

Consequentemente, como (w? — w3) # 0, segue que a solucdo do sistema acima pode ser

representada pelos vetores da forma
X =(X4,0,X7,X4,0,0,0,0, X4,0,0,0,0, X14,0,0,0,0,0,0, X14).

Ou seja, o nucleo do operador X +— M X é gerado pelos vetores

X, = (1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
X, = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0, 1), (A1)

X = (0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0).

Fazendo o escalonamento, verifica-se que Xl,Xg,Xg sao linearmente independentes. Com
isso, tais vetores acima formam uma base de dimensao 3 para o nicleo de X — M X.

Em relacdo a imagem da aplicacdo X +— M X, é necessario encontrar o subespaco de
dimens3o 18 dos vetores Y € R?!' tais que Y = M X. Note que os vetores colunas da
matriz M formam um conjunto de geradores da imagem desta transformacao, isto é, Y| =
Mey, ...,Yo, = Mesy, com ey, ..., €91 vetores da base candnica do R?!. Portanto, observando
que os pares de vetores colunas Me; e Mes; Mey e Megy; Meiy, e Mes, sao miltiplos entre
si, concluimos que o conjunto de vetores formado pelas colunas da matriz M, a menos das

colunas Mes, Meg, Meyy, formam uma base para imagem da transformacdo X — M X.
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No entanto, observe que Xg =Y5—Ys = M(e5—eg) implica que Xg pertence ao nicleo e
a imagem da referida transformacdo. Consequentemente, o conjunto {XI,XQ,X},Y;}, onde
Y; sdo os vetores da base da imagem de X + M X, n3o forma uma base para o espaco R?!.

Entdo, tomamos uma base para o nicleo como {X;, X5, X3} e uma base da imagem como

v1 = X3, v9 = Mey, v3= Mesy, vy = Mey, v5 = Mes, ve = Meg, v; = Mez,
vg = Meyg, vg= Mei1, vig = Meja, vi1 = Meys, vig = Meyy, vi3 = Mes,

vig = Mesg, v15 = Meyr, vig = Meyg, vir = Meyg, vis = Megy, v19 = €.

Com isso, podemos afirmar que o conjunto B = { X, X5, X3 = vy, vg, ..., 19} constitui uma

base para R?!. Desta forma, a matriz [M] da transformacdo X + M X na base B sera

X1 Xo|un V2 U3 Uy Us Vg U7 Us Vg V10 V11 V12 V13 V14 V15 Vi V17 UV1g V19

x50 0j0 o o0 o0 o0 O O o0 o o0 o0 0 0 0 0 0 0 0 O

X, 0 010 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

vy | 0 00 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 wa 0 0 0 0 0 0 0

v | 0 0|0 0 0 0 0 0 0 0 0 wsy 0 0 0 0 wy 0 0 0 0
v | 0 0 |0 0 0 0 0 0 0 0 —w2 0 0 0 0 0 0 0 w 0 0
v | 0 0 |0 0 0 0 0 0 0 —wy —1 0 0 0 0 0 0 0 0 w O
vig| 0 0 |0 0 0 0 2wy 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0
vis| 0 0|0 0 0 0 0 0 0 —w; 0 0 0 0 0 0 0 0 1 wy O

vig | 00 |0 0 0 —2wy; 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0

veg| 0 0 |0 0 0 0 0 2wy —2w,; 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
viz| 0 0 |0 0 0 0 0 0 0 0 0 —wi 0 0 0 0 —wy O 0 0 0
vig| 0 0 |0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —w 0 —wy 0 -1 0 0 0 0

vig| 0 0 |0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Portanto, a relacdo de semelhanca entre as matrizes M e [M], por meio de uma mudanca
de base, garante que os polinémios caracteristico de M e [M] sejam iguais. Por conseguinte,

temos que o polindbmio caracteristico é dado por

p(z) = 2°(2? + 4w (2? + 402)?[2? + (w1 + we)??[2? + (w1 — we)?)>.
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Consequentemente, os autovalores de M, na seguinte ordenacdo que segue abaixo, juntamente

com suas respectivas multiplicidades algébricas 5,1,1,3,3,2,2,2 e 2, sdo expressos por
0, inl, —22@)1, 2iw2, —ing, @'(wl —|—WQ), —i(wl +CU2), i(wl - wg), —i(wl — OJQ).

Com isso, com base em [Bronson| (1970)), podemos determinar os autovetores generalizados de

M associados aos seus autovalores e suas respectivas multiplicidades algébricas, a saber:

= Para o autovalor nulo de multiplicidade algébrica igual a 5, temos uma cadeia de Jordan
gerada por um autovetor generalizado de grau 3, um autovetor generalizado de grau 2
e 3 autovetores (grau 1), respectivamente:

11

Vi = (07070;0707272

,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0) ;
va = (0,0,0;0,1,0;0,—1,0;0,0,0;:0,0,0;0,0,0:0,0,0) = Mv,

V3 0,0,0;1,0,0;0,0,1;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0) = Mvy, = X,

= (
= (

vy =(1,0,1;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0) = X,
=(0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,1,0;0,0,0;0,0, 1) = X>.

Vs

» Para os autovalores 2iw; e —2iw;, ambos com multiplicidade algébrica iguais a 1, obte-

mos os autovetores:

Vg

(—1,-24,1;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0) ,

vy =(-1,2i,1;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0).

» Para o autovalor 2iws de multiplicidade algébrica igual a 3, temos uma cadeia de Jordan

gerada por um autovetor generalizado de grau 3, isto &,

ve =(0,0,0;0,0,;;—;,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,1;0,0,0),
ve = (0,0,0:0,4,0;0,,0;0,0,0:0,1,0:0,0,0;0,0, —1) = (M — 2icwn])vs,

vio = (0,0,0;4,0,0;0,0,—i;0,0,0;0,0,0; —2,0,0;0,0,0) = (M — 2iwsI)vy.

Note que os autovetores generalizados associados ao autovalor —2iwy sao os vetores

conjugados de vg, Vg € Vg, OU Seja,

N (0,0,0;0,0,—;;;,0,0;0,0,0;0,0,0; 0,0,1;0,0,0) = T,

Vi = (07 07 07 07 _i7 07 07 _Z'7 0) 07 07 07 07 17 07 07 07 07 07 07 _]-) - \_,97

Viz = (07 0,0;—1,0,0;0,0,40,0,0;0,0,0; =2,0,0; 0,0, O) = Vio.
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= Para o autovalor i(w; + wy) de multiplicidade algébrica igual a 2, obtemos uma cadeia

de Jordan a partir do autovalores generalizado de grau 2, ou seja,

V14 (0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,—1,—4;0,0,0;0,—4%,0; 1,0,0),
vi; = (0,0,0;0,0,0;0,0,0;—2,0,0;1,0,1;0,0,0;0,7,0) = (M — i(w; + wa)I)Vi4.
Analogamente, os autovalores generalizados relativos ao autovalor —i(w; + wy) sdo
vig = (0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,—1,4;0,0,0;0,7,0;1,0,0) = V14,
viz =(0,0,0;0,0,0;0,0,0;4,0,0;1,0,1;0,0,0;0, —i,0) = ¥15

» Para o autovalor i(w; — wy) de multiplicidade algébrica igual a 2, temos

Vig (07 07 07 OJ 07 07 07 07 07 07 17 _27 07 07 07 07 i7 0) 17 07 0) )
vy = (0,0,0;0,0,0;0,0,0; —¢,0,0; —1,0,1;0,0,0;0,—7,0) = (M — i(w; — we)I)Vvis.
E o autovalor —i(w; — ws) de multiplicidade algébrica igual a 2 tem os seguintes auto-

vetores generalizados
Voo = (07 07 07 07 07 07 07 07 07 07 17 Za 07 07 OJ 07 _7;7 07 17 07 0) = ‘7187

Vo1 = (070707 070707()’070)27070) _1707 17()’ 070707270) = Vig.

Assim, a matriz invertivel P, cujas colunas sao dadas pelos vetores vy, vo, ..., Vor, é

[01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 ]
0O 0 0 1 0 -1 -1 0 0 0 0 0O 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 =2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0o 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0
0o 0 1.0 0 0 0 0 0 i 0 - 0 0 0 0 0 0 0 0
o 1 000 O O O i 0O 0 — 0 0 0 0 0 0 0 0 0
i 0 0o o0 o0 o0 o0 £ o o -i 00 0 0 0 0 0 0 ©
i 0 o000 0o o0 - 0o o £ 0o o0 0o 0 0 0 0O 0O 0 O
0 -1 0 0 0 0O O O & 0O 0 — 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o0 100 0O O O O - 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 ©0
o 0 00 o0 O O O 0O O 0 0O 0 0 —i 0 4 0 —i 0 i
o0 000 O 0O O 0O O 0 O 0 -1 0 -1 0 1 0 1 0
o 0 000 O O O 0O O 0 0 0 —i 0 4 0 —i 0 i 0
o 0 0 0 0 0O 0O 0O 0 0O 0 0 0 1 0 1 0 -1 0 -1
o0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 ©0
o 0 0 0 0 0O 0O 0O 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1
o0 000 O 0O O 0 -2 0 0 -2 0 0 0 0 0 0 0 0
o0 00 o0 O 0O O 0O O 0 0 0 —i 0 4 0 i 0 —i 0
o0 000 0O 0O 1 0 0O 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o0 000 O O O 0O O 0O O 0O 1 0 1 0 1 0 1 0
o 0 00 o0 0O 0O O 0O 0O 0 0O 0 0 i 0 —i 0 —i 0 i

Lo o 00 1 0 0O O -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |
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Portanto, P é a matriz de mudanca de base construida a partir da base de Jordan de M,
formada pelos proprios vetores vy, vy, ..., vor. Por fim, J é a matriz semelhante a M tal que

J = P 'MP assume a forma

01 02 03 04 us} 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
onjo 0 0 o oi 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
02){1 0 0 0 ni 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
03)|0 1 0 0 oi 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
04)|0 0 0 0 oi 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
050 0 0 0 o} 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
06)| 0 0 0 0 0 izw, 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o7 o 0 0 o 03 0 —2w, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
08)|0 0 0 0 oi 0 0 2Ziw, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
090 0 0 0 oi 0 0 1 2w, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
100 0 0 0 ui 0 0 0 1 2w, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 oi 0 0 0 0 0 —2iw, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
12){0 0 0 0 oi 0 0 0o 0 o0 1 2w, 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1B)[0 0 0 0 oi 0 0 0o 0 0 0 1 2w, 0 0 0 0 0 0 0 0
4)lo 0 0 0 0 i 0 0 0 0 o0 0 0 0 (w4 ws) 0 0 0 0 0 0 0
5[0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 1 (w1 + wa) 0 0 0 0 0 0
16)]0 0 0 0 0 i 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 —i(w1 + ws) 0 0 0 0 0
1Mo 0 0 0 0 i 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 1 —i(w1 + ws) 0 0 0 0
180 0 0 0 0 3 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 (Wi — ws) 0 0 0
19900 0 0 0 0 i 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 i(wy — dws) 0 0
2000 0 0 0 oi 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —i(wy — iws) 0
210 0 0 0 0 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 —i(wy — ws)
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