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RESUMO

Sistemas desordenados vém sendo objeto de extenso estudo devido ao falo de
apresentarem caracteristicas peculiares nlo presentes em sislemas ordenados. Entre estas
caracteristicas se encontra a controvertida questio da dependéncia do valor de expoentes
criticos com parimelros nio pertingntes no conceito tradicional de universalidade aplicada
a sistemas uniformes.

No presente trabalho, estudamos o comportamento do modelo de Ising
generalizado com mteragdes aleatdrias entre primeiros vizinhos em duas dimensodes (rede
quadrada), através de simulagdes de Monte Carlo, Utilizamos uma rede quadrada 60x60
com condigdes de contorno periddicas e constantes de acoplamento entre primeiros
vizinhos distribuidas aleatoriamente de acordo com as distribuigdes de probabilidade
himodal ¢ gaussiana. Variamos também os valores assumidos pelos spins: S=+1 e
Si=0,£1. Este modelo so apresenta uma transigdo de fase em T=0, logo observamos uma
divergéncia da susceptibilidade magnética em fungdo do campo externo aplicado de
acordo com uma lei de poténcia no limite T—{) calculada para pequenos valores de
campo. Observa-se que o expoente critico associado A depende da forma da distribuicio
de probabilidade dos J; porém. para a mesma distribuigdo, independe do valor quintico do
spin.

Realizamos, em sepuida, um estudo das propriedades do ground state de vidros de
spin unidimensionais através de resultados numéricos, obtidos utilizando relagdes de
recorréncia para a Hamiltoniana do modelo de l1sing com interugdes aleatdrias em uma
dimensio, na presen¢a de 2z vizinhos. Utilizamos cadeias lineares com 10" spins ¢ com
constantes de acoplamentos seguindo distribuigdes de probabilidade uniforme, bimodal e
paussiana. Estimamos o expoente critico A para diferentes distribuiches e diferentes
nimeros de vizinhos. o que permitiu concluir que este sistena apresenta um
comportamento dependente da distribui¢iio de probabilidade e, para certas distribuigoes,
dependente do numero de vizinhos.

Palavras-chave: Universalidade, expoentes criticos, Vidros de Spin.
|



ABSTRACT

Disordered systems have been studied due to their uncommon properties not
present in ordered systems. Among them is the controversial question aboul the
dependence of the critical expoents on parameters that are not pertinent in the usual
universality rules applied to uniform systems.

In the present work, we study the Ising spin glasses in dimension two (square
lattice) with random near neighbor interactions by Monte Carlo simulations, We use a
60x60 lattice with periodic boundary conditions and nearest-neighbor couplings
distributed randomly by the Gaussian and bimodal probability distribution. We also change
the spin values: S=+1 and §,=0.£1. This model shows a phase transition al T=0, so we
observe a magnetic susceptibility divergence as function of the external applied field with a
power law in the limit T—0 evalvated for small values of fiekl, One can observe that the
critical expoent A depends on the shape of the probability distribution of J;. but for a same
distribution, it docs not depend on the quantum spin value.

Further we study the ground state properties of one-dimensional spin glasses by
numerical results achieved using recurrence relations for the Hamilionian of the Ising
madel with random interactions in one dimensional in the presence of z nearest-neighbors.
We use linear chains with 10" spins and with couplings distributed with uniform, +J and
Gaussian probability distribution. We compute the critical expoent A for diferent
distributions and also for diferent number 2 of nearest-neighbors concluding that this
system shows properties depending on the probability distribution and, in some
distributions, depending on the number of neighbors.

Keywords: Universality, critical expoents, Spin Glasses

-



Chapter 1

Introducao a fenomenos criticos e

Vidros de Spin

1.1 Introducao

A mudanca do comportamento de alguns sistemas com relacio a variacbes de parame-
tros intensives, como por exemplo a temperatura, € algo observado ha muito tempo.
O homem primitivo, com a posterior descoberta do fogo, certamente ficou intrigado
com o desaparecimento de uma certa quantidade de dgna quando esta era levada ao
fogo para aquecer. Nao menos intrigante deveria ser o fato da dgua ficar "dura ” nos

periodos frios e retornar ao seu estado normal com a volta do periodo quente.

Posteriormente, com o controle do homem sobre a temperatura em intervalos
cada vez maiores, foi possivel observar vdrias outras manifestacoes de mudancas de
estado em uma quantidade enorme de sistemas. Um exemplo disto ¢ a perda das
propriedades magnéticas de um ima quando este ¢ aguecido acima de nma certa
temperatura. Outro exemplo, € a auséncia de resisténcia elétrica em certos materiais,
gquando esfriados abaixo de uma dada temperatura T,, que varia de material para
material. FEste fenomeno, denominado supercondutividade e descoberto em 1911 pelo
fisico holandés Kamerling Onnes [1], foi justamente descoberto depois de Onnes ter

liquefeito o heélio atingindo temperaturas de aproximadamente 4 K, temperatura esta



necessdria para observar tal fendmeno no material estudado por ele (merciirio).

Com o crescimento da classe de sistemas apresentando as mais diversas mu-
dangas de estados, acentuou-se o estudo de tais sistemas do qual resulton a teoria

de fenémenos criticos e transicdes de fase.

1.2 Fenomenos Criticos

As transicdes de fase, is quais estamos mais habituados, sdo aquelas que ocorrem na
agna entre os estados sdlido, Hquido e gasoso. Estas transicoes sdo facilmente detec-
tadas uma vez que as propriedades das fases envolvidas sdo notoriamente diferentes.
No entanto, mesmo neste caso, o uso da palavra fase comega a se tornar mais delicado,
uma vez que podemos passar do estado liquido para o estado gasoso sem haver uma
transicao de fase, apenas variando os pardmetros intensivos de forma adequada, como

pode ser visto na fig.(1-1) na passagem de A para B através da linha pontilhada.

™
Ll

ponto critico

Figure 1-1: Diagrama de fase de um fluido. Todas as transicoes de fase sio de primeira
ordem exceto no ponto critico. Para temperaturas maiores que a do ponto eritico é
possivel passar continuamente da fase liquida para a fase gasosa.



A definicAo de uma transicao de fase envolve o conceito matemsitico de analitici-
dade. Uma funcéao de duas varidveis (por simplificacio) é analifica no ponto (x.y) se
sua expansao de Taylor converge para o valor da funcio em todo ponto dentro de um

circulo finito centrado em (x,y), ou seja se

=i, & Tt
flz4+ Az, y+ Ay) = Wg_ﬂfm{ “fm w5 y) (1.1)

com Ax? + Ay? < a® para @ > 0. Logo, as regides de uma tinica fase no diagrama de
fase so regites onde os potenciais termodinamicos apropriados sio funcoes analiticas
dos respectivos parametros e tem como fronteiras curvas através das quais os poten-

riais sao nac-analiticos.

Esta defini¢io em termos da analiticidade dos potenciais termodinémicos traz wm -
problema para a teoria da Mecanica Estatistica. Consideremos o modelo bidimen-
sional de Ising (o qual foi utlizado nas nossas simulagtes com pequenas modificacoes).

Teremos entio a seguinte funcao de particao

Z(N,8,H) Zexp —BJ Y 58— BH)_S). (1.2)
<if> i
Este modelo foi resolvido exatamente por Onsager ([2]), o gqual demonstron que tal
modelo possui uma transicio de fase. Porém analisando a fungio de particio temos
que cada termo da soma sobre configuragdes é nma fungio analitica dos parametros 7 e
H. Além disso, uma soma finita de fungdes analiticas é também analitica. Logo, como
explicar wma transicao de fase se a fungao de particao é analitica? A resposta vem
do fato de que as leis da Termodinamica e Mecinica Estatistica so sdo inteiramente
validas no limite N — oo, Ou seja, devemos calcular o potencial candnico por
particula no limite termodindmico

':.i]{ﬂ'"rr |8.- H}

= (1.3)

oy kD

o610 = Jim |

o qual pode ser nac-analitico apesar de cada termo Mﬁ} ser analitico para N finito.



1.2.1 Transigoes de fase de segunda ordem

Uma transigio de fase ocorre quando hd uma singularidade em um potencial ter-
modindmico, como por exemplo na energia livre de Gibbs (ou de Helmholtz). Se
houver uma descontimmidade finita em uma das primeiras derivadas do potencial
apropriado, entdo a transicio de fase serd de primeira ordem. Porém, se as primeiras
derivadas forem confinmas mas as segundas derivadas forem descontinuas ou infinitas,
logo a transicdo serd considerada continua on de segunda-ordem. No primeiro caso
citado, temos como exemplo um sistema ferromagnético na presenga de um campo
externo, no qual a primeira derivada da energia livre em relagio ao campo magnético
(magnetizacio) apresenta uma descontinuidade indicando uma transicao de primeira

ordem, como pode ser visto na fig.(1-2).

qu

T«Tc

k

o

Figure 1-2: Magnetizacio vs. campo magnético para um sistema ferromagnético. A
transicio de fase é de primeira ordem para T'<T,. como pode ser observado com a
descontinuidade da magnetizacao.

No segundo caso, ntilizamos como exemplo o estado fundamental (T, = 0) de uma
cadeia linear com spins de Ising com interagGes aleatdrias entre z vizinhos (z = 4,
neste caso), a qual apresenta uma susceptibilidade (segunda derivada da energia livre
com relago ao campo) divergente indicando uma transi¢do de segunda ordem, resul-
tado este observado na fig.(1-3). Uma transicao de fase de segunda ordem também

ocorre em um ferromagnético em T=T, a campo milo, onde a magnetizagao passa

6



continiamente de zero (T' > T,.), para valores ndo nules (T < T}) em T' = T, com

uma susceptibilidade divergindo em T'=T7 ou T'=T7.

T y I | | |
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Figure 1-3: Susceptibilidade vs. campo em T=0 para wma cadeia unidimensional de
spins de Ising com frustragao, Podemos observar que no limite H — (), v diverge
indicando uma transicio de fase de segunda ordem.

As transigoes de fase de segunda ordem geralmente apresenfam quebra de simetria,
ou seja, separam fases mais simétricas de fases menos simétricas como no caso do
modelo de Ising sem campo externo, o qual acima de T, tem simetria de inversio,
poreém tal simetria deixa de existir abaixo de T.. As transicies de fase de primeira
ordem também separam fases mais simétricas de fases menos simétricas, porém neste
caso existe uma uma descontinuidade finita na estrutura em um intervalo infinitesimal
de temperatura (fato observado com a magnetizagdo na fig.(1-2)), diferentemente do
caso das transicoes de segunda ordem. O modelo de Ising, que ilustra bem estes
tipos de transigoes de segunda ordem, possui uma magnetizagao nula acima de T, e
diferente de zero abaixo de T, com o seu valor variando continuamente na transicao,

resultado este que pode ser obtido analiticamente,

Esta quantidade, que apresenta um valor nulo acima de uma dada temperatura

» um valor diferente de zero abaixo desta temperatura, é denominada pardmetro



de ordem. Exemplos destes sio a magnetizagio em um material ferromagnético e
a fimgio de onda superfluida W(r) na transicio do hélio liguido onde ¥*(r)¥(r)

representa a densidade do superfluido.

1.3 Universalidade

Os pontos no espacgo termodinamico, nos quais as transicoes de fase de segunda or-
dem ocorrem, sdo denominados pontos criticos, e o comportamento dos sistemas nas
transigbes de segunda ordem, fendmenos criticos. Uma das caracteristicas mais inte-
ressantes dos fendmenos criticos, € o fato de medidas do sistema perto do ponto critico
serem independentes dos detalhes das interagoes entre as particulas que o constituem.

Fsta caracteristica dos fendmenos criticos é denominada universalidade.

100
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Figure 1-4: Curva de coexisténcia para oito fluidos diferentes em funcéo das varidveis
reduzidas. A linha corresponde ao melhor ajuste dos pontos e fornece 3 = 1/3
(Guggenheim, 1945).



Uma evidéncia surpreendente disto surge em um grafico feito por Guggenheim em
1945 [3]. Este resultado pode ser visto na fig.(1-4), onde oito fluidos diferentes estao
plotados na unidades reduzidas, T/T, e p/p.. Perto do ponto critico (e impressionan-
temente longe deste), todos os dados se superpdem, de forma que podem ser descritos
POT 1INA TIESTA SqIAcao

(o1 = pg) ~ ()7, (1.4)
onde f=1/3et= T—LTE

Um teste da validade da universalidade é comparar este valor do expoente critico
3 com valores obtidos em transi¢des de fase em wm sistema completamente diferente,
porém que tenha também um parametro de ordem escalar {comentaremos adiante o
motivo de tal exigéncia). Comparando com os resultados obtidos por Heller e Benedek
[4] para o MnF,, que é um magneto com anisotropia nniaxial, temos para o mesmo
3 = 0.335 & .005 resultado este idéntico ao encontrado por Guggenheim. O modelo
tridimensional de Ising, que apesar de nao possuir solugao exata possui estimativas
numéricas para o valor do expoente 3 =~ 0.324 (com o erro no 1iltimo algarismo). Logo
percebemos o poder de usar simples modelos para descrever fenomenos criticos. E
bem mais facil tratar o modelo de Ising do que um modelo de fluido com um Hamil-
toniano complicadissimo, e ambos, desde que possuam as caracteristicas necessarias
para estarem em uma mesma classe (descreveremos a seguir), fornecem o mesmo
resultado na criticalidade.

Para observar como este fato € paradoxal, consideremos o modelo ferromagnético
de Ising bidimensional. Para temperaturas muito maiores que a temperatura critica
T.. as contribuicoes entrdpicas dominam a energia de erchange e, apesar dos spins
proximos quererem se alinhar paralelamente, teremos mnitas flutuagoes, as quais
deixam a confignracio do sistema aleatdria. Pdrem quando a temperatura diminui, a
energia de exchange comega a dominar, fazendo com que aparecam clusters de spins
apontando na mesma direcio. Temos entdo uma transicio da fase paramagnética

para a [ase ferromagnética no modelo de Ising bidimensional.

Acontece que apesar das forgas interatdmicas serem responsavels pelas transicoes

9



de fase (como citamos acima no caso do modelo de Ising bidimensional), os detalhes
destas forcas nao determinam o comportamento do sistema perto da criticalidade.
() carater universal dos sistemas nao s0 independe dos detalhes das interacoes entre
particulas, como também independe da maioria dos aspectos fundamentais da estru-
tura do sistema. Como exemplo, tomemos 0 modelo de Ising 3D em uma rede ciibica,
o qual apresenta uma magnetizacao tendendo a zero gquando a temperatura critica é

atingida partindo de temperaturas menores de acordo com
M e (—t)? (1.5)

onde 7~ 0324 et = !‘,?_TT;"", O que caracateriza a universalidade é o fato do expoente

critico 4 independer:

1. dos valores numéricos das constantes de acoplamento em cada diregdo (desde
que seja malores que zero nma vez que se tivermos uma delas nula, cairemos no
modelo de Ising 2D e uma das coisas das quais [ depende é a dimensionalidade

do sistema).

2. da estrutura da rede. Ou seja, J independe de estarmos tratando o modelo
ferromagnético de Ising 3D em uma rede ciibica de face centrada, ou numa rede

tetragonal, hexagonal ou gualquer outra rede tridimensional de Bravais.

3. dos detalhes das interagoes. O modelo de Ising é definido como tendo apenas
interacdes de primeiros vizinhos. Se interacoes de maior alcance forem consi-
deradas (segundos vizinhos, terceiros vizinhos, ete.), nada mudara no resultado

de /3.

4. do sistema ser o modelo magnético de Ising 3D ou um gés tridimensional com
coordenadas e momentos contimos. Para a transi¢io lquido-gas temos como
parametro de ordem An = n(liguido) — n(gds) onde n ¢ a densidade. Assim
como no modelo de Ising 3D, temos An ~ (—)? com § assumindo o mesmo

valor do caso magnético.

10



O expoente 7 é apenas um dos diferentes expoentes criticos que podem ser definidos
numa transicao de fase. Todos os outros expoentes também se enguadram no aspecto
de universalidade. Seus valores dependem apenas de duas caracteristicas da transicao
de fase: da dimensdo do pardametro de ordem (unidimensional no caso de um mimero
real, bidimensional no caso de um mimero complexo ou no caso de um vetor bidi-
mensional, tridimensional no caso de um vetor no espaco, ete.), e da dimensio do

sigtema,

Podemos entio classificar os sistemas em classes de universalidade de forma que
dois sistemas que pertencam a uma mesma classe de universalidade possuem cer-
tamente mesma dimensdo e parametros de ordem com a mesma dimensionalidade.
Um exemplo disto pode ser visto na tabela abaixo: diferentes sistemas tridimensio-
nais possuem os mesmos expoentes, os quais dependem apenas da dimensionalidade
do parametro de ordem, uma vez gue estamos tratando sistemas em uma mesma

dimensao.

Xe Fluido bindrio He Fe - Ni

D 1 1 2 3 3

o < .2 0.113 £ 0.005 | —0.014 & .016 '. —0.03=.12 | 0.04 = .12
31 0.35+0015 | 0.322 £0.002 0.34 £ .01 0.37 £.01 | 0,358 4 .003

| 13%3 1.23940.002 | 1.334+£.03 | 1.33£.015 | 1.334.02
§ 427% | 485+.03 3.95 £ .15 1.3 +.1 4.29 + .05

7 01=x=.1 0.017 £ .015 0.021 £.05 0.07 +.04 | 0.041 = .01

v| =057 | o625+.006 | 672+.001 | 0.69+£.02 | 064x.1 |
| | |

A seguir, iremos definir estes outros expoentes criticos que aparecem na tabela

aclma.

1.3.1 Expoentes criticos

Temos afirmado que o ponto critico é determinado pela divergéncia de grandezas como
por exemplo a susceptibilidade. Para gue possamos compreender mais a teoria de

fenémenos criticos, é necessdrio que analisernos mais cuidadosamente a forma dessas

11



diverefncias e também as singularidades de outras funcgoes termodinamicas perto do
E g g P

ponto critico. Para tal definimos os expoentes criticos que desempenham um papel
fundamental na teoria de fendomenos criticos.

Um expoente critico associado a uma fun¢io F(t) é definido como

In | F'(t) |
A=l 1.6
onde ¢ = 2L como citado anteriormente. Outra forma de escrever a eq.(1.6),
supondo que o limite acima existe, e
F(t) ~t (1.7)

que é como geralmente definem os expoentes criticos. Vale resaltar que o sinal ~
na eq.(1.7), representa o fato de que esta equagio apenas descreve o comportamento

assintotico da fungio F£(t) quando & — 0.

A magnetizacido a campo nulo de um ferromagneto se anmila quando partimos de

numa temperatura menor do que T, com T—T, de acordo com
M ~ (—t)?, (1.8)

A suceptibilidade a campo milo diverge em T, e o calor especifico a campo nulo

apresenta wm comportamento similar. Logo podemos definir

e [ ] 1.9
X

Cap ~ [t]™ (1.10)

com v e a positivos. Um quarto expoente é introduzido para descrever o comporta-

mento da isoterma critica perto do ponto critico em H =0,

H ~| M |* sgn(M) (1.11)
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M~|HI|E. (1.12)

Os 1iltimos expoentes citados anteriormente sdo 1 e v, estando estes associados ao

comprimento de correlagio (v) e & fungio de correlagio (1), a saber

¢ e B[ (1.13)
Gr) :

) (1.14)

Usamos aqui nm resultado comprovado pelo grupo de renormalizagao, que afirma que
os expoentes criticos associados a uma grandeza termodinamica sio iguais gquando
T — T, independentemente da forma com que se atinge T, seja partindo de tempe-

raturas menores do que T, ou temperaturas maiores do que 7.

Estes expoentes nio sio independentes. Existem desigualdades envolvendo esses
expoentes, que, apds a hipétese de homogeneidade de Widom, verificou-se serem

igualdades

a+234+~+ > 2 (Rushbrooke), (1.15)

o+ 3(1+8) = 2 (Griffiths), (1.16)
§d—1

E‘j T 11 > (d —n) (Buckingham) (1.17)

(2 —n)y = # (Fisher), (1.18)

dr = 2 —a (Josephson). (1.19)

Logo, conhecendo o valor de dois expoentes, podemos determinar atraves das equagses

acima todo o conjunto de expoentes criticos.

Entre os primeiros estudos em transi¢oes de fase, podemos destacar as teorias
cléssicas. Temos uma teoria para o ferromagnetismo proposta por Weiss (1907), a
teoria de Ornstein-Zernike (1914), onde aparece a funcao de correlagao, e a teoria
classica de Landau que é uma generalizacao das teorias cldssicas e que propoe uma

expansao da energia livre em uma série de poténcias do parametro de ordem. Esta
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teoria explica qualitativamente o fato de uma transicio ser de primeira ou segunda
ordem, porém por nao levar em consideragao as Hutuagoes do sistema (como as outras
teorias classicas), a mesma falha em prever o comportamento do sistema préximo ao

ponto eritico, uma vez que as flutuacoes se tornam muito grandes na criticalidade.

GGy ,

U
\/* \|

Eﬂ}ll {
\ | /

9
&

\ .

o

Figure 1-5: Energia livre de Landau em fungio do pardametro de ordem (magnetizacao)
para valores decrescentes de t. (a) t > 0,t=10,% =20, ¢t < 0.

Landau propés expandir a energia livre de Gibbs em fungio do parametro de

ordemn

G(T, 9) = Go + tG9*° + Gag", (1.20)

onde os termos impares nao sdo considerados, ja que a energia deve permanecer
invariante por uma inversio da magnetizacio, e a série foi truncada devido ao fato
de que os oufros termoes nio alteram o comportamento eritico do sistema. Supondo

gque estamos tratando de um ferromagneto na auséncia de nm campo externo entio

H= %ﬂ"m = 2Ghd + 4G 0" = 0. (1.21)
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e T=T, = t = 1), a 1inica solugao é ¢ = 0 (fase paramagnética). Porém se T<T, =
P ag
t < (), logo
¢ ~ (—)'2, (1.22)

implicando em J(cldssico)= 1/2. De forma andloga podemos calcular

wr—1 (E}BG(T'- f}l}}
X =l

T ) = 26 + 12G4¢°, (1.23)
T

que no limite ¢ — (0 nos fornece
xr ~ ], (1.24)

donde {classico)= 1. Continuando com o cdlenlo dos expoentes obtemos facilmente
=0 ed =23 Todos estes expoentes caleulados pela teoria de Landan tem os mesmos

valores que os caleulados pela aproximacgio de campo médio para o modelo de Ising.

(Observamos que os expoentes criticos da teoria de Landau independem da di-

mensio do sistema, fato este que ndo estd de acordo com as regras de universalidade.

1.3.2 Grupo de renormalizacao

O grupo de renormalizacio, proposto por K.G.Wilson [5], revolucionou a drea de
fendmenos criticos. Diferentemente das teorias classicas, que nao levavam em con-
sideragio as Hutuacdes, o grupo de renormalizacio é estabelecido fundamentado nas
mesmas. A proposta ¢ modificar a escala de nm sistema removendo graus de liber-
dade. As propriedades do sistema sd permanecero inalteradas com tal modificacio
na criticalidade, onde entio o comportamento passa a ser descrito pelos pontos fixos
da transformacao. O primeiro passo é definir as transformacgées do grupo de renor-
malizacdo e introduzir o conceito de pontos fixos, os quais irdo descrever o sistema

na criticalidade.

() modelo inicial, deserito pelo Hamiltoniano reduzide H = H/kT, é renormaliza-



do resultando em um novo sistema descrito pelo nove Hamiltoniano reduzido
H =RH. (1.25)

O operador R do grupo de renormalizagao reduz o nimero de graus de liberdade do
sistema de IV para N'. No espago real, isto pode ser feito removendo ou agrupando

spins como ilustrado na fig.(1-6) para um sistema de Ising bidimensional.

Figure 1-6: Aplicacoes sucessivas das transformacoes do grupo de renormalizaciio em
um modelo de Ising bidimensional em T = T,. A configuracio inicial (a) foi obtida
através de simmlacao de Monte Carlo e as seguintes (b),(c),(d),(e), repondo cada
cluster de nove spins por um 1inico spin com valor igual ao da maioria do cluster.
Como na transicio o comprimento de correlagao é infinito, iteracbes sucessivas do
grupo de renormalizacio deixam o sistema invariante,

Partindo de uma configuragao inicial (a) gerada através de uma simulacio de
Monfe Carlo para T' = T, obtemos configuracoes renormalizadas onde a regra neste

caso fol fomar cada grupo de nove spins, e substituir por um 1inico spin cujo valor

16



serd ignal ao da maioria dos spins do cluster. O fator de escala da transformacio, b,

¢ definido como
N
- NY

b (1.26)

que no presente exemplo vale b = 3 (d = 2). Como partimos de uma configuracdo na
qual o comprimento de correlagao é infinito, de forma que temos estruturas ordenadas
em todas as escalas, logo o sistema permanece invariante em relacao i transformacio
do grupo de renormalizacao (resultado observado na fig.(1-6) letra e). Se tivéssemos
partido de uma configuracao inicial com T' > T, e realizado tal transformacio, su-
cessivas iteragoes levariam a uma configuracéo final na qual os spins estariam des-
correlacionados correspondendo a nwma temperatura infinita (quanto mais préximos
estivermos de T, mais iteracfes serdo necessdrias para que o sistema perca a ordem
de curto alcance). Se, no entanto, partissemos de uma configuracio com T < T,
as flutnaces relativas ao estado ordenado deixariam de existir, devido & mudanca
de escala, e teriamos uma configuragao final com todos os spins apontando em uma

mesma direcao (T = 0).

Uma condigio essencial, a ser satisfeita por qualquer transformacio do grupo de

renormalizacao, é que a funcio de particio deve permanecer inalterada
Zv(H) = Z5(H). (1.27)

Para ilustrar a técnica do grupo de renormalizacio, faremos uma aplicacao ao
modelo de Ising bidimensional em wma rede quadrada na auséncia de campo externo,

definido por

H=-JY o0 (1.28)
(i}

onde @; = 41 e a soma s6 considerada entre primeiros vizinhos.

Um trago parcial na fungao de partigio é realizado sobre os spins marcados por
x (fg.(1-7)), resultando entdao em um Hamiltoniano que depende s6 de metade dos

spins originais. A nova rede possui a mesma topologia da rede inicial, porém com
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uma mudanga de escala b = /2,
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Figure 1-7: Renormalizacéo de uma rede quadrada por um fator de escala b = /2. A
rede renormalizada é representada pelas linhas pontilhadas. No processo de dizimacéo
0§ spins marcados com um x nao sobrevivem.

Partindo de um spin 7 em uma das sub-redes, e 03 seus primeiros vizinhos o, o,

@y, 74, da outra sub-rede, e realizando a soma sobre o = +1, temos

3" exp[Ko(ay + 0y + 03+ ay)] = elflortoatostod] | g-Klotoatostod] (] 99)
r=z=1

onde K é a constante de interacio reduzida K = . Podemos reescrever a eq.(1.29)

COIc

1
2eosh[K (o + s + o5+ 04)] = AexplB Y oy0; + Coyo90304) (1.30)

fci=1

onde A, 3 ¢ (' serdo determinados a seguir. Para tal, devemos considerar os possiveis

valores assumidos por oy, 73, o3, 04 na eq.(1.30).
Sed =0, =03 =03 =1,
2cosh4K = Aexp(68 + C); (1.31)
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Seqy=m=—0y3=—ag, =1,

2= Aexp(—2B +C); (1.32)

Seoy =0y =03 =—04=1,

2eosh 2K = A exp(—C); (1.33)

onde o sistema formado pelas eqs.(1.31)-(1.33) fornece como solucao

A = 2[cosh’(2K) cosh(4 K", (1.34)
1 .

B = 3 In[cash(4K)], (1.35)

C = % In[1 — tanh*(2K)]. (1.36)

Observamos que depois do processo de dizimacao, cada ligagao entre primeiros vi-
zinhos € conectada duplamente, resultando em uma nova contante de acoplamento
K' = 2B. Além disso, o processo induz a interagbes entre outros vizinhos além dos
primeiros, por exemplo surge uma interagio entre segundos vizinhos com constante
L' = B. Como o nimero de interagies tende a aumentar, logo, para resolver o pro-

blema, ou se trunca as interacdes, ou as trata como perturbagoes.

Se considerarmos o limite de altas temperaturas (K = k—j — ()}, e desprezarmas

o termo (' de gquatro spins teremos

1 1, {14+4K +8K?4+1—4K + 8K?
o | Y ) PO W o B i) ) (1.37)
4 4 2
e ainda com (1l 4+ z) =z, —0
R 2K%; Lo K2, (1.38)
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Estas equacoes possuem os seguintes pontos fixos
K'=L"=0, (1.39)

K =IL'=oo. (1.40)

A solucdo (1.39) corresponde a uma temperatura infinita (solugdo trivial), enquanto
que a solucio (1.40) corresponde a T' = (), devendo entéo ser ignorada, uma vez que
supomos K — (). Para obtermos uma solugio néo trivial, tratarernos uma interagao
entre segundos vizinhos com nma pequena constante de acoplamento, como nma per-
turbagio. Logo teremos K (primeiros vizinhos) e L (segundos vizinhos), e manteremos

na renormalizaciio apenas termos da ordem de K* e L. Com esta aproximacio temos

K'=2K*+L (1.41)

Li="K2. (1.42)
Este sistema tem um ponto fixo ndo trivial

1
K*=3, L= (1.43)

1
9"
Temos entdo wm ponto fixo paramagnético (K™, L") = (0,0), win ponto fixo ferro-
magnético (K*, L*) = (o0, co) e um ponto fixo ndo trivial em (K*, L*) = (1/3,1/9).Pa-
ra linearizar as equacdes de renormalizacdo em torno do ponto fixo néo trivial, defi-

nimosdE =K —-—K*edl=L—L" com

! I{F
- g_g 5K+ 5‘3_L ST — 4K6K + 6L, (1.44)
53
I f
81} = % §K + g_E §L =2K*6K. (1.45)
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Substituindo os valores de K* e L” obtemos

Pt K
=M _. (1.46)
L' L
com
4/3 1
M = / , (1.47)
2/3 0
a qual possui autovalores Ay = (2 + +/10). Desconsiderando o autovefor negativo,
obtemos

Inb 2

Y= = In

T T

= ().638. (1.48)

O resultado mais importante da aproximacio, que fizemos, € que a superficie critica
K.(L) (determinada pelas eqs.(1.41),(1.42)) é toda governada por um itinico ponto
fixo. Logo, os expoentes criticos sao independentes dos valores das constanfes de
acoplamento entre primeiros (2B) e segundos vizinhos (B) na criticalidade. Este é
um exemplo explicito de como a propriedade de universalidade surge no formalismo

do grupo de renormalizacio.

O valor de v obtido na eq.(1.48) difere do valor exato (v = 1). Isto ocorre devido as
aproximacoes usadas na nossa solugdo. Apesar de nfo possuirmos um parametro que
permit a uma estimativa do erro que surge pelas aproximagoes utilizadas, é sempre
possivel aprimorar a técnica do grupo de renormalizagio no espaco real, de forma a

se obter resultados muito préoximos da solugao exata.,
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1.4 Vidros de Spin

Os vidros de spin sdo materiais magnéticos desordenados, nos quais as interagoes
entre momentos magnéticos sio aleatdrias tanto em intensidade quanto em sinal.
Este fato leva o estado de vidro de spin ser caracterizado por um tipo de ordem, em
que, abaixo de uma temperatura caracteristica T, os momentos magnéticos conge-
lam de um modo cooperativo em diregdes aleatdrias. Experimentalmente, podemos
obter tais materiais partindo de uma matriz magnética formada por metais nobres
hospedeiros (Au,Ag,Cu) e diluir fracamente nesta (~ 1 a 10%), {fons de metais de
transicio (Mn,Fe). Em seguida, para que a liga sofra uma transicéio para o estado
vidro de spin, resfria-se o sistema rapidamente, de modo que as impurezas diluidas
nfio consegiem se arranjar no estado de menor energia e o sistema é entao forcado a

congelar de forma desordenada.

Figure 1-8: Exemplo de frustracio em um sistema com spins de Ising e distribuicao de
interagdes bimodal. O spin central estd frustrado por nao ter nma dire¢do preferencial.

Por possuir acoplamentos entre spins ora ferromagnéticos, ora antiferromagnéticos,
o sistema apresenta frustracio. O conceito de frustragio é ilustrado na fig.(1-8), onde
verificamos que o conflito de informagdes no sitio central faz com que o spin do mesmo

nio tenha uma dire¢iio preferencial, o ¢ual denominamos frustrado.
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Os efeitos conjuntos da frustracao e da desordem (ligacotes posifivas e negativas
distribuidas de forma aleatdria) sdo as principais caracteristicas do comportamento

vidro de spin.

Nos vidros de spin metdlicos (descritos acima), a frustragio magnética é devido
a0 exchange indireto RKKY [6], que se origina da inferacdo entre um ion metalico

com spin S; e os elétrons de condugiio polarizados pela presenca de nm spin S;

cos(2kpri; + wo)
(kpris)?

Hrxrxy =Jo S;: 5,7 =00 (1.49)

onde Jy e @y sdo constantes ¢ ky é o vetor de onda de Fermi do metal hospedeiro.
(O acoplamento serd do tipo ferro on antiferromagnético dependendo da distancia ry;
entre os sitios. Ao diluirmos o sistema, a distancia entre os ions passa a ser aleatdria,
de forma que teremos frustracio, uma vez que ndo teremos nenhuma configuracao
na qual todas as interagGes sio satisfeitas simultaneamente. Ou seja, existem entao
muitas configuragdes nas quais o sistema pode congelar. Isto leva o sistema a possuir a
superficie de energia do espaco de fase apresentando uma estrutura de varios minimos
globais e locais separados entre si por altas barreiras de energia, como pode ser visto
na fig.(1-9), de forma que existemn varios estados termodinimicos degenerados com as

mesmas propriedades macroscdpicas mas com diferentes confignracies microscopicas.

NS

Figure 1-9: Energia livre da fase vidro de spin.

No caso de um ferromagneto, também podemos encontrar barreiras de energia
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separando configuractes de dominios de estados estdveis, porém, pelo fato de ndo
serem tao altas, o tempo durante o qual o sistema permanece nestas conficuracoes ¢
infimo, de modo que o equilibrio ¢ rapidamente atingido. Diferentemente destes, os
vidros de spin necessitariam de um tempo extremamente longo para atingir, atraves
de ativagio térmica ou tunelamento, uma configuracio de equilibrio, estando este
inicialmente em um estado metaestdvel. Este fato se torna mais acentuado com
o decréscimo da temperatura, pois, além de haver uwm aumento no tamanho das
barreiras, hd um crescimento lento dos dominios por estes se encontrarem em regioes

nao-magnéticas on de ligagoes fortes.

Além dos vidros de spin metélicos (discutidos até o presente momento), existe um
outro grupo destes materiais que sio os vidros de spin isolantes. Exemplos destes
sao: Bu,Sri_ 8, Eui_,Gd.S, Fe, . Mg,Cly, dentre os quais o mais estudado é o
FEu,Sry ;5. Neste caso a interacio magnética é direta e de curto alcance entre os
datomos de Fu, de forma que a mesma é positiva entre primeiros vizinhos e negativa
entre segundos vizinhos. Devido ao curto alcance das interacfes, estes materiais

possuem um diagrama de fases diferente do caso dos vidros de spin metdlicos.

Figure 1-10: Diagrama da temperatura vs. concentracio no Eu,Sr;_. S, onde aparece
uma reentrincia da fase ferromagnética a partir do ponto multieritico [7].
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Clomo podemos observar na fig.(1-10), onde aparece o diagrama de fase do Eu.Sr1_.5,
existe uma concentracio critica abaixo da qual nao existe a fase vidro de spin, mesmo
para temperaturas T— 0. J4 nos materiais metalicos, o carater de longo alcance das
interacoes RKKY permite o aparecimento de uma fase vidro de spin, mesmo para

pequenas concentragoes de fons magnéticos.

Medidas experimentais em vidros de spin destacaram algumas caracteristicas
sui generis destes materiais: um pico na susceptibilidade a.c., que vai se tornando
arredondado, 4 medida em que a frequéncia ou o campo vao sendo ammentados, indi-
cando a destruicio do estado vitreo, quando a energia Zeeman se torna bem malor do
que as energias de interagio entre spins; para temperaturas abaixo da temperatura
de transicio T,, observa-se que a magnetizacao e a susceptibilidade d.c. dependem
fortemente da forma utilizada para a realizagio das medidas. Resultados da magne-
tizacio, quando a amostra é resfriada a campo nulo (ZFC), ndo concidem com os
resultados da magnetizacio, quando esta é resfriada com campo magnetico estatico.
Clomo no caso FC hé apenas uma pequena dependéncia temporal dos resultados,
diferentemente do casa ZFC, que além da forte dependéncia temporal apresenta ci-
clos de histerese, consideramos entao Mpe =M, (resultado uftilizado no cap. 3) om
seja, o estado FC é o que mais se aproxima do equilibrio termodinamico; em tempe-
raturas maiores do que T, nota-se a existéncia de um méximo arredondado no calor

especilico.

Durante muito tempo se questionou a existéncia de uma real transicio de fase
para o estado vidro de spin, [ato atualmente aceito. Medidas experimentais da sus-

ceptibilidade nio linear [8]
M = vo(TVH = xut(T)H?, (1.50)

definida como o coeficiente de —H® na expansio da magnetizacio em poténcias do
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campo magnético externo, revelam que a mesma escala com

s
= 1.51
e (T2 (151)

onde v é o expoente critico associado a divergéncia de yn, & medida em que nos

aproximamos de T,. Esta divergéncia nos permite classificar a transicio para a fase
vidro de spin dentro do formalismo das transictes de fases de segunda ordem, as
quais apresentam expoentes criticos descrevendo a divergéncia das correlagbes no
ponto eritico. Logo podemos eleger y,,; como pardmetro de ordem experimental para

caracterizar a transigao para o estado vitreo.

1.4.1 O Modelo de Edwards-Anderson

Com a intencio de tentar reproduzir as propriedades dos vidros de spin, Edwards e
Anderson (EA) [9] propuseram um modelo no qual desordem e frustragao sao intro-
duzidas através de ligacoes aleatdrias em substituigio aos sitios aleatdrios. O modelo
sugere que tomemos N spins vetoriais classicos S; (no presente trabalho utilizamos o
modelo de Edwards-Anderson porém com spins de Ising), regularmente distribuidos

em uma rede e interagindo através da seguinte Hamiltoniana

H= —ZJ.ijSi'Sj, {152]
(i}
onde a soma em (ij) é efetuada apenas entre primeiros vizinhos. As constantes de
acoplamento J;; sio aleatoriamente distribuidas de acordo com uma distribuigdo de
probabilidades
(Sij = Jo)

: 1
PI;J,'J;} = WE}EP [——Ejz—‘l y [153]

onde J é a largura da gaussiana e Jy o valor médio (geralmente nulo, uma vez que

estamos tratando de distribuictes simétricas)

Y- fx Ayt B} =6 (1.54)
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Ontras distribuigoes bastante utilizadas (também estudadas neste trabalho) sdo a

umniforme, e a bimodal {£.J) a qual possui
1z ;
P(Jy) = (65 = J) + 8(Jy5 + T}, (1.55)

apesar da preferéncia em trabalhos analiticos pela distribuigdo gaussiana. Os efeitos
conjuntos da desordem (ligagGes positivas e negativas, distribuidas aleatoriamente) e
frustracio, incluidos no modelo de EA, produzem, em baixas temperaturas, uma fase

na qual os spins congelam aleatoriamente em qualguer diregao.

() problema agora reside em achar um parametro de ordem adequado, que descreva
a transicdo para o estado vitreo. No caso de um ferromagneto com spins de Ising temos
como pardmetro de ordem a magnetizagio media por spin, uma vez que a mesma é
nula para temperaturas acima da temperatura de transi¢ao e diferente de zero abaixo
desta. J4 no caso de nm vidro de spin, isto ndo é verdade. Diferentemente do
caso ferromagnético, onde as constantes de acoplamento favorecem nm alinhamento
dos spins produzindo nma magnetizacao resultante na fase ordenada, este modelo de
Edwards-Anderson com distribuicao de ligagdes simétricas favorece uma magnetizacao
total nula na auséncia de campo externo, pois metade das ligactes sao ferromagnéticas

e a oitra metade antiferro.

O efeito de congelamento dos spins pode ser medido em um vidro de spin pela

autocorrelagio temporal do spin mediado termicamente

g = lim g;(t) = lim (5;(0)S(t)) - (1.56)

f—

Para eliminar a dependéncia com o sitio, realizamos a média sobre a distribuigao de

probabilidade P(.J;;) de forma que obtemos o pardmetro de ordem de EA

qea =T = (S}, (1.57)

onde assumimos, de antemao, que o sistema é ergddico, pois estamos considerando
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que a média temporal serda equivalente & média termodinamica de equilibrio no limite
t — oc. No entanto, esta ainda é uma questéao em aberto, devido acs longos tempos

de relaxacao dos estados metaestaveis dos vidros de spin.

Na regifio paramagnética cada (5;) anula-se independentemente. Diferentemente,
na fase vidro de spin, Edwards-Anderson argumentaram que os termos individuais
{5;) podem ser ndo nulos, mesmo que o somatério sobre toda a rede seja nulo, im-
plicando assim numa magnetizacao total nula. Na auséncia de campo externo, temos
gea = 0 para T > T}, qea € (0,1) para 0 < T < T}, e no limite T" — 0 temos

f:ITEA — 1

Apesar do modelo de EA reproduzir o elispide que se observa experimentalmente
na susceptibilidade em T' = T, 0 mesmo nao consegue explicar a inexisténcla de
singularidade no calor especifico, assim como as irreversibilidades que aparecem nos
vidros de spin. Veremos, na proxima secio, a solugao de campo médio para o modelo

de EA.

1.4.2 Solugao de Campo Médio para o modelo de EA

Sherrington e Kirkpatrick [10] implementaram a solugho de campo médio para o
modelo de EA através de um modelo com interacoes de longo alcance. O modelo de
Sherrington e Kirkpatrick (assim conhecido) permite um tratamento exato de campo

médio ao Hamiltoniano

HSK = Z jﬁ'S{Sj —H Z S’,;, {153}
{id} i

onde a soma em (ij} se extende por todos os pares distintos de spins de Ising e com

a distribuicao de probabilidade das constantes de acoplamento

r /2 4o
B (Lﬂ)] exp [—N (”J—;{*})] : (1.59)
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Temos entdo como energia livre para cada confignragéo dos Jy;
F{Jij} = —kT'In 2{J;;}, (1.60)

a qual possui um valor finito no limite termodinamico N — o0, uma vez que temos
a média da distribui¢io dada por —'1 e a dispersdo <% J . Para obtermos a média sobre

todas as configuracbes de interagoes {J;; } calculamos
F:/ (HdJ,-jP(J,-j}) F{J;}. (1.61)
(i)

Esta média sobre a desordem é efetuada através do método das réplicas, o qual
sugere introduzir n cépias idénticas do sistema. Cada réplica é como se fivéssemos
um sistema com a mesma configuragdo {.J;;} mas com uma configuragao prépria de
spins {57}. No espago das réplicas temos a magnetizagao e o parametro de vidro de
spin

m* = (§M =M (1.62)
P = (5°8%) =q (a#B) (1.63)
com o, =1,2,..n e onde utilizamos a hipdtese de simetria entre réplicas proposta

por Sherrington e Kirkpatrick, a qual propde uma mesma magnetizagao para qualquer

réplica, e mm mesmo parametro ¢°? quaisquer que sejam as réplicas «v e .

Efetuando os calenlos obtemos

1 oo 39 —
q= e f_m exXp (—E) tgh® [ISH{z]] dz (1.64)

1I—ffm ( z)fgh [8H(2)] dz, (1.65)

onde H(z) = Jq'* + JoM + H.

29



O diagrama de fases a campo nulo para o modelo de SK é apresentado na fig.(1-

11).Observamos que, quando diminuimos a temperatura no intervalo 1 < .Jp/J < 1.25,

'_-‘
Eap
I F
|
|
ns -
A\ i
|
i
oo T T T t T . T
oo ns 10 15 zn

Figure 1-11: Diagrama de fases do modelo SK (com H = 0) na solugao de simetria
entre réplicas. Para 1 < %rﬂ < 1.25 esta solucdo apresenta nma reentrancia P — £ —
V'S quando reduz-se a temperatura. Esta reentrincia nio existe na solugao exata do
modelo SK [14]; a fronteira F' — V'S correta é uma linha vertical (aparece tracejada
no diagrama acima).

o sistema passa da fase paramagnética (P), caracterizada por (M = g = 0), para uma
fase ferromagnética (F), onde (M # 0,q # 0), e em seguida para uma fase vidro
de spin (VS) reentrante (M = 0,q # 0). Isto implica em uma passagem de nm
estado mais ordenado F para um estado menos ordenado VS quando T — 0. Este
resultado mostra entdo uma falha no modelo de SK, o qual apresenta de fato uma
entropia negativa em baixas temperaturas. De Almeida e Thouless [11] mostraram
que a hipdtese de simetria de réplicas nao é correta e leva a instabilidade da solucao
de SK abaixo da linha AT. Muitas tentativas de realizar numa quebra de simetria
culminaram em energias livres infinitas [12] ou em solucoes instaveis [13]. Parisi [14]
propds, com exito, wm esquema, cuja solucao é estdvel abaixo da linha AT (além
de estar em boa concordincia com os resultados numéricos) e resolven exalamente
o modelo de SK com quebra de simetria entre réplicas, obtendo um diagrama de

fases com uma linha vertical separando a fase vidro de spin da fase ferromagnética
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e resolvendo entdao o problema da reentréncia da fase VS. Esta quebra de simetria
é, no entanto, de natureza diferente da que ocorre em uma transicao P-F, na qual
abaixo de T, a solucio de altas temperaturas passa a ficar instavel e o sistema entao
quebra sua simetria, passando a exibir uma ordem para T' < T,.. Acima da linha AT,
um tinico pardmetro de ordem g é suficiente para descrever o sistema, porem abaixo
desta, devemos considerar uma quebra de simetria de permutagio entre réplicas (como
suposto na eq.(1.63)), de forma que teremos nma matriz (Gug nxn de parametros de
ordem. Isso se deve & estrutura complexa do espago de fases dos vidros de spin em
oposicio aos sistemas uniformes, sugerindo que o comportamento critico dos VS pode
apresentar algumas caracteristicas distintas daquelas presentes em sistemas uniformes

(p. ex. ferromagnetos).

Apresentaremos no capitulo 2 o método de Monte Carlo utilizado nas nossas simu-
lacoes, agsim como uma breve discussao acerca de niimeros aleatdrios (jd que sdo uti-.
lizados no métode). Em seguida, no capitulo 3, implementaremos o método para sim-
ular vidros de spin bidimensionais, apresentando os resultados obtidos. No capitulo
4 estudaremos vidros de spin unidimensionais através de resultados numéricos, com-
parando-os aos obtidos no capitulo 3. E por fim, no capitulo 5, apresentarcmos as

conclusdes e as perspectivas futuras.
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Chapter 2

Método de Monte Carlo

2.1 INTRODUCAO

Quando vamos abordar cientificamente um dado sistema, é muito frequente nos de-
pararmos com sistemas que possuem um grande mimero de graus de liberdade, os
quais, em geral, sdo intratdveis analiticamente. Em fisica nao sao poucos os sistemas
que, mesmo se conhecendo as interacdes microscépicas relevantes para a caracteri-
zacAo de suas propriedades macroscépicas, nao se consegue uma solugao exata que
nos permita descrever completamente a natureza do estado macroscopico. Tomemos
como exemplo o simples modelo de Ising [1], que é utilizado para simular sistemas
interagentes de dois estados; em uma dimensio, este possui solugdes triviais quando
abordado por diferentes técnicas, como por exemplo o método das matrizes de trans-
feréncia [2], expansdes em séries on grupo de renormalizagio [3]; em duas dimensoes
a campo mulo possui uma solucdo longe de ser trivial, desenvolvida por Onsager [4]
depois de passadas quase duas décadas desde que o modelo havia sido proposto em
1925; e em trés dimensdes, assim como no caso bidimensional na presenca de um
campo aplicado, o modelo continua sem nma solugéo exata, mesmo a campo nulo,
o que vemn a mostrar que, mesmo quando abordados através de modelos bastante

simplificados, estes sistemas raramente apresentam uma solugao analitica.

Se possuissemos soluges exatas para estes sistemas, elas nos permitiriam, no caso
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de um sistema fisico magnético por exemplo, saber como o nosso sistermna se com-
porta na presenca de um campo magnético aplicado, ou como sua magnetizacao e
energia variam com a temperatura. Saberiamos também dizer se tal sistema possui
uma transicio de fase a uma temperatura finita e outras tantas informagoes. Como
na maioria dos casos nao as possuimos, resta-nos tentar resolvé-los numericamente.
Surgem entdio as primeiras complicagdes. A descrigdo de tais sistemas geralmente en-
volve o cdlculo de integrais multidimensionais. No formalismo da mecénica estatistica,

estamos sempre interessados no cdlenlo da funcao de particio definida por

{5}

onde o somatério em s significa uma soma sobre todas as possiveis configuracoes do
sistema, NV é o niimero de constituintes do sistema, p é nm conjunto de parametros ¢
f= [kﬁ%j com 1" sendo a temperatura e kg sendo a constante de Boltzmann. Logo,
se tomamos como exemplo um gas com N dtomos mima temperatura T interagindo
através de nm potencial v(r;;), teremos que a fungio de particao cldssica para este

problema serd proporcional a uma infegral com dimensao 3N

Z(v, 3, N) = {mnst.]f”. [:i:ﬂrl...d:‘?'“ exp[—8 Y v(ry)]. (2.2)

5 i<
Mesmo para pequenos valores de N, a integral acima leva um tempo de magquina
absurdo para ser calculada. Se lembrarmos entfio que em um sistema fisico real
temos vérios elementos que o constituem, logo seria invidvel computar o valor desta

integral para qualgquer objetivo pratico.

Surge entdo a idéia de se calenlar a integral ndo em todos os pontos a rigor,

" n o i £ * -
mas "sortear 7 alguns pontos representativos, onde entdo a integral seria avaliada.
O método de Monte Carlo é uma forma eficiente de se caleular integrais de altas
dimensdes, fazendo o uso de mimeros aleatérios. Por possuir este cardter aleatdrio,
assitn como 08 mimeros oriundos de roletas, o método receben entdo o nome do

famoso cassino de Monaco. Estamos, entdo, diante de uma poderosa ferramenta
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computacional { o método de Monte Carlo) que nos permite resolver numericamente
modelos antes insoliveis analiticamente, e, entdo, comparar os resultados do nosso
modelo com o8 dados experimentais do sistema real, obtendo assim, a informagao de
quio bom fomos em fazer certas aproximacoes na modelagem do sistema em guestao.
Por exemplo, se modelamos o nosso sistema fisico magnético, levando em consideracio
apenas interagtes entre primeiros vizinhos, e o resolvemos através de técnicas de
Monte Carlo, poderemos comparar nossos resultados numéricos com os resultados do
sistemna fisico real e saber se tal aproximagio ¢ razoavel on se devemos incluir no

nosso modelo interagoes de maior alcance.

[, interessante ressaltar que tal método, por fazer uso de mumeros aleatdrios, nio
se restringe apenas a célculos envolvendo processos estocasticos, onde seria mmito
natural empregar tais mimeros na solugéo como foi feito nas primeiras aplicacoes do
método de Monte Carlo em espalhamento e absorcio de néutrons. Tais caleulos sao
apenas um conjunto dos aborddveis através do método e por ji serem estocdsticos
por natureza sao denominados de simulagao direta. Na resolugao do problema de
espalhamento a simulacao gera uma amostragem direta dos eventos que acontecem
nestes processos. Porém o mesmo problema pode ser resolvido via integracio gquando
consideramos sua solugéo clissica, que resulta em uma integral multidimensional, o

que nos permite desenvolver um método de Monte Carlo adequado para resolve-la.

Desde 1953, quando Metrépolis et al [5] criaram um algoritmo capaz de gerar
niimeros aleatérios com uma dada distribuicio de probabilidade, a técnica de Monte
Carlo vem sendo amplamente utilizada em vérias dreas da ciéneia, como por exemplo
em sistemas biolégicos, sistemas econdmicos (através da teoria dos jogos) e outros. O
método além de auxiliar bastante no desenvolvimento de pesquisas tedricas, também
tem um cardter diddtico de grande valia. O aluno, ao estudar transices de fase
e fendmenos criticos, se depara com um volume muito grande de informacbes que,
muitas vezes, nao podem ser facilmente assimilados pela complexidade das mesmas.
No estudo do ]IﬂDdE.‘ll:; de Ising bidimensional, na presenca de um campo, sabemos

através de resultados de grupo de renormalizaciao que, se melhoramos nossas apro-
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ximagdes, levando em consideragio nio sé as interaces de primeiros vizinhos, como
também as interacoes de segundos vizinhos, teremos na vizinhanca da criticalidade
os expoentes criticos independendo do mimero de vizinhos considerados em nosso
modelo. Seria, entdo, interessante observarmos na préitica que isto realmente ocorre
para que o aluno possa entdo fixar melhor os conceitos, o que é facilmente conseguido
fazendo a simulacio Monte Carlo do modelo de Ising bidimensional na aproximacao de
primeiros vizinhos, obtendo os expoentes criticos, e refazendo-a considerando também
os segundos vizinhos, onde novamente obteriamos os expoentes criticos, cujos valores

serdo identicos ao do primeiro caso.

Analisaremos, na préxima secio, a utilizagdo do método em wma dimensao, para

que possamos ter nma melhor concepgio da estratégia basica de Metropolis.

2.2 Tlustracao do método em 1D

Apesar do poder computacional do método de Monte Carlo estar no cileulo de infe-
grais multidimensionais, faremos aqui uma pequena andlise do que seria a utilizagao
do método em uma dimensdo, j& que é mais fAcil ilustrarmos desta forma. Vamos

supor que queremos calcular o valor da seguinte integral

o f e (2.3)

para uma dada funcao f. Conhecemos varias formulas de quadraturas que fazem o
uso de valores especificos de z, onde nestes pontos o valor de f séo calenlados. Os
valores de T nestes casos sao em geral ignalmente espacados. Porém uma outra forma
de se resolver o mesmo problema é fazer uso da teoria dos mimeros. Vamos escolher
N niimeros aleatérios x; uniformemente distribuidos no intervalo [a,b], e para cada
um deles vamos caleular o valor da funcio f(z;). A teoria dos nimeros garanfe que
a soma dos valores da funcio nestes pontos, divididos por N, convergira para o valor

esperado da fun¢dio f no limite N — oc. Ou seja, & medida que N se torna muito
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grande,
N b
N 2o = 5= [ fleks s

Em estatistica se diz que o somatdrio acima é um estimador consistente da integral
em questdo, jd que (dentro de certas condigbes) ele converge para o valor exato da
integral no limite N — co. As condigdes sio obviamente sobre o comportamento da
funcao que se quer integrar, uma vez que [ deve ser infegravel, finita em todos os
pontos e se houver descontinnidades que sejam em mimero finito dentro do intervalo
de integracio. Este método de se estimar o valor da eq.(2.3) ¢ conhecido como
método de Monte Carlo, A primeira vista, poderiamos pensar que ambas as formas
de se calcular a integral acima sdo equivalentes. Porém quando introduzirmos a
funcgao peso, segundo a qual 08 nlmeros aleatdrios seriio sorteados, além de conside-
rar integrais multidimensionais para as quais o método foi realmente desenvolvido,

veremos entio a grande vantagem de se usar a quadratura de Monte Carlo,

Para estimar a incerteza associada com esta férmula de quadratura, consideremos
fi=f(z;) como numa varidvel aleatéria e invoquemos o Teorema do Limite Central
para grandes valores de N. Temos entao

;14 118, 1&,0 o
of = Tgﬂf=ﬁ[ﬁgfi —{ﬁz_ﬁ:}] (2.5)

Vo=

onde a? é a variancia em f, ou seja, nma medida de quanto f desvia do seu valor

médio na regiao de integragao.

Ao olharmos para a eq.(2.5) observamos que o erro no célculo da eq.(2.4) é in-
versamente proporcional a Nz, ou seja, se quisermos diminuir a nossa incerteza por
um fator de 2, é necessdrio quadruplicar o valor de N. Mais nma vez pode parecer
inconveniente a utilizacio desta técnica para o cdlculo de integrais, uma vez que ou-
tros métodos dio uma incerteza, que depende mais fortemente do valor de N, como
por exemplo, o método dos trapézios que nos fornece uma dependencia da incerteza
com o inverso de N2, ou seja, se por este método quisermos dimimmir a incerteza

pela metade, basta aumentarmos N em aproximadamente 40% do seu valor. Porém,
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esta aparente vantagemn desaparece no caso multidimensional, como veremos a seguir.
Outra coisa que notamos na eq.(2.5) é que, quanto mais suave for a funcio f, menor
serd oy implicando mima maior preciséo no cdleulo da quadratura de Monte Carlo.
Se f fosse uma constante, terfamos um limite ideal, pois a precisdo seria méxima. O
problema surge quando vamos avaliar a integral de uma fungao, que tem por exemplo
um pico acentuado em torno de um certo valor x e que é nula fora do pico. Uma vez
que os x; sao sorteados aleatoriamente no intervalo [a,b], com wma mesma probabi-
lidade, o que provavelmente ocorrerd é que estaremos caleulando o valor dos f; em
pontos que nio contribuem com algum valor para a integral, ja que possuem imagem
mila e estaremos pegando apenas alguns pontos x;, onde os f; contribuem realmente
para o cdleulo da integral. Entdo, teremos uma incerteza miito grande no cdleulo de

I nestes casos.

Para resolver esse problema, introduz-se a funcéo peso (w) com as seguintes ca-

racteristicas:

e w(z) deve ser positivamente definida e normalizada no intervalo de inte-

Bragao :
].5 w(z)dz = 1. (2.6)

e oresultado da sua integral y(z) deve ser conhecido analiticamente, devendo
ser nma integral monoticamente crescente em funcio de x, de zero a um.

e devemnos poder inverter y(x) (resolver para x), ou alternativamente, gerar

03 mimeros aleatdrios de acordo com w.
® A razao i deve ser o mais suave possivel, de forma que a sua variancia

deverd ser menor que a de f.

Entdo, multiplicamos e dividimos o integrando da eq.(2.3) pela funcao peso

obtendo

I = I/: w(x) f{a:} dz. (2.7)
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Podemos agora fazer nma mudanca de varidvel de x para

y(x) qu wiz')dz' (2.8)
de forma que
%=w($}; yz=0)=0; ylx=1)=1, (2.9)
e a inftegral se torna
i(jz} (2.10)

Antes gerdvamos niimeros aleatorios uniformemente distribuidos em z e caleuldvamos
o valor de f naquele ponto. Porém, com a introdugao da fungao peso e com a devida
mudanca de varidveis, o que fazemos é tomar numa amostra aleatéria dos mimeros
uniformemente distribuidos em y e calculamos o valor médio de ;J:I no intervalo [0,1],

o seja, obtemos

U1 & flelw)
L_N;E'“__' (2.11)

()

Eis entdo apresentada a grande vantagem do método. Nao mais estaremos per-
dendo tempo de maquina, caleulando os valores de f em todos os pontos x; uni-
formemente distribuidos no intervalo considerado, pois provavelmente muitos deles
nada acrescentario ao calenlo da integral em questdo, mas estarfamos agora elegendo
pricridades para os mesmos através da fungio peso, o que vem a economizar o tempo
gasto na resolucio do problema, além de diminmir também o erro associado (como ver-
emos a seguir) no caso de integrais multidimensionais. Para que isto fique entendido,
basta observarmos que, ao realizarmos uma mudanga de varidveis, a fim de que a dis-
tribuicio uniforme ocorra em y, implica que a distribuigdo em x obedece a ii-*'- = w(zx),
o gue mostra que os pontos estdo concentrados nos valores mais importantes de ,

onde w e f dao contribuigoes relevantes.

Quando estendemos a idéia do caleulo de integrais via método de Monte Carlo
para dimensdes superiores, deparamo-nos com a dificil tarefa (quando ndo impossivel)

de inverter a eq.(2.8), a fim de obtermos x(y) explicitamente. Na verdade, a classe de
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funcdes, que sio integrdveis ¢ cujas integrais podem ser invertidas analiticamente, é
pequena: essencialmente, sio as fungdes trigonométricas, exponenciais, e polinomiais
de baixa ordem on combinacoes dessas; entdo, o que se faz é distribuir os pontos
x:(y;) com distribuicao w. O algoritmo de Metrépolis , que sera apresentado adiante,
é bastante utilizado, quando necessitamos gerar varidveis distribuidas de acordo com

uma certa distribuicao de probabilidade W (sq,...,sx), 8 € M.

Facamos uma andlise da extensdo do método para o cdlculo de integrais multi-
dimensionais com o propdsito de observar a real vantagem do mesmo. Vamos supor
que gostarfamos de caleular a eq.(2.2) N vezes e comparar a precisio do método
de Monte Carlo com a precisao do método dos trapézios. Enquanto o primeiro nos
fornece um erro que decresce com N—2, independente da dimenséo d da integral, o
segundo nos sugere o seguinte: se tivermos N pontos, logo cada dimensao de mma
dada integral d-dimensional serd quebrada em aproximadamente Ni intervalos de
tamanho i ~ N~3. Como o erro no cdlenlo de uma integral destas numa célula de
volume k¢ na regifio de integracio é O(h%"2), entdo o erro total dado pelo método
convencional sera

NO(R#?) = O(N 1), (2.12)

donde podemos observar que este tipo de quadratura nos fornece wma precisdao maior
ou ignal até d = 4. Comparando o método de Monte Carlo com outros métodos,
comeo pode ser visto na tabela abaixo [6], vemos que exisle sempre uma dimensao
d, acima da qual, a convergéncia do método de Monte Carlo ¢ mais rapida que a
dos outros métodos de quadratura fixa. Ja vimos que, comparado ao método dos
trapézios, acima de d = 4, a convergéncia MC é mais rdpida, o que para o método de

Simpson s6 € verdade para d = 8.

o (ﬂ] 1d dimensao d
Monte Carlo n-i n—%
Trapézios n-2 e
Simpson o4 o
Ganss g-tmil gD
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Vejamos a seguir algumas sutilezas acerca de niimeros aleatdrios.

2.3 Numeros Aleatorios

Somos obrigados, antes de prosseguirmos com a implementacao do método de Monte
Carlo, a fazer alguns comentéarios acerca de niimeros aleatorios, uma vez que os mes-
mos sao a base da técnica em questao. A primeira pergunta que surge & o que
especifica o cardter aleatdrio de uma varidavel? Em principio, umn mimero aleatdrio
¢ simmplesmente algum valor particular assumido por uma varidvel aleatéria. Porém,
nos cdleulos de Monte Carlo, geralmente utilizamos o termo aleatdrio com um signifi-
cado diferente. Empregamos o termo aplicado a sequéncias de mimeros que, nma vez
tendo sido determinadas, nao sao realmente aleatdrias no sentido estatistico, porém
tem propriedades similares &3 de uma sequéncia inteiramente aleatdria. Para que
a diferenca fique clara, chamemos os mimeros que iremos utililizar no método de

psendo-aleatdrios.

Uma sequencia de niimeros aleatdrios é impossivel de se gerar num computador.
Tal sequéncia so pode ser gerada através de um processo fisico aleatdrio que a deter-
mine, como por exemplo um decaimento radioativo, ruidos em circuitos eletrinicos,
frequéncia de chegada de raios cdsmicos e outros. Se utilizdssemos tais mimeros
para resolver o nosso problema do calculo de integrais, logo nao existiria problema,
do ponto de vista tedrico, uma vez que o processo que os gera nao possui falhas.
Na pratica o que ocorre é que tais dispositivos para geracio de nimeros aleatdrios
sao muito lentos, visto que precisamos de centenas de niimeros ponto-flutuantes por
segundo ao mesmo tempo. Devido a este problema, muito poucos caleulos nsando
nimeros aleatorios gerados por processos fisicos reais foram feitos. Uma das poucas
tentativas de se usar sistemas fisicos foi feita por Frigerio e Clark [7], e Frigerio et
al [8]. Eles usaram uma fonte radicativa de particulas alfa e um contador de alta
resolucdo. () que eles faziam era contar num certo intervalo de tempo guantos decai-
mentos radioativos ocorriam, se tal mimero fosse fmpar enfao era atribuido o valor

zero a uma dada variavel A, caso contrario, entio o valor um seria atribuido, gerando
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desta forma uma sequéncia de mimeros aleatdrios.

Os mimeros aleatorios geralmente utilizados nos céleulos reais sao conhecidos
como pseudo aleatdrios, por serem gerados por fdrmulas matematicas, podendo ser
desta forma reproduzidos. Apesar de a rigor ndo terem o carater aleatdrio no sen-
tido estatistico do termo, ndo se consegue distingui-los de wma sequéncia realmente
aleatdria. Ou seja, wma pessoa que nao conhega a formula que os gerou, serd incapaz
de afirmar que os mesmos nao advém de um processo fisico. Os primeiros mimeros
pseudo-aleatérios gerados foram através da férmula de Von Neumann conhecida como
mid-squares. A receita ¢ pegar um mimero de r digitos e tomar a primeira metade
dos digitos, obtendo assim o primeiro niimero aleatdrio. Agora eleva-se este mimero
ao quadrado e novamente pegamos a primeira metade 1,/2 dos digitos, obtendo o se-
sundo miimero aleatdrio. Repetindo o processo varias vezes, teremos uma sequéncia
de nimeros pseudo-aleatdrios. Este método apesar de ter sido um dos pioneiros nao
& mais utilizado hoje, uma vez que a sua capacidade de gerar niimeros sem repeticio
nao € tao grande, pois, por este método, se um dado nimero reaparecer, logo a
sequéncia inteira reaparecera. Por ser simples, o método de Von Newmnann parece, a
primeira vista, nao ser t&o bom por nao possuir uma forma mais complicada de gerar
os nimeros. Porém, vemos que isto nao € verdade, quando analisamos os resultados
de Knuth [9], que utiliza wm super-gerador de mimeros aleatdrios, usando formulas
complicadissimas, as quais sdo impossiveis de se obter por especulacgio, para gerar a
sequéncia de mimeros e, nem por isso, eles sdo tao bons. A regra geral no uso de
geradores é utilizar aqueles com propriedades mais simples, pois, tentar complica-los,
nao traz nenhuma vantagem na maioria das vezes, ou, o que € pior, reduz algumas
vezes os seus periodos. Os geradores mais usados hoje, na maioria das simulacoes,
sdo os que fazem uso da seguinte rotina idealizada por Lehmer e conhecida como
linear congruential. Partimos de um niimero (semente), multiplicamos o mesmo por
um nimero magico e somamos a um outro mimero mégico, onde depois é tomado o

modulo de um terceiro mimero magico, resultando na segninte sequéncia

Tip1 = (ax; + ¢) mod m, (2.13)
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onde a, ¢ € m S30 08 MIMEros MAgcos.

Durante muito tempo estes geradores de nmimeros psendo-aleatdrios foram ques-
tionados, varios testes foram realizados para ver se os mimeros assim gerados pode-
riam ser realmente utilizados nos cdlculos, aos quais se propunham, e muito foi feito
para se obter sequéncias com periodos cada vez maiores. Varios antores insistiram em
provar que sempre poderiam encontrar a formula geradora de uma dada sequencia.
Porém, apesar de isto ser realmente possivel, o que nos interessa saber é se 0s mimeros
gerados por estas férmulas resolvem o nosso problema em questio, ou seja, sejamos
préiticos, aplicando a sequéncia ao problema e analisando o resultado, se for razoavel,
entdo que seja usada. Utilizamos nas primeiras simulacoes os geradores disponiveis
nas nossas maqginas, que fazem nso de uma sequéncia como a da eq.(2.13). Porém,
depois de tomarmos conhecimento do gerador proposto por Kirkpatrick [10], optamos

por usé-lo, pois ele, além de minimizar os erros, reduz também o tempo de simulagao.

2.3.1 Gerando niimeros com uma dada distribuicao

Apesar de termos feito comentdrios apenas sobre mimeros aleatérios uniformemente
distribuidos mum certo intervalo. podemos também desejar obter outras sequéncias
de niimeros aleatérios distribuidos de acordo com uma dada distribuicao de proba-
bilidade. Um grande mimero de truques, transformacoes e formulas, para se gerar
mimeros aleatdrios de acordo com diferentes distribuicdes de probabilidade, é conheci-
do. Por exemplo, dadas duas distribuiges uniformes distintas, a soma das duas dara
uma nova distribuicio que, neste caso, é triangular. Para obter mais informagdes
sobre diferentes técnicas de geracio de nimeros aleatdrios, de acordo com uma dada
funcdo, sugerimos ao leitor o trabalho de Everett e Cashwell [11]. Nas nossas si-
mulacoes fizemos nso de trés diferentes tipos de distribuicio de probabilidade: a
distribuicao uniforme, a distribui¢io bimodal e a distribuicao gaussiana. A primeira,
muito facil de ser gerada, pois bastava chamarmos a funcao geradora de mimeros
aleatdrios, foi usada para pgerar as constantes de acoplamento entre spins distribuidas

uniformemente. A segunda foi utilizada tanto para gerar as constantes de acoplamento
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distribuidas bimodalmente, como também foi usada para gerar as configuragoes do
sisterna em altas temperaturas, permitindo aos spins terem valores -1,+1 com uma
mesma probabilidade. Para gerd-la bastava chamar a fungio que gerava um mimero
aleatorio uniformemente distribnido no intervalo dado e observar se este niimero era
maior que a metade do intervalo; se fosse, entao atribuiamos o valor 1 a varidvel, caso
contrario atribufamos -1. Por iiltimo a distribuicdo gaussiana, que também fez parte
do nosso estudo, merece uma atengdo especial no seu processo de geracgio. Por ser
uma forma de distribni¢io das mais usadas em cdlculos estatisticos e fisicos, varias
técnicas surgiram para gerar numeros aleatérios distribuidos gaussianamente. Em
particular, ufilizamos 0 método, que se basela no teorema do limite central, e que nos
garante que a soma de nimeros aleatdrios uniformemente distribuidos em um certo

intervalo converge para a distribuicio gaussiana no limite de mmitos nimeros.

Citamos anteriormente que a soma de dois nimeros aleatérios uniformemente
distribuidos nos dava uma terceiro distribuido de acordo com uma distribuicdo trian-
gular; se continuamos a somar mais mimeros distribuidos uniformemente, a partir da
soma de seis desses mimeros, é praticamente impossivel de se distinguir a distribuicao
resultante da distribuicio ganssiana [6]. Como o valor esperado da distribui¢io uni-
forme no intervalo [0,1] ¢ 0.5, e a variancia {;, temos pela defini¢ao de valor esperado

¢ variancia

V(Ra) = (2.14)

Normalmente, queremes uma distribuigiao Gaussiana padrdo, on seja, com média zero

e variancia wn. Entao usamos

L et (RS [0,1], (2.15)

12

que se reduz a R — 6, quando efetuamos a soma entre doze niimeros como foi o caso.
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2.4 O Algoritmo de Metrépolis

Facamos agora uma andilise do método de Monte Carlo voltado exclusivamente ao caso
da Mecanica Estatistica. Vamos tomar nm sistema com N varidveis s;, onde cada
ariavel pode assumir um certo valor no conjunto M. No nosso caso, por exemplo,
tratamos do modelo de Ising, onde s; representa o valor da varidvel de spin do sitio i e
M = {-1,1}. Seja O(s;, 89, ..., s5) uma observével, da qual gostariamos de caleular
o valor médio

Oy=( 3 Ofsr,esn)W(st,onsw))( Y Wistyooysw)) ™) (2.16)

BB FlponS N

onde W (s, 54,...,95) é a probabilidade que a varidvel de spin 1 assuma o valor 5, a
variavel 2 assuma o valor s, e assim em diante. A conexao com a Mecanica Estatistica
vem afraves da funcao de particao identificada como o denominador da eq.(2.16). Se

escolhemos W (sy, ..., sy ) como sendo a fungéo de distribuicio de Boltzmann, teremos

Z O(s sn) exp[—5E(sy, ..., s5)|( Z exp[—BE(s), ..., 52)])”
ANTEETE LSRR
(2.17)
Neste momento, fica claro o motivo de termos feito previamente uma discussao acerca
da utilidade da funcéo peso. Se vamos calcular numericamente a eq.(2.17), utilizando
o procedimento de Monte Carlo, entao a primeira coisa que deveriamos fazer era
aproximarmos a soma sobre todos os pontos do espago de fase {que implicaria numa
tarefa impossivel) por apenas alguns pontos escolhides aleatoriamente, assim como
discutido anteriormente. Pérem, devido ao fator de Boltzmann, a distribui¢io de
probabildade tem 1wm maximo acentuado na regifo do espaco de fase, onde as quanti-
dades extensivas tem os seus valores proximos ao valor médio (O), com este pico dado
. . . P |
aproximadamente por nma gaussiana com meia largura da ordem de N7, Logo, se
fossemos aplicar o método sem a preocupacéo de escolhermos uma amostragem re-
presentativa onde a nossa soma seria caleulada, o que iria ocorrer era que teriamos
nma convergencia extremamente lenta para o valor real, que terminaria por nos levar

a interromper o processo antes de termos encontrado mm resultado razodavel. O que
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tem que ser feito é sortear os pontos dentro da importante regido do espaco de fase,
oul seja nas proximidades do pico da fungao de distribuigio. A questdo agora é: como
construir um ensemble que corresponda a uma dada distribuicio de probabilidade?
E mais: como gerar estados suficientes do ensemble, a fim de podermos caleular uma
dada observavel com a precisio desejada? J4 vimos que nem todos os estados sao
ignalmente importantes no cdleulo de médias, a fungao W (a) nos da o peso do estado

{I.

() algoritmo de Metrépolis [5] é nma receita de como se alcancar um desejado
ensemble partindo de um gualquer. O que ele faz é repor estados dados por novos,
levando em consideracio o seu peso estatistico, de forma que no limite de grandes
reposicoes teremos a correta distribuicAo de probabilidade. Este algoritmo, assim
como outros do género, tem a vantagem de nos conduzir sempre ao ensemble de
equilibrio independentemente de onde tenhamos partido, além de nos manter neste
ensernble (uma vez aleancado). Veremos que a distribui¢ao desejada é um ponto fixo

do algoritmo a seguir, onde faremos alguns comentdrios sobre processos Markovianos.

2.4.1 Processos Markovianos

Um processo Markoviano é definido por uma probabilidade de evolugiio P(b «— a)
(onde a probabilidade de se alcancar b partindo de a é dada por P(b « a) e ndo
depende de passos prévios apenas depende do precedente), que gera num ensemble
[blgr a partir de [a]g. Ou seja, quando aplicamos P a cada membro do ensemble [alg,
ele gera [blp. Vamos agrpar todos os estados do ensemble [a]g em um vetor Q(a).
Podemos entio pensar P(b+ a) como sendo uma matriz, que atuando no vetor Q(a),
resulta em )'(h)

Q'(b) =3 P(b— a)Q(a). (2.18)

i

Para que fique mais claro, tomemos como exemplo wm sistema bioldgico, onde par-
tiremos de um estado inicial com mesma probabilidade de wma célula estar viva ou
morta Qg = (0.5,0.5). Denominamos de morta a célula ressecada (desidratada),

porém com uma probabilidade de regeneracio. Vamos supor que tenhamos para este
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dado sistemna a seguinte matriz de evolugéo [12]

0.6 0.4
P , (2.19)

0.3 0.7
que significa que se a célula estiver viva, ela terd apds um dia 60% de chance de
permanecer viva, ou se estiver morta terd 70% de probabilidade de permanecer morta.
Pois bem, calculemos o estado do sistema apds a aplicagao de P, ¢ = @y P =
(0.45,0.553), o que mostra que, apds um dia, a célhila tem uma maior probabilidade
de estar morta. Poderemos repetir o processo para um segundo dia, de forma que

obtersmos

Q2 = 1P = QoPF = QoP* = (0.435,0.565), (2.20)

ou seja uma probabilidade ainda maior de a célula ser encontrada morta. Repetidas
aplicacoes de P nos levam & distribuiciio de equilibric W = Q,, = (0.4286,0.5714).
() que nos desejamos do nosso algoritmo é que, wma vez atingida a distribuigao de
equilibrio, repetidas aplicagoes de P nos gerem o mesmo ensemble, se isto for verdade,

independente de Qp, devemos ter P satisfazendo a seguinte equacao
. Uhs — TA7 ry &)
T;JI_I:I;JC P*Clg = W. (2.21)

Definimos nm ponto fixo de P como sendo o valor de @, para o qual Q' na eq.(2.18)
coincide com (). Uma condigio necessdria a ser satisfeita pela eq.(2.21) é que W seja

um ponto fixo de P, o que nos leva a escolher P de forma que
PW = W. (2.22)

Temos ainda que garantir ndo s6 que W seja um ponto fixo de P, mas também que
seja o 1nico, pois se nao existiria mais de uma solugao para o nosso problema. A fim

de garantir que isto ocorra, temos que impor algumas condicoes:
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e Devemos ter a conservacao de probabilidade
ZP(!J —a)=1, (2.23)
B

pois, qualquer estado b deve ser alcancado por um precedente.

¢ Devemos também exigir que
P(b+a) >0, (2.24)

que é chamada de condicio forte de ergodicidade, wma vez que nos garante
que existe sempre uma probabilidade diferente de zero de partirmos de nma
configuracio inicial e alcancarmos uma configuraco final, através de um passo
de Markov. Se esta condicdo nfo fosse satisfeita, poderfamos ter na matriz
P da eq.(2.19) uma coluna nula por exemplo, e isto nos levaria, apds aplicar
P ao vetor inicial, a um estado, donde o sistema nao poderia evoluir, mesmo
apds sucessivas aplicacoes, implicando em estados absorvedouros, proibidos a

principio.

e E poriltimo

S Qa) =1, (2.25)

pois em qualquer passo da evolugdo o sistema devera estar em um dos estados

permitidos.

Chamaremos de processo Markoviano nm processo cuja probabilidade de evolucio
obedece aos vinculos acima. Geralmente P é escolhida de forma a satisfazer uma outra
condicio, que, apesar de ser suficiente para que P tenha as propriedades desejadas,

nao é necessaria. A condicio é a do balanceamento detalhado

P(b — a)W(a) = Pla «— B)W (h), (2.26)
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que é satisfeita pelo algoritmo de Metrdpolis. O que esta condicao nos garante é que
o sistema é reversivel microscopicamente. Fica agora trivial mostrar que, se estas
condicdes forem satisfeitas, teremos W sendo antovetor de P com autovalor nnitario.
Basta somarmos a eq.(2.26) em a e depois usarmos a condicao de normalizagao,

implicando em
SN P(b—a)W(a) =) Pla—bW(b)=W(b). (2.27)

Existe um teorema devido a Perron [13] (estd demonstrado na ref[14]), que nos
garante que este autovalor de P é tinico e excede em mdédulo qualquer outro autovalor.
On seja, qualquer outro autovalor de P, eujo antovetor ndo seja o de equilibrio, tera
médulo menor que um (uma vez normalizados); logo, partindo de )y e aplicando P
sucessivas vezes, anmularemos todos os autovetores até que (Qy comeca a se superpor

com o ensemble de equilibrio W e repetidas aplicagbes preservarao apenas W.

2.4.2 0O Algoritmo

Apds toda esta disenssdo em torno do método de Monte Carlo, chegamos a receita
desenvolvida por Metrépolis et al. O que se quer é obter um conjunto de pontos a,
em um espaco multidimensional, distribuidos com densidade de probabilidade W (a).
O algoritmo de Metrdpolis gera wma sequéncia de ponfos ag, dy, ..., ay, COMO UMA
sequéncia visitada por wma caminhada aleatdria no espaco a, e a medida em que
a caminhada se torna maior, os pontos visitados sdo mais priximos da distribuigao
desejada. A regra para a caminhada é a seguinte: partimos de um ponto qualquer a,
no espaco de configuracio. Para obtermos o ponto seguinte a,,;, deveremos passar
por uma etapa intermedidria para um ponto a,. Este ponto pode ser escolhido ao
acaso dentro de uma vizinhanca & em torno de a,,. O ponto serd aceito ou rejeitado,

de acordo com a taxa
Wia,)
= — :

(2.28)
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Se ¢ for maior que um, logo o passo intermediario serd aceito e teremos a,.; = a..
Porém, se r for menor que nm, entdo o passo intermedidrio serd aceito com probabil-
idade r. O que se faz na pratica é sortear aleatoriamente um niimero uniformemente
distribuido no intervalo [0.1], e 0 comparamos com r: se ele for menor que 7, entio
0 passo serd ainda aceito ¢ Leremos .1 = 0, €, se nio for, teremos ape1 = aq.
E importante ressaltar que qualquer ponto a, pode ser escolhido para comegarmos
a caminhada aleatéria, pois vimos que o algoritmo deve convergir para o equilibrio

independentemente do estado inicial.

Para provarmos que este algoritmo nos leva a nma sequéncia de pontos distribuidos
de acordo com W, vamos considerar um grande mimero de "passistas aleatorios ",
comecando de diferentes pontos de partida, e caminhando independentemente pelo
espaco a. Se Ny(a) é a densidade de passistas em a depois de n passos, entao teremos -
um niimero resultante de passistas se movendo de a para b no préximo passo dado

por

AN(a) = Np(a)P(a— b) — No(b)P(b— a) (2.29)
ald)  Plb—a),
N.b) Pla—b)"

L

= N.(B)P(a — b)|
Quando o equilibrio é atingido, nfo teremos uma variacao do mimero resulfante em
um dado ponto a, ou seja,

Nn(a) _ Ne(a) _ Pb—a)
No(b) — N.(b)  Pla—b)

. s s = ; e 3 . Y
e, antes de atingi-lo, as variagdes em Ny(a) conduzirdo ao equilibrio; logo, se 5
for maior do que o seu valor de equilibrio, teremos AN positivo. E, enfio, bastante
plausivel esperar que, apds um grande mimero de passos, a populacao de passistas
atingird o seu valor de equilibrio N.. Falta mostrar que a probabilidade de transigao

do algoritmo de Metrépolis leva a distribuicao de equilibrio N.(a) ~ W(a). A proba-



bilidade total de se dar um passo de um ponto a para um ponto b é dada por

Pla —b) =T(a — b)A{a — b), (2.30)

onde T representa a probabilidade de se dar um passo intermedidrio de a para b, e A,
a probabilidade de se aceitar o passo. Se pudermos atingir b, partindo de a em um

linico passo, o que implica em dizer que b pertence a vizinhanca de a, entio teremos

T(a — b) = T(b — a), (2.31)

de forma que a distribuigao de equilibrio do algoritmo satisfaz

N.(a) A(b— a) ;
N.(B)  Afa—b) (232)

Se W(a) = W(h), logo a probabilidade de se aceitar o passo, partindo de b para a, é

um, on seja A(b— a) = 1 e teremos

W(b)
Ala — b) = W(a)’ (2.33)
enquanto que se W(a) < W(b) pela definigao do algoritmo,, teremos
W(a)
Alb = e

e Ala — b) = 1. Em ambos os casos, temos a populacio de equilibrio do algoritmo

de Metropolis, satisfazendo
Ne(a)  Wl(a)
N.(B)  W(b)’

(2.35)

0 que nos garante que a distribuicao alcancada ¢ a desejada. Observemos que, apesar
de termos escolhido o passo intermedidrio a, na vizinhanca de a,, poderfamos ter

escolhido quaisquer transigbes e regras de aceitaciio que satisfizessemn

Wia) T(b— a)A(b— a)
W(b)  Tla—bA(a—b)

(2.36)
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A guestio toda é saber como escolher o tamanho § do passo intermedidrio, a fim de
otimizarmos o algoritmo. Suponha-se gque tenhamos a4, no maximo de W, on seja,
no lugar mais esperado de se estar. Se escolhermos & grande, logo a maioria dos
passos intermedidrios serdo rejeitados, j4 que W (a:) seria bem menor que Wia,),
levando a wma amostra insuficiente de W. Se ¢ for muito pequeno, varios passos
intermedidrios serao aceitos, porém o passista jamais se afastara muito do ponto de
partida, acarretando no mesmo problema. Uma boa regra € tomar o tamanho do

passo de forma que metade dos passos intermedidrios sejam aceitos.

Um cuidado que temos que ter, ao aplicar o algoritmo de Metropolis a fim de
simular nma distribuicao, é que os pontos ay, 4y, ...ay, gerados por ele, nio sio inde-
pendentes um do outro, isto é muito simples de se observar, pois, da forma que foram
gerados, os g; preferem estar sempre na vizinhanca de a,. Logo, apesar de estarem
distribuidos com a distribuicao de equilibrio desejada apds varias interacoes, os pontos
nao sao independentes, o que implica num cuidado adicional no seu uso para calcular
integrais, visto que a eq.(2.5), que nos da a variineia do nosso método, sd é vilida
se 08 pontos forem estatisticamente independentes. Para diminuir este problema, o
que se faz é esperar algumas interagoes, de forma que os pontos escolhidos, separados
por um certo intervalo, sejam totalmente descorrelacionados. Vamos, neste momento,

implementar o algoritmo para simular um modelo de Ising bidimensional.

2.4.3 Modelo de Ising 2D

Queremos obter as propriedades termodindmicas de um dado modelo, fazendo uso
do método de Monte Carlo. Como o sistema que utilizamos neste trabalho pode
ser obtido através de modificagbes no modelo de Ising bidimensional, entdo imple-
mentaremos o método para o modelo Ising-2D e, no proximo capitulo, discutiremos
as mudangas necessdrias. A primeira coisa € identificar o Hamiltoniano do modelo,

que neste caso e dado por

H=-J) &5 —-H) S (2.37)

Lt § =3 i
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Este modelo consiste de wm conjunto de spins distribuidos numa rede gquadrada,
que interagem entre si através de uma constante de acoplamento J, apenas entre
primeiros vizinhos, assim como com um campo magnético /. Para eliminarmos os
efeitos de superficie, utilizamos condigdes de conforno periddicas. O conjunto de
valores permitidos & varidvel de spin é (5; = —1,41). Pois bem, uma vez definido o

modelo temos agora que ver como simuld-lo através do algoritmo de Metrdpolis.

() primeiro passo é gerar uma rede bidimensional, onde cada sitio da rede pode
ter valores £1 com mesma probabilidade. Esta configuracio corresponde a descrigiao
do sistema em altas temperaturas, ou seja na regiao paramagnética, que pode ser
considerada uma boa configuragao de partida para aplicarmos o algoritmo [15]. Temos

Agora que seguir a receita do algoritmo

Pla — b)=1,AE <0 (2.38a)
Pla — b)= ;Ezj; AE >0, (2.38b)

Vamos tomar os estados a e b, diferindo apenas pela inversao de um spin, ou seja a =
(51, 82,...,8y) e b= (-5, 82, ..., 55 ). O que fazemos é escolher um dado spin e tentar
inverté-lo. Caleulamos, primeiramente, a energia do sistemma na configuracio a, E{a),
e depois a energia na configuracio b, E(b) utilizando a eq.(2.37). Se E(b) < E(a),
logo a nova configuragio do nosso sistema serd a configuragio b e partiremos entio

para o segundo spin. Porém, ainda que a energia da configuragio b nao seja menor,

calculemos a probabilidade do sistermna encontrar-se neste estado
w(b) = 27 exp[—FE(b)] (2.39)

e a dividimos pela probabilidade do sistema encontrar-se na configuracao a, deter-
minando o fator r = exp[—3AE], que nos dd a probabilidade do sistema sair da
configuragao a para b. Para isto sorteamos wm mimero aleatério + uniformemente
distribuido no intervalo [0,1], e se v < r, logo a nova configuracio b serd aceita; caso

conftrario o sistema permanece com a configuracao a e o algoritmo prossegue tentando
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a inversao do segundo spin. Na prdtica o valor de r é caleulado pela férmula

T = exp[—28;(/ iﬁi + H)), (2.40)

=1

j4 que o resto da rede permanece inalterado, contribuindo apenas com um fator cons-
tante para a energia. Isto se repete até varrer toda a rede, fazendo a atualizacao
dos spins. A nossa escala de tempo ¢ o MCS/spin, que é o tempo gasto para se
percorrer toda a rede, atnalizando os spins. Observemos que poderiamos ter tentado
inverter mais de um spin no passo intermedidrio do algoritmo, porém quanto mais
spins tentarmos inverter de nma s6 vez, maior serd a probabilidade de rejeicio do

novo estado, implicando numa amostragem insuficiente.

Agora s6 nos restam questoes técnicas, como por exemplo, quantas vezes devemos
varrer a rede até que encontremos o ensemble assintético? Ou ainda, apds atingido
o ensemble de equilibrio, quantas varreduras sfo necessdrias para descorrelacionar
as medidas? Estas questdes nfo possuem solugdes definidas, o que temos entao que
fazer é ir para pratica e analisar os dados obtidos de forma a tentar resolvé-las. A
solucao da primeira questao surge naturalmente na pratica. () que temos que fazer é
simplesmente fazer medidas da observivel em questao {no nosso caso a magnetizagao),
e ir computando a diferenca entre estas medidas em sucessivas varreduras, até que
esta diferenca atinja um valor minimo que nds estabeleceremos. Uma vez atingido
este valor, tomaremos o valor ng de varreduras como o valor minimo necessirio para
se alcancar o ensemble assintético. A outra questio porém tem uma andlise mais
delicada. Apds alcancarmos o ensemble de equilibrio, on seja, depois de termos
realizado ng varreduras no sistema, queremos tomar m valores da nossa observavel
e fazer uma média destes. Se tomarmos configuragdes correlacionadas para realizar
esta média, ao utilizarmos a eq.(2.5) para caleular o erro associado as nossas medidas,
estaremos comprometendo seriamente o resultado, uma vez que o erro assim caleulado
seria a cota inferior do erro real. O que podemos fazer é partir destas configuragées
altamente correlacionadas (separadas apenas por 1 MCS/spin) e tomar a média dos m

valores calculados nestas configuragdes, obtendo desta forma o valor medio da nossa



observavel e o erro subestimado. Em seguida, tomemos configuragoes separadas por
2 MCS/spin e calculamos de nove o erro. Depois, repetimos o mesmo procedimento
para 3 MCS/spin e assim por diante, obtendo valores que nos permitem tragar um
grafico do erro em funcdo do mimero i de MCS/spin. O que é observado € que este
erro ¢ uwma funcao crescente de ¢, porém existe wma saturacao do seu valor para um
dado valor de i, que chamaremos de i;. Logo, consideraremos #; como o "tempo "
necessario para que haja uma descorrelacao das configuragoes e so iremos considerar
para a media configuracoes separadas por este tempo. Além disso, iremos inicializar
outras amostras semelhantes, de forma que, além da média entre medidas de um
grupo, serd feita ontra média entre amostras. No capitulo seguinte, comentaremos
sobre as nossas escolhas para a quantidade de amostras e grupos a serem rodados,

assim como acerca da quantidade de MCS /spin usados para a termalizacio.
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Chapter 3

Simulacao e resultados

dos VS bidimensionais

3.1 INTRODUCAO

Trabalhos recentes tém guestionado sobre as técnicas tradicionais do grupo de renor-
malizagdo e regras de universalidade utilizadas em sistemas uniformes, quando apli-

cadas a sistemas desordenados, em particular nos vidros de spin.

Gracas a teoria do grupo de renormalizacao, as regras de universalidade para os
expoentes criticos em transicoes de fase de segunda ordem sao extremamente bem
estabelecidas. Estas nos garantem a dependéncia dos expoentes criticos apenas com
a dimensao espacial d do sistema em questfio e o mimero n de componentes dos spins

[1]. Nenhum outro pardmetro é pertinente.

Entretanto, em vidros de spin, que sio sistemas com interacoes aleatorias e frus-
tradas, tem se discutido que as transformacdes lineares, usadas em grupo de renor-
malizacio nao sao apropriadas para tais sistemas; seriam necessdrias transformacoes
nao-lineares, as quais implicam em um espectro de indices criticos como estudado nos
trabalhos de J.R.L. de Almeida [2] e S. Coutinho ef al [3]. Logo, ndo existem provas
concretas de gue a universalidade, assim como concebida, continue vilida para tais

sistemas; ao contrario, mostraremos neste capitulo que resultados de simulagoes de
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Monte Carlo em vidros de spin de Ising sio consistentes com o comportamento, que
deverfamos esperar, se a forma da distribui¢do de probabilidade fosse um parametro
pertinente para a transicio. Este fato nos leva a uma violagdo das regras tradicionais
de universalidade (valores idénticos dos expoentes para todos os membros de uma
classe de sistemas com d e n fixos.

O propésito, entdo, desta etapa do nosso trabalho foi o de investigar as pro-
priedades termodindmicas de tais materiais, através de simulagies de Monte Carlo do
modelo bidimensional de Edwards-Anderson [4], que é um modelo de vidros de spin,
no qual desordem e frustracio sao introduzidos através de uma distribuicao aleatoria
de probabilidade p(J;;) (gaussiana) para as interacoes entre os primeiros vizinhos.

Restringimo-nos, no entanto, a spins unidimensionais.

Comecamos por simular o modelo exatamente como descrito acima, comparando, -
em seguida, 0s nossos resultados com os de Kinzel e Binder [5] para o mesmo modelo.
O valor obtido para o expoente A, associado & divergéncia da suceplibilidade, esta
de acordo com o que eles obtiveram dentro da barra de erro. Em seguida, fizemos
modificacdes na distribuicao p(Ji;) e também no gran de liberdade do spin a fim de
estudarmos como as mudancas na desordem e nos valores quanticos dos spins afetavam

o valor do expoente critico.

3.2 A simulacao

Cormegamos o nosso problema partindo do modelo de Ising bidimensional numa rede
quadrada de 60x60 spins. Montamos o programa para simular tal modelo e, em
seguida, generalizamos, introduzindo a desordem atraves da distribuigao de probabi-
lidade das constantes de acoplamento e permitindo aos spins possuirem outros valores

quanticos, ou seja, implementamos o seguinte Hamiltoniano

H{S} = — Z rjrng;'Sj — HZSi (31]

<1 i
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onde o simbolo < i, j > refere-se & soma sobre todos os pares de primeiros vizinhos
e H é o campo externo aplicado. Os valores de J;; sdo escolhidos aleatoriamente,

dentro de um certo intervalo, com distribuigfio de probabilidade ganssiana:

b

P(J) = (2n)% exp[—%]. (3.2)

Inicializamos o nosso sistema em altas temperaturas, onde o campo era entao apli-
cado, e comecamos a diminuir lentamente a temperatura, realizando para diferentes
valores de temperatura medidas da magnetizacio (Mpc). A cada temperatura es-
pecificada, o valor da magnetizacio era medido fazendo nma média em 100 amostras
independentes

M(T, H) = S Vi(T, H) (3.3

H

com N = 100 e M;(T, H) dado por

AT, H) = %ZM{SE}. (3.4)

= I

Dentro de wma mesma amostra, procuramos descorrelacionar as configuragoes uti-
lizadas para realizar o caleulo da média, adotando o procedimento descrito na nltima

secao do capitulo anterior.

A fig.(3-1) mostra o comportamento da susceptibilidade com a temperatura para
alguns valores de campo H. Em equilibrio térmico, a susceptibilidade varia com a

temperatura de acordo com a lei de Curie [6]

M, (T,H) 1
B8 7 (3:3)

wma vez que o nosso sistema nao apresenta transicdo de fase a uma temperatura
finita.
Entretanto, ¢ interessante observar que em baixas temperaturas os resultados

desviam drasticamente da lei de Curie (representada na fig.(3-1) pela linha (—)), fato
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Figure 3-1: Susceptibilidade % vs. temperatura calculada via simulagio de Monte

Carlo para trés valores de campo H. A linha sélida corresponde a lei de Curie, da qgual
os resultados desviam no limite de baixas temperaturas. Observamos que quando
diminuimos o campo H, a susceptibilidade satura em valores cada vez maiores de
acordo com 1uma lei de escala, o que nos permite calcular o expoente critico associado.

(Dist. Gaussiana, S = =+1).



também observado experimentalmente [7]. Existem dois provdveis motivos para esta
aberracio dos nossos resultados: Observemos que mesmo que tenhamos Mpe =M.,
pode ser que o campo H nao seja pequeno o suficiente para observarmos o compor-
tamento limite da eq.(3.5), ou sendo pode ser que o sisterna congele em estados nao
ergédicos, de forma que a magnetizacio medida (Mpe) seja menor do que a mag-
netizacao de equilibrio. E verdade que ambos os motivos juntos podem levar a tal

comportamento[5].

Visto que ao atingir um dado patamar de equilibrio a magnetizacao passa a ser
constante, fica facil obter M. (T = 0,H). De posse destes valores para diferentes
valores de campo H, podemos entdo ajustar os nossos resultados com uma lei de

escala do tipo
M., (T =0,H)
H

x H™%&, (3.6) -

pois observamos na fig.(3-1) que a susceptibilidade diverge no limite de pequenos
valores de campo. Para obtermos o valor do expoente A, plotamos em um gréafico
log-log os valores da susceptibilidade no limite T— 0 para alguns valores de campo
magnético. Em seguida, fizemos um ajuste dos pontos e caleulamos o valor do ex-
poente e o erro associado, levando em consideracao as barras de erro dos pontos

utilizados para o ajuste. O resultado do ajuste pode ser visto na fig.(3-2).

() valor do expoente A = 3.7 £ 0.3, calculado na fig.(3-2), esta dentro da barra de
erro do valor caleulado por Kinzel e Binder [5] (A = 3.5+ 0.5) para o mesmo modelo
também através de simmlagio de Monte Carlo, o que mostra que nossos resultados
8a0 razoaveis.

De posse dos resultados para spins de Ising S; = +1, partimos para fazer a simu-
lacio de Monte Carlo para o mesmo sistema, porém com os spins assumindo valores
S; = 0, £1, com o propdsito de comparar o expoente critico A dos dois casos, para
ver se existe dependéncia do expoente com o valor quantico dos spins na criticalidade.

Como pode ser visto na fig.(3-3), o valor do expoente A nao apresenta uma
diferenca significativa em relago ao calculado na fig.(3-2), pois os seus valores calcu-

lados nos dois casos estio dentro das barras de erro de ambos,
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Figure 3-2: Grafico log-log da susceptibilidade L""‘:'Lw V8. CAampo magnético para
pequencs valores de H, Observamos que os resultados fitamm com uma reta de co-
eficiente B = —0.27, o que nos sugere nma lei de escala do tipo ¥(T = 0) x HE.
Comparando com a eq.(3.6), obtemos o valor do expoente critico A = 3.74+0.3. (Dist.
Gaussiana, S = +1)

Logo este resultado estd de acordo com as regras tradicionais de universalidade,
as quais preveem nenhuma alteracio no valor do expoente critico em relacio a essa
mudanca, uma vez que nao estamos alterando a dimensao dos spins, mas apenas au-

mentando a possibilidade de valores assumidos pelos mesmos nurma mesma dimensio.

Notamos que essa regra de universalidade (expoentes criticos do modelo de Ising
com spin-S independentes de S) foi objeto de resultados contraditérios na literatura
[8],[9], antes de ficar permanentemente estabelecida [10]. Por este motivo, o estudo
da umniversalidade com relagio & variagio dos valores permitidos acs spins § & per-
tinente neste trabalho, uma vez que os vidros de sping apresentam nma estrutura
complexa dos espagos de fases diferentemente do caso de sistermnas uniformes. Para

que tenhamos wma melhor compreensio do que estd ocorrendo, vamos analisar a
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Figure 3-3: Susceptibilidade vs. temperatura (grifico maior) e grifico log-log da
susceptibilidade vs. campo no limite T — 0 (gréfico menor). (Distr. Gaussiana,
S=0,£1).
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fig.(3-4) que compara os resultados dos diferentes valores assumidos pelos spins para

um mesmo valor de campo H e uma mesma distribuicao p(.J;;).

1-'{:' T [ I 1 T
'ﬁ%ﬁﬁl:ﬁ%&&&%ﬁ
Ty, e
= 0srF '._r,ﬁ U, E——1. +1 =
k] -}-ﬁr:rr -;,'.__qc“;{q
"‘*«.-r% %h"hn.,._
e ‘;‘ﬁ& iy,
far%r
S=10,41 o
Qﬂ 1 | I | 1
0o 05 10 15 20 25 a0
T

Figure 3-4: Susceptibilidade vs. temperatura para :;i = (1.5 para diferentes graus
de liberdade dos spins. Em baixas temperaturas a diferenca entre os resultados esta
dentro do erro.

Na regido de baixas temperaturas, vemos que ambos os resultados convergem para
um mesmo valor (dentro da barra de erro), o que justifica entéo o fato de nio termos
encontrado uma diferenca significativa no valor dos expoentes criticos A, visto que
08 mesmos sao caleulados no limite T — 0 por definicdo. Ja em altas temperaturas

hé uma separacao das curvas de suceptibilidade.

Podernos entender este comportamento da seguinte forma: Iniciamos o nosso sis-
tema em altas temperaturas onde a agitagio térmica faz com que cada spin assuma
um dos possiveis valores permitidos com mesma probabilidade. Em seguida, apli-

camos o campo H, que faz com que uma certa dire¢io seja privilegiada (vamos supor
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a diregio S; = +1). Chamemos de Ey, E; e E; as energias dos estados S; = +1,
S =0, §; = —1 respectivamente.

Para o caso S; = =41 temos uma tinica taxa de flipagem ), que corresponde
A transicio de Fp para Es; jd no caso S; = 0,=£1 temos além de r; uma taxa ro
correspondente A transiciio de £y para By, com 3 > 11, uma vez que a taxa de flipagem
(eq.(2.40)) é inversamente proporcional & diferenca de energia entre os estados para
valores fixos de H e T. Logo, teremos para o caso 5; = 0, £1 um mimero maior de
spins flipando do estado S; = +1 para os outros dois possiveis estados do que quando
comparado aos que flipam do estado §; = +1 para o estado S; = —1 no caso S; = £1.

Entao, a magnetizacao dada por

1 i
ﬁrf::f?;ﬂi.l {3.;:].

onde N é o mimero total de spins na rede, serd menor no caso do sistema com tres

niveis. Este fato pode ser observado na fig.(3-4).

Porém, quando vamos diminuindo a temperatura, comecam a surgir as correlagoes
de curto alcance. Um dado spin tenderd a orientar o seu vizinho na sua direcao
(Jij = 0) ou na diregao contraria (J;; < 0), onde os J;; sao distribuidos aleatoriamente
com distribuicdo de probabilidade Gaussiana. Logo no caso §; = 0,41, os estados
com S; = () tendero a desaparecer e teremos uma magnetizacio aproximadamente
ignal a do caso S; = +1. A andlise para altas temperaturas também pode ser feita
através da lei de Curie que prevé comportamentos diferentes para a susceptibilidade

dependendo do valor quantico do spin.

Continuando com a proposta deste trabalho, mudames a forma da distribuigao de
probabilidade para bimodal (J;; = +J). Os resultados podem ser vistos na fig.(3-5)
para o caso S; = +1. E interessante observar que o comportamento da susceptibilida-
de é ligeiramente diferente da observada no sistema com distribuicao Gaussiana. Ve-se
que a susceptibilidade comeca a saturar em um dado valor, porém, logo em seguida,

8 TNesTA COMeca a variar novamente e a saturagao ocorre em um valor maior. Isto
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Figure 3-5: No grafico maior podemos observar o comportamento da suscepfibilidade
vs. temperatura para dois valores de campo H no caso da distribuicao bimodal com
5 = 4+1. No grifico menor (log-log) plotamos a susceptibilidade em fungao do campo
para 7" — 0. O valor do expoente calculado difere do obtido no caso da distribuicao
Gaussiana.
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ocorre devido aos spins com comportamento paramagnético chamados de "crazy ”

spins.

Ounando comegamos a diminuir a temperatura e as correlagies de curto alcance
comecar a surgir, existem spins que continnam a se comportar como se s interagis-
sem com o campo H, ja que as interagdes com seus vizinhos préximos ndo privilegiam
uma dada direcio, como pode ser visto no caso do spin central da fig.(3-6). Sao
justamente estes spins paramagnéticos, que, apos wma aparente saturagao da suscep-

tibilidade, fazem com que a mesma volte a variar para temperaturas mais baixas.

+ [+J

+I =l

—

Figure 3-6: Tlustragio de uma das possiveis sitnagoes onde os spins vizinhos néo
favorecemn nenhuma direcdo no sitio central de forma que o spin do centro continua a
se comportar como se s6 interagisse com o campo externo. Este spin paramagnético
¢ denominado "erazy spin”.

Outro fato que podemos observar na fig.(3-5) é uma diferenca significativa do
alor do expoente critico A em relagio ao seu valor para a distribuigio Gaussiana.
Este resultado evidencia a diferenca de classes de universalidade dos dois sistemas
com relacio as diferentes formas da distribuigio de probabilidade das constantes de

acoplamento entre primeiros vizinhos.

Apesar da mmdanca no valor do expoente em relagéo a distribuigdo, continuamos
a ter invariancia com relacéo a diferentes valores de spin para a distribuicio bimodal,

fato observado na fig.(3-7).
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Figure 3-7: Susceptibilidade vs. temperatura (grifico maior) e gréifico log-log da

susceptibilidade vs. campo no limite T — 0 (grafico menor). (Distr. Bimodal,
5 =0,41).
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Alguns autores [11], [12], também observaram mudangas nos valores de alguns
expoentes criticos com relacdo as diferentes formas de interacio, porém em sistemas

com d = 3,4, 5.

Outro resultado interessante em sistemas desordenados foi obtido por N. Lemke
e I A. Campbell [13]. Em duas dimensdes é sabido que os vidros de spin de Ising,
comn interacoes de primeiros vizinhos aleatdrias, ndo se ordenam acima de T = 0
[14], [13], resultado este também utilizado no presente trabalho. Porém, os referidos
antores observaram uma classe de sistemas de Ising 20, que apresentam ordem do
tipo vidro de spin para temperaturas finitas, contrariando gqualquer resultado anterior.
Este resultado, no entanto, ndo interfere nos nossos cdlculos, nma vez que nas nossas
simulactes apenas tratamos o caso de interagoes entre primeiros vizinhos, o qual nao
apresenta transicao a temperatura finita, diferentemente do case estudado no trabalho
de Lemke ef al, no qual interagoes de segnndos vizinhos também sao consideradas.

Comparando os nossos resultados para diferentes formas de distribuicao, podemos
observar na fig.(3-8) que, uma vez fixado a possibilidade de valores permitidos aos
spins 5; = +1, 0 comportamento da susceptibilidade em baixas temperaturas difere,
consideravelmente, do caso da distribuicio Gaussiana para o caso da distribuigio

bimodal, porém em altas temperaturas ambas convergem para a lei de Curie.

Em altas temperaturas prevalece a agitacio térmica de forma que nao existem
correlagoes. Logo, para uma mesma quantidade de estados do sistemna, nio importa
que distribuigao de Ji; estamos considerando, ji que os spins nio conseguem sentir a

presenca dos vizinhos.

Por outro lado, quando a temperatura ¢ baixa, as correlagoes de curto alcance
cornecam & SUrgir e os spins comecam a interagir fortemente, de modo que comega a

ser importante a forma com que esta interacio se da.
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Figure 3-8: Susceptibilidade vs. temperatura com £ = 0.5 e § = %1 para as dis-
tribuicies Gaussiana e bimodal. Na regido de baixas temperaturas, onde surgem as
correlaches, podemos observar a diferenga do comportamento da susceptibilidade com
relacio as diferentes formas de distribuicao p(.Ji;).



3.3 Conclusoes

Dentro da nossa proposta de tentar reproduzir o rico comportamento dos vidros
de spin, através de simulacoes de Monte Carlo no modelo bidimensional de Ising
generalizado, com interagoes aleatorias distribuidas de acordo com as distribuicoes de
probabilidade Ganssiana e bimodal obtivemos relativo sucesso em descrever algumas

propriedades de tais sistemas.

Comecando o problema a partir da Hamiltoniana, que nos descreve as inferacoes
microscopicas entre os spins, e destes com o campo aplicado, aliado & desordem in-
troduzida através das constantes de acoplamento, procuramos observar mudancas na
termodinamica de sistemas desordenados com relagio 4 modificacdes, que deixariam
o comportamento de sistemas ordenados inalterado. FEstas modificacoes foram a al-
teracAo dos valores quénticos dos spins, e a alteragao das formas de interagio entre

sSpins.

Com os resultados pudemos fazer algumas afirmacoes acerca da controvertida
questao da aplicagao das técnicas convencionais do grupo de renormalizacio, formu-

ladas para sistemnas ordenados, gquando se trata de sistemas onde existe desordem.
Alpumas conclusoes a que chegamos foram:

e Existe uma divergéncia da susceptibilidade do modelo, a qual nos permite

calecular o valor do expoente A associado a esta divergencia.

e Mudancas nos valores quanticos dos spins (9; = =1 e §; = 0,£1) nao
alteram os valores do expoente critico A associado a divergéncia da sus-
ceptibilidade, uma vez, que em baixas temperaturas, o que dita o compor-
tamento do sistema é a forma da distribuicao p(.J;;), mantida inalterada
nesta etapa. O fato de A permanecer inalterado com relagio a esta mu-

danga também € observado em sistemas uniformes e estd em pleno acordo

73



com os resultados oriundos do conceito de universalidade dos expoentes

criticos.

e A forma da distribuicio p(.J;;) deve ser um parametro levado em considera-
cio, se quisermos continuar utilizando o conceito de universalidade, ampla-
mente aplicado e bem estabelecido para sistemas uniformes, em sistemas
desordenados, em particular nos vidros de spin, uma vez que observamos
uma mudanca significativa no valor do expoente 4, quando modificamos

a forma da distribuicao de probabilidade das constantes de acoplamento.

No proximo capitulo, continuaremos a investigar o comportamento de sistemas
desordenados, porém, desta vez, através de resultados numéricos exatos. O intuito
é de poder corroborar a hipétese de que a forma da distribuicdo p(J;;), realmente,
seja wm parametro pertinente para classificar sistemas desordenados em classes de

universalidade e também eventualmente encontrar um outro parametro[11], [12].

Os resultados aqui discutidos foram apresentados no X 7X ENFMC [16].
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Chapter 4

Solucoes numeéricas exatas de VS

unidimensionais

4.1 Introducao

Os resultados das simulagdes de Monte Carlo para vidros de spin bidimensionais,
obtides no capitulo 3, indicaram uma nio universalidade dos expoentes criticos com
relagao a distribuigao de probabilidade das constantes de acoplamento p(J;;) entre
primeiros vizinhos. No presente capitulo iremos continuar com o estudo de universa-

lidade nos vidros de spin, porém analisando sistemas unidimensionais.

Existemn poucos modelos nao triviais, que podem ser resolvidos via mecanica es-
tatistica, em dimenstes maiores do que um. Uma motivacio para considerar modelos
unidimensionais, que apresentam solucdes exatas, ¢ que suas solugbes podem possi-
bilitar uma andlise da validade de algumas técnicas de aproximactes utilizadas em
sistemas fridimensionais. Uma segunda motivagio é que os resultados obtidos para
modelos unidimensionais podem, muitas vezes, ser generalizados para dimensoes su-
periores. K, finalmente, um modelo unidimensional pode servir como uma boa apro-
ximacao para alguns sisternas fisicos reais. Por exemplo, existerm materiais nos quais
os {ons magnéticos aparentam formar "cadeias lineares ”, no sentido que as interacoes

entre sping pertencenfes a uma mesma cadeia sdo muito mais fortes que as interagoes

i



entre spins pertencentes a cadeias diferentes.

No nosso caso, o estudo de sistemas unidimensionais permite comparar 0s nossos
resultados numéricos com as solugbes exatas existentes para os modelos nnidimen-
sionais, obtendo assim uma indicagio da concordincia de ambos os resultados. Fs-
peramos, desta forma, que os resultados do modelo 1D corroborem os resultados das
nossas simulagdes Monte Carlo em sistemas bidimensionais, de forma a nos deixar
mais confortados em relacio a uma dependéncia dos expoentes criticos com relacao
a p(J;;), indicando que, se quisermos continuar classificando os vidros de spin em

classes de umiversalidade, a forma da distribuigao deve ser um [ator relevante,

Neste capitulo, iremos calcular os expoentes criticos do modelo para diferentes

distribuicfes p(.J;), e para diferentes mimeros de vizinhos z.
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4.2 Estado fundamental de um vidro de spin 1-D

Estudaremos as propriedades do estado fundamental (T = 0) de cadeias lineares de

spins de Ising com interacdes (entre z vizinhos) ferromagnéticas e antiferromagnéticas

distribuidas aleatoriamente, através de resultados numeéricos exatos.

Podemos decompor o Hamiltoniano Hy,.; de uma cadeia de L + 1 spins, em um

Hamiltoniano H;, de uma cadeia de L spins, mais a parte de Hg ., que contém o spin

o1 (& principio estaremos apenas considerando interages entre primeiros vizinhos)

Hepn=He — JL_.L.:J”L"TL-I—I —hop . {4~1}

Se oy = +1 denotaremos — Fy, como a energia do estado fundamental. No entanto, se

o, = —1 a energia sera —(p. Logo, o8 quatro possiveis estados para os dois 1iltimos

BPITIS 840

1. o5 = op41 =1

2 —=0Or = 4y = +1

W O =0p41 = -1

T = —0p = +1

—Fryg==Fr —Jrpp— b (4.2)
P el s B (4.3)
ity sl e P Sl (4.4)
wlfsqpm it Tna b h (4.5)

Os valores de —Fp 1 ¢ —G 4y serdo determinados pelos minimos das eqs.(4.2-4.5).

Logo, reagrupando as mesmas teremos

Fry1 =h+mae(FL + Jp 106G — Jo 1) (4.6)
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Figure 4-1: Histograma de AE = 20} = ([ —F. Observamos que o grafico apresenta
um pico em tormo do valor AE = () ilustrando o fato de que rapidamente os valores de
(71, e Fr seignalam. Este pico se torna mais estreito a medida gque vamos aumentando
o numero de iteragoes.

]

Gryr = —h+mdx(Fr — Jri41;Gr + Jrr21). (4.7}

Estas relagoes de recorréncia expressam o fato de que, para calcularmos a energia do

estado fundamental de H;_.,, temos que achar o valor de o, que minimiza Hy .

Montamos, entdo, um programa que realiza o cdleculo das expressdes (4.6-4.7).
Escolhemnos o valor inicial de campo desejado, tomamos como condicgtes iniciais Fr, =
G = 0, e sorteamos o valor de Jp 14, de acordo com uma dada distribui¢io de
probabilidade. Nos nossos cdlculos iterdvamos as expressdes 10° vezes correspondendo
a uma cadeia com 10° spins. A partir de wmn certo niimero de iteragdes, os valores das
expressoes (4.6-4.7) se tornam iguais; logo, apesar de termos que calcula-las a cada
iteragio (por serem dependentes), apenas uma delas é necessiria para determinar

E(h). Os valores de Fy e G aumentam com L, porém sua diferenca permanece
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tinita. Se definirmos Cf, como

7 S o O - 04 (4.8)

entao as equagoes (4.6-4.7) resultam em

GL—;I =1 —h —!—'ITI-&JI-‘I:—UL — JL1L+1;U} — méw(E’L = .I:_,IL_H;U}. (4.9}

Este resultado pode ser visto na fig.(4-1), a qual mostra a rdpida convergéncia de I}, e

(1. Os valores de energia foram determinados realizando uma média em 10 amosiras.

10 . , .

fnﬁ |
i Dist, Uriforme

00
oo

Figure 4-2: Energia da cadeia linear vs. campo magnético, para as distribuicoes
de probabilidade bimodal e uniforme (z = 1). No grafico menor, onde se observa o
comportamento para peguenos valores de campo, identificamos que o comportamento
de ambas as curvas no limite i — () sao diferentes para as duas diferentes distribuicées.

Uma vez obtido o valor da enereia, varidvamos o valor do campo magnético,
Bk, P £l :

obtendo desta forma E{h). Podemos observar os resultados de F(h) para o caso com
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interacdes entre primeiros vizinhos e com distribuigao de probabilidade bimodal e

uniforme na fig.(4-2).

Em seguida, caleulamos a magnetizagio M(1' = 0,h) para as distribuigfes bi-
modal e uniforme, porém o resultado da dltima s6 serd apresentado mais adiante.
Como podemos observar na fig.(4-3) existem descontinuidades na magnetizacio para

certos valores de campo magnético h [1].Para entender a razio destas descontinuidades

14 |
0B - .
o8 | ]
=

od -

Dist. Bimodal
oe - 19 wizinhos
Mﬁ-ﬂ 148 20 aa

Figure 4-3: Magnetizacio vs. campo magnético para uma cadeia linear com constan-
tes de acoplamento distribuidas de forma bimodal, e com z = 1.

observemos a fig.(4-4), a qual ilustra uma cadeia linear de spins de Ising com interagoes
bimodal (£.J) na presenca de um campo k em duas configuracoes diferentes. Na letra
a, temos o i-¢simo spin, apontando no sentido contrario ao campo h e, entao, a ener-
gia da cadeia nesta configuracio serd E; = —2.J + h + cte. Na configuragio da letra b
(na qual o {-€sémo spin aponta no mesmo sentido do campo), temos Ey = 2J —h--cle,
logo a diferenca de energia entre as duas configuragoes € AE = 4.J — 2h. Se AE = 0,
a cadeia inicialmente na configuragao da letra a permanece sem sofrer alteragoes; se
AFE < 0 o i-ésimo spin itd flipar e a nova configuragao seréd a da letra b; porem se
AFE = 0 = h = 2J, ambas as configuragtes serio equivalentes, implicando em um

comportamento descontinuo para a magnetizagio como observado na fig.(4-3). Além
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Figure 4-4:

da descontimiidade em i = 2.J, que ocorre devido ao flip de spins individuais (como
discutimos acima), surgem outras descontinuidades como por exemplo em h = J,

h=2% h=41 k=2, devido ao flip de clusters de r spins.

Vamos agora calenlar o expoente critico ¢ definido como
M(T = 0,h) o ht, (4.10)

para pequenocs valores de campo magnético h. Para o caso da distribuicio p(Jy;)
bimodal e, considerando apenas interagoes entre primeiros vizinhos, obtivemos nma
susceptibilidade nio divergente, como observado na fig.(4-5), que nos fornece como re-
sultado % = 1.01 + 0.02. Mudamos a forma da distribuicio de discreta para continua
(neste caso uma distribuigio uniforme) e observamos uma susceptibilidade diver-
gente como observado na fig.(4-6), com ; = 0.33 £ 0.02.Susceptibilidade vs. campo
magnético para p(J;;) umiforme e com z = 1. No grifico menor, aparece o caleulo do
expoente critico § (3 = 0.33 & 0.02). Observamos que o valor obfido anteriormente
para a distribui¢Ao bimodal difere consideravelmente deste expoente.

Observamos que o valor do expoente critico § mudon com relacio a forma da
distribuigio p(J;;). Este resultado ji havia sido sugerido por Chen e Ma [2] através
de argumentos heuristicos. Os autores estudaram o estado fundamental (T = 0) de
cadeias nmidimensionais, utilizando nma distribuicio aleatdria para as constantes de

acoplamento p(.J;;), e concluiram que a magnetizacao em h = 0 é nac-analitica e se
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Figure 4-5: Susceptibilidade vs. campo magnético (h — 0) para p(.J;;) bimodal e
z = 1. No gréfico menor observamos o caleulo do expoente 6. (} = 1.01 £0.02)
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Figure 4-6: Susceptibilidade vs. campo magnético para p(J;;) uniforme e com z =
1. No gréfico menor aparece o célculo do expoente critico § (3 = 0.33 & 0.02).
Observamos que o valor obtido anteriormente para a distribuigio bimodal, difere
consideravelmente deste expoente.
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comporta como

m = Chih, (4.11)

para h — 0 e ¢ constante. O parametro K que aparece no expoente do campo
magnético h na eq.(4.11), é dado pela forma da distribui¢io de probabilidade p(J;;)
7Tl Jj i 0

plJyg) ~ A | Ty IF . (4.12)

A distribuigdo Gaussiana apresenta p(Ji;) ~ ﬁ no limite J;; — 0, logo teremos
K =10. No caso da distribuicao bimodal temos p(Ji;}) = 0 para J;; — 0, de forma que
teremos K = oo uma vez que J; < 1. Os resultados que nés obtivemos neste presente
trabalho estao em perfeito acordo com os sugeridos no trabalho de Chen e Ma. Para
a distribui¢ao bimodal obtivemos e = ; = 1.01+0.02, onde o valor esperado é o = 1.
Ja para a distribuicio uniforme, que assim como a distribuicdo gaussiana apresenta

K =0, obtivernos « = 0.33 + 0.02 onde o esperado € o = 1.

(O argumento é simples: na presenca de wm campo magnético fraco, a magne-
tizagao € oriinda do flip de clusters que sao delimitados por duas ligacoes fracas J.

A distancia entre estas ligacoes fracas é dada por D = onde N é o mumero total

i‘|.|? ]
de ligacoes e N, o mimero de ligagbes mais fracas que | Jy | dado por

Nf' " o )dSi = N f”' (4.13)

|J-:I

Temos entdo N, ~ N | Jy |*7, o que implica em D ~| J, |7+

. A magnetizacio
é dada porm = 3.5 = m* = .3 5:5; = L 57 (ja que S; e S; sdo aleatérios de
forma que s6 os tt:.-rmns § =7 Sol;réﬁvem), Clcrmﬂ S; = +1 = m? ~ D, teremos a
magnetizagio de um cluster de tamanho I} limitado pelas ligacoes fracas dada por
m ~| Jo [T2¥H) O campo necessario para fliparmos este cluster de comprimento
Déhn~ —' ]':—i'l = h~| Jy |&f'§l . Logo a magnetizacio por spin da cadeia linear

1 2
., que expressada em funcdo do

campo h fornece o resultado da eq.(4.11).

Posteriormente, Gardner e Derrida [3] além de calcular exatamente a constante C'
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que aparece na eq.(4.11), obtiveram uma dependéncia de rn com h tal qual prevista
por Chen e Ma. No limite de muitas iteragoes, a eq.(4.9) tem uma distribuigao

estaciondria de probabilidade (fig.(4-1)) dada por
¢) = f o(J)dJ [ P(¢)dc8(c — ¢ + b — méz(—c — J;0) + mda(d — J;0)), (4.14)

em funcio da qual a energia E(h) fica

B(h) = [_ j Jp()dJ + f_ ? p(J)dT ( [J T Plele— Dide+ f_ : Ple)(—c — J)dc) ,

(4.15)

de onde se obtém analiticamente a magnetizagao m = — %7

m =~ 0.7(Ah)Y3. (4.16)

Uma vez tendo conseguido éxito na reproducio dos resultados na aproximagio de
primeiros vizinhos, passamos a considerar interagies entre segundos vizinhos, terceiros

vizinhos...

4.2.1 Caso z=2

Ao considerar interacdes entre segundos vizinhos, temos que calcular novamente as
relacoes de recorréncia para o Hamiltoniano. A diferenca é que o niimero de equagdes
que determinario o valor da energia da cadeia aumenta. Fazendo uma andlise seme-

lhante 4 feita no caso de primeiros vizinhos, obtemos

Fra = h4+Jopp+mae(Fy+Jpy i He — Jooaoa) (4.17a)
Hipn = h—Jpra +max(Gr + Jooypv15 0 — Jr—1,041) (4.17b)
Grqg = h=Jppp+ mdﬂ:(FL — Jr—1,041; Hy + JL-],LH] {4 1?“)

I}_’,+1 — h T JL,L+1 —l"mfi:E(GL == '-II.—I,L+1; .Ir[. -+ JL—l_J.-+|]' 4 ].?d]
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Assim como discutido anteriormente, as eq.(4.17) convergem para um mesmo valor
no limite L — oc. Realizando novamente os cdlculos numéricos destas expressoes

para 10% spins obtivemos o resultado apresentado na fig.(4-7) para E(h).Em seguida

Figure 4-7: Energia vs. campo magnético, para as distribuigdes de probabilidade
bimodal e uniforme (z = 2). No grifico menor podemos observar o comportamento
para h — 0.

calculamos a derivada de E(h) com relagio ao campo h (fig.(4-8)).

Como pode ser observado na fig.(4-8), as descontinuidades nao ocorrem necessa-
riamente nos mesmos valores do caso z = 1 ilustrado na fig.(4-3). No presente caso,
como existe uma interacio de um dado spin com o8 seus segundos vizinhos (além
da interacio com os primeiros vizinhos) teremos E; = —4J + h + cte (segnindo o
raciocinio apresentado anteriormente) para uma dada configuracao, e, flipando o spin
teremos E, = 4J — h + cte. Logo a diferenca de energia das duas configuragies é
AR =8J —2h. Se AE > (0, o spin permanecera inalterado, porém se AF < () o spin
terd energia suficiente para quebrar as quatro ligactes e flipar, passando para uma

nova configuracio. Os valores de campo onde ocorrerio as descontinuidades serao
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Figure 4-8: Magnetizacao d—m-:hinl vs. campo magnético para p(Ji;) bimodal (z = 2).

4J

dados por AE = 0, que implica em h = 2= (r inteiro).

Na fig.(4-8) podemos observar estas descontinuidades para r = 2, 3, 4 (pelo menos).
) caso v = 1 nao aparece no grafico por nao termos passado do valor de campo h = 4

onde teriamos m = 1.

Em seguida, calculando a susceptibilidade para ambas as distribuicoes de probabi-
lidade (fig.(4-9) e fig.(4-10)), observamos que o expoente critico permanece inalterado

no caso da dist, uniforme, porém para a dist. bimodal ha uma mmdanca significativa.

4.2.2 Caso z=3

Apresentaremos a seguir (fgs.(4-11),(4-12),(4-13),(4-14),(4-15),(4-16)),nf0 36 08 re-
sultados para z = 3 (terceiros vizinhos) mas também os dois primeiros casos consi-
derados, de modo que possamos fazer nma comparacio dos mesmos. As equacdes de

recorréncia para z = 3 sao

Frpn = h+dopp +Jdiapn +maz(ly — Jpgpai Fr + Jroa ) (4.18a)

Itvi = h—Jppp+Jroa g +mas(Mp — Jpog 541G + Jp-2,041) (4.18b)
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Figure 4-9: Susceptibilidade vs. campo magnético para p(J;) uniforme e z = 2.
No grafico menor, onde aparece o cdlculo do expoente §, observa-se gque o seu valor
permanece inalterado em relagio ao caso z = 1. {% = (.33 £ 0.02)

LL+1 = h -+ J}_’,,L T JL—!,L-i—l + T?’LI’.E.’IJ[:.!L T -}L_-‘g‘fﬁ_[; hr[, s JL_E__L_;_]_} {418('}

Nps1r = h—Jppn — Jioapp +mae(Hp + Jo-g041; Kb — Jp—2141) (4:18d)
G = —h—Jype1— Je—a o +maz(Fr — Jp_apy1i Ly + Jpon,141)(4.18)
Hry = —h+Jppv— Joogna +mae(Mp 4+ Jr_0141;Gr — Jr_,141(4.18f)
J‘L"IL+1 = —h-— JL,L p1 + JL_]_,L-i-]_ -+ ?I!-&-:EI[J"E";, + JL_QIL:_]_:_ IL = JL—E,L+1]'(4-18EJ
Kryn = —h+Joppi+ Jooiy +mam(Hy — Jyg 1415 K + Jp_a p41(4.18h)

4.3 Conclusoes
Listaremos a seguir algumas das conclusdes deste capitulo:

1. Sistemas lineares com ligacoes ferro e antiferromagnéticas aleatoriamente dis-
tribufdas, apresentam m ~ h® onde o depende da forma da distribuigio das

constantes de acoplamento.
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Figure 4-10; Susceptibilidade vs. campo magnético para p(Ji;) bimodal e z = 2.
Diferentemente da dist. uniforme, a dist. bimodal apresenta nma mudanga no valor
do expoente & quando passamos de z = 1 para z = 2. {% = 0.01 £0.02)

2. Para as distribui¢tes continuas, uniforme e Gaussiana, os valores de a sao ignais.

3. No caso das distribuicdes continuas (fig.(4-13)e fig.(4-16)), ndo consegnimos
identificar nenhuma dependéncia a = a(z), ou seja nao observamos nenhuma

alteracao do valor de o« com relagdo ao nimero de vizinhos considerados.

4. Analisando o comportamento da energia do estado fundamental em relagio ao

nimero de vizinhos para a distribuicao bimodal obtemos a seguinte tabela

z | =By —f—,%
1 | 1.000 | 1.000
2 11333 0.943
3 | L.615 | 0.932
4 | 1.703 | 0.852
5 | L.789 | D.80L
6 | 1.874 | 0.765
SK 0.763...
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Figure 4-11: Magnetizagio vs. campo magnético para p(.Jy;) uniforme.

na qual podemos observar que no limite z — oc, a energia do estado funda-
mental tende ao valor da energia do modelo de alcance infinitode Sherrington
e Kirkpatrick. Temos assim, nma outra forma de se obter £y independente de

réplicas,

Para a distribuicao p(.J;;) bimodal, existe diferenga no valor de & de primeiros
para segundos vizinhos, porém, de segundos para terceiros, ¢ permancce inal-

terado.

s resultados aqui discutidos foram apresentados no XX ENFMC [4].
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Figure 4-12: Susceptibilidade vs. campo magnético para p(J;;) uniforme.
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Figure 4-13: Caleulo do expoente critico & para a distribuicao uniforme. Nao houve

variagoes do expoente até onde pudemos precisar.
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Figure 4-14: Susceptibilidade vs. campo magnético para a dist. bimodal,

ﬂl T
Oi=. Bimadal
i B i
i —H;H—-:'—"ﬁﬁ"mmmmﬂ._'
3
—_— % e faz, 2
g e, R i u‘—.;—"‘—"ﬂ—n.dﬁhh";\.a*-"‘:
o
"l:l'l
o
A
L

i
—mias— g iondnss i =
UE - I [ s | i

1’

Figure 4-15: Cdlenlo do expoente § para a dist. bimodal. Observa-se uma variacéo do
expoente com relagio a z quando se passa de z = 1 para z = 2, porém esta variacio
nao existe aparentemente de z = 2 para z = 3.
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Figure 4-16: Caleulo do expoente § para a dist. Gaussiana. Neste caso, assim como
no caso da dist. uniforme, nio se observa alteragio no valor do expoente 8.
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Chapter 5

Discussao Geral e Perspectivas

5.1 Conclusoes

Discutiremos de forma geral algumas conclustes a que chegamos, mesclando os re-

sultados do capitulo 3 com os do capitulo 4, nma vez que ambos os capitulos ja

apresentam suas proprias conclusoes.

Segue um resumo de algumas das nossas conclusdes:

1.

Universalidade dos expoentes criticos em relagio aos valores quéinticos dos spins
(S; = £1 e 5 = 0,+1) foi observada para os VS bidimensionais. Este estudo
para sistemas desordenados foi pertinente, visto que a aceitacao da universali-

dade com relagio a S; para sistemas uniformes se den de forma lenta ([8],[9],[10]).

Os resultados obtidos através de simulagoes de Monte Carlo para os VS bidi-
mensionais, assim como 03 resultados mumeéricos obtidos para os VS unidimen-
sionais, indicaram uma nao universalidade dos expoentes criticos com relagéo a
forma da distribui¢do p(J;;). Estes resultados sugerem que p(J;;) deve ser um
parametro pertinente na classificacao de sistemas desordenados em classes de

imiversalidade.

3. Até onde pudemos precisar, os expoentes criticos para os sistemas desordenados

unidimensionais nio dependem do alcance das interagoes entre spins, ou seja, os
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expoentes continuam universais com relagao ao numero de vizinhos z. A unica
excecao fol para a distribuigao bimodal, que contimion a apresentar expoentes

iguais para z = 2, porém com valores diferentes do caso z = 1.

5.2 Perspectivas

e Entre as nossas perspectivas futuras citamos:

¢ Estender o cdleulo de Monte Carlo para um Hamiltoniano mais complexo do

tipo BEG, assim como realizd-lo para dimensées superiores.
e Substitwir os spins de Ising (o; = £1) por spins vetoriais classicos S,.

e Realizar o estudo de universalidade com relagio a outras formas de distribuicoes
(p(Ji;)), como, por exemplo, para as distribuigbes triangulares, exponenciais e

oufras.
o Completar o trabalho através de um tratamento analitico.

e Fstender o modelo de z vizinhos para temperaturas finitas.
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