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RESUMO

Os aquiferos subterraneos s@o estruturas geoldgicas complexas que envolvem a dinamica
dos fluidos, governada por modelos matematicos que, em geral, ndo possuem solu¢des anali-
ticas. No entanto, por meio de simulagdes computacionais, é possivel estimar e compreender
o comportamento dos fluidos nos aquiferos. Assim, a simulacdo numérica tornou-se uma fer-
ramenta de suma importancia, permitindo a obtencdo de solu¢des aproximadas por meio de
métodos numéricos. Usualmente, a obten¢@o da distribui¢do da carga hidrdulica e do fluxo de
dguas subterraneas € realizada por meio de softwares comerciais, como FEFLOW, MODFLOW
6 e HydroGeoSphere. Contudo, dependendo da complexidade do aquifero, da malha utilizada
e da presenca de fluidos multicomponentes, esses softwares podem nao ser capazes de fornecer
solucdes aproximadas consistentes, uma vez que empregam métodos numéricos convencionais.
No presente trabalho, a equacdo da carga hidrdulica € aproximada utilizando um método dos
volumes finitos ndo convencional, centrado na célula, com aproximacao do fluxo por multiplos
pontos, denominado Multi-Point Flux Approximation with Stencil Diamond (MPFA-D) apli-
cado em dominios bidimensionais. Nesse método, o fluxos sdo aproximados utilizando varia-
veis centradas nas células (incognitas) e varidveis centradas nos vértices (varidveis auxiliares).
Essas varidveis auxiliares sdo interpoladas por meio de uma combinagio linear das varidveis
centradas nas células localizadas na vizinhanga dos vértices. O método Multi-Point Flux Ap-
proximation with stencil Diamond (MPFA-D), anteriormente utilizado em simulac¢des de pocos
de petréleo, foi adaptado neste trabalho para simular a carga hidrdulica em pogos tubulares bi-
dimensionais. Esse método € especialmente eficaz para lidar com meios porosos heterogéneos e
malhas poligonais arbitrarias, inclusive aquelas com geometrias distorcidas. Os resultados obti-
dos demonstram boa acurécia e robustez, evidenciando a capacidade do MPFA-D na simulacao

de aquiferos subterraneos. .

Palavras-chaves: Aguas Subterraneas, Carga hidraulica, MODFLOW, Métodos dos Volumes
Finitos, MPFA-D



ABSTRACT

Underground aquifers are complex geological structures that involve fluid dynamics gov-
erned by mathematical models for which there are generally no analytical solutions. With the
help of computer simulations, however, it is possible to estimate and understand the behavior
of fluids in aquifers. Thus, numerical simulation has become an extremely important tool that
allows approximate solutions to be obtained by numerical methods. Usually, the distribution
of hydraulic head and groundwater flow is calculated using commercial software such as FE-
FLOW, MODFLOW 6 and HydroGeoSphere. However, depending on the complexity of the
aquifer, the mesh used and the presence of multicomponent fluids, these software may not able
to provide consistent approximate solutions as they use conventional numerical methods. In
this work, the hydraulic head equation is approximated using an unconventional cell-centered
finite volume method with multi-point flux approximation, called Multi-Point Flux Approxi-
mation with Stencil Diamond (MPFA-D) applied in two-dimensional domains. In this method,
the fluxes are approximated by cell-centered variables (unknowns) and vertex-centered vari-
ables (auxiliary variables). These auxiliary variables are interpolated by a linear combination
of the cell-centered variables near the vertices. The MPFA-D method, originally developed
for petroleum well simulations, has been adapted in this work to model the hydraulic head in
two-dimensional tubular wells. This method is well-suited for handling complex porous me-
dia and general polygonal meshes, including highly distorted grids. The results demonstrate
the methods accuracy and robustness, confirming its suitability for simulating groundwater

aquifers.

Keywords: Groundwater, Hydraulic head, MODFLOW, Finite Volume Methods, MPFA-D.
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1 INTRODUCAO

A América do Sul abriga alguns dos maiores aquiferos do planeta e o Brasil se destaca
como um dos paises com maior disponibilidade de dgua, tanto superficial quanto subterranea.
No entanto, essa abundancia ndo € homogénea em todo o territério nacional. Em regides como
o semidrido brasileiro, a escassez de dgua superficial impde desafios significativos ao abasteci-
mento. Como alternativa, a populacao recorre ao uso das dguas subterraneas, que desempenham
um papel fundamental no consumo humano, na agricultura e na pecudria. A extracdo dessas
dguas ocorre por meio de pocos tubulares, cuja quantidade tem crescido exponencialmente nas
ultimas décadas. Segundo dados do Instituto Trata Brasil (2023), em 2005 havia cerca de 300
mil pogos tubulares no Brasil. J4 em, em 2019, esse nimero ja superava 2,5 milhdes, dos quais
aproximadamente 88% eram clandestinos. Ademais, estima-se que cerca de 18% da populacao
brasileira dependa diretamente da extragdo de dgua subterranea para suprir suas necessidades
didrias.

A dependéncia das dguas subterraneas € particularmente evidente em comunidades caren-
tes, tanto em pequenas cidades do interior quanto em areas urbanas de grandes capitais. A
precariedade do saneamento bdsico e as dificuldades de acesso a dgua tratada levam uma par-
cela significativa da populacdo a recorrer a essas fontes hidricas. No entanto, a auséncia de um
gerenciamento adequado e a falta de controle na exploraciao desses recursos podem compro-
meter a qualidade e a sustentabilidade dos aquiferos, tornando-os vulneraveis a degradagdo e a
contaminacao.

O crescimento desordenado do nimero de pogos perfurados no pais evidencia a necessi-
dade urgente de medidas preventivas e de estratégias de gestdo mais eficientes. Além disso,
questdes sociais, como a desigualdade no acesso aos sistemas de abastecimento e tratamento de
dgua, reforcam a importancia da ado¢do de praticas sustentdveis. Segundo Muyinda (2014), a
implementagao de modelos preditivos contribui para a formulacdo de politicas publicas e o pla-
nejamento de agdes que garantam o uso racional e seguro das dguas subterraneas, especialmente
em comunidades mais dependentes desse recurso. Diante desse cendrio, a aplicagdo de mode-
los matemdticos e numéricos configura-se como uma ferramenta essencial para compreender,
prever e mitigar os problemas associados a exploracdo das dguas subterraneas.

A modelagem matemdtica e numérica permite a simulagcdo de diferentes cendrios de escoa-

mento e contaminagdo das dguas subterraneas, viabilizando a avaliacao dos impactos de fatores
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ambientais e de intervengdes antrépicas (Maus, 2011). De acordo com Bakker e Vicent (2022)
A complexidade dos aquiferos e das interacdes entre as varidveis envolvidas exige abordagens
matematicas robustas, capazes de formular equagdes diferenciais que descrevam os fendmenos
hidrodindmicos com precisdo. Tais equagdes sdo complementadas por condi¢cdes de contorno
que representam as caracteristicas fisicas e os limites dos sistemas aquiferos.

No contexto da andlise de fluxos subterraneos, a modelagem matemética tem se consoli-
dado como uma ferramenta indispensédvel para o estudo do comportamento dos aquiferos e
para o desenvolvimento de estratégias de gestdo sustentdvel (Bertolazzi; Manzini, 2004; Cam-
pana, 2014). Por meio dessas modelagens, torna-se possivel prever a resposta dos aquiferos a
diferentes condicoes de extracao, avaliar riscos de contaminacdo e propor solucdes voltadas a
conservagdo dos recursos hidricos subterraneos.

Diante desse contexto, este estudo propde o desenvolvimento de ferramentas computacio-
nais voltadas a gestdo e a tomada de decisdes relacionadas aos aquiferos. A utilizagdo de mo-
delos matemdticos e numéricos apresenta-se como uma alternativa eficaz, especialmente frente
as dificuldades inerentes a realizacdo de experimentos laboratoriais. A complexidade geoldgica
do solo, somada a presenga de multiplos componentes nos fluidos subterraneos, torna a ob-
tencao de dados experimentais uma tarefa desafiadora, o que reforga a relevancia da proposta
apresentada para a andlise desses sistemas.

Os modelos numéricos empregados nesses estudos baseiam-se em diferentes métodos, entre
os quais se destacam o Método dos elementos finitos (MEF), o Método das diferencas finitas
(MDF) e o Método dos volumes finitos (MVF). Esses métodos sdao amplamente utilizados em
simuladores comerciais devido a sua capacidade de resolver as equacdes diferenciais que go-
vernam o fluxo subterraneo. O MEF destaca-se por sua eficiéncia na solu¢do de problemas
acoplados, como o transporte de contaminantes € a movimentacao do lencol fredtico, embora
apresente desafios relacionados a complexidade de implementacao e a resolugcdo de problemas
nao lineares (Muyinda, 2014).

Por outro lado, simuladores comerciais como FEFLOW, MODFLOW, HydroGeoSphere
e HYDRUS empregam diferentes métodos numéricos, como o MEF, o MDF, o Método de
Galerkin e o Método de Newton-Raphson. No entanto, a aplicacao desses métodos em cendrios
complexos pode demandar um alto custo computacional, o que representa um desafio adicional
na anélise de grandes sistemas aquiferos.

Entre os métodos disponiveis, o MVF se destaca por sua flexibilidade na representacao

geométrica e por sua capacidade de garantir a conservacdo local das propriedades fisicas do
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sistema. Enquanto o MDF se baseia em derivadas aproximadas nos nés da malha, o que pode
comprometer a precisdo dos resultados, o MVF utiliza a formulagado integral sobre volumes de
controle, assegurando a conservagdo exata da massa em cada volume. Essa caracteristica torna
o método especialmente eficaz na simulacido de fluxos em meios porosos altamente heterogé-
neos e anisotropicos, além de possibilitar o uso de malhas nao estruturadas na representacao de
dominios com geometrias complexas.

Neste estudo, foi adotado o Método dos Volumes Finitos ndo convencional para modelar
numericamente a carga hidrulica. Essa abordagem, originalmente aplicada em simulac¢des de
escoamento em reservatorios de petrdleo, foi, pela primeira vez, empregada na andlise da carga
hidrdulica em aquiferos caracterizados por elevada heterogeneidade e anisotropia. O desenvol-
vimento de modelos computacionais voltados para esse tipo de aplicacao representa um avanco
significativo na gestao dos recursos hidricos subterraneos, possibilitando uma abordagem mais
precisa e eficiente para a tomada de decisdes relacionadas a exploragdo e conservagdo desses

recursos.

1.1 JUSTIFICATIVA

O estado de Pernambuco, situado na regido Nordeste do Brasil, enfrenta desafios crescen-
tes no que se refere a disponibilidade e a gestdo dos recursos hidricos. Com um territério de
aproximadamente 98 mil km?, distribuido entre zonas litoraneas Gimidas e regides semidridas
no interior, o estado apresenta uma distribui¢do desigual desses recursos: cerca de 89% de sua
area territorial encontra-se nas sub-regides do Sertdo e Agreste, que concentram apenas 20% da
disponibilidade hidrica estadual (Agéncia Pernambucana de Aguas e Clima (APAC), 2020).

Em muitas dreas, a crescente demanda por dguas subterraneas € impulsionada por dois fa-
tores principais: o clima predominantemente arido em determinadas regides e a insufici€éncia
de infraestrutura para a distribuicdo de dgua em outras (Marengo, 2008; ANA, 2019). Essa
realidade € particularmente evidente no semidrido pernambucano, onde as reservas hidricas
superficiais s@o escassas e, frequentemente, intermitentes. Nessas circunstancias, os aquiferos
tornam-se fontes cruciais para o abastecimento de populacdes urbanas e rurais.

O abastecimento publico de dgua, fornecido pelas companhias responsaveis, revela-se fre-
quentemente incapaz de atender a demanda crescente, tornando o uso de pogos tubulares uma
alternativa cada vez mais adotada. O crescimento populacional ao longo dos anos intensificou

essa necessidade, levando o poder publico a investir na perfuragdo de novos pog¢os. No entanto,
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grande parte dessas intervencdes ocorre sem planejamento adequado e sem um sistema eficaz
de monitoramento e gestao dos recursos hidricos. Paralelamente, a auséncia de redes de esgota-
mento sanitario eficientes, o uso disseminado de fossas sépticas e a pratica do descarte de esgoto
a céu aberto agravam a contaminacdo das dguas superficiais e subterraneas, comprometendo a
qualidade e a disponibilidade desse recurso essencial, especialmente para as populacdes mais
vulneraveis.

Diante desse contexto, torna-se imprescindivel o desenvolvimento de estratégias que pos-
sibilitem o gerenciamento sustentdvel dos aquiferos, assegurando tanto a seguranga hidrica
quanto a preservacdo ambiental. As ferramentas computacionais surgem como recursos es-
senciais nesse processo, permitindo simular e prever o comportamento dos sistemas hidricos
subterraneos de forma rdpida e confidvel. A aplicacdo dessas ferramentas possibilita a obtencao
de dados relevantes sobre a carga hidraulica e os padrdes de fluxo da dgua, fornecendo subsi-
dios técnicos para uma tomada de decisdo mais precisa. Essas ferramentas sdo compostas por
algoritmos computacionais que, por sua vez, dependem de métodos numéricos.

Neste trabalho, propde-se o desenvolvimento de um modelo computacional baseado no
MVF para a simulacdo do fluxo de dguas subterraneas, cujo foco principal é analisar e com-
preender a dinamica desses sistemas, possibilitando previsdes mais precisas sobre o comporta-
mento da carga hidrdulica nos aquiferos. A longo prazo, espera-se que essa ferramenta possa ser
utilizada por pesquisadores e gestores publicos como um instrumento de apoio a formulacdo de
politicas e estratégias voltadas a gestdo eficiente dos recursos hidricos. Além disso, este estudo
busca incentivar o desenvolvimento de pesquisas na drea de simulacdo computacional aplicada
as 4guas subterrdneas, promovendo avancos tecnoldgicos e contribuindo para a expansdo da

literatura académica no Brasil.

1.2 OBJETIVOS DO TRABALHO

1.2.1 Objetivo Geral

Investigar e aplicar um método numérico ndao convencional, fundamentado no método dos
volumes finitos linear, para a simulagdao de escoamentos de dguas subterraneas em aquiferos

altamente heterogéneos.
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1.2.2 Objetivos especificos

Para alcancgar nosso objetivo geral, apresentamos alguns objetivos especificos:

» Compreender os conceitos fundamentais e as equagdes que regem o escoamento de dguas

subterraneas em aquiferos;

* Estudar, adaptar e implementar cddigos computacionais do método de volumes finitos

linear, com €nfase no método MPFA-D, para aplicagc@o na simulacdo da carga hidrdulica.

* Avaliar a acurécia e a robustez do método proposto por meio da resolucao de benchmarks.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A partir da década de 1960, com o advento dos computadores, a simulagcdo numérica tornou-
se uma ferramenta crucial no estudo do fluxo de dguas subterraneas e na dispersao de conta-
minantes em aquiferos (Muyinda, 2014). Essas técnicas possibilitam a previsao das trajetérias
de fluxo e das concentracdes de substancias transportadas pela dgua que percola no subsolo
(Alamy; Miranda; Salla, 2013). Segundo (Muyinda, 2014), as solu¢des numéricas t€m como
objetivo determinar a distribuicdo espago-temporal das varidveis de estado do modelo, em pon-
tos selecionados no espaco € no tempo.

Para Qian et al. (2023), a andlise computacional de d4guas subterraneas em ambito regional
¢ fundamental para a gestdo e protecdo desse recurso natural valioso. Dessa forma, € impres-
cindivel o desenvolvimento de metodologias numéricas capazes de resolver com precisio as
equagoes de fluxo de dguas subterraneas em tempos satisfatérios. Métodos numéricos, como
o MDF, o MEF e o MVF, sdo amplamente utilizados para lidar com os complexos sistemas
de dguas subterraneas, fornecendo solucdes numéricas a partir de um conjunto de equagdes
algébricas que resultam em valores discretos de carga hidriulica.

O MEF, em sua formulacdo cléssica, teve sua aplicagdo inicial voltada para a anédlise e si-
mulacdo de estruturas, embora nao seja totalmente eficaz na preservacao de propriedades, como
a conservacao de massa. No entanto, destaca-se pela vantagem de empregar malhas ndo estru-
turadas. Para Lotti er al. (2006), o MEF consiste em discretizar um meio continuo em peque-
nos elementos, mantendo as propriedades originais de cada elemento. O método € amplamente
aplicado na andlise do fluxo de dguas subterraneas, bem como na dispersdao e no controle de
contaminantes.

Sheu e Chen (2002) destaca a notavel eficicia do MEF na simulag¢do de contaminantes, bus-
cando obter dados sobre a concentragdo de substancias governadas pela equacio de advecgado-
difusdo ndo estaciondria com degradacdo linear unidimensional. A degradagdo linear em uma
dimensao consiste em um processo no qual a taxa de degradacdo de uma substincia contami-
nante € proporcional a quantidade presente ao longo de uma unica dire¢ao espacial. J4 Ye et al.
(2004) empregou o Método dos Elementos Finitos em multiplas escalas para resolver a equacao
de fluxo de 4dgua subterranea em meios porosos heterogéneos. Por sua vez, Chen, Zhou e Jing
(2009) apresenta um MEF acoplado para a andlise de fluxo multifasico, permitindo a obtengao

de solu¢des numéricas para as equagdes governantes totalmente acopladas. Isso inclui a consi-
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deracdo de condi¢des iniciais e de contorno do dominio, bem como a formulagdo de modelos
constitutivos para o tensor de modulo tangencial que representa as propriedades elasticas do
material em diferentes direcOes e para o tensor de condutividade hidrdulica, que expressa a
capacidade de um material permitir o escoamento de fluido em funcio do estresse aplicado.

Atualmente, diversos softwares comerciais utilizam o MEF, sendo o FEFLOW um dos mais
populares. Este software € destinado a modelagem de fluxo e transporte subsuperficial em meios
porosos (Trefry; Mutffels, 2007). Embora ofereca recursos avangados, como a modelagem do
fluxo de dgua subterrdnea, transporte de solutos, transporte de calor e transporte reativo, o
FEFLOW apresenta elevado custo de aquisi¢ao, demanda treinamento especializado e requer
considerdvel capacidade computacional. Além disso, a formulacdo matematica do MEF ¢é ge-
ralmente mais complexa do que a adotada pelo MDF. No MEF, a varidvel dependente como a
carga hidrdulica é representada por uma fun¢do continua dentro de cada elemento, sendo o do-
minio subdividido em elementos com formas geométricas simples, como triangulos ou quadri-
lateros em problemas bidimensionais, ou tetraedros e hexaedros em problemas tridimensionais.
Por outro lado, o MDF utiliza uma grade regular composta por pontos ou células igualmente
espacados, em que a carga hidrdulica € definida nos pontos nodais e assumida constante por par-
tes entre eles; além disso, 0 MDF pode ser formulado com centraliza¢do na célula (Anderson;
Woessner; Hunt, 2015).

Igboekwe e Achi (2011) emprega o MDF para modelagem da carga hidrédulica, ressaltando
que, para obten¢do de resultados mais precisos, S0 necessdrios maiores recursos computaci-
onais. A modelagem permite prever os efeitos da recarga nos aquiferos subterraneos. Alamy,
Miranda e Salla (2013) aplicaram o MDF na simulacdo do escoamento de dguas subterraneas
em aquiferos nao confinados, sujeitos a singularidades como pogos e corregos. Vazquez-Baez
et al. (2019) destaca que, por meio do Método das Diferengas Finitas, € possivel obter uma
estimativa do fluxo subterraneo e identificar a localizacao ideal para a exploracao de aquiferos.
A aplicacdo prética desse método revelou informacdes valiosas sobre os parametros hidrdulicos
em cendrios reais.

Tao et al. (2021) avalia os efeitos da recarga artificial em aquiferos. J4 Lima (2001) aplicou
o0 Método das Diferencas Finitas (MDF) para simular fluxos saturados em problemas lineares.
Alguns simuladores comerciais utilizam o MDF, como o MODFLOW 6 e o ModelMuse este
ultimo € um simulador gratuito desenvolvido pelo U.S. Geological Survey. Esses softwares sao
amplamente empregados em estudos hidrogeoldgicos, incluindo avaliagdo de recursos hidricos

subterraneos, modelagem do transporte de contaminantes, previsdo de subsidéncia do solo e
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projeto de sistemas de remediacdo de dguas subterraneas. O MODFLOW 6 se destaca por ser
de fécil acesso e por disponibilizar seu cédigo-fonte publicamente (MODFLOW-USGS, 2023;
Winston, 2009). Apesar da simplicidade de implementacdo, o MDF apresenta limitacdes em
malhas irregulares, tornando-se menos adequado para dominios com geometrias complexas.

Para superar algumas limitagdes nao abordadas pelos métodos MEF e MDF, o MVF destaca-
se por representar adequadamente a fisica subjacente ao problema, possibilitando estimativas
precisas da carga hidraulica. Segundo Maliska (2004), o MVF € fundamental por garantir a
conservacao local e global de propriedades fisicas, como momento, energia e massa, especial-
mente em meios porosos, nos quais essas propriedades podem sofrer variagdes significativas em
pequenas distancias. Além disso, o método permite a aplicagdo em geometrias complexas e em
malhas nao estruturadas (Maliska, 2004; CHEN; HUAN; MA, 2006; Contreras et al., 2016).

O MVF, baseado na integracdo das equagdes governantes do fluxo de fluidos sobre um vo-
lume de controle, destaca-se por sua adaptabilidade a malhas ndo uniformes e por garantir a
conservacdo local das propriedades fisicas (Muyinda, 2014). Segundo Sarma e Singh (2021), a
simulacdo em aquiferos ocorre predominantemente sob duas perspectivas: a do fluxo e trans-
porte de contaminantes e a dos modelos de fluxo, que detalham a distribuicao espacial e tempo-
ral da carga hidrdulica.

Os resultados do MVF obtidos por (Ambrus et al., 2010), em conjunto com o Multi-Point
Flux Approximation (MPFA) centrado na célula, utilizando duas entidades de volume de con-
trole e uma regido de intera¢do, mostraram-se eficazes para aproximacdes de fluxo multiponto
em malhas ndo estruturadas. No entanto, esse método apresenta limitacdes ao lidar com gra-
dientes acentuados, devido a sua falta de monotonicidade incondicional. A monotonicidade
refere-se a propriedade de um método numérico de preservar a ordem dos valores, evitando
oscilagdes ndo fisicas nos resultados. Outra metodologia baseada no Método dos Volumes Fi-
nitos, conforme aplicada por (Qian et al., 2023) para abordar questdes relacionadas a carga
hidraulica, é o método de volumes finitos centrado no vértice (Vertex Centered Finite Volume
Method (VCFVM)). Este método demonstrou desempenho significativo mesmo em malhas ndo
conformes. Nessa abordagem, as incdgnitas sdo atribuidas aos vértices, e o fluxo numérico en-
tre dois vértices é expresso como uma fun¢do da carga hidrdulica no vértice associado a uma
superficie lateral, sendo essa superficie uma parte especifica da rede de interagcao entre as cargas
hidréulicas nos vértices.

Gao, Yi e Zheng (2021) introduziu o MPFA com malhas poligonais arbitrdrias, conside-

rando um fluxo conservativo, tanto local quanto globalmente. J4 Gao et al. (2022) desenvolveu
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um modelo com MVF, similar ao MPFA, com incégnitas centradas na célula e malhas poli-
gonais arbitrdrias, aplicado ao fluxo de dguas subterraneas. Contreras et al. (2023b) propde o
MVF para o estudo do fluxo e transporte de contaminantes, utilizando um método nao linear
de aproximagdo de fluxo de dois pontos (Nonlinear Two Point Flux Approximation method
(NL-TPFA)). Amaziane, Ossmani e Talali (2023) emprega o MVF com o MPFA upwind para
discretizagdo espacial com malhas ndo estruturadas, para andlise da intrusdao de dguas salgadas
em aquiferos costeiros. Recentemente, Contreras et al. (2023a) utilizou uma nova abordagem
para resolver a equagdo da carga hidréulica, a qual foi discretizada por meio de um método nao
convencional de aproximac¢ao de fluxo multiponto centrado na célula com pontos harmdnicos,
denominado Multi-point flux approximation method based on harmonic points (MPFA-H). Este
método mostrou grande potencial para simulacdes de dguas subterraneas.

Diante do exposto, este trabalho propde a utilizacdo do MVF linear com aproximacao de
fluxo por multiplos pontos, utilizando um esténcil tipo diamante MPFA-D. Contreras et al.
(2016) caracterizam esta formulagdo como linear, com varidveis primdrias no centro de cada
volume de controle e varidveis auxiliares nos vértices da malha computacional, interpoladas
explicitamente. O resultado € uma combinacgdo linear de varidveis centradas no volume de con-

trole. Este método foi amplamente aplicado na simulagdo de reservatorios de petrdleo.
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3 CONCEITOS FUNDAMENTAIS DOS AQUIFEROS

As 4guas subterraneas correspondem a presenga de dgua abaixo da superficie terrestre,
situando-se sob o nivel fredtico (Freeze; Cherry, 1979). Essas dguas encontram-se em forma-
coes geoldgicas especificas denominadas aquiferos. Segundo (Cleary, 2007), um aquifero é
uma formagdo geoldgica subterranea capaz de armazenar e transmitir 4gua sob gradientes hi-
driulicos naturais. De acordo com Muyinda (2014), um aquifero pode ser entendido como uma
estrutura subterrdnea composta por camadas ou estratos constituidos por materiais de elevada
permeabilidade. Entre esses materiais, destacam-se as rochas sedimentares, o cascalho, a areia e
outros depdsitos porosos, que possuem a capacidade de reter 4gua e permitir seu deslocamento
por meio dos espacos vazios em sua estrutura. Assim, a organizacao desses elementos geoldgi-
cos € fundamental para a constitui¢cao dos aquiferos, os quais desempenham um papel essencial

na dindmica e na disponibilidade dos recursos hidricos subterraneos. Veja a Figura 1.

Figura 1 — Tipos de Aquiferos.
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Fonte: Adaptado de Cleary (2007).

3.1 TIPOS DE AQUIFEROS

Os aquiferos sdo classificados, segundo a pressao da 4gua que armazenam € 0S mecanismos
de recarga, em duas categorias principais: confinados e ndo confinados Miranda (2012), Fetter
(2001), Bear (1972). Os aquiferos ndo confinados, também denominados fredticos ou livres,

caracterizam-se pela presenca de uma zona de saturacao cujo limite superior € a superficie frea-
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tica, a qual corresponde a interface onde a pressio da dgua € igual a pressao atmosférica. Devido
a essa configuragao, esses aquiferos apresentam maior acessibilidade, sendo amplamente utili-
zados para o abastecimento publico, a irrigacdo e atividades industriais Fetter (2001), Todd e
Mays (2005).

Adicionalmente, quanto as caracteristicas da porosidade, os aquiferos podem ser classifi-
cados em porosos ou fraturados, conforme discutido por Ghelli (2018). Ressalta-se que, inde-
pendentemente de serem confinados ou nao confinados, os aquiferos podem apresentar com-
portamento tipico de sistemas fraturados Feitosa et al. (2008). Nesses sistemas, a presenga de
descontinuidades estruturais, como falhas e fraturas, constitui vias preferenciais para o escoa-
mento da dgua subterranea, impactando diretamente tanto sua capacidade de armazenamento
quanto sua dindmica de fluxo.

Nos aquiferos fraturados confinados, a 4gua é armazenada e conduzida por meio de uma ro-
cha fraturada que se encontra sobreposta por uma camada impermedvel, a qual impede a recarga
direta a partir da superficie, mantendo a dgua sob pressdo e, em diversas situagdes, possibili-
tando a ocorréncia de pocos artesianos. Por sua vez, os aquiferos fraturados ndo confinados
ocorrem quando a rocha fraturada estd diretamente exposta ou recoberta por material permea-
vel, permitindo, assim, a recarga direta. Nesse contexto, o nivel da d4gua nas fraturas pode variar
em fungdo tanto da recarga natural quanto da extracdo realizada, tornando esses sistemas mais
suscetiveis as variacdoes ambientais Feitosa et al. (2008).

Essas distingdes sdo fundamentais para a compreensdo dos processos de armazenamento
e escoamento da dgua subterranea, além de serem indispensdveis para a formulagcdo de estra-
tégias eficazes de manejo sustentavel dos recursos hidricos. Segundo Freeze e Cherry (2017),
os aquiferos confinados estao localizados entre duas camadas aquitardes, como ilustrado na Fi-
gura 2. Nessas condicdes, a 4gua encontra-se armazenada em formacdes geoldgicas permeaveis,
submetida a pressdes superiores a pressao atmosférica.

O aquitarde corresponde a uma unidade geoldgica caracterizada por camadas de baixa per-
meabilidade, que restringem o fluxo de dgua subterranea entre aquiferos adjacentes. Embora
nao sejam capazes de fornecer vazdes suficientes para a captacdo por meio de pogos, 0s aqui-
tardes possuem elevada capacidade de armazenamento, desempenhando um papel relevante na

andlise regional do fluxo subterraneo (Cleary, 2007).
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Figura 2 — Representacao esquematica do aqiiifero confinado e do aquitarde.
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Fonte: Adaptado de Cohen e Cherry (2020).

De acordo com Freeze e Cherry (2017), um aquiclude é uma unidade geoldgica saturada,
porém incapaz de transmitir 4gua, uma vez que se comporta como uma barreira impermedvel
que impede efetivamente o0 movimento da dgua subterranea, conforme ilustrado na Figura 3.
Normalmente, os aquicludes sdo formados por materiais geoldgicos altamente compactos, como
camadas de argila ou rochas com baixissima permeabilidade, que bloqueiam a percolacao da

dgua através de sua matriz (Freeze; Cherry, 1979).

Figura 3 — Representacdo esquematica de um aquiclude.

Lengol freatico
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Aquiclude

Fonte: Adaptado de Fetter (2001).

O armazenamento e a recarga dos aquiferos ocorrem em decorréncia da precipitacdo, re-

sultante do ciclo hidrolégico (Ghelli, 2018). Esse ciclo consiste na circulagdo continua da dgua
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entre 0s oceanos, a atmosfera e a superficie terrestre. As dguas provenientes das chuvas e do
derretimento da neve abastecem as bacias hidrograficas e, ao infiltrarem no solo, promovem a

recarga dos aquiferos, conforme ilustrado na Figura 4.

Figura 4 — Representagao ciclo hidrolégico.
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Fonte: Santana (2023).

Segundo Freeze e Cherry (2017), o processo hidrolégico subterraneo nao € apenas igual-
mente importante, mas pode ser considerado ainda mais crucial do que o processo superficial.
Isso se deve ao fato de que a natureza dos materiais subterraneos exerce um papel fundamental

no controle das taxas de infiltracdo, influenciando tanto a temporalidade quanto a distribuicao

espacial do escoamento superficial.
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Figura 5 — Sistemas ciclo hidroldgico.
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Fonte: Adaptado de Freeze e Cherry (2017).

3.1.1 Fluxo das Aguas

O movimento das dguas subterraneas ocorre em funcio da diferenca de potencial hidriu-
lico, ou carga hidrdulica, presente no subsolo. Segundo Miranda (2012), a potencialidade de um
aquifero estd associada a parametros hidrogeoldgicos, tais como porosidade total, porosidade
efetiva, espessura saturada, condutividade hidrédulica, transmissividade, coeficiente de armaze-
namento, rendimento especifico e velocidade de percolacdo. De acordo com Muyinda (2014),
esses parametros possuem elevada relevancia, pois, quando incorporados a modelos matemati-
cos, possibilitam a obteng¢do de solucdes que contribuem significativamente para a compreensao

da dindmica do fluxo de 4gua no interior dos aquiferos.

3.1.2 Propriedades dos Aquiferos

Os aquiferos possuem a capacidade de armazenar e transmitir 4gua subterranea, sendo que
sua capacidade de transmissdo pode ser quantificada numericamente por meio de propriedades

hidrogeoldgicas especificas.
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1. A porosidade (¢) é definida como a razdo entre o volume de vazios e o volume total do
material (Bear, 1972). Em um aquifero, essa propriedade representa os espagos vazios
entre as particulas do subsolo, sendo fundamental para a capacidade de armazenamento
e conducdo da dgua subterranea (Domenico; Schwartz, 1998). Porosidades elevadas in-
dicam maior aptiddo para reter e transmitir 4gua, impactando diretamente a eficiéncia
do sistema aquifero. Conforme ilustrado na Figura 6, a representagdo do meio poroso
evidencia a distin¢do entre a fase solida, composta por solo e rocha, e a fase fluida, cor-
respondente aos vazios saturados. Os niveis de porosidade podem ser determinados por

meio da Equacgao 3.1 (Fetter, 2001).

Figura 6 — Porosidade.

Meio poroso

I Fase Solida
[ Fase Fluida

Fonte: Adaptado de Maus (2011).

Vvazios
= (3.1)
¢ Vtotal

Na Equacio 3.1, Vy,;i0s representa o volume dos espacos vazios no solo, por onde ocorre o
fluxo da fase fluida, enquanto Viu, corresponde ao volume total do material, englobando

tanto a fase sélida quanto a fluida.

2. A carga hidrdulica (h) é definida com base no movimento da d4gua em fungdo do gradiente
de energia, sendo esse movimento sempre direcionado de regides de maior para menor
potencial. A carga hidrdulica corresponde a soma das energias potencial, de pressdo e
cinética, embora esta ultima geralmente seja desprezivel em meios porosos (Miranda,

2012).

Com as seguintes componentes:
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* Energia potencial por unidade de peso, também conhecida como altura manomé-

trica, representada por z;
* Carga piezométrica, representada por p/7v, sendo ¥ o peso especifico da dgua;

« Carga cinética, representada por v>/2g, onde g é a aceleracio da gravidade.

A carga hidrulica em um ponto pode ser definida como o somatorio das cargas potencial,

de pressdo e cinética.

h=7+2 4+ 1 32)
pg 28

Onde:
* h € a carga hidraulica;
* z ¢ aaltura em relagdo a um ponto de referéncia;

* p ¢é apressao do fluido;

p € a densidade do fluido;

* y¢€ o peso especifico da dgua;

v € a velocidade do fluido;

» g é aaceleracdo da gravidade.

De acordo com Bear e Cheng (2010), em situacdes que envolvem o fluxo em meios
porosos, a contribuicao da energia cinética € significativamente menor que a da pressao,
especialmente devido a baixa velocidade do fluido. Por esse motivo, o termo relativo
a energia cinética pode ser desprezado na equacdo da carga hidrdulica. Dessa forma, a
Equacao 3.2 pode ser reescrita da seguinte maneira:

h p

=7+ — (3.3)
pg

. § é o coeficiente de armazenamento, definido como o volume de dgua que um aquifero
libera ou armazena por unidade de drea superficial (Ghelli, 2018). Esse coeficiente é
utilizado para descrever as respostas do escoamento decorrentes das precipitacdes em

bacias hidrogréficas.

AV
S=" 3.4
20 (3.4)
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¢ § € o coeficiente de armazenamento;
* AV € a variacao do volume de dgua retida pelo solo;

* A® ¢ a variagdo da umidade volumétrica do solo.

Essa equacdo expressa a relacdo entre a variagdo do volume de dgua retida pelo solo e
a correspondente variacdo da umidade volumétrica do solo. O coeficiente de armazena-

mento € uma medida da capacidade do solo de reter dgua.

4. S € o armazenamento especifico, definido como a quantidade de d4gua que um material
como solo ou aquifero pode armazenar por unidade de volume (Feitosa et al., 2008). O
parametro S, caracteriza-se pela quantidade de dgua liberada ou absorvida por um aqui-
fero em decorréncia da variagc@o unitdria da carga hidraulica (Cleary, 2007). Esse parame-
tro é fundamental em estudos hidrogeolégicos, especialmente na formulagdo de modelos
que consideram a capacidade de armazenamento do material como fator determinante

para a compreensdo da dindmica das dguas subterrineas.

Ss = — (3.5)

* S5 é o armazenamento especifico;
* AV € a variacao do volume de d4gua armazenada;

e V ¢é o volume do material.

O coeficiente de armazenamento refere-se a escala do aquifero como um todo, enquanto o
armazenamento especifico relaciona-se as propriedades intrinsecas do material que com-

pde 0 meio poroso.

5. O rendimento especifico, Sy, é definido como a quantidade de d4gua que um aquifero libera
sob a acdo da gravidade, isto €, a d4gua que escoa livremente apds a drenagem do aquifero

(Miranda, 2012).

3.2 LEIDE DARCY

Henry Darcy, engenheiro francés do século XIX, formulou uma equagdo fundamental para

a compreensdo do movimento da 4gua em meios porosos. A partir de experimentos, observou
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que a taxa de fluxo (volume por unidade de tempo) é diretamente proporcional a drea da secao
transversal (A) e a diferenga de carga hidrdulica (h; — hy) entre dois pontos (Feitosa et al., 2008;

Bear; Cheng, 2010).

A Lei de Darcy € expressa pela equacao:

hy—hy

0=KA=—

(3.6)
Onde:

* (¢ avazdo entre os pontos P; e P» [L3 /TI;
* K é a condutividade hidrdulica do meio [L/T];
* A ¢ a drea da sec¢do transversal do meio poroso [L2];

* (h; —hy) é a diferenca de carga hidrdulica entre os pontos P; e P> [L];

» L ¢é a distancia entre os pontos P; e P> [L];
* 71 e 2p sdo as cotas dos piezOmetros nos respectivos pontos Py e P> [L].

A Figura 7 ilustra a aplicacao da Lei de Darcy.

Figura 7 — Lei de Darcy.

Datum (z=0)

Fonte: Adaptado de Feitosa et al. (2008).

Substituindo (h; — h;) por Ah, tem-se:
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q= —st 3.7
Onde:

* g é o fluxo especifico, ou vazdo por unidade de drea [L/T];
* Ah é a variacdo da carga hidrdulica ao longo do percurso [L];
» L ¢ a distancia ao longo da qual ocorre o fluxo [L].

Em andlises envolvendo volumes infinitesimais e equacdes diferenciais, € comum substituir

o quociente Ah/L pelo gradiente Vh. O sinal negativo indica que o fluxo ocorre sempre na

direcdo de menor potencial hidraulico.

Assim, a equagdo geral da Lei de Darcy torna-se:

4= —K,Vh (3.8)

Onde Vh representa o gradiente da carga hidraulica no espago tridimensional (x,y,z), e K;

¢ a condutividade hidrdulica do meio, interpretada como um coeficiente de proporcionalidade

entre o gradiente hidraulico e o fluxo.
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4 EQUACOES GOVERNANTES

Segundo Ghelli (2018), a equacdo que governa o escoamento subterraneo baseia-se no prin-
cipio da conservacdo de massa, aplicado a um volume de controle infinitesimal do aquifero,
conforme ilustrado na Figura 8. Nesse contexto, é necessario definir a equacao para a descarga
e o fluxo de massa de dgua. A descarga de massa corresponde a quantidade de massa que atra-
vessa uma secdo por unidade de tempo (Miranda, 2012).

m

n_ 2t —1
= [Mr ] (@.1)

Na Equagio 4.1, 9 representa a descarga de massa de dgua, enquanto 9 corresponde

massa de dgua.

M = pPArAZAZ (4.2)

Consideram-se Ax, Ay e Az como as dimensdes do volume elementar nas direcdes x, y € z,
respectivamente, sendo p a densidade da dgua e ¢ a porosidade do meio poroso.

Segundo Delleur (2007), o principio do balanco de massa fundamenta-se na relacao entre
os fluxos que entram e saem de um sistema. Esse conceito estabelece que a variagdo no ar-
mazenamento € determinada pela diferenca entre os fluxos volumétricos de entrada e de saida,
refletindo o comportamento dindmico do sistema em resposta a essas trocas. Conforme des-
tacado por Freeze e Cherry (1979), essa abordagem é amplamente empregada em estudos de
recursos hidricos, pois permite uma andlise detalhada da interacdo entre os componentes do ci-
clo hidrolégico e oferece uma base consistente para o gerenciamento e a modelagem de sistemas

ambientais.

m
——— — entrada — saida (4.3)

ot

O fluxo de massa, representado na Equacgdo 4.4, ¢ denotado por m e corresponde a massa
de 4gua que escoa por unidade de tempo At e por unidade de drea A:
m

s —17-2
==, (MT'L™?] (4.4)

As informacdes que compdem a equagao governante sdo obtidas a partir da andlise do fluxo

de massa no elemento infinitesimal do volume do aquifero, conforme ilustrado na Figura 8.
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Figura 8 — Volume de Controle.

A\ Iﬁz—i—a—mdz
| 0z

dz

, 4 dx
£ 1,

Fonte: Adaptado de Miranda (2012).

Segundo Muyinda (2014), o principio da conservacdo de massa baseia-se no fluxo de en-
trada e saida de um sistema, resultando em um balanco que reflete a variacio no armazena-
mento. Dessa forma, s@o analisados os fluxos de massa que atravessam as faces do elemento
infinitesimal.

Aplicando esse principio, tem-se:

dM _ SInem‘ra M
dt dt
As descargas de massa, reescritas em funcdo do fluxo de massa e substituidas na Equa-

sai - . . .
= Mentra — Msai = Mepsra-Aentra — Myai-Asai 4.5)

¢do 4.5, resultam em:

dmMm am
e mydydz+mydxdz+ m;dxdy — (mx+ %dx) dydz
. omy . om,
— | my+—=—dy | dxdz— | m;+—=—dz | dxdydz (4.6)
dy dz
Na forma compacta, a Equacdo 4.6 é expressa por:
dMm dm, dm, Jdmy
—_—=— dxdyd 4.7
dt <8x+8y+az rayac 7
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Por outro lado, os autores (Wendland, 2003; Bear; Cheng, 2010; Muyinda, 2014) apresen-

tam a Equacdo 4.7, conforme expressa a seguir na Equacgao 4.8.

ox dy dz

O fluxo de massa m, na superficie do volume de controle € dado pelo produto da densidade

- (ap 9, 9Pdy | 9P qz) AxAyAz (4.8)

p (massa por unidade de volume) pelo vetor fluxo q, cujas componentes (gy, gy, ¢ ) representam
as dire¢Oes dos eixos x, y e z, respectivamente. Dessa forma, pg, corresponde ao fluxo de massa
paralelo ao eixo x, pgy a0 €ixo y, € Pg; a0 €ixo Z.

Para obter uma notagdo compacta utiliza-se o operador gradiente V = (%, a%, a%) L]

obtendo-se a seguinte equacao:

-V (pg)AxAzAz (4.9)

Diante disso, ao reescrever a Equagdo 4.2, que representa a variagdo da massa com o tempo em

um dominio infinitesimal, obtém-se:

88—93{ = % (PO AxAyAz) (4.10)
Na Equagdo 4.10, as varidveis variam ao longo do tempo, incluindo a densidade da dgua p,
a porosidade ¢ e o volume de controle definido por AxAyAz. Considerando que o meio poroso
€ incompressivel, conforme discutido por (Delleur, 2007), assume-se neste trabalho que, sob
condig¢des naturais, apenas a deformacao vertical € significativa, conforme descrito por Freeze
e Cherry (1979). Dessa forma, apenas Az varia com o tempo, enquanto Ax e Ay permanecem
constantes. Assim, a Equacao 4.10 pode ser reescrita como:
(AxAyAz)

dMm  ap 20 P)

Segundo Bear (1972), a compressibilidade tanto da dgua quanto do meio poroso pode ser

@.11)

expressa em funcao da variacdo da pressdo da dgua. Assim, tem-se:

dhz . dp dp  _,dp
or ey G =Phy;

onde o e B sdo os coeficientes de compressibilidade do meio poroso e da dgua, respectiva-

(4.12)

mente, € p representa a pressao da dgua.

Substituindo %—’t) na Equacdo 4.11, obtém-se:
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0 0
a—’;mmym — P a—l;(Z)AxAyM (4.13)

Como apenas Az varia com o tempo:

9 (AxAyA?) Az
T Ayt (4.14)

Substituindo 2 o A2 da equacdo 4.12:

d(AxAyA?) ap
———— = AxAyAzo—=— 4.1
5 AxAyAzol o (4.15)
Agora, substituimos os resultados na Equacao 4.11:
IMm d ap
&5 = pﬁ q)AxAyAz +p 8¢ AxAyAz + p(PAxAyAz(Xa— (4.16)
Reorganizando os termos:
aIMm d d
So=p [ (a +B)—p+—¢] AxAyAz 4.17)
Combinando a Equacao 4.17 com a Equagao 4.8, tem-se:
dpgx , dpgy | Ipg; dp
— = —— 4.1
(8x 200 90 o+ 0B) % @.18)
Reescrevendo de forma compacta:
op
~V-(pg)=p |(a+9B)5 (4.19)

Tem-se, portanto, a equacdo geral da continuidade, que considera a variacdo no armaze-
namento de dgua como resultado dos fluxos de entrada e saida que atravessam o volume de

controle.

4.1 EQUACAO GERAL DE FLUXO

A equacdo geral do fluxo é derivada pela combinacdo da Lei de Darcy, em sua forma simpli-
ficada, com a equacdo da conservacao de massa (4.19). Esta tltima considera a conservagao de
massa por meio do termo de divergéncia V - (pq), que representa a variacao de massa entrando
e saindo de um volume de controle, juntamente com o termo no lado direito da equagdo, que

modela o armazenamento ou a compressibilidade.
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Para simplificar, divide-se a Equacao 4.19 por p, assumindo que a densidade p é constante

Nno mMeio poroso:

Jd
—v-q:(a+¢ﬁ)a—f (4.20)

Substituindo ¢, conforme definido pela Lei de Darcy, na Equacdo 4.19 e realizando as ma-

nipulacdes matemdticas subsequentes, obtém-se:

—V-(—K,Vh) = (a+ ¢p) g—’; 4.21)

O termo —V - (—KVh) é simplificado pela eliminagdo dos sinais negativos, ja que —(—K;) =

K;. Dessa forma, a equagdo geral do fluxo pode ser expressa como:

d
V. (—K,Vh) = (a+¢ﬁ)a—f (4.22)
Considerando que as dguas subterraneas saturam completamente o meio poroso, seja 6 o
teor de umidade e ¢ a porosidade. Nesse caso, o teor de dgua é equivalente a fracdo do material
saturado. Assim, tem-se:

200 Jp p oh
S, =5, =(=9)a—-=(1-9)aps— (4.23)

Combinando as Equagdes 4.22 e 4.23, chega-se a seguinte forma da equacdo geral de fluxo:

dh
V- (~K.Vh) = pgb(o+ )5 (4.24)

Entende-se a Equagdo 4.24 como a equagdo fundamental para o fluxo de dgua subterranea.
Essa equacgdo permite calcular a carga hidraulica, i, em funcio das propriedades do meio poroso

e da 4gua. Assim, reescreve-se a Equacdo 4.22 da seguinte forma:

%
ot

onde u, = pg(a+ ¢p) é o armazenamento especifico, que depende da compressibilidade

—V - (—K,Vh) = (4.25)

do meio poroso e da 4dgua.
Conforme a Equacdo 4.26, M representa a espessura do aquifero. Para os casos de aquiferos
confinados, a equacio pode ser reescrita explicitando a espessura da seguinte forma:
dh

—V (K MVh) = M (4.26)
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Incluindo o termo fonte, que pode representar sumidouro, evaporagdo, precipitacdo e/ou
recarga, na Equacdo 4.25, obtém-se:
dh

~V- (~KMVh) = pM~5- + () (4.27)

Na Equacdo 4.27, x representa o vetor de coordenadas no dominio bidimensional, por exem-
plo, x = (x,y). A varidvel h, na Equagdo 4.28, representa a altura do nivel da dgua, sendo es-
pecialmente relevante para aquiferos nao confinados, também denominados aquiferos freaticos.
Essa formulacdo permite uma descri¢do mais precisa dos processos de movimentacdo da dgua
em condig¢des naturais, fornecendo subsidios importantes para estudos hidrolégicos e aplicagdes
préticas.

V(K1) = g 2 () 428)

Os termos presentes na equagao possuem os seguintes significados:

* l,: rendimento especifico do aquifero, que representa a capacidade de liberagdo de dgua
por unidade de volume, decorrente da compressibilidade do material e da expansao da

agua.

* K(h): coeficiente de transmissibilidade do aquifero, que depende do nivel da dgua &. Esse
coeficiente indica a capacidade do meio poroso de transmitir dgua. A transmissibilidade
K;(h) varia com o nivel A, pois a porosidade e a condutividade hidrdulica podem depender

da saturagdo do solo ou da rocha.

O termo a esquerda, V - (K;(h)Vh), representa o fluxo de dgua devido ao gradiente hidrau-
lico, considerando que a condutividade hidrdulica varia com o nivel A. J4 o termo a direita, L, %
corresponde a variacao temporal do nivel da 4gua, influenciada pelo armazenamento especifico
Ha-

A equagdo da carga hidraulica no estado estaciondrio € dada por:

—V . (=K,Vh) = f(x) (4.29)
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4.1.1 Condicoes de Contorno

Para que a equacdo da carga hidrdulica esteja bem definida do ponto de vista matematico,

impdem-se as seguintes condicdes iniciais e de contorno:

h(x,t) =hp, emlIp X [O,t]

—KVh-ﬁ:gN, em 'y x [O,Z]

h(x,t) =hy, emQet=0

Onde: K = KM € o coeficiente de transmissibilidade do aquifero.

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)
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5 FORMULACAO NUMERICA

5.1 METODO DAS DIFERENCAS FINITAS EM VOLUME DE CONTROLE (CVFD)

O método das Diferencas Finitas em Volume de Controle CVFD foi amplamente utilizado
na simulacdo de escoamentos em meios porosos, sendo amplamente aplicado, por exemplo, na
modelagem de reservatorios petroliferos Edwards e Rogers (1998), Arnold et al. (2002), Haji-
beygi, Karvounis e Jenny (2011), Eymard, Guichard e Masson (2012). O método CVFD calcula
o fluxo através de uma interface € com base na aplicacdo da Lei de Darcy, considerando o gra-
diente da carga hidrdulica e as propriedades hidraulicas dos subdominios adjacentes, sobretudo
a permeabilidade. Dessa forma, € possivel obter expressdes para o fluxo normal a interface que
garantem continuidade e coeréncia fisica nas trocas entre os volumes de controle.

A Figura 9 ilustra o esquema numérico do método CVFD aplicado a discretizag¢do do fluxo

entre dois volumes de controle vizinhos em uma malha unidimensional.

Figura 9 — esquema numérico do CVFD.

>

U, - N,

: Ax;, | Axg

Adpatado de Souza (2015).

Segundo Edwards e Rogers (1998) a quantificagdo do fluxo normal a interface € feita a
partir de expressdes distintas para cada lado da interface: esquerdo L e direito R, conforme

apresentado nas equacgdes a seguir:

- he—h

(Ve.Ne)L:—ZKL< AXLL) (5.1)
= h _he

(ve-Ne)RzzKR( RAXR ) (5.2)

Essas expressdes envolvem duas varidveis principais: a carga hidrdulica no ponto auxiliar 4.,

situado sobre a interface, e os valores de carga nos centros dos volumes de controle adjacentes.
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A determinacdo de h, € fundamental para garantir a continuidade do fluxo através da interface,
sendo esse o préximo passo da formulagao.

De acordo com Souza (2015) A continuidade do fluxo impde que a vazdo proveniente de
um dos lados da interface deve ser igual, em médulo e oposta em direcdo, aquela que entra pelo

outro lado. Isso pode ser expresso por meio da seguinte relagdo:

(ve'ﬁe)[:: _<‘7e'Ne>R (5.3)

0 que, ao se substituir as equagdes (5.1) e (5.2), conduz a equagao:

2K (heA;hL) — _2Kp (hR _he) (5.4)

L

A resolucdo da equacdo (5.4) fornece uma expressio explicita para a carga hidraulica no

ponto intermedidrio A,:

hLKL I hRKR
Axp, Axg

K. Ke
Ax;  Axg

A Equacdo 5.5 representa uma média harmonica ponderada dos valores de carga hidraulica,

he = (5.5)

levando em consideracdo tanto a permeabilidade quanto a distdncia de cada subdominio ao
ponto e. Substituindo 4, em uma das expressoes de fluxo (por exemplo, na equagdo (5.1)),
obtém-se a forma final do fluxo através da interface:

I 2KRrK;,

N, = — hr—h 5.6
Ve * Ne KRAXL—I—KLAXR( R L) (5.6)

A equacdo (5.6) evidencia que o fluxo na interface depende diretamente da diferenca de

carga hidraulica entre os volumes de controle vizinhos, sendo ponderado pelas permeabilidades
e pelas dimensdes desses volumes. O método CVFD empregado neste trabalho foi adaptado
de (Souza, 2015). Esta formulacao é particularmente robusta e eficiente quando aplicada a ma-
lhas estruturadas, sendo amplamente empregada em modelagens de escoamento subterraneo em
meios porosos.

Entretanto, como evidenciado por Keilegavlen e Aavatsmark (2011), esse método perde
consisténcia em malhas ndo estruturadas ou geometricamente distorcidas, comprometendo a
precisdo dos resultados em simulagdes mais complexas. De modo semelhante, Contreras et al.

(2023b) destaca que o CVFD apresenta limitacdes quanto a flexibilidade para trabalhar com
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malhas ndo estruturadas e tensores de difusdo completos, o que pode resultar em perda de

precisdo, além de dificultar a convergéncia.

5.2 METODO DOS VOLUMES FINITOS COM APROXIMACAO DE FLUXO POR MUL-
TIPLOS PONTOS COM STENCIL DO TIPO DIAMANTE (MPFA-D)

O Método dos Volumes Finitos (MVF) foi proposto por McDonald em 1971, inicialmente
aplicado a resolucdo de problemas bidimensionais. Com o avancgo das técnicas, esse método
foi ampliado para lidar com problemas tridimensionais, mostrando-se uma ferramenta bastante
vantajosa, especialmente pela sua flexibilidade para tratar geometrias complexas. O MVF pode
ser utilizado tanto com malhas estruturadas quanto ndo estruturadas, proporcionando boas apro-
ximacdes em diversas situacgoes.

Esse método destaca-se como uma técnica poderosa para a aproximacdo de fluxos em su-
perficies de controle. A aplicagdo do Teorema da Divergéncia de Gauss permite resolver o
problema ao transformar a integral de volume, associada aos volumes de controle (Volumes
de controle (VC)), em uma integral de superficie desses volumes. Essa abordagem numérica
possibilita uma aproximagao precisa dos fluxos nas superficies de controle, resultando em uma
integral que representa fielmente a integral original, conforme descrito por (Contreras, 2012).

Para resolver as equacdes governantes previamente estabelecidas, utiliza-se o método de
volumes finitos ndo cldssico. Esse método consiste na subdivisdo do dominio continuo, de-
nominado €, em um ndmero finito de volumes de controle. A discretiza¢cdo do dominio Q é
realizada considerando as faces, os centroides e os proprios volumes de controle, que frequen-
temente possuem formas poligonais, o que possibilita a aplicacdo eficaz da metodologia.

O método de aproximacao de fluxo com multiplos pontos (MPFA) surgiu como uma alterna-
tiva mais robusta ao tradicional método de volumes finitos com diferencas centradas (CVFD),
o qual é limitado a malhas ortogonais e a campos de permeabilidade alinhados a malha. De-
senvolvido a partir do final da década de 1990, especialmente por pesquisadores do Instituto
Noruegués de Pesquisa em Computacdo (SINTEF), o MPFA foi proposto para garantir a con-
sisténcia e a conservacao local de massa em simula¢des numéricas de escoamento em meios
porosos altamente heterogéneos e anisotrépicos. Um dos principais idealizadores da técnica é
(Aavatsmark, 2002), cuja contribui¢do ¢ amplamente reconhecida na literatura especializada.

Ao contrario do CVFD, que utiliza apenas dois pontos para calcular o fluxo através de uma

face, o MPFA considera multiplos pontos em torno de cada interface, permitindo uma formu-
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lacdo que incorpora variagdes espaciais mais complexas da permeabilidade e da geometria da
malha. Isso o torna particularmente adequado para simulagdes em malhas nao estruturadas e
para meios com anisotropia nao alinhada.

Com o avan¢o das pesquisas, diversas variantes do método MPFA foram desenvolvidas,
incluindo o Multi-point Flux Approximation with Optimization (MPFA-O), o Multi-Point Flux
Approximation - Linear (MPFA-L) e, mais recentemente, o MPFA-D, que surgiu no inicio da
década de 2010. O MPFA-D foi inicialmente utilizado por Gao e Wu (2010) para discretizar a
equagdo de pressio e, posteriormente, adaptado por Contreras et al. (2016) e Souza et al. (2018)
para simulagdes de escoamento bifdsico em reservatorios de petréleo. Esse método emprega um
stencil do tipo diamante para construir células auxiliares ao redor das interfaces dos volumes
de controle, o que permite capturar com maior precisdo os efeitos da anisotropia e as distor¢des
geométricas da malha (Edwards; Rogers, 1998).

Dessa forma, o MPFA-D representa uma evolugdo significativa das aproximacgdes de fluxo
em meios porosos, combinando a capacidade de lidar com complexidade geométrica e hetero-
geneidade com estabilidade numérica, sendo uma técnica promissora em simulagdes hidrodina-
micas e de reservatorios.

Embora tradicionalmente utilizado em simulagdes de escoamento em reservatorios de pe-
tréleo, o MPFA-D € aqui, pela primeira vez, implementado para a modelagem de escoamento
em aquiferos no contexto de dguas subterrdneas. As malhas para esse tipo de simulagdo po-
dem ser geradas por softwares como o Gmsh. O c6digo numérico associado ao método pode
ser implementado em diversas linguagens de programacdo, como MATLAB, Python e Julia.
proporcionando flexibilidade e acessibilidade para aplica¢des académicas e de pesquisa.

Na se¢do a seguir, apresenta-se a formulagao mateméatica do método, bem como o processo

de discretizacao e sua aplicacdo no contexto do escoamento subterraneo.

5.3 DISCRETIZACAO DA EQUACAO DA CARGA HIDRAULICA APLICADA A FLUXO
DE AGUAS SUBTERRANEAS

Escrevendo a Equacao 4.27 da carga hidadlica de forma genérica. obtém-se:

%
ot

ou ainda reescrevendo assim:

M= = —V -V~ f(x),V = —K,MVh (5.7)
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V.¥=0Q, onde v=—KMVh (5.8)

A modelagem matematica de problemas relacionados ao fluxo em meios porosos é ampla-
mente fundamentada em equacdes diferenciais parciais que descrevem os fenomenos de trans-
porte de massa. Dentre as equagdes fundamentais, destaca-se a conserva¢do de massa combi-
nada com a Lei de Darcy, que fornece uma descri¢do precisa do escoamento. Para viabilizar
a implementacdo numérica dessa modelagem, € necessdria a discretizagdo da equacdo gover-
nante.

Para compreender melhor os fendmenos fisicos e sua implementagdo numérica, integra-se

a Equacdo 5.7 no tempo e no espaco, resultando em sua formula¢do integral:

/t/Que%dthz—/t/gv-vdvm—/tfgf(x)dvm (5.9)

Essa formulacdo permite analisar as contribui¢des acumuladas de cada termo ao longo do
tempo e do dominio, separando-os em componentes que podem ser tratados de forma indepen-
dente na etapa de discretizagao.

A resoluciao numérica requer a discretizacgdo dos termos da equagdo. Para o termo do fluxo,
utiliza-se o Teorema da Divergéncia, que estabelece que a integral volumétrica da divergéncia

de um campo vetorial pode ser transformada em uma integral de contorno:

| vvaa= [ vida=Yy [ i (5.10)
Q 29 = gy,

Para cada volume de controle k, define-se Q = |J; Q. Aplicando essa propriedade ao termo

do fluxo na equacdo governante, obtém-se:

//V-(V) de::/Z V-Vdedt:Z/ V-Vdedt:// V-iidAdt  (5.11)
tJQ t % I % JtJ o tJoQy

Onde |e| representa a drea (ou norma) da face e. No contexto da discretizagdo numérica, a
integral de contorno € aproximada pela soma dos fluxos normais nas interfaces e dos volumes

de controle:

- 1 -
// V-idAdt =M ) V- Ne; Ve:—/ﬁdA; N, = |e|r (5.12)
tJoQ, ecay |€|

O termo de variagdo temporal % ¢ aproximado pelo método de Euler implicito, que utiliza

a diferenca finita entre os valores da carga hidrdulica nos instantes n+ 1 e n:
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oh n "
/t/Q“"Edth:“e (" —H") Wy (5.13)

Pelo Teorema do Valor Médio, o termo fonte € considerado constante dentro de cada volume

de controle V; e pode ser aproximado por:

/t /Q fx,t)dVde = At (f(x)V) (5.14)

Combinando os termos discretizados, obtém-se a equacao final que representa a variagao do
armazenamento, os fluxos nas interfaces dos volumes de controle e as contribuicdes dos termos

fonte no intervalo de tempo considerado:

n+1
e (h"“—h”)Vk:—At< ) ve.ﬁe> — At (Fx)Vi)" (5.15)

ecay

A equacao discretizada 5.15 € resolvida iterativamente para cada intervalo de tempo, por
meio do método de Euler implicito, utilizando condig¢des iniciais e de contorno adequadas para

determinar os valores de #"*! em todo o dominio.

n+1
vkxlh"+1+m( Y ve-fve> = AVih" = AtfVi, A= u.M (5.16)
eEan

Por sua vez, na Equacéo 5.16, o parAmetro A representa a capacidade do meio de armazenar
e liberar 4gua conforme a carga hidrdulica varia no tempo. A varidvel v, corresponde a veloci-
dade aproximada na interface e. Considera-se que e = (1J) corresponde a superficie de controle,
ou seja, a face formada pelos nés 7 e J. O vetor N, representa a drea normal a face e. A soma
dos fluxos normais sobre todas as faces define o balango de massa no volume de controle.

A vazdo através da face ¢ dada pelo produto escalar v, -N,. Essa aproximacao pode ser
realizada por diversos métodos de volumes finitos, lineares ou nio lineares. De acordo com os

objetivos deste trabalho, optou-se pela aproximacao linear, utilizando o método MPFA-D.

54 LEMA

Sendo /4 a fungido da carga hidrdulica definida sobre o tridngulo AABC cujo vértices estdo
enumerados no sentido anti-horario, obtém-se:
ha—hg - RAB

AB+ ——|(hg—h BCA+ (he—h B 5.17
AB +|AB|2 [(h — ha)ctg{BCA + (hc — ha)ctg £ABC] (5.17)

Vi =
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Onde:

cos (0 sin(0
R= () (6) ,com 0 =

—sin(0) cos (0)

[SIE]

Figura 10 — Malha Poligonal, ilustrando o "Diamond Path".

Elaborado pelo autor.

Adota-se a seguinte notagdo para uma determinada face em 2-D, conforme representado na
Figura 10.

Os elementos sdo denotados por L e R: L estd localizado a esquerda, enquanto R esté lo-
calizado a direita. O vetor normal a face 1J é denotado por Nij = N,. Assim, para a face do

elemento L, tem-se Ny,,, = N, 1, € para a face do elemento R, Ny,,, = Ne .

1XJ

—

Ne,L = 9{)(,‘[)(,’_]7 assim como N@R = g{x‘].XI,

Sendo esses 0s vetores normais as faces )Tx} e xj_x}, onde e representa as bordas dessas
faces, obtém-se:

Ne,R = - _‘e,L-

A distancia dos baricentros em relagdo a face € representada por d, ;, para o baricentro do
elemento L e por d, g para o baricentro do elemento R. A permeabilidade do elemento L é
denotada por K(L) = K. A carga hidrdulica no baricentro do elemento L é representada por
h(L) = hy, assim como h(R) = hg corresponde a carga hidrdulica no baricentro do elemento R.
Além disso, a carga hidrdaulica nos vértices x; e x; € denotada, respectivamente, por hj € hj.

Reescrevendo o lema da Equacgdo (5.17), tem-se:

o K’e XXy
Vh & e ((/’L[ — /’LL)COZKXI)CJXL + (hj — hL)cotéxprcJ) + (l’lj — h[):— (5.18)
Jrx7 | Jrxg |
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Para decompor o tensor de transmissibilidade na base formada pelos vetores x;x; e N,

utiliza-se uma combinagao linear, resultando na seguinte equagao:

= =

K"(N.) = K"xx; + KN, (5.19)

Sendo KT a componente tangencial do tensor de transmissibilidade, e Ke([) e Ké") 0S compo-
nentes tangencial e normal da permeabilidade, respectivamente, ao realizar-se a pré-multiplicacao

da Equacao (5.18) pelo vetor X}, obtém-se:

< _ (Ne)TK ()

e = | m‘z (5.20)
da mesma forma multiplicando por (]Ve)
NIKN,
KW = Je s (5.21)

S =
)|
Substituindo a Equacgdo (5.18) na Equacao (5.8) e realizando a multiplicagdo pelo vetor Kle,L,

obtém-se, apos algumas manipulacdes matematicas, a seguinte expressao:

DR ]_\7@ = _Ke(,rz) ((h] — hL)COtKXIXJXL -+ (h] - hL)COthLX[)CJ) — Ke(fz(hj — h]) (5.22)

Considerando as relacdes trigonométricas, obtém-se as seguintes equagdes:

——
(xyx, - x7X1

COtAX[XJX], = = (5.23)
|xX7x7| dy LX1xs
e —g

cotAxpxixy = (o, Xy (5.24)

T
|xXix7| dy pxixy

Ao substituir na Equacdo (5.17) forma-se a seguinte equacao:

= N A (n) (XJXL -quﬁ (xle 'xeIj 0
B R — K (hy—h 5.25
o ' <( 1 Xt d * X7y | .1 oL (hy—hi) (5.25)

Sendo a vazdo na face e aproximada, a partir do elemento x;, tem-se:

— ——— (= h)———"
K" 17| Ay ( ) 157

d - 1 . 3 . 3
xL / FNopdA = — <( hy—hy) (L - xgx1 X[XL - X[X) )
e

(5.26)

t
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Reescrevendo de maneira andloga para £ xgx;x;, obtém-e:

dx,R 5 ]—\»7 dA = 1 h h (XJ)CR * XJXT h h ()C[xR - X1XJ
) V- WNe L B e (J— R)T—F(]— R)T
k") Je x| ;| i |
&R (5.27)
Ker
—(h; —hy)—=—d\r
Kip ™
Ao considerar a continuidade do fluxo na face (e), resulta:
/ VN, dA = — / V- N, rdA (5.28)
Somando as Equagdes (5.26) e (5.27) por meio da Equagao (5.28), verifica-se:
Vo No = 8o [hg —hy — Do(hy —hy)] (5.29)

Sendo ®, e K, as projecdes do tensor da transmissibilidade nas dire¢cdes normal e tangen-

cial, respectivamente, tem-se:

(n) ¢-(n)
K'/K
Re= 630
K87de’R + Ke7Rdx,L
Sy — K(t) K(t)
_ XLXRXIX] 1 €7Ld L+ ede R (5.31)
e Rl \ KR

Quando uma superficie de controle € esta sobre I'p, a carga hidraulica e o fluxo € dado por:

N . o (Kew, -3
V, - — —_— —
e Ve e | L |X:[)U| gp KQL, x L T|XIX]|
. N (5.32)
() Ker, |y XL
v Kpp ™ [xrxj|
Quando o termo de transmissibilidade € apresentado da seguinte forma:
(n)
K
[ap— (5.33)
dx,L
Quando o contorno coincide com a fronteira de Neumann, o fluxo € dado por:
Ve-N, =gy 2| (5.34)

A carga hidréulica nos n6és é dada a partir das Equacdes (5.32) e (5.34), onde as funcdes

escalares g5, (J) e gy (1) estdo definidas em I'p, e o fluxo especifico em I'y é dado por gy.
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5.5 INTERPOLACAO DAS VARIAVEIS AUXILIARES

De acordo com Contreras et al. (2016), as variaveis auxiliares localizadas nos vértices sao
descritas como combinagdes lineares das varidveis centradas nas células, o que torna a expres-
sdo do fluxo completamente centrada na célula.

Este trabalho apresenta um tipo de interpolac@o proposto por Gao e Wu (2010) e utilizado
por Contreras (2012) e Contreras et al. (2016). Os pesos da interpolacdo sdao obtidos sem a
necessidade de resolver sistemas lineares locais, e o cédlculo dos pesos admite tensores de per-
meabilidade arbitrarios, além de ndo depender da topologia da malha nem das descontinuidades
do material poroso.

Existem outras propostas para calcular os pesos de interpolacdo elaboradas por diversos au-
tores, tais como Gao e Wu (2010), Contreras et al. (2016), Contreras, Lyra e Carvalho (2019)
e Contreras et al. (2023a). Esses trabalhos relatam que tais interpolacdes nao apresentam ro-
bustez considerdvel quando aplicadas a meios anisotrépicos e heterogéneos (que apresentam
descontinuidade).

No entanto, ao adotar uma interpolacdo ponderada explicita com preservacao de linearidade
(Linearity-Preserving Explicit Weighted (LPEW)) e derivar a equacdo 5.35 como uma equacao
de continuidade ao longo das regides de interagdo que contornam cada vértice da malha ligando
os pontos médios das bordas adjacentes obtém-se uma abordagem mais adequada.

No presente contexto, 4; pode ser expresso da seguinte forma:

ncy
hi =Y wih; (5.35)
i=1
w; € o peso para cada volume de controle (i)

ncy

wi =m;/ ) @; (5.36)
i=1
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Figura 11 — Regido de interacdo para a interpolacio LPEW.

Adaptado de Contreras et al. (2016).

5.6 MONTAGEM DA MATRIZ GLOBAL

Considerando a Equacdo (5.16) obtém-se:

Y Ve Ne=fi, fo=fiVi (5.37)

ecay,

O sistema de equacgdes lineares é construido a partir da Equacdo (5.37). Para cada interface

do volume de controle L, a seguinte equacdo linear € obtida apds o processo de interpolagdo:

ZTihi = ZQL,:‘ (5.38)

Onde i representa os volumes de controle vizinhos ao volume de controle L, incluindo
o proprio L; T; s@o as transmissibilidades que envolvem pesos e outros parametros fisico-
geométricos; e Qy ; sdo os termos que englobam as fontes e as condi¢des de contorno associa-
das.

Aplicando esse procedimento a todos os volumes de controle L, obtém-se o seguinte sistema

linear global:

TCh° = Q° (5.39)
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em que 7 é a matriz global de transmissibilidade, 4° é o vetor global das cargas hidrdulicas
e QY é o vetor global dos termos independentes, sendo o sobrescrito G utilizado para indicar

grandezas globais no sistema.
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6 TESTES COM MPFA-D EM AQUIFEROS EM ESTADOS ESTACIONARIO

6.1 ERROS E TAXAS DE CONVERGENCIA

A avaliagdo da acurécia de métodos numéricos € fundamental para garantir a confiabilidade
dos resultados obtidos em simula¢des computacionais. Neste trabalho, utilizam-se métricas ba-
seadas na norma L, para quantificar os erros associados a carga hidraulica (g;,) e ao fluxo (&),
permitindo uma anélise rigorosa da aproximacao numérica em relacdo a solugdo analitica.

O erro associado a carga hidraulica € definido como:

2 1/2
g, = ZleQ (hk - hk,exata) Vi (6 1
ZQ](GQ Vk .

onde:

* N € o valor da carga hidraulica obtido numericamente no baricentro do volume de con-

trole €y,
* Ny exata € a correspondente solugdo analitica,
¢ Vi € o volume do controle Q,
* ¢ a somatoria € realizada sobre todo o dominio computacional Q.

Essa métrica fornece uma medida global do erro distribuido espacialmente, ponderando os
desvios quadréticos pelas dimensdes dos volumes de controle. A norma L, por sua natureza, é
particularmente adequada para capturar o comportamento médio dos erros, suavizando oscila-
coes locais.

Para avaliar o comportamento dos erros em relagdo ao refinamento da malha, calcula-se a
taxa de convergéncia Ry, a qual indica como o erro decresce a medida que o espagamento entre
os elementos da malha é reduzido. Essa taxa € obtida por meio da seguinte expressao:

log 8h(dZ)

log (%)

onde:

* d| e d; sdo os tamanhos caracteristicos (ou espacamentos médios) de duas malhas suces-

sivas com diferentes niveis de refinamento, sendo dp < di,
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* &,(d)) e &,(dy) sdo os erros associados a cada malha.

Valores de R, préximos a ordem teérica do método numérico indicam boa conformidade
com o comportamento esperado de convergéncia. Por exemplo, métodos de segunda ordem
tendem a apresentar R;, ~ 2 quando submetidos a refinamentos sistematicos.

Esse tipo de andlise € essencial ndo apenas para validar a implementa¢do numérica, mas
também para demonstrar a robustez do esquema de discretizagdo empregado, especialmente em
contextos com forte heterogeneidade ou condi¢des de contorno complexas.

Para a realizacio dos experimentos computacionais e simulacdes abordados neste trabalho,
foi utilizado um computador pessoal com o sistema operacional Windows 11 Home Single Lan-
guage, versao 22H2, instalado em 28 de novembro de 2023. O equipamento conta com um
processador Intel(R) Core(TM) i3-6006U, com frequéncia de 2,00 GHz, aliado a uma memoria
RAM de 8 GB, sendo 7,88 GB disponiveis para uso. O sistema operacional é baseado em arqui-
tetura de 64 bits (x64), o que garante a compatibilidade com os principais softwares cientificos

utilizados ao longo do desenvolvimento da pesquisa.

6.2 DISTRIBUICAO DA CARGA HIDRAULICA EM UM AQUIFERO ALTAMENTE HE-
TEROGENEO

6.2.1 Caso Unidimensional

Esta solu¢do foi adaptada de Alecsa et al. (2020), com o objetivo de avaliar as taxas de
convergéncia de métodos numéricos em um problema unidimensional com solucdo analitica

conhecida, dada por:

h(x) =3+ sen(x), x€[0,20]. (6.3)

As condig¢des de contorno do tipo Dirichlet associadas a equacao 6.3 sdo:

h(0) =3, h(20) =3+ sen(20). (6.4)

A condutividade hidrdulica K(x) e o termo fonte f(x) sdo definidos pelas expressoes 6.5 e

6.6, de modo a garantir um meio heterogéneo com padrao oscilatério e periddico:

N
K(x) = Cjexp <C2 Y cos ((p+27r(l_qx-|—k2))> , (6.5)
k=1
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N
f(x) =Ciexp | & Z cos ((p —|—27r(l_qx—|—k2))
= (6.6)

N
x |Cy Y 27ky sen (@ 427 (kix+k2)) cos(x) — sen(x)
k=1

As constantes C) e C, controlam a magnitude e a amplitude das func¢des K (x) e f(x), res-

pectivamente. A seguir, essas constantes sao definidas separadamente para melhor clareza:
o2
c=wew (-5 ). 67

= 6.8
G TN (6.8)

A equagdo (6.7) define C; como um fator de escala que ajusta a magnitude média da con-
dutividade hidrdulica, baseado na média esperada (K) e na varidncia 6> de uma distribui¢io
gaussiana. Ja a equacao (6.8) define C, como um parametro que controla a amplitude das osci-
lagdes, levando em conta a variancia e o nimero de termos N na soma.

Neste trabalho, foram utilizados os valores ¢ = 0,1 e N = 100, caracterizando um meio mo-
deradamente heterogéneo. Para avaliar o desempenho numérico, foram utilizadas cinco malhas
uniformes, com espagamentos Ax = (1), (0,5), (0,25), e (0,125), gerando malhas com 20,
40, 80 e 160 volumes de controle. Além diss o, foram construidas malhas nao uniformes com o
mesmo nimero de volumes, mas com espacamentos gerados aleatoriamente.

Figura 12 — (a) Campo de carga hidrdulica obtido pelos métodos CVFD e MPFA-D em (m) e (b) Campo de carga

hidrdulica (m) obtido apenas pelo método MPFA-D. Ambos os resultados correspondem a 40 volumes
de controle (Ax = 0,5).

Il ENEE NSNS "EEES UNEN- DNEE EEEE|

1.978 2.489 3.001 3.513 4.024
[ ' T i Bl |
(@)

AN ' BIRY TANE [l 1]
1.955 2.476 2.997 3.517 4.038
[ ' T i Bl |

(b)

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 12 apresenta a distribui¢do da carga hidrdulica obtida pelos métodos CVFD e

MPFA-D. Em malhas uniformes (a), ambos os métodos forneceram resultados similares. No
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entanto, quando aplicados a malhas nao uniformes (b), o método MPFA-D demonstrou maior
acurécia em relacdo a solugdo analitica, com melhor representagdo da carga hidrdulica, especi-

almente em regides com variacOes mais acentuadas.

Tabela 1 — Erro (€) e taxas de convergéncia unidimencional (R) utilizando diferentes refinamentos de malha.

Erro | 20 VC | 40 VC | 80 VC | 160 VC
0.4685 | 0.0230 | 0.0056 | 00014
Malha uniforme | MPFA-D/CVED |°

R, | -- | 43483 | 2.0381 | 2,0000
VPFAD e | 0.1258 | 00348 | 0,0081 | 0.0016
o R, | -- | 1.8540 | 2.1031 | 2.3399
Malha nao uniforme 0.1299 | 0.0545 | 0.0490 | 0.0404

CVED S ’ ’ ’
R, | -- | 1253101535 02784

A Tabela 1 mostra os erros calculados pela equagdo (6.1) e as taxas de convergéncia pela
equagao (6.2). Em malhas uniformes, ambos os métodos alcangaram excelente acurdcia, com
erro reduzido de 0,4685 (20 volumes) para 0,0014 (160 volumes), e taxas de convergéncia
superiores a 4, caracterizando superconvergéncia nos refinamentos iniciais.

Por outro lado, em malhas ndo uniformes, o método MPFA-D manteve boa acuracia, com
erro reduzido de 0,1258 para 0,0016 e taxas proximas de 2. O método CVFD, entretanto, apre-
sentou desempenho inferior, com erro decrescendo apenas de 0,1299 para 0,0404 e taxas incon-
sistentes. Isso evidencia maior estabilidade e robustez do método MPFA-D em malhas comple-

xas, enquanto o CVFD mostrou-se eficaz apenas em malhas uniformes.

Figura 13 — (a) carga hidrdulica malha néo uniforme 40 VC em (m) e (b) carga hidrdulica malha nio uniforme 160

VCem (m).
mm MPFA-D 4.5 —(T\‘/]\tg\—[)
CVFD D
\ 9= SOL. ANALITICA| '.lSOL,/\N/\LiTIC/\/
\.\ .
3.5
[
| =3
2.5
2
1.5

30 35 40 70 20 40 60 80 100 120 140 160
L
(@) (b)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A Figura 13 reforca essas observagdes ao comparar as solugdes obtidas com os métodos
CVED e MPFA-D com a solugdo analitica. Na Figura 13(a), com uma malha mais grosseira,
ambos os métodos apresentam desvios notdveis em relagdo a solugdo de referéncia, sobretudo
em regides onde o gradiente hidrdulico é mais pronunciado. Entretanto, o método MPFA-D
exibe desempenho superior ao capturar com maior fidelidade os picos e vales da fungdo anali-
tica, evidenciando sua capacidade de representar adequadamente os efeitos locais mesmo com
resolugdo limitada. Com o refinamento da malha para 160 volumes de controle, conforme ilus-
trado na Figura 13(b), o método MPFA-D demonstra acuricia ainda mais elevada, praticamente
coincidindo com a solucao analitica ao longo de todo o dominio. Esse resultado destaca a ro-
bustez do método na resolucdo de problemas com elevada variabilidade espacial, validando sua
aplicabilidade em meios heterogéneos complexos. Em contraste, embora o0 método CVFD tam-
bém apresente melhorias com o refinamento, ele continua apresentando limitagdes em regides
de transi¢do abrupta, refletindo menor sensibilidade a variacdes locais. Esses achados corrobo-
ram as andlises anteriores e reforcam a superioridade do método MPFA-D em contextos que

exigem maior resolucio espacial e fidelidade na representacdo da carga hidrédulica.

6.2.2 Caso Bidimensional

Este problema foi adaptado de Alecsa et al. (2020) e, em nosso contexto, tem como ob-
jetivo realizar uma avaliacdo comparativa da acurdcia do método MPFA-D. Trata-se de um
problema em regime estaciondrio que consiste em determinar a distribui¢do da carga hidréaulica
em um aquifero altamente heterogéneo. Os erros e taxas de convergéncia dos métodos MPFA-D
e CVFD sao obtidos a partir de refinamentos sucessivos da malha, considerando que a conduti-
vidade hidréulica permanece constante ao longo dos refinamentos.

O dominio fisico é um retangulo com as seguintes dimensdes: Q = [0,10] x [0,20], con-

forme ilustrado na Figura 14.
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Figura 14 — Dominio fisico e as condi¢des de contorno.

oh(z,0) |
o cos(2zx)
h(80,y) = 1+ sin(160 + y)
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10 m

—8}1,(%', 40) = cos(2z + 40)

» X

20m

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para avaliar os erros e taxas de convergéncia dos métodos MPFA-D e CVFD, foram utili-
zados quatro refinamentos de malhas, descritos na Tabela 2. Os refinamentos foram aplicados

tanto em malhas quadrilaterais ortogonais quanto em malhas quadrilaterais distorcidas, como
mostrado na Figura 15.

Tabela 2 — Refinamentos de malha no teste de convergéncia bidimencional.

Refinamentos Numero de Volumes de Controle (VC)
10 x 20 200
20 x 40 800
40 x 80 3.200
80 x 160 12.800

Figura 15 — (a) Malha quadrilateral ortogonal e (b) malha quadrilateral distorcida, ambas com 3.200 VC.

10 m

10 m

20m 20 m
(@) (b)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por outro lado, a condutividade hidraulica K(x,y) é uma func¢do exponencial dada por:



61

kiey O
K(ry)=| 6.9)
0 kiy)
N
k(x,y) = Crexp (Cz Z cos (¢; +27r(k,-,1x+k,-72y))> (6.10)
i=1

A solucdo analitica do modelo matematico € dada pela seguinte fungdo:

h(x,y) =1+ sen(2x+y) (6.11)

Esta solug@o permite uma comparagdo direta com a solu¢ao numérica, oferecendo um meio
rigoroso para avaliar a precisdo e a confiabilidade da formulacdo e dos cédigos desenvolvidos.

Substituindo os valores de K e & na equacdo (4.29), obtém-se o termo de fonte:

N
f(x,y) =2C1Cy Y —27k; y sen (@ + 2 (xk; | + yki2) )
i=1

N
-exp <C2 Z cos (¢; + 2 (xk; 1 +yki2) n)) cos(2x+y)
i=1

i=1

N
—5Cjexp (Cz Z cos (¢; + 2 (xk; 1 +yki2) 71:)) sen(2x+y) (6.12)

N
+C1Cy Y| —2mk;p sen (¢ +2 (xki1 + yki2) )
i=1

N
-exp (Cz Z cos (¢; + 2 (xk; 1 +yki2) 71')) cos(2x+y)
i=1

Onde k; 1 e k; > sdo os coeficientes que indicam a frequéncia espacial do i-€simo termo nas
direcdes x e y, respectivamente. Esses valores controlam as oscilagdes no campo de condutivi-
dade hidrdulica.

Como mostrado na Figura 14, as condi¢des de contorno de Dirichlet sdo dadas por:

h(0,y) =1+ sen(y), Wy € [0,40], (6.13)

h(Ly,80) = 1+ sen(160+y), Wy € [0,40). (6.14)

E as condig¢des de contorno de Neumann sdo:
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3—;1()@ 0) = cos(2x), Vx€[0,80] (6.15)
dh
8—y(x,40) = cos(2x+40), Vx e [0,80]. (6.16)

De acordo com Contreras, Lyra e Carvalho (2019), a solucao numérica da equacao (4.29)
para a carga hidrdulica em regime estaciondrio deve apresentar taxa de convergéncia de segunda
ordem. Nesse sentido, na Tabela 3 observam-se as taxas de convergéncia dos métodos MPFA-D

e CVED.

Figura 16 — (a) Distribui¢do da carga hidraulica analitica em (m), (b) condutividade hidrdulica em (m/d), ambos
em uma malha quadrilateral distorcida, com 3.200 VC.

4,518e-08  0,5000 1,000 1,500 2,000 5,829 15,24 24,66 34,08 43,49
[ . B -

Fonte: Elaborado pelo autor.

O campo da solugdo analitica e a condutividade hidrdulica sdo apresentados na Figura 16,
para uma malha quadrilateral distorcida com 3.200 VC. Os resultados numéricos obtidos pelos
métodos MPFA-D e CVFD devem seguir o mesmo padrdo da solucao analitica para os diferen-
tes refinamentos de malha.

Para a malha quadrilateral ortogonal, os métodos MPFA-D e CVFD apresentaram erros e
taxas de convergéncia similares em todos os refinamentos da malha, pois 0 método MPFA-D se
reduz ao método CVFD nesse tipo de malha, conforme observado na segunda e terceira linha
da Tabela 3.

Como esperado, para cada refinamento da malha, os erros diminuem aproximadamente
quatro vezes, resultando em taxas de convergéncia de segunda ordem (veja a Tabela 3). Isso
demonstra que, a cada refinamento da malha, a solucdo numérica converge para a solucao ana-

litica.
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Tabela 3 — Erro (€) e taxas de convergéncia bidimencional (Rj) utilizando diferentes refinamentos de malha.

Erro | 200 VC | 800 VC | 3.200 VC | 12.800 VC
Malha quadrilateral MPFA-D/CVED € 0,8282 | 0,0654 0,0159 0,0039
ortogonal Ry, -- 3,6626 2,0403 2,0275
| MPFA.D € 0,9961 | 0,1546 0,0448 0,0055
Malha quadrilateral Ry, -- 2,6878 1,7870 3,0260
distorcida CVED € 0,9019 | 0,1797 0,0695 0,0358
Ry, -- 2,3274 1,3705 0,9571

Em contraste, 0 método CVFD, aplicado em malhas quadrilaterais distorcidas, apresentou
um erro de 0,1797 para 800 VC, que foi reduzido para 0,0695 com 3.200 VC. A razdo do erro
foi de aproximadamente 2,5 vezes, resultando em uma ordem de convergéncia de 1,3705. Além
disso, para a malha com 12.800 VC, o erro foi de 0,0358, e a razdo do erro diminuiu para cerca
de 1,9 vezes, indicando que essa razdo decresce conforme a malha € refinada, resultando em
uma ordem de convergéncia cada vez menor.

De acordo com Aavatsmark (2002), essa discrepancia ocorre porque o método pressupde
que o fluxo ocorre diretamente entre os centros de dois volumes de controle adjacentes, descon-
siderando a complexidade geométrica da malha e a orientacdo do tensor de permeabilidade. Em
malhas distorcidas, o fluxo real pode seguir caminhos inclinados ou curvados, o que o método
CVFD nio consegue capturar adequadamente.

Na Figura 17, observa-se que os erros em uma malha quadrilateral ortogonal sdo os mesmos

para ambos os métodos, MPFA-D e CVFD.

Figura 17 — Distribui¢@o dos erros: (a) obtido pelo MPFA-D em (m) e (b) obtido pelo CFVD em (m), para uma
malha quadrilateral ortogonal, ambas com 3.200 VC.

2,89¢-06 0,00875 0,0175 0,0262 0,0350 2,89¢-06 0,00875 0,0175 0,0262 0,0350
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Por outro lado, 0 método MPFA-D demonstrou um desempenho superior, especialmente ao
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ser aplicado em malhas quadrilaterais distorcidas, conforme pode ser observado na Tabela 3.
Neste cendrio, o método apresentou uma reducao significativa dos erros a medida que a malha
foi refinada, atingindo uma ordem de convergéncia proxima de 2 (superconvergéncia).
Segundo Chou e Ye (2007), a superconvergéncia observada nos resultados dos métodos
numéricos manifesta-se quando as solu¢des numéricas alcancam uma ordem de acurdcia mais
elevada do que a esperada, especialmente em malhas refinadas. Chou e Ye (2007) destaca ainda
que a superconvergéncia € um fendmeno desejdvel em simulagdes numéricas, pois permite obter
resultados mais precisos sem a necessidade de aumentar significativamente a complexidade

computacional, o que torna essa caracteristica valiosa em métodos como o MPFA-D.

Figura 18 — Distribui¢@o dos erros: (a) obtido pelo MPFA-D em (m) e (b) obtido pelo CFVD em (m), para uma
malha quadrilateral distorcida, ambas com 3.200 VC.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Por outro lado, na Figura 18, observa-se que os erros maximo e minimo obtidos pelo método
MPFA-D para uma malha quadrilateral distorcida sao menores do que os do método CVFD,
evidenciando, dessa forma, sua maior precisio nesse tipo de malha.

Assim, a taxa de convergéncia superior a 3 na malha com 12.800 VC evidencia a eficacia do
método, reforcando sua relevancia para simulagdes de aquiferos altamente heterogéneos e o uso
de malhas distorcidas. Essa superconvergéncia ressalta a acurdcia do MPFA-D na discretiza¢do

de problemas complexos.
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6.3 AQUIFERO ISOTROPICO ENTRE DOIS CANAIS PARALELOS COM PRECIPITA-
CAO

Este problema foi adaptado de (Qian et al., 2023). Considera-se um aquifero ndo confi-
nado localizado entre dois canais paralelos, com o objetivo de avaliar a acurdcia do método.
O aquifero é homogéneo e isotrépico, e os canais paralelos estdo separados por uma distan-
cia de 40 metros. O rendimento especifico € u; = 0,1. A precipitacdo uniforme é dada por
P=0,002m-d !, atuando como um termo de fonte no dominio fisico. A condutividade hidrau-

lica saturada € estabelecida em:

K= m.d ! (6.17)

Figura 19 — Canais paralelos.

Precipita¢do uniforme (P=0.002 m-d-')

M=5m

Fonte: Adaptado de Qian et al. (2023).

As condi¢des de contorno de Neumann sdo aplicadas na base e no topo do aquifero, sendo
consideradas como sem fluxo. Nas laterais esquerda e direita, adotam-se condi¢des de contorno
de Dirichlet, com carga hidrdulica constante de 2 m, conforme ilustrado na Figura 20. O dominio
do problema € representado por um retangulo com dimensdes 10 x 40, com espacamentos Ax =
1,25m e Ay = 1,25m. As malhas utilizadas neste problema sao apresentadas nas Figuras 21, 22,

23 e 24.
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Figura 20 — Dominio fisico e as condi¢des de contorno.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 21 — M1 - Malha quadrilateral ortogonal.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 22 — M2 - Malha quadrilateral ortogonal ndo estruturada com distor¢des acentuadas.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 23 — M3 - Malha triangular estruturada.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 24 — M4 - Malha triangular nio estruturada.

NV

Fonte: Elaborado pelo autor.

A equacdo apresentada na Equaciao (6.18), conforme descrito por Qian et al. (2023), fornece
uma solucao analitica no estado de equilibrio. Essa expressao permite calcular a carga hidraulica
h(x) em fun¢do da posigdo x, sendo /; a carga hidrdulica no canal do lado direito e &, a carga
hidriulica do lado esquerdo, considerando a distincia entre os canais /, a precipitacdo P e a con-
dutividade hidréaulica K. A equacao € derivada da teoria de fluxo em meios porosos, refletindo a
interacao entre a carga hidrdulica e as caracteristicas do aquifero. Além disso, serve como base
de comparacao para avaliar a acurdcia dos resultados obtidos pelos métodos numéricos, como
o MPFA-D.

(h2)* — (h1)?

h(x)? = (h1)2+fx+§ x (Ix—x?), (6.18)

A solucdo analitica para este problema tem como objetivo avaliar a acurdcia do MPFA-D
no tratamento de termos de fonte e sumidouro ndo pontuais, considerando os dados relevantes,
como os niveis de 4gua no aquifero e a precipitacao.

O resultado obtido pelo método MPFA-D foi comparado com a solu¢do analitica e com
os resultados gerados pelo MODFLOW 6 e pelo CVFD. A escolha de utilizar uma solugdo
analitica como referéncia justifica-se por sua capacidade de fornecer um padrio confidvel de
avaliacdo, permitindo que a acurdcia do método MPFA-D seja verificada de maneira rigorosa.

Os testes com 0 método MPFA-D também foram realizados utilizando diferentes tipos de
malhas, com o objetivo de avaliar seu desempenho em diversas configuragdes. Foram conside-
radas duas abordagens para a imposi¢ao das condi¢des de contorno de Dirichlet: condi¢dao de
contorno Dirichlet na face (CCDF), que aplica a condi¢do de contorno na face do elemento,
e condi¢do de contorno Dirichlet no eixo da célula (CCDC), que a impde nos baricentros das
células. Os resultados evidenciam a eficacia do método MPFA-D em termos de acurécia, espe-

cialmente nas malhas mais complexas.
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A Figura 21 apresenta a malha quadrilateral ortogonal, que segue um padrdo regular e es-
truturado, sendo frequentemente utilizada devido a sua simplicidade geométrica. A Figura 22
exibe uma malha quadrilateral ortogonal ndo estruturada, a qual introduz desafios adicionais
para os métodos numéricos, devido a variacao significativa nos dngulos e tamanhos dos ele-
mentos. Em contrapartida, a Figura 23 representa uma malha triangular estruturada, em que os
elementos triangulares seguem uma distribuic¢ao regular. Por fim, a Figura 24 ilustra uma malha
triangular ndo estruturada, na qual os triAngulos apresentam uma distribui¢do mais livre, sem a
organizacao tipica das malhas estruturadas.

Essas variacdes nas malhas visam verificar a acurdcia e a robustez do método MPFA-D
quando aplicado a geometrias que fogem do padrdo ortogonal e estruturado, explorando situa-
¢cOes mais complexas e realistas de simulacdo numérica.

O campo da carga hidrdulica apresentado na Figura 25 corresponde a malha M 1. Além disso,
o perfil da carga hidrdulica para essa mesma malha € ilustrado na Figura 30, onde também ¢é

possivel observar os perfis obtidos pela solucdo analitica e pelo MODFLOW 6.

Figura 25 — Campo de carga hidrdulica gerado pelo MPFA-D, malha M1 em (m).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 26 — Campo de carga hidrdulica gerado pela solugéo analitica, malha M1 em (m).
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 27 — Campo de carga hidrdulica gerado pelo MPFA-D, malha M2 em (m).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 28 — Campo de carga hidrdulica gerado pelo MPFA-D, malha M3 em (m).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 29 — Campo de carga hidrdulica gerado pelo MPFA-D, malha M4 em (m).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Além disso, o campo de carga hidrdulica obtido pela solugdo analitica utilizando a malha
MI esté representado na Figura 26. A Figura 27 exibe o campo correspondente a malha M2,
enquanto a Figura 28 apresenta os resultados para a malha M3. Por fim, a Figura 29 mostra o
campo de carga hidrdulica associado a malha M4.

As Figuras 25 e 30 desempenham um papel fundamental na visualiza¢do do comportamento

da carga hidraulica dentro do dominio analisado. A Figura 25 apresenta a distribui¢do espacial
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da carga, evidenciando que os valores maximos se concentram na regido central do dominio,
enquanto os valores minimos sao observados nas extremidades. Essa representacdo gréfica per-
mite compreender o comportamento da carga hidrdulica ao longo do espacgo considerado.

Por outro lado, a Figura 30 ilustra a variagdo da carga hidrdulica sob a imposi¢do das con-
dicodes de contorno de Dirichlet aplicadas nos baricentros das células. Essa andlise € essencial

para compreender as implicacdes das condi¢cdes de contorno sobre as varidveis do sistema.

Figura 30 — Perfil da carga hidrdulica, em (m) para y = 5, considerando a imposicdo da condi¢éo de contorno de
Dirichlet aplicada no baricentro das células.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 31 — Perfil da carga hidrdulica, em (m) para y = 5, considerando a imposicéo da condi¢éio de contorno de
Dirichlet na face do contorno.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 31 apresenta o perfil da carga hidraulica quando as condi¢des de contorno de Di-
richlet sdo aplicadas nas faces dos elementos. Essa abordagem alternativa permite uma anélise
mais abrangente do desempenho do método MPFA-D, destacando as diferencas resultantes da

forma de imposicdo das condi¢des de contorno.
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Tabela 4 — Erros obitidos pelos métodos.

Ml M2 M3 M4
CVFD MAE 0.0206 0.0114 0.0247 0.0098
(CCDC) | RRMSE 0.0095 0.0055 0.0124 0.0046
MPFA-D MAE 0.0206 0.0115 0.0160 0.0112
(CCDC) | RRMSE 0.0095 0.0054 0.0072 0.0051
MPFA-D MAE | 8.5448 x 107> 0.0030 1.3144x10~* 1.3837x10*
(CCDF) | RRMSE | 45523107 0.0020 6.6989 x 10> 7.2311 x 107>

A Tabela 4 apresenta uma comparacdo dos erros obtidos pelos métodos MPFA-D e CVFD
em diferentes configuracdes de malha. Para a malha M1, que é uma malha quadrilateral orto-
gonal, ambos os métodos apresentaram o mesmo erro médio absoluto (Erro Absoluto Médio
(MAE)) de 0,0206 e um erro relativo da raiz do erro quadratico médio (Erro Médio Quadratico
Relativo (RRMSE)) de 0,0095.

Na malha M2, que apresenta uma leve distor¢do, o desempenho do método MPFA-D sob a
condi¢do de contorno CCDC se destacou. O método CVFD obteve um MAE de 0,0114 e um
RRMSE de 0,0055, enquanto o MPFA-D alcangou um MAE de 0,0115 e um RRMSE de 0,0054.
Esses resultados evidenciam a capacidade do MPFA-D de manter elevada acurdcia mesmo em
malhas com distor¢@o.

Na malha M3, que é uma malha triangular estruturada, o método MPFA-D também se des-
tacou de forma notdavel. O CVFD apresentou um MAE de 0,0247 e um RRMSE de 0,0124,
enquanto o MPFA-D, sob a condi¢do de contorno CCDC, obteve um MAE de 0,0160 e um
RRMSE de 0,0072, demonstrando que o método MPFA-D € capaz de lidar com malhas trian-
gulares de forma acurada.

Por fim, na malha M4, que € uma malha triangular ndo estruturada, o método CVFD apre-
sentou um MAE de 0,0098 e um RRMSE de 0,0046, enquanto o MPFA-D, com a condi¢do
CCDC, obteve um MAE de 0,0112 e um RRMSE de 0,0051. Esses resultados confirmam que
0 MPFA-D mantém um desempenho competitivo mesmo em configuracdes triangulares nao
estruturadas.

A Tabela 4 também apresenta os erros obtidos pelo método MPFA-D com a condicdo de
contorno CCDF. Para as malhas M1, M2, M3 e M4, o MPFA-D com a condi¢do de Dirichlet
aplicada nas faces (CCDF) resultou em erros bastante reduzidos quando comparados aos ob-
tidos com a aplicagdo nos baricentros (CCDC). Esses resultados refor¢cam a alta acurécia do

método MPFA-D. Portanto, os dados apresentados confirmam a relevancia do MPFA-D como
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um método confidvel e eficaz para a simulacdo de aquiferos em cendrios que envolvem termos

de precipitacao.

6.4 AQUIFERO HOMOGENEO E ISOTROPICO COM POCOS DE BOMBEAMENTO E
RECARGA

Neste estudo, adaptado de Sajedeh, Mahnaz e Saleh (2023), investiga-se o comportamento
de um aquifero anisotrépico e homogéneo, definido em um dominio Q = [50 x 100] m, com

espessura de 1 m. O tensor de condutividade hidraulica é definido por:

K= m/d (6.19)

O aquifero contém trés pocos: dois pogos de bombeamento e um poco de recarga, além de
um rio que atravessa todo o dominio, situado em x € [0,100]m e y = 25m.

Para o poco de recarga, atribuiu-se o pardmetro wy, que possui uma taxa de injecao de 900
m? /dia, promovendo a entrada de dgua no sistema aquifero. Os dois pogos de bombeamento
realizam a extraciio de d4gua: o pogo wy opera com uma taxa de bombeamento de 200 m? /dia,
e 0 pogo w3 com uma taxa de 450 m?/dia. Essas vazdes refletem diferentes demandas e repo-
sicdes de dgua no aquifero, impactando diretamente a distribuicao da carga hidrdulica. Veja a

Figura 32.
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Figura 32 — Dominio fisico e as condi¢des de contorno.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Além dos pogos, um rio desempenha papel importante no comportamento da carga hi-

drdulica. Esse rio estd localizado na coordenada y = 25m e produz uma taxa de infiltracao

de wo = 0,5m? /dia/m.

As condic¢des de contorno de Dirichlet e Neumann aplicadas ao problema estdo ilustradas

na Figura 32, que apresenta o dominio e a disposi¢do das propriedades fisicas mencionadas, in-

cluindo os pocos de recarga e bombeamento, bem como o rio. Este cendrio de fluxo em regime

estaciondrio € utilizado para estudar o comportamento hidraulico em uma configuracdo que si-

mula condig¢des reais de recursos hidricos subterraneos, levando em consideracdo a anisotropia,

que impacta diretamente o comportamento do fluxo.
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Figura 33 — Malha quadrilateral ortogonal (M1).

Fonte: Elaborado pelo autor.

O dominio foi discretizado utilizando uma malha quadrilateral ortogonal, conforme ilus-

trado na Figura 33.

Figura 34 — Malha quadrilateral distorcida (M2).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por outro lado, uma malha distorcida foi aplicada, conforme mostrado na Figura 34. Ambas
as malhas possuem 50 espacamentos na dire¢do y e 100 espacamentos na dire¢ao x, resultando

em um total de 5000 VC, com Ax = Im e Ay = 1m.
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Figura 35 — Campo de carga hidrdulica em (m) obtido com os métodos CVFD e MPFA-D, malha M1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

E evidente a similaridade nos resultados da carga hidrdulica ao comparar os métodos MPFA-
D, CVFD e o MODFLOW 6 quando simulados na malha M1. Esse comportamento, conforme
ilustrado nas Figuras 35 e 36, pode ser atribuido a regularidade geométrica da malha M1. A
estrutura uniforme dessa malha minimiza a introdugdo de erros numéricos associados a repre-
sentacdo das propriedades hidrdulicas, permitindo que os métodos converjam para solucdes

equivalentes.

Figura 36 — Campo de carga hidrdulica em (m) gerado como MODFLOW 6, malha M1 em (m).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 37, o método CVFD apresenta valores minimos e miximos da carga hidraulica

ligeiramente superiores, mesmo utilizando a mesma configuracdo de malha. Essa diferenca,
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embora sutil, refor¢a a robustez do MPFA-D em cendrios com geometrias menos regulares,

enquanto o CVFD demonstra maior sensibilidade as distor¢oes da malha.

Figura 37 — Campo de carga hidrdulica em (m) obtido com o método CVFD, malha M2.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 38 — Campo de carga hidrdulica em (m) obtido com o método MPFA-D, malha M2.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

E possivel observar na Figura 38 que o método MPFA-D mantém sua acuracia ao registrar os
valores minimos e mdximos da carga hidrdulica para a malha M2. Esses resultados evidenciam

a capacidade do MPFA-D de preservar sua precisado mesmo em malhas mais complexas ou
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distorcidas, destacando-o como uma abordagem mais confidvel para aplicagdes em geometrias

irregulares.
Figura 39 — Perfil da carga hidraulica (m).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 39, que apresenta a carga hidrdulica ao longo de y = 22m, evidencia que o método
MPFA-D sofreu poucas altera¢des nos resultados com a utilizacdo da malha M2. Para a malha
M1, os resultados obtidos pelos métodos analisados sdo similares, indicando boa consisténcia
em malhas quadrilaterais ortogonais.

No entanto, ao aplicar os métodos na malha M2, observa-se uma discrepancia nos resul-
tados do método CVFD, que apresentou uma redu¢do nos valores maximo e minimo da carga
hidréaulica. Por outro lado, o MPFA-D € menos afetado pela distor¢ao da malha. Essa diferenca
€ claramente visivel na Figura 39, onde a linha tracejada verde evidencia a divergéncia entre os
resultados dos métodos MPFA-D e CVFD.

O método CVFD apresenta maior sensibilidade a malhas distorcidas devido a sua dependén-
cia da ortogonalidade e a precisdo na estimativa de fluxos e gradientes, resultando em inconsis-
téncias na carga hidraulica. Em contraste, 0o MPFA-D demonstra maior robustez ao considerar
explicitamente a geometria da malha, mostrando-se mais adequado para situagdes com distor-
coes.

Mais uma vez, esses resultados reforcam que o MPFA-D € mais robusto para lidar com
geometrias complexas, evidenciando sua adequacdo para modelar cendrios reais com maior

precisao.
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6.5 FLUXO DE AGUA SUBTERRANEA EM REGIAO HETEROGENEA E ANISOTRO-
PICA COM FRONTEIRA FLUVIAL

Este caso foi adaptado de Sajedeh, Mahnaz e Saleh (2023) e considera uma regido caracte-
rizada pela heterogeneidade e anisotropia, com uma fronteira limitada pelo lado esquerdo, onde
hd a presenca de um rio. O dominio de estudo € representado por uma drea retangular €, com
dimensdes de 105 metros na dire¢do y e 420 metros na dire¢do x, subdividido em trés secdes ao
longo da dire¢do x, cada uma com propriedades distintas de permeabilidade, ou condutividade
hidréulica, conforme ilustrado na Figura 40.

A condutividade hidraulica é dada por:

10
K = m/d (6.20)

0 1.25

A condiutividade hidraulica K| dada na Matiz 6.20 esta entre 0 < x < 150 metros.

32 0
K> = m/d (6.21)

0 275

A condiutividade hidraulica K> dada na Matiz 6.21 esta entre 150 < x < 270 metros.

2,6 0
Ky = m/d (6.22)

0 3,5
A condutividade hidraulica K3, apresentada na Matriz 6.22, estd associada a regido 270 <
x < 420 metros. Portanto, essa divisdo do dominio em trés secdes com diferentes proprieda-
des hidréulicas é crucial para capturar os distintos padrdes de fluxo no dominio. Cada secao
influencia de maneira particular a dinamica do fluxo, ocasionando variacdes significativas nas
velocidades e dire¢des do movimento da dgua, as quais sdo diretamente afetadas pelas proprie-

dades do solo.
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Figura 40 — Dominio fisico e as condi¢des de contorno.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

As condi¢des de contorno do sistema sdo estabelecidas de forma a refletir as caracteristicas
do dominio estudado. Na lateral direita, sdao impostas condi¢cdes de Neumann com fluxo nulo
nessa fronteira; de maneira semelhante, a base do dominio também € considerada sem fluxo.

Em contrapartida, a lateral esquerda do dominio, que € adjacente a um corpo hidrico (rio),
apresenta uma taxa de infiltracdo constante de 0,24 m/dia. Essa infiltragdo € fundamental, pois
demonstra a influéncia direta do rio sobre o aquifero, contribuindo para a recarga do sistema.
Adicionalmente, na parte superior do dominio, aplica-se uma condicao de contorno de Dirichlet
que impde uma carga hidrdulica varidvel, expressa pela equagdo h = 200 - -, indicando que a

carga hidrdulica aumenta linearmente ao longo da direcao x.

Figura 41 — Malha quadrilateral ortogonal (M1).

Fonte: Elaborado pelo autor.

A malha computacional utilizada estd ilustrada na Figura 41 e na Figura 42. Essas malhas

sao compostas por 35 elementos na dire¢do y e 140 elementos na dire¢do x, resultando em um
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total de 4900 elementos, com espagcamentos Ax = 3 e Ay = 3.

Figura 42 — Malha quadrilateral distorcida (M2).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 43, observa-se o campo de condutividades hidrdulicas no dominio estudado. As
cores ilustram as diferentes regides do campo: a drea em azul indica os menores valores de con-
dutividade hidraulica, onde o fluxo € reduzido, enquanto as tonalidades que variam de laranja

a vermelho destacam regides com condutividade mais elevada, sugerindo maior intensidade de

fluxo.
Figura 43 — Campo de condutividade hidraulica, malha M2 em (m/d).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Essa variacdo reflete as caracteristicas heterogéneas do subsolo, evidenciando dreas com
menor permeabilidade, o que resulta em um fluxo de dgua subterranea mais lento nessas re-
gides. Em contraste, dreas com maior permeabilidade facilitam o movimento da 4gua, tanto na
direcdo horizontal quanto vertical, devido a maior capacidade do solo de transmiti-la. Na tltima
por¢do do dominio, embora a 4gua ainda se mova com certa facilidade, especialmente na dire-
cdo vertical, a taxa de permeabilidade € inferior a observada na segunda se¢do, o que restringe

um pouco seu fluxo.
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Figura 44 — Campo de carga hidrdulica em (m) obitido pelos métodos CVFD e MPFA-D, malha M1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A andlise dos resultados apresentados na Figura 44 evidencia a distribui¢do do campo de
carga hidraulica obtida pelos métodos CVFD e MPFA-D, enquanto a Figura 45 mostra os resul-
tados gerados pelo MODFLOW 6. Para a malha M1, observa-se uma concordancia significativa
entre os métodos, apresentando valores mdximos e minimos da carga hidrdulica praticamente

idénticos.

Figura 45 — Campo de carga hidrdulica em (mm) obtido com MODFLOW 6, malha M1.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

No entanto, ao aplicar os métodos em malhas mais complexas, como a malha M2, observa-
se um aumento nas diferencas entre os resultados, conforme ilustrado na Figura 46. Apesar
dessas variacdes nos valores globais, tanto o CVFD quanto o MPFA-D mostram-se relativa-

mente pouco afetados, mantendo uma boa concordancia em suas solugdes.
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Figura 46 — Campo de carga hidrdulica em (m) obtido com o método MPFA-D, malha M2.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Contudo, o método MPFA-D demonstra desempenho ligeiramente superior ao CVFD em
termos de robustez numérica. Essa vantagem € evidenciada na Figura 47, onde o MPFA-D
reproduz com maior precisio o perfil da carga hidraulica, sobretudo em regides com geometria
mais complexa. A linha preta tracejada representa uma solu¢do de referéncia adicional, obtida

por meio do MEF, conforme apresentado por Sajedeh, Mahnaz e Saleh (2023).

Figura 47 — Perfil da carga hidrdulica (m).
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Elaborado pelo autor.
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7 TESTES UTILIZANDO O METODO MPFA-D EM AQUIFEROS EM ESTADO
TRANSIENTE

7.1 AQUIFERO COM FLUXO DE DARCY NAO ESTACIONARIO E HOMOGENEO

Este caso, adaptado de Wang, Zhou e Feng (2021), avalia a convergéncia do método MPFA -
D proposto neste estudo, considerando um dominio Q = [1 x 1], ou seja, uma 4rea de 1,00m?.
Na face esquerda do dominio sdo impostas condi¢des de contorno de Dirichlet com carga hi-
draulica de 10 m, enquanto na face direita a carga hidraulica € de 2 m. As condi¢des de contorno
de Neumann, que representam fluxo nulo, sdo aplicadas no topo e na base do aquifero. O coefi-
ciente de elasticidade € u, = 0,01, e a condicio inicial para a carga hidrdulica é zero. O dominio

analisado estd ilustrado na Figura 48.

Figura 48 — Dominio fisico e as condi¢des de contorno.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Este problema possui a seguinte solugdo analitica para o fluxo em estado transiente, expressa

COmo:

2 & 21y e
h(%)’,’):lo—&c%—%’; p sen(nmx)e” "KL 7.1)

Onde 7 € o tempo, e a condutividade hidrdulica é dada por:
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K= m.s”! (7.2)

A malha computacional utilizada neste estudo estd apresentada na Figura 49. A configuracio
dessa malha foi escolhida para testar a robustez e a acurdcia do nosso método, levando em

consideracdo malha estruturadas e distorcidas.

Figura 49 — (a) Malha quadrilateral ortogonal M1 e (b) quadrilateral distorcida M2, ambas com 25 volumes de
controle.

(a) (b)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Neste estudo, foram gerados diversos campos e perfis da carga hidrdulica com base nas

malhas M1 e M2, considerando a aplicacao dos métodos MPFA-D e CVFD.
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Figura 50 — Perfil da carga hidraulica y=0,5.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 50 ilustra a evolugdo do perfil da carga hidraulica obtido pelo método MPFA-D,
considerando diferentes passos de tempo ao longo de um periodo total de 1000 segundos. Fo-
ram analisados os passos de tempo em At = 15, 25, 5, 10s, 20s e 505, com foco na variagdao
da carga hidrdulica no ponto (x = 0,5;y = 0,5). Essa andlise permite compreender como dife-
rentes passos de tempo influenciam os resultados ao longo do tempo. Observa-se que 0s passos
de tempo inferiores a 10 segundos, apresentam maior proximidade com a solucdo analitica, evi-
denciando uma melhor representacdo do comportamento esperado, porém quanto mais refinado
o passo de tempo maior o custo computacional. Assim, o passo de tempo At = 10s destaca-se
como uma escolha intermédia para a simulacao.

Os campos da carga hidrdulica obtidos pelo método MPFA-D com as malhas M1 e M2
estdo ilustrados na Figura 51, a Figura 51-a corresponde a malha M1, e a Figura 51-b repre-
senta a malha M2, respectivamente. A malha apresentada na Figura 51-b foi intencionalmente
distorcida para permitir a andlise dos efeitos da orientacdo da malha sobre o comportamento
do método numérico. Optou-se por nao realizar o refinamento da malha, a fim de possibilitar
uma observagdo mais clara e direta dos efeitos do método. Esses campos foram obtidos para o
tempo de simulacdo ¢t = 10 segundos, com passo de tempo Ar = 10s. A malha representada na

figura 51-b Nao estruturada e distorcida para que atrvés e dela consigasse obersevar os efeitos
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do método atraves do efeito de orientacdo de malha e mesma ndo € refinada com o proposito de
vericar.

Figura 51 — (a) Campo de carga hidrdulica para malha M1, e (b) campo de carga hidrdulica para malha M2, ambos
obtido com o método MPFA-D para ¢ = 10s.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Como abordado nas se¢des anteriores, para a malha M1 os métodos MPFA-D e CVFED apre-
sentam resultados similares. E importante notar que ocorreram oscilagdes numéricas, atribuidas
a baixa quantidade de elementos na direcdo x. Essas oscilagdes desaparecem com o uso de ma-
lhas mais refinadas. Portanto, para este problema, em relacao ao método CVFED, a andlise sera

restrita aos resultados obtidos com a malha M2, conforme ilustrado na Figura 52.
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Figura 52 — (a) Campo de carga hidrdulica para malha M2 obtido com o0 método CVFD para t = 10s.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 53 — (a) Erro para malha M2 obtido com o método MPFA-D, e (b) Erro para malha M2 obtido com o
método CVFD para ¢t = 10s.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Os erros obtidos para At = 10 e t = 10, utilizando a malha M2, foram analisados com base
em dois métodos distintos. A Figura 53-a apresenta os erros associados ao método MPFA-D,

destacando as caracteristicas especificas deste modelo. Em contrapartida, a Figura 53-b ilus-
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tra os erros referentes ao método CVFED, possibilitando uma comparagdo direta entre os dois

métodos.

Figura 54 — (a) Campo de carga hidrdulica para malha M1, e (b) campo de carga hidrdulica para malha M2, ambos
obtido com o método MPFA-D para ¢ = 100s.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Por sua vez, a Figura 54-a apresenta o campo da carga hidrdulica no instante = 100 segun-

dos, com passo de tempo Ar = 10.

Figura 55 — (a) Campo de carga hidrdulica para malha M2 obtido com o método CVFD para ¢ = 100s.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Adota-se, para a Figura 55, um passo de tempo Ar = 10 e tempo de simulagdo r = 100

segundos, tanto para as malhas M1 quanto para M2.

Figura 56 — Erro para malha M2 obtido com o0 método MPFA-D, e (b) Erro para malha M2 obtido com o método
CVFD para ¢t = 100s.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Para Ar = 10 e t = 100, os erros obtidos na malha M2 sdo apresentados. A Figura 56-a
exibe os erros do MPFA-D, enquanto a Figura 56-b mostra os erros do CVFD, permitindo uma

comparacao entre ambos.
Figura 57 — (a) Campo de carga hidrdulica para malha M1, e (b) campo de carga hidraulica para malha M2, ambos
obtido com o método MPFA-D para t = 1000s.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Por fim, apresenta-se a Figura 57, que ilustra o campo da carga hidrdulica obtido pelo mé-
todo MPFA-D para as malhas M1 e M2, respectivamente. O tempo de simulacao foi ¢t = 1000
segundos, com passo de tempo Ar = 10.

Na Figura 58, € possivel analisar o campo da carga hidrdulica gerado pelo método CVFD.

Figura 58 — Campo de carga hidrdulica para malha M2 obtido com o método CVFD para ¢ = 1000s.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 59-a apresenta os erros do método MPFA-D, enquanto a Figura 59-b exibe os erros

do método CVFD, permitindo uma comparag¢ao entre ambos.
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Figura 59 — (a) Erro para malha M2 obtido com o método MPFA-D, e (b) Erro para malha M2 obtido com o
método CVFD para t = 1000s.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Os erros também foram analisados para At = 10 e r = 1000, utilizando a malha M2.

Figura 60 — Perfil da carga hidrdulica para malha M1 obtido com o método MPFA-D e solucio analitica.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 60 mostra a evolucdo da carga hidrdulica ao longo do tempo para a malha M1,
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comparando os resultados obtidos pelo método MPFA-D com a solucdo analitica descrita na
equagdo 7.1. As andlises foram realizadas em diferentes instantes de tempo, incluindo t = 10,
50s, 1505, 300s e 1000s.

Os resultados indicam que o método MPFA-D apresenta uma convergéncia progressiva em
direcdo a solucgdo analitica, especialmente a medida que o tempo de simulac@o se aproxima de
t =1000s.

A Figura 61, gerada com a malha M2, apresenta os resultados comparativos entre os mé-
todos MPFA-D, CVFD e a solucdo analitica. Observa-se que o método CVFD exibe maior
discrepancia em relacdo a solucdo analitica e ao MPFA-D, especialmente em funcdo das ca-
racteristicas adversas da malha. Em contrapartida, o método MPFA-D demonstra maior simila-
ridade com a solugdo analitica, mesmo sob condi¢des de malha ndo estruturada ou distorcida,

mantendo sua precisdo a medida que o tempo avanga.

Figura 61 — Perfil da carga hidraulica para malha M2 obtido com os métodos MPFA-D, CVFD e solucio analitica.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 62 apresenta uma versao ampliada da Figura 61, permitindo uma andlise mais
detalhada dos resultados. Essa ampliacdo evidencia as discrepancias observadas entre os perfis
das linhas obtidos para diferentes tempos de simula¢ido no teste proposto. Entre os métodos

analisados, o CVFD demonstra diferengas mais acentuadas em relagdo ao MPFA-D.
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Por outro lado, observa-se que o MPFA-D apresenta uma convergéncia gradual em dire-
¢d0 a solucdo analitica a medida que o tempo de simulagdo aumenta. Esse comportamento é

especialmente notdvel em r = 1000s, momento em que os resultados do MPFA-D se tornam

praticamente equivalentes a solu¢do analitica, enquanto o CVFD ainda exibe discrepancias sig-
nificativas.

Figura 62 — Perfil da carga hidrdulica aplicando zoom em y=0,5.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Esses resultados evidenciam a robustez do método MPFA-D, que se destaca por sua capa-
cidade de manter uma boa aproximac¢do com a solucdo analitica em situagdes desafiadoras. Tal
vantagem torna o método particularmente eficaz em aplica¢des que exigem alta acurdcia e adap-

tacdo a caracteristicas locais complexas, reafirmando sua superioridade em relagdao ao CVFD
em malhas ndo convencionais.

7.2 AQUIFERO CONFINADO ISOTROPICO COM UM POCO DE BOMBEAMENTO

O problema em questao aborda um aquifero confinado em regime transiente, adaptado de
Qian et al. (2023), com o objetivo de analisar o comportamento da carga hidraulica em um aqui-

fero homogéneo e isotrépico, utilizando o método MPFA-D. O dominio fisico do problema é

representado por uma drea quadrada de 1Km?, com dimensdes Q = [0, 1000] x [0, 1000], e pos-



94

sui um pogo de bombeamento localizado no centro do dominio, conforme ilustrado na Figura
63. Esse dominio é adequado para a modelagem numérica de aquiferos confinados bidimensio-
nais, permitindo o estudo da propagacdo da carga hidraulica e do impacto do po¢o, bem como
das condic¢des de contorno, sobre o comportamento do fluxo das dguas subterraneas.

O poco de bombeamento estd localizado nas coordenadas (x,y) = (500,500) e opera com
uma taxa de bombeamento de 10 m? /dia. Nas fronteiras superior e inferior do dominio, sdo apli-
cadas condi¢des de contorno de Dirichlet, com a carga hidraulica fixada em 100 m, conforme
ilustrado na Figura 63. Nas fronteiras laterais, esquerda e direita, aplicam-se condi¢des de con-
torno de Neumann com fluxo nulo, garantindo que nao haja variacdo lateral do fluxo, também
ilustrado na Figura 63. A carga hidrdulica inicial € fixada em 100 m em todo o dominio.

O coeficiente de elasticidade do aquifero é ., = 0,001, e a espessura do aquifero é M =
3m. Para este estudo, ndo sdo considerados os efeitos de precipitacdo e evapotranspiragdao. O
aquifero € assumido homogéneo e isotrépico, com um periodo de andlise de 20 dias e passo de

tempo Ar = 0,01. A condutividade hidrdulica, igual nas direcdes x e y, é dada por:

3333 0 |
K= m.d~ (7.3)

0 3333

Figura 63 — Dominio fisico e as condi¢des de contorno.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A discretizacdo do dominio foi realizada utilizando uma malha quadrilateral com espaca-
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mento Ax = 37,03 e Ay = 37,03. Foram consideradas tanto malhas quadrilaterais ortogonais
quanto malhas quadrilaterais distorcidas, conforme ilustrado na Figura 64. A escolha de malhas
ortogonais e distorcidas visa comparar o desempenho dos métodos numéricos nesses tipos de
malha, uma vez que isso pode influenciar diretamente a acurécia dos resultados obtidos.

Neste problema, a solucdo de referéncia € fornecida pelo MODFLOW 6, utilizando uma
malha quadrilateral ortogonal de 27 x 27 elementos. Além disso, as dimensdes do poco de
bombeamento permanecem inalteradas mesmo ao considerar malhas distorcidas. A malha qua-
drilateral ortogonal é denominada M1, enquanto a malha quadrilateral distorcida ¢ denominada

M2.

Figura 64 — (a) Malha quadrilateral ortogonal - M1 e (b) quadrilateral distorcida - M2, ambas com 729 volumes de
controle.

e et %
%:; é!i#"gg

gi A...

(a)

Fonte: Elaborado pelo autor.

A solugdo numérica para o aquifero confinado serd obtida a partir da equacgdo (4.27), utili-
zando as condi¢des de contorno descritas na Se¢do 4.1.1.

O campo de carga hidrdulica para um aquifero confinado isotrépico com um poco de bom-
beamento € ilustrado de forma comparativa em duas configuragdes de malha distintas na Figura
65. Como apresentado na Figura 65-a, a andlise dos resultados obtidos com malhas quadrilate-
rais ortogonais revela que o método de aproximacgao de fluxo multiponto MPFA-D e o método
CVFD apresentam resultados altamente concordantes com o resultado de referéncia obtido pelo
MODFLOW. Essa similaridade sugere que os métodos sdo eficazes na representacdo do com-

portamento do fluxo hidraulico sob condi¢des de contorno especificas.
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Figura 65 — (a) Campo de carga hidrdulica para malha M1 e (b) campo de carga hidrdulica para malha M2, ambos
os resultados estéo expressos em (m) para t = 20 dias.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Em contrapartida, a Figura 65-b exibe o mesmo campo, porém utilizando uma malha quadri-
lateral distorcida, evidenciando o impacto que a distor¢ao da malha pode causar na distribuicao
da carga pelo método CVFD. A Figura 66 apresenta o campo hidrdulico gerado a partir da

malha M1, obtido pelo MODFLOW.

Figura 66 — Campo de carga hidrdulica para malha M1, obtido pelo MODFLOW 6, resultado em (m) para r = 20
dias.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O perfil da carga hidrdulica é detalhado nas Figuras 67-a e 67-b, onde se observam, res-

pectivamente, a malha quadrilateral ortogonal e a malha quadrilateral distorcida. Esses perfis



97

oferecem uma visdo clara do comportamento da carga no aquifero ao utilizar diferentes tipos
de malhas. As restricdes impostas pela presenca de aquiferos vizinhos sdo claramente eviden-

ciadas, indicando a interdependéncia entre sistemas hidricos adjacentes.

Figura 67 — (a) Perfil da carga hidraulica e (b) Perfil ampliado da carga hidraulica.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Além disso, a Figura 67 destaca a influéncia do poco de bombeamento, onde se observa
uma significativa reducao da carga hidraulica, resultado direto da extracdo de dgua.

Entretanto, quando se utilizam malhas quadrilaterais distorcidas, o método MPFA-D de-
monstra um desempenho superior, conforme observado na Figura 67-b. Essa superioridade
pode ser atribuida a capacidade do MPFA-D de lidar com geometrias complexas e suas nu-
ances, proporcionando uma representagdao mais fiel do comportamento hidraulico em aquiferos

confinados.

Tabela 5 — Valores minimos da carga hidrdulica em (m) para M1 e malha M2.

MPFA-D, Ml MPFA-D, M2 CVFD,Ml CVFD,M2 MODFLOW 6, M1
Fwin | 27,0673 27,4338 27,0673 30,4768 27,0673

A Tabela 5 apresenta dados relevantes sobre os valores maximos e minimos da carga hi-
driulica. Em relagdo a carga hidraulica minima, na malha quadrilateral ortogonal, os métodos
MPFA-D e CVFD apresentam valores muito semelhantes, préximos aos obtidos pelo MOD-
FLOW 6. Por outro lado, na malha distorcida, o valor minimo mais préximo da solugao de
referéncia foi obtido pelo método MPFA-D, evidenciando que a distor¢do da malha afetou sig-

nificativamente o desempenho do método CVFD, conforme ilustrado na Figura 67-b.
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A escolha do método pode influenciar significativamente os resultados em cendrios reais,
especialmente quando diferentes configuracdes de malha sao utilizadas. Idealmente, esses re-
sultados ndo deveriam variar, uma vez que representam o mesmo fendmeno fisico. Portanto, a
selecao do método apropriado € crucial para simulagdes de aquiferos com geometrias comple-

Xas.

7.3  AQUIFERO CONFINADO ISOTROPICO COM QUATRO POCOS DE BOMBEAMENTO

Este problema foi inicialmente proposto por Qian et al. (2023). O objetivo € avaliar o com-
portamento dos métodos MPFA-D e CVFD diante da influéncia de vérios pogos de bombea-
mento. Similar ao problema anterior, as dimensdes do dominio sdo dadas por Q = [0,1000] x
[0, 1000], conforme ilustrado na Figura 68. Dessa forma, o dominio representa uma drea total

de 1Km?, oferecendo um cenério adequado para testar a robustez dos métodos numéricos.

Figura 68 — Dominio fisico e as condi¢des de contorno.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A malha utilizada para a discretizagdo do dominio possui um refinamento de 33 x 33, tota-
lizando 1089 VC, com espacamento Ax = 30,303 e Ay = 30,303. O uso desse tipo de malha
permite uma boa representacdo do dominio discreto, proporcionando maior resolug¢do nas re-
gides onde ocorrem maiores variacdes do gradiente. A Figura 69 ilustra as duas configuragdes

de malhas adotadas, nas quais os pocos de bombeamento mantém as mesmas dimensdes.
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Figura 69 — (a) Malha quadrilateral ortogonal - M1 e (b) quadrilateral distorcida - M2, ambas com 1089 volumes
de controle.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O aquifero em analise contém quatro pogos, cada um operando com uma taxa de bombea-
mento de 2.500m> - d~! durante um periodo de 20 dias, com passo de tempo Ar = 0,01. As lo-
caliza¢des dos pogos sdo: wy = (250,250), wo = (750,250), wz = (750,750) e wg = (250,750).
Para este estudo, a carga hidrdulica inicial € fixada em 100m, e a espessura do aquifero é

M = 3m. A condutividade hidrdulica adotada para o aquifero é descrita como:

33,33 0
K= m.d™! (7.4)

0 33,33

As condi¢des de Dirichlet sd@o aplicadas no topo e na base do dominio, onde a carga hi-
dréulica € fixada em 100 metros. Isso implica que a carga nessas regides permanece constante
ao longo do tempo, sem variacdes. Nas fronteiras laterais, esquerda e direita do dominio, sdo
aplicadas condicdes de Neumann com fluxo nulo, o que significa que ndo ocorre transferéncia
de dgua através desses contornos. Tal imposi¢do € equivalente a estabelecer que o gradiente da
carga hidrdulica na direcdo normal as fronteiras laterais € zero, ou seja, ndo ha variacdo lateral
do fluxo.

Esse conjunto de condi¢des de contorno configura um sistema em equilibrio, no qual as
fronteiras superior e inferior sdo mantidas fixas, enquanto as laterais atuam como barreiras
impermedveis, sem troca de fluxo. Essa configuracdo é especialmente adequada para descrever
aquiferos confinados ou sistemas de fluxo subterrdneo com fronteiras rigidas e sem influéncia

de fluxos externos laterais, permitindo, assim, uma andlise detalhada do comportamento da dgua
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no interior do dominio. De maneira similar ao caso anterior, a solu¢@o de referéncia é fornecida
pelo MODFLOW 6.

A Figura 70 apresenta o campo de carga hidrdulica gerado a partir da malha M1 pelo soft-
ware MODFLOW 6, servindo como solug@o de referéncia para as comparacdes entre os mé-
todos. As regides de maiores e menores cargas sao claramente visiveis nas dreas proximas aos

pocos e nas bordas da malha, refor¢cando a confiabilidade do modelo gerado.

Figura 70 — Campo de carga hidrdulica para malha M1, obtido pelo MODFLOW 6, resultado em (m) para r = 20

dias.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O campo de carga hidrdulica para um aquifero confinado isotrépico com quatro pogos de
bombeamento € ilustrado de forma comparativa em duas configura¢des de malha distintas, apre-

sentadas nas Figuras 71-a e 71-b.
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Figura 71 — (a) Campo de carga hidrdulica para malha M1 e (b) campo de carga hidrdulica para malha M2, ambos
os resultados estéo expressos em (m) para t = 20 dias.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 71-a, a andlise dos resultados obtidos com a malha quadrilateral ortogonal M1,
utilizando o método de aproximacdo de fluxo multiponto MPFA-D, revela uma concordéancia
significativa com os resultados do CVFD.

Além disso, a similaridade entre esses métodos e o resultado de referéncia obtido pelo
MODFLOW, mostrado na Figura 70 na malha M1, indica que ambos sdo eficazes na repre-
sentacdo do comportamento da carga hidraulica para as condi¢des de contorno impostas. Por
outro lado, a Figura 71-b exibe o campo de carga hidraulica obtido com uma malha quadrilate-
ral distorcida M2. Nesse cendrio, observa-se um impacto significativo da distor¢cao da malha na
distribuicdo da carga hidraulica, especialmente no método CVFD, que apresenta maior sensibi-
lidade as irregularidades da malha.

Em contraste, o método MPFA-D demonstra uma performance mais robusta, mantendo sua
acurdcia mesmo diante das variagdes impostas pela distorcao. Essa robustez destaca a capaci-
dade do MPFA-D em lidar de forma mais eficaz com malhas irregulares, quando comparado ao

CVEFD.



102

Figura 72 — (a) Perfil da carga hidraulica e (b) Perfil ampliado da carga hidraulica.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 6 — Valores minimos da carga hidrdulica em (m) para M1 e malha M2.

CVFD, M2 MODFLOW 6, M1
78,06 77,6021

MPFA-D, M2 CVFD, Ml
77,61 77,6021

MPFA-D, M1
77,6022

hmin

Na Tabela 6, observa-se que os métodos respeitam o valor maximo da carga hidraulica
imposto pela condi¢@o de contorno de Dirichlet.

No caso de Ay, 0 método MPFA-D apresentou uma leve variagao entre a malha ortogonal
(77,6022) e a malha distorcida (77,61), evidenciando sua robustez mesmo em malhas distorci-
das. J4 o método CVFD, embora tenha exibido comportamento semelhante na malha ortogonal
(77,6021), apresentou uma variagdo maior na malha distorcida (78,06), indicando maior sensi-
bilidade a distorg¢ao.

Por sua vez, 0o MODFLOW 6 manteve uma carga minima consistente de 77,6021, valor
préximo ao obtido pelo MPFA-D na malha M1. Esses resultados reforcam a superioridade do
método MPFA-D em relagdao ao CVFD, especialmente em cendrios com malhas distorcidas,

ressaltando a importancia da escolha do método adequado para garantir a acuricia das simula-

coes.

7.4  ANALISE DOS ERROS

Para avaliar a acurdcia do método MPFA-D em relacdo ao modelo de referéncia MOD-

FLOW 6, foram empregados dois indicadores estatisticos: o erro absoluto médio (MAE) e o
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erro quadratico médio relativo (RRMSE).
O MAE tem como objetivo quantificar a média das diferencas absolutas entre os valores
simulados pelo método MPFA-D (f;) e os valores de referéncia fornecidos pelo MODFLOW 6

(vi). A equagdo utilizada para o calculo do MAE ¢ dada por:

MAE = Y 1fi—yil (7.5)

i=1

Essa métrica permite avaliar o desvio médio dos resultados em relacdo ao modelo de refe-
réncia, sendo que valores proximos de zero indicam maior acuricia.

De forma complementar, o RRMSE fornece uma andlise relativa do erro, uma vez que
normaliza o valor calculado pela média dos dados de referéncia. Essa caracteristica torna o
RRMSE particularmente relevante, pois permite interpretar o desempenho do método MPFA-
D de forma proporcional, independentemente da escala dos dados utilizados. A equacdo que

define o RRMSE ¢é expressa por:

Z?:1(fi—)’i>2
n- (% ?:1)&')2

Além disso, por envolver o quadrado das diferengas, o RRMSE € mais sensivel a erros

RRMSE = (7.6)

elevados, destacando discrepancias pontuais mais acentuadas.

A aplicagdo dessas métricas foi realizada sobre os resultados de carga hidraulica obtidos nos
pocos de observagdo, considerando trés cendrios distintos: aquifero confinado com um pogo,
aquifero confinado com quatro pogos e aquifero ndo confinado com um poco. Nos dois pri-
meiros cendrios, os resultados indicaram valores extremamente baixos para ambas as métricas,
demonstrando que o método MPFA-D apresenta elevado nivel de acurdcia quando comparado

ao MODFLOW 6. A localizacio dos pogos de observacdo estd descrita na Tabela 7.

Tabela 7 — Pogos de observacdo para diferentes casos.

Nimero dos pogos de observacdo Aquifero confinado e ndo confinado Aquifero confinado com 4 pogos de bombeamento

X y X y
1 250 250 125 125
2 500 250 250 125
3 750 250 375 125
4 250 500 125 250
5 750 500 375 250
6 250 750 125 375
7 500 750 250 375
8 750 750 375 375

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A Tabela 8 apresenta os valores da carga hidrdulica obtidos nos po¢os de observacao para
os trés cendrios mencionados. Em cada caso, os resultados foram comparados entre o método

MPFA-D e o software MODFLOW 6, adotado como modelo de referéncia.

Tabela 8 — Valores da carga hidrdulica para t = 20 dias nos pocos de observacdo e erros dos métodos MPFA-D e

MODFLOW 6 para Malha M1.
Casos Métodos Pocos de observacao Erros
1 2 3 4 5 6 7 8 MAE RRMSE
Aquifero confinado MODFLOW 6 89,3689 85,5940 89,3689 81,8664 81,8664 89,3689 85,5940 89,3689 - -
com um pogo MPFA-D 89,3689 85,5940 89,3689 81,8664 81,8664 89,3689 85,5940 89,3689 3,75E-06 7,79E-06
Aquifero confinado MODFLOW 6 94,0480 92,9764 93,9568 89,2093 89,0596 88,0231 86,8375 87,8628 - -
com 4 pogos MPFA-D 94,0480 92,9764 93,9568 89,2093 89,0596 88,0231 86,8375 87,8628 6,25E-06 8,76E-06

Fonte: Elaborado pelo autor.

No caso do aquifero confinado com um pogo, observa-se que os valores de carga hidrau-
lica obtidos pelo método MPFA-D sao praticamente idénticos aos calculados pelo MODFLOW
6, com diferencas apenas na quinta casa decimal. Essa proximidade € refletida nos baixos va-
lores dos indicadores de erro, com um erro absoluto médio (MAE) da ordem de 10~°, mais
precisamente 3,75E—6, e um erro quadratico médio relativo (RRMSE) também da ordem de
107, correspondente a 7,08E—6. Esses resultados evidenciam a elevada acuricia do método
MPFA-D nesse cendrio.

Para o cendrio do aquifero confinado com quatro pogos, o comportamento se mantém se-
melhante. As cargas hidrdulicas simuladas pelo MPFA-D coincidem com aquelas obtidas pelo
MODFLOW 6 em praticamente todas as casas decimais, apresentando variacdes despreziveis.
Novamente, os valores dos erros permanecem extremamente baixos, com um MAE de 6,25E—6
e um RRMSE de 8,76E—6, ambos da ordem de 10~°. Esses resultados confirmam a robustez e
a precisdo do método MPFA-D, mesmo em condi¢des com maior complexidade hidraulica.

Os resultados demonstram que o método MPFA-D possui excelente desempenho em si-
mulacdes de aquiferos confinados, com erros praticamente despreziveis quando comparado ao
MODFLOW 6. Contudo, nos cendrios de aquifero ndo confinado, observa-se um aumento dos
erros, indicando que o método, embora ainda apresente resultados razodveis, requer aprimora-
mentos ou adaptacdes especificas para garantir maior acurécia nesse tipo de problema.

A Tabela 9 apresenta os valores da carga hidriulica simulada nos pocos de observacdo, bem
como os erros médios (MAE) e o erro quadrético relativo da raiz (RRMSE) dos métodos CVFD
e MPFA-D aplicados a Malha M2, em duas diferentes configuracdes de aquifero: confinado

com um pogo e confinado com quatro pogos.
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Tabela 9 — Valores da carga hidrdulica para ¢t = 20 dias nos pocos de observagdo e erros dos métodos MPFA-D e
CVFD para Malha M2.

Pocos de observagio Erros
1 2 3 4 5 6 7 8 MAE RRMSE
MPFA-D 89,47742 85,87033 89,37291 82,04010 81,75687 89,30026 85,81925 89,57405 - -
CVFD 90,06525 86,42521 90,19652 82,84291 82,77504 89,53802 86,13058 89,80683 5,71E-01 7,32E-01
MPFA-D 94,19474 93,39570 94,01838 89,15860 88,94892 88,05399 86,87178 87,90526 - -
CVFD 94,60413 93,87562 94,36530 89,92869 89,44571 88,63996 87,54114 88,44847 538E-01 6,12E-01

Casos Métodos

Aquifero confinado com um pogo

Aquifero confinado com 4 pocos

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como se percebe nos problemas discutidos nas se¢des anteriores, o0 método CVFD apre-
senta discrepancias significativas em relacdo ao MPFA-D quando aplicado a malhas distorcidas,
como a malha M2. Por essa razdo, a andlise comparativa entre os métodos CVFD e MPFA-D,
considerando este uiltimo como referéncia, evidencia a superioridade do MPFA-D em termos de
acurdcia, especialmente em configuracdes com malhas distorcidas.

No cendrio do aquifero confinado com um poco, os resultados obtidos com o CVFD apre-
sentaram um MAE de 5,71E-01 e um RRMSE de 7,32E-01, em comparacio aos valores de
referéncia calculados com o0 MPFA-D. Embora representem uma boa aproximacao, esses valo-
res indicam uma leve superestimacao por parte do CVFD.

No caso com quatro pocos de observacdo, o comportamento se manteve: o CVFD apre-
sentou um MAE de 5,38E-01 e um RRMSE de 6,12E-01, revelando novamente pequenas dis-
crepancias em relagdo ao MPFA-D. Tais diferencas, embora numericamente sutis, tornam-se
significativas em malhas distorcidas, nas quais a preservacao da anisotropia e da heterogenei-
dade € essencial para uma modelagem acurada da carga hidrdulica.

O método MPFA-D, por sua vez, demonstrou maior robustez e acuricia na reproducdo dos
campos de carga hidrdulica, mesmo em regides com geometrias irregulares. Sua capacidade
de operar com malhas ndo ortogonais o torna particularmente vantajoso em relagdo ao CVFD,
cujas aproximagdes tendem a se degradar sob essas condi¢des. Dessa forma, os resultados apre-
sentados na Tabela 9 reforcam o desempenho superior do MPFA-D, consolidando-o como uma
alternativa mais precisa e confidvel para aplicacdes que exigem alta fidelidade espacial na mo-

delagem de escoamentos subterraneos.
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8 CONCLUSOES

O presente estudo analisou o desempenho dos métodos MPFA-D, CVFD e MODFLOW 6
na simulacdo do fluxo subterraneo, com énfase em meios heterogéneos. Os resultados eviden-
ciaram que o método MPFA-D apresenta maior robustez e acuricia, especialmente em malhas
quadrilaterais distorcidas, nas quais superou o desempenho do CVFD e do MODFLOW 6.

Nos testes de convergéncia bidimensional, verificou-se que os métodos apresentaram taxas
de convergéncia semelhantes em malhas ortogonais. No entanto, ao se empregar malhas dis-
torcidas, o método MPFA-D demonstrou uma taxa de convergéncia mais acurada, indicando
maior capacidade de lidar com geometrias complexas. Esse comportamento se deve ao fato de
que o CVFD e o MODFLOW 6 assumem que o fluxo ocorre diretamente entre os centros dos
volumes de controle adjacentes, o que limita sua precisdo em malhas com alta complexidade
geométrica.

A andlise em diferentes tipos de malha, incluindo triangulares estruturadas e nio estrutura-
das, também evidenciou um desempenho mais consistente do método MPFA-D. Em particular,
ao se utilizar a condi¢ao de contorno de Dirichlet aplicada diretamente nas faces dos elementos
(CCDF), observou-se uma redugdo significativa nos erros, reforcando a eficicia do MPFA-D na
discretizacdo de problemas que envolvem termos de fonte e sumidouro. Nos experimentos en-
volvendo fluxo em estado transiente, constatou-se que o método MPFA-D obteve uma melhor
aproximacgdo da solucdo analitica, especialmente em simulacdes de longa duracdo. Em con-
traste, o CVFD e o MODFLOW 6 apresentaram discrepancias mais acentuadas, sobretudo em
malhas distorcidas, indicando menor robustez na resolu¢do de problemas dinamicos.

Ao considerar cendrios com po¢os de bombeamento, recarga e interagdo com rios, verificou-
se que o método MPFA-D capturou com maior precisdo os gradientes de carga hidrdulica,
resultando em distribui¢cdes mais realistas do campo da carga hidrdulica. Essa capacidade ¢
fundamental para a modelagem de sistemas hidricos subterraneos, nos quais a precisao na re-
presentacao do fluxo impacta diretamente a gestao eficiente dos recursos hidricos. Dessa forma,
os resultados obtidos demonstram que o método MPFA-D se configura como uma alternativa
mais eficiente para a modelagem de fluxos subterraneos, especialmente em dominios comple-
xos e com malhas ndo convencionais. Sua capacidade superior de representar adequadamente
as condi¢cdes do meio poroso o torna uma ferramenta valiosa para estudos hidrogeolégicos e

simulacdes computacionais de aquiferos.
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