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RESUMO

As algebras de evolucao, introduzidas pela primeira vez por Tian e Vojtéchovsky
(2006) no artigo “Mathematical Concepts of Evolution Algebras in non-Mendelian
Genetics”, constituem um ramo das algebras n3o associativas que tem despertado
crescente interesse em diversas areas do conhecimento, como a teoria dos grafos, os
sistemas dindmicos e as cadeias de Markov. Essas algebras oferecem uma abordagem
inovadora para descrever as genéticas ndo mendelianas. O presente trabalho tem como
objetivo principal ampliar o estudo das algebras de evolucdo para o contexto de dimen-
soes enumeraveis, explorando também sua relacdo com as cadeias de Markov sob uma

perspectiva probabilistica.

Palavras-chaves: Algebras de evolucdo. Algebras de evolucdo markovianas. Cadeias

de Markov. Cadeias de Markov em tempo discreto. Teoria dos grafos.



ABSTRACT

Evolution algebras, first introduced by Tian and Vojtéchovsky (2006) in their
article "Mathematical Concepts of Evolution Algebras in Non-Mendelian Genetics",
constitute a branch of non-associative algebras that has garnered growing interest in
diverse fields, including graph theory, dynamical systems, and Markov chains. These
algebras provide a novel framework for modeling non-Mendelian inheritance patterns.
This work aims to extend the study of evolution algebras to countable-dimensional
settings, further investigating their relationship with Markov chains from a probabilistic

standpoint.

Keywords: Evolution algebras. Markovian evolution algebras. Markov chains. Discrete-

time Markov chains. Graph theory.
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1 INTRODUCAO

1.1 INTRODUCAO

As algebras de evolucdo constituem uma classe particular de algebras nao associativas
que tém despertado crescente atencdo em diversas areas da matematica aplicada e
pura, bem como em disciplinas conexas, como a biologia e a estatistica. Introduzidas
no artigo “Mathematical Concepts of Evolution Algebras in Non-Mendelian Genetics”
(TIAN; VOJTECHOVSKY, 2006) e ampliadas posteriormente no livro “Evolution Algebras
and Their Applications” por (TIAN, 2008), essas estruturas apresentam novas perspec-
tivas que conectam diferentes areas matemaéticas. Essas algebras foram concebidas

para modelar processos genéticos ndao mendelianos. Desde entdo, seu alcance tem se

expandido para campos como a teoria dos grafos, os sistemas dinamicos e as cadeias

de Markov.

A principal motivacdo deste trabalho é explorar as conexdes entre as algebras de evo-
lucdo e as cadeias de Markov, duas areas que, a primeira vista, pertencem a contextos
diferentes: a primeira no ambito algébrico e a segunda no probabilistico. Neste es-
tudo, adotamos uma abordagem diferenciada de autores como (CABRERA, 2016) e
(ELDUQUE; LABRA, 2015), no conceito de subdlgebra de evolucdo, o que possibilita
propriedades distintas. Durante este estudo, também observamos propriedades especi-
ficas das algebras de evolugdo, como o conceito de bérico, investigado em (PANIELLO,
2022). Esta dissertacdo busca demonstrar que existe uma relacdo profunda e mutu-
amente enriquecedora entre ambas as disciplinas, permitindo uma compreens3o mais

ampla de suas propriedades estruturais e aplicacdes.

O desenvolvimento deste estudo concentra-se em estender o conceito de algebras de
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evolucao ao contexto de dimensGes enumeraveis e analisar suas propriedades sob uma
perspectiva probabilistica. Para isso, utilizamos abordagens que combinam ferramentas
classicas da algebra com principios fundamentais da teoria de cadeias de Markov. Além
disso, sdo apresentados resultados originais que destacam o impacto do tamanho da

dimensdo nas propriedades algébricas e probabilisticas dessas estruturas.

Esta dissertacdo estd organizada em trés capitulos principais. No primeiro capitulo,
sao introduzidos os fundamentos tedricos das algebras de evolucao, incluindo suas
definicdes, propriedades e conexdo com a teoria dos grafos, com base nos estudos
de (CADAVID; RODINO; RODRIGUEZ, 2020; CADAVID; RODINO; RODRIGUEZ, 2021). O se-
gundo capitulo é dedicado a estabelecer as bases das algebras de evolucao markovianas,
que também foram amplamente investigadas em artigos como (CADAVID; RODRIGUEZ;
VIDAL, 2023; CADAVID; RODRIGUEZ; VIDAL, 2024). Ressaltamos que ampliamos os re-
sultados existentes para o caso de dimensdes infinitas. Por fim, no terceiro capitulo,
baseado no artigo (CABRERA et al., 2021), sdo analisadas as derivacdes em algebras
de evolucao markovianas e sua relacdo com a irredutibilidade das cadeias de Markov

associadas, coincidindo com os resultados obtidos em (CAMACHO et al., 2012).

O presente trabalho representa um esforco para ampliar o horizonte de investigacdo
na area das algebras de evolucdo, oferecendo novas perspectivas para seu estudo e
aplicacdes. Espera-se que os resultados obtidos contribuam para o desenvolvimento de
ferramentas tedricas que facilitem a analise de fendmenos complexos a partir de uma
perspectiva algébrica e probabilistica, fortalecendo o vinculo entre essas duas areas do

conhecimento.
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2 ALGEBRAS DE EVOLUCAO

Neste capitulo, apresentamos os conceitos fundamentais das algebras de evolucdo que
serdo utilizados no desenvolvimento desta dissertacdao. Nossa principal referéncia sera
o livro “Evolution Algebras and Their Applications” de (TIAN, 2008). Comecaremos
com nocdes basicas da teoria de algebras ndo associativas, para as quais nos apoia-
mos em (SCHAFER, 1966; ZHEVLAKOV et al., 1982). Convidamos o leitor a considerar
as definicoes apresentadas no Apéndice A, onde estao as definicoes correspondentes
as algebras de evolucdo em geral, caso deseje mais informacoes detalhadas sobre as

algebras ndo associativas.

2.1 ALGEBRAS

Definicao 2.1.1. Uma R-algebra A é um R-espaco vetorial sobre o qual esta definido

um produto bilinear interno, cumprindo que:

1. Sex,y,z€ A, entdo (x+vy)-z=x-2+y-z.
2 Sex,y,z€ A, entdox-(y+z)=x-y+x-=z.
3. SeacRex,ye A, entioa(x-y) = (ax) - y=x- (ay).

Notacdo 2.1.2. A definicdo mais detalhada de espaco vetorial pode ser encontrada na
Definicdo A.1.1 no Apéndice. Neste trabalho nos referimos a uma R-algebra A como

dlgebra A.

Duas propriedades que uma algebra pode possuir s3o a associatividade e a comutati-
vidade. Associatividade significa que (z-y)-z = - (y - z) para todo x,y,z € A, e

a comutatividade significa que - y = y - « para todo =,y € A.
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Definicdo 2.1.3. Seja A uma dlgebra com base B = {e; | i € A}. B é uma base
de A como R-élgebra se B é uma base de A como R-espaco vetorial. Além disso, a

dimensao da dlgebra é a mesma dimensao do espaco vetorial.

A nocao de base, conforme é definida na Definicao A.1.2, é fundamental, pois per-
mite descrever os elementos como combinacdes lineares dos elementos da base. Como
observado na Definicdo A.1.5, existem dois tipos de bases, que podem ser utilizadas
dependendo do enfoque adotado. Sob uma perspectiva algébrica, geralmente trabalha-
se com a base de Hamel, enquanto no ambito da analise, é mais comum o uso da base
de Schauder.

Neste trabalho, consideramos bases de Hamel. N3o consideramos bases de Schauder,
pois seria necessario conhecimento de analise funcional, que n3o serad nosso foco. Para
a leitura de trabalhos com este foco, convidamos o leitor a consultar os artigos (CA-
DAVID et al., 2024; CADAVID; RODRIGUEZ; VIDAL, 2023; CADAVID; RODRIGUEZ; VIDAL,
2024).

Definicao 2.1.4. Seja A uma algebra com base B = {e; | i € A}. As constantes de
estrutura sdo as constantes c;;, que aparecem nos produtos dos elementos da base
€; - ej = Z Cijkelﬁ Cijk' & R.
keA

Note que se a algebra A é de dimens3o finita com base B = {ej, es,...,e,}, entdo

3 2

temos no maximo n° constantes de estrutura e n° equacoes. Tais equacdes sdo ar-
mazenadas na tabela de multiplicacdo da algebra. Para uma algebra de dimensao n,

temos a tabela de multiplicacdo apresentada na Tabela 1.

Observacao 2.1.5. As constantes de estrutura determinam a algebra A. Pois o pro-
duto para os elementos arbitrarios da algebra é obtido estendendo pela linealidade dos

produtos dos elementos da base.
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(S5} Ce €; e (7%
[ n n
(4] Z C11k€r ... Z C1jk€r - .. Z Cink€k
k=1 k=1 k=1
n n n
€; Z Ci1k€rL Ce Z Cijk €L e Z Cink€rL
k=1 k=1 k=1
n n n
€, Z Cn1k€r - - - Z Cnjk€r - .. Z Cnnk€r
k=1 k=1 k=1

Tabela 1 — Tabela de multiplicacdo da algebra A de dimens3o n.

Exemplo 2.1.6. Seja A uma algebra com base B = {e;, ey} e com produtos dados

por:

e = gel + 562,
1 4
€5 = 561 + 562,
e e =0,
€y €1 = 0.

A é comutativa, pois os elementos da base comutam, quer dizer, e;es = exe; = 0.
Além disso, A é comutativa, pois os demais elementos sdo combinacdes lineares dos
elementos da base e a propriedade comutativa se estende linearmente. Porém, ndo é
associativa, pois os elementos da base ndo associam:

2 1 ) 1 4

(61 . 81) €y = <3€1 —+ 562 €y = T561 -+ T562,

61'(61'€2>:€1'O:O.
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As constantes de estrutura de A s3o:

C111 = C112 =

Co21 = =, C222 =

Gl =Wl N
[ FRTSSUR I

C121 = C122 = Co11 = C212 = 0.

Exemplo 2.1.7. Seja A uma &lgebra com base B = {e;,es} e com produtos dados

por:

€y; = €9,
€1 ey =eyq,

€y €1 = €.

Observamos que os elementos da base associam:

(e1-e1)-ea=e1-ex=e =€ -e =e;-(e-ey),
(e1-e)-e=e -e;=e =€ -es=¢e1-(e-€),
(es-e1)-eg=ey-eg=ey=ey-e=ey-(e-e7),
(e2-€)-e1=€y-ey=ey=ey-e;=ey-(ex-ep),
(ex-e1)-ea=e€y-es=ey=ey-e =e-(e-ey),
(e1-e)-ea=e -ea=€e =e€-e3=e1- (e ey).

Assim, concluimos que a A é associativa, pois os demais elementos sdo combinacdes
lineares dos elementos da base e a propriedade associativa se estende linearmente.
Porém, A ndo é comutativa, ja que os elementos da base ndo comutam. De fato:

€1€9 = €1 7& €y — €9€.
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Exemplo 2.1.8. Seja A uma &lgebra com base B = {e;,es} e com produtos dados

por:
2
€ =€,
2
€y; = €9,
€1 €y = 0,
€€ = 0.

Observamos que os elementos da base sdo associativos:

(61'61)'62:61'62:0281'0261'(61’82),

(62'62>'61262'6120262'0262‘(62'61).

Os outros quatro casos sdo iguais a zero. Assim, concluimos que a A é associativa,
pela linealidade dos elementos da algebra. Ademais, A é comutativa, pois os elementos

da base comutam: e; - e; = e5 - e; = 0.

Definicao 2.1.9. Seja A uma algebra com base B = {e; | i € A}. Seja S um
subconjunto qualquer de elementos de A. O span (ou envolvente linear) de S, é
o conjunto de todas as combinacdes lineares possiveis, finitas, dos elementos de S.
Equivalentemente, o span(S) € dado por:
span(S) = {Zaivi |la, € Rewv; € S}.
i€S

Observacado 2.1.10. O span(S) é um tipo particular de subespaco vetorial de A,
levando em consideracdo que o conceito de subespaco vetorial esta na Definicao A.1.6.

O span(S) de um subconjunto S é sempre um subespaco de A.
Definicdo 2.1.11. Seja A uma algebra com base B = {e; | i € A}.

1. A, é uma subalgebra de A se é um subespaco vetorial de A e é fechado com

relacdo ao produto de A, ou seja, se x,y € Ay, entiox -y € A;.
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2. T é um ideal (bilatero) de A, se é uma subalgebra de A e cumpre que A-T +
I-ACT?t

Definicdo 2.1.12. Seja A uma &lgebra com base B = {e; | i € A} e S um subcon-
Jjunto qualquer de elementos de A. A subalgebra de A gerada por S, denotada por
subalg(S), é a menor subdlgebra de A que contém S. Equivalentemente, a subalgebra

gerada por S € dada por:
subalg(S) = [ {W C A| Wé subdlgebrae S C W}.

Exemplo 2.1.13. (CABRERA, 2016, Exemplo 1.4.1) Seja A uma algebra com base

B = {ej,es, e3} e produtos dados por:

e;-e; =0, para todo i # j.

Sejam os seguintes elementos: v1 = e; + e3 € vy = ey + ey. Mostraremos que

Ay = span{vy,vs} é uma subdlgebra de A. Sejam uy = avy+ vy e us = YU+,

1 Ler Definicdo A.1.7.
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dois elementos qualquer deste conjunto. Assim:

Uy + Uy = avy + Sy + v + vy

= (a+7)vi+ (B +)ve,
U - Uy = (avy + fuy) - (Yv1 + dv9)

= ayvl + advy - vy + Byvs - vp + BoUE
= ay(ef + e3) +ad(er +e3) - (e1 + e2) + fry(er +e2) - (e1 + e3) + fo (el + €3)
=ay(e;+e3—e —e3) +adle; +e3)+ fy(er +e3)+ Po(er +e3+ ex — e3)
= (ad + By)(e1 + e3) + (e + e2)
= (a6 + By)vr + Bovs.

Ent3o, A, é uma subalgebra de A.

2.2 ALGEBRAS DE EVOLUCAO

Em geral, iremos trabalhar com algebras associativas. Como veremos a seguir, as
algebras de evolucao devem satisfazer duas caracteristicas fundamentais. Em primeiro
lugar, a algebra deve admitir uma base B = {e; | i € A}, em que os produtos cruzados
entre os elementos dessa base sejam nulos, quer dizer, e;e; = 0 se i # j7 € A. Em
segundo lugar, o conjunto A deve ser enumeravel. Embora neste trabalho nosso foco
ndo seja a motivacao biolégica, nao devemos esquecer que as algebras de evolucao sao
motivadas pelas leis da genética nao mendeliana e foram introduzidas pela primeira
vez por (TIAN; VOJTECHOVSKY, 2006) no artigo “Mathematical Concepts of Evolution
Algebras in non-Mendelian Genetics”. Nesta referéncia, foram apresentadas as algebras
de evolucdo, no entanto, com enfoque na dimens3o finita. As algebras de evolucdo
foram estudadas mais amplamente por (TIAN, 2008) no livro “Evolution Algebras and

their Applications”.



24

Observacao 2.2.1. Nesta secdo em diante, serdo apresentadas as definicbes e os
resultados necessarios para trabalhar com as algebras de evolucdo, para dimensio
enumeravel. No caso de uma proposicdo ou teorema nao ser citado diretamente no
enunciado, existem trés razbes principais para isso: a primeira é que a proposicao ou
teorema pode ter condicdes adicionais em relacdo a versdo original para estender as
afirmacbes ao caso enumeravel, e as versdes originais mencionaremos ou citaremos
antes ou depois dos resultados comentando que diferenca tém. A segunda razdo é que
as proposicoes ou teoremas vém de afirmacbes ou comentarios presentes no livro, os
quais ndo possuem demonstracdo alguma e os quais formalizamos por meio de uma
demonstracdo. E, por fim, a terceira razdo envolve proposicdes de nossa autoria, que
foram formuladas para abordar resultados importantes que conseguimos obter gracas

ao amplo conteddo bibliografico utilizado neste trabalho.

Definicao 2.2.2. Seja A uma algebra com base B = {e; | i € A}. Dizemos que B é

natural se os produtos cruzados e; -e; = 0 se i # j e A é enumeravel.

Definicao 2.2.3. (TIAN, 2008, Definicdo 3) Uma algebra de evolucdo A é uma R-
algebra que admite uma base natural B = {e; | i € A}, tal que:
e -e = Z Cik€r,  para todo i.
keA
Observacao 2.2.4. Vale ressaltar que, como estamos trabalhando com bases de Ha-

mel, os quadrados sdo combinacées lineares finitas da base.

Para uma algebra de evolucdo A de dimens3o finita com base natural B = {ej, es,...,e,}
temos a tabela de multiplicacdo apresentada na Tabela 2, tendo no maximo n equacoes

e n? constantes de estrutura.

Pela Definicao 2.2.3, toda élgebra de evolucdo admite uma base natural. No entanto,
ao se trabalhar com algebras de evolucdo, nao necessariamente se trabalha com bases

naturais. Devido a este fato, enfatizamos que neste trabalho serdo consideradas as



€1

n
e | Y e
k=1

e, 0

Tabela 2 — Tabela de multiplicacdo da algebra de evolucdo A de dimensdo n.

algebras de evolucdes e suas bases naturais. Em (BUSTAMANTE; MELLON; VELASCO,
2020), sdo discutidas as condicdes necessarias e suficientes sob as quais uma algebra

comutativa de dimens3o finita é uma algebra de evolucdo.

Notacao 2.2.5. Como os produtos cruzados sido zero, denotamos as constantes de

estrutura dos quadrados como c;;, em vez de ¢y, como foi apresentado na Definicao

2.1.4.

Definicdo 2.2.6. Seja A uma élgebra de evolucdo com base natural B = {e; | i € A}.
Chamaremos matriz de estrutura, C' = (c;;)i jer, de A em relacdo a base natural B, a

matriz que contém as constantes de estrutura da algebra de evolucdo A. No caso que

A for finito, a matriz de estrutura é:

C11

Cn1

Observamos que o conjunto | {j € A | ¢;; # 0} |< oo, para todo ¢ € A é um conjunto

finito?. Logo, na matriz C, independentemente da dimens3o de A, cada linha é uma

2

. .
Z Cik€k
k=1

Cin

Cnn

Lembrando que | - | denota a cardinalidade de um conjunto. Esta é definida na Definicdo A.1.8.
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sequéncia quase nula, ou seja, cada linha tem um ndmero finito de termos diferentes

de zero.

No (TIAN, 2008, Capitulo 6), sdo feitos varios questionamentos que envolvem as alge-
bras de evolucdo e a teoria dos grafos. O artigo de (ELDUQUE; LABRA, 2015) é um dos
primeiros artigos onde se estabelece formalmente a conexdo entre esses dois campos.
Neste artigo, estabelece-se que uma algebra de evolucdo finita tem dois grafos associ-
ados: um grafo direcionado e um grafo direcionado ponderado. A seguir, formularemos
como uma algebra de evolucdo com um conjunto A enumerével possui dois grafos

associados: um grafo ndo direcionado e um grafo direcionado ponderado.

Definicdo 2.2.7. Seja A uma algebra de evolucdo com base natural B = {e; | i € A}

e matriz de estrutura C' = (¢;j); jen-

= O grafo associado a algebra de evolucdo A em relacdo a base natural B é o
grafo I'(A,B) = (V, E), sendo (V,E) um par ordenado, em que V. = A e
E:{(i,j)GVXV|Cij7éOOUCﬂ7éO}.

= O digrafo ponderado associado a algebra de evolucdo A em relacio a base natural
B € o digrafo I'*(A, B) = (V, E¥,w), sendo (V, E¥,w) um triplo ordenado, em
queV =A EY ={(i,7) e VxV | ¢;; #0} ew : EY = R, comw((i,7)) = ¢;j.

O grafo e o digrafo associados nas algebras de evolucdo s3o Uteis para visualizar a

estrutura da algebra.

Exemplo 2.2.8. (CABRERA, 2016, Exemplo 1.4.1) Seja A uma &lgebra com base
natural B = {ey, ey, e3} e produtos dados por:

e; = e + e,

6% = €9 — €3,

€§ = —€1] — e3.
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A matriz de estrutura de A, seu grafo e digrafo ponderado sdo apresentados na Figura

1.

Figura1 -T'(A,B) e I'¥(A, B) do Exemplo 2.2.8.

Uma pergunta que surge no contexto das algebras é: O que aconteceria se a base
natural fosse trocada? As propriedades da algebra ou do grafo associado seriam pre-
servadas? No (ELDUQUE; LABRA, 2015, Exemplo 2.5), é mostrado como, ao mudar de
base natural, a estrutura do grafo muda. E por isso que, na literatura, quando é feita
referéncia ao grafo (digrafo) e a matriz de estrutura, é acrescentado ‘em relacdo a
base natural B'. Embora essas perguntas sejam fundamentais no estudo das algebras,
elas nao serdo o foco deste trabalho. Assim, dada uma algebra de evolucao com base

natural e produtos definidos, estes ndo serdo alterados.

2.2.1 PROPRIEDADES DAS ALGEBRAS DE EVOLUCAO

Nesta subsecdo, definiremos uma das estruturas mais importantes nas algebras de
evolucdo: as subalgebras de evoluciao. Descreveremos como sdo as algebras de evolu-
cao associativas e, sob certas condicdes, caracterizaremos as subdlgebras de evolucao

geradas pelos elementos da base natural.
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Corolario 2.2.9. (TIAN, 2008, Corolério 1)
1. As algebras de evolucdo ndo sdo associativas, em geral.
2. As algebras de evolucdo sdo comutativas.

Lembremos que as algebras de evolucao definidas na Definicdo 2.2.3 sdo uma generali-
zacdo das tratadas por (TIAN, 2008), ja que nossa definicdo ndo depende da dimens3o,
mas sim do fato do conjunto A ser enumeravel. A demonstracdo apresentada na (TIAN,
2008, pag. 20) confirma essas afirmacdes no caso especifico considerado nessa refe-

réncia.

Observacao 2.2.10. No Exemplo 2.1.6, construimos uma algebra de evolucdo que é
comutativa e ndo associativa. No entanto, no Exemplo 2.1.8, construimos uma algebra
de evolucdo que é comutativa e associativa. A seguir, apresentaremos uma caracteri-

zacdo das algebras de evolucio associativas ndo nulas.

A Proposicdo 2.2.11 decorre do fato de se identificar o caso especifico em que as

algebras de evolucdo sdo associativas.

Proposicao 2.2.11. Seja A uma algebra de evolucdo ndo nula, com base natural
B = {e; | i € A}. A é associativa se, e somente se, tiver produtos dados por:

e? = c;e; para todoi € A.

3
Demonstracdo. (=) Suponhamos que A é associativa. Ou seja, todos os elementos
de A se associam, em particular, os elementos da base se associam, isto é:

(e;-e;)-e.=e; (e;-e), paratodoi #k € A. (2.1)

Dado que o lado direito da equagdo (2.1) é sempre zero, pois e;e; = 0 para todo
1 # k € A, o lado esquerdo também deve ser zero. Portanto, como ef = > jeA Cij€j,

é necessario que ¢;; = 0 para todo j € A, exceto talvez para i. Assim, e? = c;;e; para
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algum ¢; € R e todo i € A. Logo, para que A seja uma algebra ndo nula, precisamos

que ao menos um jy € A, tal que ¢;,;, # 0.

(<) Assumindo que os produtos da algebra de evolucdo s3o dados por: €? = c;e;

para todo i € A. Observamos que os elementos da base associam:

(ei-e)-e.=cie-e,=0=¢e;-0=¢e; (e -e),
(e;-ex)-e,=0-e,=0=¢;-0=c¢; (e e;),

(er-e)-e=0-e=0=e; cie; =e; (e -e),

para todo 7,k € A. Assim, pela linealidade dos elementos da algebra, concluimos que

a A é associativa. O

Observacao 2.2.12. As algebras de evolugdo associativas ndo nulas sdo conhecidas

como algebras de evolucdo ndo nulas triviais.

Na Definicdo 2.1.11 definimos as subalgebras e os ideais no contexto de uma algebra
qualquer. A seguir, vamos apresentar a definicdo de subalgebra de evolucdo e ideal de

evolucdo definidos por (TIAN, 2008).

Definicao 2.2.13. (TIAN, 2008, Definicdo 4) Seja A uma algebra de evolucdo com

base natural B = {e; | i € A}.

= A subdlgebra A, é uma subdlgebra de evolucdo, se admite uma base natural

By ={ej|je A}, emque A CA.

= O subconjunto T de A é um ideal de evolucdo, se é uma subalgebra de evolucdo

ese A-ZTCT.

Fixada uma base natural B = {e; | i € A} para a algebra de evolucdo A, as subalge-

bras de evolucao na Definicdo 2.1.11 sdo geradas por subconjuntos A; de elementos
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naturais da base de A. Esses subconjuntos A; determinam de forma (nica cada su-
balgebra de evolucdo. Essa definicdo pode ser vista como restritiva e é por isso que
autores como (CABRERA, 2016), ou (ELDUQUE; LABRA, 2015), propdem que a defini-
cdo de subalgebra de evolucio exija apenas que ela admita uma base natural. Uma
das principais diferencas entre essas duas definicdoes é que, para nés, com a Definicao
2.1.11, as subélgebras de evolugdo sdo ideais de evolucdo, enquanto na (CABRERA,

2016, Definicdo 1.4.3) ndo.

Proposicdo 2.2.14. (TIAN, 2008, Proposicdo 2) Seja A uma &lgebra de evolucdo
com base natural B = {e; | i € A}. Toda subalgebra de evolucdo de A é um ideal de

evolugo.

Demonstracdo. Seja A; uma subélgebra de evolucdo de A, entdo A; tem uma base
natural B; = {e; | j € A1} € A, em que A} C A. Sejam & = Y.\, v5€; € A; e

Y = D ica Vi€, em que x;,y; € R. Entdo, o produto é dado por:

Ty = (Z a;jej) (Z yiei) = Z Tryrer € Aj.

j€A1 i€ ke

Como A; é uma subdlgebra de evolucdo, temos que e? € A; para todo k € A e,

assim, A;- A C A;. Além disso, como A é uma algebra comutativa, A; é um ideal. [

Definicao 2.2.15. Seja A uma élgebra de evolucdo com base natural B = {e; | i €
A}. Seja S um subconjunto qualquer de elementos de A. A subdlgebra de evolucdo
gerada por S, denotada por (S), é a menor subalgebra de evolucio de A que contém
S. Equivalentemente, a subalgebra gerada por S é dada por: (S) = N{W C A |
W é subalgebra de evolucdo e S C W}.

Exemplo 2.2.16. (CABRERA, 2016, Exemplo 1.4.1) No Exemplo 2.1.13, A é uma
dlgebra de evolucdo com base natural B = {e;, es, e3}. Verificamos que A; é uma

subalgebra de A. No entanto, A; ndo é uma subdlgebra de evolucdo, dado que ndo
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existe uma base natural para A;. Suponha por absurdo que A, tem uma base natural

B = {w;,wy}, em que:

w, = av; + [y,

wy = YU + 0V,

para alguns o, 3,7v,0 € R, ou seja, eles sdo uma combinacio linear de v, e vy. Além
disso, D = ad — By # 0, quer dizer, eles sdo linearmente independentes. Como B é
uma base natural, temos que w; - wy = 0. Logo, wy - wy = (ad + fy)vy + fdvy = 0.

No entanto, em qualquer caso possivel, obtemos que D = 0, gerando uma contradicao.

O préximo exemplo, nos mostra como, dada uma algebra de evolucdo A com base
natural B obtemos uma subélgebra A; que ndo admite uma base natural B = {e; |

j €A1}, emque Ay C A

Exemplo 2.2.17. (CABRERA, 2016, Exemplo 1.4.10) Seja A uma &lgebra de evolucdo

com base natural B = {e;, e, e3} e produtos dados por:

2
e] = ezt e3,
2 _
€, = €y,

6% = €.

Sejam vy = e; e Vo = ey + e3. E possivel mostrar que A; = span{vy, vy} é uma

subalgebra de A. Sejam u, = av, + fvy e uy = yvi + 0vy, dois elementos qualquer
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deste conjunto. Assim, fazendo os calculos, obtemos que:

Uy + Uy = avy + fvy + Yy + U9
= (a+7y)v1 + (B + )va,
u; - uy = (avy + fuy) - (Yv1 + dv9)
= ayvl + advy - vy + Byvs - vy + BoUE
= avej + ade; - (ex + e3) + fy(es + e3) - €1 + S (e + €3)
= ay(es + e3) + ad0 + 570 + 2[3de;

= 2[0v; + ayv,.

Além disso, a base de A, é natural, ja que v, - v = 0. No entanto, ndo admite uma
base natural B = {e; | j € A1}, em que Ay C A, pelo fato de que e; ¢ A ees & A;.

Portanto, ndo é uma subalgebra de evolucio.

Observacdo 2.2.18. Dada uma &lgebra de evolucdo A com base natural B = {e; |
i € A} e dado um subconjunto qualquer S C A, em geral, o span(S) ndo é uma

subalgebra de evolucdo. No entanto, sob certas condicdes, span(S) = (5).

Definicao 2.2.19. (TIAN, 2008, Definicdo 4) Seja A uma algebra de evolucdo com

base natural B = {e; | i € A}.

1. Dizemos que A é indecomponivel se A ndo pode ser decomposto em uma soma

direta de subalgebras de evolucio prdprias.
2. Dizemos que A € simples se n3o tiver nenhum ideal de evolucio préprio.
3. Dizemos que A é irredutivel se ndo tiver nenhuma subalgebra de evolucdo propria.

Observacdo 2.2.20. No contexto das dlgebras de evolucdo, (CABRERA, 2016) de-

monstra que uma algebra de evolucio A é simples se A* # 0 onde A* = span{e? |
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i € A}. Vale ressaltar que este conjunto constitui sempre um ideal. Embora este resul-
tado ndo seja o foco principal da nossa abordagem sobre algebras simples, sua mencdo

é pertinente por ser um resultado padrdo na teoria classica das algebras de evolugio.

No nosso caso, como as subalgebras de evolucao coincidem com os ideais de evolucao,

dizer que uma algebra de evolucdo ¢ irredutivel é equivalente a dizer que é simples.

Definicdo 2.2.21. (ELDUQUE; LABRA, 2015, Definicdo 2.6) Seja A uma &lgebra de

evolucdo. O anulador de A é o conjunto
ann(A) ={x e Az - A= 0}.
Uma algebra de evolucdo é chamada ndo degenerada se ann(A) = 0.

Lema 2.2.22. (CABRERA, 2016, Proposicdo 1.5.3 (1)) Seja A uma élgebra de evolucdo

com base natural B = {e; | i € A}, entdo temos que:
ann(A) = span{e; | € = 0}.

Demonstracdo. (C) Seja € ann(A) um elemento ndo nulo, tal que & = >, z;e;,
onde x; # 0. Como x pertence ao anulador, temos que x -y = 0, para qualquer
y € A. Em particular, para os elementos da base, ocorre que: x - e; = ;€7 = 0, como
x; # 0, temos que: €? = 0, quer dizer, x € span{e; | €2 = 0}.

(D) Seja ex € span{e; | e = 0}, logo como ey - e; = 0 para todo j € A, entdo

x - e, =0, para todo « € A. Logo, e, € ann(A). O

O resultado a seguir reescreve a (CABRERA, 2016, Proposicdo 1.5.3 (1)) no contexto

das algebras de evolucao de dimensdo enumeravel.

Proposicao 2.2.23. Seja A uma algebra de evolugcdo com base natural B = {e; | i €

A}. O ann(A) é um ideal de evolucdo.
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Demonstracdo. Pelo Lema 2.2.22 obtemos que ann(A) = span{e; | e = 0}. Ob-
servamos que, para cada e, € ann(A), temos que e; = 0 € ann(A). Agora, sejam
T = D ,crTier €Y = > cp i€ dois elementos qualquer de ann(A). Fazendo os

calculos, obtemos que:

Tt+y= Z Tier + Z Yyrer = Z(mt + 1) ey,

teA tcA teA
r-y= Zl’tet Zytet = thyteg = 0.
teA teA teA

Assim, ann(A) é uma subdlgebra de evolucio pelo fato que ann(A) é gerada por
uma base do tipo By = {e; | i € A1}, em que Ay C A. Logo, pela Proposicdo 2.2.14

ann(A) é um ideal de evolucdo. O

2.2.2 ALGEBRAS DE EVOLUCAO NAO NEGATIVAS

Definicdo 2.2.24. (TIAN, 2008, pdg. 18) Seja A uma algebra de evolucdo com base
natural B = {e; | i € A}. Dizemos que A é uma &lgebra de evolucdo ndo negativa se

suas constantes de estrutura sdo ndo negativas.

Definicdo 2.2.25. (TIAN, 2008, Definicdo 4) Seja A uma &lgebra comutativa, ndo

necessariamente de evoluc3o.

2

1. As poténcias principais de x € A s3o definidas como x* = x - x, e, em geral:

" =x" . x.

2. As poténcias plenas de € A sdo definidas como:

2 = 209 = 2@ . 5@

2B = @) — p@ . p@)
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em geral:

2 — 22 _ L2 | L2
Por conveniéncia, denotamos % = x. Além disso, temos que:

(@l))im] — (g™ — (2™ _ g7t _ glnbm],

Definicao 2.2.26. (TIAN, 2008, pag. 26) Seja A uma algebra de evolucdo com uma

base natural B = {e; | i € A}. Assim, parax € A, onde & = 3., ;e;.

1. Dizemos que e; ocorre em x, se o coeficiente x; # 0. Quando e; ocorre em x,

escrevemos e; < @.

[m]

"l e e; < €™ para

2. Dizemos que e; e e; estdao intercomunicados, se e; < €;

alguns n,m € IN.

Definicdo 2.2.27. (TIAN, 2008, pag. 27) Seja A uma algebra de evolucdo ndo negativa
com base natural B = {e; | i € A}. Definimos a relacdo “<”, sobre os elementos da

base natural da seguinte forma:

[n]

e; <ej, see; <e; paraalgumn € N.

Dizemos que e; ocorre em e, se e; < e;.

A Proposicdo 2.2.28 da uma prova para o resultado mencionado em (TIAN, 2008, pag.

26- 27).

Proposicao 2.2.28. Seja A uma dlgebra de evolucdo ndo negativa com base natural

B ={e;|i€ A}. Arelacio < é uma relacdo de ordem parcial, quer dizer:

[0]

1. Reflexividade: e; < e; ", para todo ¢ € A.

[n]

J

[n+m]

2. Transitividade: See; < e;" ee; < eLm], entdoe; < e, ', para alguns n,m €

N.
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[0]

%

(0]

Demonstracdo. 1. Pela Definicao 2.2.19, temos que: e,” = e;. Entdo e; < e; ",

para todo i € A.

[n [m] _

g ", Sejam €; = 2leA Qi€ ekm =

i

(

2. Pela Definicdo 2.2.19, temos que: e; ' = e;

>1en b€ €

eLer"} = >"1eA Dimtnyi€r, €m que ang, by € bimyny S30 constantes ndo nulas das

[n]

J

[m]

correspondentes poténcias. Como e; < e;" e e; < e; ', para alguns n,m € NN,

entdo a,; # 0 e b,,; # 0. Agora, na poténcia n 4+ m, temos que:

[n] (2m)
6E€n+m] _ <egfm])[n] _ (Z bmlel) — (Z bmlel> = Z(bml)@")el(?”)

leA leA leA

= > (bm) Vel

leA

Logo, temos que:

el = S (b)) (b el
leA

I#]
= (b)) e + (b)Y e
ll%\ leA

Portanto, como a algebra é nao negativa, cada uma das constantes b%) >0e
an; > 0, entdo b,(fb;)am- > 0. Logo, binqmyi = 5—|—b%)am, em que 0 é a constante
resultante da soma a esquerda. Da mesma forma, dado que a algebra de evolucao
é ndo negativa, § > 0, ou seja, by, > 0 €, portanto, e; < eLner].

O

O Exemplo 2.2.29 nos mostra por que a hipotese de que a algebra de evolucdo seja

ndo negativa é importante para preservar a transitividade.
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Exemplo 2.2.29. Seja A uma 4lgebra de evolucio com base natural B = {ey, e, e3}

e produtos dados por:

2 _
€] = €y,

2
9 = —€g,

e
2 _
e; =e; + e

Observamos que ey < e[ll} ee; < eg], no entanto, ey # eg], em que egf} = e§ =

0. Portanto, a condicdo de que a algebra seja ndo negativa na Proposicdo 2.2.28 é

fundamental para preservar a transitividade.

Consideraremos, a seguir, a nocdo de descendente do indice 4, introduzida inicialmente

em (CABRERA, 2016).

Definicao 2.2.30. Seja A uma algebra de evolucdo ndo negativa com base natural

B={e;|j€A}. Dadoi € A.

» O descendente da gerac3o zero é o indice do subconjunto D°(i) dado por:

Os descendentes de primeira geracdo de i sdo os indices do subconjunto D*(7)

dado por:
D' (i) :={k € A | cyx #0}.

Os descendentes de segunda geracdo de i, sdo os indices j, tais que j € D*(k)

para algum k € D'(i). Portanto:

D*(i)= |J D'(k).

keD1(3)

Em geral, definimos o conjunto de descendentes da m-ésima geracdo de i como:

D"i)y= |J Dk).

keDm—1(3)
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Finalmente, o conjunto de descendentes de i é definido por:

D(i)= J D™().

m€ENg
Observacao 2.2.31. Observamos que D(i) C A, para todo i € A. E denotamos

Ny := INU 0 como o conjunto dos nimeros naturais, incluindo o zero.

A Definicdo 2.2.30 difere da definicido apresentada em (CABRERA, 2016, Definicdo

2.1.1), em dois pontos.
1. Definimos a geracdo zero para todo i € A.
2. A algebra de evolucdo tem que ser ndo negativa.

Ao exigir que a algebra de evolucao seja ndo negativa, obtemos a seguinte equivaléncia.
Os Lemas 2.2.32 e 2.2.34, a Proposicao e o Corolario 2.2.37 surgem da necessidade
de formalizar e demonstrar as afirmacGes apresentadas em (TIAN, 2008, pag. 26),
porém sob a condicdo de que se tratem de algebras de evolucao n3o negativas e ndo

degeneradas.

Lema 2.2.32. Seja A uma algebra de evolucdo ndo negativa com base natural B =

{e;| i€ A}. Sejami,j € A e algumn € IN.

j € D"(i) se, e somente se, e; < el

Demonstracdo. (—>) Provemos por inducdo matematica. Para n = 1, temos que, se

J € D'(i), entdo ¢;; > 0, quer dizer, e; < e[ll]. Suponhamos agora que vale para n, ou
[n]

seja, se j € D"(i), entdo e; < e;", e mostremos que vale paran+1. Seja j € D"(i),

entdo existe um k € A, tal que j € D*(k) e k € D"(i), pela hipétese de inducdo e o

caso n = 1, temos que e, < ez["] ee; < egj}. Dado que a algebra de evolucao é nao
[n+1]

)

negativa, pela transitividade da Proposicdo 2.2.28, temos que e; < e
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(«<=) O raciocinio é anélogo ao caso anterior. O

Exemplo 2.2.33. No Exemplo 2.2.29, A é uma algebra que ndo satisfaz a condicio de
ser ndo negativa, pelo fato de que e% = —ey. Por isso, neste caso, obtemos a situacdo

em que 2 € D*(3) e ey £ €y para nenhum n € IN.

Lema 2.2.34. Seja A uma algebra de evolucdo ndo negativa com base natural B =
{e; | j € A}. Entio AY := span{e; | j € D(i)} é uma subélgebra de evolucio para

todoi € A.

Demonstracdo. Observamos que, se e; € A", entdo €2 € A, De fato, dado que

e; € A9, temos que j € D(i). Dai, existe um m > 0, tal que j € D™(i). Ent3o, pelo
(1]

j 1

[m]

Lema 2.2.32, temos que e; < e; . Além disso, para todo k € A tal que e < e

ou seja, e, < €7, pela Proposicdo 2.2.28 temos que e;, < e ou seja, e, € AD.
Portanto, dado que, para cada ej, < e temos que e;, € A® | entdo e; € AW,
Agora, sejam T = > icp() Ti€r € Y = Y iep(i) Ye€r dois elementos qualquer de AD,

Fazendo os calculos, obtemos que:

T+Y= Z rier + Z yrer = Z (z¢ +y1)er,

teD(i) teD(i) teD(i)
- -y= ( Z xtet) ( Z ytet) = Z xtytef‘
teD(5) teD(4) teD(4)

Assim, A% é uma subalgebra de A paratodoi € A, e imediatamente é uma subalgebra
de evolu¢do de A, pelo fato que é gerada por uma base do tipo B, = {e; | j € D(i)},
em que D(i) C A. O

Observacdo 2.2.35. Dado um subconjunto S; C A, A; = spanf{e; | i € S}
nem sempre é uma subalgebra de evolucdo. No entanto, para comprovar se, dado um
S1 C A, 0oA =span{e; | i € S1} é uma subalgebra de evolucdo, basta mostrar que,

see, € Ay, entdo el € A;.
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A Proposicdo 2.2.36 caracteriza como sao as subdlgebras de evolucdo geradas pelos

elementos da base natural em uma algebra de evolucao ndo negativa.

Proposicao 2.2.36. Seja A uma algebra de evolucdo ndo negativa com base natural
B = {e; | i € A}. Entdo, (e;) = A" para todo i € A, em que AV = span{e; | j €

D(i)}.

Demonstracdo. C Sabemos que (e;) é a menor subalgebra de evolucdo de A que con-
tém o elemento e;. Assim, pelo Lema 2.2.34, temos que A é uma subalgebra de

evolucdo. Portanto, dado que e; € A®, entdo (e;) C AD.

O Suponhamos que existe e; € A%, Entdo, existe um n € N, tal que k € D™(1),

ou seja, e < el["] = eZ(Qn). Logo, pelo fato que eEQn) € (e;), entdo e, € (e;). Assim,
Portanto, (e;) = A" para todo i € A. O

Teorema 2.2.37. Seja A uma algebra de evolucdo ndo negativa e ndo degenerada

[n]

com base natural B = {e; | i € A}. See; < e;" para algumn € IN, entdo (e;) C (e;).

Demonstracdo. Basta provar que D(i) C D(j). De fato, seja k € D(i), entdo existe

m € N tal que & € D™ (i), assim, pelo Lema 2.2.32, temos que e; < egm]. Como

e; < eg-n} para algum n € IN, entdo, pela transitividade da Proposicao 2.2.28, temos
que ey < egm+"], dai k € D"*™(j) e assim temos que k € D(j). Logo, pela Proposicdo

2.2.36, temos que:

(e)) = span{ex | k € D(i)} C span{ey | k € D(j)} = (e;).
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Definicdo 2.2.38. (TIAN, 2008, pag. 18) Uma &lgebra de evolucdo ndo negativa A
com base natural B = {e; | i € A} é chamada de algebra de evolugcdo markoviana se

> ken Cik = 1 para todo i € A, ou seja, se a matriz de estrutura C' é estocastica.

Observacao 2.2.39. Dada uma algebra de evolucdo markoviana A com base natural

B ={e; | i € A}. Observamos o seguinte:
1. A é ndo degenerada, pelo fato que €? # ( para todo i € A.

2. A “gera” uma cadeia de Markov homogénea a tempo discreto com espaco de
estados S, onde S = A e as probabilidades de transicio sdo iguais as constantes

de estrutura.

No (TIAN, 2008, Capitulo 4), foi estudada a conex&o entre as algebras de evolucio e
as cadeias de Markov, a qual serd nosso foco de estudo. As algebras de evolucao de
permutacdes, estudadas em (KHUDOYBERDIYEV; OMIROV; QARALLEH, 2015), sdo um
tipo particular de algebras de evolucao markovianas. Neste ponto, direcionamos o leitor

que n3o é familiarizado com o conceito de Cadeias de Markov para o Apéndice B.

Exemplo 2.2.40. No Exemplo 2.1.6, a algebra A é uma algebra de evolucdo marko-

viana com base natural B = {e1, ey} e com produtos dados por:

62—26 —|—1€
1_31 327
el = e —l—%e
2—51 52-

A cadeia de Markov associada a essa algebra é uma cadeia de Markov {X,}.cn,
homogénea de tempo discreto, com espaco de estados S = A e probabilidades de

transicdo dadas por:

buu=75, Pi2—=

P21 ==, DP22—=

O — W N
QU | =
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2.2.3 OPERADOR EVOLUCAO

Definicdo 2.2.41. Seja A uma algebra de evolugdo com base natural B = {e; | j €

A}. O operador evolucdo L cumpre que, L : A — A e L(e;) = €?, para todo i € A.

Somente no caso em que a algebra é finita, podemos dar uma representaciao de L,

n

fazendo uso do elemento universal, 8 = > 7" | e;. Assim, temos que:
Lx)=60 -z = <Z€i> ‘T,
i=1
para todo « € A. Para uma algebra qualquer de dimens3o enumeravel, temos que:
L(z) =) _ e}, paratodo x € A.
ieA

Teorema 2.2.42. (TIAN, 2008, Teorema 3) Sejam A uma algebra de evolugdo com
base natural B = {e; | i € A} e Ay uma subélgebra de evolucdo. Entdo, L"(A,) C A;,

para qualquer n € IN, em que L™ denota n interacées do operador L.

Demonstracdo. Seja By = {e; | j € A1} a base natural da subalgebra de evolucdo

A;. Faremos a prova por inducdo matematica sobre n. Para n = 1, temos que:

L(CU) = Z :ch(ej) = Z l’j ]2 = Z (Z LCjCji) €;.
JEAL JEA €A \JEA

Como A; é um ideal de evolucdo, temos que L(A;) C Ay, onde A; C A. Suponhamos
(n)

que vale para n e mostremos que cumpre para n+ 1. Denotamos por z; ’ o coeficiente

ndo nulo correspondente a L™(x). Ent3o, pela hipdtese de inducdo, temos que:

L(L"(x)) = ) a:l(-n)L(ei) => mgn)e? =) (Z xgn)cl‘j) e;.

1€ i€y JeEA \ieM

Neste caso, xg»nﬂ) = (ZieAl xz(n)cji) e, assim, L't (z) = Y,cn, x§-n+1)ej € A.

Portanto, L"(A;) C A;. O
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Definicdo 2.2.43. Seja A uma algebra de evolucdo com base natural B = {e; |

i € A}. A norma de A cumpre que, ||-]| : A — R e ||x|| = Yiea | @i |, onde

T =23 crri€; €A

Com esta norma, concluimos que as algebras de evolucdo sao espacos normados ou,
mais especificamente, algebras normadas. Embora ndo aprofundemos as propriedades
nem as implicacdoes das normas nas algebras. Convidamos o leitor a consultar livros
de anélise funcional como (KREYSZIG, 1978), caso deseje mais informacdes detalhadas

sobre operadores limitados. Ou ver o Apéndice A para uma consulta rapida.

Embora a proposicdo apresentada em (TIAN, 2008, Proposicdo 6) afirme que o ope-
rador evolucdo é limitado, podemos mostrar que essa afirmacdo nao é verdadeira em
todos os casos. Em particular, apresentaremos um contraexemplo que demonstra que

a afirmacdo nao é verdadeira no contexto das algebras de evolucao enumeraveis.

Exemplo 2.2.44. Seja A uma algebra de evolucdo com base natural B = {e; | i €
IN} com produtos dados por: €? = ie; para todo i € N. Em particular, temos que

|L(e;)|| = |lie;|| =i, para todo i € IN. Logo, o operador evolucdo ndo € limitado.
No entanto, no caso das algebras de evolucao markovianas, essa afirmacao é verdadeira.

Proposicao 2.2.45. Seja A uma algebra de evolucdo markoviana com base natural

B ={e; |i€ A}. O operador evolucdo é um operador limitado.

Demonstracdo. Sejax = Y ;cp xie;e L(x) = Y ien Ti (Xren Civer) = Yorea (Zica Ticik) €k,

entao, temos que:

IL(2)|| = > 1D @ica| < DD | wica |

ke |ieA ke i€

<S> lw | Y lew =) [ o=,

€A keA i€A



44

em que > ;ca | ¢ |= 1, para todo i € A. Neste caso, ¢ = 1. Logo, L é uniformemente

limitado. O

2.2.4 RECORRENCIA ALGEBRICA

Definicdo 2.2.46. Seja A uma algebra de evolucdo com base natural B = {e; | i €

A}
= e, é algebricamente recorrente se a subalgebra de evolucdo (e;) é simples.
= e; é algebricamente transiente se a subdlgebra de evolucdo (e;) ndo é simples.

A seguir, demonstraremos que, se dois elementos da algebra se intercomunicam, eles
geram a mesma subdalgebra de evolucdo. Contudo, limitaremos nossa prova as algebras
de evolucao n3do negativas e nao degeneradas, para que possamos utilizar os resultados
do Lema 2.2.34. No intuito de que tais resultados nos auxiliem na compreensio da

conexao entre as algebras de evolucdo e as cadeias de Markov.

Proposicao 2.2.47. Seja A uma algebra de evolucdo ndo negativa e ndo degenerada
com base natural B = {e; | i € A}. Dizemos que e; e e; estdo intercomunicados se,

e somente se, D(i) = D(j).

Demonstracdo. (=) Suponhamos que e; e e; estdo intercomunicados.

(C) Seja k € D(i), entdo existe | € N tal que k € D'(i), dai, e}, < el Por hipétese,
e; se intercomunica com e;, entdo, existe um n € IN tal que e; < eg-"]. Pela transiti-

[n+1]

vidade da Proposicdo 2.2.28, temos que e;, < e;  ~, o que implica que e, € D7 (5)

e, portanto, e € D(j).

(D) O raciocinio é analogo ao caso anterior.
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Assim, temos que D(i) = D(j).

(«<=) Suponhamos que D(i) = D(j). Assim, temos que i € D(j). Logo, existe
um n € N, tal que i € D"(j) e e; < eg-”]. De forma semelhante, dado que j €
[m]

D(i), existe um m € N, tal que j € D™(i) e e; < e; '. Quer dizer, e; e e; estdo

intercomunicados. O

Teorema 2.2.48. Seja A uma algebra de evolucdo ndo negativa e ndo degenerada
com base natural B = {e; | i € A}. Dizemos que e; e e; estdo intercomunicados se,

e somente se, (e;) = (e;).

Demonstracdo. Pela Proposicao 2.2.47, temos que e; e e; estao intercomunicados se,

e somente se, D(i) = D(j). Portanto, pelo Lema 2.2.34, temos que:
(e:) = spanfex | k € D(i)} = spanfex | k € D)} = {e;)
[l

Corolario 2.2.49. Seja A uma algebra de evolucido ndo negativa e ndo degenerada com
base natural B = {e; | i € A}. Sejami,j € A, tal que e; e e; estdo intercomunicados.

e; é algebricamente recorrente se, e somente se, e; é algebricamente recorrente.

Demonstracdo. (=) Suponhamos que e; é algebricamente recorrente, ou seja, (e;)
é uma subalgebra de evolugdo simples. Logo, pelo Teorema 2.2.48, como e; e e; estao
intercomunicados, entdo (e;) = (e;). Portanto, (e;) é uma subalgebra de evolucdo

simples, ou seja, e; € algebricamente recorrente.

(«<=) O raciocinio é anélogo ao caso anterior. O

Corolario 2.2.50. (TIAN, 2008, Corolédrio 9) Seja A uma &lgebra de evolucdo com

base natural B = {e; | i € A}.
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1. Se A é uma algebra de evolucido indecomponivel, entdo A tem uma subalgebra de

evolugdo prépria se, e somente se, A tem um gerador algebricamente transiente.

2. Se A é uma algebra de evolucdo indecomponivel, entdo A é uma dlgebra de

evolucdo simples se, e somente se, A ndo tem gerador algebricamente transiente.

3. Se A ndo tem gerador algebricamente transiente, entdo A pode ser escrito como

uma soma direta de subdlgebras de evolucdo (o nidmero de parcelas pode ser um).
A demonstracdo do Corolario 2.2.50 pode ser encontrada em (TIAN, 2008, pag. 42).

Teorema 2.2.51. (TIAN, 2008, Teorema 9) Qualquer dlgebra de evolucdo de dimensao
finita com base natural B = {ey,--- , e, }, tem pelo menos uma subalgebra de evolucio

simples.

Demonstracdo. Seja A uma élgebra de evolugdo com base natural B = {e; | i € A},

onde A = {1,--- ,n}. Raciocinaremos da seguinte maneira recursiva.

1. Se A é simples. Nao temos nada a provar, pois ela mesma é a sua subalgebra

de evolucao.

2. Se A n3o for simples, entdo existe uma subalgebra de evolucdo prépria A; com
base natural B; = {e; | i € A}, obtendo que A; C Ae A} C A. Se A, é

simples, encontramos a subalgebra de evolucdo simples de A.

3. Se A; n3o é simples, entdo existe uma subalgebra de evolucio A, com base
natural By = {e; | i € Ay}, obtendo que Ay C A C Ae Ay T Ay C A Se
As é simples, encontramos a subalgebra de evolucdo simples de A, se n3o for,
o raciocinio é analogo. Mas, como a algebra de evolucdo é finita, esse processo

ird parar. Portanto, sempre teremos uma subalgebra de evolucdo simples.
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O Exemplo 2.2.52 ilustra o fato que uma algebra de evolucao de dimens3o infinita

enumeravel pode ndo ter subalgebras simples.

Exemplo 2.2.52. Seja A uma dlgebra de evolucdo com base natural B = {e; | i € N}
e produtos dados por e? = e;,1, para todoi € IN. Observamos que A é uma 3lgebra de
evolucdo n3o negativa e ndo degenerada, portanto, valem os resultados da Proposicao
2.2.36 e Teorema 2.2.37, obtendo assim que (e;11) < (e;) para todo i € IN. Esta
contencio € estrita pelo fato de que pelo menos e; ¢ (e;y1), para todo i € IN.

Agora suponhamos que existe uma subalgebra de evolucdo A, com base natural B, =
{e; | i € A\}. Seja J € Ay, o minimo de Ay, quer dizer, J < i para todo i € Ay,
tal que e; € Ay e (e;) C Ay. Pode ocorrer, justamente (e;) = Ay, no entanto, pela
contencdo (e; 1) < (e;) para todoi € IN, temos que (e ;1) C (e,), ou seja, qualquer

subalgebra de evolucdo de A vai ter uma subalgebra de evolucdo. Logo A ndo tem

subalgebra de evolucdo simples.

1 1
© @ O ®

Figura 2 — T (A, B) da algebra A do Exemplo 2.2.52.

2.2.5 FUNCOES BARICAS

Definicao 2.2.53. Seja A uma élgebra de evolucdo com base natural B = {e; | i €
A}. Uma funcdo barica ¢ é um homomorfismo de dlgebra ndo nulo de A a R, isto €,
o: A— R, tal que, o(xy) = o(x)o(y) para todo x,y € A. Dizemos que A é barica
se existe uma fungdo barica em A. Esse homomorfismo é chamado de funcio peso ou

funcdo barica de A, além disso, o(x) é o peso de x.

No (CASAS; LADRA; ROZIKOV, 2010, Teorema 3.2) é dada a condicdo necesséria e

suficiente para A ser bérica, sendo A uma algebra de dimensao finita. A prova deste
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resultado serad generalizada para o caso de dimens3o enumeravel.

Teorema 2.2.54. Seja A uma élgebra de evolucdo com base natural B = {e; | i € A}.
A é barica se, e somente se, existe k € A, tal que ¢, # 0 e ¢;. = 0, para todo i # k.

A funco barica correspondente € o(x) = cyiy.

Demonstracdo. (=) Suponhamos que A é barica e seja o(x) = "5 ajz; uma fun-
cdo baricade A. Sejamx = Y ;cp Ti€, Y = ica Vi€i € Y = D pen (Xica Tivicir) €.

Ent3o, temos que:

O'(.’,U . y) = Z Q; Zcijxiyi = Z Z QCi5 | TiYi- (22)

JEA  ieA i€A \jEA
Note que podemos trocar a ordem das somatérias na equacgdo (2.2), dado que, ao
assumir que a funcdo barica existe, a mesma estd bem definida, ent3o, caso seja uma
somatoria infinita, ela converge e a segunda somatoria é finita. Por outro lado, temos

que:

o(x)o(y) = Z%’%’ Zaiyi ZZZ%%%?J@'-

JeEA €A €A jEA

Assumindo que o(x - y) = o(x)o(y), temos as seguintes equacdes:

a;a; =0, para todo i # j, (2.3)

> cja;=ai, paratodoi € A. (2.4)
jeA

Da equacdo o(x - y) = o(x)o(y) podemos observar que, do lado esquerdo da igual-
dade, os termos cruzados estao ausentes, enquanto do lado direito, os termos cruzados
estdo presentes. Dai, para que a igualdade seja verdadeira, a equacdo (2.3) deve ser

satisfeita. Por outro lado, quando os termos s3o iguais, obtemos a equacio (2.4).

Como a fun¢do o(x) é ndo nula, pela equacdo (2.3), existe um k € A, tal que ay, # 0

e oy = 0, para todo i # k. Assim, substituindo na equacdo (2.4), obtemos que:
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cpap = 0, se i # k, e cpeay, = i, se i = k. Portanto, ¢, = 0, para todoi # k e
A = Ckf-
(<=) Assumindo que existe k € A, tal que c;, # 0 e para todo i # k, ¢, = 0. E facil

observar que a funcdo o(x) = cirxy é uma funcdo bérica, logo, A é barica. O]

Corolario 2.2.55. Seja A uma algebra de evolucdo. A quantidade de funcées baricas
que podem ser definidas em A é igual ao nimero de k € A que satisfazem as condicées

do Teorema 2.2.54.

2.3 ALGEBRAS DE EVOLUCAO E TEORIA DOS GRAFOS

Nesta secdo, exploraremos como, a partir de um grafo nao dirigido, ou simplesmente
um grafo, podemos associar dois tipos de algebras de evoluciao. Apresentaremos a
seguir algumas definicGes importantes da teoria dos grafos, necessarias para estudar
essa conexdo. Além disso, aproveitando a secao sobre grafos, também mencionaremos

algumas definicdes relacionadas a grafos dirigidos, ou digrafos.

Definicao 2.3.1. Um grafo é simples se ndo ha muiltiplas arestas entre dois vértices.
Um digrafo é simples se ndo ha miiltiplas arestas direcionadas no mesmo sentido entre

dois vértices.

Definicdo 2.3.2. (BALAKRISHNAN; RANGANATHAN, 2012, Capitulo 1) SejaG = (V, E)

um grafo simples e sem lacos.

1. Dois vértices v e u sdo chamados de vizinhos se (u,v) = (v,u) € E.

2. Um caminho é uma sequéncia de vértices vy, vy, ..., v, tal que (v;,v;11) € FE

para todoi € {1,..., k—1}.
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6.

Dois vértices u e v estdo conectados se existe um caminho entre eles. Mesmo
que o grafo tenha ou n3o lacos, por convencdo, cada vértice esta conectado a si

mesmo. Essa relacdo é chamada de relacdo de conexao.

. A relacdo de conexdo é uma relacdo de equivaléncia sobre GG. Essa relacdo de

equivaléncia permite particionar o grafo em subgrafos disjuntos chamados de
subgrafos conexos. Esses subgrafos conexos contém os vértices que estdo conec-

tados entre si.

Seja {G[Vi]}ico a particdo de G pela relacdo de conexdo. Se | & |= 1 chamamos

o grafo de conexo, se | ® |> 2 chamamos o grafo de desconexo.

Denotamos por deg(v) o nimero de vizinhos de v.

7. A matriz de adjacencia do grafo G é a matriz A = (a;;), tal que:

1.

2.

1, se(v;,v;) € E,
aij =

O, se (’Ui,Uj) € E.

Caso o grafo G seja finito, a matriz A é simétrica.

Dizemos que G é localmente finito, se todo vértice tiver um nimero finito de

vizinhos.

Se o grafo tiver ou n3do lacos, as definicdes anteriores permanecem as mesmas. No caso
dos digrafos, os conceitos sdo equivalentes, apenas com uma diferenca na definicao de

vizinho, que apresentaremos a seguir.

Definicao 2.3.3. Seja H = (V, E¥) um digrafo simples.

Dizemos que u tem v como vizinho se a aresta (u,v) existir.

Dizemos que v tem u como vizinho se a aresta (v,u) existir.
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3. Dizemos que G é localmente finito, se todo vértice tiver um nidmero finito de

vizinhos.

Observacdo 2.3.4. Dada uma dlgebra de evolucio A com base natural B = {e; |
i € A}. Observamos o seguinte de I'(A,B) e I'“(A, B). Embora os quadrados da
dlgebra tenham uma representacéo finita, pode ocorrer que um vértice de T'(A, )
tenha infinitos vizinhos, ou seja, ndo necessariamente se trata de um grafo localmente

finito. No entanto, I'“(A, B) é sempre localmente finito.
Definicao 2.3.5. Seja G um grafo simples e H um digrafo simples.

= Dizemos que G € fortemente conexo se dados dois vértices qualquer v e u, existe

um caminho entre eles.

= Dizemos que H é fortemente conexo se dados dois vértices qualquer v e u, existe

um caminho direcionado de v a u e existe um caminho direcionado de u a v.

Motivados pela (ELDUQUE; LABRA, 2015, Proposicdo 2.8 ), estendemos esse resultado

para o caso de dimensdo enumeravel.

Proposicao 2.3.6. Seja A uma algebra de evolucdo ndo degenerada com base natural

B ={e;|ie A}. A éindecomponivel se, e somente se, I'(A, B) é conexo.

Demonstracdo. (=) Suponhamos que I'(A, BB) é desconexo. Portanto, G = U jcoG[A ],
onde | ® |> 1 e G[A;] é uma componente conexa para qualquer J € ®. Cumprindo
que GIA[JNG[A)] = ¢, se I # J, e Y1ca | G[Ar] |=| G |. Observamos que, para
qualquer vértice j € G[A,] ele ndo é conectado com nenhum % € G[A;] para [ # J.

Na algebra de evolugdo, afirmamos que A; = span{e; | i € A;} é uma subélgebra de
evolucdo, para todo [ € .

De fato, dado que G[A;] N G[Aj] = ¢, em A temos que, se e; € A; e e; € Ay,

entdo e; A egl], portanto, e? € A;. Logo, pela Observacdo 2.2.35, é suficiente para
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demonstrar que A; = span{e; | i € A;} é uma subéalgebra e, dado que, A; C A, entdo
Aj é uma subdlgebra de evolucdo. De novo, pelo fato que A;NA; = ¢, as subélgebras
de evolucdo sdo disjuntas, temos que A = B;ce.A;. Quer dizer, A é decomponivel.

(<) Suponhamos que A é decomponivel e ann(A) = 0. Existem subéalgebras de
evolucdo A, e Aj; nio triviais com bases naturais B; = {e; |i € A1} e By ={e; | j €
A5}, respetivamente, ao quais podem se estender a base natural, tendo que AjNA; = ¢
e AyUAy; = A. Dado que, se e; € A; e e; € Ay, entdo e; £ eL"} para nenhum n € IN
e [ # J, portanto, temos que e? € A;. Fazendo a traducdo no grafo, temos que:

G[A1] e G[A3] sdo componentes conexas e disjuntas. Logo, o grafo é desconexo. [

Terminaremos este capitulo ilustrando duas formas distintas de definir uma algebra de

evolucdo a partir de um certo tipo particular de grafos.

Definicdo 2.3.7. (CADAVID; RODINO; RODRIGUEZ, 2021, Definicdo 1.2) Seja G =
(V, E)) um grafo simples localmente finito com matriz de adjacéncia A = (a;;). Defi-
nimos por A(G) a algebra de evolucdo associada ao grafo GG. Esta algebra tem como
base natural B = {e; | i € V'} e produtos dados por:
e e = Z a;Ler,  para todo 1,
keA

ei~ej:O, SEZ#]

Exemplo 2.3.8. Considere o grafo G com matriz de adjacéncia A, (ver Figura 3).

0110

1 010
A—

1100
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®

Figura 3 — Grafo G do Exemplo 2.3.8.

A élgebra A(H) associada ao grafo H, tem como base natural B = {e;, ey, e3,e,} e

produtos dados por:

2

€] = ey + e,
2 _

e, —e; + es,
i=el+
€3 = €1 €2,

2 _
e; =0,

e;-e; =0, para todoi # j.
Observamos que a matriz de estrutura C' é mesma matriz de adjacéncia A.

Uma segunda forma de definir uma algebra de evolucdo associada a um grafo de

G = (V, E) de maneira natural é derivada do passeio aleatério simétrico sobre G.

Definicdo 2.3.9. (CADAVID; RODINO; RODRIGUEZ, 2021, Definicdo 1.5). Seja G =
(V, E) um grafo simples localmente finito com matriz de adjacéncia A = (a;;). Se
deg(v;) > 0, para todo i € V. Definimos por Arw (G) a élgebra de evolucdo associada
a passeio aleatdrio simétrico sobre GG. Esta algebra tem como base natural B = {e; |
i € V'} e produtos dados por:

273 .
e -e = er, para todo i,
> (agto)

e -e; =0, sei # j.

Exemplo 2.3.10. Consideremos o grafo roda de 4 vértices ou W, dado pela Figura 4,

as algebras de evolucdo associadas A(W,) e Agw (W,), tém os seguintes quadrados:
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6%262"1*63-1—647
2 _

62—€1+€3+84,
AWy) =1 e2 =€, +e,+ey,

e; = e+ ey + es,

ei-ej:O, 5627&]
2 e, +e3+ ey
a3
2 61+€3+€4
R T
Asw (W) = egzelﬂgﬁeﬁl’
2 61+€2+€3
N

e-e =0, sei # j.

Figura 4 — Grafo Wy

O leitor poderad encontrar resultados sobre esse tipo de conex3do entre as algebras
de evolucdo e a teoria de grafos nos artigos (CADAVID; RODINO; RODRIGUEZ, 2020;

CADAVID; RODINO; RODRIGUEZ, 2021).
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3 ALGEBRAS DE EVOLUCAOQO E CADEIAS DE MARKQV

3.1 ALGEBRAS DE EVOLUCAO MARKOVIANAS

No capitulo anterior, estudamos propriedades das algebras de evolucdo, destacando
sua conexdo com a teoria dos grafos. Muitos desses resultados serdo Uteis para nés, ja
que, neste capitulo, focaremos nosso estudo nas algebras de evolucao markovianas, que
tem associadas um digrafo. Convidamos o leitor a considerar as definicdes apresentadas
no Apéndice B, onde estdo as definicGes correspondentes as cadeias de Markov, que
mencionaremos ao longo dos capitulos 2 e 3.

Na Definicdo 2.2.38 definimos as éalgebras de evolucao markovianas, tais algebras sao
algebras de evolucdo ndo negativas, em que a soma das constantes de estrutura para
cada i € A é igual a 1. A seguir, observamos como essas algebras com base natural
B ={e; | i € A} "geram” ou estdo associadas a uma cadeia de Markov {X,, },ecn,
com espaco de estados S = A e probabilidades de transicao descritas pelas constantes
de estrutura. Isso nos leva a uma questao: Toda cadeia de Markov pode, por sua vez,

estar associada a uma algebra de evolucdo?

Essa equivaléncia foi abordada parcialmente por Tian (2008) (TIAN, 2008, Teorema
16), com o seguinte enunciado: Toda cadeia de Markov { X, },cn, homogénea no
tempo e no espaco de estados S tem uma algebra de evoluciao associada, em que a
base natural da algebra sera o conjunto B = {e; | i € S} e as constantes de estrutura

serdo as probabilidades de transicdao na cadeia de Markov.

No Exemplo 3.1.1, apresentamos uma cadeia de Markov que nao gera uma algebra de

evolucao de acordo com a Definicao 2.2.3.
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Exemplo 3.1.1. Seja {X,, } e, uma cadeia de Markov com espaco de estados S = Z.

e probabilidades de transicao dadas por:

% sej=1i+1, comi#0,
Pij=4 et  sej=0, comi=0,
%%, para todo j # 0, comi =0,

em que e é o numero euler. As probabilidades de transicido sdo armazenadas na matriz

P, e seu digrafo é apresentado na Figura 5.

12 0 12 0 0 0 0
0o 12 0 12 0 0 0
P=1... e1/12 e /4 e /2 e ' e '/2 e '/4 e'/12
0 o 0 1/2 0 1/2 0
0 o 0 0 12 0 1/

1/2 1/2
. ?1/_2’ /1/ » o \1/.25 2
\\\ §€T e ) -

Figura 5 — Digrafo de {X,, }nen, do Exemplo 3.1.1.
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Suponha que existe uma algebra A gerada pela cadeia de Markov, com base B = {e; |

i € 7} e produtos dados por:

1 1
ef = 581‘—1 + §Ei+l> para i # 0,

s 1et
e,=e¢€ e+ Z imej.

JEZ

J#0
Como os produtos cruzados s3o iguais a zeros e o conjunto S = 7. é enumeravel, B é
uma base natural. No entanto, lembremos que estamos trabalhando com bases Hamel,
ou seja, é necessario que os elementos tenham uma representacdo tinica como combi-
nacao linear finita de elementos da base natural. Pela construcdo dada, temos que o
elemento v3 tem uma combinac3o linear infinita de elementos da base. Portanto, de
acordo com nossa definicdo, A ndo é uma algebra de evolucdo. Recentemente Cadavid,
Rodriguez e Vidal (2024) generalizaram a definicio de algebra de evolucio, trabalhando
com bases Schauder, ver (CADAVID et al., 2024, CADAVID; RODRIGUEZ; VIDAL, 2023; CA-
DAVID; RODRIGUEZ; VIDAL, 2024 ). Nestes artigos, encontram-se diferentes exemplos em
que um estado da cadeia de Markov se comunica com infinitos estados. Exemplos como

(CADAVID; RODRIGUEZ; VIDAL, 2024, Exemplo 1.2) ou (CADAV/D; RODRIGUEZ; VIDAL,

2024, Exemplo 3.5, Exemplo 3.7), sdo exemplos fundamentais para nosso estudo.

Observacao 3.1.2. Como mencionado na Observacdo 2.2.1, as proposicdes ou te-
oremas que ndo forem citados diretamente no enunciado correspondem a resultados
proprios. As versOes originais serdo citadas antes do resultado, indicando as diferencas

entre elas.

O propésito deste capitulo é estudar os resultados de (TIAN, 2008, Capitulo 4), em que
foram estudadas as propriedades que estao simultaneamente presentes nas algebras de
evolucao markovianas e nas cadeias de Markov, principalmente no caso de dimensao

infinita. Nesse sentido, temos trés objetivos principais em nosso estudo:
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1. Estudar as condicdes necessarias para que uma cadeia de Markov, com espaco de
estados S enumeravel, gere uma algebra de evolucdo markoviana A, com base

natural B, no sentido da Definicdo 2.2.3.

2. Estudar as propriedades comuns para as algebras de evolucao markovianas e
para as propriedades para cadeias de Markov, concentrando-nos em estender

essas definicdes e propriedades no caso enumeravel.

3. Abordar a conexdo entre as algebras de evolucdo markovianas e as cadeias de
Markov, a partir de uma perspectiva probabilistica, quer dizer, tentar demonstrar
os diferentes resultados que se tém para as algebras de evolucdo, a partir das
propriedades das cadeias de Markov. Devido ao fato de que esses resultados

normalmente sdo abordados a partir de uma analise algébrica.

Notacdo 3.1.3. Seja { X, }new, uma cadeia de Markov com espaco de estados S.
Dados i,j € S dizemos que ¢ leva para j em um passo, sempre que p;; > 0. Dado um

estado i € S, definimos:

Observe que J; é o conjunto de estados j para os quais i leva para j em um dnico

passo.

Como observamos no Exemplo 3.1.1, o resultado apresentado por Tian (2008) no
(TIAN, 2008, Teorema 16) ndo se aplica a todas as cadeias de Markov. A seguir, no
Teorema 3.1.4, enunciamos as condicGes suficientes para que uma cadeia de Markov

gere uma algebra de evolucao.

Teorema 3.1.4. Seja { X, }nen, uma cadeia de Markov com espaco de estados S

enumerdvel, tal que para todo i € S, | J; |< oo. Entdo, { X, }nen, gera uma algebra
de evolugdo markoviana A(X,,), com base natural B = {e; | i € S} e constantes de

estrutura dadas pelas probabilidades de transicao na cadeia de Markov.
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Demonstracdo. Seja { X, }nen, uma cadeia de Markov com espaco de estados .S enu-
meravel, tal que para todo i € S, | J; |< oo. Construimos a algebra de evolucdo

A(X,) da seguinte forma:
1. A(X,) é um R-espaco vetorial com base B = {e; | i € S}.

2. Definimos os produtos como:

e; = pier, para todo i,
kes

e e =0, se i # 7.

3. Por hipotese,

Ji |< oo, para todo i € S, implicando que os e? sejam descritos

por uma combinac3o linear finita dos elementos da base.

4. BB é uma base natural pelo fato de que os produtos cruzados sdo iguais a zero e
S é enumeravel.
5. Para todo i € S, temos que p;; >0 e Zpij = 1.
jes

Portanto, A(X,,) é uma algebra de evolu¢do markoviana. O

Notacao 3.1.5. Deste ponto adiante, uma algebra de evolucido markoviana A que
fornece uma cadeia de Markov {X,, },en, na forma indicada no Teorema 3.1.4, sera

denotada por A(X,,).

Observacao 3.1.6. Os conjuntos analogos aos J; nas algebras de evolucdo sdo os con-

juntos de descendentes da primeira geracao do elemento i, que definimos na Definicio

2.2.30 no Capitulo 1.

Exemplo 3.1.7. Seja { X, },en, uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes
identicamente distribuidas, com distribuicido P(X; = 1) =p e P(X; = —-1) =1 —p.

Definimos as seguintes variaveis aleatorias:
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So=0eS,=95,_1+X, paran>1.

Entdo, { Sy }new, € uma cadeia de Markov, com espaco de estados S = 7. e probabili-

dades de transicdo dadas por:

P, sej=1+1,
Piji=9y 1—p, sej=1—1,
0, caso contrario.

As probabilidades de transicdo sdo armazenadas na matriz de transicdo P e seu digrafo

ponderado é apresentado na Figura 6.

Figura 6 — Digrafo do passeio aleatério em Z do Exemplo 3.1.7.



61

A cadeia {S, }nen, € conhecida como passeio aleatério em 7, e gera a dlgebra de

evolucdo A(S,) com base natural B = {e; | i € Z} e produtos dados por:
e’ = (1 —p)e;_1 + pe;iy1, para todoi € 7.

Exemplo 3.1.8. Seja { X, },cn, uma cadeia de Markov com espaco de estados S =

{1,2} e probabilidades de transicdo dadas por:

P11 = 3’ P12 =
1
5)

P21 ==, DP22—=

A(X,,) tem como base natural B = {e;, ey} e produtos definidos por:

el ="e —l—le
1_31 327
eQ—le —l—%e
2T pe1T e

Observacao 3.1.9. Recordemos duas propriedades sobre as cadeias de Markov:

1. As probabilidades de transicdo na cadeia de Markov sdo armazenadas na matriz

de probabilidade, ou matriz estocastica, P = (pi;)i jes-

2. As cadeias de Markov tém um digrafo ponderado associado, em que os vértices
representam os estados da cadeia, e existe uma aresta entre dois vértices se
as probabilidades de transicdo sdo diferentes de zero. O peso de cada aresta

corresponde a respectiva probabilidade de transicio.

Um resultado direto do Teorema 3.1.4 é que, se uma cadeia de Markov gera uma
algebra de evolucao, entdo a matriz de probabilidade P é a mesma matriz de estrutura
C', e o digrafo da cadeia é o mesmo digrafo da algebra de evolucdo. O Corolario 3.1.10

coincide, de fato, com o resultado apresentado no (TIAN, 2008, Teorema 16).

Corolario 3.1.10. Seja { X, } e, uma cadeia de Markov finita, quer dizer,

S < o0.

{ X, }nen, gera uma algebra de evolucdo markoviana.
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Demonstracdo. Dado que {X, },cn, é uma cadeia de Markov finita, temos que para
todoi € S, | J; |< oo. Logo, cumpre-se as condi¢cdes do Teorema 3.1.4, portanto,

{ X, }nen, gera uma algebra de evolugdo markoviana. O

3.2 OPERADOR EVOLUCAO E PROBABILIDADES DE TRANSICAO

Nesta secdo, descrevemos como as ferramentas das algebras de evolucdo, tais como o
operador de evolucdo, a funcdo de projecdo e a norma, tém implicacdoes nos aspectos
probabilisticos das cadeias de Markov, como nas distribuicbes no n-ésimo passo e nas

probabilidades de transicdo em n passos.

Definicao 3.2.1. Seja A uma élgebra com base B = {e; | i € A}. A projecdo j-ésima

é tal que, p; : A — A epj(x)=x;e;, em que x =Y ;c\ Ti€;.

Observacao 3.2.2. A projecdo j-ésima é funcdo da base. Sempre assumiremos uma

base natural.
Definicdo 3.2.3. Seja {X,,}nen, uma cadeia de Markov com espaco de estados S.

1. Seja 9 = (v;)ics, um vetor tal que v; > 0, para todoi € S e Y ;cqv; = 1.

Chamamos 9 de distribuicdo de probabilidades sobre S.

2. Seja 90 = (UZ(O))ies, uma distribuicdo de probabilidades sobre S' tal que Ui(o) =

P(Xy = 1), para todo i € S. Chamamos 9% de distribuicdo inicial da cadeia de
Markov.

(n) _

i =

3. Seja 9™ = (vi(n))ieg, uma distribuicdo de probabilidades sobre S tal que v
P(X,, = 1), para todo i € S. Chamamos 9™ de distribuicdo no n-ésimo passo,

paran € IN.
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Observacao 3.2.4. Convidamos o leitor a considerar a Definicdo B.1.2 do Apéndice,
onde estdo apresentadas as probabilidades de transicio em n passos do estado i para

o estado j.

No Teorema 3.2.5, assumimos a hipétese de que a distribuicdo inicial é um vetor
quase nulo, garantindo que ele pertenca a algebra de evolucao. Com isso fazemos uma

diferenca com o enunciado do (TIAN, 2008, Lema 4).

Teorema 3.2.5. Seja A(X,,) com base natural B = {e; | i € S}. 9© = (0{”);cs

uma distribuic3o inicial e 9™ = (v{™

)ies a distribuicdo no n-ésimo passo, paran € IN.

Se 9 tem finitos vj(.o) diferentes de zero, ent3o:

9 = LMY ou oM =

Pi (L”(ﬂ(o)))H para todo i € S e para todon € IN
(3.1)

em que 90 =¥ ¢ vﬁo)ej ed™ =Y g U§n)ej para todo n € IN.

Notacao 3.2.6. /nicialmente, tanto 9 como 9™, para todon € N, s3o distribuicbes
associadas a cadeia de Markov. No entanto, fazemos um abuso de notacdo ao denotar

que: 90 =¥ ¢ v§0)ej ed™ =Y g UJ(")ej, sdo elementos de A(X,,).

Demonstracdo. Faremos a prova por inducio matematica. Para n = 1, dado que 9

é um vetor quase zero, 90 = ¥, ¢ U§0)ej € A(X,), temos que:

L) =Y vl Le) = v Y puer =Y Y purVer. (32)

i€s i€s kes keSieS
Na primeira igualdade, isso ocorre porque o operador é linear, e na ultima igualdade,

podemos trocar a ordem das somatérias pelo fato de que sao somatérias finitas. Por

outro lado, pelas propriedades da cadeia de Markov, temos que:

o) = P(Xy = k) = Y PG = k| Xo = )B(Xo = i) = Y pa®.  (33)

€S €S
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Das Equacdes (3.2) e (3.3), obtemos que:
= Z U,il)ek = Z Zpikvi(o)ek = L(’ﬁ(o))
kes keS ies
Suponhamos agora que vale para n, ou seja, L"(9) = 9™ e mostraremos que vale
paran + 1.
L (9) = L(L"(9)) = L®™) = L(}_ v{"e;)
i€S

=> o Y puer =3 3 pavter. (3.4)

€8 keS keS ieS

Por outro lado, pelas propiedades da cadeia de Markov, temos que:

"91(:“) = P(X, 1 = k) Z}p 1=k | X, =0)P(X, =1i) = Zpim)z(”). (3.5)

€S €S

Das Equacdes (3.4) e (3.5) obtemos que:

9+l Z Uy (ntl)g — > Zpikv§")ek = L"H(0).

kesS keSieS
]

O desenvolvimento da demonstracao do Teorema 3.2.5, desde o enfoque probabalistico,
foi essencial para identificar o Corolario 3.2.7, um resultado observado por Tian (2008)

apés a Proposicdo 3.2.8 na (TIAN, 2008, pag. 57).

Corolario 3.2.7. Considere A(X,) com base natural B = {e; | i € S}. Se v; =

P(Xo =1) = 1, entdo |p; (L"(e;))| = pi;, para qualquern € N e j € S.

Demonstracdo. Pelo Teorema 3.2.5, temos que U = [lp; (L"(9))]| e¥ = X esvi€5 =
v;€;. Entdo,

lp; (L™(e)]| = vi" = P(X, = j) = kZSP(Xn =j | Xo=k)P(Xo = k)

=P(X, =j| Xo=1) =pj;.
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3.2.1 EQUACOES DE CHAPMAN-KOLMOGOROV

As equacdes de Chapman-Kolmogorov na Proposicao B.1.3 siao essenciais na teoria
das cadeias de Markov, pois descrevem a evoluciao das probabilidades em sistemas
estocasticos. Elas possibilitam o calculo da probabilidade de que um processo de Markov
esteja em um estado especifico em um momento futuro, com base no estado atual. No
contexto das algebras de evolucdo, as equacdes de Chapman-Kolmogorov nos ajudam
a estudar as propriedades do operador de evolucao.

O enfoque probabilistico ndo apenas nos forneceu novas demonstracdes para os enunci-
ados anteriores, como também abrange o caso de dimensdo enumeravel. Tais resultados
nos permitiram demonstrar a Proposicao 3.2.8 a partir dessa abordagem, englobando o
enunciado apresentado em (TIAN, 2008, pag. 56) e obtendo, assim, uma demonstracdo

valida para algebras de evolucdo markovianas de dimensdo enumeréavel.

Proposicao 3.2.8. Considere A(X,,) com base natural B = {e; | i € S}. Entéo, para

todoi,k € S el,m € Ny, temos que:

[ostt e = X [loxLien]| - los L el (3.6)
kes
Demonstracdo. Pelo Corolario 3.2.7, temos que:
Hijler el) pijm7
kLl (e)|| = Pl

[p; L™ (ex)|| = pi;-
Assim, pelo Teorema B.1.3, temos que:

Hp]Ll-i-m(

=" = Zwkg ZHpkL e)|| - o L™ (ex)|l-
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As equacoes de Chapman-Kolmogorov, no contexto das algebras de evolucdo, nos dao
uma prova para o fato de que: L™ = L™ o L™, para qualquer n,m € IN.

Alguns pontos a destacar nesta seciao s3o os seguintes:

1. Nas demonstracoes anteriores, utilizamos diversas ferramentas das cadeias de
Markov, desde o Teorema da Probabilidade Total até as equacdes de Chapman-

Kolmogorov nas cadeias de Markov.

2. Um ponto interessante sobre os resultados obtidos é que a demonstracao vale
para cadeias de Markov com espaco de estados enumeraveis, mesmo reconhe-
cendo que, em muitas areas da matematica, a prova pode variar conforme a

dimens3o.

3.3 PROPRIEDADES ALGEBRICAS DAS ALGEBRAS DE EVOLUCAO MARKOVI-
ANAS

Nesta secao, destacamos uma das primeiras semelhancas entre as cadeias de Markov
e as algebras de evolucdo markovianas: se dois estados pertencem a mesma classe de
comunicacdo na cadeia de Markov {X,, } cn,, 0s elementos correspondentes geram a
mesma subalgebra de evolucdo na élgebra de evolucdo markoviana A(X,,) correspon-
dente. Dado que as algebras de evolucao markovianas s3o algebras ndo negativas e
nao degeneradas, poderemos usar, sem problema, os teoremas e corolarios que exigem

essas condicdes no Capitulo 2.

Observacao 3.3.1. Convidamos o leitor a considerar as definicOes apresentadas na
Secdo B.1.1 do Apéndice, onde estdo as definicdes correspondentes a classes ou sub-

conjuntos fechados no contexto das cadeias de Markov.

Lema 3.3.2. Considere A(X,) com base natural B = {e; | i € S}. Dois estados i e

J estdo na mesma classe na cadeia de Markov se, e somente se, (e;) = (e;).
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Demonstracdo. (=) Suponha que i e j estdo na mesma classe na cadeia de Markov.
Portanto, existem n,m € N, tal que pj; # 0 e p7i # 0. Agora, pelo Corolério 3.2.7,

temos que:
lp; (L"(€:))I| = pij, para algunn € N
1pi(L™ (e;))|l = pj;, para algun m € IN.

[n]

)

Portanto, e; < e; " e e; < egm], quer dizer, e; e e; estdo intercomunicados. Logo,
pelo Teorema 2.2.48, temos que (e;) = (e;).

(<=) Suponha que (e;) = (e;). Entdo, pelo Teorema 2.2.48, e; e e; estdo intercomu-
[n]

nicados, dai, existem n,m € N, tal que e; < e; " e e; < eg-m}. Portanto, pelo Corolario

3.2.7, temos que:

lpj (L"(ei)Il = pjj # 0, para algun n € N

1ps(L™(e;))|l = pj; # 0, para algun m € IN.

Quer dizer, i e j se comunicam dentro da cadeia de Markov, ou seja, 7 e j estdo na

mesma classe na cadeia de Markov. O

Teorema 3.3.3. Considere A(X,,) com base natural B ={e; | i € S}. Seja Sy C S.
So € uma classe fechada na cadeia de Markov se, e somente se, span{e; | i € Sy} €

uma subalgebra de evolucdo simples.

Demonstracdo. (=) Suponhamos que Sy C S é uma classe fechada. Queremos

mostrar que span{e; | i € Sy} é subalgebra de evolucio e é simples.

1. Para mostrar que é subalgebra de evolucdo, basta mostrar que, se e;, € span{e; |
i € Sp}, entdo e} € span{e; | i € Sy}, como foi mencionado na Observac3o
2.2.35.

Como Sy é um subconjunto fechado, para todo k£ € Sy, se j & Sy temos que

prj = 0. Portanto, os quadrados em A(X,), para cada k € S, sdo da forma:
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€ = Y jcs Prj€j, quer dizer, e} € span{e; | i € So}. Assim, span{e; | i € Sy}

é subdlgebra de evolucao.

2. Dado que Sj é uma classe, entdo pelo Corolario 3.3.2, temos que, para qualquer
k,j € So, (ex) = (e;), quer dizer, span{e; | i € Sp} é uma subdlgebra de

evolucdo simples.

(<=) Suponhamos que span{e; | i € Sy} é uma subalgebra de evolugdo simples.

Queremos mostrar que Sy é uma classe e é fechada.

1. Entdo, para qualquer i,j € Sp, temos que (e;) = (e;) = span{e; | i € Sp}.
Dai, pelo Corolario 3.3.2, © e j estdo na mesma classe na cadeia de Markov,

portanto, Sy é uma classe.

2. Dado que span{e; | i € Sy} é subalgebra de evolugdo, temos que: se e; &
span{e; | i € Sp} e e; € span{e; | i € Sy}, entdo e; A el para todo n € IN.
Portanto, pelo Teorema 2.2.48, temos que ||p; (L"(e;))|| = pij = 0, quer dizer,

7 ndo é acessivel a partir de i. Logo, Sy é uma classe fechada.
]

Assumindo que Sy é um subconjunto fechado, como é descrito na Definicao B.1.6,
concluiremos que span{e; | i € Sy} é uma subalgebra de evolucdo, embora ndo
necessariamente simples. Portanto, sob essas condicdes, o (TIAN, 2008, Teorema 17)

se torna um Corolario do Teorema 3.3.3.

Corolario 3.3.4. (TIAN, 2008, Teorema 17) Considere A(X,,) com base natural B =
{e; | i € S}. Seja Sy C S. Sy é um subconjunto fechado na cadeia de Markov se, e

somente se, span{e; | i € Sy} é uma subalgebra de evolucdo.

O Exemplo 3.3.5 ilustrao Teorema 3.3.3 e o Corolério 3.3.4.
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Exemplo 3.3.5. Seja { X, }nen, uma cadeia de Markov com espaco de estados S =

{1,2,3,4} e probabilidades de transicdo dadas por:

P11 = %7 D12 = %> pi3 =0, p1a=0,
_ 2 _ 3 _ _
P21 = 5 P22 = 5 P23 = 07 P24 = 07
P31 = %7 P32 = %7 P32 =0, p3a =0,

Pa1 =0, pi=0, ps3=0, pyu=1

Seu digrafo estd apresentado na Figura 7.

3)
1/2 1/2
&),
1/5 3/5
CF)

Figura 7 — Digrafo de {X,, }nen, do Exemplo 3.3.5.

A(X,,) tem como base natural B = {ey, es, e3,e,} e produtos dados por:

s 1 4
e = 561 + 562,
e; = se1t e

5 1 1
e; = 561 + 562,
e] = ey.

Na cadeia de Markov temos 3 classes de comunicagdo: C'(1) = C(2), C(3) e C(4),
em que C(1),C(2) e C(4) sdo classes fechadas.

Na dlgebra de evolucdo temos que (e1) = (e3) = span{ey, es} e {e3) = span{ey, e, e3},

pelo Teorema 2.2.36 e Teorema 2.2.48.
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Se escolhermos Sy = {1,2,3}, que é um subconjunto fechado, mas que ndo é uma
classe, temos que span{ey,es, es} é uma subalgebra de evolucdo que ndo é simples.
E, se escolhermos Sy = {1,2}, que é uma classe fechada, temos que span{e;,es} é

uma subalgebra de evolucdo simples.

Proposicao 3.3.6. (TIAN, 2008, Corolério 11) Considere A(X,) com base natural
B=1{e;|i€ S} SejaSy < S.SeS, éum subconjunto fechado, entdo p;L™(e;) = 0,

parae; € Sy ee; & Sp.

Demonstracdo. Sendo Sy um subconjunto fechado, para todo i € Sy e j & Sy, temos
que pj; = 0, para todo n € IN. Entdo, pelo Corolario 3.2.7, temos que ||p; L"(e;)|| =

pi; =0, isto &, p; L"(e;) =0, para todo e; € Sy e e; & 5. O

Definicdo 3.3.7. Seja A uma élgebra de evolucdo com base natural B = {e; | i € A}.

Dizemos que um elemento x € A, é idempotente se x> = x.

Corolario 3.3.8. (TIAN, 2008, Corolario 12) Considere A(X,,) com base natural B =
{e; |i € S}. Entdo, k € S é um estado absorvente na cadeia de Markov se, e somente

se, e, é um elemento idempotente na algebra de evolucio.

Demonstracdo. (=) Suponhamos que k é um estado absorvente na cadeia de Mar-
kov, entdo pyr = 1. Logo, em A(X,,) o quadrado para e; é dado por e; = ey, ou

seja, ex é um elemento idempotente.

(<=) Suponhamos que e;, é idempotente em A(X,,), quer dizer, e = e;. Portanto,
pelo Teorema 3.2.7, temos que ||px (L(ex))|| = prr = 1, quer dizer, k é um estado

absorvente. n

Observacdo 3.3.9. Se e} = ey, temos que (e;) = span{e;} é uma subdlgebra de

evolucdo simples de dimensao 1.
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O Teorema 3.3.10 nos demonstra que os conceitos de simples na algebra de evolucdo

e irredutivel na cadeia de Markov, sdo equivalentes.

Teorema 3.3.10. (TIAN, 2008, Teorema 18) Considere A(X,) com base natural B =

{e; i€ S} { Xy} nen, € irredutivel se, e somente se, A(X,,) é simples.

Demonstracdo. (=) Suponhamos que A(X,,) ndo é simples. Portanto, existe uma
subalgebra de evolugdo A; prépia com base natural B; = {e; | i € Sy}, em que
So € S. Como A; é prépia, existe pelo menos um elemento e; & A;, tal que, para
todo e; € A; cumpre-se que e; 4 egf] para todo n € IN, ou seja, p; L™(e) = 0, uma
vez que A; é subalgebra de evolucdo. Consequentemente, pelo Corolario 3.2.7, temos
que |[p; L"(ex)|| = py; = 0, para todo n € IN. Isso significa, na cadeia de Markov, que

o estado j nao pode ser acessivél a partir de ¢, portanto, a cadeia de Markov é redutivel.

(<=) Suponhamos que A(X,,) é simples. Portanto, todos os elementos e; € 5 geram a
algebra de evolucdo A(X,,). Logo, pelo Lema 3.3.2, todos os estados i € S pertencem

a mesma classe na cadeia de Markov, quer dizer, a cadeia de Markov é irredutivel. []

Lembrando a definicdo de algebra de evolucdo bérica apresentada na Definicao 2.2.53.
Na Proposicao 3.3.11 e no Corolario 3.3.12 apresentamos uma geralizacdo desses resul-
tados encontrados em (PANIELLO, 2022, Proposicdo 2.6, Corolario 2.7). Os seguintes
resultados n3o dependem da dimens3do da cadeia de Markov e as provas fazem uso das

propriedades da cadeia de Markov.

Proposicado 3.3.11. Considere A(X,,) com base natural B = {e; | i € S}. Se A(X,,)

€ barica, entdo { X, }new € redutivel.

Demonstracdo. Suponhamos que A(X,,) é bérica. Portanto, pelo Teorema 2.2.54,
existe um k € S, tal que pyi, # 0 e pjr, = 0, para todo j # k. Basta mostrar que, para

todo j # k € A e n € IN, cumpre-se que pj;, = 0.
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Faremos a prova por inducao matematica. Para n = 1, temos pelo Teorema 2.2.54 que
pjr = 0 para todo j # k. Suponhamos que vale para n e mostremos que se cumpre

n + 1. Pelo Teorema B.1.3, temos que

Pl L= Zp}@pz-k => P}iDik + DjjiDrk-
i€ ieZ

Pela hipotese de inducdo, temos que pj;, = 0 e no caso base pj. = 0 para todo
Jj # k €\ logo p}’,jl = 0. Isso significa, na cadeia de Markov, que o estado k£ ndo

pode ser acessivél a partir de nenhum j. Portanto, a cadeia de Markov é redutivel. [

Corolario 3.3.12. Considere A(X,) com base natural B = {e; | i € S}. Se

I'(A(Xy,), B) é fortemente conexo, entdo A(X,,) ndo é barica.

Demonstracdo. Como o digrafo ponderado é fortemente conexo, pela Definicdo 2.3.5,
dado qualquer k € S existe pelo menos um j € S tal que j é vizinho de k. Isso significa
em A(X,,) que pi; # 0 para todo k € S. Assim, ndo existe k € A, tal que py, # 0 e
pi = 0 para todo @ # k. Logo, pelo Teorema 2.2.54, A n3o é barica. m

3.3.1 OPERADOR DESTINO

Definicao 3.3.13. Seja A uma dlgebra com base B = {e; | i € A}. Definimos a
eliminacdo j-ésima pela aplicacdo, pY) : A — A, tal que p}(x) = x — p;(x), sempre
que T = ) icp Ti€;.

Observacao 3.3.14. A eliminacdo j-ésima é funcdo da base. Sempre assumiremos

uma base natural.

Definicdo 3.3.15. (TIAN, 2008, Definicdo 9) Seja A uma dlgebra de evolucdo com
base natural B = {e; | i € A}. Definimos a primeira visita ao elemento e; no n-ésimo

passo da seguinte forma:
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. Vj(l)(:c) = p;L(x), a primeira visita ao elemento e; pela primeira vez no primeiro

passo.

. ‘/}(2)(15) = VWpIL(x) = p;L (pIL)(x), a primeira visita ao elemento e; pela

primeira vez no segundo passo.

. V;-(n)(ac) =VOUO0L(x) = p; L (pIL)""V(x), a primeira visita ao elemento e;

pela primeira vez no n-ésimo passo.

Definicao 3.3.16. Seja A uma algebra de evolucdo com base natural B = {e; | i €

A}. Definimos o operador destino ao elemento e; da seguinte forma:

Dy(x) = S V@) = 3 i (1) ().

Observacao 3.3.17. As definicées anteriores sdo validas em qualquer algebra de evo-
lucdo com uma base natural dada. Quando consideramos A(X,,) ela satisfaz a seguinte
igualdade:

Vi¥(e) = piL(p3L)" (&) = fle;.
em que, como se indica na Definicdo B.1.7, f;; denota a probabilidade de que, co-
mecando em i, a primeira chegada ao estado j seja no n-esimo passo. Além disso,

observamos que:
(n) _ fn
| Vi (e [I= fij-
Ou seja, a norma da primeira visita ao elemento e; pela primeira vez no n-ésimo passo

aplicada no elemento e;, coincide com a probabilidade de que, comecando em i, a

primeira chegada ao estado j seja no n-esimo passo na cadeia de Markov.

Observacao 3.3.18. Chamamos a atencdo para o fato de que o Teorema 3.3.19 e
o Teorema 3.3.20 sdo baseados em (TIAN, 2008, Lema 6, Corolario 13), fazendo, no
entanto, a ressalva de que tais resultados sdo diferentes tanto em seus enunciados

quanto em suas demonstracoes.
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Teorema 3.3.19. Considere A(X,,) com base natural B = {e; | i € S}. A seguinte

igualdade é sempre viélida Dj(e;) = fi;e; para todoi,j € S.

Demonstracdo. Dado que A(X,,) é uma algebra de evolucdo markoviana, pela Obser-
vacao 3.3.17, temos que Vj(”)(e,-) = fiiej Além disso, pela Definicao B.1.8, temos
que:

fiy = ; i
Agora, queremos mostrar que:

SV (e) — fiie

m=1

lim =0.
n—oo

Logo, temos que:

n

Jim |52 Vi en) = fyes| = lim |3 fre; - fies
m=1 m=1
- JE&‘ <2_:1 i fij) €

= lim | Zlff}—fzﬂ
=0.
[l

Teorema 3.3.20. Considere A(X,) com base natural B = {e; | i € S}. O operador

de destino D; é convergente, para qualquer j € S.

Demonstracdo. Seja x = Y ;cgxie; € A(X,,). O operador D; é linear, uma vez que

pj, pj € L sdo operadores lineares. Portanto, temos que:

Dy(@) = S wiDy(e) — 3w fye, — (z . f@) e; € A(X,).

€S €S €S
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No Exemplo 3.3.21, apresentamos um A(X,,) e computamos algumas das quantidades

definidas nesta secdo.

Exemplo 3.3.21. Consideremos o passeio aleatério em 7. do Exemplo 3.1.7 com
p = 2/3. Sua algebra de evolugdo A(S,) tem como base natural B = {e; | i € Z} e

produtos dados por:

1
el = 3€i-1 + 3€it1 para todo i € Z.

Seu digrafo ponderado é apresantado na Figura 8.

Figura 8 — Digrafo do passeio aleatério em Z com p = % do Exemplo 3.3.21.

Calcularemos Vjy(eo)™ para todo n € IN, partindo de e,. Portanto:

1 2
Vi (e0) = po Leo) = po (e 1+ se1) =0,

3 3
1 2 1 2 2 4
Vi¥en) = L (hL(e0) = oL (ge-s+5er) = (ge-a+ Geo + Geo+ ges)

“(D)e

Observamos que:

Vo(zm_l)(eo) =0, para todom € IN,

m 2\
v )(eo) =2 (9) eg, para todom € IN.
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Proposicdo 3.3.22. (TIAN, 2008, Lema 7) Considere A(X,,) com base natural B =
{e; | i € S}. Para todo n,k € IN tal que 1 < k < n e para todo i,j € S, cumpre-se

que:

piL" (x ZPJL” “(p; L(p5 L) ().
k=1

Demonstracdo. Mostraremos que a igualdade é valida para os elementos da base na-
tural, logo, estende-se para qualquer elemento pela linealidade do produto na algebra
de evolucdo. Seja e; € B, entdo, temos que:

ZpJLn k(p]L(pOLkl ijLnk ]):Zf;;p]-[/n_k<ej)
k=1 k=1

A primeira igualdade é valida, pela Observacdo 3.3.17 e, a segunda igualdade, pela

linearidade do operador p; L"". Assim, temos que:
Z fzy pJLn k e] Z kpyj g €; p% €; = ijn(ei)'

A primeira igualdade é valida, pelo Coroldrio 3.2.7, em que p;L" " (e;) = pg‘j_kej. A
segunda igualdade, pela Proposicdo B.1.10, temos que >} _,; f’“ pi; k— = py;. Logo, pela

linearidade, temos o resultado demostrado. O

Definicao 3.3.23. Seja A uma algebra de evolucdo com base natural B = {e; | i €

A}. Definimos o operador “niimero de vezes ao elemento e; " da seguinte forma:

=2 pil"(x)
n=0
Corolario 3.3.24. (TIAN, 2008, Teorema 19) Considere A(X,) com base natural

B={e; | i€ S}. Paratodo e, pertencente a sua base B,

1

1Q;(e5)ll = 1—|[D(e))|

Demonstracdo. Do Teorema B.1.11 e do Corolério 3.2.7, temos que:

B ipn B 1 B 1
= 1—f 1= D(ell

L"(e;)

1Q;(e;)|l =
n=0
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Vale ressaltar que os resultados apresentados nesta secdao foram provados com fer-
ramentas probabilisticas, diferenciando das provas apresentadas em (TIAN, 2008). E

destacamos que tais provas nao dependem da dimensao.

3.4 RECORRENCIA ALGEBRICA E RECORRENCIA PROBABILISTICA

Na Definicdo 2.2.46, estabeleceu-se que, se (e;) é uma subalgebra simples, entdo e; é
denominado algebricamente recorrente; caso contrario, é denominado algebricamente

transiente. Intuitivamente, podemos interpretar ambos casos da seguinte forma:

= Quando dizemos que a subalgebra de evolucdo gerada por um elemento ndo
é simples, isso significa que o elemento é algebricamente transiente. Intuitiva-
mente, isso implica que existem elementos e; € B na subélgebra de evolucdo
que, podem deixar de estar presentes a partir da n-ésima interacdo do operador
evolucdo sobre e;, para algum n € IN. De uma perspectiva bioldgica, isso pode
ser interpretado como um subconjunto de alelos que nao persistem indefinida-
mente e, eventualmente, deixam de aparecer ou desaparecem do sistema, com o

passar do tempo.

» Caso contrario, quando a subdlgebra de evolucao gerada por um elemento é
simples, significa que, para todos os elementos que compdem essa subalgebra,
independentemente das interacdes do operador evolucdo realizadas em eles, con-
tinuarao presentes em algum momento e ndo desaparecerdo. De uma perspectiva
biolégica, isso pode ser interpretado como um subconjunto de alelos que perma-

necerdo recorrentes ao longo do tempo.

No paralelo com as cadeias de Markov, na Definicao B.1.9, estabelecemos que um

estado i é recorrente se f; = 1. Caso contrério, se f;; < 1, é denominado transiente.
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= ¢ é um estado transiente se, ao iniciar em 7, a probabilidade de retornar ao estado
7 em algum momento for estritamente menor que 1. Isso significa que, existe uma
probabilidade positiva de ndo retornar jamais ao estado i. Embora seja possivel
que ¢ seja visitado algumas vezes apds o inicio, nao ha garantia de que seja

visitado infinitas vezes.

= Caso contrério, 7 é um estado recorrente se, ao iniciar em 7, a probabilidade de
retornar ao estado ¢ em algum momento for igual a 1. Embora o retorno possa
demorar, ele esta garantido. Além disso, como se trata de uma cadeia de Markov,
a propriedade markoviana nos assegura que o estado sera visitado infinitas vezes

ao longo do tempo.

A seguir, estudaremos em que situacoes essas duas definicGes tém implicacGes mutuas,

quando uma implica a outra, e qual papel desempenha a dimensao nesse estudo.

3.4.1 PERDA DOS COEFICIENTES (TRANSIENCIA)

Dada A(X,,) com base natural B = {e; | j € S} e dados e;,e; € BB, lembramos da
[n]

Definicdo 2.2.27 que, e; ocorre em e;, se e; < e; para algum n € IN.

Observacao 3.4.1. Chamamos a atencdo para o fato de que, do Lema 3.4.2 até o Te-
orema 3.4.9, tais resultados sdo baseados nos Teoremas e Proposicées encontrados na
(TIAN, 2008, Secdo 4.1.4) até a (TIAN, 2008, Secdo 4.2.3). No entanto, tais resultados

sdo diferentes tanto em seus enunciados quanto em suas demonstracoes.

Lema 3.4.2. Considere A(X,) com base natural B = {e; | i € S}. Temos que o
elemento e; é algebricamente transiente em A(X,,) se, e somente se, existe algum e;,

o qual ocorre em e;, tal que e; ndo ocorre em ey,.

Demonstracdo. (=) Suponhamos que e; é algebricamente transiente. Pelo Teorema

2.2.36, temos que (e;) = span{e; | j € D(i)}. Como (e;) é uma subdélgebra de
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evolucdo ndo simples, existe uma subalgebra de evolucdo prépia A; com base natural
By ={e;|jeSi} tal que S; € D(i) C S.

Entdo, existe um elemento e;, pertenecente a B, satisfazendo que: span{e; | j €
D(k)} = (ex) € Ay C (e;), ou seja, D(k) C D(i). Portanto, e, ocorre em e;, mas

e; N3o ocorre em €.

(<=) Suponhamos que existe algum e;, o qual ocorre em e;, tal que e; ndo ocorre em
ei. Portanto, pela Definicdo 2.2.30, temos que D(k) C D(i). Assim, pelo Teorema
2.2.37, (ex) € (e;), quer dizer, (e;) é uma subalgebra que ndo e simples. Portanto, e;

é algebricamente transiente. O]

Teorema 3.4.3. Considere A(X,,) com base natural B={e; | i € S}. Se o elemento

e; é algebricamente transiente em A(X,,), entdo o estado i é transiente em { X, },en, -

Demonstracdo. Dado que e; é algebricamente transiente, pelo Lema 3.4.2, existe al-
gum e o qual ocorre em e;, tal que e; ndo ocorre em e;. Portanto, como e; ocorre

[n]

em e;, existe um n € N tal que e; < e; " e, como e; ndo ocorre em e;, temos que

e; X eg-m] para todo m € IN. Pelo Corolario 3.2.7, significa que:

1p; (L"(e:))|l = pi; # 0, para algun n € IN,
|pi(L™(e;))|| = pj; = 0, para todo m € IN.
Portanto, na cadeia de Markov, obtemos que o estado j é acessivel desde o estado ¢,

mas o estado ¢ ndo é acessivel desde j. Entdo, 7 é um estado transiente na cadeia de

Markov. O

Teorema 3.4.4. Considere A(X,,) finita com base natural B = {e; | i € S}. Se o

estado i é transiente em { X, }en,, €ntdo e; é algebricamente transiente em A(X,,).

Demonstracdo. Suponhamos que D;(e;) = fie;, com f; < 1. Como f; < 1, na

cadeia de Markov, pela Definicio B.1.8, temos que i é um estado transiente. No
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entanto, dado que a cadeia de Markov é finita, uma das consequéncias de um estado
1 ser transiente, na cadeia de Markov, é que existe pelo menos um estado 7, tal que,
7 € acessivel desde o estado ¢, mas o estado ¢ ndo é acessivel desde 7, ou seja, existe
n € IN tal que pj; # 0 e p7; = 0 para todo m € IN. Pelo Corolério 3.2.7, isso significa

que:

lp; (L"(e:))|| = p}; # 0, para algun n € NN,

lpi(L™(e;))|| = pj; =0, para todo m € IN.

Quer dizer, e; ocorre em e;, mas e; ndo ocorre em e;. Logo, pelo Lema 3.4.2, e; é

algebricamente transiente em A(X,,). O

Observacao 3.4.5. Na demonstracdo do Teorema 3.4.3 fazemos uso do seguinte fato:
se existe um estado j acessivel a partir do estado i, mas o estado i ndo é acessivel a
partir do estado j, entdo i é um estado transiente. Esse é um resultado proveniente
das cadeias de Markov enumeraveis. No entanto, o contrario ndo se cumpre; ou seja,
se o estado i € transiente, ndo necessariamente existe um estado j que seja acessivel
a partir do estado 1, mas que i ndo seja acessivel a partir do estado j.

De fato, no Exemplo 3.4.6 encontramos essa situacao.

Exemplo 3.4.6. Consideremos o passeio aleatério em 7, com p = 2/3 e probabilidades

de transicdo dadas por:

2 sej=i+1
pij =9 %, sej=i—1

37

0, caso contrario.

Na cadeia de Markov, destacamos que ela é irredutivel, se 0 < p < 1, pela Definicdo
B.1.12. Ou seja, para quaisquer estados i e j existem n,m € N, tais que pj; # 0 e

pji # 0. No entanto, como calculamos no Exemplo 3.3.21, para o estado 0 obtemos que
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| Do(eo)|| = 4/7. Ou seja, foo = 3 < 1. Portanto, o estado 0 é um estado transiente
na cadeia de Markov. Nesse caso particular, todos os estados sdo transientes e vale
que | D;(e;)|| = 4/7, para todo i € Z.

Além disso, sua dlgebra de evolucdo A(S,,) tem como base natural B = {e; | i € Z}
e produtos dados por:

1 2
el = gei_l + geiﬂ, para todo 1 € Z.

Observamos que, para qualquer i € 7., temos que D(i) = Z. Portanto, pelo Teorema
2.2.36, temos que (e;) = spani{e; | j € Z} = A(S,). Ou seja, a dlgebra de evolucdo
A(S,) é uma élgebra de evolugdo simples, e, consequentemente, todos os elementos

da algebra sio algebricamente recorrentes.

Lembremos que os conceitos de recorréncia e transitoriedade em uma cadeia de Mar-
kov, embora estejam relacionados com a irredutibilidade da cadeia, ndo sao conceitos

equivalentes em dimensao infinita.

Nesta secdo, destacamos a conexdo entre o conceito de transiéncia nas cadeias de

Markov e nas algebras de evolucdo markovianas.

1. Do Teorema 3.4.3, concluimos que, se o elemento e; em A(X,,) é algebricamente
transiente, entdo o estado i em { X, },.en, é transiente. Ou seja, a transitoriedade

algébrica implica transitoriedade probabilistica, para S enumeravel.

2. Do Teorema 3.4.4, obtemos que, se { X, },en, € finita e o estado i em { X, }nen,
é transiente, entdo e; em A(X,) é um elemento algebricamente transiente.
Ou seja, no caso de dimensao finita, a transitoriedade probabilistica implica

transitoriedade algébrica.

3. O Exemplo 3.4.6 ilustra como, no caso de dimensao infinita, a transitoriedade

probabilistica ndo implica transitoriedade algébrica.
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3.4.2 CONSERVACAO DOS COEFICIENTES (RECORRENCIA)

Lema 3.4.7. Considere A(X,,) com base natural B ={e; | i € S}. Temos que, e; é
algebricamente recorrente, se e somente se, para todos os elementos e;, os quais e;

ocorre em €;, €; ocorre em €;.

Demonstracdo. (==) Suponhamos que e; é algebricamente recorrente. Pelo Teorema
2.2.36, temos que (e;) = span{e; | j € D(i)}. Como (e;) é uma subdélgebra de
evolugdo simples, todos os e, € span{e; | j € D(i)} geram a mesma subélgebra de
evolucdo, ou seja, (e;) = (e;). Portanto, pelo Teorema 2.2.48 e; e e; estdo interco-

municados, quer dizer, e; que ocorrem em e; e e; ocorre em e;.

(<=) Suponhamos que para todos os elementos e;, os quais ocorrem em e;, e; ocorre
em e;. Portanto, pelo Teorema 2.2.36, (e;) = span{e; | j € D(i)}. Como, para todo
€; que ocorrem em e;, €; OCorre em €;, iSso significa que, €; e e; estao intercomunica-
dos. Logo, pelo Teorema 2.2.48, temos que (e;) = (e;), ou seja, (e;) é uma subalgebra

simples e, portanto, e; é algebricamente recorrente. O

Teorema 3.4.8. Considere A(X,) com base natural B = {e; | i € S}. Se o estado i é

recorrente em { X, },.en,, entdo o elemento e; € algebricamente recorrente em A(X,,).

Demonstracdo. Suponhamos que o elemento e; ndo é algebricamente recorrente. En-
tdo, como e; é algebricamente transiente em A(X,,), pelo Teorema 3.4.3, obtemos
que o estado ¢ é transiente na cadeia de Markov, o que é uma contradicdo. Logo, e;

é algebricamente recorrente. O

Teorema 3.4.9. Considere A(X,,) finita com base natural B = {e; | i € S}. Se o

elemento e; é algebricamente recorrente em A(X,,), entdo o estado i é recorrente em

{Xn}nelNo-
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Demonstracdo. Suponhamos que o estado i n3o é recorrente. Entdo, como ¢ é transi-
ente em {X,, }nen,, pelo Teorema 3.4.4, obtemos que o elemento e; é algebricamente

transiente, o que é uma contradi¢do. Logo, o estado ¢ é recorrente em { X, },en,. [

Complementando a sec;éo anterior, destacamos a conex3o entre o conceito de recor-

réncia nas cadeias de Markov e nas algebras de evoluciao markovianas.

1. Do Teorema 3.4.8, concluimos que, se um estado i em {X,, },en, é recorrente
probabilisticamente, entdo o elemento e; é algebricamente transiente em A(X,,).
Ou seja, a recorréncia probabilistica implica em recorréncia algébrica, para S

enumeravel.

2. Do Teorema 3.4.9, obtemos que, se a cadeia de Markov é finita e o elemento e; é
algebricamente recorrente, entdo 7, na cadeia de Markov, é recorrente. Ou seja, no

caso de dimensao finita, a recorréncia algébrica implica recorréncia probabilistica.

3. O Exemplo 3.4.6 ilustra como, no caso de dimensdo infinita, a recorréncia algé-

brica ndo implica em recorréncia probabilistica.
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4 DERIVACOES EM ALGEBRAS DE EVOLUCAO MARKOVIANAS

No capitulo 2, estudamos as propriedades fundamentais das algebras de evolucao com
dimens3do enumeravel. Destacamos uma conexao relevante dessa algebra com a teoria
dos grafos. Por exemplo, na Proposicao 2.3.6, observamos que uma algebra de evo-
lucao é indecomponivel se, e somente se, o grafo associado é conexo. Ou seja, uma
propriedade algébrica da algebra de evolucdo implica uma propriedade topoldgica do
grafo, e vice-versa. Esse tipo de relacdo entre essas duas areas pode ser explorado de

forma mais aprofundada.

No capitulo 3, analisamos sob quais condicdes uma cadeia de Markov gera uma algebra
de evolucdo. Nesse processo, estabelecemos uma conexao entre essas duas areas. Por
fim, o objetivo central deste capitulo, é estudar as derivacoes nas algebras de evolu-
cdo markovianas e destacar como certas propriedades probabilisticas tém repercussoes

importantes nessas derivacdes.

4.1 DERIVACOES EM ALGEBRAS DE EVOLUCAO

A principal referéncia deste capitulo serd o artigo (CABRERA et al., 2021). Convidamos
o leitor a consultar outras obras, como as de (CAMACHO et al., 2012) e (ELDUQUE;
LABRA, 2019), onde sdo abordadas as derivacdes em algebras de evolucdo. No entanto,
é importante destacar que as derivacdes tratadas nesses trés artigos estdo focadas em
algebras de evolucdo de dimens3o finita e com um enfoque algébrico. O nosso objetivo
neste capitulo é estudar alguns resultados encontrados em (CABRERA et al., 2021) e
estendé-los para algebras de evolucao markovianas com dimens3o enumeravel, a partir

de ferramentas das cadeias de Markov.

Definicao 4.1.1. Seja A uma dlgebra de evolugdo com base natural B = {e; | j € A}.
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Uma derivacdo é um operador linear d : A — A tal que d(e;) = Y ca direy para
todo i € A. Além disso, deve satisfazer d(u - v) = d(u) - v + u - d(v), para todo
u,v € A (Regra de Leibniz).

Observacao 4.1.2. Sendo d(e;) € A, para todo i € A, temos que Y ;. dixer é

sempre finita, com uma algebra de evolucdo de dimensao enumeravel.

Definicao 4.1.3. Seja A uma dlgebra de evolugdo com base natural B = {e; | j € A}.
Dada derivacdo d sobre A, chamaremos matriz de derivacdo 9 = (dij)i,jeA, de A, a

matriz que contém as constantes de derivacao.

Definicao 4.1.4. Seja A uma dlgebra de evolugdo com base natural B = {e; | j € A}.

O espaco de todas as derivacées de A é denotado por Der(A).

Comecaremos nosso estudo das derivacdes estendendo as condicGes necessérias para
que uma aplicacdo linear seja uma derivacao de uma algebra de evolucdo, no caso de

dimens3ao enumeravel.

Proposicao 4.1.5. Seja A a dlgebra de evolucdo com base natural B = {e; | j € A}.

Se d € Der(A), d deve satisfazer o seguinte sistema de equacées:

cjkdij + cixd;i = 0, para todoi,j, k€ A ei # j. (4.1)
Z Cijdjk = 2Cikdii7 para todo i, ke A. (42)
jeA

Demonstracdo. Conforme indicado no Capitulo 2, assumimos que as algebras de evo-
lucdo que estudamos possuem bases naturais de Hamel. Logo, todo elemento de uma
algebra de evolucdo A possui uma representacdo tnica como combinacdo linear finita
de elementos da base natural B.

Seja d € Der(A), dado que d deve cumprir a regra de Leibniz, tal derivacdo devem

cumprir as seguintes condicOes para os elementos da base. Sejam i # j € A, temos
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que:

de; - e;) =d(e;) - e; + e; - d(e;)

=D duer|-e+e (D dunes
ke ke

_ 2 2
= dijej + dj,-ei

= d,; (Z Cjk;ek;) +dj; (Z Cikek)

keA keA

= Z(Cjkdij + cikdji)ek. (43)
keA

No entanto, como d é um operador linear,
d(e; - e;) =d(0)=0. (4.4)
Logo, por (4.3) e (4.4), d deve satisfazer a,
cirdi; + cixd;; = 0, paratodo i,j,k € A et # j.

Finalizando, assim, a prova da Equac&o (4.1), que d deve satisfazer. Agora, vejamos a

prova da Equacido (4.2).

dle;-e;) =d(e;) e +e;-dle)

=2 dyer | -e
keA

= Z ZCikdn'ek.
keA
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No entanto, como d é um operador linear, temos que:

d(e,» . ei) =d Z Ci;j€;

JEA

cijd(e;)

=

S

<.

cij | D djwer

JEA keA
=2 | 2 cidin | e
keA \jeA

Quer dizer, d deve satisfazer que:
> ¢ijdik = 2cdy;, para todo i,k € A.
jeA

]

Observacao 4.1.6. As derivacdes sdo operadores lineares definidos em qualquer alge-
bra, ndo necessariamente em algebras de evolucdo. No entanto, daqui em diante, todas
as definicdes que apresentaremos serdo dadas no contexto de algebras de evolucdo ge-
radas por cadeias de Markov. Lembramos que A(X,,) denota a algebra de evolucdo

markoviana gerada pela cadeia de Markov {X,,}nen,-

Reformularemos, a seguir, o resultado obtido na Proposicdo 4.1.5 para adapta-lo ao
contexto das algebras de evolucdo markovianas. Isso nos permitird expressar tais con-

dicOes necessarias em termos de probabilidades de transicdo da cadeia de Markov.

Corolario 4.1.7. Considere A(X,) com base natural B = {e; | i € S}. Sed €

Der(A), d deve satisfazer o seguinte sistema de equacdes:
pikdi; + pirdj; = 0, para todoi,j, k€ S ei # j. (4.5)

Zpijdjk = 2pzkd”, para todo Z., kesS. (46)
JEA
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Exemplo 4.1.8. Seja A(X,,) a algebra de evolucdo markoviana gerada pela cadeia de
Markov { X, }nen, com base natural B ={e; | i € S}, onde S = {1,2} e os produtos

sdo dados por:

2
€] = p11e1 + pioéo,

2
€5 = pPo1€1 + paes.

Lembremos que pi11 + p12 = 1 € poy + pao = 1, observando que p1s = 1 — pyy €

p22 = 1 — poy. Consideramos que 0 < p1; < 1 e 0 < poy < 1. Seu digrafo associado é

P11 D22
(0 30

Figura 9 — Digrafo de {X,, }nen, do Exemplo 4.1.8.

o seguinte:

Agora, consideremos uma derivacdo d € Der(A(X,,)) qualquer. Ela deve satisfazer as

Equacdes (4.5) e (4.6). Portanto, da Equacdo (4.5), obtemos as seguintes equacdes:

pa1diz + prida = 0, (4.7)

p22diz + pradz = 0. (4.8)

Da Equacio (4.6) obtemos as seguintes equacdes:

p11dir + prador = 2p1idi, (4.9

)
pi1diz + pradae = 2p1adiy, (4.10)
p21di1 + pazdar = 2pa1daa, (4.11)

)

pa1diz + pazdas = 2paadas. (4.12
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Para resolver este sistema, das Equacbes (4.7) e (4.8), temos que

P11

dyg = ——da,
D21
P12

dyp = ——dy;.
D22

Assim, obtemos dois possiveis casos:

1. Se p11 # po1, observamos que dio tem duas representacbes, tal que, a unica
solucdo possivel é que di5 = do; = 0. Substituindo esses valores nas Equacées
(4.9)-(4.12), observa-se que dyy = das = 0. Em outras palavras, a derivacdo d é

nula.

2. Se p11 = p21, temos que dis = —ds nas Equacées (4.7) e (4.8) . Substituindo

esses valores nas Equacbes (4.9)-(4.12), obtemos as seguintes equacdes:

pi2do1 = puidin,
—p11dar + pradae = 2p12di, (4.13)
pi1di1 + pradar = 2p11das,

p11diz = piadas.

Das quais obtemos, imediatamente, as duas seguintes equacdes:

dyy =224y,
P11
doy = — L. (4.14)
P12

Utilizando (4.14) em (4.13) e sabendo que d;5 = —ds1, obtemos que:

P12
dy; = —doy,
P11
P11
dy; = ———dy;.
P12

Pelo que, embora p11 = pi12, observamos que dy; tem duas representacoes, tal que

a Unica solugcdo possivel é que di; = dyo = dyy = dos = 0. Em outras palavras,



90

a derivacdo d é nula. Ou seja, Der(A(X,)) = {0}. Ainda que consideremos
0 <pi1 <1e0 < py <1, oleitor pode verificar, nos outros dois casos, que
a conclusdo é a mesma. Ou seja, para qualquer dlgebra de evolugcdo gerada por

uma cadeia de Markov finita de dimensao 2, a tnica derivacdo é a nula.

Em (CAMACHO et al., 2012), demonstra-se que, para algebras de evolugdo cuja matriz
de estrutura seja ndo singular, o espaco de derivacoes € zero, ou seja, a Unica derivacao
é a derivacao nula. Neste trabalho, observamos que sdo estudadas algebras de evolu-
cdo complexas, mas enfatizamos que se trabalha no contexto de dimensao finita. Em
(CABRERA et al., 2021), demonstra-se que, para algebras de evoluc3o finitas, onde seu
digrafo é conexo, o espaco de derivaces depende de propriedades que o digrafo associ-
ado a algebra de evolucao possui. Tal conceito é o conceito de gémeo, que adaptaremos
as cadeias de Markov. Com isso em mente, a seguir, estudaremos quais propriedades
das cadeias de Markov podem nos fornecer informacdes para caracterizar as deriva-
cOes nas algebras de evolucdo geradas por cadeias de Markov, independentemente da

dimens3o.

4.2 DERIVACOES EM ALGEBRAS DE EVOLUCAO MARKOVIANAS

Comegaremos esta secdo, lembrando que J; = {j € S | p;; # 0} é o conjunto de
estados j para os quais a probabilidade de transicdo do estado ¢ para o estado j
num Unico passo difere de zero, denotado em 3.1.3. Esses conjuntos coincidem com
o conjunto de descendentes de primeira geracdo do elemento ¢, conforme definido na
Definicdo 2.2.30, e que isso coincide, por sua vez, com a definicdo de descendentes do

grafo dada em (CABRERA et al., 2021).
Definicao 4.2.1. Considere A(X,) com base natural B = {e; |i € S}.

1. Dizemos que i,j € S sdo gémeos se J; = J;.
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7z

2. Se para todo i,j € S, com i # j temos que J; # J;, dizemos que {X,, }nen, €

livre de gémeos.

O Proposicdo 4.2.2 descreve as derivacdes nas algebras de evolucdo markovianas. Tal
resultado segue a ideia da (CABRERA et al., 2021, Proposic3o 1), estendendo tais resul-
tados para o caso das algebras de evolucdao markovianas de dimensao enumeravel, cujo
grafo associado nao precisa ser conexo. Ressaltamos, no entanto, que as algebras de
evolucao markovianas s3o sempre algebras de evolucdao ndo degeneradas. Além disso, o
resultado a seguir, assim como os resultados subsequentes, pode ser aplicada as cadeias
de Markov cujo digrafo associado seja redutivel, conforme a definicao apresentada em

(CABRERA et al., 2021).

Proposicao 4.2.2. Considere A(X,) com base natural B = {e; | i € S}. Sed €

Der(A(X,)), entdo d satisfaz as seguintes condicdes:

1. Sei,jeS,i#jeJiNT; # ¢, entdo

dij = _p—ikdﬂ, para todo k € J; N J;.
Pjk

2. Sei,jeS,i#jediNJ]# ¢, entdo dj; = 0.
3. Sei,jeSi#jediNT; =¢, entdod;; = dj; = 0.
4. Para todo i € S temos que:

0, sej & T,
> pidij =

keds 2piidy, sej € J;.
Demonstracédo. Seja d € Der(A(X,)). Portanto, temos que:

1. Sejam 7,5 € S,i # j tal que J; N J; # ¢. Seja k € J; N J;, portanto, p;p # 0
e pj # 0. Como d satisfaz a Equacdo (4.5), temos que:

dij = _p—ikdﬁ, para todo k € J; N J.
Pjk
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2. Sei,jeSi#jeTiNTS # ¢. Sejak € JiNJf, portanto pir # 0 e pjr = 0.

Como d satisfaz a Equacdo (4.5), temos que p;pd;; = 0, portanto, d;; = 0.

3. Sei,j € S;i# jeJ,NJ; = ¢. Pelo item anterior, dado que J; N J; = ¢,
obtemos que J; N jjc #pe T, NI F# ¢, temos que dj; =0 e d;; = 0.

4. Seja i € S, dado que d satisfaz a Equac3o (4.6), observamos que se k ¢ J;
entad p;; = 0, portanto, temos que:

Zpikdkj = Z Pikdi; + Z Pikdi; = Z Pik ;-

kesS keT; NG keJ;

De fato, se j € J;, temos que p;; = 0, assim

> pidrj = 0.
keJ;

Caso contrario, se j € [J;, temos que p;; # 0, logo
Z pikdkj = 2pijdii~
keJ;

[]

Observacédo 4.2.3. Observamos que, embora o conjunto J; possa ser infinito para
algum j € S, devido a finitude de [J;, para todo v € S, a intersecdo mencionada no
item 3 da Proposicdo 4.2.2 corresponde sempre a um conjunto finito de estados da

cadeia de Markov.
O Corolério 4.2.4 é uma extens3o do (CABRERA et al., 2021, Corolario 1).

Corolario 4.2.4. Considere A(X,,) com base natural B = {e; | i € S}. Seja d €
Der(A(X,,)). Sed;; =0 e J; = J;, entdo dj; = 0.

Demonstracdo. Dado que J; = J;, pelo item 1 da Proposicdo 4.2.2, temos que:

Djk

Dado que d;; = 0 e para todo k € J; temos que p;; # 0, portanto, d;; = 0. O
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Exemplo 4.2.5. (CABRERA et al., 2021, pag. 752) Seja A(X,,) a algebra de evolucdo
markoviana gerada pela cadeia de Markov { X, },en, com base natural B = {e; | i €

S}, onde S ={1,2,3} e os produtos sdo dados por:

2

€, = €y,
2
62 61,

Seu digrafo associado € o seguinte:

&
& o

Figura 10 — Digrafo de {X,, }nen, do Exemplo 4.2.5.

Observamos que J, = Jo = J5 = {1}. Seja d € Der(A(X,)), entdo pelo primeiro

item da Proposicao 4.2.2, temos as seguintes equacdes:

d12 = _d217
d13 = _d317
d23 = _d32-

Do quarto item da Proposicdo 4.2.2, temos que:

dy1 = 2dy,
diz = 0,
diz =0,
di1 = 2daa,

di1 = 2d3s.
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Pelo Corolario 4.2.4, como di5 = di5 =0 e J1 = Jo = J3, temos que dy; = d31 = 0.
Além disso, observamos que se dy, = 2di;, entdo di; = 0. Assim, das equacoes
anteriores, obtemos que d11 = d12 = dlg = d21 = d22 = dgl = d33 =0e d32 = —d23.

Portanto, se d € Der(A(X,,)), sua matriz de derivagdo & tem a seguinte estrutura:

0 0 0
=10 0 «
0 —a O
Para qualquer a € R. Obtém-se que:
d(el) = O,

Verificamos que d é uma derivacdo. Fazendo os calculos para os elementos cruzados

obtém-se que:

d(€1)'€2+81'd(€2):O'€2+CY€1'€3:O,
O:d(0>:d(€1'83):d<€1)'63+61'd(63)20'63—0461'82207
d

0=d(0) =d(ey-e3) =d(ey)-e3+ey-d(es) = ae; —ae; = ae; — ae; = 0.

d(e?) = 2e; - d(e;) = 2e; -0 =0,
0= d(el) = d(e%) = 262 : d(eg) = 20{62 c €3 = 0,

d(e3) = 2es - d(e3) = —2ae3 - ey = 0.
Entdo, d é uma derivacdo de A(X,,).

As Proposicdes 4.2.6 e 4.2.7 sdo uma extensdo do (CABRERA et al., 2021, Lema 2).
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Proposicdo 4.2.6. Considere A(X,) com base natural B = {e; | i € S}. Seja
d € Der(A(X,)). Sed;; # 0 para todo i,j € S,i # j, entdo J; = J;.

Demonstracdo. Seja i,j € S,t1 # j tal que d;; # 0. Portanto, d;; # 0, assim, pelo
contra reciproco do item trés da Proposicdo 4.2.2, temos que J; N J; # ¢. Também
pelo contra reciproco do item dois da Proposicdo 4.2.2, temos que J; N J/ = ¢ e

Jf N J; = ¢. Concluindo, assim, que J; = J;. -

Proposicdo 4.2.7. Considere A(X,) com base natural B = {e; | i € S}. Seja
d € Der(A(X,)). Se {X,}nen, € livre de gémeos, entdo para todo i,j € S,i # j

cumpre-se que dj; = dj; = 0.

Demonstracdo. Dado {X,,},en, livre de gémeos, entdo J; # J; paratodoi,j € S,i #

Jj. Logo, pelo contra reciproco da Proposicdo 4.2.6, obtemos que d;; = d;; = 0. O

4.2.1 DERIVACOES NULAS E CADEIAS DE MARKOV IRREDUTIVEIS

Como mencionamos no inicio, os resultados obtidos em (CABRERA et al., 2021) est3o
focados em algebras de evolucao finitas cujo grafo associado é conexo. Com o objetivo
de estender o (CABRERA et al., 2021, Teorema 1) para o caso de algebras de evolucdo
markovianas, cujo grafo nao precisa ser necessariamente conexo, enunciamos e de-
monstramos o Lema 4.2.9 e o Teorema 4.2.10, os quais constituem uma extensdo do
(CABRERA et al., 2021, Lema 1), com foco principal no caso em que a élgebra de evolu-
cao markoviana seja de dimensao enumeravel. A Proposicao 4.2.11 também constitui
uma extensdo do (CABRERA et al., 2021, Lema), pois, embora seja formulada para o
caso finito, contempla situacdes em que o grafo associado a (A(X,,)) ndo precisa ser

conexo.

Definicdo 4.2.8. Seja {X,,} e, uma cadeia de Markov.
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1. Um caminho é uma sequéncia de estados {i1, s, - - , i}, onde cada i; # 1, para

j#1le paratodoje{l,....k—1}, pii, #0.

2. Um ciclo é uma sequéncia finita de estados {i1,is,--- ,i,}, onde i; # i, para
sle{l,--- k} comj #1, etal que pi;,., #0parajec{l, -, k—1}e
Piyir 7 0.

3. O tamanho do ciclo {iy, i, ,ir} é k+ 1.
4. Sek =1 ep; # 0. A sequéncia {iy,i1} é um laco (um ciclo de tamanho 1).

Lema 4.2.9. Seja A(X,,) a algebra de evolucdo markoviana gerada pela cadeia de
Markov { X, }new,, com base natural B = {e; | j € S}. Se {X,,}nen, € irredutivel,

entdo { X, }new, possui um ciclo.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, seja i; € S um estado qualquer da cadeia
de Markov. Se p;,;, # 0, entdo existe um ciclo de tamanho 1. Caso contrario, como a
cadeia de Markov ¢ irredutivel, existe um iy tal que p;,;, # 0.

Se p;,i, # 0, entdo existe um ciclo de tamanho 1. Caso contrério, se p;,;, # 0 temos
um ciclo de tamanho 2. Caso isso também n3o ocorra, como a cadeia é irredutivel,
existe um i3 # 49,17 tal que p;,;, # 0.

Seguindo esse raciocinio, continuamos encontrando i4,1%5,---. No entanto, como a
cadeia de Markov é irredutivel, eventualmente existe um i tal que p;;, # 0. Caso
contrario, se tal i, ndo existisse, teriamos pi;, = 0 para todo m € IN, o que seria uma

contradicdo. Assim, a cadeia de Markov possui pelo menos um ciclo. O

Teorema 4.2.10. Seja A(X,,) a algebra de evolucdo markoviana gerada pela cadeia
de Markov {X,, }nen,, com base natural B = {e; | j € S}. Seja { X, }nen, irredutivel
ed € Der(A(X,). Sed;; = d;; =0 para todoi,j € S,i # j, entdo d;; = 0 para todo

1eS.



97

Demonstracdo. Pelo Lema 4.2.9, sabemos que { X, } ey, possui ciclos. Sejam {¢s}sco
os ciclos de { X, }nen, . Observamos que, ® é um conjunto enumeravel e possivelmente

infinito, se { X, }nen, € infinita, além disso, tais ciclos podem ter intersecdo n3o vazia.

Sejam {c.}sco Os conjuntos de estados pertencentes a tais ciclos, ou seja, ¢ =
{uiy, uiy, ., us,, b, onde u;; € S para todo i € ® e j € {1,---,t} e tais ciclos
sdo de tamanho ¢; + 1. Agora, para j € {1,---,(t; — 1)} e i € ®, temos que
ij+1 € Jiy e i1 € J;,,. Seja d € Der(A(X,)), pelo item 4 da Proposicdo 4.2.2,

dado que i;+1 € D(i;) paratodo j € {1,---,(t; — 1)} e iy € D(i,), temos que:

2d = dilil'

iji; = Qijiigg

Portanto d;;;; = 0 para todo j € {1,---,%;} e i € ®. Além disso, observamos que,
para qualquer estado v, € S ele pertence a algum ciclo ¢;. De fato, se vy nao pertence
a nenhum ciclo, isso significa que, p;,, = 0 para todo m € IN, ou seja, a cadeia é

redutivel, o que é uma contradicdo. Assim, di, = 0, para todo k € S. n

Lembramos da Definicao B.1.5 que as cadeias de Markov podem-se particionar em
subconjuntos disjuntos chamados classes, recoOrrentes e transientes. Esses conceitos
derivam diretamente da Definicao B.1.9. No entanto, nas cadeias de Markov finitas,
tais conceitos estdo conectados com o conceito de classes fechadas da Definicdo B.1.6.
Assim, no caso finito, podemos dizer que as classes recorrentes sio classes fechadas,
e as classes transientes s3o classes nao fechadas. Portanto, em uma classe fechada,
se um estado j é acessivel a partir de um estado i, entdo i, por sua vez, também
é acessivel a partir do estado j. Por essa razdo, nas classes fechadas, uma vez que
entramos nelas, nao ha probabilidade de sair. No entanto, as classes transientes nao
sao fechadas; ou seja, pode acontecer que um estado j seja acessivel a partir de ¢, mas

1 ndo seja acessivel a partir de j. Assim, embora todos os estados de uma classe nao
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fechada se comuniquem entre si, existe uma probabilidade de sair da classe e nunca

mais retornar a ela.

Proposicado 4.2.11. Seja A(X,,) a dlgebra de evolucdo markoviana gerada pela cadeia
de Markov {X,},en,, com base natural B = {e; | j € S}. Seja {X,}nen, finita e
d € Der(A(X,)). Sed;; = dj; =0 para todo i,j € S,i # j, entdo d;; = 0 para todo
1€ 8.

Demonstracdo. Se {X,, }.en, € finita e irredutivel, pelo Teorema 4.2.10 podemos con-
cluir que este caso ja esta coberto. Entdo, supohamos que { X, } e, € finita e redutivel.
Ent3o, podemos considerar a particdo de classes de { X, },en, como U;ceC; = S onde
| & |< m, sendo m o nimero de estados da cadeia de Markov, ou seja | S |= m. Além
disso, cada C; é uma classe. Gracas ao Teorema B.1.13 existe pelo menos uma classe
fechada. Portanto, denotamos F]s as classes fechadas e A’s as classes ndo fechadas,
portanto U;cC; = (Ujca, F) U (Ujea, Aj) = S, onde & U &y = .

Seja d € Der(A(X,). Se d;; = dj; = 0 para todo i,j € S,i # j e seja I; uma
classe fechada qualquer. Observamos que as classes fechadas podem ser vistas como
subcadeias de Markov irredutiveis. Portanto, pelo Teorema 4.2.10 para qualquer estado
k pertencente a alguma clase F; para algum ¢ € ®;, obtemos que dy; = 0.

Agora, dado que a cadeia ¢ finita, as classes ndao fechadas estao conetadas a alguma
classe fechada. Quer dizer, dado qualquer estado k € A; para algum j € {1,--- ,n —
m}, existe uma classe F; a qual tem um estado i), € F; tal que existe um caminho
{k, k1, ko, -+ ks, i}, onde ky, ko, --- ks € Aj. Logo, como d;,;, = 0, entdo dyy, =
diyky = -+ = di,, = 0. Assim, para todo ¢ € S,d;; = 0. O

Finalmente, o Teorema 4.2.12 é uma estensao do (CABRERA et al., 2021, Teorema 1)o

qual contempla situacdes em que o grafo associado a (LA(X,,)) ndo precisa ser conexo.
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Teorema 4.2.12. Seja A(X,,) a algebra de evolucdo markoviana gerada pela cadeia
de Markov {X,,}nen,, com base natural B = {e; | j € S}. Seja {X,, }nen, finita e

livre de gémeos, entdo Der(A(X,,)) é nula.

Demonstracdo. Pela Proposicao 4.2.7, dado que a cadeia é livre de gémeos, entdo
Ji # J; para todo i,5 € S,i # j, ou seja, d;j = d;; = 0 para todo 7,5 € S,i # j.

Logo, como {X,, }.en, é finita, pela Proposicdo 4.2.11, d;; = 0, paratodoi € S. [

Mantendo a hipétese de que, dado uma derivacdo d € Der(A(X,)) tal que d;; =
d;; = 0 para todo i,j € S,i # j, podemos destacar as seguintes observacdes dos

teoremas anteriores:

= Se a cadeia de Markov é irredutivel e livre de gémeos, independente da dimensao,

obtemos que a Unica derivacao é a nula.

= Se a cadeia de Markov e finita e livre de gémeos. Seja que a cadeia de Markov é
irredutivel o n3o, obtém-se o mesmo resultado por dois fatores importantes. O
primeiro é que sempre existe uma classe fechada, que neste contexto é equivalente
a uma classe recorrente. E o segundo é que todas as classes transientes devem

ter acesso uma classe fechada devido a finitude da cadeia.

» Se a cadeia de Markov ¢ infinita e livre de gémeos. N3ao podemos aplicar os
teoremas anteriores por dois fatores. O primeiro é que ndo se garante a existéncia
de uma classe fechada e, no caso infinito, uma classe fechada nao é equivalente
a uma classe recorrente. O segundo é que ndo podemos garantir que as classes
ndo fechadas (transientes) tenham acesso as clases fechadas, devido a infinitude

da cadeia.

Na préxima secao, com o propoésito de encerrar este capitulo com chave de ouro, apre-
sentaremos algumas cadeias de Markov e analisaremos quais sdo as possiveis derivacoes

em cada uma delas.
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4.3 CADEIAS DE MARKOV INFINITAS E SUAS DERIVACOES

O primeiro exemplo que apresentaremos é uma cadeia de Markov livre de gémeos e
reduzivel. Por essa razao, ndo podemos aplicar o Teorema 4.2.10. No entanto, desta-

camos que ela gera uma algebra de evolucdo infinita que possui derivacdo ndo nula.

Exemplo 4.3.1. Seja A(X,) a dlgebra de evolucio markoviana gerada pela cadeia de
Markov { X, }new, com base natural B = {e; | i € S}, onde S = Ny e os produtos
sdo dados por:

e = e;,1, para todo i € INy.
Seu digrafo associado € o seguinte:

1 1
© @ O ®

Figura 11 — Digrafo de {X,, },,en, do Exemplo 4.3.1.

Observamos que esta cadeia de Markov € infinita, ndo possui classe fechada e é reduti-
vel. Seja d € Der(A(X,)), dado que a cadeia é livre de gémeos, pela Proposicdo 4.2.7
temos que d;; = d;; = 0 para todo i,j € S,i # j. Logo, pelo item 4 da Proposicdo

4.2.2, dado que i + 1 € D(i) para todo i € S, obtemos as seguintes equacses:

di1 = 2dyy,
dao = 2dyy,
dii = 2d;_1;-1.

Recursivamente observamos que para qualquer i € S, cumpre-se que d; = 2'dy.

Portanto, se d € Der(A(X,)), existe o € R tal que:

d(e;) = 2'ce;, para todoi € S.
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Verificamos que d é uma derivacdo, fazendo os calculos para os elementos cruzados,

obtém-se que:

d(e;-ej) =d(e;)-ej+e;-de;)
=2ae;-e; +2ae; - e
=0,

d(e; - ej) =d(0) =0.

Para os quadrados, temos que:

d(ef) = d<€i+1> = 2i+1046i+1,

d(e?) = 2e;d(e;) = 2e;(2'ae;) = 2" ae;y .

O segundo exemplo é uma generalizacdo do passeio aleatério sobre Z, em que as
probabilidades de transicdo dependem do estado em que nos encontramos. No entanto,

mantendo a irredutibilidade da cadeia, obtemos que a Unica derivacdo é a nula.

Exemplo 4.3.2. Seja A(X,,) a algebra de evolucdo markoviana gerada pela cadeia de
Markov { X, }new, com base natural B = {e; | i € S}, onde S = Z e os produtos sdo
dados por:

e? = q;€;_1 +1;€e; + p;e;r1, para todo i € Ny.
Onde q; + r; + p; = 1 para todo i € Z.. Seu digrafo associado é o seguinte:

r_3 r_2 r—1 To 1 T9 T3

-4

\/\ /]’/I;——::\‘ p—2 ' p-1 ' Po ' D1 ’/%72*\\\,\—7
. BB :
e TN TN N N T
q-1 q0 q1 qz

qg—2 a3
Figura 12 — Digrafo de {X,, }nen, do Exemplo 4.3.2.

7z

Sempre que 0 < p; < 1 e0 < ¢; < 1 para todo i € 7, temos que {X,}nen, €

irredutivel. Dado que { X, }nen, € livre de gémeos, pela Proposicdo 4.2.7, temos que
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d;j = d;; =0 para todoi,j € S,i # j. Logo, pelo Teorema 4.2.10, temos que d;; = 0,
quer dizer, Der(A(X,)) = 0.

Observacao 4.3.3. Do exemplo anterior, podemos destacar o seguinte:

= Ser; # 0 para todo i € 7, essa cadeia é conhecida na literatura como pas-
seio aleatdrio preguicoso, pois ha uma probabilidade positiva de que a particula

permaneca no mesmo estado.

= Ser; =0 para todoi € 7., trata-se de uma generalizacio do passeio aleatério, ja

que as probabilidades de transicio dependem do estado em que nos encontramos.

= Ser; =0 ep; = p para todo i € 7, a cadeia é o passeio aleatério em 7.,

apresentado pela primeira vez no Exemplo 3.1.7.

No entanto, mantendo a irredutibilidade da cadeia de Markov, obtemos que a tnica

derivacdo é a nula.

O terceiro exemplo é uma cadeia de Markov infinita com um estado absorvente, cuja

Gnica derivacao é a nula.

Exemplo 4.3.4. Seja A(X,,) a dlgebra de evolucio markoviana gerada pela cadeia de
Markov {X,, }nen, com base natural B = {e; | i € S}, onde S = Z e os produtos sdo

dados por:

2 _
€y = €y,

e; = q,e;_1+ 1€ + pe;1, paratodoi € N,

onde q; + r; + p; = 1 para todo i € IN. Seu digrafo associado é o seguinte:
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1 71 T2 T3 T4
O O) e
©® (D) (2) (3) @ "o

q1 q2 q3 44 qs

Figura 13 — Digrafo de {X,, }nen, do Exemplo 4.3.4.

Dado que pyy = 1, a cadeia de Markov é redutivel. No entanto, sempre que 0 < p; < 1
e 0 < g < 1 para todo v € 7, temos duas classes: a classe do zero, que é uma
classe fechada e absorvente, e a classe do 1, a qual pertencem os demais estados.
Esta ultima é uma classe transiente que, além de possuir ciclos, comunica-se com
a classe do zero. Portanto, dado que { X, },en, € livre de gémeos, pela Proposicdo
4.2.7, temos que d;; = dj; = 0 para todo i,j € S,i # j. Embora ndo possamos
aplicar o Teorema 4.2.10, pelas condicbes da cadeia, concluimos que d;; = 0, quer

dizer, Der(A(X,)) = 0.

Observacao 4.3.5. A cadeia de Markov descrita anteriormente é conhecida como
um processo de nascimento e morte, onde o estado 0 é um estado absorvente. Na
literatura, como em (SCHINAZI, 1999), pode-se encontrar que py; # 0, o que responde
a uma das questdes mais importantes dentro desse tipo de cadeias de Markov infinitas:
sob quais condicoes a cadeia de Markov é recorrente. Infelizmente, neste caso, temos
uma cadeia de Markov irredutivel e, como é livre de gémeos, a Unica derivacdo é a

nula.

O dltimo exemplo que apresentaremos é o caso de obter uma cadeia de Markov infinita
e irredutivel com gémeos e uma derivacao distinta de zero. Tal cadeia de Markov pode
ser vista como a uniao de duas subcadeias de Markov, nas quais uma é uma cadeia
finita com gémeos e a outra uma cadeia infinita livre de gémeos. Esta ideia de criar
cadeias de Markov com comportamentos diversos pode se tornar muito natural dentro

deste contexto. No entanto, tal exemplo nos d4 uma ideia de como o (CABRERA;
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CADAVID; REIS, 2023, Corolario 3.2) pode ser generalizado para algebras de evoluco
markovianas, independentemente da dimensao da cadeia de Markov, ou seja, ainda ha

muito caminho a percorrer no estudo das algebras de evolucao markovianas.

Exemplo 4.3.6. Seja A(X,,) a dlgebra de evolucio markoviana gerada pela cadeia de
Markov { X, }nen, com base natural B = {e; | i € S}, onde S = {—3,—-2,—1} UN,

e os produtos sdo dados por:

€_5 = €_g3,
2

€_5 =€_3,
2

671 = €_g3,

e; = e;.1, para todoi € INy.

Seu digrafo associado € o seguinte:

1

1 1
& )
s v & % ¥ Ly

Figura 14 — Digrafo de {X,, } nen, do Exemplo 4.3.6.

Esta cadeia de Markov pode ser vista como a unido de duas cadeias de Markov,
nas quais suas subcadeias ndo tém interacdo entre si, simplesmente estamos unindo
os estados. Os estados {—1,—2,—3} sdo uma adaptacdo da cadeia de Markov do
Exemplo 4.2.5, e os estados em N, sdo os estados da cadeia de Markov do Exemplo
4.3.1. Observamos que, devido a forma como a cadeia foi construida, ela é uma cadeia
redutivel e, portanto, a algebra de evolucao gerada por ela ndo é simples. Ela é soma
de dois ideais, um ideal gerado por {e_3,e_5,e_1} e um ideal gerado por {ey}. Logo,
é facil verificar que se d € Der(A(X,,)), a matriz de derivacido 2, tem a seguinte

estrutura:
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0 0 0/o 0 0 0 0
0 0 B/0 0 0 0 0
0 -8 0|0 0 0 0 0
0 0 Ola 0 0 0 0
=10 0 0lo2a 0 0 0
0 0 0/0 0 40 0 0
0 0 0/0 0 0 8 0

para quaisquer «, 3 € R. Ou seja, a matriz de derivacio de { X, },cn, pode ser vista
em blocos, onde o primeiro bloco corresponde a matriz de derivacdo do Exemplo 4.2.5

e o segundo bloco corresponde a matriz de derivacdo do Exemplo 4.3.1.
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5 CONCLUSOES

5.1 CONCLUSOES

Nesta dissertacdo, foram investigadas as conexdes entre as algebras de evolucdo e as
cadeias de Markov, culminando em generalizacGes significativas que ampliam o es-
copo das definicoes e resultados previamente conhecidos na literatura. Tais avancos
foram aplicados as algebras de dimensao enumeravel, permitindo uma compreensdo
mais profunda e abrangente dessas estruturas matematicas. Este trabalho n3o apenas
contribuiu, mas também introduziu novas ferramentas e abordagens que podem servir

como base para estudos futuros.

No capitulo 2, foi apresentada uma introducdo detalhada as algebras de evolucao, ba-
seada no livro (TIAN, 2008), com um foco particular na Definicdo 2.2.13 de subélgebra
de evolucdo. Essa definicdo foi fundamental para diferenciar nossa abordagem daquela
utilizada por outros autores, como (CABRERA, 2016). Aqui, foi destacado que as su-
balgebras de evolucdo, conforme tratadas neste trabalho, sao ideais. Essa diferenca
conceitual conduziu a obtencdo de propriedades distintas, tanto nas algebras de evo-
lucdo quanto nas algebras ndo associativas tradicionais, trazendo novas perspectivas
para o estudo dessas estruturas. Além disso, a analise foi expandida para contextos
onde a dimens3do da algebra de evolucao é enumeravel, o que permitiu o desenvolvi-
mento de exemplos mais gerais e a formulacdo de novas ferramentas teéricas. Um caso
emblematico foi o estudo das algebras baricas discutido no artigo (PANIELLO, 2022),
que exemplifica a relevancia da generalizacao proposta. A relacdo entre algebras de
evolucdo e a teoria dos grafos também foi explorada de forma detalhada, baseando-
se nos artigos (CADAVID; RODINO; RODRIGUEZ, 2020; CADAVID; RODINO; RODRIGUEZ,

2021) e (ELDUQUE; LABRA, 2015). Essa conexdo revelou-se crucial para visualizar pro-
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priedades algébricas de forma mais intuitiva e para introduzir novas metodologias de
analise, mostrando como conceitos aparentemente distintos podem interagir de ma-

neira sinérgica.

No Capitulo 3, baseado em (TIAN, 2008, Capitulo 4), foram apresentadas condicdes
precisas sob as quais uma cadeia de Markov de dimensdao enumeravel, pode ser associ-
ada a uma algebra de evolucdo markoviana. Essa conexdo permitiu utilizar ferramentas
probabilisticas provenientes da teoria das cadeias de Markov para resolver problemas
que, na literatura, sdo tradicionalmente tratados sob uma abordagem estritamente al-
gébrica. Esse enfoque diferenciou-se por sua originalidade e eficiéncia, proporcionando
demonstracGes mais diretas e gerais. Vale destacar que os resultados obtidos s3o para
cadeias de Markov de dimensdo enumeravel, evidenciando a robustez e a generalidade
das técnicas empregadas. Ademais, este estudo introduziu uma nova perspectiva so-
bre o papel da recorréncia e da transitoriedade no comportamento dessas estruturas,
expandindo o entendimento das propriedades fundamentais preservadas pelas genera-

lizacoes propostas.

No Capitulo 4, com base no artigo (CABRERA et al., 2021), o estudo focou nas de-
rivacdes em algebras de evolucdo markovianas no contexto de dimensdo enumeravel.
Os resultados obtidos ampliaram os resultados classicos para casos enumeraveis, mos-
trando que a irredutibilidade das cadeias de Markov associadas desempenha um papel
central na caracterizacao das derivaces. Foi possivel identificar cenarios em que as
derivacOes sdo nulas e outros em que ndo sao, destacando exemplos concretos de al-
gebras de dimensao infinita com derivacdes n3o nulas. Esses resultados coincidem com
estudos prévios em dimensdes finitas, como os apresentados nos artigos de (CAMACHO
et al., 2012) e (ELDUQUE; LABRA, 2015), reforcando a coeréncia das generalizacdes.

Além disso, a abordagem probabilistica introduzida n3o apenas fortaleceu a relacdo
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entre as algebras de evolucdo e as cadeias de Markov, mas também abriu novas linhas

de pesquisa para cenarios mais complexos.

De forma geral, a maioria dos resultados obtidos nesta dissertacao representa uma ex-
tensao significativa das definicdes e propriedades previamente conhecidas na literatura.
As generalizacOes apresentadas permitem a aplicacao dessas estruturas em algebras de
dimensdo finita e infinita contavel, ampliando consideravelmente seu alcance tedrico.
Isso consolida as algebras de evolucao como ferramentas versateis e poderosas, capa-
zes de abordar questdes tanto algébricas quanto probabilisticas. O trabalho também
deixa varias questoes em aberto, especialmente relacionadas ao impacto da irreduti-
bilidade das cadeias de Markov nas derivacdes das algebras de evolucao markovianas

associadas, sugerindo caminhos promissores para investigacdes futuras.
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APENDICE A - ALGEBRAS

Esta secdo do apéndice apresenta informacGes essenciais sobre algebras, ndo necessa-
riamente associativas, e alguns conceitos de anélise que complementam o conteldo
do trabalho, incluindo principalmente definicGes. As principais referéncias bibliografi-
cas utilizadas podem ser encontradas em (KREYSZIG, 1978; TIAN, 2008; ZHEVLAKOV
et al., 1982), mas o leitor pode consultar qualquer livro de algebra ou anélise de sua

preferéncia.

A.l1 ALGEBRAS
Definicao A.1.1. Um espaco vetorial (ou espaco linear) sobre um corpo K é um
conjunto ndo vazio A de elementos x,y, ..., munido de duas operacdes:

1 Sex,yc A entiox+y € A.

2. SeaecKexc A, entdo ax € A.

Essas operacdes devem satisfazer os seguintes axiomas para todos x,y,z € A e

a,f e K

1. (A,+) é um grupo abeliano (existe um elemento neutro 0 € A e cada elemento

x tem um oposto —x).
2. x +vy =y + x (comutatividade da adic3o).
3. x+ (y+z) = (x+y)+ z (associatividade da adicdo).

4. a(x = y) = ax = ay (distributividade da multiplicacdo por escalar sobre a

adic3o vetorial).
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5. (a+pP)x = ax+ Pz (distributividade da multiplicacdo por escalar sobre a adicdo

de escalares).
6. (afB)y = a(Px) (associatividade da multiplicacdo por escalar).

7. lx = x onde 1 é o elemento neutro da multiplicacdo em IK.

Definicao A.1.2. Seja A um R-espaco vetorial sobre um corpo K. Dizemos que o

conjunto de elementos B = {e; | i € A} é uma base se satisfaz as seguintes condicdes:

Linearmente independente: Os elementos {e;, ez, es,...} sdo linearmente inde-

pendentes, ou seja, se

a1m1+a2m2+---—|—armr—l—---=0,

entdo ay = ag = --- = «, = --- = 0 para qualquer combinacdo finita de

elementos.

Gerador de A: Cada elemento x € A pode ser expresso como uma combinacdo

linear de elementos de B.

Definicao A.1.3. Uma K-dlgebra A é um IK-espaco vetorial sobre o qual esta definido

um produto bilinear interno cumprendo que:
1 Sex,yc A entiox -y € A.
2 Sex,y,z€ A, entio (x+y) - z=x-2+y- 2.
3 Sex,y,z€ A entdox - (y+z)=x-y+x-=z.
4. SeacRex,yec A, entioa(x-y) = (ax) - y=x- (ay).

Observacao A.1.4. Duas observacbes importantes a serem consideradas.
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1. Consideramos IK = R e nos referimos a uma R-algebra A como algebra A.

2. Dizemos que um conjunto A é enumeravel se, existe uma bijecdo emtre o con-

junto A e o conjunto dos niimeros naturais IN.
A seguir, definimos os dois tipos de bases que podem ser encontrados na literatura.

Definicao A.1.5. Seja A uma dlgebra com base B = {e; | i € A}. Definimos

Base de Hamel: B é uma base de Hamel se, para todo elemento ndo nulo v € A,
existe uma representacao tnica como uma combinacdo linear finita de elementos

de B com coeficientes ndo nulos em R.

Base de Schauder: B é uma base de Schauder se, para todo elemento nio nulo
v € A, existe uma representacdo tinica como uma combinacdo linear infinita

(convergente) de elementos de B com coeficientes ndo nulos em R.

Definicao A.1.6. Seja A um R espaco vetorial. Um subespaco A; é um subconjunto
ndo vazio de A tal que, para todo x,y € A, e para qualquer o, 3 € R, temos que

ax + fy € A;.

Definicdo A.1.7. Seja A uma algebra com base B = {e; | i € A}. Dados dois

conjuntos quaisquer X,Y C A. Podemos obter os dois seguintes conjuntos:
X Y={zx ylzeXyecY}

ou

Y- X={y-z|yeY,xec X}

Definicao A.1.8. A cardinalidade de um conjunto (), denotada por | Q2 |, representa
a quantidade de elementos em ). Se ) for finito | Q |=n,n € N ou | Q |< co. Se
for infinito | Q |= oo. Lembrando que os conjuntos que trabalhamos sdo conjuntos

enumeraveis.
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A nocao de operador limitado é central na teoria dos espacos normados, pois assegura a

existéncia de uma constante uniforme que controla o crescimento da norma da imagem.

Definicao A.1.9. Seja C e C’ espacds normados e sejaT" um operador linear, tal que
T :C — C', onde D(T) C C, é o dominio de T. Dizemos que T é um operador
limitado se existir um ndmero real ¢ > 0 tal que, para todo © € D(T), a seguinte
desigualdade seja satisfeita:

1T (@) < el -
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APENDICE B - CADEIAS DE MARKOV

Este apéndice fornece as informacdes necessarias sobre cadeias de Markov, complemen-
tando o contelido abordado. Inclui as definicGes, corolarios e teoremas mencionados
ao longo deste trabalho. As referéncias bibliograficas utilizadas podem ser encontradas
em (ACERO, 2020; NORRIS, 1998; RINCON, 2012). No entanto, o leitor pode consultar

o livro de sua preferéncia sobre cadeias de Markov ou processos estocasticos.

B.1 CADEIAS DE MARKOV

Definicao B.1.1. Um processo estocastico { X, }nen,, com espago de estados S fi-
nito ou contavél, é uma cadeia de Markov de tempo discreto ou simplesmente cadeia de
Markov discreta, se, para todon > 0 e qualquer subconjunto finito sy, S1, S2, . . ., Sp, Snt1

de possiveis estados de S, satisfaz o seguinte:
P(Xn—i-l - Sn+1’X0 = 507X1 = 81, .- 7Xn—1 - Sn—laXn = Sn) = IP)(*X'n+1 - Sn+1|Xn = Sn)'

Dada a definicao de cadeia de Markov, estabeleceremos os seguintes conceitos e defi-

nicoes:

1. As probabilidades condicionais na Definicao B.1.1 s3o chamadas probabilidades
de transicdo do estado i para o estado j em um Unico passo. Se a cadeia n3o
depende de n, dizemos que a cadeia de Markov é homogénea no tempo. Deno-
tamos as probabilidades de transicdo do estado ¢ para o estado 7 em um Unico
passo por:

Ppij = P(Xny1 =3 | Xn=1).

2. As cadeias de Markov, neste trabalho, sao cadeias de Markov homogénea e de
tempo discreto. Tanto as que s3o geradas por algebras de evolucao markoviana,

como as que possam ou nao gerar uma algebra de evolucao markoviana.
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3. Se S é finito, quer dizer, S = {1,...,n}, chamamos a cadeia de Markov finita.

4. Se S é infinito contavél, quer dizer, | S |= 0o, chamamos a cadeia de Markov

infinita.
5. Ny := INU {0} é o conjunto dos niimeros naturais, incluindo o zero.

As cadeias de Markov tém associado um grafo dirigido e ponderado, em que os vértices
representam os estados da cadeia e as arestas s3o as probabilidades de transicao dife-
rentes de zero, tal que o peso de cada aresta é a respectiva probabilidade de transicao.
Na Figura 15, observamos o grafo de uma cadeia de Markov infinita, em que os pesos
sao as probabilidades de transicao de um estado para outro. Portanto, sera natural

apresentar o digrafo associado quando seja necessario.

Figura 15 — Digrafo de uma cadeia de Markov infinita.

As probabilidades de transi¢do sdo armazenadas na matriz P = (p;;); jes, chamada
matriz de transicdo da cadeia de Markov {X, },en,. No caso em que o espaco de
estados S seja finito, a matriz de transicao sera finita, como pode ser observado na

Figura 16; caso contrario, se o espaco S for infinito contavél, a matriz P sera infinita.

P11 P12 - Pin
P p.21 p.22 ce p?n
Pni Pn2 - DPnn

Figura 16 — Matriz de transicdo de uma cadeina de Marvok com espaco de estados finito.

al’
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Definicdo B.1.2. Seja { X, },en, uma cadeia de Markov com espaco de estados S.
A probabilidade de ir do estado i para o estado j em n passos é denotada por p;;, tal

que:

p;’; = ]P)(Xn = j|X0 = Z), n e ]No.

Proposicao B.1.3 (Equacdes de Chapman-Kolmogorov). Seja { X, },en, uma cadeia
de Markov com espaco de estados S. Para qualquer [, m € INy, temos que:
+m I m
pJ = Zpikpkj'
kes
Corolario B.1.4. Seja { X, },en, uma cadeia de Markov com espaco de estados S.

Dado qualquer k € S, com [, m € INy temos que:

I+ l
P > PRy

B.1.1 Clasificacdao dos Estados de uma Cadeia de Markov

Definicao B.1.5. Dizemos que um estado j é acessivel a partir de i se existe n > ()
tal que p; > 0. Se j € acessivel a partir de i, escrevemos i — j. Se os estados i e j
sdo acessiveis um ao outro, ou seja, 1 — j € j — 1, entdo dizemos que i se comunica

com j, e escrevemos i <+ j.
A relacao de comunicacao é uma relacdo de equivaléncia, pelo fato que ela é:

» Reflexiva: Um estado j se comunica com ele mesmo, dado que: p?j =P(X, =

JjlXn=j)=1>0.
» Simétrica: Pela definic3o.

= Transitiva: Sejam 1, j, k estados. Suponha que 7 e j se comunicam e que j e

k se comunicam. Vejamos que ¢ e k£ se comunicam. Como i e j se comunican,
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existe n > 0 tal que pj; > 0 e, como j e k se comunicam, existe m > 0 tal que

pjr > 0. Portanto, pelo Corolario B.1.4, temos que pm™ > PP > 0.

As relacdes de equivaléncia permitem particionar o conjunto em subconjuntos disjuntos
chamados classes. Em uma cadeia de Markov, a relacdo de equivaléncia de comunicacao
divide o espaco de estados em classes, que contém os estados que se comunicam entre

si. Essa definicao permite abordar os conceitos de recorréncia e de transitoriedade nas

cadeias de Markov.

Definicdo B.1.6. Seja { X, },cn, uma cadeia de Markov com espaco de estados S.
Seja Sy um subconjunto de S, ndo necessariamente uma classe. Dizemos que S, é
fechado se, para qualquer i € Sy e j & Sy, © /> j. Se Sy € uma classe, entdo ela é

chamada de classe fechada.

B.1.2 Recorréncia Probabilistica

Definicao B.1.7. Seja { X, }ren, uma cadeia de Markov com espago de estados S. A
probabilidade de que, comecando em 1, a primeira chegada ao estado j seja no n-esimo

passo, é denotada por:

7;nj = ]P)(Xn :j,Xn,1 #j,Xn,Q 7éj, .. ,Xl #]’Xo = Z) para todon € IN.
(B.1)

Definimos z-(;- =0, incluindo o caso i = j.

Os estados de uma cadeia de Markov podem ser classificados em dois tipos: recorrente
e transiente. Intuitivamente, um estado é recorrente se, com probabilidade um, a cadeia
pode eventualmente retornar a esse estado. Quando isso ocorre em algum momento
finito, a propriedade de Markov garante que é possivel retornar a ele repetidamente
com probabilidade um. Devido a esse comportamento, o estado é chamado de recor-

rente. Por outro lado, um estado é transiente se existe uma probabilidade positiva de
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que a cadeia, ao comecar nele, nunca retorne a esse estado.

Definicdo B.1.8. Seja { X, },en, uma cadeia de Markov com espaco de estados S.
Em termos de probabilidades de primeira visita, a probabilidade de uma eventual visita

ao estado j, partindo do estado 1, é a seguinte probabilidade:

Definicdo B.1.9. Seja { X, },en, uma cadeia de Markov com espaco de estados S.
Dizemos que o estado i é recorrénte, se f;; = 1. Caso contrario, dizemos que i é

transiente, se f;; < 1.

Proposicdo B.1.10. Seja {X,, }new, uma cadeia de Markov com espaco de estados

S. Para todon,k € N, tal que 1 < k < n e para tudo 7,7 € S, temos que:
n
k n—k
Pl =2 f vy
k=1

Teorema B.1.11. Seja { X, }new, uma cadeia de Markov com espaco de estados S.

Um estado i é recorrente, se e somente se, Z Pr = 0Q.

n=0
Uma demonstracdo do Teorema B.1.11 pode ser encontrada em (RINCON, 2012).

Nessa demonstracdo, destacamos a seguinte expressao que é valida para qualquer

cadeia de Markov:

e 1
> pi= 7 (B.3)

n=0

Da Equacgdo (B.3) podemos obter a seguinte intuicdo: a série da esquerda pode ser

interpretada como o nimero médio de retornos ao estado ¢ saindo do estado ¢. Entao,
se o estado i é recorrente, f;; = 1, portanto, a série diverge, quer dizer, o niimero médio
de retornos ¢ infinito. Caso contrario, se o estado ¢ é transiente, f;; < 1, portanto, a

série converge, quer dizer, o nimero médio de retornos é finito.
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Definicao B.1.12. Dizemos que uma cadeia de Markov é€ irredutivel se houver apenas

uma classe, ou seja, todos os estados se comunicam entre se.

Teorema B.1.13. Toda cadeia de Markov finita, tem uma clase fechada.
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