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RESUMO

As álgebras de evolução, introduzidas pela primeira vez por Tian e Vojtěchovský
(2006) no artigo “Mathematical Concepts of Evolution Algebras in non-Mendelian
Genetics”, constituem um ramo das álgebras não associativas que tem despertado
crescente interesse em diversas áreas do conhecimento, como a teoria dos grafos, os
sistemas dinâmicos e as cadeias de Markov. Essas álgebras oferecem uma abordagem
inovadora para descrever as genéticas não mendelianas. O presente trabalho tem como
objetivo principal ampliar o estudo das álgebras de evolução para o contexto de dimen-
sões enumeráveis, explorando também sua relação com as cadeias de Markov sob uma
perspectiva probabilística.

Palavras-chaves: Álgebras de evolução. Álgebras de evolução markovianas. Cadeias
de Markov. Cadeias de Markov em tempo discreto. Teoria dos grafos.



ABSTRACT

Evolution algebras, first introduced by Tian and Vojtěchovský (2006) in their
article "Mathematical Concepts of Evolution Algebras in Non-Mendelian Genetics",
constitute a branch of non-associative algebras that has garnered growing interest in
diverse fields, including graph theory, dynamical systems, and Markov chains. These
algebras provide a novel framework for modeling non-Mendelian inheritance patterns.
This work aims to extend the study of evolution algebras to countable-dimensional
settings, further investigating their relationship with Markov chains from a probabilistic
standpoint.

Keywords: Evolution algebras. Markovian evolution algebras. Markov chains. Discrete-
time Markov chains. Graph theory.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 INTRODUÇÃO

As álgebras de evolução constituem uma classe particular de álgebras não associativas
que têm despertado crescente atenção em diversas áreas da matemática aplicada e
pura, bem como em disciplinas conexas, como a biologia e a estatística. Introduzidas
no artigo “Mathematical Concepts of Evolution Algebras in Non-Mendelian Genetics”
(TIAN; VOJTĚCHOVSKÝ, 2006) e ampliadas posteriormente no livro “Evolution Algebras
and Their Applications” por (TIAN, 2008), essas estruturas apresentam novas perspec-
tivas que conectam diferentes áreas matemáticas. Essas álgebras foram concebidas
para modelar processos genéticos não mendelianos. Desde então, seu alcance tem se
expandido para campos como a teoria dos grafos, os sistemas dinâmicos e as cadeias
de Markov.

A principal motivação deste trabalho é explorar as conexões entre as álgebras de evo-
lução e as cadeias de Markov, duas áreas que, à primeira vista, pertencem a contextos
diferentes: a primeira no âmbito algébrico e a segunda no probabilístico. Neste es-
tudo, adotamos uma abordagem diferenciada de autores como (CABRERA, 2016) e
(ELDUQUE; LABRA, 2015), no conceito de subálgebra de evolução, o que possibilita
propriedades distintas. Durante este estudo, também observamos propriedades especí-
ficas das álgebras de evolução, como o conceito de bárico, investigado em (PANIELLO,
2022). Esta dissertação busca demonstrar que existe uma relação profunda e mutu-
amente enriquecedora entre ambas as disciplinas, permitindo uma compreensão mais
ampla de suas propriedades estruturais e aplicações.

O desenvolvimento deste estudo concentra-se em estender o conceito de álgebras de
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evolução ao contexto de dimensões enumeráveis e analisar suas propriedades sob uma
perspectiva probabilística. Para isso, utilizamos abordagens que combinam ferramentas
clássicas da álgebra com princípios fundamentais da teoria de cadeias de Markov. Além
disso, são apresentados resultados originais que destacam o impacto do tamanho da
dimensão nas propriedades algébricas e probabilísticas dessas estruturas.

Esta dissertação está organizada em três capítulos principais. No primeiro capítulo,
são introduzidos os fundamentos teóricos das álgebras de evolução, incluindo suas
definições, propriedades e conexão com a teoria dos grafos, com base nos estudos
de (CADAVID; RODIÑO; RODRIGUEZ, 2020; CADAVID; RODIÑO; RODRIGUEZ, 2021). O se-
gundo capítulo é dedicado a estabelecer as bases das álgebras de evolução markovianas,
que também foram amplamente investigadas em artigos como (CADAVID; RODRIGUEZ;

VIDAL, 2023; CADAVID; RODRIGUEZ; VIDAL, 2024). Ressaltamos que ampliamos os re-
sultados existentes para o caso de dimensões infinitas. Por fim, no terceiro capítulo,
baseado no artigo (CABRERA et al., 2021), são analisadas as derivações em álgebras
de evolução markovianas e sua relação com a irredutibilidade das cadeias de Markov
associadas, coincidindo com os resultados obtidos em (CAMACHO et al., 2012).

O presente trabalho representa um esforço para ampliar o horizonte de investigação
na área das álgebras de evolução, oferecendo novas perspectivas para seu estudo e
aplicações. Espera-se que os resultados obtidos contribuam para o desenvolvimento de
ferramentas teóricas que facilitem a análise de fenômenos complexos a partir de uma
perspectiva algébrica e probabilística, fortalecendo o vínculo entre essas duas áreas do
conhecimento.
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2 ÃLGEBRAS DE EVOLUÇÃO

Neste capítulo, apresentamos os conceitos fundamentais das álgebras de evolução que
serão utilizados no desenvolvimento desta dissertação. Nossa principal referência será
o livro “Evolution Algebras and Their Applications” de (TIAN, 2008). Começaremos
com noções básicas da teoria de álgebras não associativas, para as quais nos apoia-
mos em (SCHAFER, 1966; ZHEVLAKOV et al., 1982). Convidamos o leitor a considerar
as definições apresentadas no Apêndice A, onde estão as definições correspondentes
as álgebras de evolução em geral, caso deseje mais informações detalhadas sobre as
álgebras não associativas.

2.1 ÁLGEBRAS

Definição 2.1.1. Uma R-álgebra 𝒜 é um R-espaço vetorial sobre o qual está definido
um produto bilinear interno, cumprindo que:

1. Se 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝒜, então (𝑥 + 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · 𝑧 + 𝑦 · 𝑧.

2. Se 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝒜, então 𝑥 · (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑧.

3. Se 𝛼 ∈ R e 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜, então 𝛼(𝑥 · 𝑦) = (𝛼𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (𝛼𝑦).

Notação 2.1.2. A definição mais detalhada de espaço vetorial pode ser encontrada na
Definição A.1.1 no Apêndice. Neste trabalho nos referimos a uma R-álgebra 𝒜 como
álgebra 𝒜.

Duas propriedades que uma álgebra pode possuir são a associatividade e a comutati-
vidade. Associatividade significa que (𝑥 · 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑧) para todo 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝒜, e
a comutatividade significa que 𝑥 · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥 para todo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜.
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Definição 2.1.3. Seja 𝒜 uma álgebra com base ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. ℬ é uma base
de 𝒜 como R-álgebra se ℬ é uma base de 𝒜 como R-espaço vetorial. Além disso, a
dimensão da álgebra é a mesma dimensão do espaço vetorial.

A noção de base, conforme é definida na Definição A.1.2, é fundamental, pois per-
mite descrever os elementos como combinações lineares dos elementos da base. Como
observado na Definição A.1.5, existem dois tipos de bases, que podem ser utilizadas
dependendo do enfoque adotado. Sob uma perspectiva algébrica, geralmente trabalha-
se com a base de Hamel, enquanto no âmbito da análise, é mais comum o uso da base
de Schauder.
Neste trabalho, consideramos bases de Hamel. Não consideramos bases de Schauder,
pois seria necessário conhecimento de análise funcional, que não será nosso foco. Para
a leitura de trabalhos com este foco, convidamos o leitor a consultar os artigos (CA-

DAVID et al., 2024; CADAVID; RODRIGUEZ; VIDAL, 2023; CADAVID; RODRIGUEZ; VIDAL,
2024).

Definição 2.1.4. Seja 𝒜 uma álgebra com base ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. As constantes de
estrutura são as constantes 𝑐𝑖𝑗𝑘 que aparecem nos produtos dos elementos da base

𝑒𝑖 · 𝑒𝑗 =
∑︁
𝑘∈Λ

𝑐𝑖𝑗𝑘𝑒𝑘, 𝑐𝑖𝑗𝑘 ∈ R.

Note que se a álgebra 𝒜 é de dimensão finita com base ℬ = {𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛}, então
temos no máximo 𝑛3 constantes de estrutura e 𝑛2 equações. Tais equações são ar-
mazenadas na tabela de multiplicação da álgebra. Para uma álgebra de dimensão 𝑛,
temos a tabela de multiplicação apresentada na Tabela 1.

Observação 2.1.5. As constantes de estrutura determinam a álgebra 𝒜. Pois o pro-
duto para os elementos arbitrários da álgebra é obtido estendendo pela linealidade dos
produtos dos elementos da base.
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𝑒1 . . . 𝑒𝑗 . . . 𝑒𝑛

𝑒1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐11𝑘𝑒𝑘 . . .
𝑛∑︁

𝑘=1
𝑐1𝑗𝑘𝑒𝑘 . . .

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐1𝑛𝑘𝑒𝑘

... ... ... ...

𝑒𝑖

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑖1𝑘𝑒𝑘 . . .
𝑛∑︁

𝑘=1
𝑐𝑖𝑗𝑘𝑒𝑘 . . .

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑖𝑛𝑘𝑒𝑘

... ... ... ...

𝑒𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑛1𝑘𝑒𝑘 . . .
𝑛∑︁

𝑘=1
𝑐𝑛𝑗𝑘𝑒𝑘 . . .

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐𝑛𝑛𝑘𝑒𝑘

Tabela 1 – Tabela de multiplicação da álgebra 𝒜 de dimensão 𝑛.

Exemplo 2.1.6. Seja 𝒜 uma álgebra com base ℬ = {𝑒1, 𝑒2} e com produtos dados
por:

𝑒2
1 = 2

3𝑒1 + 1
3𝑒2,

𝑒2
2 = 1

5𝑒1 + 4
5𝑒2,

𝑒1 · 𝑒2 = 0,

𝑒2 · 𝑒1 = 0.

𝒜 é comutativa, pois os elementos da base comutam, quer dizer, 𝑒1𝑒2 = 𝑒2𝑒1 = 0.
Além disso, 𝒜 é comutativa, pois os demais elementos são combinações lineares dos
elementos da base e a propriedade comutativa se estende linearmente. Porém, não é
associativa, pois os elementos da base não associam:

(𝑒1 · 𝑒1) · 𝑒2 =
(︂2

3𝑒1 + 1
3𝑒2

)︂
𝑒2 = 1

15𝑒1 + 4
15𝑒2,

𝑒1 · (𝑒1 · 𝑒2) = 𝑒1 · 0 = 0.
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As constantes de estrutura de 𝒜 são:

𝑐111 = 2
3 , 𝑐112 = 1

3 ,

𝑐221 = 1
5 , 𝑐222 = 4

5 ,

𝑐121 = 𝑐122 = 𝑐211 = 𝑐212 = 0.

Exemplo 2.1.7. Seja 𝒜 uma álgebra com base ℬ = {𝑒1, 𝑒2} e com produtos dados
por:

𝑒2
1 = 𝑒1,

𝑒2
2 = 𝑒2,

𝑒1 · 𝑒2 = 𝑒1,

𝑒2 · 𝑒1 = 𝑒2.

Observamos que os elementos da base associam:

(𝑒1 · 𝑒1) · 𝑒2 = 𝑒1 · 𝑒2 = 𝑒1 = 𝑒1 · 𝑒1 = 𝑒1 · (𝑒1 · 𝑒2),

(𝑒1 · 𝑒2) · 𝑒1 = 𝑒1 · 𝑒1 = 𝑒1 = 𝑒1 · 𝑒2 = 𝑒1 · (𝑒2 · 𝑒1),

(𝑒2 · 𝑒1) · 𝑒1 = 𝑒2 · 𝑒1 = 𝑒2 = 𝑒2 · 𝑒1 = 𝑒2 · (𝑒1 · 𝑒1),

(𝑒2 · 𝑒2) · 𝑒1 = 𝑒2 · 𝑒1 = 𝑒2 = 𝑒2 · 𝑒2 = 𝑒2 · (𝑒2 · 𝑒1),

(𝑒2 · 𝑒1) · 𝑒2 = 𝑒2 · 𝑒2 = 𝑒2 = 𝑒2 · 𝑒1 = 𝑒2 · (𝑒1 · 𝑒2),

(𝑒1 · 𝑒2) · 𝑒2 = 𝑒1 · 𝑒2 = 𝑒1 = 𝑒1 · 𝑒2 = 𝑒1 · (𝑒2 · 𝑒2).

Assim, concluímos que a 𝒜 é associativa, pois os demais elementos são combinações
lineares dos elementos da base e a propriedade associativa se estende linearmente.
Porém, 𝒜 não é comutativa, já que os elementos da base não comutam. De fato:
𝑒1𝑒2 = 𝑒1 ̸= 𝑒2 = 𝑒2𝑒1.
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Exemplo 2.1.8. Seja 𝒜 uma álgebra com base ℬ = {𝑒1, 𝑒2} e com produtos dados
por:

𝑒2
1 = 𝑒1,

𝑒2
2 = 𝑒2,

𝑒1 · 𝑒2 = 0,

𝑒2 · 𝑒1 = 0.

Observamos que os elementos da base são associativos:

(𝑒1 · 𝑒1) · 𝑒2 = 𝑒1 · 𝑒2 = 0 = 𝑒1 · 0 = 𝑒1 · (𝑒1 · 𝑒2),

(𝑒2 · 𝑒2) · 𝑒1 = 𝑒2 · 𝑒1 = 0 = 𝑒2 · 0 = 𝑒2 · (𝑒2 · 𝑒1).

Os outros quatro casos são iguais a zero. Assim, concluímos que a 𝒜 é associativa,
pela linealidade dos elementos da álgebra. Ademais, 𝒜 é comutativa, pois os elementos
da base comutam: 𝑒1 · 𝑒2 = 𝑒2 · 𝑒1 = 0.

Definição 2.1.9. Seja 𝒜 uma álgebra com base ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. Seja 𝑆 um
subconjunto qualquer de elementos de 𝒜. O 𝑠𝑝𝑎𝑛 (ou envolvente linear) de 𝑆, é
o conjunto de todas as combinações lineares possíveis, finitas, dos elementos de 𝑆.
Equivalentemente, o 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑆) é dado por:

𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑆) =
{︃∑︁

𝑖∈𝑆

𝛼𝑖𝜐𝑖 | 𝛼𝑖 ∈ R e 𝜐𝑖 ∈ 𝑆

}︃
.

Observação 2.1.10. O 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑆) é um tipo particular de subespaço vetorial de 𝒜,
levando em consideração que o conceito de subespaço vetorial esta na Definição A.1.6.
O 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑆) de um subconjunto 𝑆 é sempre um subespaço de 𝒜.

Definição 2.1.11. Seja 𝒜 uma álgebra com base ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}.

1. 𝒜1 é uma subálgebra de 𝒜 se é um subespaço vetorial de 𝒜 e é fechado com
relação ao produto de 𝒜, ou seja, se 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜1, então 𝑥 · 𝑦 ∈ 𝒜1.
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2. ℐ é um ideal (bilátero) de 𝒜, se é uma subálgebra de 𝒜 e cumpre que 𝒜 · ℐ +

ℐ · 𝒜 ⊆ ℐ 1.

Definição 2.1.12. Seja 𝒜 uma álgebra com base ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ} e 𝑆 um subcon-
junto qualquer de elementos de 𝒜. A subálgebra de 𝒜 gerada por 𝑆, denotada por
𝑠𝑢𝑏𝑎𝑙𝑔(𝑆), é a menor subálgebra de 𝒜 que contém 𝑆. Equivalentemente, a subálgebra
gerada por 𝑆 é dada por:

𝑠𝑢𝑏𝑎𝑙𝑔(𝑆) =
⋂︁

{𝑊 ⊆ 𝒜 | 𝑊 é subálgebra e 𝑆 ⊆ 𝑊}.

Exemplo 2.1.13. (CABRERA, 2016, Exemplo 1.4.1) Seja 𝒜 uma álgebra com base
ℬ = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} e produtos dados por:

𝑒2
1 = 𝑒1 + 𝑒3,

𝑒2
2 = 𝑒2 − 𝑒3,

𝑒2
3 = −𝑒1 − 𝑒3,

𝑒𝑖 · 𝑒𝑗 = 0, para todo 𝑖 ̸= 𝑗.

Sejam os seguintes elementos: 𝜐1 = 𝑒1 + 𝑒3 e 𝜐2 = 𝑒1 + 𝑒2. Mostraremos que
𝒜1 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝜐1, 𝜐2} é uma subálgebra de 𝒜. Sejam 𝑢1 = 𝛼𝜐1+𝛽𝜐2 e 𝑢2 = 𝛾𝜐1+𝛿𝜐2,
1 Ler Definição A.1.7.
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dois elementos qualquer deste conjunto. Assim:

𝑢1 + 𝑢2 = 𝛼𝜐1 + 𝛽𝜐2 + 𝛾𝜐1 + 𝛿𝜐2

= (𝛼 + 𝛾)𝜐1 + (𝛽 + 𝛿)𝜐2,

𝑢1 · 𝑢2 = (𝛼𝜐1 + 𝛽𝜐2) · (𝛾𝜐1 + 𝛿𝜐2)

= 𝛼𝛾𝜐2
1 + 𝛼𝛿𝜐1 · 𝜐2 + 𝛽𝛾𝜐2 · 𝜐1 + 𝛽𝛿𝜐2

2

= 𝛼𝛾(𝑒2
1 + 𝑒2

3) + 𝛼𝛿(𝑒1 + 𝑒3) · (𝑒1 + 𝑒2) + 𝛽𝛾(𝑒1 + 𝑒2) · (𝑒1 + 𝑒3) + 𝛽𝛿(𝑒2
1 + 𝑒2

2)

= 𝛼𝛾(𝑒1 + 𝑒3 − 𝑒1 − 𝑒3) + 𝛼𝛿(𝑒1 + 𝑒3) + 𝛽𝛾(𝑒1 + 𝑒3) + 𝛽𝛿(𝑒1 + 𝑒3 + 𝑒2 − 𝑒3)

= (𝛼𝛿 + 𝛽𝛾)(𝑒1 + 𝑒3) + 𝛽𝛿(𝑒1 + 𝑒2)

= (𝛼𝛿 + 𝛽𝛾)𝜐1 + 𝛽𝛿𝜐2.

Então, 𝒜1 é uma subálgebra de 𝒜.

2.2 ÁLGEBRAS DE EVOLUÇÃO

Em geral, iremos trabalhar com álgebras associativas. Como veremos a seguir, as
álgebras de evolução devem satisfazer duas características fundamentais. Em primeiro
lugar, a álgebra deve admitir uma base ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}, em que os produtos cruzados
entre os elementos dessa base sejam nulos, quer dizer, 𝑒𝑖𝑒𝑗 = 0 se 𝑖 ̸= 𝑗 ∈ Λ. Em
segundo lugar, o conjunto Λ deve ser enumerável. Embora neste trabalho nosso foco
não seja a motivação biológica, não devemos esquecer que as álgebras de evolução são
motivadas pelas leis da genética não mendeliana e foram introduzidas pela primeira
vez por (TIAN; VOJTĚCHOVSKÝ, 2006) no artigo “Mathematical Concepts of Evolution
Algebras in non-Mendelian Genetics”. Nesta referência, foram apresentadas as álgebras
de evolução, no entanto, com enfoque na dimensão finita. As álgebras de evolução
foram estudadas mais amplamente por (TIAN, 2008) no livro “Evolution Algebras and
their Applications”.
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Observação 2.2.1. Nesta seção em diante, serão apresentadas as definições e os
resultados necessários para trabalhar com as álgebras de evolução, para dimensão
enumerável. No caso de uma proposição ou teorema não ser citado diretamente no
enunciado, existem três razões principais para isso: a primeira é que a proposição ou
teorema pode ter condições adicionais em relação à versão original para estender as
afirmações ao caso enumerável, e as versões originais mencionaremos ou citaremos
antes ou depois dos resultados comentando que diferença têm. A segunda razão é que
as proposições ou teoremas vêm de afirmações ou comentários presentes no livro, os
quais não possuem demonstração alguma e os quais formalizamos por meio de uma
demonstração. E, por fim, a terceira razão envolve proposições de nossa autoria, que
foram formuladas para abordar resultados importantes que conseguimos obter graças
ao amplo conteúdo bibliográfico utilizado neste trabalho.

Definição 2.2.2. Seja 𝒜 uma álgebra com base ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. Dizemos que ℬ é
natural se os produtos cruzados 𝑒𝑖 · 𝑒𝑗 = 0 se 𝑖 ̸= 𝑗 e Λ é enumerável.

Definição 2.2.3. (TIAN, 2008, Definição 3) Uma álgebra de evolução 𝒜 é uma R-
álgebra que admite uma base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}, tal que:

𝑒𝑖 · 𝑒𝑖 =
∑︁
𝑘∈Λ

𝑐𝑖𝑘𝑒𝑘, para todo 𝑖.

Observação 2.2.4. Vale ressaltar que, como estamos trabalhando com bases de Ha-
mel, os quadrados são combinações lineares finitas da base.

Para uma álgebra de evolução 𝒜 de dimensão finita com base natural ℬ = {𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛}

temos a tabela de multiplicação apresentada na Tabela 2, tendo no máximo 𝑛 equações
e 𝑛2 constantes de estrutura.
Pela Definição 2.2.3, toda álgebra de evolução admite uma base natural. No entanto,
ao se trabalhar com álgebras de evolução, não necessariamente se trabalha com bases
naturais. Devido a este fato, enfatizamos que neste trabalho serão consideradas as
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𝑒1 . . . 𝑒𝑖 . . . 𝑒𝑛

𝑒1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐1𝑘𝑒𝑘 . . . 0 . . . 0
... ... ... ...

𝑒𝑖 0 . . .
𝑛∑︁

𝑘=1
𝑐𝑖𝑘𝑒𝑘 . . . 0

... ... ... ...

𝑒𝑛 0 . . . 0 . . .
𝑛∑︁

𝑘=1
𝑐𝑛𝑘𝑒𝑘

Tabela 2 – Tabela de multiplicação da álgebra de evolução 𝒜 de dimensão 𝑛.

álgebras de evoluções e suas bases naturais. Em (BUSTAMANTE; MELLON; VELASCO,
2020), são discutidas as condições necessárias e suficientes sob as quais uma álgebra
comutativa de dimensão finita é uma álgebra de evolução.

Notação 2.2.5. Como os produtos cruzados são zero, denotamos as constantes de
estrutura dos quadrados como 𝑐𝑖𝑘 em vez de 𝑐𝑖𝑖𝑘, como foi apresentado na Definição
2.1.4.

Definição 2.2.6. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}.
Chamaremos matriz de estrutura, 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈Λ, de 𝒜 em relação à base natural ℬ, à
matriz que contém as constantes de estrutura da álgebra de evolução 𝒜. No caso que
Λ for finito, a matriz de estrutura é:

𝐶 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑐11 · · · 𝑐1𝑛

... . . . ...

𝑐𝑛1 · · · 𝑐𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Observamos que o conjunto | {𝑗 ∈ Λ | 𝑐𝑖𝑗 ̸= 0} |< ∞, para todo 𝑖 ∈ Λ é um conjunto
finito2. Logo, na matriz 𝐶, independentemente da dimensão de 𝒜, cada linha é uma
2 Lembrando que | · | denota a cardinalidade de um conjunto. Esta é definida na Definição A.1.8.
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sequência quase nula, ou seja, cada linha tem um número finito de termos diferentes
de zero.

No (TIAN, 2008, Capítulo 6), são feitos vários questionamentos que envolvem as álge-
bras de evolução e a teoria dos grafos. O artigo de (ELDUQUE; LABRA, 2015) é um dos
primeiros artigos onde se estabelece formalmente a conexão entre esses dois campos.
Neste artigo, estabelece-se que uma álgebra de evolução finita tem dois grafos associ-
ados: um grafo direcionado e um grafo direcionado ponderado. A seguir, formularemos
como uma álgebra de evolução com um conjunto Λ enumerável possui dois grafos
associados: um grafo não direcionado e um grafo direcionado ponderado.

Definição 2.2.7. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}

e matriz de estrutura 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈Λ.

• O grafo associado à álgebra de evolução 𝒜 em relação à base natural ℬ é o
grafo Γ(𝒜, ℬ) = (𝑉, 𝐸), sendo (𝑉, 𝐸) um par ordenado, em que 𝑉 = Λ e
𝐸 = {(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑉 × 𝑉 | 𝑐𝑖𝑗 ̸= 0 ou 𝑐𝑗𝑖 ̸= 0}.

• O digrafo ponderado associado à álgebra de evolução 𝒜 em relação à base natural
ℬ é o digrafo Γ𝜔(𝒜, ℬ) = (𝑉, 𝐸𝜔, 𝜔), sendo (𝑉, 𝐸𝜔, 𝜔) um triplo ordenado, em
que 𝑉 = Λ, 𝐸𝜔 = {(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑉 ×𝑉 | 𝑐𝑖𝑗 ̸= 0} e 𝜔 : 𝐸𝜔 → R, com 𝜔((𝑖, 𝑗)) = 𝑐𝑖𝑗.

O grafo e o digrafo associados nas álgebras de evolução são úteis para visualizar a
estrutura da álgebra.

Exemplo 2.2.8. (CABRERA, 2016, Exemplo 1.4.1) Seja 𝒜 uma álgebra com base
natural ℬ = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} e produtos dados por:

𝑒2
1 = 𝑒1 + 𝑒3,

𝑒2
2 = 𝑒2 − 𝑒3,

𝑒2
3 = −𝑒1 − 𝑒3.



27

A matriz de estrutura de 𝒜, seu grafo e digrafo ponderado são apresentados na Figura
1.

𝐶 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 1

0 1 −1

−1 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

1 2

3

1 2

3

1

1 −1

1

−1

−1

Figura 1 – Γ(𝒜, ℬ) e Γ𝜔(𝒜, ℬ) do Exemplo 2.2.8.

Uma pergunta que surge no contexto das álgebras é: O que aconteceria se a base
natural fosse trocada? As propriedades da álgebra ou do grafo associado seriam pre-
servadas? No (ELDUQUE; LABRA, 2015, Exemplo 2.5), é mostrado como, ao mudar de
base natural, a estrutura do grafo muda. É por isso que, na literatura, quando é feita
referência ao grafo (digrafo) e à matriz de estrutura, é acrescentado ‘em relação à
base natural ℬ’. Embora essas perguntas sejam fundamentais no estudo das álgebras,
elas não serão o foco deste trabalho. Assim, dada uma álgebra de evolução com base
natural e produtos definidos, estes não serão alterados.

2.2.1 PROPRIEDADES DAS ÁLGEBRAS DE EVOLUÇÃO

Nesta subseção, definiremos uma das estruturas mais importantes nas álgebras de
evolução: as subálgebras de evolução. Descreveremos como são as álgebras de evolu-
ção associativas e, sob certas condições, caracterizaremos as subálgebras de evolução
geradas pelos elementos da base natural.
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Corolário 2.2.9. (TIAN, 2008, Corolário 1)

1. As álgebras de evolução não são associativas, em geral.

2. As álgebras de evolução são comutativas.

Lembremos que as álgebras de evolução definidas na Definição 2.2.3 são uma generali-
zação das tratadas por (TIAN, 2008), já que nossa definição não depende da dimensão,
mas sim do fato do conjunto Λ ser enumerável. A demonstração apresentada na (TIAN,
2008, pág. 20) confirma essas afirmações no caso específico considerado nessa refe-
rência.

Observação 2.2.10. No Exemplo 2.1.6, construímos uma álgebra de evolução que é
comutativa e não associativa. No entanto, no Exemplo 2.1.8, construímos uma álgebra
de evolução que é comutativa e associativa. A seguir, apresentaremos uma caracteri-
zação das álgebras de evolução associativas não nulas.

A Proposição 2.2.11 decorre do fato de se identificar o caso específico em que as
álgebras de evolução são associativas.

Proposição 2.2.11. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução não nula, com base natural
ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. 𝒜 é associativa se, e somente se, tiver produtos dados por:
𝑒2

𝑖 = 𝑐𝑖𝑖𝑒𝑖 para todo 𝑖 ∈ Λ.

Demonstração. (=⇒) Suponhamos que 𝒜 é associativa. Ou seja, todos os elementos
de 𝒜 se associam, em particular, os elementos da base se associam, isto é:

(𝑒𝑖 · 𝑒𝑖) · 𝑒𝑘 = 𝑒𝑖 · (𝑒𝑖 · 𝑒𝑘), para todo 𝑖 ̸= 𝑘 ∈ Λ. (2.1)

Dado que o lado direito da equação (2.1) é sempre zero, pois 𝑒𝑖𝑒𝑘 = 0 para todo
𝑖 ̸= 𝑘 ∈ Λ, o lado esquerdo também deve ser zero. Portanto, como 𝑒2

𝑖 = ∑︀
𝑗∈Λ 𝑐𝑖𝑗𝑒𝑗,

é necessário que 𝑐𝑖𝑗 = 0 para todo 𝑗 ∈ Λ, exceto talvez para 𝑖. Assim, 𝑒2
𝑖 = 𝑐𝑖𝑖𝑒𝑖 para
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algum 𝑐𝑖𝑖 ∈ R e todo 𝑖 ∈ Λ. Logo, para que 𝒜 seja uma álgebra não nula, precisamos
que ao menos um 𝑗0 ∈ Λ, tal que 𝑐𝑗0𝑗0 ̸= 0.

(⇐=) Assumindo que os produtos da álgebra de evolução são dados por: 𝑒2
𝑖 = 𝑐𝑖𝑖𝑒𝑖

para todo 𝑖 ∈ Λ. Observamos que os elementos da base associam:

(𝑒𝑖 · 𝑒𝑖) · 𝑒𝑘 = 𝑐𝑖𝑖𝑒𝑖 · 𝑒𝑘 = 0 = 𝑒𝑖 · 0 = 𝑒𝑖 · (𝑒𝑖 · 𝑒𝑘),

(𝑒𝑖 · 𝑒𝑘) · 𝑒𝑖 = 0 · 𝑒𝑖 = 0 = 𝑒𝑖 · 0 = 𝑒𝑖 · (𝑒𝑘 · 𝑒𝑖),

(𝑒𝑘 · 𝑒𝑖) · 𝑒𝑖 = 0 · 𝑒𝑖 = 0 = 𝑒𝑘 · 𝑐𝑖𝑖𝑒𝑖 = 𝑒𝑘 · (𝑒𝑖 · 𝑒𝑖),

para todo 𝑖, 𝑘 ∈ Λ. Assim, pela linealidade dos elementos da álgebra, concluímos que
a 𝒜 é associativa.

Observação 2.2.12. As álgebras de evolução associativas não nulas são conhecidas
como álgebras de evolução não nulas triviais.

Na Definição 2.1.11 definimos as subálgebras e os ideais no contexto de uma álgebra
qualquer. A seguir, vamos apresentar a definição de subálgebra de evolução e ideal de
evolução definidos por (TIAN, 2008).

Definição 2.2.13. (TIAN, 2008, Definição 4) Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com
base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}.

• A subálgebra 𝒜1 é uma subálgebra de evolução, se admite uma base natural
ℬ1 = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ Λ1}, em que Λ1 ⊆ Λ.

• O subconjunto ℐ de 𝒜 é um ideal de evolução, se é uma subálgebra de evolução
e se 𝒜 · ℐ ⊆ ℐ.

Fixada uma base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ} para a álgebra de evolução 𝒜, as subálge-
bras de evolução na Definição 2.1.11 são geradas por subconjuntos Λ1 de elementos
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naturais da base de Λ. Esses subconjuntos Λ1 determinam de forma única cada su-
bálgebra de evolução. Essa definição pode ser vista como restritiva e é por isso que
autores como (CABRERA, 2016), ou (ELDUQUE; LABRA, 2015), propõem que a defini-
ção de subálgebra de evolução exija apenas que ela admita uma base natural. Uma
das principais diferenças entre essas duas definições é que, para nós, com a Definição
2.1.11, as subálgebras de evolução são ideais de evolução, enquanto na (CABRERA,
2016, Definição 1.4.3) não.

Proposição 2.2.14. (TIAN, 2008, Proposição 2) Seja 𝒜 uma álgebra de evolução
com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. Toda subálgebra de evolução de 𝒜 é um ideal de
evolução.

Demonstração. Seja 𝒜1 uma subálgebra de evolução de 𝒜, então 𝒜1 tem uma base
natural ℬ1 = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ Λ1} ∈ 𝒜, em que Λ1 ⊆ Λ. Sejam 𝑥 = ∑︀

𝑗∈Λ1 𝑥𝑗𝑒𝑗 ∈ 𝒜1 e
𝑦 = ∑︀

𝑖∈Λ 𝑦𝑖𝑒𝑖, em que 𝑥𝑗, 𝑦𝑖 ∈ R. Então, o produto é dado por:

𝑥𝑦 =
⎛⎝∑︁

𝑗∈Λ1

𝑥𝑗𝑒𝑗

⎞⎠⎛⎝∑︁
𝑖∈Λ

𝑦𝑖𝑒𝑖

⎞⎠ =
∑︁

𝑘∈Λ1

𝑥𝑘𝑦𝑘𝑒2
𝑘 ∈ 𝒜1.

Como 𝒜1 é uma subálgebra de evolução, temos que 𝑒2
𝑘 ∈ 𝒜1 para todo 𝑘 ∈ Λ1 e,

assim, 𝒜1 ·𝒜 ⊆ 𝒜1. Além disso, como 𝒜 é uma álgebra comutativa, 𝒜1 é um ideal.

Definição 2.2.15. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈

Λ}. Seja 𝑆 um subconjunto qualquer de elementos de 𝒜. A subálgebra de evolução
gerada por 𝑆, denotada por ⟨𝑆⟩, é a menor subálgebra de evolução de 𝒜 que contém
𝑆. Equivalentemente, a subálgebra gerada por 𝑆 é dada por: ⟨𝑆⟩ = ⋂︀{𝑊 ⊆ 𝒜 |

𝑊 é subálgebra de evolução e 𝑆 ⊆ 𝑊}.

Exemplo 2.2.16. (CABRERA, 2016, Exemplo 1.4.1) No Exemplo 2.1.13, 𝒜 é uma
álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}. Verificamos que 𝒜1 é uma
subálgebra de 𝒜. No entanto, 𝒜1 não é uma subálgebra de evolução, dado que não
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existe uma base natural para 𝒜1. Suponha por absurdo que 𝒜1 tem uma base natural
ℬ = {𝑤1, 𝑤2}, em que:

𝑤1 = 𝛼𝜐1 + 𝛽𝜐2,

𝑤2 = 𝛾𝜐1 + 𝛿𝜐2,

para alguns 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 ∈ R, ou seja, eles são uma combinação linear de 𝜐1 e 𝜐2. Além
disso, 𝐷 = 𝛼𝛿 − 𝛽𝛾 ̸= 0, quer dizer, eles são linearmente independentes. Como ℬ é
uma base natural, temos que 𝑤1 · 𝑤2 = 0. Logo, 𝑤1 · 𝑤2 = (𝛼𝛿 + 𝛽𝛾)𝜐1 + 𝛽𝛿𝜐2 = 0.
No entanto, em qualquer caso possível, obtemos que 𝐷 = 0, gerando uma contradição.

O próximo exemplo, nos mostra como, dada uma álgebra de evolução 𝒜 com base
natural ℬ obtemos uma subálgebra 𝒜1 que não admite uma base natural ℬ = {𝑒𝑗 |

𝑗 ∈ Λ1}, em que Λ1 ⊆ Λ.

Exemplo 2.2.17. (CABRERA, 2016, Exemplo 1.4.10) Seja 𝒜 uma álgebra de evolução
com base natural ℬ = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} e produtos dados por:

𝑒2
1 = 𝑒2 + 𝑒3,

𝑒2
2 = 𝑒1,

𝑒2
3 = 𝑒1.

Sejam 𝜐1 = 𝑒1 e 𝜐2 = 𝑒2 + 𝑒3. É possível mostrar que 𝒜1 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝜐1, 𝜐2} é uma
subálgebra de 𝒜. Sejam 𝑢1 = 𝛼𝜐1 + 𝛽𝜐2 e 𝑢2 = 𝛾𝜐1 + 𝛿𝜐2, dois elementos qualquer



32

deste conjunto. Assim, fazendo os cálculos, obtemos que:

𝑢1 + 𝑢2 = 𝛼𝜐1 + 𝛽𝜐2 + 𝛾𝜐1 + 𝛿𝜐2

= (𝛼 + 𝛾)𝜐1 + (𝛽 + 𝛿)𝜐2,

𝑢1 · 𝑢2 = (𝛼𝜐1 + 𝛽𝜐2) · (𝛾𝜐1 + 𝛿𝜐2)

= 𝛼𝛾𝜐2
1 + 𝛼𝛿𝜐1 · 𝜐2 + 𝛽𝛾𝜐2 · 𝜐1 + 𝛽𝛿𝜐2

2

= 𝛼𝛾𝑒2
1 + 𝛼𝛿𝑒1 · (𝑒2 + 𝑒3) + 𝛽𝛾(𝑒2 + 𝑒3) · 𝑒1 + 𝛽𝛿(𝑒2

2 + 𝑒2
3)

= 𝛼𝛾(𝑒2 + 𝑒3) + 𝛼𝛿0 + 𝛽𝛾0 + 2𝛽𝛿𝑒1

= 2𝛽𝛿𝜐1 + 𝛼𝛾𝜐2.

Além disso, a base de 𝒜1 é natural, já que 𝜐1 · 𝜐2 = 0. No entanto, não admite uma
base natural ℬ = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ Λ1}, em que Λ1 ⊆ Λ, pelo fato de que 𝑒2 ̸∈ 𝒜1 e 𝑒3 ̸∈ 𝒜1.
Portanto, não é uma subálgebra de evolução.

Observação 2.2.18. Dada uma álgebra de evolução 𝒜 com base natural ℬ = {𝑒𝑖 |

𝑖 ∈ Λ} e dado um subconjunto qualquer 𝑆 ⊆ Λ, em geral, o 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑆) não é uma
subálgebra de evolução. No entanto, sob certas condições, 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑆) = ⟨𝑆⟩.

Definição 2.2.19. (TIAN, 2008, Definição 4) Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com
base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}.

1. Dizemos que 𝒜 é indecomponível se 𝒜 não pode ser decomposto em uma soma
direta de subálgebras de evolução próprias.

2. Dizemos que 𝒜 é simples se não tiver nenhum ideal de evolução próprio.

3. Dizemos que 𝒜 é irredutível se não tiver nenhuma subálgebra de evolução própria.

Observação 2.2.20. No contexto das álgebras de evolução, (CABRERA, 2016) de-
monstra que uma álgebra de evolução 𝒜 é simples se 𝒜2 ̸= 0 onde 𝒜2 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒2

𝑖 |
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𝑖 ∈ Λ}. Vale ressaltar que este conjunto constitui sempre um ideal. Embora este resul-
tado não seja o foco principal da nossa abordagem sobre álgebras simples, sua menção
é pertinente por ser um resultado padrão na teoria clássica das álgebras de evolução.

No nosso caso, como as subálgebras de evolução coincidem com os ideais de evolução,
dizer que uma álgebra de evolução é irredutível é equivalente a dizer que é simples.

Definição 2.2.21. (ELDUQUE; LABRA, 2015, Definição 2.6) Seja 𝒜 uma álgebra de
evolução. O anulador de 𝒜 é o conjunto

𝑎𝑛𝑛(𝒜) := {𝑥 ∈ 𝒜 | 𝑥 · 𝒜 = 0}.

Uma álgebra de evolução é chamada não degenerada se 𝑎𝑛𝑛(𝒜) = 0.

Lema 2.2.22. (CABRERA, 2016, Proposição 1.5.3 (I)) Seja 𝒜 uma álgebra de evolução
com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}, então temos que:

𝑎𝑛𝑛(𝒜) = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑒2
𝑖 = 0}.

Demonstração. (⊆) Seja 𝑥 ∈ 𝑎𝑛𝑛(𝒜) um elemento não nulo, tal que 𝑥 = ∑︀
𝑖∈Λ 𝑥𝑖𝑒𝑖,

onde 𝑥𝑖 ̸= 0. Como 𝑥 pertence ao anulador, temos que 𝑥 · 𝑦 = 0, para qualquer
𝑦 ∈ 𝒜. Em particular, para os elementos da base, ocorre que: 𝑥 ·𝑒𝑖 = 𝑥𝑖𝑒

2
𝑖 = 0, como

𝑥𝑖 ̸= 0, temos que: 𝑒2
𝑖 = 0, quer dizer, 𝑥 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑒2

𝑖 = 0}.
(⊇) Seja 𝑒𝑘 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑒2

𝑖 = 0}, logo como 𝑒𝑘 · 𝑒𝑗 = 0 para todo 𝑗 ∈ Λ, então
𝑥 · 𝑒𝑘 = 0, para todo 𝑥 ∈ 𝒜. Logo, 𝑒𝑘 ∈ 𝑎𝑛𝑛(𝒜).

O resultado a seguir reescreve a (CABRERA, 2016, Proposição 1.5.3 (III)) no contexto
das álgebras de evolução de dimensão enumerável.

Proposição 2.2.23. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈

Λ}. O 𝑎𝑛𝑛(𝒜) é um ideal de evolução.
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Demonstração. Pelo Lema 2.2.22 obtemos que 𝑎𝑛𝑛(𝒜) = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑒2
𝑖 = 0}. Ob-

servamos que, para cada 𝑒𝑘 ∈ 𝑎𝑛𝑛(𝒜), temos que 𝑒2
𝑘 = 0 ∈ 𝑎𝑛𝑛(𝒜). Agora, sejam

𝑥 = ∑︀
𝑡∈Λ 𝑥𝑡𝑒𝑡 e 𝑦 = ∑︀

𝑡∈Λ 𝑦𝑡𝑒𝑡 dois elementos qualquer de 𝑎𝑛𝑛(𝒜). Fazendo os
cálculos, obtemos que:

𝑥 + 𝑦 =
∑︁
𝑡∈Λ

𝑥𝑡𝑒𝑡 +
∑︁
𝑡∈Λ

𝑦𝑡𝑒𝑡 =
∑︁
𝑡∈Λ

(𝑥𝑡 + 𝑦𝑡)𝑒𝑡,

𝑥 · 𝑦 =
⎛⎝∑︁

𝑡∈Λ
𝑥𝑡𝑒𝑡

⎞⎠⎛⎝∑︁
𝑡∈Λ

𝑦𝑡𝑒𝑡

⎞⎠ =
∑︁
𝑡∈Λ

𝑥𝑡𝑦𝑡𝑒
2
𝑡 = 0.

Assim, 𝑎𝑛𝑛(𝒜) é uma subálgebra de evolução pelo fato que 𝑎𝑛𝑛(𝒜) é gerada por
uma base do tipo ℬ1 = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ1}, em que Λ1 ⊆ Λ. Logo, pela Proposição 2.2.14
𝑎𝑛𝑛(𝒜) é um ideal de evolução.

2.2.2 ÁLGEBRAS DE EVOLUÇÃO NÃO NEGATIVAS

Definição 2.2.24. (TIAN, 2008, pág. 18) Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base
natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. Dizemos que 𝒜 é uma álgebra de evolução não negativa se
suas constantes de estrutura são não negativas.

Definição 2.2.25. (TIAN, 2008, Definição 4) Seja 𝒜 uma álgebra comutativa, não
necessariamente de evolução.

1. As potências principais de 𝑥 ∈ 𝒜 são definidas como 𝑥2 = 𝑥 · 𝑥, e, em geral:
𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 · 𝑥.

2. As potências plenas de 𝑥 ∈ 𝒜 são definidas como:

𝑥[1] = 𝑥(2) = 𝑥 · 𝑥,

𝑥[2] = 𝑥(22) = 𝑥(2) · 𝑥(2),

𝑥[3] = 𝑥(23) = 𝑥(4) · 𝑥(4),
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em geral:
𝑥[𝑛] = 𝑥(2𝑛) = 𝑥(2𝑛−1) · 𝑥(2𝑛−1).

Por conveniência, denotamos 𝑥[0] = 𝑥. Além disso, temos que:

(𝑥[𝑛])[𝑚] = (𝑥(2𝑛))(2𝑚) = 𝑥(2𝑛2𝑚) = 𝑥(2𝑛+𝑚) = 𝑥[𝑛+𝑚].

Definição 2.2.26. (TIAN, 2008, pág. 26) Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com uma
base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. Assim, para 𝑥 ∈ 𝒜, onde 𝑥 = ∑︀

𝑗∈Λ 𝑥𝑗𝑒𝑗.

1. Dizemos que 𝑒𝑖 ocorre em 𝑥, se o coeficiente 𝑥𝑖 ̸= 0. Quando 𝑒𝑖 ocorre em 𝑥,
escrevemos 𝑒𝑖 ≺ 𝑥.

2. Dizemos que 𝑒𝑖 e 𝑒𝑗 estão intercomunicados, se 𝑒𝑖 ≺ 𝑒
[𝑛]
𝑗 e 𝑒𝑗 ≺ 𝑒

[𝑚]
𝑖 para

alguns 𝑛, 𝑚 ∈ N.

Definição 2.2.27. (TIAN, 2008, pág. 27) Seja 𝒜 uma álgebra de evolução não negativa
com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. Definimos a relação “<”, sobre os elementos da
base natural da seguinte forma:

𝑒𝑖 < 𝑒𝑗, se 𝑒𝑖 ≺ 𝑒
[𝑛]
𝑗 para algum 𝑛 ∈ N.

Dizemos que 𝑒𝑖 ocorre em 𝑒𝑗, se 𝑒𝑖 < 𝑒𝑗.

A Proposição 2.2.28 dá uma prova para o resultado mencionado em (TIAN, 2008, pág.
26- 27).

Proposição 2.2.28. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução não negativa com base natural
ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. A relação < é uma relação de ordem parcial, quer dizer:

1. Reflexividade: 𝑒𝑖 ≺ 𝑒
[0]
𝑖 , para todo 𝑖 ∈ Λ.

2. Transitividade: Se 𝑒𝑖 ≺ 𝑒
[𝑛]
𝑗 e 𝑒𝑗 ≺ 𝑒

[𝑚]
𝑘 , então 𝑒𝑖 ≺ 𝑒

[𝑛+𝑚]
𝑘 , para alguns 𝑛, 𝑚 ∈

N.
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Demonstração. 1. Pela Definição 2.2.19, temos que: 𝑒
[0]
𝑖 = 𝑒𝑖. Então 𝑒𝑖 ≺ 𝑒

[0]
𝑖 ,

para todo 𝑖 ∈ Λ.

2. Pela Definição 2.2.19, temos que: 𝑒
[𝑚]
𝑖 = 𝑒

(2𝑚)
𝑖 . Sejam 𝑒

[𝑛]
𝑗 = ∑︀

𝑙∈Λ 𝑎𝑛𝑙𝑒𝑙, 𝑒
[𝑚]
𝑘 =∑︀

𝑙∈Λ 𝑏𝑚𝑙𝑒𝑙 e
𝑒

[𝑚+𝑛]
𝑘 = ∑︀

𝑙∈Λ 𝑏(𝑚+𝑛)𝑙𝑒𝑙, em que 𝑎𝑛𝑙, 𝑏𝑚𝑙 e 𝑏(𝑚+𝑛)𝑙 são constantes não nulas das
correspondentes potências. Como 𝑒𝑖 ≺ 𝑒

[𝑛]
𝑗 e 𝑒𝑗 ≺ 𝑒

[𝑚]
𝑘 , para alguns 𝑛, 𝑚 ∈ N,

então 𝑎𝑛𝑖 ̸= 0 e 𝑏𝑚𝑗 ̸= 0. Agora, na potência 𝑛 + 𝑚, temos que:

𝑒
[𝑛+𝑚]
𝑘 =

(︁
𝑒

[𝑚]
𝑘

)︁[𝑛]
=
⎛⎝∑︁

𝑙∈Λ
𝑏𝑚𝑙𝑒𝑙

⎞⎠[𝑛]

=
⎛⎝∑︁

𝑙∈Λ
𝑏𝑚𝑙𝑒𝑙

⎞⎠(2𝑛)

=
∑︁
𝑙∈Λ

(𝑏𝑚𝑙)(2𝑛)𝑒
(2𝑛)
𝑙

=
∑︁
𝑙∈Λ

(𝑏𝑚𝑙)(2𝑛)𝑒
[𝑛]
𝑙 .

Logo, temos que:

𝑒
[𝑛+𝑚]
𝑘 =

∑︁
𝑙∈Λ
𝑙 ̸=𝑗

(𝑏𝑚𝑙)(2𝑛)𝑒
[𝑛]
𝑙 + (𝑏𝑚𝑗)(2𝑛)𝑒

[𝑛]
𝑗

=
∑︁
𝑙∈Λ
𝑙 ̸=𝑗

(𝑏𝑚𝑙)(2𝑛)𝑒
[𝑛]
𝑙 + (𝑏𝑚𝑗)(2𝑛)∑︁

𝑙∈Λ
𝑎𝑛𝑙𝑒𝑙.

Portanto, como a álgebra é não negativa, cada uma das constantes 𝑏
(2𝑛)
𝑚𝑗 > 0 e

𝑎𝑛𝑖 > 0, então 𝑏
(2𝑛)
𝑚𝑗 𝑎𝑛𝑖 > 0. Logo, 𝑏(𝑛+𝑚)𝑖 = 𝛿+𝑏

(2𝑛)
𝑚𝑗 𝑎𝑛𝑖, em que 𝛿 é a constante

resultante da soma à esquerda. Da mesma forma, dado que a álgebra de evolução
é não negativa, 𝛿 > 0, ou seja, 𝑏(𝑛+𝑚)𝑖 > 0 e, portanto, 𝑒𝑖 ≺ 𝑒

[𝑛+𝑚]
𝑘 .

O Exemplo 2.2.29 nos mostra por que a hipótese de que a álgebra de evolução seja
não negativa é importante para preservar a transitividade.



37

Exemplo 2.2.29. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}

e produtos dados por:

𝑒2
1 = 𝑒2,

𝑒2
2 = −𝑒2,

𝑒2
3 = 𝑒1 + 𝑒2.

Observamos que 𝑒2 ≺ 𝑒
[1]
1 e 𝑒1 ≺ 𝑒

[1]
3 , no entanto, 𝑒2 ⊀ 𝑒

[2]
3 , em que 𝑒

[2]
3 = 𝑒4

3 =

0. Portanto, a condição de que a álgebra seja não negativa na Proposição 2.2.28 é
fundamental para preservar a transitividade.

Consideraremos, a seguir, a noção de descendente do índice 𝑖, introduzida inicialmente
em (CABRERA, 2016).

Definição 2.2.30. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução não negativa com base natural
ℬ = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ Λ}. Dado 𝑖 ∈ Λ.

• O descendente da geração zero é o índice do subconjunto 𝐷0(𝑖) dado por:

𝐷0(𝑖) = {𝑖}.

• Os descendentes de primeira geração de 𝑖 são os índices do subconjunto 𝐷1(𝑖)

dado por:
𝐷1(𝑖) := {𝑘 ∈ Λ | 𝑐𝑖𝑘 ̸= 0}.

• Os descendentes de segunda geração de 𝑖, são os índices 𝑗, tais que 𝑗 ∈ 𝐷1(𝑘)

para algum 𝑘 ∈ 𝐷1(𝑖). Portanto:

𝐷2(𝑖) =
⋃︁

𝑘∈𝐷1(𝑖)
𝐷1(𝑘).

• Em geral, definimos o conjunto de descendentes da 𝑚-ésima geração de 𝑖 como:

𝐷𝑚(𝑖) =
⋃︁

𝑘∈𝐷𝑚−1(𝑖)
𝐷1(𝑘).
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Finalmente, o conjunto de descendentes de 𝑖 é definido por:

𝐷(𝑖) =
⋃︁

𝑚∈N0

𝐷𝑚(𝑖).

Observação 2.2.31. Observamos que 𝐷(𝑖) ⊆ Λ, para todo 𝑖 ∈ Λ. E denotamos
N0 := N ∪ 0 como o conjunto dos números naturais, incluindo o zero.

A Definição 2.2.30 difere da definição apresentada em (CABRERA, 2016, Definição
2.1.1), em dois pontos.

1. Definimos a geração zero para todo 𝑖 ∈ Λ.

2. A álgebra de evolução tem que ser não negativa.

Ao exigir que a álgebra de evolução seja não negativa, obtemos a seguinte equivalência.
Os Lemas 2.2.32 e 2.2.34, a Proposição e o Corolário 2.2.37 surgem da necessidade
de formalizar e demonstrar as afirmações apresentadas em (TIAN, 2008, pág. 26),
porém sob a condição de que se tratem de álgebras de evolução não negativas e não
degeneradas.

Lema 2.2.32. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução não negativa com base natural ℬ =

{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. Sejam 𝑖, 𝑗 ∈ Λ e algum 𝑛 ∈ N.

𝑗 ∈ 𝐷𝑛(𝑖) se, e somente se, 𝑒𝑗 ≺ 𝑒
[𝑛]
𝑖 .

Demonstração. (=⇒) Provemos por indução matemática. Para 𝑛 = 1, temos que, se
𝑗 ∈ 𝐷1(𝑖), então 𝑐𝑖𝑗 > 0, quer dizer, 𝑒𝑗 ≺ 𝑒

[1]
1 . Suponhamos agora que vale para 𝑛, ou

seja, se 𝑗 ∈ 𝐷𝑛(𝑖), então 𝑒𝑗 ≺ 𝑒
[𝑛]
𝑖 , e mostremos que vale para 𝑛+1. Seja 𝑗 ∈ 𝐷𝑛+1(𝑖),

então existe um 𝑘 ∈ Λ, tal que 𝑗 ∈ 𝐷1(𝑘) e 𝑘 ∈ 𝐷𝑛(𝑖), pela hipótese de indução e o
caso 𝑛 = 1, temos que 𝑒𝑘 ≺ 𝑒

[𝑛]
𝑖 e 𝑒𝑗 ≺ 𝑒

[1]
𝑘 . Dado que a álgebra de evolução é não

negativa, pela transitividade da Proposição 2.2.28, temos que 𝑒𝑗 ≺ 𝑒
[𝑛+1]
𝑖 .
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(⇐=) O raciocínio é análogo ao caso anterior.

Exemplo 2.2.33. No Exemplo 2.2.29, 𝒜 é uma álgebra que não satisfaz a condição de
ser não negativa, pelo fato de que 𝑒2

2 = −𝑒2. Por isso, neste caso, obtemos a situação
em que 2 ∈ 𝐷2(3) e 𝑒2 ⊀ 𝑒

[𝑛]
3 para nenhum 𝑛 ∈ N.

Lema 2.2.34. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução não negativa com base natural ℬ =

{𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ Λ}. Então 𝐴(𝑖) := 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐷(𝑖)} é uma subálgebra de evolução para
todo 𝑖 ∈ Λ.

Demonstração. Observamos que, se 𝑒𝑗 ∈ 𝒜(𝑖), então 𝑒2
𝑗 ∈ 𝐴(𝑖). De fato, dado que

𝑒𝑗 ∈ 𝒜(𝑖), temos que 𝑗 ∈ 𝐷(𝑖). Daí, existe um 𝑚 > 0, tal que 𝑗 ∈ 𝐷𝑚(𝑖). Então, pelo
Lema 2.2.32, temos que 𝑒𝑗 ≺ 𝑒

[𝑚]
𝑖 . Além disso, para todo 𝑘 ∈ Λ tal que 𝑒𝑘 ≺ 𝑒

[1]
𝑗 ,

ou seja, 𝑒𝑘 ≺ 𝑒2
𝑗 , pela Proposição 2.2.28 temos que 𝑒𝑘 ≺ 𝑒

[𝑚+1]
𝑖 , ou seja, 𝑒𝑘 ∈ 𝒜(𝑖).

Portanto, dado que, para cada 𝑒𝑘 ≺ 𝑒2
𝑗 temos que 𝑒𝑘 ∈ 𝒜(𝑖), então 𝑒2

𝑗 ∈ 𝒜(𝑖).
Agora, sejam 𝑥 = ∑︀

𝑡∈𝐷(𝑖) 𝑥𝑡𝑒𝑡 e 𝑦 = ∑︀
𝑡∈𝐷(𝑖) 𝑦𝑡𝑒𝑡 dois elementos qualquer de 𝒜(𝑖).

Fazendo os cálculos, obtemos que:

𝑥 + 𝑦 =
∑︁

𝑡∈𝐷(𝑖)
𝑥𝑡𝑒𝑡 +

∑︁
𝑡∈𝐷(𝑖)

𝑦𝑡𝑒𝑡 =
∑︁

𝑡∈𝐷(𝑖)
(𝑥𝑡 + 𝑦𝑡)𝑒𝑡,

𝑥 · 𝑦 =
⎛⎝ ∑︁

𝑡∈𝐷(𝑖)
𝑥𝑡𝑒𝑡

⎞⎠⎛⎝ ∑︁
𝑡∈𝐷(𝑖)

𝑦𝑡𝑒𝑡

⎞⎠ =
∑︁

𝑡∈𝐷(𝑖)
𝑥𝑡𝑦𝑡𝑒

2
𝑡 .

Assim, 𝒜(𝑖) é uma subálgebra de 𝒜 para todo 𝑖 ∈ Λ, e imediatamente é uma subálgebra
de evolução de 𝒜, pelo fato que é gerada por uma base do tipo ℬ𝑖 = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐷(𝑖)},
em que 𝐷(𝑖) ⊆ Λ.

Observação 2.2.35. Dado um subconjunto 𝑆1 ⊆ Λ, 𝒜1 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆1}

nem sempre é uma subálgebra de evolução. No entanto, para comprovar se, dado um
𝑆1 ⊆ Λ, o 𝒜1 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆1} é uma subálgebra de evolução, basta mostrar que,
se 𝑒𝑘 ∈ 𝒜1, então 𝑒2

𝑘 ∈ 𝒜1.



40

A Proposição 2.2.36 caracteriza como são as subálgebras de evolução geradas pelos
elementos da base natural em uma álgebra de evolução não negativa.

Proposição 2.2.36. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução não negativa com base natural
ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. Então, ⟨𝑒𝑖⟩ = 𝒜(𝑖) para todo 𝑖 ∈ Λ, em que 𝒜(𝑖) = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑗 | 𝑗 ∈

𝐷(𝑖)}.

Demonstração. ⊆ Sabemos que ⟨𝑒𝑖⟩ é a menor subálgebra de evolução de 𝒜 que con-
tém o elemento 𝑒𝑖. Assim, pelo Lema 2.2.34, temos que 𝒜(𝑖) é uma subálgebra de
evolução. Portanto, dado que 𝑒𝑖 ∈ 𝒜(𝑖), então ⟨𝑒𝑖⟩ ⊆ 𝒜(𝑖).

⊇ Suponhamos que existe 𝑒𝑘 ∈ 𝒜(𝑖). Então, existe um 𝑛 ∈ N, tal que 𝑘 ∈ 𝐷𝑛(𝑖),
ou seja, 𝑒𝑘 ≺ 𝑒

[𝑛]
𝑖 = 𝑒

(2𝑛)
𝑖 . Logo, pelo fato que 𝑒

(2𝑛)
𝑖 ∈ ⟨𝑒𝑖⟩, então 𝑒𝑘 ∈ ⟨𝑒𝑖⟩. Assim,

𝒜(𝑖) ⊆ ⟨𝑒𝑖⟩.

Portanto, ⟨𝑒𝑖⟩ = 𝒜(𝑖) para todo 𝑖 ∈ Λ.

Teorema 2.2.37. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução não negativa e não degenerada
com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. Se 𝑒𝑖 ≺ 𝑒

[𝑛]
𝑗 para algum 𝑛 ∈ N, então ⟨𝑒𝑖⟩ ⊆ ⟨𝑒𝑗⟩.

Demonstração. Basta provar que 𝐷(𝑖) ⊆ 𝐷(𝑗). De fato, seja 𝑘 ∈ 𝐷(𝑖), então existe
𝑚 ∈ N tal que 𝑘 ∈ 𝐷𝑚(𝑖), assim, pelo Lema 2.2.32, temos que 𝑒𝑘 ≺ 𝑒

[𝑚]
𝑖 . Como

𝑒𝑖 ≺ 𝑒
[𝑛]
𝑗 para algum 𝑛 ∈ N, então, pela transitividade da Proposição 2.2.28, temos

que 𝑒𝑘 ≺ 𝑒
[𝑚+𝑛]
𝑗 , daí 𝑘 ∈ 𝐷𝑛+𝑚(𝑗) e assim temos que 𝑘 ∈ 𝐷(𝑗). Logo, pela Proposição

2.2.36, temos que:

⟨𝑒𝑖⟩ = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑘 | 𝑘 ∈ 𝐷(𝑖)} ⊆ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑘 | 𝑘 ∈ 𝐷(𝑗)} = ⟨𝑒𝑗⟩ .
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Definição 2.2.38. (TIAN, 2008, pág. 18) Uma álgebra de evolução não negativa 𝒜

com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ} é chamada de álgebra de evolução markoviana se∑︀
𝑘∈Λ 𝑐𝑖𝑘 = 1 para todo 𝑖 ∈ Λ, ou seja, se a matriz de estrutura 𝐶 é estocástica.

Observação 2.2.39. Dada uma álgebra de evolução markoviana 𝒜 com base natural
ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. Observamos o seguinte:

1. 𝒜 é não degenerada, pelo fato que 𝑒2
𝑖 ̸= 0 para todo 𝑖 ∈ Λ.

2. 𝒜 “gera” uma cadeia de Markov homogênea a tempo discreto com espaço de
estados 𝑆, onde 𝑆 = Λ e as probabilidades de transição são iguais às constantes
de estrutura.

No (TIAN, 2008, Capítulo 4), foi estudada a conexão entre as álgebras de evolução e
as cadeias de Markov, a qual será nosso foco de estudo. As álgebras de evolução de
permutações, estudadas em (KHUDOYBERDIYEV; OMIROV; QARALLEH, 2015), são um
tipo particular de álgebras de evolução markovianas. Neste ponto, direcionamos o leitor
que não é familiarizado com o conceito de Cadeias de Markov para o Apêndice B.

Exemplo 2.2.40. No Exemplo 2.1.6, a álgebra 𝒜 é uma álgebra de evolução marko-
viana com base natural ℬ = {𝑒1, 𝑒2} e com produtos dados por:

𝑒2
1 = 2

3𝑒1 + 1
3𝑒2,

𝑒2
2 = 1

5𝑒1 + 4
5𝑒2.

A cadeia de Markov associada a essa álgebra é uma cadeia de Markov {𝑋𝑛}𝑛∈N0

homogênea de tempo discreto, com espaço de estados 𝑆 = Λ e probabilidades de
transição dadas por:

𝑝11 = 2
3 , 𝑝12 = 1

3 ,

𝑝21 = 1
5 , 𝑝22 = 4

5 .
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2.2.3 OPERADOR EVOLUÇÃO

Definição 2.2.41. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈

Λ}. O operador evolução 𝐿 cumpre que, 𝐿 : 𝒜 −→ 𝒜 e 𝐿(𝑒𝑖) = 𝑒2
𝑖 , para todo 𝑖 ∈ Λ.

Somente no caso em que a álgebra é finita, podemos dar uma representação de 𝐿,
fazendo uso do elemento universal, 𝜃 = ∑︀𝑛

𝑖=1 𝑒𝑖. Assim, temos que:

𝐿(𝑥) = 𝜃 · 𝑥 =
(︃

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑒𝑖

)︃
· 𝑥,

para todo 𝑥 ∈ 𝒜. Para uma álgebra qualquer de dimensão enumerável, temos que:

𝐿(𝑥) =
∑︁
𝑖∈Λ

𝑥𝑖𝑒
2
𝑖 , para todo 𝑥 ∈ 𝒜.

Teorema 2.2.42. (TIAN, 2008, Teorema 3) Sejam 𝒜 uma álgebra de evolução com
base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ} e 𝒜1 uma subálgebra de evolução. Então, 𝐿𝑛(𝒜1) ⊆ 𝒜1,
para qualquer 𝑛 ∈ N, em que 𝐿𝑛 denota 𝑛 interações do operador 𝐿.

Demonstração. Seja ℬ1 = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ Λ1} a base natural da subálgebra de evolução
𝒜1. Faremos a prova por indução matemática sobre 𝑛. Para 𝑛 = 1, temos que:

𝐿(𝑥) =
∑︁

𝑗∈Λ1

𝑥𝑗𝐿(𝑒𝑗) =
∑︁

𝑗∈Λ1

𝑥𝑗𝑒
2
𝑗 =

∑︁
𝑖∈Λ1

⎛⎝∑︁
𝑗∈Λ1

𝑥𝑗𝑐𝑗𝑖

⎞⎠ 𝑒𝑖.

Como 𝒜1 é um ideal de evolução, temos que 𝐿(𝒜1) ⊆ 𝒜1, onde Λ1 ⊆ Λ. Suponhamos
que vale para 𝑛 e mostremos que cumpre para 𝑛+1. Denotamos por 𝑥

(𝑛)
𝑖 o coeficiente

não nulo correspondente a 𝐿𝑛(𝑥). Então, pela hipótese de indução, temos que:

𝐿(𝐿𝑛(𝑥)) =
∑︁
𝑖∈Λ1

𝑥
(𝑛)
𝑖 𝐿(𝑒𝑖) =

∑︁
𝑖∈Λ1

𝑥
(𝑛)
𝑖 𝑒2

𝑖 =
∑︁

𝑗∈Λ1

⎛⎝∑︁
𝑖∈Λ1

𝑥
(𝑛)
𝑖 𝑐𝑖𝑗

⎞⎠ 𝑒𝑗.

Neste caso, 𝑥
(𝑛+1)
𝑗 =

(︁∑︀
𝑖∈Λ1 𝑥

(𝑛)
𝑖 𝑐𝑗𝑖

)︁
e, assim, 𝐿𝑛+1(𝑥) = ∑︀

𝑗∈Λ1 𝑥
(𝑛+1)
𝑗 𝑒𝑗 ∈ 𝒜1.

Portanto, 𝐿𝑛(𝒜1) ⊆ 𝒜1.
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Definição 2.2.43. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑖 |

𝑖 ∈ Λ}. A norma de 𝒜 cumpre que, ‖·‖ : 𝒜 −→ R e ‖𝑥‖ = ∑︀
𝑖∈Λ | 𝑥𝑖 |, onde

𝑥 = ∑︀
𝑖∈Λ 𝑥𝑖𝑒𝑖 ∈ 𝒜.

Com esta norma, concluímos que as álgebras de evolução são espaços normados ou,
mais especificamente, álgebras normadas. Embora não aprofundemos as propriedades
nem as implicações das normas nas álgebras. Convidamos o leitor a consultar livros
de análise funcional como (KREYSZIG, 1978), caso deseje mais informações detalhadas
sobre operadores limitados. Ou ver o Apêndice A para uma consulta rápida.

Embora a proposição apresentada em (TIAN, 2008, Proposição 6) afirme que o ope-
rador evolução é limitado, podemos mostrar que essa afirmação não é verdadeira em
todos os casos. Em particular, apresentaremos um contraexemplo que demonstra que
a afirmação não é verdadeira no contexto das álgebras de evolução enumeráveis.

Exemplo 2.2.44. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈

N} com produtos dados por: 𝑒2
𝑖 = 𝑖𝑒𝑖 para todo 𝑖 ∈ N. Em particular, temos que

‖𝐿(𝑒𝑖)‖ = ‖𝑖𝑒𝑖‖ = 𝑖, para todo 𝑖 ∈ N. Logo, o operador evolução não é limitado.

No entanto, no caso das álgebras de evolução markovianas, essa afirmação é verdadeira.

Proposição 2.2.45. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução markoviana com base natural
ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. O operador evolução é um operador limitado.

Demonstração. Seja 𝑥 = ∑︀
𝑖∈Λ 𝑥𝑖𝑒𝑖 e 𝐿(𝑥) = ∑︀

𝑖∈Λ 𝑥𝑖 (∑︀𝑘∈Λ 𝑐𝑖𝑘𝑒𝑘) = ∑︀
𝑘∈Λ (∑︀𝑖∈Λ 𝑥𝑖𝑐𝑖𝑘) 𝑒𝑘,

então, temos que:

‖𝐿(𝑥)‖ =
∑︁
𝑘∈Λ

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∑︁
𝑖∈Λ

𝑥𝑖𝑐𝑖𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤

∑︁
𝑘∈Λ

∑︁
𝑖∈Λ

| 𝑥𝑖𝑐𝑖𝑘 |

≤
∑︁
𝑖∈Λ

| 𝑥𝑖 |
∑︁
𝑘∈Λ

| 𝑐𝑖𝑘 |=
∑︁
𝑖∈Λ

| 𝑥𝑖 |= ‖𝑥‖ ,
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em que ∑︀𝑘∈Λ | 𝑐𝑖𝑘 |= 1, para todo 𝑖 ∈ Λ. Neste caso, 𝑐 = 1. Logo, 𝐿 é uniformemente
limitado.

2.2.4 RECORRÊNCIA ALGÉBRICA

Definição 2.2.46. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈

Λ}.

• 𝑒𝑗 é algebricamente recorrente se a subálgebra de evolução ⟨𝑒𝑗⟩ é simples.

• 𝑒𝑖 é algebricamente transiente se a subálgebra de evolução ⟨𝑒𝑖⟩ não é simples.

A seguir, demonstraremos que, se dois elementos da álgebra se intercomunicam, eles
geram a mesma subálgebra de evolução. Contudo, limitaremos nossa prova às álgebras
de evolução não negativas e não degeneradas, para que possamos utilizar os resultados
do Lema 2.2.34. No intuito de que tais resultados nos auxiliem na compreensão da
conexão entre as álgebras de evolução e as cadeias de Markov.

Proposição 2.2.47. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução não negativa e não degenerada
com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. Dizemos que 𝑒𝑖 e 𝑒𝑗 estão intercomunicados se,
e somente se, 𝐷(𝑖) = 𝐷(𝑗).

Demonstração. (=⇒) Suponhamos que 𝑒𝑖 e 𝑒𝑗 estão intercomunicados.

(⊆) Seja 𝑘 ∈ 𝐷(𝑖), então existe 𝑙 ∈ N tal que 𝑘 ∈ 𝐷𝑙(𝑖), daí, 𝑒𝑘 ≺ 𝑒
[𝑙]
𝑖 . Por hipótese,

𝑒𝑖 se intercomunica com 𝑒𝑗, então, existe um 𝑛 ∈ N tal que 𝑒𝑖 ≺ 𝑒
[𝑛]
𝑗 . Pela transiti-

vidade da Proposição 2.2.28, temos que 𝑒𝑘 ≺ 𝑒
[𝑛+𝑙]
𝑗 , o que implica que 𝑒𝑘 ∈ 𝐷𝑙+𝑛(𝑗)

e, portanto, 𝑒𝑘 ∈ 𝐷(𝑗).

(⊇) O raciocínio é análogo ao caso anterior.
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Assim, temos que 𝐷(𝑖) = 𝐷(𝑗).

(⇐=) Suponhamos que 𝐷(𝑖) = 𝐷(𝑗). Assim, temos que 𝑖 ∈ 𝐷(𝑗). Logo, existe
um 𝑛 ∈ N, tal que 𝑖 ∈ 𝐷𝑛(𝑗) e 𝑒𝑖 ≺ 𝑒

[𝑛]
𝑗 . De forma semelhante, dado que 𝑗 ∈

𝐷(𝑖), existe um 𝑚 ∈ N, tal que 𝑗 ∈ 𝐷𝑚(𝑖) e 𝑒𝑗 ≺ 𝑒
[𝑚]
𝑖 . Quer dizer, 𝑒𝑖 e 𝑒𝑗 estão

intercomunicados.

Teorema 2.2.48. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução não negativa e não degenerada
com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. Dizemos que 𝑒𝑖 e 𝑒𝑗 estão intercomunicados se,
e somente se, ⟨𝑒𝑖⟩ = ⟨𝑒𝑗⟩.

Demonstração. Pela Proposição 2.2.47, temos que 𝑒𝑖 e 𝑒𝑗 estão intercomunicados se,
e somente se, 𝐷(𝑖) = 𝐷(𝑗). Portanto, pelo Lema 2.2.34, temos que:

⟨𝑒𝑖⟩ = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑘 | 𝑘 ∈ 𝐷(𝑖)} = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑘 | 𝑘 ∈ 𝐷(𝑗)} = ⟨𝑒𝑗⟩ .

Corolário 2.2.49. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução não negativa e não degenerada com
base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. Sejam 𝑖, 𝑗 ∈ Λ, tal que 𝑒𝑖 e 𝑒𝑗 estão intercomunicados.
𝑒𝑖 é algebricamente recorrente se, e somente se, 𝑒𝑗 é algebricamente recorrente.

Demonstração. (=⇒) Suponhamos que 𝑒𝑖 é algebricamente recorrente, ou seja, ⟨𝑒𝑖⟩

é uma subálgebra de evolução simples. Logo, pelo Teorema 2.2.48, como 𝑒𝑖 e 𝑒𝑗 estão
intercomunicados, então ⟨𝑒𝑖⟩ = ⟨𝑒𝑗⟩. Portanto, ⟨𝑒𝑗⟩ é uma subálgebra de evolução
simples, ou seja, 𝑒𝑗 é algebricamente recorrente.

(⇐=) O raciocínio é análogo ao caso anterior.

Corolário 2.2.50. (TIAN, 2008, Corolário 9) Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com
base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}.
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1. Se 𝒜 é uma álgebra de evolução indecomponível, então 𝒜 tem uma subálgebra de
evolução própria se, e somente se, 𝒜 tem um gerador algebricamente transiente.

2. Se 𝒜 é uma álgebra de evolução indecomponível, então 𝒜 é uma álgebra de
evolução simples se, e somente se, 𝒜 não tem gerador algebricamente transiente.

3. Se 𝒜 não tem gerador algebricamente transiente, então 𝒜 pode ser escrito como
uma soma direta de subálgebras de evolução (o número de parcelas pode ser um).

A demonstração do Corolário 2.2.50 pode ser encontrada em (TIAN, 2008, pág. 42).

Teorema 2.2.51. (TIAN, 2008, Teorema 9) Qualquer álgebra de evolução de dimensão
finita com base natural ℬ = {𝑒1, · · · , 𝑒𝑛}, tem pelo menos uma subálgebra de evolução
simples.

Demonstração. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ},
onde Λ = {1, · · · , 𝑛}. Raciocinaremos da seguinte maneira recursiva.

1. Se 𝒜 é simples. Não temos nada a provar, pois ela mesma é a sua subálgebra
de evolução.

2. Se 𝒜 não for simples, então existe uma subálgebra de evolução própria 𝒜1 com
base natural ℬ1 = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ1}, obtendo que 𝒜1 ⊊ 𝒜 e Λ1 ⊊ Λ. Se 𝒜1 é
simples, encontramos a subálgebra de evolução simples de 𝒜.

3. Se 𝒜1 não é simples, então existe uma subálgebra de evolução 𝒜2 com base
natural ℬ2 = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ2}, obtendo que 𝒜2 ⊊ 𝒜1 ⊊ 𝒜 e Λ2 ⊊ Λ1 ⊊ Λ. Se
𝒜2 é simples, encontramos a subálgebra de evolução simples de 𝒜, se não for,
o raciocínio é análogo. Mas, como a álgebra de evolução é finita, esse processo
irá parar. Portanto, sempre teremos uma subálgebra de evolução simples.
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O Exemplo 2.2.52 ilustra o fato que uma álgebra de evolução de dimensão infinita
enumerável pode não ter subálgebras simples.

Exemplo 2.2.52. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ N}

e produtos dados por 𝑒2
𝑖 = 𝑒𝑖+1, para todo 𝑖 ∈ N. Observamos que 𝒜 é uma álgebra de

evolução não negativa e não degenerada, portanto, valem os resultados da Proposição
2.2.36 e Teorema 2.2.37, obtendo assim que ⟨𝑒𝑖+1⟩ ⊊ ⟨𝑒𝑖⟩ para todo 𝑖 ∈ N. Esta
contenção é estrita pelo fato de que pelo menos 𝑒𝑖 ̸∈ ⟨𝑒𝑖+1⟩, para todo 𝑖 ∈ N.
Agora suponhamos que existe uma subálgebra de evolução 𝒜1 com base natural ℬ1 =

{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ1}. Seja 𝐽 ∈ Λ1, o mínimo de Λ1, quer dizer, 𝐽 ≤ 𝑖 para todo 𝑖 ∈ Λ1,
tal que 𝑒𝐽 ∈ 𝒜1 e ⟨𝑒𝐽⟩ ⊆ 𝒜1. Pode ocorrer, justamente ⟨𝑒𝐽⟩ = 𝒜1, no entanto, pela
contenção ⟨𝑒𝑖+1⟩ ⊊ ⟨𝑒𝑖⟩ para todo 𝑖 ∈ N, temos que ⟨𝑒𝐽+1⟩ ⊊ ⟨𝑒𝐽⟩, ou seja, qualquer
subálgebra de evolução de 𝒜 vai ter uma subálgebra de evolução. Logo 𝒜 não tem
subálgebra de evolução simples.

0 1 2 3 ...1 1 1 1

Figura 2 – Γ𝜔(𝒜, ℬ) da álgebra 𝒜 do Exemplo 2.2.52.

2.2.5 FUNÇÕES BÁRICAS

Definição 2.2.53. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈

Λ}. Uma função bárica 𝜎 é um homomorfismo de álgebra não nulo de 𝒜 a R, isto é,
𝜎 : 𝒜 → R, tal que, 𝜎(𝑥𝑦) = 𝜎(𝑥)𝜎(𝑦) para todo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜. Dizemos que 𝒜 é bárica
se existe uma função bárica em 𝒜. Esse homomorfismo é chamado de função peso ou
função bárica de 𝒜, além disso, 𝜎(𝑥) é o peso de 𝑥.

No (CASAS; LADRA; ROZIKOV, 2010, Teorema 3.2) é dada a condição necessária e
suficiente para 𝒜 ser bárica, sendo 𝒜 uma álgebra de dimensão finita. A prova deste
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resultado será generalizada para o caso de dimensão enumerável.

Teorema 2.2.54. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}.
𝒜 é bárica se, e somente se, existe 𝑘 ∈ Λ, tal que 𝑐𝑘𝑘 ̸= 0 e 𝑐𝑖𝑘 = 0, para todo 𝑖 ̸= 𝑘.
A função bárica correspondente é 𝜎(𝑥) = 𝑐𝑘𝑘𝑥𝑘.

Demonstração. (=⇒) Suponhamos que 𝒜 é bárica e seja 𝜎(𝑥) = ∑︀
𝑗∈Λ 𝛼𝑗𝑥𝑗 uma fun-

ção bárica de 𝒜. Sejam 𝑥 = ∑︀
𝑖∈Λ 𝑥𝑖𝑒𝑖, 𝑦 = ∑︀

𝑖∈Λ 𝑦𝑖𝑒𝑖 e 𝑥·𝑦 = ∑︀
𝑘∈Λ (∑︀𝑖∈Λ 𝑥𝑖𝑦𝑖𝑐𝑖𝑘) 𝑒𝑘.

Então, temos que:

𝜎(𝑥 · 𝑦) =
∑︁
𝑗∈Λ

𝛼𝑗

∑︁
𝑖∈Λ

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑖 =
∑︁
𝑖∈Λ

⎛⎝∑︁
𝑗∈Λ

𝛼𝑗𝑐𝑖𝑗

⎞⎠𝑥𝑖𝑦𝑖. (2.2)

Note que podemos trocar a ordem das somatórias na equação (2.2), dado que, ao
assumir que a função bárica existe, a mesma está bem definida, então, caso seja uma
somatória infinita, ela converge e a segunda somatória é finita. Por outro lado, temos
que:

𝜎(𝑥)𝜎(𝑦) =
⎛⎝∑︁

𝑗∈Λ
𝛼𝑗𝑥𝑗

⎞⎠⎛⎝∑︁
𝑖∈Λ

𝛼𝑖𝑦𝑖

⎞⎠ =
∑︁
𝑖∈Λ

∑︁
𝑗∈Λ

𝛼𝑗𝛼𝑖𝑥𝑗𝑦𝑖.

Assumindo que 𝜎(𝑥 · 𝑦) = 𝜎(𝑥)𝜎(𝑦), temos as seguintes equações:

𝛼𝑖𝛼𝑗 = 0, para todo 𝑖 ̸= 𝑗, (2.3)∑︁
𝑗∈Λ

𝑐𝑖𝑗𝛼𝑗 = 𝛼2
𝑖 , para todo 𝑖 ∈ Λ. (2.4)

Da equação 𝜎(𝑥 · 𝑦) = 𝜎(𝑥)𝜎(𝑦) podemos observar que, do lado esquerdo da igual-
dade, os termos cruzados estão ausentes, enquanto do lado direito, os termos cruzados
estão presentes. Daí, para que a igualdade seja verdadeira, a equação (2.3) deve ser
satisfeita. Por outro lado, quando os termos são iguais, obtemos a equação (2.4).

Como a função 𝜎(𝑥) é não nula, pela equação (2.3), existe um 𝑘 ∈ Λ, tal que 𝛼𝑘 ̸= 0

e 𝛼𝑖 = 0, para todo 𝑖 ̸= 𝑘. Assim, substituindo na equação (2.4), obtemos que:
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𝑐𝑖𝑘𝛼𝑘 = 0, se 𝑖 ̸= 𝑘, e 𝑐𝑘𝑘𝛼𝑘 = 𝛼2
𝑘, se 𝑖 = 𝑘. Portanto, 𝑐𝑖𝑘 = 0, para todo 𝑖 ̸= 𝑘 e

𝛼𝑘 = 𝑐𝑘𝑘.
(⇐=) Assumindo que existe 𝑘 ∈ Λ, tal que 𝑐𝑘𝑘 ̸= 0 e para todo 𝑖 ̸= 𝑘, 𝑐𝑖𝑘 = 0. É fácil
observar que a função 𝜎(𝑥) = 𝑐𝑘𝑘𝑥𝑘 é uma função bárica, logo, 𝒜 é bárica.

Corolário 2.2.55. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução. A quantidade de funções báricas
que podem ser definidas em 𝒜 é igual ao número de 𝑘 ∈ Λ que satisfazem as condições
do Teorema 2.2.54.

2.3 ÁLGEBRAS DE EVOLUÇÃO E TEORIA DOS GRAFOS

Nesta seção, exploraremos como, a partir de um grafo não dirigido, ou simplesmente
um grafo, podemos associar dois tipos de álgebras de evolução. Apresentaremos a
seguir algumas definições importantes da teoria dos grafos, necessárias para estudar
essa conexão. Além disso, aproveitando a seção sobre grafos, também mencionaremos
algumas definições relacionadas a grafos dirigidos, ou dígrafos.

Definição 2.3.1. Um grafo é simples se não há múltiplas arestas entre dois vértices.
Um dígrafo é simples se não há múltiplas arestas direcionadas no mesmo sentido entre
dois vértices.

Definição 2.3.2. (BALAKRISHNAN; RANGANATHAN, 2012, Capítulo 1) Seja 𝐺 = (𝑉, 𝐸)

um grafo simples e sem laços.

1. Dois vértices 𝑣 e 𝑢 são chamados de vizinhos se (𝑢, 𝑣) = (𝑣, 𝑢) ∈ 𝐸.

2. Um caminho é uma sequência de vértices 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑘, tal que (𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1) ∈ 𝐸

para todo 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘 − 1}.
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3. Dois vértices 𝑢 e 𝑣 estão conectados se existe um caminho entre eles. Mesmo
que o grafo tenha ou não laços, por convenção, cada vértice está conectado a si
mesmo. Essa relação é chamada de relação de conexão.

4. A relação de conexão é uma relação de equivalência sobre 𝐺. Essa relação de
equivalência permite particionar o grafo em subgrafos disjuntos chamados de
subgrafos conexos. Esses subgrafos conexos contêm os vértices que estão conec-
tados entre si.

5. Seja {𝐺[𝑉𝑖]}𝑖∈Φ a partição de 𝐺 pela relação de conexão. Se | Φ |= 1 chamamos
o grafo de conexo, se | Φ |≥ 2 chamamos o grafo de desconexo.

6. Denotamos por 𝑑𝑒𝑔(𝑣) o número de vizinhos de 𝑣.

7. A matriz de adjacencia do grafo 𝐺 é a matriz 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), tal que:

𝑎𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, se (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ∈ 𝐸,

0, se (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ̸∈ 𝐸.

Caso o grafo 𝐺 seja finito, a matriz 𝐴 é simétrica.

8. Dizemos que 𝐺 é localmente finito, se todo vértice tiver um número finito de
vizinhos.

Se o grafo tiver ou não laços, as definições anteriores permanecem as mesmas. No caso
dos dígrafos, os conceitos são equivalentes, apenas com uma diferença na definição de
vizinho, que apresentaremos a seguir.

Definição 2.3.3. Seja 𝐻 = (𝑉, 𝐸𝜔) um digrafo simples.

1. Dizemos que 𝑢 tem 𝑣 como vizinho se a aresta (𝑢, 𝑣) existir.

2. Dizemos que 𝑣 tem 𝑢 como vizinho se a aresta (𝑣, 𝑢) existir.
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3. Dizemos que 𝐺 é localmente finito, se todo vértice tiver um número finito de
vizinhos.

Observação 2.3.4. Dada uma álgebra de evolução 𝒜 com base natural ℬ = {𝑒𝑖 |

𝑖 ∈ Λ}. Observamos o seguinte de Γ(𝒜, ℬ) e Γ𝜔(𝒜, ℬ). Embora os quadrados da
álgebra tenham uma representação finita, pode ocorrer que um vértice de Γ(𝒜, ℬ)

tenha infinitos vizinhos, ou seja, não necessariamente se trata de um grafo localmente
finito. No entanto, Γ𝜔(𝒜, ℬ) é sempre localmente finito.

Definição 2.3.5. Seja 𝐺 um grafo simples e 𝐻 um digrafo simples.

• Dizemos que 𝐺 é fortemente conexo se dados dois vértices qualquer 𝑣 e 𝑢, existe
um caminho entre eles.

• Dizemos que 𝐻 é fortemente conexo se dados dois vértices qualquer 𝑣 e 𝑢, existe
um caminho direcionado de 𝑣 a 𝑢 e existe um caminho direcionado de 𝑢 a 𝑣.

Motivados pela (ELDUQUE; LABRA, 2015, Proposição 2.8 ), estendemos esse resultado
para o caso de dimensão enumerável.

Proposição 2.3.6. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução não degenerada com base natural
ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. 𝒜 é indecomponível se, e somente se, Γ(𝒜, ℬ) é conexo.

Demonstração. (=⇒) Suponhamos que Γ(𝒜, ℬ) é desconexo. Portanto, 𝐺 = ∪𝐽∈Φ𝐺[Λ𝐽 ],
onde | Φ |> 1 e 𝐺[Λ𝐽 ] é uma componente conexa para qualquer 𝐽 ∈ Φ. Cumprindo
que 𝐺[Λ𝐼 ] ∩ 𝐺[Λ𝐽 ] = 𝜑, se 𝐼 ̸= 𝐽 , e ∑︀𝐼∈Φ | 𝐺[Λ𝐼 ] |=| 𝐺 |. Observamos que, para
qualquer vértice 𝑗 ∈ 𝐺[Λ𝐽 ] ele não é conectado com nenhum 𝑖 ∈ 𝐺[Λ𝐼 ] para 𝐼 ̸= 𝐽 .
Na álgebra de evolução, afirmamos que 𝒜𝐼 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ𝐼} é uma subálgebra de
evolução, para todo 𝐼 ∈ Φ.
De fato, dado que 𝐺[Λ𝐼 ] ∩ 𝐺[Λ𝐽 ] = 𝜑, em 𝒜 temos que, se 𝑒𝑖 ∈ 𝒜𝐼 e 𝑒𝑗 ∈ 𝒜𝐽 ,
então 𝑒𝑗 ⊀ 𝑒

[1]
𝑖 , portanto, 𝑒2

𝑖 ∈ 𝒜𝐼 . Logo, pela Observação 2.2.35, é suficiente para
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demonstrar que 𝒜𝐼 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ𝐼} é uma subálgebra e, dado que, Λ𝐼 ⊊ Λ, então
𝒜𝐼 é uma subálgebra de evolução. De novo, pelo fato que Λ𝐼 ∩Λ𝐽 = 𝜑, as subálgebras
de evolução são disjuntas, temos que 𝒜 = ⊕𝐼∈Φ𝒜𝐼 . Quer dizer, 𝒜 é decomponível.
(⇐=) Suponhamos que 𝒜 é decomponível e 𝑎𝑛𝑛(𝒜) = 0. Existem subálgebras de
evolução 𝒜1 e 𝒜2 não triviais com bases naturais ℬ1 = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ1} e ℬ2 = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈

Λ2}, respetivamente, ao quais podem se estender a base natural, tendo que Λ1∩Λ2 = 𝜑

e Λ1 ∪ Λ2 = Λ. Dado que, se 𝑒𝑖 ∈ 𝒜1 e 𝑒𝑗 ∈ 𝒜2, então 𝑒𝑗 ⊀ 𝑒
[𝑛]
𝑖 para nenhum 𝑛 ∈ N

e 𝐼 ̸= 𝐽 , portanto, temos que 𝑒2
𝑖 ∈ Λ𝐼 . Fazendo a tradução no grafo, temos que:

𝐺[Λ1] e 𝐺[Λ2] são componentes conexas e disjuntas. Logo, o grafo é desconexo.

Terminaremos este capítulo ilustrando duas formas distintas de definir uma álgebra de
evolução a partir de um certo tipo particular de grafos.

Definição 2.3.7. (CADAVID; RODIÑO; RODRIGUEZ, 2021, Definição 1.2) Seja 𝐺 =

(𝑉, 𝐸) um grafo simples localmente finito com matriz de adjacência 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗). Defi-
nimos por 𝒜(𝐺) à álgebra de evolução associada ao grafo 𝐺. Esta álgebra tem como
base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑉 } e produtos dados por:

𝑒𝑖 · 𝑒𝑖 =
∑︁
𝑘∈Λ

𝑎𝑖𝑘𝑒𝑘, para todo 𝑖,

𝑒𝑖 · 𝑒𝑗 = 0, se 𝑖 ̸= 𝑗.

Exemplo 2.3.8. Considere o grafo 𝐺 com matriz de adjacência A, (ver Figura 3).

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 1 0

1 0 1 0

1 1 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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1 2

3

4

Figura 3 – Grafo 𝐺 do Exemplo 2.3.8.

A álgebra 𝒜(𝐻) associada ao grafo 𝐻, tem como base natural ℬ = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4} e
produtos dados por:

𝑒2
1 = 𝑒2 + 𝑒3,

𝑒2
2 = 𝑒1 + 𝑒3,

𝑒2
3 = 𝑒1 + 𝑒2,

𝑒2
4 = 0,

𝑒𝑖 · 𝑒𝑗 = 0, para todo 𝑖 ̸= 𝑗.

Observamos que a matriz de estrutura 𝐶 é mesma matriz de adjacência 𝐴.

Uma segunda forma de definir uma álgebra de evolução associada a um grafo de
𝐺 = (𝑉, 𝐸) de maneira natural é derivada do passeio aleatório simétrico sobre 𝐺.

Definição 2.3.9. (CADAVID; RODIÑO; RODRIGUEZ, 2021, Definição 1.5). Seja 𝐺 =

(𝑉, 𝐸) um grafo simples localmente finito com matriz de adjacência 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗). Se
𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑖) > 0, para todo 𝑖 ∈ 𝑉 . Definimos por 𝒜𝑅𝑊 (𝐺) à álgebra de evolução associada
à passeio aleatório simétrico sobre 𝐺. Esta álgebra tem como base natural ℬ = {𝑒𝑖 |

𝑖 ∈ 𝑉 } e produtos dados por:

𝑒𝑖 · 𝑒𝑖 =
∑︁
𝑘∈Λ

(︃
𝑎𝑖𝑘

𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑖)

)︃
𝑒𝑘, para todo 𝑖,

𝑒𝑖 · 𝑒𝑗 = 0, se 𝑖 ̸= 𝑗.

Exemplo 2.3.10. Consideremos o grafo roda de 4 vértices ou 𝑊4, dado pela Figura 4,
as álgebras de evolução associadas 𝒜(𝑊4) e 𝒜𝑅𝑊 (𝑊4), têm os seguintes quadrados:
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𝒜(𝑊4) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑒2
1 = 𝑒2 + 𝑒3 + 𝑒4,

𝑒2
2 = 𝑒1 + 𝑒3 + 𝑒4,

𝑒2
3 = 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒4,

𝑒2
4 = 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3,

𝑒𝑖 · 𝑒𝑗 = 0, se 𝑖 ̸= 𝑗.

𝒜𝑅𝑊 (𝑊4) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑒2
1 = 𝑒2 + 𝑒3 + 𝑒4

3 ,

𝑒2
2 = 𝑒1 + 𝑒3 + 𝑒4

3 ,

𝑒2
3 = 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒4

3 ,

𝑒2
4 = 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3

3 ,

𝑒𝑖 · 𝑒𝑗 = 0, se 𝑖 ̸= 𝑗.

1

3

4 2

Figura 4 – Grafo 𝑊4

O leitor poderá encontrar resultados sobre esse tipo de conexão entre as álgebras
de evolução e a teoria de grafos nos artigos (CADAVID; RODIÑO; RODRIGUEZ, 2020;
CADAVID; RODIÑO; RODRIGUEZ, 2021).
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3 ÁLGEBRAS DE EVOLUÇÃO E CADEIAS DE MARKOV

3.1 ÁLGEBRAS DE EVOLUÇÃO MARKOVIANAS

No capítulo anterior, estudamos propriedades das álgebras de evolução, destacando
sua conexão com a teoria dos grafos. Muitos desses resultados serão úteis para nós, já
que, neste capítulo, focaremos nosso estudo nas álgebras de evolução markovianas, que
tem associadas um digrafo. Convidamos o leitor a considerar as definições apresentadas
no Apêndice B, onde estão as definições correspondentes as cadeias de Markov, que
mencionaremos ao longo dos capítulos 2 e 3.
Na Definição 2.2.38 definimos as álgebras de evolução markovianas, tais álgebras são
álgebras de evolução não negativas, em que a soma das constantes de estrutura para
cada 𝑖 ∈ Λ é igual a 1. A seguir, observamos como essas álgebras com base natural
ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ} “geram” ou estão associadas a uma cadeia de Markov {𝑋𝑛}𝑛∈N0

com espaço de estados 𝑆 = Λ e probabilidades de transição descritas pelas constantes
de estrutura. Isso nos leva a uma questão: Toda cadeia de Markov pode, por sua vez,
estar associada a uma álgebra de evolução?

Essa equivalência foi abordada parcialmente por Tian (2008) (TIAN, 2008, Teorema
16), com o seguinte enunciado: Toda cadeia de Markov {𝑋𝑛}𝑛∈N0 homogênea no
tempo e no espaço de estados 𝑆 tem uma álgebra de evolução associada, em que a
base natural da álgebra será o conjunto ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆} e as constantes de estrutura
serão as probabilidades de transição na cadeia de Markov.

No Exemplo 3.1.1, apresentamos uma cadeia de Markov que não gera uma álgebra de
evolução de acordo com a Definição 2.2.3.
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Exemplo 3.1.1. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia de Markov com espaço de estados 𝑆 = Z

e probabilidades de transição dadas por:

𝑝𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
2 , se 𝑗 = 𝑖 ± 1, com 𝑖 ̸= 0,

𝑒−1, se 𝑗 = 0, com 𝑖 = 0,

1
2

𝑒−1

|𝑗|! , para todo 𝑗 ̸= 0, com 𝑖 = 0,

em que 𝑒 é o número euler. As probabilidades de transição são armazenadas na matriz
𝑃 , e seu digrafo é apresentado na Figura 5.

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

... ... ... ... ... ... ... ... ...

· · · 1/2 0 1/2 0 0 0 0 · · ·

· · · 0 1/2 0 1/2 0 0 0 · · ·

· · · 𝑒−1/12 𝑒−1/4 𝑒−1/2 𝑒−1 𝑒−1/2 𝑒−1/4 𝑒−1/12 · · ·

· · · 0 0 0 1/2 0 1/2 0 · · ·

· · · 0 0 0 0 1/2 0 1/2 · · ·
... ... ... ... ... ... ... ... ...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

-k · · · -2 -1 0 1 2 · · · k

1/2

1/2

1/2

1/2

1/2 1/2 1/2

1/2

1/2

1/2

𝑒−1

0!

1
2

𝑒−1

1!
1
2

𝑒−1

|1|!

1
2

𝑒−1

2!
1
2

𝑒−1

|2|!

1
2

𝑒−1

𝑘!
1
2

𝑒−1

|𝑘|!

Figura 5 – Digrafo de {𝑋𝑛}𝑛∈N0 do Exemplo 3.1.1.
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Suponha que existe uma álgebra 𝒜 gerada pela cadeia de Markov, com base ℬ = {𝑒𝑖 |

𝑖 ∈ Z} e produtos dados por:

𝑒2
𝑖 = 1

2𝑒𝑖−1 + 1
2𝑒𝑖+1, para 𝑖 ̸= 0,

𝑒2
0 = 𝑒−1𝑒0 +

∑︁
𝑗∈Z
𝑗 ̸=0

1
2

𝑒−1

| 𝑗 |!𝑒𝑗.

Como os produtos cruzados são iguais a zeros e o conjunto 𝑆 = Z é enumerável, ℬ é
uma base natural. No entanto, lembremos que estamos trabalhando com bases Hamel,
ou seja, é necessário que os elementos tenham uma representação única como combi-
nação linear finita de elementos da base natural. Pela construção dada, temos que o
elemento 𝜐2

0 tem uma combinação linear infinita de elementos da base. Portanto, de
acordo com nossa definição, 𝒜 não é uma álgebra de evolução. Recentemente Cadavid,
Rodriguez e Vidal (2024) generalizaram a definição de álgebra de evolução, trabalhando
com bases Schauder, ver (CADAVID et al., 2024; CADAVID; RODRIGUEZ; VIDAL, 2023; CA-

DAVID; RODRIGUEZ; VIDAL, 2024). Nestes artigos, encontram-se diferentes exemplos em
que um estado da cadeia de Markov se comunica com infinitos estados. Exemplos como
(CADAVID; RODRIGUEZ; VIDAL, 2024, Exemplo 1.2) ou (CADAVID; RODRIGUEZ; VIDAL,
2024, Exemplo 3.5, Exemplo 3.7), são exemplos fundamentais para nosso estudo.

Observação 3.1.2. Como mencionado na Observação 2.2.1, as proposições ou te-
oremas que não forem citados diretamente no enunciado correspondem a resultados
próprios. As versões originais serão citadas antes do resultado, indicando as diferenças
entre elas.

O propósito deste capítulo é estudar os resultados de (TIAN, 2008, Capítulo 4), em que
foram estudadas as propriedades que estão simultaneamente presentes nas álgebras de
evolução markovianas e nas cadeias de Markov, principalmente no caso de dimensão
infinita. Nesse sentido, temos três objetivos principais em nosso estudo:
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1. Estudar as condições necessárias para que uma cadeia de Markov, com espaço de
estados 𝑆 enumerável, gere uma álgebra de evolução markoviana 𝒜, com base
natural ℬ, no sentido da Definição 2.2.3.

2. Estudar as propriedades comuns para as álgebras de evolução markovianas e
para as propriedades para cadeias de Markov, concentrando-nos em estender
essas definições e propriedades no caso enumerável.

3. Abordar a conexão entre as álgebras de evolução markovianas e as cadeias de
Markov, a partir de uma perspectiva probabilística, quer dizer, tentar demonstrar
os diferentes resultados que se têm para as álgebras de evolução, a partir das
propriedades das cadeias de Markov. Devido ao fato de que esses resultados
normalmente são abordados a partir de uma análise algébrica.

Notação 3.1.3. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia de Markov com espaço de estados 𝑆.
Dados 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆 dizemos que 𝑖 leva para 𝑗 em um passo, sempre que 𝑝𝑖𝑗 > 0. Dado um
estado 𝑖 ∈ 𝑆, definimos:

𝒥𝑖 = {𝑗 ∈ 𝑆 | 𝑝𝑖𝑗 > 0}.

Observe que 𝒥𝑖 é o conjunto de estados 𝑗 para os quais 𝑖 leva para 𝑗 em um único
passo.

Como observamos no Exemplo 3.1.1, o resultado apresentado por Tian (2008) no
(TIAN, 2008, Teorema 16) não se aplica a todas as cadeias de Markov. A seguir, no
Teorema 3.1.4, enunciamos as condições suficientes para que uma cadeia de Markov
gere uma álgebra de evolução.

Teorema 3.1.4. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia de Markov com espaço de estados 𝑆

enumerável, tal que para todo 𝑖 ∈ 𝑆, | 𝒥𝑖 |< ∞. Então, {𝑋𝑛}𝑛∈N0 gera uma álgebra
de evolução markoviana 𝒜(𝑋𝑛), com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆} e constantes de
estrutura dadas pelas probabilidades de transição na cadeia de Markov.
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Demonstração. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia de Markov com espaço de estados 𝑆 enu-
merável, tal que para todo 𝑖 ∈ 𝑆, | 𝒥𝑖 |< ∞. Construímos a álgebra de evolução
𝒜(𝑋𝑛) da seguinte forma:

1. 𝒜(𝑋𝑛) é um R-espaço vetorial com base ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}.

2. Definimos os produtos como:

𝑒2
𝑖 =

∑︁
𝑘∈𝑆

𝑝𝑖𝑘𝑒𝑘, para todo 𝑖,

𝑒𝑖 · 𝑒𝑗 = 0, se 𝑖 ̸= 𝑗.

3. Por hipotese, | 𝒥𝑖 |< ∞, para todo 𝑖 ∈ 𝑆, implicando que os 𝑒2
𝑖 sejam descritos

por uma combinação linear finita dos elementos da base.

4. ℬ é uma base natural pelo fato de que os produtos cruzados são iguais a zero e
𝑆 é enumerável.

5. Para todo 𝑖 ∈ 𝑆, temos que 𝑝𝑖𝑗 ≥ 0 e
∑︁
𝑗∈𝑆

𝑝𝑖𝑗 = 1.

Portanto, 𝒜(𝑋𝑛) é uma álgebra de evolução markoviana.

Notação 3.1.5. Deste ponto adiante, uma álgebra de evolução markoviana 𝒜 que
fornece uma cadeia de Markov {𝑋𝑛}𝑛∈N0 na forma indicada no Teorema 3.1.4, será
denotada por 𝒜(𝑋𝑛).

Observação 3.1.6. Os conjuntos análogos aos 𝒥𝑖 nas álgebras de evolução são os con-
juntos de descendentes da primeira geração do elemento 𝑖, que definimos na Definição
2.2.30 no Capítulo 1.

Exemplo 3.1.7. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma sequência de variáveis aleatórias independentes
identicamente distribuídas, com distribuição P(𝑋𝑖 = 1) = 𝑝 e P(𝑋𝑖 = −1) = 1 − 𝑝.
Definimos as seguintes variáveis aleatórias:
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𝑆0 = 0 e 𝑆𝑛 = 𝑆𝑛−1 + 𝑋𝑛 para 𝑛 ≥ 1.

Então, {𝑆𝑛}𝑛∈N0 é uma cadeia de Markov, com espaço de estados 𝑆 = Z e probabili-
dades de transição dadas por:

𝑝𝑖𝑗 :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑝, se 𝑗 = 𝑖 + 1,

1 − 𝑝, se 𝑗 = 𝑖 − 1,

0, caso contrário.

As probabilidades de transição são armazenadas na matriz de transição 𝑃 e seu digrafo
ponderado é apresentado na Figura 6.

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

... ... ... ... ... ... ...

· · · 0 𝑝 0 0 0 · · ·

· · · 1 − 𝑝 0 𝑝 0 0 · · ·

· · · 0 1 − 𝑝 0 𝑝 0 · · ·

· · · 0 0 1 − 𝑝 0 𝑝 · · ·

· · · 0 0 0 1 − 𝑝 0 · · ·
... ... ... ... ... ... ...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

-2 -1 0 1 2... ...

𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝 𝑝

1 − 𝑝1 − 𝑝1 − 𝑝1 − 𝑝1 − 𝑝1 − 𝑝

Figura 6 – Digrafo do passeio aleatório em Z do Exemplo 3.1.7.
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A cadeia {𝑆𝑛}𝑛∈N0 é conhecida como passeio aleatório em Z, e gera a álgebra de
evolução 𝒜(𝑆𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Z} e produtos dados por:

𝑒2
𝑖 = (1 − 𝑝)𝑒𝑖−1 + 𝑝𝑒𝑖+1, para todo 𝑖 ∈ Z.

Exemplo 3.1.8. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia de Markov com espaço de estados 𝑆 =

{1, 2} e probabilidades de transição dadas por:

𝑝11 = 2
3 , 𝑝12 = 1

3 ,

𝑝21 = 1
5 , 𝑝22 = 4

5 .

𝒜(𝑋𝑛) tem como base natural ℬ = {𝑒1, 𝑒2} e produtos definidos por:

𝑒2
1 = 2

3𝑒1 + 1
3𝑒2,

𝑒2
2 = 1

5𝑒1 + 4
5𝑒2.

Observação 3.1.9. Recordemos duas propriedades sobre as cadeias de Markov:

1. As probabilidades de transição na cadeia de Markov são armazenadas na matriz
de probabilidade, ou matriz estocástica, 𝑃 = (𝑝𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈𝑆.

2. As cadeias de Markov têm um digrafo ponderado associado, em que os vértices
representam os estados da cadeia, e existe uma aresta entre dois vértices se
as probabilidades de transição são diferentes de zero. O peso de cada aresta
corresponde à respectiva probabilidade de transição.

Um resultado direto do Teorema 3.1.4 é que, se uma cadeia de Markov gera uma
álgebra de evolução, então a matriz de probabilidade 𝑃 é a mesma matriz de estrutura
𝐶, e o digrafo da cadeia é o mesmo digrafo da álgebra de evolução. O Corolário 3.1.10
coincide, de fato, com o resultado apresentado no (TIAN, 2008, Teorema 16).

Corolário 3.1.10. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia de Markov finita, quer dizer, | 𝑆 |< ∞.
{𝑋𝑛}𝑛∈N0 gera uma álgebra de evolução markoviana.
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Demonstração. Dado que {𝑋𝑛}𝑛∈N0 é uma cadeia de Markov finita, temos que para
todo 𝑖 ∈ 𝑆, | 𝒥𝑖 |< ∞. Logo, cumpre-se as condições do Teorema 3.1.4, portanto,
{𝑋𝑛}𝑛∈N0 gera uma álgebra de evolução markoviana.

3.2 OPERADOR EVOLUÇÃO E PROBABILIDADES DE TRANSIÇÃO

Nesta seção, descrevemos como as ferramentas das álgebras de evolução, tais como o
operador de evolução, a função de projeção e a norma, têm implicações nos aspectos
probabilísticos das cadeias de Markov, como nas distribuições no 𝑛-ésimo passo e nas
probabilidades de transição em 𝑛 passos.

Definição 3.2.1. Seja 𝒜 uma álgebra com base ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. A projeção 𝑗-ésima
é tal que, 𝜌𝑗 : 𝒜 −→ 𝒜 e 𝜌𝑗(𝑥) = 𝑥𝑗𝑒𝑗, em que 𝑥 = ∑︀

𝑖∈Λ 𝑥𝑖𝑒𝑖.

Observação 3.2.2. A projeção 𝑗-ésima é função da base. Sempre assumiremos uma
base natural.

Definição 3.2.3. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia de Markov com espaço de estados 𝑆.

1. Seja 𝜗 = (𝜐𝑖)𝑖∈𝑆, um vetor tal que 𝜐𝑖 ≥ 0, para todo 𝑖 ∈ 𝑆 e ∑︀𝑖∈𝑆 𝜐𝑖 = 1.
Chamamos 𝜗 de distribuição de probabilidades sobre 𝑆.

2. Seja 𝜗(0) = (𝜐(0)
𝑖 )𝑖∈𝑆, uma distribuição de probabilidades sobre 𝑆 tal que 𝜐

(0)
𝑖 =

P(𝑋0 = 𝑖), para todo 𝑖 ∈ 𝑆. Chamamos 𝜗(0) de distribuição inicial da cadeia de
Markov.

3. Seja 𝜗(𝑛) = (𝜐(𝑛)
𝑖 )𝑖∈𝑆, uma distribuição de probabilidades sobre 𝑆 tal que 𝜐

(𝑛)
𝑖 =

P(𝑋𝑛 = 𝑖), para todo 𝑖 ∈ 𝑆. Chamamos 𝜗(𝑛) de distribuição no 𝑛-ésimo passo,
para 𝑛 ∈ N.
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Observação 3.2.4. Convidamos o leitor a considerar a Definição B.1.2 do Apêndice,
onde estão apresentadas as probabilidades de transição em 𝑛 passos do estado 𝑖 para
o estado 𝑗.

No Teorema 3.2.5, assumimos a hipótese de que a distribuição inicial é um vetor
quase nulo, garantindo que ele pertença à álgebra de evolução. Com isso fazemos uma
diferença com o enunciado do (TIAN, 2008, Lema 4).

Teorema 3.2.5. Seja 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. 𝜗(0) = (𝜐(0)
𝑖 )𝑖∈𝑆

uma distribuição inicial e 𝜗(𝑛) = (𝜐(𝑛)
𝑖 )𝑖∈𝑆 a distribuição no 𝑛-ésimo passo, para 𝑛 ∈ N.

Se 𝜗(0) tem finitos 𝜐
(0)
𝑗 diferentes de zero, então:

𝜗(𝑛) = 𝐿𝑛(𝜗(0)) ou 𝜐
(𝑛)
𝑖 =

⃦⃦⃦
𝜌𝑖 (𝐿𝑛(𝜗(0)))

⃦⃦⃦
para todo 𝑖 ∈ 𝑆 e para todo 𝑛 ∈ N,

(3.1)
em que 𝜗(0) = ∑︀

𝑗∈𝑆 𝜐
(0)
𝑗 𝑒𝑗 e 𝜗(𝑛) = ∑︀

𝑗∈𝑆 𝜐
(𝑛)
𝑗 𝑒𝑗 para todo 𝑛 ∈ N.

Notação 3.2.6. Inicialmente, tanto 𝜗(0) como 𝜗(𝑛), para todo 𝑛 ∈ N, são distribuições
associadas à cadeia de Markov. No entanto, fazemos um abuso de notação ao denotar
que: 𝜗(0) = ∑︀

𝑗∈𝑆 𝜐
(0)
𝑗 𝑒𝑗 e 𝜗(𝑛) = ∑︀

𝑗∈𝑆 𝜐
(𝑛)
𝑗 𝑒𝑗, são elementos de 𝒜(𝑋𝑛).

Demonstração. Faremos a prova por indução matemática. Para 𝑛 = 1, dado que 𝜗(0)

é um vetor quase zero, 𝜗(0) = ∑︀
𝑗∈𝑆 𝜐

(0)
𝑗 𝑒𝑗 ∈ 𝒜(𝑋𝑛), temos que:

𝐿(𝜗(0)) =
∑︁
𝑖∈𝑆

𝜐
(0)
𝑖 𝐿(𝑒𝑖) =

∑︁
𝑖∈𝑆

𝜐
(0)
𝑖

∑︁
𝑘∈𝑆

𝑝𝑖𝑘𝑒𝑘 =
∑︁
𝑘∈𝑆

∑︁
𝑖∈𝑆

𝑝𝑖𝑘𝜐
(0)
𝑖 𝑒𝑘. (3.2)

Na primeira igualdade, isso ocorre porque o operador é linear, e na última igualdade,
podemos trocar a ordem das somatórias pelo fato de que são somatórias finitas. Por
outro lado, pelas propriedades da cadeia de Markov, temos que:

𝜐
(1)
𝑘 = P(𝑋1 = 𝑘) =

∑︁
𝑖∈𝑆

P(𝑋1 = 𝑘 | 𝑋0 = 𝑖)P(𝑋0 = 𝑖) =
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑝𝑖𝑘𝜐
(0)
𝑖 . (3.3)
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Das Equações (3.2) e (3.3), obtemos que:

𝜗(1) =
∑︁
𝑘∈𝑆

𝜐
(1)
𝑘 𝑒𝑘 =

∑︁
𝑘∈𝑆

∑︁
𝑖∈𝑆

𝑝𝑖𝑘𝜐
(0)
𝑖 𝑒𝑘 = 𝐿(𝜗(0)).

Suponhamos agora que vale para 𝑛, ou seja, 𝐿𝑛(𝜗) = 𝜗(𝑛), e mostraremos que vale
para 𝑛 + 1.

𝐿𝑛+1(𝜗) = 𝐿(𝐿𝑛(𝜗)) = 𝐿(𝜗(𝑛)) = 𝐿(
∑︁
𝑖∈𝑆

𝜐
(𝑛)
𝑖 𝑒𝑖)

=
∑︁
𝑖∈𝑆

𝜐
(𝑛)
𝑖

∑︁
𝑘∈𝑆

𝑝𝑖𝑘𝑒𝑘 =
∑︁
𝑘∈𝑆

∑︁
𝑖∈𝑆

𝑝𝑖𝑘𝜐
(𝑛)
𝑖 𝑒𝑘. (3.4)

Por outro lado, pelas propiedades da cadeia de Markov, temos que:

𝜗
(𝑛+1)
𝑘 = P(𝑋𝑛+1 = 𝑘) =

∑︁
𝑖∈𝑆

P(𝑋𝑛+1 = 𝑘 | 𝑋𝑛 = 𝑖)P(𝑋𝑛 = 𝑖) =
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑝𝑖𝑘𝜐
(𝑛)
𝑖 . (3.5)

Das Equações (3.4) e (3.5) obtemos que:

𝜗(𝑛+1) =
∑︁
𝑘∈𝑆

𝜐
(𝑛+1)
𝑘 𝑒𝑘 =

∑︁
𝑘∈𝑆

∑︁
𝑖∈𝑆

𝑝𝑖𝑘𝜐
(𝑛)
𝑖 𝑒𝑘 = 𝐿𝑛+1(𝜗).

O desenvolvimento da demonstração do Teorema 3.2.5, desde o enfoque probabalístico,
foi essencial para identificar o Corolário 3.2.7, um resultado observado por Tian (2008)
após a Proposição 3.2.8 na (TIAN, 2008, pág. 57).

Corolário 3.2.7. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Se 𝜐𝑖 =

P(𝑋0 = 𝑖) = 1, então ‖𝜌𝑗 (𝐿𝑛(𝑒𝑖))‖ = 𝑝𝑛
𝑖𝑗, para qualquer 𝑛 ∈ N e 𝑗 ∈ 𝑆.

Demonstração. Pelo Teorema 3.2.5, temos que 𝜐
(𝑛)
𝑗 = ‖𝜌𝑗 (𝐿𝑛(𝜗))‖ e 𝜗 = ∑︀

𝑗∈𝑆 𝜐𝑗𝑒𝑗 =

𝜐𝑖𝑒𝑖. Então,

‖𝜌𝑗 (𝐿𝑛(𝑒𝑖))‖ = 𝜐
(𝑛)
𝑗 = P(𝑋𝑛 = 𝑗) =

∑︁
𝑘∈𝑆

P(𝑋𝑛 = 𝑗 | 𝑋0 = 𝑘)P(𝑋0 = 𝑘)

= P(𝑋𝑛 = 𝑗 | 𝑋0 = 𝑖) = 𝑝𝑛
𝑖𝑗.
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3.2.1 EQUAÇÕES DE CHAPMAN-KOLMOGOROV

As equações de Chapman-Kolmogorov na Proposição B.1.3 são essenciais na teoria
das cadeias de Markov, pois descrevem a evolução das probabilidades em sistemas
estocásticos. Elas possibilitam o cálculo da probabilidade de que um processo de Markov
esteja em um estado específico em um momento futuro, com base no estado atual. No
contexto das álgebras de evolução, as equações de Chapman-Kolmogorov nos ajudam
a estudar as propriedades do operador de evolução.
O enfoque probabilístico não apenas nos forneceu novas demonstrações para os enunci-
ados anteriores, como também abrange o caso de dimensão enumerável. Tais resultados
nos permitiram demonstrar a Proposição 3.2.8 a partir dessa abordagem, englobando o
enunciado apresentado em (TIAN, 2008, pág. 56) e obtendo, assim, uma demonstração
válida para álgebras de evolução markovianas de dimensão enumerável.

Proposição 3.2.8. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Então, para
todo 𝑖, 𝑘 ∈ 𝑆 e 𝑙, 𝑚 ∈ N0, temos que:

⃦⃦⃦
𝜌𝑗𝐿

𝑙+𝑚(𝑒𝑖)
⃦⃦⃦

=
∑︁
𝑘∈𝑆

⃦⃦⃦
𝜌𝑘𝐿𝑙(𝑒𝑖)

⃦⃦⃦
· ‖𝜌𝑗𝐿

𝑚(𝑒𝑘)‖ . (3.6)

Demonstração. Pelo Corolário 3.2.7, temos que:
⃦⃦⃦
𝜌𝑗𝐿

𝑙+𝑚(𝑒𝑖)
⃦⃦⃦

= 𝑝𝑙+𝑚
𝑖𝑗 ,⃦⃦⃦

𝜌𝑘𝐿𝑙(𝑒𝑖)
⃦⃦⃦

= 𝑝𝑙
𝑖𝑘,

‖𝜌𝑗𝐿
𝑚(𝑒𝑘)‖ = 𝑝𝑚

𝑘𝑗.

Assim, pelo Teorema B.1.3, temos que:
⃦⃦⃦
𝜌𝑗𝐿

𝑙+𝑚(𝑒𝑖)
⃦⃦⃦

= 𝑝𝑙+𝑚
𝑖𝑗 =

∑︁
𝑘∈𝑆

𝑝𝑙
𝑖𝑘𝑝𝑚

𝑘𝑗 =
∑︁
𝑘∈𝑆

⃦⃦⃦
𝜌𝑘𝐿𝑙(𝑒𝑖)

⃦⃦⃦
· ‖𝜌𝑗𝐿

𝑚(𝑒𝑘)‖ .
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As equações de Chapman-Kolmogorov, no contexto das álgebras de evolução, nos dão
uma prova para o fato de que: 𝐿𝑛+𝑚 = 𝐿𝑛 ∘ 𝐿𝑚, para qualquer 𝑛, 𝑚 ∈ N.

Alguns pontos a destacar nesta seção são os seguintes:

1. Nas demonstrações anteriores, utilizamos diversas ferramentas das cadeias de
Markov, desde o Teorema da Probabilidade Total até as equações de Chapman-
Kolmogorov nas cadeias de Markov.

2. Um ponto interessante sobre os resultados obtidos é que a demonstração vale
para cadeias de Markov com espaço de estados enumeráveis, mesmo reconhe-
cendo que, em muitas áreas da matemática, a prova pode variar conforme a
dimensão.

3.3 PROPRIEDADES ALGÉBRICAS DAS ÁLGEBRAS DE EVOLUÇÃO MARKOVI-
ANAS

Nesta seção, destacamos uma das primeiras semelhanças entre as cadeias de Markov
e as álgebras de evolução markovianas: se dois estados pertencem à mesma classe de
comunicação na cadeia de Markov {𝑋𝑛}𝑛∈N0 , os elementos correspondentes geram a
mesma subálgebra de evolução na álgebra de evolução markoviana 𝒜(𝑋𝑛) correspon-
dente. Dado que as álgebras de evolução markovianas são álgebras não negativas e
não degeneradas, poderemos usar, sem problema, os teoremas e corolários que exigem
essas condições no Capítulo 2.

Observação 3.3.1. Convidamos o leitor a considerar as definições apresentadas na
Seção B.1.1 do Apêndice, onde estão as definições correspondentes a classes ou sub-
conjuntos fechados no contexto das cadeias de Markov.

Lema 3.3.2. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Dois estados 𝑖 e
𝑗 estão na mesma classe na cadeia de Markov se, e somente se, ⟨𝑒𝑖⟩ = ⟨𝑒𝑗⟩.
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Demonstração. (=⇒) Suponha que 𝑖 e 𝑗 estão na mesma classe na cadeia de Markov.
Portanto, existem 𝑛, 𝑚 ∈ N, tal que 𝑝𝑛

𝑖𝑗 ̸= 0 e 𝑝𝑚
𝑗𝑖 ̸= 0. Agora, pelo Corolário 3.2.7,

temos que:

‖𝜌𝑗 (𝐿𝑛(𝑒𝑖))‖ = 𝑝𝑛
𝑖𝑗, para algun 𝑛 ∈ N

‖𝜌𝑖(𝐿𝑚(𝑒𝑗))‖ = 𝑝𝑚
𝑗𝑖 , para algun 𝑚 ∈ N.

Portanto, 𝑒𝑗 ≺ 𝑒
[𝑛]
𝑖 e 𝑒𝑖 ≺ 𝑒

[𝑚]
𝑗 , quer dizer, 𝑒𝑖 e 𝑒𝑗 estão intercomunicados. Logo,

pelo Teorema 2.2.48, temos que ⟨𝑒𝑖⟩ = ⟨𝑒𝑗⟩.
(⇐=) Suponha que ⟨𝑒𝑖⟩ = ⟨𝑒𝑗⟩. Então, pelo Teorema 2.2.48, 𝑒𝑖 e 𝑒𝑗 estão intercomu-
nicados, daí, existem 𝑛, 𝑚 ∈ N, tal que 𝑒𝑗 ≺ 𝑒

[𝑛]
𝑖 e 𝑒𝑖 ≺ 𝑒

[𝑚]
𝑗 . Portanto, pelo Corolário

3.2.7, temos que:

‖𝜌𝑗 (𝐿𝑛(𝑒𝑖))‖ = 𝑝𝑛
𝑖𝑗 ̸= 0, para algun 𝑛 ∈ N

‖𝜌𝑖(𝐿𝑚(𝑒𝑗))‖ = 𝑝𝑚
𝑗𝑖 ̸= 0, para algun 𝑚 ∈ N.

Quer dizer, 𝑖 e 𝑗 se comunicam dentro da cadeia de Markov, ou seja, 𝑖 e 𝑗 estão na
mesma classe na cadeia de Markov.

Teorema 3.3.3. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Seja 𝑆0 ⊊ 𝑆.
𝑆0 é uma classe fechada na cadeia de Markov se, e somente se, 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆0} é
uma subálgebra de evolução simples.

Demonstração. (=⇒) Suponhamos que 𝑆0 ⊊ 𝑆 é uma classe fechada. Queremos
mostrar que 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆0} é subálgebra de evolução e é simples.

1. Para mostrar que é subálgebra de evolução, basta mostrar que, se 𝑒𝑘 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 |

𝑖 ∈ 𝑆0}, então 𝑒2
𝑘 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆0}, como foi mencionado na Observação

2.2.35.
Como 𝑆0 é um subconjunto fechado, para todo 𝑘 ∈ 𝑆0, se 𝑗 ̸∈ 𝑆0 temos que
𝑝𝑘𝑗 = 0. Portanto, os quadrados em 𝒜(𝑋𝑛), para cada 𝑘 ∈ 𝑆0, são da forma:



68

𝑒2
𝑘 = ∑︀

𝑗∈𝑆 𝑝𝑘𝑗𝑒𝑗, quer dizer, 𝑒2
𝑘 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆0}. Assim, 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆0}

é subálgebra de evolução.

2. Dado que 𝑆0 é uma classe, então pelo Corolario 3.3.2, temos que, para qualquer
𝑘, 𝑗 ∈ 𝑆0, ⟨𝑒𝑘⟩ = ⟨𝑒𝑗⟩, quer dizer, 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆0} é uma subálgebra de
evolução simples.

(⇐=) Suponhamos que 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆0} é uma subálgebra de evolução simples.
Queremos mostrar que 𝑆0 é uma classe e é fechada.

1. Então, para qualquer 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆0, temos que ⟨𝑒𝑖⟩ = ⟨𝑒𝑗⟩ = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆0}.
Daí, pelo Corolário 3.3.2, 𝑖 e 𝑗 estão na mesma classe na cadeia de Markov,
portanto, 𝑆0 é uma classe.

2. Dado que 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆0} é subálgebra de evolução, temos que: se 𝑒𝑗 ̸∈

𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆0} e 𝑒𝑖 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆0}, então 𝑒𝑗 ̸≺ 𝑒
[𝑛]
𝑖 para todo 𝑛 ∈ N.

Portanto, pelo Teorema 2.2.48, temos que ‖𝜌𝑗 (𝐿𝑛(𝑒𝑖))‖ = 𝑝𝑛
𝑖𝑗 = 0, quer dizer,

𝑗 não é acessível a partir de 𝑖. Logo, 𝑆0 é uma classe fechada.

Assumindo que 𝑆0 é um subconjunto fechado, como é descrito na Definição B.1.6,
concluiremos que 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆0} é uma subálgebra de evolução, embora não
necessariamente simples. Portanto, sob essas condições, o (TIAN, 2008, Teorema 17)
se torna um Corolário do Teorema 3.3.3.

Corolário 3.3.4. (TIAN, 2008, Teorema 17) Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ =

{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Seja 𝑆0 ⊊ 𝑆. 𝑆0 é um subconjunto fechado na cadeia de Markov se, e
somente se, 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆0} é uma subálgebra de evolução.

O Exemplo 3.3.5 ilustrao Teorema 3.3.3 e o Corolário 3.3.4.
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Exemplo 3.3.5. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia de Markov com espaço de estados 𝑆 =

{1, 2, 3, 4} e probabilidades de transição dadas por:

𝑝11 = 1
5 , 𝑝12 = 4

5 , 𝑝13 = 0, 𝑝14 = 0,

𝑝21 = 2
5 , 𝑝22 = 3

5 , 𝑝23 = 0, 𝑝24 = 0,

𝑝31 = 1
2 , 𝑝32 = 1

2 , 𝑝32 = 0, 𝑝34 = 0,

𝑝41 = 0, 𝑝42 = 0, 𝑝43 = 0, 𝑝44 = 1.

Seu digrafo está apresentado na Figura 7.

1 2

3

4
1/21/2

3/51/5 2/5

4/5

1

Figura 7 – Digrafo de {𝑋𝑛}𝑛∈N0 do Exemplo 3.3.5.

𝒜(𝑋𝑛) tem como base natural ℬ = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4} e produtos dados por:

𝑒2
1 = 1

5𝑒1 + 4
5𝑒2,

𝑒2
2 = 2

5𝑒1 + 3
5𝑒2,

𝑒2
3 = 1

2𝑒1 + 1
2𝑒2,

𝑒2
4 = 𝑒4.

Na cadeia de Markov temos 3 classes de comunicação: 𝐶(1) = 𝐶(2), 𝐶(3) e 𝐶(4),
em que 𝐶(1), 𝐶(2) e 𝐶(4) são classes fechadas.

Na álgebra de evolução temos que ⟨𝑒1⟩ = ⟨𝑒2⟩ = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒1, 𝑒2} e ⟨𝑒3⟩ = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒1, 𝑒2, 𝑒3},
pelo Teorema 2.2.36 e Teorema 2.2.48.
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Se escolhermos 𝑆0 = {1, 2, 3}, que é um subconjunto fechado, mas que não é uma
classe, temos que 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} é uma subálgebra de evolução que não é simples.
E, se escolhermos 𝑆0 = {1, 2}, que é uma classe fechada, temos que 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒1, 𝑒2} é
uma subálgebra de evolução simples.

Proposição 3.3.6. (TIAN, 2008, Corolário 11) Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural
ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Seja 𝑆0 ⊊ 𝑆. Se 𝑆0 é um subconjunto fechado, então 𝜌𝑗𝐿

𝑛(𝑒𝑖) = 0,
para 𝑒𝑖 ∈ 𝑆0 e 𝑒𝑗 ̸∈ 𝑆0.

Demonstração. Sendo 𝑆0 um subconjunto fechado, para todo 𝑖 ∈ 𝑆0 e 𝑗 ̸∈ 𝑆0, temos
que 𝑝𝑛

𝑖𝑗 = 0, para todo 𝑛 ∈ N. Então, pelo Corolário 3.2.7, temos que ‖𝜌𝑗 𝐿𝑛(𝑒𝑖)‖ =

𝑝𝑛
𝑖𝑗 = 0, isto é, 𝜌𝑗 𝐿𝑛(𝑒𝑖) = 0, para todo 𝑒𝑖 ∈ 𝑆0 e 𝑒𝑗 ̸∈ 𝑆0.

Definição 3.3.7. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}.
Dizemos que um elemento 𝑥 ∈ 𝒜, é idempotente se 𝑥2 = 𝑥.

Corolário 3.3.8. (TIAN, 2008, Corolário 12) Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ =

{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Então, 𝑘 ∈ 𝑆 é um estado absorvente na cadeia de Markov se, e somente
se, 𝑒𝑘 é um elemento idempotente na álgebra de evolução.

Demonstração. (=⇒) Suponhamos que 𝑘 é um estado absorvente na cadeia de Mar-
kov, então 𝑝𝑘𝑘 = 1. Logo, em 𝒜(𝑋𝑛) o quadrado para 𝑒𝑘 é dado por 𝑒2

𝑘 = 𝑒𝑘, ou
seja, 𝑒𝑘 é um elemento idempotente.

(⇐=) Suponhamos que 𝑒𝑘 é idempotente em 𝒜(𝑋𝑛), quer dizer, 𝑒2
𝑘 = 𝑒𝑘. Portanto,

pelo Teorema 3.2.7, temos que ‖𝜌𝑘 (𝐿(𝑒𝑘))‖ = 𝑝𝑘𝑘 = 1, quer dizer, 𝑘 é um estado
absorvente.

Observação 3.3.9. Se 𝑒2
𝑘 = 𝑒𝑘, temos que ⟨𝑒𝑘⟩ = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑘} é uma subálgebra de

evolução simples de dimensão 1.
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O Teorema 3.3.10 nos demonstra que os conceitos de simples na álgebra de evolução
e irredutível na cadeia de Markov, são equivalentes.

Teorema 3.3.10. (TIAN, 2008, Teorema 18) Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ =

{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. {𝑋𝑛}𝑛∈N0 é irredutível se, e somente se, 𝒜(𝑋𝑛) é simples.

Demonstração. (=⇒) Suponhamos que 𝒜(𝑋𝑛) não é simples. Portanto, existe uma
subálgebra de evolução 𝒜1 própia com base natural ℬ1 = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆0}, em que
𝑆0 ⊊ 𝑆. Como 𝒜1 é própia, existe pelo menos um elemento 𝑒𝑗 ̸∈ 𝒜1, tal que, para
todo 𝑒𝑘 ∈ 𝒜1 cumpre-se que 𝑒𝑗 ⊀ 𝑒

[𝑛]
𝑘 para todo 𝑛 ∈ N, ou seja, 𝜌𝑗 𝐿𝑛(𝑒𝑘) = 0, uma

vez que 𝒜1 é subálgebra de evolução. Consequentemente, pelo Corolário 3.2.7, temos
que ‖𝜌𝑗 𝐿𝑛(𝑒𝑘)‖ = 𝑝𝑛

𝑘𝑗 = 0, para todo 𝑛 ∈ N. Isso significa, na cadeia de Markov, que
o estado 𝑗 não pode ser acessivél a partir de 𝑖, portanto, a cadeia de Markov é redutível.

(⇐=) Suponhamos que 𝒜(𝑋𝑛) é simples. Portanto, todos os elementos 𝑒𝑖 ∈ ℬ geram a
álgebra de evolução 𝒜(𝑋𝑛). Logo, pelo Lema 3.3.2, todos os estados 𝑖 ∈ 𝑆 pertencem
a mesma classe na cadeia de Markov, quer dizer, a cadeia de Markov é irredutível.

Lembrando a definição de álgebra de evolução bárica apresentada na Definição 2.2.53.
Na Proposição 3.3.11 e no Corolário 3.3.12 apresentamos uma geralização desses resul-
tados encontrados em (PANIELLO, 2022, Proposição 2.6, Corolário 2.7). Os seguintes
resultados não dependem da dimensão da cadeia de Markov e as provas fazem uso das
propriedades da cadeia de Markov.

Proposição 3.3.11. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Se 𝒜(𝑋𝑛)

é bárica, então {𝑋𝑛}𝑛∈N é redutível.

Demonstração. Suponhamos que 𝒜(𝑋𝑛) é bárica. Portanto, pelo Teorema 2.2.54,
existe um 𝑘 ∈ 𝑆, tal que 𝑝𝑘𝑘 ̸= 0 e 𝑝𝑗𝑘 = 0, para todo 𝑗 ̸= 𝑘. Basta mostrar que, para
todo 𝑗 ̸= 𝑘 ∈ Λ e 𝑛 ∈ N, cumpre-se que 𝑝𝑛

𝑗𝑘 = 0.
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Faremos a prova por indução matemática. Para 𝑛 = 1, temos pelo Teorema 2.2.54 que
𝑝𝑗𝑘 = 0 para todo 𝑗 ̸= 𝑘. Suponhamos que vale para 𝑛 e mostremos que se cumpre
𝑛 + 1. Pelo Teorema B.1.3, temos que

𝑝𝑛+1
𝑗𝑘 =

∑︁
𝑖∈Λ

𝑝𝑛
𝑗𝑖𝑝𝑖𝑘 =

∑︁
𝑖∈Z
𝑖 ̸=𝑘

𝑝𝑛
𝑗𝑖𝑝𝑖𝑘 + 𝑝𝑛

𝑗𝑘𝑝𝑘𝑘.

Pela hipotese de indução, temos que 𝑝𝑛
𝑗𝑘 = 0 e no caso base 𝑝𝑗𝑘 = 0 para todo

𝑗 ̸= 𝑘 ∈ 𝜆, logo 𝑝𝑛+1
𝑗𝑘 = 0. Isso significa, na cadeia de Markov, que o estado 𝑘 não

pode ser acessivél a partir de nenhum 𝑗. Portanto, a cadeia de Markov é redutível.

Corolário 3.3.12. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Se
Γ𝜔(𝒜(𝑋𝑛), ℬ) é fortemente conexo, então 𝒜(𝑋𝑛) não é bárica.

Demonstração. Como o digrafo ponderado é fortemente conexo, pela Definição 2.3.5,
dado qualquer 𝑘 ∈ 𝑆 existe pelo menos um 𝑗 ∈ 𝑆 tal que 𝑗 é vizinho de 𝑘. Isso significa
em 𝒜(𝑋𝑛) que 𝑝𝑘𝑗 ̸= 0 para todo 𝑘 ∈ 𝑆. Assim, não existe 𝑘 ∈ Λ, tal que 𝑝𝑘𝑘 ̸= 0 e
𝑝𝑖𝑘 = 0 para todo 𝑖 ̸= 𝑘. Logo, pelo Teorema 2.2.54, 𝒜 não é bárica.

3.3.1 OPERADOR DESTINO

Definição 3.3.13. Seja 𝒜 uma álgebra com base ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. Definimos a
eliminação 𝑗-ésima pela aplicação, 𝜌0

𝑗 : 𝒜 −→ 𝒜, tal que 𝜌0
𝑗(𝑥) = 𝑥 − 𝜌𝑗(𝑥), sempre

que 𝑥 = ∑︀
𝑖∈Λ 𝑥𝑖𝑒𝑖.

Observação 3.3.14. A eliminação 𝑗-ésima é função da base. Sempre assumiremos
uma base natural.

Definição 3.3.15. (TIAN, 2008, Definição 9) Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com
base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. Definimos a primeira visita ao elemento 𝑒𝑗 no 𝑛-ésimo
passo da seguinte forma:
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• 𝑉
(1)

𝑗 (𝑥) = 𝜌𝑗𝐿(𝑥), a primeira visita ao elemento 𝑒𝑗 pela primeira vez no primeiro
passo.

• 𝑉
(2)

𝑗 (𝑥) = 𝑉 (1)𝜌0
𝑗𝐿(𝑥) = 𝜌𝑗𝐿 (𝜌0

𝑗𝐿)(𝑥), a primeira visita ao elemento 𝑒𝑗 pela
primeira vez no segundo passo.
...

• 𝑉
(𝑛)

𝑗 (𝑥) = 𝑉 (𝑛−1)𝜌0
𝑗𝐿(𝑥) = 𝜌𝑗𝐿 (𝜌0

𝑗𝐿)(𝑛−1)(𝑥), a primeira visita ao elemento 𝑒𝑗

pela primeira vez no 𝑛-ésimo passo.

Definição 3.3.16. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈

Λ}. Definimos o operador destino ao elemento 𝑒𝑗 da seguinte forma:

𝐷𝑗(𝑥) =
∞∑︁

𝑛=1
𝑉

(𝑛)
𝑗 (𝑥) =

∞∑︁
𝑛=1

𝜌𝑗𝐿 (𝜌0
𝑗𝐿)(𝑛−1)(𝑥).

Observação 3.3.17. As definições anteriores são válidas em qualquer álgebra de evo-
lução com uma base natural dada. Quando consideramos 𝒜(𝑋𝑛) ela satisfaz a seguinte
igualdade:

𝑉
(𝑛)

𝑗 (𝑒𝑖) = 𝜌𝑗𝐿(𝜌∘
𝑗𝐿)𝑛−1(𝑒𝑖) = 𝑓𝑛

𝑖𝑗𝑒𝑗,

em que, como se indica na Definição B.1.7, 𝑓𝑖𝑗 denota a probabilidade de que, co-
meçando em 𝑖, a primeira chegada ao estado 𝑗 seja no 𝑛-esimo passo. Além disso,
observamos que:

|| 𝑉
(𝑛)

𝑗 (𝑒𝑖) ||= 𝑓𝑛
𝑖𝑗.

Ou seja, a norma da primeira visita ao elemento 𝑒𝑗 pela primeira vez no 𝑛-ésimo passo
aplicada no elemento 𝑒𝑖, coincide com a probabilidade de que, começando em 𝑖, a
primeira chegada ao estado 𝑗 seja no 𝑛-esimo passo na cadeia de Markov.

Observação 3.3.18. Chamamos a atenção para o fato de que o Teorema 3.3.19 e
o Teorema 3.3.20 são baseados em (TIAN, 2008, Lema 6, Corolário 13), fazendo, no
entanto, a ressalva de que tais resultados são diferentes tanto em seus enunciados
quanto em suas demonstrações.
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Teorema 3.3.19. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. A seguinte
igualdade é sempre válida 𝐷𝑗(𝑒𝑖) = 𝑓𝑖𝑗𝑒𝑗 para todo 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆.

Demonstração. Dado que 𝒜(𝑋𝑛) é uma álgebra de evolução markoviana, pela Obser-
vação 3.3.17, temos que 𝑉

(𝑛)
𝑗 (𝑒𝑖) = 𝑓𝑛

𝑖𝑗𝑒𝑗. Além disso, pela Definição B.1.8, temos
que:

𝑓𝑖𝑗 =
∞∑︁

𝑛=1
𝑓𝑛

𝑖𝑗.

Agora, queremos mostrar que:

lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑚=1

𝑉
(𝑚)

𝑗 (𝑒𝑖) − 𝑓𝑖𝑗𝑒𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦ = 0.

Logo, temos que:

lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑚=1

𝑉
(𝑚)

𝑗 (𝑒𝑖) − 𝑓𝑖𝑗𝑒𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦ = lim

𝑛→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑛∑︁
𝑚=1

𝑓𝑛
𝑖𝑗𝑒𝑗 − 𝑓𝑖𝑗𝑒𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦

= lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃

𝑛∑︁
𝑚=1

𝑓𝑛
𝑖𝑗 − 𝑓𝑖𝑗

)︃
𝑒𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦

= lim
𝑛→∞

|
𝑛∑︁

𝑚=1
𝑓𝑛

𝑖𝑗 − 𝑓𝑖𝑗 |

= 0.

Teorema 3.3.20. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. O operador
de destino 𝐷𝑗 é convergente, para qualquer 𝑗 ∈ 𝑆.

Demonstração. Seja 𝑥 = ∑︀
𝑖∈𝑆 𝑥𝑖𝑒𝑖 ∈ 𝒜(𝑋𝑛). O operador 𝐷𝑗 é linear, uma vez que

𝜌𝑗, 𝜌∘
𝑗 e 𝐿 são operadores lineares. Portanto, temos que:

𝐷𝑗(𝑥) =
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑥𝑖𝐷𝑗(𝑒𝑖) =
∑︁
𝑖∈𝑆

𝑥𝑖𝑓𝑖𝑗𝑒𝑗 =
(︃∑︁

𝑖∈𝑆

𝑥𝑖𝑓𝑖𝑗

)︃
𝑒𝑗 ∈ 𝒜(𝑋𝑛).
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No Exemplo 3.3.21, apresentamos um 𝒜(𝑋𝑛) e computamos algumas das quantidades
definidas nesta seção.

Exemplo 3.3.21. Consideremos o passeio aleatório em Z do Exemplo 3.1.7 com
𝑝 = 2/3. Sua álgebra de evolução 𝒜(𝑆𝑛) tem como base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Z} e
produtos dados por:

𝑒2
𝑖 = 1

3𝑒𝑖−1 + 2
3𝑒𝑖+1, para todo 𝑖 ∈ Z.

Seu digrafo ponderado é apresantado na Figura 8.
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Figura 8 – Digrafo do passeio aleatório em Z com 𝑝 = 2
3 , do Exemplo 3.3.21.

Calcularemos 𝑉0(𝑒0)(𝑛) para todo 𝑛 ∈ N, partindo de 𝑒0. Portanto:

𝑉
(1)

0 (𝑒0) = 𝜌0 𝐿(𝑒0) = 𝜌0

(︂1
3𝑒−1 + 2

3𝑒1

)︂
= 0,

𝑉
(2)

0 (𝑒0) = 𝜌0𝐿 (𝜌0
0𝐿(𝑒0)) = 𝜌0𝐿

(︂1
3𝑒−1 + 2

3𝑒1

)︂
= 𝜌0

(︂1
9𝑒−2 + 2

9𝑒0 + 2
9𝑒0 + 4

9𝑒2

)︂
= 2

(︂2
9

)︂
𝑒0.

Observamos que:

𝑉
(2𝑚−1)

0 (𝑒0) = 0, para todo 𝑚 ∈ N,

𝑉
(2𝑚)

0 (𝑒0) = 2
(︂2

9

)︂𝑚

𝑒0, para todo 𝑚 ∈ N.

Assim, obtemos que:

𝐷0(𝑒0) =
∞∑︁

𝑚=1
𝑉

(𝑚)
0 (𝑒0) =

∞∑︁
𝑛=1

2
(︂2

9

)︂𝑛

𝑒0 = 4
7𝑒0.
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Proposição 3.3.22. (TIAN, 2008, Lema 7) Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ =

{𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Para todo 𝑛, 𝑘 ∈ N tal que 1 ≤ 𝑘 < 𝑛 e para todo 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, cumpre-se
que:

𝜌𝑗𝐿
𝑛(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜌𝑗𝐿
𝑛−𝑘(𝜌𝑗𝐿(𝜌∘

𝑗𝐿)𝑘−1(𝑥)).

Demonstração. Mostraremos que a igualdade é válida para os elementos da base na-
tural, logo, estende-se para qualquer elemento pela linealidade do produto na álgebra
de evolução. Seja 𝑒𝑖 ∈ ℬ, então, temos que:

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜌𝑗𝐿
𝑛−𝑘 (𝜌𝑗𝐿(𝜌0

𝑗𝐿)𝑘−1(𝑒𝑖)) =
𝑛∑︁

𝑘=1
𝜌𝑗𝐿

𝑛−𝑘 (𝑓𝑘
𝑖𝑗 𝑒𝑗) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘
𝑖𝑗 𝜌𝑗𝐿

𝑛−𝑘 (𝑒𝑗)

A primeira igualdade é válida, pela Observação 3.3.17 e, a segunda igualdade, pela
linearidade do operador 𝜌𝑗𝐿

𝑛−𝑘. Assim, temos que:
𝑛∑︁

𝑘=1
𝑓𝑘

𝑖𝑗 𝜌𝑗𝐿
𝑛−𝑘 (𝑒𝑗) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘
𝑖𝑗 𝑝𝑛−𝑘

𝑗𝑗 𝑒𝑗 = 𝑝𝑛
𝑖𝑗 𝑒𝑗 = 𝜌𝑗𝐿

𝑛(𝑒𝑖).

A primeira igualdade é valida, pelo Corolário 3.2.7, em que 𝜌𝑗𝐿
𝑛−𝑘 (𝑒𝑗) = 𝑝𝑛−𝑘

𝑗𝑗 𝑒𝑗. A
segunda igualdade, pela Proposição B.1.10, temos que ∑︀𝑛

𝑘=1 𝑓𝑘
𝑖𝑗 𝑝𝑛−𝑘

𝑗𝑗 = 𝑝𝑛
𝑖𝑗. Logo, pela

linearidade, temos o resultado demostrado.

Definição 3.3.23. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈

Λ}. Definimos o operador “número de vezes ao elemento 𝑒𝑗” da seguinte forma:

𝑄𝑗(𝑥) =
∞∑︁

𝑛=0
𝜌𝑗𝐿

𝑛(𝑥).

Corolário 3.3.24. (TIAN, 2008, Teorema 19) Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural
ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Para todo 𝑒𝑗 pertencente a sua base ℬ,

‖𝑄𝑗(𝑒𝑗)‖ = 1
1 − ‖𝐷𝑗(𝑒𝑗)‖

.

Demonstração. Do Teorema B.1.11 e do Corolário 3.2.7, temos que:

‖𝑄𝑗(𝑒𝑗)‖ =
⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑛=0

𝜌𝑗𝐿
𝑛(𝑒𝑗)

⃦⃦⃦⃦
⃦ =

∞∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛
𝑗𝑗 = 1

1 − 𝑓𝑗𝑗

= 1
1 − ‖𝐷𝑗(𝑒𝑗)‖

.
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Vale ressaltar que os resultados apresentados nesta seção foram provados com fer-
ramentas probabilísticas, diferenciando das provas apresentadas em (TIAN, 2008). E
destacamos que tais provas não dependem da dimensão.

3.4 RECORRÊNCIA ALGÉBRICA E RECORRÊNCIA PROBABILÍSTICA

Na Definição 2.2.46, estabeleceu-se que, se ⟨𝑒𝑖⟩ é uma subálgebra simples, então 𝑒𝑖 é
denominado algebricamente recorrente; caso contrário, é denominado algebricamente
transiente. Intuitivamente, podemos interpretar ambos casos da seguinte forma:

• Quando dizemos que a subálgebra de evolução gerada por um elemento não
é simples, isso significa que o elemento é algebricamente transiente. Intuitiva-
mente, isso implica que existem elementos 𝑒𝑗 ∈ ℬ na subálgebra de evolução
que, podem deixar de estar presentes a partir da 𝑛-ésima interação do operador
evolução sobre 𝑒𝑗, para algum 𝑛 ∈ N. De uma perspectiva biológica, isso pode
ser interpretado como um subconjunto de alelos que não persistem indefinida-
mente e, eventualmente, deixam de aparecer ou desaparecem do sistema, com o
passar do tempo.

• Caso contrário, quando a subálgebra de evolução gerada por um elemento é
simples, significa que, para todos os elementos que compõem essa subálgebra,
independentemente das interações do operador evolução realizadas em eles, con-
tinuarão presentes em algum momento e não desaparecerão. De uma perspectiva
biológica, isso pode ser interpretado como um subconjunto de alelos que perma-
necerão recorrentes ao longo do tempo.

No paralelo com as cadeias de Markov, na Definição B.1.9, estabelecemos que um
estado 𝑖 é recorrente se 𝑓𝑖𝑖 = 1. Caso contrário, se 𝑓𝑖𝑖 < 1, é denominado transiente.
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• 𝑖 é um estado transiente se, ao iniciar em 𝑖, a probabilidade de retornar ao estado
𝑖 em algum momento for estritamente menor que 1. Isso significa que, existe uma
probabilidade positiva de não retornar jamais ao estado 𝑖. Embora seja possível
que 𝑖 seja visitado algumas vezes após o início, não há garantia de que seja
visitado infinitas vezes.

• Caso contrário, 𝑖 é um estado recorrente se, ao iniciar em 𝑖, a probabilidade de
retornar ao estado 𝑖 em algum momento for igual a 1. Embora o retorno possa
demorar, ele está garantido. Além disso, como se trata de uma cadeia de Markov,
a propriedade markoviana nos assegura que o estado será visitado infinitas vezes
ao longo do tempo.

A seguir, estudaremos em que situações essas duas definições têm implicações mútuas,
quando uma implica a outra, e qual papel desempenha a dimensão nesse estudo.

3.4.1 PERDA DOS COEFICIENTES (TRANSIÊNCIA)

Dada 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ 𝑆} e dados 𝑒𝑖, 𝑒𝑗 ∈ ℬ, lembramos da
Definição 2.2.27 que, 𝑒𝑖 ocorre em 𝑒𝑗, se 𝑒𝑖 ≺ 𝑒

[𝑛]
𝑗 para algum 𝑛 ∈ N.

Observação 3.4.1. Chamamos a atenção para o fato de que, do Lema 3.4.2 até o Te-
orema 3.4.9, tais resultados são baseados nos Teoremas e Proposições encontrados na
(TIAN, 2008, Seção 4.1.4) até a (TIAN, 2008, Seção 4.2.3). No entanto, tais resultados
são diferentes tanto em seus enunciados quanto em suas demonstrações.

Lema 3.4.2. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Temos que o
elemento 𝑒𝑖 é algebricamente transiente em 𝒜(𝑋𝑛) se, e somente se, existe algum 𝑒𝑘

o qual ocorre em 𝑒𝑖, tal que 𝑒𝑖 não ocorre em 𝑒𝑘.

Demonstração. (=⇒) Suponhamos que 𝑒𝑖 é algebricamente transiente. Pelo Teorema
2.2.36, temos que ⟨𝑒𝑖⟩ = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐷(𝑖)}. Como ⟨𝑒𝑖⟩ é uma subálgebra de
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evolução não simples, existe uma subálgebra de evolução própia 𝒜1 com base natural
ℬ1 = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ 𝑆1}, tal que 𝑆1 ⊊ 𝐷(𝑖) ⊆ 𝑆.
Então, existe um elemento 𝑒𝑘 pertenecente a ℬ1, satisfazendo que: 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑗 | 𝑗 ∈

𝐷(𝑘)} = ⟨𝑒𝑘⟩ ⊆ 𝒜1 ⊊ ⟨𝑒𝑖⟩, ou seja, 𝐷(𝑘) ⊊ 𝐷(𝑖). Portanto, 𝑒𝑘 ocorre em 𝑒𝑖, mas
𝑒𝑖 não ocorre em 𝑒𝑘.

(⇐=) Suponhamos que existe algum 𝑒𝑘 o qual ocorre em 𝑒𝑖, tal que 𝑒𝑖 não ocorre em
𝑒𝑘. Portanto, pela Definição 2.2.30, temos que 𝐷(𝑘) ⊊ 𝐷(𝑖). Assim, pelo Teorema
2.2.37, ⟨𝑒𝑘⟩ ⊊ ⟨𝑒𝑖⟩, quer dizer, ⟨𝑒𝑖⟩ é uma subálgebra que não e simples. Portanto, 𝑒𝑖

é algebricamente transiente.

Teorema 3.4.3. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Se o elemento
𝑒𝑖 é algebricamente transiente em 𝒜(𝑋𝑛), então o estado 𝑖 é transiente em {𝑋𝑛}𝑛∈N0 .

Demonstração. Dado que 𝑒𝑖 é algebricamente transiente, pelo Lema 3.4.2, existe al-
gum 𝑒𝑘 o qual ocorre em 𝑒𝑖, tal que 𝑒𝑖 não ocorre em 𝑒𝑘. Portanto, como 𝑒𝑗 ocorre
em 𝑒𝑖, existe um 𝑛 ∈ N tal que 𝑒𝑗 ≺ 𝑒

[𝑛]
𝑖 e, como 𝑒𝑖 não ocorre em 𝑒𝑗, temos que

𝑒𝑖 ⊀ 𝑒
[𝑚]
𝑗 para todo 𝑚 ∈ N. Pelo Corolário 3.2.7, significa que:

‖𝜌𝑗 (𝐿𝑛(𝑒𝑖))‖ = 𝑝𝑛
𝑖𝑗 ̸= 0, para algun 𝑛 ∈ N,

‖𝜌𝑖(𝐿𝑚(𝑒𝑗))‖ = 𝑝𝑚
𝑗𝑖 = 0, para todo 𝑚 ∈ N.

Portanto, na cadeia de Markov, obtemos que o estado 𝑗 é acessível desde o estado 𝑖,
mas o estado 𝑖 não é acessível desde 𝑗. Então, 𝑖 é um estado transiente na cadeia de
Markov.

Teorema 3.4.4. Considere 𝒜(𝑋𝑛) finita com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Se o
estado 𝑖 é transiente em {𝑋𝑛}𝑛∈N0 , então 𝑒𝑖 é algebricamente transiente em 𝒜(𝑋𝑛).

Demonstração. Suponhamos que 𝐷𝑖(𝑒𝑖) = 𝑓𝑖𝑖𝑒𝑖, com 𝑓𝑖𝑖 < 1. Como 𝑓𝑖𝑖 < 1, na
cadeia de Markov, pela Definição B.1.8, temos que 𝑖 é um estado transiente. No
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entanto, dado que a cadeia de Markov é finita, uma das consequências de um estado
𝑖 ser transiente, na cadeia de Markov, é que existe pelo menos um estado 𝑗, tal que,
𝑗 é acessível desde o estado 𝑖, mas o estado 𝑖 não é acessível desde 𝑗, ou seja, existe
𝑛 ∈ N tal que 𝑝𝑛

𝑖𝑗 ̸= 0 e 𝑝𝑚
𝑗𝑖 = 0 para todo 𝑚 ∈ N. Pelo Corolário 3.2.7, isso significa

que:

‖𝜌𝑗 (𝐿𝑛(𝑒𝑖))‖ = 𝑝𝑛
𝑖𝑗 ̸= 0, para algun 𝑛 ∈ N,

‖𝜌𝑖(𝐿𝑚(𝑒𝑗))‖ = 𝑝𝑚
𝑗𝑖 = 0, para todo 𝑚 ∈ N.

Quer dizer, 𝑒𝑗 ocorre em 𝑒𝑖, mas 𝑒𝑖 não ocorre em 𝑒𝑗. Logo, pelo Lema 3.4.2, 𝑒𝑖 é
algebricamente transiente em 𝒜(𝑋𝑛).

Observação 3.4.5. Na demonstração do Teorema 3.4.3 fazemos uso do seguinte fato:
se existe um estado 𝑗 acessível a partir do estado 𝑖, mas o estado 𝑖 não é acessível a
partir do estado 𝑗, então 𝑖 é um estado transiente. Esse é um resultado proveniente
das cadeias de Markov enumeráveis. No entanto, o contrário não se cumpre; ou seja,
se o estado 𝑖 é transiente, não necessariamente existe um estado 𝑗 que seja acessível
a partir do estado 𝑖, mas que 𝑖 não seja acessível a partir do estado 𝑗.
De fato, no Exemplo 3.4.6 encontramos essa situação.

Exemplo 3.4.6. Consideremos o passeio aleatório em Z com 𝑝 = 2/3 e probabilidades
de transição dadas por:

𝑝𝑖𝑗 :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
3 , se 𝑗 = 𝑖 + 1

1
3 , se 𝑗 = 𝑖 − 1

0, caso contrário.

Na cadeia de Markov, destacamos que ela é irredutível, se 0 < 𝑝 < 1, pela Definição
B.1.12. Ou seja, para quaisquer estados 𝑖 e 𝑗 existem 𝑛, 𝑚 ∈ N, tais que 𝑝𝑛

𝑖𝑗 ̸= 0 e
𝑝𝑚

𝑗𝑖 ̸= 0. No entanto, como calculamos no Exemplo 3.3.21, para o estado 0 obtemos que
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‖𝐷0(𝑒0)‖ = 4/7. Ou seja, 𝑓00 = 4
7 < 1. Portanto, o estado 0 é um estado transiente

na cadeia de Markov. Nesse caso particular, todos os estados são transientes e vale
que ‖𝐷𝑖(𝑒𝑖)‖ = 4/7, para todo 𝑖 ∈ Z.

Além disso, sua álgebra de evolução 𝒜(𝑆𝑛) tem como base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Z}

e produtos dados por:

𝑒2
𝑖 = 1

3𝑒𝑖−1 + 2
3𝑒𝑖+1, para todo 𝑖 ∈ Z.

Observamos que, para qualquer 𝑖 ∈ Z, temos que 𝐷(𝑖) = Z. Portanto, pelo Teorema
2.2.36, temos que ⟨𝑒𝑖⟩ = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ Z} = 𝒜(𝑆𝑛). Ou seja, a álgebra de evolução
𝒜(𝑆𝑛) é uma álgebra de evolução simples, e, consequentemente, todos os elementos
da álgebra são algebricamente recorrentes.

Lembremos que os conceitos de recorrência e transitoriedade em uma cadeia de Mar-
kov, embora estejam relacionados com a irredutibilidade da cadeia, não são conceitos
equivalentes em dimensão infinita.

Nesta seção, destacamos a conexão entre o conceito de transiência nas cadeias de
Markov e nas álgebras de evolução markovianas.

1. Do Teorema 3.4.3, concluímos que, se o elemento 𝑒𝑖 em 𝒜(𝑋𝑛) é algebricamente
transiente, então o estado 𝑖 em {𝑋𝑛}𝑛∈N0 é transiente. Ou seja, a transitoriedade
algébrica implica transitoriedade probabilística, para 𝑆 enumerável.

2. Do Teorema 3.4.4, obtemos que, se {𝑋𝑛}𝑛∈N0 é finita e o estado 𝑖 em {𝑋𝑛}𝑛∈N0

é transiente, então 𝑒𝑖 em 𝒜(𝑋𝑛) é um elemento algebricamente transiente.
Ou seja, no caso de dimensão finita, a transitoriedade probabilística implica
transitoriedade algébrica.

3. O Exemplo 3.4.6 ilustra como, no caso de dimensão infinita, a transitoriedade
probabilística não implica transitoriedade algébrica.
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3.4.2 CONSERVAÇÃO DOS COEFICIENTES (RECORRÊNCIA)

Lema 3.4.7. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Temos que, 𝑒𝑖 é
algebricamente recorrente, se e somente se, para todos os elementos 𝑒𝑗, os quais 𝑒𝑗

ocorre em 𝑒𝑖, 𝑒𝑖 ocorre em 𝑒𝑗.

Demonstração. (=⇒) Suponhamos que 𝑒𝑖 é algebricamente recorrente. Pelo Teorema
2.2.36, temos que ⟨𝑒𝑖⟩ = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐷(𝑖)}. Como ⟨𝑒𝑖⟩ é uma subálgebra de
evolução simples, todos os 𝑒𝑘 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐷(𝑖)} geram a mesma subálgebra de
evolução, ou seja, ⟨𝑒𝑘⟩ = ⟨𝑒𝑖⟩. Portanto, pelo Teorema 2.2.48 𝑒𝑖 e 𝑒𝑗 estão interco-
municados, quer dizer, 𝑒𝑗 que ocorrem em 𝑒𝑖 e 𝑒𝑖 ocorre em 𝑒𝑗.

(⇐=) Suponhamos que para todos os elementos 𝑒𝑗, os quais ocorrem em 𝑒𝑖, 𝑒𝑖 ocorre
em 𝑒𝑗. Portanto, pelo Teorema 2.2.36, ⟨𝑒𝑖⟩ = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐷(𝑖)}. Como, para todo
𝑒𝑗 que ocorrem em 𝑒𝑖, 𝑒𝑖 ocorre em 𝑒𝑗, isso significa que, 𝑒𝑖 e 𝑒𝑗 estão intercomunica-
dos. Logo, pelo Teorema 2.2.48, temos que ⟨𝑒𝑗⟩ = ⟨𝑒𝑖⟩, ou seja, ⟨𝑒𝑖⟩ é uma subálgebra
simples e, portanto, 𝑒𝑖 é algebricamente recorrente.

Teorema 3.4.8. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Se o estado 𝑖 é
recorrente em {𝑋𝑛}𝑛∈N0 , então o elemento 𝑒𝑖 é algebricamente recorrente em 𝒜(𝑋𝑛).

Demonstração. Suponhamos que o elemento 𝑒𝑖 não é algebricamente recorrente. En-
tão, como 𝑒𝑖 é algebricamente transiente em 𝒜(𝑋𝑛), pelo Teorema 3.4.3, obtemos
que o estado 𝑖 é transiente na cadeia de Markov, o que é uma contradição. Logo, 𝑒𝑖

é algebricamente recorrente.

Teorema 3.4.9. Considere 𝒜(𝑋𝑛) finita com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Se o
elemento 𝑒𝑖 é algebricamente recorrente em 𝒜(𝑋𝑛), então o estado 𝑖 é recorrente em
{𝑋𝑛}𝑛∈N0 .
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Demonstração. Suponhamos que o estado 𝑖 não é recorrente. Então, como 𝑖 é transi-
ente em {𝑋𝑛}𝑛∈N0 , pelo Teorema 3.4.4, obtemos que o elemento 𝑒𝑖 é algebricamente
transiente, o que é uma contradição. Logo, o estado 𝑖 é recorrente em {𝑋𝑛}𝑛∈N0 .

Complementando a seção anterior, destacamos a conexão entre o conceito de recor-
rência nas cadeias de Markov e nas álgebras de evolução markovianas.

1. Do Teorema 3.4.8, concluímos que, se um estado 𝑖 em {𝑋𝑛}𝑛∈N0 é recorrente
probabilisticamente, então o elemento 𝑒𝑖 é algebricamente transiente em 𝒜(𝑋𝑛).
Ou seja, a recorrência probabilística implica em recorrência algébrica, para 𝑆

enumerável.

2. Do Teorema 3.4.9, obtemos que, se a cadeia de Markov é finita e o elemento 𝑒𝑖 é
algebricamente recorrente, então 𝑖, na cadeia de Markov, é recorrente. Ou seja, no
caso de dimensão finita, a recorrência algébrica implica recorrência probabilística.

3. O Exemplo 3.4.6 ilustra como, no caso de dimensão infinita, a recorrência algé-
brica não implica em recorrência probabilística.
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4 DERIVAÇÕES EM ÁLGEBRAS DE EVOLUÇÃO MARKOVIANAS

No capítulo 2, estudamos as propriedades fundamentais das álgebras de evolução com
dimensão enumerável. Destacamos uma conexão relevante dessa álgebra com a teoria
dos grafos. Por exemplo, na Proposição 2.3.6, observamos que uma álgebra de evo-
lução é indecomponível se, e somente se, o grafo associado é conexo. Ou seja, uma
propriedade algébrica da álgebra de evolução implica uma propriedade topológica do
grafo, e vice-versa. Esse tipo de relação entre essas duas áreas pode ser explorado de
forma mais aprofundada.

No capítulo 3, analisamos sob quais condições uma cadeia de Markov gera uma álgebra
de evolução. Nesse processo, estabelecemos uma conexão entre essas duas áreas. Por
fim, o objetivo central deste capítulo, é estudar as derivações nas álgebras de evolu-
ção markovianas e destacar como certas propriedades probabilísticas têm repercussões
importantes nessas derivações.

4.1 DERIVAÇÕES EM ÁLGEBRAS DE EVOLUÇÃO

A principal referência deste capítulo será o artigo (CABRERA et al., 2021). Convidamos
o leitor a consultar outras obras, como as de (CAMACHO et al., 2012) e (ELDUQUE;

LABRA, 2019), onde são abordadas as derivações em álgebras de evolução. No entanto,
é importante destacar que as derivações tratadas nesses três artigos estão focadas em
álgebras de evolução de dimensão finita e com um enfoque algébrico. O nosso objetivo
neste capítulo é estudar alguns resultados encontrados em (CABRERA et al., 2021) e
estendê-los para álgebras de evolução markovianas com dimensão enumerável, a partir
de ferramentas das cadeias de Markov.

Definição 4.1.1. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ Λ}.
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Uma derivação é um operador linear 𝑑 : 𝒜 −→ 𝒜 tal que 𝑑(𝑒𝑖) = ∑︀
𝑘∈Λ 𝑑𝑖𝑘𝑒𝑘 para

todo 𝑖 ∈ Λ. Além disso, deve satisfazer 𝑑(𝑢 · 𝜐) = 𝑑(𝑢) · 𝜐 + 𝑢 · 𝑑(𝜐), para todo
𝑢, 𝜐 ∈ 𝒜 (Regra de Leibniz).

Observação 4.1.2. Sendo 𝑑(𝑒𝑖) ∈ 𝒜, para todo 𝑖 ∈ Λ, temos que ∑︀𝑘∈Λ 𝑑𝑖𝑘𝑒𝑘 é
sempre finita, com uma álgebra de evolução de dimensão enumerável.

Definição 4.1.3. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ Λ}.
Dada derivação 𝑑 sobre 𝒜, chamaremos matriz de derivação D = (𝑑𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈Λ, de 𝒜, a
matriz que contém as constantes de derivação.

Definição 4.1.4. Seja 𝒜 uma álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ Λ}.
O espaço de todas as derivações de 𝒜 é denotado por 𝐷𝑒𝑟(𝒜).

Começaremos nosso estudo das derivações estendendo as condições necessárias para
que uma aplicação linear seja uma derivação de uma álgebra de evolução, no caso de
dimensão enumerável.

Proposição 4.1.5. Seja 𝒜 a álgebra de evolução com base natural ℬ = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ Λ}.
Se 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑟(𝒜), 𝑑 deve satisfazer o seguinte sistema de equações:

𝑐𝑗𝑘𝑑𝑖𝑗 + 𝑐𝑖𝑘𝑑𝑗𝑖 = 0, para todo 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ Λ e 𝑖 ̸= 𝑗. (4.1)

∑︁
𝑗∈Λ

𝑐𝑖𝑗𝑑𝑗𝑘 = 2𝑐𝑖𝑘𝑑𝑖𝑖, para todo 𝑖, 𝑘 ∈ Λ. (4.2)

Demonstração. Conforme indicado no Capítulo 2, assumimos que as álgebras de evo-
lução que estudamos possuem bases naturais de Hamel. Logo, todo elemento de uma
álgebra de evolução 𝒜 possui uma representação única como combinação linear finita
de elementos da base natural ℬ.
Seja 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑟(𝒜), dado que 𝑑 deve cumprir a regra de Leibniz, tal derivação devem
cumprir as seguintes condições para os elementos da base. Sejam 𝑖 ̸= 𝑗 ∈ Λ, temos
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que:

𝑑(𝑒𝑖 · 𝑒𝑗) = 𝑑(𝑒𝑖) · 𝑒𝑗 + 𝑒𝑖 · 𝑑(𝑒𝑗)

=
⎛⎝∑︁

𝑘∈Λ
𝑑𝑖𝑘𝑒𝑘

⎞⎠ · 𝑒𝑗 + 𝑒𝑖 ·

⎛⎝∑︁
𝑘∈Λ

𝑑𝑗𝑘𝑒𝑘

⎞⎠
= 𝑑𝑖𝑗𝑒

2
𝑗 + 𝑑𝑗𝑖𝑒

2
𝑖

= 𝑑𝑖𝑗

⎛⎝∑︁
𝑘∈Λ

𝑐𝑗𝑘𝑒𝑘

⎞⎠+ 𝑑𝑗𝑖

⎛⎝∑︁
𝑘∈Λ

𝑐𝑖𝑘𝑒𝑘

⎞⎠
=
∑︁
𝑘∈Λ

(𝑐𝑗𝑘𝑑𝑖𝑗 + 𝑐𝑖𝑘𝑑𝑗𝑖)𝑒𝑘. (4.3)

No entanto, como 𝑑 é um operador linear,

𝑑(𝑒𝑖 · 𝑒𝑗) = 𝑑(0) = 0. (4.4)

Logo, por (4.3) e (4.4), 𝑑 deve satisfazer a,

𝑐𝑗𝑘𝑑𝑖𝑗 + 𝑐𝑖𝑘𝑑𝑗𝑖 = 0, para todo 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ Λ e 𝑖 ̸= 𝑗.

Finalizando, assim, a prova da Equação (4.1), que 𝑑 deve satisfazer. Agora, vejamos a
prova da Equação (4.2).

𝑑(𝑒𝑖 · 𝑒𝑖) = 𝑑(𝑒𝑖) · 𝑒𝑖 + 𝑒𝑖 · 𝑑(𝑒𝑖)

= 2
⎛⎝∑︁

𝑘∈Λ
𝑑𝑖𝑘𝑒𝑘

⎞⎠ · 𝑒𝑖

= 2𝑑𝑖𝑖𝑒
2
𝑖

=
∑︁
𝑘∈Λ

2𝑐𝑖𝑘𝑑𝑖𝑖𝑒𝑘.
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No entanto, como 𝑑 é um operador linear, temos que:

𝑑(𝑒𝑖 · 𝑒𝑖) = 𝑑

⎛⎝∑︁
𝑗∈Λ

𝑐𝑖𝑗𝑒𝑗

⎞⎠
=
∑︁
𝑗∈Λ

𝑐𝑖𝑗𝑑(𝑒𝑗)

=
∑︁
𝑗∈Λ

𝑐𝑖𝑗

⎛⎝∑︁
𝑘∈Λ

𝑑𝑗𝑘𝑒𝑘

⎞⎠
=
∑︁
𝑘∈Λ

⎛⎝∑︁
𝑗∈Λ

𝑐𝑖𝑗𝑑𝑗𝑘

⎞⎠ 𝑒𝑘

Quer dizer, 𝑑 deve satisfazer que:

∑︁
𝑗∈Λ

𝑐𝑖𝑗𝑑𝑗𝑘 = 2𝑐𝑖𝑘𝑑𝑖𝑖, para todo 𝑖, 𝑘 ∈ Λ.

Observação 4.1.6. As derivações são operadores lineares definidos em qualquer álge-
bra, não necessariamente em álgebras de evolução. No entanto, daqui em diante, todas
as definições que apresentaremos serão dadas no contexto de álgebras de evolução ge-
radas por cadeias de Markov. Lembramos que 𝒜(𝑋𝑛) denota a álgebra de evolução
markoviana gerada pela cadeia de Markov {𝑋𝑛}𝑛∈N0 .

Reformularemos, a seguir, o resultado obtido na Proposição 4.1.5 para adaptá-lo ao
contexto das álgebras de evolução markovianas. Isso nos permitirá expressar tais con-
dições necessárias em termos de probabilidades de transição da cadeia de Markov.

Corolário 4.1.7. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Se 𝑑 ∈

𝐷𝑒𝑟(𝒜), 𝑑 deve satisfazer o seguinte sistema de equações:

𝑝𝑗𝑘𝑑𝑖𝑗 + 𝑝𝑖𝑘𝑑𝑗𝑖 = 0, para todo 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ 𝑆 e 𝑖 ̸= 𝑗. (4.5)

∑︁
𝑗∈Λ

𝑝𝑖𝑗𝑑𝑗𝑘 = 2𝑝𝑖𝑘𝑑𝑖𝑖, para todo 𝑖, 𝑘 ∈ 𝑆. (4.6)
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Exemplo 4.1.8. Seja 𝒜(𝑋𝑛) a álgebra de evolução markoviana gerada pela cadeia de
Markov {𝑋𝑛}𝑛∈N0 com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}, onde 𝑆 = {1, 2} e os produtos
são dados por:

𝑒2
1 = 𝑝11𝑒1 + 𝑝12𝑒2,

𝑒2
2 = 𝑝21𝑒1 + 𝑝22𝑒2.

Lembremos que 𝑝11 + 𝑝12 = 1 e 𝑝21 + 𝑝22 = 1, observando que 𝑝12 = 1 − 𝑝11 e
𝑝22 = 1 − 𝑝21. Consideramos que 0 < 𝑝11 < 1 e 0 < 𝑝22 < 1. Seu digrafo associado é
o seguinte:

1 2
𝑝22𝑝11 𝑝21

𝑝12

Figura 9 – Digrafo de {𝑋𝑛}𝑛∈N0 do Exemplo 4.1.8.

Agora, consideremos uma derivação 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)) qualquer. Ela deve satisfazer as
Equações (4.5) e (4.6). Portanto, da Equação (4.5), obtemos as seguintes equações:

𝑝21𝑑12 + 𝑝11𝑑21 = 0, (4.7)

𝑝22𝑑12 + 𝑝12𝑑21 = 0. (4.8)

Da Equação (4.6) obtemos as seguintes equações:

𝑝11𝑑11 + 𝑝12𝑑21 = 2𝑝11𝑑11, (4.9)

𝑝11𝑑12 + 𝑝12𝑑22 = 2𝑝12𝑑11, (4.10)

𝑝21𝑑11 + 𝑝22𝑑21 = 2𝑝21𝑑22, (4.11)

𝑝21𝑑12 + 𝑝22𝑑22 = 2𝑝22𝑑22. (4.12)
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Para resolver este sistema, das Equações (4.7) e (4.8), temos que

𝑑12 = −𝑝11

𝑝21
𝑑21,

𝑑12 = −𝑝12

𝑝22
𝑑21.

Assim, obtemos dois possiveis casos:

1. Se 𝑝11 ̸= 𝑝21, observamos que 𝑑12 tem duas representações, tal que, a única
solução possível é que 𝑑12 = 𝑑21 = 0. Substituindo esses valores nas Equações
(4.9)-(4.12), observa-se que 𝑑11 = 𝑑22 = 0. Em outras palavras, a derivação 𝑑 é
nula.

2. Se 𝑝11 = 𝑝21, temos que 𝑑12 = −𝑑21 nas Equações (4.7) e (4.8) . Substituindo
esses valores nas Equações (4.9)-(4.12), obtemos as seguintes equações:

𝑝12𝑑21 = 𝑝11𝑑11,

−𝑝11𝑑21 + 𝑝12𝑑22 = 2𝑝12𝑑11, (4.13)

𝑝11𝑑11 + 𝑝12𝑑21 = 2𝑝11𝑑22,

𝑝11𝑑12 = 𝑝12𝑑22.

Das quais obtemos, imediatamente, as duas seguintes equações:

𝑑11 = 𝑝12

𝑝11
𝑑21,

𝑑22 = −𝑝11

𝑝12
𝑑12. (4.14)

Utilizando (4.14) em (4.13) e sabendo que 𝑑12 = −𝑑21, obtemos que:

𝑑11 = 𝑝12

𝑝11
𝑑21,

𝑑11 = −𝑝11

𝑝12
𝑑21.

Pelo que, embora 𝑝11 = 𝑝12, observamos que 𝑑11 tem duas representações, tal que
a única solução possível é que 𝑑11 = 𝑑12 = 𝑑21 = 𝑑22 = 0. Em outras palavras,
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a derivação 𝑑 é nula. Ou seja, 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)) = {0}. Ainda que consideremos
0 < 𝑝11 < 1 e 0 < 𝑝22 < 1, o leitor pode verificar, nos outros dois casos, que
a conclusão é a mesma. Ou seja, para qualquer álgebra de evolução gerada por
uma cadeia de Markov finita de dimensão 2, a única derivação é a nula.

Em (CAMACHO et al., 2012), demonstra-se que, para álgebras de evolução cuja matriz
de estrutura seja não singular, o espaço de derivações é zero, ou seja, a única derivação
é a derivação nula. Neste trabalho, observamos que são estudadas álgebras de evolu-
ção complexas, mas enfatizamos que se trabalha no contexto de dimensão finita. Em
(CABRERA et al., 2021), demonstra-se que, para álgebras de evolução finitas, onde seu
digrafo é conexo, o espaço de derivações depende de propriedades que o digrafo associ-
ado à álgebra de evolução possui. Tal conceito é o conceito de gêmeo, que adaptaremos
às cadeias de Markov. Com isso em mente, a seguir, estudaremos quais propriedades
das cadeias de Markov podem nos fornecer informações para caracterizar as deriva-
ções nas álgebras de evolução geradas por cadeias de Markov, independentemente da
dimensão.

4.2 DERIVAÇÕES EM ÁLGEBRAS DE EVOLUÇÃO MARKOVIANAS

Começaremos esta seção, lembrando que 𝒥𝑖 = {𝑗 ∈ 𝑆 | 𝑝𝑖𝑗 ̸= 0} é o conjunto de
estados 𝑗 para os quais a probabilidade de transição do estado 𝑖 para o estado 𝑗

num único passo difere de zero, denotado em 3.1.3. Esses conjuntos coincidem com
o conjunto de descendentes de primeira geração do elemento 𝑖, conforme definido na
Definição 2.2.30, e que isso coincide, por sua vez, com a definição de descendentes do
grafo dada em (CABRERA et al., 2021).

Definição 4.2.1. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}.

1. Dizemos que 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆 são gêmeos se 𝒥𝑖 = 𝒥𝑗.
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2. Se para todo 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, com 𝑖 ̸= 𝑗 temos que 𝒥𝑖 ̸= 𝒥𝑗, dizemos que {𝑋𝑛}𝑛∈N0 é
livre de gêmeos.

O Proposição 4.2.2 descreve as derivações nas álgebras de evolução markovianas. Tal
resultado segue a ideia da (CABRERA et al., 2021, Proposição 1), estendendo tais resul-
tados para o caso das álgebras de evolução markovianas de dimensão enumerável, cujo
grafo associado não precisa ser conexo. Ressaltamos, no entanto, que as álgebras de
evolução markovianas são sempre álgebras de evolução não degeneradas. Além disso, o
resultado a seguir, assim como os resultados subsequentes, pode ser aplicada as cadeias
de Markov cujo dígrafo associado seja redutível, conforme a definição apresentada em
(CABRERA et al., 2021).

Proposição 4.2.2. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Se 𝑑 ∈

𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)), então 𝑑 satisfaz as seguintes condições:

1. Se 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗 e 𝒥𝑖 ∩ 𝒥𝑗 ̸= 𝜑, então

𝑑𝑖𝑗 = − 𝑝𝑖𝑘

𝑝𝑗𝑘

𝑑𝑗𝑖, para todo 𝑘 ∈ 𝒥𝑖 ∩ 𝒥𝑗.

2. Se 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗 e 𝒥𝑖 ∩ 𝒥 𝑐
𝑗 ̸= 𝜑, então 𝑑𝑗𝑖 = 0.

3. Se 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗 e 𝒥𝑖 ∩ 𝒥𝑗 = 𝜑, então 𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖 = 0.

4. Para todo 𝑖 ∈ 𝑆 temos que:

∑︁
𝑘∈𝒥𝑖

𝑝𝑖𝑘𝑑𝑘𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, se 𝑗 ̸∈ 𝒥𝑖,

2𝑝𝑖𝑗𝑑𝑖𝑖, se 𝑗 ∈ 𝒥𝑖.

Demonstração. Seja 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)). Portanto, temos que:

1. Sejam 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗 tal que 𝒥𝑖 ∩ 𝒥𝑗 ̸= 𝜑. Seja 𝑘 ∈ 𝒥𝑖 ∩ 𝒥𝑗, portanto, 𝑝𝑖𝑘 ̸= 0

e 𝑝𝑗𝑘 ̸= 0. Como 𝑑 satisfaz a Equação (4.5), temos que:

𝑑𝑖𝑗 = − 𝑝𝑖𝑘

𝑝𝑗𝑘

𝑑𝑗𝑖, para todo 𝑘 ∈ 𝒥𝑖 ∩ 𝒥𝑗.
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2. Se 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗 e 𝒥𝑖 ∩ 𝒥 𝑐
𝑗 ̸= 𝜑. Seja 𝑘 ∈ 𝒥𝑖 ∩ 𝒥 𝑐

𝑗 , portanto 𝑝𝑖𝑘 ̸= 0 e 𝑝𝑗𝑘 = 0.
Como 𝑑 satisfaz a Equação (4.5), temos que 𝑝𝑖𝑘𝑑𝑗𝑖 = 0, portanto, 𝑑𝑗𝑖 = 0.

3. Se 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗 e 𝒥𝑖 ∩ 𝒥𝑗 = 𝜑. Pelo item anterior, dado que 𝒥𝑖 ∩ 𝒥𝑗 = 𝜑,
obtemos que 𝒥𝑖 ∩ 𝒥 𝑐

𝑗 ̸= 𝜑 e 𝒥𝑗 ∩ 𝒥 𝑐
𝑖 ̸= 𝜑, temos que 𝑑𝑗𝑖 = 0 e 𝑑𝑖𝑗 = 0.

4. Seja 𝑖 ∈ 𝑆, dado que 𝑑 satisfaz a Equação (4.6), observamos que se 𝑘 ̸∈ 𝒥𝑖

entaõ 𝑝𝑖𝑘 = 0, portanto, temos que:
∑︁
𝑘∈𝑆

𝑝𝑖𝑘𝑑𝑘𝑗 =
∑︁

𝑘∈𝒥𝑖

𝑝𝑖𝑘𝑑𝑘𝑗 +
∑︁

𝑘 ̸∈𝒥𝑖

𝑝𝑖𝑘𝑑𝑘𝑗 =
∑︁

𝑘∈𝒥𝑖

𝑝𝑖𝑘𝑑𝑘𝑗.

De fato, se 𝑗 ̸∈ 𝒥𝑖, temos que 𝑝𝑖𝑗 = 0, assim
∑︁

𝑘∈𝒥𝑖

𝑝𝑖𝑘𝑑𝑘𝑗 = 0.

Caso contrario, se 𝑗 ∈ 𝒥𝑖, temos que 𝑝𝑖𝑗 ̸= 0, logo
∑︁

𝑘∈𝒥𝑖

𝑝𝑖𝑘𝑑𝑘𝑗 = 2𝑝𝑖𝑗𝑑𝑖𝑖.

Observação 4.2.3. Observamos que, embora o conjunto 𝒥 𝑐
𝑗 possa ser infinito para

algum 𝑗 ∈ 𝑆, devido à finitude de 𝒥𝑖, para todo 𝑖 ∈ 𝑆, a interseção mencionada no
item 3 da Proposição 4.2.2 corresponde sempre a um conjunto finito de estados da
cadeia de Markov.

O Corolário 4.2.4 é uma extensão do (CABRERA et al., 2021, Corolário 1).

Corolário 4.2.4. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Seja 𝑑 ∈

𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)). Se 𝑑𝑖𝑗 = 0 e 𝒥𝑖 = 𝒥𝑗, então 𝑑𝑗𝑖 = 0.

Demonstração. Dado que 𝒥𝑖 = 𝒥𝑗, pelo item 1 da Proposição 4.2.2, temos que:

𝑑𝑖𝑗 = − 𝑝𝑖𝑘

𝑝𝑗𝑘

𝑑𝑗𝑖, para todo 𝑘 ∈ 𝒥𝑖 ∩ 𝒥𝑗.

Dado que 𝑑𝑖𝑗 = 0 e para todo 𝑘 ∈ 𝒥𝑖 temos que 𝑝𝑖𝑘 ̸= 0, portanto, 𝑑𝑗𝑖 = 0.
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Exemplo 4.2.5. (CABRERA et al., 2021, pág. 752) Seja 𝒜(𝑋𝑛) a álgebra de evolução
markoviana gerada pela cadeia de Markov {𝑋𝑛}𝑛∈N0 com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈

𝑆}, onde 𝑆 = {1, 2, 3} e os produtos são dados por:

𝑒2
1 = 𝑒1,

𝑒2
2 = 𝑒1,

𝑒2
3 = 𝑒1.

Seu digrafo associado é o seguinte:

2 3

1
11

1

Figura 10 – Digrafo de {𝑋𝑛}𝑛∈N0 do Exemplo 4.2.5.

Observamos que 𝒥1 = 𝒥2 = 𝒥3 = {1}. Seja 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)), então pelo primeiro
item da Proposição 4.2.2, temos as seguintes equações:

𝑑12 = −𝑑21,

𝑑13 = −𝑑31,

𝑑23 = −𝑑32.

Do quarto item da Proposição 4.2.2, temos que:

𝑑11 = 2𝑑11,

𝑑12 = 0,

𝑑13 = 0,

𝑑11 = 2𝑑22,

𝑑11 = 2𝑑33.
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Pelo Corolário 4.2.4, como 𝑑12 = 𝑑13 = 0 e 𝒥1 = 𝒥2 = 𝒥3, temos que 𝑑21 = 𝑑31 = 0.
Além disso, observamos que se 𝑑11 = 2𝑑11, então 𝑑11 = 0. Assim, das equações
anteriores, obtemos que 𝑑11 = 𝑑12 = 𝑑13 = 𝑑21 = 𝑑22 = 𝑑31 = 𝑑33 = 0 e 𝑑32 = −𝑑23.
Portanto, se 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)), sua matriz de derivação D tem a seguinte estrutura:

D =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0

0 0 𝛼

0 −𝛼 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Para qualquer 𝛼 ∈ R. Obtém-se que:

𝑑(𝑒1) = 0,

𝑑(𝑒2) = 𝛼𝑒3,

𝑑(𝑒3) = −𝛼𝑒2.

Verificamos que 𝑑 é uma derivação. Fazendo os cálculos para os elementos cruzados
obtém-se que:

0 = 𝑑(0) = 𝑑(𝑒1 · 𝑒2) = 𝑑(𝑒1) · 𝑒2 + 𝑒1 · 𝑑(𝑒2) = 0 · 𝑒2 + 𝛼𝑒1 · 𝑒3 = 0,

0 = 𝑑(0) = 𝑑(𝑒1 · 𝑒3) = 𝑑(𝑒1) · 𝑒3 + 𝑒1 · 𝑑(𝑒3) = 0 · 𝑒3 − 𝛼𝑒1 · 𝑒2 = 0,

0 = 𝑑(0) = 𝑑(𝑒2 · 𝑒3) = 𝑑(𝑒2) · 𝑒3 + 𝑒2 · 𝑑(𝑒3) = 𝛼𝑒2
3 − 𝛼𝑒2

2 = 𝛼𝑒1 − 𝛼𝑒1 = 0.

Para os quadrados, temos que:

0 = 𝑑(𝑒1) = 𝑑(𝑒2
1) = 2𝑒1 · 𝑑(𝑒1) = 2𝑒1 · 0 = 0,

0 = 𝑑(𝑒1) = 𝑑(𝑒2
2) = 2𝑒2 · 𝑑(𝑒2) = 2𝛼𝑒2 · 𝑒3 = 0,

0 = 𝑑(𝑒1) = 𝑑(𝑒2
3) = 2𝑒3 · 𝑑(𝑒3) = −2𝛼𝑒3 · 𝑒2 = 0.

Então, 𝑑 é uma derivação de 𝒜(𝑋𝑛).

As Proposições 4.2.6 e 4.2.7 são uma extensão do (CABRERA et al., 2021, Lema 2).
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Proposição 4.2.6. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Seja
𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)). Se 𝑑𝑖𝑗 ̸= 0 para todo 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗, então 𝒥𝑖 = 𝒥𝑗.

Demonstração. Seja 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗 tal que 𝑑𝑖𝑗 ̸= 0. Portanto, 𝑑𝑗𝑖 ̸= 0, assim, pelo
contra reciproco do item três da Proposição 4.2.2, temos que 𝒥𝑖 ∩ 𝒥𝑗 ̸= 𝜑. Também
pelo contra reciproco do item dois da Proposição 4.2.2, temos que 𝒥𝑖 ∩ 𝒥 𝑐

𝑗 = 𝜑 e
𝒥 𝑐

𝑖 ∩ 𝒥𝑗 = 𝜑. Concluindo, assim, que 𝒥𝑖 = 𝒥𝑗.

Proposição 4.2.7. Considere 𝒜(𝑋𝑛) com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}. Seja
𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)). Se {𝑋𝑛}𝑛∈N0 é livre de gêmeos, então para todo 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗

cumpre-se que 𝑑𝑗𝑖 = 𝑑𝑗𝑖 = 0.

Demonstração. Dado {𝑋𝑛}𝑛∈N0 livre de gêmeos, então 𝒥𝑖 ̸= 𝒥𝑗 para todo 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸=

𝑗. Logo, pelo contra reciproco da Proposição 4.2.6, obtemos que 𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖 = 0.

4.2.1 DERIVAÇÕES NULAS E CADEIAS DE MARKOV IRREDUTÍVEIS

Como mencionamos no início, os resultados obtidos em (CABRERA et al., 2021) estão
focados em álgebras de evolução finitas cujo grafo associado é conexo. Com o objetivo
de estender o (CABRERA et al., 2021, Teorema 1) para o caso de álgebras de evolução
markovianas, cujo grafo não precisa ser necessariamente conexo, enunciamos e de-
monstramos o Lema 4.2.9 e o Teorema 4.2.10, os quais constituem uma extensão do
(CABRERA et al., 2021, Lema 1), com foco principal no caso em que a álgebra de evolu-
ção markoviana seja de dimensão enumerável. A Proposição 4.2.11 também constitui
uma extensão do (CABRERA et al., 2021, Lema), pois, embora seja formulada para o
caso finito, contempla situações em que o grafo associado à (𝒜(𝑋𝑛)) não precisa ser
conexo.

Definição 4.2.8. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia de Markov.
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1. Um caminho é uma sequência de estados {𝑖1, 𝑖2, · · · , 𝑖𝑘}, onde cada 𝑖𝑗 ̸= 𝑖𝑙 para
𝑗 ̸= 𝑙 e, para todo 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘 − 1}, 𝑝𝑖𝑗𝑖𝑗+1 ̸= 0.

2. Um ciclo é uma sequência finita de estados {𝑖1, 𝑖2, · · · , 𝑖𝑘}, onde 𝑖𝑗 ̸= 𝑖𝑙 para
𝑗, 𝑙 ∈ {1, · · · , 𝑘} com 𝑗 ̸= 𝑙, e tal que 𝑝𝑖𝑗𝑖𝑗+1 ̸= 0 para 𝑗 ∈ {1, · · · , 𝑘 − 1} e
𝑝𝑖𝑘𝑖1 ̸= 0.

3. O tamanho do ciclo {𝑖1, 𝑖2, · · · , 𝑖𝑘} é 𝑘 + 1.

4. Se 𝑘 = 1 e 𝑝𝑖1𝑖1 ̸= 0. A sequência {𝑖1, 𝑖1} é um laço (um ciclo de tamanho 1).

Lema 4.2.9. Seja 𝒜(𝑋𝑛) a álgebra de evolução markoviana gerada pela cadeia de
Markov {𝑋𝑛}𝑛∈N0 , com base natural ℬ = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ 𝑆}. Se {𝑋𝑛}𝑛∈N0 é irredutível,
então {𝑋𝑛}𝑛∈N0 possui um ciclo.

Demonstração. Sem perda de generalidade, seja 𝑖1 ∈ 𝑆 um estado qualquer da cadeia
de Markov. Se 𝑝𝑖1𝑖1 ̸= 0, então existe um ciclo de tamanho 1. Caso contrário, como a
cadeia de Markov é irredutível, existe um 𝑖2 tal que 𝑝𝑖1𝑖2 ̸= 0.
Se 𝑝𝑖2𝑖2 ̸= 0, então existe um ciclo de tamanho 1. Caso contrário, se 𝑝𝑖2𝑖1 ̸= 0 temos
um ciclo de tamanho 2. Caso isso também não ocorra, como a cadeia é irredutível,
existe um 𝑖3 ̸= 𝑖2, 𝑖1 tal que 𝑝𝑖2𝑖3 ̸= 0.
Seguindo esse raciocínio, continuamos encontrando 𝑖4, 𝑖5, · · · . No entanto, como a
cadeia de Markov é irredutível, eventualmente existe um 𝑖𝑘 tal que 𝑝𝑖𝑘𝑖1 ̸= 0. Caso
contrário, se tal 𝑖𝑘 não existisse, teríamos 𝑝𝑚

𝑖1𝑖1 = 0 para todo 𝑚 ∈ N, o que seria uma
contradição. Assim, a cadeia de Markov possui pelo menos um ciclo.

Teorema 4.2.10. Seja 𝒜(𝑋𝑛) a álgebra de evolução markoviana gerada pela cadeia
de Markov {𝑋𝑛}𝑛∈N0 , com base natural ℬ = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ 𝑆}. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 irredutível
e 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛). Se 𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖 = 0 para todo 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗, então 𝑑𝑖𝑖 = 0 para todo
𝑖 ∈ 𝑆.
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Demonstração. Pelo Lema 4.2.9, sabemos que {𝑋𝑛}𝑛∈N0 possui ciclos. Sejam {𝑐𝑠}𝑠∈Φ

os ciclos de {𝑋𝑛}𝑛∈N0 . Observamos que, Φ é um conjunto enumerável e possivelmente
infinito, se {𝑋𝑛}𝑛∈N0 é infinita, além disso, tais ciclos podem ter interseção não vazia.

Sejam {𝑐∘
𝑠}𝑠∈Φ os conjuntos de estados pertencentes a tais ciclos, ou seja, 𝑐∘

𝑖 =

{𝑢𝑖1 , 𝑢𝑖2 , . . . , 𝑢𝑖𝑡𝑖
}, onde 𝑢𝑖𝑗

∈ 𝑆 para todo 𝑖 ∈ Φ e 𝑗 ∈ {1, · · · , 𝑡𝑖} e tais ciclos
são de tamanho 𝑡𝑖 + 1. Agora, para 𝑗 ∈ {1, · · · , (𝑡𝑖 − 1)} e 𝑖 ∈ Φ, temos que
𝑖𝑗+1 ∈ 𝒥𝑖𝑗

e 𝑖1 ∈ 𝒥𝑖𝑡𝑖
. Seja 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)), pelo item 4 da Proposição 4.2.2,

dado que 𝑖𝑗+1 ∈ 𝐷(𝑖𝑗) para todo 𝑗 ∈ {1, · · · , (𝑡𝑖 − 1)} e 𝑖1 ∈ 𝐷(𝑖𝑡𝑖
), temos que:

2𝑑𝑖𝑗𝑖𝑗
= 𝑑𝑖𝑗+1𝑖𝑗+1 e 2𝑑𝑖𝑡𝑖 𝑖𝑡𝑖

= 𝑑𝑖1𝑖1 .

Portanto 𝑑𝑖𝑗𝑖𝑗
= 0 para todo 𝑗 ∈ {1, · · · , 𝑡𝑖} e 𝑖 ∈ Φ. Além disso, observamos que,

para qualquer estado 𝜐𝑘 ∈ 𝑆 ele pertence a algum ciclo 𝑐∘
𝑘. De fato, se 𝜐𝑘 não pertence

a nenhum ciclo, isso significa que, 𝑝𝑚
𝜐𝑘𝜐𝑘

= 0 para todo 𝑚 ∈ N, ou seja, a cadeia é
redutível, o que é uma contradição. Assim, 𝑑𝑘𝑘 = 0, para todo 𝑘 ∈ 𝑆.

Lembramos da Definição B.1.5 que as cadeias de Markov podem-se particionar em
subconjuntos disjuntos chamados classes, recôrrentes e transientes. Esses conceitos
derivam diretamente da Definição B.1.9. No entanto, nas cadeias de Markov finitas,
tais conceitos estão conectados com o conceito de classes fechadas da Definição B.1.6.
Assim, no caso finito, podemos dizer que as classes recorrentes são classes fechadas,
e as classes transientes são classes não fechadas. Portanto, em uma classe fechada,
se um estado 𝑗 é acessível a partir de um estado 𝑖, então 𝑖, por sua vez, também
é acessível a partir do estado 𝑗. Por essa razão, nas classes fechadas, uma vez que
entramos nelas, não há probabilidade de sair. No entanto, as classes transientes não
são fechadas; ou seja, pode acontecer que um estado 𝑗 seja acessível a partir de 𝑖, mas
𝑖 não seja acessível a partir de 𝑗. Assim, embora todos os estados de uma classe não
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fechada se comuniquem entre si, existe uma probabilidade de sair da classe e nunca
mais retornar a ela.

Proposição 4.2.11. Seja 𝒜(𝑋𝑛) a álgebra de evolução markoviana gerada pela cadeia
de Markov {𝑋𝑛}𝑛∈N0 , com base natural ℬ = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ 𝑆}. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 finita e
𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)). Se 𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖 = 0 para todo 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗, então 𝑑𝑖𝑖 = 0 para todo
𝑖 ∈ 𝑆.

Demonstração. Se {𝑋𝑛}𝑛∈N0 é finita e irredutível, pelo Teorema 4.2.10 podemos con-
cluir que este caso já está coberto. Então, supohamos que {𝑋𝑛}𝑛∈N0 é finita e redutível.
Então, podemos considerar a partição de classes de {𝑋𝑛}𝑛∈N0 como ∪𝑖∈Φ𝐶𝑖 = 𝑆 onde
| Φ |≤ 𝑚, sendo 𝑚 o número de estados da cadeia de Markov, ou seja | 𝑆 |= 𝑚. Além
disso, cada 𝐶𝑖 é uma classe. Graças ao Teorema B.1.13 existe pelo menos uma classe
fechada. Portanto, denotamos 𝐹 ′

𝑖 𝑠 as classes fechadas e 𝐴′
𝑗𝑠 as classes não fechadas,

portanto ∪𝑖∈Φ𝐶𝑖 = (∪𝑖∈Φ1𝐹𝑖) ∪ (∪𝑗∈Φ2𝐴𝑗) = 𝑆, onde Φ1 ∪ Φ2 = Φ.
Seja 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛). Se 𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖 = 0 para todo 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗 e seja 𝐹𝑖 uma
classe fechada qualquer. Observamos que as classes fechadas podem ser vistas como
subcadeias de Markov irredutíveis. Portanto, pelo Teorema 4.2.10 para qualquer estado
𝑘 pertencente a alguma clase 𝐹𝑖 para algum 𝑖 ∈ Φ1, obtemos que 𝑑𝑘𝑘 = 0.
Agora, dado que a cadeia é finita, as classes não fechadas estão conetadas a alguma
classe fechada. Quer dizer, dado qualquer estado 𝑘 ∈ 𝐴𝑗 para algum 𝑗 ∈ {1, · · · , 𝑛 −

𝑚}, existe uma classe 𝐹𝑖 a qual tem um estado 𝑖𝑘 ∈ 𝐹𝑖 tal que existe um caminho
{𝑘, 𝑘1, 𝑘2, · · · , 𝑘𝑠, 𝑖𝑘}, onde 𝑘1, 𝑘2, · · · , 𝑘𝑠 ∈ 𝐴𝑗. Logo, como 𝑑𝑖𝑘𝑖𝑘

= 0, então 𝑑𝑘𝑘 =

𝑑𝑘1𝑘1 = · · · = 𝑑𝑘𝑠𝑘𝑠 = 0. Assim, para todo 𝑖 ∈ 𝑆, 𝑑𝑖𝑖 = 0.

Finalmente, o Teorema 4.2.12 é uma estensao do (CABRERA et al., 2021, Teorema 1)o
qual contempla situações em que o grafo associado à (𝒜(𝑋𝑛)) não precisa ser conexo.
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Teorema 4.2.12. Seja 𝒜(𝑋𝑛) a álgebra de evolução markoviana gerada pela cadeia
de Markov {𝑋𝑛}𝑛∈N0 , com base natural ℬ = {𝑒𝑗 | 𝑗 ∈ 𝑆}. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 finita e
livre de gêmeos, então 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)) é nula.

Demonstração. Pela Proposição 4.2.7, dado que a cadeia é livre de gêmeos, então
𝒥𝑖 ̸= 𝒥𝑗 para todo 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗, ou seja, 𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖 = 0 para todo 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗.
Logo, como {𝑋𝑛}𝑛∈N0 é finita, pela Proposição 4.2.11, 𝑑𝑖𝑖 = 0, para todo 𝑖 ∈ 𝑆.

Mantendo a hipótese de que, dado uma derivação 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)) tal que 𝑑𝑖𝑗 =

𝑑𝑗𝑖 = 0 para todo 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗, podemos destacar as seguintes observações dos
teoremas anteriores:

• Se a cadeia de Markov é irredutível e livre de gêmeos, independente da dimensão,
obtemos que a única derivação é a nula.

• Se a cadeia de Markov e finita e livre de gêmeos. Seja que a cadeia de Markov é
irredutível o não, obtém-se o mesmo resultado por dois fatores importantes. O
primeiro é que sempre existe uma classe fechada, que neste contexto é equivalente
a uma classe recorrente. E o segundo é que todas as classes transientes devem
ter acesso uma classe fechada devido à finitude da cadeia.

• Se a cadeia de Markov é infinita e livre de gêmeos. Não podemos aplicar os
teoremas anteriores por dois fatores. O primeiro é que não se garante a existência
de uma classe fechada e, no caso infinito, uma classe fechada não é equivalente
a uma classe recorrente. O segundo é que não podemos garantir que as classes
não fechadas (transientes) tenham acesso as clases fechadas, devido à infinitude
da cadeia.

Na próxima seção, com o propósito de encerrar este capítulo com chave de ouro, apre-
sentaremos algumas cadeias de Markov e analisaremos quais são as possíveis derivações
em cada uma delas.
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4.3 CADEIAS DE MARKOV INFINITAS E SUAS DERIVAÇÕES

O primeiro exemplo que apresentaremos é uma cadeia de Markov livre de gêmeos e
reduzível. Por essa razão, não podemos aplicar o Teorema 4.2.10. No entanto, desta-
camos que ela gera uma álgebra de evolução infinita que possui derivação não nula.

Exemplo 4.3.1. Seja 𝒜(𝑋𝑛) a álgebra de evolução markoviana gerada pela cadeia de
Markov {𝑋𝑛}𝑛∈N0 com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}, onde 𝑆 = N0 e os produtos
são dados por:

𝑒2
𝑖 = 𝑒𝑖+1, para todo 𝑖 ∈ N0.

Seu digrafo associado é o seguinte:

0 1 2 3 ...1 1 1 1

Figura 11 – Digrafo de {𝑋𝑛}𝑛∈N0 do Exemplo 4.3.1.

Observamos que esta cadeia de Markov é infinita, não possui classe fechada e é redutí-
vel. Seja 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)), dado que a cadeia é livre de gêmeos, pela Proposição 4.2.7
temos que 𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖 = 0 para todo 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗. Logo, pelo item 4 da Proposição
4.2.2, dado que 𝑖 + 1 ∈ 𝐷(𝑖) para todo 𝑖 ∈ 𝑆, obtemos as seguintes equações:

𝑑11 = 2𝑑00,

𝑑22 = 2𝑑11,

...

𝑑𝑖𝑖 = 2𝑑𝑖−1𝑖−1.

Recursivamente observamos que para qualquer 𝑖 ∈ 𝑆, cumpre-se que 𝑑𝑖𝑖 = 2𝑖𝑑00.
Portanto, se 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)), existe 𝛼 ∈ R tal que:

𝑑(𝑒𝑖) = 2𝑖𝛼𝑒𝑖, para todo 𝑖 ∈ 𝑆.
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Verificamos que 𝑑 é uma derivação, fazendo os cálculos para os elementos cruzados,
obtém-se que:

𝑑(𝑒𝑖 · 𝑒𝑗) = 𝑑(𝑒𝑖) · 𝑒𝑗 + 𝑒𝑖 · 𝑑(𝑒𝑗)

= 2𝑖𝛼𝑒𝑖 · 𝑒𝑗 + 2𝑗𝛼𝑒𝑖 · 𝑒𝑗

= 0,

𝑑(𝑒𝑖 · 𝑒𝑗) = 𝑑(0) = 0.

Para os quadrados, temos que:

𝑑(𝑒2
𝑖 ) = 𝑑(𝑒𝑖+1) = 2𝑖+1𝛼𝑒𝑖+1,

𝑑(𝑒2
𝑖 ) = 2𝑒𝑖𝑑(𝑒𝑖) = 2𝑒𝑖(2𝑖𝛼𝑒𝑖) = 2𝑖+1𝛼𝑒𝑖+1.

O segundo exemplo é uma generalização do passeio aleatório sobre Z, em que as
probabilidades de transição dependem do estado em que nos encontramos. No entanto,
mantendo a irredutibilidade da cadeia, obtemos que a única derivação é a nula.

Exemplo 4.3.2. Seja 𝒜(𝑋𝑛) a álgebra de evolução markoviana gerada pela cadeia de
Markov {𝑋𝑛}𝑛∈N0 com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}, onde 𝑆 = Z e os produtos são
dados por:

𝑒2
𝑖 = 𝑞𝑖𝑒𝑖−1 + 𝑟𝑖𝑒𝑖 + 𝑝𝑖𝑒𝑖+1, para todo 𝑖 ∈ N0.

Onde 𝑞𝑖 + 𝑟𝑖 + 𝑝𝑖 = 1 para todo 𝑖 ∈ Z. Seu digrafo associado é o seguinte:

-2 -1 0 1 2... ...𝑝−3 𝑝−2 𝑝−1 𝑝0 𝑝1 𝑝2

𝑞3𝑞2𝑞1𝑞0𝑞−1𝑞−2

𝑟−3 𝑟−2 𝑟−1 𝑟0 𝑟1 𝑟2 𝑟3

Figura 12 – Digrafo de {𝑋𝑛}𝑛∈N0 do Exemplo 4.3.2.

Sempre que 0 < 𝑝𝑖 < 1 e 0 < 𝑞𝑖 < 1 para todo 𝑖 ∈ Z, temos que {𝑋𝑛}𝑛∈N0 é
irredutível. Dado que {𝑋𝑛}𝑛∈N0 é livre de gêmeos, pela Proposição 4.2.7, temos que
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𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖 = 0 para todo 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗. Logo, pelo Teorema 4.2.10, temos que 𝑑𝑖𝑖 = 0,
quer dizer, 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)) = 0.

Observação 4.3.3. Do exemplo anterior, podemos destacar o seguinte:

• Se 𝑟𝑖 ̸= 0 para todo 𝑖 ∈ Z, essa cadeia é conhecida na literatura como pas-
seio aleatório preguiçoso, pois há uma probabilidade positiva de que a partícula
permaneça no mesmo estado.

• Se 𝑟𝑖 = 0 para todo 𝑖 ∈ Z, trata-se de uma generalização do passeio aleatório, já
que as probabilidades de transição dependem do estado em que nos encontramos.

• Se 𝑟𝑖 = 0 e 𝑝𝑖 = 𝑝 para todo 𝑖 ∈ Z, a cadeia é o passeio aleatório em Z,
apresentado pela primeira vez no Exemplo 3.1.7.

No entanto, mantendo a irredutibilidade da cadeia de Markov, obtemos que a única
derivação é a nula.

O terceiro exemplo é uma cadeia de Markov infinita com um estado absorvente, cuja
única derivação é a nula.

Exemplo 4.3.4. Seja 𝒜(𝑋𝑛) a álgebra de evolução markoviana gerada pela cadeia de
Markov {𝑋𝑛}𝑛∈N0 com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}, onde 𝑆 = Z e os produtos são
dados por:

𝑒2
0 = 𝑒0,

𝑒2
𝑖 = 𝑞𝑖𝑒𝑖−1 + 𝑟𝑖𝑒𝑖 + 𝑝𝑖𝑒𝑖+1, para todo 𝑖 ∈ N,

onde 𝑞𝑖 + 𝑟𝑖 + 𝑝𝑖 = 1 para todo 𝑖 ∈ N. Seu digrafo associado é o seguinte:
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0 1 2 3 4 ...𝑝1 𝑝2 𝑝3 𝑝4

𝑞5𝑞4𝑞3𝑞2𝑞1

1 𝑟1 𝑟2 𝑟3 𝑟4

Figura 13 – Digrafo de {𝑋𝑛}𝑛∈N0 do Exemplo 4.3.4.

Dado que 𝑝00 = 1, a cadeia de Markov é redutível. No entanto, sempre que 0 < 𝑝𝑖 < 1

e 0 < 𝑞𝑖 < 1 para todo 𝑖 ∈ Z, temos duas classes: a classe do zero, que é uma
classe fechada e absorvente, e a classe do 1, à qual pertencem os demais estados.
Esta última é uma classe transiente que, além de possuir ciclos, comunica-se com
a classe do zero. Portanto, dado que {𝑋𝑛}𝑛∈N0 é livre de gêmeos, pela Proposição
4.2.7, temos que 𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖 = 0 para todo 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ̸= 𝑗. Embora não possamos
aplicar o Teorema 4.2.10, pelas condições da cadeia, concluimos que 𝑑𝑖𝑖 = 0, quer
dizer, 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)) = 0.

Observação 4.3.5. A cadeia de Markov descrita anteriormente é conhecida como
um processo de nascimento e morte, onde o estado 0 é um estado absorvente. Na
literatura, como em (SCHINAZI, 1999), pode-se encontrar que 𝑝01 ̸= 0, o que responde
a uma das questões mais importantes dentro desse tipo de cadeias de Markov infinitas:
sob quais condições a cadeia de Markov é recorrente. Infelizmente, neste caso, temos
uma cadeia de Markov irredutível e, como é livre de gêmeos, a única derivação é a
nula.

O último exemplo que apresentaremos é o caso de obter uma cadeia de Markov infinita
e irredutível com gêmeos e uma derivação distinta de zero. Tal cadeia de Markov pode
ser vista como a união de duas subcadeias de Markov, nas quais uma é uma cadeia
finita com gêmeos e a outra uma cadeia infinita livre de gêmeos. Esta ideia de criar
cadeias de Markov com comportamentos diversos pode se tornar muito natural dentro
deste contexto. No entanto, tal exemplo nos dá uma ideia de como o (CABRERA;
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CADAVID; REIS, 2023, Corolário 3.2) pode ser generalizado para álgebras de evolução
markovianas, independentemente da dimensão da cadeia de Markov, ou seja, ainda há
muito caminho a percorrer no estudo das álgebras de evolução markovianas.

Exemplo 4.3.6. Seja 𝒜(𝑋𝑛) a álgebra de evolução markoviana gerada pela cadeia de
Markov {𝑋𝑛}𝑛∈N0 com base natural ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}, onde 𝑆 = {−3, −2, −1} ∪N0

e os produtos são dados por:

𝑒2
−3 = 𝑒−3,

𝑒2
−2 = 𝑒−3,

𝑒2
−1 = 𝑒−3,

𝑒2
𝑖 = 𝑒𝑖+1, para todo 𝑖 ∈ N0.

Seu digrafo associado é o seguinte:

-1-2

-31 1

1

0 1 2 3 ...1 1 1 1

Figura 14 – Digrafo de {𝑋𝑛}𝑛∈N0 do Exemplo 4.3.6.

Esta cadeia de Markov pode ser vista como a união de duas cadeias de Markov,
nas quais suas subcadeias não têm interação entre si, simplesmente estamos unindo
os estados. Os estados {−1, −2, −3} são uma adaptação da cadeia de Markov do
Exemplo 4.2.5, e os estados em N0 são os estados da cadeia de Markov do Exemplo
4.3.1. Observamos que, devido à forma como a cadeia foi construída, ela é uma cadeia
redutível e, portanto, a álgebra de evolução gerada por ela não é simples. Ela é soma
de dois ideais, um ideal gerado por {𝑒−3, 𝑒−2, 𝑒−1} e um ideal gerado por {𝑒0}. Logo,
é facíl verificar que se 𝑑 ∈ 𝐷𝑒𝑟(𝒜(𝑋𝑛)), a matriz de derivação D , tem a seguinte
estrutura:



105

D =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0 0 · · ·
0 0 𝛽 0 0 0 0 0 · · ·
0 −𝛽 0 0 0 0 0 0 · · ·
0 0 0 𝛼 0 0 0 0 · · ·
0 0 0 0 2𝛼 0 0 0 · · ·
0 0 0 0 0 4𝛼 0 0 · · ·
0 0 0 0 0 0 8𝛼 0 · · ·
... ... ... ... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

para quaisquer 𝛼, 𝛽 ∈ R. Ou seja, a matriz de derivação de {𝑋𝑛}𝑛∈N0 pode ser vista
em blocos, onde o primeiro bloco corresponde à matriz de derivação do Exemplo 4.2.5
e o segundo bloco corresponde à matriz de derivação do Exemplo 4.3.1.
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5 CONCLUSÕES

5.1 CONCLUSÕES

Nesta dissertação, foram investigadas as conexões entre as álgebras de evolução e as
cadeias de Markov, culminando em generalizações significativas que ampliam o es-
copo das definições e resultados previamente conhecidos na literatura. Tais avanços
foram aplicados às álgebras de dimensão enumerável, permitindo uma compreensão
mais profunda e abrangente dessas estruturas matemáticas. Este trabalho não apenas
contribuiu, mas também introduziu novas ferramentas e abordagens que podem servir
como base para estudos futuros.

No capítulo 2, foi apresentada uma introdução detalhada às álgebras de evolução, ba-
seada no livro (TIAN, 2008), com um foco particular na Definição 2.2.13 de subálgebra
de evolução. Essa definição foi fundamental para diferenciar nossa abordagem daquela
utilizada por outros autores, como (CABRERA, 2016). Aqui, foi destacado que as su-
bálgebras de evolução, conforme tratadas neste trabalho, são ideais. Essa diferença
conceitual conduziu à obtenção de propriedades distintas, tanto nas álgebras de evo-
lução quanto nas álgebras não associativas tradicionais, trazendo novas perspectivas
para o estudo dessas estruturas. Além disso, a análise foi expandida para contextos
onde a dimensão da álgebra de evolução é enumerável, o que permitiu o desenvolvi-
mento de exemplos mais gerais e a formulação de novas ferramentas teóricas. Um caso
emblemático foi o estudo das álgebras báricas discutido no artigo (PANIELLO, 2022),
que exemplifica a relevância da generalização proposta. A relação entre álgebras de
evolução e a teoria dos grafos também foi explorada de forma detalhada, baseando-
se nos artigos (CADAVID; RODIÑO; RODRIGUEZ, 2020; CADAVID; RODIÑO; RODRIGUEZ,
2021) e (ELDUQUE; LABRA, 2015). Essa conexão revelou-se crucial para visualizar pro-
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priedades algébricas de forma mais intuitiva e para introduzir novas metodologias de
análise, mostrando como conceitos aparentemente distintos podem interagir de ma-
neira sinérgica.

No Capítulo 3, baseado em (TIAN, 2008, Capítulo 4), foram apresentadas condições
precisas sob as quais uma cadeia de Markov de dimensão enumerável, pode ser associ-
ada a uma álgebra de evolução markoviana. Essa conexão permitiu utilizar ferramentas
probabilísticas provenientes da teoria das cadeias de Markov para resolver problemas
que, na literatura, são tradicionalmente tratados sob uma abordagem estritamente al-
gébrica. Esse enfoque diferenciou-se por sua originalidade e eficiência, proporcionando
demonstrações mais diretas e gerais. Vale destacar que os resultados obtidos são para
cadeias de Markov de dimensão enumerável, evidenciando a robustez e a generalidade
das técnicas empregadas. Ademais, este estudo introduziu uma nova perspectiva so-
bre o papel da recorrência e da transitoriedade no comportamento dessas estruturas,
expandindo o entendimento das propriedades fundamentais preservadas pelas genera-
lizações propostas.

No Capítulo 4, com base no artigo (CABRERA et al., 2021), o estudo focou nas de-
rivações em álgebras de evolução markovianas no contexto de dimensão enumerável.
Os resultados obtidos ampliaram os resultados clássicos para casos enumeráveis, mos-
trando que a irredutibilidade das cadeias de Markov associadas desempenha um papel
central na caracterização das derivações. Foi possível identificar cenários em que as
derivações são nulas e outros em que não são, destacando exemplos concretos de ál-
gebras de dimensão infinita com derivações não nulas. Esses resultados coincidem com
estudos prévios em dimensões finitas, como os apresentados nos artigos de (CAMACHO

et al., 2012) e (ELDUQUE; LABRA, 2015), reforçando a coerência das generalizações.
Além disso, a abordagem probabilística introduzida não apenas fortaleceu a relação



108

entre as álgebras de evolução e as cadeias de Markov, mas também abriu novas linhas
de pesquisa para cenários mais complexos.

De forma geral, a maioria dos resultados obtidos nesta dissertação representa uma ex-
tensão significativa das definições e propriedades previamente conhecidas na literatura.
As generalizações apresentadas permitem a aplicação dessas estruturas em álgebras de
dimensão finita e infinita contável, ampliando consideravelmente seu alcance teórico.
Isso consolida as álgebras de evolução como ferramentas versáteis e poderosas, capa-
zes de abordar questões tanto algébricas quanto probabilísticas. O trabalho também
deixa várias questões em aberto, especialmente relacionadas ao impacto da irreduti-
bilidade das cadeias de Markov nas derivações das álgebras de evolução markovianas
associadas, sugerindo caminhos promissores para investigações futuras.
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APÊNDICE A – ÁLGEBRAS

Esta seção do apêndice apresenta informações essenciais sobre álgebras, não necessa-
riamente associativas, e alguns conceitos de análise que complementam o conteúdo
do trabalho, incluindo principalmente definições. As principais referências bibliográfi-
cas utilizadas podem ser encontradas em (KREYSZIG, 1978; TIAN, 2008; ZHEVLAKOV

et al., 1982), mas o leitor pode consultar qualquer livro de álgebra ou análise de sua
preferência.

A.1 ÁLGEBRAS

Definição A.1.1. Um espaço vetorial (ou espaço linear) sobre um corpo K é um
conjunto não vazio 𝒜 de elementos 𝑥, 𝑦, . . . , munido de duas operações:

1. Se 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜, então 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝒜.

2. Se 𝛼 ∈ K e 𝑥 ∈ 𝒜, então 𝛼𝑥 ∈ 𝒜.

Essas operações devem satisfazer os seguintes axiomas para todos 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝒜 e
𝛼, 𝛽 ∈ K

1. (𝒜, +) é um grupo abeliano (existe um elemento neutro 0 ∈ 𝒜 e cada elemento
𝑥 tem um oposto −𝑥).

2. 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 (comutatividade da adição).

3. 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 (associatividade da adição).

4. 𝛼(𝑥 = 𝑦) = 𝛼𝑥 = 𝛼𝑦 (distributividade da multiplicação por escalar sobre a
adição vetorial).
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5. (𝛼+𝛽)𝑥 = 𝛼𝑥+𝛽𝑥 (distributividade da multiplicação por escalar sobre a adição
de escalares).

6. (𝛼𝛽)𝑦 = 𝛼(𝛽𝑥) (associatividade da multiplicação por escalar).

7. 1𝑥 = 𝑥 onde 1 é o elemento neutro da multiplicação em K.

Definição A.1.2. Seja 𝒜 um R-espaço vetorial sobre um corpo K. Dizemos que o
conjunto de elementos ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ} é uma base se satisfaz as seguintes condições:

Linearmente independente: Os elementos {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, . . . } são linearmente inde-
pendentes, ou seja, se

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + · · · + 𝛼𝑟𝑥𝑟 + · · · = 0,

então 𝛼1 = 𝛼2 = · · · = 𝛼𝑟 = · · · = 0 para qualquer combinação finita de
elementos.

Gerador de 𝒜: Cada elemento 𝑥 ∈ 𝒜 pode ser expresso como uma combinação
linear de elementos de ℬ.

Definição A.1.3. Uma K-álgebra 𝒜 é um K-espaço vetorial sobre o qual está definido
um produto bilinear interno cumprendo que:

1. Se 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜, então 𝑥 · 𝑦 ∈ 𝒜.

2. Se 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝒜, então (𝑥 + 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · 𝑧 + 𝑦 · 𝑧.

3. Se 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝒜, então 𝑥 · (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑧.

4. Se 𝛼 ∈ R e 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜, então 𝛼(𝑥 · 𝑦) = (𝛼𝑥) · 𝑦 = 𝑥 · (𝛼𝑦).

Observação A.1.4. Duas observações importantes a serem consideradas.
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1. Consideramos K = R e nos referimos a uma R-álgebra 𝒜 como álgebra 𝒜.

2. Dizemos que um conjunto Λ é enumerável se, existe uma bijeção emtre o con-
junto Λ e o conjunto dos números naturais N.

A seguir, definimos os dois tipos de bases que podem ser encontrados na literatura.

Definição A.1.5. Seja 𝒜 uma álgebra com base ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. Definimos

Base de Hamel: ℬ é uma base de Hamel se, para todo elemento não nulo 𝜐 ∈ 𝒜,
existe uma representação única como uma combinação linear finita de elementos
de ℬ com coeficientes não nulos em R.

Base de Schauder: ℬ é uma base de Schauder se, para todo elemento não nulo
𝜐 ∈ 𝒜, existe uma representação única como uma combinação linear infinita
(convergente) de elementos de ℬ com coeficientes não nulos em R.

Definição A.1.6. Seja 𝒜 um R espaço vetorial. Um subespaço 𝒜1 é um subconjunto
não vazio de 𝒜 tal que, para todo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜1 e para qualquer 𝛼, 𝛽 ∈ R, temos que
𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∈ 𝒜1.

Definição A.1.7. Seja 𝒜 uma álgebra com base ℬ = {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ Λ}. Dados dois
conjuntos quaisquer 𝑋, 𝑌 ⊆ 𝒜. Podemos obter os dois seguintes conjuntos:

𝑋 · 𝑌 = {𝑥 · 𝑦 | 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 }

ou
𝑌 · 𝑋 = {𝑦 · 𝑥 | 𝑦 ∈ 𝑌, 𝑥 ∈ 𝑋}

Definição A.1.8. A cardinalidade de um conjunto Ω, denotada por | Ω |, representa
a quantidade de elementos em Ω. Se Ω for finito | Ω |= 𝑛, 𝑛 ∈ N ou | Ω |< ∞. Se
for infinito | Ω |= ∞. Lembrando que os conjuntos que trabalhamos são conjuntos
enumeráveis.
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A noção de operador limitado é central na teoria dos espaços normados, pois assegura a
existência de uma constante uniforme que controla o crescimento da norma da imagem.

Definição A.1.9. Seja 𝒞 e 𝒞 ′ espaçõs normados e seja 𝑇 um operador linear, tal que
𝑇 : 𝒞 → 𝒞 ′, onde 𝐷(𝑇 ) ⊆ 𝒞, é o dominio de 𝑇 . Dizemos que 𝑇 é um operador
limitado se existir um número real 𝑐 ≥ 0 tal que, para todo 𝑥 ∈ 𝐷(𝑇 ), a seguinte
desigualdade seja satisfeita:

‖𝑇 (𝑥)‖ ≤ 𝑐 ‖𝑥‖ .
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APÊNDICE B – CADEIAS DE MARKOV

Este apêndice fornece as informações necessárias sobre cadeias de Markov, complemen-
tando o conteúdo abordado. Inclui as definições, corolários e teoremas mencionados
ao longo deste trabalho. As referências bibliográficas utilizadas podem ser encontradas
em (ACERO, 2020; NORRIS, 1998; RINCON, 2012). No entanto, o leitor pode consultar
o livro de sua preferência sobre cadeias de Markov ou processos estocásticos.

B.1 CADEIAS DE MARKOV

Definição B.1.1. Um processo estocástico {𝑋𝑛}𝑛∈N0 , com espaço de estados 𝑆 fi-
nito ou contavél, é uma cadeia de Markov de tempo discreto ou simplesmente cadeia de
Markov discreta, se, para todo 𝑛 ≥ 0 e qualquer subconjunto finito 𝑠0, 𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑛, 𝑠𝑛+1

de possíveis estados de 𝑆, satisfaz o seguinte:

P(𝑋𝑛+1 = 𝑠𝑛+1|𝑋0 = 𝑠0, 𝑋1 = 𝑠1, . . . , 𝑋𝑛−1 = 𝑠𝑛−1, 𝑋𝑛 = 𝑠𝑛) = P(𝑋𝑛+1 = 𝑠𝑛+1|𝑋𝑛 = 𝑠𝑛).

Dada a definição de cadeia de Markov, estabeleceremos os seguintes conceitos e defi-
nições:

1. As probabilidades condicionais na Definição B.1.1 são chamadas probabilidades
de transição do estado 𝑖 para o estado 𝑗 em um único passo. Se a cadeia não
depende de 𝑛, dizemos que a cadeia de Markov é homogênea no tempo. Deno-
tamos as probabilidades de transição do estado 𝑖 para o estado 𝑗 em um único
passo por:

𝑝𝑖𝑗 := P(𝑋𝑛+1 = 𝑗 | 𝑋𝑛 = 𝑖).

2. As cadeias de Markov, neste trabalho, são cadeias de Markov homogênea e de
tempo discreto. Tanto as que são geradas por álgebras de evolução markoviana,
como as que possam ou não gerar uma álgebra de evolução markoviana.
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3. Se 𝑆 é finito, quer dizer, 𝑆 = {1, . . . , 𝑛}, chamamos a cadeia de Markov finita.

4. Se 𝑆 é infinito contavél, quer dizer, | 𝑆 |= ∞, chamamos a cadeia de Markov
infinita.

5. N0 := N ∪ {0} é o conjunto dos números naturais, incluindo o zero.

As cadeias de Markov têm associado um grafo dirigido e ponderado, em que os vértices
representam os estados da cadeia e as arestas são as probabilidades de transição dife-
rentes de zero, tal que o peso de cada aresta é a respectiva probabilidade de transição.
Na Figura 15, observamos o grafo de uma cadeia de Markov infinita, em que os pesos
são as probabilidades de transição de um estado para outro. Portanto, será natural
apresentar o digrafo associado quando seja necessário.

0 1 2 𝑚..... ...
1
6

1
6

1
6

1
6 1

6

5
6

5
6

5
6

5
6

Figura 15 – Digrafo de uma cadeia de Markov infinita.

As probabilidades de transição são armazenadas na matriz 𝑃 = (𝑝𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈𝑆, chamada
matriz de transição da cadeia de Markov {𝑋𝑛}𝑛∈N0 . No caso em que o espaço de
estados 𝑆 seja finito, a matriz de transição será finita, como pode ser observado na
Figura 16; caso contrário, se o espaço 𝑆 for infinito contavél, a matriz 𝑃 será infinita.

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑝11 𝑝12 · · · 𝑝1𝑛

𝑝21 𝑝22 · · · 𝑝2𝑛

... ... · · · ...
𝑝𝑛1 𝑝𝑛2 · · · 𝑝𝑛𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Figura 16 – Matriz de transição de uma cadeina de Marvok com espaço de estados finito.
a1’
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Definição B.1.2. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia de Markov com espaço de estados 𝑆.
A probabilidade de ir do estado 𝑖 para o estado 𝑗 em 𝑛 passos é denotada por 𝑝𝑛

𝑖𝑗, tal
que:

𝑝𝑛
𝑖𝑗 := P(𝑋𝑛 = 𝑗|𝑋0 = 𝑖), 𝑛 ∈ N0.

Proposição B.1.3 (Equações de Chapman-Kolmogorov). Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia
de Markov com espaço de estados 𝑆. Para qualquer 𝑙, 𝑚 ∈ N0, temos que:

𝑝𝑙+𝑚
𝑖𝑗 =

∑︁
𝑘∈𝑆

𝑝𝑙
𝑖𝑘𝑝𝑚

𝑘𝑗.

Corolário B.1.4. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia de Markov com espaço de estados 𝑆.
Dado qualquer 𝑘 ∈ 𝑆, com 𝑙, 𝑚 ∈ N0 temos que:

𝑝𝑙+𝑚
𝑖𝑗 ≥ 𝑝𝑙

𝑖𝑘𝑝𝑚
𝑘𝑗.

B.1.1 Clasificação dos Estados de uma Cadeia de Markov

Definição B.1.5. Dizemos que um estado 𝑗 é acessível a partir de 𝑖 se existe 𝑛 ≥ 0

tal que 𝑝𝑛
𝑖𝑗 > 0. Se 𝑗 é acessível a partir de 𝑖, escrevemos 𝑖 → 𝑗. Se os estados 𝑖 e 𝑗

são acessíveis um ao outro, ou seja, 𝑖 → 𝑗 e 𝑗 → 𝑖, então dizemos que 𝑖 se comunica
com 𝑗, e escrevemos 𝑖 ↔ 𝑗.

A relação de comunicação é uma relação de equivalência, pelo fato que ela é:

• Reflexiva: Um estado 𝑗 se comunica com ele mesmo, dado que: 𝑝0
𝑗𝑗 = P(𝑋𝑛 =

𝑗 | 𝑋𝑛 = 𝑗) = 1 > 0.

• Simétrica: Pela definição.

• Transitiva: Sejam 𝑖, 𝑗, 𝑘 estados. Suponha que 𝑖 e 𝑗 se comunicam e que 𝑗 e
𝑘 se comunicam. Vejamos que 𝑖 e 𝑘 se comunicam. Como 𝑖 e 𝑗 se comunican,
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existe 𝑛 ≥ 0 tal que 𝑝𝑛
𝑖𝑗 > 0 e, como 𝑗 e 𝑘 se comunicam, existe 𝑚 ≥ 0 tal que

𝑝𝑚
𝑗𝑘 > 0. Portanto, pelo Corolário B.1.4, temos que 𝑝𝑛+𝑚

𝑖𝑘 ≥ 𝑝𝑛
𝑖𝑗𝑝

𝑚
𝑗𝑘 > 0.

As relações de equivalência permitem particionar o conjunto em subconjuntos disjuntos
chamados classes. Em uma cadeia de Markov, a relação de equivalência de comunicação
divide o espaço de estados em classes, que contêm os estados que se comunicam entre
si. Essa definição permite abordar os conceitos de recorrência e de transitoriedade nas
cadeias de Markov.

Definição B.1.6. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia de Markov com espaço de estados 𝑆.
Seja 𝑆0 um subconjunto de 𝑆, não necessariamente uma classe. Dizemos que 𝑆0 é
fechado se, para qualquer 𝑖 ∈ 𝑆0 e 𝑗 ̸∈ 𝑆0, 𝑖 ̸→ 𝑗. Se 𝑆0 é uma classe, então ela é
chamada de classe fechada.

B.1.2 Recorrência Probabilística

Definição B.1.7. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia de Markov com espaço de estados 𝑆. A
probabilidade de que, começando em 𝑖, a primeira chegada ao estado 𝑗 seja no 𝑛-esimo
passo, é denotada por:

𝑓𝑛
𝑖𝑗 := P(𝑋𝑛 = 𝑗, 𝑋𝑛−1 ̸= 𝑗, 𝑋𝑛−2 ̸= 𝑗, . . . , 𝑋1 ̸= 𝑗|𝑋0 = 𝑖) para todo 𝑛 ∈ N.

(B.1)
Definimos 𝑓 0

𝑖𝑗 = 0, incluindo o caso 𝑖 = 𝑗.

Os estados de uma cadeia de Markov podem ser classificados em dois tipos: recorrente
e transiente. Intuitivamente, um estado é recorrente se, com probabilidade um, a cadeia
pode eventualmente retornar a esse estado. Quando isso ocorre em algum momento
finito, a propriedade de Markov garante que é possível retornar a ele repetidamente
com probabilidade um. Devido a esse comportamento, o estado é chamado de recor-
rente. Por outro lado, um estado é transiente se existe uma probabilidade positiva de
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que a cadeia, ao começar nele, nunca retorne a esse estado.

Definição B.1.8. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia de Markov com espaço de estados 𝑆.
Em termos de probabilidades de primeira visita, a probabilidade de uma eventual visita
ao estado 𝑗, partindo do estado 𝑖, é a seguinte probabilidade:

𝑓𝑖𝑗 :=
∞∑︁

𝑛=1
𝑓𝑛

𝑖𝑗. (B.2)

Definição B.1.9. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia de Markov com espaço de estados 𝑆.
Dizemos que o estado 𝑖 é recorrênte, se 𝑓𝑖𝑖 = 1. Caso contrario, dizemos que 𝑖 é
transiente, se 𝑓𝑖𝑖 < 1.

Proposição B.1.10. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia de Markov com espaço de estados
𝑆. Para todo 𝑛, 𝑘 ∈ N, tal que 1 ≤ 𝑘 < 𝑛 e para tudo 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, temos que:

𝑝𝑛
𝑖𝑗 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘
𝑖𝑗 𝑝𝑛−𝑘

𝑗𝑗 .

Teorema B.1.11. Seja {𝑋𝑛}𝑛∈N0 uma cadeia de Markov com espaço de estados 𝑆.
Um estado 𝑖 é recorrente, se e somente se,

∞∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛
𝑖𝑖 = ∞.

Uma demonstração do Teorema B.1.11 pode ser encontrada em (RINCON, 2012).
Nessa demonstração, destacamos a seguinte expressão que é valida para qualquer
cadeia de Markov:

∞∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛
𝑖𝑖 = 1

1 − 𝑓𝑖𝑖

. (B.3)

Da Equação (B.3) podemos obter a seguinte intuição: a série da esquerda pode ser
interpretada como o número médio de retornos ao estado 𝑖 saindo do estado 𝑖. Então,
se o estado 𝑖 é recorrente, 𝑓𝑖𝑖 = 1, portanto, a série diverge, quer dizer, o número médio
de retornos é infinito. Caso contrario, se o estado 𝑖 é transiente, 𝑓𝑖𝑖 < 1, portanto, a
série converge, quer dizer, o número médio de retornos é finito.
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Definição B.1.12. Dizemos que uma cadeia de Markov é irredutível se houver apenas
uma classe, ou seja, todos os estados se comunicam entre se.

Teorema B.1.13. Toda cadeia de Markov finita, tem uma clase fechada.
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