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RESUMO

Nesta tese, determinamos condicdes suficientes para a existéncia de instabilidade de Tu-
ring em sistemas de equacdes diferenciais parciais (EDP) do tipo reacdo-difusdo com termos
ndo locais e condicoes de contorno de Neumann. O estudo foi realizado em sistemas com duas
equacgdes (casos unidimensional e bidimensional) e com trés equacdes (casos unidimensional
e bidimensional). Nossos resultados foram aplicados a um modelo epidemiolégico do tipo SIR
e a um modelo do tipo predador-presa em uma reserva espacialmente isolada. Com o auxilio
do software MATLAB, analisamos numericamente o efeito da instabilidade de Turing nesses
modelos. Através de um modelo epidemiolégico compartimental do tipo SIR, estudamos o pa-
pel dos nao - infecciosos na evolucao da viruléncia de um patégeno. Os resultados mostraram
que a introducdo do processo difusivo influencia significativamente na quantidade total de
infectados. No modelo predador-presa, verificamos que o tamanho do regido considerado, bem
como os valores das taxas de difusdo, determinam a organizac3o espacial do sistema predador
presa: padrdes espaciais intricados e cadticos, s6 podem surgir se o tamanho da reserva for
grande o suficiente. Nossos achados destacam a relevancia da instabilidade de Turing para a

compreensao de dinamicas biolégicas complexas.

Palavras-chaves: Instabilidade de Turing, condicGes necessarias para a existéncia de instabi-
lidade de Turing , termos n3o locais, modelo epidemiolégico SIR e modelo do tipo predador-

presa.



ABSTRACT

In this thesis, we determine the sufficient conditions for the existence of Turing insta-
bility in reaction-diffusion partial differential equation (PDE) systems with nonlocal terms
and Neumann boundary conditions. The study was conducted on systems with two equa-
tions (one-dimensional and two-dimensional cases) and three equations (one-dimensional and
two-dimensional cases). Our results were applied to an epidemiological SIR-type model and
a predator-prey model in a spatially isolated reserve. With the aid of MATLAB software, we
numerically analyzed the effect of Turing instability in these models. Through a compartmen-
tal SIR-type epidemiological model, we studied the role of non-infectious individuals in the
evolution of a pathogen'’s virulence. The results showed that the introduction of the diffusive
process significantly influences the total number of infected individuals. In the predator-prey
model, we found that the size of the considered region, as well as the values of the diffusion
rates, determine the spatial organization of the predator-prey system: intricate and chaotic
spatial patterns can only emerge if the reserve is large enough. Our findings highlight the

relevance of Turing instability for understanding complex biological dynamics.

Keywords: Turing instability, necessary conditions for the existence of Turing instability, non-

local terms, SIR epidemiological model, and predator-prey model.
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1 INTRODUCAO

Em 1952, Alan Turing prop0s pela primeira vez a teoria de reacao-difusdo para a formacao
de padrbes em seu trabalho seminal sobre a base quimica da morfogénese (TURING, |1952).
Nesse trabalho, Turing afirma que, em vez de agir para igualar as diferencas de concentracdo
no espaco, a difusao pode ser acoplada a sistemas adequados de reacdo-difusdo para desesta-
bilizar um estado estacionario homogéneo estavel e gerar padrdes de concentracdo estaveis e
independentes do tempo (JIA.Y CAL Y; W, [2018)). Isso significa que a instabilidade de Turing
ocorre quando um sistema inicialmente estavel se torna instavel devido a difusdo das substan-
cias envolvidas, levando a formacao de padrdes espaciais complexos que nao seriam previsiveis
apenas com base nas reacdes locais entre as substancias.

Matematicamente, a Instabilidade de Turing (ou Instabilidade impulsionada por difusdo)
refere-se a desestabilizacdo induzida pela difusdo de um estado estacionario espacialmente
homogéneo em um sistema de reacdo-difusdo (MARTCHEVA, |2015). Isso ocorre se o estado
estacionario homogéneo for estavel a pequenas perturbacdes no modelo temporal (EDO) na
auséncia de difusdo, mas instavel a pequenas perturbacdes espaciais no modelo espacial (EDP)
quando a difusdo estd presente (MURRAY, [2013)), formando, assim, determinados tipos de
padroes. Para que essa formacao de padrdes ocorra, sao necessarias pelo menos duas classes
interagindo, ou seja, ocorrendo em pelo menos um sistema 2 X 2 (MARTCHEVA, [2015)).

A importancia da instabilidade de Turing vai além da matematica pura, com aplicacoes
significativas em vdrias areas da biologia, onde destacamos aqui a ecologia e a epidemiologia.

Na ecologia, a modelagem com equacdes de reacdo-difusao tem se tornado uma das fer-
ramentas adequadas para estudar as caracteristicas dinamicas importantes das interacoes
predador-presa. Esses modelos espaco-temporais s3o capazes de refletir o efeito dos movi-
mentos das espécies interativas em direcOes aleatdrias por meio dos termos de difusao em
seus habitats. Tais modelos conseguem investigar as dinamicas de interacdes presa-predador
em ambientes onde as espécies estao distribuidas de forma heterogénea e formam manchas
localizadas (S PAL; S, 2018.)).

Na epidemiologia, o papel da dispersdo espacial em sistemas epidémicos e o estudo da
dindmica espaco-temporal de uma populacdo durante uma epidemia tém sido objeto de pes-
quisa para muitos cientistas (CARRERO; ., 2003). A adicdo de uma reacdo-difusdo nos modelos

epidemioldgicos pode tornar as pesquisas mais precisas (M.ZHANG et al., [2001)). A instabilidade
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de Turing, que descreve como um sistema reacdo-difusao em equilibrio pode se tornar instavel
devido a difusao, explica como a doenca pode se espalhar de maneiras complexas e formar pa-
droes de distribuicdo de infectados e suscetiveis ao longo do espaco. Estudar essa instabilidade
em modelos epidémicos pode melhorar a previsao da propagacdo de doencas e contribuir para
o desenvolvimento de estratégias de controle mais eficazes e uma resposta de salde publica
mais informada e eficiente.

Vemos que estudar a propriedade de Instabilidade de Turing em sistemas de reacao-difusao
é muito importante. Na maioria da literatura, o estudo dessa propriedade é feito em modelos
nos quais os agentes envolvidos (pode ser espécies de animais ou pessoas) interagem (tém
contato) somente com agentes que estdo no mesmo local (posic;éo no espago). Exemplo, um

agente U entra em contato com um agente V' somente em um local z, isto é:
Uz, t)V(z,t).
Nesta tese vamos estudar instabilidade de Turing em modelos com termos nao locais da forma
L
Uz, t) / V(z,t)dz.
0

A motivacdo para essa inclusao é a de refletir a realidade de processos biolégicos e ecoldgicos,
onde as interacdes entre individuos ndo sdo necessariamente restritas somente a uma mesma
vizinhanca. Em modelos de predador-presa, por exemplo, as equacdes de reacdo-difusao com
termos de interacao nao-local conseguem modelar situacées em que individuos em um ponto
espacial tém acesso a recursos localizados em outro ponto (S PAL; S, 2018.).

Neste trabalho, nosso propésito é o de determinarmos condicdes necessarias para termos
a instabilidade de Turing em um sistema de reacdo-difusdo com termos ndo locais, e aplicar
nossos resultados em um modelo epidemiolégico e um modelo ecolégico, de formas a enten-
dermos os efeitos causados pela difusao como mais um elemento a ser considerado para o
estudo e compreensao desses modelos.

A seguir (Capitulo ([2)), apds revisarmos brevemente os conceitos involvidos, provamos
nosso teorema principal, onde determinamos as condicdes suficientes para que ocorra insta-
bilidade de Turing em um sistema de reacdo-difusdao com os termos nao locais abordados.
Analisamos um sistema com duas equacdes e outro com trés equacdes. Em ambos os casos,
realizamos a analise dessas condicoes considerando os cenarios unidimensional e bidimensional.

No Capitulo , estruturamos um modelo epidemiolégico compartimental do tipo SIR com

termo n3o local. Nesse modelo, com base na teoria apresentada no Capitulo ({2)), verificamos
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se ele satisfazia as condicGes necessarias para que ocorresse instabilidade de Turing em um
sistema de trés equacdes no caso unidimensional. Apds a andlise dessas condicoes, utilizamos
o conceito de instabilidade de Turing para estudar estudamos o papel dos n3o - infecciosos na
evolucdo da viruléncia de um patdgeno.

Por fim, no Capitulo (4)), estruturamos um modelo do tipo predador-presa com termo n3o
local, considerando uma reserva espacialmente isolada. De forma semelhante, com base na te-
oria apresentada no Capitulo , analisamos se tal modelo satisfazia as condicoes necessarias
para que ocorresse instabilidade de Turing em um sistema de duas equacdes no caso bidimen-
sional. Apds essa analise, por meio da teoria da instabilidade de Turing, estudamos a influéncia

do tamanho da reserva (territério onde estdo predador e presa) na dindmica predador-presa.
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2 CONDICOES DE TURING PARA SISTEMAS NAO-LOCAIS

Neste capitulo, apresentamos de forma resumida a teoria da instabilidade de Turing, além
da motivacdo e dos objetivos deste trabalho. Investigamos as condicGes necessérias para que
ocorra a instabilidade de Turing em sistemas de Equacdes Diferenciais Parciais (EDP) do tipo
reacao-difusao com termos nao locais. Esses sistemas incluem um com duas equacdes e outro
com trés equacdes. Em ambos os casos, realizamos a andlise dessas condicdes considerando os
cendrios unidimensional e bidimensional. Nos capitulos posteriores, aplicaremos essas condicoes

a dois modelos: um em Ecologia e outro em Epidemiologia.

2.1 INSTABILIDADE DE TURING EM SISTEMAS COM DUAS EQUACOES E COM TER-
MOS NAO LOCAIS.

A Instabilidade de Turing refere-se a desestabilizacdo induzida pela difusdo de um estado
estacionario espacialmente homogéneo em um sistema de reacdo-difusdo (MARTCHEVA, |2015).
Matematicamente, um sistema apresenta Instabilidade de Turing ou Instabilidade impulsionada
por difusdo se o estado estacionario homogéneo for estavel a pequenas perturbacées no modelo
temporal (EDO) na auséncia de difusdo, mas instavel a pequenas perturbacdes espaciais no
modelo espacial (EDP) quando a difusdo é introduzida (MURRAY}, 2013, podendo formar dessa
forma, padrGes geométricos especificos. Para que essa instabilidade ocorra, sdo necessarias pelo
menos duas classes interagindo, ou matematicamente , necessita-se de um sistema que tenha
pelo menos duas dimensdes (MARTCHEVA| 2015)).

Heuristicamente, para que a instabilidade de Turing ocorra em um sistema 2x2, devemos
ter uma situacdo em que um agente (uma substancia quimica ou espécie) B induz a producgdo
de mais agentes do tipo B e se espalha (difunde-se) em um determinado meio (espaco).
Devemos ter ainda um agente C, que ao se difundir, inibe a producao de B. Esse efeito de
reacdo e difusao dos agentes no meio resulta em picos de concentracao do agente B. Esse
processo é também denominado de processo ativador-inibidor, onde, neste caso, B atua como
o agente ativador e C como o inibidor.

Como mencionamos, a formacao de padroes de Turing ocorre em um sistema de pelo

menos 2x2, isto é, em sistemas do tipo
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ou(x,t) 0* u(z,t)
5 = F(u,v) + Dui&f2
(2.1)
ov(w,t) 0?v(x,t)
T = G(U, 'U) + D’UW

E como visto na maior parte da literatura, o estudo desse padrdes sao feitos em modelos
nos quais os agentes interagem (tem contato) em uma mesma posicao do espaco, isto é, as
interacdes entre os agentes U e V' s3o pontuais, isto é, o um agente U entra em contato com

um agente V' somente em um local z, isto é:

Uz, t)V(x,t).

Nesta tese vamos estudar a instabilidade de Turing em modelos com termos nao locais, mais
exatamente, vamos assumir um termo de interacdo integral 'quebrando’ assim a localidade,

ou seja, assumiremos termos da forma
L
U(a:,t)/ V(z,t)dz.
0

Nosso propésito de estudar instabilidade de Turing em modelos com termos nao locais,
é generalizar os critérios de instabilidade de Turing para modelos com termos ndo locais,
aumentando assim o alcance da teoria da instabilidade de Turing.

A seguir, tendo como principais referéncias (MARTCHEVA| 2015)), (MURRAY, [2013)), esten-

demos os critérios de Turing para sistemas do tipo:

ou(x,t) L L 0?u(x,t)
—5 = F(u,v,/o udx,/o vd:):)+DuW
(2.2)
Ov(x,t) L L 0?v(z,t)
T G(U,U,/O Udl',/o /de)+DUW

comz € [0,L] C Ret > 0. Além disso, u, v satisfazem as condi¢cGes de fronteiras homdgeneas

de neumann :

uz(0,t) = wu,(L,t) =0Vt >0.

v:(0,t) = wv,(L,t) =0Vt >0.
Suponha que o sistema ([2.2) admita uma solucao constante u*, v*. Ou seja,
u(z,t) = u*

v(z,t) = o
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satisfazendo

L L
F(u*,v*,/ u*d:c,/ vidx) = F(u*,v*, Lu*, Lv*) = F(u*,v*) =0
0 0

L L
G(u*,v*,/o u*dx,/o Jhdx) = G(ut, v, Lut, Lv*) = G(u*,0*) =0
Dessa forma u* e v* satisfazendo ([2.3)) sdo pontos de equilibrio do modelo espacial auténomo

(2.2) e também sdo uma solucdo de equilibrio do modelo de EDO obtido a partir de ({2.2)

assumindo-se difus3do zero, isto é, D, = D, = 0.

Definicdo 2.1. O sistema|[2.3 possui instabilidade de Turing em (u*,v*) se

') u* e v* sdo solucBes de equilibrio localmente estaveis do modelo de EDO em (12.2))

quando D, =D, =0 .

II') u* e v* sdo solu¢Ses instaveis do modelo de EDP (2.2)) com D,, e D, # 0 (instabilidade

impulsionada pela difusdo ).

Nosso objetivo é encontrar condicdes que garantam que u*, v* satisfacam i) e ii).
Caso | : Condicoes de Estabilidade
Queremos andlisar condicdes para estabilidade de u*,v* no modelo de EDO em ([2.2)), isto é,

na auséncia da variavel espacial x. Ent3o:
L
u(w,t) = ut) = / wdz = Lu(t)
0
L
v(z,t) = v(t) = / vdr = Lv(t)
0

Dessa forma,

Flu(z, t), v(z, 1), /0 " ), /0 Co@tydz) = Plu(t), o(t), Lu(t), Lo(t)) = B(u, v)

L L
Glu(e, ), 0(a,), [ ulade, [ ol t)de) = Gl v(t). Lu(t), Lu(t) = ¥(u,0)
0 0
(2.4)
O sistema depende somente de u(t),v(t) , isto é, reduz-se para o sistema de EDOs
du(t)
% D (u,v)
(2.5)
() = Y(u,v).
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Observe que as fun¢des @, U no modelo de EDO (2.5 sdo diferentes das funcdes F, G do
L L

modelo de EDPs ([2.2)) com os termos néo Iocais/ udr e / vdx. Devido a isso, as derivadas
0 0

parcias de ® e W com respeito a u e v no sistema de EDOs podem ser diferentes das derivadas

parcias de [’ e G com respeito u e v a no modelo de EDPs.

De fato, considere

entao
O(u,v) =

U(u,v) =

= u*+902(1) (26)
= v 4 dy(t)
q)((u*, v*) + (2, y)) 27)

\If((u*, v*) 46 (z, y))

Expandindo ®, U em série de taylor e pegando os termos até a derivada de primeira ordem

O(u,v) = P(u

U(u,v) = P(u*

,U°) + VO (u*,v*) - (2, y)

7U*) + 5V\Ij(u*7v*) ' (Z, y)

Por (2.3), 2:4) ®(u*,v*) = ¥(u*,v*) = 0. Entdo

O(u,v) =

U(u,v) =

IVO(u*,v*) - (2, y)

SV (u*,v*) - (2, y)

Portanto, linearizando-se o sistema (2.5) em torno de u*,v*, isto é considerando ({2.6)),

temos
0z(t)
ot
dy(t)
ot
Ou seja,
0z(t)
ot
dy(t)
ot

Para estudarmos a estabilidade do ponto critico considere uma solucdo da forma z(t) = ag e

Vo(u*,v*) - (2, y)

VU (u”,0%) - (2, y)

= O,(u*,v*) z + D, (u,v*) y

(2.8)

= U,(u*,v") 2z + ¥, (u*,v") y

At

e y = by eM. Substituindo-se em (2.8)) temos que:
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(Py(u*,v*) — Nag + Py (u*,v*)bg = 0

U, (u*, v*)ag + (U, (u*,v*) = A)by = 0

No qual escrevemos no seguinte sistema matricial:

ag (P (u*,v*) — N) O, (u*,v*) ag 0
bo U, (u*, v*) (W, (u*,v*) = N) ) \ by 0
Estamos interessados em encontrar solu¢des n3o triviais do sistema linear homogéneo (12.9)).

Para que tais solucBes existam A deve ser raiz da equacdo polinomial Det(M) = 0. Calculando

o determinante obtemos a seguinte equacdo quadratica em termos de A
N — (D, + V)N + (2,9, — D, T,) =0 (2.10)

Sendo Ay, Ay solucdes de (2.10), u* e v* serdo solugdes estaveis de (2.5) se Re\; < 0 e

Re Ay < 0. O critério de estabilidade de Routh-Hurwitz nos diz que isso ocorre quando

a = —(¢,+¥,)>0<9,+9,<0

al — ¢u\:[]y - @U\Iju > 0

Considerando-se a matriz Jacobiana

|lu=u* v=v*
teremos estabilidade local se o traco da matriz jacobiana for negativo e o determinante da
matriz jacobiana for positivo.

Em resumo, para que u*,v* sejam pontos de equilibrio estaveis de (2.2]) devemos ter

tr(J)=®,+V,<0 e Det(J)=9o,¥, —o,¥, > 0. (2.11)

Caso II: Condicoes de Instabilidade
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Considere agora o sistema de EDPs ([2.2)). Calcularemos as condicBes de instabilidade local

de forma anéloga ao caso anterior. Considere
u(z,t) = u*+6z(z,t)
v(z,t) = v*+dy(z,t)

onde as funcBes z(x,t) e y(x,t) sdo assumidas satisfazendo as condicdes de contorno de

Neumann. Entao

L L L L
F(u,v,/ udx,/ vdr) = F((u*,v*,Lu*,Lv*)+5(z, y,/ zda:,/ ydm))
0 0 0 0
(2.12)

L L L L
G(u,v,/ udx,/ vdx) = G((u*,v*,Lu*,Lv*) + 4 (z, y,/ zda:,/ ydx))
0 0 0 0

Expandindo F,G em série de taylor e pegando os termos até a derivada de primeira ordem

temos que:
L L L L
F(u,v,/ udx,/ vdr) = F(u*,v* Lu*, Lv*) + 6 VF(u*,v*, Lu*, Lv*) - (z, y,/ zda:,/ ydz)
0 0 0 0

L L L L
G(u,v,/ udx,/ vdr) = G(u*,v*, Lu*, Lv*) + 0 VG(u*,v*, Lu*, Lv*) - (z, y,/ zd:p,/ ydr)
0 0 0 0

Como de (2.3) F(u*,v*, Lu*, Lv*) = F(u*,v*) = 0 = G(u*,v*) = G(u*,v*, Lu*, Lv*) entdo

L L
F(u,v,/ udx,/ vdx) = SVF(u*,v*)-(z, y/zdaz/ydz
0 0

L L
G(u,v,/ udx,/ vdx) = JVG@u*,v*)-(z, y/zd:v/ydm
0 0
Logo, linearizando ([2.2)) temos:

Dz 0?2

5 Fu(u*,v*)z—i—Fv(u*,v*)y—ier(u*,v*)/ zdr + F,(u*,v" /yd:c—l—D 92
0

5 = Gu(u,v)z+Gv(u,v)y+Gp(u,v)/0 zdx—i—Gq(u,v)/O ydx—i—Dvw

(2.13)
onde as derivadas parcias de F' e G estdo sendo avaliadas nos pontos de equilibrio (u*, v*)

L L
e p(t) = /0 u(z,t)dr e q(t) = /o v(z,t)dx. As derivadas parciais F, e G, significam as
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derivadas de F' e G com respeito aos termo integral. Nos capitulos seguintes, veremos de
forma mais clara, como calculamos as derivadas parciais com respeito ao termo integral nos

modelo estudados.

z(x,t)
Queremos encontrar solucdes de ([2.13). Considere W (z,t) = . Note que para
y(z,1)

cada t > 0 fixo, W (z,t) define um caminho dependente de x. Entdo, o sistema ([2.13)) reduz-se

ao seguinte sistema matricial :

L
W, = AW (z,1) + B/ W (z,t)dz + DW,, (2.14)
J0
Onde,
L
/ 2(z,t) dz
Fu v P q L 0 Du 0
A= , B = ’/ W(x,t)dl’: D= ’
G, G, G, G,) ° L 0 D,
/ y(x,t) do
0
(2.15)

Note que o sistema (2.14) é um sistema linear. Ent3o podemos procurar solucdes na forma

de solucoes separavéis. Consideramos uma solucdo separavel geral da forma
Wiz, t) =T(t)X(x)

onde assumimos que 7'(t) é uma func&o escalar de t. Substituindo em (2.14)) e depois dividindo

por T'(t), temos:

'(t)
T(t)

X(z) = AX(m)+DX”(x)+B/OLX(x)dx.

(@)
T(t)

Por um lado, para que essa igualdade aconteca para todo t > 0, a expressao tem

que ser uma constante. Dessa forma consideramos A como tal constante. Ent3o:

T'(t)
T(t) > T() = Toe
, : 1'(t) .
onde Ty é uma constante apropriada .Por outro lado, sendo 0 = )\, temos o seguinte

problema :

AX(z) = AX(z)+ DX"(z) +B/0LX(;t)dx (2.16)
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Como z(z,t),y(x,t) sdo assumidas satisfazendo as condi¢cSes de contorno de Neumann, con-
sequetemente queremos que X (z) também satisfaca. Entdo, note que podemos encontrar

uma solucdo nido trivial da equacdo ([2.16)) se considerarmos X (x) satisfaca o problema de

autovalor:
X"x)+w?*X(z) = 0
(2.17)
X'0)=X(L) =0
Que tem como solucdo ( auto funcdo ):
Xo(x) =Cyheos(wz), w= % (2.18)
L
pois/ Xu(x)dz = 0.
0
: nmw
Esse processo define w, = - para cada n = 1,2..., e para cada n, X, (z) =
L
C,, cos(w, x), e / X, (z)dx = 0.
0
Portanto, temos a solucdo geral da forma
W(x,t) = a, e X, (2) (2.19)

onde para cada n, a,, € uma constante apropriada. Note que Substituindo (2.19)) em ([2.14)

L
para cada n, cancelando a, e*' para cada n, e lembrando que / X,(z)dr =0, temos :
0
X, (r) =AX,, () + DXU’J’H (x) (2.20)

Por R.17), X (v) = —w; X, (). Assim,

AX, (2) = Dw?X,, (#) — MX,, () =0 = M, X, (z)=0 (2.21)
(Fy — Dyw? — \y) F,
onde M, =
G (Gy — Dyw? — \,)

O sistema ([2.21)) tem uma soluco n3o trivial se e somente se o determinante da matriz
M,, é nulo, isto é, Det(M,) = 0. Calculando o determinante obtemos a seguinte equacdo

quadratica em termos de )\, :

A2 4 [(Dy + D)2 — (Fy+Gy) M+ [DuDyw? — (DyFy + D, Gy w2 + (F,G, — F,G,)] =0

n_
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Pelo critério de estabilidade de Routh-Hurwitz as condicoes de estabilidade para u*, v*

no sistema ([2.13)) s3o:

(Dy + Dy))w? - (F,+G,) >0 F,+G, — D,w? — D,w? <0 (2.23)

D.,D,w! - (D,F, + D,G,)w? + (F,G, — F,G,) >0
Mas agora, queremos encontrar condi¢les para que u*, v* sejam instaveis no sistema ([2.13)).

Portanto, para que isso aconteca, uma condicao suficiente é que uma das desigualdades de

(2.23) nao seja satisfeita.

Observacao 2.1. As derivadas parciais de F', G com respeito a u e v obtidas do sistema de
EDP ([2.13)), podem ser iguais ou diferentes das derivadas parciais do modelo de EDO (2.5));
isso vai depender de qual modelo com termo ndo local estd sendo estudado. (No decorrer do

trabalho, ao aplicar um modelo nessa teoria, veremos isso de forma mais clara.)

Mas caso ocorra que F,, = &, e G, = ¥, como de (2.11) &, + ¥, < 0, com sinais
opostos, entdo F,, + G, < 0. Logo a primeira desigualdade da condicdo de estabilidade em
(2.23)) sempre é satisfeita. Com isso, a tinica forma de desestabilizar os pontos de equilibrio

com os termos de difusdo é se

D,D,w! — (D,F, + D, G,)w? + (F,G, — F,G,) < 0.

Definindo a funcio H(w?) = Aw? — Bw?> + C onde A = D,D,, B = D,F, + D,G, e
C = F,G, — F,G,, a instabilidade ocorre se as raizes de H(w?) = 0 s3o reais, digamos que

tais raizes sejam w?, e w2,, e se para w> € |w?,, w?,] existe solucdo para o problema de Auto

- valor (2.17)). Logo a instabilidade de Turing ocorre se:

B>0 - D,F,+D,G,>0
(2.24)

B?>4AC = D,F,+D,G,>2/D,Dy(F,G, — F,G.).

Note que o caso D,, = D, ndo pode acontecer , pois caso contrario teriamos que :
D,F,+D,G,>0 —= D, F,+D,G, >0 —= F,+G, >0

contradizendo a condicdo de estabilidade no qual F,, + G, <0 .
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L L
Observacao 2.2. Por mais que tenhamos termos n3o locais / udr, / v dx como no sistema
0

0
(2.2)), podemos ver que tanto para a analise das condigées de estabilidade quanto para a anélise
das condicdes de instabilidade é suficiente analisar somente as derivadas parciais com respeito
a u e v, avaliadas nos pontos de equilibrio u* e v*, assim como na teoria comum vista na

literatura, como podemos observar, por exemplo, em (MARTCHEVA, | 2015) e (MURRAY, |2013).

Em resumo, para que se tenha instabilidade de Turing no sistema ([2.2)) temos:
Caso 1) No modelo de EDO:

tr(J)=®,+V,<0 e Det(J)=o,¥, —o,¥, >0. (2.25)

Caso 1) No modelo de EDP algumas das desigualdade seguintes ndo devem ser satisfeitas:

(Dy + Dy)w? — (F, +G,) >0
(2.26)

D,Dw! — (D,F, + D,G,)w? + (F,G, — F,G,) > 0
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2.1.1 Instabilidade de Turing em sistema bi-dimensional com duas equacdes e com

termos nao locais.

Considere o sistema ([2.2)) sendo bi-dimensional, isto é:

Ou(w,y,t) 0% u(w,y,t)  Pu(x,y,t)
—a = uv//udxdy//vdxdy )+ Dy ( 2 + 0y )
ov(w,y,t) O v(z,y,t) 82v(ﬂc,y,t)
— = uv//udxdy//vdxdy + Dy( 52 057 )
(2.27)

para todo (z,y) € [0,L] x [0,L] e t > 0 onde u,v satisfazem as condi¢des de fronteiras

homogeneas de neumann :

ur(0,y,t) = wux(L,y,t) =v.(0,y,t) = v, (L,y,t) =0Vt > 0.

(2.28)
uy(z,0,t) = wy(z,L,t) =v,(z,0,t) = v,(z,L,t) =0Vt > 0.
De semelhante modo, seja u*,v* solucao constante nao nula de :
L (L L /L
F(u*,v*,/ / u*dxdy,/ / videdy) = F(u*,v*, L*u*, L?v*) =0
0o Jo 0o Jo
(2.29)

L L L L
G(u*,v*,/ / u*dxdy,/ / vidrdy) = G(u*,v*, L*u*, L*v*) =0
0o Jo 0o Jo
Dessa forma u* e v* satisfazendo (2.29)) sdo pontos de equilibrio do modelo espacial homo-
geneo (2.27)) e também é uma solucéo de equilibrio do modelo EDO obtido ([2.27)) quando

D,, = D, = 0. Assim como na sec¢do anterior, para que o sistema ([2.27)) tenha instabilidade

de turing :

Definicao 2.2.

i) u* ev* tem que serem solucdes de equilibrio localmente estaveis do modelo de EDO

em (2.27) quando D, = D, =0 .

i ) Mas u* e v* tem que serem solucGes instaveis do modelo de EDP em (12.27)) com

D, D, # 0 ( instabilidade impulsionada pela difusdo ).
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Caso Estabilidade
Queremos encontrar condicdes para que u* e v* sejam pontos de equilibrio estaveis do modelo

(2.27) na auséncia da variavéis espaciais z,y , isto é :

u(z,y,t) = ult) = /OL/OLudx dy = L*u(t)

v(z,y,t) = v(t) = /OL/OLU dx dy = L*v(t)

E seguindo de forma analoga como na seccdo ([2.1)) obtemos o modelo de EDO:

du(t)
W = (I)(u, U)
(2.30)
ou(t)
5 U (u,v)

E dessa forma, para que u* e v* sejam pontos de equilibrio estaveis do modelo de EDO:

Tr(J)=®,+ VY, <0 e Det(J)=o,¥, — 0,9, >0 (2.31)

Com isso, vemos que mesmo sendo um modelo bi-dimensional, a anélise de condicdes de
estabilidade s3o as mesmas.
Caso instabilidade
Considere
u(z,y,t) = u+dz(x,y,t)
v(z,y,t) = v*+dp(x,y,t)

onde as fungdes z(x,y,t) e p(x,y,t) sdo assumidas como satisfazendo as condicbes de con-
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torno de Neumann ([2.28)). Ent&o Linearizando (2.27)), temos:

0z L (L L /L

yri F,(u*,v*) z + F,(u*,v*) ¢ + Fr(u*,v*) / / zdxdy + Fj(u*,v%) / / o dz dy
o Jo o Jo

(@ + &)
“ox? T Oy?

dp L (L L (L
E:Gu(u*,v*) z 4+ Gv(u*,v*)gp+G1(u*,v*)/ / zdxdy + GJ(u*,v*)/ pdrdy
0 Jo 0 Jo
P Py
D52 + 52
+ <0x2 + ay2)
(2.32)
L (L L (L
onde ](t):/ / udxdyeJ(t):/ / vdx dy.
0 Jo Jo Jo
z(x,y,t)
Considere W (x,y,t) = . Note que também W (x,y,t) define um caminho.
y(z,y,1)
Ent3o, o sistema ([2.13)) reduz-se ao seguinte sistema matricial :
L (L
Wt:AW(x,y,t)JrB/ / W(z,y,t)dedy + V2 W (2.33)
0 Jo
Onde,
F, F,
A = ’ B_ p fq ’
G, G . Gy
L /L
/ / z(z,y,t) dx (2.34)
L L 070 D, 0
| [ Wy tdedy = D= ,
0
’ L (L 0 D,
//y(%y?t)dl’dy
0 Jo

Como sistema ([2.33]) é um sistema linear, podemos procurar solucdes na forma de solucoes

separavéis. Consideramos uma solucdo separavel geral da forma
Wiz,y,t) =T(t) X(x,y)

onde onde T'(t) é uma func3o escalar de t.

Seguindo de forma analoga ao caso da seccao anterior, teremos que :
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W(QZ, y? t) = Z anvm e)\nym tXWn,m (’1;7 y) (235)

onde para cada n e m, temos que a,,_,, € uma constante apropriada e

X (@,y) = Cpm co8(wp ) cos(wm y) com w, = % e W, = %
e ao Substituirmos ([2.35)) em (12.33)), obtemos :
My X () = 0 (2.36)
(F, — Dy (W? +w2) — Ao ) F,
onde M, ,, =
G (Gy — Dy(w2 4 w?,) — Anm )

O sistema ([2.36) tem uma solugdo ndo trivial se e somente se o determinante da matriz
M, ., € nulo, isto é, Det(M,, ,) = 0. Calculando o determinante obtemos a seguinte equagdo

quadratica em termos de A, ,, :

N+ [ (D, + Dy)w? — (F, + G,) ]\ + [D,Dyw* — (D, F, + D, G,) w* + (F,G, — F,G,)] =0
(2.37)
onde A = A\, € w? = (w2 4+ w?).
Portanto, uma condicao suficiente para que u* e v* sejam pontos de equilibrios instaveis

de (2.32)) é que alguma das condicBes de critérios de estabilidade de Routh-Hurwitz a seguir :

(Dy+ Dy)w? — (Fy+Gy) >0 = F,+G, — D,w?—D,w?> <0 (238)

DuDyw* — (D F, + Dy Gy)w? + (F.Gy — F,Gy) > 0

nao seja satisfeita.



34

2.2 INSTABILIDADE DE TURING EM SISTEMA COM TRES EQUACOES E COM TER-
MOS NAO LOCAIS.

Vamos agora estudar quais as condicdes de intabilidade de Turing em um sistema com trés

equacdes e com Termos nao locais. Entdo Considere o seguinte sistema:

ou(w,t) P u(,t)
5 = F(u,v,r, / udx / vdzx, / rdx) + D, 97
ov(z,t) (x t) 539
BT = G(u,v r/ udx / vdx / rdzx) + ax (2.39)
Or(xz,t) 0?r(z,t)

L L L
= H(u,v,r,/ udm,/ Ud:L‘,/ rdx) + D,
0 0 0

ot ox?

para todo = € [0, L] e t > 0, onde u, v, r satisfazem as condicdes de fronteiras homdgeneas

de neumann :
Uz (0,t) = ux(L,t) = v,(0,t) = v, (L, t) = r,(0,t) = r(L,t) =0Vt > 0.
Assim como na seccao anterior vamos procurar quais as condicoes para que haja instabili-

dade de Turing no sistema ([2.39)). O processo é analogo.

Caso de estabilidade

Considerando o sistema (2.39)) na auséncia da variavel espacial z, isto é:

u(z,t) = wu(t)

v(z,t) = o(t)

r(z,t) = r(t)
temos que,
F(u(a:,t),v(x,t),/OLu(x,t)d:m/OLv(x,t) dr) = F(u(t),o(t), Lu(t), Lu(t)) = (u,v, )
G(u(az,t),v(a@t),/()Lu(m,t)dx,/OLv(.r,t) dr) = G(u(t),v(t), Lu(t), Lu(t)) = U(u,v,7)

H(u(x,t),v(:v,t),/oL u(m,t)dx,/OLv(m,t) dr) = H(u(t),v(t), Lu(t), Lv(t)) = M (u,v,1)
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Assim, ele se reduz ao sistema temporal (EDO):

du(t)
at - (I)(ua Uu T)
ou(t)
% U (u,v,7) (2.41)
or(t)
W = M(u, v, 71)

Sejam u*, v*, r* solu¢do constante ndo nula de (2.41)) e considere
u(t) = u*+02(t)
v(t) = v +dy(t)

r(t) = r*+dq(t).

Linearizando ([2.41) em torno de u*, v*,r*, temos:

0z(t
Z(t) = O, (u*,v*r") z + O, (u*, v, 1) y+ O (uF,v*, 1) g
Ay(t
yg) = W, (u* v 1) 2 + U, (u*, 0", r") y + V. (u*, 0", 7%) q (2.42)
q(t
Q(t) = M,(u*,v*,r*) z + M,(u*,v*,7%) y + M, (u*,v*,r*) q

Com solugdo z(t) = age, y = bye e q(t) = cpe. Substituindo tais solucdes no sistama

obtemos:

(D (u*, v*, 1) — Nag + @, (u*, v*,r*)bg + @, (u*, v*, 17%)co =0

U, (u*, 0%, r")ag + (U, (u*, v*,7%) — N)bo + W.,.(u*, v*, 7%)co =0

M, (u*,v*,r*) ag + M,(u*,v*,7%) by + (M, (u*,v*,r*) =X )y = 0

No qual podemos escrever no sistema matricial:
(P (u*,v*, 1) — A) O, (u*, v, %) O, (u*, v, %) ag 0
\I]U(u*vv*vr*) (‘PQ/’(u*?v*?r*) - )‘) \IJT(u*7U*7T*) bo =10 (243)

M, (u*,v*,r*) M, (u*, v*, ) (M, (u*,v*,r*) — \) Co 0
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Que tem uma solucdo n3o trivial se ,e somente se, o determinante é nulo. Calculando o

determinate temos:

AN+ a2+ ad+a3=0 (2.44)

onde

a; = _((I)u + wv + Mr)
a = o9,+o,M, +V,M, -o,¥, - DM, -V, M,
az = (pu\IITM’U + q)v\I/qu + CI)T\I]vMu - (I)quer - (pU\IITM’LL - CI)T\IJuMU .

Pelo critério de estabilidade de Routh-Hurwitz os pontos de equilibrio u*, v*,r* de ([2.41)) sdo

estaveis quando :

ai > 0
aias > as

Caso de instabilidade

Sejam u*, v*, r* solucdo constante nao nula de ([2.39)) e considere

u(z,t) u* + 9 z(x,t)

v(z,t) = v*+dy(x,t) (2.46)
r(z,t) = r*+dq(z.t).

Linearizando (2.39) em torno de u*, v*, r*, temos:
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0
5 = Bl )z Bt r) g+ B, vt
L L L 0?2
FI(u*,U*,r*)/ zdx + FJ(u*,v*,r*)/ ydx +Fp(u*,v*,r*)/ qdr + Dy——
0 0 0 ox
dy
a GU(U’*7U*7T*> z + GU(U*,U*,T*) y+ Gr<u*7v*ar*) q
L L L 0%y
G[(u*,v*,r*)/ zdr + GJ(u*,U*,T*)/ ydx + Gp(u*,v*,r*)/ qdr + Dy—
0 0 0 ox
dq
a Hu(u*vv*7r*> < + HU(U*,U*7T*) y+ HT(U*JU*ur*) q
L L L 92 r
Hj(u*,v*,r*)/ zdr + HJ(u*,U*,r*)/ ydr + Hp(u*,v*,r*)/ qdr + Dp——
0 0 0 ox
(2.47)
L L L
OndeI:/ ude:/ vdx eP:/ rdx.
0 0 0
z(x,t)
Tomando W(x,t) = y(x,t) |, entdo o sistema (2.47) reduz-se ao seguinte sistema
q(z,1)
matricial :
L
W, = AW (z, 1) +B/ W (x,t)dz + DW,, (2.48)
0
Onde,
F, F, F, F; F; Fp

A=|qg, G, G. | B=|G; G; Gp]|-

Hu Hv HT HI HJ HP

/OLz(x, t)dx

D, 0 0
L L
/ow(xat)dx: /y(rc,t)drv D=10 D, 0|.(249)
0
0 0 D,

/OLq(m,t) dx

Seguindo de forma analoga as seccdes anteriores, teremos como solucdo de ([2.48)), a

solucdo da forma :



38

W(x,t) = a, e X, (2) (2.50)

L
onde para cada n, temos que a,, é uma constante apropriada e / X, (z)dx = 0.
0

Ao Substituirmos (2.50) em ([2.48)), obtemos :

M, X, (z) =0 (2.51)
(Fy — Dyw? — \y) F, E,
onde M, = G, (G, — Dyw? —\,) G,
H, H, (H, — Dy w? —\,)

logo o sistema ([2.51]) tem uma solucdo n3o trivial se e somente se o determinante da matriz
M, é nulo, isto é, Det(M,) = 0. Calculando o determinante obtemos a seguinte equacdo em

termos de A, :

A2 4 BiAZ 4 by, + b3 =0

onde

by = (Dy+D,+ D,)w? —(F,+G,+ H,)

by = (DuDy+ DuD;+ D,Dy)wt — (Du(Gy + H,) + Dy(F, + H,) + Do(F, + G,) Jw?
+ R,G,+ FH, +G,H, — F,G, — F.H, — G.H,

bs = DuDyD,wS — [DyDyH, + DyDyg, + DD, Fy|w)
— [Du(H,G, — G,Hr) + Dy(F,H, — F,H,) + Dp(F,G, — F,G,)|w?

+ FG.H,+ F,G,H.+ F.G,H, — F,G,H, — F,G.H, — F,G,H, .
(2.52)
Como no caso do modelo de ED P queremos que os pontos de equilibrios de ([2.39)) sejam
solucBes Instaveis. Logo uma condic3o suficiente é que alguma das desigualdades do critério

de estabalidade abaixo nao sejam satisfeitas:
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2.2.1 Instabilidade de Turing em sistema bi-dimensional com trés equacoes e com

termos nao locais.

Considere o sistema com trés equacdoes sendo bi-dimensional. Isto é :

ou(x,y,t) L L L (L L (L Pu  u
— = F ] 7/ / a/ / a/ / Du a 9 a 9
5 (u,v,r ) udx dy o vdx dy .t rdzdy) + (8x2+8y2)

ov(z,y,t) L L L L L L Pv 2w
AL LY D
ot G(u,v,r,/o /0 udmdy,/o /0 vdxdy,/o /0 rdxdy) + v(—ax2 + 78y2)

or(x,y,t) L (L L (L L (L 2r r
—a = H(u,v,r,/o /0 uda:dy,/o /0 vdxdy,/o /0 ded@/)-FDr(@%-ain)
(2.54)

para todo (x,y) € [0,L] x [0, L] e t > 0, onde u, v, r satisfazem as condicdes de fronteiras

homogeneas de neumann :

uz(0,9y,t) = wuu(L,y,t) =v,(0,9,t) = v (L,y,t) = ry(0,y,t) = r.(L,y,t) =0Vt > 0.

uy(z,0,t) = wuy(z, L,t) =vy(x,0,t) =vy(x, L, t) =r,(x,0,t) =r,(z, L,t) =0Vt > 0.

Condicoes de Estabilidade

Sejam u*, v* e r* pontos de equilibrio constantes ndo nulos do obtidos na auséncia
de difusdo (D, = D, = D, = 0). Na subseccdo (2.1.1) vimos que mesmo sendo em um
sistema bidimensional, as condicdes de estabilidade para os pontos de equilibrio do sistema
estudado , permancem as mesmas do caso unidimensional, uma vez que tais condicdes sdo
obtidas considerando o modelo na auséncia das variaveis espaciais x, ¥, isto ¢, em um modelo
de EDO. De semelhante forma, o mesmo é valido para o sistema . Ou seja, a anélise

das condicdes de estabilidade sao feitas no modelo de EDO:

ou(w,t)

5 = d(u,v,7)
ov(z,t)

ot - \IJ(U7U7T)
Or(z,t) = M(u,v,r)

ot
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E como vimos anteriormente, Pelo critério de estabilidade de Routh-Hurwitz se tais desigual-

dades s3o satisfeitas:

a1 > 0

aias > as

onde
a1 = —(Py+ v, + M,)
a = o.%,+ @, M, +V,M, - 2,¥, - Q,.M, -V, M,
a = V.M, + ¥, M, + 2, Y, M, — 2,V M, — ¥, M, — P, ¥, M,,

os pontos de equilibrio u*, v* e r* sdo estaveis do modelo de EDO.

Condicoes de instabilidade

Sejam u*, v*,r* solucdo constante ndo nula de ([2.54) e considere

u(z,y,t) = u*40dz(x,y,t)
v(z,y,t) = v +dp(z,y,t)

r(z,y,t) = r*+dq(x,y,t).

Linearizando ([2.54)) em torno de u*, v*,r*, temos:

L L
?; = F.(u*v*r*) z + F,(u*,v*,r*) ¢ + F.(u*,v*,r*)q + Fr(u*,v*,r*) / / zdx dy
+  Ey(u*,v*,r* / / drdy + Fp(u*,v*,r"* / / dx dy + D, (82 @)
J 2 Y P q Y 912 | 9y
O L L
5 Gu(u*,v*,r*) z + Gy(u*,v*,7%) p + G.(u*,v*,7%) ¢+ Gr(u*,v*,r*) / / zdx dy
L (L L L 32@ 0%
+ GJ(U*,U*,T*) / / QOd{L'dy + GP(U*vv*vr*) / / qudy + D (7 + 7)
0o Jo o Jo oxr?  0y?
dq L L
5% = H,(u*,v*,r*) z + Hy(u*,v*,r*) o + H.(u*,v*,7*) q + Hi(u*,v*,r*) / / zdx dy
L L O*H 0O0*H
+  Hj(u*,v*r") / / wdxdy + Hp(u*,v",r") / / qdrdy + D, (—=— + )
o Jo Ox? 0y?

(2.56)
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L L L /L L L
OndeI:/ / udxdy,J:/ / vdxdy,eP:/ / rdxdy,.
0o Jo o Jo 0o Jo

Seguindo de forma anéloga as seccOes anteriores, teremos a seguinte equacdo em termos

de )\ :

A+ DN+ b A+ b3 =0

onde A=A, ,, e

by =
by =
+

bs =

+

com w?

(D, + Dy + D,)w? — (F, + G, + H,)

(DuDy + DuD, + DD )w' — (Du(Gy + Hy) + Dy(Fu + H,) + Dy(Fy + Gy) Jw?
rG,+F,H +G,H, - F,G,— F.H,—G,H,

DyD, Dy = | DyDyH,y + DyDygy + Dy D, F, |w

(Du(H,G, — G,Hr) + D,(F.H, — F,H,) + Dp(F,G, — F,G,)|w?

F.G.H, + F,G,H, + F,.G,H, — F,G,H, — F,G.H, — F,.G,H, .

= (w2 4+ w?).

Portanto, para que u*, v*, r* sejam pontos de equilibrio instaveis no modelo de EDP ([2.54])

, uma condicao suficiente é que alguma das desigualdades a seguir ndo sejam satisfeitas:
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3 INSTABILIDADE DE TURING EM MODELO EPIDEMIOLOGICO

Neste capitulo, com base no que foi apresentado no Capitulo (2)) sobre o sistema de trés
equacdes no caso unidimensional, verificamos, em um modelo epidemiolégico do tipo SIR,
as condicdes em que tal modelo apresenta instabilidade de Turing. Utilizamos o software
MATLAB tanto para verificar se os resultados obtidos analiticamente sobre essas condicGes
eram confirmados numericamente quanto para analisar o efeito e a importancia de estudar

essa teoria no modelo

3.1 INSTABILIDADE DE TURING EM MODELO SIR COM O PARAMATRO p

A epidemiologia é uma disciplina que estuda os padrdes de salide e doenca em coletivi-
dades humanas, sendo importante na medicina preventiva, concentrando-se nos padrdes de
transmissdo e nos fatores que influenciam as doencas (MARTCHEVA, [2015)(M.ZHANG et al.,
2001). Com a melhoria das instalacdes de saneamento, dos cuidados médicos e da civiliza-
cdo humana, epidemias que outrora devastaram o mundo, como a célera e a variola, foram
efetivamente controladas. No entanto, algumas epidemias novas e mutantes surgiram silenci-
osamente, representando uma grande ameaca a saide humana (M.ZHANG et al, 2001)).

Os modelos matematicos, nesse caso especificamente de epidemiologia, os modelos epidé-
micos, nos ajudam a entender a dinamica das doencas epidémicas, isto é, os seus mecanismos
de transmissdo. Consequentemente, eles nos ajudam a prever os efeitos da doenca modelada
em uma populacdo, permitindo assim a elaboracao de estratégias de controle. Os primeiros mo-
delos epidemiolégicos foram propostos por Kermack e McKendrick em 1927, com um modelo
conhecido como o modelo epidémico SIR (MARTCHEVA, 2015). Este modelo epidemioldgico

divide a populacdo em trés classes:

e Individuos suscetiveis (S) - E a classe de individuos que est3o saudaveis, mas podem

contrair a doenca.

e Individuos infectados (I) - E a classe de individuos que contrairam a doenca (infecta-

dos) e que transmitem a doenca (sdo infecciosos).

¢ Individuos removidos (R) - E a classe de individuos que se recuperaram da doenca

(podendo depois se tornar suscetiveis novamente ou n3o a doenca) ou que morreram.
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Doencas como gripe, dengue e COVID-19 s3o alguns tipos de doencas que podem ser mode-
ladas por um modelo epidemioldgico do tipo SIR.
O movimento de individuos entre centros populacionais facilita a propagacdo geogréafica

de doencas infecciosas (KEELING; ROHANI., [2008.). E isso é notdrio, pois em uma epidemia os:

¢ Individuos infectados - Podem mover-se para areas com maior concentracao de pessoas
suscetiveis, aumentando a propagacdo da doenca. Isso pode ocorrer por varias razoes,
incluindo a busca por cuidados médicos, a necessidade de se mover para outras areas por
razdes pessoais ou profissionais, ou simplesmente pela disseminacdo natural da doenca

a medida que as pessoas viajam.

e Individuos suscetiveis (ndo infectados) - Podem se mover para areas com menor
concentracao de infectados, na tentativa de evitar a infeccao. Esse comportamento é

um tipo de "fuga"ou "evitacdo"do risco.

Devido a fatos como estes citados, o papel da dispersdo espacial em sistemas epidémicos
e o estudo da dindmica espaco-temporal de uma populacdo durante uma epidemia tém sido
objeto de pesquisa para muitos cientistas (CARRERO; ., 2003). A adicdo de uma reacdo-difusdo
nos modelos epidemiolégicos pode tornar as pesquisas mais precisas (M.ZHANG et al., [2001)).
Como mencionado no (2)), a instabilidade de Turing descreve como um sistema reagdo-difusdo
que esta inicialmente em equilibrio pode se tornar instavel devido a difusao, levando a formacao
de padroes espaciais. Em termos de epidemias, isso significa que a doenca pode se espalhar
de maneiras complexas e formar "padrdes"de distribuicdo de infectados e suscetiveis ao longo
do espaco. Entdo, estudar a Instabilidade de Turing em modelos epidémicos pode melhorar
a previsao da propagacao de doencas e assim ajudar no desenvolvimento de estratégias de
controle mais precisas e eficazes de uma epidemia e, consequentemente, contribuir para uma
resposta de salde publica mais informada e eficiente. Motivado por esses fatos acima, vamos
estudar a Instabilidade de Turing em um modelo epidemiolégico do tipo SIR, onde colocamos

nesse modelo termo n3o local.

3.2 O MODELO

Em um modelo de reacdo-difusdo, a varidvel = geralmente representa uma coordenada

espacial. Por essa razao, a maioria dos trabalhos que empregam modelos de reacio-difusdo,
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tem como objetivo analisar a disseminacao espacial de uma populacdo por meio da equacao
de difusdo.

Entretanto, motivados pelo artigo de (SILVA E. J. A;CASTILHO, 2020), neste trabalho con-
sideramos a variadvel  como uma representacdo de patégenos caracterizados por uma carac-
teristica fenotipica mutante = . Assume-se que o patégeno z € [0, L] sofre mutac3o de acordo
com um processo de caminhada aleatéria ( termo difusivo ). Dessa forma, a interpretacdo que
adotamos e estudamos em nosso modelo trata da disseminacao e da distribuicdo, no espaco,
das classes de populacdo suscetivel, infectada e removida pelo patégeno z.

Denotamos por v(z,t) a densidade de hospedeiros infectados pelo patégeno x no tempo

t, ou seja, o nimero total de infectados no instante de tempo ¢ é dado por

L
() = 2/0 Vi, t), dz.

A populacdo suscetivel é estruturada de acordo com sua resposta imunoldgica. Dentro
de um hospedeiro infectado, a selecao é para a maior taxa de crescimento entre os diferentes
subtipos (caracteristicas fenotipicas) que n3o sdo eliminados pelo sistema imunoldgico. S(x,t)
indicard o nimero de hospedeiros para os quais a caracteristica x se tornara o traco dominante.

Para simplificacao, assume-se que um individuo suscetivel do tipo x s6 se tornara infeccioso
ao entrar em contato com um individuo infectado com a mesma caracteristica z. Outros
contatos nao gerardo individuos infecciosos.

O modelo é obtido como o caso limite de um modelo com um nidmero finito de caracte-

risticas M. Assume-se que a taxa na qual os suscetiveis-i deixam a classe infecciosa é

1 M
S. Si (Mg‘/; 5%‘)

—0

Devido as nossas suposicoes sobre a competicdo intra-hospedeiro, a taxa na qual os susceti-
veis entram na classe infectada n3o sera igual a taxa na qual eles deixam a classe de suscetiveis.
Apenas encontros entre suscetiveis do tipo i e infecciosos da caracteristica i gerarao individuos
infecciosos, a uma taxa de :

SiVi S Vi

1 M
3 250 0%+ 2 Viowi 4 )

+5
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Quanto aos encontros entre suscetiveis do tipo i e infectados pela caracteristica j, com

1 # j, que pode ser dado pela difereca

1 M1
Sil SiVi K (sz;)vjéxj)

No Pve =P

1 M 1 M 1 M :

=0 i=0 i=0

Colocamos eles na classe dos removidos, onde a taxa pela qual eles vao entrar nessa classe,
vai depender de um pardmetro no qual denominamos de p € [0, 1].

Tomando o limite para um ndmero infinito de caracteristicas (M — o0), considerando um
termo de crescimento logistico e uma mutacdo aleatéria da caracteristica x ( termo difusivo

), assumimos que S(x,t), v(x,t) e R(x,t) obedecerdo ao seguinte sistema de equacdes do

modelo SIR:

1 rL
Sl—= /[ Vdx 2
as N(t) (L/o ) 0% s(x,t)
ov. SV 0V (x,1)
OR BS 1 (L 9 R(x, 1)
= 7V+5S+(1—p)N(t)[L/() de—V]—uR—eRJrDRaxQ
(3.1)

1 L 1 L 1 /L
TalqueN(t):z/0 S(x,t)dx—l—E/O V(z,t)dx +E/o R(xz,t)dzx,ondexz € [0,L] CR e

t > 0; r, K sdo estritamente positivos; 3, v, i, 4, €,0 Sd0 ndo negativos e p € [0, 1].

Tabela 1 — Nomeclatura das variavéis do modelo SIR

Variavéis Descricao

S(z,t) E a densidade de individuos suscetiveis ao patégeno x no tempo t > que
podem contrair a doenca.

V(x,t) E a densidade de individuos infectados por um patégeno = em um tempo
t>0.

R(z,t) E a densidade de individuos removidos da populacio em um tempo t > 0,

no qual se recuperaram da infeccdo ( podendo depois se tornar suscetiveis
novamente ou n3o ). Ou que morrerdo (seja de morte natural ou induzida
pelo patégeno ).

N(t) E o tamanho total da populacio em um tempo ¢t > 0. .
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Tabela 2 — Pardmetros basico do modelo SIR

Parametros Descricao

r Taxa de crescimento da populcao

K E é a capacidade de suporte do ambiente

I} Taxa de trasmissao do Patdgeno

v Taxa de recuperacdo do hospedeiro

I Taxa de mortalidade natural do Hospedeiro

Lhid Taxa de mortalidade do Hospedeiro induzida pela doenca.

€ Taxa de perda de imunidade da doenca.

) Taxa de vacinacao

p Percentual de formacdo dos n3os infecciosos

Dg Taxa de difusdo da densidade de suscetiveis ao patdégeno do tipo .
Dy Taxa de difusdo da densidade de infectados pelo patégeno do tipo z.
Dpg Taxa de difusdo da densidade de dos Removidos pelo patégeno do tipo .

Uma condicdo necessaria para que a doenca se espalhe na populacao é ter a variacao dos

infectados maior do que zero. Entao consideremos

SoVi

Vo>0 < 5;,0
0

— (4 pia +7)Vo >0
BSo

No (g + pia + )
Como o interesse € no momento em que a doenca surge, é natural supor que o nimero

> 1

de individuos suscetiveis é aproximadamente igual a populagdo total (GONDIM, 2021)). Logo,

Definimos o nidmero reprodutivo basico (Ry) como sendo

g

= (3.2)
M+ g + 7y

Ry

Onde assumimos que Ry > 1, ou seja, que o surto epidémico ocorre quando Ry > 1.

Estamos considerando que o modelo SIR ([3.1)) satisfaz as condicbes de contorno homogé-

neas de Neumann :

S.(0,8) = Su(Lt)=0
Vx(oat) = V:’c(Lvt):O
Ro(0,8) = Ry(L.t)=0.

No qual indica que n3o ha quantidade atravessando as fronteiras.
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Vamos analisar se o modelo (3.1)) apresenta instabilidade de Turing . Para isso, com base

no que vimos no , € necessario primeiro determinar os pontos de equilibrio do modelo.

3.3 0OS PONTOS DE EQUILIBRIO DO MODELO SIR

Considere S,V e R solucdes constantes n3o nulas de (3.1)). Sendo S, V' e R constantes note
L L L
que / S(x,t)dz = LS, / V(e,t)de = LV, / R(z,t)de = LR. Assm N = S+V + R e
0 0 0
a expressao
valzh vi-v]=u-ng -]
( p)N(t)LOVmV 1=n~

Portanto, no equilibrio, o modelo (3.1]) torna-se da seguinte forma :

N SV
SV
P~ (H+paty)V =0 (33)
YV +05 — uR — €R =0

S i 1
Como V' > 0, note que da segunda equacdo, no equilibrio N Pt piaty —.

g Ry
O valor de N no equilibrio
Somando as trés equacdes de ((3.3]), temos :
N N
TN(I—E)—M(S—O—V—FR)—MMV:O = TN(l_E) — puN — pigV = 0.
Logo,
N V
7“(1—?) = u+uidV1,V1=N-
N A
— 2 _ B+ piaVi 1 (3.4)
K r
— N = K[1- L/M]

r
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De
S V. R
N: 1:7 AT T
S+V+R = NN N
— 1_L—K—|-E ois no e uih'brioﬁ—i
Ry N NP a N Ry

Dai, da terceira equacio de (3.3), temos que

v VvV o 1

% S R
YW+6S=(p+e)R = 7N+5N—(u+5)ﬁ

—_— —+ —_—
,U+€N ,LL+€R0
Assim de
Ry N N N u+eN p+eRy Ry
V ¥ 1 )
= —(I+ =1——(1+
N( ,u+5) R()( u+6>
Vo p+e+ry 1 p+e+6
— sE =1
N p+e Ry p+e
segue que
V )
— =6 —i) onde 0:/174—6’ szﬂ‘
N Ry w+e+y n+e

iV 14 <
Como de (3.4), N = K[1 — M] sendo V; = ' entéo
T

p
A ot pia 0(1 — Ro)}

r

1Ry + i O(Ro — )

e

- K[i- pRo + Mgfﬁ% - 90)}

Portanto,

1 R()T’
N=K(1——), onde R;= )
( Rd> d /JR(] + Wia Q(RO - Qp)

O valor de S no equilibrio

Temos que :

L
Ry

=]

_R
N
(35

)
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logo,
1 1
S=—K(1-— 3.7
R K- 5 (37)
O valor de V no equilibrio
Como vimos,
)
K:6(1—£) onde § — M T° : _preto
N 0 w+e+7 Hw+te
Assim,
1 @
V=KO1-—)(1--=2). 3.8
(1-7)0-5) (38)
por fim,

O valor de R no equilibrio

= — — +
N u+eN pu+eRy p+e ( Ry 1+ e Ry

¥ e 1_ % o 1
pHept+e+ry Ry p+ e Ry

o 1
— L(l_i + _
p+e+ry Ry"  p+eRg

Segue que,
1 ® o 1 v
R=K(1-—)|0,(1—- = — de 0, = 3.9
(=05 + ] onde b= (3.9)
Portanto por ((3.6),(3.7),(3.8)) e (3.9) os pontos de equilibrio de ([3.1]) sdo :
1 1
S* = —K(1—-—
Ry ( Rd)
Vo= KO- —)(1— £ (3.10)
Ry Ry
1 ® o 1
R = K1--—)[e.a0-2 =
s r Ry B € gl
onde Ry = — > R, = g = HTE g - T
" ntpaty T pRe+ piab(Ro — ) pte+y 7 ptetn
pte+d
pte

Proposicao 3.1. Se Ry > ¢ e Ry > 1 entdo existe um tnico equilibrio endémico espacial-

mente homogéneo. []
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De agora em diante vamos considerar também que Ry > ¢ > 1e Ry > 1.

Como vimos no (), para que ocorra instabilidade de Turing em um sistema de equagdes,
os pontos de equilibrio devem ser estaveis no modelo de EDO, isto é, na auséncia das varidveis
espaciais e com os termos de difusao sendo nulos. No entanto, os pontos de equilibrio devem
ser instaveis no modelo de EDP e com a presenca de difusao. Nas préximas secdes, veremos
quais as condicdes necessarias para que o nosso modelo especifico deva satisfazer para

ter instabilidade de Turing.

3.4 CONDICOES DE ESTABILIDADE PARA OS PONTOS DE EQUILIBRIO.

Vamos analisar as condicdes de estabilidade dos pontos de equilibrio ([3.10) no modelo de
EDO da equacgdo (3.1)), ou seja, o mesmo modelo, mas na auséncia da varidvel x e com as

difusées D, = D, = Dr = 0. Ent3o :

S(z,t) = S(t) = /OLS(x,t)dx: /LS(t)dx — LS(t)

V(e t)=V(t) = /0 Vi@, t) do = /0 Viyde = v
R(z,t) = R(t) = /0 " R(a,t) dz — /0 "Rttydz - LR
Assim, N(t) = S(t) + V(t) + R(t). Além disso, a express3o :

(1- p)[jf((f)) [ [V tde - V0] = 0~ p)f\f((tt)) Vi) -vin| =o.

logo, o sistema ([3.1]) torna-se no seguinte modelo de EDO:

%f = rN(t)( —]\;((t))—BSW—uS(t)—(SS(t)—i—ER(t)
aﬁ‘t/ = BW — (1 + pia + 1)V (1) (3.11)
OR

5 = V(B +8S(t) - pR(t) — eR(t)

para todo t > 0.

Para facilitar a anéalise de estabilidade dos pontos de equilibrio, uma vez que podemos

determinar S em termos das outras varidveis , isto é, S(t) = N(t) — V(t) — R(t) , vamos

substituir a equacdo 05 or ON
ubstitui u — —_—
quacac 5y PO "
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Note que:

ON 9SOV  OR

o = t o oo = N =) = uN () — paV (2)

ViR ROV()
= 800~ Fey ~ N )

Ent3o, sob essas condicdes, o modelo ([3.11)) torna-se da seguinte forma:

%]X = rN(t)(l—N[g))—MN(t)_MdV@)
ov. V()2 R@)V(t)
5 = B(V(t) - NG NG ) = (n+ pia + V() (312)
o (= BV(0) + ON() — (1t e + )R,
Seja,
o(V.V.R) = N - ) () - v (o)

V({t)?® ROV
N(t)  N()

M(N,V,R) = (y—0)V(t)+N(t) — (u+ e+ 0)R(t).

U(N,V,R) = B(V(t)- ) = (u+ i+ )V (1)

Determinaremos as derivadas parcias de ®,W e M avaliadas nos pontos de equilibrio ([3.10]).

Determinar @y

Temos que

N
oy = r(1-— 2?) — [
Aplicando no valores de N, S, V, R no equilibrio, isto é, N = N* entao
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1 2
Oy = r(1—2(1—§d)) —p=r(=lt ) =
logo,
o (1-2)
= —r - ) —
N R, 2
Determinar &
De forma imediata, vemos que
Py = —fija-

Determinar ¢

Como na funcdo de ® nao temos a variavel R, ent3o:

(I)R:O.

Passemos agora para as derivadas parciais de V.
Determinar ¥y

Observe que :

V2 RV Ve, RV
Uy =i+ ) = A+ )
E note que no equilibrio :
4 @
- = h(1- =
N ( RO)
R © o 1
— = 0,(1——=— —
N Fy( RU) ,LL+€R[)

(3.13)
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Segue que :

Uy = 5(92(1 - ;%00)2 + (651 - ;;O) + uiséo)e(l - S0))

0o 1 ©
= B(6(1— 220,001 — 22 01—)
6<( RQ-+7( RJ +#+€RO( RQ

_ 5(9(1—¢)2[0+97]+ d 19(1—“0))

Ry e Ry Ry
0 \5 o 1 ® ) : p+ € Y
= (1 — =—)*+ —0(1 — =— 0+0., = + =1
5(( Vb= ) ) e [040,) = [ ]

Ry Ry n+e
) ) )
Como (¢ — )::(M‘%€+' — ) =1, portanto
BtE e w+e

_ AV
Uy = A0(1 - ) (1= ).
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Determinar Vy,

vy = 5(1—2K—E)—(M+Mid+’7)

= B2 -2 0,0 D)+ )~ L pois By =

RO Ro n+e R() R()

_ 5(1—1—(1—¢)<29+ew)—

) 1)
RO RO M+€R0

1 d
= 1—-—(1
B( Ro( +,U+€

) (1- ;%00)(29 +97)>

— ﬁ<1—¢—<1—¢)(29+97)) pois p =

RQ RO ,u+e

% jt+€ g )
= 1— 21— _
B<( Ro)( w+ e+ u+e+7)
4 H+ € )
= 1 2y T
s )
W€
uma vez que §# = ——————— temos portanto :
e+
¥
Uy, =—50(1—=).
v =60 - )
Determinar ¥y
Temos que
V
\IIR:_B(N)
logo,

Up = —B0(1 — ];00).

)
petd

B

o
n+e

W+ fhig + Y

Por fim, vamos determinar as derivadas parciais de M que como podemos observar sdo de

forma imediata:
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MN - 5
MV = ’)/—5
Mp = —(p+e+9)

Portanto, as derivadas parciais de ®,W e M avaliadas nos pontos de equilibrio (|3.10]) sdo :

2
) = —r(l——)-—
N 7( Rd) K
Oy = —fg
(I)R - 0

%) 1
Y = 1— ) (1 — —
N B0( Ro)( Ro)
U, = —59(1—%) (3.14)

0

2
v = —00(1 — =
R 59< RO)
My = 6
MV = ’}/—(5
Mrp = —(p+e+0)

Como vimos no capitulo ([2) especificamente em (2.45)), para que os pontos de equilibrio sejam

estaveis, as seguintes condicoes tem que serem satisfeitas :

ai > 0
as > 0

aya > das

onde,

ap = —(Py+ Uy + Mg)
Ay = (I)N\pv+q)NMR+q’vMR—CDV\I’N—(I)RMN—\IJRMV

a3 = ONUpMy + Oy UyMp + OpUy My — Oy Uy My — Oy UMy — Oy My .

Note que, como ®z = 0, entdo em ay temos que PrMy = 0 e a3 temos que PrVy My =0
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e —OrU My = 0. logo para os pontos de equilibrio serem estaveis no modelo ([3.10)) :

ai > 0
as > 0 (315)
ajas —ag > 0

onde

ap = —(®n+ Uy + Mpg)
ay = OnUy + OyMp+ Uy Mg — OyWy — Vg My (3.16)
a3 = ONUrMy + Oy UyMp — ONyVUy Mp — Oy UMy .

Teorema 3.1. (Condicbes necesséria para a exiténcia de estabilidade)

a)Se Ry > 2 e~ >4 entdo as condicdes de estabalidade sdo satisfeitas.

Demonstracao.

2 2

Com efeito, se Ry > 2 entdo (1 — R—) > 0. Logo, como r > 0 entdo —r(1 — f) < 0.Dai,
d d

como i, €,6 > 0 temos que Py, Mg < 0. E uma vez que Ry > ¢ segue Uy, < 0. Dessa forma

ap > 0.

Com relacdo a andlise se a3 > 0, observe que considerando a hipétese que v > & implica que
My =~v—6>0ecomo®y,Vir <0 segue que PNV rMy > 0. De @y, Uy, Mg < 0 temos
—bNUy Mg > 0. Dai, note que :

PyUnMr = wiaBO(1 — £)(1 — i)(u +e+0)

Ry Ry
DyUrMy = piafB(l - £)3
0
Entao,
_ P 1 ®
Py UNMp — Py UMy = piaB0(1 — )1 — —)(p+e€e+9) — paBO(l — =)o
R(] R(] RO
_ LAY N
= POl R())(“ RO)(u+e+5) )
© w+e+o
= u;gB0(1 — = _
11iaB6( RO)(/H ( Ro) )
_ L8001 0 AN pteto
= piaB0(1 R0>(“+€ o ) pois ¢ = te
© ¢
S 1- 51— X2
pra(p+ €891 = £ (1= 5-) > 0

Logo, considerando os sinais dos termos de as analisados, temos que :
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as = (I)N\IIRMV — (I)N\IlvMR + q)V\IjNMR — (I)V\I[RMN > 0.

Por fim, vamos analisar a1as — as. ora :

aray = —(Pn+ Yy + MR)((I)N‘DV + Oy Mp + Wy Mg — PyWy — ‘I’RMV)
= —(By + Uy + Mp)(DyTy) — (Dy + Wy + Mp) (Mg + Uy Mp)
+ (On + Uy + MR)(PyUy) + (Py + Wy + Mg)(VrMy)

= —(By + Uy)(ByWy) = Oy Uy My — (B + Wy + Mp) (©x Mg + Uy Mp)

+ (n + Uy )(PyUy) + Oy Uy Mp + (Uy + Mg)(VrMy)
Como
as = —(I)N\I/\/AJR —i—(I)V\I/NMR — CI)V\I]RMN
Entado
way —az = —(Dy + Wy)(@yWy) — (Dy + Wy + Mp) (x Mg + Uy Mp)

+ (On + Uy)( Py V) + (VUy + Mg)(VrMy) + Oy UrMy

Logo, como por hipétese Ry > 2 e sabemos que i, j1;q,€,0 > 0 temos que

—((I)N + \I/V)(CDN\I}V) > 0 pois— (CI)N + \If\/) >0, ((I)N‘va> >0
—(®x + Wy + Mp) (P Mg+ Uy Mg) > 0pois— (®x + Wy + Mp) > 0, (2y Mg + ¥y Mg) > 0

(q)N + \va)((I)V\IfN) > 0 pOiS((I)N + ‘Pv) < O, (q)V\I]N) <0

e da hipdtese que v > ¢ implicando que My, = v — ¢ > 0 entdo
(\I/V + MR)(‘I/RMv) >0 pOiS(\I/V + MR) <0 e (\I’RMv> <0

e de forma imediata, vemos que &y Vg My > 0. Dessa forma, a1ao — as > 0 e portanto as

condicbes para estabilidade sdo satisfeitas. 0J
b)Sel <Ry<2 r>pu+2us ey >3 entdo as condigbes de estabalidade (3.15]) sdo

satisfeitas.

Demonstracao.

Note que pela definicdo de Ry :

Ryr r

 iRo+ piaf(Ro = ¢) N""Midg(l_Rﬁ).
0

Ryq




58

Da hipdtese que 1 < Ry < 2 por um lado temos que :

I1<Ry = 1<
o+ piaf (1 — —-

byl
|

I

ppiat > Ro(piat — (r — p))

Como por hipétese também r > 1 + 2u;q entdo

e

T > 2piq > L fig > et pigd pois 0 = —————
wte+y

ou seja,
r> A2y = > pH4 g = il — (r—p) <O0.
Portanto de 1 < Rd temos que

Olial

— < Ry.
"
Por outro lado, de R.d < 2 temos :
r
R;<2 — 7 < 2
af(1 — —
o+ it ( RJ
= < 2u+2u40(1 — £)
Ry
= T_M_M<2#id9(1_R£)
0
(i @
2piq0 ( Ro)
2L —(r —
L b rp—(—p) @
21390 Ry

= Ro(2pia0 + p — (r — 1)) > 02140

< 1.

como Ry > 1> 0 e2ui0 >0, Note que (2p1;40 + o — (r — 1)) > 0. Pois se (2p1;40 + 11 —

(r —p)) < 0 teriamos um absurdo matematico. Logo, (2p;40 + o — (r — p)) > 0. E assim de

Ry <2
P2t
2pial + p — (r — )

< Ry.
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Portanto
241340 il
1<Ry<2 = Ry> PoHid Ll L (3.17)
20ig8 + po = (r — )~ piad — (r — p)
onde a dltima desigualdade segue que pelo fato de Peid >0e B UL <
2pial + p — (r — ) pial — (r — )
0 uma vez que ;40 — (r — ) < 0. Dai, observe que
2 2
Ooy=—1(1-——)—pu<0 & pu+r(l——=)>0
Rd Rd )
o+ priaf (1 — R*)
&S p+r|l-2 ¢ > 0
r
¥
S or—pu—2u0(1— =) >0
Ry
r—p @
=4 > (1——
241540 ( Ro>
o 2l —(r—p) _p
241540 Ry
& Ro(2pia0 — (r — p)) < p2pa0
como por hipétese r > |1 + 2,4 Ssegue que
>+ 2 > o+ 240 pois 6 < 1.
entdo 240 — (r — p) < 0. Logo,
2 ©24iq0
Oy=—11-—=)—pu<0& Ry > . 3.18
" " Rd) : " 2p5a0 — (r — p) ( )
, 02140 ©2iq0 .
Como vimos >0e0 > pois 2 — (r — pu) < 0,
21300 + p — (r — 1) 2pial — (1 — ) piah = ( )

entdo de (3.17)) e ([3.18)) temos a seguinte condicdo pra o Ry

2440 2440
2000 +p— (r —p) ~ 200 — (r — p)

Ry > (3.19)

2
Ou seja, desde que r > 11+ 2p;q temos que Oy = —r(1 — R—) —p<0paral<Rg<2(
d

2
1-— o < 0) pois o Ry satisfaz simultaneamente (3.19)). Portanto, como &y < 0 e~y > 0,
d

pelo intem anterior temos a estabilidade dos pontos de equilibrio.

3.5 CONDICOES DE INSTABILIDADE PARA OS PONTOS DE EQUILIBRIO.

Agora considere o modelo de EDP ({3.1)). E seja,
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1
S(=1;
F(S,V.R, S I, Re) = r(S+V +R)( _Nf((t))_ﬁ J(VL(t))

— S —0S +e€eR

S(z, t)V(x,t)

G(‘S? V7 R7 StvjtaRt) = 5 - (,u‘i‘/ub@d—'—’}/)‘/(ﬂj,t)

N(t)
H(S,V,R, S, I, R;) = ~V +065+(1— )55[11—1/}— R—eR
y Vo L, Oy Ly 1) = 7Y pN(t)Lt K €
L L L
Onde S, = / S(z,t)de, I, = / V(z,t)de, Ry = / R(x,t)dz. Ou seja, N(t) =
0 0 0
11
ESt—I—Z]t—l—th,ondexG[O,L]CR et>0.

Como vimos no capitulo ([2)), especificamente na sec¢do (2.2)), para analisar a instablidade
dos pontos de equilibrio é suficiente analisar calculando somente as derivadas parciais de F, G
e H com respeito as varidveis S, V, e R avaliadas nos pontos de equilibrio . E note que
ao derivar com respeito S,V, e R, temos que S;, V;, e R; sdo vistas como constantes .

Vamos determinar tais derivadas :

Determinar F,

1 1 1
Observe que N(t) = Zst + zIt + th. Logo:

1
N +1

Foo= (1= ) =B —p—s

Avaliemos F}; nos pontos de equilibrio (3.10]). Lembrando que no equilibrio It / V*dx =

V*. Dai, temos :

N* V*
Fo = (1= S2) =z —n—>0
1
(R S) BT SR

logo,

Determinar Fy,
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Avaliando Fy, nos pontos de equilibrio :

Determinar I

N
Fr=r(l——=)+c¢

K
aplicando Fz nos pontos de equilibrio :
r
F * —
R 7, + €
Determinar Gg
v
GS - N
Logo,
¥
Gg« = [0(1 — =
s = 0001 = )

Determinar Gy

S
szﬁﬁ—(lﬁ—i‘uid—i‘w

S
Como Ry = b entdo (pu+pia+7vy) = Jf Além disso, no equilibrio —

W+ g + 7y 0
forma,

Gy« =0

Determinar Gy

Note que em G n3o temos a varavel R. logo,
Gr=0.

Determinar H,

Hs=5+(1—p)]€[2]t—V}

1 1
Como no equilibrio Z[t = V* entdo {L[t — V*} = (. Portanto,

Hy,=9

= —. Dessa

N R,
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Determinar Hy

S S
Hy =7+ (1= p) 1] =7~ (1 - )5
Assim,

p

HV*ZV—(l_P)RO

Determinar Hp

De forma imediata podemos ver que :

Hpe = —(p+¢)

Portanto, as derivadas parciais de F, G e H com respeito a S, V, e R avaliadas nos pontos

de equilibrio (|3.10]) sdo :

Ry Ro
T
Fr=
Fr = }; +e
Gs = B0(1 — ;ifo)
Gy =0 (3.20)
Gr=0
Hs =20

HVZW—(l_P)RBO

Hp=—(p+e¢).

Como vimos no capitulo ,especificamente em ([2.53)), para que os pontos de equilibrio sejam

instavéis, uma das seguintes condicGes nao devem ser satisfeitas :

by > 0
b3 > 0
byby —bs > 0.

Isto é,
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b3:

+

by < 0

ou

by < 0 (3.21)
ou

biby, —b3 < 0.

(Ds + Dy + Dg)w? — (Fs + Gy + Hg)

(DsDy + DsDg + Dy Dr)ws — (Ds(Gv + Hg) + Dv(Fs + Hg) + Dr(Fs + Gy) )w?
FsGy + FsHp + Gy Hp — FyGs — FpHg — GrHy

DsDyDgw$ — [DsDy Hp + DsDrGy + Dy Dy Fs|w

|Ds(HyGr — GvHR) + Dy(FrHs — FsHg) + Dp(FyGs — FsGy)|w?

FsGRHV + FszHR + FRGVHS — FSGvHR — FvGRHS — FRGsHU .

E como Gy =0 e Gr =0 entdo

bs

= (Ds+ Dy + Dg)w? — (Fs + Hp)

= (DsDy + DsDg + Dy Dp)w! — (Ds(Hg) + Dy (Fs + Hg) + Dp(Fs))w?
+ FyHp — FyGg — FrHg

= DsDyDgwl — [DsDyHp + Dy DpFs|w)

— |Dy(FrHs — FsHg) + Dp(FyGs)|w?

+ FszHR — FRGsH\/ .

Note que podemos ver by, by e bs como funcdes polinomiais em termos de w,.

A an

4lise das funcdes polinomiais serd em termos de y = w?.

Com relagdo ao polindmio b (y), observe que de ((3.20)) :

HR:—(M+€)<O

€ como ja vimos

Ry

s

=——>1 = B>pu+paty = B> pia = pia— B <0
H+ ig + Y
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e
Ryr T T Y
d Ry + 1;q0(Ro — ) N+Mid9(1—R£) Ry o+ priad( R0>
0
[ e

Entdo como 6 = >0,0>0e Ry > ¢ temos que :

u+e+y
Fs= g = 06(1— ) = =0 =001 = 1) (ma — ) =6 <0

Assim, para todo y = w?

bi(y) = (Ds + Dy + Dg)y — (Fs + Hg) > 0

Com relacdo aos polindmios b3 e B = b;by — b3, note que eles possuem muitos parametros,
dificultando assim uma anélise analitica sobre quais condicdes os parametros r, 3,7, 14, ttid; €, 0,

p, Ds, D,, Dr devem assumir para que

bs < 0
ou (3.22)
B < 0.

para algum y = w?. Ent3o, recorremos ao auxilio do software MATLAB.

Como na teoria de Instabilidade de Turing, ao analisar as condicdes de instabilidade dos
pontos de equilibrio no modelo espacial com a presenca da difusdo, que nesse caso seriam as
condicoes , devemos considerar também as condicoes existentes de quando os pontos
de equilibrio sdo estaveis no modelo de EDO sem a difusdo; Entdo, usamos o software MA-
TLAB para encontrar um espaco de parametros que satisfaca as condicdes de estabilidade
e instabilidade simultaneamente. Fizemos isso fixando valores para r,v, i, ¢,0 de modo que
tais valores atendam as condicGes de existéncia dos pontos de equilibrio ([3.10) e as hipoteses
do teorema das condi¢des de estabilidade (3.1)). Também fixamos valores para os pardmetros
p, Ds, D,, Dg, que aparecem somente quando estamos analisando as condicdes de instabili-
dade. Logo, o espaco de parametros sera abrangido em termos de (5 e ;4. Isto é, fixados
os parametros mencionados, queremos saber quais valores 3 e j;; devem assumir para que
uma das condicoes aconteca e consequentemente tenhamos instabilidade de Turing no

modelo ([3.1]), onde das condicdes:

r> it flia = g € [0,7 — )
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e de
_ B
M+ g + 7y

Na figura a seguir, para um conjunto de parametros escolhidos conforme os critérios acima,

Ry >1 = B> p+ plia+7.

temos a regido de instabilidade de Turing do modelo

BD) :

Regido de instabilidade de Turing

Regido de instabilidade de Turing

0.69 0.69 ‘

0.66 0.66

0.63 0.63

06 06 ‘i .

0.57 0.57

054 054 1|

0,51 0.51

048 048

g:; Iat>0eai>0eA>0 g:; 1 Iat1>0ea3>0eA>0
o L3 <00uB<0 900 LG <00uB<0
@ I Regiso de instabiidade ] I Regiéo de instabilidade
m 036 e m 036 e

04 —al=07 033 —al=07

03 —ald=0 0.3 —al=0

— A0
—b3=0

— =0
=—b3=0
—B=0

B=0
i

Md Md

Figura 1 — Regido de Instabilidade de Turing do modelo (3.11) para r = 0.7; v = 0.0365; u = 0.02; ¢ =
0.0; = 0.0; p = 0.94; D, = 0.00001; D, = 0.0001; e Dr = 0.00001.

A figura mostra os valores que 3 e ji;4 devem assumir (com relacdo aos valores que
estdo fixados na legenda) para que se tenha instabilidade de Turing no modelo (3.11)), que
matematicamente acontece quando simultaneamente a; > 0, a3 > 0, A > 0 e b3 < 0, ou
B < 0. A regido de instabilidade de Turing é a regido azul forte (figura a esquerda). Na figura
a direita, ao diminuir a tonalidade da cor azul, podemos ver as cores com mais detalhes que
representam quando a; > 0, a3 > 0, A > 0 e b3 <0, ou B < 0. As curvas que aparecem no
grafico sdo as curvas de niveis que foram obtidas ao fazer a;(uq, 3) = 0.7, az(pia, 5) = 0,
A(pia, B) = 0 e bs(pia, ) = 0, ou B(pq, 5) = 0 para assim sabermos onde seriam as regides
positivas ou negativas de tais funcoes.

Como podemos ver na regido de instabilidade ( figura a regido azul forte), existe
uma grande quantidade de pontos que satisfazem as condicGes necessérias para instabilidade
de Turing. Por exemplo, escolhendo ;g = 0.0600 e 5 = 0.2165 que estdo nessa regiao,
onde juntamente com os valores que foram fixados de v = 0.0365 e 1 = 0.02 resultam no

Roziﬁ
W+ g + Y
de b3 e B:

= 1.8584, e além disso temos o seguinte comportamento dos polinémios
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Figura 2 — Comportamento dos polindmios b3 e B para p;q = 0.0600; 8 = 0.2165;r = 0.7; v = 0.0365; u =
0.02; € = 0.0; § = 0.0; p = 0.94; D, = 0.00001; D, = 0.0001; e Dr = 0.00001.

Entdo, podemos ver que, em relacio ao polinémio b3, ele é negativo para uma faixa
aproximada de w? € [0,680], enquanto que B é positivo para todo w? € [0,1000]. Logo,
como para os valores dos parametros da figura temos que b3(w?) < 0 para uma faixa
aproximada de w? € [0,680], portanto temos instabilidade de Turing no modelo para
tais parametros .

Uma condicao equivalente para analisar se os pontos de equilibrio sdo estaveis ou instaveis

é analisar as partes reais das solucoes do polindmio caracteristico:

A3+ by (WA + by(w)X + b3(w?) =0

Logo, os pontos de equilibrio ([3.10|) sdo estaveis se todas as solucbes do polindmio carac-
teristico A (w?), A2(w?) e A3(w?) tiverem parte real negativa para todo w?. Serdo instaveis
se existir algum w? tal que A\;(w?), A2(w?) ou A3(w?) tenha parte real positiva.

No grafico a seguir, com o intuito de comparar com os resultados obtidos ao analisar as
desigualdades , plotamos o comportamento da curva sobre os maiores valores da parte
real das solucdes do polindmio caracteristico para cada w?, ideia usada por (MURRAY, [2013),
pois, observe que fixados os valores dos parametros da figura , para cada w? podemos ter

um polindmio caracteristico diferente e consequentemente solucdes diferentes.
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Max Re()\) como fungdo de W’
0.035 ; . . , : :

0.03

0.025

0.02

0.015

Max Re(X)
=
=2

0.005

0

0.005

001 . . . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 8OO 900 1000

2
W

Figura 3 — Plot sobre os maiores valores da parte real A\(w?) como fungio de w? para os mesmos valores dos
pardmetros da figura (2)) : p;q = 0.0600; 5 = 0.2165;r = 0.7; v = 0.0365; p = 0.02; e = 0.0; § =
0.0; p =0.94; D, = 0.00001; D, = 0.0001; e D = 0.00001.

Observe que, em primeiro lugar, Max Re A\(w?) > 0 para uma faixa aproximada de w? €
[0, 680]. E, assim como vimos antes na figura , para os valores dos pardmetros da figura (3)
e w? € [0, 680], temos instabilidade de Turing no modelo (3.1]). Em segundo lugar, observe que
o comportamento da funcio b3(w?) é oposto ao de Max Re \(w?), isto é, quando b3(w?) < 0,
temos que Max Re A\(w?) > 0 (a faixa onde os pontos de equilibrio s3o instaveis); e quando
bs(w?) > 0, temos que Max Re A\(w?) < 0 (a faixa onde os pontos de equilibrio s3o estéveis).

Uma vez que p € [0, 1], vejamos mais alguns casos. Por exemplo, nas figuras a seguir,

mudamos apenas o parametro p de 0.94 para 0.1.
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grafico de B como fungéo de Wt
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Max Re(\) como fungdo de w?

0.0156

0.01
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-0.005

Max Re(A)
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Figura 4 — Comportamento dos polinémios b3(\(w?)), B(A(w?)) e de max Re(A(w?)) para p;q = 0.0600; 3
2; €

w w
0.2165;r = 0.7; v = 0.0365; p = 0.0 = 0.0;0 = 0.0; p = 0.1;D; = 0.00001; D,

0.0001; e Dr = 0.00001.

Note que, dessa vez, b3(A(w?)) > 0 para todo w?, enquanto que B(A(w?)) < 0 para uma

Escolhendo p = 0.5, temos :

faixa de w?, conforme a figura, sendo o comportamento oposto de Max Re(\(w?)).
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Figura 5 — Comportamento dos polindmios b3(\(w?)), B(A(w?)) e de max Re(\(w?)) para p;q = 0.0600; 3 =
0.2165;r = 0.7, v = 0.0365; p = 0.02; ¢ = 0.0;9 = 0.0; p = 0.5;Ds = 0.00001; D, =
0.0001; e Dr = 0.00001.

b3(A(w?)) > 0 para todo w?, enquanto que B(A(w?)) < 0 para uma faixa de w?, conforme
a figura, sendo o comportamento oposto de Max Re(\(w?)).

Com base em tais casos, como esperado, podemos ver que as formas de analisar se os
pontos de equilibrio sdo estaveis ou instaveis conforme algumas dessas abordagens (se alguma
das funcBes é negativa ou através de analisar a parte real das solucdes do polindmio caracte-
ristico) estdo sendo equivalentes e também mostra que a teoria que desenvolvemos estd bem
sélida. Além disso, vemos que para alguns valores de p, ou b3(\(w?)) ou B(A(w?)) é negativa.
Isso no faz questionar para quais valores de p temos Instabilidade de Turing ?

Na figura a seguir, para os valores dos parametros vistos anteriormente, vemos para quais

valores de p € [0, 1] temos Instabilidade de Turing.
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Regides de Max Re(\) em termos de We P

® MaxRe{))>0
® MaxRe(A)=0
® MaxRe{))<0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1

Figura 6 — Plot das regides onde para cada p € [0, 1] tem-se : Max Re(A(w?)) > 0; Max Re(A(w?)) = 0 e Max
Re(\(w?)) < 0; para assim descobrir para quais valores de p € [0, 1] temos Instabilidade de Turing.
Os valores dos demais pardmetros sdo : p;q = 0.0600; 8 = 0.2165;r = 0.7; v = 0.0365; p =
0.02; € = 0.0; § = 0.0; D, = 0.00001; D, = 0.0001; e Dr = 0.00001.

Podemos ver através da figura (), que para todo p € [0,1], h4 uma regido (faixa de w?)
onde Max Re(\(w?)) > 0. Portanto, para todo p € [0,1] e para o conjunto de pardmetros
escolhidos, temos instabilidade de Turing.

Vejamos mais um caso na figura a seguir :

2104 grafico de b3 como fungdo de Wt Max Re()) como fungdo de Wt
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Figura 7 — Esses casos representandos referem-se ao ;g = 0.0100 e 8 = 0.3965 Resultando no Ry = 5.9624.
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As duas primeiras figuras anteriores é para o caso particular quando p = 0.5 ( Os demais
parametros s3o os mesmos de antes) que nos mostra que existe uma faixa de w? no qual
b3(A(w?)) < 0 sendo a mesma faixa onde Max Re(\(w?)) > 0, isto é, tem Instabilidade de
Turing. E a terceira figura nos mostra que para esse escolha de j1;4 € 5 e os demais parametros
ja fixados, tem-se Instabilidade de Turing para todo p € [0, 1].

De forma anéaloga, outras analises podem ser feitas para outros valores de (3 e ;4 escolhidos
na regido de instabilidade de Turing, e portanto comprovando que temos Istabilidade de Turing
no modelo (3.1)).

Nas proximas secoes, apresentaremos as simulacdes do nosso modelo.

3.6 SIMULACOES

O objetivo desta secdo é analisar os padrdes instaveis de Turing no modelo ((3.1)), utilizando
os parametros que satisfazem as propriedades analiticas de instabilidade de Turing discutidas

na secao anterior. Na figura a seguir, temos um exemplo:

2500

2000

1500

0at)

> 1000 |

500

0,
160

3000

2500

2000

< 1500

R(x.t)

1000

500

0,
160

Figura 8 — Densidade de S(x,t), V(x,t) e R(x,t) respectivamente onde os pardmetros sdo : p;q = 0.0600; 8 =
0.2165;r = 0.7, v = 0.0365; 4 = 0.02; ¢ = 0.0;0 = 0.0; p = 0.94; D, = 0.00001; D, =
0.0001; Dr = 0.00001; K = 100;w = 20, T = 10.000 e L = 507. Nesse caso, Ry = 1.8584 e

R; = 23.4819 .
Podemos observar na Figura que, de fato, surgem padroes ocasionados pela insta-
bilidade de Turing no modelo (3.1)). Para os pardmetros descritos, os pontos de equilibrio
(3.10) sdo dados por (S*,V* R*) = (51.5190,,15.6539, ,28.5684). Utilizando as seguintes

condicoes iniciais:
S(z,0) = S* 4 cos(20z) = 51.5190 4 0.001 cos(20z)

V(z,0) = V* + cos(20z) = 15.6539 + 0.001 cos(20x)

R(x,0) = R* 4 cos(20x) = 28.5684 + 0.001 cos(20z)
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Observamos que, ao aplicar uma pequena perturbacdo nos pontos de equilibrio, as densi-
dades S(z,t), V(x,t) e R(x,t) se afastam desses pontos e se dissipam no espaco, assumindo
um padrdo estacionario, como mostrado na figura. Tal comportamento esta em conformidade
com a teoria da instabilidade de Turing, confirmando sua presenca no modelo (3.1)).

Uma vez que é de grande interesse analisar a quantidade de pessoas infectadas em uma
epidemia, focaremos na andlise dos tipos de padrdes de Turing que aparecem na densidade
V(z,t).

Iniciaremos pela andlise do efeito da difusao em nosso modelo. Na figura a seguir, mostra-
mos 0s casos em que aumentamos os valores da difusdo. Os parametros i;q, 5, 7, ¥, 4, €, 0,

p, K e L utilizados foram os mesmos da figura anterior .

2500 4000

2000 3000

1500
2000

Vx, )
Vx, )

1000
50 1000

0 0
150 150

Figura 9 — Densidade de V' (z,t) onde para primeira, segunda e terceira figura temos respectivamente : D, =
0.00001, D, = 0.0001, Dr = 0.00001,,7 = 10000 ¢ w = 20; D, = 0.001, D, = 0.01, D =
0.001,7T = 8000 e w = 2; Dy = 0.001, D, =1, Dr = 0.001,7 = 8000 e w = 1. .

Observe que, na primeira figura acima, ha quatro picos (modos), dos quais dois predomi-
nam. Com o aumento da difusdo, restou apenas um pico. Assim, a difusdo no nosso modelo
tem o efeito de selecionar modos. Além disso, observe que os valores de w diminuiram
com o aumento da difusdo. Isso se explica pelo fato de que, ao aumentar a difusdo, a regido
(faixa) de instabilidade de Turing diminuiu, reduzindo assim o intervalo de w. Podemos ob-
servar isso na figura a seguir , onde os valores de difusdo usados para cada caso foram os

mesmos da figura @D e os demais pardmetros foram os mesmos da figura (8) :
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Max Re(A) como fungao de ot
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Figura 10 — Regido de Instabilidade para os valores de : D, = 0.00001, D, = 0.0001, Dr = 0.00001; Ds =
0.001, D, = 0.01, Dr = 0.001; D, = 0.001, D, = 1, Dr = 0.001 para cada figura respectiva-

mente.

Como podemos ver nas figuras a seguir, 0 mesmo caso quando consideramos (3 = 0.3965

e g = 0.0100.
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1000
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0
150

Figura 11 — Densidade de V (z,t) onde para primeira, segunda e terceira figura temos respectivamente : D, =

0.00001, D, = 0.0001, Dg

0.00001,T = 9000 e w = 20; D, = 0.001, D, = 0.01, Dp

0.001,T = 5000 e w = 2; D, = 0.001, D, = 1, Dp = 0.001,7 = 5000 ¢ w = 1. .

Agora, vamos analisar o efeito do parametro p em nosso modelo. Na figura a seguir,

mostramos a densidade V' (x,t) para diferentes valores de p. Utilizamos os mesmos valores da

figura , exceto pelos valores do parametro p e do tempo 7', que variam em cada caso.
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Vix,t)

0
150

Figura 12 — Densidade de V' (z,t) onde para primeira, segunda, terceira e quarta figura temos respectivamente
que: p=0eT =800;p=025eT =1000;p=0.5eT =1450;p =1 e T = 12000 .

Note que, nas duas primeiras figuras (p = 0 e p = 0.25), a densidade V(x,t) apresenta
varios picos (modos). Na terceira figura (p = 0.5), esses picos se reduzem a 5, e, no dltimo
caso (p = 1), reduzindo a dois modos predominando. Ou seja, ao variar os valores de p,
observamos uma selecdo de modos.

Essa selecdo de modos é um fenémeno que pode ocorrer em alguns modelos com instabi-

lidade de Turing. (MURRAY., 2023)) afirma que, em um sistema com instabilidade de Turing,

a perturbacao inicial pode conter varios modos. No entanto, o modo que cresce mais rapi-
damente (aquele com a maior parte real Re A\(w?)) acaba dominando o sistema, resultando
em um padrao estavel que corresponde a esse modo dominante. Isso é o que observamos
na figura e pode ser comprovado na figura a seguir, onde plotamos a maior parte real
Re )\(w2) para cada valor de p. Os pardmetros sao os mesmos da figura anterior, exceto, claro,

o parametro p, que estd no intervalo [0, 1].
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Max Re(,\(wzlj como fungdo de p
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Figura 13 — Plot da maior parte Re(A(w?)) ( Max Re(\(w?))) para cada p € [0, 1] tal que para cada p Max
Re(A(w?)) > 0 ( garantindo que tem Instabilidade de Turing ). Note que conforme p se aproxima
de 1, Max Re(A(w?)) tende para 0.0315 sendo o maior valor atingido para p € [0, 1] representando
assim o o modo dominante como falado acima.

O mesmo caso ocorre quando consideramos 3 = 0.3965 e ;4 = 0.0100.

Figura 14 — Densidade de V (x,t) onde para primeira, segunda, terceira e quarta figura temos respectivamente
que:p=0eT =800;p=0.25eT =1000;p=0.5e T =1450;p =1 e T = 10000 .
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Max Re(,\(wzl] como fungdo de p
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Figura 15 — Plot da maior parte Re(A(w?)) ( Max Re(\(w?))) para cada p € [0, 1] tal que para cada p Max
Re(\(w?)) > 0 ( garantindo que tem Instabilidade de Turing ). Note que conforme p se aproxima
de 1, Max Re(A(w?)) tende para 0.0315 sendo o maior valor atingido para p € [0, 1] representando
assim o o modo dominante como falado acima.

Observamos que o parametro p exerce grande influéncia nos tipos de padrées de Turing
que surgem em nosso modelo , assim como na selecdo de modos (padrdes). Vale lembrar
que, em nosso modelo, consideramos V'(x,t) como a densidade de individuos infectados por
um patégeno = no tempo t > 0, onde o patdégeno x € [0, L] sofre mutacdo de acordo com
um processo de caminhada aleatéria. Com base nessa selecio de modos, podemos deduzir
que, entre as possiveis mutacdes do patdégeno x, algumas acabam predominando a medida
que p tende a 1. Para compreender melhor essa influéncia, decidimos estudar a quantidade de

infectados para diferentes valores de p.

3.6.1 Numero de pessoas Infectados

Saber o niimero total de infectados em uma epidemia é essencial para a compreensdo e o
controle da propagacdo da doenca. O nimero total de pessoas infectadas em um instante de

tempo t é dado por:

1 L
) =~ / V(x,t)dz.
LJo
Nosso objetivo é analisar esse nimero para cada valor de p. Para isso, uma vez que o surto

epidémico ocorre quando Ry > 1, vamos examinar de inicio o nimero de infectados para cada

p em trés casos distintos de Ry: Ry~ 1, Ry = 5 e Ry =~ 10. Na figura a seguir, vemos esses
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trés casos representados respectivamente:
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Figura 16 — Curvas do niimero de infectados, I(t), para cada valor de p, correspondendo a Ry ~ 1, Ry ~
5 e Ry =~ 10, respectivamente. Os pardmetros usados na primeira figura sdo: p;q = 0,0500,
B = 0,1265, »r = 0,7, v = 0,0365, u = 0,02, ¢ = 0, § = 0, Dy = 0,00001, D, = 0,0001,
Dr = 0,00001, K = 100, w = 20, T' = 2190 e L = 50w, resultando em Ry = 1,1878. Na
segunda figura, os pardmetros que diferem sdo: ;g = 0,0500, 8 = 0,5365 e T' = 1050, resultando
em Ry = 5,0376. Na terceira figura, as diferencas sdo: u;q = 0,0100, 8 = 0,6765 e T = 5500,
resultando em Ry = 10,1729

Observa-se um comportamento semelhante nos trés casos, com a presenca de um pico
maximo de infectados. A medida que o valor de R, aumenta, o pico maximo do niimero de
infectados também cresce. Logo, vemos que o aumento da transmissao da doenca aumenta o
numero de infectados, como esperado.

Outro fator que podemos notar na Figura é que, nos dois primeiros casos, temos
ia = 0,0500, e o pico maximo ocorreu aproximadamente para p = 0,5. No entanto, ao
reduzirmos p;4 para g = 0,0100, o pico maximo foi observado para um p menor, entre
[0,1,0,2], mesmo em um cenério com R, elevado, sendo Ry = 10,1729. Isso nos motivou a
investigar a relacdo entre j1;; € 0 parametro p e, consequentemente, o impacto no niimero de
infectados.

Na figura a seguir, apresentamos a curva de infectados para trés valores de ji;4: um valor
menor (com os parametros da figura anterior, resultando em Ry = 10,1729), um valor médio
(parametros da figura anterior que resultaram em Ry = 5,0376) e um valor maior (com dados
que diferem dos anteriores apenas na mudanca de ;4 € 3, onde, nesse caso, ;g = 0,1000,

f = 0,1665, resultando em Ry = 1,0639 e T = 1450).
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Figura 17 — Curvas do nimero de infectados, I(t), para cada valor de p, correspondendo, respectivamente,
a: tiq = 0,0100 com Ry = 10,1729; 11,4 = 0,0500 com Ry = 5,0376; e ;4 = 0,1000 com Ry =
1,0639.

Vemos que, conforme 11, aumenta, o pico maximo de infectados ocorre para um valor maior
de p. Isto é, quando ;4 é pequeno (por exemplo, 1;4 = 0,0100), o pico méximo de infectados
ocorre com p tendendo a 0. Por outro lado, quando ;4 é maior (como em ;4 = 0,1000), o
pico maximo de infectados ocorre com p tendendo a 1. Como ;4 representa a mortalidade
induzida pela doenca, este parametro sugere que valores menores de p refletem uma doenca
menos agressiva, enquanto valores maiores indicam uma doenca mais agressiva.

Além disso, esse comportamento é independente do valor de Ry: com ;4 menor, o Ry é
maior (indicando mais infectados), enquanto, com ;4 maior, o Ry é menor (indicando menos
infectados). Isso sugere, respectivamente, uma doenca de alto contégio e baixa mortalidade e
uma doenca mais letal, que resulta em menos casos de infecco.

Na secdo anterior, vimos que o parametro p estd relacionado a selecao de cepas. Dentre
as varias mutacdes que um patdgeno = pode sofrer, algumas acabam predominando a medida
que p tende a 1 (ver Figuras (12)), (13)), (14), (15)). Como também observamos que p esta
relacionado a agressividade da doenca, podemos, portanto, deduzir que as cepas podem ser:
menos agressivas (mesmo com um alto fator de contégio, como no caso de ;4 = 0,0100 com
Ry = 10,1729), de agressividade média (p;q = 0,0500) e altamente agressivas (1,4 = 0,1000).

Na secdo anterior, também vimos que a difusdo atua como uma selecdo de modos (padrdo),
que pode ser interpretada como uma selecdo de cepas (ver Figuras (9)), (10), (11])). Para
entender melhor o efeito da difusdo no nosso modelo, analisamos a quantidade de infectados
para cada p, aumentando a difusao, assim como fizemos na secao anterior. Escolhemos os

parametros da Figura ({17), onde Ry = 5,0376, por ser um caso intermediério. Na figura a

seguir, temos essa analise.



79

1400

Numero de infectados para cada p

1200

1000

800

600

400

200

0

S —
6700 == ¥
A W Pl ) o 3
01 02 03 0”05 ¢ o7 W 09 °H

P

— Infectados
— Susceiveis

Removidos

900

800

700

600

500

400

300

200

100

el

Nimero de infectados para cada p

— Infectados

— Suscetivels

Removidos

=

0 o1 02 03 04°%os &8 o7 W& 09 *%H

P

250

200

150

100

Numero de infectados para cada p

A

N

— Infectados
— Susceiveis

Removidos

7
T [ \
ny ™
o

0

L -}
01 02 03 045 0§ 07 08 09 1

P

Figura 18 — Curvas do nimero de infectados, I(t), para cada valor de p, correspondendo, respectivamente,
a: D, = 0.00001, D, = 0.0001, Dr = 0.00001,7 = 1050 e w = 20;D, = 0.001, D, =
0.01, Dr =0.001, 7T =1050 e w =2; D, = 0.001, D, =1, D =0.001, T =1460 ¢ w = 1. .

Observamos que o aumento da difusao reduz a quantidade do pico maximo de infectados.
Essa situacdo pode indicar que, com baixa difusdo em nosso modelo, as cepas ou variantes
dos infectados tendem a se agrupar, formando picos locais bem definidos, o que intensifica
a transmissao local e eleva o pico maximo de infectados. Por outro lado, com o aumento da
difusdo, os infectados se espalham de forma mais uniforme, o que, como vimos na figura @)
da secdo anterior, promove a predominancia de alguma cepa adaptada a essa dispersao e,
consequentemente, limita a formacao de surtos intensos de infectados.

Logo, no nosso modelo, observamos dois tipos de selecdo: a seleciao de cepas mediada
pelo parametro p e a selecdo espacial influenciada pela difusdo. O parametro p determina a
agressividade do virus, com valores préximos de 0 favorecendo cepas menos agressivas (que
causam menos mortalidade) e valores préximos de 1 promovendo cepas mais agressivas (que
causam maior mortalidade). Por outro lado, a difusdo impacta a dindmica da infecgdo: com
baixa difusdo, as cepas tendem a se agrupar, resultando em picos locais elevados de infeccdo.
Em contraste, o aumento da difusao promove uma distribuicdo mais uniforme dos infectados,
limitando surtos intensos e favorecendo alguma cepa adaptada, o que reduz o pico maximo
de infectados. Assim, a interacdo entre a selecdo de cepas e a selecdo espacial é fundamental
para entender a dindmica da epidemia, refletindo um equilibrio entre a agressividade do virus
e a homogeneidade na propagacao.

Até o momento, a andlise do nimero de infectados estd sendo feita com o parametro de

vacinacao d = 0. Na préxima secdo, veremos o efeito da vacinacdo no nosso modelo.



3.6.2 Efeito da vacinacao no numero de pessoas Infectados

80

Para analisar a quantidade de infectados para cada p com a presenca da vacina, vamos

considerar quatro valores distintos para 0: 6 = 0,00, 6 = 0,01, 6 = 0,035 e § = 0,077. Na

Figura ((19)), apresentamos cada caso para os valores de 4, respectivamente:
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Figura 19 — Curvas do nimero de infectados, I(t), para cada valor de p, com os pardmetros comuns usados
em todos os casos sendo: u;q = 0,0500, 5 = 0,5365, r = 0,7, v = 0,0365, p = 0,02, ¢ = 0,
6 =0, Dy = 0,00001, D, = 0,0001, Dr = 0,00001, K = 100, w = 20, T' = 1050 e L = 50,
resultando em Ry = 5,0376. Para os valores de §, temos: na primeira figura, § = 0; na segunda

figura, d = 0,01; na terceira figura, 6 = 0,035; e na quarta figura, § = 0,077.

Considerando um cendrio de epidemia com vacinacdo ativa, observa-se que, a medida que
o valor de § aumenta, o pico maximo de infectados diminui. Para valores de § = 0,01 e
0 = 0,035, o pico maximo de infectados é reduzido, mas ocorre no mesmo valor de p que
no caso em que 6 = 0. No entanto, com ¢ = 0,077, o valor de p correspondente ao pico se
desloca para mais préoximo de 1. Isso sugere que, em um contexto de vacinacao intensa, o virus

precisa ser mais agressivo (ou seja, um p maior) para gerar picos significativos de infeccio,

mas seu impacto é limitado pela reducdo geral no nimero de infectados.

Além disso, a analise das classes de suscetiveis e removidos revela dinamicas importantes.



81

Com o aumento de 9, hd um leve aumento na quantidade de suscetiveis, pois a vacinacdo
reduz a press3do infecciosa, permitindo que uma proporcdo maior da populacdo permaneca na
classe S. Por outro lado, o nimero de removidos aumenta significativamente, especialmente
para 0 = 0,077, onde a classe R é maior do que a classe | em todos os valores de p. Nesse
caso, a vacinacao promove uma transferéncia direta de individuos para a classe R, reduzindo
ainda mais o pico de infectados e a intensidade da epidemia.

Consideremos agora o cenario em que a populacao é vacinada, mas com a possibilidade
de perda de imunidade, ou seja, com o parametro € ativado. Para essa analise, utilizaremos os
mesmos valores de pardmetros da figura anterior (([19))), fixando 6 = 0,077, pois esse valor
apresentou o melhor cenario de imunizacao pela vacina. Nesse contexto, analisaremos quatro
valores distintos para o parametro e: ¢ = 0, € = 0,001, ¢ = 0,01 e € = 0,06. A figura a seguir

ilustra os resultados para cada caso.
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Figura 20 — Curvas do nimero de infectados, I(t), para diferentes valores de p em um cenério de vacinaco
ativa, considerando a possibilidade de perda de imunidade na populacdo. Cada figura representa,
respectivamente, os casos em que € =0, e = 0,001, = 0,01 e € = 0, 06.

Note que a taxa de perda de imunidade (¢) exerce um papel significativo na dindmica da

curva de infectados. Ao introduzir uma perda de imunidade com € = 0,001, observa-se uma
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leve reducdo no nimero de individuos na classe dos removidos (R), embora antes e depois do
pico de infectados essa reducdo n3do seja tdo expressiva. Durante o pico, porém, a classe de
infectados ultrapassa a de removidos.

A medida que € aumenta, a reduc3o na quantidade de removidos se torna mais significativa
em todos os momentos da epidemia. Para ¢ = 0,01, o nimero de removidos diminui ainda
mais, e o pico de infectados se torna mais alto, indicando que a perda de imunidade intensifica
a epidemia. No caso de ¢ = 0,06, a curva de infectados se mantém superior as curvas de
removidos e suscetiveis em todo o intervalo de p € [0, 1], evidenciando que altos valores de €
favorecem a manutencdo de individuos na classe dos infectados.

Esses resultados reforcam que a perda de imunidade afeta significativamente a epidemia,
promovendo o aumento da classe de infectados e reduzindo o impacto da imunizacao, especi-
almente para valores elevados de e.

Logo, uma possivel solucdo para mitigar esses efeitos seria implementar campanhas de
vacinacdo periddica, especialmente em cenarios onde a taxa de perda de imunidade é elevada.
Essa estratégia poderia manter uma fracao significativa da populacdo na classe dos removidos
(R), reduzindo o ndmero de individuos suscetiveis ao virus e, consequentemente, a magnitude
da classe de infectados. Além disso, o desenvolvimento de vacinas com maior eficacia e duracao
de imunidade seria essencial para minimizar o impacto da perda de imunidade sobre a dinamica

epidémica.

3.7 CONCLUSAO DA INSTABILIDADE DE TURING NO MODELO SIR

O estudo da instabilidade de Turing neste modelo epidémico trouxe contribuicSes impor-
tantes para entender como a doenca se espalha e como certas cepas de virus podem se tornar
predominantes. Observamos que pardmetros como p (relacionado a agressividade do virus), a
taxa de difusao e a vacinacao influenciam diretamente a formac3do de picos de infectados e a
selecdo de variantes.

Quando a difusdo é baixa, os infectados tendem a se agrupar em focos intensos, aumen-
tando o pico de infeccdes. J& uma difusdo mais alta espalha os casos de forma mais uniforme,
favorecendo alguma cepa mais adaptada ao ambiente disperso e reduzindo esses picos de in-
feccdo . O estudo também mostrou que valores de p préximos de zero esta relacionado a virus
menos agressivos, enquanto valores mais préximos de 1 levam a variantes mais letais .

A vacinacao se mostrou crucial para reduzir o pico maximo de infeccOes, especialmente
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com altas taxas de vacinacdo. Contudo, a perda de imunidade ao longo do tempo (¢) leva a
diminuicdo do nimero de removidos e ao aumento da classe de infectados, j& que individuos
imunizados retornam a classe dos suscetiveis. Estratégias como campanhas de revacinacao e
vacinas mais duradouras sdo fundamentais para mitigar esses efeitos.

Portanto, estudar a instabilidade de Turing neste modelo ndo s6 permitiu uma compreensao
mais profunda da dindmica da epidemia, mas também revelou como os parametros envolvidos
podem direcionar a selecdo natural das cepas e a propagacdo espacial do virus. Esses resul-
tados reforcam a importancia de estratégias de controle, como a vacinacdo com imunidade
prolongada, para reduzir o impacto de surtos e facilitar uma resposta epidemioldgica mais

eficaz.
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4 INSTABILIDADE DE TURING EM MODELO PREDADOR- PRESA EM DUAS
DIMENSOES

Neste capitulo, com base no que vimos no Capitulo sobre as condices necessarias para
a ocorréncia de instabilidade de Turing em um sistema de reacdo-difusdo de duas equacdes
no caso bidimensional, e com termos n3o locais, estudamos um modelo predador-presa quais
as condicOes necessarias para que ele apresente instabilidade de Turing. Utilizamos o software
MATLAB tanto para verificar se os resultados obtidos analiticamente sobre essas condicoes
eram confirmados numericamente, quanto para analisar o efeito e a importancia de estudar

essa teoria no modelo.

4.1 INSTABILIDADE DE TURING EM MODELO PREDADOR- PRESA COM TERMO NAO
LOCAL

O modelo predador-presa é um sistema de equacGes diferenciais que descreve a interaciao
dindmica entre duas espécies: uma atuando como presa e a outra como predador. No ambiente
ecolégico, a presa é uma espécie que se reproduz e cresce em nimero, enquanto o predador
depende da presa como fonte de alimento.

Estudar a dinamica de interacdo predador-presa através de modelos espaco-temporais é
uma abordagem mais precisa, pois esses modelos conseguem refletir o efeito dos movimen-
tos aleatérios das espécies em seus habitats por meio dos termos de difusao. Tais modelos
tornaram-se ferramentas importantes na ecologia para investigar as dindmicas de interacdes
presa-predador em ambientes onde as espécies estdo distribuidas de forma heterogénea e for-
mam manchas localizadas (S PAL; S| 2018.).

Na literatura, encontram-se modelos espaco-temporais que estudam a dinamica de inte-
racdo predador-presa, assumindo que os individuos em um ponto espacial interagem apenas
com aqueles presentes no mesmo local. Contudo, os individuos de ambas as espécies podem se
mover de um ponto espacial para outro. Assim, as equacdes de reacao-difusao com termos de
interacdo somente local, ndo conseguem modelar situacdes em que individuos em um ponto
espacial tém acesso a recursos localizados em outro ponto. Para modelar tais situacoes, é
necessario incluir termos de interagdo ndo local na cinética de reacdo (S PAL; S, [2018.).

Portanto, com o objetivo de estudar a dindmica predador-presa em cenarios onde essas

espécies podem interagir com outras que n3o se encontram em um unico local, ou seja, onde
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os individuos em um ponto espacial x podem se mover para outro ponto y para acessar os
recursos disponiveis, investigaremos a instabilidade de Turing em um modelo predador-presa

com interacdo nao local.

42 O MODELO

Tomamos como referéncia o modelo predador-presa com interacdo local de (GUIN LAKSHMI
NARAYAN; HAQUE, 2012.), no qual os autores investigaram, por meio da teoria de instabilidade
de Turing, o papel da autodifusdo (movimento de uma espécie devido a sua prépria densidade)
e da cross-difusdo (movimento de uma espécie influenciado pela presenca de outra) em um
modelo predador-presa dependente da presa, onde o predador possui uma fonte alternativa de
alimento. No entanto, no nosso caso, consideramos esse modelo apenas com autodifusao.

Com a intencdo de introduzir um termo de interacdo ndo local no modelo predador-
presa (GUIN LAKSHMI NARAYAN; HAQUE, [2012.)), considerando apenas a autodifusdo, também
tomamos como referéncia o modelo predador-presa com interacdo n&o local de (S PAL; S,
2018.)). Nesse trabalho, os autores adicionaram um termo de "quebra"de interac&o local (termo
ndo-local) na equacdo logistica da presa, com o objetivo de examinar, através da teoria de
instabilidade de Turing, o papel da competicao intraespecifica ndo local por recursos limitados
na populacdo de presas. Em nosso estudo, inserimos termos de interacdo nao locais tanto na
equacdo logistica da presa quanto na do predador, permitindo modelar situacdes em que as
espécies podem acessar recursos em diferentes pontos do espaco.

Diante disso, considere o seguinte modelo predador-presa com interacdo nao local:

PG = au(@,g 1 (1 ~ 7 5,0 i d@) — p HERNELD |, G2

S

85(§7~7t) = b/&(i‘, g’ t> <1 N g

para todo (Z,7) € S = [0, L] x[0,L] CRxRet>0;a,b, K(L), Ks(L),e,p,m,n > 0.

Tabela 3 — Nomeclatura das variavéis do modelo predador-presa

Variavéis Descricao

@(z,7,t) E adensidade da populacdo de presas no tempo ¢ > 0.
o(z,7,t) E a densidade da popualcio de predadores no tempo ¢ > 0.

o 1z M 0(2.§.t) di d@) — (%, ,t) + ep UEROLEID 4 D 2
)
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Tabela 4 — Parametros basico do modelo predador presa

Parametros Descricao

a Taxa de crescimento da espécie presa

b Taxa de crescimento da espécie predador

K, Taxa capacidade de suporte da espécie presa.
K, Taxa capacidade de suporte da espécie predador.

Taxa de predacao.
Taxa de mortalidade do predador

Fator de conversao

p
1
e
m,n Taxa de saturacao
Dy Coeficiente de difusdo da densidade presa.
D

5 Coeficiente de difusao da densidade predador

Além disso, @ e v satisfazem as condicoes de fronteira homdgenea de neumann :
uj(O,gj,t) = U@(L,g,t) :vj(O,gj,t) :Ui«(L,g,t> =0Vt > 0.
Ug(i’,o,t) = U@(i’,L,t) :Ug(j},o,t) = 'Ug(lz',L7t) =0Vt Z 0.

No qual indica que n3o ha quantidade atravessando as fronteiras.
As capacidades de suporte K (L) e K5(L) sdo assumidas como dependentes da densidade.

Seja p; o nimero de individuos da espécie 7 por unidade de area. Assume-se que
Ki(L)=p(L)L* i=1,2.

Realizando as escalas

v=3/L,y=§/L, u=1i/ (p(L)L?) ev =15/ (ps(L) L?) ,

temos que
ou ou 0 1 0
— = L)I?—. du=1L = —
o~ Mg di=Ldr o = o (4.2)
o ,0v o 10
o p2(L) L 5 dv = Ldy, 07— I207

substituindo e definindo
D, =D;/L*, D, = Ds/L* , n(L) = ———, o(L) = pa(L)/ps(L)

obtemos
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%1; = au (1—ffudxdy> —U(L)p#fw+l)uv2u
S
(4.3)

% = bo <1—£fvdxdy> —uv+ep#7jl(L)+DvV2v

onde (z,y) € S = [0,1] x [0,1] e os pardametros n(L) e o(L) dependem do comprimento
caracteristico L. Além disso, o modelo Predador - Presa (4.3]) também satisfaz as condicbes

de fronteira homogénea de Neumann:

uz(0,9,t) = wuy(L,y,t) =v.(0,9,t) = v, (L,y,t) =0Vt > 0.
uy(2,0,t) = wy(z,L,t) =v,(z,0,t) = v,(z,L,t) =0Vt > 0.
Vamos analisar se tal modelo (4.3) apresenta instabilidade de Turing. Para isso, como ja

vimos, com base na teoria de instabilidade de Turing, é necessario primeiro determinarmos os

pontos de equilibrio do modelo.

4.3 PONTOS DE EQUILIBRIO DO MODELO PREDADOR-PRESA

Sejam u = u* e v = v* solucdes constantes ( por se tratarem de espécies, u*,v* > 0 ) de
(4.3). Dai, note que [fu*dxdy = u* e [[v* dxdy = v*. Logo, no equilibrio, o sistema ({4.3)
S 5

torna-se da seguinte forma:

au*(l—u*)—a(L)p#”;(L) =0
(4.4)
bv*(l—v*)—uv*—l—ep#“;m =0

Teorema 4.1. O sistema (4.3)) possui trés pontos de equilibrio

INES (070)a Ey = (170)7 E3:(071_:u/b)

Um quarto ponto de equilibrio E. = (u*,v*), representando o equilibrio de coexisténcia presa-

predador ( isto é u*, v* > (), ocorre se, e somente se,
¢>1

_ anp)
onde C = W .
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Demonstracao.
Com efeito, vamos demonstrar caso a caso. Podemos ver facilmente que a solucdo constante

u* = v* = 0 satisfaz (4.4). Logo, £, = (0,0) é ponto de equilibrio.

E; = (1,0) é ponto de equilibrio.
Considere u* > 0 e v* = 0, isto é, Ey = (u*,0). Logo, a segunda equagdo de (|4.4)) é satisfeita

de imediato. J& na primeira equacdo, teremos:

av*(l—u)=0 (1—-u)=0su" =1

Portanto, Es = (1,0) é ponto de equilibrio.

E;=(0,1-— %) é ponto de equilibrio.
Considere agora u* = 0 e v* > 0, isto é, 5 = (0,v*). A primeira equac3o de (4.4)) é satisfeita

de forma imediata e da segunda equacdo temos:

bv*(l—v*)—uv=0<:>b(1—v*)—u:0<:>v*:1—%.

Logo, B35 = (0,1 — %) é ponto de equilibrio.

Existéncia do ponto de equilibrio de coexisténcia E,. = (u*, v*).
Suponhamos agora que ambos u*,v* > 0. Nesse caso, ndo conseguimos obter explicitamente
quem sao u* e v* no equilibrio, mas podemos mostrar a existéncia de tais pontos. Uma vez
que estamos supondo u*,v* > 0, dividindo a primeira equacao de por u e a segunda

equacao por v, temos que:

*

(4.5)
b(l_v*)—u+epmu:in(m = 0
Assim,
vt o= oy, (L) (mut 4+ (L)),
(4.6)
Vo= L= Y e

E. sera dado pela intersecdo dessas duas curvas no primeiro quadrante do plano (u*,v*). Na

primeira equacdo, definindo como sendo a curva v;(u*), e na segunda como sendo a curva
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_— ) . . L
vo(u*), observe que a primeira curva vi(u*) é uma parabola com raizes em u* = —% e

u* = 1. Com relacdo a curva vy(u*), note que:

e €D n(L)

e = +(n)(L))2 0
" _ep —2n(L)m
va(uw) = b (mu*+n(L))? <0

Assim, de v, temos que v2 € uma funcdo mondtona crescente e, de v}, que é concava para

baixo. Logo, as curvas vy (u*) e vy(u*) terdo uma intersecdo se, e somente se, v1(0) > v2(0),

ou seja,
an(L) i an(L) ,
1-Le —— > 1 poisb > p.
o(L)p b o(L)p(l—1%)
Portanto, para ( = #&fzﬂ) > 1, temos a exiténcia de FE, . [J
b

Tendo conhecimento dos pontos de equilibrio, para que ocorra a Instabilidade de Turing
em , é necessario verificar se esses pontos sdo estaveis no modelo de EDO, isto é, na
auséncia das variaveis espaciais e com termos de difusdo nulos, e se se tornam instaveis no
modelo de EDP com a presenca de difusao.

Nas proximas secoes, apresentaremos as condicGes necessarias para que a Instabilidade de

Turing ocorra.

4.4 CONDICOES DE ESTABILIDADE PARA OS PONTOS DE EQUILIBRIO.

Primeiro, devemos analisar quais as condicdes de estabilidade dos pontos de equilibrio (4.1])

no modelo de EDO da equagdo (4.3)). Entdo considere o sistema dindmico

9u  — qu(l—u)—o(L)p—1

ot mu+n(L)
(4.7)
% = bv(l—v)—,uv—l—epimuiz(”

Definindo

S(u,v) = au(l—u)—o(L)p D)

U(u,v) = bv(l—v)—qurep#:i(L)
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Temos que as derivadas parcias de ¢ e W sdo :

@ = —o(L)p i
o n(L)v

Vo = €D Grunmy

U, = b(1-2v)—p+ep
Assim, a matriz jacobiana do sistema é :

n(L)v u
J pu— pu—
v, U _nL)v b(l—2v)— p+ u
w Ho €P Gnutn(L))? VT T OP (D)
Teorema 4.2. Os pontos criticos
E,=(0,0), By =(1,0)

sdo localmente instaveis. E5 = (0,1 — %) é localmente instdvel se, e somente se, ( =

an(L)

D (=T > 1. Uma condicio suficiente para estabilidade local de E. é que n(L) > m.

Demonstracao.

Nos pontos criticos

o(L)
a 0 —a _m+n(pL)
J — s J —
E1 E2
e
a— U(L)pfll—#/b) 0
J =
E3

B nfb) b
Os elementos diagonais acima s3o os autovalores de suas respectivas matrizes. Uma vez que
a>0eb—p>0,entdo F, e Ey sdo pontos criticos localmente instaveis. Como 1 — b < 0,

segue Fj3 serd localmente instavel se, e somente se,

L _oWpO—p) . an(l)

n(L) o(L)p (1 —p/b)

> 1.
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Estabilidade de E.: Seja J;; o elemento 4, j da matriz Jacobiana avaliada em E.. Como vimos

no (2), especificamente em (2.31]), E, serd um ponto de equilibrio estavel se , e somente se,

tT(J):J11+J22<O e det(J):Ju Jog — J1o Ja1 > 0.

Ora, Trivialmente, temos que Ji5 < 0 e Jy; > 0. Agora, mostraremos que Joo < 0. De fato,

pois note que de (4.5)

*

e Y

Logo,

Jggzb(1—2v*)—,u+epm:b(l—QU*)—,u—b(l—U*)—i—u:—bv*<O.

Agora, veremos o sinal de J;;. Ainda por (4.5)) temos que :

Assim,

Jii = a(l—2u*)—ap%,

* an(L) (1—u*
— a(1—2u)—#n([/))7

(mu*+n(L))a(l —2u*) —an(L) (1 —u*)
mu* +n(L)

mu*a—2m (u*)*a+n(L)a —2u*n(L)a —an(L) + an(L)u*
mu* + n(L)

mu*a—2m (u*)?*a —u*n(L)a
mu* +n(L)

*

= D) 2mu*+n(L) —m)
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Logo, para n(L) > m teremos que J;; < 0. Com isso, como Jj; < 0, Jos <0 e Jip <0,

Jo1 > 0, temos que

t’l“(J) =Ji1+Jw <0 e det(J) = Ji1 Jog — J12 Jog > 0.

E, portanto, E. é um ponto de equilibrio estavel. []
No resultado anterior, observe que a condicdo que torna o ponto de equilibrio F5 =
My . . an(L Z
(0,1 — E> instavel no modelo de EDO (4.7)) (¢ = W((lz%) > 1) é a mesma que garante
a existéncia do ponto de equilibrio E. (ver Teorema (4.1)). Além disso, como E. é estavel

para n(L) > m (Teorema anterior), e sendo ele o nosso interesse maior de estudo, na préxima

secdo focaremos somente em FE. para analisar quais condicdes o tornam instavel no modelo

de EDP (@3).

45 CONDICOES DE INSTABILIDADE PARA OS PONTOS DE EQUILIBRIO.

Queremos que o ponto de equilibrio de coexisténcia F. = (u*, v*) seja instavel no modelo

de EDP (4.3)). Verificaremos para quais condices isso é possivel. Seja:

Fu,v, I, J;) = au(l—1;)—op-2~

mu+n

Glu, v, Iy, Jy) = bv(l—Jp) —po+ ep i
Onde I; = [[u(z,y,t)dzdy e J; = [[v(z,y,t)dedy com S = [0,1] x [0,1]. Vamos
5 5
calcular as derivadas parciais de F' e G.

Determinar F,

Fuo=a(l-1) —Upm
Avaliando F' nos pontos de equilibrio u = u* e v = v*, temos que I, = [[u(z,y,t)dxdy =
S

[J w*dx dy = u*. Logo,
S
nv*
Fpo=al—u")—0op——
a(l—u) Up(mu*+n)2
Determinar F,

uv .
pega teremos que :

Uma vez que a varidvel v aparece somente na expressao o p

Fo=—-—0cp———
pmu*+n
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Determinar G,

uv
mu+n’

Nesse caso, temos que a variavel u esta somente na expressao e p logo :

Determinar G,

Temos que:
U
G,=b(1—-J;)— _—
( 2 ”+€pmu+n

Avaliando G, em E. = (u*,v*), temos que J; = [[v*(x,y,t)dxdy = v* e :
S

*

U
Gp =b(1—v*) — —
( U) 'u+€pmu*—|—n

Da equacdo ({4.5)), temos que no equilibrio de coexisténcia :
*

=0

b(l—2") — _— =
( U) MJrepmu*—i—n

Segue que GG, = 0. Portanto, temos que as derivadas parciais de F' e (G avaliadas nos pontos

de equilibrio de coexisténcia sao :

Fpo = a(l—u*)—op%
Gur = ePgryrme

Gy = 0
Para que E. = (u*,v*) sejam instavéis no modelo de EDP (4.3), pelo o que vimos no
capitulo ([2]),especificamente em ([2.38)), algumas da desigualdades a seguir :

(Dy + Dy)w? — (Fyr + Gype) >0
DyDyw* — (DyFyr + Dy Gy ) w? + (Fp Gy — FeGoys) > 0
nao deve ser satisfeita. Uma vez que G« = 0. Isso significa que uma das desigualdades a

seguir deve acontecer:

bi(w?) := (D, + D,)w? — (Fyx) <0
ou (4.10)

by(w?) := DyDyw* — (DyFy-)w? — FpuGye < 0
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Teorema 4.3. Uma condicdo necessaria para que o ponto de equilibrio de coexisténcia E. =
(u*,v*) seja Instavel no modelo de EDP (4.3)), é que F,,» > 0. E Tal condicdo, F,~ > 0, é

satisfeita para E. Com u* € (0,1) e a, m, N(L) > 0, temos portanto que F,+ > 0 ..

Demonstracao.

Note que se F,- < 0, uma vez que D,, D,, w? > 0, teriamos que da primeira equacdo de

(14.10)) :

(Dy 4 Dy)w* — (Fy+) >0

E como F,« <0 e G, > 0 implicando que F,-G,+ < 0, teriamos também que :

DyDyw* — (DyFy) w?* — FpeGye >0

Portanto, F),~ tem que ser estritamente positivo, isto é, Fy« > 0.

Vamos verificar agora se a condicdo de F,« > 0 é possivel acontecer, ou seja, se é satisfeita.

Da condicdo de equilibrio (4.5)) temos que:

v* v*
a w) = ol )pmu*+n(L) a ) =of )pmu*+n(L)
Assim,
Fpo = a(l—u*)— Upi(m;tﬁi)nﬂ))Q

* an(L) (1—u*
= a(l—w) - SR

= a(l—u") (1—771(” )

mu*+n(L)
= e 4w
Como u* € (0,1) e a, m, N(L) > 0, temos portanto que F,« > 0. O
O resultado anterior indica que, ao encontrarmos o ponto de equilibrio F,. e sendo ele

estavel, a condicao F,- > 0 é satisfeita, possibilitando a ocorréncia de instabilidade de Turing.

Utilizaremos agora o software MATLAB para verificar se esses fatos se confirmam.

Na figura a seguir, temos o plano de fase das solucdes de u(t) e v(t) referente ao modelo

de EDO (4.7)), mostrando a existéncia de E, para os parametros escolhidos de acordo com as

hipoteses de (4.1]) e (4.2).
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Figura 21 — Plano de fase das solucGes de u e v referente ao modelo de EDO para diferentes condicdes
inicias de uw e v : (0.1,0.1); (0.5,0.5); (0.9,0.3); (0.8,0.9); (0.2,0.7). Os pardmetros escolhidos
paratalcasosdo :a=1;6=0,5e =0,2; p=0,2; 4 =0,05;m =1 e L = 407w. Além disso,
como o (L) e n(L) s3o pardmetros dos sistemas que dependem de L e dos parimetros

. s _ . R 1 1
do sistema inicial (4.1 : p1, p2 e 72; escolhemos para tais pardmetros os valores p; = —, po = —

L L
e i = 200 resultando em 0 =1 e n(L) = 1,5915.

Para tais parametros, temos que ¢ = —2™L) y = 8,8419 > 1, que é a condicio de exis-

o(L)p(1-4
téncia do ponto de equilibrio E,. = (u*,v(*))p:( (6,926168960168145,,0,929428834088732)
vista no Teorema . Além disso, temos que n(L) = 1,591 > 1 = m, no qual é
uma condicdo para a estabilidade de E,, conforme visto no Teorema ([4.2). Para esses va-
lores, tr(J) = Ji1 + Joo = —1,363723859439883 < 0 e det(J) = Jy1 Jog — J12 Jo1 =
0,418469393179888 > 0. Como podemos ver através da Figura , essas condicOes sdo de

fato verificadas: o ponto de equilibrio E. existe (representado pela bola vermelha) e é estavel,

pois, para diferentes condicdes iniciais, (u(t),v(t)) converge para ele.

Temos também, para tais parametros, que F,« = 0.0272 > 0, o que, conforme vimos no
Teorema ([4.3)), ocorreria devido a existéncia de E, sendo estavel (confirmado pelos parametros
escolhidos). Além disso, F,« > 0 seria uma condicdo necessaria para que FE. fosse instavel
no modelo de EDP , Ou seja, algumas das condicGes em ({4.10) seriam satisfeitas. Nas

figuras a seguir, vemos que isso se confirma.
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Curva b‘ em fungao de W Curva bz em fungao de w?
1 0.04
= -
08
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Q Q 002
g o g
] 8 0015
S s
02 00
0.006
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0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
2 2
Figura 22 — Comportamento dos polindmios b1 (w?) e by(w?) 2 para D, = 0,000063326 = 6.3326 x
10-%) e D, = 0,00094989 = 9,4989 x 10(-% e os demais pardmetros s3o os mesmo da fi-

gura anterior (21)).

Como podemos ver, existe uma regido na qual b;(w?) < 0 ou be(w?) < 0, mostrando que,
para os parametros mencionados, E. é instavel no modelo de (4.3)), comprovando o resultado
do Teorema ([4.3).

Ja vimos que uma condicao equivalente para analisar se os pontos de equilibrio s3o instaveis
é verificar se as solucdes do polindmio caracteristico tém parte real positiva para algum w?

Nesse caso, por se tratar de um modelo com duas equacdes, o polindmio caracteristico é:

/\2 + bl(w2)>\ + bg((uz) =0

Na figura a seguir, observamos o comportamento da curva dos maiores valores da parte real das
solucdes do polindmio caracteristico para cada w?, com os mesmos pardmetros mencionados

anteriormente.

Max Re()\) em fungdo de w?
002

0.01

Max Re(A)

002

003

04
0 100 200 300 400 500 600 700 80O 900 1000

Figura 23 — Plot sobre os maiores valores da parte real A(w?) como funcdo de w?

para os mesmos valores dos pardmetros da figura (21)) (22)

Vemos que também existem intervalos nos qual Max (Re /\(w2)) > ( para algum w?.
Observe que a regido onde isso ocorre é quando by (w?) < 0 ou by(w?) < 0. Logo, E. é instavel

no modelo de (|4.3)), comprovando novamente o resultado do Teorema (4.3)). Note também
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que as formas de analisar isso, seja verificando se os polinémios b; ou b, possuem regides
negativas, ou se os maiores valores da parte real de \(w?) s3o positivos, sdo equivalentes.
Escolhendo outro conjunto de pardmetros de acordo com os resultados dos Teoremas ((4.1]),
e , na simulacdo a seguir podemos ver que 0 mesmo caso anterior ocorre: existéncia
de E,, estabilidade de E. no modelo de EDO, instabilidade de E,. no modelo de EDP, e que
a forma de verificar a instabilidade, seja analisando onde b;(w?) < 0 ou by(w?) < 0, ou onde

Max (Re )\(wQ)) > () para algum w?, s3o equivalentes.

Plano de fasedeuev Max Re(A) em fungéo de w?

08

0.005
07

06 S |

o
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o
04 / 0.005

03 =it z
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01 = 2015
01 02 03 04 05 06 07 08 09 0 10 20 A0 40 S0 60 700 800 90 1000

u e
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2
o
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<
o

50 05
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 60O 900 1000
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Figura 24 — Os parametros escolhidos para tal caso sdo : a =9; b =0,5;e =0,165; p=0,1; 40 =0,1;m =
0,2: p1 = 0,5; po = 0, 1; Du = 0,00002; D, = 0,2500 e L = 10. Além disso, 72 = 20 resultando
em n(L) = 0,4000. Logo, E. = (0,968036656015707,0,853815389347990) e ¢ = 22,5000 > 1
( condic3o de existéncia de E.), n(L) = 0,4000 > 0,2 = m ( condicdo de estabilidade de F. no
modelo de EDO) e Fy~ = 0,0094 > 0 ( condico para instabilidade de E, ) .

Mediante tais simulacdes, comprovamos que os resultados dos teoremas (4.1)), e
sdo validos.

Um dos objetivos ao estudar o modelo predador-presa (4.3]) com termo n3o local é analisar
a influéncia do tamanho do territério (isto é, o tamanho de L e, consequentemente, o tamanho
da area [0, L] x [0, L]) na distribuicdo (dindmica) das espécies predador e presa no territério em

que elas se encontram. Para isso, primeiramente, analisamos o que acontece com as regides
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de instabilidade de Turing ao variarmos o tamanho de L

Na figura a seguir, com parametros escolhidos que satisfazem os resultados dos Teoremas
, e , analisamos o que acontece com as regides de instabilidade de Turing ao
mudarmos o tamanho de L. Fizemos isso através do comportamento de M ax, (Re, )\(wQ)) >0
para algum w?, por facilitar tal anélise. Os tamanhos escolhidos para L foram: L = 10, L = 407

e L = 200. Vejamos esses casos representados, respectivamente:

0 Max Re()) em fungéo de oo Max Re()) em fungéo de - Max Re() em fungéo de

0.013 0.023

0.012

B

0011 0.021

Max Re(X)

: o
Max Re(X)
Max Re(A)

4 0.009 0.019

5 0.008 0.018
0 100 200 300 400 500 600 700 8OO 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 8OO 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 80O 900 1000

Figura 25 — Os parametros escolhidos para os trés casos foram : a = 1;b = 0,5;e¢ = 0,2; p = 0,2; 4 =
0,05;m = 1. Além disso, como o(L) e n(L) sdo pardmetros dos sistemas (4.3) (4.7) que

dependem de L e dos pardmetros do sistema inicial (4.1) : p1, p2 e @1; escolhemos para tais
R 1 - R P
pardmetros os valores p; = TP =7 e n = 200. E os pardmetros da difusdo foram

D,, = 0,0000012665 = 1,2665 x 1075 e D, = 0,0000094989 = 9,4989 x 10~

Observe que, conforme aumenta o tamanho de L, a regido onde Max (Re )\(ch)) > 0, ou
seja, a regido de possivel instabilidade de Turing, também aumenta. Isso permite aumentar os
valores da difusao para L maiores, pois, para os parametros escolhidos em , as difusGes
foram tomadas tdo pequenas porque era necessario no caso L = 10 para que houvesse uma
regido onde Max (Re A(w2)> > 0.

No caso a seguir, vemos que para os trés tamanhos de L: L. = 10, L = 40mr e L =
200, ao aumentar as difusdoes para D, = 0,0001 e D, = 0,00037500, a regido onde
Max (Re )\(w2)) > 0 diminui nos trés casos. Entretanto, para L = 200, essa regido é consi-

deravelmente maior em comparacao com os outros tamanhos.
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Max Re(}) em fungdo de w? Max Re(A) em fungao de w? Max Re(A) em fungao de w?
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Figura 26 — Os pardmetros escolhidos para os trés casos foram os mesmo da figura anterior . A diferenca
é que para os trés casos : D,, = 0,0001 e D, = 0,00037500.

Portanto, tendo esse entendimento da influéncia e relacao do tamanho de L. com as difusdes
D, e D, (que quanto maior L, pode-se aumentar as difusdes de forma a manter a instabilidade

de Turing no modelo (4.3))), vamos analisar agora qual o efeito disso no modelo (4.3)).

46 SIMULACOES

Neste secdao, vamos analisar o comportamento dos padrdes de Turing no modelo . Es-
colhemos os casos onde L = 407 e L = 200, pois, como vimos na secdo anterior, apresentavam
uma regido maior onde possivelmente haveria instabilidade de Turing, permitindo o aumento
das difusdes. Os parametros escolhidos, tanto para o caso L = 407 quanto para L = 200,
s3o os mesmos da secdo anterior, e, para cada um desses casos, vamos analisar para a difusao
menor - D,, = 0,0000012665 e D, = 0,0000094989; e para a difusdo maior - D, = 0,0001
e D, = 0,00037500, e assim veremos qual o efeito do tamanho de L e das difusdes no
modelo (4.3). Comecamos com o caso L = 407 com difusdo menor D,, = 0,0000012665 e
D, = 0,0000094989. Vejamos:
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Figura 27 — Densidades de u e v no caso L = 407w em diferentes instantes de tempo, onde o tempo total foi
T = 2500 e D,, = 0,0000012665 = e D, = 0,0000094989.

Observe que a densidade da presa u se desloca para uma determinada regido (padréo de

Turing que a representa) e se concentra nessa regido especifica por um periodo de tempo.

A densidade de predadores v se desloca em direcdo a u €, apds um tempo sendo predada, a

presa se desloca para outra regido.

Vejamos agora o caso L = 407 com difusao maior D, = 0,0001 e D,

= 0,00037500 :
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Figura 28 — Densidades de u e v no caso L = 407 em diferentes instantes de tempo, onde o tempo total foi
T =2500e D, =0,0001 e D, = 0,00037500.

Note que, nesse caso, o comportamento observado anteriormente se repete: a densidade

da presa u se desloca para uma determinada regido e se concentra nessa regido especifica por

um periodo de tempo. Em seguida, a densidade de predadores v se desloca em direcdo a u e,

apds um periodo de predacdo, a presa se desloca para outra regido.
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Note também que, embora o comportamento do caso anterior ( com difusGes menores) se
repita com difusGes maiores, ele apresenta diferencas neste Gltimo caso. Com difusGes maiores,
o deslocamento da presa para uma regido, seguido pelo movimento do predador em direcdo
a ela, ocorre mais rapidamente (ja perceptivel em 7" = 13 e 7" = 38). Em contrapartida, no
caso de difusGes menores, esse comportamento demora mais para se manifestar, tornando-se
evidente apenas em 1" = 325 e T' = 550.

Outro ponto a destacar é que, no caso de difusGes menores, a presa u, ao se concentrar
em uma determinada regidao antes de se deslocar para outra, se agrupou em uma area mais
isolada e em quantidades maiores, como podemos ver em 17" = 1200. Por outro lado, no
caso de difusdes maiores, a densidade de presas ficou mais distribuida pela regido, mas em
quantidades menores. O predador se deslocava em sua direcdo, a presa rapidamente mudava
de local, sem acumular uma grande quantidade nesse ponto.

Vejamos agora o caso para L = 200 para as difusGes menores :
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Figura 29 — Densidades de u e v no caso L = 200 em diferentes instantes de tempo, onde o tempo total foi
T = 2500 e D,, = 0,0000012665 = e D, = 0,00000949809.

Percebe-se que o mesmo comportamento dos casos anteriores se repete: o deslocamento
da densidade de presas u para uma regiao, seguido pelo movimento da densidade de predadores
v em sua direcdo. Observe que, no tempo 7' = 2056, novamente nesse caso de difusdao menor,
a concentracao de presas antes de se deslocar para outra regido é menos distribuida no espaco,
mas apresenta uma grande quantidade em um ponto especifico e isolado. Além disso, para o
caso L = 200 com difusGes menores, a formacao do padrdo de comportamento nas simulacdes
ocorreu em um tempo mais rapido (7" = 313 e T' = 481), em comparacdo com o caso L = 407

com difusGes menores (27]), que comecou a se tornar mais perceptivel apenas em 7" = 550.



102

Vejamos agora o caso para L = 200 para as difusdes maiores :
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Figura 30 — Densidades de u e v no caso L = 200 em diferentes instantes de tempo, onde o tempo total foi
T = 2500 e D, =0,0001 e D, = 0,00037500.

O comportamento para esse caso é semelhante ao caso de L = 40w com difusGes maiores
: temos o deslocamento da densidade de presas u para uma regiao, seguido pelo movimento
da densidade de predadores v em sua direcdo. Esse comportamento torna-se perceptivel de
forma mais rapida (como observado nos tempos 7' = 19 e T' = 156), em compara¢do com
o caso de difusdes menores, onde demora mais para que esse comportamento seja notado.
Além disso, para esse caso de difusGes maiores, vemos novamente que a densidade de presas
u em uma regido especifica do espaco, antes de se deslocar para outra, estd mais distribuida

no espaco, porém em menor quantidade.

4.7 CONCLUSAO MODELO PREDADOR-PRESA

Os resultados obtidos neste estudo evidenciam a influéncia significativa das taxas de difusdo
e do tamanho do territério na dindmica espacial das populacées predador-presa. Observamos
que taxas de difusdo menores resultam em padrdes mais localizados e concentracdes de presas
em areas especificas por periodos mais prolongados e em grandes quantidades. Essa con-
centracao pode ser interpretada como uma estratégia de protecao mutua, onde as presas se
agrupam para aumentar suas chances de sobrevivéncia, oferecendo uma defesa coletiva contra
predadores ou uma melhor protecdo em ambientes com recursos limitados.

Em contraste, taxas de difusdo maiores promovem uma dispersao mais rapida, com as pre-

sas se distribuindo mais uniformemente no espaco, mas em menor quantidade nessas regioes.
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Essa dispersdo pode ser vista como uma estratégia de "diluicdo", onde as presas buscam
reduzir o risco de predacdo ao se espalharem por areas maiores. Ao evitar a formacao de
grandes aglomeracGes, elas dificultam a tarefa dos predadores de localizar e capturar uma
grande quantidade de presas, reduzindo assim a probabilidade de predacdo em qualquer ponto
especifico.

Além disso, o tamanho do territério (L) desempenha um papel crucial na velocidade com
que os padroes de Turing se formam. Em territérios maiores, o comportamento predador-presa
se manifesta mais rapidamente, sugerindo que o espaco disponivel influencia a rapidez com
que as dindmicas de predacado e refligio se estabelecem.

Esses resultados destacam a importancia dos processos de difusdo nos modelos ecolégicos,
oferecendo ideias importantes para a conservacido e o manejo de ecossistemas. Entender como a
movimentacdo das espécies e as caracteristicas do ambiente influenciam as comunidades pode
ajudar a desenvolver estratégias de preservacdo mais eficazes, considerando as interacdes entre

predadores, presas e o espaco onde vivem.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta tese, estabelecemos condicdes suficientes para a existéncia da instabilidade de Turing
em sistemas de EDP do tipo reacdo-difusdo com termos n3o locais. O estudo foi conduzido
tanto para sistemas com duas equacdes (nos casos unidimensional e bidimensional) quanto
para sistemas com trés equacdes (também nos casos unidimensional e bidimensional). Os
resultados analiticos obtidos demonstraram ser consistentes e eficazes, pois, ao aplica-los a
modelos de relevancia biolégica — um modelo epidemiolégico do tipo SIR e um modelo
ecoldgico predador-presa —, foi possivel determinar as condicdes que os parametros deveriam
satisfazer para que a instabilidade de Turing ocorresse.

A verificacdo computacional, realizada por meio do software MATLAB, corroborou os re-
sultados analiticos ao evidenciar que, sob as condicdes identificadas, os sistemas apresentavam
instabilidade de Turing conforme esperado. As simulacdes numéricas mostraram padroes espa-
ciais emergentes condizentes com a teoria, permitindo interpretacdes biolégicas significativas.

No modelo SIR, os resultados obtidos por meio da teoria da instabilidade de Turing mostra-
ram como a difusdo, a agressividade do virus e a vacinacdo influenciam a formac3ao de padrdes
espaciais e a quantidade de infectados. Difusdo baixa levou a formacdo de focos intensos de
infeccao, aumentando o niimero de infectados, enquanto difusao alta favoreceu uma dispersao
mais uniforme, reduzindo os picos de infeccdo e permitindo a selecao de uma variante predomi-
nante. Além disso, a taxa associada a agressividade do virus também influenciou a quantidade
de infectados e a selecdo de variantes, enquanto a vacinacao mostrou-se altamente eficaz na
reducdo dos picos epidémicos. Assim, a teoria da instabilidade de Turing nesse modelo reforca
a importancia de estratégias epidemiolégicas baseadas na vacinacao prolongada para reduzir
surtos epidémicos e controlar a disseminacao da doenca.

No modelo predador-presa, os resultados demonstraram que taxas de difusdo menores
favorecem a formacao de agregacdes espaciais de presas, funcionando como uma estratégia de
protecdo contra predadores, enquanto taxas de difusdo maiores promovem uma distribuicao
mais uniforme, reduzindo a predacdo por diluicdo. Além disso, o tamanho do territério foi
identificado como um fator determinante na velocidade de formacao dos padrdes espaciais,
fornecendo implicacdes importantes para a conservacao e o manejo de ecossistemas.

Dessa forma, os achados desta tese ndo apenas aprofundam a compreensdo matematica

da instabilidade de Turing em sistemas com termos nao locais, mas também fornecem aplica-
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cOes concretas em epidemiologia e ecologia. A metodologia desenvolvida pode ser estendida
para outros modelos bioldgicos e fisicos, ampliando o escopo das investigacdes sobre padroes

espaciais em sistemas dinamicos e, consequentemente, trazendo informacdes relevantes.
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