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RESUMO

Motivada pelo estudo do fluxo pela curvatura média, a presente dissertacdo tem por obje-
tivo detalhar a construcdo, via método variacional, contida no trabalho Scherk-like translators
for mean curvature flow, Journal of Differential Geometry, (122), n. 3 de David Hoffman, Fran-
cisco Martin e Brian White, de quatro objetos geométricos: o séliton de translacdo de Scherk,
o scherknoide, o séliton de translacdo tipo helicoide e o pitchfork. Quanto a organizacdo, o
segundo capitulo trata dos conceitos preliminares, bem como das ferramentas essenciais que
sustenta o nosso trabalho. O terceiro capitulo é dedicado ao estudo dos fluxos geométricos, em
especial, o fluxo pela curvatura média. No quarto, descrevemos um pouco sobre a teoria dos
sélitons de translacido do fluxo pela curvatura média. O quinto capitulo trata da construcao
em si. Finalmente, no Gltimo capitulo, trazemos resultados recentes a respeito do séliton de

translac3do tipo helicoide e do pitchfork.

Palavras-chaves: Fluxo pela curvatura média. Sélitons de translacdo. Método variacional.

Superficie de Scherk.



ABSTRACT

Motivated by the study of mean curvature flow, this dissertation aims to detail the con-
struction, via the variational approach, presented in the work Scherk-like translators for mean
curvature flow, Journal of Differential Geometry, (122), no. 3, by David Hoffman, Francisco
Martin, and Brian White, of four geometric objects: the Scherk translating soliton, the scher-
knoid, the helicoid-type translating soliton, and the pitchfork. Regarding the organization, the
second chapter covers preliminary concepts as well as the essential tools that support our
work. The third chapter is dedicated to the study of geometric flows, particularly, mean cur-
vature flow. In the fourth chapter, we provide an overview of the theory of translating solitons
for mean curvature flow. The fifth chapter focuses on the construction itself. Finally, in the
last chapter, we present recent results concerning the helicoid-type translating soliton and the

pitchfork.

Keywords: Mean curvature flow. Translating soliton. Variational approach. Scherk surfaces.
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1 INTRODUCAO

O estudo da evolucdo de objetos geométricos proporcionaram significativos resultados
que ultrapassaram o campo da Geometria Diferencial, estendendo-se para outros campos da
Matematica, bem como da Fisica. No contexto da Teoria da Relatividade Geral, podemos
citar a demonstracao da desigualdade de Penrose por Huisken e llmanen, a partir do estudo
do fluxo pela curvatura média. Por outro lado, os trabalhos de Perelman, os quais levaram
a prova da conjectura da geometrizacao de Thurston e, consequentemente, a conjectura de
Poincaré, foram frutos do estudo do fluxo de Ricci.

O primeiro fluxo citado, trata-se de um fluxo extrinseco, onde analisamos a evolucdo da
imersdo dos objetos; enquanto que o segundo, trata-se de um fluxo intrinseco, onde analisamos
a evolucao da métrica. Nesse trabalho, estamos interessados no primeiro tipo de fluxo, o qual
pode ser descrito da seguinte forma: ao considerarmos uma familia a 1-parametro de imersoes
suaves, a componente normal do vetor velocidade, em cada ponto, de uma superficie qualquer
da familia, coincide com o vetor curvatura média dessa mesma superficie nesse mesmo ponto.

Nesse sentido, os sélitons de translacdo do fluxo pela curvatura média (ou simplesmente,
sélitons de translaco), tratam-se de solucdes especiais do fluxo pela curvatura média, os quais
preservam sua forma durante a evolucdo, movendo-se por translacdo.

Apesar do estudo dos fluxos geométricos consistirem em uma atividade recente na histéria
da matematica (em meados da segunda metade do século XX), o significativo trabalho de
(ILMANEN, (1994)), nos permite associar os sélitons de translagdo com as superficies minimas.
Essa conexdo é possivel mediante alteracdo da métrica usual para uma métrica conforme, a
qual ficou conhecida como “métrica de llmanen”.

A partir dessa poderosa ferramenta, e inspirados pela superficie minima de Scherk, os
autores em (HOFFMAN; MARTIN; WHITE, 2022b)), estabeleceram uma construgdo para quatro
solitons de translacdo: o séliton de translacdo de Scherk, o scherknoide, o séliton de translacao
tipo helicoide e o pitchfork. Motivada por esse artigo, a presente dissertacdo tem por objetivo
detalhar a construcao nele expressa, bem como as ferramentas, conceitos e teorias necessarias.

As ferramentas nos permitem determinar, inicialmente, apenas uma parte do séliton, a
qual foi chamada de “parte fundamental”. A partir dai, reflexes e variacées nos parame-
tros considerados inicialmente, nos permitem constituir o séliton de translacdo por completo.

Caracterizando assim um processo de construcdo via método variacional.
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Visando estabelecer um apanhado geral das teorias e ferramentas necessarias para o desen-
volvimento deste trabalho, no Capitulo 2, apresentamos as superficies minimas, o problema de
Plateau e os resultados essenciais em nosso contexto. Destacamos as subsecdes [2.2.7] [2.3.T] e
2.3.3

No Capitulo (3} tratamos da existéncia de fluxos geométricos, em especial, do fluxo pela
curvatura média. Assim, descrevemos as caracteristicas deste fluxo, bem como os tipos de
singularidades existentes.

No Capitulo[d] detalhamos a teoria dos sélitons de translaco, introduzindo, a principio, os
conceitos, as equacdes associadas, os principais exemplos e um importante teorema de classifi-
cacdo. Em seguida, apresentamos as estimativas gradiente e de curvatura que sao necessarias
em nosso contexto. E, a dltima secdo, traz uma abordagem a respeito da métrica de limanen e
algumas de suas consequéncias, como o principio do maximo e os resultados de compacidade
no contexto de sélitons de translacdo.

No Capitulo B temos a construcdo dos sélitons de translac3o a partir de suas partes funda-
mentais. As funcdes utilizadas durante este processo estdo definidas sobre dominios, contidos
em uma faixa paralela ao eixo-z, que dependem de duas variaveis: uma descrevendo o angulo
com relacdo ao semieixo-x positivo, e a outra relacionada a largura da faixa. Considerando
reflexdes de Schwarz (um processo isométrico na métrica de llmanen), conseguimos estender
os resultados obtidos para construirmos os sélitons de translacdo de Scherk e o Scherknoide.
Em seguida, fazendo o parametro angular tender a 7, construimos o séliton de translacdo tipo
helicoide e o pitchfork.

Por fim, no Capitulo [0, apresentamos alguns resultados recentes acerca da unicidade dos

solitons de translacdo tipo helicoide e pitchfork.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo fazemos um apanhado geral das teorias e ferramentas necessarias para o
desenvolvimento deste trabalho. Assumiremos que o leitor seja familiarizado com algumas
nocOes basicas a respeito de: Geometria Diferencial, como curvatura média, segunda forma
fundamental e superficie regular; Variedades Diferenciaveis, como imersdoes e mergulhos; e
Superficies Minimas. As respectivas referéncias seguem de (CARMO, 2005), (LEE, [2012)) e
(COLDING; MINICOZZI 11, 2004).

Os demais resultados que serao fundamentais para o nosso intuito, também trazidos neste
capitulo, estdo devidamente referenciados para que o leitor interessado em aprofundar seus

conhecimentos, possa assim fazé-lo.

2.1 SUPERFICIES MINIMAS

Nesta secdo trazemos alguns exemplos de superficies minimas em R3 e detalhamos a

superficie minima que inspirou a construcao dos objetos que sdo trazidos neste trabalho.

Definicdo 2.1 ((CARMO, [2005), p. 234). Uma superficie parametrizada regular em R3 é

chamada de minima quando sua curvatura média é identicamente nula.

Além do plano, o catenoide, descoberto por Leonhard Euler em 1764, e o helicoide, por
Jean Baptiste Meusnier em 1776, foram os primeiros exemplos de superficies minimas em
R3. Anos mais tarde, em 1835, Heinrich Ferdinand Scherk, descobriu o terceiro exemplo n3o-
trivial de superficie minima, uma superficie duplamente periédica a qual ficou conhecida como
superficie minima de Scherk. Outros exemplos recorrentes na literatura sdo a superficie de
Enneper, uma superficie que possui autointersecdes, introduzida por Alfred Enneper em 1864;
e a superficie de Costa-Hoffman-Meeks, descoberta por Celso Costa em 1982, e provada por
David Hoffman e William Meeks Il que trata-se de uma superficie mergulhada.

Antes de apresentarmos a superficie minima de Scherk, inspiracdo para a construcdo dos
objetos geométricos que detalhamos neste trabalho, estabeleceremos algumas notacdes.

Dados a € (0,7),w € (0,00) e L € (0, 00| defina as regides poligonais:

Yy

—— << L+ Y
tan o

P L):={(z,y) € R’ —
@)= { o —

O<y<w}, (2.1)
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Qa,w) := P(a,w, +00) = {(m,y) € R?

Y
>——0<y< . 2.2
z>——0<y w} (2.2)

Referiremo-nos aos segmentos de reta dessas regides poligonais da seguinte forma:

» quando 0 < L < +oc:
I':={y=ztana |0 <z < w/tana},
[y :={w/tana <z < L +w/tana,y = w},
I'3s:={y=uatan(a) — Ltana | L <z < L+ w/tana}, e
I'y:={0<z<L,y=0};
» quando L = +oc:
I'; idéntico ao caso anterior,
[y ={z>w/tana,y = w},
I's=9, e
I'y={z>0,y=0}
Possiveis translacdes desses conjuntos serdo denotadas por T';, com i € {1,2,3,4}.

Figura 1 — Regides P(a,w, L) e Q(a,w)

Iy Ty

Fl w FJ Fl

Fonte: Autor

Com isso, a superficie minima de Scherk pode ser descrita a partir do seguinte teorema:

Teorema 2.1 (Superficie minima de Scherk). Para cada « € (0,7),w € (0,400) e L €

(0, 4+00], o problema de valor no bordo
u: Pla,w, L) - R
graf(u) é superficie minima

u=+4+ocoemI,UTy

u=—-occemI'yUI3
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tem solucdo se, e somente se, L = w/sena. Se P := P(a,w,w/sen«a) é um losango, entdo
a solucdo é tinica a menos de adicdo de constante. Assim, existe uma tnica solucdo u,,,, de
modo que o vetor (cos(a/2),sen(c/2),0) é tangente ao grafico de ., na origem. Além
disso, graf(u,.,) € limitado por quatro retas verticais sobre os vértices de P. E por sucessivas
reflexées de Schwarz podemos estender graf(u, .,) a uma superficie minima S, ,, duplamente
periédica. Quando o — 0, S,,, converge suavemente para planos verticais paralelos entre
si: y = nw,n € Z. E quando o« — 7, S,., converge suavemente para o helicoide: z =

x cot(ym/w).

Figura 2 — Superficie minima de Scherk duplamente periddica

Fonte: (2020)).

2.2 O PROBLEMA DE PLATEAU

Para os nossos propésitos sera crucial analisarmos o problema de Plateau: Dada uma curva
fechada I’ em R3, é possivel determinar uma superficie S C R? de menor rea tal que 9S = I'?

Uma versdo do problema de Plateau foi solucionada, independentemente, por (RADO,

1930) para o caso euclidiano de dimensdo 3 e por (DOUGLAS, |1931)) para o caso euclidiano

de dimensao arbitraria m > 2. Até entdo, os resultados apontavam que a superficie solucado
era uma imersdo exceto, possivelmente, em um conjunto isolado de pontos. Isto equivale a

dizer que os pontos de ramificacdo da superficie solucdo ndo excediam um conjunto isolado
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de pontos. Mais tarde, (MORREY JR., [1948) generalizou a solu¢do de Radé e Douglas para o
contexto de variedades riemannianas.

Décadas depois, ((OSSERMAN, [1970)) provou, para o caso euclidiano de dimens3o 3, que o
interior da solugdo ¢ livre de pontos de ramificacdo. Pouco tempo depois, (ALT} 1972), (ALT,
1973) e (GULLIVER), 1973) forneceram uma prova completa, bem como uma generalizagdo para
o caso rimanniano de dimensdo 3. Por fim, (GULLIVER; LESLEY, |1973)) provaram que, se I" é
analitica real, entao a solucdo é livre de pontos de ramificacdo também no bordo.

Até entdo, a solucdo do problema de Plateau tratava-se de uma imersdo, ou seja, a super-
ficie solucdo poderia conter autointersecoes. Desse modo, ainda restava analisar as condicdes
para a curva I' de modo que a solucdo para o problema de Plateau fosse mergulhada. O
primeiro resultado nesse sentido foi provado por (RADO) 1933).

O teorema de Radd, o qual estad presente com detalhes em (RADO, (1933, p. 36), pode ser

enunciado da seguinte maneira:

Teorema 2.2 (Teorema 16 de (LAWSON JR., 1980)). Se uma curva de Jordan T' C R? admite
uma projecao ortogonal injetiva em uma curva convexa T no plano xy, entdo a solucdo do
problema de Plateau para I' é livre de pontos de ramificacdo e pode ser expressa como grafico

de uma funcdo continua u : 2 C R?, onde 02 = I'. Além disso, a solucdo é tinica.

Décadas mais tarde, outro importante resultado, desta vez envolvendo a curvatura média,
foi obtido por (SCHOEN, 1983)).

Considere Y2 uma hipersuperficie minima imersa em R? de modo que B := 9% é unidi-
mensional compacto, imerso e de classe C2?. Ou seja, ¥ é suave no interior e C? no bordo. E

considere  C R2 um dominio limitado com bordo de classe C?2.

Teorema 2.3 (Corolério 1 de (SCHOEN, 1983)). Se 02 tem curvatura média ndo negativa e
B C (092) x R é gréfico de modo que o plano tangente a qualquer ponto de B ndo contém
e3, entdo qualquer hipersuperficie minima imersa suave ® com 0® = B, é grafico de uma

funcdo suave definida em ).

2.2.1 O teorema do mergulho de Meeks-Yau

Finalmente, (MEEKS lIl; YAU, 1982a)) provaram que, se I' é uma curva de Jordan contida

no bordo de uma variedade suave, compacta e convexa .2, de modo que 9% é homotépica a
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identidade, entdo toda solucao de Morrey do problema de Plateau para tal curva de Jordan é
uma solucdo mergulhada. Em particular, toda solucdo de Douglas para uma curva de Jordan
extrema é mergulhada. Posteriormente, (MEEKS Ill; YAU, 1982b) provaram um resultado de
mergulho para um caso mais geral: quando o bordo da variedade tem curvatura média nao
negativa. A partir desta abordagem provaremos o Teorema [5.1} o qual serd fundamental para

a construcdo descrita no Capitulo [f

Definicdo 2.2 (Variedade média convexa com bordo suave por partes). Dizemos que M?
é uma variedade média convexa com bordo suave por partes quando trata-se de uma
variedade compacta e com bordo, contida em uma variedade suave M, satisfazendo (apds

uma triangulacio apropriada de M) a condicio: M = {B, ..., By}, onde

(i) B; é uma superficie C* em M cuja curvatura média é n3o negativa com respeito ao

vetor normal que aponta para dentro; e

(1) B; € um subconjunto compacto de alguma subvariedade Ei C M, onde EZ NM = B,
e dB; C OM;

para todoi € {1,...,k}, comk € N.

Teorema 2.4 (Teorema 1 de (MEEKS IIl; YAU, |1982b))). Seja M3 uma variedade convexa com
bordo suave por partes. Se I' é uma curva de Jordan em OM, entdo existe um mergulho do
disco D em M, suave em D = {(z,y) € R? | 2% + y?> < 1} e com bordo T". Além disso, tal

mergulho tem a menor area dentre qualquer outra aplicacdo deste tipo.

2.3 RESULTADOS ESSENCIAIS

O embasamento tedrico que sustenta a construcao dos objetos geométricos de nosso in-
teresse, passa pela andlise de alguns elementos tais como: os resultados de compacidade e
regularidade para sequéncias de superficies; e o estudo dos pontos criticos de superficies. Nesta
secdo abordamos n3o apenas estes tépicos, como também trazemos a teoria de Jenkins-Serrin,
a qual nos permitirad analisar o comportamento dos vetores normais as superficies e, por fim,

enunciamos a féormula da monotonicidade, fundamental em nosso contexto.
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2.3.1 Compacidade

O argumento de compacidade, expresso nesta subsecdo, consiste em uma etapa essen-
cial em muitas demonstracoes. Estamos interessados em analisar quando uma sequéncia de
superficies converge, mesmo que subsequecialmente, para uma superficie limite. Além disso,
quando assumimos que as superficies de uma tal sequéncia gozam de uma certa propriedade,
visamos estudar como essa mesma propriedade pode ser estendida a superficie limite (quando
essa existir, mesmo que subsequencialmente).

No que segue, adotaremos a seguinte notacdo: (M3, g) variedade riemanniana, U C M
aberto em M e munido com a topologia induzida, {¥;}; sequéncia de subvariedades bidimen-
sionais em M com (3;\ ) NU = @.

Note que a dltima condicdo implica que 9(2; N U) C 0U sempre que ¥; N U # &. De
fato, caso a implicac3o n3o fosse verdadeira, terlamos 9(X;NU) C U ou 9(X;NU) C M\ U.
A primeira inclus3o n3o ocorre, pois a condicdo (3;\ ¥;) NU = @ impede que existam pontos
de aderéncia de ¥; contidos em U. A segunda inclusdo também nao ocorre, pois os pontos de
aderéncia de U n3o podem estar no complementar de U.

Além disso, para cada X; e para todo p € U defina

filp) := disty(p, 2;) = qiélgi{distM(p, q)}-

Observe que f; : U — R é lipschtiziana, com constante de Lipschtz igual a 1. De fato,

para quaisquer p, p, q € >;, temos
distas(p, q) < dista(p, p) + distar(p, q),

e tomando o infimo, temos

inf {distp(p, ¢)} < distay(p,p) + inf {distx (g, D)}

qeEY; qeY;
Assim,

|fi(p) — fi(p)| < dista(p, p).

Como queriamos mostrar.

Lema 2.1 (Convergéncia de Hausdorff para conjuntos fechados). Sejam U C M conjunto

aberto, {¥;}; e {f; : U — R}, definidos como antes. Assuma que K C U é um conjunto
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compacto em U, com K N'Y; # &. Entdo, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, { f;|k}: converge

subsequencialmente para uma funcdo f : K — R. Ou seja, {¥;}; converge subsequencialmente

para ¥ :={q € K | f(q) = 0}.

A denominacdo do Lema justifica-se uma vez que a condicdo (X; \ &) NU = @ é

equivalente a dizer que cada J; é fechado em U (isto §, ¥, NUC ¥;). De fato,

SiNU=(Z;U (S \%))NU
=(XZ;NU)U((Z\X)NU)

=

Note que ndo impomos fortes restricdes a {¥;}; e ainda assim conseguimos obter uma su-
perficie limite >, mesmo que de modo subsequencial. Contudo, nao fizemos nenhuma mencao

a geometria de X. Nos proximos resultados trataremos dessa questao.

Lema 2.2 (Lema 2.4 de (COLDING; MINICOZZI 11, 2004)). Seja ¥ C U subvariedade imersa de

dimensdo 2 com U aberto em R?,
1677 sup |As|? < 1.
T

Se p € ¥ e distg(p,0¥) > 2r, entdo a bola intrinseca em X centrada em p de raio 2r,
Bi:(p) :={q € ¥ | dists(p,q) < 2r}, pode ser escrita como gréfico de uma funcdo u sobre
um aberto de T,%. com |Du| < 1 e (rv/2)| Hessu| < 1. Além disso, a componente conexa de

B,.(p) N'Y que contém p est3 contida em Bj.(p) (e, portanto, também é gréfico).

Teorema 2.5 (Teorema de Arzela-Ascoli Geométrico). Fixe 0 < o < 1. Seja U C R? aberto

em R3, {3;}; sequéncia de hipersuperficies imersas em U com (3;\X;) U = @, satisfazendo
area(X; N K) < A(K) < o0 e S%};{|Ag| < C(K) < 400, (2.3)
para cada K CC U. Ent3o existe uma colecio S = {®,},cn de hipersuperficies ®; onde
(a) cada ®; satistfaz (P, \ ®;) N U = &;

(b) o conjunto ¥ = Ujep®; é fechado em U com a topologia do subespago;

(c¢) para cada conjunto compacto K C U, no maximo, apenas um nimero finito de ®;'s

intersecta K.
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Mais do que isso, a menos de subsequéncia, {3;}; converge para’¥. em C''* com multiplicidade

finita. Mais precisamente, para cada ponto p € ¥ existe um raio o = o(p) > 0 tal que
(1) Bso(p) C U;
(i) para qualquer ¢ € Ba, N ®;, By, (q) N P, é gréfico sobre T,®, de alguma funcdo C*;

(14i) para cada ¢ > 0 existe um iqg = iy(p,€) tal que para todo i > iy vale a seguinte
propriedade: qualquer componente conexa, Y, de ¥; N By (p) que que se encontra
dentro de B, (p) pode ser escrita como grafico de uma funcdo u sobre T,®; para algum
q € ;N B,(p). Mais ainda, se u é uma funcio cujo grafico sobre T,®; é dado por ®,

entao

|2~L — U|17a < g

(iv) o ndmero de componentes de Bs,(p)NY; intersectando B,(p) € uniformemente limitada

por N = N(p).
Demonstracdo. Seja {K};en uma exaustdo de U por compactos. Denote
Cj = max{A(K;),C(K})},

onde A(Kj) e C(K;) sdo as constantes garantidas por (2.3) para cada j € N. Tome §; > 0

de modo que para cada ponto p € K, tenhamos B;,(p) C Kj,1, tal que
22
Além disso, seja

1

géb p € Kl
op) =17
géj, pGKj\Kj_l, paraj22

Pelo Lema [2.1, a menos de subsequéncia, podemos assumir que >; converge para um
conjunto Y. Resta mostrar que > cumpre as propriedades descritas no enunciado.

Até o momento, observe que dado p € X, temos dois resultados: Bs,(p) = Bs; C U e,
além disso, para todo ¢ € By, N Y, By, (q) NY estéd contido em Bg,(p), ou seja, os pontos de
By (q) N estdo a uma distancia maior do que ou igual a 20 do bordo de 3, logo pelo Lema

, cada componente desse conjunto é grafico. (Isso indica que j& temos o primeiro passo

para demonstrarmos o item (ii).)
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Pelo Teorema da Cobertura de Lindel6f, podemos tomar um conjunto enumeravel de pon-

tos, {pi}icr, com p; € ¥ tal que Ujer Byp,) (1) cobre X, enquanto que B:

5

o(py) (1) S80 dois a
dois disjuntos. Esta dltima propriedade segue do Lema de Vitali.

Mais ainda, por compacidade, apenas um nidmero finito de p;'s estd dentro de K. De
fato, caso K admitisse um nimero infinito de p;'s, terfamos um conjunto ilimitado (uma
vez que as bolas B%o’(pl)<pl) sdo dois a dois disjuntas) contido em um conjunto limitado:
U By (01) C K1

Fixe p;, em nosso conjunto de pontos. Logo, ou p;, € Ky, ou p;, € K;\ K;_1, para algum
j > 2. Seja pi = 20(py,). Pelo Lema 2.2} cada componente de Bs,, (p;,) N'E; é gréfico de
alguma funcdo sobre um algum plano em R?, pois By, (pi,) = B (p1,)-

O que temos até agora implica que (1/10)p* é um limitante inferior de drea de qualquer
componente conexa de ;N B,(p;,) . Em particular, por limitagdo uniforme da area com
respeito ao compacto K, existe no maximo N; = N(p;,) dessas componentes para todo 4.

: 1,1 1,N 1
Denote tais componentes por >;°", ..., >, Agora, escolhemos pontos ¢;

ke Zzlk com
ke {l,...,Ni}. Por compacidade de B,(p;,) e de S?, a menos de tomarmos uma subsequén-
cia em 4, temos as convergéncias: ¢, — ¢t € X N B,(p,) (uma vez que X" < B,(p,))
e v(¢/") = v} para todo k € {1,...,N;}. Seja P} o plano que passa por gl cujo vetor
normal é dado por v}. Pelo Lema , para ¢ suficientemente grande, podemos escrever cada
componente ¥ como grafico de uma funcdo u;” definida sobre P. Como |u;"|50 < 3,
temos que u;”* € C'A(QL).

Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, a menos de subsequéncia, temos que {uzlk}Z converge em

compactos para uma func¢do u}; € C1* com a nogdo de convergéncia em C1:

Do Lk — Doyl
Z HDauZ‘l’k_Dau]lgHoo"i_ Z Sup’ U, (p) uk(q)|

3 — 0 quando 7 — +o00.
laj=1 la|=1 P74 ’p - Q|

Assim, temos
N1
1
SN Byp) = | U P | N B,(p), (2.4)
k=1
1_ 1
onde ®; = graf(uy).

Observe que, para alcancarmos tal convergéncia foi necessario considerarmos subsequéncias
em cada etapa. Agora, ao tomarmos p;, distinto de p;,, considere os indices da subsequéncia
que garantem a convergéncia anterior, isto é, considere os indices {i,},en de modo que as

~ 1,k
fungdes u;" convergem para u;. quando n — +oo, para todo k € {1,..., N}, fazendo com

que a igualdade em ([2.4)) seja satisfeita.
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Para p;,, repita o procedimento adotado em p;,. Assim, a subsequéncia {i,, },.en que
garante o resultado nesta etapa, trata-se de uma subsequéncia da sequéncia {i,},en. Assim,
ao tomarmos o limite ;1 — 400, além de garantirmos o resultado desta etapa (para o ponto
Pi,) estaremos também garantindo o resultado para a etapa anterior (no caso p;, ).

Sucessivamente, adotamos essa estratégia para os outros pontos do conjunto {p; };cr. Que-
remos extrair uma subsequéncia “global” {3; },en de {¥;}ien tal que X, N B,(p;) converge
para X N B,(p;) quando n — 400, qualquer que seja o ponto p;. Caso #L < +oo, con-
seguimos diretamente, a partir do processo descrito, extrair tal subsequéncia: basta tomar a
subsequéncia obtida para o Gltimo ponto p; considerado. Caso #L = 400, basta considerar-
mos o processo de diagonalizacdo para obtermos tal subsequéncia que valha para todo ponto
Di-

Em resumo, temos que ¥ é localmente a unido de hipersuperficies C1*. Como as superficies
locais podem ser “coladas” umas nas outras de maneira consistente para cada p;, concluimos

0 que queriamos. O

Agora, além das estimativas de curvatura, assumiremos que as hipersuperficies ¥; sdo

superficies minimas mergulhadas.

Teorema 2.6 (Proposico 5.10 de (COLDING; MINICOZZI 11, [1999)). Seja U C R® um aberto

e {X;}; uma sequéncia de superficies minimas mergulhadas fechadas em U com
area(Y;) < A < +oo e / s, |2 < C < +o0. (2.5)
3

Ent3o, existe um conjunto finito de pontos, S C U, e uma subsequéncia de {3;}; que converge
uniformemente na topologia C*, com 2 < k < oo, em conjuntos compactos de U \ S para

uma superficie minima 3 C U. Além disso, . é suave em U e satisfaz ([2.5|).

Proposicdo 2.1 (Estimativa de Schauder). Seja u € C*(Q), com k > 2 e Q C R? aberto.

Considere L um operador eliptico de segunda ordem,
Lu =Y a;;(2)0,,0,,u+ Y bj()dsu + c(z),
irj i

isto é, ETA(z)¢ > 0 para todo 0 # & € R?, onde A(x) := [a;;(x)] (ou seja, A(z) é positiva
definida) para todo x € ). E considere K C Q cc Q. Entdo existe C' > 0, dependendo

apenas de a;;,b;,c e K, Q, tal que toda solucdo de Lu = [ satisfaz

[ulle2ay < Cll[ullco@ + 1 fllea@)-
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Proposicao 2.2. Assuma que {X;}; é uma sequéncia de superficies minimas contidas em um
conjunto aberto U tal que 0%; C OU. Além disso, considere u; € CY*(D) funcdo real para
cadai € N, onde 0 < A\ < 1. Se &; = graf(u;), com ||u;||c2 < C' < 400, para todo i € N.
Ent3o, a menos de subsequéncia, {u;}; converge suavemente em subconjuntos compactos de

D para uma funcdo u tal que 3 := graf(u) é uma superficie minima.

Demonstracdo. Pelo teorema de Arzela-Ascoli, {u;}; admite uma subsequéncia tal que u; — u

1A

em C'* em subconjuntos compactos de . Ou seja, u € C,.

Desse modo, para K CC D,
temos que Du € CO*(K).

Em nosso contexto, consideramos o operador eliptico

Du 1

S+ pu?)  JixDa?

Desse modo, os coeficientes do operador L possuem a mesma regularidade das funcoes

Lu =div 0.

, ~ . 0.\
Uy € uy,. Assim, tratam-se de funcGes contidas no espaco C);. (D). Como —Lu = 0 e pela

estimativa de Schauder 2.1}, segue que

ue CIND).

loc

Mas entdo, Du € oA

loc -

Consequentemente, os coeficientes de L estdo nesse mesmo
espaco. Mais uma vez pelo fato que —Lu = 0 e pela estimativa de Schauder 2.1} concluimos

que

ue CHND).

loc

Repetindo esse processo iteradas vezes, vemos que © € C** parak = 1,2, ..., e portanto,

ue C*(D).

2.3.2 Teoria de Morse-Radd

Esta secao é dedicada a analise dos pontos criticos mediante a teoria de Morse-Radé.

Inicialmente, destacamos um importante resultado da teoria de superficies minimas:

Proposicdo 2.3. Se X é um disco minimo compacto em R?, h : R® — R é lineare h™(p)NX
contém um ponto critico interior de h|s, com multiplicidade k, entdo h='(p) N 0% contém pelo

menos 2(k + 1) pontos.
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Definicdo 2.3 (Funcdo de Radd). Seja M? uma variedade suave. Uma funcdo continua
F : M — R é dita funcao de Rado quando cada ponto p € M admite uma vizinhanca U

tal que

(i) Un{qe M| F(q) = F(p)} consiste em uma colecio finita de arcos (subvariedades de

dimensdo 1) mergulhados: C, ..., C,;
(7i) cada C; conecta o ponto p a um ponto em OU;
(iti) C;NC; = {p} sempre que i # j;
(iv) cada C; estd no fecho de {q e R® | F(q) >t} ede {g e R®| F(q) < t}; e

(v) quando p € OM, nés também exigimos que cada C; \ {p} esteja contido no interior de

M.

Definicdao 2.4 (Ndmero de valenca). O ndmero v = v(F,p) acima é chamado de nimero

de valenca da funcido F' em p.

A denominacdo de funcdo de Radé é oriunda do trabalho (HOFFMAN; MARTIN; WHITE,
2023b)) (onde os detalhes podem ser conferidos) baseado nos resultados obtidos por Radé em

(RADO, [1933)). Com isso, destacamos também:

Observacao 2.1. Considerando uma funcdo de Radé F' : M — R, para cada t, o conjunto
(OM) N F~L(t) é discreto. De fato, se p e U sdo como na Definicdo[2.3 e se p € OM, entdo
(OM)NUN{F = F(p)} consiste apenas no ponto p.

Definicao 2.5 (Funcdo de Morse). Dada uma variedade diferencidvel M, uma fungdo dife-
renciavel f : M — R é dita funcao de Morse quando todos os seus pontos criticos sdo ndo

degenerados.

Teorema 2.7. Seja ¥.? uma superficie suave sem bordo e Fy : ¥ — R, 6 € [0,T), uma familia

a 1-parametro de funcées suaves tal que todos os pontos criticos tenham a forma
c+r"sen(nf) + O(r"),

onde ¢ € R,n é algum inteiro maior do que ou igual a 2 e lim,_,o O(r™)/r™ = 0. Suponha
que p € ¥\ 0% seja um ponto critico de multiplicidade k de Fy,. Ent3o, existe uma vizinhanca
K C ¥ depeume >0 tal que N(Fy|x) = k para todo 0 € [0,¢], onde N(Fy|x) denota o

nimero de pontos criticos (contando com a multiplicidade) de Fy| k.
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Demonstracdo. Seja K C M uma regido compacta com bordo suave tal que p € K\ 0K e tal
que K nao contenha outros pontos onde DFj se anule. Perturbando K levemente, podemos
assumir que Folpx é uma funcdo de Morse. Seja I o conjunto de 6 € [0,7] tal que DFy
ndo se anula em nenhum ponto de 0K e tal que Fy|ox é uma funcdo de Morse. Entdo I é
um subconjunto relativamente aberto de [0, 7] contendo 0. Pelo Teorema 26 de (HOFFMAN;
MARTIN; WHITE, [2023b)), N(Fy|x) é constante em cada componente conexa de /.

O

Corolario 2.1. Se N(Fy|s) > n, com n € Z, entdo N(Fy|s) > n para 0 suficientemente

proximo de zero.

2.3.3 Teoria de Jenkins-Serrin

Os problemas do tipo Jenkins-Serrin sdo conhecidos na literatura como sendo um tipo de
problema de Dirichlet. Neste caso, o problema consiste em determinar funcdes cujos valores no
bordo alternam entre valores finitos e valores que “explodem”, isto é, valores que tendem ou
a +00 ou a —oo quando nos aproximamos do bordo. Nesta secdo selecionamos alguns desses
resultados, além de analisarmos o comportamento de vetores normais e vetores tangentes as

superficies.

Lema 2.3 (Lema 4 de (JENKINS; SERRIN, [1966)). Considere Q2 um dominio limitado em partes
por um segmento de reta C, orientado positivamente no sentido padrdo. Seja u uma solucdo

da equacido de superficie minima
(1+ ui)um — QU UyUgy + (1 + u2)uy, =0
que assume valor de bordo 00 em C'. Entdo,

u U
a dy + Y
A JitDu it |Duf?

onde |C| denota o comprimento do segmento C.

dr = £|C|,

Lema 2.4. Seja 2 um aberto convexo de R? e S C 02 um conjunto discreto de pontos.
Assuma que D é uma superficie minima, grafico de uma funcdo u : Q CQ =R, comU
aberto, tal que D \D C S xR (eu tem valor +00, ou —00, na componente conexa C
de (0Q) \ S). Entdo, C' deve ser um dos seguintes objetos: uma reta, uma semirreta ou um

segmento de reta.
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Demonstracdo. Assuma que u tem valor —oo em C. Logo, a superficie minima D — (0,0, —z)

converge suavemente, quando Z—> 00, a
{z € 00 | u(x) = —o0}. (2.6)

Desse modo, ([2.6)) é uma superficie minima e entdo, cada uma de suas componentes deve

ser plana. O caso quando u é 400 em C' é anélogo. O

Observacao 2.2. Em particular, quando consideramos o caso mais especifico onde u tem
valor de bordo +00, ou —oo, em todas as componentes conexas de (0Q2) \ S, segue que ) é

Convexo.

Por fim, analisaremos o comportamento dos vetores tangentes e vetores normais aos objetos
de interesse. Considere (conforme a notacdo da Secdo [2.1)) u : P(a, w, L) — R funcdo suave

com valores de bordo:
u=+4o00, em [ZYUIy
u=—-oo, em ['yUIly

Ent3o, com respeito ao grafico de u, temos o seguinte comportamento quando nos aproxima-

mos dos fins de graf(u) (retas sobre os vértices de P(a, w, L)):
= nos aproximando dos fins e tendendo a +oc:

— (0,0,0): ey é vetor tangente e ey é vetor normal.
— (w/tan o, w,0): e; é vetor tangente e —e, é vetor normal.
= (Law,0,0): —ey é vetor tangente e ey € vetor normal.

= (Low +w/tana, w,0): —e; é vetor tangente e —ey € vetor normal.
= nos aproximando dos fins e tendendo a —oc:

— (0,0,0): (cos a,sen v, 0) é vetor tangente e (— sen a, cos «, 0) é vetor normal.

(w/ tan a, w, 0): (— cos ar, — sen v, 0) € vetor tangente e (— sen v, cos o, 0) é vetor

normal.
= (Law,0,0): (cosa,sena, 0) é vetor tangente e (sen o, — cos a, 0) é vetor normal.

= (Low+w/tana,w,0): (—cosa, —sena, 0) é vetor tangente e (sen o, — cos «, 0)

é vetor normal.
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2.3.4 Foérmula da monotonicidade

Os resultados descritos nesta subsecdo sdo frutos do trabalho (HUISKEN, 1990). Em nosso

contexto, enunciamos a formula da monotonicidade:

Teorema 2.8 (Teorema 3.20 de (SIMON, 2018)). Sejam U abertoemR3, £ € U e < 0 <
p < r tal que B,.(§) C U. Se ¥ é uma superficie minima contida em U, com vetor curvatura

média |H| < 1, entdo

pAeA(S N By(€) | pparea(S 0 Bo(€) _ Glp,o) (= O

ax
2mp? 2ro? 2m /<Bp<s>\Ba<f>>mz |z =& @)
onde F(s) € [—s/r,s/r] para todo s € (0,7) e G(p,c) € [e7!,€].

Observacao 2.3. Em particular,

area(X N By(§))

2752

é ndo decrescente em s, com s € (0,r).

Os detalhes podem ser vistos em (SIMON, [2018)).
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3 FLUXOS GEOMETRICOS

Os fluxos geométricos tratam-se de equacdes de evolucdo que nos permite analisar o
comportamento das caracteristicas de objetos geométricos ao longo do tempo. Dois dos fluxos
mais conhecidos na literatura sdo: o fluxo pela curvatura média e o fluxo de Ricci. O presente
capitulo é dedicado ao estudo do fluxo pela curvatura média.

Enquanto o fluxo de Ricci trata-se de um fluxo intrinseco, onde analisamos a evolucdo da
métrica de uma variedade, o fluxo pela curvatura média trata-se de um fluxo extrinseco, onde

estamos interessados na evolucao da imersdo dos objetos estudados.

3.1 FLUXO PELA CURVATURA MEDIA

Nesta secdo descrevemos o fluxo pela curvatura média. Contudo, é necessério, primeira-
mente, situarmos alguns resultados.

Considere M? uma variedade suave orientavel bidimensional (sobre a qual j& estamos
considerando uma orientac3o), (R3, g) o espaco euclidiano tridimensional munido com uma
métrica g e [ : M — (R3, g) uma aplicagdo suave. Seja A, o operador de Beltrami-Laplace
associado a métrica g. Em coordenadas, podemos escrever A Fy = (A F), AJFE, A FY),
onde Fé“ é a k-ésima funcdo coordenada de Fj, para todo k € {1,2,3}, e

1 2 2 -
Zafz \/ |g|zgwam3Fé€ )
=1 Jj=1

Al =

onde |g| denota o determinante e g denota o inverso da métrica g.
Como expresso acima, estamos interessados no caso de objetos imersos. Com isso, considere
Fy(M) uma hipersuperficie suave imersa de (R3, g). Em particular, trata-se de uma superficie

regular de classe C?. E assim, sabe-se de (DIERKES et al., 1992, p. 71) que

AgFo(p) = —H(Fo(p))v(Fo(p)),

onde H é a curvatura média e —v é o vetor unitario normal a Fy(M) que aponta para cima,

ambos em Fy(p). Como consequéncia, quando Fy(M) é minima, temos que
A,Fy = 0. (3.1)

Um caso mais especifico ocorre quando levamos em consideracdo que as hipersuperficies

em questdo sdo graficos de funcbes suaves. Nesse contexto, seja uma funcdo suave u : 2 C
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R? — R, com Q dominio (aberto e conexo) de R?. Definindo Fy(z) := (x,u(z)), para todo

x € (Q, e supondo que o grafico de u é uma hipersuperficie minima, segue de (3.1]) que
Ayu = 0. (3.2)

Uma vez finalizada a exposicdo dos resultados necessarios, iniciamos a apresentaciao do
fluxo geométrico de nosso interesse.

Ao falarmos de fluxo pela curvatura média, estamos nos referindo a um fluxo geométrico
cuja familia de superficies, que evolui segundo tal fluxo, satisfaz a seguinte condicdo: conside-
rada qualquer superficie da familia, a componente normal do vetor velocidade, em cada ponto,
coincide com o vetor curvatura média da superficie nesse ponto.

No que segue, consideramos Y2 uma hipersuperficie suave orientével bidimensional (sobre
a qual j& estamos considerando uma orientaco) e Fy : ¥ — R3 uma imers3o suave. Além
disso, quando F(X) é uma subvariedade suave imersa de R3, diremos que Fj, : ¥ — R3 é

uma hipersuperficie imersa. Note que nesse caso, a codimensdo de Fy(X) é 1.

Observaciao 3.1 (Proposicdo 5.18 (LEE, [2012))). A injetividade da imersdo F, é uma condicdo
suficiente para que Fy(X), munida de dnicas e apropriadas topologia e estrutura diferencidvel,

seja subvariedade suave imersa de R3.

Por simplicidade, em alguns momentos escreveremos ¥ := Fj(X) para nos referirmos
a imersdo [y : ¥ — R3. Assim, diremos que ¥ é uma hipersuperficie de R3. Além disso,

estaremos considerando 0 < T' < +o0.

Definicdo 3.1 (Fluxo pela curvatura média). O fluxo pela curvatura média de F trata-se
de uma familia a 1-pardmetro F : 3 x [0,T) — R3 de imersées suaves F'(-,t) : ¥ — R3,

satisfazendo

(0, F(x,1))* = F[(F(:z:,t)) para todo (x,t) € ¥ x [0,T) 7 (3.3)

onde H(F(x,t)) denota o vetor curvatura média de ¥, := F(2,t) em F(x,1).

Observacdo 3.2. (0,F(x, t))L denota a projecdo ortogonal do vetor velocidade 0, F(x,t) no

fibrado normal de ¥;. Isto &, (9, F(,1))" € (TrgwnSi)*.
Neste trabalho seguimos a seguinte convencao:

H(F(x,t)) = —H(F(2,t))v(F(,1)), (3.4)
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onde H(F(z,t)) e —v(F(x,t)) sdo, respectivamente, a curvatura média escalar e o vetor

unitario que aponta para cima normal a ¥;, ambos em F'(x,t).

Definicdo 3.2 (Solugao do fluxo pela curvatura média). Uma familia a 1-pardmetro { % }icj0.1)
de hipersuperficies imersas em R3 é dita uma solucdo do fluxo pela curvatura média
de I quando existe uma familia a 1-pardmetro F' : 3 x [0,T) — R3 de imersées suaves
F(-,t) : ¥ — R? de modo que F(X,t) = 3 e é satisfeito. Também dizemos que %

evolui (ou move-se) pelo fluxo da curvatura média de Fy.

Note que pela Observacdo , dado um fluxo pela curvatura média F : ¥ x [0, T) — R?,
tal que F'(-,t) é injetiva para cada t € [0,7), a familia de hipersuperficies { F/(X,1)}ico7) é
solucdo do fluxo pela curvatura média de F'(-,0). Um caso especial ocorre quando a solugdo
do fluxo pela curvatura média trata-se de hipersuperficies que sdo graficos de funcdes suaves.
Sejam u : 2 C R?* — R func3o suave, com 2 aberto, e ¢(-,t) : Q — Q imers3o suave
bijetiva para todo ¢ € [0, 7). Considere F': 2 x [0,7) — R?® um fluxo pela curvatura média,

o qual é dado por
Fa,t) = (p(a.t), u(p(a.t),t) para todo (z.t) € © x [0,T), (3.5)

onde u(-,t) : @ — R sdo funcdes suaves para todo ¢t € [0,7"), de modo que u(-,0) = u. Com

isso, temos satisfeito:

(O F (x,t)~ = —H(F(z,t))v(F(z,t)) ’ (3.6)

Fo(Q) = graf(u)
onde Fy = F(-,0), e H(F(x,t)) e —v(F(x,t)) sdo, respectivamente, a curvatura média
escalar e o vetor unitério que aponta para cima normal a F'(§2,t), ambos em F'(z,t).

Para cada t € [0,T), as hipdteses sobre (-, t) sdo necessarias no seguinte sentido: a inje-
tividade da sua diferencial garante que F'(+,t) é imers3o; sua injetividade garante a injetividade
de F(-,t) (e desse modo F'(€2,t) € hipersuperficie pela Observacgo [3.1)); e sua sobrejetividade
garante que a equacao estd bem definida, uma vez que ) é tanto a imagem de ¢(-, )
quanto o dominio de u(-, ).

Observe que, por (3.5)), a hipersuperficie F'(€2,t) é grafico de u(-,t), paracadat € [0,7).
Nesse contexto, denotamo-as por hipersuperficies graficas do fluxo pela curvatura mé-
dia de [. Consequentemente tais hipersuperficies graficas sio mergulhadas em R3, pela
Proposicdo 5.4 de (LEE, [2012), e (3.6]); garante que {F(Q,)}ico,r) é solucdo do fluxo pela

curvatura média de Fj.
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Destacamos que, a principio, haviamos considerado a imers3o suave F'(-,t) : ¥ — R3, para
cada t € [0,7), definida sobre um conjunto mais geral: uma hipersuperficie suave orientével
¥.. Contudo, a aplicacdo ¢ torna natural considerarmos um aberto 2 C R? em vez de Y.
De fato, para o caso geral, considerariamos (-, t) : 2 — X imers3o suave bijetiva para cada

te[0,T)e F:Xx[0,T) — R3 dada por
Pla,1) = (p(a, 1), (e, 1), 1)) para todo (1,) € 5 x [0,7),

onde u e u(-,t), para cada t € [0,7"), sdo como antes.

A partir disso, podemos considerar a familia a 1-pardmetro F' : Q) x [0,T) — R? dada por
F(y.1) = F((p(~£) " (y).) para todo (y, 1) € © x [0, 7).

Para cada (y,t) € Q x [0,T) podemos considerar z = x(y,t) := (p(-,1))"*(y) € 3. Por
bijetividade de ¢(+,t), temos que x(y,t) existe e é lnico para cada (y,t) € Q x [0,T). Com
iSso, vemos que

F(y,t) = F(z,t) = (o(z,1),u(p(z,1),t)) para todo (y,1) € 2 x [0,T),
conforme consideramos em ([3.5)).
Proposicdo 3.1 (Hipersuperficies graficas). Seja u : Q2 C R?* — R, com ) aberto. Entao,

(a) a expressdo da métrica e do inverso da métrica induzida por graf(u) sdo dadas, respec-
tivamente, por

1

_ i .

(b) a segunda forma fundamental escalar de graf(u) é dada por

1
7umxﬂ
/14 |Dul?

(¢) o vetor unitdrio normal a graf(u) que aponta para baixo é dado por

A =

]

(Du7 _1) .
1/1+\Du]27

(d) a curvatura média escalar de graf(u) é dada por

V=

H—div| 2% .
/14 |Dul?



32

Demonstracdo. Inicialmente considere a aplicacdo F : Q — graf(u) C R™"!, definida por

F(z) := (z,u(z)). Note que dF, : T,R™ ~ R™ — Ty, R™** ~ R™*! é dada por

dF, 0 I
((%Z >_ . | (3.7)
ox

(m+1)xm
onde I,, é a matriz identidade m x m.
(a) Para a métrica induzida, temos

0 0 0

J (o)),

Podemos identificar -2 | = ¢i para todo i € {1,....m}, logo
0 I,
dF, (8 ) =dF,(e;) = () mx1 = (€4, ug, (7)) € R
L ou
’ SU(x
6m( ) (m+1)xm
Com isso,

913 (1) = (dFy(e:), dFy(e5)) = (€3 ey (), (€5, ta; (%)) = 03y + s, (), (7).

Por outro lado, um célculo direto mostra que

. Uay (2, ()
et le) (=T =

Portanto,

g (x) = 6;; — Uz, (T) U, ()
1+ |Du(z)|?*

(b) Sabemos que {dF.(e1),...,dF.(en)} = {(e1,us (2)), ..., (em, s, (x))} forma uma
base para o espaco tangente em z. Logo, buscamos (¢, ¥m+1), com y = (y1, ..., Ym), tal que
((€i,ug, (7)), (Y Yms1)) = 0. O que ocorre se, e somente se, y; = —Ym+1Uy, (). Note que,
para y; = Uy, () € Ymy1(x) = —1, temos o desejado. Assim, (¥, Ym+1) = (Du,—1). Como

desejamos um vetor unitario, basta considerarmos o vetor
(DU(J})’ _1)
1+ [Du()P

(c) Por definicdo de segunda forma fundamental escalar

V=

Ay(F(@)) = (Fra, (@), —v(F(2)))
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onde F, (x) = g—i(a:) é a i-ésima coluna da matriz (3.7)), isto é, F,, (x) = (e;, u,,). Logo,

inmj (ZL’) = (07 Ug,a; (l’))

Portanto,

Aw<F<x>>:<<0,uw<m>>, (= Dulz), 1 >_ U, (2)

J1+ [Du(@)2/ /1 + |Du(z)]2

(d) Sabe-se que a curvatura média escalar em F'(x) é dada por

H(F(x))= > (5”'_ 1+|DU($)|2> ( )

ij=1 1+ |Du(z)|?

~ /1t Du()P 2 (L+ D))}

Por outro lado,

. DU(JU) 0 umv(x)
div =
( 1+|Du(93)|2) ;&%( 1+|Du<:v)l2)

>

1+ [Du(z)]? o= (1+ |Du(z)])?

3.1.1 Singularidades de fluxo

Note que o fluxo estd definido em um intervalo de tempo [0,7"), podendo este ser limitado,
ou nao. Em especial, neste trabalho, estamos interessados no comportamento assintético da
evolucao das hipersuperficies, isto é, queremos analisar as caracteristicas da hipersuperficie
limite, }er%Zt, quando essa existir. Neste sentido, analisamos a segunda forma fundamental
para definirmos quando um fluxo torna-se singular. A seguinte abordagem segue do trabalho

de (ECKER, [2004).

Definicdo 3.3 (Singularidade de fluxo). Seja F' : 2 x [0,T) — R3 um fluxo pela curvatura

média de uma hipersuperficie . fechada em R3. Quando

lim sup{[A(y, ¢)| | y € % N B(x,7)} = +o0,
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para todo r > 0, onde B(x,r) é a bola euclidiana em R? de raio r centrada em x e |A(-, ")
denota a norma da segunda forma fundamental, dizemos que o fluxo torna-se singular no

ponto (x, T) do espaco-tempo.

Uma elegante forma de estudar as singularidades de um fluxo se dd pela combinac3o
de duas estratégias: desacelerar o fluxo e ampliar a visualizacdo do fluxo préximo a uma
singularidade pouco antes dela ser atingida. Nas proximas linhas trataremos de descrever um
processo conhecido na literatura como blowup. Nesse sentido, destacamos o trabalho pioneiro
de (HUISKEN, {1990).

A principio, considere F' : ¥ x [0,7) — R?® um fluxo pela curvatura média, seguindo
novamente a notacdo ¥; = F(X,t). Considerando uma dilatacdo do intervalo (0,7") por
um fator A > 1, para cada ¢t € [0,\T"), podemos associar a hipersuperficie 3,1, do fluxo
considerado inicialmente. Note que, a dilatacdo do intervalo inicial para um intervalo [0, A\T")
faz com que, em um mesmo intervalo de tempo, a hipersuperficie tenha uma menor variacdo,
isto é, estamos desacelerando o fluxo. Além disso, para cada t € [—#,0], com ¢ € (0,7),
podemos associar a hipersuperficie ¥, ;.

Por outro lado, note que a translacdo >; — y indica que estamos normalizando o ponto
y € X, para que este torne-se a origem. Desse modo, A(X; — y) nos permite ampliar a
hipersuperficie >; — vy, o que equivale ampliar a hipersuperficie >; em y.

Agora assuma que (z,7T") é um ponto onde o fluxo torna-se singular. Sejam {¢;}; em [0,T")
e {x;}; em X, tal que (x;,t;) — (z,7) e {\;}; em RT tal que \; / +00. Considere o

redimensionamento do fluxo, dado por
t e (—)\Zztl, O] — )\1 (EX?Qtthi — .Q?Z) .

Quando ¢ — 400 temos o blowup que trata-se de uma convergéncia suave para o fluxo de

curvatura média ancestral

t e (—00,0] = 3(t),

onde X(0) é ndo-plana, apresentando assim uma estrutura geométrica mais sofisticada.
Determinar quais fluxos ancestrais i() sdo originados por blowups como descrito acima,

é um grande problema em aberto. Um caso especial deste problema é considerar solucdes que

se movem por translacdo pelo fluxo da curvatura média, e determinar se tais solucdes siao

originadas a partir do processo de blowup como descrito acima.
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Definicdo 3.4 (Tipos de singularidades de fluxo). Seja F': % x [0,T) — R3 um fluxo pela
curvatura média de uma hipersuperficie . fechada em R® e denote por |A(-,-)| a norma da

segunda forma fundamental. Quando existe uma constante C' > 1 satisfazendo

max | A(y, )] < (C> vieo,T),
200 —t

dizemos que o fluxo desenvolve singularidade do tipo | em T'. Do contrario, ou seja, quando

ndo existe tal constante C' e assim
lim sup max |A(y, t)|VT — t = +o0,
t—T
dizemos que o fluxo desenvolve singularidade do tipo Il em T'.

Ambos os tipos de singularidades estao relacionados a especificas solucdes do fluxo pela
curvatura média, conhecidas como autossimilares. Estas tratam-se de hipersuperficies que

preservam sua forma ao longo da evolucdo. Os tipos mais recorrentes na literatura sao

(i) self-shrinkers: trata-se de uma hipersuperficie 32> C R?® (como no inicio da Sec3o [3.1))

de modo que F': 3 x (—1,0] — R?, com F(%,0) = X, dada por
F(x,t) = v—tF(z,0)
é fluxo pela curvatura média.

(i1) self-expanders: trata-se de uma hipersuperficie ¥ C R* (como no inicio da Segéo
de modo que F : ¥ X [1,4+00) — R?, com F(%,0) = X, dada por

F(x,t) = VtF(z,0)
é fluxo pela curvatura média.

(731) slitons de translacdo: serdo descritos a seguir.
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4 SOLITONS DE TRANSLACAO

Neste capitulo, descrevemos um pouco sobre a teoria dos sélitons de translac3do, introdu-
zindo sua definicdo, as equacdes associadas, os principais exemplos e um importante teorema
de classificacdo. As estimativas sobre o gradiente e sobre a curvatura também s3o necessa-
rias em nosso contexto. Por fim, tratamos de um resultado de extrema relevancia, obtido
por (ILMANEN, |1994), que nos permite conectar o estudo dos sélitons de translagdo com a
teoria de superficies minimas. Desse modo, podemos considerar poderosas ferramentas, como
o principio do maximo (principio da tangéncia) e os resultados de compacidade.

O ponto de partida, segue das solu¢des autossimilares do fluxo pela curvatura média, trazi-
das ao final do Capitulo 3] Dentre essas solucdes especiais que evoluem pelo fluxo geométrico
de nosso interesse, as quais preservam sua forma no espaco ambiente, estamos interessados no
caso em que a hipersuperficie dada inicialmente, Fj, : ¥? — R?, move-se pelo fluxo da curva-
tura média por translac3o. Isto é, quando existe um vetor v € R3 tal que F': ¥ x [0,T) — R3,

dada por
F(z,t) = F(x,0) + tv (4.1)
é fluxo da curvatura média de F. Como 0,F(x,t) = v segue de ([3.3) que
H(F(z,t) = v*. (4.2)
Isso nos motiva a préxima definicao.

Definicao 4.1 (Séliton de translacdo do fluxo pela curvatura média). Dizemos que uma
hipersuperficie Fyy : ¥ — R3 é um séliton de translacdo do fluxo pela curvatura média
de I, com velocidade v quando a familia a 1-pardmetro F' : ¥ x [0,T) — R? dada por

(4.1)) € fluxo da curvatura média de Fy,. Ou seja, quando (3.3)) € satisfeito.

A menos que digamos o contrario, assumiremos daqui por diante que o vetor velocidade
é v = e3. Isto é, consideraremos sélitons de translacdo do fluxo pela curvatura média de Fj

com velocidade e3, aos quais referiremo-nos simplesmente por sélitons de translacao.
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4.1 A EQUACAO DOS SOLITONS DE TRANSLACAO

A partir de (4.2) vemos que para os sélitons de translac3o vale a seguinte equacdo:
H=ef. (4.3)

E, uma vez observado que e3 = e3 + €4 implica (e3,v) = (e3,v), segue de e

que
H = —{es,v). (4.4)
Dizemos que as equacdes ([4.3]) e (4.4) sdo as equacdes dos sélitons de translacao.

Definicdo 4.2 (Séliton de translacdo grafico completo). Seja Fy : Q C R? — R?, com Q
aberto, um sdliton de translacdo. Dizemos que tal séliton é grafico quando Fy(S2) € grafico
de alguma fungdo suave u : Q2 — R. Isto & Fy(Q2) = graf(u). Além disso, dizemos tal séliton
é completo, quando F,(§)) é completo como subconjunto de R3. Naturalmente, um séliton
de translacao grafico completo trata-se de um sdliton de translacdo que é gréfico e é

completo.

Desse modo, para qualquer séliton de translacdo grafico podemos observar, a partir da
Proposicdo [3.1] que
L : <_Du7 1)
€3y = Pproj_,e3 = ——=
3 proj_, €s 1+|DU|2’
onde proj_, es denota a projecao de e3 sobre o vetor normal —v que aponta para cima. E por

(3.4)), vemos que

H = —Hv = div Du (=Du, 1) )
V1+[Dul?) \/1+|Dul?

Considerando esses resultados, a partir de (4.3]), chegamos a equacdo diferencial parcial

quasilinear eliptica:

div (P YL (4.5)
v = . :
J1+Dul?)  \J1+ |Dul?

Dizemos que (4.5) é a equacdo dos sélitons de translacdao graficos. Desenvolvendo
seus termos, podemos reescrevé-la como

m

e xlux]

i=1
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4.2 EXEMPLOS BASICOS E O TEOREMA DE CLASSIFICACAO

Os exemplos mais simples de sélitons de translacdo sdo as superficies minimas na métrica

usual. Isto é, hipersuperficies para as quais a curvatura média escalar é identicamente nula.

Pela equacido (4.3), isso significa
0=H =es. (4.7)

Em outras palavras, tal hipersuperficie permanece relativamente estatica, no sentido de
que, ao considerarmos uma translacao pelo vetor e3, a hipersuperficie ocupa o mesmo lugar
geométrico em R3 quando comparado a situac3o inicial. Além disso, por , o vetor de
translacdo e; deve ser tangente a hipersuperficie. Ou seja, os exemplos mais simples de sélitons
de translacdo sdo os hiperplanos com direciao de translacdo e3 e tangentes a este vetor.

A seguir exibiremos exemplos de sélitons de translacdo mais sofisticados.

4.2.1 O grim reaper

Considere a funcdo u : R x (0,7) — R dada por

u(z,y) = —logseny,

onde log denota o logaritmo natural. Um calculo direto mostra que

D 1
div - Zu =seny =

J1+ [Dul? YT it Dap

Com isso, temos um sdliton de translacio G, o qual denotamos por grim reaper, que
pode ser considerado a partir da parametrizacio F' : R x (0,7) — R? dada por F(x,y) =
(z,y, —logseny).

De fato, o grim reaper trata-se de um caso particular do séliton de translacdo conhecido
como tilted grim reaper. Na verdade, esse séliton de translacao mais geral é obtido a partir
de uma dilatacdo A > 0 e de uma rotacdo 0 € (—n/2,7/2) apropriadas. Iremos denota-lo por
G4. Nesse caso, consideramos uma dilacdo A = 1/cos@, com —7/2 < 0 < /2. Assim, G

trata-se do gréfico da funcdo u : R x (0, 7/ cosf) dada por
u(z,y) = —(sec? 0) logsen(y cos ) + x tan 6. (4.8)

Observacao 4.1. De um modo geral, ao considerarmos tilted grim reapers, estaremos tratando

de uma fungdo u como descrita em (4.8)) definida sobre a faixa R x (0, w), onde w = 7/ cos 6.
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Figura 3 — Grim reaper e tilted grim reaper com 6 = 7 /6

Fonte: Adaptado de [HOFFMAN et al| (2021)

Observacao 4.2. Note que o grim reaper trata-se do tilted grim reaper com rotacdo 6 = (

e com dilatacdo A\ = 1.

Para os nossos propésitos, é importante destacar a acdo da aplicacdo de Gauss no tilted
grim reaper. Recorde que, para uma parametrizacdo arbitraria ¢ de uma vizinhanca parame-
trizada W de uma superficie qualquer S C R?, temos uma forma natural de definirmos um

campo de vetores unitarios normais a S ao longo de W:

P Ny
V= —.
|Sox/\§0y|

Mais especificamente, para superficies que s3o gréaficos de uma funcdo u : U C R? — R3?,

com U aberto de R?, temos (pelo Teorema

Lo ey 1) (4.9)

JuRtu2+1
Considerando © como em e a partir de temos que a aplicacio de Gauss do

tilted grim reaper, v : graf(u) — S?, é dada por
v(z,y) = (—(senf)sen(y cosh), cos(y cosf), (cos ) sen(y cosd)). (4.10)

Note que aqui estamos fazendo uma simplificacdo na notac3o. De fato, os pontos (z, y, u(x,y)) €
graf(u) estdo unicamente definidos em funcdo das duas primeiras coordenadas. Além disso,

observe que v(x,y) — e; quando y — 0, e v(z,y) — —ez quando y — 7/ cosb.
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Denotando por S** := {p € $? | (p,e3) > 0}, isto é, o hemisfério superior fechado
de S?, vemos que a imagem de graf(u) pela aplicacio de Gauss consiste na intersecdo de

S?*\ {ez, —e2} com o plano II cujo vetor normal é dado por

(0,1,0) A (—sen 8,0, cos )
1(0,1,0) A (—sen 8,0, cos )|

= (cos6,0,sen@).
Ou seja, o plano II é descrito pela equacdo x cos + zsen = 0. Assim,

v(graf(u)) = (S NI \ {e, —e2}

={(z,9,2) €S? | 7 = —ztanf, —7/2 < 0 < 7/2} \ {ea, —e2}.

Podemos expressar a igualdade anterior em termos de w (uma vez que w = 7/ cos 6, pela

Observacao :

v(graf(u)) = { (v,y,2) €S* |z = —2 (:ﬁ) —1,2>0, \ {ey, —e2}. (4.11)

Em particular, para o grim reaper (isto é, quando w = 7), temos que sua imagem pela

aplicacdo de Gauss consiste em (S*T N {z = 0}) \ {e2, —e2}.

4.2.2 Sdlitons de translacao rotacionalmente simétricos

Os detalhes desta subsecdo estdo contidos em (CLUTTERBUCK; SCHNURER; SCHULZE,
2007)).

Bowl soliton

Proposicao 4.1 (Existéncia do bowl soliton). Existe um séliton de translacdo, inteiro, rota-
cionalmente simétrico e estritamente convexo, u : R™ — R, com m > 2. Mais ainda, quando

r — 00, temos a seguinte expansdo assintotica:

7,2

u(r) = =1 logr +O(r™1h).

(ALTSCHULER; WU, 1994) mostraram ndo apenas a existéncia, como também o comporta-

mento assintético de tal séliton ao paraboldide

7,2

2(m—1)
O séliton de translacdo nos conformes da Proposicdo [4.1] é chamado de bowl! soliton.

Séliton de translacao tipo catenoide
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Proposicao 4.2 (Existéncia do séliton de translacdo tipo catenoide). Existem sdlitons de

translacdo, rotacionalmentes simétricos, u; ,u, : (R™\ B,,(0)) = R, comm > 2 ery > 0.

T07
Mais ainda, quando r — 400, temos a seguinte expansdo assintotica:

2
+ r -1 +
U, () = —— —logr + O(r c—.
O séliton de translagdo nos conformes da Proposicdo [4.2] é chamado de séliton de trans-

lacdo tipo catenoide.

Figura 4 — Bowl soliton e séliton de translacdo tipo catenoide

Fonte: Adaptado de HOFFMAN; MARTIN; WHITE| (2023a)

4.2.3 O A-wing

Por fim, apresentamos o séliton de translacdo conhecido como A-wing. Os detalhes podem

ser vistos em (HOFFMAN et all, [2019).

Teorema 4.1 (Existéncia do A-wing). Para todo w > 7 existe um séliton de translacdo

Uy - R x (0,w) — R tal que
(a) (0,w/2) é ponto de minimo global;
(b) ww(T,y) = tp(x,w —y) = uy(—z,y) para todo (z,y) € R x (0, w),
(¢) a curvatura de Gauss de graf(u,,) é estritamente positiva em todos os pontos;

(d) paraw > w, temos

sup  (w—|y|) + /1 + [Duy(z,9)|? < C(@),
(z,y)€Rx (0,w)

onde C(w) < +00.
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Teorema 4.2 (Unicidade do A-wing). Para todo w > 7 existe um tnico (a menos de
translacdo) séliton de translacdo u,, : R x (0,w) — R, cuja curvatura de Gauss de graf(u,,)

é estritamente maior do que zero.

Ao séliton de translagdo descrito nos Teoremas [4.1] e [4.2] denotamos por A-wing.

|
v,

Figura 5 — A-wing

e LI
|
i

]
I
|
I

Il/

Fonte: [GAMA; MARTIN| (2023).

4.2.4 O teorema de classificacao

Introduzidos tais sélitons, podemos apresentar um importante teorema de classificacao

obtido em (HOFFMAN et al., [2019).

Teorema 4.3 (Teorema de Classificacdo). A menos de isometrias de R? e translaces verticais,
os tinicos sélitons de translacdo graficos completos em R? sio o tilted grim reaper, o A-wing

e o bowl soliton.

4.3 ESTIMATIVAS PARA SOLITONS DE TRANSLACAO

Ao longo desta construcdo, sera essencial o uso de algumas estimativas. A principio des-

tacamos uma estimativa sobre o gradiente.

Lema 4.1 (Lema 6.3 de (HOFFMAN et al, 2019)). Seja 2 um aberto convexo de R? contendo

[0, +00) X [—w, w], comw > 0. Suponha que v : Q@ — R é um séliton de translacdo e suponha
que [0, +00) X [—w,w] contém um conjunto ilimitado, conexo e fechado C' tal que |Du| é

limitado em C. Ent3o |Du| € limitado em [0, +00) X [—w, w].
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Por fim, apresentamos uma estimativa sobre a curvatura.

Proposicao 4.3 (Proposicdo 23 de (HOFFMAN; MARTIN; WHITE, 2022a))). Seja ¥ um sdliton
de translacdo grafico de uma funcio u : ) — R, definida sobre um aberto convexo ) de R?

tal que

= T':= X\ X é uma curva poligonal (ndo necessariamente conexa) consistindo de seg-

mentos de reta, semirretas ou retas; e
= Y é uma variedade suave com bordo exceto nos vértices de T.

Se p € R3, defina rs(p) o supremo de r > 0 tal que B,(p) N X ou é vazio, ou consiste

em um segmento de reta simples. Entdo, existe uma constante C' < +oo tal que

|As(p)| min{1,rs(p)} < C,

onde |Ax(p)| é a norma da segunda forma fundamental de 32 em p.

4.4 METRICA DE ILMANEN E SUAS CONSEQUENCIAS

Nesta secdo abordaremos um importante resultado obtido por llmanen, o qual pode ser
visto com detalhes nos Capitulos 2 e 3 de (ILMANEN, 1994)). Tal resultado nos permite conectar
o estudo dos sélitons de translacdo com a teoria de superficies minimas.

Considerando R™*! o espaco ambiente, denotamos por métrica de llmanen a métrica

dada por

onde v € R™"! é n3o nulo e (-, -) denota a métrica usual. Ou seja, no nosso contexto, temos
g(z) = ealeam) () = g™ (. ), (4.12)

onde x = (z1,x2,x3). Nesse contexto, llmanen mostrou que um ponto estacionario > do

funcional area I dado por
I(P) = area,(P) = / edug,
@

é um sdliton de translacdo, onde area,(-) denota a area de uma superficie com a métrica
de llmanen g. A relacdo entre pontos estacionarios, equacdo de Euler-Lagrange e superficies

minimas pode ser vista em (GELFAND; FOMIN, 1963).
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Em resumo, temos a seguinte relacdo: ¥ C R? é um séliton de translacio na métrica usual
se, e somente se, . é uma superficie g-minima, isto é, uma superficie minima em (R3, g),
onde g denota a métrica de lImanen. Para mais detalhes sobre a métrica de llmanen veja a
Secdo 3.1 de (HOFFMAN et al, [2021).

A seguir, considerando a métrica de limanen, expressaremos alguns resultados importantes
(decorrentes de (SOLOMON| [1986| p. 75)) os quais serdo utilizados como ferramentas para a

construcao dos sélitons de nosso interesse.

Proposicdo 4.4. Seja u : Q) — R uma funcdo suave sobre um dominio de R?. Suponha que
Y := graf(u) é um séliton de translacio em R3. Se ® é qualquer outra superficie dentro do

cilindro C(Q)) = {x + tes | x € Q,t € R} tal que 0P = 9%, ento
area,(X) < area, ().
Lema 4.2. Se U é um conjunto limitado, convexo e aberto em R? disjunto de X \ ¥, entdo
areay (X NU) < ; area, (0U).

Observacdo 4.3. J := (v,e3) > 0 é um g-campo de Jacobi positivo, uma vez que, pelo

Lema 2.1 de (MARTIN; SAVAS-HALILAJ; SMOCZYK, \2015), temos
AJ + (V] e3) +|APPT =0,
onde |A| denota a norma da segunda forma fundamental.

Note que a métrica de Ilmanen n3o é completa. De fato, temos ft;roo e *?dz < 400, para
todo tg € (0, +00). Destacamos ainda que reflexdes com respeito a planos verticais e rotacdes
em torno de retas verticais sdo isometrias da métrica de llmanen. Portanto, podemos estender
as superficies g-minimas por reflexdo de Schwarz, isto é, por uma rotacdo de 180° em torno
de retas verticais.

A menos que digamos o contrario, no que segue, g denotard a métrica de limanen.

4.4.1 Principio do maximo

A métrica de llmanen nos permite caracterizar um séliton de translacio em R? (na métrica
usual) como uma hipersuperficie minima em (R?, g). Mais ainda, por ([3.2)), podemos ver tal
objeto como uma hipersuperficie real analitica em (IR, g). Para mais detalhes a esse respeito,

veja (STEIN; SHAKARCHI, [2010, p. 9, p. 27).
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Desse modo, nesta subsecdo apresentamos uma versao geométrica do classico principio do
maximo. Tal resultado, também conhecido na literatura como principio da tangéncia, nos diz
que dois sélitons de translacdo mergulhados e distintos entre si ndo podem se “tocar”, seja

no interior, seja no bordo.

Teorema 4.4 (Teorema 2.1 de (MARTIN; SAVAS-HALILAJ; SMOCZYK| 2015)). Sejam ¥, e ¥

sélitons de translacGo mergulhados em R® com bordos 0%, e 0%,.

(a) (Principio no interior) Suponha que existe um ponto p em comum no interior tanto
de ¥y quanto de ¥y (p € (int X;) N (int X2) ), onde os respectivos espacos tangentes
coincidem e tal que ¥, esta contido em um dos lados de Y5. Entdo Y., coincide com

2.

(b) (Principio no bordo) Suponha que os bordos 0% e 0%, estdo contidos no mesmo
hiperplano 11 e que a intersecdo de 1 e X5 com Il seja transversal. Assuma que >3,
esta contido em um dos lados de Y5 e que existe um ponto em comum entre %1 e 0%

onde as superficies >1 e Yo tém o0 mesmo plano tangente. Entdo ¥, coincide com Y.

4.4.2 Compacidade para soélitons de translacao

Finalmente, a partir da Subsecdo [2.3.1] e dos resultados obtidos por (ILMANEN, 1994),

podemos estender os resultados de compacidade para o contexto de sélitons de translacao.

Observacdo 4.4. Seja {%;};, {I; := 3\ 3 }i e {Q}: sequéncias de exemplos satisfazendo as
hipéteses da Proposicdo . Suponha que {T';}; converge para uma curva poligonal T'. Ent3o,
pelos resultados de compacidade conforme Subsecdo {¥;}; converge suavemente, a
menos de subsequéncia, em R3 \ T' para um séliton de translacdo suave 3. Pelo Lema
Y é mergulhada. Seja 3. uma componente conexa de 3. Note que translacées verticais ddo
origem a um g-campo de Jacobi em X que ndo muda de sinal (uma vez que ¥. é um
limite de graficos). Pelo principio do maximo forte, se tal campo zera em qualquer ponto de
Y., ele deve zerar em todos os pontos de ... Neste caso, a equacdo do séliton de translacdo
implica que Y. é plano. Entdo, cada componente conexa .. de Y. deve ser, ou um grafico, ou

plana e vertical.



46

5 CONSTRUCAO

Baseados na superficie minima de Scherk, descrita na Seco 2.1}, apresentamos neste capi-
tulo a construcdo, via método variacional, presente em (HOFFMAN; MARTIN; WHITE, 2022b)),
de quatro sélitons de translacdo: o séliton de translacdo de Scherk, o scherknoide, o séliton
de translac3o tipo helicoide e o pitchfork.

O primeiro e o terceiro sélitons estdo associados a uma faixa de largura menor do que T,
e como ja vimos, ambos aparecem no contexto de superficies minimas tendo assim comporta-
mentos ja detalhados na literatura. J& o segundo e quarto sélitons, ndo possuem associacoes
com as superficies minimas ja conhecidas e s3o construidos a partir de faixas com largura
maior do que ou igual a .

Nesse sentido, considerando a notacdo da Secdo veremos que o scherknoide, quando
z — 400, é assintdtico a uma familia de planos verticais, paralelos entre si: {y = nw},n € N,
mas quando z — —oo € assintético a um Unico plano vertical, y = x tan a, e quando se afasta
do plano y = xtan a, o scherknoide se comporta como uma familia periddica de tilted grim
reapers, cada um com largura w. Quanto ao pitchfork, trata-se de um séliton de translacdo
contido na faixa {|y| < w}, é assintético aos planos {y = —w},{y = 0} e {y = w}, quando
z — 400 e ao plano {y = 0} quando z — —o0.

O ponto de partida serd dado pela construcdo das chamadas partes fundamentais. Em
seguida, tomaremos limite sobre um dos parametros usados na construcao e evidenciaremos
algumas questdes acerca das reflexdes de Schwarz. Na derradeira parte, apresentamos o séliton
de translac3o tipo helicoide e o pitchfork.

A principio, apresentamos um teorema de existéncia de sélitons de translacao no contexto

de variedades médias convexas.

Teorema 5.1 (Existéncia de sélitons de translagdo médios convexos). Seja €2 o interior de um
poligono convexo em R? e V' o conjunto de vértices do poligono. Considere i : (0Q)\V — R
uma funcdo que é constante (finita) em cada componente conexa de seu dominio, e sejaT" a
curva simples fechada obtida adicionando segmentos verticais (quando necessario) ao grafico
de @. Entdo existe um dnico disco g-minimo mergulhado ¥ com 0%X =T e tal que ¥\ T" é

grafico de uma fungdo suave u : ) — R.

Demonstracao. Inicialmente consideramos a regido fechada K acima de um bowl/ soliton e

abaixo de um plano horizontal, onde tais séliton e plano sdo escolhidos de modo que K
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contenha I'. Desse modo, K N (2 x R) é compacto g-médio convexo. Ent3o, pela solucio
mergulhada de Meeks-Yau (Teorema , existe um disco > com area g-minima, com bordo
I' e que é uma variedade mergulhada com bordo suave, exceto nos vértices de I'.

Para mostrarmos que X \ 0% é um grafico, é suficiente mostrar que o plano tangente a
Y. nao é vertical qualquer que seja o ponto considerado. Nesse sentido, suponha por absurdo
que v = (a,b,0) # (0,0,0) é normal a3 ¥ em um ponto p € ¥\ 9%. Entdo, h : (x,y,2) €
Y. — ax + by é uma funcdo harmonica ndo constante no disco > com um ponto critico em p,

entdo pela Proposicdo 2.3 e pela Observacdo 2.7]
I'n{geR’|h(g) > h(p)} (5.1)

tem pelo menos duas componentes conexas. Mas, pela convexidade da regidao poligonal €2,
(5.1)) é conexo. Contradicdo, como queriamos.

Por fim, resta provar a unicidade. Considere p € T" um vértice de ¥ (onde um segmento
vertical intersecta um segmento horizontal). Naturalmente, p estd sobre um dos vértices do
poligono 9. Como X C Q x R, vemos que o cone tangente 3 ¥ em p deve ser um quarto de
plano (e n3o trés quartos de plano, por exemplo). Assim, uma reflexdo de Schwarz em torno
do segmento vertical gera uma superficie ) cujo cone tangente em p é um semiplano. Entdo
5} é suave em p. Note também que, no ponto p, ¥ é tangente a uma face de €2 x R.

Agora, suponha por absurdo que a unicidade falha, isto é, existem dois discos g-minimos
mergulhados distintos, > e ®. A menos de renomear tais discos, podemos assumir que X
contém um ponto que esta acima de &.

Tome z € R suficientemente grande de modo que ®(z) := ® + (0,0, z) seja disjunto de
Y. Agora, reduzimos o valor de z para um valor z; de modo que ®(z;) toca a superficie 3
pela primeira vez. Como sabemos que existe um ponto em X que esta acima de &, segue que
29 > 0. Pelo principio do maximo @ ®(zp) ndo pode tocar ¥ em um ponto interior.

Entdo, ®(z;) e X devem ser tangentes em um ponto p do bordo. Note que p deve estar

em um segmento vertical de I'. Com isso, temos os seguintes casos:

= p ndo é um vértice de 0P (zy) ou de O3
O que n3o pode ocorrer pelo principio do maximo |4.4(b).

= p é um vértice de 0P (zy) mas ndo de OX.

Nesse caso, pelo que discutimos acima, ®(zy) é tangente a 2 x R em p. Mas, pelo

principio do maximo ¥ n3o pode ser tangente 3 2 x R em p. Contradic3o.
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= p é um vértice de 93 mas ndo de 9P(zp).

Anélogo ao caso anterior.

= p é um vértice de 0P(zy) e também de 0.

Nesse caso, ®(zy) deveria ser tangente, em p, a uma face B de Q2 x R, enquanto que,
neste mesmo ponto p, X deveria ser tangente a uma face adjacente a B. Com isso, X

e ®(zy) ndo poderiam ser tangentes entre si em p. Contradicdo.

5.1 PARTE FUNDAMENTAL DO SOLITON DE TRANSLACAO DE SCHERK

Teorema 5.2 (Existéncia da parte fundamental do séliton de translacdo de Scherk). Para todo
O<a<mel<w<m, existe ) < L,,, < +00 para o qual é possivel determinar um séliton
de translacdo D := D,,, tal que D\ 0D € grafico de uma fun¢do u : P(a,w, La,) — R,

cujos valores no bordo s3o:

u = —|—OO, em FQ U F4
. (5.2)

u=-—-00, €em F1UF3

E de modo que o vetor v, s := (cosa/2,sen/2,0) é tangente a D na origem.

Demonstracdo. Fixe a € (0,7) e w € (0,7). Para cada L > 0 e h > 0 considere, pelo

Teorema
! : Pla,w,L) = R

o (nico séliton de translacdo cujos valores no bordo sio: @} = 0 em LU, e @} = —h
em I'y UT3. Aqui P, w, L) corresponde a translagio de P(«,w, L) de modo que o ponto
central esteja na origem. Além disso, denote por X% o gréfico de /.

Considerando S o conjunto dos quatro vértices de f’(oz, w, L), note que aig consiste em
oito segmentos de reta: 'y x {z = 0}, Ty x {z =0}, ', x {z = —h}, T'y x {z = —h} e nos
quatro segmentos verticais S x {—h < z < 0}. Lembre que T, denota a translacdo de T,
para todo i € {1,2,3,4}.

Uma vez que i’i é séliton de translacio na métrica usual de R? temos, pela Secio H que
este trata-se de um disco cuja area é g-minima, onde g é a métrica de llmanen. Por unicidade,

tal disco é invariante por uma reflexdo de Schwarz em torno do eixo z.
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Figura 6 — Bordo de 7

Fonte: Autor

Afirmamos que
D% (0,0) = 0. (5.3)

Do contrério, terfamos, por exemplo, 9,u"(0,0) > 0. Assim, para € > 0 suficientemente

pequeno, teriamos
E}Ll<_57 O) < a}LL(Oa O) < a}LL(Ea 0)

o que vai de encontro 3 invariancia de X por uma rotac3o de 7 radianos em torno do eixo 2.
Procedendo com uma argumentac3o anéloga, concluimos que n3o podemos ter 9% (0,0) < 0
ou 9, (0,0) # 0.

Quando L — 0, a g-area de ©? tende a zero. Afirmamos que a distancia de (0,0, %} (0,0))
a %! tende a zero.

De fato, suponha por absurdo que isso ndo ocorre, ou seja, suponha que existe € > 0, tal

que

o ~h Sh
lelL% dist((0,0,a;(0,0)),057) > e.

Seja {L;}; uma sequéncia de termos positivos tais que L; — 0 e defina p; := (0, 0,4} (0,0)).
Considere a superficie ¢, := <I>hi, conforme a Figura [7| e note que 0; = 62%
Denote por ®;", &} as faces verticais de ®; e por ¥ a face horizontal. Observe que, na

métrica de llmanen, temos

Vi 0 L;/2—w/(2tan )
area,(P;") = / / e drdz = (1—e ML,
—h J—L;/2—w/(2tan a)
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Figura 7 — Superficie ®;

Fonte: Autor

w/2  pLi/2+4ycota
/ dx dy = wlL;

areag <I>H /

Desse modo, sendo EZ g-minimizante de area, temos que

w/2 J—L;/2+ycot o

areag(iii) < 2area, (®}") + area, (®7) = 2(1 — e ") L; + wL;.
Assim, temos

Zlhmoo areag(EL ) <0

Por outro lado, como consequéncia da férmula da monotonicidade ([2.3)), considerando

0 <n<e/2 temos
~ - 2
area, (S N Be (p;) > e~ area(Sh, N Bs (py)) > 2r (g) Ce)e .

com C(e) > 1 constante que independe de i. Tomando novamente o limite em ¢, chegamos

a um absurdo, como queriamos. Com isso,

lim " (0,0) = —h. (5.4)

L—0

Por outro lado, quando L — +oco temos que 4% (0, 0) ndo pode decrescer indefinidamente,

isto é,

Ll_lgloo " (0,0) > —oo. (5.5)

De fato, suponha por absurdo que existe uma sequéncia {L;}; convergindo para +oo tal

que @} (0,0) converge para —oo. Logo, a menos de subsequéncia, o grafico de u} (z,y) —
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" (0,0), com (z,y) € P(ev,w, L), converge para um séliton de translagio completo 3" (pela
Segéo contido em {—w/2 < y < w/2}. Por (5.3)), o plano tangente a > na origem
é horizontal. Naturalmente, a componente conexa contendo a origem, a qual denotaremos
por £ n3o pode ser plana e vertical. Ent3o, pela Observacao ig deve ser grafico.
Como X é completo, segue que X! é completo. Ou seja, 3! seria um séliton de translacio
grafico completo contido em uma faixa com largura menor do que 7w (uma vez que w < 7),
contrariando o Teorema de Classificacdo [4.3] E esta contradicdo prova o que queriamos.

Agora provaremos um resultado que nos mostra mais especificamente o comportamento
de 4 (0,0) para L suficientemente grande.

Mais uma vez, tomando um limite suave subsequencial em ﬂ},{ com relacdo a L, obtemos

um séliton de translacio suave 3 := graf(@"), onde @" := Ll_i)rfoo " contido em {—w/2 <
y < w/2}. Nesse caso, X" consiste nas retas {y = —w/2,z = 0} e {y = w/2,z = 0}.
Assim, " tem valor nulo em todos os pontos do bordo.

Pelo Teorema 3.2 de (HOFFMAN et al, 2019), Sh depende apenas da segunda variavel y, e
portanto, é invariante por translacdes na direcdo de e;. A partir do Teorema de Classificacdo
4.3, vemos que o grim reaper é o Unico sdliton de translacao grafico completo que é invariante
por translacdes na direcdo de e;.

Com isso, seja G : R x (—7/2,7/2) — R a parametrizacdo do grim reaper dada por
G(z,y) = (x,y,—logcosy). Considerando uma translacdo por — log cos(w/2) > 0 unidades
no sentido —es, vemos que G =G+ (log cos(w/2))es intersecta OXh: mais do que isso,
OM" < G. Pelo principio da tangéncia @ se tais hipersuperficies sdo distintas, entdo
elas ndo podem se intersectar no interior da faixa R x (—w/2,w/2). Assim, ¥ é limitado
superiormente por G.

Agora, considerando uma parametrizacao do grim reaper G deslocado por ¢t > 0 uni-
dades na direcio de —e3, com t suficientemente grande de modo que —t < @"(0,0) (po-
demos considerar tal ¢ uma vez que vale ) pelo mesmo argumento acima, vemos que
t—>10ghclorsl(w/2) G + tez = G limita 2" inferiormente.

Isso mostra que Y trata-se, na verdade, da restricao da hipersuperficie Q sobre a faixa
R x (—w/2,w/2). Ou seja,

lim @} (z,y) = —logcosy + log (cos (g)) . (5.6)

L—oo

Observe que o lado direito da dltima igualdade n3o depende de h.
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. . ~h _ . ~h _
Fixado h > 0, por (5.4) e (5.6), vemos que élg%uL(O,O) = —he LgrfmuL(O, 0)
log cos(w/2). Tomando h suficientemente grande, de modo que —h/2 < log cos(w/2), segue
que existe L(h) tal que uf ;,y(0,0) = —h/2.

Defina

Pli(a,y) = Uy, (,y) — Uy, ,(0,0)

para todo (z,y) € P(a,w, L), com {h;}; sequéncia tendendo 3 +oo. Entdo existe uma
subsequéncia {hy := h;, } tal que L(hy) — L € [0,00] e graf(¢) converge suavemente
para um séliton de translacdo completo D.

Como o plano tangente a D na origem é horizontal, temos que Dy \ 9Dy é grafico de uma
funcdo suave u : Q — R, com § aberto de P := P(o, w, L) (pela Observacdo , onde D,
denota a componente conexa de D contendo a origem.

Se [ = 0, deveriamos ter D (e portanto Dy) plano e vertical. Se L= 400, entao D, seria
um séliton de translacao grafico completo contido em uma faixa com largura menor do que m
contrariando o Teorema de Classificacdo . Portanto, 0 < L < 4o0.

Por construcio, ao longo de I', U T, temos goiL”Ehk) =0 — (—hg/2) = hy/2. Além disso,
SO}L”th) = —hyp — (—hg/2) = —hy/2 em ['; UT. Desse modo, quando hy — +00, temos as
marcacdes no bordo conforme em (5.2). Com isso, 9D = S x R, onde S denota o conjunto
dos vértices de P.

Se 0Dy = &, Dy deveria ser um grafico, completo, definido sobre uma faixa menor do que
7. O que contraria o teorema de classificacio 4.3

Logo 0D, deve conter alguma componente conexa de 9D. Sem perda de generalidade,
assuma que 0D, contém o vértice superior direito de P. lsso implica que, u = +oo em C* :=
{(z,y°()) € Q} onde y*(x) :=sup{y | (z,y) € Q} e u = —oco em C" := {(2%(y),y) € O}
onde 2%(y) := sup{x | (v,y) € Q}. Pelo Lema 2.4, C* e C% devem ser segmentos de reta. Se
C* ndo fosse 'y, entdo C° intersectaria o eixo de simetria de P em um ponto V' distinto do
vértice superior esquerdo de P. Assim, V estaria conectando C* com C?, que nesse sentido
denota a reflexdo de Schwarz de C'?. Com isso, teriamos V x R C dD,. Um absurdo, pois
V ¢S, eportanto V x R € 9D.

Com isso, C*¢ = fg e pelo mesmo argumento devemos ter Cl = fg. Desse modo, aplicada
uma reflexdo de Schwarz, vemos que €2 coincide com P. Portanto, Dy = D.

Quanto ao vetor v,/, tangente a D na origem, a demonstracdo seguira conforme a prova

do Teorema 5.5 ]
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Mais ainda, a partir do trabalho (JENKINS; SERRIN, [1966), no contexto de sélitons de

translacdo temos a seguinte desigualdade:

1

0<L-— < §wL' (5.7)

sen «
Definicao 5.1 (Parte fundamental e funcdo séliton de translacdo de Scherk). Um séliton de
translacdo D, ., conforme o descrito no Teorema é chamado de parte fundamental do

séliton de translacao de Scherk.

Figura 8 — Parte fundamental do séliton de translagdo de Scherk Dy /3 /2

Fonte: Adaptado de HOFFMAN; MARTIN; WHITE| (2022b]).

A seguir, iremos apresentar algumas propriedades da parte fundamental do séliton de
translacdo de Scherk. Contudo, antes precisamos analisar importantes comportamentos no

que diz respeito a este soliton.

Teorema 5.3 (Dependéncia continua e comportamento de L, ). Sejam D, ., a parte fun-

damental do séliton de translacdo de Scherk, e L, ,, conforme o Teorema . Entao,
(a) Do € Low dependem continuamente de (o, w) € (0, m)2.

(b) Se {a;}i em (0,7) converge para o € (0,7) e {w;}; em (0, 7) converge para m, entdo

Lo, w;, — +00.

Demonstracdo. Assuma que {(aj,w;)}; em (0,7)% converge para (a,w) em (0,7)% Pela

desigualdade ([5.7)), temos
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onde L; := L,, .,,. Entdo, a menos de subsequéncia, podemos assumir que L; converge para
um limite L com 0 < w/sena < L < 4o0. Seja D; := D,, . Considere p; o centro do
paralelogramo P, := P(«ay, w;, L;) e (p;, z;) o ponto correspondente em D;. Se L = +00, entdo
D; — (pi, z;) deveria convergir para um séliton de translacdo completo X em R x [—w /2, w/2].
Como o plano tangente a > na origem é horizontal, > deveria ser um grafico, o que contraria
o teorema de classificacdo 4.3}, uma vez que w < 7. Com isso, L. < 400 e assim, P; converge
para um paralelogramo P := P(a,w, L).

Considere D; = D; — (0,0, z;). Note que o plano tangente a D; em (pi, 0) € horizontal.
Assim, a menos de subsequéncia, podemos assumir que {D;}; e {152}Z convergem suavemente
para limites D e D.

Agora, considere p o centro do paralelogramo P. Uma vez que o plano tangente 3 D em
(p,0) é horizontal, a componente 3, de D \ D contendo (p,0) é grafico de uma funcio
@ :Q — R. Pelo Lema 2.4 2 é um subconjunto conexo e aberto de P contendo o ponto p e,
além disso, cada componente de (0€2) \ S é um segmento de reta, onde S denota o conjunto
dos vértices de P. Logo, devemos ter ) = P.

Uma vez que o vetor (cos(a/2),sen(/2),0) é tangente a D na origem, temos que D
contém pontos no interior de P xR. Agora, observe que se D n3o fosse uma translacdo vertical
de D, entdo poderiamos encontrar uma translagio vertical D + (0,0, ¢) de D que possui uma
intersecdo transversal ndo vazia com D. Mas, para i € N suficientemente grande, ﬁi+(0, 0,c¢)
intersectaria D; transversalmente, o que nao pode ocorrer, pois D; é uma translac3do vertical
de D;. Assim, D é uma translac3o vertical de D, de modo que D \ 0D é o grafico de uma

funcao u : P — R. Com isso, pela convergéncia suave,
= A fronteira de D s3o as quatro retas verticais sobre os vértices de P.
» Os valores de u na fronteira sdo +ooem I'y UT'y e —oo em I'; U T's.
= O vetor (cos(a/2),sen(a/2),0) é tangente a D na origem.

Portanto, L = L(a,w) e D = D, ., 0 que prova o item @

Agora provaremos item @ Suponha por absurdo que tal afirmac3o é falsa. Entdo, a menos
de subsequéncia, os L; := L(a;, w;) convergem para um limite finito L. Como na prova do
item [(a)] obtemos a existéncia de um séliton de translago u : P(a, m, L) — R cujos valores
de bordo sao +o0o em ['yUI'y e —oo em 'y UT'3. Mas, de acordo com o teorema de classificacdo

[4.3] tal sdliton de translagdo ndo existe. Isso prova o item [(0)] O
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Corolério 5.1. Seja D, ., a parte fundamental do séliton de translacdo de Scherk e considere
Saow a superficie obtida a partir de sucessivas reflexbes de Schwarz aplicadas a D, ,,. Entéo,

Sa.w depende continuamente de (a, w) € (0, ).
Os préximos resultados sdo voltados para o estudo dos pontos criticos.

Definicdo 5.2 (Posicdo geral). Sejam €y e Qs duas regibes poligonais abertas convexas.
Dizemos que tais poligonos estdo em posicao geral quando nenhum vérticie de um deles esta
contido no bordo do outro, e cada intersecdo dos seus lados € transversal (ndo necessariamente

perpendicular).

Para os nossos propésitos, é conveniente considerar o seguinte conjunto:
Sejam € e ), regides (como na definicdo anterior) em posicdo geral, denote por & o

conjunto consistindo nos seguintes pontos:
(7) os vértices de 2; contidos no interior de {2y, e vice-versa; e

(77) os pontos de intersecdo entre uma aresta de €); e uma aresta de ), cujos valores de
bordo de u; e uy em tais arestas coincidem (isto é, ambas valem +oo ou ambas valem

—00).

Proposicao 5.1. Sejam )y e (), regides poligonais abertas e convexas em posicao geral tais
que Q1 Ny € limitada e ndo vazia. Considere ¥; séliton de translacdo suave e propriamente
mergulhado cujo bordo consiste em retas verticais, de modo que 3; \ 0%; € grafico de uma
funcdo suave u; : Q); — R, com i € {1,2} (nestas condi¢es isso significa que os valores de
bordo de w; sdo, alternadamente, +0c0 e —0). Se &, definido como antes, tem menos do
que quatro pontos, entdo #? = 2. Mais ainda, cada conjunto de nivel de u; — uy € uma

curva suave conectando esses dois pontos, e u; — u, ndo tem pontos criticos.

Demonstracdo. Considere um conjunto de nivel Q) de u; —ugy em €27 N€25. A menos de adicao
de uma constante a uy, podemos assumir que () é o conjunto de nivel onde u; — uy = 0. Isto
é, () consiste nos pontos onde os graficos de u; e us se intersectam.

Note que, se p € & satisfaz |(1), isto é, p é um vértice de €2; contido no interior de
)y, entdo 0%, (uma reta vertical) intersecta o grafico de usy. Logo, pelo comportamento
transversal de >; sobre o ponto p temos que, sobre pontos situados nas proximidades do

ponto p, a intersecdo do grafico de u; com o grafico de uy consiste em uma curva. Logo
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Figura 9 — RegiGes em posicdo geral

Fonte: Autor

a projecao de tal curva sobre o plano, estd contida no conjunto (), também é uma curva.
Claramente, o mesmo vale considerando p vértice de €2,.

Se p € & satisfaz [(i1), isto é, p € (9Q1) N (9Q2) com ui(p) = us(p) = +o0, entdo
o grafico de u; intersecta o grafico de uy sobre pontos nas proximidades de p. Novamente
pelo comportamento transversal de Y; sobre o ponto p (note que X5 também apresenta tal
comportamento transversal), como argumentado antes, segue que () consiste em uma curva

nas proximidades de p. Claramente, o mesmo vale considerando u;(p) = us(p) = —oc.

Figura 10 — Conjunto de nivel menos um conjunto compacto

Q,nQ,

Fonte: Autor

Desse modo, podemos considerar um compacto K C (€2 N €y) suficientemente grande,
de modo que @ \ K consiste em #.2 curvas.

Por estarmos tratando de dois sélitons de translacdo que se intersectam, devemos ter
um comportamento de “rede” (ou “malha”) cujos “nés” dessa rede sdo pontos de contato
de ordem, pelo menos 1 (ou seja, pontos onde u; = uy € Du; = Duy) e, portanto, pela

Proposicdo 17 de (LAWSON JR. [1980), cada né tem valenca v (conforme a Definico [2.4))
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maior do que ou igual a 2k + 2, onde k£ denota a ordem do contato. No nosso caso £ =1, e

assim v > 4.

Figura 11 — Possivel comportamento da “malha”

Fonte: Autor

Por outro lado, esta rede ndo pode ser composta por lacos fechados, uma vez que isso
implicaria que no interior desses lacos deveriamos ter um ponto de minimo local ou maximo
local, contrariando o principio do maximo forte. Assim, tal rede deve ser constituida por arcos
ou ramificaces. Mas recorde que os fins de () corresponde aos pontos de &, os quais ocorrem

em um nimero par e menor do que 4. Assim, #.£7 é zero ou dois.

Figura 12 — Comportamento real do conjunto de nivel

0,0 Q

Fonte: Autor

Como € Ny # O, existe um conjunto de nivel ) conforme consideramos inicialmente.
Assim, n3o podemos ter #% = 0, logo #.%7 = 2 e portanto () trata-se um arco simples sem
nds (sem pontos onde Du; = Dusy). Ou seja, u; — uy ndo tem pontos criticos.

]

Proposicao 5.2. Sobre as hipéteses da Proposicdo se # 2 < 4, entdo u; — uy tem, no

maximo, um ponto critico, e tal ponto critico é ndo degenerado.
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Demonstracdo. Basta provarmos o caso #.% = 4. Como na demonstracdo da Proposicio[5.1],
cada conjunto de nivel deve ser uma rede com pontos finais em &?. Como cada né da rede

deve ter valenca v > 4, cada conjunto de nivel deve assumir uma das seguintes formas:
= um par de arcos, ou
= uma rede com exatamente um né.

No segundo caso, tal ponto é ndo degenerado.
De fato, se tivéssemos uma outra rede em P; N P,, cujos pontos finais fossem em &2, tal
rede deveria se intersectar com a primeira. Mas diferentes conjuntos de niveis sdo disjuntos

entre si, logo sé podemos ter, no maximo, uma rede com um né. O

Proposicao 5.3. Considere P := P(o,w,L,,) € seja u : P — R a fungdo sdliton de
translacdo de Scherk. Assuma que g : S — R é um tilted grim reaper sobre uma faixa aberta
S. Ent3do, g — u tem, no maximo, um ponto critico. Além disso, se SN Ty ou S NIy é vazio,

entdo g — u ndo tem pontos criticos.

Demonstracdo. Primeiramente observe que, se SN Ty # e SNTy = &, entdo a soma do
nimero de pontos extremos de I's que estdo contidos em S juntamente com o nimero de
pontos em (0S) N Ty, é igual a 2. E vice-versa.

Observe também que, se (05)N(I';UT'y) = &, ndo podemos ter (0S)N(0P) C (I'hUTly).
De fato, pois isso implicaria que existiria um ponto py € int(S) N int(P) de modo que
(9 — u)(po) = 0. Mas nesse caso, o conjunto de nivel g —u = 0 deveria (como expresso na
demonstracao da Proposi(,:éo ter um comportamento de malha onde py seria um n6 com
valenca maior do que ou igual a 4. Mas os segmentos que saem desse né ndo podem formar
curvas fechadas (pelo principio do maximo), tampouco poderiam se conectar a quatro pontos
em 0S. Ou seja, ndo teriamos nenhuma possibilidade de existéncia para esse caso. E essa
contradicdo mostra o que queriamos.

Agora, analisaremos em dois casos:

= 0S5 n3o contém nenhum vértice de P.

Neste caso, as observacdes preliminares nos mostram que # .42 = 4 (conforme a notac&o
do conjunto definido apds a Definicdo [5.2), uma vez que S e P estdo em posicdo geral.

Com isso, podemos aplicar a Proposicao para concluir que N(g — u) < 1.
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= Caso geral.

Seja po um ponto na faixa R x (0,w) que esta a esquerda de P (isto é, py = (xo, %),
onde zp < w/tana e 0 < yy < w). Para |0] < 7, seja gy : Sy — R a rotagdo no sentido
antihorario de g : S — R em torno de py por um angulo 6. Para |6| > 0 suficientemente
pequeno, temos que 0.5y ndo contém nenhum vértice de P. Entdo, pelo caso anterior,

temos N(gs — u) < 1. Pela Proposicdo [2.1) segue que N(gy — u) < 1.

Encerrada a primeira afirmacdo da proposicdo, assuma agora que S NIy = &. Ent3o,
SeNTy = & para |0] > 0 suficientemente pequeno. Como n3o podemos ter simultaneamente
Sp NI'y = @ (pela segunda observacdo que fizemos inicialmente), segue que Sy NIy # @.
Entdo a soma entre os pontos extremos de I'y contidos em Sy (neste caso, o Unico ponto
possivel seria (L, + w/tana,w), uma vez que 6 é suficientemente pequeno) juntamente
com #{I's N (0S)}, resulta em 2. Isso significa que #.%2 = 2. Desse modo, estamos dentro
das hipéteses da Proposic,:;"ao e, assim, gyp — u ndo possui pontos criticos (N(gs — u) = 0).
Novamente pela Proposicao , segue que N(g — u) = 0. [

Observacado 5.1. (i) Podemos estender o resultado anterior no seguinte contexto: Tro-
cando I'y por I := (0,+00) x {0} e I'y por I := (—00,Z) x {w}, comz > 0, a
segunda observacdo feita no inicio da demonstracdo da Proposicdo continua sendo

valida.

(11) Além disso, ressaltamos a importancia da contrapositiva da dltima afirmacdo da Propo-
sicdo[5.3 Se g — u tem pelo menos um ponto critico, entdo SNTy # @ e SNTy # &
(SNL#@eSNI#0).

Teorema 5.4 (Propriedades da parte fundamental do séliton de translacdo de Scherk). Con-

sidere D := D,,,, a parte fundamental do sdliton de translacdo de Scherk. Entao,
(a) D tem curvatura de Gauss negativa em todos os pontos, e
(b) a aplicacdo de Gauss é um difeomorfismo de D em

S*\ {ea, —es, (—sen a, cos @, 0), (sen a, — cos v, 0) }.

Demonstracdo. (a) A principio, analisaremos a curvatura de Gauss em 0D. Sendo D um

séliton de translacao, temos que H = e3L. Por outro lado, H = —Hv e, nesse caso, conforme
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descrito na Secdo [2.3.3]
v(p) € {eg, —ea, (—sena, cos v, 0), (sen o, — cos , 0) } (5.8)

qualquer que seja o ponto p € JD. Lembre que JD consiste em quatro retas verticais. Ou
seja, e?f = 0 se, e somente se, H = 0 em dD. Desse modo, as curvaturas principais no bordo,
K1 € Ko, coincidem, a menos de sinal (isto é, kK1 = —k»). Logo, o produto entre elas deve ser
ndo positivo, ou seja, a curvatura de Gauss no bordo de D é menor do que ou igual a zero.

Como J = (v, e3) é campo de Jacobi em D que é positivo em D \ 0D (vide Observacdo
, pelo lema do bordo de Hopf (EVANS, 2010, p. 327) a derivada de tal campo é n3o nula
em cada ponto do bordo. Entdo a segunda forma fundamental é ndo nula, logo a curvatura de
Gauss é estritamente negativa em todos os pontos de 9D. Pelo Teorema 2.2 de (HOFFMAN et
al, [2019)), n3o existem pontos interiores com curvatura de Gauss nula. Com isso, a curvatura
de Gauss é estritamente negativa em D, uma vez que este é conexo. Isso encerra o item (a)

(b) Por Alexandrov, podemos compactar D adicionando quatro pontos no infinito, corres-
pondendo aos quatro fins de D. Seja D a compactificacao resultante. Ent3o Dé topologi-
camente um disco fechado. Observe que a aplicacdo de Gauss de D, v, pode ser estendida
continuamente 3 D. De fato, isso ocorre pois v tem valor limite quando tendemos a +oo ou
—o0 ao longo de cada um dos fins, seguindo a configuracdo descrita na Secdo [2.3.3]

Assim, a extensdo de v leva os quatro pontos no infinito aos vetores descritos no conjunto
E3).

Note assim que v é uma aplicacao continua de D em S2*; v é localmente um difeomorfismo
suave em todos os pontos interiores de D pelo Teorema da Aplicacdo Inversa, pois dv # 0
(uma vez que dv < 0); e v leva 9D homeomorficamente no equador de S2. Segue por topologia
que v leva D homeomorficamente em S2*. Mais ainda, como a curvatura de Gauss é negativa
em todos os pontos de D, a aplicacao de Gauss é um difeomorfismo suave, exceto nos quatro
pontos de D\ D.

O

Observacdo 5.2. Na demonstracdo do item|[(a)] do Teorema note que a argumentacao
levou em consideracdo o fato de que 0D consistia apenas de retas verticais. Com isso, podemos

estender tal resultado para outros dominios.

Corolario 5.2. Sejaw > 0 e I} = (0,+00) x {0}. Considere I, qualquer um dos seguintes

Casos:
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= a semirreta: (T,+o00) x {w}, para algum T € R; ou
= areta: R x {w}.

Seja Q) o interior do invélucro convexo de I; U I. Seja D o séliton de translacdo tal que
D\ 0D é€ grafico de uma funcdo u : 2 — R com valores de bordo +o00 em I; U I, e —o0 em

(02) \ I; U Iy. Entdo, a curvatura de Gauss é estritamente negativa em todos os pontos de

D.

5.2 PARTE FUNDAMENTAL DO SCHERKNOIDE

Teorema 5.5 (Existéncia da parte fundamental do Scherknoide). Considere o« € (0,7) e
w € [, 00). Entdo existe um séliton de translagdo D := D,,,, tal que D\ 0D é grafico de

uma funcéo suave u : Q(a, w) — R, cujos valores no bordo sdo:
u=-4o00, em I'yUIly
u=-o00, em I
E de modo que o vetor v, s := (cosa/2,sen«/2,0) é tangente a D na origem.

Demonstracdo. Fixe o € (0,7),w € (0,00) e tome ¢ > w/tan . Seja Q,.,(c) o trapézio

retangulo definido por

Qaw(c) ={(z,y) € Qa,w) | x < c}.

Figura 13 — Trapézio §2, ()

c

Fonte: Autor

Mais uma vez pelo Teorema , considere u!" : Q,.,,(c) — R o Gnico séliton de translacio

cujos valores no bordo sdo: —h em I'y, e 0 nos outros trés lados do trapézio. Note que esse
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soliton de translacdo depende de o e w; contudo, uma vez fixados esses parametros, estaremos
omitindo-os para efeitos de simplificacdo na notac3o.

Além disso, note que
dgraf(ul) =Ty U (TR UTh)UTE,

onde I' ¢ a translacio de I'; por h unidades no sentido —e3, I'A, I'%, s30 os segmentos de reta
verticais, respectivamente, sobre a origem e sobre o ponto (w/tan a, w), com comprimento
h, contidos no semiespaco {z < 0}, e

w

p=(0<e<ey=0z=0pu{ - <o<ey—wz—of

tan o

U{r=¢0<y<w,z=0},

consiste na unido de trés lados do trapézio €2, ,(c).

Por estimativas de curvatura e, consequentemente, pelos resultados da Secdo [2.3.1] existe
uma hipersuperficie limite ¥, para a qual graf(u!) converge subsequencialmente quando h —
+00. Tal convergéncia é suave exceto, possivelmente, nos vértices de 0%.. Observe que 9%,
é a poligonal consistindo na unido das semirretas verticais contidas no semiespaco {z < 0}
com pontos de origem em (0,0) e (w/ tan o, w), juntamente com I'¢,.

Pela Observacdo [4.4) se a hipersuperficie 3. n3o fosse um gréfico, entdo deveria ser plana
e vertical. Todavia, da forma como é constituido, 0%. ndo pode ser bordo de uma superficie
vertical. Logo, ¥. deve ser grafico de uma funcdo suave u, : U. C Q,4(c) = R, com U,
aberto de 2, .,(c).

Mais uma vez, pela forma como 0%. é constituido, observamos que, por um lado, U,
deve ser limitado por I'G,. Por outro lado, a priori, a curva conectando a origem ao ponto P, ,,
poderia estar estritamente contida em €2, ,,(c), fazendo com que U, possui-se drea estritamente
menor do que tal trapézio.

No entanto, note que 3. \ Y. estd contido em retas verticais que passam pela origem e
por P, .. E assim, conforme a notacdo do Lema , definindo S como sendo os dois pontos
citados, temos que tais pontos devem estar conectados por um segmento de reta. Com isso,
U, deve ser todo 2, ,,(c).

Agora, considere v, : [—c¢, ] x [0,w] — R, o séliton de translacdo cujos valores no bordo
sdo nulos. Mais uma vez a existéncia e unicidade de tal séliton seguem do Teorema [5.1] Pela
prova do Teorema 4.1 de (HOFFMAN et al., 2019), quando ¢ — +o00, v, converge para um

séliton de translacdo grafico completo, v, sobre R x (0,w). Assim, considerando g o tilted
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grim reaper definido sobre R x (0, w), temos, pelo principio do maximo, que g e v ndo podem
coincidir no interior da regido (uma vez que v tem valor 0 em (R x {0})U(R x {w}), enquanto
que g tem valor +00). Observe que, dado z € R, temos que g(z,y) — z tende a —oo quando
2z — +00. Desse modo, u.(z,y) — —oo para todo (z,y) € Q(a, w).

Consequentemente, quando ¢ — o0, a hipersuperficie 3. converge para a unido dos quartos

de planos verticais

{(2,0,2) | x > O,ZSO}U{(x,w,Z)

x> ,ZSO}. (5.9)
tan o

Considerando (cos.(z),senf.(z),0) o vetor tangente a 3. em (0,0,2). Como e¢; =
(1,0,0) é tangente a X. em (0,0,0) segue que 6.(0) = 0. Por outro lado, quando z — oo,
Y. € assintético a superficie plana vertical {y = xztana} contida em {0 < y < w}, logo
0.(z) — «. Ou seja, os vetores tangentes a X. em (0,0, z) variam entre (cos0,sen0,0) e
(cos a, sen v, 0) a medida em que z varia entre 0 e —oo. Como a convergéncia é suave, a menos
de subsequéncia, segue que os vetores tangentes também variam suavemente. Em particular,
existe 0 > zp(c) > —oo para o qual 0.(2o(c)) = /2. E assim, v, /2 := (cos(a/2),sen(a/2),0)
é tangente a X. em (0,0, 29(c)).

Como 3. converge aos quartos de plano descritos em ([5.9)), segue que, fixado z € (—o0, 0),
o vetor tangente a ¥. em (0,0, z) tende a e; = (cos0,sen0,0) quando ¢ — co. Desse modo,
2p(¢) — —oo quando ¢ — oc.

Pelos resultados da Secdo [2.3.1] quando ¢ — +o0 temos que X, — (0,0, zy(c)) converge
suavemente, a menos de subsequéncia, a um séliton de translacdo D contido em Q(a, w) x R.

Considere Dy a componente conexa de D contendo a origem. Se a hipersuperficie Dy \ 0Dy
ndo é um grafico, entdo deve ser plana e vertical. Logo, deveria ser o semiplano {zes +
tvas2 | t > 0}. Absurdo, pois D est4 contido em Q(a, w) x R.

Desse modo, Do\ 0D, é grafico de uma funcdo suave u : U C Q(a, w) — R, com U aberto.
Com um argumento analogo ao que utilizamos para mostrar que U, = €, .,(c), concluimos

que U = Q(a,w), e, portanto, Dy deve ser todo D. O que encerra a demonstracio. O

Definicao 5.3 (Parte fundamental e funcdo Scherknoide). Uma funcdo suave u : Q(a, w) —
R com valores de bordo conforme descritos no enunciado do Teorema [5.5 é chamada de
funcdo Scherknoide. Enquanto que o séliton de translacio D,,,, associado é chamado de

parte fundamental do Scherknoide.
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Figura 14 — Parte fundamental do Scherknoide com Dy /5

Fonte: Adaptado de [HOFFMAN; MARTIN; WHITE| (2022b]).

Antes de apresentarmos as propriedades da parte fundamental do Scherknoide, precisamos
de um importante resultado.
Para o que segue, serad conveniente adotarmos a seguinte notacao no que diz respeito a

funcoes tilted grim reapers:

* gy : R x (0,w) — R denotard a funcdo tilted grim reaper tal que ¢,,(0,w/2) =0 e

09w > 0. Mais especificamente, por [4.11], temos
2
(w) ~1. (5.10)

* Gy : R x (0,w) — R denotard a funcdo tilted grim reaper tal que §,,(0,w/2) =0 e

O Gu

029w < 0. Mais especificamente, por [4.11], temos
2
0w = — (w) — 1.
™

Teorema 5.6. Seja 3 um séliton de translagdo grafico de uma funcdo u : (0, +00) x (0, w) —

R com valores de bordo

Entdo w > 7, e quando x — 400, ¥ € fracamente assintético a um tilted grim reaper no

seguinte sentido: existe um tilted grim reaper g : R x (0, w) — R tal que

> (roefn3))

converge suavemente para o grafico de g quando x — +o0.
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Demonstracdo. Para cada x > 0, note que a funcdo ¢*(y) := u(x,y) atinge um valor minimo,
uma vez que u(x,0) = +oo = u(x,w). Entdo, tal funcdo admite ao menos um ponto critico.
Com isso, podemos considerar uma sequéncia {(x;,y;)}ien de pontos criticos satisfazendo:
xr; — +00.

Além disso, a menos de subsequéncia, podemos considerar que y; — ¥ € (0,w) (pois

0 < y; < w para todo i € R) e que
¥ — (24,0, ulzi, yi)
converge (pela Observagéo para um séliton de translacdo completo 5.
Afirmacao 5.1. Y éo grafico da funcio tilted grim reaper g,, : (0,w) — R definida acima.

Note que, como consequéncia, devemos ter § = w/2. A principio, denote por iy a com-
ponente conexa (e, portanto, também completa) contendo (0,7, 0). Pela Observacdo , ou
ig é um plano vertical, ou é grafico. Suponha que iy é plano vertical, como tal plano deve
estar contido em {0 < y < w}, segue que 3; deve ser o plano {y = §}. Por outro lado, uma
vez que u,(z;,y;) = 0 segue que ey é tangente a ¥ (e, portanto, a ig) em (0,7,0). Mas e
é normal a {y = y}. Contradicdo.

Pelo teorema de classificacao , f]y deve ser ou o A-wing ou o tilted grim reaper. Em

particular, w > m. Em ambos os casos, para todo ponto critico (x,y) de u, devemos ter

lim wy,(x,y) > 0. (5.11)

r—r+00

Em outras palavras, existe ¢ > 0 tal que = > ¢ implica que todo ponto critico da funcao
©* é ponto de minimo local estrito. Com isso, os pontos criticos de ¢”, os quais denotaremos
por y.(z), devem ser tinicos sempre que = > c. De fato, se houvessem dois pontos de minimo
local estrito, entre eles deveria haver um ponto p de maximo local estrito, onde u,,(p) < 0,
contrariando (|5.11J).

Como os pontos criticos de tais sélitons de translacdo estdo localizados ao longo do seu
eixo central, para > 0 suficientemente grande, segue que

g < yYelr) <w — g (5.12)

E considerando, se preciso for, ¢ ainda maior, podemos assumir que ([5.12)) vale para todo
T > cC.
Além disso, pelas préprias caracteristicas do tilted grim reaper e do A-wing, segue que

1_1£1 | Du(z,y.(x))| < +00. Desse modo, como |Du| é limitado sobre o conjunto conexo e
x oo
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ilimitado {(z, y.(z)) | # > ¢} contido em [c, +00] x [7/4,w — 7 /4], segue da Proposicio [4.1]

que

sup |Du| < 40
[e,+o0)x K
para cada subintervalo K C (0, w).
Consequentemente, pelos resultados da Secao toda sequéncia {z;}; admite uma

subsequéncia tal que
Y =X — (2,0, u(x;, w/2)) (5.13)

converge suavemente para um séliton de translacdo grafico completo.

Considere F a familia de funcGes limite subsequenciais. Afirmamos que F é conexo. De
fato, mostraremos que tal familia é conexa por caminhos. Isto é, dadas ug, u; € F, queremos
uma aplicacdo continua « : [0, 1] — F, satisfazendo: a(0) = ug, a(1) = uy e a([0,1]) C F.

Considere a, : [0,1] — R?® dada por
CVn(s) =X ((1 - 5)pn + Sqn, O,U((l - S)pn + Sqn7w/2))7 n € N.

onde {pi }r e {q}; sdo subsequéncias de {z;};, isto é, pr, = x;, e ¢ = x;,, tais que 3;, — u(0)
e ¥;, — u(1l), quando k e [ tendem a +o0, respectivamente.
Agora, considere a seguinte nocdo de convergéncia: dizemos que «,, converge para o em

compactos quando, para todo € > 0, existe ng € N tal que, para todo n > ny temos
o — al|k == Sup disty (a, ) < €,
onde K C R x (0,w) denota conjuntos compactos e
disty (E4, Ey) :==inf{e > 0 | £y C B.(F,), Cy C B.(Ey)}

denota a distancia de Hausdorff, com E;, F5 C R? conjuntos quaisquer (podendo ser, inclusive,
pontos).
Nesse sentido, a, é localmente lipschitziana, isto é, para cada t € [0, 1] existe uma vizi-

nhanca K (a qual podemos assumir ser compacta em [0, 1}), tal que
disty (an (), an(s)) < C(K)|t — s|.

Pela convergéncia de Hausdorff, descrita na Secdo [2.3.1 sabemos que «, converge para

uma funcdo a. Resta mostrar que o € F, isto é, « deve ser limite de uma subsequéncia de
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(5.13)). Ora, basta notar que

METOO disty (an,, @) =0

qualquer que seja a subsequéncia {n,, }, considerada (uma vez que a prépria sequéncia converge

para a) e, naturalmente,

an, (8) = 5 = ((1 = 8)pn, + 5Gn,, 0, u((1 = 8)pn, + 5¢n,, w/2))

é uma subsequéncia de (5.13)). Com isso, « € F e temos provada a conexidade por caminhos.
Agora, mostraremos que JF contém apenas um unico elemento: um tilted grim reaper.

Realizaremos essa andlise para dois casos:

. wW=T

O dnico séliton de translacao grafico completo definido sobre uma faixa de largura = é

0 grim reaper.

. wW>T

Suponha que F contém um A-wing. Desde modo, a fun¢do x +— u(z,w/2) admite uma
sequéncia (ilimitada) de pontos de minimo local estrito. Como entre dois minimos locais
estritos deve haver um ponto de méaximo local estrito, segue que = — u(x,w/2) admite
uma sequéncia (ilimitada) {Z;}; de pontos de maximo local estrito. Desse modo, pelos
resultados da Secdo[2.3.1} £ —(;, 0, u(Z;, w/2) converge, a menos de subsequéncia, para
um séliton de translacdo completo que é grafico de uma funcdo u € F. E assim, temos
que (0, w/2) = 0 e 1,,(0,0) < 0. Mas, nesse contexto, o tnico séliton de translacdo

satisfazendo @, (0,w/2) = 0 é o grim reaper, o qual tem largura 7. Contradic3o.

Isso mostra que os Unicos elementos de F sdo os tilted grim reapers. No entanto, apenas
dois (os graficos de g, e g,,) contém o ponto (0,w/2,0). Por conexidade, F consiste de
apenas um deles.

Observe que se w = m, entdo 0,9, = 0.9, = 0 e assim g, = g,,. Por isso, considere
w > 7. Mostraremos que agglmu(x +a,y) —ula,w/2) = gu(z,y).

Suponha por absurdo que tal limite é g,. Defina p; := (x;,w/2), onde {z;}; é uma

sequéncia divergente tal que

Tp > para todo ¢ € N.

2tan o
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Considere g : R x (w/2 — w/2,w/2 + 7/2) — R a fungdo grim reaper. Analisaremos o

comportamento da funcdo

g—u:Qa,w) — R,

onde Q(a,w) == {(z,y) € Qa,w) | y € (w/2—7/2,w/2+7/2)}. Observe que (g—u)(p;) —

+00. Além disso, tanto ao longo das semirretas horizontais, quanto ao longo do segmento de

reta de O(2(a, w)), g — u tem valor de bordo +o00. Desse modo, g — u deve atingir um valor

minimo, o que contraria o principio do maximo. O

Antes de enunciarmos as propriedades, assuma a seguinte notacdo:
R, = {regido aberta contida em R*" limitada por C' e C(w)}, (5.14)
onde C' é o grande semicirculo equatorial C' := {(z,5,0) € S* |z > 0} e

2
rT=2z (w) —1,z>0}.
s

C(w) := {(x,y, z) € §*

Teorema 5.7 (Propriedades da parte fundamental do Scherknoide). Sejam u : Q(a, w) — R

uma funcdo Scherknoide e D := D,,,, a parte fundamental do Scherknoide. Entdo
(a) D tem curvatura de Gauss negativa em todos os pontos.

(b) Quando a — 400,

ula+z,y) —u (a, 1;))

converge suavemente para a funcdo tilted grim reaper g,,(x,y).
(c¢) A aplicacdo de Gauss leva D \ 0D difeomorficamente na regido aberta %,,.

Demonstrac3o. (a) Segue do Corolério [5.2]
(b) Segue da Afirmacdo [5.1]
(c) Considere T" o conjunto de todos os vetores v € S? para os quais existe uma sequéncia

divergente {p;} em D\ 9D tal que v(p;) — v. Por[(b)] e por (4.11]), segue que I consiste na
curva C'U C(w).
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Por @ sabemos que a curvatura de Gauss é negativa (em particuar, é distinta de zero), e
portanto dv # 0, ou seja, v : D\ D — S? é uma imers3o suave. Segue que a multiplicidade

da funcao
veSt #{peX|v(p) =v}

é constante em cada uma das componentes conexas de S?\ T. Tal func3o é zero no hemisfério

inferior (pois D \ OD é grafico), logo é nula na componente S? \ %,,. Afirmamos que
v:D\ID — % (5.15)

é prépria. De fato, seja K C %, compacto. Como %, é aberto, distgz (K, d(#,,)) > 0. Isso

garante que:
» distp(v~}(K),0D) > & > 0, uma vez que lim v(p) € C;
p—0D
= sup{y | (z,v,2) € v 1(K)} < 400, uma vez que Egl v(z,y,z2) € C(w);
y 0o

» sup{z | (z,y,2) € v (K)} < +oo, uma vez que lim v(p) = ey, lim v(p) = —ey e

pA)F4 pHFQ

{ea, —ea} C C e

» inf{z | (z,y,2) € v (K)} > —o0, uma vez que lir%l v(p) = (—sena,cosa,0) e
p—la

(—sena,cosa,0) C C.

Ou seja, v7!(K) é limitado. A compacidade segue do fato que v é continua e K é fechado.
Com isso, é imers3o prépria e, portanto, uma aplicacdo de recobrimento (LEE, [2012,
p. 94). Como D\ OD é conexo e %, é simplesmente conexo, a aplicacdo (5.15)) é um difeo-

morfismo. O

Corolario 5.3. Seu e D sdo como no Teorema entdo

2
Uy > (w) —1.
7r
Demonstracdo. Segue do Teorema [5.7][(0)] e de ((5.10)) O

Teorema 5.8 (Unicidade da parte fundamental do Scherknoide). Conforme as hipdteses e
notacdes do Teorema|5.5, uma vez exigido que um vetor vy, com 0 < 6 < «, seja tangente a

solucdo D := Dyy,, na origem, temos que tal solucdo é tnica.

A demonstracao do teorema seguird como consequéncia dos préximos resultados.
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Lema 5.1. Seja Q(a, w) == Q(a,w) + &, com o € (0,7),w € [1,00) e & = (£,&) vetor
néo nulo. Se u e U sdo funcées Scherknoide sobre Q (v, w) e Q(a, w), respectivamente; entdo

u — u ndo tem pontos criticos.

Demonstracdo. A menos de renomear as regioes QeQ, podemos assumir que: ou & > 0, ou
& =0 < & . Suponha por absurdo que existe p € QNQ ponto critico de u—u. Tal ponto deve
ser isolado. Do contrario, como @ — wu satisfaz , existiria uma vizinhanca em torno de p
sobre a qual @ — u deveria ser constante. Logo, por continuacdo analitica (STEIN; SHAKARCHI,
2010, p. 52), @ — u deveria ser constante em QN Q. Mas isso n3o pode ocorrer, uma vez que
u — u tem valor de bordo +00 em algumas componentes e —oo em outras.

Rotacionando @ por um fator € no sentido antihorério em torno do vértice inferior esquerdo
de ), obtemos @y : 2y — R. Note que, da suposicdo inicial que fizemos no inicio da prova e da
forma consideramos a rotacdo, nenhum vértice de () esta contido no bordo de (), e vice-versa.
Além disso, para 6 > 0 suficientemente pequeno, o conjunto QNQéum triangulo. Para tal
0, temos que Q e Q sdo regioes poligonais abertas convexas que estdo em posicao geral e,
portanto, vale a Proposicdo [5.1} Em particular, iy — u ndo tem pontos criticos.

Por outro lado, pela Proposicdo 2.1 para todo # > 0, suficientemente pequeno @y —
u deveria ter pelo menos um ponto critico em uma vizinhanca de p. Contradicdo. Como

queriamos. O

Lema 5.2. Seu,v: Q(a,w) - R, coma € (0,7) ew € [m,00), sdo funcbes Scherknoide;

entdo u — v é constante.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que u — v n3o é constante. Entdo, existe um ponto
p € Q= Q(a,w) tal que D(u—v)(p) # 0 < Du(p) # Dv(p). Pelo Teorema 5.7][(c)} os
graficos de u e v tém a mesma imagem pela aplicacdo de Gauss (a menos de difeomorfismo),
logo existe g € ) tal que Du(q) = Dv(p). Defina @ : Q+ (p — ¢) — R a funcdo Scherknoide
correspondente a u definida sobre a translacao de €2 pelo vetor ndo nulo p—gq. Logo, p é ponto

critico de w — v. De fato,

Absurdo, pois isso contraria o Lema Portanto, u — v é constante. O
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Demonstracio do Teorema[5.8 Sejam u e v fun¢des Schernoides sobre Q(a, w). Pelo lema
.2 u—v =k, com k constante. Se k # 0, terlamos que v, seria tangente a D na origem
quando consideramos u, por exemplo, mas nao seria tangente a D na origem quando consi-
deramos v, uma vez que este estaria deslocado na vertical em k unidades. Portanto, devemos

ter £ = 0. E assim, temos a unicidade. O

O teorema a seguir nos mostra que o diagrama
i—too
Do, w; — Daw

reflexdo de reflexdo de
Schwarz \U' U’ Schwarz

Sﬁi,w@' SO! w

bl

comuta para o caso a < 7. Isto é, se considerarmos {D,, ., }; uma sequéncia de partes fun-
damentais (ou do séliton de translagdo de Scherk, ou do Scherknoide), com «o; — « € (0, ),
tomarmos o limite para chegarmos, a menos de subsequéncia, a uma hipersuperficie suave
D, e depois aplicarmos sucessivas reflexdes de Schwarz, a hipersuperficie S, ,, resultante,
coincide com a hipersuperficie formada quando consideramos o processo inverso: primeira-
mente aplicamos sucessivas reflexdes de Schwarz sobre D, ,,,, originando uma hipersuperficie

Sa;w;» € depois tomando o limite (subsequencial).

Teorema 5.9 (Reflexdes de Schwarz para o < 7). Se {a;}; e {w;}; sdo, respectivamente,
sequéncias em (0, ) e (0, 00) convergindo paraa € (0,7) ew € (0,00), entdo {D; }; converge

suave e subsequencialmente a D, ,, e {S;}; converge suave e subsequencialmente para S,, .

Demonstracdo. Para w < 7, segue do Teorema [5.3|e do Corolario 5.1

Para w > m, passando a uma subsequéncia, sabe-se (pela Secio que D; converge
para uma hipersuperficie limite D em Q(a,w) x R, pois lembre que, pelo Teorema @
Ly = +00. Como a convergéncia ocorre de modo suave, v,/2 = (cos(a/2),sen(a/2),0)
é tangente a D na origem. Se D \ 0D ndo fosse grafico, entdo deveria ser o semiplano
{sva/2 +tes | s > 0,t € R}, uma vez que o bordo 0D consiste apenas em uma reta vertical
sobre a origem (ou seja, o eixo z). Mas isso ndo pode ocorrer, pois a hipersuperficie deve estar
contida em Q(a, w) x R. Logo, D\ dD é grafico de uma funcdo @ : Q C Q(a, w) — R.

Pelo Lema () é um aberto convexo e cada componente conexa de

2\ {(0’0)’ (talrllja’w>}
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é uma reta, uma semirreta ou um segmento de reta. Com isso, devemos ter {2 = Q(a, w). E

portanto, D = D, ,,. Dai segue que S; converge, a menos de subsequéncia, para S, . O

Definicdo 5.4 (Séliton de translacdo de Scherk e Scherknoide). Com a notacdo do Teorema
para w < 7 dizemos que S, ., é o séliton de translacdo de Scherk e para w > 7

dizemos que S, ., é o Scherknoide.

Figura 15 — Séliton de translacdo de Scherk S;/2 /2

Fonte: (2020)).

Figura 16 — Scherknoide Sy /5 -

Fonte: Adaptado de HOFFMAN; MARTIN; WHITE| (2022b]).
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53 TOMANDO O LIMITE: a = 7

Teorema 5.10 (Convergéncia das partes fundamentais). Considere as sequéncias {c;}; em
(0,7) e {w;}; em (0,00) de modo que a; — m e w; — w € (0,00). Seja D; := D, ., a parte
fundamental do séliton de translacdo do tipo Scherk, conforme os Teoremas e. Entso,
{D;}; admite convergéncia suave subsequencial a um séliton de translacdo ¥ tal que ¥\ 0%

é grafico de uma fungdo suave
u: R x (0,w) = R.

(a) Sew <, entdo 0% = {(0,0,z2) | z € R}U{(Z,w, 2) | z € R}, para algum 0 < & < oo,

e u tem valores de bordo

—o00, =<0 400, x<Z
u(z,0) = e wu(r,w)=

400, >0 —00, T >1

(b) Sew >, entdo 0¥ = {(0,0,z) | z € R}, e u tem valores de bordo

Demonstracdo. As estimativas de curvatura da Secdo garantem uma convergéncia subse-

quencial suave de {D;}; a uma hipersuperficie D. Seja . a componente conexa de D contendo

oim oo 3) o (3) )

é o vetor tangente a D; na origem. Por hipdtese, o; — 7, logo v; — (0,1,0). E assim, ey é

a origem. Por construcao,

tangente a M na origem.

Passando a uma subsequéncia podemos assumir dois casos: ou w;, > 7 para todo k, ou
w;,, < m para todo k.

Caso 1: w;, > 7 para todo k.

Nesse caso, Dy := D;, esta contido na regido Q := P(w,,w;, ,00). Além disso, como
«;, — T, 0 Vértice superior esquerdo de (2, isto é, o ponto (w/ tan ;, , w;, ) distancia-se cada
vez mais do eixo y a medida em que consideramos k cada vez maior. Note também que o

segmento conectando a origem a tal ponto, tende ao semieixo x negativo quando k£ — oc.
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Figura 17 — Grafico da funcdo u do Teorema @com w=m/2

Fonte: Adaptado de [MARTIN et al | (2024).

Figura 18 — Grafico da funcdo u do Teorema @com W=

Fonte: Adaptado de HOFFMAN; MARTIN; WHITE| (2022b)).

Com isso, J% consiste apenas no eixo z. Sob essa condicdo, afirmamos que X \ 0% é
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grafico de uma funcao
u:Rx (0,w) >R

para algum m < w < w, cujos valores no bordo sdo:

400, >0

De fato, pela Observacdo , caso ndo fosse grafico, ¥ \ 0¥ deveria ser o semiplano
vertical {x = 0,y > 0}, uma vez que e, é tangente a ¥ na origem. Mas isto é um absurdo,
pois ¥ estd contido no semiespaco {0 < y < w}. Mais uma vez pela Observacdo , o
dominio €2 de & deve ser um aberto convexo de modo que 92 3 (0,0) e 92\ {(0,0)} consiste
em retas, semirretas ou segmentos de reta. Logo, 2 = R x (0,w), para algum w < w. Uma
vez observado que (X \ 9X) N {z > 0} satisfaz a hipétese do Teorema 5.6, temos que 7 < w.

E isso conclui a prova da nossa afirmacao. Agora, iremos provar que w > w.

Pelo Teorema

%q; C liin%wk = %,

e assim, w > w. Definindo u := @, finalizamos a demonstrac3o do item b).

Caso 2: w;, < 7 para todo k.

Considerando L; := L, 4, denote por z; := L; + w/tanc; a primeira coordenada do
vértice superior direito de P, := P(o;, w;, Ly, w;). Uma vez que a; — m, podemos assumir, a
menos de uma quantidade finita, que todos os termos da sequéncia {«;}; estdo contidos no

segundo quadrante. Desse modo, — tan a; > sen «; e assim

Li+ > L— ——
tan o; sen q;
para todo i. Com isso,
r; > L — >0, (516)
sen oy

para todo i, onde a segunda desigualdade segue de ([5.7)).
Uma vez que sen o; — 0 quando ¢ — oo, a segunda desigualdade em ((5.16)) mostra que
devemos ter L, — oo. E desse modo, o vértice inferior direito de P; afasta-se do eixo y a

medida em que consideramos i cada vez maior, uma vez que suas coordenadas s3o dadas por
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(L;,0). Por outro lado, o vértice superior esquerdo de P; e o segmento que conecta a origem
a tal vértice, tém um comportamento analogo ao descrito para a regido {2 no caso 1.

Note que se a sequéncia {x;}; é divergente, entdo 0% consiste apenas no eixo z. Ent3o
regressariamos ao caso anterior. Com isso, assumimos que z; — = € (0, 00). Desse modo, 0%
consiste no eixo z e na reta vertical (Z,w) x R.

Uma vez que D; é completo, simplesmente conexo e com curvatura ndo positiva (de fato,
temos curvatura negativa em todos os pontos), entdo, como consequéncia do Teorema de
Hadamard, segue que para quaisquer dois pontos existe uma UGnica geodésica conectando-os.
Desse modo, considere a geodésica em D; que conecta os pontos (0,0,0) e (x;, w;,0). Por
simetria, segue que o ponto intermedidrio, e consequentemente, ponto critico, é dado por
(:/2,w;/2,u(x;/2,w;/2)). Logo o plano tangente a D; em tal ponto é horizontal.

Quando ¢ — 400, as geodésicas 7; convergem, a menos de subsequéncia, a uma geodé-
sica v em X, cujo ponto intermediario é (Z/2,w/2,u(Z/2,w/2)). Isto segue da dependéncia
continua das solucbes de equacdes diferenciais a partir das condicdes iniciais, (lembre-se que
geodésicas sdo solucdes de uma equacdo diferencial). Consequentemente, o plano tangente a
Y. neste ponto é horizontal, logo 3\ 93 ndo pode ser plano e vertical, e assim, pela Observacdo
[4.4] 3 é grafico de uma funcdo w.

Note que, a principio, poderiamos ter w = w. Mostraremos agora que isso ndo ocorre, ou
seja, devemos ter w < .

Pelo Teorema @ sabemos que existe um ponto (g, o) para o qual o vetor normal
v(xo, Yo, u(ZTo,Yo)) € 0 vetor ez, ou seja, nesse ponto temos que Du(xg,yo) = 0. Agora,
considere o grim reaper G que trata-se do grafico da funcdo g : S — R, definida sobre a faixa

v v
=R . Z
S X(yo 2790‘1‘2)7

de modo que G seja tangente & ¥ em (g, Yo, u(o, Yo)). Pela Afirmacdo p.1] segue que S
intersecta I; := (0,4+00) x {0} e I := (—00,%) X {w} (semirretas onde u assume o valor de
bordo +00). Logo, yo — 7/2 < 0 e yp + 7/2 > w. Com isso, w < .

[

Definicdo 5.5 (Semigrafico). Um séliton de translacdo suave, conexo, completo e propria-
mente mergulhado > C R3 é um semigrafico quando contém uma colecio discreta, nio

vazia, {L;}; de retas verticais tal que >\ (U;L;) € grafico de uma fun¢do u = u(x,y).

O lema a seguir nos permitird um importante resultado a respeito do Scherknoide.
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Lema 5.3. Dados 0 < a < m e w > m, considere D,,,, a parte fundamental do Scherknoide
(conforme o Teorema@) e seja S, a hipersuperficie obtida a partir de D,,,, apds sucessivas
reflexdes de Schwarz. Defina @ := w/ tan « e para cada Q) C R? satisfazendo (XX R)NS, . #

& defina
e(Q) :=inf{z e R | (2,9, 2) € Saw: (z,y) € Q}.
Se c € R satisfaz
27+ 1<¢<0, (5.17)

entdo vale a seguinte desigualdade

o([e, 00) X [w,00)) > ({1} x (0,w)) + (¢ — 2T — 1) (%)2 -1 (5.18)

Demonstragdo. A principio, como Z < —1/2 < 0 (por (5.17))), segue que o > 7/2. Como
observamos anteriormente, S, ,, € um semigrafico, em virtude das retas verticais sobre os
pontos (nZ,nw), com n € Z. Denotando tais retas por L,, temos que S, \ Unez Ln €
grafico de uma funcdo uq. : Q(a, w) — R, onde Q(a, w) é obtido a partir de Q(a, w) apés
realizadas sucessivas reflexdes de Schwarz.

Figura 19 — Dominio de Sy com w > 7

y

Fonte: Autor

Desse modo, u := u,,, é periédica com periodo (27, 2w). Note que qualquer ponto em

Qa0 N ([, 00) X [w,00)) pode ser escrito como (z,y + 2nw), onde (z,y) € [¢,00) x (0, w)
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para algum n € Z*. Além disso, segue da periodicidade que
u(z,y + 2nw) = u(x — 2nZ,y).

Pelo Corolério [6.3] temos que

uy > (w)2 — 1, em [0,00) x (0, 7). (5.19)

™

Desse modo, u, em [0,00) X (0,w) ndo pode ser igual ou inferior a v,, onde v(x,y) :=
(xy/(w/m)? — 1+4b,y), com b € R, esta definida sobre [0, c0) x (0, w). Por hipétese, 1+ 27 <
¢ < 0, em particular, 1 < —27. Se vale a igualdade, entdo ¢ = 0 e assim, 1 < x — 27, uma
vezque x > c. Sel < —27,entdo 1 +27 < c < 0eassim 1 <c—2r <z —27. Logo,
u(l,y) < u(x — 2z,y) (pois, em particular, (5.19) mostra que u, > 0). Mais do que isso,

temos que

u(l,y) + (z —wz — 1) <7:T))2 — 1 <u(x —2nz,y), (5.20)

onde o fator positivo adicionado ao termo esquerdo da inequacdo ([5.20)), consiste na variagdo

de v em (1,2 —2%) x {y}, que por sua vez ndo supera a de u(-,y). Por (5.19)) e ((5.20]) temos

u(z,y + 2nw) > u(l,y) + (c — wz — 1) (:)2 - 1.

]

Com isso, uma vez que fazemos « tender a T, mostra que os pontos da hipersu-
perficie S, ,, que estdo sobre a regido [c,00) X [w,00) “explodem” (tendem a +o00) quando
w > 7. Por outro lado, como * — —oo quando o — 7, entdo podemos considerar ¢ cada
vez menor. A partir disso, podemos concluir que os pontos de S, ,, sobre a regido R x [w, 00)
tendem a +oo quando a@ — 7. Por simetria, o mesmo ocorre na regido R x (—oo, —w].

Em resumo, para estudarmos o comportamento da hipersuperficie S, ,,, com w > T,
quando o — 7, basta analisarmos seu comportamento apenas sobre a regido R x (—m, 7).
Isto equivale a considerar uma Unica reflexdo de Schwarz da hipersuperficie D,, 4.

Por outro lado, quando w = 7, observe que o lado direito de ([5.18)) ndo depende mais de

«, assim n3o podemos afirmar que 0 mesmo comportamento ocorre.

Teorema 5.11 (Reflexdes de Schwarz para a@ = 7). Segundo as hipéteses e notacdes do

Teorema temos que
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(a) se w < m, sucessivas reflexées de Schwarz aplicadas a ¥ produzem um séliton de

translacdo Y. completo, simplesmente conexo e unicamente periédico; e

(b) sew > m, uma simples reflexio de Schwarz aplicada a %> produz um séliton de translacdo

Y. completo, simplesmente conexo e sem bordo.

Mais ainda, quando w # 7, a hipersuperficie S; := S,, ., converge subsequencialmente
de modo suave a hipersuperficie .. E para w = m, S; converge subsequencialmente de modo

suave a uma hipersuperficie S := S,,,, cuja componente conexa que contém a origem é 3.

Demonstraco. S éum semigrafico e é simplesmente conexo pelo Teorema de Van Kampen.

Se w < m, note que X é grafico sobre o conjunto UpezR X (nw, (n+1)w) (ja que o bordo
de 3 consiste em retas verticais sobre pontos contidos em intervalos do tipo R x nw, com
n € Z), logo qualquer componente conexa de S \ 3 deve estar contida no plano {y = nw},
para algum n € Z. Suponha por absurdo que existe p € S\ 5. Considere S, a componente
conexa contendo tal ponto. Pela Observacao , S, deve ser um plano vertical, e portanto,
S, = {y = npw} (uma vez que S, deve estar contido em {y = now}) para algum ny € Z.
Mas 3 contém um segmento vertical de tal plano, assim ©N{y = now} # @. Pela conexidade
desses objetos, temos que S U {y = now} é a componente conexa contendo p. Absurdo, pois
pé 5. E isso mostra que S = ¥

Se w > 7, cada componente de S\ deveria estar na faixa 2nw < y < (2n+1)w ou 2nw <
—y < (2n+1)w para algum n € Z, isto é, regides contidas em (R x [w, 00))U(R X (—o0, —w]).
Mas, pelo Lema isso ndo pode ocorrer.

Se w = 7, nada podemos afirmar a respeito de S\ 5. O

5.4 O SOLITON DE TRANSLACAO TIPO HELICOIDE

Teorema 5.12 (Séliton de translac3o tipo helicoide). Suponha que ¥ é um séliton de trans-
lacdo suave tal que OY. consiste de duas linhas verticais, e tal que 3\ 0% é grafico de uma
funcdo u : R x (0,w) — R, com valores de bordo

—o0, <0 400, T<Z
u(z,0) = e u(x,w)= , para algum € R.

400, x>0 —00, T>1

Considere 3 a hipersuperficie obtida a partir de sucessivas reflexées de Schwarz sobre ¥, e

seja & C R? a reta contendo os pontos (0,0,0) e (2, w,0). Entao,
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(a) X tem curvatura de Gauss negativa em todos os pontos;

(b) se p; = (x4,y;,21) € 2 e |x;| = 400, entdo X — p; converge suavemente para o plano
{y = 0} e o vetor unitdrio normal v(p;) converge para —ey quando x; — —o0 e converge

para ey quando x; — +00;
(c) A aplicacdo de Gauss é um difeomorfismo de 33 em S** \ {ey, —e2}.

(d) Se p; € Y e dist(p;, &) — +oo, entdo S, — p; converge suavemente para os planos

(paralelos entre si) {y = nw}, com n € Z, verticais ao dominio da funcio,
(e) w<m e

(f) >0.

Figura 20 — Séliton de translac3o tipo helicoide com largura w = 7/2

Fonte: Adaptado de HOFFMAN; MARTIN; WHITE| (2022b]).

Demonstracdo. (a) Segue do Corolario 5.2
(b) Afirmamos que existe a > 0 tal que u,, > 0 em (—o0, —a)x (0, w). De fato, suponha por
absurdo que a afirmacdo ndo seja verdadeira. Logo existiria {z;} em (—o00,0), com z; = —0o0,

tal que

uy (i, y:) <0, (5.21)
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onde {y;} é uma sequéncia arbitraria.

Para cada z;, note que u(x;,y) — —oo sempre que y — 0. Logo, u,(x;,y) > 0 para y
suficientemente préximo de 0. Assim, se existisse {x;} com tal comportamento, para cada z;,
poderiamos escolher y; como sendo o menor valor em (0, w) para o qual ainda vale.
Desse modo, {y;} seria tal que u,(z;,y;) = 0, para todo i.

Da forma como construimos, temos w,(z;,y; —¢) > 0 e u,(z;,y;) < 0, parae > 0
suficientemente pequeno. Com isso, w,,(x;,y;) < 0, o que contraria . E assim, temos
provada nossa afirmacdo.

A menos de subsequéncia, uma vez que todos os vetores normais estao contidos no conjunto
compacto (e, portanto, limitado) S?, segue que v;, o vetor unitario normal a3 ¥ em p; =
(xs,yi, u(x;, y;)) que aponta para cima, converge para um vetor v.

Novamente (pelas estimativas de curvatura da Segﬁo, passando a uma subsequéncia
se preciso for, a superficie > — p; converge suavemente para um séliton de translacao completo.

Seja Xy a componente conexa contendo a origem. Se (v, e3) > 0, entdo M, é grafico de
uma funcdo uy : R X (a,b) — R, onde (a,b) C (0,w) é um intervalo. Pela afirmacdo inicial,
temos J,up > 0 em R x (a,b). Contudo, o Teorema de Classificagéo mostra que n3o existe
um séliton com tal caracteristica. Portanto, (v, e3) = 0 e assim 3, deve ser um plano vertical.
Uma vez que X esta contido na faixa {a < y < b}, segue que Xy = {y = 0}. Desse modo, ou
v = —ey ou v = ey. Novamente pela afirmac3o inicial, segue que (v, e3) < 0. Assim, devemos
ter v = —es.

Analogamente vemos que, para x; — +00, ¥ — p; — {y = 0} e v(p;) — es.

(c¢) Seja {p;}; uma sequéncia divergente em X \ 03, logo, a menos de subsequéncia,
{v(p:;)}; converge para um limite v € S* (recorde que X \ 9% é gréfico). Mais uma vez,
passando a uma subsequéncia se preciso for, temos duas possibilidades: ou {p;}; é divergente
em X, ou {p;}; converge para um ponto em 0X.

No primeiro caso, v é e; ou —ey por e pelo Lema . No segundo caso, teriamos
que v também estaria contido no equador OS?>*. De fato, uma vez que cada uma das duas
componentes de 9% sdo verticais, um vetor normal a qualquer ponto de 0% deve ter terceira

coordenada nula. Entdo, por uma analise similar a desenvolvida na demonstracdo do Teorema

, concluimos que
v:Y\ oY — §*\ 9S*t

é uma imers&o prépria. Logo, trata-se de uma aplicacdo de recobrimento (LEE, 2012, p. 94).
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Como o dominio é conexo e o contradominio é simplesmente conexo, segue que a aplicacdo
v é difeomorfismo. Uma vez que v mapeia 93 difeomorficamente em (9S?T)\ {e2, —e2}, segue
que v : X — S*\ {eg, —ez} é difeomorfismo.

(d) Segue dos itens|()| e

(e) Uma vez verificada a afirmacdo(c)| sabemos que existe um ponto (g, yo) para o qual o
vetor normal v(xg, yo, u(zo, yo)) € 0 vetor ez, ou seja, nesse ponto temos que Du(xg,yo) = 0.
Com isso, o resultado segue conforme a parte final da demonstracao do Teorema

(f) Considere a > 0, de modo que |Z| < a. Pelo Teorema da Divergéncia, segue que

. Du o L )
//[_a,a]x[qw] div (m) (z,y) dxdy—/o <m( ,y),(1,0)> dy
h 0 Du

Du
+ /_a <m($70)7 (0, —1)> dx.

Note que, desenvolvendo o produto interno das integrais simples com relacdo a y, obser-
vamos que seus integrandos consistem, respectivamente, em (v(a,y),e1) e —(v(—a,y),e1).
Assim, quando a — 400, v(a,y) — e e v(—a,y) — —es. Em ambos os casos os integrandos
tendem a zero. Por outro lado, particionando os limites de integracdo da integral com res-
peito a x, respectivamente, nos subintervalos (—a, Z), (Z,a) e (—a,0), (0, a); e considerando

a Proposicao [2.3] segue que

(x,w) dx—i—/a S - z,0) dor = 27.

T o i D

Finalmente, unindo as informacdes acima com o fato que u satisfaz a equacdo dos sélitons

de translacdo graficos (4.5)), segue que

x,y) dzdy > 0.

1
- o
Rx[0,w] , /1 4 |DU‘2
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55 O PITCHFORK

Teorema 5.13 (Pitchfork). Suponha que 3 é um séliton de translacdo tal que 0% € o eixo-z

e X\ 0% é grafico de uma funcdo u : R x (0, w) — R, com valores de bordo

u(z,0) = e wu(zx,w) = o0, para todo x € R.

Entao,
(a) X tem curvatura de Gauss negativa em todos os pontos;
(b) Se p; := (wi,y;,2) € X e x; — —00, entdo ¥ — p; converge suavemente para o plano
{y =0}
(¢) Quando a — +o00, temos que
u(a+ z,y) — u(a,w/2)

converge suavemente para o dnico tilted grim reaper g, : R x (0,w) — R tal que

Gw(0,w/2) =0 € 0pgy > 0;

(d) A aplicacdo de Gauss é um difeomorfismo de .\ 0% na regido aberta %,, (conforme

descrita em (5.14)) ).

(e) w>m.

Figura 21 — Pitchfork de largura w =7

Fonte: |GAMA; MARTIN; M@LLER| (2022)).
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Demonstracdo. (a) Segue do Corolario [5.2]
(b) Segue como na demonstracdo do Teorema [5.12][(0)]
(¢) Mostraremos que F = {g,, }. Para isso, analisaremos o caso w > 7 (o caso w = 7 é

imediato).

Afirmacao 5.2. Seja L uma reta em {z = 0} que intersecta o eixo x tal que dist(L, (0,0)) >
7 e seja v = (v1,ve) vetor tangente a L tal que vy > 0. Denotando L= {(z,y) e L]0 <

y < m}, entdo

(Du,v) >0 em L (5.22)

e
u, >0 em R x (m w). (5.23)
De fato, suponha que (Du,v) < 0 para algum ponto em L. Logo, como u = —o0 no

ponto (x,0) € L, isso mostra que Du(z,e) > 0, com £ > 0 suficientemente pequeno, onde
(2,€) € L. Desse modo, em um ponto p € L devemos ter Du(p) = 0.

Diante disso, considere G o grim reaper definido sobre uma faixa S que contém L, de
modo que G é tangente a X em p.

Por hipétese, dist(L,(0,0)) > m, logo dist(S,(0,0)) > 0. Ou seja, S ndo intersecta
[0,4+00) x {0}. Mas, pela Proposicdo pela Observacdo b.1] G ndo pode ser tangente a
M . Contradic3o. Isso prova (5.22)).

Agora, considere b € (m,w) arbitrario. Para m > 0 suficientemente pequeno, a reta

{y = mx 4+ b,z = 0} estd a uma distdncia maior do que 7 da origem. Por (5.22)),

b —b
(Du,(1,m)) = u, + mu, >0, em {(x,y)‘y:mx—l—b,— <x<w}.
m m

Nesse contexto, vemos u como funcdo apenas da variavel z:
du b w—2>b
—(x,mzr+0) >0, onde —— <z <—.
dx m m

Fazendo m — +o00, vemos que u,(z,b) > 0 para todo x € R. E isso prova a Afirmacao
b2l

Desse modo, com a notacdo da Afirmacao , provamos que F = {g,}. E isso encerra o

item [(c)]
(d) Segue do Teorema [5.7|[(c)]
(e) Segue do Teorema [5.6]
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6 O TEOREMA DE MARTIN-SAEZ-TSIAMIS-WHITE

Este capitulo é dedicado a apresentacdo de importantes resultados obtidos em (MARTIN
et al., [2024)) que tratam da unicidade tanto do séliton de translacdo tipo helicoide, quanto do
pitchfork; bem como da n3o existéncia de sdlitons de translacdo definidos sobre semiplanos

com condicoes de bordo especificas.

Teorema 6.1 (Unicidade do séliton de translacdo tipo helicoide). Seja w < w. A menos de
adicdo de uma constante, existe um tnico séliton de translacdo u : R x (0,w) — R com a

seguinte propriedade: existe um T € R tal que u tem os valores de bordo

—o0, =<0 400, x<Z
u(z,0) = e u(r,w)= , para algum z € R,

400, x>0 —00, T >1
e tal que ¥ := graf(u) U{(0,0,2) | z € R}U{(Z,w, 2) | = € R} é uma variedade suave com
bordo.

Teorema 6.2 (Unicidade do pitchfork). Seja w > 7. A menos de adicdo de uma constante,

existe um dnico séliton de translagdo u : R x (0,w) — R tal que u tem os valores de bordo

—o0, =<0
u(z,0) = e u(x,w)=+0o0

400, >0

e tal que ¥ := graf(u) U {(0,0,2) | z € R} é uma variedade suave com bordo.

Teorema 6.3 (N&o existéncia do yeti sobre o semiplano). Ndo existe solucdo u : R x

(0, +00) — R da equagdo do sdliton de translacdo (4.5) tal que

—o0, <0
u(z,0) = ,

400, >0

e tal que graf(u) U{(0,0,z2) | z € R} é uma variedade suave com bordo.

Por definiciao o yeti, a menos de movimento rigido, trata-se de um séliton de translacao
completo X tal que {(0,0,2) | z€ R} C X e ¥\ {(0,0,2) | 2z € R} é grafico de uma fungdo
definida sobre a regido {(z,y) € R? | y # 0}. Nesse sentido, o Teorema nos mostra que,
ao considerarmos uma restricdo u do yeti ao semiplano {y > 0}, tal restricdo ndo é um séliton
de translacdo. Os valores de bordo de u ocorrem conforme no enunciado por completude do

yeti.
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