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RESUMO

A busca por métodos de alta acuracia e alta taxa de convergéncia para a solucdo das equacdes
da fluidodinamica é de grande interesse na mecanica dos fluidos computacional, especialmente
devido a necessidade de tratar fenémenos fisicos complexos, como os escoamentos turbulen-
tos, que demandam metodologias de alta ordem para fornecer solucdes precisas e fiéis a fisica
do problema. A principal dificuldade em alcancar alta acuracia na solucdo dessas equacdes
reside no elevado custo computacional. Nesse contexto, a metodologia IMERSPEC se destaca
ao combinar o método pseudoespectral de Fourier (MPEF) com o método da fronteira imersa
(MFI). As principais caracteristicas do MPEF incluem sua alta acuracia numérica e baixo custo
computacional, uma vez que ndo requer a resolucao de sistemas lineares para o acoplamento
pressdo-velocidade. O MFI é integrado para ampliar a aplicabilidade do MPEF a problemas
ndo periddicos, permitindo a simulacao de escoamentos sobre geometrias complexas. No pre-
sente trabalho, investiga-se como a combinacdo da metodologia IMERSPEC com o modelo
de fechamento da turbuléncia de Spalart-Allmaras pode contribuir para simulacdes acuradas
e eficientes de escoamentos turbulentos. Foram simulados escoamentos turbulentos em ca-
nais, sobre cilindros e aerofélios, cujos resultados foram comparados com dados de simulacdo
computacional direta disponiveis na literatura, demonstrando boa concordancia qualitativa e
quantitativa. Assim, este estudo valida e amplia o uso da metodologia IMERSPEC, avancando

na simulacdo de escoamentos turbulentos com modelagem de turbuléncia.

Palavras-chaves: Método da fronteira imersa. Método pseudoespectral de Fourier. Modelo

de fechamento da turbulencia de Spalart-Allmaras. Escoamentos turbulentos.



ABSTRACT

The search for high-accuracy and fast-convergence methods for solving fluid dynamics equa-
tions is of great interest in computational fluid mechanics, especially due to the need to handle
complex physical phenomena such as turbulent flows, which require high-order methodologies
to provide precise and physically consistent solutions. The main challenge in achieving high
accuracy in solving these equations lies in the high computational cost. In this context, the
IMERSPEC methodology stands out by combining the Fourier pseudospectral method (FSM)
with the immersed boundary method (IBM). The main features of FSM include its high nu-
merical accuracy and low computational cost, as it does not require solving linear systems
for pressure-velocity coupling. The IBM is integrated to extend the applicability of FSM to
non-periodic problems, allowing the simulation of flows over complex geometries. This study
investigates how the combination of the IMERSPEC methodology with the Spalart-Allmaras
turbulence model can contribute to accurate and efficient simulations of turbulent flows. Sim-
ulations of turbulent flows in channels, around cylinders, and over airfoils were performed, and
the results were compared with direct numerical simulation data, showing good qualitative
and quantitative agreement. Thus, this study validates and extends the use of the IMERSPEC

methodology, advancing the simulation of turbulent flows with turbulence modeling.

Keywords: Immersed Boundary Method. Fourier Pseudospectral Method. Spalart-Allmaras

Turbulence Model. Turbulent Flows.
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1 INTRODUCAO

As metodologias numérico-computacionais sdo ferramentas extremamente versateis na en-
genharia, dado que o desenvolvimento de protétipos virtuais, representados por um sistema
de equacdes fundamentadas em uma teoria matematica, viabiliza a modelagem das mais va-
riadas geometrias, sem limitacdes quanto a natureza das equacoes trabalhadas e a evolucao
temporal do processo. Mesmo considerando hipdteses simplificadoras e aproximacdes em re-
lacdo a realidade, os métodos computacionais possibilitam a obtencdao de uma representacao
bastante préxima do comportamento de um protétipo fisico, sem a exigéncia de instrumentos
experimentais especificos. Além disso, essas metodologias proporcionam maior facilidade de
parametrizacdo dos modelos, o que resulta ndo apenas em um melhor entendimento de como
cada uma das variaveis influencia os resultados, mas também na possibilidade de verificacdo
de diferentes condicdes de andlise. Na dinamica dos fluidos computacional, do inglés Compu-
tational Fluids Dynamics (CFD), as metodologias numéricas sdo meios centrais de solucdo.

A dinamica dos fluidos computacional é um ramo da ciéncia que emprega métodos numéri-
cos e computacionais para a solucao dos modelos matematicos que descrevem os escoamentos
dos fluidos (SOUSA; MOREIRA; PAULA, 2019). Dado o amplo nimero de aplicacdes industriais
e de escoamentos encontrados na natureza, a CFD tem ganhado vasta importancia nos estu-
dos e pesquisas. A obtencao de resultados computacionais cada vez mais confiaveis para um
numero maior de aplicacGes tem sido um dos grandes desafios. Em particular, na CFD, muitos

esforcos s3o aplicados na busca pela alta acurdciat

nos resultados das simulacoes. Conside-
rando a aplicacao de condicGes de contorno em geometrias complexas, obter resultados mais
acurados é ainda mais desafiador (MARIANO et al., 2022).

O comportamento da dindmica de um fluido homogéneo sujeito a um campo de forcas
externo é descrito com as equacdes da fluidodinamica, as quais foram deduzidas a partir da
Segunda Lei de Newton, juntamente com o Principio de Conservacao de Massa. Por se trata-
rem de equacées diferenciais parciais ndo lineares de segunda ordem, a obtencdo de solucdes
para geometrias arbitrarias e condicGes de contorno gerais é dificultosa, estando a teoria mate-
matica desta classe de equagdes ainda ndo totalmente desenvolvida, segundo Fortuna (2020).

As equacdes da fluidodindmica podem ser resolvidas numericamente utilizando os métodos

das diferencas finitas, volumes finitos, elementos finitos, métodos espectrais, entre outros. De-

1A acuricia esta relacionada 3 magnitude do erro, ou seja, o quanto a solucio numérica difere da solucio

exata em um Gnico nivel de refinamento. Quanto menor for o erro, mais acurada é a soluc3o.
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pendendo do tipo de escoamento que se queira resolver, uma dessas técnicas numéricas pode
se adequar melhor do que outras (MALISKA, 2004).

A busca por métodos mais acurados para a resolucdo das equacdes da fluidodinamica é de
grande interesse para pesquisadores de CFD. Segundo Mariano et al. (2022), certos fenémenos
fisicos s6 podem ser devidamente capturados por esquemas de alta ordem de convergéncia,
permitindo uma solucao mais fiel a fisica do problema. Métodos com ordem de convergéncia
numérica superior a dois ja sdo considerados de alta ordem. Essas metodologias possuem
alta taxa de convergéncia® e, embora sejam computacionalmente mais caras que os métodos
de baixa ordem, conseguem representar melhor os fendomenos fisicos para o0 mesmo nivel de
refinamento. A principal dificuldade na obtenc3o dessa acuracia é o custo computacional®
envolvido. Metodologias classicas de alta ordem, como diferencas finitas, volumes finitos de
alta ordem e esquemas compactos, sao onerosas devido ao tamanho do esténcil e a necessidade

de resolver grandes e numerosos sistemas lineares (NASCIMENTO et al., 2024).

1.1 METODOS ESPECTRAIS E FRONTEIRA IMERSA

Dentre as metodologias de alta ordem, os métodos espectrais, caracterizados por expandir
a solucao em termos de séries truncadas de funcoes de aproximac3o globais das variaveis inde-
pendentes (séries de Fourier, séries de polindmios de Chebyshev ou Legendre), possuem grande
destaque. Para Canuto et al. (2006), as metodologias espectrais sdo as melhores alternativas
para resolver, com alta acuracia, Equac¢des diferenciais parciais (EDPs) sobre dominios simples
e regulares.

Na Fig. 1, é apresentado um esboco de como as metodologias espectrais utilizam os pontos
da discretizacdo do dominio (representados pelos circulos fechados) para calcular uma derivada
em uma determinada posicdo (indicada pelo circulo aberto), em comparacdo com os métodos
classicos (BOYD, 2001). Observa-se que, nos métodos espectrais, todos os pontos do dominio
sdo considerados no calculo. Em contraste, no método de diferencas finitas de segunda ordem,
assim como no método dos volumes finitos, apenas os nds vizinhos da posicdao de interesse
sao utilizados. Da mesma forma, o método dos elementos finitos emprega apenas os nds

pertencentes a um elemento.

2 A taxa de convergéncia é o qu3o rapido os erros entre a solucdo real e a solucdo numérica decrescem com

o refinamento da malha.
O custo computacional refere-se ao tempo de processamento (uso da CPU), ao armazenamento de dados
no disco rigido e ao uso da meméria RAM do computador.

3
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Figura 1 — Comparacdo de discretizacdo utilizando trés tipos de métodos

Método Espectral

P S S P,

Método de Elementos Finitos

Fonte: Adaptada de BOYD (2001)

Por utilizar todos os pontos da discretizacao do dominio, as metodologias espectrais obtém
o maximo de informacao possivel para calcular uma derivada. Elas proporcionam mais de
10 digitos de acuracia, permitindo a obtencdo de solucdes satisfatérias com menos pontos
na malha em comparacdo com metodologias classicas. Segundo Moreira (2011), essa alta
acuracia € alcancada sempre que a solucdo for suficientemente simples e suave, como dominios
retangulares ou circulares, sem a presenca de mudancas abruptas, como ondas de choque ou
outras descontinuidades.

Para conciliar a alta acuracia necessaria nas modelagens com um custo computacional mais
eficiente, destaca-se o Método pseudoespectral de Fourier (MPEF). Este método espectral
possui uma taxa de convergéncia elevada, oferece grande acuracia (erro de maquina) e é
altamente eficiente computacionalmente. O menor custo computacional dessa abordagem esta
diretamente relacionado ao uso da transformada rapida de Fourier, Fast Fourier Transform
(FFT), desenvolvida por Cooley e Tukey (1965). Este algoritmo resolve a Transformada discreta
de Fourier (DFT) de maneira eficaz, utilizando um procedimento conhecido como rotacdo de
bit, o que torna a solucdo de EDPs eficiente e acurada. Na Figura 2 compara-se o custo
computacional da transformacao de uma funcao para o espaco espectral de Fourier utilizando
a DFT e a FFT. Observa-se que ao empregar a FFT, o nimero de operacdes é reduzido de
O(N?) para O(N log, ), onde N representa o niimero de pontos no dominio discreto e O é
a ordem de grandeza.

Outro fator que torna a utilizacdo do método pseudoespectral de Fourier atrativo em pro-
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Figura 2 — Comparac3o do custo computacional entre a DFT e a FFT
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Fonte: MARIANO (2011)

blemas de CFD é ao resolver as equacdes de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis,
pois ao serem transformadas para o espaco espectral de Fourier, tornam-se independentes do
termo de pressdo, devido a aplicacdo do método de projecdo do gradiente transformado (CA-
NUTO et al., 2006; SILVEIRA-NETO, 2020). Com isso, elimina-se a necessidade de resolver sis-
temas lineares, substituindo o calculo da equacao de Poisson, usado para acoplar pressao e
velocidade, por um produto vetor-matriz, que é computacionalmente mais rapido (MARIANO
et al., 2022).

Todavia, apesar dessas vantajosas caracteristicas, a aplicacao do MPEF com alta ordem de
convergéncia aliada ao baixo custo computacional esta restrita a problemas com condicdes de
contorno periddicas. Ainda, como comentado por Mariano (2011), técnicas numéricas basea-
das nos Métodos Espectrais podem apresentar desvantagens quando aplicadas em problemas
envolvendo geometrias complexas, levando em conta que o uso de transformacdes suaves de
um dominio complexo para um computacional simples, bem como a utilizacdo de filtros nu-
méricos, nem sempre s3o suficientes para recuperar a alta acuracia perdida. O autor, entdo,
investiu em uma metodologia que conseguisse resolver escoamentos sobre geometrias comple-
xas com aplicacdo de métodos de alta ordem para quaisquer condicdes de contorno (KINOSHITA
et al., 2016).

O tratamento de escoamentos sobre geometrias complexas é um desafio em CFD, posto
que as técnicas existentes geralmente apresentam baixa acurdcia quando aplicadas a este

tipo de problema. Os métodos utilizados para resolucdo de escoamentos sobre geometrias
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com um alto nivel de detalhamento requerem malhas nao estruturadas, além da utilizacao
de técnicas de remalhagem, acarretando aumento no custo computacional e necessidade de
uma implementacdo numérica complexa, de acordo com Kinoshita et al. (2016). Os autores
comentam que, buscando contribuir para a resolucdo deste problema, tem-se desenvolvido,
alternativamente, as metodologias baseadas no conceito de fronteira imersa.

Mariano et al. (2010) associaram o MPEF ao Método da fronteira imersa (MFI), uma
metodologia reconhecida por viabilizar a modelagem e a solucao de problemas de qualquer
complexidade, mobilidade e deformabilidade geométrica, utilizando malhas cartesianas. Essa
associacao eliminou a principal limitacio do MPEF, que exige condicdes de contorno perio-
dicas, permitindo sua aplicacdo também a escoamentos sobre geometrias complexas e/ou
moéveis. Com a metodologia hibrida, as equacdes da fluidodindmica sdo resolvidas pelo mé-
todo pseudoespectral de Fourier, enquanto as condicdes de contorno fisicas sdo impostas
por meio do termo fonte de forca da fronteira imersa, possibilitando a aplicacdo do método
pseudoespectral de Fourier a problemas nao peridédicos. Essa metodologia foi desenvolvida no
Laboratério de Mecanica dos Fluidos da Universidade Federal de Uberlandia (MFLab) e fi-
cou conhecida como IMERSPEC, tendo sido validada para diferentes escoamentos complexos,
como jatos em desenvolvimento espacial (MOREIRA, 2011), escoamentos bifasicos (VILLELA,
2015), transferéncia de calor (KINOSHITA, 2015) e interacdo fluido-estrutura (NASCIMENTO,
2016).

1.2 ESCOAMENTOS TURBULENTOS

A maior parte dos escoamentos observados na natureza e em aplicacoes praticas sao tur-
bulentos. Segundo a definicdo de Versteeg e Malalasekera (2007), escoamentos turbulentos
apresentam um perfil cadtico e aparentemente aleatério, com velocidade e pressio mudando
continuamente ao longo do tempo. Esses escoamentos sao caracterizados principalmente pela
multiplicidade de estruturas turbulentas, onde as maiores representam as baixas frequéncias,
controladas pela geometria que as geram, e as menores representam as altas frequéncias, limi-
tadas pelo nimero de Reynolds (SILVEIRA-NETO, 2020). Esse perfil é atingido a partir de certo
valor do Nimero de Reynolds, quando as forcas viscosas se tornam imperceptiveis em relacdo
as inerciais. A turbuléncia é um tépico de grande relevancia em diversos setores da engenharia.
O escoamento de ar préximo a superficie terrestre, onde a rugosidade é extremamente variavel,

é importante, por exemplo, para a previsao do potencial e do dimensionamento de transfor-
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madores de energia em parques edlicos (SILVA, 2018a). Além disso, o estudo da turbuléncia é
essencial para a aerodindmica de aviGes e navios em movimento, influenciando diretamente o
desempenho e a eficiéncia energética desses veiculos (PINTO, 2015). Outro exemplo prético é o
bombeamento de dgua para cidades, onde a turbuléncia afeta a perda de carga nas tubulacoes
e a eficiéncia dos sistemas de distribuicdo (PINHEIRO et al., 2015). Na inddstria petrolifera, a
turbuléncia também desempenha um papel fundamental na extrac3do e transporte de petréleo,
impactando processos como a mistura de fases e a deposicdo de particulas em dutos (OCHIENG
et al., 2022).

A fim de verificar, através de um critério numérico, se determinado escoamento é classi-
ficado como turbulento, utiliza-se o nimero de Reynolds, parametro que relaciona os efeitos
advectivos e difusivos de quantidade de movimento linear. Quanto mais influentes forem os
efeitos advectivos, maior serd o grau de instabilidade e, consequentemente, o escoamento
tendera a apresentar um maior grau de turbuléncia. Por outro lado, quanto maiores forem os
efeitos difusivos, maior sera a inibicao dessas instabilidades, fazendo com que o escoamento
tenda a ser laminar (FILHO, 2006). Na Fig. 3, apresentada por Skrbek e Vinen (2009), é pos-
sivel verificar que, em escoamentos laminares, as perturbacdes s3o inibidas até a situacdo de
equilibrio, enquanto em escoamentos turbulentos, qualquer perturbacao injetada é amplificada,
tornando o sistema naturalmente instavel.

Figura 3 — Regimes de escoamento laminar e turbulento
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A principio, as equacdes de Navier-Stokes, juntamente com a equacdo da continuidade,

descrevem tanto os escoamentos laminares quanto os turbulentos, sem a necessidade de in-
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formacdes adicionais. Entretanto, quanto maior o nimero de Reynolds, mais amplo se torna o
espectro de energia associado. Para calcular esse espectro, é necessario utilizar malhas extre-
mamente finas, com espacamentos e passos de tempo da ordem do comprimento caracteristico
de Kolmogorov, o que, segundo Klein (2007), é muito menor que o menor volume finito de uma
malha que poderia ser utilizada, na pratica, em andlises computacionais em niveis industriais.
Ao resolver as equacdes da fluidodinamica diretamente, utilizando métodos como a Simulacao
Numérica Direta (Direct Numerical Simulation (DNS)), sdo necessarios esquemas de discre-
tizacdo espacial e temporal de alta ordem, que ndo imponham difusdao numérica ao calculo.
Além disso, exige-se o uso de condicoes de contorno apropriadas, com niveis de perturbacao
especificos para cada caso.

Reynolds apresentou uma alternativa viavel para o tratamento da turbuléncia, ao observar
que as propriedades dos escoamentos turbulentos poderiam ser descritas pela superposicao de
um termo flutuante a um valor médio, sugerindo que os campos presentes nas equacdes de
balanco fossem divididos em componentes médias e flutuantes, turbulentas (WHITE, 2006).
Esse processo resulta em uma nova equacao, na qual os efeitos do campo turbulento estdo
isolados dos termos descritivos do escoamento médio, o que, consequentemente, dd origem
a um namero de variaveis dindmicas independentes maior do que o nimero de equacoes dis-
poniveis. Isso caracteriza um problema matematicamente indeterminado, que ficou conhecido
como problema do fechamento na turbuléncia e que deu origem aos chamados modelos de
fechamento da turbuléncia (KLEIN, 2007).

O uso das variaveis médias reduz drasticamente os recursos computacionais requeridos, fun-
cionando como uma espécie de filtragem que elimina as flutuacdes das variaveis dependentes.
Isso permite o uso de malhas muito menos refinadas e a adocdo de hipéteses simplificadoras,
como escoamento bidimensional (DESCHAMPS, 2002). No entanto, esse processo introduz um
novo termo nas equacOes de Navier-Stokes, resultante das interacdes entre as flutuacées no
campo de escoamento. Este termo representa a média do produto das flutuacdes de veloci-
dade e é denominado tensor de Boussinesg-Reynolds, que traduz a transferéncia adicional de
quantidade de movimento causada pela turbuléncia.

O desenvolvimento dos modelos de turbuléncia baseia-se no conceito de viscosidade tur-
bulenta, que relaciona as contribuicoes da turbuléncia na transferéncia da quantidade de mo-
vimento as taxas de deformacdo do escoamento médio, ou na modelagem da equacdo de
balanco do tensor de Boussinesq-Reynolds. Deschamps (2002) considera que o grau de pre-

cisdo dos modelos de turbuléncia depende, sobretudo, da validade das hipéteses consideradas
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na sua concepcdo. O autor destaca que o desenvolvimento desses modelos estd, portanto,
necessariamente associado a uma compreensdo fenomenolégica do problema estudado.

No presente trabalho, propde-se avaliar a aplicabilidade e a potencialidade da metodo-
logia IMERSPEC na simulacdo de escoamentos turbulentos. Nesse contexto, incorpora-se a
metodologia IMERSPEC o modelo de turbuléncia de Spalart-Allmaras, reconhecido por sua
capacidade de capturar fendmenos turbulentos de forma eficaz em diversos escoamentos sobre
diferentes geometrias. O modelo de Spalart-Allmaras é amplamente utilizado devido a sua
simplicidade computacional e a sua eficacia na simulacao de escoamentos com gradientes de
velocidade pronunciados e em geometrias complexas, tornando-o uma escolha apropriada para
aplicacdes industriais e praticas.

A utilizagdo desse modelo em simula¢cdes bidimensionais (2D) é justificada pela necessidade
de validar a metodologia em configuracdes mais simples antes de avancar para casos tridimen-
sionais mais complexos. As simulacGes bidimensionais permitem um controle mais eficiente
dos parametros e facilitam a andlise dos resultados, garantindo que o modelo de turbuléncia
seja adequado para capturar os fenomenos fisicos relevantes. Além disso, a validacdo em 2D
serve como um passo fundamental para a eventual expansao para simulacdes tridimensionais,

onde o comportamento turbulento é ainda mais complexo de modelar.

1.3 OBJETIVOS

No presente trabalho propGe-se a expansao da metodologia IMERSPEC para a realizacdo
de simulacdes baseadas nas médias de Reynolds para as equacdes de Navier-Stokes, do inglés,
Reynolds Averaged Navier-Stokes (RANS). Esse método fundamenta-se nas médias das pro-
priedades do escoamento e em como as flutuacoes impactam sobre elas, sendo uma alternativa
pratica para a simulacdo de escoamentos em altos nimeros de Reynolds. Mais especificamente,
este estudo visa explorar como a combinacdo da metodologia IMERSPEC com o modelo de
fechamento da turbuléncia de Spalart-Allmaras pode contribuir para simulacbes acuradas e
eficientes de escoamentos turbulentos. Essa abordagem possibilita investigar ndo apenas os
aspectos macroscépicos do escoamento, mas também as interacdes entre o fluido e a super-
ficie sélida, fundamentais para diversas aplicacoes praticas e industriais. A verificacao desta
capacidade sera realizada utilizando resultados de simulacées DNS e experimentais disponiveis

na literatura.
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1.3.1 Objetivos especificos

» Implementar as Equacdes da fluidodindmica médias de Reynolds no IMERSPEC;
= Implementar o modelo de Spallart-Almaras no IMERSPEC;

» Verificar as implementacdes realizadas, utilizando o método das Solucées Manufatura-

das;

= Validar as implementacdes realizadas comparando-as com outros trabalhos da literatura,
especialmente, com trabalhos de Simulacdes Numéricas Diretas (DNS) sobre geometrias

simples;

= Validar as implementacdes realizadas comparando-as com outros trabalhos da literatura,

sobre geometrias complexas, especialmente, escoamentos sobre cilindros e aerofélios.

1.4 JUSTIFICATIVA

A importancia desse trabalho vincula-se a crescente necessidade do uso de metodologias
numérico-computacionais para simulacdoes e modelagens, a fim de elaborar projetos eficientes
e confiaveis. Essas anélises, quando bem ajustadas e com alto nivel de confiabilidade, garan-
tem resultados precisos utilizando técnicas de Dindmica dos Fluidos Computacional (CFD).
A identificacdo dos fendémenos fisicos subjacentes aos eventos estudados e a aplicacdo de
ferramentas matematicas para modela-los sdo fundamentais para obter resultados criveis e,
consequentemente, Uteis para embasar decisbes essenciais ao longo do desenvolvimento de um
determinado projeto.

Apesar dos avancos recentes na simulacao direta de escoamentos turbulentos, o conceito
de média de Reynolds e a modelagem da turbuléncia associada para fechamento continuam
sendo as principais ferramentas praticas em simulacoes de engenharia.

A escolha do modelo de Spalart-Allmaras, combinado com a metodologia IMERSPEC, visa
alcancar simulacGes precisas e eficientes de escoamentos turbulentos a nimeros de Reynolds
elevados, expandindo a aplicabilidade da metodologia para uma gama mais ampla de problemas
de engenharia e contribuindo para o avanco das técnicas de simulacdo numérica em dinamica

dos fluidos.
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Embora se tenha obtido resultados coerentes de escoamentos utilizando a metodologia
IMERSPEC, até o momento, n3o se avancou em escoamentos com nimeros de Reynolds
elevados sobre geometrias complexas, pois ha necessidade de se representar adequadamente
a turbuléncia. Portanto, justifica-se o presente trabalho com a implementacdo das equacdes
URANS juntamente com o modelo de turbuléncia Spalart-Allmaras para realizar simulacoes

de escoamentos turbulentos sobre objetos complexos utilizando a metodologia IMERSPEC.
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2 REFERENCIAL TEORICO

A modelagem matematica do movimento de fluidos e de seus efeitos é bastante complexa
devido a riqueza da fisica envolvida, a vasta faixa de variacdo das propriedades de cada fluido e,
sobretudo, as fortes ndo-linearidades inerentes ao comportamento de liquidos e gases. Solucdes
analiticas para as equacoes da fluidodinamica sé foram determinadas para uma classe limitada
de problemas, adotando vérias hipéteses simplificadoras que podem conduzir a resultados
inadequados para os interesses da engenharia (SANTIAGO, 2008). Mesmo as equacdes da
camada limite, obtidas com as simplificacdes de Prandtl, e as equacdes de Euler, derivadas
pela eliminacdo dos efeitos viscosos, ainda ndo possuem solucao analitica conhecida.

Para Fortuna (2020), esta é a razdo que leva a utilizagdo de ensaios experimentais, como
testes em tlneis de vento ou em tanques d'agua, na andlise dos fenémenos fluidodindmicos.
Esse tipo de investigacao, contudo, possui limitacdes de custo, tempo e equipamento, sendo
comum a realizacido de medidas em apenas alguns pontos da regido de interesse, o que pode ndo
ser sempre satisfatorio. O autor elenca dois pretextos que limitam o tratamento experimental: o
fato de que o fenémeno em estudo nem sempre é passivel de reproducao em laboratério, mesmo
em nivel reduzido, como na previsao do tempo; e o custo e o tempo da montagem experimental,
que podem ser proibitivos, como no estudo da aerodindmica de aviGes em tiineis de vento de
altas velocidades, que sdo caros de operar. Assim, as solucdes numérico-computacionais passam
a ter fundamental importancia. Com o advento e desenvolvimento da computacdo cientifica,
estas solucoes tiveram grandes avancos nas ultimas décadas.

O regime turbulento é predominante nos escoamentos, uma vez que pequenas pertur-
bacdes injetadas sdo naturalmente amplificadas, gerando instabilidades que os conduzem a
transicdo. Utilizando as definicdes propostas por Silveira-Neto (2020), a turbuléncia é caracte-
rizada principalmente pela irregularidade, alta difusibilidade e pelas flutuacdes tridimensionais
da vorticidade. Este fenémeno ocorre em altos nimeros de Reynolds, sendo altamente trans-
formativo, imprevisivel e continuo. A predicdao deterministica dos escoamentos turbulentos é
desafiadora, sendo o uso de ferramentas estatisticas a abordagem predominante para analise.

Silveira-Neto (2020) considera a turbuléncia, assim como a transi¢do da turbuléncia a
partir de um regime laminar, um dos temas mais pesquisados na Mecanica dos Fluidos. Isso
evidencia as dificuldades inerentes a esse tema, cuja compreensdo completa ainda representa

um dos grandes desafios da fisica moderna.
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2.1 A TURBULENCIA NOS FLUIDOS

2.1.1 Aspectos histéricos

O estudo de fendmenos fisicos envolvendo fluidos é uma atividade que vem sendo desenvol-
vida had muitos séculos. Por estarem comumente presentes na natureza, como em fenémenos
relacionados a propagacdo de ondas na atmosfera e nos oceanos, nos escoamentos em rios
e em canais, em fendmenos climaticos como ventanias e chuvas, entre outros, sempre foram
objetos de observacdo e curiosidade humana. Fortuna (2020) salienta que, historicamente,
pesquisadores de mecanica dos fluidos examinaram o comportamento desses fenémenos expe-
rimentalmente muito antes de aborda-los de forma matematica, o que explica o desenvolvi-
mento da hidraulica, que trata do movimento de liquidos confinados ou em escoamento em
tubos, canais e outros dispositivos, antes da hidrodinamica, que determina as relacoes entre
o movimento dos fluidos e as forcas que o provocam.

Através das leis de Newton, o matematico suico Leonard Euler deduziu as equacdes de
movimento dos fluidos, as chamadas equacdes de Euler. No entanto, a formulacao mais robusta
e completa das equacSes de movimento dos fluidos, que inclui os efeitos de viscosidade, evoluiu
a partir dos trabalhos de Augustin-Louis Cauchy, que estabeleceu a base matematica para a
formulacdo moderna do continuo. Subsequentemente, as equacSes de Navier-Stokes ganharam
forca no século XIX, com contribuicdes pioneiras de Claude-Louis Navier, em 1822, Simeon
Poisson, em 1829, e George Stokes, em 1845. Segundo Santiago (2008), foi ainda neste
século, e no inicio do século XX, que a mecanica dos fluidos experimentou um grande avanco,
especialmente na area de aerodindmica, impulsionada pelo interesse em projetar maquinas
voadoras. O desenvolvimento do motor a combust3o interna incentivou novas pesquisas sobre
escoamentos externos, resultando nos primeiros perfis aerodinamicos e nas primeiras teorias
sobre a camada limite e a turbuléncia.

O estudo matematico dos escoamentos turbulentos foi impulsionado por Claude-Louis
Navier, que deduziu suas equacdes com base nas equacdes de Cauchy para descrever o com-
portamento de fluidos. Ele introduziu uma descricdo molecular para justificar a interacdo entre
as particulas do fluido, antes mesmo da apresentacao clara do conceito de tensdes cisalhantes
nos fluidos. Embora suas premissas moleculares tenham sido questionadas, Navier é ampla-
mente reconhecido pelo seu resultado classico (FREIRE, 2019). O conceito de tensdes internas

viscosas foi formalmente introduzido por Saint-Venant, que, em sua obra de 1843, revisou as
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equacoes de Navier, argumentando que a viscosidade é proporcional ao gradiente de veloci-
dade do escoamento. George Stokes, em 1845, forneceu uma nova deducdo das equacles de
movimento, considerando as forcas viscosas internas e aplicando argumentos de continuidade
para mostrar que as equacoes de movimento de um corpo elastico e de um fluido viscoso sdo
semelhantes (FREIRE, 2019).

Osborne Reynolds, em 1883, na sua classica investigacdo de escoamentos no interior de
tubos, estipulou a existéncia de dois regimes de escoamentos distintos e fundamentais, o
laminar e o turbulento. Determinou também a existéncia de um parametro de controle da

transicdo, que ficou conhecido posteriormente como niimero de Reynolds (Eq. 2.1),

Re = —, (2.1)

onde U é a velocidade caracteristica, d é o comprimento caracteristico e v é a viscosidade
cinematica do fluido. Outra contribuicao importante feita por Reynolds foi a formulacdo da
nocdo de campos médios e flutuantes em escoamentos turbulentos, desenvolvendo um modelo
tedrico fundamental para a analise desses escoamentos, que ainda hoje constitui o estado da
arte (SILVEIRA-NETO, 2002a).

Contemporaneo de Reynolds, Boussinesq percebeu a formacao de estruturas turbilhonares
por meio da acdo da viscosidade. Diferente do que consideravam Navier e Stokes, o cientista
constatou que a acao da viscosidade dependia ndo apenas do fluido, mas também da posicdo
dentro do escoamento e da taxa de turbuléncia do mesmo (agitacdo turbilhonar), o que foi
apresentado em seu trabalho de 1877. Para Freire (2019), o mérito essencial de Boussinesq no
desenvolvimento de uma teoria para a turbuléncia foi o reconhecimento do problema de base,
algo que seus predecessores tiveram dificuldades em perceber.

A partir dos trabalhos de Prandtl e von Karman, no periodo de 1920-1930, os métodos
baseados em constantes empiricas, capazes de melhor aproximar as solucoes para perfis médios
de velocidade, foram desenvolvidos (SILVEIRA-NETO, 2002a). Em particular, Prandtl iniciou a
era moderna da mecanica dos fluidos com sua teoria de camada limite. Freire (2002) cita como
principais contribuicdes de Prandtl a teoria do comprimento de mistura, a distribuicao logarit-
mica da velocidade, a lei do atrito, a especificacdo de modelos diferenciais de fechamento para
a turbuléncia considerando a equacdo da energia cinética turbulenta, e a descricio de escoa-
mentos sobre superficies rugosas. Apés Prandtl, numerosas hipéteses mais complexas foram

levantadas para modelagem da transferéncia de quantidade de movimento pelas flutuacoes
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turbulentas (POPE, 2000).

2.1.2 Modelagem da turbuléncia

Uma das caracteristicas mais importantes de um escoamento turbulento é a multiplicidade
de estruturas que o caracteriza (SILVEIRA-NETO, 2020). Esta multiplicidade de estruturas re-
presenta também o nimero de graus de liberdade de um escoamento turbulento, o qual pode
ser estimado a partir do nimero de Reynolds, conforme a Eq. 2.2, onde L é o comprimento

caracteristico e [; € o comprimento de Kolmogorov, menor estrutura da turbuléncia.

N}

LN\? :
Ngl = <> = RGL .
lq

Percebe-se pela Eq. 2.2 que quanto maior o nimero de Reynolds, maior serd o nimero

(2.2)

de graus de liberdade do escoamento. Verifica-se que, mesmo para um modesto nimero de
Reynolds, Re = 4000, o calculo explicito de todos os graus de liberdade, N, = 127.243.316,
requer resolver sistemas lineares com 10® equacdes simultaneas.

A Simulacdo Numérica Direta (DNS) tem por objetivo resolver numericamente todos os
graus de liberdade ou todo o espectro de energia associado ao escoamento, sem recorrer
a modelagem matematica em qualquer nivel. Como resultado, ndo ha necessidade de fazer
hipéteses para a modelagem da turbuléncia ou estabelecer correlacoes empiricas. Com uma
malha suficientemente refinada e métodos numéricos que minimizem dispersao e difusdo, os
resultados obtidos com DNS s&o altamente fiéis a fisica do escoamento (SILVA, 2018b).

Silva (2018b) observa que, atualmente, a DNS é aplicavel apenas a escoamentos simples e
com nimeros de Reynolds baixos a moderados. No entanto, essa técnica tem sido amplamente
adotada em estudos académicos e demonstrado ser uma ferramenta excelente para o estudo
da dindmica da turbuléncia (KORHONEN et al., 2023; DOMINGO; VERVISCH, 2023; ZHANG et al.,
2024).

Para possibilitar o célculo de escoamentos em geometrias mais complexas e para lidar com
nimeros de Reynolds elevados, é necessario reduzir o nimero de escalas resolvidas, utilizando a
simulacdo de grandes escalas, Large eddy simulation (LES), ou até mesmo adotar modelagens
que cubram todas as escalas, utilizando a simulacdo das equacdes médias de Reynolds, RANS.
Dessa forma, é possivel reduzir o custo computacional, embora isso envolva compromissos na

representacdo dos fendmenos fisicos da turbuléncia.
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As técnicas de solucdo RANS s3o utilizadas para resolver as equacdes médias que modelam
o espectro completo das estruturas turbulentas em um escoamento. Essas equacdes introduzem
nove novas incognitas, tornando o problema matematicamente indeterminado. Para resolver
esse conjunto de equacdes, é necessario modelar esses novos termos ou derivar equacdes de
transporte para eles. A modelagem desses termos adicionais segue a hipétese de Boussinesq,
que introduz o conceito de viscosidade turbulenta. De acordo com essa hipotese, as tensGes
de Reynolds sdo proporcionais ao tensor taxa de deformac3o (parte simétrica do gradiente de
velocidade), de maneira semelhante as tensGes viscosas. A viscosidade turbulenta representa
o coeficiente de proporcdo entre esses tensores e é fundamental para o fechamento do sistema
de equacdes (BISTAFA, 2024).

Silva (2018b) relata que os modelos RANS baseados na hipdtese de Boussinesq sdo em-
piricos e variam consideravelmente dependendo do tipo de escoamento analisado. Além disso,
esses modelos produzem tensdes de Reynolds isotrépicas, embora seja sabido que essas tensoes
sao anisotrépicas em escoamentos préximos a superficies sélidas. Exemplos desses modelos in-
cluem as formulacdes propostas por Spalart e Allmaras (1994) e Menter (1994), entre outros.
Apesar de sua simplicidade e empirismo, esses modelos sao mais economicos em termos de
custo computacional e geralmente convergem mais rapidamente que modelos mais complexos.

Modelos de turbuléncia que n3o utilizam a hipdtese de Boussinesq podem ser desenvolvi-
dos escrevendo equacdes de transporte para as tensdes de Reynolds e para a energia cinética
turbulenta. Esses modelos sao mais completos que os baseados na hipétese de Boussinesq,
pois permitem determinar a anisotropia das tensdes de Reynolds, oferecendo uma represen-
tacdo mais precisa da turbuléncia. No entanto, na pratica, esses modelos s3o mais caros
computacionalmente, apresentam problemas de convergéncia e exigem uma malha muito mais
refinada (SILVA, 2018b).

Em todos os modelos de turbuléncia RANS, os coeficientes de ajuste sdo determinados
por calibracdo experimental, o que os restringe as classes especificas de escoamentos para
as quais foram validados. Esses modelos possuem aplicabilidade robusta em geometrias com-
plexas, como destacado por Silva (2018b). Contudo, o comportamento das grandes escalas
do escoamento varia significativamente com base nas condicoes de contorno e iniciais, im-
possibilitando uma modelagem uniforme desses efeitos em escoamentos muito distintos. Essa
limitacdo tem impulsionado o interesse por abordagens alternativas, como a LES.

Uma forma de classificar os modelos de turbuléncia é pelo nimero de equacdes de trans-

porte que eles empregam. Esses modelos variam desde aqueles que ndo utilizam equacdes de
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transporte, os quais utilizam modelos algébricos, até modelos que utilizam multiplas equacdes
de transporte, dependendo do nimero de grandezas transportadas (SILVEIRA-NETO, 2020).
Os modelos de zero equacdes de transporte sdo uma familia baseada na hipétese do com-
primento de mistura de Prandtl. A maioria dos modelos sub-malha utilizados para Simulacdo
de Grandes Escalas pertence a essa categoria (SILVEIRA-NETO, 2002b). Nos modelos de uma
equacdo, uma equacdo diferencial de transporte é resolvida para uma determinada propriedade
turbulenta, normalmente a energia cinética turbulenta (%), enquanto uma segunda propriedade
turbulenta, geralmente um comprimento de escala turbulento, é expressa por uma equacao
algébrica. Os modelos a duas equacGes apresentam duas equacdes diferenciais de transporte
de propriedades turbulentas, que sdo quantidades independentes diretamente relacionadas com
as escalas de comprimento e tempo. Esses modelos devem ser formulados com uma viscosi-
dade turbulenta anisotrépica, propriamente invariante e que seja nao linear nos gradientes da

velocidade média (KLEIN, 2007).

2.1.2.1 Modelo k — ¢

O modelo de fechamento da turbuléncia £ —e modela a turbuléncia utilizando duas varidveis
de balanco: a energia cinética turbulenta (k) e a taxa de transformac3o (€) da energia cinética
turbulenta (k). Proposto por Launder e Spalding (1974), esse modelo expandiu a ideia original
de Chou (1945), buscando obter equacdes de transporte precisas para essas grandezas. Wilcox
(1993) detalha os fundamentos e aplicacdes desse modelo, destacando suas contribuicdes para

a andlise e simulacao de escoamentos turbulentos. As equacdes modeladas para k e € sao:

O(pk)  9O(puik) 0 < ut) Ok
o " om LT e (W) o | (23)
dpe)  Opue) ., ¢ e 0 ( ,ut> Oe e Ok Ok
o + O, —015%13 0250?4‘87% /L‘i‘;g 87[:] 530%87%87%7 (2.4)

onde p é a massa especifica do fluido, u; sdo as componentes da velocidade média, P é
a producao de energia cinética turbulenta, 1 é a viscosidade dinamica do fluido e u; é a
viscosidade turbulenta.

Os valores das constantes para o modelo k — ¢ padrao foram determinados por Launder

e Spalding (1974). Estes valores foram calibrados para representar o equilibrio da camada
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logaritmica e o decaimento da energia cinética turbulenta em um escoamento uniforme. As
constantes obtidas sdo C'. = 1,44, C5. = 1,92, C,, = 0,09, 0, = 1,0 e 0. = 1, 3.

O modelo de fechamento da turbuléncia k—e padrdo foi um dos primeiros amplamente ado-
tados em programas comerciais de CFD durante a popularizacao dessa tecnologia. Entretanto,
suas limitacoes foram rapidamente identificadas. Uma critica significativa é sua propensdo a
gerar excesso de viscosidade turbulenta em escoamentos com gradientes adversos de pressao,
como ressaltado por Rodi e Scheuerer (1986). Esse excesso de difusdo turbulenta frequente-

mente resulta na subestimac3o de regides de recirculacdo previstas pelo modelo (LABOZETTO,

2016).

2.1.2.2 Modelos k —w ek —w SST

O modelo k& — w padréo foi proposto por Wilcox (1988) como uma extensdo das ideias
de Kolmogorov. Neste modelo, utiliza-se uma equacao para a taxa de dissipacdo turbulenta

especifica w, interpretada como a proporcdo de ¢ em k, sendo definida por w = 5. As
n

equacoes que descrevem o modelo s3o dadas por:

ok ok 0 ok

— — =P, — 3" — — 2.

T +U; o, e — B kw + oz, [(V—i-akyt) 8le , (2.5)
Oow Oow w 0 Oow
— — =a—P, — B+ — — 2.
T + U, o, ak e — Bw” + oz, [(V—I-awut) axj] , (2.6)

onde P é a taxa de producado de energia cinética turbulenta, v é a viscosidade cinematica, 14
é a viscosidade turbulenta, e oy, 0, o, 3, /* sdo constantes empiricas, calibradas de maneira
semelhante as constantes do modelo k — €. Os valores dessas constantes s3o: o = g = 0, 556,
B =2 =0,075 5*=0,09, 0, =3, 0, = 3.

O modelo k — w padrao apresenta resultados significativamente superiores na simulacdo
de escoamentos internos com gradientes adversos de pressao em comparacdo com o modelo
k — €. No entanto, uma deficiéncia critica foi prontamente identificada. Conforme observado
por Menter (1994), o modelo k—w padrdo é fortemente influenciado pela condi¢do de contorno
de w na corrente livre ao simular escoamentos externos. Quando valores muito baixos de w s3o

prescritos na corrente livre, hd uma previsao de viscosidade turbulenta excessiva nas regioes

superiores da camada limite.
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Menter (1994) propds uma modificacdo para modelo k —w incluindo um termo de difusdo
cruzada na equacao de w, atuando na regidao da camada limite préxima ao escoamento externo,
enquanto esse termo é ausente nas proximidades da parede. O modelo proposto é conhecido
como k —w SST (Shear Stress Transport). Este modelo utiliza uma funcdo, F'1, que garante

que F'1 — 0 quando y — oo e F'1 — 1 quando y — 0. A equacao de w é dada por:

ow ow v 0 ow
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onde o5 = 0, 856.
O modelo k — w SST é considerado o modelo de duas equacdes mais bem-sucedido no
sentido de representar uma ampla gama de escoamentos (LABOZETTO, 2016). Ele é a escolha

predominante em aplicacGes aeronauticas, devido a fisica envolvida nos escoamentos externos.

2.1.2.3 Modelos a uma equacdo e o modelo de Spalart-Allmaras

Uma das conclusdes de Rodi e Scheuerer (1986) foi que modelos com apenas uma equa-
cdo de balanco podem prever escoamentos com gradientes adversos de pressao de maneira
mais eficiente que o modelo k& — ¢ padrdo. Segundo Labozetto (2016), enquanto alguns pes-
quisadores preferem aumentar a complexidade na modelagem da turbuléncia visando maior
generalidade, outros optam por simplificar ao méximo os modelos. Na classe de modelos de
viscosidade de turbuléncia a uma equacdo, uma equacdo diferencial de balanco é resolvida
para uma quantidade turbulenta especifica (SILVEIRA-NETO, 2020). Esta quantidade pode ser
usada para determinar grandezas caracteristicas da turbuléncia, como comprimento e veloci-
dade, utilizadas na avaliacao da viscosidade turbulenta, que é proporcional a massa especifica

p, a flutuacdo de velocidade V;, e ao comprimento caracteristico L.
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O modelo de uma equacdo mais utilizado no passado assume a velocidade caracteristica
proporcional 3 raiz quadrada da energia cinética turbulenta (k'/2), resultando na férmula de

Kolmogorov-Prandt! (SILVEIRA-NETO, 2020):

py = pC, LEY?, (2.10)

onde yi; € a viscosidade turbulenta, p é a massa especifica, C, é uma constante de proporcio-
nalidade, L é o comprimento caracteristico, e k é a energia cinética turbulenta.

O campo de energia cinética turbulenta é determinado resolvendo-se a correspondente
equacdo diferencial de balanco. Esta equacdo é derivada a partir das equacdes de Navier-
Stokes, aplicando-se o produto escalar da equacao da quantidade de movimento com o vetor
velocidade u; e tomando-se a média temporal do resultado. Ao subtrair desta a equacdo da

energia mecanica instantanea, obtém-se a equacdo da energia cinética turbulenta (k):
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onde u; é a velocidade média na direcdo j; W é o tensor de Reynolds; u/p’ é a correlacio
pressao-velocidade; v é a viscosidade cinematica; e € é a poténcia especifica de transformacao
viscosa.

Na Eq. 2.11 existem termos de natureza complexa que necessitam ser determinados em
funcao de quantidades conhecidas ou que possam ser calculadas. Apds introduzidas hipdteses

adicionais, a forma modelada da equac3o da energia cinética turbulenta (2.11) passa a ser:
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Nessa perspectiva, Menter (1997) desenvolveu um modelo de fechamento de uma equacéo
para a viscosidade turbulenta a partir dos modelos £ — ¢ e £ — w. O modelo propde que a
turbuléncia consiste de pequenas estruturas turbilhonares que sao continuamente formadas e

dissipadas. Enquanto posteriormente Menter (1997) derivou seu modelo usando regras simples
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de célculo diferencial, Spalart e Allmaras (1994) chegaram a sua equacdo de balanco apenas
por argumentos dimensionais. Para o termo de dissipacado de turbuléncia, decidiram usar como
comprimento caracteristico a propria distancia da parede d obtida do modelo de comprimento

de mistura de Prandtl. A equacdo basica resultante é:

DVt (% 1 5) 81},5 8vt 2 Ut 2
— =+t —7—|n=—|+|z—| —Cu w() . 2.15
Dt ST g Oz, t@a:j b2 Oz, 1) d ( )
A partir da Eq. 2.15, as constantes e funcoes de amortecimento foram calibradas para que
uma viscosidade turbilhonar transformada, 7, relacionada com 14, tivesse uma lei de variacdo

linear entre a parede e a camada logaritmica (7 = ku*d). Dessa calibracdo resulta a equaco

de transporte definida na Eq. 2.16.
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onde a viscosidade turbulenta usada na hipotese de Boussinesq, v4, é dada por:

Vy = i}fyl, (217)
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A taxa média de deformacdo do escoamento, S, é definida em termos da magnitude do

tensor de vorticidade, €2:

1 8U2 auj
Q=5 <axj - ax) . (2.23)
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A funcao f,, é definida como unitéria na regido logaritmica da camada limite, amplificando
o efeito do termo relacionado a producdo de energia cinética turbulenta a medida que se

aproxima da parede, e tendendo a zero em regides mais afastadas. Sua definicdo é:

fo=9g|[1+ G é (2.24)
v 9%+ Cos 7 .
g =714 Cua(r® —r), (2.25)
1
r= g (2.26)

Finalmente, o modelo padrdo é fechado com as constantes:

2
cp1 = 0,1355, ¢ =0,622, o= 3 k=0,41,

1 1+
Cyl = ? + . y  Cw2 = Oa 37 Cw3 = 27()’ Cy1 = 77 1.

O modelo de fechamento da turbuléncia de Spalart-Allmaras foi desenvolvido principal-
mente para aplicacoes de fluidodinamica computacional na area aeroespacial, onde o escoa-
mento sobre superficies sélidas é crucial. Este modelo tem gerado bons resultados para es-
coamentos com gradientes adversos de pressdo e tem ganhado popularidade em estudos de

turbinas (SILVEIRA-NETO, 2020).

2.2 METODOS ESPECTRAIS

Os métodos de alta ordem tém recebido atencdo consideravel na comunidade cientifica nas
dltimas décadas devido ao seu potencial em proporcionar maior acuracia na solucdo numé-
rica. Embora apresentem um custo computacional mais elevado do que os métodos de baixa
ordem, eles permitem obter solucoes mais detalhadas para um mesmo nivel de refinamento
de malha, tornando-se vantajosos para a anélise de fendmenos complexos (NASCIMENTO et al.,
2024). Esses métodos sdo especialmente relevantes para a visualizacdo detalhada de estruturas
complexas, andlise de escoamentos turbulentos e geracdo de dados de referéncia (benchmark).

Na comunidade de CFD, diversos métodos de alta ordem foram desenvolvidos para lidar
com uma ampla gama de problemas. De acordo com Wang et al. (2012), no espectro de

precisdao, os métodos espectrais sdo reconhecidos como os mais acurados, enquanto esquemas
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de primeira ordem, como o método de Godunov, por exemplo, sao considerados os menos
acurados.

Os métodos espectrais sdo uma classe avancada de técnicas para resolver Equacdes Dife-
renciais Parciais (EDPs), que se baseiam na aproximacdo das solu¢des por polindmios. Eles
sao uma extensao dos esquemas de discretizacdo para EDPs, conhecidos como método dos
residuos ponderados (CANUTO et al., 2006). Esses métodos tém a capacidade de alcancar alta
acuracia, limitada apenas pela acuracia computacional. Teoricamente, isso é possivel devido a
habilidade de aproximar qualquer funcdo analitica com uma taxa de convergéncia exponencial
(CANUTO et al., 2006). Numericamente, a taxa de convergéncia da solucdo discreta em relacdo
a solucao exata é determinada pela regularidade da solucdo exata, o que justifica o crescente
interesse e aplicacao dos métodos espectrais na pesquisa cientifica e engenharia computacional.

Como todo método baseado em residuos ponderados, os métodos espectrais apresentam
duas classes de funcdes utilizadas em sua formulac3do: as funcGes de aproximacao e as funcdes
de ponderacao. As funcdes de aproximacao sdo usadas como funcdes de base para a expansao
em série (truncada) da solucdo, enquanto as funcdes de ponderacdo garantem que a equagdo
diferencial seja satisfeita da maneira mais precisa possivel pela expansdo em série. As escolhas
mais comuns para as funcoes de aproximacao incluem as séries de Fourier, os polinémios de
Legendre e os polindmios de Chebyshev (CANUTO et al., 1988).

A utilizacdo das séries de Fourier como funcdes de teste resultou no método espectral de
Fourier, que aproveita as propriedades vantajosas das transformadas de Fourier para resolver
equacdes diferenciais parciais (FIGUEIREDO, 2018). Historicamente, o método espectral de
Fourier foi desenvolvido na década de 1970, quando o uso de séries de Fourier truncadas para
discretizar problemas com condicGes de contorno periddicas foi combinado com o ent3o recente
algoritmo Fast Fourier Transform (FFT), de Cooley e Tukey (1965). Este algoritmo possibilitou
o célculo das transformadas de Fourier com um custo computacional significativamente menor
em comparagdo com a técnica conhecida como Discrete Fourier Transform (DFT).

Apesar das vantagens, a FFT e a DFT apresentam uma limitac3o significativa: a neces-
sidade de impor condicdes de contorno periédicas. Como a transformada de Fourier é uma
integral imprépria, os algoritmos de FFT e DFT precisam truncar a série para serem viaveis
do ponto de vista computacional, garantindo a acuracia e a estabilidade do método apenas
se a funcdo for periddica. Isso representa uma limitacao consideravel, uma vez que condi-
cbes de contorno periddicas raramente estdo presentes em aplicacdes de interesse fisico. Para

problemas ndo-periédicos, a expansdao em série de Fourier pode gerar oscilacdes esplrias que



35

comprometem a solu¢do do problema (MARIANO, 2011).

Para superar essas limitacGes, algumas abordagens foram propostas, como o método de
reduction to periodicity de Roache (1978), que sugere a utilizacdo da FFT mesmo para pro-
blemas ndo-periddicos, através de interpolacdes com polindmios de alta ordem a cada passo
de tempo. Os resultados demonstraram o potencial do método, apresentando grande esta-
bilidade e acuracia em problemas unidimensionais testados. No entanto, a aplicacdo desta
técnica a problemas bidimensionais e tridimensionais revelou-se restrita devido ao alto custo
computacional envolvido.

Fu e Liu (2012) propuseram um método alternativo para mitigar a exigéncia de periodici-
dade das condicdes de contorno em algoritmos baseados na Transformada Discreta de Fourier,
bem como para reduzir os efeitos do fendmeno de Gibbs. Denominado Buffered Fourier Spec-
tral Method (BFSM), o método proposto pelos autores fundamenta-se na periodizacdo do
problema por meio da criacao de extensdes periddicas, seguida da interpolacdo utilizando po-
linbmios de alta ordem. Evidenciou-se que, mesmo em malhas relativamente grosseiras, esse
método pode fornecer resultados superiores aos obtidos com abordagens classicas, como os
esquemas centrados de diferencas finitas de segunda ordem.

Uma limitacdo fundamental dos métodos espectrais surge ao tratar termos ndo lineares,
como o termo advectivo nas equacles de Navier-Stokes. A aplicacdo direta da transformada
espectral a esses termos envolve uma convoluc3o, correspondendo a transformada do produto
de duas funcdes. No entanto, a resolucdo explicita dessa convolucdo é computacionalmente
invidvel, devido ao elevado nimero de operacOes necessarias para avaliar a integral numé-
rica, resultando em um custo computacional extremamente alto (MARIANO et al., 2022). Con-
tudo, Canuto et al. (2006) demonstraram que o tratamento pseudoespectral do termo n&o
linear pode atenuar parte desses desafios computacionais.

Outra estratégia para a adaptacdo do método espectral de Fourier a problemas ndo pe-
riddicos foi proposta por Mariano (2011) e Mariano et al. (2022), que integraram o método
pseudoespectral de Fourier ao método da fronteira imersa. Nesse contexto, o autor validou a
metodologia, denominada IMERSPEC, por meio de simulacdes de problemas classicos, como
a cavidade com tampa deslizante e o escoamento ao redor de um prisma quadrado. De ma-
neira analoga, Villela (2015) expandiu a aplicacdo do IMERSPEC para escoamentos bifasicos,
incluindo simulacBes da ascensdo de bolhas. Além disso, Kinoshita (2015) e Kinoshita et
al. (2016) aplicaram essa técnica ao estudo da transferéncia de calor, enquanto Nascimento

(2016) e Nascimento et al. (2024) combinaram o método pseudoespectral de Fourier com o
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método da fronteira imersa para investigar fendmenos de interacao fluido-estrutura. No en-
tanto, uma limitacdo comum a esses estudos é que sdo predominantemente bidimensionais,
o0 que compromete a capacidade de previsdo de escoamentos turbulentos, a menos que um
modelo URANS seja incorporado as equacdes resolvidas.

Por outro lado, Moreira (2011) expandiu a metodologia para simula¢des tridimensionais,
permitindo a anélise de escoamentos turbulentos em jatos espaciais. Para isso, foi implemen-
tado um modelo de submalha na formulacdo de grandes escalas (LES), possibilitando a captura
das estruturas turbilhonares de forma mais realista. Os resultados obtidos demonstraram con-
cordancia com dados experimentais, tanto qualitativa quanto quantitativamente.

A aplicabilidade da metodologia IMERSPEC também foi validada para escoamentos sobre
aerofélios com nimeros de Reynolds baixos (Re < 6000). Os estudos de Albuquerque, Villela
e Mariano (2023a), Albuquerque, Villela e Mariano (2023b) concentraram-se em aerofélios
altamente esbeltos, como os perfis NACA 0002, NACA 0008, NACA 4402 e NACA 4404. A
modelagem desses escoamentos apresenta desafios significativos devido a elevada relacao de
aspecto e a sensibilidade as variacoes dos parametros de simulacdo. Nessas investigacoes, foram
determinados os coeficientes de sustentac3o e arrasto, analisando-se a influéncia das condicdes
numéricas no comportamento do escoamento. Os resultados demonstraram boa concordancia
com dados disponiveis na literatura, além de evidenciar que o uso de diferentes funcdes de
distribuicdo, fundamentais para o método da fronteira imersa, aprimora significativamente a
acuracia das previsdes (ALBUQUERQUE; VILLELA; MARIANO, 2024).

Embora os estudos bidimensionais tenham demonstrado a aplicabilidade da IMERSPEC
a escoamentos complexos, sua utilizacdo tem sido limitada a baixos nimeros de Reynolds.
Essa restricao decorre da presenca acentuada de oscilacGes espurias em regimes de Reynolds
elevados, comprometendo a estabilidade e a acuracia das simulacGes. Para ampliar o escopo
da metodologia e viabilizar sua aplicacdo a escoamentos turbulentos, este estudo propde a
integracdo da IMERSPEC com o modelo de fechamento da turbuléncia de Spalart-Allmaras.
Esse modelo tem se mostrado altamente eficaz na simulacdo de escoamentos externos, es-
pecialmente em célculos aerodinamicos de aerofélios, nos quais a utilizacao da distancia d
como escala de comprimento permite a reproducao acurada da camada limite. Além disso, sua
aplicacao tem sido investigada em diferentes configuracdes de escoamento, como no estudo de
Albuquerque, Villela e Mariano (2025), que analisaram simulacdes de escoamento plenamente
desenvolvido em canal.

Com o aumento da complexidade dos escoamentos, torna-se essencial empregar aborda-
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gens numéricas mais eficientes. Em determinadas condicdes, métodos convencionais podem
se tornar excessivamente onerosos devido a necessidade de resolver grandes sistemas lineares
acoplados entre pressao e velocidade. Nesse contexto, a associacao da IMERSPEC ao mo-
delo de Spalart-Allmaras apresenta um potencial significativo para aprimorar tanto a acuracia
quanto a eficiéncia das simulacdes de escoamentos turbulentos. Essa abordagem nao apenas
expande o alcance da metodologia para uma gama mais ampla de aplicacGes em engenharia,
mas também contribui para o avanco das técnicas numéricas em dinamica dos fluidos.

Entre as metodologias espectrais previamente investigadas, destaca-se o trabalho de Lund-
bladh et al. (1999), que desenvolveram uma metodologia eficiente para simular escoamentos
incompressiveis sobre uma placa plana por meio de integracdo espectral das equacdes de
Navier-Stokes. O algoritmo proposto pode ser utilizado em simulacGes temporais ou espaciais;
nesta ultima, aplica-se a técnica da fringe region para permitir entrada e saida de escoamento
em um dominio espectralmente peridédico. A discretizacao é feita com séries de Fourier nas
direcbes paralelas a placa e polindmios de Chebyshev na direcdo normal. A integracdo tem-
poral combina métodos de Adams-Bashforth ou Runge-Kutta para os termos nao lineares e o
esquema de Crank-Nicholson para os termos viscosos. A abordagem se destaca pela robustez
e flexibilidade em diferentes regimes de escoamento.

Abordagens semelhantes a de Lundbladh et al. (1999) foram posteriormente adotadas
por Schlatter et al. (2008), Strand e Goldstein (2011) e Bhushan e Muthu (2019), os quais
também investigaram o escoamento na camada limite utilizando métodos espectrais com a
formulacdo espacial. Esses estudos se baseiam no mesmo principio de utilizar uma fringe
region para viabilizar a simulacdo de escoamentos com desenvolvimento espacial dentro de
um dominio espectralmente periédico, mantendo a combinacdo de discretizacao com Fourier
nas direcGes paralelas a parede e Chebyshev na direcao normal. Esses trabalhos expandem a
aplicacao da metodologia para diferentes regimes de escoamento e geometrias, reforcando sua
eficacia na modelagem da transicao e do desenvolvimento de camadas limite turbulentas.

Mais recentemente, Valaddo et al. (2025) aplicaram o método pseudoespectral de Fourier
para investigar os efeitos do atrito linear (ou atrito de Ekman) sobre a cascata direta de enstro-
fia em escoamentos turbulentos bidimensionais. Utilizando um cédigo otimizado para execucao
em GPU, os autores realizaram simulacoes de alta resolucdo das equacdes de Navier-Stokes
2D, permitindo explorar amplamente diferentes regimes de nimero de Reynolds e coeficiente
de atrito. Seus resultados evidenciam a versatilidade dos métodos espectrais em contextos

bidimensionais, inclusive para andlise de fenGmenos estatisticos em cascatas turbulentas.
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3 METODOLOGIA

Este capitulo tem como objetivo apresentar a metodologia empregada para o desenvol-
vimento do presente trabalho, descrevendo as formulacdes matematicas, as hipoteses e os
métodos numéricos utilizados. Apresenta-se a formulacdo base para escoamentos turbulentos
e sua modelagem, assim como a proposta da metodologia IMERSPEC. E abordada a for-
mulacdo matematica do método da fronteira imersa (MFI), baseado na Miuiltipla Imposicdo
Direta da Forca, Multi-Direct Forcing (MDF). Por fim, descreve-se o método pseudoespec-
tral de Fourier (MPEF), procedendo a transformaco das equacdes de Navier-Stokes para o
espaco espectral, bem como o procedimento de discretizacdo temporal. Salienta-se que, para
o desenvolvimento deste capitulo, foram tomados como base os trabalhos de Mariano (2011),

Moreira (2011), Villela (2015), Magalh3es (2022) e Mariano et al. (2022).

3.1 MODELAGEM MATEMATICA DIFERENCIAL

A modelagem matematica de escoamentos incompressiveis e isotérmicos de fluidos newto-
nianos é baseada na resolucao das equacdes de Navier-Stokes, cuja forma indicial é apresentada
na Eq. 3.1. Além de satisfazer esta equacdo, o campo de velocidades deve também satisfazer

a equacao da continuidade, Eq. 3.2, que garante que o balanco de massa nao seja violado.

ou; 0 1 0p 0 Ou;  Ou;j fi
g = 22 = 1
ot * ox; (us) p Ox; + 0z; [U <8xj * 8@)] + p’ (3.1)
8uj .
9. = (3.2)

Nestas equacdes p [kg/m?] é a massa especifica e v [m?/s] a viscosidade cinemética, sendo
estas propriedades que caracterizam o fluido. As propriedades que caracterizam o escoamento
sdo as componentes do vetor velocidade wu; [m/s|, na direcdo i = 1,2 no caso de problemas
bidimensionais, o campo de press3o estatica p[N/m?] e o termo de forca f; [N/m?], o qual
representa as forcas externas que atuam sobre a particula de fluido, como, por exemplo, a
forca gravitacional, ou a forca eletromagnética.

As equacdes de balanco podem ser adimensionalizadas utilizando escalas temporais e es-
paciais com base em parametros como uma velocidade de referéncia uy € um comprimento

caracteristico [. Nesta forma adimensional, as equacdes dependem apenas de um coeficiente
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adimensional, o nimero de Reynolds (Re), e um fator associado a forca de corpo. O niimero de
Reynolds caracteriza o regime do escoamento, representando a relacdo entre as forcas inerciais
e as forcas viscosas. Devido a natureza ndo linear da Equacdo 3.1, um aumento no ndmero
de Reynolds resulta em um aumento no nimero de graus de liberdade no escoamento, ampli-
ando o espectro de energia cinética turbulenta e aumentando a importancia dos fenémenos
relacionados a turbuléncia (WHITE, 2006).

Apesar de as equacbes de Navier-Stokes terem sido postuladas no Século XIX, elas ainda
sdo consideradas um grande desafio matematico. Nas solucdes analiticas existentes, s3o in-
corporadas muitas simplificacoes que, na maioria dos casos, representam solucSes idealizadas,
dificilmente observadas no mundo real. Assim, resultados mais realistas sdo proporcionados
por metodologias numéricas, obtidas através da solucdo do modelo matematico diferencial,
desenvolvido a nivel do continuo, em um dominio discreto. Como o modelo computacional
esta limitado a um nimero finito de nds ou células, informacdes podem ser perdidas, especial-
mente se tratando de escoamentos turbulentos. Todavia, se o tamanho da malha é da ordem
das grandezas caracteristicas de Kolmogorov, que representam as menores estruturas turbu-
lentas no espectro, todas as informacdes fluidodindmicas podem ser avaliadas pelo modelo
fundamental (SILVEIRA-NETO, 2020).

A utilizacdo de malhas muito refinadas, requeridas para o calculo de todas as estruturas
turbilhonares, implica em custos computacionais extremamente elevados, visto que o nimero
de pontos exigidos na malha cresce mais rapido que o quadrado do nimero de Reynolds,
limitando o uso da Simulacdo Numérica Direta (DNS) a escoamentos pouco complexos, de-
pendendo fortemente do hardware disponivel. Embora o uso de DNS para escoamentos a
maiores nimeros de Reynolds esteja sendo possibilitado a cada ano, dado o avanco de méto-
dos computacionais e a evolucdo dos hardwares, esses valores ainda sdo modestos quando se
trata de aplicagdes industriais (MAGALHAES, 2022).

Uma alternativa a abordagem deterministica da DNS é a decomposicdo das escalas de
turbuléncia, a partir de Equacoes médias de Boussinesq-Reynolds ou a partir de Equacdes de
Navier-Stokes filtradas (SMAGORINSKY, 1963). Na primeira perspectiva, separa-se as escalas
da turbuléncia em escalas relativas ao comportamento médio e relativas as flutuacdes em
relacdo a esta média. Na segunda, separa-se as escalas da turbuléncia em dois grupos: o grupo
das grandes e o grupo das pequenas escalas, ou escalas sub-malha (SILVEIRA-NETO, 2020).

Certa informacdo genérica de um escoamento turbulento obtida através de experimentacao

material ou numérica (DNS), aqui representada por ¢ (z;,t), pode ser decomposta em uma
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soma de um valor médio no tempo e uma flutuacdo sobre esse valor, como mostra a Eq. 3.3:

sendo,
_ . 1T
B () = Jim — [ ot (3.4)

onde t é o tempo e T é o periodo no qual a variavel deve ser integrada de forma a gerar uma
média representativa do escoamento, sendo 7" suficientemente grande comparado a escala de
tempo das flutuacdes, como mostrado na Figura 4, que ilustra o perfil de um componente
de velocidade de um escoamento turbulento exposto a um gradiente de pressdo constante

(FERZIGER; PERIC, 2002).

Figura 4 — Variacdo da velocidade com o tempo em um escoamento a AP constante

u

| 1

Fonte: FERZIGER; PERIC (2002)

Segundo Silveira-Neto (2020), a proposta de decomposicdo dos escoamentos turbulentos
em uma parte média e uma parte flutuante atende a uma parcela das aplicacGes de engenharia
e de outras areas que envolvam a dinamica dos fluidos estacionaria, todavia, ndo pode atender
as classes de problemas transientes. Smagorinsky (1963), entdo, propds a distribuicdo da
informac3do de interesse, ¢ (x,t), em uma parte filtrada, ¢ (Z,t), e uma parte que contempla

(

a flutuacdo da informacdo em relac3o a parte filtrada, ¢ (Z,1).

o (Z,t) =9 (Z,t)+ ¢ (ZT,1). (3.5)

Aqui, ¢ (¥,t) é a parte filtrada da varidvel ¢ (x,t), que representa fisicamente as menores

frequéncias do escoamento ou as maiores estruturas turbilhonares. ¢’ (Z,t) é a flutuacdo de
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¢ (Z,t), em relacdo a sua parte filtrada, que representa fisicamente as maiores frequéncias do
escoamento ou as menores estruturas turbilhonares.

Matematicamente, o processo de filtragem é realizado por meio de uma integral de convo-
lucdo entre uma funcdo de filtragem e a funcdo a ser filtrada. As Egs. 3.6 e 3.7 apresentam,
respectivamente, uma filtragem temporal e uma filtragem espacial, em que g (') e h (2') sdo
as funcoes filtro. Para o caso da filtragem temporal, At é o tempo de integracdo, o qual
determina a frequéncia de corte do processo de filtragem, f. = %. Ja para a filtragem espa-

cial, AV é o volume de integracdo, o qual determina o niimero de onda de corte do processo

—

_ 11 1
kc_ 2m (AX’ Ay’ Az )

3.1.1 Equacées da fluidodinamica

Aplicando o operador de filtragem, aqui representado por (), sobre a equacdo da con-
servacao de massa, Eq. 3.2, e utilizando a propriedade comutativa entre este operador e o

operador derivada parcial, j& que estes operadores sao lineares, tem-se:

ou;
ox i

Similarmente, aplicando o operador de filtragem sobre a equacdo de Navier-Stokes, Eq. 3.1,

~0. (3.8)

e considerando a propriedade comutativa, tem-se a Eq. 3.9:

ou o ap o[ (o ou\], %
ot * o (@) = p Ox; * o [U <8xj * 8331)] * o (3.9)

A Eq. 3.9 é apresentada como uma equacdo de transporte para as variaveis filtradas, ;.
No entanto, o termo de transporte advectivo, %;u;, aparece como um produto filtrado, em vez
do produto das variaveis dependentes filtradas, o que impede que a Eq. 3.9 seja resolvida na
forma atual. Busca-se, entdo, uma forma de reescrever essa equacdo de maneira a se obter o

produto @; u;, o que € feito definindo-se o tensor global da turbuléncia, como:

Tij :W_ﬂz ﬂj, (310)
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onde 7;; = u;'u;’, para URANS.

Embora 7;; esteja relacionado aos termos nao lineares associados a turbuléncia, sua na-
tureza fisica é distinta do tensor viscoso molecular. No entanto, é comum, por conveniéncia
matematica, leva-lo para o segundo membro da equacdo e agrupa-lo com o tensor viscoso.

Assim, a expressao obtida apds a substituicao das variadveis decompostas é dada por:

i
S

ou; O . 10p 8[v<8ui+auj> (3.11)

ot * 87%(772%) - pox; N 0z Or; Ox; a Tij] N

A Eq. 3.11, para as componentes da velocidade, é conhecida como equacao média transi-
ente de Reynolds, do inglés Unsteady Reynolds Averaged Navier-Stokes Equation (URANS).
Por ela, é possivel observar que a consequéncia imediata do processo de transformacdo das
equacdes instantaneas é o aparecimento do tensor adicional 7;; = u;u;’, conhecido como
tensor de Boussinesq-Reynolds, que representa toda a troca de quantidade de movimento li-
near entre a parte filtrada e a parte flutuante do escoamento turbulento. Este tensor pode ser

reescrito na forma matricial como se segue:

T=\|vd v v | - (3.12)

wu  wv ww!

Verifica-se que o tensor da Eq. 3.12 é simétrico, 7;; = 7j;, pois a ordem das componentes

das flutuacdes de velocidade ndo afeta os momentos estatisticos de segunda ordem que o com-

pSem. Nos escoamentos turbulentos, os componentes normais (uw/v/, v'v' e w'w') sdo sempre

diferentes de zero, uma vez que siao formados pelo quadrado da velocidade turbulenta. J& os

componentes de cisalhamento (u/v/, w/w’ e v'w’) estdo associados a diferentes componentes
da velocidade (VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007). O surgimento deste novo termo deixa o
modelo matematico aberto, uma vez que seis novas variaveis sao introduzidas. Esse cenario
caracteriza o Problema do Fechamento, tornando-se necessario determinar uma correlacdo
para os componentes do tensor de Boussinesq-Reynolds.

A modelagem do tensor de Boussinesg-Reynolds é, em geral, feita a partir de duas classes
de métodos: aqueles baseados na hipétese de Boussinesq e aqueles baseados em equacdes
algébricas. No presente trabalho serdo apresentadas apenas formulacGes derivadas da hipdtese

de Boussinesq, baseadas no conceito de viscosidade turbulenta.
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3.1.2 Viscosidade turbulenta

Boussinesq (1877) estabeleceu uma analogia com o modelo de Stokes para as tensdes
viscosas moleculares. Através dessa analogia, foi proposto que o fechamento do tensor de

Boussinesg-Reynolds pudesse ser efetuado conforme o modelo apresentado na Eq. 3.13.

— ou;  0u; 2
— o = i I — 2 k6.
puiu; = fiy < ., + l’z> 3pk5w= (3.13)

onde 41, € a viscosidade dinamica turbulenta, que esté relacionada a energia cinética turbulenta,
k, dada por:

1
uhul = 3 (u’u’ + V' 4+ w’w’) . (3.14)

k= E
2

A viscosidade dindmica turbulenta, (%, t), apresenta significativa complexidade em sua
avaliacdo, pois depende intrinsecamente da natureza do escoamento, ao contrario da viscosi-
dade dindmica molecular. Essa dependéncia acarreta uma forte n3o linearidade nas solucGes das
equacoes governantes. A energia cinética turbulenta, k£, também é considerada na formulacao
de Boussinesq. Contudo, como k depende exclusivamente do traco do tensor de Boussinesg-
Reynolds, sua natureza é analoga a da pressao, podendo ser incorporada no termo do gradiente

de pressdo. Substituindo a Eq. 3.13 na Eq. 3.11, obtém-se a equacao de Navier-Stokes filtrada,

expressa em notacao indicial, utilizando o modelo proposto por Boussinesq:

8ﬂi+i(ﬂﬂ')__lap+ 0 , aﬂ,»Jraﬂj Ly aeraﬂj —2/«5-- N
ot Oz, "7 pox;  Ox Ox;  Ox; “\oz; " oz 37

onde v, = £t
p
O divergente do termo envolvendo k e o delta de Kronecker, ¢;;, resulta no gradiente da

energia cinética turbulenta:

9 (2 2 0k
kS ) =2 1
896]- <3kéz]) 3(915@’ (3 6)

0 que permite a incorporacao deste termo ao gradiente de pressao na Eq. 3.15, resultando em

uma pressao modificada na equacao modelada:

Ouw 0 __.__19p" O Ou; | O fi
T + o, (wu;) = S on, + o, [(V—i—%) ( + >] + o’ (3.17)
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onde a pressdo modificada pela energia cinética turbulenta é dada por:

2
pr=D+ gpk:. (3.18)

Para recuperar o campo de pressao real, é necessario modelar a energia cinética turbulenta,
o que deve ser realizado simultaneamente ao célculo da viscosidade turbulenta, através dos

chamados modelos de turbuléncia.

3.1.3 Modelo de turbuléncia de Spalart-Allmaras

O modelo de turbuléncia de Spalart-Allmaras (S-A), introduzido em Spalart e Allmaras
(1994), é amplamente adotado na modelagem de turbuléncia devido a sua significativa preci-
sdo e custo computacional relativamente baixo (CELIC; HIRSCHEL, 2006). Este modelo computa
diretamente a evolucao da viscosidade turbulenta, 14, e foi desenvolvido com base em empi-
rismo e analise dimensional (SILVEIRA-NETO, 2020).

O modelo S-A n3o resolve diretamente v, mas sim uma viscosidade turbulenta modificada
v. Considerando a estrutura da camada limite turbulenta préxima a uma superficie, a variavel
U é escalada de forma a ser igual a kyu, na camada logaritmica, bem como na camada
de transicdo e na subcamada viscosa. Aqui, k representa a constante de von Karman e u, a
velocidade de atrito. Esta abordagem é vantajosa para solucoes numéricas, uma vez que  varia
linearmente com a distancia da parede, permitindo que seu comportamento seja capturado em
malhas relativamente grosseiras (KESSELS, 2016).

A equacao de turbuléncia de Spalart-Allmaras possui diversas variantes, incluindo modelos
com e sem termos relacionados a transicdo. Ao incorporar os termos de transicdo, é possivel
identificar os locais no campo de escoamento onde a transicdo para a turbuléncia deve ocorrer.
No presente trabalho, optou-se por desconsiderar os termos de transicdo, dado que o foco esta
em escoamentos totalmente turbulentos, onde o escoamento é turbulento sempre que ha
presenca de vorticidade. Além disso, o interesse reside ndo no comportamento fisico exato
do escoamento, mas na estabilidade da formulacdo derivada para malhas mais grosseiras,
preservando a acuracia. Portanto, o modelo totalmente turbulento serd empregado em todas

as simulacdes. Este modelo é representado pela equacao:

BT _ o o (YL L0 [ 0] e (00 00
(9t+ ox; = S = Cun fu (d) +a(91:j (V+V)8xj + o \Ox;0x; ) (3.19)
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Observa-se que os dois primeiros termos da Eq. 3.19 constituem a derivada material de
v. Os dois termos subsequentes correspondem aos termos de reacdo, os quais modelam, res-
pectivamente, a producdo e a destruicdo da viscosidade turbulenta. Finalmente, os Gltimos
dois termos representam os efeitos de difusdo conservativa e ndo conservativa. A viscosidade

cinematica turbulenta pode ser expressa como:

Vg = 6ful7 (320)
3
X
" = ————, 3.21
e (321)
onde,
U
= —. 3.22
X=- (3.22)

A magnitude da vorticidade S é ajustada para S de forma a garantir que o comportamento
logaritmico na camada intermedidria se estenda até a parede. Spalart e Allmaras (1994) argu-
mentam que a vorticidade é utilizada no termo de producao, dado que a turbuléncia ocorre
exclusivamente na presenca de vorticidade, ambos os termos emanando de superficies sélidas.
A magnitude modificada da vorticidade é definida como:

v
K2d?

com a taxa média de deformacdo do escoamento, S, sendo definida em termos da magnitude

S=5+ foa, (3.23)

do tensor de vorticidade, €:

1 (0u; Ou;
Qi == e 2
A funcdo f,o é definida como:
X
po=1—-—"— 3.26
f ? 1+ Xful ( )

A funcdo f, é empregada como calibracdo para o termo de destruicao, uma vez que
foi identificado que seu decaimento ocorre de forma lenta na regido externa da camada li-

mite (KESSELS, 2016). Esta fun¢do assume o valor de 1 na camada logaritmica e apresenta
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um decaimento em direcdo a parte externa da camada limite, conforme ilustrado na Fig. 5. A

expressao para f, é dada por:

fu= 1+073’3 % (3.27)
v 9%+ Cis ’ .
g=1+ Cu(r®—1), (3.28)
v

Figura 5 — Gréfico de f,, em funcdo de r
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Fonte: Adaptada de Kessels (2016)

Finalmente, o modelo é parametrizado pelas seguintes constantes da Tab. 1:
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Tabela 1 — Valores dos pardmetros do modelo de turbuléncia de Spalart-Allmaras

Parametro | Valor

Cp1 0,1355

Cpa 0,622

K 0,41

Cwl C% + 1t
Cw?2 0,3

Cw3 2,0

Cy1 7,1

Fonte: Autoria propria

3.2 METODO DA FRONTEIRA IMERSA

O método da Fronteira Imersa (MFI) opera simultaneamente com dois dominios de célculo.
O primeiro, denominado euleriano (£2), é cartesiano e fixo, onde s3o resolvidas as equagdes
para o escoamento de fluido. O segundo, denominado lagrangiano (I'), representa a interface
imersa no escoamento. No caso de escoamentos bidimensionais, I" é representado por uma
linha; no caso tridimensional, por uma superficie. Na Fig. 6 sdo ilustrados esses dominios, onde
Z posiciona um ponto qualquer no dominio euleriano (2) e X posiciona um ponto qualquer no
dominio lagrangiano (I'). As equaces para o escoamento s&o resolvidas em todo o dominio €2,
inclusive na regido delimitada pelo dominio I'. O dominio lagrangiano representa uma fronteira

entre dois tipos de fluidos ou entre um fluido e um sélido.

Figura 6 — Esboco dos dominios de célculo utilizados na metodologia da Fronteira Imersa

Q2

Y4

“y

Fonte: Mariano (2011)
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Como o dominio lagrangiano é independente do dominio euleriano, é possivel modelar
e simular escoamentos sobre geometrias complexas utilizando dominios cartesianos para o
fluido. Uma vantagem significativa é que, em problemas de interacdo fluido-estrutura, a malha
euleriana permanece fixa, eliminando a necessidade de remalhagem. Mesmo com o movimento
da estrutura, apenas a interface lagrangiana se desloca. A utilizacdo de um dominio cartesiano
fixo é uma das principais vantagens em comparacao com metodologias que utilizam malhas

ndo estruturadas ou que requerem remalhagem do dominio fluido (MARIANO et al., 2022).

3.2.1 Acoplamento entre os dominios euleriano e lagrangiano

Na Eq. 3.17, aparece o termo fonte fz que pode ser interpretado, fisicamente, como um
termo representativo das forcas de campo, como a forca gravitacional ou uma forca eletro-
magnética. No contexto do Método da Fronteira Imersa (MFI), esse termo é responsavel por
representar a interface imersa no dominio euleriano (2). Sua representacdo matematica é dada

pela Eq. 3.30.

F(X,t) sei=X.
fi(@ 1) = (330)
0 se 7 # X

onde E()Z',t) é a forca lagrangiana definida no dominio I'.

Esta definicdo resulta em um campo f;(Z,t) descontinuo, que pode ser resolvido numerica-
mente apenas quando os pontos que compdem a interface coincidem com alguns dos pontos
do dominio fluido. Na auséncia dessa coincidéncia, uma ocorréncia comum em geometrias
complexas, é necessario distribuir a funcdo F;(Z,¢) em sua vizinhanca. Para esse propdsito,
emprega-se a funcdo de distribuicdo de forca Dh(f—f), conforme proposta por Peskin (1972),

e transcrita nas Eqgs. 3.31, 3.32, 3.33.

Fi(@) =Y. Dy(@ — X)F(X)As?, (3.31)
Du(@ = X) = S W, (r)W, (1), (3.32)



49

3—2r|++/1+4|r|—4|r|2
I Iri—41r se0<|rl <1

8

Wg(T’) _ ) 5=2lr|+/ =TH12|r|—4|r|? se 1l < |7,‘ <2 (333)

0 se |r| >2

onde,

e r,=21~ (3.34)

sendo h o espacamento entre os nés de colocacdo do dominio euleriano, quando este é dis-
cretizado, e As o espacamento entre os nds discretizados do dominio lagrangiano. A funcao
W, tem uma forma similar a uma gaussiana e satisfaz a propriedade de integral unitaria no
intervalo de [—o0, <.

O campo de forca euleriano, f;(Z,t), é nulo em todo o dominio, exceto nas proximidades
dos pontos lagrangianos, onde virtualmente modela a presenca da membrana imersa, simulando
um corpo ou a interface entre dois fluidos. Dessa maneira, ndo é necessario adaptar a malha
euleriana para localizar a interface (MARIANO, 2011). Uma vez determinado o campo de forca
lagrangiano, E»()Z',t), este pode ser distribuido ao longo da malha euleriana, permitindo a
incorporacado da informacao relativa a presenca da geometria imersa no escoamento simulado.

No presente trabalho, foram utilizadas duas funcdes peso distintas: a funcdo cibica, W,
Eq. 3.35, proposta por Tornberg e Engquist (2004); e a funcdo chapéu (hat), W, Eq. 3.36,
que corresponde a uma interpolacdo bilinear, conforme mostrado no trabalho de Su, Lai e Lin

(2007).

L=l =P +35r® seO<r|<1

We(r) = §3@2—|r))° sel < |r|<2 (3.35)
0 se |r| >2
IL—|r] se0<|r| <1
Wi(r) = (3.36)

0 se |r| >1

3.2.2 Calculo da forca lagrangiana

O método da Fronteira Imersa baseado na Miltipla Imposicdo Direta da Forca (MDF)

exige um modelo matematico para o célculo da forca lagrangiana (MARIANO, 2011). A partir
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da Eq. 3.17, pode-se isolar o termo fonte f;, resultando em:

N0 o op* 0 ou;, 0u;
Ou ainda:
T.(Z,t) = T | st (3.38)
i\Ts - ot ) :
onde,
0 op* 0 ou; Ou;
t/—= = (a7, o 1 J
rhs; (%, t) = o, (wu;) + pon  Ox, [(u + 1) <5’xj + 8352)] : (3.39)

Considerando que a Eq. 3.37 foi derivada sob a hipétese do continuo e que o dominio I’

estd contido em (2, pode-se definir a forca lagrangiana utilizando a Eq. 3.40:

B (/N N S ou,  aU,

onde as variaveis mailsculas correspondem ao dominio lagrangiano. A Eq. 3.40 expressa a
Segunda Lei de Newton aplicada as particulas de fluido localizadas na interface fluido-fluido

ou fluido-sélido. Ao discretizar a derivada temporal da Eq. 3.40 usando um esquema de Euler

explicito (WANG; FAN; LUO, 2008), com At sendo o passo de tempo, obtém-se:

—t+At —t
7, ()Z t) = w + RHS!, (3.41)
onde
N Ry oP" s, oU; oU;
RHS; (X, 1) = X (U:0;) + X, OX l(wut) (an + axiﬂ . (3.42)

.~ ~ A R .
O MDF envolve a adic3o e subtragcdo de um parametro temporario U, na derivada temporal

discretizada da Eq. 3.41. Essa abordagem permite reescrever a forca lagrangiana da seguinte

forma:
e T _TT T
Fi(Xt) = 5 + RHS!. (3.43)

O préximo passo consiste em decompor a Eq. 3.43 em duas equacdes distintas (Eqs. 3.44

e 3.45),
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U -T
— L L RHS! =0 44
At + SZ Y (3 )

A Eq. 3.44 é vélida tanto no dominio lagrangiano quanto no dominio euleriano. Assim, é

possivel determinar o parametro temporario @, ao resolver a Eq. 3.46:

*

ot — Tt
%Zfﬁ+m§:o. (3.46)

Assim, a Eq. 3.46 representa a equacdo de Navier-Stokes sem a influéncia do termo fonte.
Posteriormente, apds a obtencao do termo fonte, o campo @] é ajustado utilizando a Eq. 3.47,

permitindo que o campo de velocidade euleriano incorpore as informacdes do campo de forca.

T A =T 4 At S (3.47)

7 Tk Ve - - N - -
A Eq. 3.45 requer o cédlculo de U,, que é obtido por meio da transferéncia de informa-
cdes entre os dominios euleriano e lagrangiano. Para isso, utiliza-se a Eq. 3.48 quando ha
coincidéncia entre os pontos de ambos os dominios. Caso contrario, recorre-se a funcdo de

interpolacdo, conforme descrito na Eq. 3.49:

= w(7,t) sei=X
U;(X,t) = (3.48)
0 se T # X
U; = w Dy(z; — X;) h. (3.49)
Q

A funcao de interpolacdo pode ser entendida como um processo inverso a operacao de dis-
tribuicao. Enquanto na distribuicdo a informacao de um ponto lagrangiano é transmitida para
os pontos vizinhos eulerianos, na interpolacao a informacdo dos pontos eulerianos vizinhos é
transferida para um ponto lagrangiano (MARIANO, 2011). Essas transferéncias sdo ponderadas
pela distancia entre os pontos, por meio da funcdo D}, conforme apresentado na Eq. 3.32.

O termo U?At na Eq. 3.45 refere-se a velocidade da fronteira imersa no instante ¢ + At.

. / . p: P g —t+At
Geralmente, essa velocidade é conhecida em problemas onde é possivel especificar U, .

. - ) - . . . —t A — —
Em situacdes de interacdo fluido-fluido ou fluido-estrutura, temos U? - Uprr, onde Up;

deve ser determinada pelo modelo que descreve o movimento da interface. ldealmente, a
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velocidade do fluido sobre a interface imersa deveria coincidir com Upg;, representando a
velocidade esperada da fronteira. No entanto, devido a processos de discretizacdo temporal e
espacial, assim como as operacdes de interpolacdo e distribuicdo, essa condicdo nem sempre
é completamente atendida. O processo iterativo do MDF busca melhorar a precisdo desses
calculos. Assim, na Eq. 3.47, é estabelecido:

A =it (3.50)

(2 (2

onde it representa o nimero da iteracdo no contexto do processo iterativo.
O campo de velocidade u¥ é submetido a um novo processo de interpolacdo antes da
transicao para o préximo passo de tempo. Assim, a Eq. 3.49 é resolvida novamente, conforme

segue:

U =S @ Dy(x; — X;) h2. (3.51)
Q

Assim, obtém-se um novo campo de forca f!*, do qual se obtém novamente:

i =Tl AL (3.52)

Esse processo iterativo aproxima ainda mais a solucdo da condicao de nao deslizamento.

Repetindo este procedimento de it = 1 até «t = NL, onde NL é o nimero total de iteracdes,
obtém-se:

UF] — ﬂét—i_l — 0. (353)

Dessa forma, a forca lagrangiana na N-ésima iteracao tende a zero. Wang, Fan e Luo
(2008) utilizaram um nidmero fixo de iteracdes, NL. No presente trabalho, optou-se por utilizar
a maxima diferenca das forcas lagrangianas entre duas iteracdes consecutivas, adimensionali-
zadas pela diferenca entre as forcas calculadas nas duas primeiras iteracdes. Esta abordagem

pode ser expressa pela seguinte condicao:

max ‘Elt+1 o Fl-it

max ‘Fll — F?

<e. (3.54)

A adocdo desse critério de convergéncia visa garantir uma acuracia adequada, minimizando
a diferenca entre as iteracGes sucessivas até que a forca lagrangiana se torne insignificante.

Inicialmente, ndo se sabe quantas iteracoes sdo necessarias para obter um resultado que seja
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fiel a realidade fisica do problema. Em momentos especificos, especialmente no inicio de cada
simulacdo ou durante a fase transiente do escoamento, mais iteracoes sdo necessarias. No
entanto, quando o escoamento atinge um regime permanente, o nimero de iteracGes requeridas
diminui (MARIANO, 2011). A Eq. 3.54 depende da diferenca maxima entre as velocidades
lagrangianas em iteracdes consecutivas. Assim, quando a velocidade tende a ndo se alterar

entre iteracoes consecutivas, o processo iterativo é concluido.

3.3 METODO PSEUDOESPECTRAL DE FOURIER

O método pseudoespectral de Fourier (MPEF) realiza a transformac3o das variaveis de
interesse do espaco fisico para o espaco espectral. As transformadas direta e inversa de Fourier

de uma funcdo sdo expressas como:

a1 = [ o e ag, (3.55)
8(7,1) = /_ TR, et R, (3.56)

Nas equacdes acima, gg(lg, t) representa a funcdo transformada, enquanto k & o vetor
nimero de onda, que atua como parametro na transformacao espacial de Fourier. O nimero
imaginario é denotado por ¢ = v/—1. O campo transformado, ng(E, t), reside no que é conhecido
como espaco de Fourier ou espaco espectral. Em contrapartida, o campo nao transformado
estd no espaco fisico.

A principal vantagem da transformacdo de Fourier é a simplificacdo de operacGes ma-
teméticas especificas no dominio espectral (CANUTO et al., 2006). Por exemplo, a operacdo
de derivada é convertida em uma multiplicacdo simples. Adicionalmente, equacdes diferenci-
ais parciais (EDPs) se transformam em equacdes diferenciais ordinarias (EDOs) no dominio
espectral, simplificando a sua solucdo. Contudo, vale destacar que outras operacoes, como
a multiplicacdo de duas funcdes, podem se tornar mais complexas nesse dominio devido a
operacao de convolucdo.

As principais propriedades do espaco espectral de Fourier s3o a homogeneidade e a aditi-

vidade. A transformada da derivada de uma funcao é ilustrada pela Eq. 3.57.

L (&) = () F (R, (357)
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onde n é a ordem da derivada e k£ é o niimero de onda. Ja a transformada do produto de duas
funcoes é um produto de convolucdo entre as transformadas dessas funces, como mostrado

na Eq. 3.58.

—

F@) - 9(&) = [F(7) % g (K), (3.58)
onde k é o parametro de transformacdo do produto, 7" é o parametro de transformacdo da
funcdo f(Z), e §é o pardmetro de transformacdo da funcdo ¢(Z). O uso do método pseudo-
espectral é justificado por essa propriedade, uma vez que resolver a integral de convolucao é
um processo computacionalmente custoso.

Partindo para a transformacdao do modelo diferencial, Eqs. 3.17 e 3.2, para o espaco

espectral, primeiramente, aplica-se a transformada de Fourier sobre a equacao da continuidade,

Eq. 3.2

I
8%

Ao aplicar a propriedade das transformadas de Fourier a derivada da Eq. 3.2, obtém-se:

—0. (3.59)

ik;t; = 0. (3.60)

Conforme os principios da geometria analitica, um produto escalar nulo entre dois vetores
indica que esses vetores sao ortogonais. Assim, ao analisar a Eq. 3.60, conclui-se que o vetor
nimero de onda, E é ortogonal ao campo de velocidade transformada ﬁZ(E, t). Em decorréncia
dessa relacao, define-se um plano perpendicular ao vetor nimero de onda, denominado plano
7 ou plano de divergéncia nula, que contém o campo de velocidade transformada. O vetor de

velocidade transformado ;(k, ) est4 contido no plano 7, conforme ilustrado na Fig. 7.

Figura 7 — Definicdo do plano 7

¥

Fonte: Moreira (2011)
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Transformando a Eq. 3.17 para o espaco de Fourier, tem-se:

—

o, 1. = 4  — . G fi
5 = —;zkip* — ok (u;uy) + ik; {21/@]@5@} + X (3.61)

onde vy = v + 1.

A Eq. 3.61 pode ser submetida a manipulacGes matematicas que visam desacoplar o campo
de pressao do campo de velocidade. Para facilitar a compreensio desse processo, cada um dos
termos transformados é relacionado ao plano 7, seguido pela aplicacdo do operador de projecao
sobre esses termos.

9,
ot !

O termo referente a taxa de variacdo da quantidade de movimento linear, pertence ao
plano 7. O gradiente de press3o, ik;p*, é colinear ao vetor niimero de onda k, o que implica que
ele é ortogonal ao plano 7. Quanto ao termo fonte, ndo é possivel determinar sua posicao em
relacdo ao plano 7. Os termos n3o lineares advectivo e difusivo no espaco de Fourier aparecem
como transformadas do produto entre duas funcdes. No espaco de Fourier, a solucao desses

termos envolve a resolucdo de uma integral de convolucdo para cada um deles, o que dificulta

a determinacdo se suas posicdes em relacdo ao plano 7. Desta forma, a Eq. 3.61 torna-se:

1.~ e
ot P k=43
~ (3.62)
wily [ TPl = 1)+ (s = T - P+ 2,
=r+s

onde k = 7"+ § fornece as interacoes triadicas entre os vetores nimero de onda k, 7 e §.
Manipulando os termos da Eq. 3.62, mostra-se as posicoes conhecidas de cada termo em

relacdo ao plano 7:

ou; 1 — PR
“ + *Lki]j* —|—Lk’j . Q_LI(F)l_LJ(k — ”r’“)df)
ot p =743
o dn (3.63)
iy [ 7 [k = )+ (k= 7)) (= R — L = 0.
k=7+8 P

Como discutido anteriormente e evidenciado na Eq. 3.63, ndo se conhece a priori a posicdo

dos termos n3o lineares advectivo e difusivo, bem como do termo fonte, em relacdo ao plano 7.

No entanto, dado que o termo da taxa de variacdo da quantidade de movimento linear (%’?)
pertence ao plano m, a soma dos demais termos também deve pertencer a este plano. Isso
decorre do principio de que, se a soma de dois vetores é nula, entdo eles devem ser colineares.

Portanto, conclui-se que:
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faklp +Lk/ F)uj( — 7)dr
(3.64)

— ik Zar(7) [(ky — )it + (ks — 7)1 (k — 7)dr — J; en

k=r+5
Define-se o tensor de projecao g;; pela Eq. 3.65, o qual projeta qualquer vetor sobre o

plano 7 (SILVEIRA-NETO, 2002a; SILVEIRA-NETO, 2020).

- kik;
i (k) = 0jj — ]{7], (3.65)
onde 6;; é o tensor delta de Kronecker, dado por:
1 sei=y
0 sei+#j

De posse da definicao do tensor projecao e aplicando-o na Eq. 3.64, e sabendo que o termo

tk;p* é ortogonal a 7, pode-se escrever:

fz

fbk D o vkj u; (7)a;(k — 7) dF

k= 7+5

—thj / et (7) [y = )t + (ks — 7)1t (K — 7) dF*

h o (3.67)
1% k=r+5
—thy [ () (s = 7))t + (i — 72 )l5] (K — 7) dFF|
7+§

Nota-se, na Eq. 3.67, que o termo referente ao gradiente de pressdo no espaco de Fourier
desaparece no lado direito do sinal de igualdade, pois a projecao, sobre um dado plano, de
um vetor ortogonal a esse plano é nula. Este resultado é ilustrado na Fig. 8, que mostra a

representacdo geométrica dos termos da Eq. 3.62 em relacdo ao plano 7.
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Figura 8 — Termos da Eq. 3.62 no Espaco de Fourier e sua Projecdo em Relacdo ao Plano 7
ki

ik p* (k.1 th, [ T (F) (K= )

k=r+s

o, [I}'.r)
%)

./

,f;lf

Vim

k, ] J b;'-(’:}((kj_r/)}i:'f’(k/ —1;)5})[/5—1’“](1?"

F=r3

Fonte: Moreira (2011)

Na Fig. 8 tem-se os vetores do termo fonte e dos termos n3o lineares advectivo e difusivo
projetados sobre o plano 7. J& o vetor que representa o gradiente de pressdo desaparece
quando projetado. Este procedimento promove o desacoplamento dos campos de pressao e
das velocidades das equacdes de Navier-Stokes incompressiveis. Assim, a Eq. 3.62 pode ser

reescrita na seguinte forma:

a/az (E7t) k 2 — 2 ];; 7 di
T = Pim\ — LK; E=F+§'um(r)uj( _7’> r
ki [ T (F)(ky — 1) am(k — 7) dF . (3.68)
k=r+7

ik / T (7) (ko — 1o )its (F — 7) dir 4 4

k=45 p
A Eq. 3.68 é independente do termo de pressdo, que foi substituido pela projecdo dos
termos fonte, advectivo e difusivo. Comparado aos esquemas classicos, este procedimento é
equivalente a substituir a solucdo de uma equacao de Poisson por um produto vetor-matriz, o
que, em termos numéricos, é mais eficiente e acurado (MARIANO, 2011). Em termos fisicos,
ambos métodos garantem o balanco de massa. Além disso, observa-se a presenca de integrais
de convolucdo, necessarias para resolver os termos ndo lineares advectivo e difusivo. Essas
integrais devem, rigorosamente, ser resolvidas por meio de algum esquema de integracao nu-

mérica. Entretanto, caso isso seja implementado, o ganho computacional obtido pela operacao
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de projecao poderia ser comprometido. Aqui, essas integrais de convolucao sdo tratadas pelo
método pseudoespectral, tornando a resolucdo da 3.68 mais vantajosa.

O método pseudoespectral de Fourier (MPEF) é fundamentado na premissa de evitar
o calculo direto dos termos ndo lineares advectivo e difusivo da Eq. 3.68 no dominio de
Fourier, uma vez que tal abordagem exigiria a resolucdo de integrais de convolucdo, as quais
sao computacionalmente dispendiosas. Para mitigar esse desafio, as derivadas espaciais dos
termos nao lineares advectivo e difusivo sdo inicialmente computadas no espaco de Fourier
e subsequentemente transformadas para o espaco fisico, onde os produtos sao efetivamente
calculados. A alta acuracia do método espectral de Fourier é preservada pela capacidade de
realizar produtos no espaco fisico e calcular as derivadas no espaco espectral.

Outra peculiaridade do tratamento do termo ndo linear reside no fato de que ele pode
ser escrito de diferentes formas (CANUTO et al., 2006). Todas estas formas, quando se assume
incompressibilidade no escoamento, apresentam equivaléncia matematica. Entretanto, as pro-
priedades numéricas podem variar significativamente durante a discretizacao dessas equacdes.
As formas de tratamento do termo nao linear, em notacdo tensorial, podem ser expressas como

S€ segue:

o~ g O
= Forma n3o-divergente: ;5%
1

O0(uiuy)

= Forma divergente: =
7

RS | Ouj O(uiuy)
» Forma anti-simétrica: (ul oer T " om

i . 1 0(uiug) o (Qw _ Oui
= Forma rotacional: 5 9o, + €4jk (axj o ) Ui

onde €;;, € o simbolo de Levi-Civita e wy, = eijk% representa a componente do vetor vortici-
dade, dado por w =V x u.

A forma escolhida no presente trabalho para a solucdo do termo ndo-linear foi a forma
anti-simétrica, reportada como sendo a mais estavel do ponto de vista numérico (CANUTO
et al., 2006). Essa forma consiste em realizar uma média aritmética entre o termo n&o-linear

escrito na forma divergente e na forma n3o-divergente.

3.3.1 Recuperacao do campo de pressao

Embora o campo de pressdo n3o apareca nas equacdes de Navier-Stokes transformadas

(Eq. 3.68), ele pode ser recuperado por meio de um pés-processamento a partir da Eq. 3.67.



Isolando-se o termo referente ao gradiente de pressao, obtém-se a Eq. 3.69

L]{? / l/ef F) ]{7 — Tj)ﬁi + (kz - T’i)ﬁj] (lg - F) dF]

p

k= 7+5

L/.c/ ueff) (k= ry)idi + (ks = 2)il | (E—F)df].

Observa-se que tensor identidade I;,, foi introduzido por conveniéncia, sem alterar a equa-

c3o. Colocando em evidéncia os termos entre colchetes, tem-se

A

1. 2
—tkip* = (@im — Lim) | — = + tk; u;(k — 7)dr
L = >[ N G

(3.70)
=tk [ D7) [(ky = )it + (ki = )iy | (k= 7) dF].
=7+§
Ao realizar o produto escalar da Eq. 3.70 pelo vetor nimero de onda k;, tem-se
1 2 2x f’L N [
—ik = (@zm Izm)kz P + kf Ul(T)UJ(k‘ — T) dr
k=45
(3.71)
— ks | () (k= rj)its + (ki = i)itg | (k= 7) dF] .
Observando que:
kik,
(Qim — Lim)ki = <5im 2 Iim) ki = —km. (3.72)

Entado, substituindo a equacao Eq. 3.71 na Eq. 3.72, obtém-se
L=k, f’ — ik Ui (F)t; (K — 7) dif
p p k=rt5

+ ok

[ T [y = i+ (ks = )i ] (=7

Assim, o campo de pressao pode ser obtido usando a Eq. 3.74

59
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3.3.2 DFT e FFT

A vers3o discreta da transformada de Fourier é conhecida como Transformada Discreta de

Fourier (DFT) e esta definida na Eq. 3.75.

E

b= 3 e (3.75)

n277+1

onde ¢,, € o campo de velocidade discretizado com N nés de colocacao; n fornece a posicao
x, dos noés de colocacado, x,, = nAx; Ax é o espacamento entre dois nds de colocacio; e k é
o nimero de onda (Eq. 3.77).

A Eq. 3.75 é a aproximacdo numérica da transformada de Fourier, aplicada sobre os nés
de colocacdo de um dominio discretizado. Deve-se notar que, para se trabalhar com a DFT, a

funcao a ser transformada necessariamente deve ser periddica, ou seja:

o(Z,t) = (¥ + L, t). (3.76)

onde L é 0 comprimento do dominio na direcdo considerada. As rotinas DFT imp&em automa-
ticamente a condicdo de periodicidade. Esta propriedade é a grande restricio da metodologia
pseudoespectral de Fourier, limitando o seu uso a problemas com condicdes de contorno pe-
riddicas. Entretanto, com a fusdo da metodologia da fronteira-imersa com a MPEF, busca-se
resolver esta restricdo.

Na implementacdo computacional para a resolucdo da Eq. 3.75, adota-se o algoritmo pro-
posto por Cooley e Tukey (1965), conhecido como Transformada Répida de Fourier (FFT).
Diversas sub-rotinas estdo disponiveis para o calculo da FFT, as quais consideram uma varie-
dade de parametros, tais como: manipulacao de dados reais ou complexos; precisdo simples ou
dupla; FFTs unidimensionais, bidimensionais ou tridimensionais; programacao serial ou para-
lela; utilizac3o de poténcias de 2, 3, 5, 7, 11 e 13; e suporte a varias linguagens de programacao

(Fortran, C, C++). O desempenho étimo das subrotinas é alcancado para 2V nés de colo-
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cacdo, onde N é um ndmero inteiro. Os vetores nimero de onda sdo calculados da seguinte

forma:

I (p — 1) sel<n<¥41
ki(n) =4 ™ 2 (3.77)
F(n=1-N) seF+2<n<N

onde k; é a componente ¢ do vetor nimero de onda; N é o nimero de nds de colocacao numa
dada direcdo; L; é o comprimento fisico do dominio nessa dada direcdo e n é a posicdo no

vetor em uma dada direcdo do dominio.

3.4 DISCRETIZACAO TEMPORAL

O método pseudoespectral de Fourier assegura alta acuracia e uma elevada ordem de
convergéncia na discretizacdo espacial. Além disso, ele permite desacoplar a solucao do gradi-
ente de pressdo, que se torna um resultado obtido apenas no pés-processamento. A aplicacdo
da Transformada Répida de Fourier (FFT) contribui para a reducdo do custo computacional
na resolucdo das equacGes de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis. Dado que a
discretizacao espacial é realizada com um método de alta ordem, é necessario empregar um
método de alta ordem também na discretizacdo temporal (MARIANO, 2011). Dessa forma, o
IMERSPEC adota o Método de Runge-Kutta de quarta ordem de convergéncia temporal com
seis passos (RK46) de Allampalli et al. (2009).

A escolha desse método de avanco temporal baseia-se na sua otimizacdo no espaco espec-
tral, o que resulta em uma diminuicdo no armazenamento de varidveis e em menores niveis de

dispersdo e dissipacdo numérica. O algoritmo RK46 é apresentado pela Eq. 3.78

AUX! = ol AUX!™ + At (vk%t; — ¢ TNL)'
(3.78)
ot = a3t + BIAUX;

ondel =1,2,...,6 é 0 passo do método, AUX é uma variavel auxiliar, o/ e ' s3o constantes

apresentadas na Tab. 2.
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Tabela 2 - Valores das constantes o e 8! utilizadas no método RK46.

-1,727127405211
-0,694890150986
-1,039942756197

o B
0,0 0,122
-0,691750906070 | 0,477263056358

0,381941220320
0,447757195744
0,498614246822

S 1AW N P~

-1,531977447611 | 0,186648570846
Fonte: Allampalli et al. (2009)

O incremento temporal utilizado no IMERSPEC é variavel, dependente da Condicdo de

Courant-Friedrichs-Lewis (CFL), e é dado por:

-1

max |u; | max |uy] max |us| | v \ Aa? * Ax3 * Ax?

(3.79)
onde os termos relacionados a Ax3 e uz sdo anulados para modelagens de escoamentos
bidimensionais. O método RK46 é um método temporal explicito, portanto, o valor de CFL

deve ser sempre inferior a unidade para garantir a estabilidade computacional.

3.5 RESOLUCAO DA EQUACAO DE SPALART-ALLMARAS PELO METODO PSEUDO-
ESPECTRAL DE FOURIER

O modelo de Spalart-Allmaras (S-A) é baseado em uma equacdo de transporte para uma
variavel de viscosidade turbulenta modificada, 7, que captura os efeitos da turbuléncia. A
equacgdo diferencial parcial (EDP) que descreve a evolucdo de © é dada pela Eq. 3.19. No
presente trabalho esta equacao é resolvida usando o método pseudoespectral de Fourier, sendo
necessaria a transformacao da equacdo para o espaco espectral. Aplica-se a transformada de
Fourier as variadveis dependentes, o que converte as derivadas espaciais em multiplicacdes por
nimeros complexos associados as frequéncias do espaco espectral.

A derivada temporal de © no espaco fisico é transformada diretamente como:

o — @ (3.80)
ot ot

O termo convectivo é transformado aplicando a propriedade de derivada da transformada

de Fourier:
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o(w7)
0xj

Os termos de producdo e destruicdo sao transformados para o espaco espectral como:

— ik T 0. (3.81)

o137 — e Sip, (3.82)
7\ 2 N2
- wlfw (d) — _Cwlfw <d> . (383)

O termo de difus3o viscosa é transformado para o espaco espectral considerando a aplicacdo

da derivada e da convolucao no espaco espectral:

10 L% 1 —_ 2
Por fim, o termo de difusdo turbulenta é transformado para o espaco espectral de Fourier

como:

) <3V3V> S 252 (54 5) (3.85)

g 83:j al'j o

Assim, a equacdo de Spalart-Allmaras no espaco espectral pode ser escrita como:

aaz + kD = epSP — Curfu (Z)Q - ii;{j ((v+9) = (ik;D)) + Caﬁkf. (7%7). (3.86)
O método pseudoespectral é utilizado para tratar produtos de duas funcdes. Este processo
envolve a transformacao das funcdes para o espaco fisico por meio da transformada inversa de
Fourier, a realizacao do produto no espaco fisico, e a subsequente transformacao do resultado
de volta ao espaco espectral.
Os termos n3o lineares s3o tratados pelo método pseudoespectral de forma anti-simétrica,
a forma mais estavel considerada por Canuto et al. (2006). A forma anti-simétrica consiste em

calcular a média aritmética do termo nao-linear expresso tanto na forma conservativa quanto

na forma n3o conservativa. Especificamente, tem-se:

» Forma divergente: Na forma divergente, os termos sao escritos como derivadas de um
escoamento. Para a equacdo de Spalart-Allmaras, eq. 3.86, o termo convectivo na forma
conservativa é dado por:

oNup) . =
T:;j = ik;(u;v), (3.87)
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= Forma nao divergente: Na forma n3o divergente, os termos sdo expressos diretamente
em termos da derivada do produto das funcdes:
o =
Uj—— = ujik;v. (3.88)
Ox;
J
A forma anti-simétrica combina as duas abordagens anteriores, resultando em uma expres-
sao que minimiza os erros numéricos associados as derivacoes espectrais:
o= Ly ==
ikju;0 = 3 [zk‘j(ujl/) + ujzkjv] : (3.89)

Este tratamento antissimétrico atende ao balanco das propriedades fisicas essenciais do

escoamento, a0 mesmo tempo em que proporciona maior estabilidade numérica.

3.5.1 Imposicao de Condicdes de Contorno para

A imposicao das condicdes de contorno para a viscosidade turbulenta modificada o é
realizada utilizando o método da fronteira imersa, que trata as condicoes de contorno como
fontes adicionais de forca no dominio computacional. Isso é realizado através da insercdo de
uma forca virtual que atua sobre a varidvel 7, direcionando-a para satisfazer a condicdo de
contorno imposta. No caso da condicao de ndo deslizamento, a forca é aplicada de maneira
que a velocidade tangencial da parede seja nula.

Na equacdo de Spalart-Allmaras, a imposicdo de uma condicdo de contorno de ndo des-
lizamento pode ser matematicamente representada pela modificacdo do termo convectivo na

equacao de transporte de 7, da seguinte forma:

ov  0(u;v) ~ 2 190 . oD Cpo [ OV OD

—+——— =S —Cu1fw () - —|+— == fre, (3.90

ot * Oz v f d * o Oz, (v+ V)axj * o \ 0z Oz, * e, )
onde f;,. representa o termo fonte imposto para satisfazer a condicdo de contorno. Esse termo

é calculado iterativamente para assegurar que 7 atinja o valor desejado na fronteira:

fro = —A(7 — Do), (3.91)

em que A é um parametro de controle que ajusta a intensidade da forca aplicada, e 7. é 0
valor de referéncia de 7 na fronteira, que é igual a zero para a condicao de nao deslizamento.
O MDF é utilizado para iterativamente ajustar o termo fonte de forma a corrigir qual-

quer desvio da condicao de contorno desejada. Cada aplicacdo sucessiva da forca leva a 7 a
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aproximar-se cada vez mais do valor de referéncia na fronteira, garantindo assim a imposicao

exata da condicdo de nao deslizamento.

3.6 ACOPLAMENTO ENTRE AS METODOLOGIAS PSEUDOESPECTRAL DE FOURIER
E FRONTEIRA IMERSA - IMERSPEC

A abordagem IMERSPEC visa contornar as restricdes das condicGes de contorno periddicas
necessarias para a utilizacdo do método pseudoespectral e, simultaneamente, obter um método
de fronteira imersa de alta acuracia e com alta ordem de convergéncia espacial. As definicGes
dos dominios estdo ilustradas na Fig. 9. O dominio fisico {2p,,p, classificado como euleriano, é
circunscrito pela fronteira imersa ['ppp, a qual também é tratada como um dominio lagrangi-
ano. Dentro de (2p,p, ocorre toda a fenomenologia fisica que se pretende modelar e simular.
Neste dominio, é possivel inserir um ou mais subdominios delimitados pelas fronteiras imersas
I';, onde © = 1,2,..., N. Na fronteira imersa I'p,p, pode-se definir quaisquer condicdes de
contorno, mesmo que sejam n3o periddicas (MARIANO, 2011).

O dominio complementar euleriano (2p.p é delimitado pela fronteira I'pep € é utilizado para
impor diretamente as condicdes de contorno periddicas na solucdao das equacdes de Navier-
Stokes transformadas (Eq. 3.62). Este dominio, Qpep, envolve o dominio Qpnp e possibilita
estender a solucao do problema nao peridédico até a fronteira periddica ['pep. As condicOes
de contorno periddicas sdo aplicadas diretamente sobre ['pep por meio dos procedimentos
pseudoespectrais. Em contrapartida, as condicdes de contorno ndo periddicas sdo impostas
indiretamente sobre a fronteira imersa I'p,p através do campo de forca euleriano f(f, t). Na

Fig. 9, o vetor 7 representa qualquer ponto dentro do dominio euleriano, enquanto o vetor X

representa qualquer ponto de uma interface lagrangiana.
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Figura 9 — Representacdo esquematica dos dominios de célculo euleriano e lagrangiano

(X, 1)

Fonte: Moreira (2011)

Simular escoamentos turbulentos com acuracia através de métodos transientes exige a
imposicao de condicdes de contorno adequadas. Escoamentos com desenvolvimento temporal,
como decaimento isotrépico, camadas de mistura, jatos e canais planos, beneficiam-se da
condicdo de periodicidade na direcdo preferencial do escoamento, onde as informacdes no
plano de saida sdo reintroduzidas na entrada, proporcionando o suporte necessario para o
correto desenvolvimento da turbuléncia dentro do dominio.

Para transformar a equacao de 7 para o espaco espectral, emprega-se a Transformada de
Fourier (FFT). Inicialmente, as varidveis associadas a equacdo de U sdo convertidas para o
espaco espectral. Posteriormente, sdo calculados os termos ndo lineares, viscosos, e os efeitos
de compressibilidade e turbuléncia, sendo cada um desses aspectos tratados separadamente
no espaco espectral.

Os efeitos advectivos e n3o lineares sdo considerados no termo convectivo da equacdo. O
termo de producdo turbulenta esta associado ao tensor de rotacio S. Além disso, s3o conside-
rados os efeitos de dissipacdo préximos a parede, dependentes de 7 e da distancia ao objeto.
Os efeitos viscosos e a difusdo turbulenta sdo igualmente incluidos, ambos essenciais para a
correta predicao dos campos de 7 e, consequentemente, de ;. A imposicdo das condicGes de
contorno para € alcancada por meio da aplicacdo do termo fonte f;., garantindo as condicado
de contorno.

A soma desses componentes resulta no termo de contribuicdo para o lado direito da equa-
cdo, que, ao ser invertida pela transformada de Fourier, retorna ao espaco fisico. Isso permite a

atualizacao dos valores de © e, por conseguinte, a determinacao dos campos turbulentos. Esse
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procedimento, aliado a imposicdo precisa das condicdes de contorno, é fundamental para as-
segurar a acuracia da solucao numérica em simulacdes que envolvem escoamentos turbulentos
em torno de geometrias complexas.

Para finalizar, o algoritmo da metodologia IMERSPEC é apresentado abaixo:

1. Inicializa-se o campo de velocidade, uf, e o campo da viscosidade turbulenta modificada,
7', no espaco fisico no instante t;

2. Aplica-se a Transformada Réapida de Fourier (FFT) aos campos u! e %, obtendo-se seus

correspondentes no dominio transformado, u! e 7t

3. Para garantir a equacao da continuidade, aplica-se o tensor projecdo sobre o campo de

velocidade, obtendo: ﬂ/\mt = ©ij (a§)
4. Calculam-se os termos do lado direito (RHS), necessérios para resolver a Eq. 3.68:

= Termo difusivo:

ot

a) Calculam-se as derivadas no espaco espectral, (Du)! = ik;ut ;

o

. — —\1t
Calcula-se 7;; = ¢ (iji + k,-uj> ;

(@]

Aplica-se a transformada inversa de Fourier sobre 7;; obtendo-se o;;;

o

D

Aplica-se a transformada direta de Fourier sobre o;;ver obtendo-se o7 Ves;

P T — 1 -
Calcula-se o termo difusivo (termo ndo-linear): visc, = ik;07;Vef;

-+

)
)
)
) Calcula-se o produto o;;vef;
)
)
)

. ~ 1. - -1 ——t
g) Projeta-se o termo nao-linear usando o tensor projecao: visc,, = (;; (msc-);

J
= Termo advectivo na forma anti-simétrica; o termo difusivo também é calculado
pelo método pseudoespectral:

t ot

a) Calcula-se o produto: (Pu); = uj,u’, no espago fisico;

b) Transforma-se o produto (Pu)! para o espaco espectral usando a FFT, obtendo-

se (Pu)!;

c) Calculam-se as derivadas no espaco espectral, (Du)! = ik;ul,;

d) Aplica-se a transformada inversa de Fourier sobre as derivadas, (m)f obtendo-
se (Du)};
e) Calcula-se o produto das velocidades no espaco fisico, com as derivadas, tam-

bém no espaco fisico, (PDu)! = uf_(Du)?;
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

f) Transforma-se o produto das velocidades com as derivadas para o espaco de

Fourier, obtendo-se (PDu);
—t — —
g) Calcula-se o termo advectivo n3o-linear: tnl; = ; [(Pu)'zf + (PDu)ﬂ;
. - Lt —t
h) Projeta-se o termo ndo-linear usando o tensor projecdo: tnl,, = ©;; (tnlj);

De forma analoga, resolvem-se os termos da Eq. 3.90 para a viscosidade turbulenta mo-

dificada 7, seguindo 0 mesmo procedimento de calculo dos termos difusivos e advectivos.

. Aplica-se o esquema de Runge-Kutta e obtém-se os parametros temporarios u; e U*;

. Aplica-se a transformada inversa de Fourier em u! e U*, obtendo-se os parametros

temporarios no espaco fisico, u; e U*;

. Se os pontos lagrangianos coincidem com os eulerianos, usa-se a Eq. 3.48. Caso contra-

rio, interpola-se o parametro temporario no espaco fisico, usando a Eq. 3.49, obtendo-se

a velocidade sobre os pontos lagrangianos, U;

Calcula-se a forca lagrangiana, F,, através da Eq. 3.45, onde U!™2! = U,F;, isto é, a

velocidade que a fronteira imersa deve ter;

Calcula-se a forca euleriana, f;, quando os pontos lagrangianos coincidem com os nés
de colocacdo eulerianos, ou utiliza-se o processo de distribuicao, quando ndo existe

coincidéncia;
Analogamente, calcula-se o termo fonte para 7, fy..

Transforma-se f,. e o campo de forca euleriano, f;, para o espaco espectral e aplica-se

o tensor projecao ;;, obtendo: fir = §ij (fj>

Com o parametro temporéario obtido no passo 6 e a forca euleriana projetada no passo
anterior, atualiza-se o campo de velocidade @"2' = Atp;, (fm) + u! e calcula-se

5;*“ = Atr*;

Utilizando o método da multipla imposicdo da forca, entra-se no processo de cicla-

gem, fazendo @™ = @!*2!  atualizando o pardmetro temporario da seguinte maneira:

ﬂﬁtJrl — ﬁ;;kl‘t + At@zj (flzt) e ﬁi*thrl — Atﬁ*;

)

Com "™ calculado, retorna-se ao passo 7, obtendo @ = u;"“*! e v* = p*it+1;
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16. Repete-se os passos 7 até 13 até satisfazer um dos critérios de parada, seja a Eq. 3.54

ou o niumero maximo de iteracoes, NL;

17. Apos o critério de parada ser satisfeito, retorna-se ao passo 1 e avanca-se no tempo.

3.6.1 Tratamento das condicdes de contorno

O cédigo computacional adota condicdes de contorno peridédicas em todas as direcdes para
as variaveis primitivas, ou seja, para as componentes da velocidade, em conformidade com as
restricdes inerentes ao Método Pseudoespectral de Fourier (MPEF). No entanto, essa perio-
dicidade imposta pelo método pode limitar a simulacdo de escoamentos nao periédicos. Para
contornar essa restricdo, sdo empregados dois artificios numéricos: a metodologia IMERSPEC,
previamente apresentada, e a zona de amortecimento.

Embora a zona de amortecimento nao represente uma imposicao direta de condicdo de
contorno, sua descricdo se faz necessaria nesta secdo devido a sua estreita relacdo com a
implementacao de condicdes de contorno nao periddicas, que sdo tratadas pela metodologia
IMERSPEC. Sua func3o principal é garantir uma transicdo suave do escoamento ao longo das
fronteiras do dominio de interesse, permitindo que o escoamento que sai retorne gradativa-
mente a condic3o de entrada, sem comprometer a periodicidade exigida pelo MPEF (MOREIRA,
2011).

Além disso, a metodologia IMERSPEC resulta do acoplamento entre o método da fronteira
imersa e o MPEF, permitindo a imposicao de condicoes de contorno dentro do dominio com-
putacional. Essa abordagem viabiliza a simulacdo de escoamentos ndo periédicos preservando
as propriedades espectrais do MPEF. Dessa forma, o dominio computacional é estruturado em
duas regides distintas: o dominio de interesse, onde ocorre a analise principal do escoamento,
e o dominio complementar, composto pela regiao da MF| e pela zona de amortecimento, que

auxilia na preservacdo da acuracia da solucdo (MARIANO et al., 2022).

3.6.1.1 Zona de amortecimento

A zona de amortecimento (Buffer Zone) é um procedimento numérico amplamente utili-
zado, especialmente em fluido-acustica, com o objetivo de mitigar os efeitos da reflexdo de

ondas quando estruturas turbilhonares atravessam as fronteiras do dominio, reduzindo, assim,
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interferéncias nos campos de velocidade (ALVAREZ, 2015). De acordo com Deng (2011), essa
técnica é implementada por meio da adicdao de uma regidao suplementar ao redor do dominio
computacional, na qual sdo inseridos pontos extras e incorporados termos de amortecimento
exponencial as equacdes governantes, promovendo a dissipacao gradual das estruturas, como
pode ser observado na Fig. 10. Dessa maneira, a zona de amortecimento atua como um su-
midouro artificial de estruturas turbilhonares, atenuando reflexGes espirias e preservando a

acuracia da solucdo numérica no interior do dominio de interesse (UZUN, 2003).

Figura 10 — Dominio computacional LES. A zona de amortecimento é utilizada para dissipar ondas espdrias e
evitar reflexdes nas fronteiras do dominio

Zona de

Regido de escoamento .
amortecimento

Fonte: Adaptado de Khalighi et al. (2011)

No presente trabalho, a funcdo de amortecimento foi empregada para minimizar as influén-
cias das condices de contorno periddicas, inerentes ao método pseudoespectral de Fourier.
Além disso, essa técnica pode ser utilizada para estabilizar o escoamento externo ao domi-
nio de interesse, sendo particularmente relevante para simulacdes envolvendo altos valores do
ndmero de Reynolds (MOREIRA, 2011).

A funcdo de amortecimento é dada pela Eq. 3.92:

ZA=T(Q — @), (3.92)

onde () denota a solucdo do problema na regido de interesse, representando as velocidades
computadas, e (); corresponde a solucao alvo desejada ao final da zona de amortecimento.

O cédigo numérico adota condicdes de contorno periédicas em todas as direcoes, enquanto
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o parametro ¥ desempenha um papel fundamental na atenuacdo das estruturas turbilhona-
res. Esse parametro deve ser ajustado de forma criteriosa, considerando as caracteristicas do
problema, a fim de assegurar uma transicao suave e gradual até a solucao alvo. A formulacao

matematica da funcao de amortecimento é apresentada na Eq. 3.93.

U= ; [1 — tanh (4 - sHﬂ , (3.93)

Zaa — Zf
onde 2., e zf sdo, respectivamente, o inicio e o fim da zona de amortecimento.
Apds ser calculada, a fungdo Z A é incorporada ao lado direito (RHS) da equacdo discre-
tizada (Eq.3.68) como um termo corretivo. No caso do método pseudoespectral, esse célculo

é realizado no espaco fisico.
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4 RESULTADOS

4.1 VERIFICACAO

A verificacao de cédigos computacionais busca garantir a correta resolucdo das equacoes
implementadas numericamente e assegurar a auséncia de erros no algoritmo. Para medir esses
erros, a solucdo do cédigo deve ser comparada com outras solucdes, sejam elas analiticas ou
computacionais, verificando se as equacdes foram resolvidas de maneira correta e satisfatéria.
Aspectos como acuracia da solucdo e convergéncia do algoritmo sdo avaliados nesta fase, que

atesta a acuracia do modelo numérico (XUE; WANG; ROY, 2023).

4.1.1 Solucao da Equacao de Burgers

A equacdo de Burgers, apresentada na Eq. 4.1, é uma equacio diferencial parcial (EDP)
n3do linear unidimensional com condicoes de contorno periddicas. Devido ao balanco entre os
termos de adveccao e difusdo, essa equacao é frequentemente empregada como um modelo
fundamental na hierarquia das equag¢Ges de Navier-Stokes (CANUTO et al., 2006). Sua relevancia
abrange tanto a matematica quanto a engenharia, sendo utilizada como um modelo qualitativo
para diversos fendmenos fisicos, incluindo ondas de densidade de carga, linhas de estruturas
turbilhonares em supercondutores de alta temperatura, além da formac3o de grandes estruturas
cosmoldgicas e ondas de choque (NASCIMENTO, 2016). Além disso, sua principal vantagem é
a possibilidade de obtencao de uma solucdo analitica, Eq. 4.3, o que a torna uma ferramenta
valiosa para a verificacdo de métodos numéricos.

ou  ou O

E_Fu%—yﬁzo em €2, Vt > 0, (4.1)

onde u é a velocidade, v é uma constante positiva, e {2 é o dominio espacial. A Eq. 4.1 é

completada pela condicdo inicial:

u(z,0) = ¢+ up(z,0). (4.2)

Sendo a solugdo analitica proposta por Canuto et al. (2006):

up(z,t) = —21/%(1‘ —ct,t+1) !

Ox dlx —ct,t+1) (+3)
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i z—(2n ]2

n=—oo

onde c é a velocidade de fase, = é a posicdo no eixo das abscissas, ¢ é o tempo e n é o contador
do somatério.

Para resolver numericamente a equacao de Burgers utilizando o método pseudoespectral

de Fourier, deve-se aplicar a transformada de Fourier na variavel espacial, obtendo-se a Eq. 4.5.

ou  Oou D

ot "or T Vor

Considerando as propriedades do espaco espectral de Fourier, cada termo da Eq. 4.5 é

— 0. (4.5)

analisado separadamente como segue:

ot ol
a9 = g, T b (@6)
Transiente  Advectivo Difusivo
a/\
877; = —tx*(i-k)-0—vk*a. (4.7)

O tratamento do termo ndo linear pode ser realizado de forma advectiva (Eq. 4.8), forma

divergente (Eq. 4.9) e forma antissimétrica (Eq. 4.11).

U (4.8)
d(uu)
o (4.9)

Neste caso especifico, por se tratar de uma equacao unidimensional, a forma divergente é
apresentada por Canuto et al. (2006) da seguinte maneira:

1d(uu)
2 dx ’

(4.10)

sendo que a forma antissimétrica é a média aritmética das formas advectiva e divergente:

1 l du 1d(”“>] | (4.11)

u— +
2| dxr 2 dx
O cédigo numérico desenvolvido foi testado para dois cendrios, um considerando apenas a
difusdo da onda (¢ = 0 m/s) e outro demonstrando, além da difusdo, a propagacdo da onda

ao longo do tempo (¢ =4 m/s). O dominio é unidimensional com um comprimento L, = 2.
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Para o avanco temporal, foi utilizado passo de tempo variavel, baseado no critério CFL,

proposto por Courant, Friedrichs e Lewy (1967):

Azr  Ax?

max |u|’ 2 v

At = CFL - min (4.12)

onde CFL é geralmente um nimero entre 0 e 1, que depende do esquema de integracdo e do
préprio método em andlise. Para estas anélises, utilizou-se CFL = 0, 1.
O erro foi calculado comparando os resultados numéricos com a solucao analitica. Esta

avaliacdo foi realizada utilizando as normas L, e L., definidas pelas equacoes:

Ly = ]bz (ur — ug)Q (4.13)

J=1

Lo = Errogps = max [u® — u"| (4.14)

onde N é a quantidade de pontos nodais, u® representa a solucdo analitica, u™ a solucao
numérica, e max |-| denota o valor maximo absoluto da diferenca entre a solugdo analitica e
a solucao numeérica.

A Fig. 11 apresenta a solucao da equacao de Burgers, conhecida por sua natureza periédica
e por exibir um forte gradiente de velocidade, que se aproxima da descontinuidade. A presenca
desse gradiente acentuado faz da equacdo adequada para testar a capacidade dos métodos

numérico-computacionais em capturar caracteristicas complexas e nado linearidades.

Figura 11 — Soluc3o da equacdo de Burgers usando malha de 128 pontos, t = T s

jus
8

3
il — — — -Condig#o inicial
2 *  RK46
2l s : Euler Explicito
4 | Solugao Analitica
o

1k
=
0

-1 F

2 F

3 . i . i ‘ i A

-4 3 2 1 0 1 2 3 4

Fonte: Autoria Prépria



75

Ao utilizar um método de alta precisdo e alta ordem de convergéncia na discretizacdo
espacial, é igualmente essencial empregar um método compativel na discretizacdo temporal.
Para verificar essa compatibilidade, foram realizados testes utilizando o método de Runge-
Kutta de quarta ordem otimizado em seis passos (RK46), conforme proposto por Allampalli
et al. (2009), e o método de Euler explicito parac =4 m/s e ¢ =0 m/s. Com um tempo final
de t; = % s e uma viscosidade cinematica de v = 0, 2 m? /s, os resultados foram comparados
com a solucdo analitica e estao apresentados, respectivamente, nas Tabelas 3 e 4. Todos
os valores adotados foram extraidos do livro de Canuto et al. (2006). Adicionalmente, foram
avaliadas duas abordagens para o tratamento do termo n3o linear: a forma advectiva e a forma
antissimétrica.

Tabela 3 — Andlise da norma Ly para C =4 m/set = ¢

N  RK46 (Adv.) RK46 (Antiss.) Euler (Adv.) Euler (Antiss.) Canuto et al.
32 4,96x107%  7,20x107% 4,96 x107* 7,18 x 107* 1,00 x 1072
64 4,20 x 1073 3,02x10~* 4,16 x 10~ 4,02 x 10~* 1,00 x 10~
128 1,06 x107°  837x10°7 9,07x10°° 9,01 %1075 1,00 x 10~°
256 4,80 x 1071 3,85 x 1072 9,01 x107° 9,01 x 10> 1,00 x 10~
512 2,53 x 107 241x 107 9,01 x10~°> 9,01 x 1075 1,00 x 10~12
1024 6,55 x 107 6,38 x 107 9,01 x 107> 9,01 x 10° 1,00 x 102

Fonte: Autoria Prépria

Tabela 4 — Analise da norma Ly para C =0m/set = ¢

N  RK46 (Adv.) RK46 (Antiss.) Euler (Adv.) Euler (Antiss.)
32 243x10%  1,10x 1073 2,41 x10°* 1,05 x 10®
64 1,41x107 1,58 x107% 3,11 x 10~ 3,22 x 10~°
128 1,79x 10713 4,15x 1072 3,16 x 10°° 3,16 x 10~
256 1,33x 1075 2,07x10°% 3.16x 106 3,16 x 10-°
512 3,23 x 1071 3,47 x107% 3,16 x 1075 3,16 x 10~°
1024 7,58 x 1075 6,43 x 10715 3,16 x 107 3,16 x 1076

Fonte: Autoria Prépria

A Tabela 4 demonstra que, quando ¢ = 0 m/s, a abordagem advectiva para o tratamento
do termo n3o linear tende a proporcionar resultados mais precisos em comparacdo com a forma
antissimétrica. Por outro lado, a Tabela 3 revela que, para ¢ = 4 m/s, a forma antissimétrica
apresenta um desempenho melhor, corroborando as conclusdes de Kinoshita (2011). Observa-

se também uma discrepancia significativa entre os resultados obtidos pelo método de Euler
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explicito e o método RK46, especialmente com o refinamento da malha. O avanco temporal
utilizando o método RK46 mostra-se varias ordens de grandeza mais acurado do que o Euler
explicito, aproximando-se mais dos resultados reportados por Canuto et al. (2006). Portanto, o
método de Runge-Kutta otimizado foi adotado para todos os testes subsequentes, assegurando
que a progressao temporal ndo comprometa a elevada acuracia do método espectral.

O grafico da da Fig. 12 compara a acuracia na resolucao da equacdo de Burgers, para
¢ =0 m/s, utilizando o método pseudoespectral de Fourier com dois diferentes esquemas de
integracao temporal. A curva associada ao método RK46 demonstra uma significativa reducao
no erro a medida que o nimero de pontos aumenta, evidenciando a alta ordem de conver-
géncia ou convergéncia exponencial deste método. Em contraste, o método de Euler explicito
apresenta erros consideravelmente maiores, que permanecem praticamente constante indepen-
dentemente do niimero de pontos nodais, sugerindo que o erro nao depende da discretizacao
espacial, mas da discretizacao temporal.

Adicionalmente, a equacao de Burgers foi resolvida pelo método das diferencas finitas,
fornecendo uma referéncia de comparacdo com a abordagem espectral. Neste método, a dis-
cretizacao espacial foi realizada utilizando diferencas centrais de segunda ordem, enquanto a
evolucao temporal foi conduzida por meio do esquema de Euler explicito. Essa formulacao, em-
bora simples e de facil implementacao, impoe restricSes significativas a estabilidade numérica,
uma vez que o passo de tempo deve satisfazer rigorosamente a condicdo de Courant-Friedrichs-
Lewy (CFL) para evitar instabilidades. Ademais, devido a natureza de baixa ordem do método,
a acuracia da solucdo é fortemente limitada tanto pela discretizacdo espacial quanto pelo
avanco temporal. Dessa forma, a inclusdo dessa abordagem tem o objetivo de evidenciar as
vantagens do método pseudoespectral, especialmente quando associado a esquemas temporais

de alta ordem, os quais permitem alcancar niveis superiores de acuracia.
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Figura 12 — Comparacdo da acurécia na resolucdo da equacdo de Burgers, ¢ =0 m/s
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Fonte: Autoria Prépria

4.1.2 Solucao Manufaturada de Taylor-Green

O processo de verificacdo foi também realizado utilizando técnicas de solu¢cdes manufa-
turadas, que consistem em utilizar a prépria solucao tedrica para resolver os problemas com
as equacdes de Navier-Stokes (NASCIMENTO, 2016). Para tal, foram empregadas as equacdes
analiticas de press3o e velocidades propostas por Taylor e Green (1937), conforme apresentado

por Canuto et al. (2006), representadas pelas Eqs. 4.15, 4.16 e 4.17:

b vt
u = Uy sin (ag) cos (g) ef[ﬁ(a%bz)], (4.15)
b vt
reven()n()

(4.17)

2
po= _PU;% lSiIl2 <algj> — cos? (%)] o [35 (@ +07)]

Nesta solucdo, u® e v representam as componentes continuas da velocidade na direcao z

e y, enquanto p° denota a pressao continua. a e b sao constantes e x e y sao as coordenadas



78

cartesianas; L é o diametro de um vortice e é igual a m metros; v é a viscosidade cinematica;
p € a massa especifica do fluido; e Uy, é uma velocidade de referéncia.
As equacGes para verificacdo devem obedecer a equacdo da continuidade, Eq. 4.18:

ou® o

o oy = (4.18)

Os termos fontes introduzidos nas equacdes de Navier-Stokes sdo dados pelas Eqgs. 4.19

e 4.20:

o Ou* Outu®  Outv®  Op® Pu  9*ul

L TR P T +3x_y<3x2+8y2>’ (4.19)
o Outv®  Ovw®  Op® Pur 9%

. _ , 4.2

=% e T ey T oy V<8x2+8y2> (4.20)

Ao substituir as Eqs. 4.15 a 4.17 nas Eqgs. 4.19 e 4.20, obtém-se f¢ =0 e f; = (). Assim, as
solucdes analiticas propostas por Taylor e Green resultam em termos fonte nulos nas equacdes
de Navier-Stokes. As condicGes de contorno de periodicidade foram aplicadas nesta etapa.

Os parametros utilizados para a solucdo das Equacdes de Taylor-Green estao apresentados

na Tabela 5.0 nimero de Reynolds é definido para esse escoamento de acordo com a Eq. 4.21.

Us L

14

Re =

(4.21)

Tabela 5 — Parametros utilizados para a solucdo das Equacbes de Taylor-Green

LoxL, Us Re t; CFL N,xN, a b

2r x2r 1m/s 10 4s 0,75 16x16 1 1

Fonte: Autoria Prépria

As Figuras 13, 14 e 15 apresentam, respectivamente, o campo de velocidade na direcao
horizontal, o campo de velocidade na direcao vertical e a pressdo obtidos para a solucao de

Taylor-Green em t = 4 segundos.



Figura 13 — Campo de velocidade u sobreposto pelos vetores de velocidade, t =4 s
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Fonte: Autoria Prépria

Figura 14 — Campo de velocidade v sobreposto pelos vetores de velocidade, t =4 s
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Figura 15 — Campo de pressdo p sobreposto pelos vetores de velocidade, t =4 s
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Fonte: Autoria Prépria

A norma L, calculada para cada uma dessas varidveis estd mostrada na Tabela 6, evi-
denciando que os erros obtidos estdo na ordem do erro de maquina, mesmo para a malha
menos refinada (16x16), demonstrando a significativa acuracia do método pseudoespectral de

Fourier.

Tabela 6 — Norma Lo para solucdo da equacdo Manufaturada de Taylor-Green, t =4 s

Variavel Norma Lo

Velocidade horizontal (Uy) 4,85 x 10716
Velocidade vertical (V5) 4,82 x 10716
Pressdo (P) 2,81 x 10717

Fonte: Autoria Prépria

4.2 ESCOAMENTOS SOBRE AEROFOLIOS

Nesta secdo, serd mostrado o procedimento de validacdo da metodologia IMERSPEC, ava-
liando sua capacidade de representar e modelar a andlise de escoamentos incompressiveis sobre

um aerofélio (ALBUQUERQUE; VILLELA; MARIANO, 2023a; ALBUQUERQUE; VILLELA; MARIANO,
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2023b; ALBUQUERQUE; VILLELA; MARIANO, 2024). Isso possibilita a comparacdo dos resultados
numérico-computacionais obtidos com outros resultados disponiveis na literatura.

As forcas aerodinamicas que atuam sobre um aerofélio resultam da interacdo entre o escoa-
mento do fluido e o corpo imerso. A forca gerada pode ser decomposta em duas componentes:
a forca de sustentacdo (L), que atua perpendicularmente a direcdo do escoamento, e a forca
de arrasto (D), que age paralelamente a ele. Para a anélise comparativa com dados numé-
ricos ou experimentais disponiveis na literatura, utilizam-se, como principais parametros, os
coeficientes adimensionais de sustentacdo (C7) e de arrasto (Cp). Esses coeficientes apresen-
tam variacoes temporais devido ao fendmeno de desprendimento de turbilhdes; contudo, seus

valores médios ao longo do tempo possibilitam uma avaliacdo quantitativa adequada.

4.2.1 Analise de refinamento e diferentes nimeros de Reynolds

A analise do refinamento da malha Euleriana na metodologia IMERSPEC é essencial para
assegurar a acuracia dos resultados e a convergéncia das solucdes, especialmente na modela-
gem de escoamentos sobre aerofélios. Nesse contexto, sao examinados dois niveis de refina-
mento da malha: 512 x 128 pontos e 1024 x 256 pontos de colocacao.

As dimensoes do dominio computacional sdo apresentadas na Fig. 16. O dominio Euleriano
é definido por L, x L,, onde L, = %—zLy. Esse dominio é subdividido em trés regides distintas:
a zona de amortecimento (L), a zona de forcagem (L. — L;,) e o dominio fisico (L.). A
estruturacdo dessas regioes resulta em um dominio periédico, garantindo que as condicdes de
contorno na entrada e na saida sejam idénticas.

Devido a periodicidade do dominio, instabilidades fisicas, como recirculacdes de fluido
que deixam a regiao computacional, s3o reintroduzidas na entrada. Esse fendmeno justifica a
inclusdo da zona de amortecimento e da zona de forcagem. A zona de amortecimento tem a
funcdo de dissipar as instabilidades que ingressam pela face de entrada, enquanto a zona de
forcagem ajusta o escoamento antes que ele atinja a regido do dominio fisico. Dessa maneira,
evita-se a retroalimentac3o de perturbacoes que possam comprometer a representacdo do perfil

de velocidade na entrada do dominio fisico (MARIANO, 2011).
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Figura 16 — Dominio de célculo para a solugdo de escoamentos sobre um aerofélio
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Fonte: Autoria Prépria

Foram conduzidos testes de refinamento de malha para o aerofélio NACA 4402, conside-
rando um angulo de ataque o = 4° e um ndmero de Reynolds Re = 1000. Embora esse angulo
de ataque seja relativamente pequeno, ele é suficiente para modificar o escoamento ao redor
do aerofdlio, resultando na formac3o de pequenas regides de recirculacdo associadas ao desco-
lamento parcial da camada limite e a presenca de gradientes adversos de pressdo. No entanto,
essas condicOes s3o menos intensas em comparacdo com regimes altamente turbulentos, nos
quais hd um desprendimento mais pronunciado da camada limite e uma extensa geracao de
turbilhGes, que podem impactar significativamente a aerodindmica do aerofélio.

Nas simulacdes, os aerofélios foram posicionados no centro de um dominio com dimensdes
suficientemente grandes para representar com acuracia o escoamento externo sobre os perfis
e minimizar os efeitos das paredes do dominio sobre a geometria imersa. As dimensdes do
dominio foram baseadas nas especificacdes adotadas por Monteiro e Mariano (2023) e foram
adimensionalizadas pela corda do aerofélio, ¢ = 1 m. O dominio Euleriano utilizado possui
dimensdes de 32 x 8 metros, com uma distancia de 24 m entre a borda de fuga e a saida, e
uma zona de forcagem de 0,625 m.

O perfil de velocidade na entrada do dominio fisico é uniforme e dado por U,, = 1 m/s ao
longo de L,,. O niimero de pontos Lagrangianos foi definido de modo que a relacdo h/As ~ 1
seja satisfeita, onde h é o espacamento euleriano e As o espacamento lagrangiano, distribuidos
uniformemente ao longo das curvas das superficies do perfil. Para garantir essa equivaléncia,
a viscosidade do fluido é determinada como v = U,c/Re. Adicionalmente, o nimero de
Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) adotado nas simulacdes foi fixado em CFL = 0, 25.

A Tabela 7 apresenta os valores médios (com respeito a amostra ao longo de todo o
intervalo de tempo fisico de 100 s, iniciando a partir do regime estatisticamente independente)

dos coeficientes de sustentacdo e de arrasto para o aerofélio NACA 4402 com diferentes
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malhas. Os resultados foram comparados com os valores propostos por Antonelli (2017), que
utilizou um solver baseado no Método dos Elementos Finitos, e por Kunz e Kroo (2000), que
empregaram o cédigo INS2D desenvolvido na NASA Ames. O cédigo INS2D é baseado em

um esquema de diferencas finitas originalmente desenvolvido por Rogers e Kwak (1990).

Tabela 7 — Coeficientes aerodindmicos do aerofdlio NACA 4402, Re = 1000, v = 4°

Malhas de Refinamento (|, Cp Cp/Cp

512 x 128 0420 0,154 2,733
1024 x 256 0,497 0,136 3,646
Antonelli (2017) 0,506 0,146 3,460
Kunz e Kroo (2000) 0,506 0,110 4,598

Fonte: Autoria Prépria

Com base nos trabalhos mencionados, a partir dos resultados na Tabela 7, a malha 1024
x 256 demonstrou ser adequada para a analise dos pardmetros aerodindamicos em questdo. Os
resultados obtidos exibiram convergéncia e aprimoramento significativo quando comparados
aqueles provenientes da malha menos refinada. De forma semelhante, o comportamento do
escoamento laminar observado na Fig. 17 confirma que o formato esbelto do aerofélio NACA
4402 e o baixo nimero de Reynolds sao suficientes para atrasar o descolamento da camada

limite e evitar a formacao de turbilhdes nessas condicoes.

Figura 17 — Campo de velocidades, em [m/s], do escoamento sobre o aerofélio NACA 4402, Re = 1000,
a=4°

Fonte: Autoria Prépria

O refinamento da malha Euleriana resulta em um aumento no nimero de pontos Lagran-
gianos, o que influencia diretamente nos calculos do campo de velocidades do escoamento.
Malhas menos refinadas, por outro lado, tendem a reduzir o custo computacional, uma vez

que diminuem o nimero de operacdes e calculos associados a distribuicdo, interpolacdo e
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interacdes inerentes ao Método da Fronteira Imersa (MFI). Contudo, o uso de malhas mais
grossas pode levar a maiores variaces numéricas e divergéncias, comprometendo a acurcia
dos resultados.

As curvas de sustentacdo obtidas para o aerofélio NACA 4404 s3o apresentadas nas
Figs. 18, 19 e 20, correspondentes aos numeros de Reynolds Re = 400, 800 e 6000. De
forma analoga aos trabalhos de referéncia, este estudo concentrou-se na anélise da secao li-
near das curvas, situada acima do angulo de sustentacao nula, onde o escoamento acompanha
o contorno do aerofdlio. Para garantir a confiabilidade dos resultados, os valores do coeficiente
de sustentacdo foram calculados como médias temporais ao longo de um intervalo de tempo
fisico de 100 segundos.

Os resultados demonstram elevada consisténcia, especialmente em escoamentos com bai-
xos nuimeros de Reynolds, nos quais predomina um regime laminar e ordenado. Contudo,
observam-se flutuacées em determinados angulos de ataque, as quais podem ser atribuidas
a manifestacdo do fenomeno de Gibbs. Esse fenémeno, caracterizado por oscilacées em solu-
cOes numéricas decorrentes da presenca de descontinuidades, é particularmente relevante em

métodos de alta ordem, como o MPEF.

Figura 18 — Curva de sustentacdo para NACA 4404, Re = 400
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Figura 19 — Curva de sustentacdo para NACA 4404, Re = 800
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Fonte: Autoria Prépria

Figura 20 — Curva de sustentacdo para NACA 4404, Re = 6000
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Fonte: Autoria Prépria

Nas Figuras 21 a 24, s3o apresentados os campos de velocidade u(x, y,t) em [m/s] para os
perfis aerodinamicos NACA 4402 e NACA 4404, com angulos de ataque de 5° para Re = 800 e
7° para Re = 6000. Nota-se que o aumento do niimero de Reynolds provoca uma modificacdo

significativa na dindmica do escoamento. Para esses angulos de ataque relativamente baixos,
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o descolamento da camada limite ja é evidenciado pela presenca de uma regido de velocidade
negativa nas proximidades da superficie do extradorso. Essa regido se intensifica no escoamento
com Re = 6000, estendendo-se para cobrir uma area mais ampla do extradorso, o que sugere
a tendéncia do escoamento em formar estruturas turbilhonares na esteira. Tais estruturas
propagam-se de modo a assegurar a conservacao de massa, conforme prescrito pelas equacdes
de Navier-Stokes.

Além disso, sdo observadas oscilacées no escoamento sobre o perfil NACA 4404. O ar-
queamento dos perfis influencia diretamente a distribuicao de pressdo entre o intradorso e
o extradorso. Isso ocorre porque, ao passar pela regido superior do perfil, o escoamento é
submetido a um gradiente de pressdo adverso mais acentuado, especialmente ap6s o ponto
de maxima curvatura do perfil. Esse fenbmeno contribui para a complexidade do compor-
tamento do escoamento, destacando a interacao entre a geometria do perfil e as condicdes

aerodinamicas impostas.

Figura 21 — Campo de velocidade u(z,y,t) em [m/s] do escoamento sobre o perfil NACA 4402, Re = 6000,
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Fonte: Autoria Prépria

Figura 22 — Campo de velocidade u(z,y,t) em [m/s] do escoamento sobre o perfil NACA 4404, Re = 6000,
a=5°
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Figura 23 — Campo de velocidade u(z,y,t) em [m/s] do escoamento sobre o perfil NACA 4402, Re = 800,
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Fonte: Autoria Prépria

Figura 24 — Campo de velocidade u(z,y,t) em [m/s] do escoamento sobre o perfil NACA 4404, Re = 800,
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Fonte: Autoria Prépria

Na continuidade deste trabalho, foi possivel avancar para a simulacdo de escoamentos
turbulentos por meio da implementacdo do modelo de fechamento da turbuléncia de Spalart-
Allmaras. Como demonstrado anteriormente, as simulacGes realizadas sem o modelo estavam
restritas a escoamentos com nlmeros de Reynolds baixos, nos quais o regime laminar predomi-
nava. A adocdo do modelo de Spalart-Allmaras permitiu superar essa limitacdo, possibilitando

a analise de escoamentos com nlmeros de Reynolds elevados.

4.2.2 Influéncia das funcdes peso

Nesta secdo, investiga-se a influéncia de diferentes funcdes peso nas simulacdes de es-
coamentos bidimensionais sobre o aerofélio NACA 4404. As analises foram conduzidas para
angulos de ataque variando de 0° a 7° e um nimero de Reynolds de 800. Foram testadas trés

funcBes: a funcdo gaussiana, Eq. 4.22, proposta por Peskin (1972); a func3o cibica, Eq. 4.23,
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desenvolvida por Tornberg e Engquist (2004); e a funcdo chapéu, Eq. 4.24, apresentada por
Su, Lai e Lin (2007).

3—2|r|+/1+4|r|—4]r|2
I Irl—4ir] se0<|r| <1

8 )

W,(r) = { S=2rbey/=TH2r=aP o 7| < 2 (4.22)

8 Y

0, se 2 < |r|
L—3lr|=rP+3lr?, sel<|r] <2

We(r) =1+ Bpr|+ r2 = Lr?, sel<|r| <2 (4.23)

0, se 2 < |r|

1L—|r], se0<|rl<1
Wi(r) = (4.24)

0, se 2 < |r|

z—X _ y—Y =
==er, =4~ , onde ¥

sendo r, = é o vetor que define o posicionamento de um ponto
qualquer no dominio euleriano (€2), X é um vetor que define o posicionamento de um ponto
qualquer no dominio lagrangiano (I') e  é a distancia entre os pontos de colocac¢do eulerianos.

As simulacdes foram realizadas em uma malha computacional de 1024 x 256 pontos, man-
tendo as mesmas dimensdes do dominio utilizadas na secao anterior. Conforme demonstrado
na analise prévia, essa configuracdo de malha apresentou maior consisténcia e coeréncia em
comparacdo com a malha menos refinada. A escolha visa garantir a acuracia e a confiabi-
lidade dos resultados, permitindo uma avaliacdo adequada do impacto das funcdes peso no
comportamento do escoamento.

Na Tabela 8, sdo apresentados os valores médios dos coeficientes de sustentacdo (C1) e
arrasto (Cp), calculados ao longo de todo o intervalo de tempo fisico das simulacdes realiza-
das. Tais valores foram obtidos mediante a aplicacdo das diferentes funces peso analisadas.

Adicionalmente, os resultados foram comparados com os dados de Antonelli (2017), visando

avaliar a consisténcia das simulacoes.
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Tabela 8 — Resultados dos coeficientes Cy, e C'p para diferentes funcdes peso e valores de «

a  Funcdo peso Cr, Cp  Diferenca C;, Diferenca Cp
Clbica 0,088 0,107 44,51% 1,49%
) Gaussiana 0,166 0,218 5,02% 101,82%
Chapéu 0,157 0,207 0,53% 91,16%
Antonelli (2017) 0,158 0,108 - -
Clbica 0,157 0,108 34,06% 1,50%
) Gaussiana 0,252 0,216 6,01% 96,72%
Chapéu 0,245 0,202 2,70% 84,12%
Antonelli (2017) 0,238 0,110 - -
Cibica 0,224 0,112 28,68% 0,16%
5 Gaussiana 0,336 0,198 6,87% 76,66%
Chapéu 0,325 0,206 3,39% 84,16%
Antonelli (2017) 0,314 0,112 - -
Clbica 0,284 0,115 26,73% 0,13%
3 Gaussiana 0,417 0,212 7.81% 84,93%
Chapéu 0,409 0,214 5,65% 86,88%
Antonelli (2017) 0,387 0,114 - -
Clbica 0,482 0,118 5,80% 0,72%
5 Gaussiana 0,644 0,233 41,46% 98,42%
Chapéu 0,477 0,155 4.67% 32,44%
Antonelli (2017) 0,455 0,117 - -
Clbica 0,414 0,125 20,10% 2,27%
6 Gaussiana 0,496 0,249 4,21% 103,40%
Chapéu 0,499 0,183 3,72% 49,18%
Antonelli (2017) 0,518 0,122 - -
Cibica 0,464 0,134 25,39% 1,11%
; Gaussiana 0,574 0,243 7,86% 82,38%
Chapéu 0,599 0,252 3,76% 89,21%

Antonelli (2017) 0,623 0,133 - -

Fonte: Autoria Prépria

Na Tabela 8 é possivel observar que, para todos os angulos de ataque considerados, as
simulacGes que empregaram a func3do clbica apresentaram resultados mais préximos dos valores
de referéncia para o coeficiente de arrasto (Cp), com diferencas relativas inferiores a 2,27%.
Esse comportamento sugere que a funcao clbica é mais adequada para capturar os efeitos
viscosos e de pressdo associados ao arrasto. No entanto, para o coeficiente de sustentacdo (C),

a func3o clibica ndo demonstrou desempenho satisfatério, subestimando ou superestimando os
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valores esperados. Em contrapartida, a funcdo chapéu mostrou-se mais acurada para o calculo
de Cp, indicando uma melhor representacdo das forcas relacionadas a sustentacdo.

Essa discrepancia no desempenho das funcdes peso evidencia a importancia da escolha
adequada da func3do de interpolacdo/distribuicdo, uma vez que diferentes aspectos do escoa-
mento podem ser influenciados de maneira distinta. Os resultados obtidos sugerem que uma
abordagem hibrida, combinando a funcdo cibica para o calculo de Cp e a funcao chapéu
para o calculo de Cp, pode ser uma estratégia eficaz para melhorar a acuracia global das
simulacGes. Essa combinacdo permitiria aproveitar as vantagens de cada funcdo, otimizando
a representacdo tanto das forcas de arrasto quanto das forcas de sustentacao.

A Tabela 9 apresenta os resultados da aplicacdo da metodologia hibrida no célculo do
Cp, do Cp e da eficiéncia aerodindmica (C1,/Cp) para o perfil simétrico NACA 0008. Esses
resultados sdo comparados com aqueles obtidos utilizando as fun¢des peso isoladas (gaussiana,
cibica e chapéu), bem como com os dados de referéncia de Antonelli, Sacco e Tamagno
(2013), que simularam o mesmo perfil sob condicdes de niimero de Reynolds de 2000 e dngulo
de ataque de 3°. Para essa simulacao, adotou-se a euleriana menos refinada, com dimensdes de
512 x 128. Apesar da resolucdo reduzida, os resultados obtidos demonstraram-se satisfatérios,

evidenciando a robustez e a eficacia da metodologia hibrida.

Tabela 9 — Coeficientes aerodindmicos médios do perfil NACA 0008 para diferentes funcdes peso

Funcdo peso Cr, Cp  Cp/Cp Diferenca C, Diferenca Cp
Gaussiana 0.1474 0.1628 0.91 28.014% 127.416%
Clbica 0.2414 0.0727 3.32 17.914% 1.537%
Chapéu 0.2404 0.0979 2.46 17.455% 36.800%
Hibrida (cdbica e chapéu) 0.2050 0.0820  2.50 0.135% 14.595%

Antonelli et al. (2013) 0.2047 0.0716 2.86 - -

Fonte: Autoria Prépria

Com base nos resultados apresentados na Tab. 9, observa-se que a metodologia hibrida
proporcionou a menor diferenca relativa para o coeficiente de sustentacdo (C), com apenas
0.135% em comparacdo aos dados de Antonelli, Sacco e Tamagno (2013). Para o coeficiente
de arrasto (Cp), a funcdo cibica isoladamente obteve a menor diferenca relativa (1.537%),
enquanto a metodologia hibrida resultou em uma diferenca maior (14.595%). No entanto, a
eficiéncia aerodindmica (C,/Cp) obtida com a abordagem hibrida mostrou-se mais préxima
do valor de referéncia do que os resultados das funcdes gaussiana, clbica e chapéu utilizadas

isoladamente. Isso indica que, embora a funcdo clbica seja mais acurada para C'p, a meto-
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dologia hibrida oferece um equilibrio mais adequado entre C}, e Cp, sendo uma estratégia
eficaz para melhorar a acuracia das simulacdes, especialmente em cenéarios onde ambos os
coeficientes sdo relevantes para a analise.

A Figura 25 apresenta a curva polar do escoamento sobre o aerofélio NACA 4404 para
o nimero de Reynolds de 800, utilizando a funcdo chapéu para o célculo dos coeficientes de
sustentacao e arrasto. Observa-se que os resultados obtidos distanciam-se significativamente da
curva polar de referéncia fornecida por Antonelli (2017), indicando limitacdes no uso isolado
dessa funcdo peso. Por outro lado, a Fig. 26 exibe a curva polar do mesmo escoamento,
agora obtida com a aplicacao da metodologia hibrida, que combina a funcao cibica para o
calculo de Cp e a funcao chapéu para o célculo de C,. Neste caso, os resultados mostram-se
consideravelmente préximos da referéncia, evidenciando a eficicia da abordagem hibrida em
melhorar a acuracia das simulacdes e capturar o comportamento do escoamento de forma mais

adequada.

Figura 25 — Curva polar do escoamento sobre o aerofélio NACA 4404 (Re = 800) utilizando a funcdo chapéu
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Figura 26 — Curva polar do escoamento sobre o aerofélio NACA 4404 (Re = 800) utilizando a metodologia
hibrida
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4.3 ESCOAMENTO EM UM CANAL TURBULENTO

Para avaliar a aplicacdo da metodologia IMERSPEC em conjunto com o modelo de turbu-
léncia de Spalart-Allmaras (S-A), simulou-se o escoamento monofasico em um canal plano (AL-
BUQUERQUE; VILLELA; MARIANO, 2025). Neste contexto, foram impostas condicdes periddicas
na direcdo do escoamento.

A simulacdo do escoamento em um canal totalmente desenvolvido é amplamente utilizada
para a validacdao de modelos turbulentos devido a simplicidade de sua geometria, que facilita
a investigacdo da turbuléncia. Diversos estudos, com resultados experimentais e de Simulacdo
Numérica Direta (DNS), ja foram conduzidos por vérios pesquisadores para esse problema,
oferecendo uma ampla base de dados para a validacao de modelos de turbuléncia, como
RANS e LES. O presente estudo utiliza como referéncia os dados DNS de Hoyas e Jimenez
(2006) e Lee e Moser (2015).

O perfil de velocidades de uma camada limite turbulenta difere significativamente do perfil
de velocidades observado em um escoamento laminar. Para condicdes de escoamento laminar
(Rep = “mal < 2300, conforme White (2006)), o perfil de velocidade resultante é parabdlico,

como mostrado na Fig 27, o que pode ser demonstrado através do equilibrio de forcas no canal.
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Figura 27 — Perfil de velocidade parabdlico de um escoamento laminar

Fonte: Autoria Prépria

A Fig. 28 ilustra o perfil de velocidade de um escoamento turbulento. A distribuicdo
achatada da velocidade caracteriza o regime turbulento, no qual a turbuléncia intensifica
significativamente a difusdo molecular da quantidade de movimento linear do centro do canal
para as paredes. O transporte advectivo dessa quantidade de movimento, do centro do canal

para as regides proximas as paredes, é especialmente intensificada (SILVEIRA-NETO, 2020).

Figura 28 — Perfil de velocidade parabdlico de um escoamento turbulento
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Fonte: Autoria Prépria

Considera-se um escoamento turbulento incompressivel e sem transferéncia de calor em um
canal plano de comprimento L, de 10 m e uma largura L, de 1 m. O escoamento é tratado
como bidimensional em média, desconsiderando os efeitos de borda na direcdo normal ao plano
de estudo. Este problema serve como um caso de teste adequado, uma vez que o modelo de
turbuléncia Spalart-Allmaras é calibrado para coincidir com as caracteristicas do escoamento
em canal. Assim, uma implementacdo bem-sucedida do modelo S-A utilizando IMERSPEC
deve reproduzir resultados coerentes com dados de DNS. Os resultados s3o apresentados para
Re, = 1000, Re, = 550 e Re, = 180, onde Re, é o numero de Reynolds baseado na tensdo

de cisalhamento na parede, definido da seguinte forma:
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Re, = , (4.25)

onde u, denota a velocidade de atrito, definida como

Tw
Uy = ([ —, 4.26
Vo (4.26)

sendo 7, a tensdo de cisalhamento na parede e p a massa especifica do fluido. Além disso, H
representa metade da altura do canal e v é a viscosidade cinematica do fluido.

A viscosidade cinematica foi determinada como v = ﬁ, e a velocidade de entrada U, foi
fixada em 1,0 m/s. Inicialmente, a componente de velocidade na direcdo do escoamento, u,
foi configurada como uniforme em todo o dominio, igual ao valor da velocidade de entrada.
A componente de velocidade na direcao perpendicular, v, foi definida como zero em todo
o dominio. Nas paredes superior e inferior, foi imposta a condicdo de n3o deslizamento, o
que implica que a velocidade u nas paredes é zero. Essa condicao de contorno é imposta via
método da fronteira imersa coincidente com os pontos eulerianos, a cada passo de tempo.

No espaco fisico, os nés da malha s&o uniformemente espacados com Ax = L, /N, e Ay =
L,/N, nas direcbes x e y. O dominio computacional é inicialmente discretizado utilizando
64 x 128 pontos de colocacdo, correspondendo respectivamente as direces do comprimento
e da largura.

A Fig. 29 apresenta o campo de velocidade do escoamento simulado para Re, = 1000.
Este gradiente de velocidade é caracteristico de um escoamento totalmente desenvolvido em
regime turbulento, onde a troca de momento na direcdo transversal ao escoamento causa uma

distribuicdo achatada da velocidade ao longo da secdo transversal do canal.

Figura 29 — Campo de velocidade do escoamento Re, = 1000
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Fonte: Autoria Prépria

A Fig. 30 ilustra o perfil de velocidade média, normalizado pela velocidade na linha central,

em funcdo da distancia normalizada pela largura do canal, para um escoamento totalmente
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desenvolvido com Re, = 1000, comparado aos dados de DNS. A Fig. 31 apresenta o perfil da
tensdo de cisalhamento viscosa, também em comparacdo com os dados de DNS. A tensao de

cisalhamento viscosa é definida como

du
Ty — ,ud—y, (427)
onde 7, é a tensdo de cisalhamento viscosa, i é a viscosidade dindmica do fluido e Z—Z éo

gradiente de velocidade na direcdo normal a parede.
Para Re, = 550, os graficos correspondentes sdo apresentados nas Figs. 32 e 33, respec-
tivamente.

Figura 30 — Perfil de velocidade média, Re, = 1000
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Figura 31 — Tensdes viscosas, Re, = 1000
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Figura 32 — Perfil de velocidade média, Re, = 550
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Figura 33 — TensGes viscosas, Re, = 550
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Para Re, = 180, a Fig. 34 apresenta o perfil de velocidade média, enquanto a Fig. 35

exibe o perfil da tensdo de cisalhamento viscosa.

Figura 34 — Perfil de velocidade média, Re, = 180
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Figura 35 — TensGes viscosas, Re, = 180
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A medida que o escoamento se aproxima de um regime totalmente turbulento, observa-se
uma maior concordancia com os dados de DNS. Com o aumento do nimero de Reynolds, o es-
coamento se torna progressivamente mais turbulento, resultando em tensGes turbulentas mais
elevadas. Adicionalmente, o perfil de velocidade torna-se mais uniforme devido a intensificacdo
da troca de momento na direcao y.

Para Re, = 1000, novas configuracdes de malha foram testadas. As Figs. 36 a 39 apresen-
tam, respectivamente, os perfis de velocidade média para malhas de 64 x 32, 64 x 64, 64 x 128

e 64 x 256 pontos de colocacdo.

Figura 36 — Perfil de velocidade para escoamento a Re, = 1000, malha de 64 x 32
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Figura 37 — Perfil de velocidade para escoamento a Re, = 1000, malha de 64 x 64

0 . . . . . . . . .
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

y/h
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Figura 38 — Perfil de velocidade para escoamento a Re, = 1000, malha de 64 x 128
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Figura 39 — Perfil de velocidade para escoamento a Re, = 1000, malha de 64 x 256
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Fonte: Autoria Prépria

Nas Figs. 36 a 38, observa-se a presenca de oscilacdes nos perfis de velocidade, particular-
mente nas malhas mais grosseiras, o que evidencia a sensibilidade dos métodos espectrais a
resolucdo da malha. Essas oscilacdes indicam a necessidade de uma malha mais refinada para
capturar adequadamente a dindmica do escoamento turbulento em altos nimeros de Rey-
nolds. Para a malha de 64 x 128, estima-se uma norma L, = 1.992 x 102 entre os resultados
obtidos e o DNS de Lee e Moser (2015). Para a malha de 64 x 256, a diferenca reduz para
Ly = 5.176 x 1073, demonstrando a melhoria significativa na acuracia com o refinamento da

malha.

4.4 ESCOAMENTO SOBRE CILINDRO

Os escoamentos sobre cilindros imersos representam um problema classico na Mecénica
dos Fluidos, sendo amplamente utilizados para a validacao de cédigos computacionais e me-
todologias numéricas. Para as simulacGes realizadas nesta secdo, o dominio de calculo (2p.p)
é ilustrado na Fig. 40. As dimensdes da regido de interesse foram estabelecidas com base nos
estudos de Mariano (2011) e Nascimento (2016).

O dominio é subdividido em trés regides distintas: a zona de amortecimento, com compri-
mento Lgy = 13D; a zona de forcagem, com comprimento Lrp; = 2D; e o dominio fisico

(Qprp), com comprimento L = 45D. Assim, o comprimento total do dominio é L, = 60D,
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onde D = 1.0 m representa o diametro do cilindro. Na direcdo vertical, o dominio possui um
comprimento total de L, = 30D.

A zona de forcagem, também denominada zona porosa, é empregada para uniformizar o
escoamento na entrada do dominio de calculo de interesse. Esta regido é "forcada"por meio do
termo fonte da fronteira imersa a assumir uma velocidade conhecida. Na direcao horizontal,
a velocidade corresponde ao valor do perfil de entrada (U, ), enquanto na direcdo vertical, a
velocidade é nula. A zona de forcagem é essencial para garantir que a velocidade e sua derivada
sejam corretamente impostas na posicao onde o perfil de velocidade é especificado.

Figura 40 — Dominio de célculo para as simulacées de escoamento sobre cilindro circular
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Fonte: Autoria Prépria

A velocidade de referéncia é a velocidade do perfil uniforme na entrada, a qual é constante,
Us = 1,0m/s. A massa especifica é p = 1,0kg/m’ e a viscosidade cinemética é calculada
com base no nimero de Reynolds do escoamento, Rep = %. Para avancar no tempo,
foi utilizado o critério de CFL = 0,2. O parametro de controle do processo iterativo do
método da miltipla imposic3o da forca foi definido como ¢ = 1073. A func3o de distribuicdo
utilizada foi a funcdo chapéu (hat), que corresponde a uma interpolacdo bilinear, conforme
mostrado no trabalho de Su, Lai e Lin (2007). Para caracterizar o escoamento simulado
foi utilizado Rep = 10* Considerou-se uma malha de 1024 x 256 pontos de colocac3o.

O modelo de turbuléncia de Spalart-Allmaras foi especificamente desenvolvido para estudos

aerodinamicos, sendo amplamente utilizado em simulacdes de escoamento ao redor de corpos
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sélidos. Um exemplo classico desse tipo de escoamento é o escoamento ao redor de um cilindro
circular. Nessas simulacoes, adotam-se condicdes de contorno de parede com condicdo de nao
deslizamento, o parametro de turbuléncia 7 é igual a zero na parede.

O campo de vorticidade obtido é apresentado na Fig. 41. Observa-se que, nas condicGes de
contorno do método numérico empregado, ha a reinjecao das vorticidades no inicio do dominio.
Além disso, é evidente a presenca da zona de buffer, que amortece as instabilidades, e da zona

de imposicdo de forcas, responsavel por introduzir a condicao de entrada do escoamento.

Figura 41 — Campo de vorticidade do escoamento sobre cilindro, Rep = 10*

Fonte: Autoria propria

O coeficiente de arrasto médio obtido neste estudo é apresentado na Tabela 10 e comparado
com os resultados experimentais reportados por Gopalkrishnan (1993), os quais foram obtidos
por meio de testes em laboratério e servem como referéncia para a validacdao dos dados aqui

apresentados.

Tabela 10 — Valores do coeficiente de arrasto e erro relativo

Trabalho Cd | Diferenca (%)
Gopalkrishnan (1993) | 1.1856 -
Presente trabalho 0.9185 22.53

Fonte: Autoria Prépria

A simulacdo numérica bidimensional realizada subestimou a forca de arrasto sobre o cilin-
dro. Isso pode ser atribuido a utilizagdo da metodologia URANS (Unsteady Reynolds-Averaged
Navier-Stokes), que captura apenas o comportamento médio do escoamento, resultando em
uma representacao menos detalhada dos fendmenos fisicos. Conforme relatado por Silveira-
Neto (2020), a metodologia URANS néo é ideal para a anélise do comportamento transitério

do escoamento devido ao alto nivel de viscosidade turbulenta associado a este tipo de modelo.
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Apesar do erro ser consideravel para os padroes do método pseudo-espectral de Fourier, os
resultados obtidos sdo relativamente satisfatérios, uma vez que o erro também ¢é funcao do
refinamento da malha e do nimero de iteracoes na metodologia de mdltipla imposicao da
forca, podendo ser mitigado com alteracdes nos parametros de simulacdo. Portanto, a meto-
dologia pode ser adequada para a investigacao de problemas em altos nimeros de Reynolds

envolvendo geometria complexa.

45 ESCOAMENTO TURBULENTO SOBRE AEROFOLIO

Nesta secdo, realiza-se uma andlise numérica do escoamento bidimensional ao redor do
aerofélio NACA 0012, considerando um nimero de Reynolds de 79.900 e angulos de ataque
variando de 0° a 40°. O desempenho da metodologia IMERSPEC, em combinacdo com o mo-
delo de fechamento da turbuléncia de Spalart-Allmaras, foi avaliado por meio da comparacao
dos resultados numérico-computacionais com os dados experimentais reportados por Zakaria
et al. (2018), permitindo uma anélise da acurécia da abordagem empregada.

As dimensdes do dominio s3o as mesmas empregadas na simulacao do escoamento laminar,
como ilustrado na Fig. 16. O dominio fisico é delimitado pela fronteira €2,p e inclui uma
fronteira imersa formada pelos pontos lagrangianos que discretizam o aerofélio NACA 0012,
totalizando Ny = 200 pontos lagrangianos. O dominio de célculo euleriano é discretizado em
N, = 1024 x N, = 256 pontos de colocagao, configuracdo de malha que demonstrou bom
desempenho na simulacdo do escoamento laminar. No aerofélio, considerado como a parede
imersa, o parametro de turbuléncia 7 é igual a zero. O incremento temporal At foi definido
com base em um nimero de Courant-Friedrichs-Lewy igual a 0, 1.

A Figura 42 apresenta os resultados da simulacdo numérica do escoamento em torno do
aerofélio para um angulo de ataque de 40°. Observa-se uma separacdo completa do escoamento
logo apds o bordo de ataque, resultando em uma regido extensa de recirculacao. A distribuicao
da componente longitudinal da velocidade (u) revela a presenca de estruturas turbilhonares
na esteira, caracterizadas por alternancias de regidoes de alta e baixa velocidade, tipicas de
um regime altamente instavel. Esse padrdo confirma que o aerofdlio encontra-se em uma
condicdo de pés-estol, onde a sustentacao ja foi reduzida significativamente e o escoamento
ndo consegue mais se anexar a superficie do aerofélio. Como consequéncia, ha um aumento
expressivo do arrasto e uma intensa formacao de flutuacdes na esteira, impactando diretamente

a estabilidade aerodindmica.
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Figura 42 — Distribuic3o da velocidade u ao redor do aerofélio NACA 0012 (Re = 79.900, oo = 40°)
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Fonte: Autoria prépria

As variacdes dos coeficientes médios de sustentacdo em funcdo do angulo de ataque,
até 40°, obtidas pelas simulacoes numéricas, sdo comparadas com os dados experimentais
na Fig. 43. Os resultados revelam uma boa concordancia entre as simulacdes e as medicdes
experimentais realizadas por Zakaria et al. (2018) em tinel de vento, demonstrando que a
metodologia aplicada consegue reproduzir com acuracia o comportamento aerodinamico do
aerofélio, incluindo a transicdo para o regime de estol. Cada ponto de dados apresentado
nas simulacdes corresponde a um valor médio calculado ao longo do tempo total de simula-
cdo, 100 s, sendo que os efeitos transitérios sdo desconsiderados para garantir que apenas o
comportamento estavel do escoamento seja avaliado.

No intervalo de dngulos de ataque entre 15° e 40°, conforme ilustrado na Fig. 43, observa-
se que os valores simulados s3o ligeiramente superiores aos valores experimentais. Essa dife-
renca esta em concordancia com resultados numéricos obtidos por Zakaria et al. (2018), que
também utilizaram o modelo de fechamento da turbuléncia de Spalart-Allmaras. Segundo os
autores, embora esse modelo seja eficaz na simulacdo de uma variedade de condicoes de esco-
amento, ele apresenta limitacGes ao capturar completamente os efeitos dinamicos associados
ao desprendimento de estruturas turbilhonares, especialmente em angulos de ataque elevados.
Tais limitacdes podem ser atribuidas a incapacidade do modelo de refletir com acuracia a

complexidade do escoamento em regimes de estol.
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Figura 43 — Coeficiente de sustentacdo médio estatico comparado com dados experimentais para Re = 79.900
no aerofélio NACA 0012
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Fonte: Autoria propria

Na Tabela 11 é apresentada uma comparacdo entre os coeficientes de forca previstos
pela metodologia IMERSPEC sem modelo de turbuléncia e pela combinacdo da metodologia
IMERSPEC com o modelo Spalart-Allmaras. A anélise das diferencas percentuais calculadas
mostra que o maior desvio foi registrado na simulacdo laminar, com uma discrepancia de 25, 5%
no coeficiente de sustentacdo em relacao aos valores experimentais. Esse desvio significativo
sublinha a limitacdo do modelo laminar em capturar com acurécia os efeitos da turbuléncia.
Por outro lado, a combinacdo da metodologia IMERSPEC com o modelo de fechamento da
turbuléncia Spalart-Allmaras apresentou uma previsdo com maior acuracia dos coeficientes de

forca, evidenciando melhoria em cendrios de escoamento mais complexos.

Tabela 11 — Valores dos coeficientes aerodindmicos e diferencas relativas para oo = 40° e Re = 79.900.

Modelo Cr | Cp | dif. (Cr) (%) | dif. (Cp) (%)
Experimento (ZAKARIA et al., 2018) | 0.82 | 0.79 - -
S-A 0.84 | 0.81 1.58 2.53
Sem modelo 1.00 | 0.99 21.58 25.32

Fonte: Autoria Prépria
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

O principal objetivo deste trabalho foi integrar a metodologia IMERSPEC ao modelo de
fechamento da turbuléncia de Spalart-Allmaras, ampliando as capacidades da metodologia
para a andlise de escoamentos turbulentos em condicGes mais complexas e realistas. Para
verificar e validar a implementacdo do método, foram conduzidas simulacGes preliminares que
avaliaram a acuréacia e a estabilidade da metodologia em diferentes cenarios.

A simulacdo da equacdo de Burgers foi utilizada como primeiro caso de verificacdo, desta-
cando a importancia de uma discretizacao temporal de alta ordem para assegurar resultados
consistentes. Observou-se que o erro de maquina sé foi alcancado ao empregar uma discretiza-
cdo temporal compativel com o método pseudoespectral de Fourier utilizado na discretizacdo
espacial. Assim, a metodologia adotou o método de Runge-Kutta de quarta ordem com seis
passos (RK46) (ALLAMPALLI et al., 2009), que demonstrou ser eficaz para manter a estabilidade
e a acuracia das simulacdes ao longo do tempo. Essa escolha foi essencial para garantir que o
método fosse capaz de capturar, com alta acuracia, os fendmenos fisicos modelados.

Além disso, a verificacdo numérica por meio da solucdo manufaturada de Taylor-Green
corroborou a robustez do método. A norma L, manteve-se na mesma ordem de grandeza do
erro de maquina em uma malha com 16 x 16 pontos de colocacdo, demonstrando a eficacia
do método pseudoespectral em alcancar resultados extremamente acurados, mesmo com uma
malha grosseira. Esse desempenho reforca o potencial do IMERSPEC para aplicacGes que
requerem alta acuracia e eficiéncia computacional na solucdo de problemas de dinamica dos
fluidos.

A aplicacdo da metodologia IMERSPEC ao escoamento monofasico em um canal plano foi
o primeiro caso envolvendo o modelo de fechamento da turbuléncia de Spalart-Allmaras. Nesse
cendrio, as condicdes de simetria no centro do canal e periodicidade nas direcGes restantes
permitiram avaliar o comportamento da metodologia em um escoamento turbulento. Os resul-
tados foram satisfatorios, apresentando boa concordancia com os perfis de velocidade e tensoes
viscosas reportados em Simula¢des Numéricas Diretas (DNS) de Hoyas e Jimenez (2006) e Lee
e Moser (2015), especialmente em nimeros de Reynolds elevados. Isso reforca a capacidade
do método de capturar adequadamente os principais aspectos da dindmica turbulenta, mesmo
em condicGes complexas.

O estudo do escoamento ao redor de um cilindro foi outro teste importante para a me-
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todologia IMERSPEC-S-A. Esse caso foi utilizado para avaliar a capacidade da metodologia
em lidar com geometrias ndo-cartesianas e malhas relativamente grosseiras. Embora a simu-
lacdo bidimensional apresente limitacdes inerentes a formulacdo URANS, os resultados foram
promissores. Em particular, o método mostrou potencial para analisar fendmenos em altos
numeros de Reynolds, mesmo com as restricoes de um modelo bidimensional, destacando-se
como uma abordagem eficiente e flexivel para aplicacdes na CFD.

A dltima analise envolveu escoamento turbulento ao redor do aerofélio NACA 0012 em
nimero de Reynolds de 79.900 e angulos de ataque variando de 0° a 40°. A combinacdo do
IMERSPEC com o modelo de fechamento da turbuléncia de Spalart-Allmaras demonstrou ser
eficaz em prever os coeficientes de sustentacdo em regimes de estol e pds-estol, apresentando
boa concordancia com os dados experimentais de Zakaria et al. (2018). Apesar disso, verificou-
se que os valores simulados foram ligeiramente superiores aos experimentais. Essa diferenca
estd alinhada com resultados previamente reportados por Zakaria et al. (2018), que indicam
limitacdes do modelo S-A em capturar os efeitos dinamicos associados ao desprendimento
de estruturas turbilhonares em angulos elevados. Esses resultados destacam a necessidade
de futuros ajustes ou melhorias no modelo de fechamento utilizado, a fim de aprimorar sua
capacidade preditiva em condicoes de alta complexidade aerodindmica.

A metodologia IMERSPEC, validada por meio de uma série de estudos numéricos (ALBU-
QUERQUE; VILLELA; MARIANO, 2023a; ALBUQUERQUE; VILLELA; MARIANO, 2023b; ALBUQUER-
QUE; VILLELA; MARIANO, 2024), apresenta-se como uma ferramenta computacional promissora
para simulacGes de alta ordem em dindmica dos fluidos. A integracdo com o modelo de fe-
chamento da turbuléncia de Spalart-Allmaras amplia significativamente sua aplicabilidade,
possibilitando a analise de escoamentos turbulentos em nimeros de Reynolds mais elevados,
algo que ainda n3o havia sido explorado com essa metodologia. Trabalhos futuros poderao
focar na adaptacdo da metodologia para escoamentos tridimensionais, bem como na imple-
mentac3o de modelos de turbuléncia mais avancados para capturar fenémenos como transicao
laminar-turbulenta e interacdes entre estruturas turbilhonares e superficies imersas.

Por fim, os resultados obtidos neste estudo demonstram o potencial do IMERSPEC-S-A
como uma ferramenta robusta e confidvel para a modelagem de escoamentos complexos. A
combinacdo de discretizacoes de alta ordem no espaco e no tempo, associada a integracao
com um modelo de fechamento da turbuléncia amplamente utilizado, posiciona a metodologia
como uma abordagem eficiente e precisa para a simulacdo de fendmenos aerodinamicos em

condicoes reais e industriais.
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