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RESUMO

O escoamento de fluidos em meios porosos heterogéneos e anisotrépicos € essencial em varios
campos da engenharia, sobretudo na andlise do transporte de poluentes em aquiferos e do fluxo
multifasico em reservatodrios de petrdleo. Isso acontece, principalmente, devido as propriedades
fisicas e geoldgicas complexas que tornam invidveis a obtencdo de solucdes analiticas e exige
o uso de metodologias numéricas robustas e flexiveis. Neste trabalho, propomos um Método de
Volumes Finitos com Aproximacao por Multiplos Pontos (MPFA — Multi-Point Flux Approxi-
mation), para a discretiza¢cdo da equacao de pressao sobre influéncia do efeito da gravidade. Em
comparacao com métodos cldssicos, estes métodos se destacam por sua capacidade de lidar com
tensores de permeabilidade arbitrarios, mantendo a consisténcia fisica do fluxo nas interfaces
dos volumes de controle. Um diferencial desta pesquisa é a formulacdo consistente do termo
gravitacional na lei de Darcy, uma vez que a abordagem desse termo € frequentemente negli-
genciada ou tratada de forma inconsistente por diversos simuladores comerciais. Para a equacao
de saturacdo, utilizamos o método Upwind de primeira ordem para resolver o termo advectivo,
que garante estabilidade numérica na discretizacdo sob os efeitos gravitacionais, € o0 método
de Euler explicito para tratar o problema transiente, onde foram resolvidos através da metodo-
logia IMPES (Implicit Pressure Explicit Saturation). A formulacdo proposta foi avaliada em
diferentes cendrios e seus resultados obtidos demonstram a eficicia dos métodos na simulacao
de escoamentos complexos, captando os efeitos gravitacionais e preservando as propriedades
fisicas do sistema, se mostrando propicios para outras aplica¢des no estudo do escoamento em

meios porosos.

Palavras-chaves: Escoamento bifasico, MPFA, Reservatorios heterogéneos e anisotropicos, In-

fluéncia do efeito gravitacional.



ABSTRACT

Fluid flow in heterogeneous and anisotropic porous media is of fundamental importance in var-
ious fields of engineering, especially in the analysis of contaminant transport in aquifers and
multiphase flow in petroleum reservoirs. This is mainly due to the complex physical and ge-
ological properties that make analytical solutions impractical and require robust and flexible
numerical methods. In this work, we propose a finite volume method with multipoint flux ap-
proximation (MPFA) for the discretization of the pressure equation under the influence of grav-
ity. Compared to classical methods, these methods are characterized by their ability to handle
arbitrary permeability tensors while preserving the physical consistency of the fluxes at the in-
terfaces of the control volume. A particular feature of this research is the consistent formulation
of the gravitational term in Darcy’s law, as this term is often neglected or treated inconsistently
by various commercial simulators. For the saturation equation, we use the first-order upwind
method to solve the advective term, which provides numerical stability in the discretization
under gravitational influences, and the explicit Euler method to handle the transient problem,
both integrated by the IMPES (Implicit Pressure Explicit Saturation) method. The proposed
formulation has been evaluated in different scenarios and the results show the effectiveness of
the methods in simulating complex flow behaviors, capturing gravitational effects and preserv-
ing the physical properties of the system, indicating their potential for other applications in the

study of flows in porous media.

Keywords: Two-phase flow, MPFA, Heterogeneous and anisotropic reservoirs, Influence of

gravitational effects.
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

Compreender os fendmenos de escoamento em meios porosos heterogéneos e anisotropicos
¢ fundamental em diversos campos da engenharia, como a exploracdo de petrdleo, a gestdo
de recursos hidricos subterraneos e a remediacdo ambiental de aquiferos contaminados. Nesse
contexto, a simulagdo numérica configura-se como uma ferramenta essencial, destacando-se em
estudos sobre o transporte de contaminantes em aquiferos e o fluxo multifasico em reservatorios
de petréleo, que sdo dois dos principais temas investigados em simulacdes de meios porosos
(Carvalho, 2005; Konikow; Glynn, 2012; Druetta et al., 2016).

Diversos estudos multidisciplinares vém sendo realizados utilizando modelagem de dguas
subterraneas com o intuito de compreender melhor a dinamica dos aquiferos, avaliar a explora-
cdo sustentdvel dos recursos hidricos e prever o transporte de contaminantes. Essa abordagem
tem se mostrado uma alternativa eficiente diante das dificuldades e limitagdes associadas aos
levantamentos em campo, permitindo andlises mais amplas e detalhadas do comportamento dos
sistemas aquiferos em diferentes cendrios (Song et al., 2020; He et al., 2023).

Nesse mesmo sentido, a capacidade de prever o comportamento dos fluidos em reservatérios
de petrdleo com diferentes niveis de complexidade € indispensdvel para que as empresas petro-
liferas utilizem seus recursos financeiros de forma eficiente. A andlise de diferentes estratégias
de producdo permite aos engenheiros aprimorar os métodos de extracdo, realizar estimativas
mais precisas das reservas e tomar decisdes fundamentadas sobre o desenvolvimento dos cam-
pos. A simulacio de reservatdrios de petréleo tem se mostrado, frequentemente, uma atividade
bastante promissora em diversas etapas de producdo da industria petrolifera (Carvalho, 2005;
Khalili; Ahmadi, 2023).

A obtencdo de solugdes analiticas para as equacdes governantes do fluxo de fluidos €, na
maioria das vezes, invidvel devido a complexidade geoldgica, as condi¢des de contorno irre-
gulares e a presenca de termos fisico-geométricos ndo lineares. Assim, a simulacdo numérica
torna-se uma alternativa indispensavel, pois permite a andlise de fendmenos complexos (Aziz;
Settari, 1979; Chen; Huan; Ma, 2006; Bear; Cheng, 2010).

Um simulador é uma ferramenta computacional baseada em métodos numéricos, e a maioria
deles utiliza métodos tradicionais ou classicos. No entanto, esses métodos enfrentam dificulda-

des ao lidar com meios porosos complexos. Além disso, a influéncia da gravidade nas equagdes
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que regem o modelo adiciona uma camada extra de complexidade, afetando diretamente a distri-
bui¢do e o movimento dos fluidos. Isso pode resultar em perda de acurdcia ou em instabilidades
numeéricas.

Diante desses desafios, torna-se necessdrio o desenvolvimento de abordagens numéricas
robustas e adaptdveis, capazes de descrever os fendmenos fisicos complexos presentes no esco-
amento em meios porosos. Isso refor¢a a importancia de continuar pesquisando novas formula-
¢oes e implementando métodos avancados, com o objetivo de superar ndo apenas as limita¢des
dos métodos atualmente disponiveis, mas também de atender a crescente demanda por previsoes

confidveis e eficientes em aplica¢gdes na industria petrolifera e meio ambiente.

1.2 ESTADO DA ARTE

A modelagem e simulacdo numérica do escoamento em meios porosos com propriedades
altamente heterogéneas e anisotrdpicas representam um desafio multidisciplinar, envolvendo
desde aspectos matemdticos e computacionais até a caracterizacdo geoldgica do meio poroso.

Em razdo da heterogeneidade das propriedades do meio poroso, é um grande desafio en-
contrar solucdes analiticas para as equacdes governantes do fluxo de fluidos, dessa forma, é
necessdrio utilizar algum método numérico, que consiste em substituir as derivadas existen-
tes por expressoes algébricas e as propriedades do meio continuo em propriedades discretas
permitindo a resolucdo computacional (Anderson, 1995; Maliska, 2004). Os métodos numéri-
cos sdo mais amplos em suas aplicacdes e t€ém se mostrado altamente eficazes na obtencdo de
solucgdes para certas equagdes diferenciais em situagdes envolvendo reservatorios com caracte-
risticas complexas (Peaceman, 1977). Dentre os principais métodos numéricos utilizados para
resolver as equagdes governantes e, consequentemente, estudar seu comportamento, destacam-
se 0 Método das Diferencgas Finitas (MDF), o Método dos Elementos Finitos (MEF) e Método
dos Volumes Finitos (MVF) (Ferziger; Peri¢, 2002; Bear; Cheng, 2010).

O MDF para a solucdo de equagdes diferenciais consiste na substituicdo das derivadas par-
ciais por aproximagdes discretas em uma grade de pontos, a partir de expansdes em séries de
Taylor, com um erro de truncamento controlado. Suas aplicagcdes sdo extensas, permitindo a
solu¢do numérica de problemas fisicos envolvendo o transporte de massa, energia € momento.
O MDF ¢ extremamente econdmico em termos computacionais devido a sua simplicidade de
entendimento, apresenta boa robustez e facilidade de implementacao. Contudo, possui como

desvantagem dificuldades na representacdo de geometrias complexas, meios altamente hete-
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rogéneos e anisotropicos, além de malhas distorcidas (Peaceman, 1977; Aziz; Settari, 1979;
Carvalho, 2005; Chen; Huan; Ma, 2006; Fanchi, 2006).

O Método dos Elementos Finitos (MEF) foi inicialmente concebido na década de 1940
para resolver problemas de elasticidade da dinamica estrutural em engenharia (Turner et al.,
1956), tendo sido formalmente desenvolvido e popularizado pelo matematico Richard Courant.
No entanto, o método cldssico ndo conservava localmente as propriedades fisicas, mas possuia
a vantagem de permitir o uso de malhas ndo estruturadas. Posteriormente, para problemas de
escoamento de fluidos em meios porosos, foi desenvolvido o MEF de Galerkin, que passou a
ser utilizado tanto para calcular o campo de pressdes quanto o campo de velocidades (Courant,
1943; Clough, 1990; Maliska, 2004; Chen; Huan; Ma, 2006).

Além da formulacao classica para o MEF, outras variacdes foram desenvolvidas para apri-
morar a simulacdo do fluxo de fluidos. O Método dos Elementos Finitos Misto (MEFM) me-
lhora a conservacdo de massa ao introduzir a velocidade como varidvel adicional, enquanto o
Métodos de Elementos Finitos por Volumes de Controle (MEFVC) combina a flexibilidade do
MEF com a estrutura conservativa do MVF. Apesar do aumento no custo computacional, essas
abordagens garantem maior precisdo na representacdo dos campos de pressao e velocidade, per-
mitindo simula¢gdes mais realistas em meios porosos heterogéneos e anisotropicos. Contudo, o
termo gravitacional ainda € discretizado utilizando uma abordagem classica (Oden; Strouboulis;
Devloo, 1986; Ferziger; Peri¢, 2002; Maliska, 2004; Carvalho, 2005).

Com maior destaque neste trabalho, o Método dos Volumes Finitos (MVF) conserva as
propriedades tanto em nivel global quanto local, em cada volume de controle. Esse método €
caracterizado por aproximar as integrais de superficie e de volume utilizando a forma integral
das equagdes governantes, transformando-as de um dominio continuo para um dominio dis-
creto. Além disso, € simples de implementar e facilmente adaptavel a geometrias complexas e
malhas nao estruturadas (Maliska, 2004; Contreras, 2012).

Com base nesses métodos, diversos softwares comerciais tém sido desenvolvidos para apli-
cacgoes especificas. No estudo de aquiferos, destacam-se 0 MODFLOW, que utiliza o Método de
Diferencas Finitas (MDF) para fluxo de dgua subterranea e para transporte de solutos (McDo-
nald; Harbaugh, 1988; Wasif; Hasan, 2020; Chowdhury; Rahnuma, 2023), o FEFLOW, adota o
Método de Elementos Finitos (MEF) permitindo maior flexibilidade em geometrias complexas
(Koskinen et al., 1996; Trefry; Muffels, 2007; Lima; Bacellar; Drumond, 2018), e o HydroGe-
oSphere, que combina o Método dos Elementos Finitos (MEF) com Volumes Finitos, utilizando

0 Métodos de Elementos Finitos por Volumes de Controle (MEFVC) para assegurar a conser-
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vacdo de massa local (Brunner; Simmons, 2012; Boubacar et al., 2020; Morel; Graf, 2023).

Ja na industria do petréleo, como principais simuladores podemos citar o ECLIPSE e o
INTERSECT, ambos da Schlumberger mas se diferenciam pela metodologia de aproximacao
adotada sendo o primeiro através do MDF e o segundo do MVF, o CMG Software, que adota
o MDF permitindo simulagdes rdpidas e estaveis em reservatdrios convencionais, € também o
tNavigator, que utiliza o0 MVF com aproximacao de fluxo por dois pontos para discretizacdao
espacial de suas equacdes governantes. Vale destacar que, a escolha do simulador adequado
depende das caracteristicas do reservatério e da complexidade dos fendmenos fisicos a serem
modelados (Patwardhan et al., 2015; Shao et al., 2021; Nasrollahzadeh; Amiri; Ghabezloo,
2021; Hogeweg; Strobel; Hagemann, 2022; Wang; Li; Ren, 2023).

No entanto, alguns simuladores comerciais apresentam uma limitacdo comum relacionada
ao tratamento do termo gravitacional na equacdo de Darcy. Em geral, os métodos representam a
pressdo como um potencial, de forma que a discretizacao considera apenas suas variacoes rela-
tivas, desconsiderando os efeitos do potencial causados pela agdo da gravidade (Starnoni ef al.,
2019). Isso faz com que a formula¢do numérica adotada nao capture adequadamente os efeitos
da gravidade, comprometendo a precisao dos resultados e gerando desvios na representacao do
escoamento, como a criagdo de fluxos artificiais impulsionados por flutuagdes (Negara; Salama;
Sun, 2015; Starnoni et al., 2019).

Nessa perspectiva, um topico relevante abordado no presente trabalho € a consideracdo do
termo gravitacional presente na equacdo da Lei de Darcy, que nao serd desprezado. Serdo ana-
lisadas as influéncias desse termo durante as simulagdes, especialmente em casos com malhas
distorcidas ou variagdes significativas na densidade dos fluidos. Além disso, a incorporagdo pre-
cisa do termo gravitacional intensifica os desafios na simulacdo de meios porosos heterogéneos
e anisotropicos, exigindo abordagens inovadoras para uma representacdo adequada dos fluxos
induzidos pela gravidade.

Assim, no presente trabalho, adotam-se métodos numéricos ndo ortodoxos, baseados em
formulagdes do Método dos Volumes Finitos (MVF), com as seguintes propriedades: capaci-
dade de tratar malhas poligonais arbitrarias; lidar com tensores de permeabilidade descontinuos
e fortemente anisotropicos; apresentar taxas de convergéncia de segunda ordem; fornecer uma
aproximacgdo consistente do termo gravitacional; e garantir a conservacgao local e global (Gao;
Wu, 2013; Contreras; Lyra; Carvalho, 2019). Essas caracteristicas sdo essenciais, uma vez que
métodos numéricos classicos ndo conseguem lidar adequadamente com as propriedades menci-

onadas.
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Considerando essas vantagens, adotamos o Método dos Volumes Finitos com Aproximagao
por Miiltiplos Pontos (MPFA), utilizando as variantes com esténcil de diamante (MPFA-D —
Multi-Point Flux Approximation with Diamond Stencil) e com pontos harmonicos (MPFA-H —
Multi-Point Flux Approximation with Harmonic Points). No fluxo discretizado por esses méto-
dos, pela primeira vez, incluimos o termo gravitacional discretizado de forma consistente. No
método MPFA-D, as varidveis primdrias sdo posicionadas nos centros dos elementos, e as va-
ridveis auxiliares, nos vértices da malha computacional, onde sao interpoladas por meio de uma
estratégia com pesos explicitamente definidos, resultando em uma combinacao linear das varia-
veis centradas no volume de controle (Gao; Wu, 2010; Contreras, 2012; Contreras et al., 2016).
No método MPFA-H as varidveis primdrias também se posicionam nos centros dos elementos,
porém as auxiliares ocupam os pontos harmonicos definidos para a malha computacional re-
alizando, assim, uma combinacao linear, fazendo com que diminua o esténcil do método sem
perder sua precisao (Agélas; Eymard; Herbin, 2009; Gao; Wu, 2013; Contreras et al., 2017).

Para verificar a acuracia e robustez dos métodos, resolvemos benchmarks da literatura, cu-
jos resultados foram comparados com os obtidos pelo método classico MPFA-O (Aavatsmark,
2002), acoplado com termo gravitacional. O método MPFA-O acoplado foi implementado em
ambiente Python pelo Departamento de Matemética da Universidade de Bergen, Noruega, uti-
lizando a biblioteca PorePy (Keilegavlen et al., 2021), que € uma biblioteca de cédigo aberto
desenvolvida para a modelagem numérica de escoamentos em meios porosos fraturados. Uti-
lizando o MPFA-O cléssico, a ferramenta permite uma discretizagdo precisa das equacodes de
escoamento e transporte, garantindo um tratamento consistente do termo gravitacional, a de-
pender das configuracdes adotadas. Também, o PorePy possibilita a representacao explicita de
redes de fraturas e suas interacdes com a matriz porosa, sendo uma solucdo robusta para a
simulacdo de sistemas geoldgicos complexos e amplamente utilizada na pesquisa académica
(Starnoni et al., 2019; Keilegavlen et al., 2021; Starnoni et al., 2021; Stefansson et al., 2024).

Neste trabalho, no que se refere a discretizacao dos termos advectivos, empregamos um Mé-
todo Upwind de Primeira Ordem (FOUM — First Order Upwind Method). O método Upwind
leva em consideracdo a direcdo do escoamento para calcular os fluxos numéricos, garantindo
maior estabilidade, sendo amplamente reconhecido por sua robustez e simplicidade de imple-
mentagao, apesar da abordagem poder introduzir uma difusao dissipacao moderada (Godunov;
Bohachevsky, 1959; Contreras, 2017). Em contraste a isso, a literatura aponta para métodos de
ordem superior, como os esquemas Total Variation Diminishing (TVD) e Monotonic Upstream-

Centerd Scheme for Conservation Laws (MUSCL), que oferecem uma resolu¢do mais acentu-
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ada dos gradientes, embora exijam um controle mais rigoroso de oscilagdes e possuam maior
custo computacional (Harten, 1983; Leer, 1979; Carvalho, 2005). No entanto, a presenga do
termo gravitacional impde dificuldades adicionais na discretizagdo advectiva, uma vez que ele
pode gerar fluxos gravitacionais em contracorrente que sao contrarios a0 movimento dominante
do fluido, causando desbalancos numéricos que impactam a estabilidade e a precisdao da solu-
¢ao (Lamine, 2009; Starnoni et al., 2019). Em vista disso, a implementacao e o acoplamento de
métodos como TVD e MUSCL s@o elementos-chave em estudos futuros, visto que esses méto-
dos oferecem mecanismos capazes de limitar variacdes abruptas na solugdo, garantindo maior

estabilidade e precisdo sem a introdugao de oscilagdes artificiais.

1.3 OBJETIVO GERAL

O objetivo geral visa desenvolver formulagdes numéricas baseadas no método de volumes
finitos com aproximagao por multiplos pontos para resolver as equacdes de pressdo e saturagao,

considerando o efeito de gravidade, em meios porosos heterogéneos e anisotrépicos.

1.4 OBIJETIVOS ESPECIFICOS

Com finalidade de atender ao objetivo geral deste trabalho, sdo definidos os seguintes obje-

tivos especificos:

a) formular modelos numéricos para resolver as equacdes de pressdo e saturacdo utilizando
o método de volumes finitos sem negligenciar o efeito de gravidade;

b) formular uma discretizacdo numérica consistente para o termo gravitacional, assegurando
sua correta representacdo nos fluxos simulados;

¢) implementar e acoplar as formulagdes desenvolvidas em um c6digo numérico eficiente
para simulacdes em diferentes cendrios;

d) verificar a acurécia das formulagdes propostas por meio de validagcdes com exemplos da

literatura e andlises comparativas.
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1.5 ORGANIZACAO DO CONTEUDO

Este trabalho estd organizado em cinco capitulos, que abordam da fundamentagdo tedrica
até a apresentacdo dos resultados e conclusdes. O capitulo inicial traz uma introdugdo, contex-
tualizando os assuntos, assim como os objetivos e o escopo desta dissertacdo. No capitulo 2, sdo
discutidos os conceitos relacionados ao problema analisado, abrangendo a formulagdo matema-
tica das equagdes governantes. O capitulo 3 apresenta a metodologia da pesquisa, descrevendo a
discretizacdo das equagdes governantes € os métodos numéricos. No capitulo 4, sdo apresenta-
dos os experimentos numéricos, descrevendo os casos de teste, os parametros e a avaliagdo dos
resultados alcancados. O capitulo 5 contém as conclusdes do trabalho, ressaltando as principais
descobertas e sugerindo pesquisas futuras. Por fim, sdo apresentadas as referéncias utilizadas

para construir o trabalho e o apéndice tratando da constru¢do da forca gravitacional escalar.
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2 MODELO MATEMATICO

Este capitulo apresenta uma breve discussao sobre os conceitos essenciais relacionados as
propriedades da rocha e dos fluidos, fundamentais para o entendimento do modelo matemético
adotado, focando nas varidveis e parametros diretamente envolvidos na andlise do escoamento.
Com o objetivo de simplificar a andlise, assume-se que a rocha e os fluidos sdo considerados
isotérmicos, incompressiveis e ndo hd troca de massa ou reagdo entre eles, além de se despreza-
rem os efeitos da capilaridade (Peaceman, 1977; Chen; Huan; Ma, 2006). Por sua vez, o efeito
gravitacional € incluido nas equacgdes que regem o fluxo no meio poroso.

As equagdes que governam o fluxo em meios porosos sdo obtidas pela combinacao da lei
de Darcy aplicada a cada fase do escoamento com um balanco de massa diferencial simples. As
equagoes de pressdo e saturacio sdo de natureza eliptica e hiperbdlica, respectivamente, devido
as consideracdes adotadas. Para que o problema esteja bem posto, essas equagdes necessitam
das condi¢des de contorno adequadas, uma vez que determinam o comportamento do fluxo nas
fronteiras do dominio e representam as caracteristicas fisicas e geoldgicas do sistema em estudo

(Peaceman, 1977; Ewing, 1983; Chen; Huan; Ma, 2006; Contreras, 2017).

2.1 PROPRIEDADES DO MEIO POROSO E DOS FLUIDOS

A densidade (p), ou massa especifica, de um fluido é determinada como a razdo entre a
massa do fluido e o volume que ele ocupa. Geralmente, a densidade de um fluido varia com a
pressdo e a temperatura de acordo com equagdes de estado (Bear, 1972).

A viscosidade () € caracterizada como a resisténcia do fluido as deformacdes causadas pela
acdo de forcas cisalhantes, ou seja, a resisténcia do fluido ao fluxo. Para fluidos newtonianos,

objeto de nosso estudo, a lei que rege a viscosidade € dada por:

du
T— #% (2.1)
onde 7 é a tensdo cisalhante e du/dn é o gradiente de velocidade normal a superficie do fluido.
Assim como a densidade, a viscosidade também pode variar com a pressao (p), temperatura (7")
e a concentracao (C) de acordo com as equagdes de estado (Bear, 1972; Sun, 1996). No entanto,
a partir de nossas hipéteses simplificadoras, assumimos a densidade e a viscosidade constantes

em toda a simulacao.
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A porosidade € uma propriedade das rochas que depende da sua textura e estrutura desde o
seu processo de formacdo. A porosidade influencia na capacidade de armazenamento de fluidos
e na capacidade desses fluidos deslocarem-se através do meio poroso. E definida como a relagio
entre o volume de espacos vazios € o volume do meio poroso, como mostra a equacao (2.2)
(Bear, 1972; Bear; Cheng, 2010).

_ Vvazios (22)
Vtotal

Outro conceito importante para o escoamento multifasico € o da saturagdo, que consiste na
fracdo do volume vazio do meio poroso preenchido por cada fase pelo volume vazio total, que
€ representado pela equagao de saturacdo a seguir (Peaceman, 1977):

V.
Si=—— com i=w,o0 (2.3)
Vvazios

Considerando o escoamento bifdsico composto por w = dgua e o = 6leo e que todos o0s
espacos vazios da rocha sdo saturados pelos fluidos, implicamos na seguinte relacao de restricao

(Peaceman, 1977; Chen; Huan; Ma, 2006):
Sy + S, =1 (2.4)

onde §,, € a saturacdo da fase dgua e S, € a saturacdo da fase dleo.
A permeabilidade (K) € um parametro que caracteriza o meio poroso, representando a sua
habilidade de transmitir fluidos. Quando o meio € saturado por uma tnica fase, a permeabilidade

¢ chamada de permeabilidade absoluta, representada pelo tensor:

K= (2.5)

Quando os componentes da diagonal principal ky € ky, forem iguais e os demais componen-
tes forem nulos, 0 meio serd isotrépico; caso contrario, serd anisotrépico (Helmig, 1997; Chen;
Huan; Ma, 2006).

Quando o meio poroso estd saturado por dois ou mais fluidos, o escoamento de um fluido
nao acontece de forma isolada, pois, em cada ponto analisado, parte do meio estd ocupado pelo
outro fluido, dificultando o escoamento do primeiro. Assim, € introduzido o conceito de perme-
abilidade relativa k,;, que representa a tendéncia de escoamento de um fluido através do meio,
levando em consideracdo os outros fluidos presentes e que depende unicamente da saturacao

de cada fase. Para cada fase, ao se multiplicar a permeabilidade relativa pela permeabilidade
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absoluta, encontra-se a permeabilidade efetiva (k;) da fase em questdo, como mostra a equacao

a seguir (Bear, 1972; Helmig, 1997; Chen; Huan; Ma, 2006):
ki=kK, comi=w,o (2.6)

A obtencao dos valores da permeabilidade relativa se da através de relacdes empiricas a par-
tir de experimentos que foram realizados. Um dos modelos mais classicos, e que € utilizado nas
simulacdes do presente trabalho, € o de Brooks e Corey (1964) que constrdi as permeabilidades
relativas a partir da saturacdo efetiva da fase molhante (S.) conforme relacdes abaixo (Bear,

1972; Helmig, 1997; Bear; Cheng, 2010):
krw = (Se)™ 5 ko= (1 —Se)™: (2.7)

onde os expoentes n,, € n, possuem valores de acordo com as propriedades dos fluidos, para os
problemas aqui simulados, foi adotado o valor 2 para ambos, conforme recomendacao da lite-
ratura especializada (Burdine, 1953; Helmig, 1997). A saturacdo efetiva, ou saturagdo reduzida,

da 4gua para fluxo bifésico é dada pela expressao:

Sw— Swi
S, =¥ "W 2.8
¢ 1 —Syi —Sor ( )

onde S,,; € a saturacdo irredutivel da dgua e S,, € a saturacdo residual de 6leo (Bear, 1972;
Helmig, 1997; Bear; Cheng, 2010). O valor aqui adotado para S,,; e S, foi 0 por desprezar os
efeitos causados devidos a pressao capilar. Assim, as equagdes para as permeabilidades relativas
tornam-se:

kpyw = (Sw>2 s ko= (1 - Sw)z; (2.9

2.2 EQUACAO DE CONSERVACAO DA MASSA

A equacdo de conservagdo de massa pode ser desenvolvida a partir de um elemento infinite-
simalmente pequeno, fixo no espaco, pelo o qual o fluido passa através dele. Assumimos um sis-
tema de coordenadas cartesianas (x,y,z) com um elemento infinitesimalmente pequeno centrado
em P(x,y,z) com dimensdes dV = dx X dy x dz e um fluido com velocidade V = ai + bj + ck,
sendo a, b e ¢ fungdes do espago (x,y,z) e tempo ¢, como mostra a Figura 1. De acordo com o
principio de conservacao de massa temos que a acumulacdo de massa no volume dV observado

ao longo do tempo dt € igual fluxo liquido de massa que entra ou sai do volume dV somado
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a injecdo ou extracdo de fluxo mdssico em dV devido a reagdes quimicas ou outras origens,

conforme mostra a equacao abaixo (Peaceman, 1977; Anderson, 1995; Sun, 1996).

[taxa de entrada] — [taxa de saida] + [taxa de inje¢do/extra¢do] = [taxa de acumulagdo] (2.10)

Figura 1 — Diagrama dos fluxos de massa através das varias faces de um elemento infinitesimal.

\/ [pw+a§_wdz] dxdy / [pv+—dy] dxdz
Z

Volume d

(pudydz |

: / dx I/

/(pv)dxdz

(pwdxdy

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Considerando as faces da esquerda e da direita na Figura 1 que sdo perpendiculares ao eixo
x, temos sua drea igual a dydz. Como a velocidade e a densidade sdo fun¢des que variam com
0 espaco, os valores do fluxo massico através da face da esquerda e da direita serdo diferentes
devido ao seu incremento ao longo da direcdo x que é dado por [dpa/dx]dx. Logo, o fluxo
mdssico através da face da esquerda é (pa)dydz e o fluxo mdssico na face da direita {pa +
[dpa/dx|dx}dydz (Anderson, 1995). Assim, a taxa de entrada menos a taxa de saida ao longo
da direcdo x é expressa por:

(pa)dydz— {pa + de] dydz = — 9(pa)

" e dxdydz (2.11)

De modo similar, essa analogia pode ser replicada para os demais eixos e a taxa de fluxo

madssico para todo o elemento infinitesimal é descrita como:

_d(pa) . dydz _8(pb)d dxdz— 2P 4o dy __[8(pa)+8(pb>+8(pc)

dxdydz
(2.12)

x dy 0z x dy 9z

Sabendo que a massa total de fluido no elemento abordado é p (dxdydz), a taxa de acumula-
¢ao de massa devido a compressibilidade do fluido por unidade de tempo € dada por (Anderson,
1995; Chen; Huan; Ma, 2006):

&((;Ptp ) (dxdydz) 2.13)
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Também, a taxa de injecdo/extracdo de massa do elemento devido a uma fonte de escoa-
mento de intensidade ¢, onde g tem unidade dada em massa por unidade de volume por unidade

de tempo, é (Peaceman, 1977; Chen; Huan; Ma, 2006):
q(dxdyd?) (2.14)

Substituindo os termos na equacao (2.10) temos:

J d(ph) 9 J
[ 2E0) S0 e gtasayaz) = 8P asiyary )

Dividindo todos os termos da equagdo acima pelo volume dxdydz, aplicando o operador
divergente e rearranjando a equagdo obtemos a seguinte equacao de conservagcdo de massa para
todo o sistema de fluido:

9(¢p)

AP) v (=g 2.16)

Para fluxos multifasicos, os mesmos principios acima podem ser aplicados, com excecao do
termo dado pela equagdo (2.13), que agora deve levar em conta a saturacdo de cada fase. A taxa
de acumulacdo de massa por unidade de tempo para cada fase € (Chen; Huan; Ma, 2006):

d(9piSi)

P (dxdyaz) (2.17)

Considerando que ndo hé transferéncia de massa entre fases e realizando as manipulagdes

adequadas, temos a massa conservada dentro de cada fase dada por:

(9 piS;)

—a V- (piVi) = qi (2.18)

2.3 LEIDE DARCY

A Lei de Darcy, formulada empiricamente em meados do século XIX pelo engenheiro Henry
Darcy, estabelece uma relagdo linear entre a velocidade de escoamento em meios porosos € o
gradiente de pressdo (Bear, 1972; Chen; Huan; Ma, 2006; Bear; Cheng, 2010). Esse principio,
amplamente utilizado até hoje na modelagem de fluxos subterraneos, serve como base para

definir a velocidade de Darcy para cada fase, conforme a seguinte equagao:
Vi=—-AK(Vp;,—Vg;), comi=w,o (2.19)

onde A; é a mobilidade de cada fase, que expressa a capacidade de cada fluido se mover através

dos espagos interconectados do meio poroso (Fanchi, 2006), dada por A; = k,;/1;, sendo k,; a
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permeabilidade relativa de cada fase e ; a viscosidade de cada fase; Vp; o gradiente de pressdo;
e Vg, representa a forca gravitacional definida por g; = p;g, sendo p; a massa especifica e §
aceleracao devido ao vetor gravidade.

Para fluxos bifésicos, € utilizada uma formulagdo a partir da pressdo global que unifica o
comportamento da pressdo para as diferentes fases presentes no meio. Com isso, sdo defini-
dos os conceitos de mobilidade total (A1) e velocidade total (), equagdes mais simples e com
papel fundamental na simulacdo de meios porosos por simplificar o sistema de equagdes que
originalmente apresenta forte acoplamento entre as equagdes de pressdo e saturacdo, dados por

(Peaceman, 1977; Chen; Huan; Ma, 2006):

l:/FLW“F)L() V

I
<
S
+

v, (2.20)

2.4 EQUACAO DE PRESSAO

A equacgdo de pressdo € obtida a partir do acoplamento da velocidade de Darcy (2.19) na
equacgao de conservagdo da massa (2.16). Considerando o escoamento de um fluido newtoniano
que ocupa todo o espaco vazio em um meio poroso sob as condi¢des simplificadoras impostas,

a velocidade de Darcy tem a seguinte forma:
V=—-K(Vp—g) (2.21)

Realizando o acoplamento das duas equagdes:

0P 45 lp(~K(VD-g)] =g 222

A partir das hipéteses simplificadoras definidas no inicio da secdo e com algumas manipula-

coes algébricas, chegamos a seguinte forma para a equagdo de pressao para o fluxo monofésico:

V- [-K(Vp—g)]=0 (2.23)

onde K € o tensor de permeabilidade absoluta do meio; Vp o gradiente de pressdo; g representa
a forca gravitacional; e Q a vazdo volumétrica dada por Q = ¢/p.

Para o fluxo simultdneo de duas fases em um meio poroso onde os fluidos sdo imisciveis e
nao hé transferéncia de massa entre as fases, devemos adotar a formulacdo a partir da pressao

global e realizar algumas consideragdes. A partir da equacdo (2.19) as velocidades das fases
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dgua e 6leo podem ser escritas, respectivamente, como:

VW = _A‘WK(VPW - gw)
‘70 - _A’OK(VPO - g())

(2.24)

Substituindo as equagdes acima na equagdo de velocidade total (2.20), temos o seguinte:
v=—-A4,K(Vp, —8,) —2K(Vp,—g,) (2.25)

A diferenca entre as pressoes das fases do sistema € definida como a pressdo capilar, que

empiricamente ¢ uma funcao da saturacao da dgua (Chen; Huan; Ma, 2006; Bear; Cheng, 2010):

Pe = Po — Pw (226)

Sendo uma das simplificacdes adotadas que a pressdo capilar é desconsiderada, temos que
P, = P,, = P- Aplicando o conceito de mobilidade total e realizando algumas manipulacdes

algébricas, a velocidade de Darcy para fluxo bifésico torna-se:
Vv=—-AK(Vp—-G) (2.27)

onde:
Mg, + o8,
A

Realizando o acoplamento da velocidade de Darcy com a equagio de conservacdo da massa

G= com A=A,+A e g =pg (2.28)

de cada fase, a partir da equacao (2.18), devemos eliminar as derivadas da satura¢do. Assumindo
que a porosidade ¢ € constante, somando as equacdes resultantes com i = w, 0, aplicando o
conceito definido em (2.4) e realizando algumas manipulagdes, a equacdo de pressao para fluxo

bifasico adquire a seguinte identidade (Carvalho, 2005; Chen; Huan; Ma, 2006):

V. [-AK(Vp—G)]| =0 (2.29)

2.5 EQUACAO DE SATURACAO

Para encontrarmos a equacdo de saturacdo, vamos adotar de forma aleatéria a fase dgua
como referéncia de acordo com exemplos da literatura. A equacao de saturacdo mais significa-
tiva pode ser encontrada a partir da velocidade da fase dgua V,, em termos da velocidade total
V. Iniciamos, entdo, multiplicando as velocidades V,, e V,, descritas em (2.24), por A, ¢ A,,,

respectivamente (Bear, 1972; Peaceman, 1977; Carvalho, 2005; Chen; Huan; Ma, 2006):

AoV = —AAWK(Vp,, —g,,) (2.30)
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A‘W‘-;O = _A'WA’OK(VPO - go) (231)

Subtraindo a equacao (2.30) da equacdo (2.31) e reorganizando os termos, chegamos a se-
guinte equagao:

Ao — AoV = LAK[V(P,, — P,) + &, — &) (2.32)

Mais uma vez, sabendo que a pressdo capilar é desconsiderada, ou seja, p, = p,, = p, €

substituindo a velocidade da fase éleo vV, a partir da relagdo v, =V —V,,:

A'W(‘_;_ vw) - l0‘_’)w = _A’WA’OK(gO - gw) (2.33)

Rearranjando os termos da equacao acima e multiplicando por (-1) ficamos com:

vw(lw + A0) = AV + A’WA’OK(gW - go) (2.34)

Aplicando a mobilidade total dada pela equagdo (2.20), e definindo o fluxo fracional de
uma fase i como f; = A;/A, ficamos com a velocidade da fase dgua a partir da velocidade total

(Carvalho, 2005; Chen; Huan; Ma, 2006):

Vw = fuV+ fwroK(g, — &,) (2.35)

Substituindo a equagdo acima na lei de conservacdo de massa para um fluxo bifésico (equa-

¢d0 (2.18)), considerando a fase dgua (i = w) temos:

8(¢g;vsw) + V- [ (fu + fudoK (8, — £,))] = g (2.36)

Por fim, assumindo que os fluidos sdo incompressiveis, dividindo a equacao (2.36) por p,,,

assumindo que Q,, = ¢,,/pw € ap6s manipulacdes algébricas, obtém-se:
as -
0=~ ==V -Fu(Sw)+0u (2.37)
onde a fun¢do de fluxo hiperbdlico F“W(Sw) ¢ dada por:

F,(Sy) = fuV+ fwAkoKG com G=g,—g, (2.38)

2.6 CONDICOES INICIAIS E CONDICOES DE CONTORNO

O problema matematico descrito pelas equacdes (2.28) e (2.37) ndo estd completo até que

seja definido um conjunto adequado de condi¢des iniciais e de contorno que representem a



38

interacdo do meio poroso com o ambiente (Bear, 1972; Peaceman, 1977; Chen; Huan; Ma,
20006).

As condi¢des de contorno para a equacdo de pressdo podem ser definidas tanto para o con-
torno externo quanto para o contorno interno, onde o primeiro € constituido pelos contornos de
Dirichlet I'p com pressdo prescrita pp e de Neumann I'y com fluxo prescrito gy, de maneira
quel’ = I'p UI'yel'p NIy = &, e o segundo constituido pela pressdo prescrita pyroducao
no pogo de produgdo I'p e vazdo prescrita gy jecao DO pogo de injecdo I';, conforme expresso

abaixo e ilustrado na Figura 2 (Aziz; Settari, 1979; Helmig, 1997):

p(¥,t)=pp, em I'p
V'ﬁzq]\], cm FN
(2.39)
p()?,l‘) = Pproducao, €M I'p

—

V1 = ({injecao, €M Iy

Para a equacdo de saturacdo, € necessdrio definir a saturacdo da dgua nos pocos de injecao
(S,,) para todo o periodo de simulacio e também a saturacdo da dgua para todo o dominio

(S’?V) no primeiro passo de tempo (¢ = ty), conforme o seguinte:

Sw(®,t) =S, em Iy
] (2.40)
S(%,0)=5° em Q

Figura 2 — Identificag¢do das condi¢des de contorno.

Pogo produtor - Ip

Ip
In

Pogo injetor - I7

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

ava
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3 MODELO NUMERICO

Neste capitulo, a formulacao numérica empregada para solucionar as equacdes que regem
0 escoamento em meios porosos heterogéneos e anisotropicos é apresentada. O método dos
volumes finitos € utilizado para discretizar as equacdes diferenciais parciais, assegurando a
manutencdo da massa em cada volume de controle, visto que sua origem estd na interpretacao
fisica do problema (Carvalho, 2005; Souza, 2015; Moukalled; Mangani; Darwish, 2016). Serao
abordados brevemente os principios teéricos do método e a estratégia de aproximacao através
de multiplos pontos, utilizando variados tipos de interpolacdo dos pontos auxiliares. Na equacdo
de saturacgdo, discretizou-se o termo temporal pelo método de Euler Explicito e o termo espacial
pelo método upwind, levando em conta os fluxos gerados pela gravidade e pela pressao.

A metodologia de solucdo adotada fundamenta-se no método Implicit Pressure Explicit
Saturation (IMPES), inicialmente proposto por Sheldon e Cardwell (1959) e Stone e Garder
(1961). O principio fundamental do método € desacoplar a solu¢do da equacdo de pressdo, tra-
tada implicitamente por meio da combinacao das equagdes de fluxo, da equacdo de saturacgdo,
que € resolvida explicitamente apds a atualizacdo do campo de pressao a cada passo de tempo
(Aziz; Settari, 1979; Chen; Huan; Ma, 2006). Esse processo € repetido iterativamente até que
se atinja o tempo final de simulacdo ou que algum critério de convergéncia previamente estabe-
lecido seja violado, conforme ilustrado na Figura 3. O IMPES destaca-se na literatura pela sua
eficiéncia computacional e simplicidade de implementacio, sendo amplamente empregado em
diversos simuladores comerciais voltados para a modelagem de escoamento em reservatorios
de petréleo (Aziz; Settari, 1979; Ewing, 1983; Carvalho, 2005; Chen; Huan; Ma, 2006; Fanchi,
2006).

Figura 3 — Método IMPES.

( )

Condigdo inicial, S, (x, 0)

\ J

A 4
Solugao implicita da - Calcglo = Campg de Solucdo Explicita da
Equacao de Pressao | Ve s @ e Equag@o de Saturacdo
d - Lei de Darcy
tnt =" + At

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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3.1 METODO DOS VOLUMES FINITOS CENTRADOS NA CELULA

As equagdes governantes enunciadas no capitulo anterior serdo resolvidas utilizando méto-
dos de volumes finitos ndo cléssicos, que consistem em dividir o dominio continuo €, em um
conjunto de volumes de controle finito, onde a equagdo estd definida, cujos pedagos sdo cha-
mados de células ou elementos. Esse dominio discretizado envolve faces, centroides e volumes
de controle poligonais tipo star-shape, conforme pode ser visto na Figura 4. Os conjuntos que
caracterizam o dominio discreto sdo, entdo (Gao; Wu, 2013; Contreras et al., 2016; Contreras;

Lyra; Carvalho, 2019):

« M = {L} é o conjunto de volumes de controle, tal que {J;,,L = Q

* E ={1J} é o conjunto das faces ou superficies de controle. Em cada volume de controle
L € M, existe um subconjunto de faces E ; tal que Uy E 1= dL. O conjunto das faces
internas e de contornos sio representados respectivamente por E™ = ENQ e E" = EN
dQ, sendo o comprimento das faces calculados a partir da norma euclidiana Ay; = |1J|.

e 0= {xi} Pem € o conjunto dos baricentros de cada volume de controle de Q, onde todo

L € M possui um x; € L.

Figura 4 — Dominio discretizado e volume de controle arbitrario.

Volume de controle
arbitréario L

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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3.2 DISCRETIZACAO DA EQUACAO DE PRESSAO PELO METODO DOS VOLUMES
FINITOS

A partir da integragdo da equacdo de pressao dada em (2.19) sobre o dominio €2, temos:

/Qv-wv:/ggdv 3.1

Dividindo o dominio continuo Q no dominio discreto M, podemos transformar a integral

acima em um somatdrio de integrais em cada volume de controle, correspondendo a:

Y [viav=Y [oav (3.2)
fem’t fem’t

Logo, considerando um volume de controle arbitririo L. de M e aplicando o teorema da

divergéncia ao termo do lado esquerdo da equagdo acima, ficamos com:

/azv-ﬁds:/iQdV (3.3)

Sabendo que o contorno d; é igual ao somatdrio de todas as faces I/ analisadas e aplicando
o teorema do valor médio aos termos da equagdo, vamos transformar as integrais em somatorios

conforme abaixo:

Z Vi -Niy = 0;V; (3.4)
IJGEZ

onde temos: V;; como a média da densidade de fluxo para a face 1J; Ny = |IJ|r;; sendo 7y
o vetor unitdrio normal da face e |IJ| o comprimento dela; Q_z a média do termo fonte ou
sumidouro; e V; a magnitude do volume de controle analisado.

Na equacio (3.4) a vazdo vy - ]_\71 7 pode ser escrita como:
Vi Nig = (V17 - Nip)p + (V1s - Nig)g (3.5)

onde a vazdo relativa ao campo de pressao através de IJ para o elemento L é aproximada pelo

teorema do valor médio:
(V1y - Nis)p = /U (—KVp) iy ds = —Vp-K] iiy (3.6)
e vazao a respeito do termo gravitacional € dada por:
(F1y - Nig)g = /H (Kg) -7igy ds = g- K 7y (3.7)

onde o vetor K LT 7y € o vetor co-normal relativo a face 1J.
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A vazido relativa ao campo de pressdo, dada na equacdo (3.6), pode ser aproximada por
diferentes métodos de volumes finitos, entre eles lineares € nio lineares. Como citado na in-
troducdo, utilizamos dois métodos lineares, ambos de volumes finitos com aproximacdo por
multiplos pontos (MPFA), sendo que o primeiro utiliza o esténcil de diamante (MPFA-D) e o
segundo utiliza a interpolag¢do por pontos harmdnicos (MPFA-H). Uma ilustracdo comparativa

entre os esténceis dos dois métodos pode ser visto na Figura 5.

Figura 5 — Representacdo do esténcil para o calculo do fluxo utilizando o MPFA-D (a) e utilizando o MPFA-H (b).

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Algumas caracteristicas que esses métodos compartilham sdo (Gao; Wu, 2010; Gao; Wu,

2014; Contreras, 2017):

O método ¢é localmente conservativo;

« E compativel com a utilizacdo de tensores completos;

Nao depende de descontinuidades ou da topologia da malha;

Apresenta precisdo superior a primeira ordem para solugdes suaves;

Satisfaz o critério de preservacdo da linearidade.

Por outro lado, a vazao relativa ao termo gravitacional, dada pela equagdo (3.7), € negligen-
ciada por grande parcela dos métodos numéricos implementados na maioria dos simuladores
comerciais. As alternativas mais comuns para os simuladores sdo considerar o termo constante
ou aproximar o fluxo causado por ele de maneira simples, geralmente através de uma aproxi-
macao por dois pontos. Nesse sentido, nosso trabalho visa aproximar o fluxo devido ao termo
gravitacional de maneira consistente e também apresentar o termo aproximado por dois pontos.

Nas subsecdes seguintes, descrevemos resumidamente os métodos utilizados para a aproxi-

macao tanto do termo devido ao gradiente de pressao quanto o termo devido a gravidade.
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3.2.1 Discretizacao da vazao pelo método de aproximacao de fluxo por dois pontos (TPFA)

O método de aproximagao de fluxo por dois pontos (TPFA — Two-Point Flux Aproximation)
foi apresentado a partir dos trabalhos de Aavatsmark et al. (1998) e Edwards e Rogers (1998)
sobre discretizacdo de escoamentos em meios porosos. Devido a sua simplicidade e baixo custo
computacional, o TPFA, mesmo com suas limitagcdes, continua sendo um dos métodos mais
empregados em simulagdes de escoamento em reservatorios de petréleo e simula¢des de aqui-
feros.

As equagdes a seguir baseiam-se na apresentacdo simplificada da discretizacao pelo método
TPFA, conforme desenvolvida por Souza (2015). Para compreender a formula¢do, tomamos
como referéncia um dominio unidimensional discretizado por dois volumes de controle centra-
dos na célula, conforme ilustrado na Figura 6. Assumimos, entdo, que 0 meio estd totalmente
saturado por apenas uma Unica fase e que cada volume de controle pode apresentar diferentes
permeabilidades, logo, a permeabilidade na interface entre eles torna-se descontinua. Também,
assume-se a existéncia de um gradiente de pressdo que induz o escoamento do volume de con-
trole a esquerda (L) para o volume a direita (R). Dessa forma, é importante definir o gradiente
de pressao adequadamente, para garantir a continuidade do fluxo na interface entre os volumes

vizinhos, assegurando a conservacdo de massa e a consisténcia do método numérico.

Figura 6 — Dominio unidimensional.

- -
Ve Ne

i C

1
1 ! 1
PR Axy i\ Axg —

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Para isso, trés etapas bem definidas sdo seguidas. Para calcular o fluxo na interface ¢, € apre-
sentada a equacgdo para cada volume de controle que compartilha a interface, onde o gradiente
da pressao € aproximado utilizando diferencas finitas atrasada, quando analisado o volume de
controle da esquerda, e diferencgas finita avangada, quando analisado o volume da direita. As
equagdes podem ser observadas a seguir:

- pe—pi Lo PR —Pe
- Ne); = —KiAs (2L ) o (55 Ni)p = KpAg | ER—5 .



44

onde p; € pp sdo as pressoes nos pontos de colocagdo e p: a pressdao no ponto auxiliar

A segunda etapa acontece através da aplicac¢do do principio da continuidade, onde:

= -

(Ve-Ne)j+(Ve-Ne)p =0 (3.9)
que substituindo os valores de (3.8) torna-se:

pe— DPj, Pp— D¢
KA (PP = _goa ( PREE 1
LC(sz/2) RC(AXIW) G-10

Com isso, vamos encontrar o valor da pressdo no ponto auxiliar em funcao da pressao nos

outros dois pontos, abordagem essa que pode também ser estendida para dominios bidimensio-

nais:
piKy | ppKy
Ax; Axp
= 3.11
Pe= R K G-11)
Axp * Axp

Por fim, substituimos a equacao (3.11) em uma das equagdes de balanco de (3.8) e encon-
tramos o fluxo tnico através da superficie avaliada.

(V- Ne) T T KiAxs+ KoAx
L=™"R R=V'L

A:(pp—pt) (3.12)

Ainda que o método seja amplamente utilizado devido a sua eficiéncia, o TPFA apresenta
limitagdes em meios altamente anisotrpicos ou com geometrias ndo estruturadas, onde a apro-

ximacao do fluxo baseada em dois pontos pode introduzir erros significativos (Figura 7).

Figura 7 — Erros de consisténcia do TPFA.

O
C
O

K[54
Sy T

Fonte: Adaptado de Souza (2015).

Souza (2015) apresentou dois casos em que o método nao produz solugdes convergentes

sao quando o tensor de permeabilidade é diagonal mas nao € alinhado com a orientacdo da
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malha, e quando malha € cartesiana mas o tensor de permeabilidade nao é diagonal, conforme
apresentado na Figura 7. Nesses casos, métodos mais avangados, como a aproximacgao de fluxo

por multiplos pontos (MPFA), tornam-se necessarios.

3.2.2 Discretizacao da vazao pelo método de aproximacao de fluxo por miltiplos pontos

com esténcil tipo diamante (MPFA-D)

O método Multi-Point Flux Approximation with Diamond Stencil (MPFA-D) foi original-
mente desenvolvido com os esforcos de Sheng e Yuan (2008), Wu et al. (2010) e Gao e Wu
(2010), como uma alternativa aos esquemas tradicionais de duas varidveis, e uma generaliza-
¢do ainda maior para esquemas de nove varidveis. No contexto de simulag¢do de reservatorios
de petroleo Contreras (2012) e Contreras et al. (2016) se destacam como os trabalhos pionei-
ros. Sua principal motivacdo reside na necessidade de lidar com heterogeneidades complexas e
anisotropia completa em meios porosos.

Para iniciarmos a constru¢do do método, é enunciado o lema descrito em Gao e Wu (2010),
Contreras (2012) e Contreras et al. (2016) que garante que as solugdes obtidas para o campo de
pressdes sejam lineares por partes:

LEMA 1: Seja p uma funcéo de pressdo definida sobre o tridngulo AIJL com vértices I,J, L

ordenados em sentido anti-horario, temos:

o o Pi—pi R

~ 0 e — to/JLI s — to/IJL 3.13
i +|U|2[(pf pr) cotgZJLI+ (p; — pr) cotg /1L (3.13)

onde R é uma matriz de rotacdo em 90° no sentido anti-hordrio, expressa para um espago
bidimensional por:

cos® senf T
R = , com O=—= (3.14)

—senb cosO 2

Na Figura 8 estdo representados as células de diamante e outros parametros relevantes ao

método que sdo definidos abaixo para um dominio bidimensional:

* L e R representam os elementos a esquerda e a direita da face analisada, respectivamente;

— - — - = — . N
Niy=RIJ,Njyy=RJl e Niy+ Ny =0, sendo esses os vetores dreas normais as faces;

e hf; e h¥, representam as alturas dos tridngulos da esquerda e da direita;
* pj € pp sdo as pressdes nos baricentros das células L e R, respectivamente; e

* pr € py sdo as pressoes nos vértices I e J.
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Figura 8 — Volumes de controle da esquerda e da direita com os tridngulos auxiliares em evidéncia.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Assim, podemos reescrever o lema para se adequar aos nossos parametros:

— —
- N . . i
Vp ﬁ [(p1— pj) cotgZIIL+ (py — p; ) cotg ZLLI| + (ps — p1) i (3.15)

Definimos que o tensor completo de permeabilidade K projetado na face /J é uma combi-

nac¢do linear das permeabilidades normal e tangencial, como mostrado a seguir:

— —
Kuy=K\, T +K}), Ny (3.16)

onde 7 representa os elementos L ou R e as permeabilidades sdo dadas apés manipulagdes

algébricas por:

=7 — =T Y3
0y _ NyKuyylJ, (n) _ NiKuy Ny (3.17)
wr = g T T g |

Ao analisar os tridngulos da figura 8, podemos expressar as relacdes trigonométricas pre-

sentes em (3.15) por

= = < =

. JL-JI . IL-1J
cotg/lJL = ——; cotgZLl] = —— (3.18)

711, |11

Com isso, utilizando a equagdo (3.6) e adicionando o termo do gradiente de pressao dado

por (3.15) e realizando algumas manipulacdes algébricas, chegamos a expressdo para o ALJL:

v - Ny = KI(;)L ((pr — pj) cotgZIJL+ (p; — p; ) cotg ZL1T) — KI(;?Z(pJ —p1) (3.19)

que substituindo os valores obtidos de (3.17) a (3.18) se torna:
h ! JL-Ji L1 .
L N, = : : i,
(’nf) Vi N —— ((pz —pi)—=—+(ps— pﬁ)ﬁ) —(ps—p1)—=hk (3.20)

(n)
Ku,ﬁ [1/] 1171 Ku,ﬁ
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Ao realizarmos as mesmas operacgdes para o AIJR, alcancamos uma expressiao semelhante:

% 1 JR-JI IR-TJ K\

JI >R 3~ : : JILR, P

oy Vi N = == (= PR ==+ (1= pp) === | = (1= )5 32D
o |JI|< ool T K",

Considerando a continuidade dos fluxos na face 1J, etapa necessdria para garantir uma apro-

ximagdo consistente do fluxo para o método dos volumes finitos, temos:
V]J'N]J:—VJI'N_]] (322)

Por fim, através da equacdo (3.22), somando os dois fluxos dados pelas equagdes (3.20) e

(3.21), chegamos a expressao do fluxo tnico através da face 1J:

(Vi ]—V_)IJ)p = _K](Jl) ‘17‘ [Pp —pj — DS) (ps— PI)] (3.23)

onde as projecdes nas direcdes normal e tangencial do tensor de permeabilidades, KI(J]) e Dg})

respectivamente, sdo definidas como:

(n) p(n) 2 — (t) (1)
(1) KIJLKJI,IQ _ (1) LR-1J 1 KIJ,I: i KJI,R ]
Ky, = - —: D;,/ = — hyy + h (3.24)
1y K(”) hR _|_K(”) hL I —|2 I_)J K(”) 1 (n) JI
T Ry R ’U ‘ ’ L JLR

3.2.2.1 Tratamento dos Fluxos no Contorno

Para garantir um tratamento adequado das condi¢des de contorno, onde os casos sdo ex-
pressos em (2.39), os fluxos devem ser determinados conforme o tipo de condi¢do imposta em
cada face do contorno. A expressdo do fluxo para uma face sob a condic¢do de Dirichlet, com
pressdes prescritas dadas por up(I) e up(J), é dada a partir da equagio (3.20):

(n) , -

(Vi Nug)p = ,,_L—Ii‘ ((JL.TI)MD(I) +(IL-1)up(J) - |17|2p1:) —(up(J) —up()) K}
I
1J

(3.25)
De forma similar, a expressdao de fluxo para uma face sob a condi¢cdo de Neumann, com

fluxo prescrito dado por uy representando a velocidade normal da face 1/, é dada por:

(

=

Vis-Nip)p = un )I_J)’ (3.26)

3.2.2.2 Interpolagdo das Pressoes nos Vértices

Nesta secdo, mostramos brevemente como as pressdes nos nds auxiliares, I e J, podem

ser expressas através dos graus de liberdade do sistema, visto que a equagdo (3.23) depende
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apenas dos dois nds. Assim, uma solu¢@o para o problema consiste em definir a pressdo nos
nés I e J como uma combinagao linear das pressdes das células adjacentes a esses nds, como é

representada na Figura 9.

Figura 9 — N6s auxiliares na vizinhanca de um vértice 1.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Gao e Wu (2010) propuseram dois algoritmos de interpolagdo de vértices que preservam
a linearidade, onde serd utilizado o segundo, nomeado como Linearity- Preserving Explicit
Weighted 2 (LPEW?2). A interpolacdo acontece a partir de pesos que nao dependem das descon-
tinuidades do material e do tipo de malha, além de representar campos lineares exatamente por
partes (Contreras et al., 2016). Para o caso mais geral, para um vértice I com n(I) elementos

conectados, o peso wy € atribuido a pressdo de cada elemento p; como mostra a equacao (3.27):

n(l)
pr=Y wipk (3.27)
k=1
A expressao dos pesos para o LPEW?2 ¢ definida como:

wy = (3.28)

onde as constantes s3o:

Yk = K;Enl) M1 &k + €k+1K;§n2) Mk,25
K,Et_)l — K,Et) + K,E'i)l cotgth_1.1+ IZ,E") cotgdy 2 (3.29)
K,@l 2 cotgf_1 2+ K,E"l) cotgb 1 — K,EI_) 12 + K,E?

& =
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Para sua determinacgdo, consideram-se os parametros fisico-geométricos ilustrados na Figura

10, onde k indica o centroide do volume de controle e k o centroide da face:

1K K+ 1]
Ik Tk+1 n)y  Npjte Npi ) Nphalt
Ik Tk+1 It‘ It
(3.30)
=7 — =7
o _ Nagri e Noart o) Nogy @0+ ]
o = E—) > Rg 2
Ea+1‘ ’aa+ﬂ

onder=a+i—1,i=12ea=1,2,...,n(I)

Figura 10 — Representagdo dos elementos geométricos e dos fluxos locais necessarios para a derivagdo do LPEW-

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Os seguintes trabalhos apresentam maiores esclarecimentos sobre o método utilizado: Gao
e Wu (2010), Contreras (2012), Queiroz et al. (2013), Contreras et al. (2016), Contreras, Lyra
e Carvalho (2019), Contreras et al. (2021) e Contreras et al. (2023).

3.2.3 Discretizacao da vazao pelo método de aproximacao de fluxo por miltiplos pontos

baseado em pontos harmonicos (MPFA-H)

O método Multi-Point Flux Approximation with Harmonic Points (MPFA-H) teve seu inicio
com Gao e Wu (2014), e seus estudos sobre problemas de difusdo em meios heterogéneos e ani-

sotropicos sobre malhas poligonais quaisquer, e foi desenvolvido e aprimorado no contexto de
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simulacao de reservatdrios de petréleo com Contreras (2017), Contreras et al. (2017), Contreras
et al. (2023) e Silva et al. (2024).

As varidveis do método se localizam nos volumes de controle e fundamenta-se na preser-
vacdo da linearidade e no uso dos pontos de média harmonica localizados nas superficies de
controle como pontos auxiliares. Os pontos harmdnicos foram propostos inicialmente por Agé-
las, Eymard e Herbin (2009) e permitem que a expressao de fluxo processe um pequeno esténcil,
visto que cada superficie de controle possui um ponto harmodnico associado a ela.

Para iniciar a derivacao do método, vamos enunciar um lema presente em Contreras (2017)
que diz respeito ao vetor co-normal relativo a face 1J, presente nas equagdes (3.6) e (3.7):

LEMA 2: Para cada face IJ € E;, é sempre possivel determinar dois pontos auxiliares

X7 i(17) © Xij(17)» que ndo necessariamente pertencem a referida face, de modo que os vetores

XpX7 i(1y) © XiX{, j(1y) sejam linearmente independentes. Isso resulta na existéncia de duas cons-

tantes OCLi( ) € OtL 1) associadas a esses pontos auxiliares, tal que:
= — o X . oxe
Kj 111 = 0 XXt i) T O i i XE, () (3.31)
onde as constantes sao dadas pelas razdes dos produtos mistos conforme a seguir:

(KATE)]] Xi X7 ; e_))
L » MLTLL (L) 2
O ity = N (3.32)
(xlixli,i(u) » XPXL (1) ez>

T— ———
<Kz 1 XpXE (1)) GZ>
O} i) = . (3.33)
(xixi,i(u) » XEAL (1)) CZ>

sendo (d, b, ¢) o produto misto dos vetores d, b e ¢; e €; 0 vetor unitario no eixo z.
Os elementos geométricos do método podem ser visualizados na Figura 11. A fim de garan-
tir que as constantes acima sejam ndo-negativas, ou seja o; i) >0eo0y i) > 0, as condicoes

a seguir precisam ser satisfeitas:

* Condicao 1: Os angulos GLI( 1) formado entre Kg e X7 i(1)) € QLZ(I J) formado entre
T —>
* Condic¢ao 2: O sinal positivo dos produtos vetoriais devem ser satisfeitos, x; x; (1) %

'y Ty X
Ki ny > OeKi n1y X XiXj i) > 0.

Substituindo a equacao (3.31) no termo difusivo da equagdo (3.6), obtemos:

T > _—> S EEEE—
Vo K; iy = & ) VP X X5 i)+ %y VP XX 1) (3.34)
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Figura 11 — Representagdo dos elementos fisicos e geométricos do método MPFA-H.

K:n
. L™y
XLjan

; XRj))
Kgnyy

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

O gradiente da pressdao Vp € aproximado utilizando diferengas finitas ao longo da direcao

dos vetores XpXj i(1g) © XpXf, j(17)> ASSIM, €SCrevemos a expressao do fluxo para ambos os ele-

mentos que compartilham a face como:

Vi =y [“ﬁ,i(u) (pr— pf,,i(IJ)) + 0 i) (pp— Pt j(1r) )] (3.35)
Vi i =My [O‘R,i(u) (PR = Prir) + % sy (Pr — Pr, j(IJ))} (3.36)

onde py € o valor da pressdo no baricentro xy; € pgiy) € Pg,j1s) 0 valores de pressdo nos
pontos harmonicos xy,;7) € Xy, j(17)» respectivamente, com Y = L, R.

Com o intuito de simplificar a expressao, os fluxos unilaterais sdo reescritos como:
7%,-7[]:2;[] <AI:(IJ)pI:_Di(IJ)) 5 vﬁﬁl-]:)’lj (DR(IJ) —AR‘(IJ)])R‘) (337)

onde as constantes sdo dadas por:
Ay = (O i T % ja0))> Arary = (O iy + O 1)) (3.38)

Dj 15y = (O iy Piiry + % junPLjan) s Prsy = (O iy PRy + % janPi jan) 339
De modo a garantir a conservagao local, o fluxo tnico sobre a face 1J é definido como a

combinacdo convexa dos fluxos unilaterais dados na equacgdo (3.37), usando os pesos Wiy €

WRn:
- = —f = —R —
(Vi W) =wpun Viy T —wWign Vi i (3.40)
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Substituindo os valores e realizando algumas manipulacdes algébricas, assume-se a forma:
(Vi 71y)p = Ayl [Az(u)Pz —Apanpr+ DIJ} (3.41)
com:

Ab1s) = WranALwry = Wi (“’37“” ) T 0L )> (3.42)

/N

Apry = WranArun = Wi O + 0%, j(lJ))

Dy = Z . (Wi(lJ) OR y(11)PRy(17) — WR(J) O‘z,y(u)l’z,y(u)> (3.43)
y:l7j

3.2.3.1 Tratamento dos Fluxos no Contorno

Quando a face analisada pertence ao contorno de Dirichlet, o fluxo é aproximado pelo fluxo

unilateral conforme a equagdo (3.37):
L
onde a pressdo no ponto harmonico referente a 1J € conhecida e tem o valor prescrito dado por:

Pii(1y) = 4D OU Pp jy) = UD (3.45)
No contorno de Neumann, o fluxo através de 1J tem valor prescrito e é dado por:

(7/_)[] : 71_)11)13 = UN ’ﬁ‘ (3.46)

3.2.3.2 Interpolagdo dos Pontos Harmonicos

Os pontos harmodnicos s@o pontos auxiliares tal que, seja um ponto harmonico xj; perten-
cente a face 1J o valor da pressdo nele pode ser expresso exclusivamente como uma combinacao
das pressdes dos volumes vizinhos, p; e pp. Definindo os componentes geométricos, sendo dois
volumes de controle vizinhos, L e R, que compartilham a face 1J, cujos tensores de permeabili-
dade sdo K; e Ky € os baricentros desses volumes sdo x; € xp, conforme ilustrado na Figura 11,
os pontos harmodnicos sdo calculados por (Agélas; Eymard; Herbin, 2009; Wu; Gao; Dai, 2012;
Eymard; Guichard; Herbin, 2012; Gao; Wu, 2013; Contreras, 2017):

. _ h?]Ké")xl: + h;‘JKI(é")xR + h,ijhfj(KzT — Klg) nry G47)
Lyi(17) hfj Kén) 4 hILJ K}(én)
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Complementar aisso, a presséo no ponto harmonico é dada por:

P = Wi Pr +Wan) PR (3.48)
sendo: ()
K"
Wi) T R 7 s Wean = L=wiay) (3.49)
thKén) + h%JKI(@n)

3.3 DISCRETIZACAO DO TERMO GRAVITACIONAL

A formulag@o do termo gravitacional, dado pela expressao (V; 'N[J)g = [,(Kg)-ny ds
(equacdo (3.7)), desempenha papel importante na modelagem do escoamento multifisico em
meios porosos, influenciando na precisdo das simulagdes. Nesta secdo, sao apresentadas duas
abordagens para sua discretizagdo: a formulagdo padrdo, ja utilizada na literatura (Verdon; Wo-
ods, 2007; Negara; Salama; Sun, 2015; Starnoni et al., 2019; Fan; Salama; Sun, 2020), e a for-
mulacdo consistente, desenvolvida neste trabalho para incorporar aos métodos de aproximacao
por multiplos pontos, garantindo maior coeréncia entre os fluxos advectivos e gravitacionais.

Um ponto de destaque € que, como os valores escalares da gravidade sdo conhecidos para
os vértices e os centrdides, esse termo aproximado ndo afeta a matriz de transmissibilidade
originada pela vazdo relativa ao campo de pressao, apenas o vetor dos termos independentes. Os

valores escalares da gravidade s@o definidos de tal forma que a seguinte condi¢do seja satisfeita:
g=-Vp (3.50)

onde o campo de pressdo € uma funcao potencial do campo gravitacional. A forma utilizada
para encontrar a forca gravitacional escalar estd descrita no Apéndice A.
A seguir, serdo apresentadas as expressoes matemadticas utilizadas na discretizacdo de cada

abordagem do termo gravitacional.

3.3.1 Discretizacao padrao do termo gravitacional

A aproximacao cldssica para o fluxo causado devido ao termo gravitacional foi escrita e
testada por Starnoni et al. (2019) e utiliza uma aproximacdo de dois pontos. Os parametros

geométricos necessdrios para a aproximacao podem ser vistos na Figura 12 e as equagdes sdo
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definidas a seguir:
(Vi -Nij)g = K181y - Ny (3.51)
onde K;; é a média harmonica ponderada entre os dois volumes de controle adjacentes, sendo

ponderados pelas distancias dj; 4 entre o centroide do volume de controle x; e o centroide da

face x;; analisados, com ¥ = L, R, representados pelas seguintes equacdes:
diy g = |x17 — x4/ (3.52)
Ky = (dpy 1K +dpy gk ') (3.53)

e 277 a média aritmética ponderada do vetor gravidade entre os volumes de controle adjacentes
dada por:
8= dIJ,I:gi + dIJ,Iéglé (3.54)

Figura 12 — ParAmetros utilizados na discretizagdo do termo gravitacional padrio.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

3.3.2 Formulacao do termo gravitacional consistente

A formulagdo aqui empregada para a abordagem consistente segue um processo semelhante
ao empregado na discretizacdo do fluxo de pressdo. A construc@o do termo € derivada a partir
da interpolacdo das gravidades escalares associadas aos pontos auxiliares de cada método e
suas devidas ponderacdes com 0s pesos € constantes que representam as caracteristicas fisicas

e geométricas do meio computacional estudado.

3.3.2.1 Discretizagdo do termo gravitacional utilizando o MPFA-D

No método MPFA-D, os pontos auxiliares utilizados para o cdlculo do fluxo gravitacional
localizam-se nos vértices do esténcil. Embora os valores do campo gravitacional sejam previ-

amente conhecidos nesses pontos, € necessario realizar uma interpolacdo para determinar sua
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contribui¢do no célculo do fluxo total. Essa interpolacdo é conduzida com base na estratégia
Linearity-Preserving Explicit Weighting (LPEW), a qual assegura a preservacao da linearidade
da varidvel interpolada ao longo do dominio. As expressdes correspondentes a interpolagdo sao

apresentadas a seguir:
n(l)
g =Y wigk (3.55)
k=1

Essa formulacdo segue a mesma estrutura adotada para a interpolacao da pressao, utilizando
as mesmas constantes definidas nas Equacgdes (3.29) e (3.30). A Figura 13 ilustra a drea de

influéncia associada a cada vértice envolvido no processo de interpolagdo.

Figura 13 — ParAmetros utilizados na discretiza¢do do termo gravitacional consistente para o método MPFA-D.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Quando a face analisada pertence ao contorno de Neumann, o fluxo através de 1J tem valor
prescrito uy e € dado por:

(Vig-Hir)g =un ’I_j‘ (3.56)

Por sua vez, se a face estd submetida a condi¢cdo de contorno de Dirichlet, o fluxo é aproxi-

mado conforme segue:
(Vi) = (9{ ﬁKz) 81 (3.57)

N
onde R € a matriz de rotagdo definida em (3.14); 1J é o vetor que indica a face; K; é a permea-
bilidade do elemento que pertence IJ; e g; € a gravidade no centroide do elemento L.

Para as faces no interior da malha, o valor do fluxo gravitacional é obtido de forma seme-

lhante a equacgdo (3.23):

(Vi Niwg =Ky} 1] [ — .~ DJ} (& — &) (3.58)
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onde as projecdes nas direcdes normal e tangencial do tensor de permeabilidades, KI(J]) e Dg})
respectivamente, sao definidas em (3.24); g; e gp sdo as gravidades conhecidas para os elemen-
tos da esquerda e direita de 1J; e gy e gy sdo as gravidades conhecidas nos vértices de 1J.

Dessa forma, o fluxo total consistente dado na equagdo (3.5) para o método MPFA-D é:

Vi Nig = (V1y-Nig)p + (V1s - Nig)g
SRy |77 (1) M |77 (1) (3-59)
Vs - Ny = —Kj; ‘U‘ [P[é —pi,— Dy (ps —m)} +Kj; ’U‘ [gzé —g;— Dy (81— 1)

3.3.2.2 Discretizacdo do termo gravitacional pelo método MPFA-H

Para o MPFA-H, os pontos auxiliares localizam-se nos pontos harmonicos. Dessa forma, é
necessdrio calcular o valor da gravidade em cada um desses pontos analisados. Esse calculo é
realizado através da combinacdo convexa como segue:

81J =Wiqn8i T Wrun8k  81J = 81 .i(17) = BR.i(1)) (3.60)
8L.j(17) = WL jun8L TWA jun8i> 8R.j(1s) = VWR.j(1))8R T W8,j(17)88
onde a localizagdo de cada ponto g pode ser visualizada através da Figura 14; e os pesos da

combinacdo sao calculados como na equagao (3.49).

Figura 14 — ParAmetros utilizados na discretiza¢@o do termo gravitacional consistente para o método MPFA-H.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Quando a face analisada pertence ao contorno de Dirichlet, o fluxo é aproximado pelo fluxo

unilateral de forma anédloga a equagao (3.37) para o fluxo devido a pressao:

(Vi 71y)g = (7§J 1)y =M <A£(1J)g£ - Dg,i(u)) (3.61)
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onde A; ;€ descrito em (3.38) e:

Dy i 17y = (% ;1) 8Li00) T % j1s)8L, (1)) (3.62)

No contorno de Neumann, o fluxo através de 1J tem valor prescrito e é dado por:
(Vi 1) = uy |1J] (3.63)
Para as faces internas, o fluxo gravitacional é obtido de forma semelhante a equagdo (3.41):
(Vi 1s)e = ~Ms ) [ A8 — A+ Des| (3.64)

com A; ;) e Ay dados pelas equagdes descritas em (3.42) e:
Dg 1y = Z <WL (1) OR (1) &R y(17) — WR(1)) O‘t,y(u)gt,y(u)> (3.65)
Y=i.j
Dessa forma, o fluxo total consistente dado na equacao (3.5) para o método MPFA-H é:

Y1y Ny = (317 -Nig)p + (Vs - Nig)g (3.66)

Vs - Nig = Mgl [Ag ) pi = Ay i+ Dl = Al |[Ap 81— Argngr + De]

3.4 MONTAGEM DO SISTEMA LINEAR

Os métodos apresentados nesse capitulo sdo resolvidos a partir de um sistema linear no qual
o numero de incégnitas e o nimero de equagdes sao iguais. O Apéndice B descreve a construcao
do sistema que, resumidamente, € feita a partir das expressoes de balango de fluxo (vazdo) para
todas as células e as incognitas sdo as pressdes nos pontos de colocacdo delas. A solucdo do
sistema representa o campo de pressodes e tal sistema de equagdes lineares pode ser expresso

[ M][p]=[7] (3.67)

sendo M a matriz de transmissibilidade; p o vetor de pressdes do sistema; e J o vetor cujas
entradas representam os termos independentes, mais os termos de fonte/sumidouro, condigdes

de contorno e a contribui¢do do termo gravitacional.

3.5 DISCRETIZACAO DA EQUACAO DE SATURACAO

A partir da integracdo da equagdo de saturacdo dada em (2.37) no intervalo de tempo 7y € ¢

e sobre o dominio Q, temos:

/t / ¢—dth /t / V-Fy(Sy) dVdi + / / 0, dVd (3.68)
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Dividindo o dominio continuo Q no dominio discreto M, podemos transformar a integral
acima em um somatério de integrais em cada volume de controle, assim como feito com a

equagdo de pressao, que se torna:
/ / ¢— Avdr = / / V.E,(S,) dVdi + / O,dvdt  (3.69)
0 fem 0 fem 0 fem

Mais uma vez, considerando um volume de controle arbitrario L de M e aplicando o teorema

da divergéncia para o primeiro termo do lado direito na equagdo acima, ficamos com:

Y dvdt = —— Fy(S,,) fidsdt 4+ — Q. dVdt (3.70)
[ avan= g [ Fosomar g [ ]

Sabendo da propriedade do contorno d; apresentada no inicio do capitulo e aplicando o
teorema do valor médio aos termos do lado direito da equagdo acima, vamos transformar as
integrais em somatdrios conforme a equacao abaixo:

1/t - -
/ V. F ndsdt Z F, (SW)IJ Nyy dt
¢ fo 0 1JEE;

¢ /Qw dvdt = ¢1) 0,, dt

To

(3.71)

onde Q,, representa o valor médio do termo de fonte ou sumidouro para o volume de controle
avaliado.

Agrupando os resultados da equagdo (3.71) na equacdo (3.70), resolvendo a equacdo de
volume do termo do lado esquerdo da equacgao e reagrupando os termos, chegamos a seguinte
expressao:

0w g L[ Y Fu(Sw)-Ny di+ [Q_W dt (3.72)
1 Ot AT 1JEE; A

A equagdo acima representa a forma semi-discretizada da equagdo de saturagdo. Para discre-
tizar o termo temporal da equagdo de saturacdo, serd utilizado o método de aproximacao do tipo
Euler Explicito, por ser o principal método utilizado em simuladores comerciais que utilizam a
estratégia IMPES. Dessa forma, aplicando ao lado esquerdo da equacdo (3.72) a aproximacao

de Euler Explicita e para todos os termos integrando no integrando entre o intervalo ¢ e #y (At),

chega-se a, apds as devidas manipulagdes:

At o - AtQ
sl —gn  — Fo(Sy)1y - Nig+ —=
" " ¢Vw§; oV;

(3.73)

Pelo fato da aproximacao temporal realizada ocorrer na forma explicita, ou seja, o valor da

saturacio de dgua S”,"! é calculado a partir de informagdes ja conhecidas no instante de tempo
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atual ou da condic¢@o inicial ou de contorno impostas, o passo de tempo Ar deve satisfazer
alguma condicdo de estabilidade.

No presente estudo, definimos um Atf inicial que € ajustado a cada cem passos de tempo
utilizando a andlise de estabilidade apresentada por Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) a partir
de um nimero de Courant méximo (C,,,,,) definido para a simula¢do e um nimero de Courant
méximo global de acordo com a condi¢do CFL. Os autores demonstraram que, para que haja
convergéncia de uma equacdo diferencial e sua equagdo diferencial parcial correspondente, o
esquema numérico deve utilizar todas as informacgdes contidas nos dados iniciais que influen-
ciam essa solucao. Para isso foram definidos os seguintes conceitos para o nimero de Courant

(©) (Ewing, 1983; Chen; Huan; Ma, 2006; Moukalled; Mangani; Darwish, 2016):

distancia percorrida pelo fluxo numérico em cada passo de tempo

C= 3.74
tamanho da célula ( )
1 Y ek, |Fwir Niy Y ek |Forr Nig
@ = = At xmax |max | =2 £ | , max ek %o | (3.75)
2 Lem Vi Lem Vi

O nuimero de Courant indica se a informacao fisica estd sendo propagada corretamente
dentro de cada intervalo de tempo, e para que isso ocorra deve satisfazer a condi¢do CFL onde
€ <1, logo, durante toda a simulagdo, o nimero de Courant ndo deve ultrapassar o valor 1.

A cada cem passos de tempo € verificado se o nimero de Courant atual € inferior ao limite
estabelecido para simulagdo. Caso seja inferior, ou seja (Cpqy/C) > 1, 0 valor do passo de tempo

At é aumentado de acordo com:

¢ Crnax
Atpery = Atyjg * min {min ( g‘”‘, 14+0.1x G“ ) , 1.21 (3.76)

caso contrario, o At ndo € modificado e verifica-se quanto ao maximo global da condi¢do CFL,

caso ultrapasse o mdximo global a simula¢do é pausada.

3.6 APROXIMACAO DAS MOBILIDADES

O célculo das mobilidades nas faces € realizado utilizando o método discutido por Mikyska
e Firoozabadi (2010), Moortgat, Sun e Firoozabadi (2011) e Starnoni et al. (2019), onde seu
funcionamento estd descrito abaixo e através do diagrama da Figura 15, considerando a fase o

como a mais densa e a fase w como a menos densa:

1. Primeiramente, caso o fluxo total seja nulo, (7- ﬁ)) = (, a mobilidade é determinada

é
apenas verificando o fluxo gravitacional de cada fase. Se (Kg,- 7 —Kg,, - ) > 0, a fase
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predominante € a mais densa. O que significa dizer que, a mobilidade da fase mais densa
serd dada pelo sentido upwind. Caso contrério, (Kg,- 7 —Kg,,- ) < 0, as mobilidades
se invertem para as fases.

. Caso haja fluxo total, (V- 7)) # 0, identifica-se a fase cujo fluxo de fase possui 0 mesmo
sinal do fluxo total. Para isso, verifica-se a relagdo com o termo gravitacional (KG- 77) da
seguinte forma: quando (V- 7)(KG- 7) > 0, a fase predominante € a mais densa; caso
contrério, quando (V- 7)(KG- ) < 0, a fase predominante é a menos densa. O sinal
dessa andlise determina a mobilidade upwind da fase predominante.

. Para a outra fase, hd duas possibilidades. Inicialmente, assume-se que o fluxo da segunda
fase apresenta 0 mesmo sinal do fluxo da primeira fase e do fluxo total. Com isso, de-
termina a mobilidade upwind da fase ndo predominante, que serd verificada na etapa
seguinte.

. ApOs essa atribuicdo, avalia-se o fluxos da fase ndo predominante, calculado a partir da
equacao (2.35), e verifica-se a consisténcia do resultado com a suposi¢do adotada anteri-

ormente. Se o sinal assumido inicialmente for confirmado, o processo é concluido. Caso

contrério, realiza-se uma nova escolha upwind para a mobilidade no passo anterior.

Figura 15 — Método para determinagdo da mobilidade.

Sentido upwind da Sentido upwind da Sentido upwind da
direita para esquerda esquerda para a direita esquerda para a direita

N o
io sun

- Fase agua predomine.mte . - Fase dleo predominapte . (Kgo - 7i— Kgy - 7) >0

- Ambas fases no sentido upwind - Ambas fases no sentido upwind
Sim

sinal (4, - 1) == sinal(v - 7, sinal(@,, - 7) == sinal(v - 7
Nao Sim
A
- Fase 6leo muda para o - Fase agua muda para - Fase agua sentido upwind - Fase 6leo sentido upwind
sentido oposto o sentido oposto - Fase 6leo sentido oposto - Fase 4gua sentido oposto

{ Fim }
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, nossos método numéricos serdo testados utilizando problemas da literatura,
com o objetivo de comparar sua robustez e acurdcia. A comparacao entre os resultados obtidos
busca verificar as diferencas e vantagens das aproximag¢des empregadas, assim como a influén-
cia do tratamento do termo gravitacional na precisdo das solugdes.

O desenvolvimento computacional dos métodos numéricos estdo no ambiente MATLAB
versao R2023a, acoplando ao pacote de cddigos ja existente do grupo de pesquisa. Esses mé-
todos ja foram implementados anteriormente para simular o fluxo de fluidos sem o termo gra-
vitacional no contexto de simulacdo de reservatérios (Gao; Wu, 2010; Queiroz et al., 2013;
Contreras et al., 2016; Silva et al., 2024). Assim, como descrito no capitulo 3, nés acoplamos
neles os termos gravitacionais e os resultados sdo comparados com os resultados do método
MPFA-O. O método MPFA-O com termo gravitacional foi implementado no ambiente Python
e utiliza a biblioteca PorePy (Keilegavlen et al., 2021).

As simulacdes foram realizadas em dois ambientes computacionais distintos. A primeira
parte, referente as simula¢des monofasicas com o termo padrdo acoplado, foi executada em um
computador com processador Intel Core 15-8265U com 1.6 GHz, 8 GB de memoéria RAM, sem
uso de aceleracdo gréfica dedicada. J4 a segunda parte, que representa as simulagdes monofa-
sicas com o termo gravitacional consistente acoplado e as simulagdes bifésicas, foi conduzida
em um equipamento equipado com processador AMD Ryzen 5 S600H com 3.3 GHz, 16 GB de
memoria RAM e unidade de processamento grafico dedicada NVIDIA GeForce GTX 1650.

4.1 ESCOAMENTO MONOFASICO COM EFEITO GRAVITACIONAL NUM MEIO PO-
ROSO HOMOGENEO

Este problema foi adaptado de Starnoni et al. (2019) para testar a acurdcia e robustez do
método numérico proposto. Neste problema, assumimos que o escoamento € incompressivel e o
dominio quadrado de dimens&es [0, 1]?> com uma linha de descontinuidade rx+sy = &, onde 0 <
r,s,0 < 1ler-+s=1.A forga gravitacional atuante no dominio € uma combinagao linear entre
uma fungdo degrau ¢(x,y) através da linha de descontinuidade e uma fungdo trigonométrica

—

suave d(x,y), da seguinte forma:

-

gzalg(x7y)+a2d<x7y) (41)
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onde a; e a, sdo os coeficientes de ponderacdo para cada caso analisado e:

h(x,y) o
- 7 » +
(r2+s2) retse) (4.2)

d(x,y) = cos(x) cos(y)éy — sen(x) sen(y)é,

E(xvy) =

10, se (rx+sy) >4
sendo €, e €, vetores unitdrios dos eixos x e y e & dada por h(x,y) =

I, se(rx+sy)<o
Os testes foram realizados utilizando malhas quadrilaterais e triangulares estruturadas e

levemente distorcidas com linha de descontinuidade horizontal dada por y = 6 = 0.5 (logo
r =0e s = 1), como mostrado nas Figuras 16 (a), (b), (d) e (e). Além disso, utilizamos malhas
quadrilaterais e triangulares com linha de descontinuidade arbitrdria sendo r = 0.7 e s = 0.3,
dadas nas Figuras 16 (c) e (f). Todas as malhas utilizadas t€ém 7 graus de refinamento, iniciando

com a forma 4x4 até a forma 256x256 elementos.

Figura 16 — Tipos de malhas utilizadas para as simulac¢des do teste monofasico com refinamento 8x8: quadrilateral
(a) estruturada, (b) distorcida, (c) diagonal e triangular (d) estruturada, (e) distorcida e (f) diagonal

AN\ 4
LAAN AL
LAAN AL
LAA N
LA N
LA AN

LA\ ANV
L LA NG

() (b) (©)

(d (e) ®

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Para verificar a robustez e a acuracia dos métodos propostos, consideramos cinco casos. O
primeiro caso representa um vetor gravitacional constante em todo o meio e os casos de 2 a 5
variam de acordo com os valores de a; e a> na equacdo 4.1. Os cendrios para cada um desses

casos estao expressos na Tabela 1.
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Tabela 1 — Resumo dos valores dos coeficientes de ponderag¢do que caracterizam cada caso.

Casos a; ap

2 1 0
3 0 1
4 1 1
5 1 100

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

As condicdes de contorno para este problema sao do tipo Dirichlet (I'p) para os lados com
pressdo prescrita dada pela solucdo analitica tal que g = —Vp, e condicdo de Neumann (I'y)
para o topo e o fundo com fluxo nulo. Por outro lado, devido a natureza da for¢a gravitacional
imposta, é esperado que o fluxo normal seja zero para toda a regido. Para as malhas quadrilate-
rais e triangulares a pressao de referéncia, que € o valor definido para a constante de integracao
advinda da solugdo analitica da pressao, € dada por uy = 1 e para as malhas diagonais essa pres-
sd0 € up = 10. Por fim, o tensor de permeabilidade adotado € um tensor ndo diagonal homogéneo

unitdrio, conforme esquematizado na Figura 17, definido por:

K= (4.3)
0.1 1

Figura 17 — Representacdo das condi¢des de contorno e dos pardmetros fisicos dos problemas monofasicos.

Iy

LTy k= [0?1 Oil] I

2!

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Nas subsecOes seguintes, serd apresentada a forma utilizada para quantificar os erros uti-

lizados na avaliac@o da precisdo das solucdes numéricas obtidas. Em seguida, serdo descritos
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os casos analisados, incluindo as configuracdes adotadas e os pardmetros relevantes para as
simulacdes. No total, foram realizadas 5 x 6 X 7 x 3 x 2 = 2520 simulacdes, cujos resultados
correspondentes a cada caso sao apresentados nas tabelas presentes no Apéndice B tanto para os
resultados do erro de pressdo €, e sua taxa de convergéncia assintética R, quanto para o erro de
fluxo g, e sua taxa de convergéncia assintética R,. Também, os resultados serdo acompanhados
de discussdes sobre os comportamentos observados, sendo comparados os métodos aplicados,

destacando as diferencas de desempenho e as possiveis vantagens de cada abordagem.

4.1.1 Erros e taxas de convergéncia

A fim de avaliar a acurdcia do método, foram adotadas as seguintes métricas L, para o erro

da pressdo €, e para o erro do fluxo &; de acordo com Starnoni et al. (2019):

AZ Vﬁ(pﬁ - pﬁ,exam)z
LeM
& = 5
AZ Vipﬁ,exata 4.4)
LeM
8‘] = Z A%J(CIIJ - QIJ,exato)z
1JEE

onde: V; € a area de cada volume de controle L, p; € a pressdo aproximada pelos métodos

numéricos ja citados anteriormente, p; ... € a pressdo analitica calculada para cada volume de

controle L, Ajy é o comprimento de cada face IJ dado pela norma |IJ|, ¢;; é o fluxo numérico
dado por q;; = —K(Vp —Vg) € g1/ exato € 0 fluxo analitico em cada face 1J.

A taxa de convergéncia para os erros de pressdo e para os erros de fluxo R, com u = p,q é
obtida utilizando a seguinte expressao (Gao; Wu, 2010; Gao; Wu, 2013):
_ log (&u(2) /eu(1))

log (ha/hy)

onde h; e h;y representam o espacamento ponderado de duas malhas sucessivas, enquanto

Ry 4.5)

€,(hi) sdo os erros de pressdo ou de fluxo para o refinamento analisado.

4.1.2 Caso 1: Termo gravitacional constante em todo o dominio

Para o primeiro caso considera que a for¢a gravitacional € constante em todo dominio ana-
lisado. O que significa dizer que para todas as malhas também possuem o mesmo campo de

pressoes, visto que ndo hd linha de descontinuidade. O valor do campo gravitacional é dado
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por:

g =1[0,-10] (4.6)

Sabendo que o campo de pressdes € uma funcio potencial de g, entdo, a partirde g = —Vp,

obtém-se a distribui¢do da pressdo e gravidade em todo o dominio:
p=10y+1, g=—10y—1 “4.7)

Os valores dos erros obtidos para o primeiro caso sdo apresentados nas tabelas B.1 a B.12,
para todas as malhas e métodos analisados, permitindo uma andlise detalhada do desempenho.

Nesse caso, a andlise das taxas de convergéncia dos erros ndo se justifica, uma vez que
todas as simulacdes sdo consideradas iguais as solucdes analiticas. Os resultados indicam que
os métodos utilizados reproduzem exatamente a solug@o analitica tanto para pressdo quanto
para o fluxo.

A Figura 18 mostra que, como esperado, o perfil dos campos de pressdo tem um comporta-

mento equivalente a solucdo analitica (Figura 18 a).

Figura 18 — Caso 1 — Campos de pressdo: (a) solucdo analitica em malha estruturada (65.536 VCs) e solucdes
numéricas via MPFA-D para (b) malha quadrilateral distorcida (64 VCs), (c) triangular distorcida
(128 VCs), (d) quadrilateral diagonal (64 VCs) e (e) triangular diagonal (128 VCs).

e
o

[___ B S
6.00 8.37 10.74

.00 8.29 10.58

(e)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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4.1.3 Caso 2: Termo gravitacional constante por partes

Para o segundo caso considera que as forcas gravitacionais sao constantes por partes, como
mostrado nas equacdes (4.8) e (4.9), ou seja, influenciada somente pela funcdo degrau (a, = 0).
Para as malhas quadrilaterais e triangulares a linha de descontinuidade é horizontal e y = 6 =
0.5, substituindo os valores na equacao (4.1) temos as forcas gravitacionais dadas por:

[0,—10], sey>0.5
(4.8)

ooy
|

[0,—1], sey<0.5

Considerando ¢ = —Vp e apds as devidas manipulacdes algébricas encontramos a distribui-
¢do da pressdo e gravidade:
11 —10y,se y > 0.5 10y—11, sey>0.5
p= ;8= (4.9)
6.5—5.5y,se y < 0.5 5.5y—6.5, sey<0.5
Na equacdo (4.9), observamos que a solucdo analitica € linear por partes.

Por outro lado, para as malhas diagonais, onde r = 0.7 e s = 0.3, temos a forca gravitacional

dada por:
TE-REE|, e 07x+03y <05
g= ' ' (4.10)
OGS, 0S| 50 0.7x+0.3y > 0.5
onde a distribuicdo da pressdo e gravidade no dominio, sdo dadas por:
(
— 038 (7x+3y —5) + 10, se 0.7x+0.3y < 0.5
P =9
—V(O 7x+0.3y—0.5)+10, se0.7x+0.3y>0.5
) 4.11)
—V (7x+3y—5)—10, se 0.7x+ 0.3y < 0.5
g =
—V(O 7x+0.3y—0.5) — 10, se0.7x+0.3y > 0.5

\
As Tabelas B.13-B.24 apresentam os valores dos erros obtidos na simula¢do do segundo
caso. Esses resultados permitem uma andlise detalhada do comportamento dos métodos numé-
ricos adotados.
As formulagdes consistentes apresentaram solu¢des exatas por partes para a pressio € o
fluxo em todas as malhas,, com erro préoximo a zero. Por sua vez, as formulacdes padrdes para
cada método ndo obtiveram o mesmo €xito. Isso ocorre, principalmente, pelo fato de ndo captu-

rar bem os fendmenos fisicos que acontecem nas descontinuidades da for¢a gravitacional. Com
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isso, em malhas ndo k-ortogonais, os resultados obtidos pela formulacao padrao somente piora,
como é mostrado nas tabelas.

Na Figura 19, apresentamos os campos de pressdo para algumas malhas, tanto para a des-
continuidade horizontal quanto para a descontinuidade diagonal. Percebemos que os resultados

numéricos sao equivalente a solucdo analitica dada nas Figuras 19 (a) e (d).

Figura 19 — Caso 2 — Campos de pressdo: (a) e (d) solu¢des analiticas em malhas estruturada e quadrilateral di-
agonal (65.536 VCs); e solucdes numéricas via MPFA-D para (b) malha quadrilateral distorcida (64
VCs), (c) triangular distorcida (128 VCs), (e) quadrilateral diagonal (64 VCs) e (f) triangular diagonal
(128 VCs).

1.02 2.39 3.76 5.13 6.50 1.51 2.75 3.99 5.22 6.46
(b

| ‘ I T | I T ‘
9.35 11.14 12.94 14.74 16.53 9.45 10.97 12.49 14.01 15.53 9.43 11.00 12.58 14.15 15.73
(d) (e) ®

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

4.1.4 Caso 3: Termo gravitacional influenciado pela funciao suave

Para o terceiro caso, os componentes do termo gravitacional sdao dados pela funcdo suave,
nao possuindo descontinuidade, isto é, a; = 0. Essa distribui¢c@o altamente heterogénea do termo
gravitacional determina a variacdo da pressao em cada ponto do dominio computacional. Dessa
forma, temos as mesmas expressoes para todos os tipos de malhas analisados, diferenciando

apenas o valor da pressdo de referéncia ug, advinda da constante de integracio (veja apéndice
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A), substituindo os valores na equacgdo 4.1 temos as forcas gravitacionais dadas por:
g = [cos(x) cos(y), —sen(x) sen(y)] (4.12)

Ap6s as devidas manipulagdes algébricas, encontramos a distribui¢do de pressdes e gravi-

dade em todo o dominio:
p = sen(x) cos(y) + 10, g = —sen(x) cos(y) — 10 (4.13)

Nas Tabelas B.25 a B.36, sao apresentados os valores dos erros obtidos para o terceiro caso,
considerando todas as malhas e métodos avaliados, possibilitando uma andlise da robustez e
acuricia das formulacdes numéricas.

As taxas de convergéncia para a norma discreta L, dos erros de solucio sdo apresentadas
graficamente nas Figuras 20 e 21 para a pressao e fluxo, respectivamente, utilizando gréficos
log-log dos erros de solu¢do em funcdo do refinamento da malha. As ordens de convergéncia
sdo definidas, também, pelas inclinacdes das curvas de erro obtidas experimentalmente e podem
ser comparadas com as inclinac¢des tedricas.

O estudo de convergéncia do MPFA em diferentes tipos de malha ¢ amplamente abordado na
literatura, evidenciando que sua precisdo depende da regularidade e estrutura da discretizagcdo e
confirmando que a escolha da malha influencia diretamente a precisdo do método. Em malhas
quadrilaterais estruturadas, a pressao frequentemente apresenta convergéncia proxima da se-
gunda ordem em norma L, atribuida a regularidade e ortogonalidade dos elementos. Por outro
lado, até mesmo malhas triangulares estruturadas tendem a apresentar taxas de convergéncia
mais baixas, geralmente entre a primeira e a segunda ordem, devido as restricdes relacionadas
a geometria triangular que dificultam a reconstrucdo dos gradientes de pressao. Para a veloci-
dade, a convergéncia costuma ser superior a primeira ordem alcancando a segunda ordem em
alguns estudos observados, embora a sua eficiéncia seja mais afetada em malhas ndo estru-
turadas (Eigestad; Klausen, 2005; Klausen; Winther, 2006; Aavatsmark et al., 2007; Agelas;
Masson, 2008; Klausen; Radu; Eigestad, 2008; Njifenjou; Kinfack, 2008; Bause; Hoffmann;
Knabner, 2010).

Sabendo disso, conforme esperado, a formulacdo consistente apresentada manteve conver-
géncia de segunda ordem, ou muito préxima, para a pressao e o fluxo, mesmo com os diferentes
tipos de malhas utilizadas.

Ainda de acordo com os dados apresentados, observamos que os erros de pressdo sao me-

nores para 0 método MPFA-O em cinco das seis malhas analisadas, com excecdo da malha
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quadrilateral diagonal que o MPFA-H se sai melhor. No entanto, ao analisar os erros das ve-
locidades, o MPFA-O manteve sua superioridade apenas nas malhas estruturadas, nas demais
malhas o MPFA-D apresentou os menores erros para o caso analisado. Apesar disso, a diferenca
mdxima entre os erros encontrados para a pressdo ou fluxo ndo ultrapassa o valor de 1 x 107°
ficando sempre na mesma ordem de grandeza e mostrando que os métodos estudados possuem

comportamento similar nas simulacdes realizadas.

Figura 20 — Caso 3 — erro de pressdo €, em fun¢io do refinamento para malhas quadrilaterais (a) estruturada, (b)
distorcida, (c) diagonal e triangulares (d) estruturada, (e) distorcida, (f) diagonal.

1e-2 1e-2 1e-3
-B-MPFA-O+Padréo -B-MPFA-O+Padrio -8 MPFA-O+Padréo
-6-MPFA-D+Padrao -6-MPFA-D+Padréo -©-MPFA-D+Padréo
N ~A-MPFA-H+Padrao N & MPFA-H+Padréo N & MPFA-H+Padréo
Te-3 4~ —%-MPFA-O+Consistente 1e-3 L~ —*-MPFA-O+Consistente led L~ —%-MPFA-O+Consistente
AN ——MPFA-D+Consistente AN —+—MPFA-D+Consistente AN —+—MPFA-D+Consistente
° N —o-MPFA-H+Consistente ° AN ~o-MPFA-H+Consistente ° AN —o-MPFA-H+Consistente
ug ~ -2 ug ~ -—20 ug N p—t)
3 1o ] . 2% ordem 3 1es . 2% ordem % 1e5 . 2° ordem
@ ~ @ ~ o ~
s N s ~ s ~
N N N
2 2 \ 2 \
1e-5 ] - -
° ° 1e-5 ° 1e-6
= = =
w w w
1e-6 4 1e-6 L 1e-7 L
N
N
N N N
N N N
1e-7 4 — 1e-7 4 — 1e-8 4 T
1 Te+1 1e+2 1e+3 1 Te+1 1e+2 1e+3 1 Te+1 1e+2 1e+3
Refinamento Refinamento Refinamento
(@ (b) ©
1e-2 1e-2 1e-3
-8 MPFA-O+Padréo -B-MPFA-O+Padrio -8 MPFA-O+Padréo
-6-MPFA-D+Padréo -6-MPFA-D+Padréo -©-MPFA-D+Padréo
N & MPFA-H+Padréo N A~ MPFA-H+Padréo N &~ MPFA-H+Padréo
1le-33 “\ —%-MPFA-O+Consistente 1e3 ¥ “\ —%-MPFA-O+Consistente Ted £ —%-MPFA-O+Consistente
AN ——MPFA-D+Consistente AN —+—MPFA-D+Consistente AN —+—MPFA-D+Consistente
° AN —o-MPFA-H+Consistente ° AN ~o-MPFA-H+Consistente ° AN —o-MPFA-H+Consistente
b N - =2 ordem b N - =2% ordem b N - =2 ordem
@ 1e-d 3 N @ le-d N @ 1e5 % N
o ~ @ ~ o ~
H ~ H ~ H ~
2 N 2 N 2 N
@ @ @ ~
° el el N
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N
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N N N
h + — + —
1e-7 + + 1e-7 + + 1e-8 + +
1 le+1 1e+2 1e+3 1 Te+1 1e+2 1e+3 1 Te+1 1e+2 1e+3
Refinamento Refinamento Refinamento

(d) (©) ®

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Figura 21 — Caso 3 — erro de fluxo &, em fun¢do do refinamento para malhas quadrilaterais (a) estruturada, (b)
distorcida, (c) diagonal e triangulares (d) estruturada, (e) distorcida, (f) diagonal.

1e-2 1e-2 1e-2
Te8 g 163 F... 1e-3
1e-4 3 R Ny,
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Refinamento

®

Na Figura 22, apresentamos os campos de pressdo para algumas malhas e percebemos que

os resultados numéricos representam o problema fisico exposto através da solucdo analitica.
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Figura 22 — Caso 3 — Campos de pressdo: (a) e (d) solu¢des analiticas em malhas estruturada e quadrilateral di-
agonal (65.536 VCs); e solugdes numéricas via MPFA-D para (b) malha quadrilateral distorcida (64
VCs), (c) triangular distorcida (128 VCs), (e) quadrilateral diagonal (64 VCs) e (f) triangular diagonal
(128 VCs).

10.00 10.21 10.42 10.63 10.84 1.04 1.23 1.42 1.61 1.80

@

‘ | B I |
10.02 10.22 10.42 10.62 10.82  10.01 10.22 10.42 10.62 10.83

© ®

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

4.1.5 Caso 4: Termo gravitacional influenciado igualmente pela funcio degrau e pela

funcio suave

Analisando o quarto caso hd uma combinacdo dos dois tipos de funcdes, sendo o campo
gravitacional influenciado igualmente pela fun¢do degrau e pela funcio suave, logo, a; = a; =

1. Com isso, as forcas gravitacionais para as malhas quadrilaterais e triangulares sao dadas por:

[cos(x) cos(y),—10 —sen(x)sen(y)], sey>0.5

ool
I

(4.14)
[cos(x) cos(y),—1—sen(x)sen(y)], sey<0.5

Seguindo a formulagdo da funcdo potencial com as manipulagdes adequadas, o campo de
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pressdes e a distribui¢do da gravidade é dado por:

§
11 —10y+sen(x)cos(y), sey>0.5
p =
6.5 —5.5y+sen(x) cos(y), sey<0.5
’ (4.15)
10y — 11 —sen(x)cos(y), sey>0.5
g =
K5.5y —6.5—sen(x)cos(y), sey<0.5
Para as malhas diagonais, as forcas gravitacionais sao:
i [ o %g + cos(x) cos(y), —3OV%§8 —sen(x) sen(y)] , se 0.7x+0.3y < 0.5 @16
[ 0. 70V5085 + cos(x) cos(y), —0'30— f50358 —sen(x) sen(y)] , se0.7x+0.3y >0.5
De maneira andloga aos casos anteriores, a distribui¢do de pressoes e gravidade sdo:
(
——VO'SS (7x+3y—35) +sen(x) cos(y) + 10, se 0.7x+0.3y < 0.5
p et
—V (0.7x+0.3y — 0.5) +sen(x) cos(y) + 10, se 0.7x+0.3y > 0.5
) (4.17)
—V(7x+ 3y—5) —sen(x) cos(y) — 10, se 0.7x+0.3y < 0.5
g =
\ —V(O 7x+0.3y —0.5) —sen(x) cos(y) — 10, se 0.7x+0.3y > 0.5

Nas Tabelas B.37 a B.48, s@o apresentados os valores dos erros obtidos para o quarto caso,
considerando todas as malhas e métodos avaliados. Esses valores estao expressos graficamente
nas Figuras 23 e 24.

A superioridade dos métodos consistente sobre o padrao é destacada quando o campo gra-
vitacional € uma funcao descontinua suave. A formulacio padrao para malhas ndo k-ortogonais
nao conseguiu atingir a segunda ordem de convergéncia, sendo o valor médio de 1.5 tanto para
os erros de pressdo quanto para o fluxo. Para a consistente, 0 método MPFA-D, mais uma vez,
obteve os melhores resultados para taxa de convergéncia, sendo satisfatorios em todas as malhas
analisadas com taxa de convergéncia igual ou superior a segunda ordem.

Também, de acordo com os dados apresentados, observamos que os erros de pressao sao
menores para 0 método MPFA-O em todas as malhas para esse caso. No entanto, mais uma vez,
ao analisar os erros das velocidades, o MPFA-O manteve sua superioridade apenas nas malhas
estruturadas, com o MPFA-D superando em malhas distorcidas e diagonais.

Por outro lado, para o MPFA-H, houve algumas oscilacdes na convergéncia para as malhas
distorcidas mais refinadas, tanto para a pressdao quanto para o fluxo, como pode ser observado

nas Figuras 23 (b) e 24 (b). Esse fenomeno ocorre, principalmente, devido ao fato dos pontos
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harmonicos ndo se localizarem na face analisada. Mesmo com isso, 0 método ainda apresentou
taxa de convergéncia de segunda ordem na maioria das malhas analisadas.

Mesmo diante disso, os valores absolutos dos erros sdo compativeis com os erros de refe-
réncia e as taxas de convergéncia se comportaram conforme esperado tanto para a formulagdo
padrdo quanto para a consistente. Em especial, para esse caso onde a fun¢do suave e a fungao
degrau apresentam a mesma influéncia no campo gravitacional, os métodos MPFA-O e MPFA -
D tém comportamentos similares para a norma de erro Ly, como pode ser visto nas Figuras 23 e
24 um certo distanciamento entre as curvas desses métodos frente aos demais, com o MPFA-D

levando vantagem ao analisar os erros de fluxo.

Figura 23 — Caso 4 — erro de pressdo €, em fun¢io do refinamento para malhas quadrilaterais (a) estruturada, (b)
distorcida, (c) diagonal e triangulares (d) estruturada, (e) distorcida, (f) diagonal.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Figura 24 — Caso 4 — erro de fluxo &, em fun¢do do refinamento para malhas quadrilaterais (a) estruturada, (b)
distorcida, (c) diagonal e triangulares (d) estruturada, (e) distorcida, (f) diagonal.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

®

A solug¢do numérica encontrada para o campo de pressdes utilizando o MPFA-D pode ser

observada na Figura 25, para as descontinuidades horizontal e diagonal e comparadas com suas

solugdes analiticas apresentadas.
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Figura 25 — Caso 4 — Campos de pressdo: (a) e (d) solu¢des analiticas em malhas estruturada e quadrilateral di-
agonal (65.536 VCs); e solugdes numéricas via MPFA-D para (b) malha quadrilateral distorcida (64
VCs), (c) triangular distorcida (128 VCs), (e) quadrilateral diagonal (64 VCs) e (f) triangular diagonal
(128 VCs).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

4.1.6 Caso 5: Termo gravitacional influenciado muito mais pela fun¢io suave do que pela

funcao degrau

No quinto caso, temos um cendrio de combina¢do das fungdes com uma influéncia muito
maior da funcdo suave do que da fun¢do degrau, definidos como a; = 1 e a; = 100. Com isso,

as forgas gravitacionais para as malhas quadrilaterais e triangulares sdo dadas por:

[100 cos(x) cos(y), —10 — 100sen(x) sen(y)], sey>0.5

ool
|

(4.18)
[100 cos(x) cos(y),—1 —100sen(x)sen(y)], sey<0.5

Seguindo a formulag¢do da funcdo potencial com as manipulagdes adequadas, o campo de
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pressdes e a distribui¢do da gravidade é dado por:

(
11— 10y+ 100sen(x) cos(y), sey>0.5
p =
6.5—5.5y+ 100sen(x) cos(y), sey<0.5
\
) (4.19)
10y — 11 —100sen(x) cos(y), sey>0.5
g =
\5.5y —6.5—100sen(x) cos(y), sey<0.5
Nas malhas diagonais, as forgcas gravitacionais sdo:
. [ 76 285 + 100 cos(x) cos(y), 36 %85 — 100sen(x )sen(y)} ) se 0.7x+ 0.3y < 0.5
g =
[ 0. 70V5%5 + 100 cos(x) cos(y), — 30V5%5 — 100sen(x )sen(y)} , se0.7x+0.3y>0.5
(4.20)
Por fim, a distribui¢do de pressdo e de gravidade no dominio sdo:
(
VO 58 8(7x+3y—5) + 100sen(x) cos(y) + 10, se 0.7x+0.3y < 0.5
p =
——@(Oﬂx%—o..%y —0.5)+100sen(x) cos(y) + 10, se 0.7x+0.3y > 0.5
; (4.21)
VO 58 8(7x 43y —5) — 100sen(x) cos(y) — 10, se 0.7x+0.3y < 0.5
g =
\ VO 58 8(0.7x+0.3y —0.5) — 100sen(x) cos(y) — 10, se 0.7x+0.3y > 0.5

Nas Tabelas B.49 a B.60, sdo apresentados os valores dos erros obtidos para o quinto caso,
considerando todas as malhas e métodos avaliados. Esses valores estdo expressos graficamente
nas Figuras 26 e 27.

Assim como no caso anterior, 0 campo gravitacional é uma fun¢do descontinua suave. No
entanto, a magnitude da parte suave é muito maior que a da parte descontinua, ou seja, a; > aj.
Nesse caso, a formulagdo padrdo atinge taxa de convergéncia igual a 2 para o erro de pressao,
apesar de em malhas mais refinadas o valor cair e ficar préximo a 1.5, enquanto para o fluxo
nunca ultrapassa 1.5. Na formulacdo consistente, esse valor atinge a segunda ordem tanto para
a pressao quanto para o fluxo, em especial no MPFA-D que mais uma vez se destaca.

Analisando os dados apresentados, observamos semelhangas no comportamento dos mé-
todos com o observado no caso 3. Assim, para os erros de pressdao, o MPFA-H se sai melhor
para a malha quadrilateral diagonal, enquanto o MPFA-O se destaca nas demais malhas. Porém,
para os erros das velocidades, o MPFA-D se destaca nas malhas distorcidas e diagonais, com o

MPFA-O melhor nas estruturadas.
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Outro ponto é que ndo é mais verificada a oscilacdo abrupta do MPFA-H para os erros de
pressdo, sendo apenas verificado no fluxo em malhas distorcidas com alto refinamento, como
observado na Figura 27 (b).

Também observamos que, a diferenga méxima entre os erros encontrados para a pressao é
relativamente muito pequena ficando sempre na mesma ordem de grandeza e mostrando que os
métodos estudados possuem comportamento similar nas simulagdes realizadas, como podemos
observar na Figura 26 com todos os métodos apresentando curva semelhante para todas as
malhas. Quanto aos erros de fluxo, a diferenca relativa é pequena, mas os métodos MPFA-O
e MPFA-D apresentam comportamento melhor do que o MPFA-H, como observado na Figura

27.

Figura 26 — Caso 5 — erro de pressdo €, em fun¢io do refinamento para malhas quadrilaterais (a) estruturada, (b)
distorcida, (c) diagonal e triangulares (d) estruturada, (e) distorcida, (f) diagonal.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Figura 27 — Caso 5 — erro de fluxo &, em fun¢do do refinamento para malhas quadrilaterais (a) estruturada, (b)
distorcida, (c) diagonal e triangulares (d) estruturada, (e) distorcida, (f) diagonal.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

A solucdo numérica encontrada para o campo de pressoes utilizando o MPFA-D pode ser
observada na Figura 28, para as descontinuidades horizontal e diagonal e comparadas com suas

solugdes analiticas.
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Figura 28 — Caso 5 — Campos de pressdo: (a) e (d) solu¢des analiticas em malhas estruturada e quadrilateral di-
agonal (65.536 VCs); e solugdes numéricas via MPFA-D para (b) malha quadrilateral distorcida (64
VCs), (c) triangular distorcida (128 VCs), (e) quadrilateral diagonal (64 VCs) e (f) triangular diagonal
(128 VCs).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

4.2 ESCOAMENTO BIFASICO EM MEIO POROSO HETEROGENEO COM EQUILIBRIO
VERTICAL

Esse caso foi adaptado de (Starnoni et al., 2019), o dominio bidimensional é considerado
um quadrado de dimensdes unitdrias, veja Figura 29. Neste problema, sdo considerados duas
fases imisciveis, de densidades diferentes, interagem em um meio incompressivel e de perme-
abilidade heterogénea sob a influéncia da gravidade. O objetivo € que, com o passar do tempo,
o sistema atinja o equilibrio final, no qual as saturacdes e pressoes se estabilizam, de modo que
essa configuracdo represente o equilibrio vertical, em que as fases se separam conforme suas
densidades, com o fluido mais denso ocupando as regides inferiores € 0 menos denso nas supe-
riores. A condicdo de equilibrio ocorre quando o gradiente de pressao hidrostética é exatamente

contrabalancado pelo gradiente devido a forca gravitacional, resultando em fluxos nulos e em
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um estado estaciondrio governado exclusivamente pela gravidade.

A permeabilidade possui quatro camadas distintas divididas igual e verticalmente entre o
dominio e é dada por K = a;I1K(, com a; sendo coeficientes especificos para cada camada; [ a
matriz identidade 2 x 2; e Ky = 1000 mD = 1 x 10~'2 m?. A porosidade ¢ = 0.2 é homogénea
em todo o dominio. Para os dois fluidos presentes, a fase menos densa possui densidade p,, =
100 kg/m3, enquanto a fase mais densa possui densidade p, = 1000 kg/m3. As viscosidade das
duas fases sdo iguais com magnitude u,, = i, = 1.0- 1073Pa - 5. A forca gravitacional atua no

sentido vertical com valor g = [0, —10] agindo na redistribui¢do das fases ao longo do tempo.

Figura 29 — Propriedades, condicdes iniciais e de contorno.

L=1

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

As condig¢des iniciais do problema definem uma linha horizontal entre as duas fases. A
regido superior do dominio é completamente saturada com a fase mais densa (5% =0e 59 = 1),
enquanto a regido inferior é completamente saturada com fase mais leve (SO = 1 e SO = 0).
Para garantir que o sistema atinja o equilibrio vertical com sua evolu¢@o dada apenas através da
forca gravitacional e das propriedades do meio, todas as condi¢des de contorno s@o do tipo de
Neumann com fluxo nulo, ou seja, V-7 =V, -1i = v, - = 0. As caracteristicas fisicas do caso
analisado estdo expostas na figura 29.

O passo de tempo inicial é de At = 5s podendo chegar até Az, = 500s a fim de garantir
a estabilidade do método utilizado, conforme equacdes (3.75) e (3.76). O tempo final da si-
mulagdo € de gy = 1 ¥ 1085s. Os testes foram realizados a partir das malhas quadrilaterais
estruturadas e levemente distorcidas, mostradas na figura 30. Estas malhas tém 5 graus de refi-
namento, iniciando com a forma 4x4 até a forma 64x64 elementos. Os métodos adotados para

as simulagdes com fluxo bifdsico foram o0 MPFA-O, MPFA-D e o MPFA-H, todos apenas com
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0 acoplamento com o termo gravitacional padrao. Assim, o total de simula¢des realizadas no

caso bifasico foi de 2 x 5 x 3 = 30 simulacdes.

Figura 30 — Tipos de malhas utilizadas para as simulac¢des do teste bifdsico com refinamento 8x8: quadrilateral (a)
estruturada e (b) distorcida.

(@ (b)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Para avaliar a acuricia do método, utilizamos uma métrica L, para o erro semelhante a
utilizada no caso monoféasico, com excecao de que a comparacao € realizada a partir da solucao
exata na condicao de equilibrio final, ou seja, o erro calculado representa o quao distante estd a

solu¢do numérica da condi¢do de equilibrio. O erro é dado por:

AZ Vt(btt o I’tI:,equilibrio)2
€, = 4.22)

onde, V; € a area de cada volume de controle L, u; € a pressdo ou a saturagdo aproximada e
U equilibrio é a pressdo ou a saturagdo analitica calculada para cada volume de controle L na
condic¢do de equilibrio do problema.

A simulacao utilizando o termo padrio revela desafios importantes na modelagem de escoa-
mentos bifésicos sob a influéncia da gravidade. Verifica-se que, embora as saturagdes das fases
tendam ao estado de equilibrio esperado, o campo de pressdo apresenta divergéncias, resultando
em uma instabilidades no fluxo total. Esse comportamento € atribuido a discretiza¢do do termo
gravitacional na equacgdo de pressdo, que nao equilibra corretamente as for¢as gravitacionais em
meios heterogéneos, afetando a precisdo global do modelo. Os erros de pressdo e as taxas de
convergéncia, apresentados na Tabela 2, mostram que o termo padrdo apresenta convergéncia

de primeira ordem, como pode ser verificado na Figura 32 (d) para as malhas quadrilaterais

distorcidas.



82

Tabela 2 — Erro da pressio €, e sua taxa de convergéncia R, no caso bifdsico para todos os métodos analisados em
malha quadrilateral distorcida.

Método 4 8 16 32 64

MPFA.O €, 1.96e-01 1.07e-01 6.09¢e-02 3.35e-02 1.66e-02
Ry - 0.88 0.81 0.86 1.01

2.08e-01 1.20e-01 .02e-02 3.32e-02 1.67e-02

MPEA.D € 08e-0 Oe-01 6.02e-02 3.32e-0 67e-0
P - 0.79 1.00 0.86 0.99

MPEA.H €y, 2.09e-01 1.23e-01 6.17¢-02 3.41e-02 1.70e-02
Ry - 0.77 0.99 0.86 1.01

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

A Figura 31 mostra a evolucao temporal da saturacao da fase 6leo, que € a fase mais pesada.
Observa-se que as saturagdes tendem a um estado estaciondrio, indicando que o modelo retrata
de maneira apropriada o transporte de saturacio ao longo do tempo. No entanto, os fluxos totais
nao se anulam completamente, como pode ser observado no gréfico da Figura 32 (b), resultando
em variacdes de saturacdo ao longo da interface, de modo que uma mesma linha horizontal nao
apresente satura¢cdo uniforme, como pode ser visto nas Figuras 31 (e) e (f). Como consequéncia,
surgem fluxos artificiais que impedem o equilibrio hidrostatico completo. Para ser evidenciado
o comportamento dos fluxos artificiais, na Figura 31 foi utilizada uma malha de refinamento

8 x 8.

Figura 31 — Evolu¢do temporal da saturacdo da fase 6leo na malha quadrilateral distorcida com refinamento 8x8
utilizando o MPFA-D.

(a)t = 0.0s (b)t =3.7-103s ()t =1.3-10%s (d)t=36-10%s
. .
(&)t =9.3-10%s (f)t=24-105s (2)t =5.9-105s (h)t=1.0-108s

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).



83

A andlise dos gréficos presentes na Figura 32, mostra algumas limitagdes na modelagem
utilizando o termo padrdo para a gravidade. Nota-se que o fluxo mdximo ndo se anula com-
pletamente no estado estaciondrio, indicando que o campo de pressdo ndo atinge o equilibrio
hidrostatico. Consequentemente, o erro de pressdo permanece significativo ao longo do tempo,
demostrando a dificuldade da formulacdo em equilibrar corretamente as forgas gravitacionais
em um meio heterogéneo. Mesmo assim, o erro de saturagdo converge lentamente para o estado
de equilibrio esperado. Esse comportamento mostra que, embora o transporte de saturacao seja
razoavelmente bem representado, a precisdo global € limitada pelas divergéncias na distribui¢ao

de pressao.

Figura 32 — Malha quadrilateral distorcida: Erros na saturacdo (a) e pressao (c) e o fluxo total maximo (b) em
fun¢do do tempo para o refinamento 8x8 e os erros de pressdo €, versus o refinamento (d).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

A seguir, é apresentado os resultados anteriores agora para as malhas quadrilaterais estrutu-
radas. A utilizacao desse tipo de malha proporciona um comportamento mais estavel, visto que
os elementos sdo organizados de forma regular. Com isso, as taxas de convergéncia também

atingem a primeira ordem, como mostra a Tabela 3.
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Tabela 3 — Erro da pressdo €, e sua taxa de convergéncia R, no caso bifdsico para todos os métodos analisados em
malha quadrilateral estruturada.

Método 4 8 16 32 64
MPEAQ E  1:65¢-01 138e01 7.90e-02 4.10e-02 2.06e-02
R, - 0.26 0.80 0.94 0.99
1.65¢-01 138¢-01 7.90c-02 4.10e-02 2.06¢-02

wprap f  163¢-01 1.38e-01 7.90c-0 0e-02  2.06¢-0
R, - 0.26 0.80 0.94 0.99

uppay 16301 1.38c-01 7.90e-02 4.10e-02 2.06e-02
R, - 0.26 0.80 0.94 0.99

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Também, os fluxos maximos se anulam no estado estaciondrio, ou alcancam valores muito
pequenos, indicando que o sistema atinge uma configuragdo mais estdvel em termos de movi-
mento de fluido, como visto na Figura 33 (b). No entanto, mais uma vez, temos que 0 campo
de pressdo nao atinge plenamente o equilibrio, indicando que, mesmo em malhas estruturadas,
o termo gravitacional padrao nao equilibra perfeitamente as forcas.

Nas malhas estruturadas, em especial mais refinada, a diferenca de saturacao observada para
uma mesma linha horizontal ndo € mais percebida, como visualizado nas Figuras 34 (h), (i) e
(j). Além disso, é observado claramente a influéncia de cada camada de permeabilidade, Figuras
34 (d), (e) e (f), onde essa variacao ndo € tdo bem captada pela discretiza¢do padrao do fluxo

gravitacional.

Figura 33 — Malha quadrilateral estruturada: Erros na saturacdo (a) e press@o (c) e o fluxo total mdximo (b) em
fun¢do do tempo para o refinamento 64x64 e os erros de pressao €, versus o refinamento (d).

—MPFA-O —MPFA-O

1690 —MPFA-D —MPFA-D
—MPFAH

—MPFA-H

Fluxo méximo

TEs 1B 1B 1Ee

(a) (b)

—MPFAO -5-MPFA.O
-o-MPFA-D

—MPFA-D ~-MPFAH

—MPFAH - 1% ordem

Erro de pressio
Erro de pressic

€0 1Ee €2 1€ € TEs 1B 1B 1Ee 1690 1E01 1692
Refinamento

() (d)

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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Figura 34 — Evolugdo temporal da saturacdo da fase 6leo na malha quadrilateral estruturada com refinamento
64x64 utilizando o MPFA-D.

(a)t = 0.0s (b)t =1.5-103s (c)t =3.7-10%s (d)t=74-103s

()t =1.3-10%s (f)t =2.2-10%s ()t =3.6-10%s (h)t =5.9-10%s

()t =93-10%s ()t =24-105s (k) t =5.9-105s ()t =1.0-108s

HE T ___
0.00 0.

25 0.50 0.75 1.00

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Diante disso, os resultados demonstram que o fendmeno fisico € bem captado pelas formula-
coes apresentadas, mas, também, reforcam a importancia de investigar abordagens alternativas
para melhorar a consisténcia e a convergéncia na modelagem de escoamentos multifasicos go-

vernados pela gravidade.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

5.1 CONCLUSOES

Neste trabalho, foram desenvolvidas metodologias numéricas para a simulacdo do escoa-
mento em meios porosos com a inclusdo do termo gravitacional. A formulagdo proposta baseia-
se no Método de Volumes Finitos com Aproximagao por Multiplos Pontos (MPFA) para re-
solver os termos de difusao e métodos Upwind de primeira ordem para os termos advectivos.
No escoamento bifasico, a metodologia IMPES (Implicit Pressure Explicit Saturation) foi em-
pregada para resolver as equagdes governantes, desacoplando a solucdo da equagdo eliptica de
pressao da equacao hiperbdlica de saturacgao.

O tratamento adequado do termo gravitacional foi um dos principais desafios abordados,
visto que sua aproximacao inconsistente pode resultar em imprecisdes no comportamento de
escoamentos em meios porosos complexos. A fim de avaliar a acurécia e a robustez da formu-
lagcdo proposta, foram realizados testes com diversos cendrios encontrados na literatura, abran-
gendo até tensores de permeabilidade anisotrépica e uma distribui¢do do termo gravitacional
heter6geneas no escoamento.

Algumas dificuldades foram encontradas especialmente relacionadas a necessidade de asse-
gurar a conservacao de massa local e global, enquanto se tratava rigorosamente o acoplamento
do termo gravitacional discretizado nos método numéricos ja implementado, também, quanto
a estabilidade da solu¢@o no escoamento bifdsico devido a nova abordagem para o tratamento
das mobilidades. Além disso, algumas limita¢des foram observadas, como o aumento do custo
computacional associado ao uso de malhas ndo estruturadas e a dificuldade do MPFA-H em
gerar resultados consistentes em malhas com alto refinamento, devido aos pontos harmonicos
localizarem-se fora do volume de controle analisado. Apesar disso, os beneficios em termos de
acurdcia superam essas limitagdes, principalmente devido ao ganho de propriedades fisicas dos
problemas a partir do acoplamento do termo gravitacional.

A formulacdo numérica desenvolvida neste trabalho apresentou-se robusta na representacao
dos efeitos gravitacionais, preservando as propriedades fisicas do sistema. Como observado, em
testes com gravidade constantes ou constantes por partes, as formulagdes reproduzem solugdes
exatas quando utilizado a aproximacao consistente do termo gravitacional. Nos demais testes,
todas as malhas investigadas apresentaram taxa de convergéncia de segunda ordem ou um valor

entre primeira e segunda ordem para o fluxo. Além disso, a utilizagdo do método Upwind de
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primeira ordem na discretizacdo da equagdo de saturagdo garantiu a estabilidade numérica ao
tratar o termo advectivo sob os efeitos da gravidade, visto que os resultados obtidos apontaram
uma taxa de convergéncia de primeira ordem. Com isso, observamos que os testes de conver-
géncia indicaram comportamento compativel com o esperado para métodos de volumes finitos

aplicados em malhas ndo estruturadas.

5.2 TRABALHOS FUTUROS

Os avangos obtidos neste trabalho abrem possibilidades para investigacdes futuras no es-
coamento de meios porosos considerando os efeitos do termo gravitacional. As formulagcdes
numéricas desenvolvidas demonstraram potencial para serem expandidas e aplicadas a proble-
mas mais complexos, estimulando a continuidade das pesquisas com o tema. Nesse contexto,

algumas sugestdes para trabalhos futuros sao apresentadas a seguir:

Acoplar as formulagdes apresentadas em outros métodos de volumes finitos sejam linea-

res ou nao-lineares;

* Acoplamento das formulagdes consistentes do termo gravitacional ao escoamento bifa-
sico;

* Pesquisar e implementar formulagdes numéricas de alta ordem e de 6tima ordem para a
discretizacdo da equagdo de saturacdo sob efeito de gravidade;

* Pesquisar e implementar a acdo de pogos injetores e produtores sob efeito de gravidade;

* Pesquisar e implementar o estudo do efeito da orientagdo de malha e os métodos verda-
deiramente multidimensionais para escoamentos bifdsicos sob efeito de gravidade;

* Construir uma formulacio consistente a partir do vetor gravitacional;

* Investigar técnicas de paralelizacdo para otimizar o desempenho computacional da meto-
dologia implementada;

* Estender as formulacdes desenvolvidas para dominios tridimensionais € com proprieda-

des fisicas mais complexas.
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APENDICE A — CONSTRUCAO DA FORCA GRAVITACIONAL ESCALAR

Segundo Starnoni er al. (2019), o vetor gravitacional g esta relacionado ao gradiente de
pressdao Vp por meio da equagdo:

§=-Vp (A1)

Com isso, relembramos a defini¢do de campo vetorial conservativo, conforme descrito por
Stewart (2013), onde um campo vetorial F' é considerado conservativo se existir uma fungio
escalar f tal que F=V f- Nesse caso, f é chamada de funcdo potencial de F. Assim, nosso
objetivo inicial é determinar a func¢do potencial p(x,y), a qual pode ser obtida por meio da
integracdo direta das componentes de g.

Sendo g(x,y) um campo vetorial com componentes g € gy, a equagdo (A.1) determina que

a funcdo p(x,y) deve satisfazer as equagdes diferenciais parciais:

dp dp

x—gx € a_y—gy (A.2)

De acordo com Stewart (2013), para garantir que essa fung¢ao potencial exista, é necessario
que g, € g, tenham derivadas parciais de primeira ordem continuas em um dominio D e, que

em todos os seus pontos, as derivadas cruzadas sejam iguais, isto é:

dgx _ 98y

Dy ox (A-3)

_— e o . ) ~
Com essa condi¢do satisfeita, primeiramente, integra-se a equacao a—i = g, em relacdo a x,

resultando em:

0
Pt = =giv= [op= [a0x = pey) = [goxixG) (A

onde k(y) é uma fungio arbitréria de y.
Para encontrar k(y), deriva-se p(x,y) obtido em (A.4) em relagdo a y e iguala-se a equag@o

‘;—Iy’ = gy, tornando-se:

ap ([ g:dx+x(y)) Ix(y) _ _i/
oy B 7 dy BT e L (4

Integrando (A.5) em relagdo a y, obtém-se a expressdo da constante k(y), que ¢ dada por:

d d
Ix(y) = (gy—a—y / gxc9x) dy = k(y) = / (gy—a—y / gx8x) dy +ko (A.6)

onde ky € uma constante arbitraria.
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Substituindo essa expressao na forma geral de p(x,y), dada em (A.4), obtém-se a expressao

para a pressdo analitica:

p(x,y) = / 820X+ / <gy— a% / gx8X> dy +ko (A7)

Por fim, a gravidade escalar dada por g € igual a:

g=— [/gx8x+/ (gy—aiy/gxax) dy —Hco] (A.8)

Assim, 0 g € 0 ko s@o definidos com base em condi¢des de contorno ou em consideragdes

fisicas do problema.
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APENDICE B - TABELAS DE ERROS E TAXAS DE CONVERGENCIA PARA OS
EXEMPLOS NUMERICOS

Neste apéndice sdo apresentadas as tabelas correspondentes aos erros numéricos € as taxas
de convergéncia referentes aos resultados numéricos do Capitulo 4. Em cada tabela, os erros
com fonte de cor vermelha representam os maiores erros, enquanto que os erros com fonte de

cor azul representam OS MeEnores €rros.

Tabela B.1 — Caso 1: Erro da pressdo €, para todos os métodos analisados em malha quadrilateral estruturada
(Figura 16 a).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPEA-O Padrio 1.91e-16 5.50e-16 1.36e-15 6.70e-15 2.64e-14 1.37e-13 5.39e-13
Consistente 2.0le-16 5.58e-16 1.36e-15 6.69e-15 2.64e-14 1.37e-13 5.39e-13
MPFA.D Padrao 2.76e-16 5.87e-16 3.06e-15 1.26e-14 4.96e-14 2.02e-13 8.07e-13
Consistente 1.96e-16 1.25e-15 5.73e-15 2.65e-14 1.11e-13 4.53e-13 1.86e-12
MPFAH Padrio 3.5%-16 1.57e-15 5.34e-15 1.93e-14 1.00e-13 3.87e-13 1.23e-12

Consistente 8.33e-16 2.87e-15 1.08e-14 4.28e-14 2.17e-13 8.54e-13 2.78e-12
Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.2 — Caso 1: Erro do fluxo g, para todos os métodos analisados em malha quadrilateral estruturada (Figura

16 a).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA.O Padrio 3.11e-15 2.95e-15 4.18e-15 5.98e-15 1.03e-14 2.42e-14 4.62e-14
Consistente 3.11e-15 2.96e-15 4.18e-15 5.98e-15 1.03e-14 2.42e-14 4.62e-14
MPFA.D Padrio 3.76e-15 4.56e-15 6.98e-15 1.32e-14 2.52e-14 5.05e-14 9.98e-14
Consistente 2.81e-15 4.12e-15 8.66e-15 1.88e-14 3.83e-14 7.78e-14 1.59e-13
MPFA.H Padrio 4.40e-15 7.53e-15 1.15e-14 2.06e-14 5.04e-14 9.58e-14 1.51e-13

Consistente 5.69e-15 9.19e-15 1.6le-14 3.04e-14 7.51e-14 1.46e-13 2.38e-13
Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.3 — Caso 1: Erro da pressdo €, para todos os métodos analisados em malha quadrilateral distorcida (Fi-

gura 16 b).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA.O Padrio 1.41e-16 3.11e-16 5.48e-16 1.48e-15 3.11e-15 1.03e-14 1.40e-14
Consistente 1.32e-16 3.17e-16 4.94e-16 1.46e-15 3.11e-15 1.02e-14 1.40e-14
MPFA.D Padrio 4.77e-16 5.38e-16 4.04e-16 8.90e-16 2.86e-15 2.35e-15 1.04e-14
Consistente 3.81e-16 4.40e-16 8.94e-16 1.32e-15 8.89¢-15 5.75e-15 1.61e-14
MPFA-H Padrio 3.57e-16 3.30e-16 4.99e-16 1.32e-15 1.83e-15 7.40e-15 1.06e-14

Consistente 3.82e-16 4.42e-16 7.50e-16 1.47e-15 3.82e-15 2.26e-14 1.32¢-14
Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.4 — Caso 1: Erro do fluxo g, para todos os métodos analisados em malha quadrilateral distorcida (Figura

16 a).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA-O Padrio 2.66e-15 3.35e-15 3.53e-15 5.42e-15 5.62e-15 6.12e-15 8.0le-15
Consistente 2.73e-15 3.18e-15 3.6le-15 5.43e-15 5.65e-15 6.12e-15 8.0le-15
MPEA.D Padrio 4.75e-15 4.10e-15 2.86e-15 3.54e-15 3.95e-15 3.52e-15 3.98e-15
Consistente 3.65e-15 3.53e-15 3.55e-15 3.49e-15 5.0le-15 3.94e-15 4.08e-15
MPFAH Padrao 5.26e-15 4.73e-15 4.08e-15 4.62e-15 4.90e-15 4.88¢e-15 5.21e-15

Consistente 4.63e-15 3.67e-15 4.17e-15 4.72e-15 5.07e-15 6.38e-15 5.39e-15
Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.5 — Caso 1: Erro da pressio €, para todos os métodos analisados em malha quadrilateral diagonal (Figura

16 ¢).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA.O Padrio 2.54e-16 2.48e-16 1.0le-15 2.55e-15 1.70e-15 1.08e-14 3.6le-14
Consistente 2.52e-16 2.71e-16 1.0le-15 2.55e-15 1.70e-15 1.08e-14 3.63e-14
MPFA.D Padrio 4.71e-16 2.89e-16 5.17e-16 1.62e-15 1.33e-15 1.00e-14 7.04e-15
Consistente 3.09e-16 4.39e-16 1.18e-15 2.95e-15 4.33e-15 2.24e-14 7.83e-15
MPFA-H Padrio 4.41e-16 6.35e-16 5.52e-16 1.42e-15 2.22e-15 5.32e-15 1.58e-14

Consistente 5.00e-16 7.04e-16 1.73e-15 2.33e-15 8.67e-15 9.22e-15 2.13e-14
Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.6 — Caso 1: Erro do fluxo g, para todos os métodos analisados em malha quadrilateral diagonal (Figura

16 ¢).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA.O Padrio 6.48¢e-15 6.76e-15 8.97e-15 1.21e-14 1.21e-14 1.49e-14 1.62e-14
Consistente 6.24e-15 6.18e-15 8.91e-15 1.21e-14 1.20e-14 1.50e-14 1.62e-14
MPFA.D Padrio 5.07e-15 3.78e-15 3.70e-15 4.00e-15 4.17e-15 5.12e-15 4.86e-15
Consistente 4.55e-15 4.04e-15 3.84e-15 4.49e-15 4.63e-15 6.03e-15 5.06e-15
MPEA.H Padrio 7.85e-15 7.91e-15 4.43e-15 5.41e-15 5.42e-15 5.60e-15 6.81e-15

Consistente 4.70e-15 5.59e-15 5.44e-15 5.39e-15 7.23e-15 6.17e-15 6.75e-15
Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.7 — Caso 1: Erro da pressdo €, para todos os métodos analisados em malha triangular estruturada (Figura

16 d).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA-O Padrio 2.36e-16 6.24e-16 1.05e-15 6.99¢e-15 4.42e-15 4.28e-14 6.08¢e-14
Consistente 2.36e-16 5.13e-16 1.07e-15 6.85e-15 4.41e-15 4.28e-14 6.08e-14
MPFA.D Padrio 2.43e-16 1.08e-15 3.47e-15 3.90e-15 5.19e-14 1.16e-13 1.28e-13
Consistente 5.79e-16 1.28e-15 4.99e-15 7.27e-15 9.98e-14 2.09e-13 1.65e-13
MPFA.H Padrio 3.87e-16 2.03e-15 7.14e-15 8.04e-15 3.83e-14 2.0le-13 5.23e-13

Consistente 6.83e-16 4.77e-15 1.75e-14 1.10e-14 7.18e-14 5.52e-13 1.02e-12
Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.8 — Caso 1: Erro do fluxo &, para todos os métodos analisados em malha triangular estruturada (Figura

16 d).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA-O Padrio 3.8%9e-15 6.07e-15 7.59e-15 1.29e-14 1.04e-14 1.68e-14 1.93e-14
Consistente 3.98e-15 6.22e-15 7.64e-15 1.27e-14 1.04e-14 1.68e-14 1.93e-14
MPEA.D Padrio 6.42e-15 1.04e-14 1.34e-14 1.15e-14 4.55e-14 6.92e-14 4.58e-14
Consistente 7.39e-15 1.00e-14 1.32e-14 1.45e-14 5.98e-14 8.93e-14 5.39e-14
a .29e- .84e- .08e- 49e- .98e- .06e- T6e-13
MPFAH Padrao 1.29e-14 1.84e-14 3.08e-14 2.49e-14 3.98e-14 1.06e-13 1.76e-1

Consistente 1.29e-14 1.84e-14 3.08e-14 2.49e-14 3.98e-14 1.06e-13 1.76e-13
Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.9 — Caso 1: Erro da pressdo €, para todos os métodos analisados em malha triangular distorcida (Figura

16 e).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA.O Padrio 2.90e-16 4.30e-16 1.53e-15 4.55e-15 5.87e-15 1.94e-14 1.22e-14
Consistente 3.05e-16 4.24e-16 1.54e-15 4.52e-15 5.85e-15 1.94e-14 1.22e-14
MPFA.D Padrio 4.53e-16 8.14e-16 8.74e-16 2.70e-15 3.41e-15 7.05e-15 1.65e-14
Consistente 3.94e-16 1.37e-15 1.39e-15 3.09e-15 1.10e-14 1.08e-14 2.64e-14
MPFA-H Padrio 5.39e-16 9.53e-16 2.32e-15 4.28e-15 6.43e-15 7.94e-15 2.79e-14

Consistente 4.56e-16 8.88e-16 4.76e-15 9.71e-15 6.28e-15 3.04e-14 9.97e-14
Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.10 — Caso 1: Erro do fluxo &, para todos os métodos analisados em malha triangular distorcida (Figura

16 e).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA.O Padrio 4.50e-15 5.34e-15 8.64e-15 1.06e-14 1.15e-14 1.36e-14 1.37e-14
Consistente 5.35e-15 5.62e-15 8.80e-15 1.07e-14 1.15e-14 1.36e-14 1.37e-14
MPFA.D Padrio 1.08e-14 1.01e-14 8.77e-15 1.23e-14 1.08e-14 1.13e-14 1.19e-14
Consistente 7.13e-15 1.24e-14 9.28e-15 1.09e-14 1.27e-14 1.21e-14 1.36e-14
MPEA.H Padrio 1.36e-14 1.69e-14 1.73e-14 1.83e-14 1.90e-14 1.9le-14 2.09e-14

Consistente 1.27e-14 1.89e-14 2.04e-14 2.33e-14 1.88e-14 2.24e-14 2.45e-14

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.11 — Caso 1: Erro da pressio €, para todos os métodos analisados em malha triangular diagonal (Figura

16 ).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA-O Padrio 4.16e-16 5.42e-16 9.26e-16 1.75e-15 5.40e-15 2.22e-14 1.91e-14
Consistente 4.04e-16 5.07e-16 9.38e-16 1.77e-15 5.41e-15 2.21e-14 1.92e-14
MPFA.D Padrio 4.78e-16 9.85e-16 1.44e-15 3.30e-15 4.47e-15 1.00e-14 2.23e-14
Consistente 1.14e-15 6.06e-16 2.06e-15 2.80e-15 1.95e-14 3.10e-14 1.82e-14
MPFA.H Padrio 6.50e-16 6.12e-16 7.39e-16 3.13e-15 6.96e-15 1.47e-14 1.29e-14

Consistente 7.86e-16 8.94e-16 4.84e-15 3.59e-15 1.70e-14 3.57e-14 2.06e-14
Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.12 — Caso 1: Erro do fluxo g, para todos os métodos analisados em malha triangular diagonal (Figura 16

f).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA-O Padrio 1.38e-14 1.21e-14 1.45e-14 2.14e-14 2.26e-14 2.73e-14 2.66e-14
Consistente 1.34e-14 1.15e-14 1.46e-14 2.12e-14 2.25e-14 2.72e-14 2.66e-14
MPFA.D Padrao 1.19e-14 8.78e-15 9.18e-15 9.84e-15 9.29e-15 1.13e-14 1.13e-14
Consistente 1.58e-14 7.83e-15 9.39e-15 9.19e-15 1.48e-14 147e-14 1.17e-14
MPFAH Padrio 1.39¢-14 1.58e-14 1.26e-14 1.48e-14 1.65e-14 1.64e-14 1.60e-14
Consistente 1.11e-14 1.13e-14 1.81e-14 1.54e-14 1.86e-14 2.00e-14 1.69e-14

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.13 — Caso 2: Erro da pressio €, para todos os métodos analisados em malha quadrilateral estruturada

(Figura 16 a).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA.O Padrao 1.95e-16 3.77e-16 2.28e-15 8.88e-15 3.06e-14 1.34e-13 5.39e-13
Consistente 1.95e-16 3.51e-16 2.28e-15 8.88e-15 3.06e-14 1.34e-13 5.39e-13
MPFA.D Padrio 2.00e-03 5.35e-04 1.35¢-04 3.39¢-05 8.49¢-06 2.12¢-06 5.30e-07
Consistente 3.36e-16 1.29e-15 6.40e-15 2.60e-14 1.06e-13 4.25e-13 1.69e-12
MPFA-H Padrao 2.01e-03 6.08e-04 1.72e-04 4.75e-05 1.29¢-05 3.46e-06 9.19¢-07
Consistente ~ 7.97e-16 3.07e-15 1.25e-14 4.31e-14 2.26e-13 8.92e-13 2.76e-12

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.14 — Caso 2: Erro do fluxo g; para todos os métodos analisados em malha quadrilateral estruturada (Fi-

gura 16 a).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA.O Padrao 4.45e-02 1.49e-02 5.12e-03 1.79e-03 6.26e-04 2.21e-04 7.78e-05
Consistente 2.13e-15 2.14e-15 3.72e-15 5.76e-15 8.87e-15 1.79e-14 3.54e-14
MPFA.D Padriao 3.51e-02 1.33e-02 4.83e-03 1.73e-03 6.17e-04 2.19¢-04 7.76e-05
Consistente 2.88e-15 3.37e-15 7.27e-15 1.4le-14 2.79e-14 5.55e-14 1.10e-13
MPEA.H Padrio 4.74e-02 1.54e-02 5.22e-03 1.80e-03 6.29e-04 2.21e-04 7.79e-05
Consistente ~ 4.09e-15 7.54e-15 1.42e-14 2.35e-14 598e-14 1.17e-13 1.80e-13

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.15 — Caso 2: Erro da pressdo €, para todos os métodos analisados em malha quadrilateral distorcida

(Figura 16 b).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA-O Padrao 3.89e-03 3.86e-03 1.24e-03 2.27e-04 1.55e-04 3.16e-05 1.26e-05
Consistente 1.96e-16 2.64e-16 7.57e-16 1.98e-15 3.35e-15 1.04e-14 1.25e-14
MPFA.D Padrao 3.31e-03 3.38e-03 1.13e-03 3.20e-04 1.41e-04 3.36e-05 9.63e-06
Consistente ~ 5.75e-16 7.83e-16 5.19e-16 1.31e-15 5.90e-15 5.74e-15 2.18e-14
MPFAH Padrao 3.99e-03 3.40e-03 1.25e-03 3.28e-04 1.44e-04 3.36e-05 9.83e-06
Consistente 5.30e-16 4.29¢e-16 1.19e-15 1.07e-15 2.26e-15 1.47e-14 1.14e-14

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.16 — Caso 2: Erro do fluxo g, para todos os métodos analisados em malha quadrilateral distorcida (Figura

16 b).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA-O Padrio 2.61e-02 2.99e-02 8.65e-03 2.69¢e-03 1.10e-03 2.76e-04 1.17e-04
Consistente 1.80e-15 2.18e-15 3.21e-15 4.18e-15 4.43e-15 49le-15 5.52e-15
MPEA.D Padrio 2.37e-02 3.29e-02 8.80e-03 3.05e-03 1.15¢-03 2.91e-04 9.69e-05
Consistente 3.38e-15 3.78e-15 2.47e-15 2.99e-15 3.45e-15 2.93e-15 3.28e-15
a 3.65e- .64e- 8le- .19e- .19e- .0de- .00e-
MPFAH Padrao 65e-02 3.64e-02 9.81e-03 3.19e-03 1.19e-03 3.04e-04 1.00e-04

Consistente 3.78e-15 4.03e-15 3.48e-15 3.44e-15 3.75e-15 4.18e-15 3.82e-15

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.17 — Caso 2: Erro da pressdo €, para todos os métodos analisados em malha quadrilateral diagonal (Fi-

gura 16 ¢).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA.O Padrio 3.40e-03 1.14e-03 3.34e-04 9.33e-05 2.53e-05 6.77e-06 1.79e-06
Consistente 2.12e-16 5.07e-16 1.35e-15 2.08e-15 6.95e-15 1.55e-14 1.46e-14
MPFA.D Padrio 3.37e-03 9.54e-04 2.42e-04 5.96e-05 1.46e-05 3.60e-06 8.90e-07
Consistente 5.50e-16 6.72e-16 1.20e-15 2.57e-15 8.05e-15 1.48e-14 1.18e-14
MPFA-H Padrio 2.48e-03 8.93e-04 2.73e-04 7.84e-05 2.18¢-05 5.93e-06 1.59e-06

Consistente ~ 2.62e-16 4.26e-16 8.95e-16 2.57e-15 7.08e-15 8.19e-15 2.48e-14

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.18 — Caso 2: Erro do fluxo g, para todos os métodos analisados em malha quadrilateral diagonal (Figura

16 ¢).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA-O Padrao 1.28e-01 5.50e-02 2.13e-02 7.87e-03 2.85e-03 1.02e-03 3.62e-04
Consistente 5.05e-15 7.39e-15 8.36e-15 9.96e-15 1.27e-14 1.48e-14 1.50e-14
MPFA.D Padrio 1.43e-01 5.61e-02 2.14e-02 7.88e-03 2.85e-03 1.02e-03 3.62e-04
Consistente 8.27e-15 7.68e-15 5.80e-15 6.82e-15 8.26e-15 8.54e-15 8.78e-15
MPFA-H Padrio 1.52e-01 5.90e-02 2.19e-02 7.98e-03 2.87e-03 1.02e-03 3.63e-04

Consistente 7.58e-15 8.49e-15 8.07e-15 9.15e-15 1.03e-14 9.69e-15 1.05e-14

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.19 — Caso 2: Erro da pressdo €, para todos os métodos analisados em malha triangular estruturada (Figura

16 d).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA-O Padrao 6.46e-03 2.41e-03 8.92e-04 3.25¢-04 1.17e-04 4.20e-05 1.49e-05
Consistente 3.07e-16 1.53e-15 1.01le-15 1.85e-15 7.84e-15 2.42e-14 8.43e-14
MPFA.D Padrio 5.73e-03 1.89e-03 6.29e-04 2.15e-04 7.47e-05 2.62e-05 9.22e-06
Consistente 8.07e-16 6.67e-16 8.69e-15 1.36e-14 7.46e-14 1.38e-13 1.66e-13
a .03e- .52e- .18e- 97e- .35e- .66e- .62e-
MPFAH Padrio 1.03e-02 3.52e-03 1.18e-03 3.97e-04 1.35e-04 4.66e-05 1.62e-05

Consistente 6.76e-16 3.41e-15 9.43e-15 8.72e-15 5.34e-14 3.21e-13 5.60e-13

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.20 — Caso 2: Erro do fluxo g, para todos os métodos analisados em malha triangular estruturada (Figura

16 d).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256

MPFA-O Padrio 1.95e-01 5.99¢-02 1.93e-02 6.48e-03 2.23e-03 7.75e-04 2.72e-04
Consistente 3.25e-15 7.16e-15 5.86e-15 6.73e-15 8.9le-15 1.04e-14 1.58e-14

MPFA.D Padrao 1.29e-01 5.10e-02 1.89e-02 6.85e-03 2.45e-03 8.70e-04 3.08e-04
Consistente ~ 7.74e-15 5.97e-15 1.60e-14 1.55e-14 3.65e-14 4.73e-14 4.22¢-14

MPFAH Padrio 2.38e-01 8.09¢e-02 2.81e-02 9.82e-03 3.45e-03 1.22e-03 4.30e-04
Consistente 9.70e-15 1.61e-14 2.08e-14 2.04e-14 3.02e-14 9.77e-14 1.11e-13

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.21 — Caso 2: Erro da pressao €, para todos os métodos analisados em malha triangular distorcida (Figura

16 e).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA.O Padrao 6.92e-03 3.09e-03 1.22e-03 3.75e-04 1.61e-04 4.83e-05 1.89e-05
Consistente 1.93e-16 5.63e-16 1.10e-15 3.10e-15 3.79e-15 1.43e-14 2.67e-14
MPFA.D Padrao 7.81e-03  2.50e-03 9.65e-04 3.50e-04 1.31e-04 3.54e-05 1.21e-05
Consistente 5.57e-16 1.66e-15 2.18e-15 3.03e-15 4.30e-15 2.30e-14 2.84e-14
MPFA-H Padrao 1.11e-02 3.50e-03 1.71e-03 5.31e-04 2.02e-04 5.59¢-05 1.90e-05
Consistente ~ 2.97e-16 1.39e-15 4.02e-15 5.22e-15 8.05e-15 1.99¢-14 1.09e-13

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.22 — Caso 2: Erro do fluxo &, para todos os métodos analisados em malha triangular distorcida (Figura

16 e).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA.O Padrao 2.31e-01 5.92e-02 1.94e-02 6.19¢-03 2.21e-03 8.05e-04 2.78e-04
Consistente 2.90e-15 5.60e-15 5.90e-15 8.19e-15 8.43e-15 1.03e-14 1.04e-14
MPFA.D Padriao 1.76e-01 5.24e-02 2.09e-02 7.91e-03 2.53e-03 9.27¢-04 3.16e-04
Consistente 8.02e-15 9.11e-15 7.72e-15 8.06e-15 9.07e-15 1.09e-14 1.11e-14
MPEA.H Padrao 2.92e-01 7.88e-02 2.76e-02 1.07e-02 3.38e-03 1.23e-03 4.24e-04
Consistente 8.6le-15 1.64e-14 1.55e-14 1.44e-14 1.56e-14 1.57e-14 2.02e-14

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.23 — Caso 2: Erro da pressio €, para todos os métodos analisados em malha triangular diagonal (Figura

16 ).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256

MPFA-O Padrio 6.16e-03  2.34e-03 9.09e-04 3.71e-04 1.60e-04 7.29e-05 3.45e-05
Consistente 1.57e-16 4.46e-16 8.54e-16 2.52e-15 8.77e-15 1.09e-14 1.96e-14

MPFA.D Padrao 1.35e-03 7.74e-04 4.38e-04 2.34e-04 1.21e-04 6.15e-05 3.10e-05
Consistente 1.05e-15 1.02e-15 2.14e-15 1.69e-15 1.31e-14 2.11e-14 2.47e-14

MPFAH Padrio 2.11e-03  6.66e-04 2.51e-04 1.09e-04 5.16e-05 2.52e-05 1.24e-05
Consistente 8.46e-16 1.28e-15 1.42e-15 2.25e-15 1.12e-14 2.57e-14 3.36e-14

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.24 — Caso 2: Erro do fluxo g, para todos os métodos analisados em malha triangular diagonal (Figura 16

f).
Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
MPFA-O Padrio 5.27e-02 1.69e-02 6.01e-03 2.16e-03 7.74e-04 2.76e-04 9.84e-05
Consistente 2.40e-04 6.81e-05 1.71e-05 4.41e-06 1.11e-06 2.74e-07 6.93e-08
MPFA.D Padrio 3.90e-02 1.60e-02 5.40e-03 1.69e-03 5.19e-04 1.60e-04 5.07e-05
Consistente 2.26e-14 1.50e-14 1.57e-14 1.53e-14 1.94e-14 1.94e-14 2.02e-14
a 3le- .29e- .35e- .07e- .53e- .30e- 17e-
MPFAH Padrao 5.31e-02 1.29e-02 3.35e-03 9.07e-04 2.53e-04 7.30e-05 2.17e-05

Consistente 2.07e-14 2.18e-14 2.07e-14 2.3le-14 2.75e-14 3.02e-14 2.94e-14
Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.25 — Caso 3: Erro da pressdo €, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em
malha quadrilateral estruturada (Figura 16 a).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 2.38e-03 597e-04 1.50e-04 3.74e-05 9.35e-06 2.34e-06 5.84e-07

MPFA-O Rp - 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00
Consistente €, 2.40e-03 6.02¢-04 1.51e-04 3.77e-05 9.42e-06 2.35e-06 5.88e-07

Rp - 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00
Padriio €, 2.90e-03 7.65e-04 1.94e-04 4.88e-05 1.22e-05 3.05e-06 7.63e-07

MPFA.D Rp - 1.92 1.98 1.99 2.00 2.00 2.00
Consistente g, 4.86e-03 1.22e-03 3.04e-04 7.60e-05 1.90e-05 4.75e-06 1.19e-06

Ry - 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00
Padrio €, 1.18e-03 3.64e-04 9.65e-05 2.45e-05 6.16e-06 1.54e-06 3.86e-07

MPFA.H Ry - 1.70 1.91 1.98 1.99 2.00 2.00
Consistente g, 2.02e-03 5.38e-04 1.43e-04 3.77e-05 9.93e-06 2.61e-06 6.85e-07

Ry - 191 1.91 1.92 1.93 1.93 1.93

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.26 — Caso 3: Erro do fluxo &, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
quadrilateral estruturada (Figura 16 a).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g 7.04e-04 1.13e-04 1.90e-05 3.28¢-06 5.73e-07 1.01e-07 1.77¢-08

MPFA-O Ry - 2.64 2.57 2.54 2.52 2.51 2.50
Consistente g 5.25e-04 6.23e-05 7.57e-06 9.31e-07 1.15e-07 1.44e-08 1.79e-09

Ry - 3.08 3.04 3.02 3.01 3.01 3.00
Padrio g 6.65e-03 9.11e-04 1.24e-04 1.70e-05 2.38e-06 3.42e-07 5.13e-08

MPFA.D Ry - 2.87 2.88 2.87 2.84 2.80 2.74
Consistente & 2.95e-03 3.74e-04 4.82e-05 6.41e-06 8.94e-07 1.32¢-07 2.07¢-08

Ry - 2.98 2.96 291 2.84 2.76 2.67
Padrio g 6.25e-03 8.64e-04 1.17e-04 1.57e-05 2.11e-06 2.86e-07 3.95¢-08

MPFA.H Ry - 2.85 2.89 2.90 2.90 2.88 2.86
Consistente g 2.68¢-03 592e-04 1.4le-04 3.46e-05 8.62e-06 2.15e-06 5.39e-07

Ry - 2.18 2.08 2.02 2.01 2.00 2.00

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.27 — Caso 3: Erro da pressdo €, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em
malha quadrilateral distorcida (Figura 16 b).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio €, 2.55e-03 7.85e-04 1.88e-04 4.35e-05 1.10e-05 2.69e-06 7.23e-07

MPFA.O Ry - 1.70 2.06 2.11 1.98 2.04 1.89
Consistente €, 2.59%-03 7.86e-04 1.89e-04 4.52e-05 1.14e-05 2.70e-06 7.17e-07

Ry - 1.72 2.06 2.06 1.99 2.08 1.91
Padrio €, 3.02e-03 9.16e-04 2.04e-04 5.34e-05 1.26e-05 3.21e-06 7.80e-07

MPFA.D Ry - 1.72 2.17 1.93 2.08 1.98 2.04
Consistente €, 5.10e-03 1.28e-03 2.93e-04 7.77e-05 1.89e-05 4.72e-06 1.19e-06

Rp - 1.99 2.13 191 2.04 2.00 1.99
Padrio g, 1.33e-03 4.93e-04 1.29e-04 3.30e-05 7.53e-06 1.77e-06 4.18e-07

MPFA.H Ry - 1.43 1.93 1.97 2.13 2.09 2.08
Consistente €, 251e-03 7.33e-04 1.45e-04 4.80e-05 1.18e-05 2.47e-06 7.61e-07

Rp - 1.78 2.34 1.59 2.03 2.25 1.70

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.28 — Caso 3: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
quadrilateral distorcida (Figura 16 b).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 9.37e-04 4.52e-04 7.98e-05 1.72e-05 4.32e-06 8.27e-07 2.68e-07

MPFA.O Rq - 1.05 2.50 2.21 2.00 2.38 1.62
Consistente g, 7.95e-04 3.93e-04 7.66e-05 1.69e-05 4.20e-06 8.31e-07 2.66e-07

Rq - 1.02 2.36 2.18 2.01 2.34 1.64
Padrio g, 7.0le-03 1.08e-03 1.80e-04 3.44e-05 6.48e-06 1.16e-06 2.12¢-07

MPFA.D Rq - 2.71 2.58 2.39 2.41 2.48 2.46
Consistente g, 3.14e-03 5.23e-04 6.50e-05 1.00e-05 1.41e-06 1.79¢-07 2.61e-08

Rq - 2.58 3.01 2.70 2.83 2.97 2.78
Padrio g 6.53e-03 9.75e-04 1.62e-04 3.12e-05 6.14e-06 1.10e-06 2.00e-07

MPFA.H Rq - 2.74 2.59 2.37 2.35 2.48 2.46
Consistente g, 2.79-03 1.28e-03 1.17e-04 5.65e-05 1.18e-05 7.21e-07 6.98e-07

Rq - 1.13 3.45 1.05 2.26 4.03 0.05

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.29 — Caso 3: Erro da pressdo €, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em
malha quadrilateral diagonal (Figura 16 c).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 4.0le-04 1.06e-04 2.73e-05 6.93e-06 1.75e-06 4.38e-07 1.10e-07

MPFA.O Ry - 1.91 1.96 1.98 1.99 2.00 2.00
Consistente €, 3.83e-04 1.08e-04 2.67e-05 6.81e-06 1.72e-06 4.36e-07 1.07e-07

Ry - 1.83 2.01 1.97 1.99 1.98 2.02
Padrio €, 5.39%-04 143e-04 3.66e-05 9.27e-06 2.33e-06 5.83e-07 1.46e-07

MPFA.D Ry - 1.92 1.96 1.98 1.99 2.00 2.00
Consistente g, 6.67¢e-04 1.66e-04 4.13e-05 1.03e-05 2.57¢-06 6.42e-07 1.60e-07

Rp - 2.01 2.01 2.00 2.00 2.00 2.00
Padrio g, 2.22e-04 6.84e-05 1.85e-05 4.78e-06 1.21e-06 3.03e-07 7.58e-08

MPFA.H Ry - 1.70 1.88 1.96 1.98 1.99 2.00
Consistente €, 2.26e-04 5.86e-05 1.65e-05 4.70e-06 1.32e-06 3.65e-07 1.00e-07

Rp - 1.95 1.83 1.81 1.83 1.85 1.87

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.30 — Caso 3: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
quadrilateral diagonal (Figura 16 c).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 1.17e-03 2.27e-04 4.70e-05 9.36e-06 1.78e-06 3.29¢-07 5.97¢-08

MPFA.O Rq - 2.37 2.27 2.33 2.39 2.44 2.46
Consistente g, 1.32e-03 3.18¢-04 7.70e-05 2.15e-05 5.50e-06 1.38e-06 3.55e-07

Rq - 2.06 2.05 1.84 1.96 2.00 1.95
Padrio g, 8.08e-03 1.17e-03 1.69e-04 2.52e-05 3.92e-06 6.35¢-07 1.06e-07

MPFA.D Rq - 2.79 2.80 2.74 2.68 2.63 2.58
Consistente g, 3.01e-03 3.83e-04 4.98e-05 6.69¢e-06 9.40e-07 1.40e-07 2.20e-08

Rq - 2.97 2.94 2.90 2.83 2.75 2.67
Padrio g 7.62e-03 1.08e-03 1.51e-04 2.17e-05 3.24e-06 5.08e-07 8.30e-08

MPFA.H Rq - 2.81 2.84 2.80 2.74 2.67 2.61
Consistente g, 2.50e-03 7.26e-04 1.94e-04 4.98e-05 1.26e-05 3.18e-06 7.99¢-07

Rq - 1.78 1.91 1.96 1.98 1.99 1.99

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.31 — Caso 3: Erro da pressdo €, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em
malha triangular estruturada (Figura 16 d).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio €, 1.78e-03 3.99e-04 9.41e-05 2.29e-05 5.64e-06 1.40e-06 3.50e-07

MPFA.O Ry - 2.16 2.08 2.04 2.02 2.01 2.00
Consistente g, 1.75e-03 4.22e-04 1.04e-04 2.59e-05 6.45e-06 1.61e-06 4.03e-07

Ry - 2.05 2.02 2.01 2.00 2.00 2.00
Padrio €, 2.52e-03 6.87e-04 1.80e-04 4.63e-05 1.17e-05 2.95e-06 7.41e-07

MPFA.D Ry - 1.88 1.93 1.96 1.98 1.99 1.99
Consistente €, 3.45e-03 8.80e-04 2.23e-04 5.61e-05 1.41e-05 3.53e-06 8.82e-07

Rp - 1.97 1.98 1.99 1.99 2.00 2.00
Padrio g, 3.56e-03 1.03e-03 2.72e-04 7.00e-05 1.77e-05 4.46e-06 1.12e-06

MPFA.H Ry - 1.80 191 1.96 1.98 1.99 2.00
Consistente g, 4.02e-03 1.09e-03 2.84e-04 7.25e-05 1.83e-05 4.61e-06 1.16e-06

Rp - 1.88 1.94 1.97 1.98 1.99 2.00

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.32 — Caso 3: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
triangular estruturada (Figura 16 d).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 2.45e-03 4.85e-04 8.99-05 1.63e-05 2.90e-06 5.16e-07 9.15e-08

MPEA.O Rq - 2.34 2.43 2.47 2.48 2.49 2.50
Consistente g, 9.5le-04 1.84e-04 3.38e-05 6.08e-06 1.08e-06 1.92e-07 3.40e-08

Rq - 2.37 2.45 2.48 2.49 2.49 2.50
Padrio g, 7.03e-03 1.11e-03 1.80e-04 3.00e-05 5.09e-06 8.78e-07 1.53e-07

MPFA.D Rq - 2.66 2.63 2.59 2.56 2.54 2.52
Consistente g, 3.45e-03 4.79e-04 7.24e-05 1.17e-05 1.97e-06 3.39e-07 5.92¢-08

Rq - 2.85 2.73 2.63 2.57 2.54 2.52
Padrio g 8.00e-03 1.30e-03 2.14e-04 3.61e-05 6.21e-06 1.08e-06 1.89e-07

MPFA.H Rq - 2.62 2.60 2.57 2.54 2.52 2.51
Consistente g, 3.77e-03 6.57e-04 122¢-04 2.4le-05 5.10e-06 1.15¢-06 2.69¢-07

Rq - 2.52 2.43 2.34 2.24 2.15 2.09

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.33 — Caso 3: Erro da pressdo €, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em
malha triangular distorcida (Figura 16 e).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio €, 196e-03 6.22e-04 1.34e-04 3.05e-05 8.06e-06 1.73e-06 4.81e-07

MPFA.O Ry - 1.65 2.21 2.13 1.92 2.22 1.85
Consistente €, 1.80e-03 547e-04 1.35e-04 3.16e-05 7.94e-06 1.86e-06 5.00e-07

Ry - 1.72 2.02 2.10 1.99 2.09 1.90
Padrio €, 2.79e-03 7.84e-04 1.82e-04 5.02e-05 1.19e-05 3.02e-06 7.53e-07

MPFA.D Ry - 1.83 2.11 1.86 2.07 1.98 2.00
Consistente g, 3.63e-03 9.33e-04 2.14e-04 5.70e-05 1.42e-05 3.51e-06 8.87e-07

Rp - 1.96 2.12 191 2.01 2.01 1.98
Padrio g, 3.35e-03 1.15¢-03 2.97e-04 8.40e-05 1.96e-05 4.90e-06 1.14e-06

MPFA.H Ry - 1.54 1.95 1.82 2.10 2.00 2.10
Consistente €, 4.39-03 1.23e-03 2.76e-04 8.43e-05 1.91e-05 4.87e-06 1.18e-06

Rp - 1.84 2.16 1.71 2.15 1.97 2.04

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.34 — Caso 3: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
triangular distorcida (Figura 16 e).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 2.75e-03 6.69¢-04 1.20e-04 2.41e-05 5.19e-06 1.02e-06 2.92¢-07

MPEA.O Rq - 2.04 2.48 2.31 2.22 2.35 1.80
Consistente g, 9.73e-04 3.19e-04 5.99-05 1.16e-05 2.70e-06 4.99e-07 1.53e-07

Rq - 1.61 2.41 2.37 2.10 2.43 1.70
Padrio g, 6.68e-03 1.35e-03 2.38e¢-04 4.8le-05 7.80e-06 1.37e-06 2.31e-07

MPEAD Rq - 2.31 2.51 2.31 2.62 2.51 2.57
Consistente g, 3.77e-03 5.83e-04 7.88e-05 1.44e-05 2.14e-06 3.75¢-07 6.21e-08

Rq - 2.69 2.89 2.46 2.74 2.51 2.60
Padrio g 8.71e-03 2.36e-03 4.12e-04 1.16e-04 2.21e-05 4.09e-06 7.36e-07

MPFA.H Rq - 1.88 2.52 1.82 2.40 2.43 2.47
Consistente g, 4.28e-03 9.60e-04 2.03e-04 4.51e-05 6.59¢-06 1.30e-06 2.80e-07

Rq - 2.16 2.24 2.17 2.78 2.34 2.22

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.35 — Caso 3: Erro da pressdo €, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em
malha triangular diagonal (Figura 16 f).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 4.0le-04 1.06e-04 2.73e-05 6.93e-06 1.75e-06 4.38e-07 1.10e-07

MPFA.O Ry - 1.91 1.96 1.98 1.99 2.00 2.00
Consistente €, 2.40e-04 6.8le-05 1.71e-05 4.41e-06 1.11e-06 2.74e-07 6.93e-08

Ry - 1.82 2.00 1.95 1.98 2.02 1.98
Padrio €, 3.64e-04 9.46e-05 2.43e-05 6.17e-06 1.56e-06 3.91e-07 9.78e-08

MPFA.D Ry - 1.95 1.96 1.98 1.99 1.99 2.00
Consistente g, 4.21e-04 1.12e-04 291e-05 7.42e-06 1.87¢-06 4.71e-07 1.18e-07

Rp - 191 1.95 1.97 1.98 1.99 2.00
Padrio g, 2.98e-04 8.87e-05 2.42e-05 6.33e-06 1.62e-06 4.09¢-07 1.03e-07

MPFA.H Ry - 1.75 1.87 1.94 1.97 1.98 1.99
Consistente g, 4.76e-04 13904 3.79¢-05 9.92e-06 2.54e-06 6.43e-07 1.62e-07

Rp - 1.77 1.88 1.93 1.97 1.98 1.99

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.36 — Caso 3: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
triangular diagonal (Figura 16 f).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 23203 4.71e-04 9.13e-05 1.70e-05 3.08e-06 5.52e-07 9.83e-08

MPFA.O Ry - 2.30 2.37 2.43 2.46 2.48 2.49
Consistente g, 125e-03 2.66e-04 6.66e-05 1.58e-05 3.66e-06 1.40e-06 2.25e-07

Ry - 2.23 2.00 2.07 2.11 1.39 2.63
Padrio g, 5.18¢-03 8.80e-04 1.54e-04 2.69e-05 4.67e-06 8.13e-07 1.42e-07

MPFA.D Ry - 2.56 2.52 2.52 2.52 2.52 2.52
Consistente g, 3.07e-03 4.34e-04 6.64e-05 1.09e-05 1.86e-06 3.24e-07 5.70e-08

Rq - 2.82 271 2.61 2.55 2.52 2.51
Padrio g, 6.64e-03 1.00e-03 1.69e-04 2.94e-05 5.17e-06 9.06e-07 1.03e-07

MPFAH Ry - 2.73 2.57 2.52 2.51 2.51 3.14
Consistente g, 3.30e-03 591e-04 1.12e-04 2.28e-05 4.93e-06 1.12e-06 2.66e-07

Ry - 2.48 2.40 2.30 2.21 2.13 2.08

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.37 — Caso 4: Erro da pressio €, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em
malha quadrilateral estruturada (Figura 16 a).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 6.05e-04 1.51e-04 3.78e-05 9.45e-06 2.36e-06 5.91e-07 1.48e-07

MPFA.O Ry - 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00
Consistente g, 6.10e-04 1.52e-04 3.81e-05 9.52e-06 2.38e-06 5.95e-07 1.49e-07

Ry - 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00
Padrio €, 199-03 53le-04 1.35e-04 3.38¢-05 8.47e-06 2.12e-06 5.30e-07

MPFA.D Ry - 1.90 1.98 1.99 2.00 2.00 2.00
Consistente g, 1.23e-03 3.08¢-04 7.69e-05 1.92e-05 4.80e-06 1.20e-06 3.00e-07

Rp - 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00
Padrio g, 2.03e-03 6.13e-04 1.72e-04 4.69e-05 1.26e-05 3.36e-06 8.89e-07

MPFA.H Ry - 1.73 1.84 1.87 1.89 1.91 1.92
Consistente g, 4.16e-03 1.32e-03 3.92e-04 1.12e-04 3.14e-05 8.65¢-06 2.36e-06

Rp - 1.65 1.76 1.81 1.84 1.86 1.87

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.38 — Caso 4: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
quadrilateral estruturada (Figura 16 a).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 4.45e-02 1.49e-02 5.12¢-03 1.79e-03 6.26e-04 2.21e-04 7.78e-05

MPEA.O Rq - 1.58 1.54 1.52 1.51 1.51 1.50
Consistente g, 5.25e-04 6.23e-05 7.57e-06 9.31e-07 1.15e-07 1.44e-08 1.79e-09

Rq - 3.08 3.04 3.02 3.01 3.01 3.00
Padrio g, 3.62e-02 1.33e-02 4.84e-03 1.73e-03 6.17e-04 2.19e-04 7.76e-05

MPEAD Rq - 1.44 1.46 1.48 1.49 1.49 1.50
Consistente g, 295e-03 3.74e-04 4.82¢-05 6.41e-06 8.94e-07 1.32e-07 2.07e-08

Rq - 2.98 2.96 2.91 2.84 2.76 2.67
Padrio g 4.87e-02 1.55e-02 5.22e-03 1.80e-03 6.29e-04 2.21e-04 7.79-05

MPFA.H Rq - 1.65 1.57 1.53 1.52 1.51 1.50
Consistente g, 4.58e-02 1.08e-02 2.67e-03 6.67e-04 1.66e-04 4.16e-05 1.04e-05

Rq - 2.08 2.02 2.00 2.00 2.00 2.00

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.39 — Caso 4: Erro da pressdo €, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em
malha quadrilateral distorcida (Figura 16 b).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio €, 3.48e-03 3.49e-03 1.18e-03 2.15e-04 1.46e-04 2.92e-05 1.17e-05

MPFA.O Ry - -0.01 1.57 2.45 0.56 2.32 1.32
Consistente €, 6.58e-04 1.99e-04 4.77e-05 1.14e-05 2.88e-06 6.82e-07 1.81e-07

Ry - 1.72 2.06 2.06 1.99 2.08 1.91
Padrio €, 3.04e-03 3.05e-03 1.07e-03 2.99e-04 1.33e-04 3.11e-05 9.00e-06

MPFA.D Ry - -0.01 1.52 1.83 1.17 2.09 1.79
Consistente €, 1.29e-03 3.24e-04 7.40e-05 1.96e-05 4.78¢-06 1.19¢-06 3.00e-07

Rp - 2.00 2.13 191 2.04 2.00 1.99
Padrio €, 3.92e-03 3.14e-03 1.17e-03 3.06e-04 1.34e-04 3.12e-05 9.15e-06

MPFA.H Ry - 0.32 1.43 1.93 1.19 2.11 1.77
Consistente g, 4.11e-03 2.98e-03 3.63e-04 1.79e-04 4.12e-05 2.94e-06 2.89¢-06

Rp - 0.46 3.03 1.02 2.12 3.81 0.03

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.40 — Caso 4: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
quadrilateral distorcida (Figura 16 b).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 2.6le-02 2.99e-02 8.66e-03 2.69e-03 1.10e-03 2.76e-04 1.17e-04

MPFA.O Rq - -0.20 1.79 1.69 1.29 1.99 1.24
Consistente g, 7.95e-04 3.93e-04 7.66e-05 1.69e-05 4.20e-06 8.31e-07 2.66e-07

Rq - 1.02 2.36 2.18 2.01 2.34 1.64
Padrio g, 2.43e-02 3.30e-02 8.83e-03 3.05e-03 1.15e-03 2.91e-04 9.69e-05

MPEAD Rq - -0.44 1.90 1.53 1.41 1.98 1.59
Consistente g, 3.14e-03 5.23e-04 6.50e-05 1.00e-05 1.41e-06 1.79¢-07 2.61e-08

Rq - 2.58 3.01 2.70 2.83 2.97 2.78
Padrio g 3.86e-02 3.65e-02 9.83e-03 3.19¢-03 1.19e-03 3.04e-04 1.00e-04

MPFA.H Rq - 0.08 1.89 1.62 1.42 1.97 1.60
Consistente g, 4.56e-02 2.10e-02 291e-03 8.88e-04 1.90e-04 1.55¢-05 1.27e-05

Rq - 1.12 2.85 1.71 2.22 3.62 0.29

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.41 — Caso 4: Erro da pressio €, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em
malha quadrilateral diagonal (Figura 16 c).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio €, 3.08e-03 1.05e-03 3.11e-04 8.71e-05 2.38e-05 6.38e-06 1.69e-06

MPFA.O Ry - 1.56 1.75 1.83 1.87 1.90 1.91
Consistente g, 3.37e-04 9.42e-05 2.41e-05 6.11e-06 1.55e-06 3.89e-07 9.38e-08

Ry - 1.84 1.96 1.98 1.98 1.99 2.05
Padrio €, 3.15e-03 8.99e-04 2.30e-04 5.69e-05 1.40e-05 3.47e-06 8.60e-07

MPFA.D Ry - 1.81 1.97 2.01 2.02 2.02 2.01
Consistente €, 598e-04 1.49e-04 3.70e-05 9.23e-06 2.30e-06 5.76e-07 1.44e-07

Rp - 2.01 2.01 2.00 2.00 2.00 2.00
Padrio g, 2.33e-03 8.46e-04 2.60e-04 7.50e-05 2.09e-05 5.69e-06 1.53e-06

MPFA.H Ry - 1.46 1.70 1.80 1.84 1.87 1.90
Consistente g, 1.36e-03 4.18¢-04 1.22e-04 3.48¢-05 9.72¢e-06 2.67e-06 7.29¢-07

Rp - 1.70 1.77 1.81 1.84 1.86 1.88

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.42 — Caso 4: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
quadrilateral diagonal (Figura 16 c).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 1.28e-01 5.51e-02 2.13e-02 7.87e-03 2.85e-03 1.02e-03 3.62¢-04

MPEA.O Rq - 1.22 1.37 1.44 1.47 1.48 1.49
Consistente g, 131e-03 3.65e-04 8.53e-05 2.04e-05 5.55e-06 1.42e-06 3.80e-07

Rq - 1.84 2.10 2.07 1.88 1.96 1.91
Padrio g, 1.42e-01 5.61e-02 2.14e-02 7.88e-03 2.85e-03 1.02e-03 3.62¢-04

MPEAD Rq - 1.34 1.39 1.44 1.47 1.48 1.49
Consistente g, 3.01e-03 3.83e-04 4.98e-05 6.69¢e-06 9.40e-07 1.40e-07 2.20e-08

Rq - 2.97 2.94 2.90 2.83 2.75 2.67
Padrio g 151e-01 590e-02 2.19e-02 7.99e-03 2.87e-03 1.02e-03 3.63e-04

MPFA.H Rq - 1.36 1.43 1.46 1.48 1.49 1.49
Consistente g, 2.11e-02 5.46e-03 1.41e-03 3.58e-04 9.05e-05 2.28¢-05 5.71e-06

Rq - 1.95 1.96 1.97 1.98 1.99 2.00

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.43 — Caso 4: Erro da pressio €, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em
malha triangular estruturada (Figura 16 d).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 6.18e-03 2.27e-03 834e-04 3.03e-04 1.09¢-04 3.90e-05 1.39e-05

MPFA.O Ry - 1.45 1.44 1.46 1.47 1.48 1.49
Consistente g, 4.43e-04 1.07e-04 2.63e-05 6.54e-06 1.63e-06 4.07e-07 1.02e-07

Ry - 2.05 2.02 2.01 2.00 2.00 2.00
Padriio €, 5.57e-03 1.81e-03 597e-04 2.02e-04 6.99e-05 2.44e-05 8.58e-06

MPFA.D Ry - 1.62 1.60 1.56 1.53 1.52 1.53
Consistente g, 874e-04 2.23e-04 5.63e-05 1.42e-05 3.56e-06 8.91e-07 2.23e-07

Rp - 1.97 1.98 1.99 1.99 2.00 2.00
Padrio g, 1.03e-02 3.44e-03 1.13e-03 3.75e-04 1.27e-04 4.35e-05 1.51e-05

MPFA.H Ry - 1.58 1.61 1.59 1.57 1.54 1.53
Consistente g, 1.17e-02 3.53e-03 1.00e-03 2.77e-04 7.48e-05 1.99e-05 5.26e-06

Rp - 1.73 1.81 1.86 1.89 1.91 1.92

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.44 — Caso 4: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
triangular estruturada (Figura 16 d).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 1.95e-01 5.99e-02 1.93e-02 6.48e-03 2.23e-03 7.75e-04 2.72¢-04

MPFA.O Rq - 1.70 1.63 1.58 1.54 1.52 1.51
Consistente g, 9.5le-04 1.84e-04 3.38e-05 6.08e-06 1.08e-06 1.92e-07 3.40e-08

Rq - 2.37 2.45 2.48 2.49 2.49 2.50
Padrio g, 1.30e-01 5.11e-02 1.89¢-02 6.85e-03 2.45e-03 8.70e-04 3.08e-04

MPEAD Rq - 1.35 1.43 1.47 1.48 1.49 1.50
Consistente g, 3.45e-03 4.79e-04 7.24e-05 1.17e-05 1.97e-06 3.39e-07 5.92¢-08

Rq - 2.85 2.73 2.63 2.57 2.54 2.52
Padrio g 2.39%-01 8.10e-02 2.81e-02 9.82e-03 3.45e-03 1.22e-03 4.30e-04

MPFA.H Rq - 1.56 1.53 1.52 1.51 1.50 1.50
Consistente g, 2.03e-01 4.77e-02 1.17¢-02 291e-03 7.25¢-04 1.81e-04 4.53e-05

Rq - 2.09 2.03 2.01 2.00 2.00 2.00

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.45 — Caso 4: Erro da pressdo €, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em
malha triangular distorcida (Figura 16 e).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padriio g, 6.55e-03 2.89e-03 1.15e-03 3.50e-04 1.50e-04 4.49e-05 1.76e-05

MPFA.O Ry - 1.18 1.33 1.71 1.22 1.74 1.35
Consistente g, 4.56e-04 1.38e-04 3.42e-05 7.98e-06 2.00e-06 4.71e-07 1.26e-07

Ry - 1.72 2.02 2.10 1.99 2.09 1.90
Padrio €, 7.54e-03 2.31e-03 9.09e-04 3.28e-04 1.23e-04 3.29e-05 1.12e-05

MPFA.D Ry - 1.71 1.34 1.47 1.42 1.90 1.55
Consistente g, 9.22e-04 2.36e-04 5.41e-05 1.44e-05 3.58e-06 8.86e-07 2.24e-07

Rp - 1.97 2.12 191 2.01 2.01 1.98
Padrio g, 1.10e-02 3.33e-03 1.63e-03 5.00e-04 1.90e-04 5.21e-05 1.77e-05

MPFA.H Ry - 1.72 1.03 1.70 1.40 1.87 1.55
Consistente €, 1.19e-02 3.68e-03 9.96e-04 2.89e-04 7.53e-05 2.00e-05 5.24e-06

Rp - 1.70 1.88 1.78 1.94 1.91 1.93

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.46 — Caso 4: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
triangular distorcida (Figura 16 e).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 23le-01 5.93e-02 1.94e-02 6.19¢-03 2.21e-03 8.05e-04 2.78e-04

MPFA.O Rq - 1.96 1.61 1.65 1.49 1.46 1.53
Consistente g, 9.73e-04 3.19e-04 5.99-05 1.16e-05 2.70e-06 4.99e-07 1.53e-07

Rq - 1.61 2.41 2.37 2.10 2.43 1.70
Padrio g, 1.78e-01 5.25e-02 2.09¢-02 7.91e-03 2.53e-03 9.27e-04 3.16e-04

MPFA.D Rq - 1.76 1.33 1.40 1.65 1.45 1.55
Consistente g, 3.77e-03 5.83e-04 7.88e-05 1.44e-05 2.14e-06 3.75¢-07 6.21e-08

Rq - 2.69 2.89 2.46 2.74 2.51 2.60
Padrio g 2.96e-01 791e-02 2.76e-02 1.07e-02 3.38¢-03 1.23e-03 4.24e-04

MPFA.H Rq - 1.90 1.52 1.37 1.66 1.46 1.53
Consistente g, 2.24e-01 5.27e-02 1.18e-02 3.14e-03 7.37e-04 1.83e-04 4.48¢-05

Rq - 2.09 2.16 1.91 2.09 2.01 2.03

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.47 — Caso 4: Erro da pressio €, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em
malha triangular diagonal (Figura 16 f).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio €, 598e-03 2.27e-03 8.82e-04 3.60e-04 1.55e-04 7.07e-05 3.35e-05

MPFA.O Ry - 1.40 1.36 1.29 1.21 1.13 1.08
Consistente g, 2.25e-04 6.21e-05 1.57e-05 3.79e-06 9.64e-07 2.55e-07 6.12e-08

Ry - 1.85 1.98 2.06 1.97 1.92 2.06
Padrio €, 1.39e-03 7.62e-04 4.26e-04 2.27e-04 1.17e-04 5.96e-05 3.00e-05

MPFA.D Ry - 0.87 0.84 0.91 0.95 0.98 0.99
Consistente g, 3.78e-04 1.0le-04 2.6le-05 6.65e-06 1.68e-06 4.22e-07 1.06e-07

Rp - 191 1.95 1.97 1.98 1.99 2.00
Padrio g, 199-03 6.35¢-04 2.41e-04 1.06e-04 5.00e-05 2.44e-05 1.21e-05

MPFA.H Ry - 1.65 1.40 1.19 1.08 1.04 1.02
Consistente €, 2.68e-03 7.61e-04 2.08e-04 5.60e-05 1.48e-05 3.89e-06 1.01e-06

Rp - 1.82 1.87 1.90 1.92 1.93 1.94

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.48 — Caso 4: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
triangular diagonal (Figura 16 f).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 5.17e-02 1.68e-02 6.00e-03 2.16e-03 7.74e-04 2.76e-04 9.84e-05

MPEA.O Rq - 1.62 1.48 1.47 1.48 1.49 1.49
Consistente g, 1.33e-03 3.04e-04 6.60e-05 1.96e-05 5.23e-06 1.10e-06 2.81e-07

Rq - 2.13 2.20 1.75 1.91 2.25 1.96
Padrio g, 4.01e-02 1.62e-02 542e-03 1.69e-03 5.19e-04 1.60e-04 5.07e-05

MPEAD Rq - 1.31 1.58 1.68 1.71 1.69 1.66
Consistente g, 3.07e-03 4.34e-04 6.64e-05 1.09e-05 1.86e-06 3.24e-07 5.70e-08

Rq - 2.82 2.71 2.61 2.55 2.52 2.51
Padrio g 558e-02 1.32e-02 3.38e-03 9.11e-04 2.54e-04 7.31e-05 2.18e-05

MPFA.H Rq - 2.08 1.96 1.89 1.84 1.80 1.75
Consistente g, 6.60e-02 1.60e-02 3.99¢-03 1.00e-03 2.52e-04 6.30e-05 1.58¢-05

Rq - 2.04 2.00 1.99 1.99 2.00 2.00

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.49 — Caso 5: Erro da pressdo €, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em
malha quadrilateral estruturada (Figura 16 a).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio €, 6.83e-03 1.71e-03 4.28e-04 1.07e-04 2.68e-05 6.69¢-06 1.67e-06

MPFA.O Ry - 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00
Consistente g, 690e-03 1.72e-03 4.31e-04 1.08¢e-04 2.69e-05 6.74e-06 1.68e-06

Ry - 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00
Padrio €, 833e-03 2.19e-03 5.56e-04 1.40e-04 3.50e-05 8.74e-06 2.18e-06

MPFA.D Ry - 1.93 1.98 1.99 2.00 2.00 2.00
Consistente €, 1.39e-02 3.48e-03 8.7le-04 2.18¢-04 5.44e-05 1.36e-05 3.40e-06

Rp - 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00 2.00
Padrio €, 3.50e-03 1.07e-03 2.84e-04 7.23e-05 1.82e-05 4.55e-06 1.14e-06

MPFA.H Ry - 1.71 1.92 1.98 1.99 2.00 2.00
Consistente €, 591e-03 1.60e-03 4.29¢-04 1.14e-04 3.04e-05 8.06e-06 2.13e-06

Rp - 1.89 1.90 1.91 1.91 1.92 1.92

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.50 — Caso 5: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
quadrilateral estruturada (Figura 16 a).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 8.63e-02 1.89e-02 547e-03 1.82e-03 6.29¢-04 2.21e-04 7.79-05

MPEA.O Rq - 2.19 1.79 1.59 1.53 1.51 1.50
Consistente g, 5.25e-02 6.23e-03 7.57e-04 9.31e-05 1.15e-05 1.44e-06 1.79¢-07

Rq - 3.08 3.04 3.02 3.01 3.01 3.00
Padrio g, 6.68e-01 9.25e-02 1.34e-02 2.44e-03 6.63e-04 2.22e-04 7.77e-05

MPFA.D Rq - 2.85 2.79 2.46 1.88 1.58 1.51
Consistente g, 295e-01 3.74e-02 4.82¢-03 6.41e-04 8.94e-05 1.32e-05 2.07e-06

Rq - 2.98 2.96 2.91 2.84 2.76 2.67
Padrio g 633e-01 8.83e-02 1.29e-02 2.40e-03 6.64e-04 2.23e-04 7.80e-05

MPFA.H Rq - 2.84 2.78 2.42 1.85 1.57 1.51
Consistente g, 298e-01 6.71e-02 1.61e-02 3.97e-03 9.90e-04 2.47e-04 6.19¢-05

Rq - 2.15 2.06 2.02 2.00 2.00 2.00

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.51 — Caso 5: Erro da pressdo €, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em
malha quadrilateral distorcida (Figura 16 b).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio €, 7.21e-03 2.06e-03 6.17e-04 1.34e-04 4.32e-05 7.28e-06 2.17e-06

MPFA.O Ry - 1.81 1.74 2.20 1.64 2.57 1.75
Consistente g, 7.43e-03 2.25e-03 5.4le-04 1.29e-04 3.26e-05 7.73e-06 2.05e-06

Ry - 1.72 2.06 2.06 1.99 2.08 1.91
Padriio g, 8.60e-03 2.50e-03 6.34e-04 1.59e-04 4.46e-05 8.96e-06 2.63e-06

MPFA-D Ry - 1.78 1.98 1.99 1.83 2.32 1.77
Consistente g, 1.46e-02 3.66e-03 8.38e-04 2.22e-04 5.42e-05 1.35e-05 3.39e-06

Rp - 2.00 2.13 191 2.04 2.00 1.99
Padrio g, 4.07e-03 1.39e-03 4.26e-04 1.03e-04 2.96e-05 5.69¢-06 1.67e-06

MPFA.H Ry - 1.55 1.71 2.04 1.81 2.38 1.77
Consistente €, 7.40e-03 2.30e-03 4.37e-04 1.49e-04 3.65e-05 7.16e-06 2.40e-06

Rp - 1.69 2.40 1.55 2.03 2.35 1.58

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.52 — Caso 5: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
quadrilateral distorcida (Figura 16 b).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 9.71e-02 5.21e-02 1.20e-02 3.20e-03 1.19e-03 2.89e-04 1.20e-04

MPFA.O Rq - 0.90 2.11 1.91 1.43 2.04 1.27
Consistente g, 7.95e-02 3.93e-02 7.66e-03 1.69e-03 4.20e-04 8.31e-05 2.66e-05

Rq - 1.02 2.36 2.18 2.01 2.34 1.64
Padrio g, 7.00e-01 1.16e-01 2.12e-02 4.79e-03 1.36e-03 3.19e-04 9.98e-05

MPEAD Rq - 2.59 2.45 2.14 1.82 2.09 1.68
Consistente g, 3.14e-01 5.23e-02 6.50e-03 1.00e-03 1.41e-04 1.79e-05 2.61e-06

Rq - 2.58 3.01 2.70 2.83 2.97 2.78
Padrio g 6.63e-01 1.07e-01 1.99e-02 4.63e-03 1.37e-03 3.27e-04 1.03e-04

MPFA.H Rq - 2.63 2.42 2.10 1.76 2.07 1.67
Consistente g, 3.06e-01 1.45e-01 1.31e-02 6.46e-03 1.35e-03 7.39e-05 7.99¢-05

Rq - 1.08 3.47 1.02 2.26 4.19 -0.11

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.53 — Caso 5: Erro da pressdo €, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em
malha quadrilateral diagonal (Figura 16 c).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio €, 7.30e-03 191e-03 4.90e-04 1.24e-04 3.12e-05 7.84e-06 1.97e-06

MPFA.O Ry - 1.93 1.97 1.98 1.99 1.99 2.00
Consistente €, 7.12e-03 2.09e-03 5.40e-04 1.31e-04 3.29e-05 8.42e-06 2.08e-06

Ry - 1.77 1.95 2.04 1.99 1.97 2.02
Padrio €, 1.02e-02 2.70e-03 6.96e-04 1.77e-04 4.45e-05 1.12e-05 2.80e-06

MPFA.D Ry - 1.92 1.96 1.98 1.99 1.99 2.00
Consistente €, 1.29e-02 3.20e-03 7.95e-04 1.98¢-04 4.95e-05 1.24e-05 3.09e-06

Rp - 2.01 2.01 2.00 2.00 2.00 2.00
Padrio g, 4.09-03 1.27e-03 3.45e-04 8.92e-05 2.26e-05 5.71e-06 1.43e-06

MPFA.H Ry - 1.69 1.88 1.95 1.98 1.99 1.99
Consistente €, 4.49e-03 1.16e-03 3.23e-04 9.15e-05 2.56e-05 7.07e-06 1.94e-06

Rp - 1.96 1.84 1.82 1.84 1.86 1.87

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.54 — Caso 5: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
quadrilateral diagonal (Figura 16 c).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 1.94e-01 6.50e-02 2.34e-02 8.30e-03 2.93e-03 1.03e-03 3.65¢-04

MPEA.O Rq - 1.58 1.48 1.49 1.50 1.50 1.50
Consistente g, 1.39-01 3.08e-02 8.36e-03 2.16e-03 5.44e-04 1.41e-04 3.55e-05

Rq - 2.17 1.88 1.95 1.99 1.94 1.99
Padrio g, 7.90e-01 1.30e-01 2.84e-02 8.65e-03 2.96e-03 1.04e-03 3.66e-04

MPEAD Rq - 2.61 2.19 1.72 1.55 1.51 1.50
Consistente g, 3.0le-01 3.83e-02 4.98e-03 6.69¢e-04 9.40e-05 1.40e-05 2.20e-06

Rq - 2.97 2.94 2.90 2.83 2.75 2.67
Padrio g 7.62e-01 122e-01 2.74e-02 8.58¢-03 2.96e-03 1.04e-03 3.66e-04

MPFA.H Rq - 2.64 2.16 1.68 1.54 1.51 1.50
Consistente g, 2.48e-01 7.24e-02 1.93e-02 4.98e-03 1.26e-03 3.18e-04 7.98e-05

Rq - 1.78 1.91 1.96 1.98 1.99 1.99

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.55 — Caso 5: Erro de pressdo €, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em
malha triangular estruturada (Figura 16 d).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio €, 5.3%-03 1.23e-03 2.99e-04 7.72e-05 2.11e-05 6.13e-06 1.90e-06

MPFA.O Ry - 2.13 2.04 1.95 1.87 1.78 1.69
Consistente €, 5.00e-03 1.21e-03 2.98e-04 7.41e-05 1.85e-05 4.61e-06 1.15e-06

Ry - 2.05 2.02 2.01 2.00 2.00 2.00
Padrio €, 7.43e-03 2.03e-03 5.35e-04 1.38e-04 3.54e-05 9.11e-06 2.39e-06

MPFA.D Ry - 1.87 1.92 1.95 1.96 1.96 1.93
Consistente g, 9.87e-03 2.52e-03 6.38¢-04 1.60e-04 4.03e-05 1.01e-05 2.52e-06

Rp - 1.97 1.98 1.99 1.99 2.00 2.00
Padrio g, 1.11e-02 3.17e-03 8.45e-04 2.18¢-04 5.61e-05 1.45e-05 3.82¢-06

MPFA.H Ry - 1.80 191 1.95 1.96 1.95 1.92
Consistente €, 1.19e-02 3.22e-03 8.38e-04 2.14e-04 5.42e-05 1.36e-05 3.43e-06

Rp - 1.89 1.94 1.97 1.98 1.99 1.99

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.56 — Caso 5: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
triangular estruturada (Figura 16 d).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 3.27e-01 7.85e-02 2.15¢-02 6.69e-03 2.25e-03 7.77e-04 2.72¢-04

MPFA.O Rq - 2.06 1.87 1.68 1.58 1.53 1.51
Consistente g, 9.51e-02 1.84e-02 3.38¢-03 6.08e-04 1.08e-04 1.92e-05 3.40e-06

Rq - 2.37 2.45 2.48 2.49 2.49 2.50
Padrio g, 731e-01 1.26e-01 2.67e-02 7.53e-03 2.51e-03 8.75e-04 3.09e-04

MPEAD Rq - 2.54 2.24 1.82 1.59 1.52 1.50
Consistente g, 3.45e-01 4.79e-02 7.24e-03 1.17e-03 1.97e-04 3.39e-05 5.92¢-06

Rq - 2.85 2.73 2.63 2.57 2.54 2.52
Padrio g 8.75e-01 1.57e-01 3.57e-02 1.05e-02 3.51e-03 1.22e-03 4.30e-04

MPFA.H Rq - 2.48 2.14 1.77 1.58 1.52 1.51
Consistente g, 4.98e-01 8.8le-02 1.67e-02 3.39e-03 7.34e-04 1.68e-04 3.98e-05

Rq - 2.50 2.40 2.30 2.21 2.13 2.07

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.57 — Caso 5: Erro da pressdo €, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em
malha triangular distorcida (Figura 16 e).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio €, 5.78e-03 1.82e-03 4.40e-04 1.02e-04 3.33e-05 6.96e-06 2.19e-06

MPFA.O Ry - 1.67 2.05 2.11 1.61 2.26 1.67
Consistente €, 5.15e-03 1.57e-03 3.87e-04 9.03e-05 2.27e-05 5.33e-06 1.43e-06

Ry - 1.72 2.02 2.10 1.99 2.09 1.90
Padrio g, 83le-03 2.23e-03 5.54e-04 1.54e-04 4.08e-05 9.01e-06 2.44e-06

MPFA.D Ry - 1.90 2.01 1.85 1.92 2.18 1.88
Consistente g, 1.04e-02 2.67e-03 6.13e-04 1.63e-04 4.05e-05 1.00e-05 2.54e-06

Rp - 1.96 2.12 191 2.01 2.01 1.98
Padrio g, 1.05e-02 3.39e-03 9.51e-04 2.6le-04 6.73e-05 1.55e-05 3.98e-06

MPFA.H Ry - 1.64 1.83 1.87 1.95 2.12 1.96
Consistente g, 1.30e-02 3.65e-03 8.09e-04 2.49e-04 5.64e-05 1.44e-05 3.50e-06

Rp - 1.83 2.17 1.70 2.15 1.97 2.04

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.58 — Caso 5: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
triangular distorcida (Figura 16 e).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g 3.82e-01 9.39e-02 2.32e-02 6.61e-03 2.28e-03 8.11e-04 2.80e-04

MPFA.O Ry - 2.02 2.02 1.81 1.53 1.49 1.54
Consistente g 9.73e-02 3.19e-02 5.99e-03 1.16e-03 2.70e-04 4.99e-05 1.53e-05

Ry - 1.61 2.41 2.37 2.10 2.43 1.70
Padriio g 721e-01 1.48e-01 3.14e-02 9.25e-03 2.63e-03 9.35e-04 3.17¢-04

MPFA.D Ry - 2.29 2.24 1.76 1.81 1.49 1.56
Consistente g 3.77e-01 5.83e-02 7.88e-03 1.44e-03 2.14e-04 3.75e-05 6.21e-06

Ry - 2.69 2.89 2.46 2.74 2.51 2.60
Padrio g 1.02e+00 2.59e-01 5.26e-02 1.66e-02 4.12e-03 1.31e-03 4.32e-04

MPFA-H Ry - 1.98 2.30 1.66 2.01 1.65 1.60
Consistente g 5.79-01 1.18e-01 2.31e-02 5.18e-03 8.25e-04 1.78¢-04 3.98e-05

Ry - 2.29 2.35 2.16 2.65 2.21 2.16

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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Tabela B.59 — Caso 5: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
triangular diagonal (Figura 16 f).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padriio €, 3.67e-03 9.66e-04 2.87e-04 9.72e-05 3.75e-05 1.61e-05 7.40e-06

MPFA.O Ry - 1.93 1.75 1.56 1.37 1.22 1.12
Consistente g, 4.76e-03 1.35e-03 3.42e-04 8.40e-05 2.16e-05 5.36e-06 1.34e-06

Ry - 1.81 1.98 2.03 1.96 2.01 2.00
Padrio €, 7.06e-03 1.84e-03 4.81e-04 1.30e-04 3.98e-05 1.50e-05 6.78e-06

MPFA.D Ry - 1.94 1.94 1.89 1.71 1.40 1.15
Consistente g, 8.11e-03 2.16e-03 5.60e-04 1.43e-04 3.61e-05 9.08e-06 2.28e-06

Rp - 191 1.95 1.97 1.98 1.99 2.00
Padrio g, 5.63e-03 1.69e-03 4.62e-04 1.22e-04 3.25e-05 9.36e-06 3.24e-06

MPFA.H Ry - 1.74 1.87 1.92 1.91 1.80 1.53
Consistente €, 8.89e-03 2.61e-03 7.13e-04 1.87e-04 4.79¢-05 1.21e-05 3.06e-06

Rp - 1.77 1.87 1.93 1.96 1.98 1.99

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Tabela B.60 — Caso 5: Erro do fluxo g, e sua taxa de convergéncia R, para todos os métodos analisados em malha
triangular diagonal (Figura 16 f).

Método  Gravitacional 4 8 16 32 64 128 256
Padrio g, 2.13e-01 4.63e-02 1.01e-02 2.56e-03 8.00e-04 2.76e-04 9.79e-05

MPEA.O Rq - 2.20 2.20 1.97 1.68 1.53 1.50
Consistente g, 1.18e-01 3.28¢-02 6.16e-03 1.45e-03 3.64e-04 8.65¢-05 2.26e-05

Rq - 1.85 2.41 2.09 1.99 2.07 1.93
Padrio g, 5.25e-01 9.13e-02 1.67e-02 3.26e-03 7.13e-04 1.82e-04 5.30e-05

MPEAD Rq - 2.52 2.45 2.36 2.19 1.97 1.78
Consistente g, 3.07e-01 4.34e-02 6.64e-03 1.09e-03 1.86e-04 3.24e-05 5.70e-06

Rq - 2.82 2.71 2.61 2.55 2.52 2.51
Padrio g 6.85e-01 1.04e-01 1.77e-02 3.19e-03 5.99e-04 1.21e-04 2.80e-05

MPFA.H Rq - 2.72 2.56 2.47 2.41 2.30 2.12
Consistente g, 3.55e-01 6.13e-02 1.10e-02 2.07e-03 4.10e-04 8.58e-05 1.90e-05

Rq - 2.53 2.48 2.41 2.34 2.26 2.17

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).
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APENDICE C - DETALHAMENTO DA MONTAGEM MATRICIAL UTILIZANDO
O MPFA-D E O MPFA-H

Neste apéndice, apresentamos um exemplo ilustrativo, de maneira diddtica, da montagem
da matriz global M e do vetor de termos independentes J do sistema linear associado a equagao
de pressdo a partir da discretizacdo dos métodos MPFA-D e MPFA-H.

Considera-se, para este exemplo, um dominio bidimensional [0, 1] x [0, 1] discretizado em
nove elementos quadrilaterais. Como condicdes de contorno, adotamos o topo e o fundo com
condi¢do de Neumann (I'y) de fluxo nulo e os lados com condi¢do de Dirichlet com pressao
prescrita pp € termo gravitacional prescrito gp, conforme mostrado na Figura C.1 onde 201
implica uma condicdo de Neumann e 101 e 102 implica uma condicdo de Dirichlet. O tensor de
permeabilidade adotado é ortotrépico, garantindo a generalidade da andlise, e permitindo fluxos

com componentes normais € tangenciais.

Figura C.1 — Dominio discretizado por uma malha quadrilateral de nove elementos.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

A matriz M possui dimensdo n X n, onde n representa o nimero total de elementos da
malha computacional. Por sua vez, o vetor J, que corresponde ao lado direito do sistema linear,
possui dimensao n x 1, armazenando os termos de fonte e as contribui¢cdes associadas ao termo
gravitacional.

Durante a montagem da matriz, percorre-se todas as faces da malha. Para cada face interna,

ou seja, compartilhada entre dois elementos, sdo calculadas as vazdes em ambas as direcoes e,
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a partir delas, determina-se a contribuicdo para as equacdes de conservacao de massa de cada
elemento vizinho. Essas contribuicdes se refletem em coeficientes, que variam entre os dois
métodos tratados, que sdo alocados nas posi¢des correspondentes da matriz M.

A diagonal da matriz, recebe os termos que representam a autocontribui¢do de cada ele-
mento, que representa a soma dos fluxos que entram e saem da célula. Para as posicoes fora
da diagonal, recebem tanto os termos de interacdo entre os elementos vizinhos, que sdo as con-
tribui¢des devido a troca de fluxo através da face comum, quanto as contribui¢des indiretas
mediadas pelos pontos auxiliares, os vértices das faces para o MPFA-D e os pontos harmonicos
para o MPFA-H, que representa a interpolagcao das pressdes nos elementos vizinhos nos pontos
de auxiliares. Essas contribuicdes podem ser observadas nas Figuras C.2 e C.3 para os métodos
MPFA-D e MPFA-H, respectivamente. As cores associadas a cada volume de controle estdo

indicadas na Figura C.1.

Figura C.2 — Montagem da matriz global M (esquerda) e do vetor de termos independentes J (direita) apds a
contribuicdo de todas as faces para o MPFA-D.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

[

Na diagonal principal, cada posi¢do apresenta uma tinica cor, pois corresponde a autocontri-
buicdo de cada elemento. Nas demais posi¢cdes da matriz, os quadrados com duas cores indicam
elementos que compartilham uma mesma face. J4 os quadrados com contorno mais espesso
representam contribui¢des associadas as interpolagdes realizadas nos vértices. Essas posicoes
podem exibir apenas a cor branca quando ndo hd compartilhamento de face com elementos
vizinhos ou podem apresentar também duas cores quando a interpolacdo envolve elementos

conectados por faces no somatdrio das matrizes locais de cada face analisada.
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Figura C.3 — Montagem da matriz global M (esquerda) e do vetor de termos independentes J (direita) apds a
contribuicao de todas as faces para o MPFA-H.
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O tratamento das faces de contorno depende da condi¢do adotada. As faces com condigdo de
Dirichlet sdo substituidas diretamente o valor da pressdo e termo gravitacional prescritos, trans-
ferindo a contribui¢do correspondente para o vetor J. J4 as faces com condi¢do de Neumann,
resultam em vazao nula, logo, sem contribui¢cao a matriz ou ao vetor. Essas contribuicdes estao
ilustradas nas Figuras C.2 e C.3 para o vetor J, sendo o quadrado representando a influéncia da
pressdo e o tridngulo representando a influéncia da gravidade.

Também, além dos termos de fonte/sumidouro que possam existir no dominio, o vetor J re-
cebe as contribuicdes associadas ao termo gravitacional. Esse termo € avaliado explicitamente
a cada face e e sua influéncia € inserida no vetor de fonte utilizando a mesma estrutura em-
pregada no célculo das vazdes. As Figuras C.2 e C.3 ilustram essas contribui¢cdes por meio de
circulos, sendo que as cores indicam todos os elementos que influenciam diretamente no termo
gravitacional da respectiva posicao.

A estrutura final da matriz M é esparsa e simétrica, conforme esperada em formulacdes
baseadas em volumes finitos centrados na célula (Contreras, 2012). A Figura C.4 corresponde
a saida da func¢do spy do MATLAB sobre a matriz montada M para os métodos MPFA-D e
MPFA-H.
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Figura C.4 — Func¢do spy do MATLAB para uma malha quadrilateral de nove elementos com o método (a) MPFA-
D e (b) MPFA-H.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2025).
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