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RESUMO

Devido aos avancos na sintese de materiais de dimensdes inferiores, existe o
desafio de encontrar a equagcao de onda que descreva efetivamente as particulas
quanticas que se movem em dominios 1D e 2D. Jensen, Koppe e Da Costa
introduziram independentemente um formalismo de potencial confinante mostrando
que a dindmica restrita efetiva esta sujeita a um potencial induzido por geometria
escalar. O potencial depende da fungao de curvatura da curva. Para descrever os
elétrons 7 nos polienos, utilizamos um potencial de Coulomb enfraquecido
associado a uma curva espiral. A solugdo da equagao de Schrodinger estacionaria
com condi¢gdes de contorno de Dirichlet produz fungdes de Bessel, e o espectro é
obtido analiticamente. As transicbes z-7* dos polienos deca-2,4,6,8-tetraeno
(CioHq4), dodeca-2,4,6,8,10-pentaeno (C,,H), tetradeca-2,4,6,8,10,12-hexaeno
(Ci4H4g), € hexadeca-2,4,6,8,10,12,14-heptaeno (C,¢H,,) foram calculadas em boa
concordancia experimental, mas agora com fungdes de onda diferentes da solugéo
trivial. Calculamos o modo zero da equagao de Schrddinger utilizando o mesmo
potencial para descrever os elétrons 7= destes polienos. No modo zero, quando
aumenta o numero de elétrons, diminui a energia cinética assim como a amplitude
da funcdo de onda, o que esta de acordo com dados experimentais e mostra que os
elétrons & tém comportamento de elétrons de baixa energia. Trata-se de um novo

estado, que ndo existe na descricdo do modelo da particula na caixa.

Palavras-chave: Polienos, Potencial induzido por geometria, Elétrons s, Modo zero.



ABSTRACT

Due to advances in the synthesis of lower-dimensional materials, there is a challenge
to find the wave equation that effectively describes quantum particles moving in 1D
and 2D domains. Jensen, Koppe, and Da Costa independently introduced a confining
potential formalism showing that the effective constrained dynamics is subject to a
potential induced by scalar geometry. The potential depends on the curvature
function of the curve. To describe the z-electrons in polyenes, we use a weakened
Coulomb potential associated with a spiral curve. The solution of the stationary
Schrodinger equation with Dirichlet boundary conditions yields Bessel functions, and
the spectrum is obtained analytically. The =z-z* transitions of the polyenes
deca-2,4,6,8-tetraene (C10H14), dodeca-2,4,6,8,10-pentaene (C12H16),
tetradeca-2,4,6,8,10,12-hexaene (C14H18), and
hexadeca-2,4,6,8,10,12,14-heptaene  (C16H20) were calculated in good
experimental agreement, but now with wave functions different from the trivial
solution. We calculated the zero mode of the Schrédinger equation using the same
potential to describe the sz-electrons of these polyenes. In the zero mode, as the
number of electrons increases, the kinetic energy and amplitude of the wave function
decrease, which is in good agreement with experimental data and shows that the
m-electrons behave like low-energy electrons. This is a new state, which does not

exist in the description of the particle model in the box.

Keywords: Polyenes, Geometry-induced potential, z-Electrons, Zero mode.
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1 INTRODUGAO

Gragas aos avangos nas técnicas experimentais, agora é possivel sintetizar
materiais uni e bidimensionais que exibem propriedades notaveis (Mannix et al.,
2017). No entanto, isso traz o desafio de encontrar a equagao de onda apropriada
para descrever particulas quanticas em tais materiais. O confinamento quantico
nesses materiais exige considerar as relagcdées de incerteza e a influéncia dos graus
de liberdade na dire¢do normal a regidao confinamento. Na década de 1950, De Witt
(1957) tentou abordar o confinamento quantico em espacgos curvos, mas enfrentou
problemas na definicao precisa dos estados quanticos. Jensen e Koppe (1971), na
década de 1970, e Da Costa (1981), na década de 1980, desenvolveram
formalismos mostrando que a dinamica restrita efetiva pode ser descrita por um
potencial induzido por geometria. Jensen e Koppe (1971) encontraram que, em
confinamento entre duas superficies paralelas, a equagéo de Schrédinger incorpora
um potencial induzido por geometria, enquanto Da Costa (1981) usou um potencial
confinante explicito e obteve um hamiltoniano com um potencial induzido por
geometria dependente da curvatura da curva em que a particula esta confinada.

Diversos estudos exploraram o formalismo de Jensen-Koppe-Da Costa. Del
Campo et al. (2014) investigaram como potenciais induzidos pela geometria podem
melhorar a transmitdncia em guias de onda curvados. Atanasov e Dandoloff (2016)
investigaram o comportamento de uma quase-particula confinada em uma superficie
curva bidimensional, semelhante a uma membrana elastica. Eles concluiram que os
valores maximos da probabilidade de localizar a quase-particula coincidem com as
regides de maior concentragcdo de energia elastica, onde a curvatura da superficie é
maxima. Santos et al. (2016) exploraram a geometria de nanotubos ondulados,
ajustando suas curvaturas por meio de deformagdes e observando mudancgas
significativas em suas propriedades eletrénicas. Foi constatado que a curvatura
provoca fenbmenos como a abertura de bandgaps e a formagéao de jungdes p-n.

Ainda nesta diregdo a respeito do papel da curvatura, Pereira et al. (2019)
analisaram estados eletrénicos, magnetizacao e correntes persistentes influenciados
pela curvatura em pontos quanticos. Eles observaram que a curvatura da superficie
modifica as energias dos estados eletrénicos, resultando em energias maiores em
comparagao com pontos quanticos em espaco plano. Além disso, a curvatura altera

o numero de sub-bandas ocupadas na energia de Fermi. Biswas and Ghosh (2020)
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também abordaram os efeitos da curvatura, estudando o impacto do potencial
induzido por geometria em particulas confinadas em um toro. Eles descobriram
novos resultados no espectro de energia, contrastando com descricdes que nao
consideram o efeito do ambiente e os potenciais geométricos associados. Lima et al.
(2021) analisaram as implicagbes do potencial induzido por geometria para o
confinamento numa hélice, catenaria, helicoide e catendide. Eles concluiram que,
para a hélice, o momento angular € quantizado devido a geometria, e que nos
demais casos € observado uma banda de energia continua consequente da
particula possuir estados excitados. Alternativamente, Bastos et al. (2016)
estudaram como a topologia, mais do que a geometria da sec¢éao transversal, afeta o
confinamento em cilindros generalizados, como tiras de Modbius e moléculas
aromaticas.

Os elétrons em regime balistico, menos influenciados pela estrutura da rede,
podem frequentemente ser descritos como particulas livres, desde que sua massa
seja devidamente normalizada, levando ao conceito de massa efetiva (Oshikiri et al.,
1996). De maneira semelhante, elétrons z, que estdo em ligagbes x (tipicamente
mais fracas que as ligagdes sigma), podem, em alguns casos, ser descritos como
particulas em uma caixa (Ruedenberg e Scherr, 1953; Scherr, 1953; Platt, 1953).
Nesse contexto, suas fungdes de onda sado descritas pelas fungdes trigonométricas
habituais, como seno e cosseno.

Neste trabalho, fornecemos uma descricdo alternativa dos elétrons =z
modelando-os confinados numa curva espiral utilizando um potencial induzido por
geometria. Ao incorporar um comportamento espiral, as novas fun¢des de onda sao
dadas por certas funcbes de Bessel. As fungbes de Bessel exibem um
comportamento mais complexo do que as fungdes trigonométricas usuais e
introduzem novos fatores, como modos zero e dependéncia da amplitude da onda
no nivel de energia. Aplicamos esta ideia para caracterizar os elétrons = em cadeias
lineares de polienos. Especificamente, resolvemos a equacao de Schrodinger para
uma particula confinada em uma curva espiral e seu modo zero, considerando os
elétrons 7 como sendo de baixa energia. Além de oferecer dados para a
espectroscopia na deteccdo destes estados, este estudo pode trazer
desdobramentos em fisica de superficie e também impulsionar avancgos tecnolégicos

na eletrédnica molecular.
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2 FUNDAMENTAGAO TEORICA

O ano de 2025, International Year of Quantum Science and Technology,
marca 100 anos desde que a mecanica quantica surgiu. Erwin Schrodinger formulou
uma das mais fundamentais equag¢des da mecanica quantica, apresentada em 1926
(Schrédinger, 1926). Esta equagcdo desempenhou um papel central na compreensao
do comportamento quantico de particulas subatémicas, estabelecendo as bases da
mecénica ondulatoria. A seguir falaremos um pouco sobre seus impactos no estudo

do confinamento.

2.1 MODELOS DE CONFINAMENTO ELETRONICO E APLICACOES

Quando De Broglie trouxe a tona a dualidade da matéria em se comportar
como onda ou como particula, houve uma necessidade do desenvolvimento de uma
nova mecanica que conseguisse descrever o mundo quantico. Schrédinger (1926)
propds uma nova mecanica ondulatoria, usando equacdes diferenciais para

descrever um sistema a partir de fungdes de onda:

- VEE = BV (1)

Inicialmente ele aplicou esta ideia ao atomo de hidrogénio usando o potencial:

2

Vir) = - 67 que representa as interagdes de Coulomb entre préton e elétron. A

partir disso, ele achou uma solugdo adequada que corretamente previu os valores

de energia a partir da seguinte equacgao:

no h’n’ (2)

onde m € a massa do elétron, e a carga elementar, h a constante de Planck e n o
nivel energético do sistema.

Contudo, Schrodinger nunca chegou a considerar o ambiente em que o
sistema esta imerso, entdo sua abordagem era definida como intrinseca. Com os

anos, variados trabalhos adotaram uma perspectiva extrinseca, considerando o


https://quantum2025.org/
https://quantum2025.org/
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ambiente, o que os levou a novos potenciais inerentes a forma como os modelos de
confinamento eram descritos.

Jensen e Koppe (1971) estudaram o movimento classico de uma particula
sobre uma superficie, forcando a particula a se mover entre duas superficies
paralelas com distancia d. Inicialmente eles estudam o movimento em um anel, onde

a equacao completa é dada por:

_h_z{év_JriﬂJ,%a_ﬂg_}: E

2m | 5,2 r or 30

(3)

onde h é constante de planck dividida por 27, psi € a fungéo de onda do sistema, re
0 sao as coordenadas polares e E é a energia total.

A solucdo é obtida a partir de fungdes de Bessel de ordem m, usando os
desenvolvimentos assintéticos, no limite d — 0. Neste limite eles obtiveram uma
equacao que difere da equacado proposta originalmente por Schrodinger por um
potencial adicional dependendo do raio do anel. A equagao resultante pode ser

facilmente resolvida, os autovalores sao:

_h’ h’ [ 2 1 0]
E= 2md’ + 2mR’ (n B 4)+ (@) (4)

onde h? é constante de planck dividida por 27, m é a massa da particula, n é a
ordem da fun¢ao de Bessel solugdo, R é o raio do esfera e d é a distancia o circulo e
a superficie S.

Ja para o caso do movimento entre superficies equidistantes, eles agora
estdo no caso mais geral, onde a particula estd confinada ao espago entre duas
superficies concéntricas a uma disténcia d/2 de uma dada superficie S (A Fig. 1

mostra um exemplo para duas esferas).
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Figura 1 - Representagéo do confinamento descrito por Jensen e Koppe (1971).

Fonte: O Autor.

No fim, eles chegam a um potencial induzido por geometria dependente dos

dois raios principais da curvatura das superficies:

V(R) = — “—Z(Ll - L) (5)

Note, que para uma esfera, o potencial se torna zero, pois neste caso os dois
raios de curvatura séo iguais. Portanto, somente neste caso, o método da o mesmo
resultado descrito por Schrodinger.

Da Costa (1981) formalizou esta abordagem restringindo a particula a uma
superficie predefinida a partir de um potencial infinitamente forte (Fig. 2). Isso leva a
uma separagao de variaveis na equagao de Schrddinger, onde a parte da superficie
da funcdo de onda é tratada independentemente das variaveis associadas ao

potencial de confinamento.



Figura 2 - Representagao do potencial de confinamento descrito por Da Costa (1981).

T T~

Fonte: Autor.

Como resultado temos uma equacgdo de Schrdodinger com um potencial
atrativo que demonstra uma dependéncia do confinamento desta particula com as
curvaturas meédia (M) e gaussiana (K) da superficie (Eq. 6). Essas curvaturas tem

relagdo com as curvaturas principais da superficie, k; € k,, M = (k;+k,)/2 e K = kik,.

2
V j—

h 2
s = ~on(M - K) (6)
Utilizando este mesmo procedimento, de separar o potencial de confinamento

das variaveis do sistema onde a particula esta confinada, Da Costa (1981) estuda o
confinamento em uma curva de comprimento de arco s (Fig. 3).

19
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Figura 3 - Representacéo de uma curva qualquer onde uma particula estaria confinada.

Fonte: O Autor.

Ele obtém uma equacao dependente da curvatura da curva que evidencia a

importancia da curvatura na descricdo de um sistema (Eq. 7).

B[y | Keue |
N 2m | gg* t 4 = EY(s), (7)

onde h? é constante de planck dividida por 27, m € a massa da particula e k(s) é a

curvatura da curva.

Aplicando esta equacao para uma particula confinada num circulo, que possui
k = 1/R, por exemplo, € possivel obter uma expressdo muito semelhante ao modelo
da particula na caixa e que nos remete a um dos termos da equagéo obtida por

Jensen e Koppe (1971):

E=(n’ - ) @)

A descricdo geométrica para o confinamento vem sendo utilizada em muitos
trabalhos que buscam explicar propriedades de cristais, nanoestruturas e até na
proposta de dispositivos eletrénicos (Atanasov e Dandoloff, 2016; Santos et al.,
2016; Lima et al., 2021).

Com o intuito de analisar efeitos geométricos no confinamento, Atanasov e

Dandoloff (2016) estudaram o caso de uma quase-particula contida na superficie de
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uma membrana elastica, que é essencialmente uma superficie bidimensional (Fig.
4), a partir de uma solugéo exata da equagao de Schrddinger usando o potencial da
Da Costa (Eq. 7) com curvatura gaussiana, K, nula. Eles concluem que em regides
onde a curvatura da superficie é maxima tanto a probabilidade de encontrar a

particula quanto a energia elastica também s&o maximas.

Figura 4 - O perfil da superficie, onde a densidade maxima de probabilidade na superficie é

representada pela faixa escura.

Fonte: Atanasov e Dandoloff (2016).

Na figura, a area escura destacada, que coincide com a regido curvada,
marca a regido onde a densidade de probabilidade de encontrar a particula € mais
alta. Nesta mesma area, a energia elastica também é maxima. Mostrando uma
relacdo entre a curvatura e propriedades do sistema estudado.

Em relacdo a como efeitos da geometria podem afetar sistemas reais, Santos
et al. (2016) investigam como a curvatura de superficies quasi-bidimensionais
(sistemas que, embora tecnicamente tenham trés dimensbdes, possuem uma
caracteristica dominante que os aproxima de um comportamento bidimensional),

como os nanotubos, influenciam o comportamento de particulas carregadas. O
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estudo revela que a deformagdo da geometria do nanotubo, como a introducéo de
"bumps" ou ondulagbes, pode abrir lacunas de banda e criar jungdes p-n induzidas

por curvatura (Fig. 5).

Figura 5 - Representagdes graficas de: (a) Nanotubo ondulado. (b) potencial induzido por
geometria devido a deformag¢do mostrada em (a) para diferentes numeros de solavancos. (c)

Transmitancia como uma fungéo da energia incidente (em meV).
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Fonte: Santos et al. (2016).

Essa figura demonstra como a periodicidade das regides de potencial,
resultante das deformag¢des geométricas, leva a formagéo de um padrao que ilustra
claramente a abertura de lacunas de banda na estrutura eletrénica dos nanotubos
deformados. Isso sugere que a manipulagdo da forma dos nanotubos pode ser uma
estratégia eficaz para projetar dispositivos eletronicos com propriedades especificas.

Ainda nesta direcdo de efeitos geométricos em sistemas reais, Pereira et al.
(2019) investigam os efeitos da curvatura em pontos quanticos (quantum dots) sob a
influéncia de um campo magnético externo, utilizando o procedimento de
quantizagcdo em camada fina. Um dos principais achados é a auséncia do estado m
= 0, que impacta a energia de Fermi e, consequentemente, as propriedades
termodinamicas do sistema. A curvatura da superficie modifica as energias dos
estados eletrdnicos, resultando em energias maiores em comparagao com pontos
quénticos em espacgo plano (Figura 6). Além disso, a curvatura altera 0 numero de
sub-bandas ocupadas na energia de Fermi, sugerindo que sua manipulagcado pode

ser uma ferramenta valiosa para otimizar dispositivos quanticos.
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Figura 6 - Niveis de energia de um ponto quantico em fun¢do do numero quéntico n na faixa de
campos magnéticos fracos das cinco primeiras sub-bandas (n =0, 1, 2, 3, 4) para diferentes valores

de curvatura.
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Fonte: Pereira et al. (2019).

A figura ilustra como a curvatura afeta a forma das sub-bandas e a
degeneracao dos estados eletrénicos, mostrando que a energia dos estados de um
elétron em um ponto quantico em uma amostra curva € maior do que em uma
amostra plana. Essa relagdo é fundamental para entender os efeitos da curvatura
nas propriedades eletrbnicas do sistema.

Recentemente, alguns trabalhos buscaram entender o papel da curvatura no
confinamento de particulas em diferentes superficies. Biswas e Ghosh (2020)
investigam os efeitos da curvatura na mecéanica quantica de uma particula restrita
em um no toroidal. Eles abordam como um potencial induzido por geometria (GIP)
influencia no comportamento da particula. Eles ainda comparam seus resultados
com uma simulagdo numeérica e com resultados prévios sobre o confinamento em

um toro (Sreedhar, 2015) (Fig. 7).
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Figura 7 - Esquerda: Biswas e Ghosh (2020) (curva vermelha) e o de Sreedhar (2015) (curva azul)
concordam com o resultado simulado (curva verde). Direita: o resultado de Sreedhar (2015) desvia da

linha verde, mas o resultado de Biswas e Ghosh (2020) esta mais préximo do resultado simulado.

Our Modal
Simulated
— Sraaghar's Modal

Fonte: Biswas e Ghosh (2020).

O estudo revela que a energia ndo depende apenas dos parametros do né
toroidal, mas também da curvatura do espago em que esta inserida. Isso resulta em
um comportamento quantico mais rico e complexo, destacando a importéncia da
curvatura na dindmica quantica de particulas em geometrias ndo triviais.

Lima et al. (2021) exploram como a curvatura de superficies, como o helicéide
e o catendide, influencia a dindmica quéantica de particulas confinadas. Eles
observam que a presenca de curvatura resulta num potencial efetivo, que é atrativo
para certos valores do momento angular. Isso significa que a geometria da superficie
altera as condi¢cdes sob as quais as particulas podem formar estados ligados. A
curvatura da superficie influencia a forma da densidade de probabilidade (Fig. 8).
Em geral, eles concluem que a probabilidade de encontrar a particula € maior em
regides que ndo estdo muito proximas de pontos como bordas ou vértices, onde a

geometria pode criar barreiras.
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Figura 8 - Representagao da densidade de probabilidade correspondente ao estado fundamental de
uma particula restringida (a) a um helicéide infinito e (b) a um catendide. Quanto mais brilhante a

regido, maior a probabilidade de encontrar a particula.

(a) (b)

Fonte: Lima et al. (2021).

Eles concluem que ha quantizacdo do momento angular. No helicoide é
infinito e no catendide, estados ligados s6 s&o possiveis para valores especificos de

momento angular, evidenciando como a geometria influencia a dindmica quantica.

2.2 SISTEMAS RESSONANTES E CONFINAMENTO ELETRONICO

Os elétrons 7 sdo fundamentais em diversas areas da quimica, especialmente
na quimica organica e na teoria dos orbitais moleculares. Eles sdo encontrados em
ligacbes &, que sédo formadas pela sobreposigéo lateral de orbitais p. Os elétrons x
sd0 essenciais para a estabilidade de compostos conjugados, como os polienos.
Esses elétrons podem ser excitados de niveis de energia mais baixos para niveis de
energia mais altos quando absorvem UV ou luz visivel. Essa absorgado resulta em
transicoes © — z+ que sao importantes na espectroscopia UV-Vis. Os orbitais 7 € 7x
geralmente servem como orbitais de fronteira, cruciais para prever a reatividade

quimica de uma molécula (Akash e Rehman, 2020).

A consideragcdo dos elétrons 7 é essencial para a estabilidade de certos
compostos de carbono (Huckel, 1931; Penney, 1934). Nestes compostos, os elétrons
x podem frequentemente ser aproximados como particulas em uma caixa
(Ruedenberg e Scherr, 1953; Scherr, 1953; Platt, 1953). O modelo da particula na

caixa, PIB, traz a ideia de confinamento numa regido com potencial zero limitada por



26

potenciais infinitos (Fig. 9). Para uma particula confinada em uma caixa
unidimensional de comprimento L, a solugéo para a equagao de Schrodinger fornece

a fungao de onda:

lIJn(S) = \/% sin ( "ZS ) 9)

Com isso, é possivel definir o espectro de particulas confinadas em sistemas
quanticos. Os niveis de energia permitidos, E,, sdo quantizados e dados por:
nthzh2

E =27 (10)

n 2mL

Este modelo fornece uma boa aproximagao para moléculas conjugadas com
alternédncia minima de comprimentos de ligacdo, pois podemos considerar seus

elétrons = como aproximadamente livres (Ruedenberg e Scherr, 1953).

Figura 9 - Representacdo do modelo da particula da caixa.

V(0) = +oo V(L) = +o0

V(s) =0

*
0 L

Fonte: O Autor.

Esta abordagem € muitas vezes utilizada para calcular e prever propriedades
de sistemas ressonantes como ionizagdo e transi¢coes eletrbnicas por meio da

relagao entre a variagao de energia e o comprimento de onda:

AE =22 (11)

onde c é a velocidade da luz no vacuo e h a constante de Planck.
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E possivel comprovar experimentalmente um fenémeno previsto pelo PIB, de
que com o aumento da cadeia, haveria uma diminuigdo da energia e
consequentemente, via Eq. 10, um aumento do comprimento de onda da transi¢cao
calculada (Dale et al., 1954). No entanto, para sistemas com alternancia significativa
de comprimento de ligagdo, como polienos de cadeia longa, o0 modelo ndo pode
descrever adequadamente o limite de comprimento de onda de absorcéao finito do

sistema, exigindo, portanto, ajustes (Autschbach, 2007).

Uma das formas de se melhorar o modelo de particula em uma caixa, é
incorporando uma massa efetiva no operador Laplaciano. Essa abordagem envolve
avaliar qual valor de massa prevé com precisdo os comprimentos de onda das
transicoes experimentais. Particularmente para os polienos estudados aqui, as
massas efetivas calculadas foram 0,531m,, 0,457m,, 0,440m, e 0,384m, para
moléculas de deca-2,4,6,8-tetraeno, dodeca-2,4,6,8,10-pentaeno,
tetradeca-2,4,6,8,10,12-hexaeno e hexadeca-2,4,6,8,10,12,14-heptaeno,
respectivamente. Esses valores, inversamente proporcionais ao aumento do
comprimento das cadeias, alinham-se com as expectativas de modelos de elétrons

balisticos em nanoestruturas e cristais, que tendem a 0,173 (Santos et al., 2016).

2.3 DESCRIGAO DE CURVAS NA GEOMETRIA DIFERENCIAL

Na geometria diferencial, uma curva é definida por uma fungéo suave, o que
significa que ela possui derivadas de todas as ordens em todos os seus pontos.
Uma vez que a curva esteja parametrizada, podemos interpreta-la como a imagem
de uma fungdo a que mapeia os pontos de um intervalo / = [a,b] para o R" (Do
Carmo, 2016). Como estamos tratando de curvas planas, consideramos que elas

estdo contidas em R2.

A funcao é dada por «a(t) = (x(t), y(t)), onde cada valor de t, que é o parametro
da curva, no intervalo € mapeado para um ponto no plano, e as fungdes x(t) e y(t)

sao diferenciaveis.

Neste trabalho, buscamos curvas chamadas de regulares, que sdo aquelas
que podem ser parametrizadas por comprimento de arco, uma vez que a'(t) #0 V t

€ | e a definicdo do comprimento € dada por
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s(t) = [la'(®)]dt. (12)

0

Outra propriedade fundamental das curvas € a sua curvatura, k. Como o vetor
tangente nunca é nulo para curvas regulares, o médulo |a''(t)| também sera nao
nulo. Este novo vetor representa a taxa de variagcdo do angulo entre as tangentes

proximas ao ponto s em relagéo a tangente no proprio s (Fig. 10).

Figura 10 - Relag&o do ponto s, do vetor tangente o'(t) e do vetor o''(t).

«(s)

a”(s)

Fonte: O Autor.

Podemos entédo definir k(t) como uma medida que indica o quanto a curva se

desvia de uma linha reta. Assim,

k() = |a"(®)]. (13)
Cada funcao de curvatura corresponde a uma unica curva. Por exemplo, para
uma linha reta, a curvatura é zero em todos os pontos, enquanto para um circulo de
raio constante R, a curvatura é constante e igual a 1/R. Com isso, sabendo quem é
k(t) é possivel encontrar a parametrizagao da curva associada a partir da seguinte

relacéo:

a(t) = | [ cos|[ k(t)dt|dt, [ sen|[ k(t)dt|dt|, (14)

L & & L

onde t, € o ponto inicial do comprimento de arco.
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2.4 MODO ZERO

O modo zero € definido como o modo em que os autovalores da equacao de
Schrodinger sdo nulos. Fisicamente isto corresponde a sistemas que possuem
energia proximas de zero. A introdugao de E = 0 simplifica a analise matematica da
equacgao, alterando a maneira como o potencial V(x) interage com a particula
(Kobayashi e Shimbori, 2002). Ndo existe modo zero no modelo PIB, o que n&o
permite analisar este tipo de condigéo. A solugédo da equacéo de Schrodinger para E
= 0 busca descrever estados onde a energia cinética dos elétrons é comparavel a
energia potencial local (Kumar et al., 2023). A existéncia de um modo zero na
equagao de Schrodinger permite o estudo de variados fendmenos envolvendo
elétrons de baixa energia (LEE).

Os LEE desempenham um papel crucial em diversas areas da ciéncia e
tecnologia devido a sua capacidade de interagir de forma significativa com
superficies e interfaces de materiais (Heil & Hollweg, 1967; Heil, 1967). Séao
particularmente relevantes em processos de espalhamento e interacbes de
superficie, exigindo uma base tedrica adequada para descrever o comportamento de
elétrons em condi¢cbes de baixa energia (Moshammer et al., 2003; Zhang et al.,
2014). Uma modelagem possivel é considerar os elétrons = como de baixa energia,
e dessa forma correlacionar com as solugdes para E = 0.

Ziatdinov et al. (2017) estudaram o modo zero em grafenos e concluiram que
caracteristicas associadas a este modo podem resultar no aparecimento de
momentos magnéticos em elétrons 7 nas bordas do sistema. Outro exemplo de
aplicacao do LEE, é o controle de reagdes para a formacao de produtos complexos
(Bohler, Warneke, e Swiderek, 2013). Lafosse et al. (2005) mostraram que a
interacdo de elétrons de baixa energia com moléculas de CH;CN condensadas em

substratos de diamante hidrogenados induz a funcionalizagao do diamante.

Neste trabalho, explorou-se o modo zero da equagdo de Schrodinger,
utilizando um potencial confinante para modelar os elétrons 7 nos polienos. No
contexto do modo zero, isso resulta em uma solugdo onde a energia cinética é

minimizada, refletindo o comportamento de estados de baixa energia.
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3 METODOLOGIA

Neste topico, discutiremos em detalhes a metodologia adotada no
desenvolvimento deste trabalho, que esta estruturada em dois eixos principais: os
calculos analiticos e os detalhes computacionais. No eixo dos calculos analiticos,
descreveremos as equacgdes fundamentais que sustentam o desenvolvimento do
trabalho. Isso inclui a formulacdo matematica das expressdes principais, 0s
pressupostos adotados, e as simplificagcdes realizadas para viabilizar a analise. No
eixo dos detalhes computacionais, detalharemos o nivel de calculo implementado

para a resolu¢gdo numérica e a simulacao do problema em questao.

3.1 CALCULOS ANALITICOS

Os elétrons 7 ndo estdo fortemente ligados a cadeia, com interagdes mais
fracas do que aquelas entre cargas, especialmente perceptiveis em sistemas de
cadeia longa, como polienos. Neste trabalho, propomos descrever elétrons & nos
polienos deca-2,4,6,8-tetraeno (C,,Hys;), dodeca-2,4,6,8,10-pentaeno (Ci,H¢),
tetradeca-2,4,6,8,10,12-hexaeno (C,,H.s) e hexadeca-2,4,6,8,10,12,14-heptaeno
(Cq6H20)(Christensen et al.,, 2008) (Fig. 10) usando confinamento com potencial

induzido por geometria definido como:

Vv = - 22 (15)

onde s €& a variavel comprimento de arco e ¢ um parametro que sera
associado a cada sistema descrito.

Ha duas maneiras de se estudar o elétron numa molécula. A primeira, é
analisar qual o efeito da geometria da molécula, como campo no elétron. A outra,
entender qual o efeito do campo da molécula geometricamente. Aqui, buscamos
modular de outra forma. Iremos definir um campo e trata-lo como um potencial do Da
Costa (Eg. 15). Nao estamos simulando a geometria da molécula como um
potencial, estamos simulando um campo. Nosso objetivo é representar um tipo de
interacdo média entre a molécula e os elétrons 7 e entender se essa metodologia
pode nos dar novas informagdes. Essa interagcao seria eletromagnética, mais fraca

do que uma interacdo Coulomb convencional, mas mais forte do que interacdes de
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dipolo ou forgas de Van der Waals. Como partimos do formalismo de
Jensen-Koppe-Da Costa, nosso potencial € consequéncia de uma curvatura.

Usamos k(s) = 1/(os), pois esta familia de curvaturas de lei de poténcia,

k(s) = os ', ja foi utilizada na descrigao do potencial eletromagnético do hidrogénio
(Anjos et al., 2024).
Utilizamos o programa Mathematica (Wolfram, 2024) para obter solugdes da

Eq. (16), que posteriormente foram confirmadas analiticamente.

2

h d(s) b
- - =E
- TORATE

(16)

Consideramos E = 0 da equacéo estacionaria de Schrédinger como forma de
estudar o comportamento de elétrons 7 em polienos, uma vez que, estes podem
estar em um regime semelhante ao de elétrons condutores em metais (K & Rout,
2021), disponiveis para ionizagdo e condugao, ou seja, em um estado em que sua
energia cinética se aproxima de sua energia potencial. Resolvemos a equacéao

estacionaria de Schrodinger. Essa modelagem leva a equacéo:

) 1

_ %(7“5) + _¢(s)) =0, (17)

a 40252

onde m é a massa da particula confinada, h é a constante de Planck dividida por 2r

e 1/(40252) € o potencial induzido por geometria da curvatura k = 1/(os).

3.2 DETALHES COMPUTACIONAIS

Especificamente no estudo modo zero, ndo utilizamos o comprimento do
sistema, L, mas sim o raio, R, do sistema, que consideramos como sendo o
comprimento disponivel para a movimentagao dos elétrons . O raio desses polienos
foi obtido a partir do calculo do volume molecular. Os volumes foram obtidos pela
utilizacdo do programa Gaussian09 (Frisch et al., 2016) usando o funcional de
densidade B3LYP e fungdo de base 6-311+G(3d) em modelos moleculares destes
sistemas (Fig. 11). Este nivel de calculo se mostrou robusto para calculos

envolvendo esta propriedade (Jalbout, 2003).
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Figura 11 - Polienos. (a) deca-2,4,6,8-tetraeno; (b) dodeca-2,4,6,8,10-pentaeno; (c)
tetradeca-2,4,6,8,10,12-hexaeno; (d) hexadeca-2,4,6,8,10,12,14-heptaeno.
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‘ Carbon & Hydrogen

Fonte: Anjos et al. (2024).

Métodos como Hartree-Fock (HF) lidam com a funcdo de onda, que € uma
entidade de alta dimensionalidade, dependendo das coordenadas de N elétrons
(Roothaan, 1951). Isso torna os calculos computacionalmente “caros” para sistemas
grandes. Por outro lado, a Teoria do Funcional da Densidade (DFT) fornece uma
forma eficiente de calcular propriedades eletrénicas de moléculas e materiais com
base na densidade eletrbnica, uma funcido tridimensional que contém toda a
informacédo necessaria para descrever o sistema, ao invés da funcdo de onda do
sistema (Hohenberg e Kohn, 1964; Kohn e Sham, 1965).

Escolhemos o funcional hibrido B3LYP que, formado pelo funcional de troca

(Exchange) de Becke e o de correlagcado de Lee-Yang-Parr, é definido por:

B3LYP = 0.20Ex(HF) + 0.80Ex(Slater) + 0.72DEx(B88)GGA

+ 0.19Ec(VWN)LDA + 0.81DEc(LYP)GGA (18)

Ex é a energia de Exchange, Ec é a energia de correlacéo e HF, B88, VWN,
LYP sao, respectivamente, os termos de Hartree—Fock, Becke, Vosko-Wilk-Nusair e
Lee-Yang-Parr (Becke, 1988; Vosko, Wilk e Nusair, 1980; Lee, Yang e Parr, 1988).
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As funcdes de base gaussianas sdo usadas para tentar descrever com
precisdo o comportamento dos orbitais atdbmicos reais, especialmente perto do
nucleo (Ditchfield, Hehre, Pople, 1971; 1972). Para melhorar a precisao, sao feitas
combinagdes lineares destas fungdes. A funcdo 6-311G € uma base de valéncia
tripla dividida, ou seja, as fungdes que descrevem os elétrons de valéncia s&o
divididas em trés componentes, enquanto os elétrons do nucleo usam um unico
conjunto de fungdes mais compactas. Particularmente esta funcdo é uma
combinacgao linear de seis fungdes gaussianas descreve o nucleo, uma funcao de
valéncia contraida usando trés gaussianas e duas fungdes de valéncia puras. O “+”
representa a adigdo de fungbes difusas, que sdo gaussianas com expoentes muito
pequenos, que estendem os orbitais atdbmicos para descrever elétrons que se
afastam mais do nucleo. E “(3d)” é referente a adicao de fungdes de polarizacao,

neste caso particular, a adi¢cao de trés conjuntos de fungdes d.
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4 RESULTADOS

Os resultados apresentados nesta dissertacdo abordam a solugdo da
equacgao de Schrodinger estacionaria com um potencial induzido por geometria. Esta
abordagem foi aplicada para investigar as transigdes eletrénicas em uma série de
polienos conjugados e posteriormente seu modo zero. Nos proximos topicos,
detalharemos os resultados obtidos, ressaltando sua relevancia para a compreensao

das propriedades eletrénicas de sistemas conjugados.

4.1 ESPECTRO E TRANSICOES ELETRONICAS

Nesta segao, fornecemos uma descrigao alternativa de elétrons x confinados

em uma caixa curva unidimensional. Vamos definir o,(s) por uma curva plana cuja
~ P 1 .
fungéo de curvatura correspondente € da forma k(s) = —-. Vamos nos referir a ela

como uma curva dos polienos. A curva dos polienos foi obtida a partir da relagcao
entre a parametrizagdo da curva e sua curvatura (Eq. 14). Ela pertence a familia de

curvas com uma fungao de curvatura de lei de poténcia e é definida como

aP(s) = 11502 (cos( l:ljs ) + Gsin(ln—cs), sin(lnTs) — GCOS(ln—Gs)). (19)

Rearranjando a Eq. (19) do potencial induzido pela geometria das curvas de

polienos
-y = (¢ + U € = 2L, (20)

cuja solugdo geral € expressa como uma combinagdo linear de funcdes de Bessel

do primeiro (/m(s)) e segundo (Yw(s)) tipo, respectivamente:

W(s) =cpls] (Jes) +cls¥ (es), o =5 /|1 - L (21)

O valor ¢ de foi parametrizado usando a relagao entre o comprimento de onda

A de transicdo e a variagcdo de energia (AE). A partir da Eq. 23 foi possivel
determinar os valores de sigma que melhor reproduzem os dados experimentais.
Entdo cada o resulta numa solucdo dependente de um indice de Bessel, w, diferente

criando uma relagdo matematica entre eles.
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A comparagdo com valores experimentais de 4 (Christensen et al., 2008) nos
permite estimar os valores correspondentes de ¢. Observe que os niveis de energia
apropriados usados para calcular AE dependem de quantos elétrons as cadeias de
polieno tém, a saber, 8 para a molécula de C,,H, (n=4), 10 para a molécula de
Ci,Hig (n=5), 12 para a molécula de C,,H;s (n=6) e 14 para a molécula de C;sHy
(n=7).

Queremos uma solugdo no intervalo [0, L] e, portanto, devemos impor a
condigao ¢, = 0 (fungbes de Bessel do segundo tipo divergem na origem). Aplicando
as condigbes de contorno de Dirichlet ((¢/(0) = 0 e (L) = 0)) na Eq. 21, as
solugdes estao sujeitas a relagao

L= L (22)
e
onde jw’n denota o n-ésimo zero de ]w. Dessa forma, € possivel obter o espectro de

energia do sistema, sendo

_ w2
E = —z I (23)
Para determinar o valor de c;, podemos usar a condicdo de normalizagao
L 2 2 L 2
1= [ v, ds = [ [NsJ, (les)|, (24)
0 0
obtendo assim
\/E
c. = . 25
b (e -), (esy,, Gles) (25)
Usando que \f = ]‘2'" e]w(jwn) = 0, temos
\2
c = .
1 L\/ _]wfl(jm,n)]erlUm,n) (26)
Assim, a funcado de onda completa para esta descricdo é
jwn
¥ ()= 2 fs7,(5 9). (27)

=T, GGy

wn’’ o+l

As funcbes de Bessel exibem comportamento mais complexo do que as

fungbes trigonométricas usuais e introduzem novos fatores, como modos zero
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(Kobayashi e Shimbori, 2002) e a dependéncia da amplitude da onda no nivel de
energia. Para cada polieno, valores especificos de ¢ e w foram obtidos,
representando mudancgas na estrutura do sistema. A Tabela 1 mostra esses valores

para quatro sistemas distintos.

Tabela 1 - Valores de ¢ € w para cada polieno.

Polieno o w
CioH1a \J0.004  7.88987
CioHie \Jo.0014 13.35370
CisHig \J0.0009 16.65920
CieHao 7/0.00045 23.56490

Fonte: Anjos et al. (2024).

As curvas de polieno, ou seja, curvas planas com curvatura k = 1/0s, séo
representadas na Fig. 12. Essas curvas espirais tém uma fungéo de curvatura que

se assemelha aquela usada para simular o atomo de hidrogénio (Anjos et al., 2024).

Os potenciais de lei de poténcia Vas ' também descrevem interacbes como
carga-carga, dipolo dipolo e também Van der Waals, uma classe muito importante de
potenciais em quimica. A relacdo entre ¢, 0 numero de elétrons = e a geometria
espiral parece estar estabelecida, pois é evidente que o passo da curva, ou seja, a
distancia entre dois pontos apés uma revolugédo da espiral, tende a diminuir com a
reducdo de o e o aumento do numero de elétrons . Em outras palavras, ¢ se
aproxima de zero com o aumento do numero de elétrons . Isso é equivalente a um

aumento no potencial induzido pela geometria, justificando a diminuicdo da energia.
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Figura 12 - Graficos de curvas de polieno, ou seja, curvas com fungéo de curvatura k = 1/0s. (a)
deca-2,4,6,8-tetraeno; (b) dodeca-2,4,6,8,10-pentaeno; (c) tetradeca 2,4,6,8,10,12-hexaeno; (d)
hexadeca-2,4,6,8,10,12,14-heptaeno.

B o —— [

-2 ‘x \\ - //,’ -2 \
-y l‘\\\\ _ _ f ” /z 4 o
(a) o = /0.004 (b) o = /0.0014

=2

-4 -2 1] 2 4 L] —4 = a 2 4 B
i x

(c) o = 1/0.0009 (d) o = 1/0.00045

Fonte: Anjos et al. (2024).

No caso do atomo de hidrogénio, o sentido em dire¢ao ao centro da espiral
indica a atracdo do nucleo. No entanto, para elétrons 7z, essa a geometria da
molécula ndo esta vinculada a definicdo do potencial confinante. Comparando

nossos resultados calculados usando V,, de polienos com os valores de absorgao
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experimental, observamos boa concordéancia (Fig. 13). Os erros obtidos sao 2,30%
para o C,,Hq4, 1,85% para o C;,H4s, 0,81% para o C,,Hs € 0,00% para o CgHo.

Figura 13 - Ajuste do parametro ¢ para cada curva de polieno e comparagao com o
PIB.

—s— Exp.
—#—V =-h'/Bmc’s’

0 eV =0 PiB)

A [nm]

400 —

] ‘f’__/-—“‘

_—
[
T T

i

T T T T T '
decatetraene dodecapentaene tetradecahexaene hexadecaheptaene

Polieno

Fonte: O Autor..

A Figura 13 mostra que as transicbes z-7+ sao descritas satisfatoriamente
com o potencial induzido pela geometria. Vale a pena notar que resultados precisos
para essas transicdes também podem ser obtidos com um modelo de particula em

uma caixa usando uma massa efetiva apropriada.

4.2 MODO ZERO PARA ELETRONS 7 EM POLIENOS

Supondo que os elétrons 7 em polienos possam se comportar como LEE,
podemos considerar que sua energia cinética sera muito pequena. Desta forma,
podemos estudar E = 0, o modo zero, na equagao de Schrodinger para avaliar os
impactos que esta abordagem pode ter no tratamento destes sistemas.
Consideramos 0 mesmo potencial utilizado para descrever as transigcoes eletrénicas.

No modo zero, a solugédo geral da equagao de Schrodinger que descreve o

confinamento eletrébnico num potencial induzido por geometria espiral é:
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Y(s) = Alx/gsin(oo log (s)) + AZ\Ecos(oo log (s)) (28)

onde w € o indice da funcao de Bessel. Porém, existe uma singularidade na solugao
para s = 0, pois log (0) € uma indeterminagao, o que impede a aplicagao da condi¢ao
de contorno de Dirichlet. A mudanga de variavel de s para s + 1 =z na Eq. 17

contorna esse problema:

v w)- o )

d 40’7
cuja solugéao é:
b(2) = Azsin(w log (2)) + Azcos(w log (2)) (30)
Agora a fungédo de onda em relagao a variavel s do comprimento de arco é:
U(s) = Aps + 1sin(wlog (s + 1)) +Ap/s + 1cos(wlog (s + 1)) (31)

A aplicagdo da condigdo de Dirichlet ({(0) = 0 e Y(R) = 0) leva a solugéo

com a fungéo seno, exigindo que A2 = 0. Como a fungao seno zera em nm, podemos

usar a seguinte relagao:
Y(R)=0 ©onnt =wlog(R + 1) (32)

Esta € uma expressao semelhante a do modelo da particula na caixa, porém
com o potencial induzido por geometria, ao invés de R, a dependéncia sera com
log (R + 1), o que representa um decaimento mais lento da fungdo em comparacao

ao PIB. A funcao de onda se torna:

P(s)=Aps + 1sin(ﬁlog(s + 1)) (33)

Os valores de A1 podem ser obtidos pela relacdo de normalizacao:

f 2
| |A1ﬁsin(log?++1)10g(s + 1))| ds = 1 (34)

Os valores de n, w e R calculado para cada polieno estdo na Tabela 2.
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Tabela 2 - Valores de n, w e R (calculado com DFT) para os polienos.

Polieno n » R [A]
CioHis 4 7.88987 3,85
CioHie 5 13.35370 3,90
CiHig 6 16.65920 4,09
CigHo 7 23.56490 4,35

Fonte: O Autor.

Uma vez definidos esses parametros, as fungdes de onda completas para o

CioH14, CioHy6, Ci4H1g € CyigHy s@0, respectivamente:

ClOH14(S) = 0. 42474\/s+71$1n( (R+1) log(s + 1)) (35)
Y, (5)=0. 41907\/s+7151n( o log(s + 1)) (36)
g (S) = 0. 40223msin(mf++1)10g(s + 1)) (37)

Yo (5) = 0.38164msin(log+ﬂ)10g(s + 1)) (38)

A Figura 14 mostra o comportamento das funcdes i(s) e a densidade de

probabilidade|1|;(s)|2 para as fungdes do modo zero dos polienos nos intervalos de 0
aR.
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Figura 14 - Fun¢des de onda yi(s) e densidade de probabilidade |L|J(S)|2 do ultimo nivel energético
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E possivel observar que a funcdo de onda do modo zero fica mais
constrangida a medida que o numero de elétrons 7 aumenta. A aproximagao dos
picos em direcdo a origem da funcao reflete a ideia de que o sistema esta formando
mais estados ligados e que o potencial exercido pela molécula sobre os elétrons =
estd aumentando. Os picos nos graficos de densidade de probabilidade indicam as

regides da molécula de maior probabilidade de encontrar os elétrons z (Tabela 3).

Tabela 3 - Valores da coordenada s nos picos da densidade de probabilidade.
CioHia CiHie CiHys CieHzo
0.23 0.18 0.15 0.13
0.82 0.62 0.51 0.44
1.70 1.23 0.98 0.83
3.01 2.06 1.59 1.32
- 3.20 240 1.95
- - 3.46 2.75
- - - 3.76

Fonte: O Autor.

Os resultados mostram que as coordenadas de um mesmo pico se
aproximam da origem, com os valores diminuindo com o aumento da cadeia,
indicando que os elétrons estdo mais proximos da origem do potencial. A Fig. 15

mostra a comparagao entre os primeiros quatro picos.
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Figura 15 - Comparacéo dos valores da coordenada s nos primeiros quatro picos.
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Fonte: O Autor.

A densidade de probabilidade aumenta a medida que nos afastamos do ponto
inicial do potencial, mostrando que os elétrons tendem a estarem preferencialmente
em regibes afastadas, onde o efeito do potencial € menor. As regides de maior
probabilidade ficam mais préoximas a medida que aumenta o numero de elétrons x,
mostrando o crescimento no potencial de confinamento, o que atrai resulta numa
maior atracdo e diregdo a fonte do potencial. Estes resultado mostram que o
aumento da cadeia pode causar uma maior atracdo, mas na medida que os elétrons
se tornam mais externos temos uma acdo menos efetiva, podendo indicar que
sistemas ressonantes com um numero muito grande de elétrons & teriam uma

concentragdo maior longe da origem do potencial.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho empregamos um método para obter o espectro de elétrons
usando o formalismo de potencial confinante de Jensen-Koppe-Da Costa. Tratar
elétrons como presos em uma caixa espiral curva 1D leva a uma equacgao de
Schrodinger sujeita a um potencial induzido pela geometria da curva. O espectro
obtido analiticamente nos permitiu descrever as transicbes n-7+ das cadeias de
polienos deca-2,4,6,8-tetraeno, dodeca-2,4,6,8,10-pentaeno,
tetradeca-2,4,6,8,10,12-hexaeno e hexadeca-2,4,6,8,10,12,14-heptaeno. As
solucdes sado dadas por funcdes de Bessel, que fornecem descri¢des que vao além
do modelo de particula em uma caixa, como amplitude depende do nivel de energia
e modo zero.

A solugdo de modo zero da equacdo de Schrodinger com um potencial
induzido por geometria espiral mostra que os elétrons & de polienos podem ser
tratados como elétrons de baixa energia. Resolvemos a equagédo de Schrodinger
para os quatro polienos mencionados acima. A andlise das fungdes de onda e da
densidade de probabilidade dos elétrons 7 no estado de modo zero mostra uma
aproximacao dos picos de densidade de probabilidade com o aumento do numero
de elétrons. No modo zero, com o aumento do numero de elétrons, a energia
cinética diminui, assim como a amplitude da funcéo de onda. E um novo estado, que
nao existe na descricdo do modelo da particula na caixa. Este estudo aponta para
futuras investigacbes sobre o papel dos LEE na descricdo de elétrons 7 em
moléculas ressonantes, na formacdo de estados de superficie, no controle de
reagdes e em outros fendbmenos envolvendo interagdes eletrbnicas de baixa energia.
Parte de nossos resultados foi publicada no J Mol Model 30, 237, 2024 (Apéndice
B).

A analise de diferentes sistemas quanticos deve demonstrar novos usos do
potencial induzido pela geometria. A variedade de geometrias que pode ser utilizada
aponta para a perspectiva promissora da abordagem do modo zero na descricao de

outros sistemas de confinamento, incluindo o de quarks.
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Abstract

Context Due to advances in synthesizing lower-dimensional materials, there is the challenge of finding the wave equation
that effectively describes quantum particles moving on 1D and 2D domains. Jensen and Koppe and Da Costa independently
introduced a confining potential formalism showing that the effective constrained dynamics is subjected to a scalar geometry-
induced potential; for the confinement to a curve, the potential depends on the curve’s curvature function.

Method To characterize the m electrons in polyenes, we follow two approaches. First, we utilize a weakened Coulomb
potential associated with a spiral curve. The solution to the Schrédinger equation with Dirichlet boundary conditions yields
Bessel functions, and the spectrum is obtained analytically. We employ the particle-in-a-box model in the second approach,
incorporating effective mass corrections. The -7 * transitions of polyenes were calculated in good experimental agreement

with both approaches, although with different wave functions.

Keywords Geometry-induced potential - Differential geometry - Bessel wave functions - Polyenes - 7 electrons -

Effective mass

Introduction

Thanks to tremendous advances in experimental techniques,
synthesizing lower-dimensional materials became a reality
(see Ref.[1]and references therein). Such materials often dis-
play formidable properties that offer countless opportunities.
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With such advances comes the challenge of finding the wave
equation that effectively describes quantum particles moving
on 1D and 2D materials. To find the effective wave equa-
tion for a particle confined to move on a lower-dimensional
region, it is necessary to account for the uncertainty rela-
tions since any confinement involves the full knowledge of
the degrees of freedom associated with the motion along
the direction orthogonal to the constraining region. In the
1950s, De Witt attempted to describe quantum confine-
ment in a curved space through a quantization procedure,
which resulted in an ordering ambiguity [2]. A formalism
that does not suffer from this ambiguity has been proposed
independently by Jensen and Koppe [3] in the 1970s and
by Da Costa in the 1980s [4]: their formalism shows that
the effective constrained dynamics is subjected to a scalar
geometry-induced potential. Jensen and Koppe analysed a
case where confinement occurs between two parallel sur-
faces. They obtained that the Schrodinger equation depends
on a geometry-induced potential Vy;, that incorporates the
geometry of the confinement region [3]. On the other hand,
Da Costa arrived at the same result by employing an explicit
strong confining potential to restrict the particle’s motion to
the desired lower-dimensional region [4]; for the confinement
of a quantum particle to a curve, he obtained a Hamiltonian
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whose geometry-induced potential depends on the curve’s
curvature function.

Several works have exploited the Jensen-Koppe-Da
Costa’s formalism. For example, there are studies of charge
transport in semiconductors or carbon nanostructures [5-7].
Del Campo et al. studied geometry-induced potentials that
result in better transmittance in bent waveguides [5]. Da Silva
et al. studied the problem of prescribed geometry-induced
potential for invariant surfaces, showing that the probabil-
ity density distribution can be controlled if we add an extra
charge to the surface [6]. Lima et al. calculated the energy and
analysed the implications of the geometry-induced potential
for confinement in a helix, catenary, helicoid, and catenoid,
concluding that for the helix, the angular momentum is quan-
tized due to the geometry and that in the other cases, a
continuous energy band of excited states appears [7]. Experi-
mentally, Onoe et al. reported the observation of effects due to
the geometry-induced potential on the Tomanaga-Luttinger
liquid exponent in a 1D metallic Cgp polymer with an uneven
periodic peanut-shaped structure [8]. As an alternative to
Jensen-Koppe-Da Costa’s formalism, Bastos et al. studied
the effects of intrinsic geometry on a particle confined in a
generalized cylinder with a smooth cross-section. They noted
that the topology, and not the geometry of the cross-section,
plays a fundamental role in solving the problem in a Mobius
strip and aromatic molecules [9].

Electrons moving in the ballistic regime are less affected
by the lattice structure and can often be described as free par-
ticles if we properly renormalize their mass [10], thus giving
rise to the concept of effective mass. A similar situation hap-
pens for 7 electrons, i.e. electrons on a 7 bond. The 7 bonds
are usually weaker than sigma bonds. Consequently, 7 elec-
trons can sometimes be reasonably described as a particle in
a box [11-13]. The  electron wave functions are the usual
trigonometric functions in such a regime.

In this work, we provide an alternative description of
7 electrons by modelling them confined to a spiral-like
curved 1D box. By incorporating a spiral behaviour, the new
wave functions are given by certain Bessel functions. Bessel
functions exhibit a more complex behaviour than the usual
trigonometric functions and introduce new factors, such as
zero modes and wave amplitude dependence on the energy
level. We apply this idea to characterize the 7 electrons in
linear polyenes chains (Fig. 2). Specifically, we solve the
Schrodinger equation for a particle confined in certain spiral
curves that can describe the 1D hydrogen atom and polyene
linear chains. Our findings suggest a correlation between the
electronic confinement, the effective mass, and the geometry-
induced potential.

This work is divided as follows. The “Constrained quan-
tum dynamics on plane curves” section presents Jensen-
Koppe-Da Costa’s formalism for quantum particles con-
strained to move on a plane curve. The “1D hydrogen atom as

@ Springer

a constrained quantum dynamics problem” section discusses
the geometry of plane curves with power-law curvature
functions and applies it to the 1D hydrogen atom seen as
a constrained quantum dynamics problem. The “Polyene
chains as a constrained quantum dynamics problem ” section
introduces the family of plane curves that will be used to
model 7 electrons on polyene chains and presents the cor-
responding energy spectrum. Finally, in the “Conclusion™
section, we present our concluding remarks.

Constrained quantum dynamics on plane
curves

Assume we want to describe the motion of a quantum par-
ticle of mass m constrained to move along a plane curve
« : [a,b] — R To find the equations for the con-
strained dynamics, we could follow Jensen and Koppe [3]
and describe the confinement by starting from the dynamics
in the region between two neighbouring parallel curves and
imposing homogeneous boundary conditions along them. If
we denote the distance between the two neighbouring curves
by 1/4, then taking the limit A — o0, one obtains the equa-
tions that govern the constrained dynamics. In other words,
Jensen and Koppe considered the confinement via a particle-
in-a-box model: the particle is subject to a potential V; such
that V,(F) = 0 if the distance from 7 € R? to « is smaller
than or equal to %A", and V) (F) = oo if otherwise (see
Fig. 1).

Alternatively, following Da Costa [4], we may apply a
family of explicit strong confining potentials Vj to restrict

V). = 00
V=0
- J; a
A \
VA = 00

Fig.1 Particle-in-a-box constraining potential in the confinement of a
quantum particle to a plane curve « : [a, b] € R — R2. The particle is
subject to a potential V; that is zero on the points whose distance from
« is smaller than or equal to %A‘ ! and infinity if otherwise. In the limit
) — 00, one obtains the behaviour (1)
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the particle’s motion to the desired curve:

im V. ) 0.,Frea a
m v, = .
s 0o, F ¢ )

)

These procedures allow us to decouple the tangential and
normal degrees of freedom in the limit A — oo. In other
words, one separates the Hamiltonian into a term that governs
the low energy motion in the tangent direction, which is the
effective Hamiltonian along the constraint region, and a high
energy motion in the normal direction.

Employing the Jensen-Koppe-Da Costa formalism is nec-
essary to account for the uncertainty relations since any
confinement involves the full knowledge of some degrees of
freedom, namely the motion along the directions orthogonal
to the constraining region. De Witt’s description of quan-
tum confinement in a curved space resulted in an ordering
ambiguity [2]. The Jensen-Koppe-Da Costa formalism does
not suffer from this ambiguity. In addition, it shows that
the effective constrained dynamics is subjected to a scalar
geometry-induced potential Vg;),.

The (effective) Schrodinger equation for a quantum parti-
cle constrained to move on a plane curve ce(s) = (x(s), y(s))
is given by [4]

&>y (s)
2m  ds?

2

+Vaip () = EY(s). Vyip = ‘:m"(”z*

(2)
where s denotes the arc length parameter, i.e. ¢’ (s) - &'(s) =
1, and k is the curvature function; k(s) = || (s)]|.

If we were to describe the constrained quantum dynamics
on a plane curve o without the geometry-induced potential,
then the resulting energy spectrum would not depend on the
geometry of o but only on whether e is a closed or an open
curve [14]. Indeed, solving Eq. (2) without Vy;, with homo-
geneous boundary conditions (open curve of length L) gives

o h2n?

" 8mLY
while solving (2) without V¢;,, with periodic boundary con-
ditions (closed curve of length L) gives

3)

h2n?
ol op __
El =4E," = R )
1D hydrogen atom as a constrained
quantum dynamics problem
If we consider a function of the form k(s) = —~, where o

s’
is a real parameter, then confining a particle to move on a

plane curve with curvature k can lead to a geometry-induced
corresponding to the 1D hydrogen atom:

P, n? q192
Veip = ——k(5)" = ——5 = —-K——, 5
stp i () 8mas K ®
where K denotes the permittivity of free space, K = 9 x
10°Nm?/C, q) denotes the charge of the nucleus, and g>
the charge of the electron. Indeed, take the constant ¢ =

_hn__
8mKqq2

whose corresponding curvature function k satisfies (5) as a
hydrogen curve.

. We shall refer to a curve ay : [a,b] — R2

Plane curves with power-law curvature function

A plane curve a(s) with curvature function k(s) can be
parametrized as [15]

s v 13 v
st als) = ([ cos(/ k(u)du)zlv,[ sin(f k(u)du)du) .
50 50 50 50

(6)

For a generic parametrization « (1), the arc length param-
eter can be obtained as a function of ¢ by the expression
s = f,:) |l(t)||dt, while the curvature function is k =
llée x Gll/lle]l.

The hydrogen curve belongs to the family of curves with
a power-law curvature function

1
k(s)=—, o>0 and peR. (7
asP
The hydrogen curve ay has p = 1/2. Power-law curva-
ture functions lead to spiral-like curves.
Every plane curve satisfies the Frenet equations
t'(s) = k(s)n
,(Sv) = (i)‘ (S? , )
n'(s) = —k(s) tls)

where t = ¢’ denotes the curve’s unit tangent and n is the
principal normal vector field. The geometric interpretation of
the vector fields t and n is as follows. If we think of a plane
curve as describing the motion of a particle in the plane,
the unit normal n points in the direction of the centripetal
acceleration vector. Indeed, applying the chain rule, ‘fi—‘: =
v v = ||de/dt||, from which we obtain that % =+
vZkn.

The solutions of Eq. 8 for the power-law case, Eq.7, are
given by

t(s) =aCpy(s) +bSy(s) and n(s)
=osPt'(s) = —aS,(s) + bCy(s),

@ Springer

53



237 Page4of9

Journal of Molecular Modeling (2024) 30:237

where a and b are constant vectors and the real functions C,
and S, are defined as

st=p |
Cpls) = €8 (a(]—p)) s and
cos(c'Ins) ,p=1

) sl=r I
Spsy=1"" (a(l —p)) AL ©

sin (r;‘l Ins) . p=1

If p= %,then
0.2
'/‘C;(s)ds:a\/.;S;(x)+?C;(S)+cl (10)
and
ol

fs;(.\')d.s':—U\/;C%(A\')+7S%(‘\‘)+Cg. (11)

where ¢ and ¢; are arbitrary constants.

Assuming for simplicity that t(sg) = (1, 0) and n(sp) =
(0, 1), integration of the unit tangent, oy = fs t, allows us
to explicitly parametrize the hydrogen curve as

( Ry6s0) % a./s C,l; (s)
ap(s) = Ri(so -
" ? —0A/5 % S% (s)

) +ap, (12)
where g € R? is a constant point and we have defined a
“rotation” matrix R (s)

Cpls) Sps)
Rp(s) = . (13)
=Sp(s) Cpls)

Note that |ley(s) — apll = oy/5s + “72 ~ §'72 which

shows that ey spirals around a point.
Solution of the 1D hydrogen atom

In the 1950s, Loudon solved the 1D hydrogen atom on the
line [16]:

n?dy? e

2m dx? |x|1’t' =&, (14
where ¢ is the electric charge of the electron and ¥ is a
complex function defined over the real line: ¥ : R — C.
The difficulty of solving the 1D hydrogen atom lies in the
existence of a pole at x = 0. The idea is to solve the equation
for the regions x < 0 and x > 0 and then join the two
solutions at x = 0 by approaching the actual potential as the

@ Springer

limit of a nonsingular potential V (x), see, e.g., Fig. 1 of Ref.
[16].

If we write the eigenfunction along the hydrogen curve as
a function of the arc length parameter s > 0, we have the
following wave function along the curve

2s

=Be 1zLN(2), z s
¥ Nn(@) Nao

(15)

where B is a normalizing constant, ap = /> /me?, and LZ(Z)
denotes an associated Laguerre polynomial. Note that this
solution is not equal to the radial solution of the 3D hydrogen
atom:

2r
Na(] ’

Rye(r) = Byg e 12 L3 @), z= (16)

where By is a normalizing constant. However, taking into
account the use of spherical coordinates to describe the radial
part, one obtains the same probability density in both cases:
dP\p = |V1p|*ds = d Psp = r?|yr p|*dr, where one must
take £ = 0 in the 3D solution to compare the solutions in
both dimensions properly. As expected, this means that in
the 1D solution, only s orbitals make sense and, therefore, a
1D periodic table will have 2 columns only [17, 18].

Polyene chains as a constrained quantum
dynamics problem

The consideration of 7 electrons is essential for the stability
of certain carbon compounds, such as polyenes [19, 20]. In
these compounds, 7 electrons can often be approximated as
particles in a box [11-13]. For a particle confined in a one-
dimensional box of length L, the solution to the Schriédinger
equation gives the wave function

2 . snmws
Yn(s) = \gsm (T) (17

The allowed energy levels, E,, of the particle are quan-
tized and given by

2252
n-mw<h
En= 2mL? "’ (a8

This model provides a good approximation for conjugated
molecules with minimal alternation of bond lengths. How-
ever, for systems with significant bond length alternation,
such as long-chain polyenes, the model cannot adequately
describe the finite absorption wavelength limit of the sys-
tem, thus requiring adjustments [21].

It is possible to improve the particle-in-a-box model by
incorporating an effective mass into the Laplacian operator.
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This approach involves assessing which mass value accu-
rately predicts the wavelengths of experimental transitions.
Specifically, the calculated effective masses were 0.531m,,
0.457m,, 0.440m,, and 0.384m, for deca-2.4,6,8-tetraene,
dodeca-2,4,6,8,10-pentaene, tetradeca-2,4,6,8,10,12-hexa-
ene, and hexadeca-2,4,6,8,10,12,14-heptaene molecules,
respectively. These values, inversely proportional to the
increase in the chains’ length, align with expectations from
models of ballistic electrons in nanostructures and crystals,
which tend towards 0.173m, [22].

The 7 electrons are not strongly bound to the chain, with
interactions weaker than those between charges, especially
noticeable in long-chain systems such as polyenes. In this
work, we propose to describe 7 electrons using confinement
with geometry-induced potential

"2

—_— 19
8mos? 19

Veip =
We aim to represent a kind of average interaction between
the molecule and the m electrons. However, this interac-
tion would be electromagnetic, weaker than a conventional
Coulomb interaction but stronger than dipole interactions or
Van der Waals forces.

Polyene curve

Let us denote by ap a plane curve whose corresponding cur-
vature function is of the form k = i, i.e. Equation7 with
p = 1. We shall refer to «p as a polyene curve.

For p = 1, the auxiliary functions Cp, and S, defined in

Eq.9 have the form

fC](s)ds = %[s.(suacl(s)]ﬂl 20)
and

Sis)ds = ——22_|c s 21
f 1(s) S——l+gzl 1(5) —aSi1(s)] +c2, 21

where ¢ and ¢, are arbitrary real constants.

Assuming for simplicity that t(sgp) = (1, 0) and n(sg) =
(0, 1), integration of the unit tangent, ¢p = f" t, allows us
to explicitly parametrize the polyene curve as

_ o5 o 1 Ci(s)
ap(s) = Tro? Ri(s0) ( | _U) (Sl(s) ) +ap,  (22)

where « € R is constant and R/ (s) is defined as in Eq. 13.

— g H
_Note that ||Q’p(S). agll = N Evsil which shows that & p
spirals around a point, as happens for the hydrogen curve.
Note that polyene curves approach its initial point ag faster

lap(s)—ag] 30 i
Tare—adl — 0. In addition,

than the hydrogen curve:

polyene curves rotate around its initial point g more than
the hydrogen curve, as a comparison between {C| (s), S1(s)}
and (Cg(s), S; (s)} indicates.

Spectrum of 7 electrons in polyene chains

In this section, we provide an alternative description of
7 electrons confined in a 1D curved box, as defined
by the polyene curves discussed in the previous section.
Bessel functions exhibit more complex behaviour than usual
trigonometric functions and introduce new factors such as
zero modes [23] and the dependence of wave amplitude on
the energy level. We apply (2) to describe the m electrons
in the polyenes deca-2,4,6,8-tetraene, dodeca-2.4,6,8,10-
pentaene, tetradeca-2,4,6,8,10,12-hexaene, and hexadeca-
2,4,6,8,10,12,14-heptaene [24] (Fig. 2).
The polyene curve parametrization is given by

_os Ins . (Ins _ (Ins
ap(s) = m(cos 7 + o sin (T , sin (7)
—0 cos (ln_s) ) (23)
o

where we have set so = 1 and g = (0, 0) in Eq. 22.
For the geometry-induced potential of polyenes curves,

2
Veip = _M_IZITE Eq. 2 becomes
>y | 2mE
5 =etms )Y €= , 24
ds? ( +40252)¢ i 24

whose general solution is expressed as a linear combination
of Bessel functions J,,(s) and Y,,(s) of the first and second
types, respectively:

Yn(s) = c1v/s Jo(Ves) + cav/s Yo (e s),

(25)

We want a solution on the interval [0, L] and, therefore,
must impose the condition ¢ = 0 (Bessel functions of the
second type diverge at the origin). Applying the homoge-
neous boundary conditions in Eq. 25, the solutions are subject
to the relationship

_ jw,n n? .2

Je = E,= W}z;.n’

where j, » denotes the n-th zero of J,,.
To determine the value of ¢1, we can use the normalization
condition

L (26)

L L
1=[ |n//,,(s)|2ds=c%f W5 Jo(Ves)Pds,  (27)
0 0
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(a) 9

9 9 9 9 9

Attty

(d)

P

9 9 9 9 9 9

& Hydrogen

Fig. 2 Polyenes. (a) deca-2.4,6,8-tetraene; (b) dodeca-2.4,6,8,10-pentaene: (c) tetradeca-2,4,6,8,10,12-hexaene; (d) hexadeca-2,4,6,8,10,12,14-

] 9
‘ Carbon
heptaene
and obtain
2
= V2 . (28)
L Jo(VE5) = Jo1 (Ve $) Jui1 (Ve )]
Using that e = % and Jo, (Juw.n) = 0, we have
2
= \/_ —. (29)
L\/_wal Uw.m)o+1Uwn)
Thus, the complete basis of wave functions is
V2 Joon
Ynls) = , — /5 (—v) .
" L\/_Jtu—] (fm,n)-’a)+l (]m.ﬂ) L
(30)

For each polyene, specific values of o and @ were
obtained, representing system structure changes. Table 1
shows these values for four distinct systems. The value of
o was determined using the relationship between the wave-
length of transition A and the energy change AE: 1 = %,
where ¢ is the velocity of light in vacuum and / the Planck
constant. Comparison with experimental values of A [24]

@ Springer

allows us to estimate the corresponding values of o. Note
that the appropriate energy levels used to compute AE
depend on how many 7 electrons the polyene chains have,
namely, 8 for the deca-2,4,6,8-tetracne molecule (n = 4),
10 for the dodeca-2,4,6,8,10-pentaene molecule (n = 5), 12
for the tetradeca-2,4,6,8,10,12-hexaene molecule (n = 6),
and 14 for the hexadeca-2.,4,6,8,10,12,14-heptaene molecule
(n="17).

The polyene curves, ie. plane curves with curvature
k(s) = % are depicted in Fig. 3. These spiral curves have
a curvature function that resembles that used to simulate
the hydrogen atom (“1D hydrogen atom as a constrained
quantum dynamics problem” section). Power-law potentials
V oc s~ also describe interactions such as charge-charge,

Table 1 Values of o and  for distinct polyene chains

System o [
deca-2.,4,6,8-tetraene 4/0.004 7.88987
dodeca-2,4.6,8,10-pentaene +/0.0014 13.35370
tetradeca-2,4,6,8,10,12-hexaene 4/0.0009 16.65920
hexadeca-2,4.6,8,10,12,14-heptaene 0.00045 23.56490
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Fig.3 Plots of polyene curves, 6 — —
i.e. curves with curvature ~

function k(s) = i_ (a)

deca-2.4,6,8-tetraene; (b) 4

dodeca-2.4,6.8,10-pentaene; (¢)
tetradeca-2,4,6,8,10,12-

hexaene; (d)

hexadeca-2,4,6,8,10,12,14-

heptaene - /

(c) o =+/0.0009

dipole-dipole, and also Van der Waals, a very important class
of potentials in chemistry. The relationship between o, the
number of 7 electrons, and the spiral geometry seems to be
established, as it is evident that the curve’s pitch, i.e. the
distance between two points after a revolution of the spiral,
tends to decrease with the reduction of o and the increase
in the number of 7 electrons. In other words, o approaches
zero with an increase in the number of 7 electrons. This is
equivalent to an increase in the geometry-induced potential,
justifying the decrease in energy.

In the case of the hydrogen atom, the direction towards
the spiral’s centre indicates the nucleus’s attraction. How-
ever, for 7t electrons, this association of potential to geometry
is not as direct. Comparing our results with the experi-
mental absorption values calculated using Vi, of polyenes,
we observe good agreement (Fig. 4). The errors obtained
are 2.30% for deca-2,4,68-tetraene, 1.85% for dodeca-
2,4,6,8,10-pentacne, 0.81% for tetradeca-2,4,6,8,10,12-
hexaene, and 0.00% for hexadeca-2,4,6,8,10,12,14-heptaene.

380 4

370

360

350

340 -

A [nm]

330

320

310

=

(d) o = +/0.00045

—&— Exp.
—e—V_ =-h/Bmo’s’

300

Polyene

Fig.4 Adjustment of the parameter o for each polyene curve
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Figure 4 shows that the - transitions are satisfactorily
described with the geometry-induced potential. It is worth
noting that accurate results for these transitions can also be
obtained with a particle-in-a-box model using an appropriate
effective mass.

Conclusion

In this work, we employed a method to obtain the 7 elec-
tron spectrum using the Jensen-Koppe-Da Costa’s confining
potential formalism. Treating 7 electrons as trapped ina 1D
curved spiral box leads to a Schrodinger equation subjected
a geometry-induced potential depending on the geometry
of the corresponding spiral curve. The analytically obtained
spectrum allowed us to describe the -7 transitions of the
polyenes chains deca-2.4,6,8-tetraene, dodeca-2,4,6,8,10-
pentaene, tetradeca-2,4,6,8,10,12-hexaene, and hexadeca-
2,4,6,8,10,12,14-heptaene. The solutions are given by Bessel
functions, which provide descriptions beyond the particle-in-
a-box model. Studying different systems with 7 resonances
should demonstrate new uses of the geometry-induced poten-
tial.
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APENDICE C - NOTA DE IMPRENSA

Descoberto um novo estado quantico, o modo zero

Titulo do Trabalho: Mecéanica quantica do confinamento em curvas espirais: modo

zero e transigdes eletrénicas de polienos lineares

A identificacdo de um novo estado eletrénico quantico ocorreu durante o mestrado
de Eduardo Victor Santana dos Anjos no PPG Quimica da UFPE. A descrigédo
quantica do comportamento dos elétrons 7 em moléculas organicas conhecidas
como polienos revelou a existéncia de um estado quantico inédito, o chamado modo
zero. Ele surgiu na solugédo da equagao de Schrodinger com potenciais geométricos
associados a curvas espirais, 0 que aponta para uma nova perspectiva na descrigao
de fendbmenos quénticos em dimensdes reduzidas 1D e 2D. Os resultados
mostraram excelente concordancia com dados experimentais transicdes w-7* para
os polienos deca-2,4,6,8-tetraeno (C,oH,,), dodeca-2,4,6,8,10-pentaeno (Ci,H¢),
tetradeca-2,4,6,8,10,12-hexaeno (C,,H;s), e hexadeca-2,4,6,8,10,12,14-heptaeno
(C46Hy). Neste novo estado quantico eletrénico de energia total E=0, a energia
cinética € muito pequena, zero ou quase zero, indicando a presenca de elétrons de
baixa energia, 0 que n&o € previsto pelo conhecido modelo da particula na caixa. O
resultado representa um avango na compreensao das propriedades eletrénicas nao
apenas de polienos, mas com aplicagdes em materiais organicos e na engenharia
de moléculas para dispositivos optoeletrénicos. A descoberta do modo zero surge
como um brinde ao centenario da equacao de Schrodinger em 2025, escolhido como
o International Year of Quantum Science and Technology pelas Nac¢des Unidas,
mostrando toda a vitalidade desta equacao fundamental da natureza. A pesquisa foi
orientada pelo Prof. Antonio Pavdo do DQF da UFPE, com co-orientagdo do Prof.
Cristiano Bastos do DQ da UFRPE e colaboracédo do Prof. Luiz Carlos da Silva, da
Universidade de Dundee, Escécia. A bolsa de mestrado durante dois anos foi
concedida pela CAPES e um artigo foi publicado no prestigioso Journal of Molecular
Modeling em Julho de 2024, Volume 30, number 237 com o titulo: Quantum
mechanics of particles constrained to spiral curves with application to polyene
chains.
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