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RESUMO

Este trabalho propõe cópulas dinâmicas para analisar a estrutura de dependência entre duas
séries temporais. Supomos que o parâmetro da cópula pode ser caracterizado como uma fun-
ção 𝜃(𝑡), que varia ao longo do tempo. Para aproximar essa função, são propostos diferentes
polinômios, possibilitando a realização de inferências sobre um vetor de coeficientes, que des-
creve o comportamento dinâmico da função 𝜃(𝑡). Propomos uma abordagem Bayesiana e o
algoritmo Metropolis-Hasting Adaptativo para estimar os coeficientes. Foram realizados estu-
dos de simulação, além de uma aplicação prática, que indicaram a adequação da metodologia
proposta.

Palavras-chave: Cópulas, Polinômios, Séries temporais, Inferência Bayesiana



ABSTRACT

This work proposes the use of dynamic copulas to analyze the dependence structure between
two time series. It is assumed that the copula parameter can be characterized as a function
𝜃(𝑡), which varies over time. To approximate this function, different polynomials are proposed,
allowing for inferences about a vector of coefficients that describe the dynamic behavior of 𝜃(𝑡).
A Bayesian approach is proposed, along with the Adaptive Metropolis-Hastings algorithm to
estimate the coefficients. Simulation studies were conducted, along with a practical application,
which demonstrated the adequacy of the proposed methodology.

Keywords: Copulas, Polynomials, Time Series, Bayesian Inference.
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1 INTRODUÇÃO

O estudo da dependência entre fenômenos é um aspecto central em diversas áreas da ciência
e aplicações práticas. Em finanças, por exemplo, a relação entre as cotações do dólar e do
euro influencia decisões estratégicas; na administração pública, informações sobre enchentes,
como volume e duração, são essenciais para ações preventivas e de planejamento. Modelar
essas relações não apenas aprimora a compreensão dos fenômenos, mas também possibilita
tomadas de decisão mais precisas.

A partir da década de 1950, as cópulas (SKLAR, 1959) surgiram como funções para modelar
dependências entre variáveis aleatórias. A principal vantagem das cópulas está na capacidade
de modelar a dependência entre variáveis aleatórias de maneira separada da escolha das dis-
tribuições marginais, permitindo modelar relações complexas entre variáveis que não seguem
distribuições normais multivariadas (NELSEN, 2006). Além disso, as cópulas fornecem uma des-
crição completa da dependência entre as variáveis, permitindo avaliar o tipo de dependência
em qualquer ponto do domínio conjunto, o que é particularmente útil para analisar caudas
conjuntas ou eventos extremos. Isso proporciona maior flexibilidade e precisão, especialmente
em situações onde os dados apresentam assimetria ou caudas pesadas, características que os
modelos baseados na normalidade multivariada não conseguem capturar adequadamente. Essa
técnica tem sido amplamente aplicada em áreas como finanças e seguros (DENUIT et al., 2006),
saúde pública (DEB; TRIVEDI; ZIMMER, 2014; ZHAO; ZHOU, 2012), e hidrologia (SALVADORI;

MICHELE, 2007).
No entanto, em muitos casos, as relações entre variáveis não permanecem estáticas ao

longo do tempo. Fenômenos como flutuações de mercado ou impactos climáticos exigem
modelos capazes de capturar dependências dinâmicas. As cópulas variantes no tempo foram
desenvolvidas para atender a essa necessidade, permitindo que o parâmetro de dependência,
𝜃(𝑡), varie ao longo do tempo. Patton (2002) realizou uma revisão detalhada das técnicas de
cópulas aplicadas à análise de séries temporais, enquanto Zhang e Guegan (2008) propuseram
o uso de modelos GARCH combinados com cópulas variantes no tempo. Essas abordagens
representam avanços importantes, mas há lacunas na literatura, especialmente em métodos
semiparamétricos para cópulas dinâmicas.

No contexto de análise de risco financeiro, Ausin e Lopes (2010) introduziram uma abor-
dagem totalmente Bayesiana para modelar dependências dinâmicas, incluindo a estimação de
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medidas como o Value at Risk (VaR) e o Conditional Value at Risk (CVaR). Embora robusta,
sua metodologia é predominantemente paramétrica, o que pode limitar sua flexibilidade em
cenários mais complexos.

Para superar essas limitações, Abegaz, Gijbels e Veraverbeke (2012) propuseram uma
abordagem semiparamétrica baseada na aproximação da dependência condicional por kernel.
Inspirados nesse trabalho, este estudo desenvolve uma metodologia para modelar cópulas
variantes no tempo, utilizando polinômios de Taylor, Bernstein e Chebyshev para aproximar a
função de dependência 𝜃(𝑡), estimando os coeficientes sob enfoque Bayesiano e propondo o
algoritmo de Metropolis-Hastings Adaptativo. A metodologia proposta é validada por meio de
estudos de simulação e aplicações práticas, com destaque para o cálculo de medidas de risco
financeiro, como o VaR.

Este texto está organizado da seguinte forma: no Capítulo 1 apresentamos a introdução
e o contexto do trabalho. No Capítulo 2 revisamos os conceitos básicos de séries temporais,
polinômios e cópulas. No Capítulo 3 apresentamos o conceito de cópulas variantes no tempo
e discutimos a formulação da metodologia proposta. No Capítulo 4 detalhamos os métodos
de estimação, incluindo o algoritmo de Metropolis-Hastings e sua versão adaptativa, além
do uso de técnicas de Monte Carlo para aproximar distribuições a posteriori; no Capítulo 5
apresentamos o estudo de simulação e as aplicações práticas; e, finalmente, no Capítulo 6
apresentamos as considerações finais e sugestões para trabalhos futuros.
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2 PRELIMINARES

Neste capítulo, apresentamos alguns conceitos fundamentais, que serão utilizados ao longo
do texto.

2.1 SÉRIES TEMPORAIS

Nesta seção, apresentamos os conceitos fundamentais de séries temporais, com base na
definição de processo estocástico e sua interpretação como sequência de observações ao longo
do tempo. De acordo com Morettin e Toloi, (2018), um processo estocástico é definido como
segue:

Definição 2.1.1. Seja 𝑇 um conjunto não vazio. Um processo estocástico é uma família

𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇}, tal que, para cada 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑋(𝑡) é uma variável aleatória.

Nessas condições, um processo estocástico é uma coleção de variáveis aleatórias (v.a.),
definidas em um mesmo espaço de probabilidade (Ω,𝒜,𝒫). O conjunto 𝑇 , é normalmente
escolhido como o conjunto dos inteiros Z = {0, 1, 2, . . . } ou o conjunto dos números reais R.
Para cada 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑋(𝑡) será uma variável aleatória real.

Como 𝑋(𝑡) representa uma variável aleatória para cada 𝑡 ∈ 𝑇 , o processo 𝑋(𝑡) pode ser
visto como uma função de dois argumentos, 𝑋(𝑡, 𝜔), em que 𝑡 ∈ 𝑇 e 𝜔 ∈ Ω. Essa notação
ilustra que para cada valor de 𝑡, temos uma variável aleatória 𝑋(𝑡, 𝜔).

Para um valor fixo de 𝜔0 ∈ Ω, obtemos uma função em relação a 𝑡, que caracteriza uma
trajetória específica do processo estocástico. Esta trajetória também é conhecida como uma
série temporal e representa uma sequência de observações de 𝑋(𝑡) ao longo do tempo. Uma
série temporal, portanto, é uma realização de um processo estocástico.

Em nossas considerações futuras, teremos para estudar uma série temporal 𝑋(𝑡) (uma
realização de um processo estocástico), que denotaremos simplesmente como 𝑋𝑡. As obser-
vações serão feitas em instantes discretos e igualmente espaçados no tempo, denotados por
𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑇 .

Para uma série temporal, definem-se as seguintes funções:

Definição 2.1.2. A função média de 𝑋𝑡 o simplesmente média é definida por

𝜇(𝑡) = E(𝑋𝑡) =
∞∫︁

−∞

𝑥𝑓𝑡(𝑥)𝑑𝑥,
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em que E(·) denota o valor esperado de 𝑋𝑡, e 𝑓𝑡(𝑥) é a PDF de 𝑋(𝑡).

Definição 2.1.3. A função de autocovariância (facv) de 𝑋𝑡 é

𝛾(𝑡1, 𝑡2) = E(𝑋𝑡1𝑋𝑡2)− E(𝑋𝑡1)E(𝑋𝑡2),

𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝑇 , respectivamente.

Em particular, se 𝑡1 = 𝑡2 = 𝑡, temos a variância do processo 𝑋𝑡:

𝛾(𝑡, 𝑡) = 𝑉 𝑎𝑟(𝑋𝑡) = 𝑉 (𝑡) = E(𝑋2
𝑡 )− E(𝑋𝑡)2.

2.1.1 Estacionariedade

Seja 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} um processo estocástico. Para quaisquer instantes 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 ∈ 𝑇 ,
a distribuição conjunta das variáveis aleatórias 𝑋𝑡1 , 𝑋𝑡2 , . . . , 𝑋𝑡𝑛 é descrita pela função de
distribuição acumulada (CDF) conjunta:

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) = P(𝑋𝑡1 ≤ 𝑥1, . . . , 𝑋𝑡𝑛 ≤ 𝑥𝑛).

Esta notação será utilizada para descrever propriedades de estacionariedade.

Definição 2.1.4. Um processo estocástico 𝑋 = {𝑋𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇} diz-se estritamente estacionário

se todas as distribuições conjuntas permanecem as mesmas sob translações no tempo, ou seja,

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛; 𝑡1 + 𝜏, . . . , 𝑡𝑛 + 𝜏) = 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛; 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)

para quaisquer 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛, 𝜏 de 𝑇.

A função 𝐹 (·) representa a função de distribuição acumulada conjunta das variáveis ale-
atórias 𝑋𝑡1 , 𝑋𝑡2 , . . . , 𝑋𝑡𝑛 . Esta condição implica que a distribuição conjunta das variáveis é
invariante sob translações no tempo, caracterizando assim um processo estritamente estacio-
nário.

Isso significa, em particular, que todas as distribuições unidimensionais são invariantes sob
translação no tempo, logo a média 𝜇(𝑡) e a variância 𝑉 (𝑡) são constantes, isto é,

𝜇(𝑡) = 𝜇, 𝑉 (𝑡) = 𝜎2, ∀𝑡 ∈ 𝑇.

Definição 2.1.5. Um processo estocástico 𝑋 = {𝑋𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇} é dito fracamente estacionário

ou estacionário de segunda ordem se e somente se:
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i) E(𝑋𝑡) = 𝜇(𝑡) = 𝜇, constante para todo 𝑡 ∈ 𝑇.

ii) E(𝑋2
𝑡 ) <∞, para todo 𝑡 ∈ 𝑇.

iii) 𝛾(𝑡1, 𝑡2) = 𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑡1 , 𝑋𝑡2) = 𝛾(ℎ), ℎ(𝑡1, 𝑡2) = |𝑡1 − 𝑡2|.

Em processos estacionários de segunda ordem, a função de autocovariância depende apenas
da diferença de tempo entre duas observações, chamada de defasagem temporal ou “lag”.
Denotamos essa defasagem por

ℎ = |𝑡1 − 𝑡2|,

simplificando assim a notação de 𝛾(𝑡1, 𝑡2) para 𝛾(ℎ).

Definição 2.1.6. A função de autocorrelação (ACF) de um processo estacionário é definida

como:

𝜌(ℎ) = 𝛾(ℎ)
𝛾(0) ,

em que 𝛾(ℎ) é a autocovariância no lag ℎ e 𝛾(0) é a variância do processo.

2.2 POLINÔMIOS

Nesta seção, estão apresentados alguns polinômios que desempenham um papel funda-
mental em matemática, física, estatística e diversas outras áreas. Estes polinômios são fre-
quentemente utilizados para aproximar funções complexas e desempenham um papel crucial
em diversas aplicações práticas. Abordaremos três tipos de polinômios e discutiremos algumas
de suas características e aplicações.

2.2.1 Polinômios de Bernstein

As bases de Bernstein de grau 𝑛, definidas no intervalo [0, 1], são dadas por:

𝐵𝑛
𝑖 (𝑥) =

(︃
𝑛

𝑖

)︃
(1− 𝑥)𝑛−𝑖𝑥𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, 𝑥 ∈ [0, 1], (2.1)

em que (︃
𝑛

𝑖

)︃
= 𝑛!

(𝑛− 𝑖)!𝑖! .

Além disso, satisfazem a propriedade:
𝑛∑︁

𝑖=0
𝐵𝑖,𝑛(𝑥) = 1, ∀𝑥 ∈ [0, 1]. (2.2)
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Definição 2.2.1. Se 𝑓(𝑥) é uma função definida no intervalo [0, 1], então cada polinômio da

forma

ℬ𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=0
𝑓
(︂
𝑖

𝑛

)︂
𝐵𝑛

𝑖 (𝑥)

pode ser chamado de polinômio de Bernstein da função 𝑓(𝑥).

O seguinte teorema garante a aproximação de uma função 𝑓(𝑥) por polinômios de Berns-
tein.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Bernstein). Se 𝑓(𝑥) é contínua em [0, 1], então,

lim
𝑛→∞

ℬ𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥).

Demonstração. Ver Natanson, (1961).

Os polinômios de Bernstein são empregados em teoria da aproximação e geometria com-
putacional. Esses polinômios foram aplicados para fornecer uma prova construtiva do teorema
de aproximação de Weierstrass (BERNSTEIN, 1912). Com o avanço da computação digital, os
polinômios de Bernstein ganharam popularidade devido à sua estabilidade numérica e à ver-
satilidade em aplicações geométricas, permitindo a construção intuitiva e eficiente de formas
geométricas complexas (FAROUKI, 2012).

2.2.2 Polinômios de Chebyshev

Existem vários tipos de polinômios de Chebyshev. Em particular, introduziremos os po-
linômios de primeiro tipo. Alguns livros e muitos artigos utilizam a expressão polinômio de

Chebyshev para se referir exclusivamente ao polinômio de Chebyshev 𝑇𝑛(𝑥), de primeiro tipo.

Definição 2.2.3. Conforme definido em Natanson, (1961), um polinômio da forma

𝑇𝑛(𝑥) = cos(𝑛 arccos(𝑥))

é chamado de polinômio de Chebyshev.

Note que, se 𝑥 ∈ [−1, 1], então, para 𝜃 = arccos(𝑥), temos 𝜃 ∈ [0, 𝜋]. Dessa forma,
podemos representar os polinômios de Chebyshev utilizando identidades trigonométricas. Do
Teorema de De Moivre (MOIVRE, 1730), sabemos que cos(𝑛𝜃) pode ser expresso como um
polinômio de grau 𝑛 em cos(𝜃).



18

A Tabela 1 apresenta as fórmulas elementares para cos(𝑛𝜃) e os polinômios de Chebyshev
correspondentes.

Tabela 1 – Fórmulas para cos(𝑛𝜃) e polinômios de Chebyshev 𝑇𝑛(𝑥).

𝑛 cos(𝑛𝜃) 𝑇𝑛(𝑥)
0 1 1
1 cos(𝜃) 𝑥

2 2 cos2(𝜃)− 1 2𝑥2 − 1
3 4 cos3(𝜃)− 3 cos(𝜃) 4𝑥3 − 3𝑥
4 8 cos4(𝜃)− 8 cos2(𝜃) + 1 8𝑥4 − 8𝑥2 + 1

Fonte: Elaborada pelo autor (2024)

Na prática, não é conveniente nem eficiente calcular cada polinômio 𝑇𝑛(𝑥) diretamente a
partir da definição. Em vez disso, podemos utilizar uma relação de recorrência para gerar os
polinômios de Chebyshev de forma mais rápida. Combinando a identidade trigonométrica

cos(𝑛𝜃) = 2 cos(𝜃) cos((𝑛− 1)𝜃)− cos((𝑛− 2)𝜃),

e aplicando a Definição 2.2.3, obtemos a seguinte relação de recorrência:

𝑇𝑛(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑛−1(𝑥)− 𝑇𝑛−2(𝑥), 𝑛 = 2, 3, . . . (2.3)

Com as condições iniciais
𝑇0(𝑥) = 1 e 𝑇1(𝑥) = 𝑥,

podemos gerar recursivamente todos os polinômios {𝑇𝑛(𝑥)} de maneira computacionalmente
rápida e prática.

Em relação ao produto interno

⟨𝑓, 𝑔⟩ =
1∫︁

−1

𝑤(𝑥)𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥,

considerando o intervalo [−1, 1], os polinômios de Chebyshev de primeiro tipo são ortogonais
em relação à respectiva função de peso

𝑤(𝑥) = 1√
1− 𝑥2

.

No caso específico de polinômios do primeiro tipo, a expansão é obtida como

𝑓(𝑥) ≈
∞∑︁

𝑖=0
𝑐𝑖𝑇𝑖(𝑥),

em que

𝑐𝑖 = 2
𝜋

1∫︁
−1

(1− 𝑥2)− 1
2𝑓(𝑥)𝑇𝑖(𝑥)𝑑𝑥.
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2.2.3 Polinômios de Taylor

Os polinômios de Taylor desempenham um papel fundamental na aproximação de funções
contínuas e diferenciáveis, pois permitem aproximar uma função ao redor de um ponto especí-
fico, por meio de uma série polinomial que incorpora informações sobre as derivadas da função
nesse ponto. Mais formalmente, consideremos o conjunto das funções que são 𝑛-deriváveis e
têm derivadas contínuas até a 𝑛-ésima ordem, denotado por

𝐶𝑛 = {𝑓 : 𝐼 → R : 𝑓 (𝑛)(𝑥) é contínua}.

Os polinômios de Taylor utilizam as derivadas de 𝑓 para construir uma aproximação local para
𝑓 ∈ 𝐶𝑛 ao redor de um ponto 𝑥0. Mais precisamente, quando temos uma função 𝑓 ∈ 𝐶𝑛 e um
polinômio 𝑃𝑛(𝑥) de grau 𝑛 que satisfaça 𝑃𝑘(𝑥0) = 𝑓 (𝑘)(𝑥0), em que 𝑓𝑘(𝑥0) denota a 𝑘−ésima
derivada avaliada no ponto 𝑥0, para 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛. Podemos afirmar que o polinômio de
Taylor de ordem 𝑛 de 𝑓(𝑥) em torno de 𝑥0 terá a seguinte forma:

𝑃𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓 (1)(𝑥0)
1! (𝑥− 𝑥0) + 𝑓 (2)(𝑥0)

2! (𝑥− 𝑥0)2 + · · ·+ 𝑓 (𝑛)(𝑥0)
𝑛! (𝑥− 𝑥0)𝑛,

e este é chamado de polinômio de Taylor de ordem 𝑛 de 𝑓(𝑥) em torno de 𝑥0, pois fornece
uma aproximação de 𝑓(𝑥) ao redor de 𝑥0, com erro que depende da ordem 𝑛 e da natureza
da função 𝑓 .

Teorema 2.2.4 (Teorema de Taylor). Seja 𝑓 : R→ R uma função 𝑛+ 1 vezes diferenciável

em torno do ponto 𝑥0 ∈ R, então, ∀ 𝑥 ∈ R,∃ 𝜉 ∈ (𝑎, 𝑥), tal que a função 𝑓(𝑥) pode ser

aproximada por meio da série de Taylor:

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓 (1)(𝑥0)(𝑥− 𝑥0) + 𝑓 (2)(𝑥0)
2! (𝑥− 𝑥0)2 + · · ·+ 𝑓 (𝑛)(𝑥0)

𝑛! (𝑥− 𝑥0)𝑛 +𝑅𝑛(𝑥),

em que

𝑅𝑛(𝑥) = 𝑓 (𝑛+1)(𝑐)
(𝑛+ 1)! (𝑥− 𝑥0)𝑛+1

é definido como o resto de Lagrange para algum 𝑐 entre 𝑥 e 𝑥0.

Demonstração. Veja Bartle e Sherbert (1992) para mais detalhes.

Note que



20

𝑓(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥) +𝑅𝑛(𝑥),

Além disso, observe que se |𝑓 (𝑛+1)(𝑥)| ≤ 𝑀,∀ 𝑥 ∈ 𝐼 e existe 𝑟 > 0 tal que 𝐼 ⊆

(𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟), então

|𝑅𝑛(𝑥)| =
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓 (𝑛+1)(𝑐)(𝑥− 𝑥0)𝑛+1

(𝑛+ 1)!

⃒⃒⃒⃒
⃒

≤ 𝑀

(𝑛+ 1)! |𝑥− 𝑥0|𝑛+1

≤𝑀
𝑟𝑛+1

(𝑛+ 1)! .

Como

lim
𝑛→∞

𝑟𝑛+1

(𝑛+ 1)! = 0,

segue-se que
lim

𝑛→∞
|𝑅𝑛(𝑥)| = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼.

Em outras palavras, para uma função com suporte compacto e derivadas contínuas de
todas as ordens, o polinômio de Taylor 𝑃𝑛(𝑥) converge para 𝑓(𝑥) à medida que aumentamos
a ordem 𝑛. É importante notar que podemos reescrever o polinômio de Taylor de ordem 𝑛 na
forma

𝑃𝑛(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥+ · · ·+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛,

em que
𝑎𝑖 = 𝑓 (𝑛)(𝑥)

𝑛! , 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛.

2.3 CÓPULAS

Nesta seção, apresentamos os conceitos fundamentais das funções cópulas e as principais
famílias de cópulas paramétricas. Em seguida, discutimos as medidas de dependência associ-
adas a cada função cópula.

2.3.1 Cópulas

Sejam 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛 variáveis aleatórias definidas em um mesmo espaço de probabilidade
(Ω,𝒜,𝒫) e considere a função de distribuição conjunta
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𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑃 (𝑋1 ≤ 𝑥1, . . . , 𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛). (2.4)

Suponha que o vetor aleatório (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) seja transformado componente por componente
para que cada variável aleatória no vetor resultante tenha uma distribuição marginal uniforme
no intervalo (0, 1). Se𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 têm distribuições marginais contínuas 𝐹𝑋1(𝑥1), . . . , 𝐹𝑋𝑛(𝑥𝑛),
isto pode ser feito utilizando a transformação:

𝑇𝑛 : R𝑛 → (0, 1)𝑛, (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ↦→ (𝐹𝑋1(𝑥1), . . . , 𝐹𝑋𝑛(𝑥𝑛)).

A função distribuição conjunta 𝐶(·) de 𝐹𝑋1(𝑋1), . . . , 𝐹𝑋𝑛(𝑋𝑛), é então chamada de função

cópula do vetor aleatório (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛), ou equivalentemente, cópula associada a função de
distribuição conjunta 𝐹 (·). Segue que,

𝐶(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) = 𝐹 (𝐹−1
𝑋1 (𝑢1), . . . , 𝐹−1

𝑋𝑛
(𝑢𝑛)),

em que 𝑢𝑖 = 𝐹𝑋𝑖
(𝑥𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Para facilitar a leitura, apresentamos algumas definições

e conceitos para o caso bivariado, no entanto, é importante ressaltar que os resultados e
conclusões apresentados podem ser generalizados para o contexto multivariado.

Sejam 𝑋 e 𝑌 variáveis aleatórias com funções de distribuições marginais 𝐹𝑋(𝑥) e 𝐹𝑌 (𝑦),
respectivamente. Então a função de distribuição conjunta é dada por

𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑃 (𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦).

Em geral, as funções de distribuições marginais podem ser obtidas utilizando a função de
distribuição conjunta 𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) e as seguintes relações:

𝐹𝑋(𝑥) = lim
𝑦→∞

𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦), 𝐹𝑌 (𝑦) = lim
𝑥→∞

𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦).

Esta abordagem baseia-se na função de distribuição conjunta para determinar as funções
de distribuição marginal de cada variável aleatória. A densidade conjunta 𝑓𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) é definida
por

𝑓𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
{𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)} .

As variáveis aleatórias 𝑋 e 𝑌 são independentes se e somente se,

𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋(𝑥)𝐹𝑌 (𝑦),
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para todos os valores de 𝑥, 𝑦 ∈ R.
O Teorema de Sklar (SKLAR, 1959) é um marco fundamental na teoria das cópulas, pois

estabelece a existência e unicidade da função cópula 𝐶(·). Este teorema é amplamente re-
conhecido como um dos resultados mais importantes nesta área, fornecendo uma estrutura
teórica fundamental para a modelagem e análise de dependência estatística.

Teorema 2.3.1. Seja 𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) uma função de distribuição conjunta com marginais 𝐹𝑋(𝑥)

e 𝐹𝑌 (𝑦) . Então existe uma função copula 𝐶(·) tal que para todo 𝑥, 𝑦 ∈ R,

𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝐶(𝐹𝑋(𝑥), 𝐹𝑌 (𝑦)). (2.5)

Se 𝐹𝑋(𝑥) e 𝐹𝑌 (𝑦) são contínuas, então a função cópula 𝐶(·) é única, caso contrário,

𝐶(·) está definida unicamente em 𝐼𝑚(𝐹𝑋(𝑥))×𝐼𝑚(𝐹𝑌 (𝑦)) em que 𝐼𝑚(𝐹𝑋(𝑥)), 𝐼𝑚(𝐹𝑌 (𝑦))

representam os conjuntos de valores assumidos pelas funções de distribuição 𝐹𝑋 y 𝐹𝑌 , res-

pectivamente. Reciprocamente, se 𝐶(·) é uma função cópula e 𝐹𝑋(𝑥) e 𝐹𝑌 (𝑦) são funções

de distribuições univariadas, então 𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) definida em (2.5) é a função de distribuição

conjunta com marginais 𝐹𝑋(𝑥) e 𝐹𝑌 (𝑦).

O seguinte corolário afirma que é possível representar a dependência entre variáveis aleató-
rias por meio de uma função cópula que é independente das distribuições marginais específicas.
Em outras palavras, a função cópula captura a estrutura de dependência, permitindo modelá-la
separadamente das características das distribuições marginais.

Corolário 2.3.2. Sejam 𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦), 𝐹𝑋(𝑥) e 𝐹𝑌 (𝑦) como no Teorema de Sklar, e sejam

𝐹−1
𝑋 (𝑥) e 𝐹−1

𝑌 (𝑦) as inversas generalizadas de 𝐹𝑋(𝑥) e 𝐹𝑌 (𝑦), respectivamente. Então, para

qualquer 𝑢1 = 𝐹𝑋(𝑥) e 𝑢2 = 𝐹𝑌 (𝑦), existe uma cópula bivariada 𝐶(·) tal que

𝐶(𝑢1, 𝑢2) = 𝐹𝑋𝑌 (𝐹−1
𝑋 (𝑢1), 𝐹−1

𝑌 (𝑢2)). (2.6)

O Teorema 2.3.1 estabelece uma relação entre a cópula associada a uma função de dis-
tribuição bivariada 𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) e as distribuições marginais 𝐹𝑋(𝑥) e 𝐹𝑌 (𝑦), indicando que a
estrutura de dependência entre as variáveis aleatórias 𝑋 e 𝑌 é unicamente determinada pela
função de distribuição bivariada 𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦). Assim, o teorema mostra como a cópula está re-
lacionada às distribuições marginais e à estrutura de dependência entre as variáveis aleatórias.
Para o caso contínuo, a densidade de cópula é definida por

𝑐(𝑢1, 𝑢2) = 𝜕2

𝜕𝑢1𝜕𝑢2
𝐶(𝑢1, 𝑢2).
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Seja 𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) a função de distribuição conjunta com marginais 𝐹𝑋(𝑥) e 𝐹𝑌 (𝑦), conforme
definida em (2.5). Utilizando a regra da cadeia, a densidade conjunta de 𝑋 e 𝑌 pode ser obtida
como

𝑓𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝜕2

𝜕𝑥 𝜕𝑦
{𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)}

= 𝜕2𝐶(𝐹𝑋(𝑥), 𝐹𝑌 (𝑦))
𝜕𝐹𝑋 𝜕𝐹𝑌

· 𝜕𝐹𝑋(𝑥)
𝜕𝑥

· 𝜕𝐹𝑌 (𝑦)
𝜕𝑦

= 𝑐(𝐹𝑋(𝑥), 𝐹𝑌 (𝑦)) 𝑓𝑋(𝑥) 𝑓𝑌 (𝑦).

O resultado acima mostra que sempre é possível obter a função de densidade conjunta
de duas variáveis aleatórias, utilizando suas funções de densidades marginais e a função de
densidade da função cópula associada. Isso é importante porque fornece uma maneira de
expressar a função de densidade conjunta em termos das densidades marginais e da densidade
de função cópula.

Proposição 2.3.3. Sejam 𝑋 e 𝑌 variáveis aleatórias contínuas com funções de distribuição

marginais 𝐹𝑋 , 𝐹𝑌 , densidades marginais 𝑓𝑋 , 𝑓𝑌 , e função de densidade conjunta 𝑓𝑋𝑌 . Seja

𝐶(𝑢, 𝑣) a cópula associada ao par (𝑋, 𝑌 ), com função de densidade 𝑐(𝑢, 𝑣) = 𝜕2𝐶(𝑢,𝑣)
𝜕𝑢 𝜕𝑣

. Então,

as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) 𝑋 e 𝑌 são independentes;

(ii) A cópula associada é a cópula de independência: 𝐶(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣;

(iii) A densidade da cópula satisfaz 𝑐(𝑢, 𝑣) = 1 para todo (𝑢, 𝑣) ∈ [0, 1]2;

(iv) A função de densidade conjunta é escrita como 𝑓𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌 (𝑦).

Demonstração.

(i) ⇒ (ii): Se 𝑋 e 𝑌 são independentes, então:

𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑃 (𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦) = 𝑃 (𝑋 ≤ 𝑥) · 𝑃 (𝑌 ≤ 𝑦) = 𝐹𝑋(𝑥)𝐹𝑌 (𝑦).

Logo, pela definição de cópula, temos:

𝐶(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣,

que é a cópula de independência.
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(ii) ⇒ (iii): Se 𝐶(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣, então:

𝜕2𝐶(𝑢, 𝑣)
𝜕𝑢𝜕𝑣

= 𝜕2(𝑢𝑣)
𝜕𝑢𝜕𝑣

= 1.

Ou seja, 𝑐(𝑢, 𝑣) = 1 em [0, 1]2.

(iii) ⇒ (iv): A densidade conjunta pode ser escrita como:

𝑓𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑐(𝐹𝑋(𝑥), 𝐹𝑌 (𝑦)) · 𝑓𝑋(𝑥) · 𝑓𝑌 (𝑦).

Se 𝑐(𝐹𝑋(𝑥), 𝐹𝑌 (𝑦)) = 1, então:

𝑓𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌 (𝑦),

o que mostra que a função de densidade conjunta pode ser escrita como o produto das funções
de densidade marginais.

(iv) ⇒ (i): Se 𝑓𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌 (𝑦), então:

𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) =
∫︁ 𝑥

−∞

∫︁ 𝑦

−∞
𝑓𝑋𝑌 (𝑠, 𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑠 =

(︂∫︁ 𝑥

−∞
𝑓𝑋(𝑠) 𝑑𝑠

)︂(︂∫︁ 𝑦

−∞
𝑓𝑌 (𝑡) 𝑑𝑡

)︂
= 𝐹𝑋(𝑥)𝐹𝑌 (𝑦),

mostrando que 𝑋 e 𝑌 são independentes.

2.3.2 Os Limites de Fréchet-Hoeffding e a Cópula Independente

Para qualquer função cópula 𝐶 : [0, 1]2 → [0, 1] e (𝑢1, 𝑢2) ∈ [0, 1]2, existem limites
inferiores e superiores que toda cópula deve satisfazer. Estes limites são conhecidos como os
limites de Fréchet-Hoeffding e estabelecem o intervalo dentro do qual qualquer cópula deve
estar:

𝑊 (𝑢1, 𝑢2) ≤ 𝐶(𝑢1, 𝑢2) ≤𝑀(𝑢1, 𝑢2),

em que:

• A função 𝑊 (𝑢1, 𝑢2) = max{𝑢1 + 𝑢2 − 1, 0} é chamada de limite inferior de Fréchet-
Hoeffding. Ela representa o caso de dependência negativa máxima entre as variáveis.

• A função 𝑀(𝑢1, 𝑢2) = min{𝑢1, 𝑢2} é chamada de limite superior de Fréchet-Hoeffding.
Ela representa o caso de dependência positiva máxima entre as variáveis.
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Esses limites são essenciais em diversas áreas, especialmente na análise de riscos extremos,
pois permitem modelar a dependência entre variáveis em eventos de cauda direita (associada
ao limite superior 𝑀(𝑢1, 𝑢2)) e cauda esquerda (associada ao limite inferior 𝑊 (𝑢1, 𝑢2)). Em
contextos de risco, essas caudas representam eventos extremos em que as variáveis atingem
valores altos ou baixos simultaneamente, fornecendo informações críticas para a gestão de
riscos (RÜSCHENDORF, 2012).

Além dos limites de Fréchet-Hoeffding, outra função cópula importante é a função cópula
produto ou cópula independente, definida como:

Π(𝑢1, 𝑢2) = 𝑢1 · 𝑢2.

A função cópula independente representa a ausência de qualquer dependência entre as
variáveis aleatórias 𝑋 e 𝑌 . É utilizada como uma referência para avaliar se a dependência
entre variáveis aleatórias é mais forte ou mais fraca do que a independência completa. Em
particular, ao comparar a dependência observada com a independência, é possível identificar
se existe uma dependência significativa entre as variáveis, especialmente em eventos extremos,
em que a dependência pode amplificar o impacto dos riscos (EMBRECHTS; LINDSKOG; MCNEIL,
2001).

Assim, o conceito de cópulas independentes e os limites de Fréchet-Hoeffding fornecem
uma base para entender a estrutura de dependência entre variáveis aleatórias, especialmente
em contextos em que os eventos extremos desempenham um papel importante na avaliação e
na gestão de riscos.

Na Figura 1, a primeira linha apresenta os gráficos das superfícies das cópulas 𝑊 , Π e
𝑀 , com suas respectivas curvas de nível. As curvas de nível conectam pontos com o mesmo
valor da função, facilitando a visualização da estrutura de dependência. Na segunda linha,
são mostrados os gráficos de dispersão correspondentes a 𝑊 , Π e 𝑀 , ilustrando diferentes
padrões de dependência entre as variáveis.

2.3.3 Medidas de associação e sua conexão com cópulas

As medidas de associação para gerenciamento de riscos financeiros estão vastamente des-
critas na literatura, como pode ser visto em (EMBRECHTS; KLÜPPELBERG; MIKOSCH, 2013).
Para duas variáveis aleatórias 𝑋 e 𝑌 , (EMBRECHTS; LINDSKOG; MCNEIL, 2001), listaram quatro
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Figura 1 – Cópulas 𝑊 (esquerda),
∏︀

(centro), 𝑀 (direita).

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

propriedades desejáveis de uma medida de associação 𝛿(𝑋, 𝑌 ):

I) 𝛿(𝑋, 𝑌 ) = 𝛿(𝑌,𝑋);

II) −1 ≤ 𝛿(𝑋, 𝑌 ) ≤ 1;

III) 𝛿(𝑋, 𝑌 ) = 1 se 𝑋 e 𝑌 são cromotônicas e 𝛿(𝑋, 𝑌 ) = −1 se 𝑋 e 𝑌 são contramonotô-
nicas.

IV) Se 𝑇 for uma transformação monótona,

𝛿(𝑇 (𝑋), 𝑌 ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛿(𝑋, 𝑌 ), se 𝑇 crescente,

−𝛿(𝑋, 𝑌 ), se 𝑇 decrescente.

Essas quatro propriedades são fundamentais para garantir que a medida de associação
seja consistente, simétrica e fácil de interpretar. Elas asseguram que a medida capture ade-
quadamente a relação entre as variáveis aleatórias, mantendo a mesma interpretação sob
transformações monótonas. Além disso, o fato de a medida pertencer ao intervalo [−1, 1] fa-
cilita a comparação direta da dependência entre diferentes conjuntos de dados (EMBRECHTS;
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LINDSKOG; MCNEIL, 2001), (EMBRECHTS; HÖING; JURI, 2003), (EMBRECHTS; FREY; MCNEIL,
2011).

Dizemos que 𝑋 e 𝑌 são comonotônicos se 𝑌 (ou 𝑋) for uma função estritamente crescente
de 𝑋 (ou 𝑌 ) em quase toda parte e são contramonotônicos se a função for estritamente
decrescente.

(EMBRECHTS; KLÜPPELBERG; MIKOSCH, 2013) argumentaram que a correlação linear de
Pearson satisfaz apenas as duas primeiras propriedades e demonstraram que as medidas de
correlação de Rho de Spearman e o Tau de Kendall satisfazem todas as quatro propriedades.

Embora as medidas apresentadas a seguir como o 𝜏 de Kendall e o 𝜌 de Spearman sejam
tecnicamente medidas de associação, elas podem ser reinterpretadas como medidas de depen-
dência por meio da teoria das cópulas, conforme demonstrado por Nelsen (NELSEN, 2006).
Esta seção discute essa transição de maneira gradual.
a) Correlação linear de Pearson

Sejam 𝑋 e 𝑌 duas variáveis aleatórias definidas no mesmo espaço de probabilidade, o
coeficiente de correlação de Pearson de 𝑋 e 𝑌 é definido da seguinte forma:

𝜌𝑃 (𝑋, 𝑌 ) = Cov(𝑋, 𝑌 )
𝜎𝑋𝜎𝑌

em que Cov(𝑋, 𝑌 ) = E(𝑋𝑌 )− E(𝑋)E(𝑌 ) é a covariância entre 𝑋 e 𝑌 , e 𝜎𝑋 , 𝜎𝑌 denotam
os desvios padrões de 𝑋 e 𝑌 , respectivamente. Notamos que:

i) −1 ≤ 𝜌𝑃 ≤ 1;

ii) Se 𝑋 e 𝑌 são independentes, então 𝜌𝑃 = 0;

iii) 𝜌𝑃 = ±1 se, e somente se, 𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏 quase certamente, com 𝑎 ̸= 0, ou seja, 𝑋 e 𝑌
estão linearmente relacionados com probabilidade 1.

Como vimos anteriormente, o coeficiente de correlação de Pearson satisfaz apenas as
propriedades I) e II). Além disso, 𝜌𝑃 requer que as variâncias de 𝑋 e 𝑌 sejam finitas. Note que
𝜌𝑃 = 0 não implica independência entre 𝑋 e 𝑌 , a menos que (𝑋, 𝑌 ) siga uma distribuição
normal bivariada. Observe também que 𝜌𝑃 = ±1 ocorre apenas quando existe uma relação
linear determinística entre as variáveis. Finalmente, 𝜌𝑃 não é invariante sob transformações
não lineares, o que limita seu uso em situações com relações não lineares entre 𝑋 e 𝑌 .
b) 𝜏 de Kendall e 𝜌 de Spearman



28

Suponha que as variáveis aleatórias 𝑋 e 𝑌 representem os retornos de títulos financeiros.
Em situações típicas, é comum que tanto 𝑋 quanto 𝑌 apresentem variações semelhantes, ou
seja, ambos assumem valores altos ou baixos simultaneamente. No entanto, em circunstâncias
menos frequentes, é possível que 𝑋 assume um valor alto enquanto 𝑌 assume um valor baixo,
ou vice-versa, ao mesmo tempo. Os conceitos de concordância e discordância são utilizados
para medir esses tipos de associação.

Suponha que a v.a. (𝑋, 𝑌 ) tenha distribuição 𝐹, contínua. Sejam, (𝑋1, 𝑌1), (𝑋2, 𝑌2) dois
pares independentes obtidos de 𝐹. Dizemos que estes pares são concordantes se 𝑋1 > 𝑋2

sempre que 𝑌1 > 𝑌2, 𝑋1 < 𝑋2 sempre que 𝑌1 < 𝑌2. Os pares são discordantes se 𝑋1 > 𝑋2

sempre que 𝑌1 < 𝑌2, 𝑋1 < 𝑋2 sempre que 𝑌1 > 𝑌2.

As medidas de concordância são invariantes sob transformações estritamente crescentes de
𝑋 e 𝑌 , ou seja, não se alteram quando as variáveis são substituídas por funções que preservam
a ordem relativa de seus valores. Essa propriedade garante que tais medidas sejam robustas e
consistentes, independentemente da escala em que as variáveis são observadas. Como resul-
tado, as medidas de concordância podem ser expressas como funções de cópula entre 𝑋 e 𝑌 .
A correlação linear de Pearson, por outro lado, não é invariante sob transformações crescentes,
e portanto, não é uma medida de concordância. Duas medidas de concordância comuns são o
Rho de Spearman e o Tau de Kendall.
𝜏 de Kendall A estatística 𝜏 de Kendall para a distribuição 𝐹 é definida como:

𝜏 = 𝑃{(𝑋1 −𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) > 0} − 𝑃{(𝑋1 −𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) < 0}. (2.7)

𝜌 de Spearman

Suponha que (𝑋, 𝑌 ) tenha distribuição conjunta 𝐹𝑋𝑌 , com marginais 𝐹𝑋 e 𝐹𝑌 , respecti-
vamente. O coeficiente 𝜌𝑆 de Spearman também é baseado em concordância e discordância
entre variáveis aleatórias. Seja {(𝑋𝑖, 𝑌𝑖)}3

𝑖=1 uma amostra de tamanho três de pares aleatórios
independentes e identicamente distribuídos com a mesma distribuição de (𝑋, 𝑌 ). Então,

𝜌𝑆 = 3
(︁
𝑃
[︁
(𝑋1 −𝑋2)(𝑌1 − 𝑌3) > 0

]︁
− 𝑃

[︁
(𝑋1 −𝑋2)(𝑌1 − 𝑌3) < 0

]︁)︁
. (2.8)

Essas medidas podem ser expressas em termos de cópulas; de fato, (NELSEN, 2006) prova
os seguintes resultados.
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Teorema 2.3.4. Sejam 𝑋 e 𝑌 variáveis aleatórias contínuas com função cópula 𝐶(·). Então

o 𝜏 de Kendall para 𝑋 e 𝑌 é definido por

𝜏 = 4
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0
𝐶(𝑢1, 𝑢2)𝑐(𝑢1, 𝑢2)𝑑𝑢1𝑑𝑢2 − 1. (2.9)

Teorema 2.3.5. Sejam 𝑋 e 𝑌 variáveis aleatórias contínuas com função cópula 𝐶(·). Então

o 𝜌 de Spearman para 𝑋 e 𝑌 é definido por

𝜌𝑆 = 12
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0
𝑢1𝑢2𝑐(𝑢1, 𝑢2)− 3

= 12
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0
𝐶(𝑢1, 𝑢2)𝑑𝑢1𝑑𝑢2 − 3

= 12
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0
[𝐶(𝑢1, 𝑢2)− 𝑢1𝑢2]𝑑𝑢1𝑑𝑢2.

Lembrando que 𝑐(·) é a função de densidade da função cópula 𝐶(·). Os teoremas 2.3.4
e 2.3.5 estabelecem que o 𝜏 de Kendall e o 𝜌 de Spearman podem ser expressos em termos
da função cópula, fornecendo uma maneira de calcular esta medida diretamente a partir da
estrutura de dependência representada pela função cópula. Esses teoremas são importantes pois
estabelecem uma conexão entre medidas de dependência comumente utilizadas e a teoria das
funções cópulas, possibilitando compreender e calcular a dependência entre variáveis aleatórias
de maneira mais direta.

2.3.4 Famílias Paramétricas de funções Cópulas

Nesta seção apresentamos algumas funções cópulas, que são frequentemente utilizadas na
prática. Cada uma delas depende de um ou mais parâmetros, que denotaremos pelo vetor 𝜃.

Como antes, nos restringimos ao caso bivariado.

2.3.5 Família de Cópulas Arquimedianas

A família de funções cópulas arquimedianas é amplamente utilizada em diversas aplicações,
devido à flexibilidade de suas propriedades de dependência, que podem ser ajustadas por meio
de diferentes escolhas da função geradora, também chamada de função arquimediana. As
cópulas arquimedianas são definidas a partir de uma função geradora 𝜙, com as seguintes
propriedades:

Definição 2.3.6. Uma função geradora (ou simplesmente geradora) é uma função 𝜙 :

[0,∞)→ [0, 1] que satisfaz:
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1. 𝜙(0) = 1 e lim
𝑡→∞

𝜙(𝑡) = 0;

2. 𝜙(𝑡) é contínua;

3. 𝜙(𝑡) é decrescente em [0,∞) e estritamente decrescente em [0, inf{𝑡 > 0 : 𝜙(𝑡) = 0}),

com inf(∅) = 0.

Definição 2.3.7. Cópulas Arquimedianas bivariadas são definidas por

𝐶𝜙(𝑢1, 𝑢2) = 𝜙(𝜙−1(𝑢1) + 𝜙−1(𝑢2)), (2.10)

em que 𝜙 é uma função geradora e 𝜙−1 sua inversa generalizada.

A utilidade das cópulas arquimedianas se deve à flexibilidade em ajustar diferentes es-
truturas de dependência por meio da escolha da função geradora 𝜙(·). Além disso, possuem
relativa simplicidade na estimação dos parâmetros. Diversas cópulas arquimedianas estão bem
documentadas na literatura, e permitem representar padrões variados de associação entre va-
riáveis. Alguns xemplos incluem as funções cópulas de Ali-Mikhail-Haq (AMH), Clayton, Frank,
Gumbel-Hougaard e Joe, frequentemente utilizadas devido à sua capacidade de capturar dife-
rentes padrões de dependência com uma forma funcional relativamente simples. O parâmetro
𝜃 ∈ Θ, apresentado na Tabela 2, indica o tipo de dependência entre as variáveis aleatórias
consideradas.

Tabela 2 – Exemplo de cópulas arquimedianas bivariadas e seus geradores

Cópula 𝐶(𝑢1, 𝑢2) Θ 𝜙(𝑡)

AMH 𝑢1𝑢2
1−𝜃(1−𝑢1)(1−𝑢2) [−1, 1] log

[︁
1−𝜃(1−𝑡)

𝑡

]︁
Clayton (𝑢−𝜃

1 + 𝑢−𝜃
2 − 1)− 1

𝜃 (0,∞) 1
𝜃
(𝑡−𝜃 − 1)

Frank −1
𝜃

log
[︁
1 + (exp(−𝜃𝑢1)−1)(exp(−𝜃𝑢2)−1)

exp(−𝜃)−1

]︁
(0,∞) − log

(︁
exp(−𝜃𝑡)−1
exp(−𝜃)−1

)︁
Gumbel-Hougaard exp

[︁
−((− log(𝑢1))𝜃 + (− log(𝑢2))𝜃) 1

𝜃

]︁
[1,∞) (− log(𝑡))𝜃

Joe 1− [(1− 𝑢1)𝜃 + (1− 𝑢2)𝜃 − (1− 𝑢1)𝜃(1− 𝑢2)𝜃] 1
𝜃 [1,∞) − log

(︁
1− (1− 𝑡)𝜃

)︁
Fonte: Elaborada pelo autor (2024)

Na Figura 2, são apresentados os gráficos das funções de densidade para as cópulas Clayton,
Gumbel, Frank e Joe. Todas as funções cópulas foram parametrizadas de forma que o 𝜏 de
Kendall seja próximo de 1

2 , utilizando a Equação (2.9). Apesar do mesmo valor aproximado
de 𝜏 de Kendall, os gráficos destacam como diferentes estruturas de dependência podem
ser capturadas por cada cópula, evidenciando padrões distintos de associação. Por fim, na
Figura 3 são apresentados os contornos correspondentes às funções densidades das cópulas.
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Neste exemplo, é possível observar que, embora as cópulas tenham o mesmo valor de 𝜏 de
Kendall, elas representam a dependência de maneira distinta. Nota-se que, nas cópulas Clayton,
Gumbel e Joe, há uma dependência positiva assimétrica, enquanto a cópula Frank exibe uma
dependência positiva e simétrica, com valores maiores nos extremos.

Figura 2 – Densidade das cópulas Clayton, Gumbel, Frank e Joe com 𝜏 ≈ 0.5.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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Figura 3 – Contornos das densidades das cópulas Clayton, Gumbel, Frank e Joe com 𝜏 ≈ 0.5.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

2.3.6 Família de Cópulas Elípticas

Ao contrário das cópulas arquimedianas, geralmente caracterizadas por expressões ana-
líticas claras que facilitam sua implementação prática, as cópulas elípticas são definidas de
forma implícita e estão diretamente relacionadas às distribuições elípticas, como a normal
multivariada e a t de Student (MAI; SCHERER, 2017).

Definição 2.3.8. Seja (𝑋, 𝑌 ) um vetor aleatório bivariado com distribuição elíptica 𝐹𝑅(𝑥, 𝑦),

matriz de correlação 𝑅, e funções de distribuição marginais 𝐹𝑋 e 𝐹𝑌 . A cópula elíptica asso-

ciada a (𝑋, 𝑌 ), obtida a partir do Teorema de Sklar, é definida por:

𝐶𝑅(𝑢1, 𝑢2) = 𝐹𝑅(𝐹−1
𝑋 (𝑢1), 𝐹−1

𝑌 (𝑢2)), (2.11)

em que 𝐹−1
𝑋 e 𝐹−1

𝑌 são as funções quantil de 𝑋 e 𝑌 , respectivamente.

Na Definição 2.3.8, a matriz 𝑅 é uma matriz de correlação 2 × 2, em que os elementos
da diagonal principal são iguais a 1 e os elementos fora da diagonal são iguais a 𝜃. Este
parâmetro 𝜃 caracteriza a dependência linear entre as variáveis da cópula. Assim, as cópulas
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elípticas permitem descrever estruturas de dependência mais complexas em comparação a
outros tipos de cópulas (HYRŠ; SCHWARZ, 2015).

O primeiro exemplo de função cópula elíptica é a cópula Gaussiana bivariada:

𝐶𝑁(𝑢1, 𝑢2) = Φ𝑅(Φ−1(𝑢1),Φ−1(𝑢2)),

em que Φ𝑅(·, ·) denota a função de distribuição acumulada (CDF) de uma distribuição normal
padrão bivariada com coeficiente de correlação 𝜃, e Φ−1(·) denota a função quantil de uma
distribuição normal padrão univariada. Nas Figuras 4, 5 temos os gráficos para a cópula Gaus-
siana, com o coeficiente de dependência 𝜃 = 𝜌𝑃 = 0.8. Notamos uma dependência positiva e
simétrica.

Figura 4 – Função cópula e densidade gaussiana bivariada com parâmetro 𝜃 = 0.8.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Figura 5 – Curvas de nível e densidade da função cópula gaussiana bivariada com parâmetro 𝜃 = 0.8.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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O segundo exemplo é a cópula 𝑡 bivariada, associada à família da distribuição 𝑡 de Student:

𝐶𝑡(𝑢1, 𝑢2) = 𝑡Σ,𝜈

(︁
𝑡−1
𝜈 (𝑢1), 𝑡−1

𝜈 (𝑢2)
)︁
, (2.12)

em que:

1. 𝑡Σ,𝜈 é a função de distribuição acumulada (CDF) de uma distribuição 𝑡 de Student
bivariada com:

• 𝜈 > 2: Graus de liberdade, garantindo momentos finitos.

• Σ: Matriz de correlação 2 × 2, com elementos na diagonal principal iguais a 1 e
elementos na diagonal secundaria a 𝜌𝑃 .

2. 𝑡−1
𝜈 denota a função quantil (CDF inversa) de uma distribuição 𝑡 de Student univariada

com 𝜈 graus de liberdade.

Assim, os parâmetros da cópula 𝑡 são especificados por:

𝜃 = (𝜈, 𝜌𝑃 ),

em que:

• 𝜈 > 2: são os graus de liberdade.

• 𝜌𝑃 ∈ (−1, 1): Representa a correlação linear entre as variáveis.

As figuras, 6, 7, mostram a cópula 𝑡, com 𝜌𝑃 (0.8) e número de graus de liberdade 𝜈 = 2.

Obtemos gráficos semelhantes ao caso anterior (cópula Gaussiana bivariada com 𝜃 = 0.8) mas
com maior presença de valores extremos nos limites inferior e superior.

Em geral, as cópulas elípticas são amplamente utilizadas na estatística multivariada e
na análise de dados. Sua capacidade de descrever uma ampla variedade de estruturas de
dependência as torna em funções importantes na avaliação de riscos, finanças e em diversas
outras áreas (MAI; SCHERER, 2014).
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Figura 6 – Função cópula 𝑡 e densidade bivariada com parâmetro 𝜃 = (2, 0.8).

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Figura 7 – Curvas de nível da função cópula e densidade 𝑡 bivariada com parâmetro 𝜃 = (2, 0.8).

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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3 CÓPULAS DINÂMICAS

Cópulas dinâmicas são amplamente utilizadas para analisar a dependência entre ativos
financeiros Cherubini et al. (2011), Braun, (2011), Jammazi et al, (2015) . Estas cópulas
permitem modelar de forma mais precisa as relações entre variáveis ao capturar a variação
temporal das dependências, algo muito importante para entender e prever comportamentos
em mercados financeiros voláteis. Como discutido no capítulo anterior, em muitos casos, as
cópulas tradicionais utilizam um único parâmetro, como o coeficiente de correlação de Pearson
no caso da cópula gaussiana, para caracterizar a função de dependência ao longo de todo o
período de avaliação. No entanto, ao permitir que esse parâmetro varie dinamicamente com o
tempo, as cópulas dinâmicas oferecem uma abordagem mais adaptativa e sensível às mudanças
temporais, o que é fundamental para modelar com precisão as relações de dependência em
séries temporais (PATTON, 2006a). Com essa abordagem, o parâmetro 𝜃 utilizado na função
de dependência pode ser funcional, ou seja, pode variar de acordo com o tempo, permitindo
uma representação mais precisa e flexível da evolução das relações entre os dados ao longo do
tempo.

Neste contexto, esta pesquisa tem como objetivo propor que o parâmetro da cópula pode
variar ao longo do tempo, sendo aproximado por funções não paramétricas, como polinômios
de Taylor, Bernstein e Chebyshev. Consideramos que o parâmetro de uma cópula dinâmica é
uma função dependente do tempo, e essa função será aproximada utilizando polinômios. Essa
abordagem nos permitirá capturar com maior precisão as relações de dependência em séries
temporais, proporcionando uma modelagem mais robusta e flexível (KRUPSKII; JOE, 2020).

3.1 CONCEITOS

Considere uma série temporal bivariada {𝑋 𝑡}𝑡∈𝑇 , em que 𝑋 𝑡 = (𝑋1𝑡, 𝑋2𝑡), definida em
um espaço de probabilidade (Ω,ℱ , 𝑃 ), em que Ω é o espaço amostral, ℱ é uma 𝜎-álgebra
definida em Ω, e 𝑃 é uma medida de probabilidade sobre (Ω,ℱ)1.

A 𝜎-álgebra ℱ𝑡−1 é gerada pelas variáveis aleatórias 𝑋1𝑠 e 𝑋2𝑠 para 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡−1, definida
por:

ℱ𝑡−1 = 𝜎(𝑋1𝑠, 𝑋2𝑠|1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡− 1).
1 Para simplificar a notação, adotamos as abreviações 𝑋𝑡 = (𝑋1𝑡, 𝑋2𝑡) e 𝑥𝑡 = (𝑥1𝑡, 𝑥2𝑡).
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Esta 𝜎-álgebra contém toda a informação disponível até o instante 𝑡 − 1, permitindo
modelar as distribuições marginais condicionais 𝑋1𝑡|ℱ𝑡−1 e 𝑋2𝑡|ℱ𝑡−1 (PATTON, 2013). Note
que, quando temos a série temporal bivariada 𝑋 𝑡, a amostra 𝑋1,𝑋2, . . . ,𝑋𝑇 não é composta
por pares independentes, pois existe correlação serial dentro de cada série e correlação cruzada
entre as séries, de modo que os pares 𝑋𝑟,𝑋𝑠 não são independentes para 𝑟 ̸= 𝑠.

Para contornar este problema, um procedimento comum consiste em ajustar modelos
ARMA-GARCH individualmente a cada série e obter os resíduos padronizados (MORETTIN,
2017). Suponha que 𝛼 denote o vetor de parâmetros dos modelos marginais ARMA-GARCH.
A estimativa obtida por máxima verossimilhança será denotada por 𝛼̂. Com base nisso, os
resíduos padronizados são definidos como:

𝜖𝑖𝑡 = 𝑋𝑖𝑡 − 𝜇̂𝑖𝑡

𝜎̂𝑖𝑡

, 𝑖 = 1, 2, 𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑇,

em que:

• 𝜇̂𝑖𝑡 é a média condicional estimada com base em ℱ𝑡−1 por um modelo ARMA ajustado
com os parâmetros 𝛼̂;

• 𝜎̂𝑖𝑡 é o desvio padrão condicional estimado por um modelo GARCH, também com base
em 𝛼̂.

Os parâmetros 𝛼̂ representam os coeficientes estimados dos modelos ARMA-GARCH ajustados
individualmente para as séries 𝑋1𝑡 e 𝑋2𝑡. Após o ajuste dos modelos marginais e a obtenção
dos resíduos padronizados, as distribuições acumuladas marginais estimadas são aproximadas
utilizando funções ajustadas com base nesses resíduos. Assim, temos:

̂︀𝐹1𝑡(𝑥1𝑡) ≈
∫︁ 𝑥1𝑡

−∞
̂︀𝑓1𝑡(𝑧) 𝑑𝑧, ̂︀𝐹2𝑡(𝑥2𝑡) ≈

∫︁ 𝑥2𝑡

−∞
̂︀𝑓2𝑡(𝑧) 𝑑𝑧,

em que ̂︀𝑓1𝑡(𝑥1𝑡) e ̂︀𝑓2𝑡(𝑥2𝑡) representam as funções de densidade ajustadas aos resíduos pa-
dronizados 𝜖𝑖𝑡. Essas funções podem ser obtidas empiricamente ou a partir de uma distribuição
teórica apropriada, como a normal padrão ou outra que melhor se ajuste ao comportamento
observado. Sejam

𝑢̂1 = ̂︀𝐹1𝑡(𝑥1𝑡), 𝑢̂2 = ̂︀𝐹2𝑡(𝑥2𝑡),

as pseudo-observações associadas às variáveis 𝑋1𝑡 e 𝑋2𝑡, transformadas para o intervalo [0, 1],

então, a função cópula condicional paramétrica 𝐶(𝑢̂1, 𝑢̂2|𝜃(𝑡)) modela a dependência entre as
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variáveis 𝑋1𝑡 e 𝑋2𝑡, em que o parâmetro da cópula 𝜃(𝑡) é uma função do tempo 𝑡. A função
de distribuição acumulada conjunta de 𝑋 𝑡|ℱ𝑡−1 pode ser expressa como:

𝐹 (𝑥1𝑡, 𝑥2𝑡|ℱ𝑡−1) = 𝐶𝑡(𝐹1𝑡(𝑥1𝑡), 𝐹2𝑡(𝑥2𝑡))

= 𝐶(𝐹1𝑡(𝑥1𝑡), 𝐹2𝑡(𝑥2𝑡)|𝜃(𝑡)),

em que 𝐶𝑡(·, ·) é a função cópula condicionada em ℱ𝑡−1. Por outro lado, a função de densidade
de 𝑋 𝑡|ℱ𝑡−1 é dada por:

𝑓(𝑥1𝑡, 𝑥2𝑡|ℱ𝑡−1) = 𝑐𝑡(𝐹1𝑡(𝑥1𝑡), 𝐹2𝑡(𝑥2𝑡))𝑓1𝑡(𝑥1𝑡)𝑓2𝑡(𝑥2𝑡)

= 𝑐(𝐹1𝑡(𝑥1𝑡), 𝐹2𝑡(𝑥2𝑡)|𝜃(𝑡))𝑓1𝑡(𝑥1𝑡)𝑓2𝑡(𝑥2𝑡), (3.0)

em que 𝑐𝑡(·, ·) é a função de densidade da cópula condicionada a ℱ𝑡−1; 𝐹𝑖𝑡(·) e 𝑓𝑖𝑡(·) são,
respectivamente, as funções de distribuição acumulada (f.d.a.) condicionais e as funções de
densidade de probabilidade (f.d.p.) condicionais de 𝑋𝑖𝑡|ℱ𝑡−1 para 𝑖 = 1, 2; 𝐶(·, ·) é a função
cópula e 𝑐(·, ·) é a respectiva função de densidade da cópula no instante 𝑡 para 𝑋 𝑡|ℱ𝑡−1.

Seja 𝜃(𝑡) uma função definida sobre um domínio 𝒟, em que 𝒟 representa o conjunto de
valores possíveis para 𝜃(𝑡). Em vez de interpretarmos 𝜃(𝑡) como um parâmetro fixo pertencente
a um espaço paramétrico, consideramos 𝜃(𝑡) como uma função que varia ao longo do tempo
e que descreve a dependência dinâmica entre as variáveis de interesse. O domínio 𝒟 pode ser
restrito de acordo com a cópula utilizada; por exemplo:

• Para uma cópula Gaussiana, 𝒟 = [−1, 1],

• Para a cópula de Clayton, 𝒟 = (0,∞).

Embora 𝜃(𝑡) seja uma função, é comum que o domínio 𝒟 não corresponda ao conjunto
de todos os números reais R. Para facilitar a estimação e a aplicação de técnicas numéricas,
utilizamos uma função de transformação invertível 𝜓 : 𝒟 → R, cujas propriedades são basea-
das nos princípios gerais de análise funcional e otimização descritos por Lang, (2012) e Boyd
e Vandenberghe, (2004):

1. Invertibilidade: Existe uma função inversa 𝜓−1 : R→ 𝒟 tal que:

𝜓−1{𝜓(𝜃(𝑡))} = 𝜃(𝑡), ∀ 𝜃(𝑡) ∈ 𝒟.

Isso garante que cada valor transformado em R possa ser revertido ao seu valor original
no domínio 𝒟.
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2. Suavidade: As funções 𝜓 e 𝜓−1 devem ser continuamente diferenciáveis. Essa pro-
priedade é essencial para que a transformação e sua inversa possam ser aplicadas em
métodos de otimização e estimação que envolvem derivadas contínuas, além de facilitar
a implementação numérica.

3. Escalabilidade: A transformação 𝜓 deve mapear o domínio 𝒟 para um intervalo ade-
quado em R. Isso assegura que os valores de 𝜓(𝜃(𝑡)) estejam dentro de uma escala
apropriada.

A transformação 𝜓 : 𝒟 → R, descrita anteriormente, permite que o parâmetro 𝜃(𝑡) seja
estimado em um espaço mais amplo, mesmo que originalmente seja restrito a um subconjunto
dos números reais. Definimos a transformação 𝜓{𝜃(𝑡)} = ℎ(𝑣), em que 𝑣 é uma normalização
de 𝑡: 𝑣 = 𝑡−1

𝑇
, 𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑇.

A função ℎ(𝑣), para 𝑣 ∈ [0, 1], pode ser aproximada da seguinte forma:

ℎ(𝑣) =
𝑛∑︁

𝑖=0
𝑎𝑖𝜙𝑖(𝑣),

em que 𝜙𝑖(𝑣) pode ser algum tipo de polinômio base e 𝑎𝑖 com 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛 são os coeficientes
de aproximação que determinam a forma exata de ℎ(𝑣). Seja 𝑎 = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) o vetor dos
coeficientes desconhecidos. Esses coeficientes determinam a forma da função 𝜃(𝑡) por meio da
aproximação polinomial definida por ℎ(𝑣), em que 𝑣 é uma reescalagem do tempo 𝑡. Portanto,
o desenvolvimento da metodologia para determinar o valor de 𝑎 é descrito nas seções a seguir.

3.1.1 Função de verossimilhança

Seja 𝑋 𝑡 = (𝑋1𝑡, 𝑋2𝑡) uma série temporal bivariada com 𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑇 , e seja 𝑥𝑡 a
realização observada de 𝑋 𝑡. Suponha que 𝑎 = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑛𝑛) denota o vetor de parâmetros
do modelo. , então ∀𝑡 = 1, 2, . . . 𝑇, a função de verossimilhança é dada por

𝐿(𝑎|𝑥1,𝑥2, . . . ,𝑥𝑇 ) = 𝑓(𝑥1,𝑥2, . . . ,𝑥𝑇 |𝑎), (3.1)

em que 𝑓 é a função de densidade conjunta de 𝑋1, . . . ,𝑋𝑇 . A função de verossimilhança
apresentada em (3.1) pode ser reformulada com base na decomposição da densidade conjunta
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em distribuições condicionais, como segue

𝐿(𝑎) = 𝑓(𝑥𝑇 |𝑥1, . . . ,𝑥𝑇 −1) · 𝑓(𝑥𝑇 −1|𝑥1, . . . ,𝑥𝑇 −2) · · · 𝑓(𝑥2|𝑥1) · 𝑓(𝑥1)

= 𝑓(𝑥𝑇 |ℱ𝑇 −1) · 𝑓(𝑥𝑇 −1|ℱ𝑇 −2) · · · 𝑓(𝑥2|ℱ1) · 𝑓(𝑥1)

= 𝑓(𝑥1)
𝑇∏︁

𝑡=2
𝑓(𝑥𝑡),

e pelo resultado 3.0 temos que

𝐿(𝑎) = 𝑓(𝑥1)
𝑇∏︁

𝑡=2
𝑐(𝐹1𝑡(𝑥1𝑡), 𝐹2𝑡(𝑥2𝑡)|𝜃(𝑡))𝑓1𝑡(𝑥1𝑡)𝑓2𝑡(𝑥2𝑡), (3.2)

em que 𝑓(𝑥1) é a função de densidade marginal de 𝑥1 = (𝑥1𝑡, 𝑥2𝑡). Note que, 𝑓1𝑡(𝑥1𝑡), 𝑓2𝑡(𝑥2𝑡)

e 𝑓(𝑥1) são funções que não dependem de 𝑎 e portanto podemos simplificar (3.2) por

𝐿(𝑎) ∝
𝑇∏︁

𝑡=2
𝑐(𝐹1𝑡(𝑥1𝑡), 𝐹2𝑡(𝑥2𝑡)|𝜃(𝑡)).

3.1.2 Fundamentos da Inferência Bayesiana

A inferência bayesiana é um método estatístico que utiliza distribuições de probabilidade
para representar a incerteza sobre parâmetros desconhecidos. Antes de observar os dados, essa
incerteza é descrita por uma distribuição a priori. Depois da observação, essa distribuição é
atualizada por meio da regra de Bayes, resultando em uma distribuição a posteriori, que reflete
o que se sabe sobre os parâmetros após incorporar a informação dos dados.

Esse método não se limita a testes de hipótese. Ele é utilizado para estimar parâmetros,
construir intervalos de credibilidade, fazer predições e tomar decisões com base em distribuições
completas.

De acordo com Hoff (2009), a regra de Bayes oferece uma maneira sistemática de atualizar
a informação sobre parâmetros após a observação de novos dados. Resultados anteriores de
Cox (1946, 2001) e Savage (1954, 1972) mostram que, sob certas condições, essa regra é a
forma mais consistente de atualizar probabilidades.

Neste trabalho, utilizamos inferência bayesiana para estimar os coeficientes 𝑎 que deter-
minam o comportamento da função 𝜃(𝑡), que descreve a estrutura dinâmica da série temporal
bivariada.



41

Distribuição a Priori

Para modelar a incerteza inicial sobre os coeficientes 𝑎, assumimos uma distribuição a

priori fracamente informativa:
𝑎 ∼ 𝑁𝑑(0, 𝜎2𝐼),

em que em que 𝑎 é o tamanho do vetor, 𝐼 é uma matriz identidade de dimensão 𝑑×𝑑, e 𝜎2 é
um escalar positivo conhecido que controla a variabilidade inicial assumida para os coeficientes.
Essa escolha reflete uma crença inicial de que os coeficientes estão centrados em zero, com
variação limitada, antes de observar os dados. Além disso, prioris normais multivariadas são
amplamente utilizadas em análises bayesianas quando há pouca informação prévia disponível,
como sugerido por Hoff (2009).

Distribuição a posteriori

A distribuição a posteriori para 𝑎 é aproximada por:

𝜋(𝑎|𝑥1,𝑥2, . . . ,𝑥𝑇 ) ∝ 𝐿(𝑎) · exp
(︂
− 1

2𝜎2 𝑎⊤𝑎
)︂
,

substituindo 𝐿(𝑎) por sua expressão na equação (3.2), obtemos:

𝜋(𝑎|𝑥1,𝑥2, . . . ,𝑥𝑇 ) ∝ exp
(︂
− 1

2𝜎2 𝑎⊤𝑎
)︂ 𝑇∏︁

𝑡=2
𝑐
(︂
𝐹1𝑡(𝑥1𝑡), 𝐹2𝑡(𝑥2𝑡) | 𝜓−1

(︂
ℎ
(︂
𝑡− 1
𝑇

)︂)︂)︂
.

(3.4)

Propriedade Assintótica da Posteriori

Uma propriedade fundamental da inferência Bayesiana é o comportamento assintótico da

distribuição posteriori. De acordo com o Teorema de Bernstein-von Mises, sob certas condi-
ções, a distribuição posteriori tende, assintoticamente, a uma distribuição normal (gaussiana),
independentemente da escolha da priori inicial, desde que o número de observações aumente
indefinidamente (FREEDMAN, 1965).

Especificamente, para amostras suficientemente grandes e priors bem comportadas, a pos-
teriori converge para uma distribuição normal centrada no valor verdadeiro do parâmetro, com
variância decrescente proporcional ao tamanho da amostra. Este resultado é essencial para
garantir:
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1. Consistência Bayesiana: A posteriori converge em probabilidade para o valor verdadeiro
do parâmetro 𝜃(𝑡) à medida que o número de observações 𝑇 →∞.

2. Redução da influência da priori: à medida que o número de observações aumenta, a
distribuição a posteriori passa a depender quase exclusivamente da verossimilhança,
tornando as estimativas cada vez menos sensíveis à escolha da distribuição a priori.

No presente trabalho, esta propriedade assintótica é particularmente relevante, pois tra-
balhamos com séries temporais bivariadas, onde as observações são acumuladas ao longo do
tempo. A formulação Bayesiana, combinada com a modelagem por cópulas dinâmicas, permite
que o parâmetro 𝜃(𝑡) seja estimado de forma confiável à medida que a quantidade de dados
aumenta, assegurando resultados robustos e consistentes.

Note que, em algumas situações, no entanto, não é possível obter amostras diretamente
da distribuição a posteriori, sendo necessário recorrer a técnicas de amostragem como Monte
Carlo (METROPOLIS; ULAM, 1949), Gibbs (GEMAN; GEMAN, 1984), Metropolis-Hastings (ME-

TROPOLIS et al., 1953; HASTINGS, 1970), entre outras.

Como a Equação (3.4) depende da função cópula,a seguir apresentaremos a formulação
da distribuição a posteriori do vetor 𝑎, considerando alguns tipos de cópulas dinâmicas.

3.1.3 Família de cópulas elípticas

A cópula dinâmica Gaussiana tem seu domínio em 𝒟 = (−1, 1). Neste contexto, podemos
utilizamos a função 𝜓 : 𝒟 → R tal que:

𝜓{𝜃(𝑡)} = ln
{︃

1 + 𝜃(𝑡)
1− 𝜃(𝑡)

}︃
, com inversa 𝜓−1(𝑣) = exp(𝑣)− 1

exp(𝑣) + 1 e 𝑣 = 𝑡− 1
𝑇

.

Como 𝜓(𝜃(𝑡)) = ℎ(𝑣), temos que:

𝜃(𝑡) = 𝜓−1{ℎ(𝑣)} = exp{ℎ(𝑣)} − 1
exp{ℎ(𝑣)}+ 1 , em que ℎ(𝑣) =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝜙𝑖(𝑣),

com 𝜙𝑖(𝑣) sendo funções base, como polinômios de Taylor, Bernstein ou Chebyshev. Assim,
a distribuição a posteriori dos coeficientes 𝑎, conforme a Equação (3.4), é dada por:

𝜋(𝑎|𝑥1,𝑥2, . . . ,𝑥𝑇 ) ∝ exp
(︂
− 1

2𝜎2 𝑎⊤𝑎
)︂ 𝑇∏︁

𝑡=2

1√︁
1− 𝜃(𝑡)2

exp
(︃
−𝛿

2
1𝑡𝜃(𝑡)2 − 2𝛿1𝑡𝛿2𝑡𝜃(𝑡) + 𝛿2

2𝑡𝜃(𝑡)2

2(1− 𝜃(𝑡)2)

)︃
,
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em que 𝛿𝑖𝑡 = Φ−1(𝐹𝑖𝑡(𝑥𝑖𝑡)), 𝑖 = 1, 2 e 𝑎 = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)

Para o caso da cópula dinâmica 𝑡, o dominio da função 𝜃(𝑡) é 𝒟 = (0,∞) × (−1, 1).

Neste caso, assumimos que os graus de liberdade 𝜈 são conhecidos, pois já foram ajustados
durante o processo de ajuste das funções marginais como visto no capitulo anterior. Assim,
restringimos o domínio da função 𝜃(𝑡) ao intervalo (−1, 1), ou seja: 𝒟 = (−1, 1), mantendo
a mesma restrição de correlação válida para o caso estático. Dado que o domínio da função
𝜃(𝑡) para a cópula 𝑡 coincide com o da cópula Gaussiana, segue que a distribuição a posteriori

dos coeficientes 𝑎, de acordo com a Equação (3.4), é dada por:

𝜋(𝑎|𝑥1,𝑥2, . . . ,𝑥𝑇 ) ∝ exp
(︂
− 1

2𝜎2 𝑎⊤𝑎
)︂ 𝑇∏︁

𝑡=2

Γ
(︁

𝜈+2
2

)︁
Γ
(︁

𝜈
2

)︁
(︁
Γ
(︁

𝜈+1
2

)︁)︁2 · 𝜃(𝑡)
− 1

2

×
(︃

1 + 𝛿2
1𝑡 − 2𝜃(𝑡)𝛿1𝑡𝛿2𝑡 + 𝛿2

2𝑡

𝜈(1− 𝜃(𝑡)2)

)︃− 𝜈+2
2

×
(︃

1 + 𝛿2
1𝑡

𝜈

)︃− 𝜈+2
2
(︃

1 + 𝛿2
2𝑡

𝜈

)︃− 𝜈+2
2

,

em que 𝛿𝑖𝑡 = 𝑡−1
𝜈 (𝐹𝑖𝑡(𝑥𝑖𝑡)), 𝑖 = 1, 2 e 𝑎 = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛).

3.1.4 Familia de cópulas Arquimedeanas

De maneira geral, conforme a Equação (3.4), todas as distribuições a posteriori possuem
a mesma estrutura, diferindo apenas na função densidade da cópula correspondente. Para a
família das cópulas arquimedeanas, apresentamos a função de transformação 𝜓, suas respec-
tivas inversas e os domínios associados para cada cópula. A Tabela (3) resume estas funções:

Tabela 3 – Funções de transformação invertíveis para cópulas arquimedeanas

Cópula 𝒟 𝜓(𝜃(𝑡)) 𝜓−1(𝑣)
AMH (−1, 1) ln

(︁
1+𝜃(𝑡)
1−𝜃(𝑡)

)︁
exp(𝑣)−1
exp(𝑣)+1

Clayton (0,∞) ln(𝜃(𝑡)) exp(𝑣)
Frank
Gumbel-Hougaard (1,∞) ln(𝜃(𝑡)− 1) exp(𝑣) + 1
Joe
Gumbel-Barnett (0, 1) ln

(︁
𝜃(𝑡)

1−𝜃(𝑡)

)︁
exp(𝑣)

exp(𝑣)+1

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Lembrando que 𝜓 : Θ→ R e que o valor de 𝜃(𝑡) é determinado por:

𝜃(𝑡) = 𝜓−1{ℎ(𝑣)}, com 𝑣 = 𝑡− 1
𝑇

e ℎ(𝑣) =
𝑛∑︁

𝑖=0
𝑎𝑖𝜙𝑖(𝑣),

em que 𝜙𝑖(𝑣) pode ser, algum tipo de polinômio base e 𝑎𝑖 são os coeficiente de aproximação.
Neste trabalho, 𝜙𝑖(𝑣) pode ser Polinômio de Taylor, Bernstein ou Chebyshev. Mais precisa-
mente, 𝜃(𝑡) é aproximado por

a) Taylor: 𝜃(𝑡) = 𝜓−1
(︂∑︀𝑛

𝑖=0 𝑎𝑖

(︁
𝑡−1
𝑇

)︁𝑖
)︂
, 𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑇 em que 𝑎 = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)⊤.

b) Bernstein: 𝜃(𝑡) = 𝜓−1
(︁∑︀𝑛

𝑖=0 𝑎𝑖𝐵
𝑛
𝑖

(︁
𝑡−1
𝑇

)︁)︁
, 𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑇 em que, 𝐵𝑛

𝑖 (·) é uma base
de Bernstein como definido na Equação (2.1) e 𝑎 = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)⊤.

c) Chebyshev: 𝜃(𝑡) = 𝜓−1
(︁∑︀𝑛

𝑖=0 𝑎𝑖𝑇𝑛

(︁
𝑡−1
𝑇

)︁)︁
, 𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑇 em que, 𝑇𝑛(·) é uma base

de Chebyshev como definida na Equação (2.3) e 𝑎 = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)⊤.
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4 ESTIMAÇÃO

Nesta seção, descrevemos o processo de estimação do vetor de coeficientes 𝑎 = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛),

que permite aproximar a função 𝜃(𝑡) para cada função cópula dinâmica proposta. Seja 𝑝(𝑎) a
distribuição a priori do vetor 𝑎, conforme apresentado na Seção 3. Assumimos:

𝑎 ∼ 𝑁𝑑(0, 𝜎2𝐼),

em que 𝑑 = 𝑛 + 1, 𝐼 é a matriz identidade de tamanho 𝑑 × 𝑑, e 𝜎2 > 0 é o parâmetro de
escala que controla a variabilidade inicial.

Por meio de 𝜋(𝑎) e da função de verossimilhança 𝐿(𝑎), conforme descrito no Capítulo 3, em
inferência Bayesiana o objetivo é obter a forma da distribuição a posteriori 𝜋(𝑎|𝑥1, . . . ,𝑥𝑇 ),

dada pela Equação (3.4).
Note que a forma da distribuição a posteriori pode não ser conhecida e às vezes não é

possível obter amostras desta distribuição. Por esta razão, neste trabalho utilizamos métodos
de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) (RAFTERY; LEWIS, 1996). Especificamente,
adotamos o algoritmo Metropolis-Hastings Adaptativo (METROPOLIS; ULAM, 1949; HASTINGS,
1970; HAARIO; SAKSMAN; TAMMINEN, 2001), detalhado a seguir.

4.1 ALGORITMO METROPOLIS-HASTINGS

O algoritmo Metropolis-Hastings é amplamente utilizado para gerar amostras de uma
distribuição de probabilidade 𝑝(𝑎), cuja forma analítica é conhecida apenas por uma constante
de proporcionalidade. No contexto deste trabalho, 𝜋(𝑎|𝑥1, . . . ,𝑥𝑇 ) é a distribuição a posteriori

do vetor de coeficientes 𝑎.
O algoritmo Metropolis-Hastings constrói uma cadeia de Markov {𝑎𝑖}𝑖≥0, cuja distribuição

estacionária é 𝑝(𝑎).

Considerações Importantes

• Taxa de Aceitação: O desempenho do algoritmo depende da taxa de aceitação, que
deve ser moderada para evitar dois problemas: se for muito alta, as amostras ficam
altamente correlacionadas e a exploração do espaço é ineficiente e se for muito baixa,
muitas propostas são rejeitadas e a convergência se torna lenta. Valores de referência
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para a taxa de aceitação são 0.44 em distribuições univariadas e 0.234 em distribuições
multivariadas (GELMAN; GILKS; ROBERTS, 1997).

• Distribuição Proposta: A escolha de 𝑞(𝑎*|𝑎𝑖) desempenha um papel fundamental no
desempenho do algoritmo. É importante notar que a escolha da distribuição proposta
pode ser um desafio (BROOKS et al., 2011).

Algoritmo 1: Algoritmo de Metropolis-Hastings
Inicializar 𝑎0.
Definir a distribuição proposta 𝑞(· | ·).
for 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 do

Gerar proposta 𝑎* ∼ 𝑞(· | 𝑎𝑖−1)
Calcular a probabilidade de aceitação:

𝛼(𝑎𝑖−1,𝑎
*) = min

{︃
1, 𝑝(𝑎

*)𝑞(𝑎𝑖−1 | 𝑎*)
𝑝(𝑎𝑖−1)𝑞(𝑎* | 𝑎𝑖−1)

}︃

Gerar 𝑢 ∼ 𝑈(0, 1)
Atualizar 𝑎𝑖:

𝑎𝑖 =

⎧⎨⎩𝑎*, se 𝑢 ≤ 𝛼(𝑎𝑖−1,𝑎
*),

𝑎𝑖−1, caso contrário.

end
Retornar {𝑎𝑖}𝑁

𝑖=0

Dado o desafio de definir uma distribuição proposta eficiente, o Metropolis-Hastings Adapta-
tivo (MHA) surge como uma alternativa para este problema. Este método utiliza uma distri-
buição proposta normal multivariada com passeio aleatório, 𝑞(𝑎*|𝑎𝑖) ∼ 𝑁𝑑(𝑎𝑖,Σ𝑖), e adapta
dinamicamente a matriz de covariância Σ𝑖 com base nas amostras previamente geradas. Essa
adaptação melhora a exploração do espaço paramétrico ao ajustar a matriz de covariância
com base nas amostras anteriores, reduzindo a dependência de escolhas iniciais e melhorando
a convergência (HAARIO; SAKSMAN; TAMMINEN, 2001). Na próxima seção, detalhamos a im-
plementação do MHA.

4.2 ALGORITMO METROPOLIS-HASTINGS ADAPTATIVO

Neste trabalho, adotamos o algoritmo Metropolis-Hastings Adaptativo (MHA), proposto
inicialmente por Haario, Saksman e Tamminen (2001) e posteriormente expandido por autores
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como Andreiu e Thoms (2008), Roberts e Rosenthal (2009) e Vinhola (2011). A principal
característica deste método é a capacidade de adaptar dinamicamente os parâmetros da dis-
tribuição proposta 𝑞(·|·) ao longo das iterações, utilizando as informações acumuladas das
amostras geradas. Essa adaptação reduz a sensibilidade à escolha inicial da proposta e me-
lhora a eficiência na exploração do espaço paramétrico.

Seja 𝜋(𝑎|𝑥1, . . . ,𝑥𝑇 ) a distribuição a posteriori do vetor de coeficientes 𝑎, como definido
na Seção 3. O Metropolis-Hastings Adaptativo (MHA) busca gerar amostras de 𝜋(𝑎|𝑥1, . . . ,𝑥𝑇 )

por meio de uma cadeia de Markov {𝑎𝑖}𝑖≥0, cuja distribuição estacionária é 𝜋(𝑎|𝑥1, . . . ,𝑥𝑇 ).
Diferentemente do Metropolis-Hastings, o MHA utiliza uma proposta adaptativa:

𝑞(𝑎*|𝑎𝑖) ∼ 𝑁𝑑(𝑎𝑖, 𝜆Σ𝑖),

em que Σ𝑡 é a matriz de covariância estimada dinamicamente e 𝜆 é o fator de escala ajustado
ao longo das iterações.

Observações

• O parâmetro 𝑐 é calculado como:

𝑐 =
√

2𝜋𝑒𝛾2/2

2𝛾 , com 𝛾 = −Φ−1
(︂
𝑝*

2

)︂
.

Essa fórmula define automaticamente o tamanho do passo na adaptação, evitando a
necessidade de ajustes manuais, como demonstrado por Garthwaite, Fan e Sisson (2016).

• Quando a matriz Σ é conhecida, então 𝜆 = 2,382/𝑑, conforme demonstrado por Gelman,
Roberts e Gilks (1996).

• O parâmetro 𝑡0 define o número de iterações iniciais sem adaptação. Durante esse pe-
ríodo, a matriz de covariância permanece constante (Σ𝑖 = Σ0), o que ajuda a estabilizar
a cadeia antes do início da adaptação. Este parâmetro reflete a crença que se tem sobre
a matriz inicial Σ0.

• O parâmetro 𝜀 > 0 é um termo de regularização adicionado à matriz de covariância,
multiplicando a matriz identidade ℐ𝑑, de dimensão 𝑑 × 𝑑. Esse termo garante que Σ𝑖

permaneça definida positiva em todas as iterações.
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Algoritmo 2: Algoritmo de Metropolis-Hastings adaptativo
Inicializar 𝑎0,Σ0, 𝜆0.
for 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 do

Gerar 𝜂 ∼ 𝑁𝑑(0,Σ𝑖−1)
Proposta 𝑌 ← 𝑎𝑖−1 + 𝜆𝑖−1 · 𝜂
Calcular 𝛼(𝑎𝑖−1, 𝑌 )
Gerar 𝑢 ∼ 𝑈(0, 1)
Atualizar 𝑎𝑖:

𝑎𝑖 =

⎧⎨⎩𝑌, se 𝑢 ≤ 𝛼(𝑎𝑖−1, 𝑌 ),
𝑎𝑖−1, caso contrário.

Atualizar os parâmetros:

Σ𝑖 =

⎧⎨⎩Σ0, se 𝑖 ≤ 𝑡0,

𝜆𝑖−1 · Cov(𝑎0, . . . ,𝑎𝑖−1) + 𝜆𝑖−1𝜀ℐ𝑑, se 𝑖 > 𝑡0

log(𝜆𝑖) = log(𝜆𝑖−1) + 𝑐 · (𝑝𝑖−1 − 𝑝*), com 𝑝𝑖−1 = 𝛼(𝑎𝑖−1, 𝑌 )

end
Retornar {𝑎𝑖}𝑁

𝑖=0

Algoritmo 2 é utilizado para estimar os coeficientes 𝑎, incorporando os ajustes discutidos
para assegurar uma convergência eficiente e robusta à distribuição objetivo.

4.3 ESTIMATIVA PONTUAL DOS COEFICIENTES

Nesta seção, descrevemos o procedimento detalhado utilizado para calcular as estimativas
pontuais do vetor de coeficientes 𝑎 = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), que aproximam a função 𝜃(𝑡). Este pro-
cesso é baseado nas amostras geradas pelo algoritmo Metropolis-Hastings Adaptativo (MHA),
descrito anteriormente, e inclui etapas de burn-in, thinning e replicação.

Seja 𝜋(𝑎|𝑥1, . . . ,𝑥𝑇 ) a distribuição a posteriori do vetor 𝑎. Desejamos calcular a média a

posteriori de cada coeficiente 𝑎𝑗, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛, dada por:

E[𝑎𝑗|𝑥1, . . . ,𝑥𝑇 ] =
∫︁
𝑎𝑗𝜋(𝑎|𝑥1, . . . ,𝑥𝑇 )𝑑𝑎.

No entanto, devido à complexidade da distribuição 𝜋(𝑎|𝑥1, . . . ,𝑥𝑇 ), essa integral não pode
ser calculada analiticamente.

Utilizamos o método de Monte Carlo para aproximar esta integral. Dado um conjunto
de amostras {𝑎𝑖; 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁} extraídas de 𝜋(𝑎|𝑥1, . . . ,𝑥𝑇 ), o valor esperado pode ser
aproximado por:

E[𝑎𝑗|𝑥1, . . . ,𝑥𝑇 ] ≈ 1
𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖,𝑗, quando 𝑁 →∞,
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em que 𝑎𝑖,𝑗 representa o 𝑗-ésimo elemento do vetor 𝑎𝑖.

Etapas para Estimativa Pontual

1. Execução do MHA: Realizamos 𝑁 iterações do MHA para gerar uma cadeia de Markov
{𝑎𝑖}𝑁

𝑖=0, cuja distribuição estacionária é 𝜋(𝑎|𝑥1, . . . ,𝑥𝑇 ).

2. Burn-in e Thinning:

• Burn-in: Removemos os 𝑖burn-in estados iniciais da cadeia para garantir que as
amostras sejam extraídas da distribuição estacionária.

• Thinning: Reduzimos a autocorrelação entre amostras subsequentes, selecionando
uma a cada 𝑘 estados. Seja 𝑁̃ o número efetivo de amostras restantes após o burn-
in e o thinning.

3. Estimativa Pontual Inicial: Após o burn-in e o thinning, calculamos a média das 𝑁̃
amostras restantes para obter a estimativa pontual inicial:

𝑎̂
(𝑟)
𝑗 = 1

𝑁̃

𝑁̃∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖,𝑗, para 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛,

em que 𝑎𝑖,𝑗 é o valor do coeficiente 𝑗 correspondente à 𝑖-ésima amostra.

4. Replicação do Procedimento: Repetimos todo o procedimento acima (geração da
cadeia, burn-in, thinning e cálculo da média) 𝑅 = 100 às vezes, obtendo 𝑅 estimativas
pontuais {𝑎̂(𝑟); 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑅}.

5. Estimativa Pontual Final: A estimativa pontual final para cada coeficiente 𝑎𝑗 é obtida
pela média das 𝑅 replicações:

𝑎̂final
𝑗 = 1

𝑅

𝑅∑︁
𝑟=1

𝑎̂
(𝑟)
𝑗 , para 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛. (4.1)

Assim, o vetor final de estimativas é dado por:

𝑎̂final = (𝑎̂final
0 , 𝑎̂final

1 , . . . , 𝑎̂final
𝑛 ).

Com este procedimento, obtemos estimativas pontuais para os coeficientes de interesse,
que são fundamentais para aproximar a função 𝜃(𝑡) em cópulas dinâmicas.
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5 ESTUDO DE SIMULAÇÃO

Neste capítulo, analisaremos o desempenho do modelo proposto por meio de um estudo de
simulação. O objetivo principal é avaliar a precisão da metodologia proposta, utilizando cópulas
dinâmicas. Especificamente, testamos a capacidade do modelo para aproximar a função 𝜃(𝑡)
com base em cenários simulados.

As famílias de cópulas dinâmicas que utilizamos neste estudo foram previamente introdu-
zidas nas seções 3.1.3 e 3.1.4, considerando que o parâmetro da cópula é caracterizado por
uma função 𝜃(𝑡), variando ao longo do tempo 𝑡. Para aproximar a função 𝜃(𝑡), utilizamos
diferentes bases polinomiais (Taylor, Bernstein e Chebyshev) detalhadas no Capítulo 3. Em
resumo:

𝜃(𝑡) = 𝜓−1
(︃

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝜙𝑖

(︂
𝑡− 1
𝑇

)︂)︃
, 𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑇, (5.1)

em que 𝜙𝑖(𝑣) é a base polinomial proposta. Mais detalhes sobre a definição de 𝜙𝑖(𝑣) e 𝜓(·)

podem ser vistos nas seções (3.1.3) e (3.1.4). Todas as funções, algoritmos e estimativas
foram implementadas em Julia, utilizando o pacote Copulas.jl (LAVERNY; JIMENEZ, 2024).

5.1 CENÁRIO 1: AVALIAÇÃO DO VIÉS E EQM

Neste cenário, avaliamos o viés e o erro quadrático médio (EQM) associados à aproximação
dos coeficientes 𝑎 = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) considerando as cópulas Gaussiana, Clayton e Gumbel.

O procedimento consiste em gerar amostras para diferentes tamanhos de amostra 𝑇 ∈

{80, 150, 250, 350, 500} e calcular os coeficientes aproximados do vetor 𝑎, por meio do Algo-
ritmo 2 (Metropolis-Hastings Adaptativo) e repetir este processo em 100 réplicas. Para cada
réplica, realizamos 100000 iterações, aplicando burn-in de 25% e thinning de 𝑘 = 3, o que
reduz a correlação entre as amostras extraídas da posteriori 𝜋(𝑎|𝑥1, . . . ,𝑥𝑇 ).

A seguir, apresentamos as figuras, que mostram os gráficos do Viés, Viés Relativo e EQM
dos coeficientes estimados para as cópulas Gaussiana, Clayton e Gumbel, considerando os
polinômios de Taylor, Bernstein e Chebyshev, avaliando diferentes conjuntos de coeficientes
𝑎 = (𝑎0, 𝑎1, 𝑎2) e tamanhos amostrais.
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Cópula Gaussiana

Na figura 8, utilizamos o vetor de coeficientes 𝑎 = (−0.5, 2.5, 3.5)

Figura 8 – Viés, Viés Relativo e EQM para os coeficientes estimados com Cópula Gaussiana.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Considerando os polinômios de Bernstein e Chebyshev, os valores apresentam menor vari-
ação em termos de viés e viés relativo em todos os tamanhos amostrais, especialmente para
𝑇 ≥ 250, enquanto Taylor exibe maior variação e oscilações para 𝑇 ≤ 250, mas melhora
consideravelmente à medida que 𝑇 aumenta. Em relação ao erro quadrático médio, Bernstein
e Chebyshev alcançam menores valores para 𝑇 ≥ 300, enquanto Taylor ainda apresenta picos
significativos para os coeficientes 𝑎1 e 𝑎2 em diferentes tamanhos amostrais. Para 𝑇 ≥ 300, as
diferenças entre os três métodos diminuem, embora a estabilidade dos métodos de Bernstein
e Chebyshev continue sendo superiores.

Cópula Clayton

Na Figura 9, consideramos o vetor de coeficientes 𝑎 = (−0.5, 3.5,−1.5).



52

Figura 9 – Viés, Viés Relativo e EQM para os coeficientes estimados com Cópula Clayton.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

De modo geral, os polinômios de Bernstein e Chebyshev demonstram menor variação
em termos de viés e viés relativo para todos os coeficientes analisados, especialmente para
𝑇 ≥ 250, onde convergem para valores próximos de zero. O método Taylor, por outro lado,
apresenta maior sensibilidade para 𝑇 ≤ 250, com flutuações mais acentuadas, particularmente
para 𝑎1 e 𝑎2, embora melhore progressivamente conforme 𝑇 aumenta. Em relação ao EQM,
os métodos de Bernstein e Chebyshev mantêm valores mais baixos em todos os coeficientes
e tamanhos de amostra, enquanto Taylor exibe picos elevados em 𝑇 ≤ 250, mas se torna
competitivo para 𝑇 > 350, reduzindo seus valores próximos de zero.

Cópula Gumbel

Na Figura 10, consideramos o vetor de coeficientes 𝑎 = (1.5,−2.5, 0.5). Em geral, o
método de Bernstein demonstra a menor variação entre os três, sendo o único a convergir sis-
tematicamente para um viés próximo de zero para todos os coeficientes em 𝑇 ≥ 80. Chebyshev
e Taylor, por outro lado, apresentam maior variação, especialmente para 𝑎2, com viés elevado
em 𝑎1 e 𝑎2. Em relação ao viés relativo, Bernstein mantém valores consistentemente baixos
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para 𝑎0 e 𝑎1 em todos os tamanhos amostrais, enquanto Chebyshev e Taylor mostram pi-
cos elevados para 𝑎2, independentemente de 𝑇 . No que se refere ao erro quadrático médio
(EQM), Bernstein novamente se destaca com os menores valores em todas as amostras, en-
quanto Chebyshev e Taylor apresentam EQM mais alto, com Taylor exibindo oscilações mais
pronunciadas.

Figura 10 – Viés, Viés Relativo e EQM para os coeficientes estimados com Cópula Gumbel.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

5.2 CENÁRIO 2: AVALIAÇÃO DE MÉTRICAS PARA 𝜃(𝑡):

Neste cenário, em vez de utilizar coeficientes fixos, geramos valores reais para o parâmetro
𝜃(𝑡) a partir de uma função predefinida. Por exemplo, consideramos a função 𝜃(𝑡) = sin

(︁
2𝜋𝑡
𝑇

)︁
,

para 𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑇 , o que proporciona uma variação contínua e suave do parâmetro ao longo
do tempo.

Com os valores reais de 𝜃(𝑡) definidos, geramos amostras de cópulas dinâmicas correspon-
dentes. Posteriormente, aplicamos os três métodos de aproximação — Taylor, Chebyshev e
Bernstein — para estimar a função 𝜃(𝑡). Neste caso, 𝜃(𝑡) é construída com base nos coefici-
entes estimados 𝑎̂ = (𝑎̂0, 𝑎̂1, . . . , 𝑎̂3).
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Neste caso, não é possível avaliar a qualidade da aproximação utilizando métricas como
Viés ou EQM, já que não há coeficientes reais para comparação. Em vez disso, avaliamos a
proximidade entre as funções 𝜃(𝑡) e 𝜃(𝑡) utilizando métricas definidas em um espaço métrico
adequado.

Seja 𝜃(𝑡) uma função com domínio discreto 𝑡 ∈ {1, 2, . . . , 𝑇}, tal que 𝜃(𝑡) ∈ 𝒟 e 𝒟 ⊆ R.
Definimos o conjunto 𝒳 como:

𝒳 = {(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑇 ) | 𝑥𝑡 ∈ 𝒟, ∀𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑇}.

Dado que 𝒟 ⊆ R, cada 𝑥𝑡 ∈ 𝒟 pertence a R, e por tanto 𝒳 ⊆ R𝑇 em que R𝑇 é o espaço
euclidiano 𝑇−dimensional. Consequentemente, como R𝑇 é um subespaço métrico então, 𝒳 é
um subespaço métrico de R𝑇 herdando sua estrutura métrica.

No espaço R𝑇 , podem-se definir distintas métricas. Como 𝒳 é um subespaço de R𝑇 , essas
métricas também são válidas em 𝒳 , (KREYSZIG, 1991). Algumas métricas são:

1. Distância Euclidiana (𝐿2):

𝑑2(𝑥, 𝑦) =

⎯⎸⎸⎷ 𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑥𝑡 − 𝑦𝑡)2, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳 .

2. Distância Média Quadrática (RMS):

𝑑RMS(𝑥, 𝑦) =

⎯⎸⎸⎷ 1
𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑥𝑡 − 𝑦𝑡)2, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳 .

3. Distância Manhattan (𝐿1):

𝑑1(𝑥, 𝑦) =
𝑇∑︁

𝑡=1
|𝑥𝑡 − 𝑦𝑡|, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳 .

4. Distância Máxima (𝐿∞):

𝑑∞(𝑥, 𝑦) = max
𝑡=1,...,𝑇

|𝑥𝑡 − 𝑦𝑡|, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳 .

Essas métricas fornecem diferentes formas de avaliar a proximidade entre 𝜃(𝑡) e 𝜃(𝑡),
considerando aspectos como a soma total das diferenças, os valores médios das discrepâncias
ou os desvios máximos em pontos específicos. A escolha da métrica depende do objetivo da
análise, sendo recomendável utilizar múltiplas métricas para uma avaliação mais completa.
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Neste cenário, utilizamos a cópula Gaussiana para aproximar a função de dependência
temporal 𝜃(𝑡). Para avaliar a qualidade do ajuste, comparamos 𝜃(𝑡) e 𝜃(𝑡) utilizando a dis-
tância euclidiana entre as funções (𝐿2) e a raiz do erro quadrático médio (RMS). Além disso,
calculamos os critérios de informação AIC e BIC para balancear a qualidade do ajuste com a
complexidade dos modelos. Para a cópula Gaussiana, consideramos 𝜃(𝑡) = sin

(︁
2𝜋𝑡
𝑇

)︁
.

A análise conjunta dessas métricas e critérios permite identificar o método mais adequado
para ajustar a função 𝜃(𝑡), considerando precisão e parcimônia.

Tabela 4 – Métricas e Critérios de informação para a função 𝜃(𝑡) com cópula Gaussiana

Grau do polinômio
Método Métrica 3 4 5

Bernstein

𝐿2 3.7137 3.7342 3.2394
RMS 0.1660 0.1670 0.1448
AIC -442.9028 -441.5757 -441.9458
BIC -426.0443 -420.5026 -416.6582

Chebyshev

𝐿2 2.9250 3.5810 3.4142
RMS 0.1308 0.1601 0.1526
AIC -389.9114 -423.4579 -440.9909
BIC -373.0530 -402.3849 -415.7033

Taylor

𝐿2 3.2932 3.0768 3.5262
RMS 0.1472 0.1375 0.1577
AIC -374.1122 -413.0739 -407.4803
BIC -357.2538 -392.0008 -382.1926

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A Tabela 4 apresenta os valores das métricas 𝐿2, RMS e dos critérios AIC e BIC para os
métodos de aproximação (Bernstein, Chebyshev e Taylor) na aproximação da função 𝜃(𝑡) =

sin
(︁

2𝜋𝑡
𝑇

)︁
com cópula Gaussiana. O polinômio de Bernstein de grau 3 apresenta os menores

valores de 𝐿2 (3.2394), RMS (0.1448), AIC (-441.9458) e BIC (-416.6582), demonstrando
maior precisão e parcimônia. Já os métodos de Chebyshev e Taylor apresentam desempenhos
inferiores.

Note que, existe uma relação clara entre as métricas 𝐿2 e RMS e os critérios de informação
AIC e BIC, já que menores valores de 𝐿2 e RMS, que indicam melhor qualidade de ajuste,
geralmente resultam em menores valores de AIC e BIC. No entanto, AIC e BIC não depen-
dem apenas dessas métricas, pois também incluem uma penalização baseada no número de
parâmetros do modelo.
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Assim, modelos com ajuste ligeiramente inferior podem ser preferidos sob BIC se apresen-
tarem menos parâmetros, destacando a importância da parcimônia na escolha do método mais
adequado.

Figura 11 – Aproximação da função seno com cópula Gaussiana

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura 11, observa-se a aproximação da função 𝜃(𝑡) com cópula gaussiana utilizando
polinômios de Bernstein. A curva aproximada 𝜃(𝑡) acompanha bem a forma geral da função
real 𝜃(𝑡), com pequenas discrepâncias nas regiões próximas aos extremos. Essa visualização
evidencia a eficácia do método em capturar a estrutura senoidal da função subjacente, embora
as diferenças nas caudas sugiram uma certa ineficiência na captura da dependência em cenários
extremos.
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6 APLICAÇÃO

Neste capítulo, aplicamos a metodologia proposta utilizando dados reais. Primeiramente,
realizamos uma análise detalhada das séries de taxas de câmbio selecionadas, ajustando funções
marginais e uma função cópula para modelar a dependência entre elas. Em seguida, utilizamos
esses resultados para calcular o Valor em Risco (VaR) de um portfólio simulado, combinando
os ativos em diferentes proporções.

Estudos anteriores fundamentam a relevância de modelar dependências não lineares e as-
simétricas em mercados financeiros. Patton (2006b) analisou as taxas de câmbio DEM/USD
(Marco Alemão em relação ao Dólar Americano) e JPY/USD (Iene Japonês em relação ao
Dólar Americano), demonstrando como as cópulas condicionais capturam dependências dinâ-
micas e mudanças em cenários extremos, especialmente durante períodos de alta volatilidade.
Giacomini e Härdle (2005) aplicaram séries como DEM/USD e GBP/USD (Libra Esterlina
ao Dólar Americano) na estimação do VaR, destacando a eficácia das cópulas para mensurar
riscos em portfólios financeiros. Berger (2013) ampliou essa abordagem ao explorar taxas de
câmbio regionais como GBP/EUR (Libra Esterlina em relação ao Euro) e CZK/EUR (Coroa
Checa em relação ao Euro), analisando os benefícios da diversificação dentro do mercado
europeu.

Neste trabalho, utilizamos essas ideias e as aplicamos ao contexto específico das taxas de
câmbio entre moedas de economias com características distintas: uma avançada (EUR/USD,
Euro em relação ao Dólar Americano) e outra emergente (BRL/USD, Real Brasileiro em
relação ao Dólar Americano), ambas cotadas em dólares. O objetivo é capturar as dinâmicas
de dependência entre essas moedas e avaliar como a diversificação entre elas pode impactar
o risco em um portfólio.

6.1 ANÁLISE DAS SÉRIES

Neste estudo, utilizamos as séries temporais das taxas de câmbio EUR/USD e BRL/USD,
ambas precificadas em dólares. Os dados foram obtidos na plataforma Yahoo Finance (<https:
//finance.yahoo.com>) no período de 01/01/2022 a 31/12/2024, totalizando 𝑇 = 781 ob-
servações.

https://finance.yahoo.com
https://finance.yahoo.com
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Figura 12 – Retornos de EUR/USD e BRL/USD.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura 12, pode-se observar o comportamento dos retornos das séries EUR/USD e
BRL/USD. Ambas apresentam variações ao longo do tempo, refletindo as flutuações nos
mercados de câmbio. Nota-se que essas variações sugerem a presença de períodos de maior
ou menor instabilidade, característica típica de séries financeiras.

Para realizar o ajuste da cópula e modelar a dependência entre as séries, utilizamos os
log-retornos das taxas de câmbio EUR/USD e BRL/USD. Os log-retornos são calculados
como:

𝑥𝑡 = ln
(︃
𝑃𝑡

𝑃𝑡−1

)︃
,

em que 𝑃𝑡 representa o valor da taxa de câmbio no tempo 𝑡.
Antes de proceder ao ajuste do modelo, realizamos uma análise detalhada das séries de

log-retornos, o que nos permite identificar características importantes dessas séries.
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Série EUR/USD

Seja 𝑋1𝑡 a série temporal que representa os log-retornos da cotação do Euro frente ao
Dólar (EUR/USD).

Figura 13 – Log-retornos de EUR/USD

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Nos log-retornos apresentados na Figura 13 observa-se a ocorrência de picos positivos e
negativos frequentes, comportamento típico de séries financeiras (MORETTIN, 2017).

Tabela 5 – Estatísticas para a série 𝑋1𝑡

Estatística Média Desvio padrão Assimetria Curtose
Valor -0.0001 0.0049 -0.0015 4.1608

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Tabela 5, apresentam-se algumas estatísticas descritivas da série 𝑋1𝑡. é superior à da
distribuição normal, indicando que a série tem uma distribuição com caudas mais pesadas
do que a distribuição normal. Já o coeficiente de assimetria indica que a série não apresenta
assimetria, com média em torno de zero. Para aprofundar essa análise, foram calculadas as
funções de autocorrelação (ACF) e autocorrelação parcial (PACF).

Os resultados das funções ACF e PACF, apresentados na Figura 14, mostram que as
autocorrelações estão majoritariamente dentro dos intervalos de confiança, indicando ausência
de dependência linear significativa nos log-retornos.

O teste de Ljung-Box, realizado para 𝑋1𝑡 em até 30 defasagens, reforça essa observação,
com p-valor de 0.3076. Assim, não rejeitamos a hipótese nula de ausência de autocorrelação
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Figura 14 – Funções de autocorrelação (ACF) e autocorrelação parcial (PACF) dos log-retornos de EUR/USD.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

significativa. Portanto, os resultados indicam que não é necessário ajustar um modelo ARMA
para essa série.

Figura 15 – Log-retornos ao quadrado de EUR/USD

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A análise dos log-retornos elevados ao quadrado 𝑋2
1𝑡, indicam que os dados apresentam

heterocedasticidade condicional. A Figura 15 apresenta picos de volatilidade em períodos es-
pecíficos, indicando a presença de variação condicional ao longo do tempo.

Para investigar esses padrões, analisaremos as ACF e PACF de 𝑋2
1𝑡 para determinar a

necessidade de modelagem da variância condicional por meio de um modelo GARCH.
Na Figura 16, é possível observar que a ACF apresenta valores que passam os limites de

significância em diferentes defasagens, principalmente nos primeiros lags. Isso indica que existe
dependência significativa na variância condicional.
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A PACF, por sua vez, também mostra valores significativos nos primeiros lags, mas dimi-
nuem conforme a defasagem aumenta.

Figura 16 – Funções de autocorrelação e autocorrelação parcial dos log-retornos ao quadrado de EUR/USD.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Para modelar a variância condicional da série de log-retornos de EUR/USD𝑋1𝑡, foi utilizado
o modelo GARCH(1,1). Seja 𝜖1𝑡 = 𝜎1𝑡𝑍1𝑡, em que 𝜎2

1𝑡 representa a variância condicional no
tempo 𝑡, e 𝑍1𝑡 são resíduos padronizados. O modelo GARCH(1,1) é dado por:

𝜎2
1𝑡 = 𝜔 + 𝛼𝜖2

1(𝑡−1) + 𝛽𝜎2
1(𝑡−1),

com 𝜔 > 0, 0 < 𝛼, 𝛽 < 1 e 𝛼 + 𝛽 < 1.
A escolha do modelo baseou-se na análise dos resíduos padronizados, que não apresenta-

ram autocorrelação nem heterocedasticidade, conforme os testes Ljung-Box e ARCH LM. Os
parâmetros estimados são:

𝜎̂2
1𝑡 = 0.020515𝜖2

1(𝑡−1) + 0.978485𝜎̂2
1(𝑡−1).

Note que 𝜔 é omitido porque ele não é estatisticamente significativo para o modelo. Os
resíduos padronizados estimados são:

𝜖1𝑡 = 𝜎̂1𝑡𝑍1𝑡, com 𝑍1𝑡 ∼ GED(1.44),

em que GED(·) denota a distribuição de Erro Generalizada com 𝜈 = 1.44 graus de liberdade
(NELSON, 1991). A escolha dessa distribuição se deve à sua flexibilidade em modelar caudas
mais leves ou mais pesadas, conforme observado nos dados. No caso da série 𝑋1𝑡, a curtose
levemente elevada (4.1608) sugere uma distribuição com caudas mais pesadas do que a normal,
justificado o uso da GED para capturar essa característica específica dos resíduos.
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Série BRL/USD

Seja 𝑋2𝑡 a série temporal que representa os log-retornos da cotação do Real Brasileiro
frente ao Dólar (BRL/USD).

Figura 17 – Log-retornos de BRL/USD

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A Figura 17 apresenta os log-retornos da cotação do Real Brasileiro frente ao Dólar Ame-
ricano (BRL/USD). Observa-se que os valores flutuam em torno de zero, como esperado para
séries de log-retornos. No final do período analisado, nota-se um aumento na magnitude das
flutuações, o que pode indicar períodos de maior instabilidade nos retornos.

Tabela 6 – Estatísticas para a série 𝑋2𝑡

Estatística Média Desvio padrão Assimetria Curtose
Valor -0.0001 0.0101 0.0312 17.6753

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Tabela 6, apresentam-se algumas estatísticas descritivas da série 𝑋2𝑡. Observa-se que
os dados apresentam curtose alta, indicando que a série tem uma distribuição com caudas
pesadas. Já o coeficiente de assimetria indica que a série não apresenta assimetria, com média
em torno de zero.

Na Figura 18, a ACF exibe valores significativos em algumas defasagens iniciais, sugerindo
a presença de dependência linear nos dados. A PACF, por sua vez, apresenta significância
nos primeiros lags, indicando possível autocorrelação nas observações. O teste de Ljung-Box,
realizado para 𝑋2𝑡 em até 20 defasagens, reforça essa observação, com p-valor de 0.03045.
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Figura 18 – Funções de autocorrelação (ACF) e autocorrelação parcial (PACF) dos log-retornos de BRL/USD.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura 19, apresentamos os log-retornos ao quadrado da cotação do Real Brasileiro
frente ao Dólar (BRL/USD). Observa-se a presença de picos de volatilidade em períodos es-
pecíficos, especialmente no final do período analisado. Esses picos sugerem que a variância
condicional da série não é constante ao longo do tempo, indicando a presença de heteroce-
dasticidade condicional.

Figura 19 – Log-retornos ao quadrado de BRL/USD

Na Figura 20, é possível observar que a ACF apresenta valores que passam os limites de
significância em diferentes defasagens, especialmente nos primeiros lags. Isso sugere a presença
de dependência significativa na variância condicional. A PACF, por sua vez, também mostra
valores significativos nos primeiros lags, mas diminuem conforme a defasagem aumenta.
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Figura 20 – Funções de autocorrelação e autocorrelação parcial dos log-retornos ao quadrado de BRL/USD.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Para modelar a variância condicional de 𝑋2𝑡, será utilizado um modelo 𝐴𝑅𝑀𝐴(1, 1) −

𝐴𝑅𝐶𝐻(1), selecionado por garantir que os resíduos padronizados não apresentem autocorre-
lação nem heterocedasticidade, conforme indicado pelos testes de Ljung-Box e ARCH LM. O
modelo é definido como:

𝑋2𝑡 = 𝜑𝑋2(𝑡−1) + 𝜂𝜖2(𝑡−1) + 𝜖2𝑡,

em que 𝜑 representa o coeficiente autorregressivo e 𝜂 o coeficiente da média móvel. A variância
condicional segue um processo ARCH(1):

𝜎2
2𝑡 = 𝜔 + 𝛼𝜖2

2(𝑡−1),

em que 𝜖2𝑡 = 𝜎2𝑡𝑍2𝑡, e 𝑍2𝑡 ∼ 𝑡(𝜈). O modelo ajustado é:

𝑋̂2𝑡 = −0.51840𝑋̂2(𝑡−1) − 0.44233𝜖2(𝑡−1) + 𝜖2𝑡,

e variância condicional estimada é:

𝜎̂2
2𝑡 = 0.99900𝜖2

2(𝑡−1).

Note que 𝜔 é omitido porque não é estatisticamente significativo para o modelo. Os residuos
padronizados estimados são:

𝜖2𝑡 = 𝜎̂2𝑡𝑍2𝑡, 𝑍2𝑡 ∼ 𝑡(3.45),

em que 𝑡(·) denota a distribuição 𝑡−Student com 𝜈 = 3.45 graus de liberdade. A escolha
dessa distribuição se deve à presença de caudas pesadas na série, conforme evidenciado pela
alta curtose (14.6753). Para obter as pseudo-observações necessárias para o ajuste da cópula,



65

aplicamos a função de distribuição acumulada da distribuição GED e 𝑡-Student ajustada para
cada série. Assim, temos:

𝑢1𝑡 = 𝐺𝐸𝐷(𝑍1𝑡; 𝜈1), 𝑢2𝑡 = 𝑡(𝑍2𝑡; 𝜈2),

em que 𝐺𝐸𝐷(𝑍1𝑡; 𝜈1) é a função de distribuição acumulada do erro generalizada e 𝑡(·; 𝜈2)

é a função de distribuição acumulada 𝑡-Student. Neste contexto, 𝜈1 = 1.44 e 𝜈2 = 3.45

correspondem aos graus de liberdade ajustados para 𝑍1𝑡 e 𝑍2𝑡, respectivamente.
Com as pseudo-observações 𝑢1𝑡, 𝑢2𝑡 ∈ [0, 1], obtemos as transformações marginais neces-

sárias para a estimação de uma cópula dinâmica. Nesse modelo, o parâmetro 𝜃(𝑡) varia ao
longo do tempo de forma funcional, permitindo capturar a dependência entre as séries 𝑋1𝑡

(EUR/USD) e 𝑋2𝑡 (BRL/USD) de maneira flexível e adaptativa.
Para isso, aplicamos os procedimentos descritos nos Capítulos 3 e 4, utilizando diferentes

famílias de cópulas dinâmicas. A seleção do modelo que melhor se ajusta foi realizada com
base nos critérios de informação de Akaike (AIC) e Bayessiano (BIC), permitindo identificar a
cópula mais adequada para descrever a dependência entre as séries.

Nas Tabelas 7, 8 e 9, são apresentados os valores dos critérios AIC e BIC para diferen-
tes cópulas e graus de polinômios, utilizando os métodos de Bernstein, Chebyshev e Taylor,
respectivamente.

Tabela 7 – Critérios AIC e BIC para diferentes cópulas e graus de polinômios utilizando o método de Bernstein

Grau do polinômio
Cópula Criterio 2 3 4 5 6

Gaussiana AIC -21.8291 -21.0901 -19.1988 -21.2956 -19.3721
BIC -7.8474 -2.4478 4.1039 6.6677 13.2519

t 𝜈 = 1.45 AIC 113.8421 115.6280 117.1228 118.4073 120.2681
BIC 127.8239 134.2703 140.4256 146.3707 152.8921

t 𝜈 = 3.45 AIC 113.8423 115.6276 117.1228 118.4090 120.2733
BIC 127.8241 134.2699 140.4257 146.3724 152.8974

Frank AIC -23.9809 -21.9535 -20.0773 -18.0773 -16.0773
BIC -9.9992 -3.3112 3.2255 9.8861 16.5466

Gumbel AIC 2.26188 -2.8820 -0.3221 0.5570 0.2729
BIC 16.2436 15.7602 22.9806 28.5205 32.8970

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Tabela 8 – Critérios AIC e BIC para diferentes cópulas e graus de polinômios utilizando o método de Chebyshev

Grau do polinômio
Cópula Criterio 2 3 4 5 6

Gaussiana AIC -21.8299 -21.0406 -19.1825 -17.2391 -18.2184
BIC -7.8481 -2.39837 4.12035 10.7242 14.40553

t 𝜈 = 1.45 AIC 113.8419 115.6371 117.6246 118.8927 120.5804
BIC 127.8237 134.2794 140.9275 146.8562 153.2044

t 𝜈 = 3.45 AIC 113.8420 115.6405 117.6228 118.8901 120.5594
BIC 127.8238 134.2828 140.9256 146.8536 153.1834

Frank AIC -24.9036 -19.0760 -20.0773 -18.0773 -16.0773
BIC -10.9219 -0.4337 3.2255 9.8861 16.5466

Gumbel AIC 2.7605 1.7592 1.0261 -0.5968 1.6658
BIC 16.7422 20.4015 24.3289 27.3666 34.2899

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Tabela 9 – Critérios AIC e BIC para diferentes cópulas e graus de polinômios utilizando o método de Taylor

Grau do polinômio
Cópula Criterio 2 3 4 5 6

Gaussiana AIC -21.8291 -21.0444 -19.1672 -17.1605 -15.3526
BIC -7.8473 -2.4021 4.13560 10.8028 17.2713

t 𝜈 = 1.45 AIC 113.8420 115.6489 117.6391 119.4134 121.1146
BIC 127.8237 134.2912 140.9419 147.3769 153.7386

t 𝜈 = 3.45 AIC 113.8420 115.6540 117.6274 119.4254 121.1078
BIC 127.8237 134.2963 140.9302 147.3888 153.7319

Frank AIC -24.8877 -22.3915 -19.7024 -16.8085 -4.8805
BIC -10.9060 -3.74926 3.6004 11.1548 27.7434

Gumbel AIC 0.4524 4.1251 6.1324 6.5528 10.3774
BIC 14.4341 22.7674 29.4353 34.5163 43.0014

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

De acordo com os critérios de informação apresentados nas tabelas acima, selecionamos a
cópula Frank para modelar a dependência entre as séries temporais, por apresentar os menores
valores de AIC e BIC comparados aos demais modelos testados. O ajuste da função 𝜃(𝑡) é
dado por:

𝜃(𝑡) = exp{ℎ(𝑣)}, ℎ(𝑣) =
2∑︁

𝑖=0
𝑎𝑖𝑇2(𝑣), e 𝑣 = 𝑡− 1

781 , 𝑡 = 1, 2, . . . , 781,

em que, 𝑇2(·) representa a base de Chebyshev, definida na Equação (2.3) e o vetor de coefi-
cientes estimados é 𝑎̂ = (−2.8251, 4.2166,−1.4945)⊤, obtidos utilizando o Algoritmo 2.
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Figura 21 – 𝜃(𝑡) ajustada para a Cópulas Frank

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura 21, observamos que a função 𝜃(𝑡) da cópula de Frank, varia ao longo do tempo,
indicando que os valores de dependência entre as séries não é constante. Valores mais altos
de 𝜃(𝑡) refletem períodos de maior dependência entre as séries, enquanto valores mais baixos
sugerem menor associação. Essa dinâmica pode estar associada a mudanças nas condições de
mercado ou eventos específicos que afetaram simultaneamente os ativos, evidenciando que a
relação entre eles é sensível ao tempo.

6.2 MEDIDA DE RISCO (VAR)

De acordo com Morettin (2017), o Valor em Risco (VaR), traduzido do inglês Value at Risk,
é uma medida amplamente utilizada em finanças para quantificar o risco de perda máxima
esperada de uma carteira de ativos financeiros durante um horizonte temporal específico e
com um nível de significância 𝛼. Esta medida busca responder à seguinte questão: Qual é

a perda máxima esperada, sob condições normais de mercado, com probabilidade 𝛼, em um

determinado período de tempo?"
Para uma posição comprada, o VaR é definido como o menor valor 𝑙 tal que a probabilidade

de a perda Δ𝑃 (ℎ) ser menor ou igual a 𝑙, sobre o horizonte ℎ, seja igual ao nível de significância
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𝛼. Formalmente, tem-se:

𝑉 𝑎𝑅𝑡+ℎ(𝛼) = inf{𝑙 ∈ R : 𝑃 (Δ𝑃 (ℎ) ≤ 𝑙) = 𝛼},

em que Δ𝑃 (ℎ) = 𝑃 (𝑡+ℎ)−𝑃 (𝑡) representa a variação do valor do ativo entre os instantes
𝑡 e 𝑡+ ℎ. Considerando a função de distribuição acumulada (f.d.a.) 𝐹Δ𝑃 (ℎ)(·), essa definição
equivale a:

𝑉 𝑎𝑅𝑡+ℎ(𝛼) = inf{𝑙 ∈ R : 𝐹Δ𝑃 (ℎ)(𝑙) = 𝛼}.

O VaR pode ser calculado utilizando distribuições teóricas, como a normal ou 𝑡-Student,
ou métodos empíricos ajustados aos dados históricos. No presente trabalho, será utilizada a
definição para posição comprada, ajustando-se às características das séries financeiras modela-
das neste estudo. Nesta seção, apresentamos a metodologia para calcular o VaR considerando
dados reais e o ajuste de cópulas dinâmicas como ferramentas para modelar a dependência
entre séries temporais financeiras.

Após obter os valores da função 𝜃(𝑡) da cópula apresentados na seção anterior, procedemos
à estimativa do VaR utilizando as simulações geradas. Para isso, seguimos os passos descritos
por Giacomini e Härdle (2005):

1. Geração de dados simulados: Utilizando os valores da função 𝜃(𝑡) ajustada, geramos
50000 amostras 𝑢1𝑡 e 𝑢2𝑡 a partir da cópula correspondente. Essas amostras são trans-
formadas nos resíduos padronizados 𝑍𝑖𝑡 utilizando as distribuições marginais inversas
de erro generalizado e 𝑡-Student. Os log-retornos são então reconstruídos da seguinte
maneira:

𝑋1𝑡 = 𝜖1𝑡, 𝑋2𝑡 = 𝜑𝑋2(𝑡−1) + 𝜂𝜖2(𝑡−1) + 𝜖2𝑡,

em que os resíduos são dados por, 𝜖𝑖𝑡 = 𝜎𝑖𝑡𝑍𝑖𝑡, 𝑖 = 1, 2. Aqui, 𝜎𝑖𝑡 representa as
volatilidades condicionais estimadas previamente pelos modelos ARMA-GARCH, 𝜑 é o
coeficiente (AR) e 𝜂 é o coeficiente da média móvel (MA).

2. Construção do portfólio financeiro: O valor do portfólio é calculado como:

𝑉𝑡 =
2∑︁

𝑗=1
𝑤𝑗𝑆𝑗(𝑡−1)𝑒

𝑋𝑗𝑡 ,

em que 𝑤1 e 𝑤2 representam os pesos dos ativos, 𝑆𝑗(𝑡−1) são os preços no instante 𝑡−1..
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As perdas simuladas 𝐿𝑇 +1 são obtidas como:

𝐿𝑇 +1 =
2∑︁

𝑗=1
𝑤𝑗𝑆𝑗𝑇

(︁
𝑒𝑋𝑗(𝑇 +1) − 1

)︁
,

onde 𝑆𝑗𝑇 é o preço no instante 𝑇 , e
(︁
𝑒𝑋𝑗(𝑇 +1) − 1

)︁
representa o retorno percentual no

período 𝑇 + 1.

3. Cálculo do VaR: Com base na distribuição empírica das perdas simuladas 𝐿𝑡, o VaR é
estimado utilizando o quantil correspondente ao nível de significância desejado 𝛼, para
os valores 10%, 5% e 1% (correspondentes a níveis de confiança de 90%, 95% e 99%,
respectivamente).

Os valores calculados do VaR para diferentes proporções de 𝑤1 (associado ao EUR/USD)
e 𝑤2 (associado ao BRL/USD) estão apresentados na Tabela 10. Observa-se que, à medida
que o peso 𝑤1 aumenta, os valores absolutos do VaR crescem para todos os níveis de confi-
ança (90%, 95% e 99%), refletindo um maior risco associado ao EUR/USD, moeda de uma
economia avançada, em comparação ao BRL/USD, de uma economia emergente. Esse com-
portamento está de acordo com a literatura (PATTON, 2006b; BERGER, 2013; CECCHETTI;

SCHOENHOLTZ, 2017), onde pares envolvendo moedas de economias desenvolvidas apresen-
tam maior sensibilidade a eventos sistêmicos globais, enquanto moedas emergentes tendem a
responder a fatores regionais específicos. Assim, a composição do portfólio afeta diretamente a
exposição ao risco, destacando a importância de modelar a dependência dinâmica entre essas
taxas de câmbio para estratégias de diversificação e controle de risco.

Tabela 10 – VaR utilizando Cópula Frank

×10−2

𝑤1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
𝑉 𝑎𝑅90% -0.23 -0.24 -0.28 -0.32 -0.36 -0.41 -0.47 -0.53 -0.58
𝑉 𝑎𝑅95% -0.31 -0.33 -0.35 -0.42 -0.49 -0.56 -0.64 -0.71 -0.79
𝑉 𝑎𝑅99% -0.50 -0.56 -0.66 -0.73 -0.81 -0.91 -1.02 -1.13 -1.26

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A Figuras 22 mostra o comportamento do VaR estimado utilizando a cópulas Frank para
diferentes proporções 𝑤1 e 𝑤2. As linhas azul, vermelha e verde correspondem aos níveis de
confiança de 90%, 95% e 99%, respectivamente.

Após aplicar a metodologia de cópulas para estimar o VaR de portfólios compostos por
EUR/USD e BRL/USD, os resultados indicam que, o VaR estimado utilizando a cópula Frank
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Figura 22 – VaR estimado com cópula Frank

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

mostram que o risco do portfólio varia de forma suave conforme os pesos 𝑤1 e 𝑤2. A estru-
tura simétrica da cópula Frank permite capturar a dependência dinâmica entre EUR/USD e
BRL/USD, sem priorizar exclusivamente eventos extremos.

Portfólios balanceados (𝑤1 = 𝑤2 = 0.5) apresentaram menores valores de VaR, enquanto
portfólios mais desbalanceados (𝑤1 próximo de 0.1 ou 0.9) indicaram maior exposição ao risco,
especialmente em níveis de confiança mais elevados. Esses resultados destacam a importância
de considerar a dependência dinâmica ao avaliar o risco de portfólios compostos por moedas
de economias com características distintas.
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7 CONCLUSÕES

Este trabalho apresentou uma abordagem para modelar a dependência dinâmica em séries
temporais bivariadas utilizando cópulas. Diferente de métodos tradicionais, nos quais o parâ-
metro de dependência é fixo, aqui 𝜃(𝑡) foi tratado como uma função do tempo, permitindo
capturar mudanças estruturais ao longo do horizonte analisado. A formulação teórica desse
modelo foi apresentada no Capítulo 3, enquanto sua validação empírica foi realizada por meio
de simulações no Capítulo 5.

Os resultados mostraram que a metodologia foi eficaz na recuperação dos coeficientes
verdadeiros, demonstrando a capacidade das aproximações baseadas em polinômios de Berns-
tein e Chebyshev para estimar a função 𝜃(𝑡) com precisão. No entanto, observou-se que o
desempenho desses métodos variou conforme a cópula utilizada, sendo que a aproximação por
polinômios de Taylor apresentou resultados inferiores na maioria dos casos. Esse comporta-
mento, evidenciado nos experimentos de simulação, indica que a escolha da base de funções
impacta diretamente a qualidade da estimação, tornando essencial uma seleção criteriosa para
capturar adequadamente a dependência dinâmica.

Além disso, a implementação do algoritmo Metropolis-Hastings Adaptativo para a estima-
ção dos coeficientes mostrou-se precisa e bem-sucedida na maioria dos casos, o que permitiu
capturar a evolução temporal da dependência entre as séries. No entanto, algumas dificulda-
des numéricas surgiram em certas cópulas, especialmente quando os valores iniciais escolhidos
levavam à geração de matrizes não definidas positivas, o que impedia a obtenção de amostras
viáveis.

A aplicação prática do modelo foi explorada no Capítulo 6 por meio da estimação do Valor
em Risco (VaR), onde se verificou que considerar dependência dinâmica influencia diretamente
na mensuração da medida de risco do portfólio financeiro. A análise empírica evidenciou que
a escolha da cópula desempenha um papel crucial na quantificação desse risco, sendo a có-
pula Frank a mais adequada para modelar a relação entre EUR/USD e BRL/USD, conforme
indicado pelos menores valores de AIC e BIC obtidos.
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Trabalhos Futuros

Os resultados obtidos neste estudo abriram diversas possibilidades para futuras investiga-
ções e aprimoramentos da metodologia proposta. Algumas direções promissoras incluem:

Um primeiro ponto de interesse consiste na utilização de diferentes funções base para a
aproximação de 𝜃(𝑡), como funções kernel, wavelets ou splines. A exploração dessas alternativas
pode fornecer maior flexibilidade ao modelo, permitindo capturar padrões de dependência mais
complexos.

Outra linha de pesquisa relevante é a implementação de um enfoque frequentista para a
estimação da dependência dinâmica, explorando a obtenção de um estimador de máxima ve-
rossimilhança para os coeficientes e avaliando suas propriedades assintóticas. Essa abordagem
permitiria comparar diretamente os resultados com aqueles obtidos pelo método bayesiano
empregado neste trabalho.

Do ponto de vista teórico e metodológico, um estudo funcional mais aprofundado poderia
investigar a relação entre as métricas apresentadas no Capítulo 5 para a escolha do grau e do
tipo de polinômio. Uma análise detalhada poderia revelar padrões que auxiliem na seleção mais
eficiente das funções base, além de explorar possíveis conexões com critérios de informação,
como AIC e BIC.

No aspecto computacional, uma questão relevante a ser explorada é a escolha dos valores
iniciais no algoritmo Metropolis-Hastings Adaptativo. Atualmente, esses valores são selecio-
nados aleatoriamente, o que ocasionalmente resulta em problemas numéricos. Desenvolver
estratégias mais sistemáticas para essa escolha pode melhorar a estabilidade e a eficiência do
algoritmo.

Por fim, implementar a metodologia em diferentes classes de ativos e na composição de
portfólios mais diversificados. Expandir a análise para ativos além de moedas poderia oferecer
uma perspectiva mais ampla sobre a relevância da dependência dinâmica na mensuração de
risco.
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