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RESUMO

Este trabalho propde cépulas dinamicas para analisar a estrutura de dependéncia entre duas
séries temporais. Supomos que o parametro da copula pode ser caracterizado como uma fun-
¢do 0(t), que varia ao longo do tempo. Para aproximar essa funcdo, sdo propostos diferentes
polindmios, possibilitando a realizacdo de inferéncias sobre um vetor de coeficientes, que des-
creve o comportamento dindmico da funcdo 6(t). Propomos uma abordagem Bayesiana e o
algoritmo Metropolis-Hasting Adaptativo para estimar os coeficientes. Foram realizados estu-
dos de simulacdo, além de uma aplicacdo pratica, que indicaram a adequacao da metodologia

proposta.

Palavras-chave: Cépulas, Polindmios, Séries temporais, Inferéncia Bayesiana



ABSTRACT

This work proposes the use of dynamic copulas to analyze the dependence structure between
two time series. It is assumed that the copula parameter can be characterized as a function
(t), which varies over time. To approximate this function, different polynomials are proposed,
allowing for inferences about a vector of coefficients that describe the dynamic behavior of ().
A Bayesian approach is proposed, along with the Adaptive Metropolis-Hastings algorithm to
estimate the coefficients. Simulation studies were conducted, along with a practical application,

which demonstrated the adequacy of the proposed methodology.

Keywords: Copulas, Polynomials, Time Series, Bayesian Inference.
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1 INTRODUCAO

O estudo da dependéncia entre fendmenos é um aspecto central em diversas areas da ciéncia
e aplicacdes praticas. Em financas, por exemplo, a relacdo entre as cotacoes do délar e do
euro influencia decisdes estratégicas; na administracao publica, informacdes sobre enchentes,
como volume e duracdo, sdo essenciais para acdes preventivas e de planejamento. Modelar
essas relacdes ndo apenas aprimora a compreensao dos fenémenos, mas também possibilita
tomadas de decisdo mais precisas.

A partir da década de 1950, as cépulas (SKLAR) 1959) surgiram como funcdes para modelar
dependéncias entre variaveis aleatérias. A principal vantagem das cépulas esta na capacidade
de modelar a dependéncia entre varidveis aleatérias de maneira separada da escolha das dis-
tribuicoes marginais, permitindo modelar relacbes complexas entre varidveis que ndo seguem
distribuicGes normais multivariadas (NELSEN, [2006)). Além disso, as c6pulas fornecem uma des-
cricdo completa da dependéncia entre as variaveis, permitindo avaliar o tipo de dependéncia
em qualquer ponto do dominio conjunto, o que é particularmente Gtil para analisar caudas
conjuntas ou eventos extremos. Isso proporciona maior flexibilidade e precisdo, especialmente
em situacdes onde os dados apresentam assimetria ou caudas pesadas, caracteristicas que os
modelos baseados na normalidade multivariada ndo conseguem capturar adequadamente. Essa
técnica tem sido amplamente aplicada em areas como financas e seguros (DENUIT et al., 2006),
saude publica (DEB; TRIVEDI; ZIMMER, 2014} |ZHAO; ZHOU, 2012), e hidrologia (SALVADORI;
MICHELE, 2007)).

No entanto, em muitos casos, as relacdes entre varidveis ndo permanecem estaticas ao
longo do tempo. Fenémenos como flutuacdes de mercado ou impactos climaticos exigem
modelos capazes de capturar dependéncias dinamicas. As cépulas variantes no tempo foram
desenvolvidas para atender a essa necessidade, permitindo que o parametro de dependéncia,
0(t), varie ao longo do tempo. Patton (2002) realizou uma revisdo detalhada das técnicas de
copulas aplicadas a anélise de séries temporais, enquanto Zhang e Guegan (2008)) propuseram
o uso de modelos GARCH combinados com cépulas variantes no tempo. Essas abordagens
representam avancos importantes, mas ha lacunas na literatura, especialmente em métodos
semiparamétricos para cépulas dinamicas.

No contexto de anélise de risco financeiro, Ausin e Lopes (2010) introduziram uma abor-

dagem totalmente Bayesiana para modelar dependéncias dinamicas, incluindo a estimac3o de
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medidas como o Value at Risk (VaR) e o Conditional Value at Risk (CVaR). Embora robusta,
sua metodologia é predominantemente paramétrica, o que pode limitar sua flexibilidade em
cendarios mais complexos.

Para superar essas limitacdes, Abegaz, Gijbels e Veraverbeke (2012) propuseram uma
abordagem semiparamétrica baseada na aproximacdo da dependéncia condicional por kernel.
Inspirados nesse trabalho, este estudo desenvolve uma metodologia para modelar cépulas
variantes no tempo, utilizando polindomios de Taylor, Bernstein e Chebyshev para aproximar a
funcdo de dependéncia 0(t), estimando os coeficientes sob enfoque Bayesiano e propondo o
algoritmo de Metropolis-Hastings Adaptativo. A metodologia proposta é validada por meio de
estudos de simulacao e aplicacdes praticas, com destaque para o calculo de medidas de risco
financeiro, como o VaR.

Este texto estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 1 apresentamos a introducdo
e o contexto do trabalho. No Capitulo 2 revisamos os conceitos basicos de séries temporais,
polindmios e cépulas. No Capitulo 3 apresentamos o conceito de cépulas variantes no tempo
e discutimos a formulacdo da metodologia proposta. No Capitulo 4 detalhamos os métodos
de estimacdo, incluindo o algoritmo de Metropolis-Hastings e sua versdo adaptativa, além
do uso de técnicas de Monte Carlo para aproximar distribuicoes a posteriori; no Capitulo 5
apresentamos o estudo de simulacdo e as aplicacdes praticas; e, finalmente, no Capitulo 6

apresentamos as consideracdes finais e sugestdes para trabalhos futuros.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos fundamentais, que serdo utilizados ao longo

do texto.

2.1 SERIES TEMPORAIS

Nesta secdo, apresentamos os conceitos fundamentais de séries temporais, com base na
definicdo de processo estocastico e sua interpretacdo como sequéncia de observacdes ao longo
do tempo. De acordo com Morettin e Toloi, (2018), um processo estocastico é definido como

segue:

Definicao 2.1.1. Seja T' um conjunto ndo vazio. Um processo estocdstico é uma familia

X ={X(t),t € T}, tal que, para cadat € T, X(t) é uma varidvel aleatéria.

Nessas condi¢Ges, um processo estocastico € uma cole¢do de varidveis aleatérias (v.a.),
definidas em um mesmo espaco de probabilidade (£2,.4,P). O conjunto T', é normalmente
escolhido como o conjunto dos inteiros Z = {0, 1,2,... } ou o conjunto dos nimeros reais R.
Para cada t € T', X (t) serd uma variavel aleatéria real.

Como X (t) representa uma variavel aleatéria para cada t € T', o processo X (t) pode ser
visto como uma funcdo de dois argumentos, X (t,w), em que t € T e w € 2. Essa notacdo
ilustra que para cada valor de ¢, temos uma variavel aleatéria X (¢,w).

Para um valor fixo de wy € €2, obtemos uma funcdo em relacao a ¢, que caracteriza uma
trajetéria especifica do processo estocastico. Esta trajetéria também é conhecida como uma
série temporal e representa uma sequéncia de observacdes de X (¢) ao longo do tempo. Uma
série temporal, portanto, é uma realizacdo de um processo estocastico.

Em nossas consideracdes futuras, teremos para estudar uma série temporal X (¢) (uma
realizacdo de um processo estocastico), que denotaremos simplesmente como X;. As obser-
vacoes serao feitas em instantes discretos e igualmente espacados no tempo, denotados por
X1, Xo, ..., Xp.

Para uma série temporal, definem-se as seguintes funcoes:

Definicao 2.1.2. A funcdo média de X; o simplesmente média é definida por

o

u(t) = E(X) = [ afia)de,

—00
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em que E(-) denota o valor esperado de X, e fi(x) é a PDF de X (t).
Definicao 2.1.3. A fung¢do de autocovaridncia (facv) de X, é

V(b1 t2) = B(Xy, Xy, ) — E(Xy, )E(Xy, ),
t1,to € T', respectivamente.

Em particular, se t; =t = t, temos a variancia do processo X;:

Yt t) = Var(X,) = V(t) = E(X}?) — E(X,)%

2.1.1 Estacionariedade

Seja X = {X(t), t € T'} um processo estocastico. Para quaisquer instantes t1,...,t, € T,
a distribuicdo conjunta das varidveis aleatérias X, , Xy,,..., X, € descrita pela funcdo de

distribuicdo acumulada (CDF) conjunta:
F(zy,... xn; t, .. tn) =P(Xy, <@y, o0y Xy, < 2y).
Esta notacdo sera utilizada para descrever propriedades de estacionariedade.

Definicao 2.1.4. Um processo estocastico X = {X;,t € T'} diz-se estritamente estacionario

se todas as distribuicbes conjuntas permanecem as mesmas sob translacées no tempo, ou seja,
F(oy,...,xn; 1+ 7,0ty +7) = Fxy, ..o 2 T, .00, t)
para quaisquer ty, ..., t,, 7 deT.

A funcdo F'(-) representa a funcdo de distribuicdo acumulada conjunta das variaveis ale-
atérias Xy, Xy,,...,X;,. Esta condicdo implica que a distribuicdo conjunta das variaveis é
invariante sob translacGes no tempo, caracterizando assim um processo estritamente estacio-
nario.

Isso significa, em particular, que todas as distribuicdes unidimensionais sao invariantes sob

translacdo no tempo, logo a média wu(t) e a varidncia V/(t) sdo constantes, isto &,
pt)=p, V(t)=o0* VteT.

Definicao 2.1.5. Um processo estocastico X = {X;,t € T'} € dito fracamente estacionario

ou estaciondrio de segunda ordem se e somente se:
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i) E(X;) = u(t) = p, constante para todot € T.
i) E(X?) < oo, paratodot € T.
III) ’}/(tl,tg) = COU(th,th) = ’}/(h), h(tl,tQ) = |t1 - t2|.

Em processos estacionarios de segunda ordem, a funcdo de autocovariancia depende apenas
da diferenca de tempo entre duas observacdes, chamada de defasagem temporal ou “lag”.
Denotamos essa defasagem por

h = |t; — ts],
simplificando assim a notacdo de (ty,t2) para y(h).

Definicao 2.1.6. A funcdo de autocorrelacdo (ACF) de um processo estaciondrio é definida

como:

em que y(h) é a autocovariancia no lag h e «y(0) € a varidncia do processo.

2.2 POLINOMIOS

Nesta secdo, estdo apresentados alguns polinomios que desempenham um papel funda-
mental em matematica, fisica, estatistica e diversas outras areas. Estes polindmios sdo fre-
quentemente utilizados para aproximar funcdes complexas e desempenham um papel crucial
em diversas aplicacdes praticas. Abordaremos trés tipos de polinomios e discutiremos algumas

de suas caracteristicas e aplicacOes.

2.2.1 Polindmios de Bernstein

As bases de Bernstein de grau n, definidas no intervalo [0, 1], sdo dadas por:

Bl'(z) = (") (1—z)" "2, i=0,1,...,n, x€]l0,1], (2.1)

1

em que

Além disso, satisfazem a propriedade:

S Bin(e) =1, Vaelo,1]. (2.2)

)

=0
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Definicao 2.2.1. Se f(x) é uma funcdo definida no intervalo |0, 1], entdo cada polinémio da

forma
" 7
Bua)=> 1 (=) Br@)
=0 T
pode ser chamado de polinémio de Bernstein da funcdo f(z).

O seguinte teorema garante a aproximacdo de uma funcdo f(z) por polinémios de Berns-

tein.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Bernstein). Se f(xz) é continua em [0, 1], entdo,

lim B,(z) = f(x).

n—oo

Demonstracdo. Ver Natanson, ((1961). O

Os polindmios de Bernstein sao empregados em teoria da aproximacdo e geometria com-
putacional. Esses polindmios foram aplicados para fornecer uma prova construtiva do teorema
de aproximacdo de Weierstrass (BERNSTEIN| 1912). Com o avan¢o da computacido digital, os
polinbmios de Bernstein ganharam popularidade devido a sua estabilidade numérica e a ver-
satilidade em aplicacGes geométricas, permitindo a construcao intuitiva e eficiente de formas

geométricas complexas (FAROUKI, [2012)).

2.2.2 Polindmios de Chebyshev

Existem varios tipos de polindmios de Chebyshev. Em particular, introduziremos os po-
linobmios de primeiro tipo. Alguns livros e muitos artigos utilizam a expressao polinémio de

Chebyshev para se referir exclusivamente ao polindmio de Chebyshev T,,(x), de primeiro tipo.

Definicdo 2.2.3. Conforme definido em Natanson, (1961)), um polinémio da forma
T, (z) = cos(narccos(z))
é chamado de polinémio de Chebyshev.

Note que, se x € [—1,1], entdo, para § = arccos(z), temos 6 € [0, 7. Dessa forma,
podemos representar os polindmios de Chebyshev utilizando identidades trigonométricas. Do
Teorema de De Moivre (MOIVRE, [1730), sabemos que cos(nf) pode ser expresso como um

polinémio de grau n em cos(f).
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A Tabela 1] apresenta as férmulas elementares para cos(nf) e os polindmios de Chebyshev
correspondentes.

Tabela 1 — Férmulas para cos(nf) e polindmios de Chebyshev T, ().

n | cos(nb) T, (z)

01 1

1 | cos(f) x

2 | 2cos?(f) — 1 212 — 1

3 | 4cos?(0) — 3 cos(h) 4a3 — 3x

4 | 8cos*() —8cos?(0) +1 | 8x* — 8% +1

Fonte: Elaborada pelo autor (2024)

Na prética, ndo é conveniente nem eficiente calcular cada polindmio T,,(x) diretamente a
partir da definicdo. Em vez disso, podemos utilizar uma relacdo de recorréncia para gerar os

polinémios de Chebyshev de forma mais rapida. Combinando a identidade trigonométrica
cos(nf) = 2 cos(0) cos((n — 1)0) — cos((n — 2)0),
e aplicando a Definicdo [2.2.3 obtemos a seguinte relacdo de recorréncia:
To(x) = 22T, 1(x) — Tho(x), n=2,3,... (2.3)
Com as condicdes iniciais
To(x)=1 e Ti(z)==x,

podemos gerar recursivamente todos os polinémios {7}, (z)} de maneira computacionalmente
rapida e pratica.

Em relacdo ao produto interno
1
(o9) = [w(@)f(@)g(a)da,
~1

considerando o intervalo [—1, 1], os polindmios de Chebyshev de primeiro tipo sdo ortogonais

em relacdo a respectiva funcdo de peso
1
V1—a?

No caso especifico de polindmios do primeiro tipo, a expansdo é obtida como

fo) ~ icm),

w(z) =

em que
1

2 [0 - ) @) T

Ci — —
v
-1
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2.2.3 Polinémios de Taylor

Os polindmios de Taylor dessmpenham um papel fundamental na aproximacao de funcdoes
continuas e diferenciaveis, pois permitem aproximar uma funcao ao redor de um ponto especi-
fico, por meio de uma série polinomial que incorpora informacdes sobre as derivadas da funcao
nesse ponto. Mais formalmente, consideremos o conjunto das funcdes que sdo n-derivaveis e

tém derivadas continuas até a n-ésima ordem, denotado por
C"={f:I—=R:fM™(z)écontinual.

Os polindmios de Taylor utilizam as derivadas de f para construir uma aproximacao local para
f € C™ ao redor de um ponto x(. Mais precisamente, quando temos uma funcdo f € C™ e um
polinémio P, (z) de grau n que satisfaca Py(zo) = f*)(z0), em que f* (1) denota a k—ésima
derivada avaliada no ponto zg, para k = 0,1,2,...,n. Podemos afirmar que o polindmio de

Taylor de ordem n de f(z) em torno de x, terd a seguinte forma:

(n) T
- x0)2 S fiu(x _ xo)",

Paw) = flao) + -

e este é chamado de polindmio de Taylor de ordem n de f(x) em torno de x, pois fornece
uma aproximacdo de f(x) ao redor de xy, com erro que depende da ordem n e da natureza

da funcao f.

Teorema 2.2.4 (Teorema de Taylor). Seja f : R — R uma fungdo n + 1 vezes diferenciavel
em torno do ponto xy € R, entdo, V x € R,3 £ € (a,x), tal que a funcdo f(x) pode ser

aproximada por meio da série de Taylor:

™ (g
(x — o)+ + fn(')(x —x9)" + Ry(x),

f@)(xo)

f(@) = f(wo) + FO (o) (@ — o) +

em que

Fr (0
(n+1)!

€ definido como o resto de Lagrange para algum c entre x e xy.

R, (z) = )n+1

(x — g

Demonstracdo. Veja Bartle e Sherbert (1992) para mais detalhes. ]

Note que
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f(z) = Pu(x) + Ry(x),

Além disso, observe que se |f"™V(z)] < M,V 2 € I e existe r > 0 tal que I C

(xog — 7,20 + 1), entdo

n+1
_ | g(n+1) (ZL' _ .Z’o)
Raw)] = |10
M
< - _ 7'L+1
~(n+ 1)!’:]6 ol
n+1
<M
(n+1)!
Como
n+1
lim ——— =0,
n—=o0 (n + 1)!

segue-se que

lim |R,(z)| =0, Vzel.

n—oo
Em outras palavras, para uma funcao com suporte compacto e derivadas continuas de
todas as ordens, o polinémio de Taylor P,(x) converge para f(x) a medida que aumentamos

a ordem n. E importante notar que podemos reescrever o polinomio de Taylor de ordem n na

forma
Pn(‘r) :a0+aflx+"'+anlﬂ7
em que
(n)
w=1"0 o1
n!
2.3 COPULAS

Nesta secao, apresentamos os conceitos fundamentais das funcdes copulas e as principais
familias de copulas paramétricas. Em seguida, discutimos as medidas de dependéncia associ-

adas a cada funcdo cépula.

2.3.1 Copulas

Sejam X, X, ..., X, varidveis aleatérias definidas em um mesmo espaco de probabilidade

(Q,. A, P) e considere a funcdo de distribuicdo conjunta
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F(zy,...,2,) = P(Xy <x1,..., X, < z,). (2.4)

Suponha que o vetor aleatério (X1,...,X,,) seja transformado componente por componente
para que cada variavel aleatéria no vetor resultante tenha uma distribuicao marginal uniforme
no intervalo (0, 1). Se X7, ..., X,, tém distribuicGes marginais continuas F'x, (x1), ..., Fx, (z,),

isto pode ser feito utilizando a transformacdo:

T, :R" = (0,1)", (z1,...,2,) — (Fx,(z1),..., Fx,(z5)).

A fungio distribuicdo conjunta C'(-) de Fx, (X1), ..., Fx, (X,), é entdo chamada de funcdo
copula do vetor aleatério (X1,...,X,), ou equivalentemente, cdpula associada a funcdo de

distribuicdo conjunta F'(-). Segue que,
Clur, ... uy) = F(Fx (w), ..., Fx'(u,)),

em que u; = Fx,(z;),7 = 1,2,...,n. Para facilitar a leitura, apresentamos algumas definicdes
e conceitos para o caso bivariado, no entanto, é importante ressaltar que os resultados e
conclusGes apresentados podem ser generalizados para o contexto multivariado.

Sejam X e Y variaveis aleatérias com funcdes de distribuicdes marginais Fix(z) e Fy (y),

respectivamente. Entao a funcao de distribuicdo conjunta é dada por
Fxy(z,y) = P(X <2,V <y).

Em geral, as funcdes de distribuicGes marginais podem ser obtidas utilizando a funcao de

distribuicdo conjunta Fxy(x,y) e as seguintes relacdes:

FX(x) = 7}1—>nc’>lo FXY(x7y)7 FY(y) = xh_{goFXY(Ivy)

Esta abordagem baseia-se na funcdo de distribuicdo conjunta para determinar as funcoes
de distribuicdo marginal de cada varidvel aleatéria. A densidade conjunta fxy (z,y) é definida
por

2

vl = 5o P (o).

As variaveis aleatérias X e Y sdo independentes se e somente se,

Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y),
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para todos os valores de x,y € R.

O Teorema de Sklar (SKLAR, |1959)) é um marco fundamental na teoria das cépulas, pois
estabelece a existéncia e unicidade da funcdo cépula C(-). Este teorema é amplamente re-
conhecido como um dos resultados mais importantes nesta area, fornecendo uma estrutura

tedrica fundamental para a modelagem e analise de dependéncia estatistica.

Teorema 2.3.1. Seja Fxy(z,y) uma funcdo de distribuicio conjunta com marginais Fx(x)

e Fy(y) . Entdo existe uma funcdo copula C(-) tal que para todo x,y € R,
Fxy(z,y) = C(Fx(2), Fy(y))- (2.5)

Se Fx(x) e Fy(y) sdo continuas, entdo a funcdo cépula C(-) é dnica, caso contrdrio,
C(-) esta definida unicamente em Im(Fx(x)) x Im(Fy(y)) em que Im(Fx(x)), Im(Fy(y))
representam os conjuntos de valores assumidos pelas funcées de distribuicdo Fx y Fy, res-
pectivamente. Reciprocamente, se C(-) é uma funcdo cépula e Fx(x) e Fy(y) sdo fungbes
de distribuicées univariadas, entdo Fxy(x,y) definida em é a fungdo de distribuicdo

conjunta com marginais Fx(x) e Fy(y).

O seguinte corolario afirma que é possivel representar a dependéncia entre variaveis aleaté-
rias por meio de uma funcdo cépula que é independente das distribuicdes marginais especificas.
Em outras palavras, a funcdo cépula captura a estrutura de dependéncia, permitindo modela-la

separadamente das caracteristicas das distribuicoes marginais.

Corolario 2.3.2. Sejam Fxy(x,y), Fx(z) e Fy(y) como no Teorema de Sklar, e sejam
Fy'(x) e Fy''(y) as inversas generalizadas de Fx(x) e Fy(y), respectivamente. Entdo, para

qualquer uy = Fx(z) e uy = Fy (y), existe uma cépula bivariada C(-) tal que
Clur,uz) = Fxy (Fx'(w), Fy'(us)). (2.6)

O Teorema estabelece uma relacao entre a copula associada a uma funcdo de dis-
tribuicdo bivariada Fyy(x,y) e as distribuicdes marginais F'x(z) e Fy(y), indicando que a
estrutura de dependéncia entre as varidveis aleatérias X e Y é unicamente determinada pela
func3o de distribuicdo bivariada Fxy (x,y). Assim, o teorema mostra como a cépula estd re-
lacionada as distribuicoes marginais e a estrutura de dependéncia entre as variaveis aleatérias.
Para o caso continuo, a densidade de cépula é definida por

92

c(ug, ug) = C'(uy, usg).

N 3u18u2
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Seja Fxy (z,y) a funcdo de distribuicdo conjunta com marginais Fx(x) e Fy (y), conforme
definida em ([2.5]). Utilizando a regra da cadeia, a densidade conjunta de X e Y pode ser obtida

como

Ixv(z,y) = afﬁy {Fxy(z,y)}

_ C(Fx(x), Fy(y) 9Fx(x) 0Fy(y)
OFx OFy Oz y

= c(Fx(2), Fy(y)) fx (@) fy (y)-

O resultado acima mostra que sempre é possivel obter a funcdo de densidade conjunta
de duas variaveis aleatérias, utilizando suas funcdes de densidades marginais e a funcdo de
densidade da funcdo cédpula associada. Isso é importante porque fornece uma maneira de
expressar a funcao de densidade conjunta em termos das densidades marginais e da densidade

de funcdo coépula.

Proposicao 2.3.3. Sejam X e Y varidveis aleatérias continuas com funcées de distribuicdo

marginais Fx, Fy, densidades marginais fx, fy, e funcdo de densidade conjunta fxy. Seja

C(u,v) a cépula associada ao par (X,Y), com funcdo de densidade c(u,v) = 8263(51’]”). Ent3o,

as seguintes afirmacées sdo equivalentes:
(i) X eY sdo independentes;
(ii) A cépula associada é a cépula de independéncia: C(u,v) = uv;
(iii) A densidade da cépula satisfaz c(u,v) = 1 para todo (u,v) € [0,1]%;
(iv) A funcdo de densidade conjunta é escrita como fxy(x,y) = fx(x)fy(y).

Demonstragao.

(i) = (ii): Se X e Y s&o independentes, ent3o:
Fxy(2,y) = P(X < 2,Y <y) = P(X <2) - P(Y < y) = Fx(2)Fy(y).
Logo, pela definicao de cépula, temos:
C(u,v) = uv,

que é a copula de independéncia.
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(ii) = (iii): Se C(u,v) = uv, entdo:

9*C(u,v)  9*(uv)
oudv  Oudv

Ou seja, c(u,v) =1 em [0, 1]2.
(i) = (iv): A densidade conjunta pode ser escrita como:

Ixy(@,y) = c(Fx (), Fy (y)) - fx(x) - fr(y).
Se ¢(Fx(z), Fy(y)) = 1, entdo:

Ixv(z,y) = fx(x)fy(y),

o que mostra que a funcdo de densidade conjunta pode ser escrita como o produto das funcdes

de densidade marginais.
(iv) = (i): Se fxy(z,y) = fx(x)fy(y), entdo:

Forwy) = [ [ portsoydeds= ([ fepas) ([1 poat) = Fe@)Fr ),

mostrando que X e Y sdo independentes.

2.3.2 Os Limites de Fréchet-Hoeffding e a Cépula Independente

Para qualquer funcdo cépula C' : [0,1]> — [0,1] e (uy,us) € [0,1]% existem limites
inferiores e superiores que toda copula deve satisfazer. Estes limites sdo conhecidos como os
limites de Fréchet-Hoeffding e estabelecem o intervalo dentro do qual qualquer cépula deve

estar:

Wug,ug) < Clug,ug) < M(uq,uz),

em que:

= A fungdo W(uy,up) = max{u; + us — 1,0} é chamada de limite inferior de Fréchet-

Hoeffding. Ela representa o caso de dependéncia negativa maxima entre as variaveis.

= A funcdo M (uy,us) = min{uy, us} é chamada de limite superior de Fréchet-Hoeffding.

Ela representa o caso de dependéncia positiva maxima entre as variaveis.
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Esses limites sdo essenciais em diversas areas, especialmente na analise de riscos extremos,
pois permitem modelar a dependéncia entre varidveis em eventos de cauda direita (associada
ao limite superior M (u,u2)) e cauda esquerda (associada ao limite inferior W (uy, us)). Em
contextos de risco, essas caudas representam eventos extremos em que as variaveis atingem
valores altos ou baixos simultaneamente, fornecendo informacdes criticas para a gestdo de
riscos (RUSCHENDORF, [2012).

Além dos limites de Fréchet-Hoeffding, outra funcao cépula importante é a funcdo cépula

produto ou cépula independente, definida como:

H(Ul, Ug) = U1 * Ug.

A funcdo cépula independente representa a auséncia de qualquer dependéncia entre as
variaveis aleatérias X e Y. E utilizada como uma referéncia para avaliar se a dependéncia
entre variaveis aleatérias é mais forte ou mais fraca do que a independéncia completa. Em
particular, ao comparar a dependéncia observada com a independéncia, é possivel identificar
se existe uma dependéncia significativa entre as varidveis, especialmente em eventos extremos,
em que a dependéncia pode amplificar o impacto dos riscos (EMBRECHTS; LINDSKOG; MCNEIL,
2001)).

Assim, o conceito de cépulas independentes e os limites de Fréchet-Hoeffding fornecem
uma base para entender a estrutura de dependéncia entre varidveis aleatérias, especialmente
em contextos em que os eventos extremos desempenham um papel importante na avaliacao e
na gestdo de riscos.

Na Figura [I, a primeira linha apresenta os graficos das superficies das cépulas W, II e
M, com suas respectivas curvas de nivel. As curvas de nivel conectam pontos com o mesmo
valor da funcao, facilitando a visualizacao da estrutura de dependéncia. Na segunda linha,
sao mostrados os graficos de dispersdo correspondentes a W, Il e M, ilustrando diferentes

padroes de dependéncia entre as variaveis.

2.3.3 Medidas de associacdo e sua conexdao com cépulas

As medidas de associacdo para gerenciamento de riscos financeiros estdo vastamente des-
critas na literatura, como pode ser visto em (EMBRECHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH, [2013)).

Para duas variaveis aleatérias X e Y, (EMBRECHTS; LINDSKOG; MCNEIL, 2001)), listaram quatro



26

Figura 1 — Cépulas W (esquerda), J] (centro), M (direita).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

propriedades desejaveis de uma medida de associacdo 0(X,Y):
) 6(X,Y) =d(Y, X);
) —1<§(X,Y)<1;

) §(X,Y) =1se X eY sdo cromotdnicas e §(X,Y) = —1 se X e Y sdo contramonoto-

nicas.

IV) Se T for uma transformacdo monétona,

0(X,Y), seT crescente,
o(T(X),Y) =

—0(X,Y), se T decrescente.

Essas quatro propriedades sao fundamentais para garantir que a medida de associacdo
seja consistente, simétrica e facil de interpretar. Elas asseguram que a medida capture ade-
quadamente a relacdo entre as variaveis aleatérias, mantendo a mesma interpretacdao sob
transformacdes monétonas. Além disso, o fato de a medida pertencer ao intervalo [—1, 1] fa-

cilita a comparacao direta da dependéncia entre diferentes conjuntos de dados (EMBRECHTS;
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LINDSKOG; MCNEIL, 2001)), (EMBRECHTS; HOING; JURI, [2003), (EMBRECHTS; FREY; MCNEIL,
2011)).

Dizemos que X e Y sdo comonotdnicos se Y (ou X) for uma funcdo estritamente crescente
de X (ou Y') em quase toda parte e sdo contramonotdnicos se a fungdo for estritamente
decrescente.

(EMBRECHTS; KLUPPELBERG; MIKOSCH| |2013)) argumentaram que a correlagdo linear de
Pearson satisfaz apenas as duas primeiras propriedades e demonstraram que as medidas de
correlacdo de Rho de Spearman e o Tau de Kendall satisfazem todas as quatro propriedades.

Embora as medidas apresentadas a seguir como o 7 de Kendall e o p de Spearman sejam
tecnicamente medidas de associacao, elas podem ser reinterpretadas como medidas de depen-
déncia por meio da teoria das cdpulas, conforme demonstrado por Nelsen (NELSEN, |2006).
Esta secdo discute essa transicdo de maneira gradual.

a) Correlacdo linear de Pearson

Sejam X e Y duas varidveis aleatérias definidas no mesmo espaco de probabilidade, o

coeficiente de correlacdo de Pearson de X e Y é definido da seguinte forma:

Cov(X,Y)

pP(Xa Y) =
Ox0Oy
em que Cov(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y) é a covaridncia entre X e Y, e ox, 0y denotam

os desvios padroes de X e Y, respectivamente. Notamos que:
i) —1<pp <1
i) Se X e Y sdo independentes, entdo pp = 0;

i) pp = *1 se, e somente se, Y = aX + b quase certamente, com a # 0, ou seja, X e Y

estao linearmente relacionados com probabilidade 1.

Como vimos anteriormente, o coeficiente de correlacdo de Pearson satisfaz apenas as
propriedades |) e Il). Além disso, pp requer que as variancias de X e Y sejam finitas. Note que
pp = 0 ndo implica independéncia entre X e Y, a menos que (X,Y) siga uma distribuicdo
normal bivariada. Observe também que pp = +1 ocorre apenas quando existe uma relacdo
linear deterministica entre as varidveis. Finalmente, pp ndo é invariante sob transformacoes
ndo lineares, o que limita seu uso em situacdes com relacoes ndo lineares entre X e Y.

b) 7 de Kendall e p de Spearman
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Suponha que as varidveis aleatérias X e Y representem os retornos de titulos financeiros.
Em situacdes tipicas, é comum que tanto X quanto Y apresentem variacdes semelhantes, ou
seja, ambos assumem valores altos ou baixos simultaneamente. No entanto, em circunstancias
menos frequentes, é possivel que X assume um valor alto enquanto Y assume um valor baixo,
ou vice-versa, ao mesmo tempo. Os conceitos de concordancia e discordancia sdo utilizados
para medir esses tipos de associacdo.

Suponha que a v.a. (X,Y) tenha distribuicdo F), continua. Sejam, (X1, Y}), (X2, Ys) dois
pares independentes obtidos de F. Dizemos que estes pares sao concordantes se X; > X
sempre que Y7 > Y5, X7 < X, sempre que Y] < Y5. Os pares sdo discordantes se X; > X,
sempre que Y] < Y5, X7 < X5 sempre que Y] > Ys.

As medidas de concordancia sdo invariantes sob transformacdes estritamente crescentes de
X e Y, ou seja, n3o se alteram quando as variaveis sdo substituidas por funcdes que preservam
a ordem relativa de seus valores. Essa propriedade garante que tais medidas sejam robustas e
consistentes, independentemente da escala em que as variaveis sdo observadas. Como resul-
tado, as medidas de concordancia podem ser expressas como funcdes de cépula entre X e Y.
A correlacdo linear de Pearson, por outro lado, n3o é invariante sob transformacdes crescentes,
e portanto, ndo é uma medida de concordancia. Duas medidas de concordancia comuns sdo o
Rho de Spearman e o Tau de Kendall.

7 de Kendall A estatistica 7 de Kendall para a distribuicdo F' é definida como:

7= P{(X; — Xo)(Y1 — Y3) > 0} — P{(X1 — X2)(Y; — Y3) < O} (2.7)

p de Spearman

Suponha que (X, Y") tenha distribuicdo conjunta Fxy, com marginais F'y e Fy, respecti-
vamente. O coeficiente ps de Spearman também é baseado em concordancia e discordancia
entre varidveis aleatérias. Seja {(X;, Y;)}?_, uma amostra de tamanho trés de pares aleatérios

independentes e identicamente distribuidos com a mesma distribuicdo de (X,Y"). Entdo,
ps =3 (P[(X1 = Xa)(¥i = Y3) > 0] = P[(X1 = X)(Y1 = V3) < 0]) . (2.8)

Essas medidas podem ser expressas em termos de cépulas; de fato, (NELSEN, 2006) prova

os seguintes resultados.
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Teorema 2.3.4. Sejam X e Y varidveis aleatérias continuas com fung¢do cépula C(-). Entdo

o 7 de Kendall para X e Y é definido por

1 1
T = 4/ / C'(uy, ug)e(uy, ug)duydug — 1. (2.9)
o Jo

Teorema 2.3.5. Sejam X e Y varidveis aleatérias continuas com fungdo cépula C(-). Entdo

o p de Spearman para X eY é definido por
ps =12 /01 /01 urusc(uy, ug) — 3
=12 /01 /01 C(uy, ug)duydus — 3
=12 /01 /()I[C(ul, Ug) — uyug]duydus.

Lembrando que ¢(-) é a funcdo de densidade da funco cépula C(-). Os teoremas [2.3.4]
e [2.3.5| estabelecem que o 7 de Kendall e o p de Spearman podem ser expressos em termos
da funcdo cépula, fornecendo uma maneira de calcular esta medida diretamente a partir da
estrutura de dependéncia representada pela funcao cépula. Esses teoremas sdo importantes pois
estabelecem uma conexado entre medidas de dependéncia comumente utilizadas e a teoria das
funcoes cépulas, possibilitando compreender e calcular a dependéncia entre variaveis aleatérias

de maneira mais direta.

2.3.4 Familias Paramétricas de funcdes Copulas

Nesta secdo apresentamos algumas funcdes cépulas, que sdo frequentemente utilizadas na
pratica. Cada uma delas depende de um ou mais parametros, que denotaremos pelo vetor 6.

Como antes, nos restringimos ao caso bivariado.

2.3.5 Familia de Cépulas Arquimedianas

A familia de funcdes copulas arquimedianas é amplamente utilizada em diversas aplicacGes,
devido a flexibilidade de suas propriedades de dependéncia, que podem ser ajustadas por meio
de diferentes escolhas da funcao geradora, também chamada de funcdo arquimediana. As
cépulas arquimedianas sdo definidas a partir de uma funcao geradora , com as seguintes

propriedades:

Definicao 2.3.6. Uma funcao geradora (ou simplesmente geradora) é uma fungdo ¢ :

[0,00) — [0, 1] que satisfaz:
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1. p(0) =1 e lim p(t) =0;

t—o00

2. ¢(t) é continua;

3. ¢(t) é decrescente em [0, 00) e estritamente decrescente em [0,inf{t > 0 : ¢(t) = 0}),

com inf () = 0.

Definicao 2.3.7. Copulas Arquimedianas bivariadas sdo definidas por

Co(ur, uz) = (™ (ur) + ¢~ (uz)), (2.10)

em que ¢ é uma func3o geradora e ¢! sua inversa generalizada.

A utilidade das cépulas arquimedianas se deve a flexibilidade em ajustar diferentes es-
truturas de dependéncia por meio da escolha da funcdo geradora ¢(-). Além disso, possuem
relativa simplicidade na estimacdo dos parametros. Diversas cépulas arquimedianas estao bem
documentadas na literatura, e permitem representar padrdes variados de associacao entre va-
ridveis. Alguns xemplos incluem as funcdes cépulas de Ali-Mikhail-Haq (AMH), Clayton, Frank,
Gumbel-Hougaard e Joe, frequentemente utilizadas devido a sua capacidade de capturar dife-
rentes padrdes de dependéncia com uma forma funcional relativamente simples. O parametro
6 € O, apresentado na Tabela 2] indica o tipo de dependéncia entre as variaveis aleatérias
consideradas.

Tabela 2 — Exemplo de cépulas arquimedianas bivariadas e seus geradores

Cépula | O, un) S o(t)

AMH 7179(13&??(1%2) [—1,1] log [H(tu)]

Clayton ur? +uy® —1)78 (0, 0) 0 —1)
exp(—0uy)—1)(exp(—0Ouz)—1 exp(—60t)—1

Frank —glog [1 + (oxp( ech()—(ﬁ)f(l 2)-1) ]1 (0,00)  —log (7%1;((7;))71)

Gumbel-Hougaard | exp [—((— log(u1))? + (— 1og(u2))9)§] [1,00) (—log(t))?

Joe T—[(1—u)? + (1 —up)? — (1 —wy)?(1 — up)?)s [1,00)  —log(1—(1-1))

Fonte: Elaborada pelo autor (2024)

Na Figura[2}, sdo apresentados os gréficos das funcdes de densidade para as cépulas Clayton,

Gumbel, Frank e Joe. Todas as funcdes cépulas foram parametrizadas de forma que o 7 de

Kendall seja préximo de 2, utilizando a Equac3o 1} Apesar do mesmo valor aproximado

29
de 7 de Kendall, os graficos destacam como diferentes estruturas de dependéncia podem
ser capturadas por cada cépula, evidenciando padroes distintos de associacdo. Por fim, na

Figura (3| s3o apresentados os contornos correspondentes as funcdes densidades das cépulas.
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Neste exemplo, é possivel observar que, embora as cépulas tenham o mesmo valor de 7 de
Kendall, elas representam a dependéncia de maneira distinta. Nota-se que, nas cépulas Clayton,
Gumbel e Joe, hd uma dependéncia positiva assimétrica, enquanto a cépula Frank exibe uma

dependéncia positiva e simétrica, com valores maiores nos extremos.

Figura 2 — Densidade das cépulas Clayton, Gumbel, Frank e Joe com 7 = 0.5.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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Figura 3 — Contornos das densidades das cépulas Clayton, Gumbel, Frank e Joe com 7 ~ 0.5.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

2.3.6 Familia de Cépulas Elipticas

Ao contrério das cépulas arquimedianas, geralmente caracterizadas por expressdes ana-
liticas claras que facilitam sua implementacdo pratica, as cépulas elipticas sdo definidas de
forma implicita e estdo diretamente relacionadas as distribuicdes elipticas, como a normal

multivariada e a t de Student (MAI; SCHERER, 2017)).

Definicao 2.3.8. Seja (X,Y') um vetor aleatério bivariado com distribuicdo eliptica Fr(z,vy),
matriz de correlacdo R, e funcées de distribuicio marginais Fx e Fy. A cdpula eliptica asso-

ciada a (X,Y), obtida a partir do Teorema de Sklar, é definida por:
Cr(ur,uz) = Fr(Fx'(w), Fy ' (u2)), (2.11)
em que F' e ;! sdo as funcBes quantil de X e Y, respectivamente.

Na Definicao [2.3.8, a matriz R é uma matriz de correlacdo 2 x 2, em que os elementos
da diagonal principal s3o iguais a 1 e os elementos fora da diagonal sdo iguais a . Este

parametro 6 caracteriza a dependéncia linear entre as varidveis da cépula. Assim, as cépulas
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elipticas permitem descrever estruturas de dependéncia mais complexas em comparacdo a

outros tipos de cdpulas (HYRS; SCHWARZ, [2015).

O primeiro exemplo de funcdo cépula eliptica é a copula Gaussiana bivariada:

Cn(u1,u2) = @R((bfl(ul% ot (uz)),

em que Pg(+,-) denota a funcio de distribuicdo acumulada (CDF) de uma distribuicdo normal
padrdo bivariada com coeficiente de correlacdo 6, e ®~!(-) denota a funcdo quantil de uma
distribuicdo normal padrdo univariada. Nas Figuras[4] [5] temos os gréficos para a cépula Gaus-

siana, com o coeficiente de dependéncia # = pp = 0.8. Notamos uma dependéncia positiva e

simétrica.

Figura 4 — Funcdo cépula e densidade gaussiana bivariada com parametro 6§ = 0.8.

(w'nD
;/\‘njj

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Figura 5 — Curvas de nivel e densidade da funcdo cépula gaussiana bivariada com pardmetro 6§ = 0.8.

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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O segundo exemplo é a copula t bivariada, associada a familia da distribuicdo ¢ de Student:
Cylur, uz) =t (£, (), 1, (u2)) | (2.12)
em que:

1. ts, é a funcdo de distribuicdo acumulada (CDF) de uma distribuicdo ¢ de Student
bivariada com:
» v > 2: Graus de liberdade, garantindo momentos finitos.
» . Matriz de correlacao 2 x 2, com elementos na diagonal principal iguais a 1 e

elementos na diagonal secundaria a pp.

2. ;! denota a func3o quantil (CDF inversa) de uma distribuicdo ¢ de Student univariada

com v graus de liberdade.
Assim, os parametros da copula ¢ s3o especificados por:
0= (v,pp),
em que:
» v > 2:s3o os graus de liberdade.
» pp € (—1,1): Representa a correlacdo linear entre as variaveis.

As figuras, |§] , mostram a cépula ¢, com pp(0.8) e nimero de graus de liberdade v = 2.
Obtemos graficos semelhantes ao caso anterior (cépula Gaussiana bivariada com ¢ = 0.8) mas
com maior presenca de valores extremos nos limites inferior e superior.

Em geral, as copulas elipticas sdo amplamente utilizadas na estatistica multivariada e
na andlise de dados. Sua capacidade de descrever uma ampla variedade de estruturas de
dependéncia as torna em funcoes importantes na avaliacao de riscos, financas e em diversas

outras areas (MAI; SCHERER, [2014)).
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Figura 6 — Func3o cépula t e densidade bivariada com pardmetro 6 = (2,0.8).

40

(A'n)2
(n'n)3

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)

Figura 7 — Curvas de nivel da funcdo cépula e densidade ¢ bivariada com pardmetro 6 = (2,0.8).

Fonte: Elaborado pelo autor (2024)
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3 COPULAS DINAMICAS

Cépulas dindmicas sdao amplamente utilizadas para analisar a dependéncia entre ativos
financeiros Cherubini et al. (2011, Braun, (2011), Jammazi et al, (2015) . Estas cépulas
permitem modelar de forma mais precisa as relacdes entre varidveis ao capturar a variacdo
temporal das dependéncias, algo muito importante para entender e prever comportamentos
em mercados financeiros volateis. Como discutido no capitulo anterior, em muitos casos, as
cédpulas tradicionais utilizam um Gnico parametro, como o coeficiente de correlacdo de Pearson
no caso da cépula gaussiana, para caracterizar a funcdo de dependéncia ao longo de todo o
periodo de avaliacdo. No entanto, ao permitir que esse parametro varie dinamicamente com o
tempo, as copulas dindmicas oferecem uma abordagem mais adaptativa e sensivel as mudancas
temporais, o que é fundamental para modelar com precisdo as relacdes de dependéncia em
séries temporais (PATTON, 2006a)). Com essa abordagem, o parametro 6 utilizado na funcio
de dependéncia pode ser funcional, ou seja, pode variar de acordo com o tempo, permitindo
uma representacdo mais precisa e flexivel da evolucdo das relacdes entre os dados ao longo do
tempo.

Neste contexto, esta pesquisa tem como objetivo propor que o parametro da cépula pode
variar ao longo do tempo, sendo aproximado por funcdes ndo paramétricas, como polinémios
de Taylor, Bernstein e Chebyshev. Consideramos que o parametro de uma cépula dinamica é
uma funcdo dependente do tempo, e essa funcdo sera aproximada utilizando polinémios. Essa
abordagem nos permitirad capturar com maior precisdo as relacoes de dependéncia em séries

temporais, proporcionando uma modelagem mais robusta e flexivel (KRUPSKII; JOE, 2020).

3.1 CONCEITOS

Considere uma série temporal bivariada {X;}icr, em que X; = (Xy;, Xy;), definida em
um espaco de probabilidade (€2, F, P), em que 2 é o espaco amostral, F é uma o-algebra
definida em , e P é uma medida de probabilidade sobre (€2, 7)Y

A o-algebra F;_; é gerada pelas variaveis aleatérias X, e Xy, paral < s < t—1, definida
por:

Fi1 = 0(Xps, Xos|1 <5 <t —1).

1 Para simplificar a notacdo, adotamos as abreviacdes X; = (X1¢, Xo¢) € @ = (214, Tot).
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Esta o-algebra contém toda a informacdo disponivel até o instante ¢ — 1, permitindo
modelar as distribuicdes marginais condicionais X1;|F;_1 e Xot|F;—1 (PATTON, 2013). Note
que, quando temos a série temporal bivariada X, a amostra X, X5, ..., X n3o é composta
por pares independentes, pois existe correlacio serial dentro de cada série e correlacdo cruzada
entre as séries, de modo que os pares X, X n3o sdo independentes para r # s.

Para contornar este problema, um procedimento comum consiste em ajustar modelos
ARMA-GARCH individualmente a cada série e obter os residuos padronizados (MORETTIN,
2017)). Suponha que « denote o vetor de parametros dos modelos marginais ARMA-GARCH.
A estimativa obtida por maxima verossimilhanca serd denotada por &. Com base nisso, os

residuos padronizados sao definidos como:

Xo—jue
=t M0 t=12...T
Oit

em que:

= /[i;; € a média condicional estimada com base em F;_; por um modelo ARMA ajustado

com os parametros &;

= G;; € o desvio padrao condicional estimado por um modelo GARCH, também com base

em &.

Os parametros & representam os coeficientes estimados dos modelos ARMA-GARCH ajustados
individualmente para as séries X1; e Xy;. Apds o ajuste dos modelos marginais e a obtencao
dos residuos padronizados, as distribuicdes acumuladas marginais estimadas sao aproximadas

utilizando funcdes ajustadas com base nesses residuos. Assim, temos:

T1t ~ T2t ~

Flt(xlt) %/ flt(Z) dz, FZt($2t) %/ fzt(Z) dz,

—00 —00

em que flt(l’u) e .]/[\.Qt(th) representam as funcdes de densidade ajustadas aos residuos pa-
dronizados ¢;;. Essas funcoes podem ser obtidas empiricamente ou a partir de uma distribuicao
tedrica apropriada, como a normal padrao ou outra que melhor se ajuste ao comportamento
observado. Sejam

U = ﬁ1t(I1t)7 Uy = ﬁ2t($2t)7

as pseudo-observacdes associadas as varidveis X1, e Xy, transformadas para o intervalo [0, 1],

entdo, a funcdo copula condicional paramétrica C' (1, ti2|6(t)) modela a dependéncia entre as
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varidveis Xy, e Xy, em que o parametro da cépula 6(t) é uma funcdo do tempo ¢. A fungdo

de distribuicdo acumulada conjunta de X ;| F;_; pode ser expressa como:

F(x1y, xot| Fi1) = Cr(Fre(1e), Far(war))
= C(Fit(z1e), For(ar)|0(1)),

em que Cy(-, ) é a funcdo cdpula condicionada em F;_;. Por outro lado, a funco de densidade

de X|F;_1 é dada por:

f($1t,$2t|ﬂ—1) = Ct(Flt(x1t>, F2t($2t))flt(xlt)f%(xzt)
= c(Fre(@1e), For(xe)[0(2)) fre(z1e) fae(wae), (3.0)

em que ¢(+,-) é a funcdo de densidade da cépula condicionada a F;_y; Fi(-) e fit(-) sdo,
respectivamente, as funcdes de distribuicdo acumulada (f.d.a.) condicionais e as funcdes de
densidade de probabilidade (f.d.p.) condicionais de X;;|F;—; parai = 1,2; C(-,-) é a funcdo

copula e ¢(-,-) é a respectiva funcdo de densidade da cépula no instante ¢ para X|F;_;.

Seja O(t) uma funcdo definida sobre um dominio D, em que D representa o conjunto de
valores possiveis para 6(t). Em vez de interpretarmos 0(t) como um pardmetro fixo pertencente
a um espaco paramétrico, consideramos 6(t) como uma fungdo que varia ao longo do tempo
e que descreve a dependéncia dindmica entre as varidveis de interesse. O dominio D pode ser

restrito de acordo com a cépula utilizada; por exemplo:
= Para uma cépula Gaussiana, D = [—1,1],
= Para a cépula de Clayton, D = (0, c0).

Embora 6(t) seja uma funcdo, é comum que o dominio D n3o corresponda ao conjunto
de todos os niimeros reais R. Para facilitar a estimacdo e a aplicacao de técnicas numéricas,
utilizamos uma funcdo de transformacao invertivel ) : D — R, cujas propriedades sdo basea-
das nos principios gerais de andlise funcional e otimizacdo descritos por Lang, (2012) e Boyd

e Vandenberghe, (2004):
1. Invertibilidade: Existe uma func3o inversa ¢~ : R — D tal que:
vTHeO®)} = 0(t), Vo(t) € D.

Isso garante que cada valor transformado em R possa ser revertido ao seu valor original

no dominio D.
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2. Suavidade: As funcdes 1) e ¢! devem ser continuamente diferencidveis. Essa pro-
priedade é essencial para que a transformacdo e sua inversa possam ser aplicadas em
métodos de otimizacdo e estimacdo que envolvem derivadas continuas, além de facilitar

a implementacdo numérica.

3. Escalabilidade: A transformacdo ¢ deve mapear o dominio D para um intervalo ade-
quado em R. Isso assegura que os valores de 1)(0(t)) estejam dentro de uma escala

apropriada.

A transformacdo ¢ : D — R, descrita anteriormente, permite que o pardmetro 6(t) seja
estimado em um espaco mais amplo, mesmo que originalmente seja restrito a um subconjunto
dos niimeros reais. Definimos a transformacdo /{0(t)} = h(v), em que v é uma normalizagdo
det:v="42 t=1,2,....T

A funcdo h(v), para v € [0, 1], pode ser aproximada da seguinte forma:

h(v) = Xj: aipi(v),

em que ;(v) pode ser algum tipo de polindmio base e a; comi = 0,1, ..., n sdo os coeficientes
de aproximacdo que determinam a forma exata de h(v). Seja a = (ag, a1, . .., a,) o vetor dos
coeficientes desconhecidos. Esses coeficientes determinam a forma da funcdo 6(t) por meio da
aproximacdo polinomial definida por h(v), em que v é uma reescalagem do tempo t. Portanto,

o desenvolvimento da metodologia para determinar o valor de a é descrito nas secOes a seguir.

3.1.1 Funcao de verossimilhanca

Seja X; = (Xy4, Xot) uma série temporal bivariada com ¢t = 1,2,...,T, e seja x; a
realizacdo observada de X ;. Suponha que a = (ag, ay,...,n,) denota o vetor de pardmetros

do modelo. , entdo V; = 1,2,...T, a funcdo de verossimilhanca é dada por
L(a|zi, @3, ..., @7) = f(T1, T2, ..., T7[02), (3.1)

em que f é a funcdo de densidade conjunta de X{,..., X 7. A funcdo de verossimilhanca

apresentada em ([3.1)) pode ser reformulada com base na decomposicio da densidade conjunta
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em distribuicdes condicionais, como segue

L(a) = f(xr|x1,...,2r-1) - f(®r_a|T1, ..., Tr_2) - f(22|21) - f21)

= f(xr|Fr-1) - f(®r_1|Fr2) - f(x2]F1) - f(21)
= f(wl) Hzf(wt)7

e pelo resultado [3.0] temos que

T

L(a) = f(x:) H c(Fri(x1e), For(or)|0(t)) fre(z1e) for (z2r), (3.2)

t=2
em que f(x) é a funcdo de densidade marginal de &; = (1, xo;). Note que, fi(z1¢), for(x2r)
e f(x1) sdo funcdes que ndo dependem de a e portanto podemos simplificar ([3.2)) por

T

L(a) oc [] e(Fie(ze), Far(war)[6(1)).

t=2
3.1.2 Fundamentos da Inferéncia Bayesiana

A inferéncia bayesiana é um método estatistico que utiliza distribuicdes de probabilidade
para representar a incerteza sobre parametros desconhecidos. Antes de observar os dados, essa
incerteza é descrita por uma distribuicao a priori. Depois da observacado, essa distribuicdo é
atualizada por meio da regra de Bayes, resultando em uma distribuicdo a posteriori, que reflete
0 que se sabe sobre os parametros apds incorporar a informacdo dos dados.

Esse método nao se limita a testes de hipdtese. Ele é utilizado para estimar parametros,
construir intervalos de credibilidade, fazer predicdes e tomar decisGes com base em distribuicoes
completas.

De acordo com Hoff (2009), a regra de Bayes oferece uma maneira sistematica de atualizar
a informacdo sobre pardmetros apds a observacdo de novos dados. Resultados anteriores de
Cox (11946, 2001) e Savage (1954, [1972) mostram que, sob certas condicdes, essa regra é a
forma mais consistente de atualizar probabilidades.

Neste trabalho, utilizamos inferéncia bayesiana para estimar os coeficientes a que deter-
minam o comportamento da funcdo 6(t), que descreve a estrutura dindmica da série temporal

bivariada.



41

Distribuicdo a Priori

Para modelar a incerteza inicial sobre os coeficientes a, assumimos uma distribuicdo a

priori fracamente informativa:

a ~ Ny(0,0°1),

em que em que a é o tamanho do vetor, I é uma matriz identidade de dimensio d x d, e 02 é
um escalar positivo conhecido que controla a variabilidade inicial assumida para os coeficientes.
Essa escolha reflete uma crenca inicial de que os coeficientes estdo centrados em zero, com
variacdo limitada, antes de observar os dados. Além disso, prioris normais multivariadas sdo
amplamente utilizadas em analises bayesianas quando ha pouca informac3do prévia disponivel,

como sugerido por Hoff (2009).

Distribuicdo a posteriori
A distribuicao a posteriori para a é aproximada por:

1
m(alxy, g, ..., xr) x L(a) - exp (—WaTa) :

substituindo L(a) por sua expressdo na equacdo ([3.2)), obtemos:

m(alxy, g, ..., 1) X xp (—%izaTa) ﬁ c (Fu(ﬂﬁu), Foy(z) | 71 (h (t_Tl)>) )

t=2

Propriedade Assintética da Posteriori

Uma propriedade fundamental da inferéncia Bayesiana é o comportamento assintético da
distribuicdo posteriori. De acordo com o Teorema de Bernstein-von Mises, sob certas condi-
¢Bes, a distribuicdo posteriori tende, assintoticamente, a uma distribuicdo normal (gaussiana),
independentemente da escolha da priori inicial, desde que o nimero de observacdes aumente
indefinidamente (FREEDMAN, 1965)).

Especificamente, para amostras suficientemente grandes e priors bem comportadas, a pos-
teriori converge para uma distribuicdo normal centrada no valor verdadeiro do parametro, com
variancia decrescente proporcional ao tamanho da amostra. Este resultado é essencial para

garantir:
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1. Consisténcia Bayesiana: A posteriori converge em probabilidade para o valor verdadeiro

do pardmetro 0(t) a medida que o ndmero de observacdes T' — o©.

2. Reducado da influéncia da priori: a medida que o nimero de observacGes aumenta, a
distribuicdo a posteriori passa a depender quase exclusivamente da verossimilhanca,

tornando as estimativas cada vez menos sensiveis a escolha da distribuicao a priori.

No presente trabalho, esta propriedade assintética é particularmente relevante, pois tra-
balhamos com séries temporais bivariadas, onde as observacdes sdo acumuladas ao longo do
tempo. A formulacao Bayesiana, combinada com a modelagem por cépulas dinamicas, permite
que o parametro 0(t) seja estimado de forma confidvel a medida que a quantidade de dados
aumenta, assegurando resultados robustos e consistentes.

Note que, em algumas situacdes, no entanto, ndo é possivel obter amostras diretamente
da distribuicdo a posteriori, sendo necessario recorrer a técnicas de amostragem como Monte
Carlo (METROPOLIS; ULAM, [1949), Gibbs (GEMAN; GEMAN, 1984)), Metropolis-Hastings (ME-

TROPOLIS et al., [1953; HASTINGS, 1970), entre outras.

Como a Equacdo ([3.4) depende da funcdo copula,a seguir apresentaremos a formulacdo

da distribuicdo a posteriori do vetor a, considerando alguns tipos de cépulas dinamicas.

3.1.3 Familia de copulas elipticas

A cépula dindmica Gaussiana tem seu dominio em D = (—1,1). Neste contexto, podemos
utilizamos a funcdo ¢ : D — R tal que:

1+0(t)
1—0(t)

-1 t—1
., com inversa ¢ '(v) = exp(v) = 1 e v=——.
exp(v) +1 T

V{0(1)} = ln{
Como ¥(0(t)) = h(v), temos que:

_expfh()} — 1
exp{h(v)} +1’

0(t) = 6 {h(v)) em que h(v) =D aipi(v)

com ;(v) sendo funcBes base, como polinémios de Taylor, Bernstein ou Chebyshev. Assim,

a distribuicdo a posteriori dos coeficientes a, conforme a Equacdo (3.4), é dada por:

1 L 1 01,0(t)% — 201,00,0(t) + 62,0(1)*
m(alxy, o, ..., 1) X exp <—aTa> 11 exp (— 10(t) 2(1”_25(75()3) 20(t) ),

207 t=2 /1 —0(t)?
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em que 0y = O (Fy(zy)), i=1,2 e a = (ag,as,.-.,a,)

Para o caso da cépula dindmica ¢, o dominio da funcdo 0(t) é D = (0,00) x (—1,1).
Neste caso, assumimos que os graus de liberdade v s3o conhecidos, pois ja foram ajustados
durante o processo de ajuste das funcdes marginais como visto no capitulo anterior. Assim,
restringimos o dominio da funcdo 6(t) ao intervalo (—1,1), ou seja: D = (—1, 1), mantendo
a mesma restricao de correlacdo valida para o caso estatico. Dado que o dominio da funcao

0(t) para a copula t coincide com o da cépula Gaussiana, segue que a distribuicdo a posteriori

dos coeficientes a, de acordo com a Equacao (3.4)), é dada por:

N

Lo )ﬁF(”z“)F@) )

m(a|xy, xa, ..., x1) X exp (_a @ =2 (F (VTH>)2

202
_vt2
oy B 200000y + 33\
v(1—0(t)?)

52 _v+2 (52 _v+2
2 2
% (1 + ].t) <1 + 2t> ,
14 1%

em que 6it = t;1<ﬂt(9f}it)), 7= 1,2 ea= (CI,Q, aj,y ...

L Q).

3.1.4 Familia de copulas Arquimedeanas

De maneira geral, conforme a Equacio ([3.4)), todas as distribuicBes a posteriori possuem
a mesma estrutura, diferindo apenas na funcdo densidade da cépula correspondente. Para a
familia das copulas arquimedeanas, apresentamos a funcdo de transformacdo ), suas respec-

tivas inversas e os dominios associados para cada cépula. A Tabela ({3 resume estas funcdes:

Tabela 3 — Funcdes de transformac3o invertiveis para cépulas arquimedeanas

Cépula D P(0(t)) Y (v)
1+6(1) exp(v)—1
AMH (-1,1) | In(755) | 22
Clayt
ayton (0,00) | In(6(¢)) exp(v)
Frank
Gumbel-H d
umbel-Hougaar (1,00) | In(0(t) — 1) | exp(v) +1
Joe
0 exp(v
Gumbel-Barnett (0,1) In (1_(;()@) cxpa)()-l)-l

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).
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Lembrando que ¢ : © — R e que o valor de 0(t) é determinado por:

t—1

0(t) = v {h(v)}, com wv= —7 h(v) = éaigpi(v),

em que @;(v) pode ser, algum tipo de polindmio base e a; sdo os coeficiente de aproximacdo.
Neste trabalho, o;(v) pode ser Polindmio de Taylor, Bernstein ou Chebyshev. Mais precisa-

mente, 0(t) é aproximado por

a) Taylor: O(t) = ¢! ( "o ("/Tl)z> t=1,2,...,T em que a = (ag,ay,...,a,)".

b) Bernstein: 0(t) = ¢~ 1 ( ?oa; Bl (%)) ,t=1,2,...,7 em que, B"(-) é uma base

de Bernstein como definido na Equacdo (2.1) e a = (ag, a1, ..., a,)".

c) Chebyshev: 0(t) = ¢! ( P oaiTy (%)) ,t=1,2,...,T em que, T,,(-) é uma base

de Chebyshev como definida na Equacio (2.3) e a = (ag,a1,...,a,)".
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4 ESTIMACAO

Nesta sec3o, descrevemos o processo de estimacdo do vetor de coeficientes a = (ag, ay, . . ., a,),
que permite aproximar a funcdo 6(t) para cada funcdo cépula dindmica proposta. Seja p(a) a

distribuicdo a priori do vetor a, conforme apresentado na Secdo [3] Assumimos:
a ~ Nd(O, 0'21),

em que d = n + 1, I é a matriz identidade de tamanho d x d, e 0> > 0 é o pardmetro de
escala que controla a variabilidade inicial.

Por meio de 7(a) e da fun¢do de verossimilhanca L(a), conforme descrito no Capitulo[3} em
inferéncia Bayesiana o objetivo é obter a forma da distribuicdo a posteriori w(a|xy, ..., x7),
dada pela Equacdo (3.4).

Note que a forma da distribuicao a posteriori pode n3o ser conhecida e as vezes nado é
possivel obter amostras desta distribuicao. Por esta razao, neste trabalho utilizamos métodos
de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) (RAFTERY; LEWIS, 1996). Especificamente,
adotamos o algoritmo Metropolis-Hastings Adaptativo (METROPOLIS; ULAM, (1949; HASTINGS,
1970; HAARIO; SAKSMAN; TAMMINEN, [2001)), detalhado a seguir.

4.1 ALGORITMO METROPOLIS-HASTINGS

O algoritmo Metropolis-Hastings é amplamente utilizado para gerar amostras de uma
distribuicdo de probabilidade p(a), cuja forma analitica é conhecida apenas por uma constante
de proporcionalidade. No contexto deste trabalho, 7(a|x1, ..., xr) é a distribuicdo a posteriori
do vetor de coeficientes a.

O algoritmo Metropolis-Hastings constr6i uma cadeia de Markov {a; };>¢, cuja distribuicdo

estacionaria é p(a).

Consideracoes Importantes

» Taxa de Aceitacao: O desempenho do algoritmo depende da taxa de aceitacao, que
deve ser moderada para evitar dois problemas: se for muito alta, as amostras ficam
altamente correlacionadas e a exploracao do espaco € ineficiente e se for muito baixa,

muitas propostas s3o rejeitadas e a convergéncia se torna lenta. Valores de referéncia
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para a taxa de aceitacdo sdao 0.44 em distribuicGes univariadas e 0.234 em distribuicoes

multivariadas (GELMAN; GILKS; ROBERTS), 1997)).

= Distribuicdo Proposta: A escolha de ¢(a*|a;) desempenha um papel fundamental no
desempenho do algoritmo. E importante notar que a escolha da distribuicio proposta

pode ser um desafio (BROOKS et al., [2011)).

Algoritmo 1: Algoritmo de Metropolis-Hastings
Inicializar ay.
Definir a distribuicdo proposta ¢(- | -).
fori=1,2,...,N do

Gerar proposta a* ~ ¢(- | a;_1)

Calcular a probabilidade de aceitacdo:

ala;_1,a") = min {1,

p(a*)q(a;_1 | a*) }
plai-1)q(a* | a;—1)
Gerar u ~ U(0,1)
Atualizar a;:
{a*, se u < a(a;_1,a"),
a; =

a;_,, Ccaso contrario.

end
Retornar {a;}Y,

Dado o desafio de definir uma distribuicdo proposta eficiente, o Metropolis-Hastings Adapta-
tivo (MHA) surge como uma alternativa para este problema. Este método utiliza uma distri-
buicdo proposta normal multivariada com passeio aleatério, g(a*|a;) ~ N4(a;,;), e adapta
dinamicamente a matriz de covariancia X; com base nas amostras previamente geradas. Essa
adaptacdo melhora a exploracao do espaco paramétrico ao ajustar a matriz de covariancia
com base nas amostras anteriores, reduzindo a dependéncia de escolhas iniciais e melhorando
a convergéncia (HAARIO; SAKSMAN; TAMMINEN, 2001). Na préxima secdo, detalhamos a im-

plementacdao do MHA.

4.2 ALGORITMO METROPOLIS-HASTINGS ADAPTATIVO

Neste trabalho, adotamos o algoritmo Metropolis-Hastings Adaptativo (MHA), proposto

inicialmente por Haario, Saksman e Tamminen (2001)) e posteriormente expandido por autores



47

como Andreiu e Thoms (2008), Roberts e Rosenthal (2009) e Vinhola (2011). A principal
caracteristica deste método é a capacidade de adaptar dinamicamente os parametros da dis-
tribuicdo proposta ¢(-|-) ao longo das iteracdes, utilizando as informacdes acumuladas das
amostras geradas. Essa adaptacao reduz a sensibilidade a escolha inicial da proposta e me-
lhora a eficiéncia na exploracao do espaco paramétrico.

Seja w(alxy, ..., xr) a distribuicdo a posteriori do vetor de coeficientes @, como definido
na Secdo[3} O Metropolis-Hastings Adaptativo (MHA) busca gerar amostras de 7(al|x1, . . ., ©r)
por meio de uma cadeia de Markov {a;};>0, cuja distribuicdo estacionéria é 7(a|x1, ..., xr).

Diferentemente do Metropolis-Hastings, o MHA utiliza uma proposta adaptativa:
q(a*]ai) ~ Nd(ai, )\EZ),

em que Y; é a matriz de covariancia estimada dinamicamente e A é o fator de escala ajustado

ao longo das iteracoes.

Observacoes

» O pardmetro ¢ é calculado como:

\/ﬁ672/2 1 (D"
c=——7#7—7+ com 7=-—-¢ ()

27y 2

Essa féormula define automaticamente o tamanho do passo na adaptacao, evitando a

necessidade de ajustes manuais, como demonstrado por Garthwaite, Fan e Sisson (2016).

= Quando a matriz X é conhecida, entdo \ = 2,382/d, conforme demonstrado por Gelman,

Roberts e Gilks (1996)).

= O parametro t; define o niimero de iteracGes iniciais sem adaptacdo. Durante esse pe-
riodo, a matriz de covaridncia permanece constante (3; = %), o que ajuda a estabilizar
a cadeia antes do inicio da adaptacdo. Este parametro reflete a crenca que se tem sobre

a matriz inicial .

» O pardmetro ¢ > 0 é um termo de regularizacdo adicionado a matriz de covariancia,
multiplicando a matriz identidade Z;, de dimensdo d x d. Esse termo garante que X;

permaneca definida positiva em todas as iteracdes.
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Algoritmo 2: Algoritmo de Metropolis-Hastings adaptativo
Inicializar aq, g, Ao.
fori=1,2,...,N do

Gerar n ~ N4(0,%;_1)

Proposta Y<+—a,_ 1+ XN_1- n

Calcular a(a;_1,Y)

Gerar u ~ U(0,1)

Atualizar a;:

Y, seu < afa;_1,Y),

a; = L.
a;_1, Caso contrario.

Atualizar os parametros:

E07 set S tO?
A1 COV(CL(), ce ,CLZ'_1> + )\i_lgld, se 1 >t

i

log(Ai) =log(Ai—1) + ¢+ (pic1 —p"), com p;iy = a(a;-1,Y)

end
Retornar {a;}Y,

Algoritmo [2| é utilizado para estimar os coeficientes a, incorporando os ajustes discutidos

para assegurar uma convergéncia eficiente e robusta a distribuicao objetivo.

4.3 ESTIMATIVA PONTUAL DOS COEFICIENTES

Nesta secdo, descrevemos o procedimento detalhado utilizado para calcular as estimativas
pontuais do vetor de coeficientes a = (ag, ay, . . ., a,), que aproximam a funcao 6(t). Este pro-
cesso é baseado nas amostras geradas pelo algoritmo Metropolis-Hastings Adaptativo (MHA),
descrito anteriormente, e inclui etapas de burn-in, thinning e replicacao.

Seja w(alxy,...,xr) a distribuicdo a posteriori do vetor a. Desejamos calcular a média a

posteriori de cada coeficiente a;, 7 = 0,1,...,n, dada por:
E[aj|w1, e ,a:T} = /ajﬁ(a\asl, ce ,a:T)da,.
No entanto, devido a complexidade da distribuicdo 7(a|xy,...,x7), essa integral ndo pode
ser calculada analiticamente.
Utilizamos o método de Monte Carlo para aproximar esta integral. Dado um conjunto

de amostras {a;;7 = 1,2,..., N} extraidas de 7w(a|x;,...,xr), o valor esperado pode ser

aproximado por:

1 N
Elajlzq, ...,z NZ ij, quando N — oo,
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em que a; ; representa o j-ésimo elemento do vetor a;.

Etapas para Estimativa Pontual

1. Execucao do MHA: Realizamos N iteracoes do MHA para gerar uma cadeia de Markov

{a;}},, cuja distribuicio estaciondria é w(al|xy,...,z7).
2. Burn-in e Thinning:

» Burn-in: Removemos 0s ipym.in €stados iniciais da cadeia para garantir que as

amostras sejam extraidas da distribuicdo estacionaria.

» Thinning: Reduzimos a autocorrelacao entre amostras subsequentes, selecionando
uma a cada k estados. Seja N o nlimero efetivo de amostras restantes apds o burn-

in e o thinning.

3. Estimativa Pontual Inicial: Apés o burn-in e o thinning, calculamos a média das N

amostras restantes para obter a estimativa pontual inicial:

N
s _ 1 _
a;’ = ﬁZai,j, para j =0,1,...,n,
=1
em que a; ; é o valor do coeficiente j correspondente a i-ésima amostra.

4. Replicacdo do Procedimento: Repetimos todo o procedimento acima (geracdo da
cadeia, burn-in, thinning e calculo da média) R = 100 as vezes, obtendo R estimativas

pontuais {a";r =1,2,..., R}.

5. Estimativa Pontual Final: A estimativa pontual final para cada coeficiente a; € obtida

pela média das R replicacoes:
R
Zdy), paraj=0,1,....n. (4.1)

Assim, o vetor final de estimativas é dado por:

~final __ /afinal Afinal ~final
a (ag™, ay™, ... a4,

Com este procedimento, obtemos estimativas pontuais para os coeficientes de interesse,

que s3o fundamentais para aproximar a funcdo 0(t) em cépulas dindmicas.
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5 ESTUDO DE SIMULACAO

Neste capitulo, analisaremos o desempenho do modelo proposto por meio de um estudo de
simulac3o. O objetivo principal é avaliar a precisdo da metodologia proposta, utilizando cépulas
dindmicas. Especificamente, testamos a capacidade do modelo para aproximar a funcdo 6(t)
com base em cendérios simulados.

As familias de cépulas dinamicas que utilizamos neste estudo foram previamente introdu-
zidas nas secoes e [3.1.4) considerando que o pardmetro da cépula é caracterizado por
uma funcdo 6(t), variando ao longo do tempo ¢. Para aproximar a funcdo 6(t), utilizamos
diferentes bases polinomiais ( Taylor, Bernstein e Chebyshev) detalhadas no Capitulo . Em

resumo:

O(t) =t (zj: a;p; (t_T1>> , t=1,2,...,T, (5.1)

em que ¢;(v) é a base polinomial proposta. Mais detalhes sobre a definicdo de ;(v) e ¥(-)

podem ser vistos nas secdes (3.1.3) e (3.1.4). Todas as fungdes, algoritmos e estimativas

foram implementadas em Julia, utilizando o pacote Copulas. jl (LAVERNY; JIMENEZ, 2024).

5.1 CENARIO 1: AVALIACAO DO VIES E EQM

Neste cendrio, avaliamos o viés e o erro quadratico médio (EQM) associados a aproximac&o
dos coeficientes a = (ag, ay, . . ., a,) considerando as cépulas Gaussiana, Clayton e Gumbel.

O procedimento consiste em gerar amostras para diferentes tamanhos de amostra T' €
{80, 150, 250, 350, 500} e calcular os coeficientes aproximados do vetor a, por meio do Algo-
ritmo [2| (Metropolis-Hastings Adaptativo) e repetir este processo em 100 réplicas. Para cada
réplica, realizamos 100000 iteracdes, aplicando burn-in de 25% e thinning de k& = 3, o que
reduz a correlacdo entre as amostras extraidas da posteriori 7w(al|xy, ..., xr).

A seguir, apresentamos as figuras, que mostram os graficos do Viés, Viés Relativo e EQM
dos coeficientes estimados para as cépulas Gaussiana, Clayton e Gumbel, considerando os
polindmios de Taylor, Bernstein e Chebyshev, avaliando diferentes conjuntos de coeficientes

a = (ag, a1, az) e tamanhos amostrais.
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Cépula Gaussiana

Na figura [8] utilizamos o vetor de coeficientes @ = (—0.5, 2.5, 3.5)

Figura 8 — Viés, Viés Relativo e EQM para os coeficientes estimados com Cépula Gaussiana.

Viés para o coeficiente -0.5 Viés para o coeficiente 2.5 Viés para o coeficiente 3.5

—— Berstein } —— Berstein —— Berstein
Chebyshev N\ Chebyshev Chebyshev
2 —— Taylor 2 . \ —— Taylor 2 — Taylor

» » » -
g o < o g o — -
> —— > >
-1 -1 -1
-2 -2 -2 o
-3 -3 -3 L
100 200 300 400 500 100 200 500 400 500 100 200 300 400 500
Tamanho da amostra (T) Tamanho da amostra (T) Tamanho da amostra (T)
Viés Relativo para o coeficiente -0.5 Viés Relativo para o coeficiente 2.5 Viés Relativo para o coeficiente 3.5

3 3
—— Berstein —— Berstein —— Berstein
Chebyshev Chebyshev Chebyshev
—— Taylor N —— Taylor N —— Taylor

Viés Relativo
Viés Relativo
|
|
Viés Relativo
|
|

100 200 300 400 500 100 200 400 500 100 200 300 400 500
Tamanho da amostra (T) Tamanho da amostra (T) Tamanho da amostra (T)

EQM para o coeficiente -0.5 EQM para o coeficiente 2.5 EQM para o coeficiente 3.5

Berstein
Chebyshev
Taylor

Berstein
Chebyshev
Taylor

Berstein
Chebyshev
8 —— Taylor 8 — 8 —

EQM
EQM
EQM

- — N\ _ 0

o — — o ——
500 100 2 400 500 100 2

0 300 00 300 00 300
Tamanho da amostra (T) Tamanho da amostra (T) Tamanho da amostra (T)

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Considerando os polinémios de Bernstein e Chebyshev, os valores apresentam menor vari-
acao em termos de viés e viés relativo em todos os tamanhos amostrais, especialmente para
T > 250, enquanto Taylor exibe maior variacao e oscilacbes para 7' < 250, mas melhora
consideravelmente a medida que 17" aumenta. Em relacio ao erro quadratico médio, Bernstein
e Chebyshev alcancam menores valores para T" > 300, enquanto Taylor ainda apresenta picos
significativos para os coeficientes a; e as em diferentes tamanhos amostrais. Para 7' > 300, as
diferencas entre os trés métodos diminuem, embora a estabilidade dos métodos de Bernstein

e Chebyshev continue sendo superiores.

Copula Clayton

Na Figura |§] consideramos o vetor de coeficientes a = (—0.5,3.5, —1.5).
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Viés

Viés Relativo

EQM

Figura 9 — Viés, Viés Relativo e EQM para os coeficientes estimados com Cépula Clayton.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

100 2

De modo geral, os polindmios de Bernstein e Chebyshev demonstram menor variacdo

em termos de viés e viés relativo para todos os coeficientes analisados, especialmente para

T > 250, onde convergem para valores proximos de zero. O método Taylor, por outro lado,

apresenta maior sensibilidade para T" < 250, com flutuacdes mais acentuadas, particularmente

para a; e ao, embora melhore progressivamente conforme 7" aumenta. Em relacdo ao EQM,

os métodos de Bernstein e Chebyshev mantém valores mais baixos em todos os coeficientes

e tamanhos de amostra, enquanto Taylor exibe picos elevados em T < 250, mas se torna

competitivo para 17" > 350, reduzindo seus valores préximos de zero.

Cépula Gumbel

Na Figura , consideramos o vetor de coeficientes a = (1.5, —2.5,0.5). Em geral, o

método de Bernstein demonstra a menor variacdo entre os trés, sendo o Unico a convergir sis-

tematicamente para um viés préximo de zero para todos os coeficientes em T > 80. Chebyshev

e Taylor, por outro lado, apresentam maior variacao, especialmente para as, com viés elevado

em a; e ay. Em relacdo ao viés relativo, Bernstein mantém valores consistentemente baixos



53

para ap € a; em todos os tamanhos amostrais, enquanto Chebyshev e Taylor mostram pi-
cos elevados para as, independentemente de 7. No que se refere ao erro quadratico médio
(EQM), Bernstein novamente se destaca com os menores valores em todas as amostras, en-
quanto Chebyshev e Taylor apresentam EQM mais alto, com Taylor exibindo oscilagbes mais

pronunciadas.

Figura 10 — Viés, Viés Relativo e EQM para os coeficientes estimados com Cépula Gumbel.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

5.2 CENARIO 2: AVALIACAO DE METRICAS PARA 6(t):

Neste cenario, em vez de utilizar coeficientes fixos, geramos valores reais para o parametro
(t) a partir de uma func&o predefinida. Por exemplo, consideramos a funcdo #(t) = sin (%)
parat =1,2,...,T, o que proporciona uma variacdo continua e suave do parametro ao longo
do tempo.

Com os valores reais de 0(t) definidos, geramos amostras de cépulas dindmicas correspon-
dentes. Posteriormente, aplicamos os trés métodos de aproximacdo — Taylor, Chebyshev e

Bernstein — para estimar a funcdo (t). Neste caso, 6(t) é construida com base nos coefici-

entes estimados a = (o, ay,...,a3).
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Neste caso, nao é possivel avaliar a qualidade da aproximacao utilizando métricas como
Viés ou EQM, ja que nao ha coeficientes reais para comparacao. Em vez disso, avaliamos a
proximidade entre as funcdes 0(t) e @(t) utilizando métricas definidas em um espaco métrico
adequado.

Seja 6(t) uma funcdo com dominio discreto t € {1,2,...,T}, tal que 8(t) e De D CR.

Definimos o conjunto X como:

X:{(.fl,flfg,...,xT)’xt GD, Vt:1,2,,T}

Dado que D C R, cada ; € D pertence a R, e por tanto X C R” em que R” é o espaco
euclidiano T'—dimensional. Consequentemente, como R” é um subespaco métrico entdo, X é
um subespaco métrico de R herdando sua estrutura métrica.

No espaco R”, podem-se definir distintas métricas. Como X’ é um subespaco de R, essas

métricas também s3o vélidas em X', (KREYSZIG, 1991). Algumas métricas s3o:

1. Distancia Euclidiana (L?):

T
dg(l',y) = Z(It - yt)Qa \V/%y €.
t=1

2. Distancia Média Quadratica (RMS):

1 T

drvs(z,y) = \ITZ(IL’t —y)?, Vr,yekX.
t=1

3. Distancia Manhattan (L'):
T
d1<x7y):Z|It_yt|7 VI,yGX.
t=1
4. Distancia Maxima (L*):

doo(xvy):tirllaXT|xt_yt|7 V%?JEX‘

20ty

Essas métricas fornecem diferentes formas de avaliar a proximidade entre 6(t) e (1),
considerando aspectos como a soma total das diferencas, os valores médios das discrepancias
ou os desvios maximos em pontos especificos. A escolha da métrica depende do objetivo da

analise, sendo recomendavel utilizar maltiplas métricas para uma avaliacdo mais completa.
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Neste cenério, utilizamos a cépula Gaussiana para aproximar a funcao de dependéncia
temporal 0(t). Para avaliar a qualidade do ajuste, comparamos 0(t) e A(t) utilizando a dis-
tancia euclidiana entre as funcdes (L?) e a raiz do erro quadratico médio (RMS). Além disso,
calculamos os critérios de informacdo AIC e BIC para balancear a qualidade do ajuste com a
complexidade dos modelos. Para a cépula Gaussiana, consideramos 6(t) = sin (%)

A anélise conjunta dessas métricas e critérios permite identificar o método mais adequado

para ajustar a funcdo 0(t), considerando precisdo e parcimonia.

Tabela 4 — Métricas e Critérios de informacdo para a funcdo 6(t) com cépula Gaussiana

Grau do polinémio
Método Métrica 3 4 5
L? 3.7137 3.7342 3.2394
) RMS 0.1660 0.1670 0.1448
Bernstein
AlC -442.9028 | -441.5757 | -441.9458
BIC -426.0443 | -420.5026 | -416.6582
L? 2.9250 3.5810 3.4142
RMS 0.1308 0.1601 0.1526
Chebyshev
AIC -389.9114 | -423.4579 | -440.9909
BIC -373.0530 | -402.3849 | -415.7033
L? 3.2932 3.0768 3.5262
RMS 0.1472 0.1375 0.1577
Taylor
AlC -374.1122 | -413.0739 | -407.4803
BIC -357.2538 | -392.0008 | -382.1926

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A Tabela [4| apresenta os valores das métricas L?, RMS e dos critérios AIC e BIC para os
métodos de aproximacdo (Bernstein, Chebyshev e Taylor) na aproximacdo da funcdo 0(t) =
sin (%) com cépula Gaussiana. O polinémio de Bernstein de grau 3 apresenta os menores
valores de L? (3.2394), RMS (0.1448), AIC (-441.9458) e BIC (-416.6582), demonstrando
maior precisao e parcimonia. J& os métodos de Chebyshev e Taylor apresentam desempenhos
inferiores.

Note que, existe uma relacdo clara entre as métricas L? e RMS e os critérios de informacio
AIC e BIC, ja& que menores valores de L? e RMS, que indicam melhor qualidade de ajuste,
geralmente resultam em menores valores de AIC e BIC. No entanto, AlIC e BIC n3o depen-

dem apenas dessas métricas, pois também incluem uma penalizacdo baseada no nimero de

parametros do modelo.
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Assim, modelos com ajuste ligeiramente inferior podem ser preferidos sob BIC se apresen-
tarem menos parametros, destacando a importancia da parcimonia na escolha do método mais

adequado.

Figura 11 — Aproximacdo da funcdo seno com cépula Gaussiana
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura , observa-se a aproximacdo da funcdo #(t) com cépula gaussiana utilizando
polindmios de Bernstein. A curva aproximada é(t) acompanha bem a forma geral da funcao
real 6(t), com pequenas discrepancias nas regides proximas aos extremos. Essa visualizacdo
evidencia a eficacia do método em capturar a estrutura senoidal da funcdo subjacente, embora
as diferencas nas caudas sugiram uma certa ineficiéncia na captura da dependéncia em cenarios

extremos.
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6 APLICACAO

Neste capitulo, aplicamos a metodologia proposta utilizando dados reais. Primeiramente,
realizamos uma anélise detalhada das séries de taxas de cambio selecionadas, ajustando funcoes
marginais € uma funcdo cépula para modelar a dependéncia entre elas. Em seguida, utilizamos
esses resultados para calcular o Valor em Risco (VaR) de um portfélio simulado, combinando
os ativos em diferentes proporcdes.

Estudos anteriores fundamentam a relevancia de modelar dependéncias n3o lineares e as-
simétricas em mercados financeiros. Patton (2006b) analisou as taxas de cambio DEM/USD
(Marco Alem&o em relacdo ao Délar Americano) e JPY/USD (lene Japonés em relacdo ao
Délar Americano), demonstrando como as cépulas condicionais capturam dependéncias dina-
micas e mudancas em cendarios extremos, especialmente durante periodos de alta volatilidade.
Giacomini e Hardle (2005)) aplicaram séries como DEM/USD e GBP/USD (Libra Esterlina
ao Délar Americano) na estimacdo do VaR, destacando a eficacia das cépulas para mensurar
riscos em portfélios financeiros. Berger (2013) ampliou essa abordagem ao explorar taxas de
cambio regionais como GBP/EUR (Libra Esterlina em relagdo ao Euro) e CZK/EUR (Coroa
Checa em relacdo ao Euro), analisando os beneficios da diversificacio dentro do mercado
europeu.

Neste trabalho, utilizamos essas ideias e as aplicamos ao contexto especifico das taxas de
cambio entre moedas de economias com caracteristicas distintas: uma avancada (EUR/USD,
Euro em relacdo ao Délar Americano) e outra emergente (BRL/USD, Real Brasileiro em
relacdo ao Délar Americano), ambas cotadas em dodlares. O objetivo é capturar as dindmicas
de dependéncia entre essas moedas e avaliar como a diversificacdo entre elas pode impactar

o risco em um portfélio.

6.1 ANALISE DAS SERIES

Neste estudo, utilizamos as séries temporais das taxas de cambio EUR/USD e BRL/USD,
ambas precificadas em délares. Os dados foram obtidos na plataforma Yahoo Finance (<https:
//finance.yahoo.com>) no periodo de 01/01/2022 a 31/12/2024, totalizando 7" = 781 ob-

servacoes.


https://finance.yahoo.com
https://finance.yahoo.com
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Figura 12 — Retornos de EUR/USD e BRL/USD.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura , pode-se observar o comportamento dos retornos das séries EUR/USD e
BRL/USD. Ambas apresentam variagcdes ao longo do tempo, refletindo as flutuacdes nos
mercados de cambio. Nota-se que essas variacoes sugerem a presenca de periodos de maior
ou menor instabilidade, caracteristica tipica de séries financeiras.

Para realizar o ajuste da cépula e modelar a dependéncia entre as séries, utilizamos os

log-retornos das taxas de cambio EUR/USD e BRL/USD. Os log-retornos sdo calculados

By
Ty = In Ptil s

em que P, representa o valor da taxa de cambio no tempo .

como:

Antes de proceder ao ajuste do modelo, realizamos uma analise detalhada das séries de

log-retornos, o que nos permite identificar caracteristicas importantes dessas séries.
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Série EUR/USD

Seja X, a série temporal que representa os log-retornos da cotacao do Euro frente ao

Délar (EUR/USD).

Figura 13 — Log-retornos de EUR/USD
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

2025

Nos log-retornos apresentados na Figura observa-se a ocorréncia de picos positivos e

negativos frequentes, comportamento tipico de séries financeiras (MORETTIN, 2017)).

Tabela 5 — Estatisticas para a série X1,

Estatistica | Média | Desvio padrao

Assimetria

Curtose

Valor -0.0001 0.0049

-0.0015

4.1608

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Tabela [5 apresentam-se algumas estatisticas descritivas da série X;. é superior a da

distribuicao normal, indicando que a série tem uma distribuicao com caudas mais pesadas

do que a distribuicao normal. Ja o coeficiente de assimetria indica que a série ndo apresenta

assimetria, com média em torno de zero. Para aprofundar essa anélise, foram calculadas as

funcdes de autocorrelacdo (ACF) e autocorrelacdo parcial (PACF).

Os resultados das funcdes ACF e PACF, apresentados na Figura [14, mostram que as

autocorrelacdes estdo majoritariamente dentro dos intervalos de confianca, indicando auséncia

de dependéncia linear significativa nos log-retornos.

O teste de Ljung-Box, realizado para X;; em até 30 defasagens, reforca essa observacao,

com p-valor de 0.3076. Assim, n3o rejeitamos a hipdtese nula de auséncia de autocorrelacdo
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Figura 14 — Funcdes de autocorrelacdo (ACF) e autocorrelacio parcial (PACF) dos log-retornos de EUR/USD.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

significativa. Portanto, os resultados indicam que n3o é necessario ajustar um modelo ARMA

para essa série.
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Figura 15 — Log-retornos ao quadrado de EUR/USD
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A anélise dos log-retornos elevados ao quadrado X%, indicam que os dados apresentam

heterocedasticidade condicional. A Figura [15| apresenta picos de volatilidade em periodos es-

pecificos, indicando a presenca de variacao condicional ao longo do tempo.

Para investigar esses padrdes, analisaremos as ACF e PACF de X? para determinar a

necessidade de modelagem da variancia condicional por meio de um modelo GARCH.

Na Figura [16] é possivel observar que a ACF apresenta valores que passam os limites de

significancia em diferentes defasagens, principalmente nos primeiros lags. Isso indica que existe

dependéncia significativa na variancia condicional.
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A PACF, por sua vez, também mostra valores significativos nos primeiros lags, mas dimi-

nuem conforme a defasagem aumenta.

Figura 16 — Fungdes de autocorrelacdo e autocorrelagio parcial dos log-retornos ao quadrado de EUR/USD.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Para modelar a variancia condicional da série de log-retornos de EUR/USD X7, foi utilizado
o modelo GARCH(1,1). Seja €;; = 01;Z1;, em que 0%, representa a varidncia condicional no

tempo t, e Zy; sdo residuos padronizados. O modelo GARCH(1,1) é dado por:
J%t =w+ O46%(1—1) + 5‘7%@—1)»

comw>0,0<a,f<lea+p<]1.
A escolha do modelo baseou-se na analise dos residuos padronizados, que n3o apresenta-
ram autocorrelacdo nem heterocedasticidade, conforme os testes Ljung-Box e ARCH LM. Os

parametros estimados s3o:
67 = 0.020515¢7, ;) 4 0.97848567, ).

Note que w é omitido porque ele ndo é estatisticamente significativo para o modelo. Os

residuos padronizados estimados s3o:
élt = 5”21,5, com th ~ GED(]_44)7

em que GED(+) denota a distribuicdo de Erro Generalizada com 7 = 1.44 graus de liberdade
(NELSON, |1991). A escolha dessa distribuicdo se deve a sua flexibilidade em modelar caudas
mais leves ou mais pesadas, conforme observado nos dados. No caso da série X;;, a curtose
levemente elevada (4.1608) sugere uma distribuicdo com caudas mais pesadas do que a normal,

justificado o uso da GED para capturar essa caracteristica especifica dos residuos.
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Série BRL/USD

Seja X5 a série temporal que representa os log-retornos da cotacao do Real Brasileiro

frente ao Délar (BRL/USD).

Figura 17 — Log-retornos de BRL/USD
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A Figura[17] apresenta os log-retornos da cotacdo do Real Brasileiro frente ao Délar Ame-

ricano (BRL/USD). Observa-se que os valores flutuam em torno de zero, como esperado para

séries de log-retornos. No final do periodo analisado, nota-se um aumento na magnitude das

flutuacdes, o que pode indicar periodos de maior instabilidade nos retornos.

Tabela 6 — Estatisticas para a série Xy,

Estatistica | Média

Desvio padrao

Assimetria

Curtose

Valor -0.0001

0.0101

0.0312

17.6753

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Tabela [6] apresentam-se algumas estatisticas descritivas da série X5;. Observa-se que

os dados apresentam curtose alta, indicando que a série tem uma distribuicao com caudas

pesadas. Ja o coeficiente de assimetria indica que a série ndo apresenta assimetria, com média

em torno de zero.

Na Figura 18, a ACF exibe valores significativos em algumas defasagens iniciais, sugerindo

a presenca de dependéncia linear nos dados. A PACF, por sua vez, apresenta significancia

nos primeiros lags, indicando possivel autocorrelacdo nas observacdes. O teste de Ljung-Box,

realizado para Xy, em até 20 defasagens, reforca essa observacdo, com p-valor de 0.03045.
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Figura 18 — Funcdes de autocorrelacdo (ACF) e autocorrelacdo parcial (PACF) dos log-retornos de BRL/USD.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura [19] apresentamos os log-retornos ao quadrado da cotacdo do Real Brasileiro

frente ao Délar (BRL/USD). Observa-se a presenca de picos de volatilidade em periodos es-

pecificos, especialmente no final do periodo analisado. Esses picos sugerem que a variancia

condicional da série ndo é constante ao longo do tempo, indicando a presenca de heteroce-

dasticidade condicional.

Figura 19 — Log-retornos ao quadrado de BRL/USD
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Na Figura [20] é possivel observar que a ACF apresenta valores que passam os limites de

significancia em diferentes defasagens, especialmente nos primeiros lags. Isso sugere a presenca

de dependéncia significativa na variancia condicional. A PACF, por sua vez, também mostra

valores significativos nos primeiros lags, mas diminuem conforme a defasagem aumenta.
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Figura 20 — Fun¢des de autocorrelagdo e autocorrelagdo parcial dos log-retornos ao quadrado de BRL/USD.
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Para modelar a varidncia condicional de Xy, sera utilizado um modelo ARMA(1,1) —
ARCH (1), selecionado por garantir que os residuos padronizados ndo apresentem autocorre-
lacdo nem heterocedasticidade, conforme indicado pelos testes de Ljung-Box e ARCH LM. O

modelo é definido como:

Xot = 0Xop—1) + Nez—1) + €ar,

em que ¢ representa o coeficiente autorregressivo e 1) o coeficiente da média mével. A variancia

condicional segue um processo ARCH(1):
Ugt =w+ ae%(t—l)’
em que €y = 09 2oy, € Loy ~ t(r). O modelo ajustado é:
Xoy = —0.51840X 51y — 0.4423385(,_1) + o,
e variancia condicional estimada é:

&3 = 0.9990063, ).

Note que w é omitido porque n3o é estatisticamente significativo para o modelo. Os residuos

padronizados estimados s3o:
bor = 0o Zos, Loy ~ 1(3.45),

em que £(-) denota a distribuicdo t—Student com © = 3.45 graus de liberdade. A escolha
dessa distribuicao se deve a presenca de caudas pesadas na série, conforme evidenciado pela

alta curtose (14.6753). Para obter as pseudo-observacdes necessarias para o ajuste da cépula,
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aplicamos a funcdo de distribuicido acumulada da distribuicdo GED e ¢-Student ajustada para
cada série. Assim, temos:

uy = GED(Zwy;1h),  uy = t(Za; 1),

em que GED(Zy;1v1) é a fungdo de distribuicdo acumulada do erro generalizada e t(-; 1)
é a funcao de distribuicdo acumulada t-Student. Neste contexto, 7y = 1.44 e ¥y = 3.45
correspondem aos graus de liberdade ajustados para Zy; e Z;, respectivamente.

Com as pseudo-observacdes uyy, ug; € [0, 1], obtemos as transformacdes marginais neces-
sarias para a estimacdo de uma cépula dindmica. Nesse modelo, o pardmetro 6(t) varia ao
longo do tempo de forma funcional, permitindo capturar a dependéncia entre as séries Xy,
(EUR/USD) e Xy, (BRL/USD) de maneira flexivel e adaptativa.

Para isso, aplicamos os procedimentos descritos nos Capitulos [3 e |4, utilizando diferentes
familias de cépulas dinamicas. A selecdo do modelo que melhor se ajusta foi realizada com
base nos critérios de informacdo de Akaike (AIC) e Bayessiano (BIC), permitindo identificar a
cépula mais adequada para descrever a dependéncia entre as séries.

Nas Tabelas [7] [ € [9] sdo apresentados os valores dos critérios AIC e BIC para diferen-
tes copulas e graus de polinémios, utilizando os métodos de Bernstein, Chebyshev e Taylor,

respectivamente.

Tabela 7 — Critérios AIC e BIC para diferentes copulas e graus de polindmios utilizando o método de Bernstein

Grau do polinémio

Cépula Criterio 2 3 4 5 6

Gaussiana AlC -21.8291 | -21.0901 | -19.1988 | -21.2956 | -19.3721
BIC -7.8474 | -2.4478 4.1039 6.6677 13.2519
L — 145 AlC 113.8421 | 115.6280 | 117.1228 | 118.4073 | 120.2681
BIC 127.8239 | 134.2703 | 140.4256 | 146.3707 | 152.8921
L — 345 AlC 113.8423 | 115.6276 | 117.1228 | 118.4090 | 120.2733
BIC 127.8241 | 134.2699 | 140.4257 | 146.3724 | 152.8974

Frank AlIC -23.9809 | -21.9535 | -20.0773 | -18.0773 | -16.0773
BIC -0.9992 | -3.3112 3.2255 9.8861 16.5466

Gumbel AlIC 2.26188 | -2.8820 | -0.3221 0.5570 0.2729
BIC 16.2436 | 15.7602 | 22.9806 | 28.5205 | 32.8970

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).



Tabela 8 — Critérios AIC e BIC para diferentes copulas e graus de polindmios utilizando o método de Chebyshev

Grau do polinémio

Cépula Criterio 2 3 4 5 6

Gaussiana AIC -21.8299 | -21.0406 | -19.1825 | -17.2391 | -18.2184
BIC -7.8481 | -2.39837 | 4.12035 | 10.7242 | 14.40553
145 AIC 113.8419 | 115.6371 | 117.6246 | 118.8927 | 120.5804
BIC 127.8237 | 134.2794 | 140.9275 | 146.8562 | 153.2044
L — 345 AIC 113.8420 | 115.6405 | 117.6228 | 118.8901 | 120.5594
BIC 127.8238 | 134.2828 | 140.9256 | 146.8536 | 153.1834

Frank AIC | -24.9036 | -19.0760 | -20.0773 | -18.0773 | -16.0773
BIC |-10.9219 | -0.4337 3.2255 9.8861 16.5466

Gumbel AIC 2.7605 1.7592 1.0261 -0.5968 1.6658
BIC 16.7422 | 20.4015 | 24.3289 | 27.3666 | 34.2899

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Tabela 9 — Critérios AIC e BIC para diferentes cépulas e graus de polindmios utilizando o método de Taylor

Grau do polinémio

Cépula Criterio 2 3 4 5 6
Gaussiana AIC -21.8291 | -21.0444 | -19.1672 | -17.1605 | -15.3526
BIC -7.8473 | -2.4021 | 4.13560 | 10.8028 | 17.2713
L 145 AIC 113.8420 | 115.6489 | 117.6391 | 119.4134 | 121.1146
BIC 127.8237 | 134.2912 | 140.9419 | 147.3769 | 153.7386
L — 345 AlC 113.8420 | 115.6540 | 117.6274 | 119.4254 | 121.1078
BIC 127.8237 | 134.2963 | 140.9302 | 147.3888 | 153.7319
Erank AlC -24.8877 | -22.3915 | -19.7024 | -16.8085 | -4.8805
BIC -10.9060 | -3.74926 | 3.6004 11.1548 | 27.7434
Gumbel AlC 0.4524 4.1251 6.1324 6.5528 10.3774
BIC 14.4341 | 22.7674 | 29.4353 | 34.5163 | 43.0014

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

De acordo com os critérios de informac3do apresentados nas tabelas acima, selecionamos a
cépula Frank para modelar a dependéncia entre as séries temporais, por apresentar os menores
valores de AIC e BIC comparados aos demais modelos testados. O ajuste da funcdo 6(t) é
dado por:

t—1

-, t=1,2,...,781
781’ » < ) )

0(t) = exp{h(v)}, h(v)= gaiTg(v), e v=

em que, T5(-) representa a base de Chebyshev, definida na Equacdo (2.3)) e o vetor de coefi-

cientes estimados é @ = (—2.8251,4.2166, —1.4945) T, obtidos utilizando o Algoritmo [2]
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Figura 21 — 6(t) ajustada para a Cépulas Frank
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

Na Figura , observamos que a funcdo 0(t) da cépula de Frank, varia ao longo do tempo,
indicando que os valores de dependéncia entre as séries ndo é constante. Valores mais altos
de () refletem periodos de maior dependéncia entre as séries, enquanto valores mais baixos
sugerem menor associacdo. Essa dindmica pode estar associada a mudancas nas condicGes de
mercado ou eventos especificos que afetaram simultaneamente os ativos, evidenciando que a

relacdo entre eles é sensivel ao tempo.

6.2 MEDIDA DE RISCO (VAR)

De acordo com Morettin (2017)), o Valor em Risco (VaR), traduzido do inglés Value at Risk,
é uma medida amplamente utilizada em financas para quantificar o risco de perda méaxima
esperada de uma carteira de ativos financeiros durante um horizonte temporal especifico e
com um nivel de significincia «. Esta medida busca responder a seguinte questdo: Qual é
a perda maxima esperada, sob condicbes normais de mercado, com probabilidade o, em um
determinado periodo de tempo?"

Para uma posicao comprada, o VaR é definido como o menor valor [ tal que a probabilidade

de a perda AP(h) ser menor ou igual a [, sobre o horizonte h, seja igual ao nivel de significancia
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«. Formalmente, tem-se:
VaRyp(a) =inf{l e R: P(AP(h) <) = a},

em que AP(h) = P(t+h)— P(t) representa a variagdo do valor do ativo entre os instantes
t e t 4 h. Considerando a fungdo de distribuicdo acumulada (f.d.a.) Fap(y)(-), essa definicdo
equivale a:

VaRn(a) =inf{l € R: Fapm(l) = a}.

O VaR pode ser calculado utilizando distribuicdes teéricas, como a normal ou t-Student,
ou métodos empiricos ajustados aos dados histéricos. No presente trabalho, serd utilizada a
definicdo para posicao comprada, ajustando-se as caracteristicas das séries financeiras modela-
das neste estudo. Nesta secao, apresentamos a metodologia para calcular o VaR considerando
dados reais e o ajuste de cépulas dindmicas como ferramentas para modelar a dependéncia
entre séries temporais financeiras.

Apds obter os valores da funcdo 0(t) da copula apresentados na secdo anterior, procedemos
a estimativa do VaR utilizando as simulacées geradas. Para isso, seguimos os passos descritos

por Giacomini e Hardle (2005):

1. Geracao de dados simulados: Utilizando os valores da funcdo 6(t) ajustada, geramos
50000 amostras u; € ug; a partir da copula correspondente. Essas amostras sao trans-
formadas nos residuos padronizados Z;; utilizando as distribuicoes marginais inversas
de erro generalizado e t-Student. Os log-retornos s3o ent3o reconstruidos da seguinte

maneira:

Xip = €11, Xop = ¢Xop—1) + Nea—1) + €24,

em que os residuos sdo dados por, €; = 044, ¢ = 1,2. Aqui, o;; representa as
volatilidades condicionais estimadas previamente pelos modelos ARMA-GARCH, ¢ é o

coeficiente (AR) e n é o coeficiente da média mével (MA).

2. Construcao do portfélio financeiro: O valor do portfélio é calculado como:
2
— X
Vi=2_ wiSje-ne,
Jj=1

em que w; € wy representam os pesos dos ativos, Sj(t,l) sao os precos no instante t —1..
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As perdas simuladas L, sdo obtidas como:
2
X
LT+1 = ijSjT<e J(T+1) 1)7
=1
de S é i T Xir+n — 1 |
onde S5;7 € 0 preco no Instante 1, e (e”J representa o retorno percentual no

periodo T+ 1.

3. Calculo do VaR: Com base na distribuicdo empirica das perdas simuladas L;, o VaR é
estimado utilizando o quantil correspondente ao nivel de significancia desejado «, para
os valores 10%, 5% e 1% (correspondentes a niveis de confianca de 90%, 95% e 99%,

respectivamente).

Os valores calculados do VaR para diferentes propor¢des de w; (associado ao EUR/USD)
e w (associado ao BRL/USD) estdo apresentados na Tabela [L0] Observa-se que, a medida
que o peso w; aumenta, os valores absolutos do VaR crescem para todos os niveis de confi-
anca (90%, 95% e 99%), refletindo um maior risco associado ao EUR/USD, moeda de uma
economia avancada, em comparacdo ao BRL/USD, de uma economia emergente. Esse com-
portamento estd de acordo com a literatura (PATTON, [2006b; BERGER, [2013; |CECCHETTI;
SCHOENHOLTZ, 2017)), onde pares envolvendo moedas de economias desenvolvidas apresen-
tam maior sensibilidade a eventos sistémicos globais, enquanto moedas emergentes tendem a
responder a fatores regionais especificos. Assim, a composicao do portfélio afeta diretamente a
exposicao ao risco, destacando a importancia de modelar a dependéncia dindmica entre essas
taxas de cambio para estratégias de diversificacdo e controle de risco.

Tabela 10 — VaR utilizando Cépula Frank

%1072
w1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
VaRgyy | -0.23 -0.24 -0.28 -0.32 -0.36 -0.41 -0.47 -0.53 -0.58
VaRgsy | -0.31 -0.33 -0.35 -0.42 -049 -056 -0.64 -0.71 -0.79
VaRgyy | -0.50 -056 -0.66 -0.73 -0.81 -091 -1.02 -1.13 -1.26

Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

A Figuras [22| mostra o comportamento do VaR estimado utilizando a cépulas Frank para
diferentes proporcdes w; € ws. As linhas azul, vermelha e verde correspondem aos niveis de
confianca de 90%, 95% e 99%, respectivamente.

Apos aplicar a metodologia de cépulas para estimar o VaR de portfélios compostos por

EUR/USD e BRL/USD, os resultados indicam que, o VaR estimado utilizando a cépula Frank
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Figura 22 — VaR estimado com cépula Frank
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Fonte: Elaborado pelo autor (2024).

mostram que o risco do portfélio varia de forma suave conforme os pesos w; e wsy. A estru-
tura simétrica da cépula Frank permite capturar a dependéncia dindmica entre EUR/USD e
BRL/USD, sem priorizar exclusivamente eventos extremos.

Portfélios balanceados (w; = wy = 0.5) apresentaram menores valores de VaR, enquanto
portfélios mais desbalanceados (w; préximo de 0.1 ou 0.9) indicaram maior exposic&o ao risco,
especialmente em niveis de confianca mais elevados. Esses resultados destacam a importancia
de considerar a dependéncia dinamica ao avaliar o risco de portfélios compostos por moedas

de economias com caracteristicas distintas.
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7 CONCLUSOES

Este trabalho apresentou uma abordagem para modelar a dependéncia dinamica em séries
temporais bivariadas utilizando cépulas. Diferente de métodos tradicionais, nos quais o para-
metro de dependéncia é fixo, aqui 0(t) foi tratado como uma funcdo do tempo, permitindo
capturar mudancas estruturais ao longo do horizonte analisado. A formulacdo tedrica desse
modelo foi apresentada no Capitulo [3, enquanto sua validacdo empirica foi realizada por meio
de simulagdes no Capitulo [5

Os resultados mostraram que a metodologia foi eficaz na recuperacdo dos coeficientes
verdadeiros, demonstrando a capacidade das aproximacdes baseadas em polindmios de Berns-
tein e Chebyshev para estimar a funcdo 6(t) com precisdo. No entanto, observou-se que o
desempenho desses métodos variou conforme a cépula utilizada, sendo que a aproximacao por
polindmios de Taylor apresentou resultados inferiores na maioria dos casos. Esse comporta-
mento, evidenciado nos experimentos de simulacdo, indica que a escolha da base de funcoes
impacta diretamente a qualidade da estimacao, tornando essencial uma selecao criteriosa para
capturar adequadamente a dependéncia dinamica.

Além disso, a implementacao do algoritmo Metropolis-Hastings Adaptativo para a estima-
cdo dos coeficientes mostrou-se precisa e bem-sucedida na maioria dos casos, o que permitiu
capturar a evolucdo temporal da dependéncia entre as séries. No entanto, algumas dificulda-
des numéricas surgiram em certas cépulas, especialmente quando os valores iniciais escolhidos
levavam a geracao de matrizes ndo definidas positivas, o que impedia a obtencdo de amostras
vidveis.

A aplicagdo pratica do modelo foi explorada no Capitulo [6] por meio da estimacdo do Valor
em Risco (VaR), onde se verificou que considerar dependéncia dindmica influencia diretamente
na mensuracao da medida de risco do portfélio financeiro. A analise empirica evidenciou que
a escolha da cépula desempenha um papel crucial na quantificacdo desse risco, sendo a cé-
pula Frank a mais adequada para modelar a relacdo entre EUR/USD e BRL/USD, conforme

indicado pelos menores valores de AlIC e BIC obtidos.
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Trabalhos Futuros

Os resultados obtidos neste estudo abriram diversas possibilidades para futuras investiga-
cOes e aprimoramentos da metodologia proposta. Algumas direcGes promissoras incluem:

Um primeiro ponto de interesse consiste na utilizacdo de diferentes funcdes base para a
aproximacdo de 6(t), como funcdes kernel, wavelets ou splines. A exploragdo dessas alternativas
pode fornecer maior flexibilidade ao modelo, permitindo capturar padrdes de dependéncia mais
complexos.

Outra linha de pesquisa relevante é a implementacdo de um enfoque frequentista para a
estimacao da dependéncia dindmica, explorando a obtencao de um estimador de maxima ve-
rossimilhanca para os coeficientes e avaliando suas propriedades assintéticas. Essa abordagem
permitiria comparar diretamente os resultados com aqueles obtidos pelo método bayesiano
empregado neste trabalho.

Do ponto de vista tedrico e metodolégico, um estudo funcional mais aprofundado poderia
investigar a relacdo entre as métricas apresentadas no Capitulo 5 para a escolha do grau e do
tipo de polinémio. Uma analise detalhada poderia revelar padroes que auxiliem na selecdo mais
eficiente das funcdes base, além de explorar possiveis conexdes com critérios de informacao,
como AIC e BIC.

No aspecto computacional, uma questdo relevante a ser explorada é a escolha dos valores
iniciais no algoritmo Metropolis-Hastings Adaptativo. Atualmente, esses valores siao selecio-
nados aleatoriamente, o que ocasionalmente resulta em problemas numéricos. Desenvolver
estratégias mais sistematicas para essa escolha pode melhorar a estabilidade e a eficiéncia do
algoritmo.

Por fim, implementar a metodologia em diferentes classes de ativos e na composicao de
portfélios mais diversificados. Expandir a analise para ativos além de moedas poderia oferecer
uma perspectiva mais ampla sobre a relevancia da dependéncia dinamica na mensuracdo de

risco.
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