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RESUMO

Essa dissertacdo comeca por introduzir resultados basicos sobre a teoria de fibrados ve-
toriais para em seguida definir os anéis de K-teoria, definidos a partir de diferencas formais
de fibrados vetoriais. Destacamos as propriedades cohomolégicas dessa teoria assim como a
operacao de produto externo. A partir dessa operacdao entendemos o principal teorema da
K-teoria, o teorema da periodicidade de Bott, que torna a teoria cohomolégica em uma coho-
mologia ciclica. Fazemos também uma revisdo sobre operadores de Fredholm em espacos de
Hilbert, assim como o indice destes operadores e definimos os operadores de Wienner-Hopf.
Em seguida definimos os fibrados de Hilbert e usamos o teorema de Kupier para mostrar que
esses fibrados sao triviais e entdo construimos o index bundle que generaliza a definicao dos
operadores de Fredholm para fibrados de Hilbert, associando um elemento do anel de K-teoria
para cada operador de Fredholm nos fibrados de Hilbert. Usamos ent3o essa construcao para

criar uma inversa do mapa de Bott e assim provar o teorema da periodicidade de Bott.

Palavras-chaves: Fibrados vetoriais complexos, K-teoria, Periodicidade de Bott, Operadores

de Fredholm, Index Bundle, Teorema de Atiyah-Janich



ABSTRACT

This dissertation begins by introducing basic results on the theory of vector bundles and
then defining the K-theory rings, defined based on formal differences of vector bundles. We
highlight the cohomological properties of this theory as well as the external product operation.
From this operation we understand the main theorem of K-theory, Bott's periodicity theorem,
which turns the cohomological theory into a cyclic cohomology. We also review Fredholm
operators in Hilbert spaces, as well as the index of these operators and define the Wienner-
Hopf operators. Next, we define the Hilbert bundles and use Kupier's theorem to show that
these bundles are trivial and then we construct the index bundle that generalizes the definition
of the Fredholm operators for Hilbert bundles, associating an element of the ring of K -theory
for each Fredholm operator in Hilbert bundles. We then use this construction to create an

inverse of the Bott map and thus prove Bott's periodicity theorem.

Keywords: Complex vector bundles, K-theory, Bott's Periodicity, Fredholm Operators, Index
Bundle, Atiyah-Janich Theorem
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1 INTRODUCAO

Em torno dos anos 60, M. Atiyah e F. Hirzebruch desenvolveram a K-teoria. Eles associ-
aram a cada espaco topolégico compacto um anel comutativo K (X), a partir de classes de
isomorfismos de fibrados vetoriais sobre X. Estendendo a nogdo de K (X), definiram também
os anéis K~ "(X) para n > 0 e surgiu assim uma teoria de cohomologia generalizada que,
devido a toda estrutura extra do anel K (X ), provou-se bastante dtil.

O resultado central da K-teoria é o Teorema da Periodicidade de Bott. A versao original
desse teorema, devida a R. Bott, estabelece (no caso complexo) a periodicidade (de periodo
2) dos grupos de homotopia estavel dos grupos unitarios U(n). Como observado por Atiyah,

esse resultado se transporta para a K-teoria na forma de um isomorfismo
B:K(X)— K *X). (1.1)

Esse isomorfismo estabelece o caracter ciclico dessa nova teoria de cohomologia, que por sua
vez se provou fundamental em muitas aplicacdes da K-teoria, como, por exemplo, no problema
que procura saber se existem algebras de divisao reais em dimensdes diferentes de 1, 2, 4 e 8.
Dessa forma, colaboraram no avanco de diversas outras teorias.

Talvez a maior influéncia da K-teoria seja na Teoria do Indice, extensivamente desenvolvida

por Atiyah e |. Singer. Nas palavras de Atiyah (ATIYAH, [2018)):

"The full development of index theory in its various generalizations makes exten-
sive use of K-theory, and conversely index theory can be used to give proofs of
the basic periodicity theorem. In fact, K-theory and index theory really become
fused into a single theory in which it is hard to disentangle the topology from the

analysis."

A Teoria do Indice estuda, de certa forma, o comportamento de invariantes topolégicos e
analiticos de operadores diferenciais agindo em secoes de fibrados vetoriais. Um dos resultados
mais profundos da matematica do século 20 é o Teorema do Indice de Atiyah-Singer. Em linhas

gerais, esse resultado diz: dado um operador diferencial eliptico
D:T(E) = T'(F),
onde E e F sdo fibrados vetoriais sobre uma variedade compacta M, o seu indice analitico

Index(D) = Dim ker(D) — Dim coker(D),
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que é finito por causa da elipticidade de D e da compacidade de M, pode ser também calculado
de uma maneira puramente topoldgica em termos do que se chama o simbolo principal (D)
de D.

Uma das generalizacoes desse teorema diz respeito a uma familia de operadores elipticos

parametrizada por um espaco topoldgico compacto X
D,:T(E)—=T(F), z€X.

Para uma tal familia, a nocdo adequada de indice analitico nao é mais dada por um nimero
inteiro, mas sim por uma classe de K-teoria Index(D) € K(X), também chamada de index
bundle da familia D, que de certa forma da informac3o sobre como ker(D,) e coker(D,)
variam com z. Nesse contexto, o Teorema do Indice de Atiyah-Singer mostra mais uma vez
como a classe Index(D) pode ser obtida por uma construcdo puramente topoldgica. De
maneira geral, um operador linear L cujos niicleo ker(L) e co-nicleo coker(L) tém dimensdo
finita é chamado operador de Fredholm.

Nessa dissertacado, iremos buscar uma ligacdo entre topologia e analise, desenvolvendo uma
ideia semelhante a descrita acima, mas em um contexto mais simples. Consideraremos uma
classe de operadores lineares conhecidos como operadores de Wiener-Hopf, que sdo geralmente
utilizados para solucdo de equacdes diferenciais, em especial, em problemas de previsdes. Dada
uma funcdo continua f : S* — C, o operador de Wiener-Hopf com simbolo f é o operador
linear T : Hy — Hy, onde H; é o espaco de Hilbert das funcdes u € L*(S',C) com séries

de Fourier da forma 3°3°, a;.2", dado por

Ti(u) = P(fu),

onde P : L*(S') — L?(S') é a projecdo ortogonal sobre Hy. Quando f toma valores em
C* = C—{0}, o operador T é de Fredholm e o seu indice analitico coincide com o invariante

topoldgico dado por menos o niimero de rotacdo w(f;0) da curva f em torno da origem
Index(Ty) = —w(f;0).

Trocando C por C", obtemos operadores de Wiener-Hopf T’ : Hy ® C* — Hy ® C", onde
agora f : S* — M, (C). Nesse caso, quando f toma valores em GL,(C), T} é de Fredholm
e Index(Ty) = —w(det o f;0). Esses resultados sdo provados no capitulo 4 e ndo dizem
respeito a K-teoria. Esta desempenha um papel ao se considerar uma familia de operadores

de Wiener-Hopf parametrizada por um espaco topolégico compacto X. Primeiramente, no
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contexto de familias de operadores de Fredholm em um espaco de Hilbert H, a construcdo do

index bundle estabelece um isomorfismo de grupos
Index : [ X, F(H)] — K(X),

onde F(HH) é o conjunto dos operadores de Fredholm em H, e [X, F(HH)] é o conjunto das
classes de homotopias de fun¢des continuas L : X — F(IH). Esse é um resultado devido a
Atiyah e K. Janich que é provado no capitulo 5. Uma familia de operadores de Wiener-Hopf

parametrizada por X é do tipo
Ty, Ho® by — Hy® E,, =€ X,

onde x — E, define um fibrado vetorial E sobre X e f, : S' — GL(E,). Através de uma leve
generalizacdo da construcao do index bundle que permite que o espaco de Hilbert também
varie com o ponto z, define-se o indice analitico da familia Ty = {7, }.cx como sendo uma
classe de K-teoria

Index(Ty) € K(X).

Mostraremos nesse trabalho como essa construco fornece um homomorfismo o : K—2(X) —
K(X) que é a inversa do homomorfismo . Isso provara que [ é de fato um isomorfismo.
Também, como [ é construido em termos puramente K-teoréticos, obtemos o indice analitico
Index(TY), aplicando-se uma construcdo topolégica aos dados (E, f) usados para se definir
a familia 7.

Essa dissertacdo esta dividida do seguinte modo:

O Capitulo 2 faz uma breve revisdo dos conceitos basicos de fibrados vetoriais seguido
de alguns resultados importantes para o desenvolvimento da K-teoria. O Capitulo 3 define os
funtores K (X), suas variacBes e estuda suas propriedades cohomolégicas e multiplicativas,
finalizando com o enunciado do teorema de periodicidade. No Capitulo 4, desenvolve-se a te-
oria dos operadores de Fredholm e de Wiener-Hopf em espacos vetoriais. Por fim, no Capitulo
5 carrega-se essas construcdes fibra a fibra para fibrados vetoriais definindo o Index Bundle e

provando os teoremas de Atiyah-Janich e da periodicidade de Bott.
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2 ALGUMAS DEFINICOES E RESULTADOS SOBRE FIBRADOS VETORIAIS

Ao longo dessa dissertacdo, os espacos topolédgicos envolvidos serao sempre considerados
Hausdorff. Também, dados espacos topoldgicos X e Y, por mapa f : X — Y entenderemos
sempre uma funcdo continua.

Esta secdo tem como principal referéncia (ATIYAH, 2018). Os detalhes que omitiremos

podem ser encontrados nela.

2.1 DEFINICOES E NOTACOES

Definicao 2.1.1. Um fibrado vetorial complexo sobre um espaco topoldgico X é um espaco

topolégico £ munido de um mapa sobrejetivo 7 : £ — X tal que

i) 7 '({x}) tem uma estrutura de espaco vetorial complexo para todo ponto z € X; essa

pré-imagem ¢é dita a fibra sobre x e é denotada por E,.

ii) Para todo x € X, existem um aberto U, de X , contendo x, e um homeomorfismo
¢ : 71 (U,) — U, xC™ (para certo n), que envia cada fibra £, = 7' ({y}) linearmente
sobre {y} x C" = C". Um tal homeomorfismo é dito uma trivializacdo local do fibrado

vetorial.

Daqui por diante, por fibrado vetorial (ou simplesmente fibrado) entenderemos um fibrado
vetorial complexo.

No item ii) da definicdo acima, é claro que a funcdo x +— n é localmente constante (e
portanto é constante nas componentes conexas de X). Quando o n n3o varia, ele é dito o
posto do fibrado vetorial.

Denotaremos por E|;; = m~1(U) a restricdo do fibrado a um sunconjunto U C X. Escre-
veremos também C" para representar o fibrado trivial X x C" — X.

Dado um mapa f : X — Y e um fibrado vetorial F sobre Y, o pullback de E por f é um
fibrado vetorial sobre X, denotado por f*F, cuja fibra sobre cada ponto x € X é igual a fibra

de E sobre f(z)
(fTE)s = Ef(:fc)'
Uma maneira de se construir f*E é f*E = {(z,v) : 7(v) = f(z)} C X x E, e definir o

mapa de projecdo f*E — X como sendo a restricao do mapa de projecao X x £ — X.
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Podemos também transformar operacdes algébricas entre espacos vetoriais em operacdes
entre fibrados. Dado E, F' fibrados vetoriais sobre X definimos:

EoF =) E®F,

reX

E@F:= ) E,®F,
rzeX

Hom(E, F) := | ) Hom(E,, F,)

zeX

Er = U E;

zeX
onde Hom(E,, F,,) é o espaco das tranformacdes lineares de E, para F, e E* denota o dual
de E,. Esses conjuntos podem ser dotados de topologias naturais de modo torna-los fibrados
vetoriais (com respeito aos mapas de projecdo naturais).
Sejam FE F' sdo fibrados sobre X com mapas de projecdo 7, mo, respectivamente. Um
homomorfismo entre E e F' é um mapa ¢ : E — F tal que: 1) ¢ envia fibra sobre x em fibra

sobre z, isto é, o seguinte diagrama comuta:

E ¢ F
X

e 2) ¢, = ¢P|lg, : E, — F, é linear. Escreveremos L(FE, F') para representar o conjunto

dos homomorfismos de E para F'. Um homomorfismo é dito um isomorfismo se for também
um homeomorfismo. Denotaremos o conjunto dos isomorfismos de E para F' por Iso(E, F).
Quando F' = E, um isomorfismo ¢ : £ — F é chamado de automorfismo de F, e denotaremos
GL(E):=Iso(E,E).

Dados um homomorfismo ¢ : E — F entre dois fibrados sobre Y e um mapa f : X — Y,

definimos também o homomorfismo f*¢ do seguinte modo:
ffo:["E— [°F
(f¢)e = D f(a)

Esta definicdo faz sentido pois (f*E), = Ey(y).

Uma secao de um fibrado vetorial E sobre X é um mapa s: X — F talque mros = Idy,
onde 7 : E — X é o mapa de projecdo do fibrado. Denotamos por ['(E) o conjunto de todas
as secdes de F. Esse conjunto é um espaco vetorial complexo com as operacdes naturais de

soma de secdes e multiplicacdo de secOes por escalares.
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Por fim, denotaremos por Vect(X) o conjuntos das classes de isomorfismos de fibrados
vetoriais sobre X. Damos a esse conjunto uma estrutura de semigrupo abeliano usando a

operacao de soma direta p, isto é definimos o mapa

Vect(X) x Vect(X) — Vect(X)

(E,F) > E&F

2.2 EXTENSAO DE HOMOMORFISMOS

Seja X um espaco compacto e A C X fechado. Queremos discutir nessa secdo a extensao
de secbes e de homomorfismos entre fibrados que estdo definidos apenas sobre A.

Utilizaremos o Lema de Tietze, cuja demonstra¢do pode ser encontrada em (MUNKRES, 2000).

Lema 2.2.1. Lema da Extensdo de Tietze.
Sejam X um espaco topolégico normal , A C X fechado, V' um espaco vetorial (real ou

complexo) e f : A — V um mapa . Entdo existe mapa g : X — V tal que gl = f.

Lema 2.2.2. Se E é um fibrado vetorial sobre X e s é uma secido de E|, entdo existe

se'(F) tal que s |s= s.

Demonstracdo. Para o caso em que E é trivial, ou seja, F = X x V para certo espaco vetorial

complexo V' a secao é um mapa

s:A— AxV
s(z) = (z, f(x))

para uma certa funcdo continua f : A — V. Pelo lema da extensdo de Tietze podemos
estender f a g: X — V edefinirs: X — X xV por s(z) = (z,g(x)).
Para o caso em que E é um fibrado qualquer, como X é compacto podemos tomar cobertura

aberta Uy, ...,U, onde FE

v, € trivial para todo 1.
Podemos entdo definir secdes s, € I'(E|y,) tal que $;|any, = $|anu,- Tomando entdo uma

particdo da unidade (¢;) em X, subordinada a cobertura Uy, ..., U,, definimos s por

n
5= Z GiSi
i=1
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Observe que um homomorfismo entre fibrados ¢ : & — F' sobre X define uma secdo do

fibrado Hom(E, F') por
Sy X = Hom(E, F)
T = o

Reciprocamente, dado uma secdo s de Hom(FE, F') podemos definir um homomorfismo entre

¢ E — F pondo ¢, = s(x). Isso define um isomorfismo
T'(Hom(E,F)) = L(E,F)

Segue entdo do lema anterior, que todo homomorfismo entre fibrados ¢ : E|4 — F|4 pode ser
estendido a um homomorfismo ¢ : E — F. J4 um isomorfismo entre fibrados n3o pode, em

geral ser estendido a um isomorfismo sobre todo o espaco X, mas temos o seguinte resultado

Proposicao 2.2.1. Seja ¢ : E|4 — F|a um isomorfismo. Ent3o existe aberto U D A de X

e um isomorfismo ¢ : E|y — F|y tal que |4 = ¢.

Demonstracdo. Sabemos pela discussdo acima que o mapa ¢ pode ser estendido a um homo-
morfismo ¥ : ¥ — F. Definimos entiao o aberto U como sendo o conjunto dos z € X tais

que ¥, é um isomorfismo e tomamos ¢ = U|;;. =

2.3 INVARIANCIA POR HOMOTOPIA

Denotaremos por I o intervalo [0, 1] da reta e dada uma homotopia f : X x I — Y

denotaremos por f; o mapa f;: X — Y, fi(x) = f(x,1).

Teorema 2.3.1. Se f: X x I — Y é uma homotopia e E € Vect(Y) entdo
fE=fE

Demonstracdo. Denote por m: X x I — X a projecdo na primeira cordenada.

Observe primeiro que:

[ El@ty = By = Ep@ = [{ Bl = 7" f{ Bl

Isso induz um isomorfismo de fibrados para cada t € 1

T Elxxqy =7 Elxxqt
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Fixando agora um s € [ pelo lema 2.2.1 temos que existe aberto U C [ contendo s tal que
[ Elxxv E 7 fiE|xxv
Dado t € U isso implica que
JiE = ["Elxxuy =7 fiElxxwy = [ E

Entdo a classe de isomorfismo de f;E é localmente constante em /. Como [ é conexo, isso
implica que ffE = f{E. =

Temos os seguintes resultados que s3o imediatos desse lema
Corolario 2.3.1. .

1) Se f : X — Y é uma equivaléncia homotdpica, entdo f* : Vect(Y) — Vect(X) é um

isomorfismo de semigrupos.
2) Se X € contratil, Vect(X) é isomorfo ao semigrupo aditivo dos inteiros ndo negativos.

3) Sejam E € Vect(X xI) em: X xI — X a projecdo. Entdo, E é isomorfo a m*(E|xx0}),
isto é E = F x I para certo fibrado F sobre X (aqui, F' x I é um fibrado vetorial sobre

X com mapa de projecdo dado pela composicdo das projecées F' x [ — F — X).

2.4 AS CONSTRUCOES E/a E E, Uy Ey
2.4.1 Colapsamento de fibrados

Seja A C X um fechado, E € Vect(X) e o uma trivializagdo de E sobre A, isto é, um
isomorfismo o : E|4 — A X C" . Senw: E — X é a projecdo entdo o = (w,T') para certo
mapa T : E|4 — C". Defina relacdo de equivaléncia em E por v ~ w se v,w € FEl| e
T(v) = T(w). Denote por E'/a o quociente de E por essa relacdo de equivaléncia.
Intuitivamente o que fizemos aqui foi colapsar todas as fibras sobre A em um unico espaco

vetorial. Temos entao o seguinte:
Lema 2.4.1. O espaco E/a, munido do mapa de projecdo

p:Ela— X/A

é um fibrado vetorial sobre X /A.
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Demonstracdo. A estrutura vetorial das fibras é clara e a trivializacao local sobre pontos de
X/A diferentes de A/A segue da trivializacdo local de E. Vejamos a trivializacdo local sobre
o ponto A/A.

Pela proposicdo 2.2.1] temos que o mapa « pode ser estendido a um isomorfismo num aberto

UDA

a:Ely—>UxC"

a=(m,T)
onde T é uma extens3do de T'. Isso desce a um isomorfismo

Ely/a — U/Ax C"
[v] — ([ ()], T(v))
E o resultado segue pois E|y/o = (E/a)|y/a. =

Proposicao 2.4.1. Se «y, o sdo duas trivializacées sobre A homotépicas via isomorfismos,

isto é, oy é um isomorfismo para todo t € I entdo
E/Oé() = E/Oél

Demonstracdo. Seja o : E|a x I — A x C" a homotopia entre ay e ay. Isso induz um

isomorfismo

B:Elax]— AxIxC"
Bv, 1) = (a(v), 1)

como F|a x I = (E x I)|axs temos que /3 é uma trivializac3o do fibrado E x I sobre A x I.

Defina agora homotopia

f:X/AxT - XxI/AxI
f([z],t) = [=,1]

Queremos ver que f;(E x I/f) = E/a; e o resultado entdo seguird do teorema [2.3.1]

Mas isso é verdade, pois

JEEX T B = (B X 1/B)|wy = (E/ar)|w

m O seguinte resultado pode ser obtido a partir dessa construc3o
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Corolario 2.4.1. Se A C X for fechado e contratil, entdo o mapa f : X — X/A induz um

isomorfismo de semigrupos f*: Vect(X/A) — Vect(X).

Demonstracdo. Vamos criar uma inversa para f*. Dado F € Vect(X), como A é contrétil
segue do corolario que El|4 é trivial, logo existe trivializacdo o : E|4 — A x C".
Definimos a inversa de f* como sendo o mapa E — E/a.

Para ver que esse mapa independe da escolha de trivializacdo sobre A, sejam «y, a7 duas tais
trivializacdes. Considere o mapa agoa;' : A x C* — A x C".

Como GL,,(C) é conexo por caminhos podemos definir mapa f: A x C* x I — A x C" tal
que By = Id e By = apay’ e B, é isomorfismo para todo t. Portanto apa; ' é homotépico a
identidade e entdo oy é homotdpico a oy e pelo resultado anterior segue que o mapa F — E/«

estd bem definido. =

2.4.2 Colagem de fibrados

Sejam X = X UX5 com X, X5 compactos, A = XN X5, e sejam E; fibrados vetoriais so-
bre X; com mapas de projecao m;, i = 1,2. Dado um isomorfismo
¢ : Fi|a — FE3|a definimos relacdo de equivaléncia na unido disjunta F; U F5 da seguinte
forma: 1) dados v € E; e w € Es, entdo v ~ w < mi(v) = me(w) € A e ¢p(v) = w; 2) dados
v,w € E; (para algum i), entdo v ~ w < v = w. Denotamos por E; U, E> o quociente de

E U E5 por essa relacdo de equivaléncia.

Lema 2.4.2. F, U, E5> é um fibrado vetorial sobre X munido do mapa de projecao

I U¢ By, — X

m([v]) = m(v), seveE;
Demonstracdo. A estrutura vetorial em cada fibra é clara e a trivializacdo local sobre um ponto
fora de A segue de F e E5 serem localmente triviais.

Dado a € A tome uma vizinhanca fechada V; C X; de a onde F; é trivial e existe um aberto

U, C V;, contendo a. Temos assim isomorfismo

fi: Ely, = Vi xC"?
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Restringindo esse mapa a AN V; e tomando f3' = fi|anw; © ¢4y, temos isomorfismos

A Eilyaa = ViNAXC®

f2A . E2|V1QA—>V1QAXCR

Pela proposicao podemos estender f;' a um isomorfismo num aberto U, C Xs, que

contém a,

fQ : E”U2 — U2 x C".

Ent3o o seguinte mapa esta bem definido e é um isomorfismo

JiUg fo i (Ey Ug Es)|vuw, — (U UUy) x C°

fiUg fa([v]) = fi(v), sev e E;

Os seguintes resultados seguem diretamente da definic3o.
Proposicao 2.4.2. .
1) Se E é um fibrado sobre X, E; = E|x, entdo

By Uy, B» = E

2) Se E! sdo outros fibrados sobre X; e ¢' : Ej|a — FE}|4 é um isomorfismo entdo

(Eh Uy Bs) @ (B} Uy Ey) = (E1 @ BY) Upay (B2 @ Ey)

(B Uy Bs) @ (B} Uy Ey) = (B ® BY) Upgy (B2 @ Ey)
3) (B1Uy Ba)* = Ef Uy B3

Proposicao 2.4.3. Se ¢y : Fila — FEs|la €é homotdpico, via isomorfismos, a
(bl : E1|A — EQ‘A entao

Ey Uy, By = By Uy, Es.

Demonstracdo. Seja ¢ : (E1 X I)|axr — (F2 x I)|axs a homotopia entre ¢ e ¢; e considere

0 mapa

fiX > X xI

x> (z,t)
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Queremos ver que f;(E; x I Uy By x I) = Ey Uy, E5 mas isso segue da igualdade
ft*(El x I U¢ EQ X [)|$ = El X [U¢ EQ X [’(m,t) = El U<Z5t E2’I

e o resultado, entdo, segue do teorema 2.3.1| m

2.4.3 Fibrados vetoriais sobre X x S?

O objetivo desta secdo é dar uma caracterizacdo dos fibrados vetoriais sobre um produto
X x 52, onde X é um espaco topolégico compacto e S? é a esfera bidimensional, em termos da
operacao de colagem descrita anteriormente. Essa caracterizacdo sera usada na demonstracao
da periodicidade de Bott mais adiante.

Sejam D' e D~ os hemisférios norte e sul de S?, esejam X; = X x Dt e Xy = X x D™,
Entdo X x S? = X; U Xy, e X; N Xy, = X x S'. Dado um fibrado vetorial £ € Vect(X), os
produtos £ x DT e E x D~ definem, de maneira natural, fibrados vetoriais sobre X; e X,
respectivamente (eles nada mais s3o que os pull-backs de F pelas projecdes X x D* — X).
Suas restricdes a X; N Xy sdo (E x DV)|x,nx, = (E X D7)|x,nx, = F x S'. Logo, dado um
automorfismo do fibrado vetorial £ x S* — E x S!, digamos f : £ x S' — E x S!, obtemos

um fibrado vetorial sobre X; U X5, = X x S?
(E,f)=ExD*U; Ex D

Um tal automorfismo f pode ser identificado com um mapa f : S' — GL(E) (munimos
GL(FE) com a topologia induzida pela escolha de uma métrica Hermitiana qualquer em E).
Para X = {pt},um unico ponto, essa construcdo fornece um fibrado vetorial (C", f) sobre

S?, para cada n e para cada mapa f: S' — GL,(C).
Proposicao 2.4.4. A construcdo acima satisfaz

i) Se f ~ g via automorfismos, entdo (E, f) = (F,g).
i) (F,f)®(G,9)=(FRG, fog).

i) (F,f)®(G,9)=(FaG, fog).

iv) 7% (F) = (E,Id), onde mx : X x S* — X é a projecdo, e Id : S — Aut(E) é a funcio

constante igual ao automorfismo identidade.
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Demonstracdo. A Unica demonstracao que ndo é direta das propriedades de fibrados obtidos
por colagem é a 7v) mas que segue direto do fato que % (F) = £ x S%. m

Vejamos agora que todo fibrado vetorial sobre X x S? é da forma (E, f) para certos F e

£l

Teorema 2.4.1. Seja X um espaco topoldgico compacto e F' € Vect(X x 5?%), seja E =

F| Xx{1}, tratando E como fibrado sobre X . Entdo existem isomorfismos

¢y : Flxxpr — Ex D*

§Z5_2F‘XXD——>EXD_

normalizados, isto é ¢1|p : E — E é a identidade, além disso F' = (E, f), onde f = ¢, o¢~".
. . , ) e 1, L.
Se ¢, e p_ sdo outra escolha de isomorfismos normalizados, entdo f = ¢, o¢p_ ~ é homotdpica

af.

Demonstracdo. Seja i : X — X x Dt ainclusio de X em X x {1} en: X x DT — X a
projecao entao

(" (F|xxp+)) E7°(E) =X E x Dt

Por outro lado, como X é retrato por deformacdo de X x D™, temos que i o m = Id, ent3o
E x Dt = W*(i*(F|X><D+)) = (Z o W)*(F|X><D+) = ]d*(F|X><D+) = F|X><D+-
Portanto, existe isomorfismo ¢ : F|xxp+ — F x DT, compondo esse isomorfismo com
¢;1|EX{1} x Idpy : Ex DT — E x DV,

podemos tornar ¢, normalizado.

Analogamente, definimos ¢_ e, portanto, tomando f = ¢, o ¢_! fica claro que

F=(E,f).

Seja agora ¢, e ¢_ outras escolhas de isomorfismos normalizados, podemos tratar
¢, 0¢;' 1 Ex DY — E x D* como um mapa D* — GL(E) , entdo, como {1} é re-
trato por deformacdo de D* e ¢, 0¢ (1) = Id € GL(E), temos que ¢, o ¢, ' é homotépica
ao mapa constante igual 3 identidade, portanto, ¢, ~ ¢, via isomorfismos. Analogamente,
¢_ ~¢_eportanto f ~ f. =

Por fim, vejamos que o mapa (F, f) — f é funtorial.
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Definicdo 2.4.1. Dado g: X — Y, F fibrado sobre Y e f : S — GL(F), defina funcdes:
)
G:X xS —YxS5?

g9(z,a) = (9(z),a)

g f:S' — GL(g*F)
(9" f(a))

@ r).= f(a)E,,,
Teorema 2.4.2. Com a notacdo usada na definicao anterior vale
g Ff) = Fgf)

Demonstracdo. ldentifiquemos os fibrados, fibra a fibra. Seja a € S2.

Se a ¢ S! entdo

T, f)wa) = (F, fg)a) = Fo) x {a} = (" f)e x {a} = (§"F, 9" ) @)

Agora se a € St

Fg(x) X {a} (] Fg(x) X {a}

9 (F, faa) = (F, [g@.e) = oy

Por outro lado,

(g F). x {a} U (g"F), x {a} _ Fo(z) X {a} U Foz) X {a}

~g*f ~g*f

(g*Fa g*f)(x,a) =

Mas as relagdes ~; e ~ 4+ sdo equivalentes por definicdo.

2.5 O FIBRADO EM LINHAS TAUTOLOGICO SOBRE CP"

Existe sobre CP™ um fibrado vetorial H* C CP™ x C"*! formado pelos elementos (I, v) €
CP™ x C™*! tais que v € [, note que, essa definicdo faz sentido, pois um elemento [ € CP" é
um subespaco complexo de dimensdo um entdo podemos nos perguntar se v € C" pertence a
[. Munimos esse espaco com mapa de projecdo p : H* — CP" dado pela restricdo da projecado

CP" x C**! — CP™. Chamamos esse fibrado de fibrado tautolégico, pois ,essencialmente, a
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fibra sobre cada ponto [ € CP™ é o proprio [ visto como subespaco.

Para vermos que isso de fato d4 um fibrado vetorial, considere os n 4+ 1 abertos de CP",

Ui = {[mlw“axn-{-l] ) 7& 0} Como p71<['r17“'7xn+1]) = {A(xh"'vxn-l-l) DA€ C}'
definimos os mapas

(I)ZH* |Ui—>UiXC

(I)Z'([(Lj, ...,17n+1],/\<$1, mmn—l—l)) = ([ZE17 "'axn-‘rl]v)‘xi)

Esses mapas estdo bem definidos e sdo homeomorfismos. Portanto H* é um fibrado vetorial

em linhas, isto é, um fibrado vetorial de posto 1. Ele é chamado de fibrado tautolégico sobre

o CP".

Vamos nos ater apenas ao caso n = 1, entdo no que se segue H* serd o fibrado tautolé-
gico sobre CP!,
Identifiquemos o CP' = {[1,z] : z € C} U [0,1] com a esfera S? de tal modo que os

hemisférios norte e sul D* e o equador S' = 9D¥ se identifiquem a

Dt = {[1,2]:]z| > 1}uU]0,1],
D~ = {[172]:|Z|§1}7
Sto= {[1,2] : |z| = 1}.

Dessa forma, podemos considerar H* como um fibrado em linhas sobre S?. Como tal, ele pode

ser descrito na forma H* = (C!, f), para alguma f : S' — GL,(C) = C*.
Proposicao 2.5.1. Denotando por z a fungdo:
z: St = C*

dada pela inclusdo, temos que

H* = (C},2).

Demonstracdo. Definimos mapas ¢+ : H* |xxp+—> D* x C' do seguinte modo

¢+([17z]7)‘(17z>> = ([17Z]>>‘Z)
¢+([0, 1]7 )‘<O’ 1) = ([Oa 1]7 )‘)
¢—([17Z]7)‘(17Z>) = ([1’2]7/\)



24

Que s3o claramente isomorfismos normalizados entdo como

0+ (07 (1.2, 2) ) = 04 ([1. 21 AL 2]) = (L, 2],2)

Portanto ¢, o ¢—! : St — C* é justamente a funcio z.
m Denotaremos agora por H o dual de H* pela proposicao temos que
H=(C'z1).

2.6 SUBFIBRADOS VETORIAIS E METRICAS HERMITIANAS

Nessa secdo queremos usar a teoria de subfibrados vetoriais para desenvolver um impor-
tante resultado para K-teoria sobre complementares de fibrados. Comecamos com estes dois

resultados cujas demonstragdes podem ser encontradas em (ATIYAH, 2018).

Lema 2.6.1. Sejam E, F € Vect(X) e ¢ : E — F um homomorfismo tal que Dim(ker(¢,))

é localmente constante. Ent3o

ker(¢) = U ker(¢,,)

zeX

Im(¢) = U Im(¢.)

zeX

sdo subfibrados vetoriais de E, F' respectivamente. Em particular se ¢ é sobrejetivo ou injetivo

entdo ker(¢), Im(¢) sdo subfibrados.

Como C" possui produto interno hermitiano, pode-se usar um argumento padrdo com

particdes da unidade (que se aplica, pois X é compacto) e estabelecer o
Lema 2.6.2. Dado fibrado vetorial E sobre X, existe uma métrica hermitiana para

Segue do primeiro resultado acima que dado um fibrado vetorial £ munido de uma métrica
hermitiana e um subfibrado vetorial F C E, entdo F+ = Uxexﬂgl € um subfibrado vetorial
de E, pois o mapa de projecdo ortogonal fibra a fibra, P : E — F, é um homomorfismo

sobrejetivo.

Lema 2.6.3. Toda sequéncia exata curta de fibrados vetoriais é split.
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Demonstracdo. Dada uma sequéncia exata curta

0—FE -1 Fr 9%, 6—50

Coloquemos uma métrica hermitiana em F'. Ent3o f(E) é subfibrado de F', pois f é injetivo e

f(E) = E. Além disso, f(F)* = G entdo.Como F = f(E) @ f(E)*, segue o resultado. m

Lema 2.6.4. Dado fibrado um vetorial E, existe homomorfismo sobrejetivo ¢ : X x C" — E,

para certo n.

Demonstracdo. Tome uma cobertura aberta Uj,...,Ug, onde E|y, é trivial e sejam
¢; » Uy x C" — E|y, isomorfismos. Tome uma particdo da unidade {f;} subordinada a
cobertura {U;} e defina

¢: X x Cmttme 5 B

¢ = Z Ji®i
Esse mapa é facil ver ser um homomorfismo e sobrejetivo. m

Por fim enunciamos o resultado principal dessa sec3o:

Proposicao 2.6.1. Dado E € Vect(X), existe fibrado F' € Vect(X) tal que E® F € trivial.

Um tal fibrado F' sera dito um complementar de E.

Demonstracdo. Dado E temos, pelo lema anterior, um homomorfismo sobrejetivo ¢ : P — E

onde P é um fibrado trivial. Temos assim sequencia exata

0 —— ker(¢) P2 E 0.

Ent3o pelo lema [2.6.3] essa sequéncia é split e, portanto, ker(¢) é complementar de £. =
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3 K-TEORIA

3.1 O FUNTOR K

Dado um espaco topolédgico compacto X, associamos a ele um semigrupo abeliano Vect(X),
no qual a operacdo é a dada pela soma direta de fibrados vetoriais. Similar ao processo de
construcao do grupo aditivo dos nimeros inteiros a partir do semigrupo aditivo dos nime-

ros naturais, vamos definir um grupo abeliano K (X) adicionando inversas formais a Vect(X).

Definimos uma relagdo em Vect(X) x Vect(X) por: (E,F) ~ (E, F) se existem n > 0
e um isomorfismo:

EoFoC"2E@FaC"
Lema 3.1.1. A relacdo ~ definida acima é uma relacdo de equivaléncia.

Demonstracdo. Reflexibilidade e simetria s3do claros, vejamos a transitividade. Se

(B, Fy) ~ (Es, Fy) e (Ey, Fy) ~ (Es, F3) temos isomorfismos

fEl@FQ@Qn—)EQ@Fl@Qn

gEQ@Fg@Qm%E:g@Fé@Qm

Pela proposicdo [2.6.1], existem complementares G, H de E,, F,, respectivamente. Considere

entao o isomorfismo

fegdlde®ldy: (B 1@ FRHoCHa (E,dFReC") e (G H)— (E;o i eC) e (BseFReoCM)a (G H)
Rearranjando os termos, isso é um isomorfismo

EioFRo(RoH) ®(E,0G0)0C" 20 e (FReoH) O (E,0G) oCt™
Usando que F, & H, Ey @ G sdo fibrados triviais temos que (Ey, F}) ~ (Es3, F3). m

Definicao 3.1.1. Dado um espaco topoldgico compacto X, definimos a K-teoria de X, K(X)
como sendo o conjunto das classes de equivaléncia pela relacdo definida acima e representamos

a classe de (E, F) por [E] — [F].
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Damos estrutura de grupo a esse conjunto a partir da operacdo @ de Vect(X), isto é,

definimos
([B] = [F)) + ([E] - [F]) = [E@ E] - [F o F).
E facil ver que essa operacdo estd bem-definida, que o elemento [C°] — [C"] é o elemento
nulo, onde C° é o espaco vetorial nulo {0},. O inverso de um elemento [E]| — [F] é [F] — [E],
portanto, K (X) é um grupo abeliano.
Além disso, podemos definir uma multiplicacdo em K(X) usando o produto tensorial de
Vect(X), isto é, definimos
[E][F] = [E® F]

e estendemos essa operacao distributivamente para uma classe de K-teoria. Desse modo, temos
em K (X) uma estrutura de anel comutativo com identidade [C].

Observacdo 3.1.1. Denotaremos a classe de K-teoria de C" simplesmente por n. Dado [E] —

[F] € K(X) temos pela proposicdo m que existe I complementar de F logo:

B - [F] =B - [F]+[F] - [Fl=[EeF| - [Fo F]=[E0 F| -n

para certo n > 0. Portanto, concluimos que todo elemento a € K(X) pode ser escrito da

forma a = [E] — n para certo E € Vect(X) en > 0.

Proposicao 3.1.1. (Propriedade universal de K (X))
Dados um grupo abeliano G e um homomorfismo ¢ : Vect(X) — G, existe um dnico homo-

morfismo @ : K(X) — G tal que ®([E]) = ¢(E).

Demonstracdo. Como ® deve ser um homomorfismo que satisfaz ®([E]) = ¢(FE), ele neces-
sariamente satisfard ®([E] — [F]) = ¢(F) — ¢(F'). Precisamos ver apenas que essa expressio

estd bem definida.

Se [E] — [F] = [E] — [F], temos isomorfismo (para certo n)
EoFeC"~*EaFaC
Aplicando ¢ temos
6(E) + 6(F) + 6(C") = 6(E) + 6(F) + ¢(C"),

onde estamos usando a notacdo aditiva + para a operacdo de GG. A existéncia em GG de inversos

aditivos implica, portanto, que
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Por fim, dado uma funcdo continua f : X — Y a operacdo de pulback

f*:Vect(Y) — Vect(X), nos d& uma aplicagdo

Vect(Y) — K(X)
E— [fE]

Como essa aplicacdo é aditiva, entdo, pela propriedade universal do K(Y), ela induz um

homomorfismo de grupos

K(Y) = K(X)
[E] = [F]l = [f"E] = [["F]

que serd também denotado por f*. Observe também que, como f*(E® F) = (f*E)® (f*F)

para todo E, F' € Vect(X), entdo f* é de fato um homomorfismo de anéis.

3.2 K-TEORIA RELATIVA

A partir da definicdo de K(X) podemos definir algumas variacdes do funtor K que se
provam muito (teis para a teoria. Veremos nessa secao como defini-las e na secdo seguinte

como elas se relacionam entre si.

3.2.1 Os funtores [N((X) e K(X,A)

Definicao 3.2.1. Dado um espaco topolégico compacto X e x5 € X um ponto fixado, seja
i:{xo} — X ainclusdo. Definimos %(X) como sendo o niicleo do homomorfismo induzido

i*: K(X) — K(xo).

Dado FE € Vect(X) temos que i*F = CPimEro — portanto
i*([E] — [F]) = DimE,, — DimF,,.Segue que %(X) é formado pelos elementos de K (X)
da forma [E] — [F| com Dim E,, = Dim F,,. Pela observacdo podemos escrevé-los

também na forma [E] — Dim E,,.
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E imediato ent3o que o seguinte mapa é um isomorfismo
K(X) - K(X)®Z
[E] —n+— ([E] — Dim E,,, Dim E,, —n)
Proposicao 3.2.1. Se X,Y sdo espacos com pontos fixados xg,yy € se f : (X,zo9) —

(Y, yo0) € um mapa, entdo o homomorfismo induzido f* : K(Y) — K(X) se restringe a um

homomorfismo
fRE(Y) = K(X)
Demonstracdo. E imediato do fato que VE € Vect(Y)
Dim f*E|,, = Dim E,,
u

Definicao 3.2.2. Seja agora A C X um fechado, definimos a K-teoria do par (X, A) por
K(X,A) = [A(/(X/A) onde o ponto destacado de X/A é A/A.

Queremos permitir que essa definicio inclua o caso A = () e por isso definimos
X/0=X"=X| [{+}

Isto é, a unido disjunta de X com um ponto arbitrario +. Além disso, tomamos como ponto

destacado desse conjunto o ponto +.

Temos as seguintes identificacbes canonicas

K(X,z0) = K(X),

K(X*) = K(X).

Onde a primeira segue do homeomorfismo X/xy = X, e a segunda de que um fibrado vetorial

sobre X é a unido disjunta de um fibrado sobre X e um fibrado (trivial) sobre +.

3.2.2 K (X, A)

A seguir dados X, Y espacos topoldgicos compactos com pontos fixados xg, yg, respecti-
vamente, definimos o produto smash X A'Y do seguinte modo
XVY =X x {yo}U{l’o}XY
XAY =X xY)/(XVY)
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E tomamos o ponto X VY /X VY como ponto destacado de X A Y'.E facil verificar que essa

operacao é associativa e comutativa.

Lema 3.2.1. Se S™ é a esfera unitaria do R"*! temos o seguinte homeomorfismo
Sl A Sn—l >~ gn

Demonstracdo. Usando o homeomorfismo S™ = I" /O™ é facil ver que o mapa identidade
Ix It 1"

desce a um homeomorfismo
Stagntxgn
m Fazemos ent3o as seguintes definicoes
Definicao 3.2.3. Paran >0
K™(X) = K(5" A X),
KX, A) =K ™X,A) = K(5" A X/A),
K"(X) = K"(X7),
com a convencdo que S°A X = X

Seja agora f : (X,z9) — (Y,y) um mapa. Ja& definimos o homomorfismo
f* I?(Y) — [?(X) e queremos agora definir um homomorfismo }?_”(Y) — }?_”(X)
para todo inteiro n > 1. Observe primeiro que o seguinte mapa estd bem definido

S SPTAX =5 STAY
[a, z] — [a, f ()]

e, portanto definimos o homomorfismo

~

(Z"f)": K(Y) = K"(X)

3.3 PROPRIEDADES COHOMOLOGICAS

No que segue, (X, A) denotard um par de espacos compactos, i : A — X serd o mapa de
inclusdo e @) : X — X /A o mapa quociente.

Nosso objetivo nessa secdo serd estudar o comportamento da K-teoria do par (X, A).
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Proposicao 3.3.1. A seguinte sequéncia é exata:
K(X,A) 2 K(X) —“ K(A)

Demonstracdo. Como o mapa (i é um mapa constante de A em A/A
temos que i* o Q*(E) = (Qi)*(E) = CP"™ Fa/a  para todo E € Vect(X/A). Portanto
i*Q)*(a) = 0 para todo a € K(X, A).

Seja agora [E]| —n € keri*. Como i*(F) = E|4, para E € Vect(X), temos que [E|4] =

[C"] em K(A), portanto, temos isomorfismo
a:El,eC" — Cm,

Esse mapa é uma trivializacao de E®C™ sobre A, entdo podemos definir, usando a construcao

de fibrados por colapsamento, o seguinte elemento:
[(E®C™)/a] — (n+m) € K(X/A)

Queremos ver que a imagem desse elemento por Q* é justamente [E| — n . Para isso, basta
ver que Q*((E @ C™)/a) = E@® C™ , que, por sua vez, segue de Q*((E & C™)/a)|a ser
trivial e, portanto, isomorfo a £ @ C™|4. Agora estendemos esse isomorfismo a F ¢ C™ =
Q*((E®C™)/a) pela identidade.

]

Corolario 3.3.1. A seguinte sequéncia é exata:

K(X,A) 25 K(X) —2 K(A)

e é chamada a sequéncia exata do par (X, A).

A sequéncia exata curta do par (X, A) pode ser facilmente estendida para os funtores

K. Considere o par (S™ A X,S™ A A), temos um homeomorfismo:
(S"AX)/(S"NA)=S"A(X/A)
e, portanto temos sequéncia exata

KX, A) =% k—(X) 25 K-7(A)
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Teorema 3.3.1. (A sequéncia exata longa )
Existe, para cada n > 0, um homomorfismo 4, : K~""'(A) — K~"(X, A), chamado homo-

morfismo de conexdo, tal que a sequéncia

o1

S KA U KX A) 2 KY(X) 2 KY(A) = KO(X A)

YL KYX) — T KO(A)

é exata. Além disso, os homomorfismos de conexdo s3o naturais, isto é, dado
f:(X,A) — (Y, B) mapa continuo, o seguinte diagrama comuta:

K"1(A) = K—(X, A)

Enf*T an*T

K-""1(B) -2 K-"(Y, B)

Demonstracdo. Ver (ATIYAH, 2018) m Por fim queremos obter dois corolarios desse resultado.

Corolario 3.3.2. Se A é retrato de X, entdo, Vn > 0, a seguinte

0 —— KX, A) 2% k(X)) 2% K—7(A) —— 0 (3.1)

é uma sequéncia exata split.

Demonstracdo. Existe f : X — A tal que foi = Ids. Observemos também que X" f :
S"ANX — S™ A A satisfaz X" f o X" = Idgnpa, entdo o mapa X" é sobrejetivo, pois tem
inversa a direita X" f*.

Pela sequéncia exata longa, temos sequéncia exata

K1 (X) 208 gnmtdy O gy, A) 2 K (X) (3.2)

Como X*F1i* é sobrejetivo, 6,, € o operador nulo e, portanto X"Q* é injetivo.

Corolario 3.3.3. Sejam XY sdo dois espacos com pontos base fixados,
ix : X > X xYeiy:Y — X x X, as inclusbes candnicas e () : X xY — X NY,

o0 mapa quociente. Entdo, a sequéncia abaixo é sequéncia exata split .

0 —— K(XAY) 25 BX xY) 255 KX)o K(Y) —— 0
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Demonstracdo. Como X é retrato de X xY e Y é retrato de X x Y/ X temos, pelo resultado

anterior, sequéncias exatas splits

0 — KX xY/X) L B(XxY) —5 5 K(X) —— 0

0 —  K(XAY) 2 o Rx xv/x) Y5 Riyy —— o,

onde usamos que (X XY/X)/Y = XAY , f: X XY - X xY/Xeg: XxY/X - XAY
sao os mapas de projecao.

Como f*g* = Q*, temos que * é injetivo; como 7% é sobrejetivo, ij- também o é e, portanto,
I @ I3 é sobrejetivo.

A exatadid3o segue de
ker Iy & iy = ker i Nkerdy = Im f* Nkerijy = f*(ker(fiy)*) = f*(Im g*) = Im f*¢g* = ker Q*.

Por fim, a sequéncia é split, pois 7% + 7} € inverso a direita de i%, G ij.. m

3.4 PRODUTO EXTERNO E PRODUTO EXTERNO REDUZIDO

Seja X, Y espacos compactos com pontos fixados g, 1, respectivamente. Considere o

produto tensorial K (X) ® K(Y'), ele é um anel onde a operacdo de multiplicacdo é dada por
(a1 ® bl)(a,g ® bg) = (a1a2 ® blbg),

para todo ay,as € K(X) e by,by € K(Y).
Comegamos definindo um mapa K(X) x K(Y) - K(X xY). Senxy : X xXY — X e

Ty : X X Y — Y sdo os mapas de projecao, definimos

K(X)x K(Y) = K(X xY)

(a,b) = mx (a)my (b).
Esse mapa é bilinear, logo, pela propriedade universal do produto tensorial temos um mapa

K(X)® K(Y) = K(X xY)

a® b my(a)my (),

que é um homomorfismo de anéis.
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Esse mapa é conhecido como o produto externo e é imediato ver que se restringe a um

homomorfismo

~

KX)®K(Y)—= KX xY)

Pelo corolario a sequéncia
00— K(XAY) 25 Bx xv) 2% B(x)e K(Y) —— 0

é exata. Temos mapa injetivo, [N((X ANY) — K(X x Y) entdo podemos considerar
IA{'(X ANY) C I?(X X Y). Queremos ver que o produto externo é, na verdade, um ho-

momorfismo

KX)o K(Y)—= K(XAY)
Basta entdo vermos que se

ac I?(X) ebe I?(Y) entdo i%(a®b) =0 e i} (a ®b) = 0. Com efeito,

ix(a®b) = ix(mx(a)my (b)) = ixmx (a)ixmy (b) = (7xix)*(a)(myix)"(b)

Mas o mapa myiy é o mapa constante X — y e portanto (myix)* = 0.

Mais precisamente temos a seguinte

Definicao 3.4.1. Definimos o produto externo reduzido por

~

K(X)®@ K(Y)— K(XAY)

a®b (Q7) 7 (mx(a)7y (b))
onde @ : X XY — X AY é o mapa quociente.

Seja agora A C X, B C Y subespacos fechados. O produto externo reduzido nos da um
mapa

K(X,A)® K(Y,B) = K(X/ANY/B).

Usando ent3o o homeomorfismo
X/ANY/BEX XxY/(X x BUAXY),

e usando a notacdo (X, A) x (Y,B) = (X xY, X x BUA xY), escrevemos esse mapa da
forma

K(X,A)® K(Y,B) = K((X,A) x (Y, B)).
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No caso em que X =Y, usamos o mapa diagonal X/AUB — X x X/(X x AUB x X)

que induz um homomorfismo
K((X,A) x (X,B)) -2 K(X,AUB).
E compomos o produto externo reduzido com esse mapa para efinir o homomorfismo
K(X,A)® K(X,B) - K(X,AUB).
Tomando também B = (), temos o mapa
K(X,A)® K(X) — K(X, A).

Esse mapa induz uma estrutura de I?(X)—médulo em K (X, A). Como todos os mapas defini-
dos até o momento sao mapas naturais, isto é, definidos a partir de pullbacks de mapas entre

espacos, temos o seguinte resultado:
Proposicao 3.4.1. A sequéncia exata
K(X,A) = K(X) = K(A)

é uma sequéncia de homomorfismos de K (X)-médulos, onde a estrutura de K (X)-médulo

de IA(/(A) é dada pelo mapa K(X) — K(A).

Por fim estendemos a definicdo do produto externo reduzido para os funtores K" (X, A).

Lembrando que

KX, A) = K(S" A (X/A)),

e que existem homeomorfismos candnicos (S A X/A)A(S™AY/B) = S"™™ A (X/ANY/B)
e X/ANY/B=Z X xY/(X x BUA XY), obtemos um homomorfismo

KX, A K™"(Y,B) - K""™(X,A) x (Y,B)).
Novamente, se X =Y, usamos o mapa diagonal para definir um mapa
K"'X,A)@ K™(X,B) - K""™(X,AUB).
E para finalizar, tomando m = 0 e B = (), temos um homomorfismo
K "X, A K(X)— K "X, A),

o que da uma estrutura de K'(X)-mddulo para K~"(X, A).
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3.5 PERIODICIDADE DE BOTT

O teorema da periodicidade de Bott é o resultado chave da K-teoria. Ele estabelece um

isomorfismo K(X) = K~2(X), simplificando o estudo da K-teoria de um espaco apenas a
K(X)e K1(X).

Usando o produto externo reduzido consideramos o mapa
K(X1) @ K(S%) — K(S> A XH).

Como I?(Xﬂ =K(X)e IN((S2 A XT) = K ?(X) podemos escrever esse mapa do seguinte
modo

K(X)® K(S%) = K2(X).
Usando esse mapa fazemos a seguinte definicdo:

Definicdo 3.5.1. Sejam H* o fibrado tautolégico sobre S? definido na secdo 2.5 e H o seu

dual. Como [H] — 1 € K(5?) definimos o mapa de Bott :

B:K(X)— K*X)

a— a([H] - 1),
que é um homomorfismo de K (X)- médulos

Teorema 3.5.1. (Teorema da periodicidade de Bott)

O mapa de Bott 3 é um isomorfismo de K (X )-médulos.

A demonstracdo desse teorema sera feita na ltima secdo da dissertacao. Vejamos algumas

consequéncias desse resultado agora.

Corolario 3.5.1. Para todo n > 0 temos um isomorfismo
KX, A) 2K "X, A).

Demonstracdo. E claro que o mapa de Bott se restringe a um isomorfismo

Tomando X = 5™ A X/A, temos um isomorfismo

K™(X,A) = K "X, A).
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que por sua vez nos da um isomorfismo

KX, A) = K~"%(X, A).

Usando esses isomorfismos a sequéncia exata longa de um par (X, A) se reduz a uma

sequéncia exata circular:

K(X,A) —— K(X) — K(A)

T |

K'Y A) «— K }X) +— K (X, A)
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4 OPERADORES DE FREDHOLM

Os espacos de Hilbert que estaremos interessados nessa dissertacdo serdo complexos, se-
paraveis e de dimens3o infinita. Daqui por diante, por espaco de Hilbert entenderemos um
espaco desse tipo.

Dado um espaco de Hilbert H, denotaremos por L(IH), ou simplesmente L, a algebra dos
operadores limitados L : H — H. Em L(H) consideraremos a norma
1] = suppucs @)

Uma referéncia para esta secdo é o capitulo 3 de (ARVESON|, 2001).

4.1 OPERADORES DE FREDHOLM

Definicao 4.1.1. Dizemos que um operador L € L(IH) é de Fredholm se ker(L) e coker(L)
tem ambos dimens3o finita. Lembramos que o coker (L) é definido por H/Im(L). Denotamos

o conjunto desses operadores por F(H).
Lema 4.1.1. Se L € F(H) entdo Im(L) é um subespago fechado de H.

Demonstracdo. Seja P C H um subespaco vetorial tal que H = Im(L) ® P. Como existe
isomorfismo de espacos vetoriais P = H/Im(L), segue que Dim P < oo e, portanto, P é
um subespaco fechado de H. Como ker(L) é fechado em H, o quociente H/ ker(L) herda de
H uma estrutura de espaco de Banach, e a aplicac3o linear induzida L : H/Ker(L) — H,
L([u]) = L(u), é limitada. Definindo em (H/Ker(L))® P a norma ||([u],v)|| = ||[u]l| + [|v]].

segue que esse espaco é de Banach. Considere agora a aplicacao linear
L+i:(H/Ker(L))® P —H, (L+1i)([u],v)=L([u])+v.

Tal aplicacdo é limitada e é um isomorfismo. Logo, L+ é uma aplicacdo fechada. O resultado
segue agora se observar que Im(L) é aimagem, por L+i, do subespaco fechado (H/Im(L))&®
{0}. m

Como Im(L) é fechado, nés temos isomorfismo I'm(L)* = coker(L) = ker(L*) onde L*
é a adjunta de L.

Iremos usar nesta secdo o seguinte lema que é consequéncia imediata do Teorema da

alternativa de Fredholm, que pode ser encontrado em(ARVESON, 2001))
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Lema 4.1.2. Se K é um operador compacto em H, entdo Id + K € F(H) e
Dim ker(Id+ K) = Dim coker(Id+ K).

Seja K = K(H) o conjunto dos operadores compactos de H. Esse conjunto é um ideal
bilateral de £, isto é, se L€ L e K € I, entdo LK € K e KL € K. Portanto, no quociente

L/, a seguinte operacdo de multiplicacdo
[L]-[S] = [LS],

estd bem definida e define uma estrutura de algebra em L£/K. Esta é a algebra de Calkin de
H. Como K é um subespaco fechado de £, a norma de £ induz uma norma completa em

L/K relativamente a qual a aplicacdo quociente £ — L/K é continua.

Proposicao 4.1.1. (Teorema de Atkinson)

Um operador L € L é de Fredholm se, e somente se, a imagem de L pelo mapa quociente

L
£—>E
L~ [L]

for um elemento inversivel da algebra de Calkin.

Demonstracdo. Primeiramente seja L € L tal que [L] é um inversivel em L£/K. Existe S € £
tal que [LS] = [Id] ou seja LS = Id + K para certo K € K entdo como Id + K é operador

de Fredholm LS também o é, analogamente SL é operador de Fredholm. usando entdo que:

ker L C ker SL

Im LS C ImL
obtemos que

Dimker L < Dimker SL < oo,

Dim coker L < Dim coker LS < oo.

E, portanto L é operador de Fredholm.
Reciprocamente, seja L um operador de Fredholm e seja L* sua adjunta, vejamos que
[LL*| e [L*L] sdo inversiveis, logo [L] é inversivel. Denote por P, () as projecSes ortogonais

~Y

sobre ker L e ker L* respectivamente. Como ker(L*) = coker(L), P, tém posto finito e,
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portanto sao compactos.

Queremos ver que L*L + P e LL* 4+ () sdo isomorfismos e isso basta para concluirmos o
resultado, pois se [L*L + P| e [LL* + Q] s3o inversiveis, como [P] = [Q)] = 0 por serem
compactos, concluimos que [L*L] e [LL*] sdo inversiveis.

Vejamos que L* L+ P é um isomorfismo. Sabemos que Im(L) é ortogonal a ker(L*), portanto
ker(L*L) = ker(L), logo L*L + P é injetivo.Agora como Im(L*) e ker(L) = Im(P) sdo

ortogonais temos
Im(L*L+ P)=Im(L*L) ® Im(P) = Im(L*L) & ker(L).

Novamente, como ker(L*) é ortogonal a Im(L), temos que L* : Im(L) — Im(L*) é um

isomorfismo e portanto I'm(L*L) = Im(L*).Desse modo concluimos que
Im(L*L + P) = Im(L*L) & ker(L) = Im(L*) @ ker(L) = H.

Logo, L*L 4 P é um isomorfismo. Analogamente, temos que LL* + () é também um isomor-
fismo.
[

O seguinte resultado é um corolario imediato.

Corolario 4.1.1. Seja K um operador compacto em H e T' um isomorfismo, entdo o operador

T + K é de Fredholm.

4.2 O INDICE DE FREDHOLM

Definicdo 4.2.1. Dado um operador L € F(H), definimos o indice desse operador como

sendo o ndmero inteiro
Index(L) = Dim ker(L) — Dim coker(L).

Observacdo 4.2.1. Segue do Teorema da alternativa de Fredholm que o indice de operadores

de Fredholm da forma Id + K, para K € K(H) é nulo.

Perceba que, se L, S € F(H) entdo

Dimker(LS) < Dimker(L) + Dimker(S) < oo,

Dim coker(LS) < Dim coker(L) + Dim coker(S) < oo
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e, portanto, LS € F(H).
O seguinte resultado expressa que o indice é um homomorfismo do semigrupo F(H) no

grupo aditivo dos inteiros.

Proposicao 4.2.1. Se L, S € F(H) entdo:
Index(LS) = Ind(L) + Ind(S)
Demonstracdo. O resultado seguird dessas igualdades:

Dimker(L) + Dimker(S) = Dimker(LS) + Dim (ker(L)/S(H) N ker(L))
Dim coker(L) + Dim coker(S) = Dim coker(LS) + Dim(S(H) + ker(L)/S(H))
Dim (ker(L)/(S(EL) N ker(L))) = Dim((S(H) + ker(L))/S(H))

Provemos cada uma:

i) Dimker(L) + Dimker(S) = Dimker(LS) + Dim (ker(L)/S(H) Nker(L)).

Provemos primeiramente que
Dim (ker(LS)/ker(S)) = Dim S(H) Nker(L).
Considere o mapa
S :ker(LS) — S(H) Nnker(L).

Esse mapa é sobrejetivo e tem nicleo ker(B), portanto podemos concluir a equacio
acima.

Somemos Dim ker(S) + Dim (ker(L)/S(H) Nker(LL)) a ambos os lados da equac3o.
Como Dimker(LS)/ ker(S)+ Dimker(S) = Dimker(LS) temos que o lado esquerdo

da equacao fica
Dimker(LS) + Dim (ker(L)/S(H) Nker(L)).
Analogamente, o lado direito fica

Dimker(L) + Dimker(S5).

ii) Dim coker(L) + Dim coker(S) = Dim coker(LS) + Dim(S(H) + ker(L)/S(H)).
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Primeiro, observe que se M C H é um subespaco de codimensao finita podemos definir

um mapa
A:H/M — L(H)/L(M)
[v] = [L(v)].

Esse mapa, é facil ver, é sobrejetivo com nicleo M + ker(L)/M. Portanto, tomando

M = S(H), temos a equacdo
Dim (H/S(H)) = Dim (L(H)/LS(H)) + Dim ((S(H) + ker(L))/S(H).
Adicionando Dim H/L(H) a ambos os lados, o lado esquerdo fica
Dim coker(L) + Dim coker(S).

Observando que Dim (L(H))/LS(H)+Dim H/L(H) = Dim H/LS(H), o lado direito
fica

Dim coker(LS) + Dim(S(H) + ker(L)/S(H)).

iii) Dim (ker(L)/(S(H) Nker(L))) = Dim((S(H) + ker(L))/S(H)).

Esse resultado é imediato do fato que o seguinte mapa é um isomorfismo:
ker(L)/(S(H) nker(L)) — (S(H) + ker(L))/S(H)

[v] = [0]

Proposicao 4.2.2. (Estabilidade do indice)
SeL e F(H) e K € K(H) entdo

Index(L) = Index(L + K).
Demonstracdo. Como L é de Fredholm, existe operador S € F(H) tal que LS = Id+ C para
certo C' € KC(H) e, portanto, Index(LS) = Index(Id + C) = 0, onde a dltima igualdade
segue do Lema 4.1.2
Temos também a igualdade (A+ K)S = Id+C+ KS. Como C' + K S é compacto, o indice
de Id+C+ KS e (A+ K)S é também nulo. Usando entdo a aditividade do indice temos

Index(A+ K)+ Index(S) = Index((A+ K)S(= 0 = index(LS) = Index (L) + Index(S).

Cancelando Index(S) obtemos o resultado desejado. m
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Proposicido 4.2.3. (Continuidade do Indice )
Seja L € F(H) e {L,}nen uma sequéncia em L(IH) que converge para L na norma de L(H).

Existe ng tal que, se n > ny, entdo L,, é operador de Fredholm e Index(L,) = Index(L).

Demonstracdo. O conjunto F(H) é um aberto de L(H) pois é a pré-imagem, pela aplica¢do
continua £ — L/K, do conjunto dos inversiveis da algebra de Calkin (e esse Gltimo é um
aberto de £/K). Portanto, existe n; tal que n > ny implica que L,, é de Fredholm.

Seja S operador de Fredholm tal que LS = Id+ K para certo K compacto. DefinaT,, = L,,—L
como ||7},|| — 0 podemos tomar ny > ny tal que, se n > ng, temos ||7,,S|| < 1 e, portanto,
Id+T,,S é um inversivel.

Entdo, tomando n > ng, usando o lema anterior e o fato de que operadores inversiveis tém

indice nulo, temos que

Index(L,) + Index(S) = Index(L,S) =
Index((L +T,)S) = Index(Id + T,S + K) = Index(Id + T,,5) = 0.

Por outro lado ,
Index(L) + Index(S) = Index(LS) = Index(Id+ K) = 0.

Igualando essas equac¢des, obtemos que Index(L,) = Index(L). m

Corolario 4.2.1. Se [0,1] > t — L; é um caminho continuo em F(H), ent3o
Index(Ly) = Index(Ly).
Demonstracdo. Da proposicdo anterior, segue que o mapa

I -7

t — Index(L;)

é continuo e, portanto, constante. m

4.3 OPERADORES DE WIENER-HOPF

Considere o espaco de Hilbert H = L?(S', C). Denotando por z a varidvel em S*, sabemos

que {z* : k € Z} é uma base ortonormal de H. Para cada inteiro n, denote por H,, o fecho
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de Span{z* : k > n}. Em particular, Hy é o espaco das funcdes com série de Fourier da

forma
© .
u(z) = w2
i=0
Denote por P : L?(S',C) — Hy a projecio ortogonal sobre Hy. Dadas uma funcdo continua

f:81 5 Ceue L*S'C), entdo uf € L?(S*,C) pois
[wfllr: < [[fllcollullre < oo

Portanto, fixada f € C°(S!, C), definimos o operador de Wiener-Hopf com simbolo f como

sendo o seguinte mapa

TfﬁH0—>]HU

T(u) = P(uf).

Temos entao
[Ty ()l = [[Puf)llze < lufllee < [ fllcollullze,

para toda u € L?(S',C). Isso mostra que T é um operador limitado com ||T|| < || f|co e

que o mapa (claramente linear)

C° (S, C) — L(Hy)

f|—>Tf.

é um operador limitado de norma menor ou igual a 1 (considerando C°(S', C) munido da
norma C?).
Veja que se a funcao f tem expansao de Fourier
0 .
f(Z) = Z fizl7
1=—00
entdo Tt(u) é o elemento de H; cujos coeficientes de Fourier sdo dados, em termos dos

coeficientes de Fourier (uy)x de u, por
(Tf(u))n = Z Jn—kU.
k=0

Teorema 4.3.1. Se f : S* — C ndo se anula em nenhum ponto, entdo Ty é um operador de
Fredholm, cujo indice de Fredholm é igual, a menos o nimero de rotacdo w(f;0) da curva f
em torno da origem

index Ty = —w(f;0).
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Demonstracdo. Denote por B a algebra das funcdes continuas em S! a valores complexos,

isto é, B = CY(S', C). Definimos o mapa

_ L(Hy)
T:B— K (o)
T(f) = [Tyl

Pela Proposicdo [4.1.1] é suficiente ver que o mapa 7' leva inversiveis em inversiveis. Como

T(Id) = [T;4) = [Id], ent3o basta vermos que 7" é um homomorfismo de algebras.

Seja f,g € B com expansdes em séries finitas
Fl2) =3 £t o) = > g
Tome [ > m + n entdo
Ty(Ty(2") = Ty(g2") = fg2' = Tye(2)

Entdo, T}, e T4T, coincidem em H,,,, logo Ty, — TyT, tem posto finito. Em particular, é
compacto, entao

[Tyg] = [TH[T5)-

Isso implica que T é um homomorfismo na subélgebra de B formada pelas funcoes com
expans3o em série finita, como essa subalgebra é densa em B e T é continuo concluimos que
T é um homomorfismo.

Por fim, se w(f,0) = n, sabemos que f é homotépica (via funcdes S' — C* = C — {0}) a
funcdo 2" : St — C*, e, portanto Ty é homotdpico, via operadores de Fredholm, a 7’.». Pelo
corolario [4.2.1] Index(Ty) = Index(T.n).

Relativamente a base ortonormal de Hy, {1, z, 22, ...}, o operador T~ é justamente o operador
de shift, isto é, o operador

2"sen+1>0
Tzn<Zl) =

0sen+1<0.
E facil ver que Ind T,» = —n e, portanto, Ind Ty = —w(f,0).
[ |
Em seguida, queremos generalizar a construcdo dos operadores de Wiener-Hopf para di-

mensdes maiores. Seja f : S' — M, (C) um mapa, onde M,(C) é o espaco das matrizes
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complexas n x n. Denote por A;; a matriz cuja entrada da i-ésima linha e j-ésima coluna é 1

e todas as outras entradas sao 0. Escreva, ent3o,
f=> fijAi.
]
Definimos o operador de Wiener-Hopf com simbolo f do seguinte modo
Tfi]Ho@(Cn —)]H()(X)(Cn
Tr(u®wv) =) P(fiju) ® Aij(v).
A7j

Observacio 4.3.1. Seja L*(S*',C") o espaco das funcdes quadrado integraveis em S! a valores

em C™. Se usarmos o isomorfismo candnico
LQ(Sl,(C") — LQ(Sl,(C) ® C"
f — Z f’L ® €iy

onde f = (f1,..., [n), € €1, ..., €, sd0 0s vetores da base candnica de C", podemos considerar
Hy ® C™ como subespaco de L?(S',C™") e nesse caso é facil ver que Ty(u) é, simplesmente,
a projecao de fu em IHy ® C". Desse modo, é imediato ver que f > T € um mapa linear e

continuo.

Teorema 4.3.2. Dado um mapa f : S' — GL,(C), temos que T; é um operador de Fredholm
com indice igual a

index Ty = —w(deto f;0),
onde det : GL,(C) — C* é a funcdo determinante.

Demonstracdo. .
I) Ty é um operador de Fredholm
Procedendo do mesmo modo que no teorema anterior para o caso n = 1 vamos tomar B

a é4lgebra das funcdes continuas em S! a valores em G L, (C) e considerar o mapa

. L(H, ® C")
S I N=Ye0)
T(f) = [1}].

Tome f, g € B, com expansdes em séries finitas, isto é, se

[ = Zfiinj> g = Zgiinja
ij ij
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entdo existem m,n tais que, para todo 7, j temos

fij = Z (fij)kzk7 9ij = Z (gij)kzk-
k=—n k=—m
Analogamente a proposi¢do anterior, basta vermos que [T%|[T,] = [T},]. Para isso, tome

[ > m+n e use que

fg= Z fijgtsAijAts~

/L"j’t7s

Temos entdo que

Ty (Tg<zl ® U)) =Ty ( % P(gtle) & Ats<U)> =Ty < thszl ® Am@)) =

ts

Y P(fiigrs?) ® AijAis(v) = Tre(2' @ 0).

ijts
Logo, T}, e T¥T, coincidem em H,,,, ® C". Portanto, Ty, — 1T, é compacto, pois tem

posto finito, e concluimos que [T'r,] = [T¥][T,].

1) Index Ty = —w(det o f;0)

Primeiro, mostremos que podemos supor que f é a valores no grupo unitario U(n) C
GL,(C): seja R, : GL,(C) — GL,(C), t € [0,1], um retrato por deformacdo do GL,(C)
sobre U(n) (a existéncia de R; é obtida facilmente do processo de Gram-Schmidt). Definindo
ft = Ryo f, entdo f, é uma homotopia entre fo = f e uma funcdo f; : S' — U(n). Como T},
é uma homotopia entre T e T}, via operadores de Fredholm, entdo Index Tt = Index TY,.
Por outro lado, como det o f; € uma homotopia entre deto f e deto f, e o niUmero de rotacio
é invariante por homotopias, entdo w(f;0) = w(fi;0).

Suponha entdo f : S' — U(n). Considere o difeomorfismo

Y :U(n) — SU(n) x S*
(A) = (A det(A)),

onde A’ é a matriz obtida multiplicando-se a primeira linha de A por 1/det(A). Entdo ¢ o f
é da forma (¢ o f)(z) = (g9(z),det(f(z))) para certo mapa g : S' — SU(n). Como SU(n)
é simplesmente conexo se n > 0, existe homotopia g; entre g e a aplicacao constante igual a

I € SU(n). Também, sendo k = w(det o f;0), existe homotopia h; entre det o f e a funcdo
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2% 8t — St Logo, ¢! o (g, hy) é uma homotopia entre f e o mapa

20 0 0
0 1 0 0
fo8t—um), f)=1o 0o 1 -~ 0
0 0 0 1
Por invariancia homotépica, o problema fica reduzido a mostrar que Index Ty = —k. Mostrar

isso é totalmente analogo ao que foi feito no caso em que n = 1.
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5 O INDEX BUNDLE E A DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE PERIODICI-
DADE DE BOTT

Seja X um espaco topoldgico compacto. Dada uma familia continua x — L, de operadores
de Fredholm em um espaco de Hilbert H, parametrizada por X, uma construcdo natural associa
a ela uma classe de K-teoria em K (X), chamada de index bundle de L; para X = {pt}, o

index bundle de L é o indice de Fredholm do operador L:
Index(L) = Dim ker(L) — Dim coker(L) € K({pt}) = Z.

Essa construcdo depende apenas da classe de homotopia de L, de modo que ela define uma
aplicacdo

Index : [X, F(H)] - K(X), (5.1)

onde [X, F(IH)] denota o conjunto das classes de homotopia de mapas X — F(H). Faremos
a construcdo do index bundle na Secdo (5.2} essa construcdo segue uma observacdo feita por
Atiyah em (ATIYAH, 1968). Ainda nessa secdo, provamos um teorema obtido independente-
mente por Atiyah e Janich que estabelece que a aplicacdo € um isomorfismo de grupos
(veja que, a priori, [ X, F(H)] é um semigrupo com a operacdo de composicdo de F(H)). Na
verdade, consideramos familias de operadores de Fredholm nas quais o espaco de Hilbert tam-
bém varia com o ponto x (pois isso serd conveniente mais adiante). Para tal, se faz necesséria
a introduc3o de fibrados de Hilbert na Seco[5.1] Essa generalizacdo n3o adiciona dificuldades
técnicas gracas ao Teorema de Kuiper (que enunciamos em .

Na Secdo [4.3] consideramos uma importante classe de operadores de Fredholm, dada
pelos operadores de Wiener-Hopf T : Hy ® C*" — Hy ® C" com simbolo f a valores em
GL,(C). Dados um fibrado vetorial E € Vect(X) e um mapa f : S' — GL(FE), uma familia

Ty = {T}, }sex de tais operadores de Wiener-Hopf é obtida definido-se, para cada = € X,
sz I]H0®Ex —)]HQ®Ex
fo(2) = f(2)|e. € GL(E,).
O index bundle dessa familia, Index(T}), define uma classe de K-teoria em K (X). Por outro
lado, como vimos na Secdo [2.4.3| a cada par (E,f) corresponde um fibrado vetorial (£, f)
sobre X x S?, e reciprocamente. Dessa forma, obtemos uma correspondéncia
Vect(X x §%) — K(X)
(E, ) — Index(Ty).
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Na Secdo [5.3, mostramos que essa correspondéncia induz um homomomorfismo
a: K72(X) — K(X) que é a inversa do homomorfismo de Bott 3 : K(X) — K %(X),

provando que [ é um isomorfismo.

5.1 O TEOREMA DE KUIPER E FIBRADOS DE HILBERT

Fixado um espaco de Hilbert H, o grupo linear de H, que denotaremos por GL(H), é
o grupo formado pelos elementos inversiveis de L£(IH). O seguinte resultado fundamental é

devido a Nicolas Kuiper:

Teorema 5.1.1. [Teorema de Kuiper] Dado um espaco compacto X, toda funcdo continua

f: X — GL(H) é homotdpica a funcdo constante igual a identidade.

Demonstracdo. Ver (BLEECKER; BOOSS; MADER, 2012) ou (KUIPER, ). m
Usaremos o teorema de Kuiper para mostrar que todo fibrado de Hilbert é trivial. Come-

cemos com a seguinte definicdo:

Definicao 5.1.1. Um fibrado de Hilbert sobre um espaco topoldgico X é um espaco topoldgico

H munido de um mapa continuo 7 : H — X que satisfaz:
i) 7~ !'({z}) tem estrutura de espaco de Hilbert para todo ponto = € X,

ii) Para todo z € X, existe um aberto U, de X, contendo z, e um homeomorfismo ¢ :
7 Y(U,) = U, xH, onde H é um espaco de Hibert, que envia cada fibra H, = 7~ *({y})

linearmente sobre {y} x H = H.

Corolario 5.1.1. Seja X um espaco compacto. Entdo todo fibrado de Hilbert sobre X ¢é

trivial.

Demonstracdo. Seja H um fibrado de Hilbert sobre X. Entdo, existe cobertura aberta de X,

{U,...,U,} tal que H

v, € trivial. Mostremos por indu¢do em n que H é trivial.

Se n = 1 é evidente que H é trivial pois U; = X. Assumindo valido para n — 1 , denote
U=U,U...UU,_; temos que H|y é trivial, logo a cobertura aberta {U, U,,} serve como uma
cobertura trivializadora com uma certa funcdo de transicio 7 € GL(H) para certo espaco
de Hilbert H mas pelo teorema de Kuiper essa funcdo é homotépica a identidade entdo H é

isomorfo a um fibrado com cobertura aberta U, U,, com funcdo de transicdo igual a idntidade,
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que é um fibrado trivial sobre X.

5.2 CONSTRUCAO DO INDEX BUNDLE E O TEOREMA DE ATIYAH-JANICH

Uma familia continua de operadores de Fredholm em um espaco de Hilbert H, parametri-
zada por um espaco topoldgico compacto X, é um mapa L : X — F(IH). Permitindo que o

espaco de Hilbert também varie com o parametro x € X, definimos:

Definicao 5.2.1. Um operador de Fredholm num fibrado de Hilbert H — X é um homo-
morfismo L : H — H tal que, para cada x € X, L, é um operador de Fredholm em H,.

Denotamos o conjunto desses operadores por F(H).

Sabemos, pelo Corolario [5.1.1] que todo fibrado de Hilbert H — X admite uma trivia-
lizacao Global ¢ : H — X x H. Através de ¢, todo operador de Fredholm L : H — H se
identifica a uma familia continua L : X — F(H), e vice-versa. Por esse ponto de vista, a
definicao acima se torna desnecessaria. Por outro lado, para a demonstracdo do Teorema de
Periodicidade de Bott mais adiante, serd conveniente fazermos a construcao do index bundle
no contexto em que os espacos de Hilbert variam com z.

Até o final dessa secdo, H — X denotard um fibrado de Hilbert fixado.

Lema 5.2.1. Dado um operador de Fredholm L € F(H), existe um fibrado vetorial de posto

finito P — X e um homomorfismo ¢ : P — H tais que L+ ¢ : H & P — H é sobrejetivo.

Demonstracdo. Dado zy € X, como a codimensdo de L,, é finita, existe mapa linear ¢, :
C* — H,, tal que
Ly,+¢o:H,, ®C" = H,,

é sobrejetivo. Como existe vizinhanca Uy onde a codimensdo de mapa L, sé pode ser menor

ou igual a de L,,, entdo, se Py = Uy x C™, temos um mapa
L.+ ¢o:H, & (Py), — H,

sobrejetivo, Vx € Uj. Podemos entdo formar uma cobertura aberta {Uy,...,U,} e fibrados

triviais (P;) sobre U; munidos de homomorfismos ¢; : P, — H|y, tais que
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é sobrejetivo, Vo € U;.
Tome uma particdo da unidade («;), subordinada a cobertura (U;) e defina
P=@Pr
i=0
¢ = aopo+ -+ andp

Entao

L+¢:HeP—H

é sobrejetivo. m

Lema 5.2.2. Seja S : H — H' um homomorfismo sobrejetivo entre dois fibrados de Hilbert
sobre X . Definindo-se ker(S) C H por
ker(S) = J ker(S,),
zeX

entdo ker(S) é um subfibrado de H.

Demonstracdo. Como a questdo é local, podemos ja supor que H = H' = X x H e, portanto,
S, € L(H) para todo z € X. Fixe zy € X. Como ker(S,,) é fechado, a projecdo ortogonal

7 : H — H sobre ker(S,,) estd definida. Para cada x € X, considere a aplicacdo
Gy H — Ho ker(S,y), tau) = (Su(u), 7(w)).

Como ker(S,,) é um espaco de Hilbert, a soma direta H®ker(S,,) tem uma estrutura natural
de espaco de Hilbert relativamente a qual cada v, é limitada. Além do mais, a aplicacdo
x>, € L(H,H@®ker(S,,)) é continua, pois 0 mesmo é verdade de = — S,. Para x = xy,
é claro que v, é injetiva. Também, como S, é sobrejetiva, é facil ver que v,,, é sobrejetiva.
Logo, 1., é inversivel. Como inversibilidade é uma condicdo aberta, segue que existe vizinhanca
U,, de xq tal que, para todo = € U,,, existe a inversa 1), '. Veja agora que, para cada z € U,,,

temos ker(S,) = ;1 ({0} @ ker(S,,)). Por causa disso, defina
¢ Uy X ker(S,,) — ker(S)\UIO, P(z,v) = ¢, 1(0,0).

A inversa de ¢ é uma trivializa¢do de ker(S) sobre U,,.
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Definicao 5.2.2. Dado operador L € F(H), defina o index bundle Index(L) € K(X) da se-
guinte forma: seja (P,¢) como no Lema [5.2.1] Pelo Lema [5.2.2
ker(L + ¢) = U, ker(L, + ¢,) é um fibrado vetorial sobre X. Como L + ¢ é de Fredholm

(pois L é de Fredholm e ¢ tem posto finito), esse fibrado tem posto finito. Definimos ent&o

Index(L) := [ker(L + ¢)] — [P]
Lema 5.2.3. A definicdo de Index(L) ndo depende da particular escolha do par (P, ¢).

Demonstracdo. Dada outra escolha (Q, %), sejam P=P®Q, ¢ = Entdo (ﬁ, 5)
também satisfaz a propriedade no Lema . Mostremos que as escolhas (P, ¢) e (15, %)
produzem o mesmo index bundle (e, de maneira andloga, o mesmo sera verdade de (Q, 1)) e

(P, 5)) Usando que

ker(L + ¢) = ker(L + ¢) N (H @ P)
obtemos o seguinte diagrama de inclusGes
ker(L 4 ¢)[r]H @& Pker(L + ¢)[u][r]H & Plu]

Esse diagrama induz uma aplicacdo

L ker(L+g) HoP P
“ke(L+¢) H@P P

Vamos mostrar que 7 é um isomorfismo:

i) Injetividade:

Se i([v]) = [0], entdo v € ker(L + ¢) N (H @ P) e, portanto, v € ker(L + ¢), logo
[v] =0

ii) Sobrejetividade:
Seja [v,al € H & P, como L@ ¢ é sobrejetiva temos que existe (w,b) € H & P tal que
L(w) + ¢(b) = —¢(a), entdo (w,a+1b) € ker(L+ @) e i(w,a+b) = [w,a+b] = [v,d].

Dai concluimos que o indice é um mapa bem definido, pois

[kex(L + ¢)] = [P] = [ker(L + ¢)] — [P].
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Exemplo 5.2.1. Uma importante classe de operadores de Fredholm sdo os operadores de
shift, dado um fibrado de hilbert H, como esse fibrado é trivial, existem secdes {ey, ..., €, ...}
tais que {ei(z),...,e,(x)...} formam uma base de E,, Vo € X. Definimos para cada k € Z

mapas

T H— H
Ti(ei(x)) = eigr(z) Se i+k>1

T(ei(z)) =0 Se i+k<1

E facil ver que 7, € F(H). Vejamos como calcular o index bundle de ;.

~Y

Se k < 0 7, é sobrejetivo e ker 7, = Spanley, ...,e_p] = C* entdo
Index(ry) = [ker ] = —k € K(X).

Se k > 0 ,seja P = Spanley, ...,e;] = C" e i : Spanley, ..., ex] — H a inclusdo. (P,i) é uma

escolha para 7, como no Lema[5.2.1] e o mapa
w+i:H®PP —H
é um isomorfismo, portanto
Index(t;,) = [ker(ry, +i)] — [P] = —[P] = —[C¥] = —k € K(X).
Por fim se, k = 0, o mapa 7y é a identidade e
Index(my) =0 € K(X).

Vejamos agora algumas propriedades do indice.

Proposicao 5.2.1. Seja f : X — Y continua, H fibrado de Hilbert sobre Y e L € F(H)
entdo f*L € F(f*H) e:
f*Index(L) = Index(f*L)

Demonstracdo. E evidente que f*L € F(f*H).
Se (P, ¢) sdo escolhas para L, ent3o (f*P, f*¢) s3o escolhas para f*L; Usando que

ker(f*L + f*¢) = f*ker(L + ¢)
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obtemos

Indea(f'L) = [kex(f*L+ f*¢)] = [f*P] = f*([ker(L+ ¢)] = [P]) = f* Indea(L)
No restante desta secao, H serd um fibrado de Hilbert sobre X.

Proposicao 5.2.2. Seja L, € F(H) uma homotopia. Entdo
Index(Ly) = Index(Ly).

Demonstracdo. Tome o fibrado H x I sobre X x I e defina L € F(H xI) pondo L4 = Ly,

Defina mapas

it:X_>XX]

i(x) = (z,1).

Fica claro que iy é homotépico a i, entdo dado a € K(X x I), vale que ija = ija, além

disso é facil ver que ¢;L = L;. Usando a proposi¢ao anterior, temos que
Index(Ly) = Index(igL) = iy Index(L) =i} Index(L) = Index(ijL) = Index(Ly).
[ |

Proposicao 5.2.3. Se L, S € F(H), entdo
Index(LS) = Index(L) + Index(S).

Demonstracdo. Seja (P, ¢) uma escolha para S e (Q,%) uma escolha para L, defina 7 :
P®Q — H porn=Log¢+1. Vejamos que (P & Q,n) é uma escolha para LS.

Dado v € H, existe (u,q) € H @ Q tal que v = L(u) + ©(q), por outro lado, existe
(w,p) € H @ P tal que S(w) + ¢(p) = u. Portanto

v = L(u) +0(q) = L(S(w) + 6(p) ) + (a) = LS(w) +n(p +q)

Para finalizar, basta vermos que existe um homomorfismo 7" que torna a seguinte sequéncia
exata:

0 — ker(S + ¢) < ker(LS + 1) — ker(L + /) — 0
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Comecemos definindo o seguinte homomorfismo sobrejetivo
R=(S+¢)®ld:(H®P)DQ - H®Q
E facil ver que ker(R) = ker(S + ¢) @ {0} e segue de
(u,p.q) € ker(LS +n) <= ((S+6)(u,p).q) € ker(L+)
que R~ (ker(L + 1)) = ker(LS + 1) .

Tomando T = R|ker(L5+n), temos o resultado desejado.

Denote por [F(H)] o conjunto das classes de homotopia dos operadores de Fredholm em
H . Pelas proposicoes e[5.2.3] a aplicacao
Index : [F(H)] — K(X)

[L] — Index(L)

esta bem definida e € um homomorfismo de semigrupos.

Teorema 5.2.1. (Teorema de Atiyah-Janich) O homomorfismo acima é um isomorfismo.

Demonstracdo. i) Sobrejetividade
Seja E € Vect(X), tome fibrado vetorial trivial X x V tal que F C X x V e seja

m: X XV — FE o mapa de projecdo, entdo defina mapa

L-HRV —HQV
L=7,@n+1d® (Id—m).

Como os subespacos 7,(V,) = E, e (Id—7,)(V) = E+ s3o subespacos complementares

temos que
Lo(H, ®V,) = (7_1 Qm®Ide (Id - m)) (H, @ V,) =
(To1 @) (Hy, @ Vy) ® (Id® (Id — 7)) (H, @ V) =

T1(Hy) @ mo(V,) ® Hy @ (Id — m,)(Vy) =
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Portanto, L é sobrejetiva e ker L = Span{e;} ® E = FE, em particular L € F(H ®
V). Usando isomorfismo H = H ® V, podemos considerar L € F(H) e temos que
Index L = E.

Tomando, por fim, o mapa 73 o L temos
Index(my, o L) = Index(7;) + Index(L) = [E] — k.
Como todo elemento de K(X) é da forma acima, temos a sobrejetividade do mapa.

ii) ker Index = {[Id]}.

Seja [L] € ker Index e seja (P, ¢) uma escolha para esse operador, ent3o
[ker(L + ¢)] = [P].
assim existe () fibrado trivial sobre X tal que
ker(L+¢)® Q=P Q.

agora tomando P = P® Q e ¢ : P — H como sendo o mapa ¢ ® 0, (P, ¢) é uma

escolha para L e

ker(L + ¢) = ker(L + ¢) & Q

o que reduz nossa equacio para
ker(L + ¢) = P.
Identificando P com ker(L @ ¢), podemos definir mapa

T-H®P — H®P

©,9) — (L +0)(©,0), (7 hanieroy (0,)),

onde T |iex(Lag) € @ projecdo sobre o subespaco. E facil ver que T € GL(H @ P), em

blocos:

L ¢
T = tHeP — Ha P,

A B

para certos operadores A, B

Como todo fibrado de Hilbert é trivial, pode-se ver T' como um mapa X — GL(H) para
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um certo espaco de Hilbert H e, portanto, pelo teorema de kuiper, existe homotopia 7}

tal que To =T e 17 = Id. Em blocos, isso fica:

Ly o

At Bt.

T, =

Portanto, L; é uma homotopia entre L e o operador identidade em H, logo [L] = [Id].

iii) [F(H)] é um grupo.
Para finalizar a demonstrac3o falta vermos que [F(H)|] é um grupo, para isso basta
vermos a existéncia de iversos. Seja [L] € [F(H)]. Pela sobrejetividade do Index, temos

que existe S € F(H) tal que
Index(S) = —Index(L).

Portanto, Index(SL) = Index(LS) = 0. Logo,

Para finalizar a secao vejamos um resultado simples que nos sera (til.
Proposicdo 5.2.4. Se L € F(H,) e S € F(H;) entdo L& S € F(H, ® Hy) e:
Index(L & S) = Index(L) + Index(S)
Demonstracdo. Se (P, ¢) é escolha para L e (Q), 1)) é escolha para S ,entdo o mapa
LaS)+(poy) HHOH,®P®Q — H & Hy
é sobrejetivo e, além disso,
ker (L& S)+ (¢ @) =ker (L + ¢) @ ker (S + ).

Segue que L & S é de Fredholm e Index(L & S) = Index(L) + Index(S).
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5.3 DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE PERIODICIDADE DE BOTT

Nesta secao provaremos o Teorema da Periodicidade de Bott que estabelece que o mapa

de Bott
g K(X) — K?2X)
a +— a(H-1)
é um isomorfismo (veja Secdo 3,5). Demonstraremos esse resultado construindo uma inversa
para 3. Seguindo (ATIYAH, 1968, §1), comecaremos mostrando que o problema de se encontrar
uma inversa para 3 se reduz ao problema de se encontrar um mapa o : K %(X) — K(X)
com certas propriedades. Em seguida, aplicaremos a construcdo do index bundle a uma familia
de operadores de Fredholm obtida dos operadores de Wiener-Hopf para obter um mapa o« com

essas propriedades.

5.3.1 Aspectos axiomaticos

Considere, para cada espaco X compacto, um mapa ay : K %(X) — K(X) que satisfaz:
1) « é funtorial, isto é , dado [ : X — Y entdo ax(f*a) = f*ay(a), Ya € K~2(Y),
2) ay é um homomorfismo de K (X )-médulos,
3) Quando X = {p} é um ponto, a(H — 1) = 1.
Quando subentendido, omitiremos o indice X.

Vejamos que se « satisfaz essas propriedades ele é uma inversa de (.

Comecemos notando que, se existe mapa a com as propriedades acima, entdo temos, para
todo compacto X, um mapa

a: K2(XH) — K(XH).

Queremos comecar estendendo a definicdo de o de modo que « : l~(*2(Y) S IM((Y) esteja

definido para todo compacto Y e n3o apenas para os espacos da forma Y = X com X
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compacto. Tome Y compacto, com ponto base 1y, usando que:

f(/*2(y) - [?(SQ AY) = [?({1} X }LEQUXS}Q/X {y0}>’

Considere os mapas:

1Yy — Y
S2xY S2xY
q: —
{1} xY {1} xYUS2x{yo}

Temos o diagrama comutativo:

(222-)* ~
e

K2(Y) L K2(Y) K~*(yo))

) [ [

K(Y) ——— K(Y) —"— K(y)

Onde a comutatividade segue da funtorialidade de « e as linhas sdo exatas. Entdo queremos

definir o mapa IN(*2(Y) — %(Y) Isso ocorre se e somente se:
Im(ay oq") C %(Y) = ifayq" = 0 <= o, (3%)q" = 0 <= a,, (¢X%)* = 0.

Mas isso segue, pois (¢X%1)* = 0.

Desse modo definimos mapas ay : K 2(Y) — [?(Y) que satisfazem (1) , (3) e que sdo

homomorfismos de IN((Y) modulo.

Lema 5.3.1. O seguinte diagrama comuta:

K2X)2K(X) —25 K2(X xY)

Ject |

KX)o K(X) —2 3 K(X xY)
onde ¢ é o produto externo.

Demonstracdo. Como todos os mapas envolvidos sdo homomorfismo de K (Y') médulo, basta

vermos que, Va € K2(X), vale:

a(pla®1)) =¢(ala) ®1).
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Sem: X XY — X for a projecdo, isso é equivalente a:

a(r*a) = (a(a)),

que segue da funtorialidade de a.

m Queremos agora fazer mais uma extensdo de « e definir mapas:
o, KP2(X) — KP(X).
Fazemos isso definindo «,, como sendo o mapa:
a: K 2(SPAXT) — K(SPAXT).
Lema 5.3.2. Sejaa € K 72(X) ebe K 9%(X), entdo
tpiq(ab) = ay(a)b.

Demonstracdo. Basta tomar X = SP A X" eY = ST A Y™ no lema anterior. m Estamos

agora prontos para provar que « € inversa de [3.

Teorema 5.3.1. Se existe mapa «, satisfazendo (1), (2) e (3), entdo « é inversa do mapa

de Bott.

Demonstracdo. i) ao = Id.

Se a € K(X), usando (2) e (3) temos
a(B(a)) = a(a(H — 1)) = a(H — 1)a = a.

i) foa=Id.

Se a € K7%(X), entdo, pelo lema anterior,

B(ala)) = ala)(H —1) = az(a(H — 1)) = a(H — 1)a = a.

5.3.2 Construcdo do mapa o : K *(X) — K(X)

Como vimos na sec3o anterior, um mapa a : K 2(X) — K(X) com certas propriedades
formais serd uma inversa do mapa de Bott. A seguir construiremos um tal mapa seguindo

(ATIYAH, ).
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Dado E, fibrado vetorial sobre X, e f : S' — GL(E), considere o fibrado de Hilbert sobre
X:
H=|J L*(S"E,)=J L*(S"C)® E,

reX zeX
e seja Hy = Hy ® E subfibrado de H, lembrando que H, é o subespaco de L?*(S', C) que é

o fecho de Span|[1, z, 22, ...].
Denote por f, : S' — GL(E,) a funcdo f restrita a E,. Usando o operador de Wiener-Hopf

fibra a fibra construimos o mapa

Ty :Hy®E — Hy® E

(T%). =Ty, .

Chamamos T o operador de Wiener-Hopf de f. Temos os seguintes resultados sobre esse

operador:

Proposicdo 5.3.1. Seja f,g: S' — GL(E) eh: S' — GL(F), valem
i) Se f ~g, entdo Ty ~T,.
ii) Os seguintes mapas sdo equivalentes:
Tiep HR(ESF) > H® (E®F),
TreT,: HE)e(HeF) - (HeFE)e (H® F).
Demonstracio. i) E imediato, pois, se f; é uma homotopia, entdo Ty, também é.

ii) Sejau € Hy, v; € E e vy € F, entdo

Tron(u® (vi 4+ v2)) = Tren(u @ v1) + Tran(u ® vz) =

Ti(u®@vy) +Th(u @ v2) = (T ® T ) (u ® (v1 + v2))

A (ltima propriedade do operador de wiener-hopf que iremos usar é a funtorialidade.

Proposicdo 5.3.2. Sejag: X — Y, E fibrado vetorial sobre Y e f : S* — Aut(E), entdo

g*Tf = Tg*f.
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Demonstracdo. Vejamos que os mapas sdo iguais nas fibras

xT-.

(G TP)|e = Tlow) =Tty = Tigr ). = Tory

Definimos agora um mapa v : Vect(X x S?) — K(X) do seguinte modo: dado W €
Vect(X x S?), sabemos que W = (E, f), onde E = W|xxq; e f : S' = GL(E). Definimos

~ do seguinte modo:

v : Vect(X x S?) — K(X)
W — Index(TYy)

Observe que este mapa estd bem definido, pois se W = (E,g), vimos que f ~ ¢ , logo

Ty ~ T, e, portanto, Index(Ts) = Index(T,).

Observe que ja estabelecemos a aditividade e a funtorialidade dos mapas W +— (E, f),

f T e L+ Index L e, portanto, temos o seguinte

Proposicdo 5.3.3. Seja f : X — Y mapa continuo e V,W € Vect(Y x S?), denote

f: X xS5% =Y xS? o mapa induzido por f ent3o:
i) y(VoW)=y(V)+~W),
i) f*(7(V)) =~+(FV).

Exemplo 5.3.1. Considere os fibrados sobre X x S? da forma (@”,zk),com

2P 8t — GL(C"), onde 2*(a) é multiplicac3o fibra a fibra por a*., calculemos Index(T.x).

i) k> 0.

Nesse caso o operador T« fica, simplesmente,

Tx:Hy@C'"— HyC"

Ta(u®v) ="u®v.
Denote V = Spanll, z, ..., 2571] C H,, ent3o o mapa
To®(Id®Id): (Hi@C") & (VeC") — HyoC"
é um isomorfismo, portanto

Index(Ty) = —[V®@C" = —[C"®C" = —[C™] = —kn.
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i) k=0
Nesse caso 2° = Id e Tyq = Id, logo Index(T,0) = 0.

i) k<0

Dado u € Hy, se u = > ;5 u;2', entdo

Tzk HD(X)QTL—)HO@QR

Tau@v)= (> wztev=_3 u_i) @0

i>—k i>0

Dai T.» é sobrejetivo e ker T,» = V ® C", onde V = Span|[1, z,...2~*"1]. Portanto

Index(Tx) = [V ®C"] = [C*] = —kn.

Proposicdo 5.3.4. Seja E € Vect(X) e W € Vect(X x S?), escrevemos

7

WE € Vect(X x S?) para representar o fibrado W ® n%E, onde mx : X x §* — X €
a projecao.
Temos que

TWE) =~(W)[E].

Demonstracdo. Seja W = (F, f), pela Proposi¢do sabemos que 7% E = (F, Id), entdo
WE=(FQE, f®Id).

Calculemos Index Ttg14; Seja (P, ¢) uma escolha para T, ou seja, o seguinte mapa é sobre-
jetivo:

Tr+¢: (HQF)®P — (Hy®F).

Ent3o o seguinte mapa também é sobrejetivo:
Trgra+¢o@Id: (HHQ FQE)® (PRFE) — Hy®@ FQFE,
ou seja (P® E, ¢ ® Id) é escolha para Tgq €, além disso,
ker(Ttgra + ¢ ® Id) = ker(Ty + ¢) @ E.
Portanto

Y(WE) = Index(Trgra) =ker(Ty +¢) @ E— P® E = Index(Ty) ® E = y(W)E.
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Pela propriedade universal de K (X)), o mapa 7 se estende a um homomorfismo

7:K(X x 8% = K(X)

e definimos o mapa a : K?(X) — K(X) do seguinte modo: lembre que

o~

K 23(X)=K(S*x X/{1} x X),
defina o mapa quociente
Q:S%x X = S*x X/{1} x X.
Entdo definimos o mapa « como sendo a composicao:
K2(X) 2 K(X x §?) —— K(X).
Podemos agora fazer a demonstracdo do teorema da periodicidade de Bott.

Demonstracdo. Pelo Teorema sabemos que basta provar que o mapa « definido acima

satisfaz as propriedades (1), (2) e (3).

(1) Funtorialidade.
Sabemos que o mapa Q* é funtorial e 7 também, pois ~y é funtorial, portanto o também

satisfaz a funtorialidade.

(2) a é um K(X)-mbdulo homomorfismo.
A aditividade de o segue novamente da aditividade de 7 e Q*.
Segue da Proposicido que v é homomorfismo de K (X)-médulo e, portanto, 7
também o é. Como @Q* é homomorfismo de K (X X Sz)—médulo, ele é, em particular,

homomorfismo de K (X )-médulo e, portanto, a também o é.

(3) a((H] - 1) =1
Primeiro observe que como Q* é um homomorfismo de K (X x S?)-médulo, entdo
Q*([H]—1) = [H]—1; lembrando que [H] € Vect(X x S?) é a classe do fibrado 75. H.
Vimos na Secdo 2.5 que H = (C', z71) e, pelo Exemplo , isso implica que v(H) =
1. Por outro lado, 1 = (C', Id) e, novamente pelo Exemplo|5.3.1} (1) = 0. Concluimos

que
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nessa dissertacao estudamos os principios basicos da K -teoria, como a definicao do funtor
K(X) e suas variagdes K~ "(X), assim como as propriedades cohomologicas da teoria, O

teorema da periodicidade de Bott
B:K(X)— K*X)

é o principal teorema da teoria, pois simplifica a cohomologia para uma sequéncia exata ciclica

K(X,A) — K(X) —— K(A)

T |

K1 (A) +— K 1(X) +—— KX, A).

Por isso o foco da dissertacao foi provar esse teorema, a escolha da demonstracdo foi
usando o index bundle de um operador de Fredholm em fibrados de Hilbert, essa escolha foi
feita a fim de criar um analogo do teorema do indice de Atiyah-Singer em um contexto mais

simples.
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