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RESUMO

O objetivo desta dissertacdo é aplicar a metodologia desenvolvida por Santos et al. no artigo
"Emergence of high-order functional hubs in the human brain" para estudar as inter-relacées
entre as empresas participantes do S&P500 (abreviacdo de Standard & Poor’s 500), indice
composto por quinhentos ativos cotados nas bolsas de NYSE ou NASDAQ e qualificados de-
vido ao seu tamanho de mercado, sua liquidez e sua representacdo de grupo industrial. Para
tanto, foi desenvolvido um pipeline de processamento de dados para construir redes de alta
ordem (high-order networks) a partir de séries temporais e aplica-los no fechamento diario
da bolsa S&P500 para caracterizar a comunicacdo de alta ordem (high-order communica-
tion) entre as 55 empresas selecionadas, bem como a construcdo de hypergrafos uniformes
e a utilizacdo de métricas multivariadas de modo a definir pesos nestes hypergrafos. Foram
revisados os conceitos basicos de grafos e hypergrafos, Teoria de Redes e medidas de infor-
mac3do multivariada, com especial énfase dada a sua relacdo com a sinergia e a redundancia,
bem como examinar as diferencas entre algumas dessas medidas. Assim, foram confirmadas a
aplicabilidade dessa metodologia e a possibilidade de continuar a investigacdo de surgimentos
de high-order hubs na bolsa de valores. Por fim, disponibilizamos o script Python que permite

ao usuario recalcular todas as medidas de informacao e resultados apresentados neste trabalho.

Palavras-chaves: Grafos. Hypergrafos. Teoria da Informacdo. Bolsa de Valores. Anélise To-

polégica de Dados.



ABSTRACT

The purpose of this dissertation is to apply the methodology developed by Santos et al.
in the article "Emergence of high-order functional hubs in the human brain" to study the
interrelationships among companies participating in the S&P500 (Standard & Poor’s 500),
an index composed of five hundred assets listed on the NYSE or NASDAQ exchanges and
qualified based on their market size, liquidity, and industrial group representation. To achieve
this, a data processing pipeline was developed to construct high-order networks from time
series and apply them to the daily closing of the stock market to characterize high-order
communication among the selected 55 companies. This involves building uniform hypergraphs
and utilizing multivariate metrics to define weights in these hypergraphs. Basic concepts of
graphs and hypergraphs, network theory, and multivariate information measures were reviewed,
with particular emphasis on their relation to synergy and redundancy, as well as examining
differences between some of these measures. Thus, the applicability of this methodology and
the possibility to further investigate the emergence of high-order hubs in the stock market
were confirmed. Finally, we provide the Python script that allows the user to recalculate all

the information measures and results presented in this work.

Keywords: Graphs. Hypergraphs. Irformation Theory. Stock Exchange. Data Topological Ana-

lysis.
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1 INTRODUCAO

As redes (networks) oferecem uma estrutura universal para codificar informacdes sobre
interacdes em sistemas complexos, que muitas vezes envolvem trés ou mais subsistemas de
forma emaranhada. Nas abordagens padrdo de redes, as interacdes de alta ordem sdo fre-
quentemente aproximadas por meio de interacoes de pares, em que as interacOes entre trés
nés A, B e C dentro de uma rede s3o inferidas através da existéncia de um clique, ou seja,
interacdes par a par, ligando Ae B, Be C, e C' e A. Estas aproximacdes, embora razoaveis,
muitas vezes ndo sdo capazes de capturar todos os aspectos importantes das inter-relacdes.
Por exemplo, redes de comunicacdo podem apresentar cenarios onde a comunicacao entre
pares ndo implica necessariamente comunicacdo simultdnea entre as trés instancias (A, B, C)
(BAUDOT et al., 2019).

A inclusdo de interacOes e conectividade de alta ordem no estudo de redes pode ser vista
como uma forma mais realista e informativa de modelar sistemas complexos. Entretanto, isto
produz uma enorme carga combinatéria. Por exemplo, em uma rede com NN nés tem-se até
(g) possiveis interacoes entre pares e até (];[) possiveis interacdes de tripletos (conjuntos de
trés n6s). Mais geralmente, para2 < k < N, até (2{) possiveis interacoes entre k-nds em uma
rede de alta ordem. Embora considerar a estrutura de alta ordem de sistemas complexos traga
consigo uma série de desafios combinatoérios, €, no entanto, essencial para uma modelagem
mais realista e para uma melhor compreensao destes tipos de sistemas.

Nesse sentido, tem havido um esforco significativo recentemente na quantificacdo de inte-
racoes de alta ordem em mudltiplos sistemas complexos, da ecologia ao contagio social, em
diferentes escalas temporais e espaciais, e para areas como sincronizacdo de osciladores aco-
plados, expressdo genética e psicometria — apenas para citar alguns. Embora algumas dessas
abordagens se concentrem na analise topoldgica de redes de alta ordem, outras usam a teoria
da informac3o para inferir interdependéncia estatistica de alta ordem em sistemas complexos,
incluindo o cérebro.

Neste trabalho, tentamos unir abordagens topolégicas e teoria da informacdo para construir
uma estrutura de conectividade de alta ordem, matematicamente bem fundamentada usando
interdependéncias de alta ordem. Mais especificamente, a estrutura aqui apresentada avanca
a metodologia sobre como quantificar interacdes de alta ordem e construir uma representacao

de hypergrafos das interdependéncias observadas, construir um pipeline de processamento de
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dados para redes de alta ordem a partir de séries temporais e aplica-lo no fechamento diario
da bolsa S&P500 para caracterizar a comunicacao de alta ordem.

Comecamos apresentando contetidos fundamentais para tal aplicacao, facilitando assim a inter-
pretacdo da metodologia. No capitulo 2 s3o apresentados os conceitos e propriedades inerentes
aos grafos e hypergrafos, entropia de Shannon e medidas de informacao multivariadas, com
énfase dada a sua relacdo com a sinergia e a redundancia.

No capitulo 3, apresentamos um resumo do artigo " Emergence of high-order functional hubs in
the human brain"Santos et al.| (2023). Neste artigo, foi desenvolvido um pipeline de processa-
mento de sinal multivariado para construir redes de alta ordem (high-order networks), a partir
de séries temporais e aplica-lo aos sinais de ressonancia magnética funcional em estado de re-
pouso (fMRI) para caracterizar comunicacdo de alta ordem (high-order communication) entre
regides cerebrais, bem como a construcdo de hypergrafos uniformes e a utilizacdo de métricas
multivariadas de modo a definir pesos nestes hypergrafos. Com destaque para a metodologia
utilizada e os resultados obtidos.

No capitulo 4, apresentamos uma aplicacdo da metodologia desenvolvida em (SANTOS et al.,
2023), com o objetivo de estudar as inter-relacGes entre as empresas participantes do S& P500
(abreviacdo de Standard & Poor’s 500, indice composto por quinhentos ativos cotados nas
bolsas de NYSE ou NASDAQ e qualificados devido ao seu tamanho de mercado, sua liquidez
e sua representacdo de grupo industrial).

Por fim, no capitulo 5 fazemos uma analise qualitativa dos resultados obtidos e comentamos

sobre perspectivas de outras aplicacdes.
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2 GRAFOS, HIPERGRAFOS E MEDIDAS DE INFORMACAO

Neste capitulo serdo introduzidas definicoes e resultados basicos que serdao necessarios ao
longo deste e dos proximos capitulos, o que nos permitird compreender o contexto no qual
o trabalho aqui proposto serd desenvolvido e de nos familiarizarmos com os conceitos e as
notacdes que serao utilizados. Para o estudo de tais conceitos, indicamos ao leitor os livros
"Graph Theory" (DISTEL, [2005), "Hypergraphs: combinatorics of finite sets"(BERGE, 1989) e
"Matrix Analysis" (HORN.; JOHNSON, |1985).

2.1 GRAFOS

Definicao 2.1.1. Um grafo G = (V, E) é um par de conjuntos, tal que V.=V (G) é ndo
vazio e E = E(G) C [V]?, onde [V]? denota os subconjuntos com 2 elementos de V. Para
evitar ambiguidades de notac3o, assumimos que VN E = (). Os elementos de V' sdo chamados
de vértices (ou nés, pontos), os elementos de E sdo as arestas (ou linhas). A maneira usual
de representar um grafo é desenhar um ponto para cada vértice e unindo dois desses pontos
por uma linha se esses dois vértices correspondentes formarem uma aresta.

Apesar de podermos representar um grafo através de uma figura, esta serve apenas para

Figura 1 — Grafo G = (V,E), com V ={1,2,3,4,5,6,7} e E = {{1,2},{2,3},{2,4},{2,5},{2,6},{2,7} }

orientar nas construcdes e demonstracoes das propriedades deste, visto o que importa é a
informac3do de quais pares de vértices estdo conectados por arestas e quais ndo.

Note ainda que, da forma como foi definido, um grafo G = (V, E') possui no maximo uma
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aresta conectando um par de vértices. Na literatura, encontramos uma generalizacdao desta
definicdo de modo que um grafo pode conter mais de uma aresta associadas aos mesmos
vértices terminais, bem como arestas associadas a um Gnico vértice (BONDY; MURTY, |1982).
Quando esse tipo de situacdo n3o acontece, o grafo é dito um grafo simples.

Neste trabalho, de acordo com Distel| (2005), todo grafo G é grafo simples, ou seja, grafos sem
arestas em paralelo (arestas que tem os mesmos vértices inicial e final) e sem lacos (arestas
ligando um vértice a si mesmo).

Deste modo, em um grafo (simples) toda aresta e € E pode ser unicamente representada,
a menos de ordem, por um par e = (u,v), com u,v € V dois vértices distintos, ou ainda,

podemos escrever e = uwv para representar a aresta ligando os vértices v e v.

Definicao 2.1.2. Um subgrafo H de um grafo G = (V, E) é um grafo formado por subcon-
juntos dos vértices e das arestas de GG, preservando as relacées de pertinéncia de G. Assim,

H= (V,E) onde V CV e E C E, de modo queseeGE, com e = uv, entéou,vef/.

Definicdo 2.1.3. Seja G = (V, E) um grafo. Dizemos que dois vértices u,v € V sdo adja-

centes se forem unidos poruma arestase € E, ou seja, existe uma arestae € FE tal quee = uv.

Algumas situacdes estdo naturalmente associadas a grafos orientados (ou digrafos), isto é,
grafos que possuem arestas com uma direc3o associada aos dois vértices adjacentes: um vértice
sera a origem e o outro a extremidade final desta aresta. Por exemplo, o Instagram é uma
rede social que pode ser pensada como um grafo orientado, tomando os usuarios como os
vértices e as arestas orientadas conectando usuarios a seus seguidores, visto que um usuario

pode seguir outro usuario, sem que este necessariamente seja um seguidor do primeiro.

Para grafos n3o orientados deixamos como referéncia (BONDY; MURTY, 1982), na qual encon-

tramos a seguinte definic3do:

Definicao 2.1.4. Um grafo orientado D é uma trinca D = (V, E,v) consistindo de um
conjunto ndo vazio V.= V(D) de vértices, um conjunto E = FE(D) de setas (arestas orien-
tadas), disjunto de V', e uma funcdo de incidéncia 1 = 1)p que associa a cada seta de D um
par ordenado (ndo necessariamente distintos) de vértices de D. Se e é uma seta e u e v sdo

vértices tais que Y (e) = (u,v), entdo dizemos que e conecta u a v e escrevemos e = uv; u é
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Figura 2 — Grafo orientado

dito o vértice inicial de e, e v € dito seu vértice terminal.

Por conveniéncia,um grafo orientado tembém é chamado de digrafo.

Outro conceito importante para um grafo G = (V, E)) é o de vizinhanca N(v) de um vértice

velV.

Definicao 2.1.5. Seja G = (V, E) um grafo e v € V' um vértice. A vizinhan¢a de v em G
é o subconjunto de vértices N (v) = {u eV ‘ Jde € FE tal que e = uv } Ou seja, N(v) é o

subconjunto de todos os vértices de G que sao adjacentes ao vértice v.

Figura 3 — Vizinhanca de um vértice: N(1) = {2,3,5,6}

Definicdo 2.1.6. Seja G = (V, E) grafo. O grau d(v) de um vértice v é a cardinalidade da

vizinhanca N (v) de v, ou seja, d(v) = ‘N(v) , para cadav € V.

Definicdo 2.1.7. Seja G = (V, E') um grafo e sejam u,v € V dois vértices. Um caminho C,

ligando o vértice u ao vértice v, é um subgrafo de G cujos vértices formam uma sequéncia
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(vi,...,v,), comecando em vy = u e terminando em v, = v, e as arestas sio dadas por
e; = (vi,vi41), para i = 1,...,n — 1. Escrevemos ainda C' = vy...v, para representar o
caminho e dizemos que tem tamanho n — 1. Quando u = v, isto é, o caminho comeca e

termina em u, dizemos que C' é um ciclo.

Figura 4 — Caminho e ciclo em um grafo

Definicao 2.1.8. Um grafo ponderado é um grafo G = (V, E) munido de uma funcdo peso
w: E — N, que associa a cada aresta e de G um valor w(e) € N pertencente ao conjunto

numérico N (por exemplo, N, Z ou R).

As informagdes ou dados representados pelos vértices tém suas relacdes (ligacdes) expressas a
partir das arestas que constituem o grafo, por exemplo, com a utilizacdo de uma func3o peso.
Podemos construir uma matriz mensurando algum parametro que permita estimar a influén-
cia de um vértice (informacdo/dado) sobre outro vértice (informacdo/dado), em um par de
vértices (cor)relacionados. A essa matriz chamamos matriz de adjacéncia, conforme definido

a seguir.

Definicao 2.1.9. Seja G = (V, E) um grafo (ndo necessariamente simples), com V =

{vl,vg, ...,vn}. A matriz de adjacéncia A(G) = (aij> do grafo G é a matriz quadrada de

ordem n = |G|, cuja entrada a;; é dada pelo nimero de arestas que ligam o vértice v; ao
vértice v; (0 ou 1 para grafos simples). Para um grafo ponderado simples (G, w), o valor da en-

trada a;; serd dado pelo peso da aresta que liga o vértice v; ao vértice v, ou seja, a;; = w(v;v;).

Modelos envolvendo probabilidades de conexao entre neuronios no cértex somatossensorial de

um animal s3o exemplos de aplicacdo de matriz de adjacéncia (MARKRAM et al., 2015). Em
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tais modelos, cada neurdnio ocupa um vértice de certo grafo ponderado; arestas tém pesos

maiores quanto maior a probabilidade de conexdo entre dois vértices v; e v; quaisquer.

Exemplo 2.1.10. Matriz de adjacéncia do grafo G = (V, E), com V = {1,2,3,4,5,6} e

2 10 00 00 1.0 00 1.0
3 00 00 00 1.0 0.0 1.0
4 10 1.0 10 0.0 00 1.0

5 10 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Figura 5 — Grafo e sua matriz de adjacéncia

Um outro aspecto que pode ser analisado no estudo de grafos é se todos os vértices estdo

conectados entre si por arestas.

Definicao 2.1.11 Um grafo é dito completo se, dados dois vértices quaisquer, existe uma

aresta que os une. Denotamos por K, para o grafo completo com n vértices.

Na abordagem deste trabalho, buscamos obter propriedades de um grafo que produzam infor-
macoes acerca dos dados analisados. Para tanto, um dos comportamentos a serem observados
é se e como ocorrem agrupamentos (clusterings) de vértices no grafo, observando o quio
conectados eles estdo entre si. Para isso, faz-se necessario o conceito de clique (click) de um

grafo G.

Definicdo 2.1.12. Um clique (click) de um grafo G é um subgrafo completo. Mais precisa-

mente, um r-clique é um clique formado por r Vvértices, isto é um K, subgrafo de G.

Por outro lado, a definicdo do que seria um clique em um grafo orientado ndo é tao simples,
existindo para isso mais de uma escolha possivel. Para maiores detalhes, deixamos como refe-

réncia SEIDMAN e FOSTER (1978).
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Definicdo 2.1.13. Uma componente (conexa) de um grafo G é um subgrafo H = (U, F’), em
que U C V(G) é subconjunto de vértices de G para o qual existe, para qualquer par de vértices
de U, pelo menos um caminho em G conectando estes vértices; ' C E(G) contém todas
as arestas de GG que ligam vértices de U; e maximal com essas propriedades, isto é, de modo

que nenhum outro vértice pode ser adicionado ao subconjunto U preservando essa propriedade.

E importante notar que a matriz de adjacéncia de um grafo com mais de uma componente
pode ser escrita na forma de uma matriz diagonal formada por blocos. Para isso, enumeramos
sequencialmente todos os vértices da primeira componente e, somente entdo, passamos para

a segunda componente. Fazemos isso até a ultima componente.

2.2 HYPERGRAFOS

Nesta secdo, apresentamos uma estrutura importante para nossas aplicacdes: hypergrafos.
Como referéncia, indicamos o livro "Hypergraphs: combinatorics of finite sets"(BERGE, [1989).
Um hypergrafo é uma generalizacdo de um grafo sem vértices isolados. Enquanto em um
grafo as arestas representam conjuntos com um ou dois vértices, em um hypergrafo, conjuntos

quaisquer de vértices podem ser agrupados em uma Gnica "entidade" chamada de hyperaresta.

Definicao 2.2.1. Seja V = {’Ul,’l}g,... ,vn} um conjunto finito e ndo vazio, e seja £ =
{El, Es, ... ,Em}, onde cada E; C V' é um subconjunto, tal que:

1.E; 40, parat=1,...,m; e

2. (JE =V,

@) ,tfa/l' H = (V, E) é chamado hypergrafo de ordem |H| = n. Os elementos vy, vy, ..., v, S30

chamados vértices de H e os subconjuntos 1, F», ..., E,, de V' sdo chamados de hyperarestas.
Essa estrutura permite representar relacGes mais complexas entre os vértices do que um grafo,
sendo de grande utilidade em diversas aplicacdes, como modelagens e problemas nos quais as

conexdes entre elementos ndo podem ser expressas simplesmente por arestas.

Exemplo 2.2.2. A Figura [f] a seguir ilustra um exemplo de hypergrafo H = (V, E), com
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v ={1,2,356} e £ = {{1,3,5},{2,5,6}}.
Note que para dado i, com |E;| > 2, temos que a representacdo da hyperaresta E; é dada
por uma curva fechada envolvendo todos os vértices de E;. Serd uma aresta, caso |F;| = 2,

ou um lago (loop), caso |E;| = 1, como em um grafo.

.VS o3

(@

T— e

Figura 6 — Representacdo de um hypergrafo

O hypergrafo é dito simples se F; C E; = FE, = E;, para todo par de hyperarestas. Por
exemplo, se um hypergrafo H é simples, com |E;| = 2 para todo i, entdo H é um grafo
simples sem vértices isolados.

Por fim, caso |E;| = k para todo ¢, o hypergrafo é dito k-uniforme, ou simplesmente, uniforme.
Em hypergrafos dizemos que dois vértices sdo adjacentes se existe uma hyperaresta F; con-

tendo ambos. Duas hyperarestas serdo ditas adjacentes se a intersecdo delas for nao vazia.

Definicao 2.2.3. A matriz de incidéncia de um hypergrafo H = (V,E), com V =
{vl,vg,...,vn} e B = {El,EQ,...,Em}, é a m X n matriz (aij>, com numero de linhas
m = |E| e o nidmero de colunas n = |V|. As linhas representam as hyperarestas de H e as
colunas representam os vértices de H, de modo que:

1, se wv; €k
aij =

0, se v;¢E
Dado um hypergrafo H = (V, E), podemos construir o hypergrafo dual, denotado por H*.

Para isso, as hyperarestas do hypergrafo original tornam-se os vértices do hypergrafo dual.

Definicdo 2.2.4. Para cada hypergrafo H = (V,E), comV = {vl,vg,...,vn} e B =
{El,Ez, ,Em}, definimos o hypergrafo dual H* = (E*,V*), cujo conjunto de vértices

B = {el, €2, ..., em} (que representam respectivamente as hyperarestas Ey, Fs, ..., E,, ) e hy-
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perarestas V* = {Vb Vo, ..., Vn} (que representam respectivamente os vértices vy, va, ..., Uy),

sdo os conjuntos dados, para cada j, por:

V}:{eieE*]vjEEiemH}

Claramente cada V; # 0 e LnJ V; = E7, visto que 6 E; =V, e, portanto, H* é um
hypergrafo. A matriz de incidénéfalde H* é a transposta dl?matriz de incidéncia do hypergrafo
H. Consequentemente, (H*)* = H. Além disso, se dois vértices v, e v, em H sdo adjacentes,
entdo as hyperarestas correspondentes V, e V; em H* sdo adjacentes, bem como se duas
hyperarestas F; e /; em H sao adjacentes, entdo correspondem a vértices e; e e; em H™ que

também s3o adjacentes.

2.3 CENTRALIDADE DE AUTOVETOR

A centralidade de autovetor é uma medida de centralidade em grafos baseada na ideia de
que a importancia de um vértice deve ser diretamente proporcional a soma das importancias
dos vértices aos quais ele estd conectado. Isso torna-se de grande utilidade para detectar a
importancia de um né, destacando os nés que tém conexdes com outros nds que, por sua vez,
também s3o considerados importantes.

Assim, queremos atribuir pontuacdes a cada um dos vértices de modo que conexdes com
vértices de pontuacdo alta contribuam mais para a pontuacdo de vértice em questao do que
conexoes iguais a vértices de pontuacao baixa.

Para isso, lembramos que dada um grafo G (ou hypergrafo), sua matriz de adjacéncia A é
uma matriz quadrada simétrica com entradas ndmeros reais e, portanto, diagonalizavel. A
medida centralidade de autovetor, proposta por BONACICH (1987), é baseada no conceito de
autovalores e autovetores da matriz de adjacéncia de um grafo G.

Deste modo, considerando V (G) = {vl, ...,vn}, temos que A = (aij), com a;; = 1 quando
os Vértices associados v; e v; forem vizinhos, ou a;; = 0 caso caso contrario, queremos definir

a pontuacdo de centralidade z; de um vértice v;, de modo que:
1 n
v=z(v) =< Y zkv) = z;= ;Z%%’ = AX=)X
j=1

para N(v;) a vizinhanca do vértice v;, X = (z1,...,x,)" o vetor de pontuacdes e A > 0 uma

constante.
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Estamos interessados em resolver AX = AX. Em geral, haverd muitos autovalores diferen-
tes \'s para os quais existe uma solucdo (autovetor) diferente de zero. Em algebra linear, o
teorema de Perron-Frobenius, provado por Oskar Perron (1907) e Ferdinand Georg Frobe-
nius (1912), afirma que uma matriz real quadrada A com entradas positivas tem um dnico
maior autovalor A\(A) e que o autovetor associado tem entradas estritamente positivas. Para
matrizes n3o-negativas (por exemplo, a matriz de adjacéncia), é necessério considerar uma
extensdo do Teorema de Perron-Frobenius para o caso em que nem todas entradas da matriz

sao estritamente positivas.

Teorema 2.3.1. (Teorema de Perron-Frobenius) Seja A = (aij) uma matriz real qua-
drada de ordem n, ndo nula, ndo negativa, simétrica e irredutivel e sejam \; > Xy > ... > A,
seus autovalores. Entdo:

(i) A1 > 0 e existe um autovetor associado com todas as coordenadas positivas;

(19) A1 € estritamente maior que \y;

Demonstracao:

n
() Inicialmente observamos que A é uma matriz n3o negativa e, portanto, tr(A) = > _\; > 0.
i=1
Como A1 > Ay > ... > A, temos que A1 > 0. Além disso, Ay = O implicaria As = ... =\, =0
e, consequentemente, a matriz A seria nula. Logo, A; > 0.

Aplicando o teorema de Rayleigh (HORN.; JOHNSON, (1985), obtemos que

A = max z'Az
llz][=1

Seja y = (Y1, Y2, ---, Yn)" um autovetor unitdrio associado a \;. Entdo, temos que:
n n n n
A=yl Ay = Zzaijyiyj < Zzaij|yi| ly;| < A1 = max z'Az
i=1j=1 i=1j=1 lIzll=1
Portanto, x = (|y1], |y2], .-, |yn])" também é um autovetor unitério associado a \;, com todas
as coordenadas ndo negativas. Trocamos y por x.
Supondo, por absurdo, que y possua coordenadas nulas e seja ¢ uma permutacdo do conjunto
{1,2,...,n} tal que |y,)| > 0 para i < m e |y,;)| = 0 para i > m. Escrevendo a matriz de
adjacéncia segundo a permutacdo o obtemos:
Bm><m me(n—m) y,mxl
A, = e Y, =
D(n—m)xm E(n—m)x(n—m) O(n—m)xl
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Como as matrizes A e A, sdo semelhantes, temos que possuem os mesmos autovalores, bem
como A,y, = Mo
Ou seja,

B C y,mxl y,mxl
=\

D F 0 0
Assim, como D é n3o negativa e ¢y é positivo, teremos que D = 0 e, portanto, A seria uma
matriz redutivel, contradizendo a hipétese.

Logo, o autovetor y possui todas as coordenadas positivas, como requerido.

(#7) Supondo, por absurdo, que A\; = X3. Como A é simétrica e, portanto, diagonalizavel,

podemos escolher dois autovetores ortonormais associados a A1 e concluir que

x1 + |71 1+ |y

) To + |22 , Y2 + [y2]
x = e y =

Ty + | 2| Yn + [Yn]

também s3o autovetores associados a A1, onde x; e y; sdo as coordenadas de x e y (se x’ for

nulo, entdo trocamos = por —x e recalculamos z’; o mesmo vale para ¥/').

Agora, vemos que x; + |z;| > 0 para todo 1 < i < n e, portanto, z; + |x;| > 0, pois caso

contrario A seria redutivel. Da mesma forma, temos que y; + |y;| > 0, para todo 1 <i <n.
n

Logo, temos que x; > 0 ey; > 0, paratodo 1 <i < n,eat -y = inyi > 0, o que seria

um absurdo, pois, por hipoétese, = e y sao vetores ortogonais. =

Portanto, A\; é estritamente maior que \,.

(77i) Basta notar que, para cada autovalor \;, tomamos x um autovetor unitério associado a
A;, € obtemos que:
n n n n
t t
Nl = [2f Az = D0 agriag| <D0 agla] ] <M= HmHa_Xlz Az
i=1j=1 i=1j=1 2=

Desse modo, |\;| < A; para 1 <i <n. O

Como para um grafo G conexo, sua matriz de adjacéncia A é irredutivel, o Teorema de Perron-

Frobenius garante que matrizes de adjacéncia associadas a grafos conexos possuem o maior
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autovalor positivo e, associado a este, um Unico autovetor unitario positivo. A prova aqui
apresentada é encontrada em (FREITAS, 2010).
Assim, a i-ésima entrada do autovetor fornece a pontuacao de centralidade relativa do i-ésimo

vértice do grafo.

Definicdo 2.3.2. Seja G um grafo conexo, com V(G) = {vy,va,...,v,}. A centralidade de
autovetor (ou pontuacio de centralidade) x; do vértice v; é a i-ésima coordenada do autovetor

unitario ndo negativo x = (1,3, ..., T, )" associado ao maior autovalor \; de G, ou seja,

onde a;; sdo as entradas da matriz de adjacéncia de G. O autovalor \; é chamado o indice

do grafo G.

Por fim, o método das poténcias é um algoritmo que pode ser usado para encontrar o autova-
lor dominante A; e seu autovetor associado. O método consiste em determinar o autovalor de
maior valor absoluto de uma matriz e seu correspondente autovetor de maneira aproximada

(FREITAS, [2010).

Teorema 2.3.3. (Método das Poténcias) Seja A # 0 uma matriz real de ordem n e sejam
A1, Ao, ..., A, seus autovalores e x1, %o, ..., T, Seus autovetores correspondentes. Suponha que

os autovetores sdo linearmente independentes, e que:
Seja a sequéncia vy, definida por:
Yk+1 = Ayk, k= 0, 1, 2,
onde yo é um vetor arbitrario ndo nulo, cuja combinac3o:
n
Yo = Z CiZy
i=1

tem coeficiente ¢y # 0.
Entao,

lim M =)\
)
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onde o indice r indica a r-ésima coordenada dos vetores i1 € Y.

. 1 )
Além disso, Vyk tende a um autovetor associado a A1, quando k — +o0.
1

Demonstracao:

Por hipétese,

n
Yo = Zciaci = C1T1 + CoTo + -+ -+ CprTy,
i=1
com ¢; # 0.

Como Ax; = \jz; e y = Ay, temos que
Y=Y Az => Az, =y = A |az + € =Ty e F T
i i 1 1

Do mesmo modo, 3, = Ay, = A%y, e, portanto,

An

n n 2
=Y el =) Mo = yp=AN|an+o an 2t G|l ] Ta
i=1 i=1 A A1

Assim, por induc3o, para todo k > 1, temos v, = Ay,_1 = AFyo e

<1, para2 < i < n, e

Como, por hipétese |A\i| > |A2| > ... > |\,|, temos que

k

Ai

consequentemente, ()\) — 0 quando k — +o0.
1

Assim, para cada r-ésima coordenada de x; ndo nula, temos que:

n NG
) (g, A 3a(R) e

khrf N =, lr_{l T = khrf y - =
—-+00 —400 —+00
(yk)r ( yo)r Neleymy + Z Ci 7
=2 >\1 r
k+1 A k+1
[611’1 + Z G (/\ ) le [clxl + Z ¢ lim (A) xz]
)\ l i+2 1 T o i+2 k—+o0 1 T )\
1 k—>+<>o n A\, k — /1 A\, Lk = A1.
[clxl +> <1> QZZ‘| [clxl + Z ¢; lim <Z) :1:1]
= \\M r koo \ Ay r
Por fim,
1 )\lf |Fﬂ£1 + Z C; <)\l> $Z‘| )\ k
R i=2 1 il =
kl—1>I—Poo Alf Yk = kl—1>I—Poo )\]f =ar T Z i 1—1>I-Poo <)\1> i e -

1
Logo, como ¢; # 0, quando k — 400, temos que )Tfyk se aproxima de um miltiplo nao nulo

do autovetor z; (ou seja, de um autovetor associado a A;).
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2.4 TEORIA DA INFORMACAO

Nesta secdo abordaremos uma das principais ferramentas utilizada neste trabalho, a en-
tropia de Shannon. Uma ferramenta de teoria da informacao de grande utilidade e areas de
aplicabilidade, como, por exemplo, em neurociéncia, na compressao dos dados, na codificacdo,
em sistemas dindmicos e na codificacdo genética.

A aplicabilidade da teoria da informacdo se deve, em grande parte, ao fato de que ela se baseia
apenas na distribuicdo de probabilidade associada a uma ou mais variaveis.

De modo geral, podemos dizer que a teoria da informacao utiliza as distribuicdes de probabi-
lidade associadas aos valores das varidveis para verificar se estes estdo ou ndo correlacionados
e, a depender da situacdo, a forma como a correlacdo se estabelece, podendo ser aplicada em

sistemas lineares ou n3o.

2.4.1 Medidas da informacao

AplicacGes da teoria da informacdo em problemas que envolvem uma e duas variaveis sdo
bem entendidas e bastante implementadas. Contudo, muitos sistemas possuem interacGes en-
tre trés ou mais variaveis. Um exemplo deste tipo de abordagem na Neurociéncia pode ser
observado em (QUIROGA; PANZERI, 2009). Véarias medidas de informacdo foram introduzidas
para analisar essas interacdes multivariadas (MCGILL, |1954; WATANABE, [1960). Frequente-
mente essas medidas eram introduzidas para medir as chamadas "sinergia" e "redundancia"
(confira[2.4.2). Tais medidas de informac8es multivariadas foram aplicadas em sistemas fisicos
(MATSUDA, 2000), sistemas bioldgicos (ANASTASSIOU, [2007)) e neurociéncia. Contudo, essas
medidas de informacao multivariadas podem diferir de forma significativa e, algumas vezes,
de forma sutil.

Neste trabalho, aplicaremos duas métricas de informacdo multivariada, a Informacao de Inte-
racdo (II) (confira e a Correlagdo Total (T'C') (confira[2.5.3), e assim tentar mostrar
suas diferentes formas de uso.

Inicialmente, vamos apresentar o conceito de sinergia e redundancia, bem como essas medidas
de informacdo multivariadas podem ser aplicadas na analise de dados. Além de explicar a te-
oria por tras dessas métricas, observando em especifico duas interacoes: aquelas que existem
dentro de um grupo de variaveis e aquelas que existem entre um grupo de variaveis e outra

variavel de destino.
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Para |Timme et al. (2014), é importante ressaltar que, como a teoria da informacdo utiliza
distribuicGes de probabilidade, experimentos de codificacao envolvendo n variaveis e experi-
mentos de rede envolvendo a atividade espontanea de n variaveis sao equivalentes em termos
da estrutura da distribuicao de probabilidade e, portanto, indistinguiveis em termos da apli-
cacdo da teoria da informacao. Claramente, a escolha da medida de informacdo e a forma
como ela é aplicada ao sistema impactara diretamente nas conclusGes que podem ser tiradas
da analise. No entanto, em termos da estrutura das distribuicdes de probabilidade necessarias,
esses dois tipos de experimentos sdo equivalentes. Como resultado, eles podem ser tratados
igualmente com as medidas de informacdo multivariadas que iremos discutir.

Os dados brutos sdo coletados de alguma fonte, por exemplo, uma variavel controlada ex-
perimentalmente, valores de acdes, genes ou alguma outra fonte. Em seguida, os dados sao
processados (deteccdo de pico) e convertidos em distribuicdes de probabilidade conjuntas.
Dependendo do tipo de dado que estd sendo analisado, esse processo geralmente envolve a
conversdo dos dados em estados discretos, bem como das unidades temporais.

Uma vez obtidas essas distribuicoes de probabilidade conjunta, elas sdao passadas pela medida
de informacdo escolhida para obter um resultado final.

Por fim, as medidas de informacao que discutiremos podem ser definidas diretamente em

termos de entropia e informacdo mdtua, como veremos a seguir.

2.4.2 Sinergia e Redundancia

Um tépico crucial relacionado com as medidas de informacdo multivariadas é a distincdo

entre sinergia e redundancia. Muitas das medidas de informac3o propostas pretendem medir
sinergia ou redundancia, embora os significados precisos destas nao tenham sido acordados
(BRENNER et al., |2000; WILLIAMS; BEER, 2010). Para um tratamento recente da sinergia neste
contexto, indicamos |Griffith e Koch (2014).
Para comecar a entender a sinergia, podemos usar um sistema simples. Suponha que duas
variaveis X; e X, fornecem uma informac3do sobre uma outra variavel Y. Ou seja, se conhece-
mos os estados de X e X5, entdo sabemos algo sobre o estado de Y. Assim, dizemos que a
parte dessa informacdo que nao é fornecida por conhecer X; sozinho e X, sozinho é fornecida
sinergicamente por X; e X5. A sinergia é a informac3o de bonus recebida por conhecer X e
X5 juntos, em vez de separadamente.

Podemos adotar uma abordagem inicial semelhante a redundancia. Novamente, suponha que
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X, e X, fornecam alguma informacdo sobre Y. Dizemos que a parte comum da informacao
que X; fornece sozinha, bem como a informacdo que X, fornece sozinha, é fornecida em
redundancia por X; e Xs. A redundancia é a informacao recebida de X; e X5.

Para|Timme et al. (2014), essas definicdes imprecisas podem parecer bastante claras, mas, ao
tentar medir essas quantidades, medidas distintas podem produzir resultados diferentes. Com
base no fato de que o objetivo geral nao foi claramente definido, ndo se pode dizer que uma

dessas medidas seja a “correta”. Cada medida tem seu préprio uso e suas limitacGes.

2.5 MEDIDAS DE INFORMACAO MULTIVARIADA

Agora vamos estudar algumas dentre as varias medidas tedricas de informacdo multivariada
que foram introduzidas anteriormente. Uma observacao importante é o fato de que os nomes e
as notacdes usados na literatura nao tém sido consistentes. Tentaremos esclarecer a discussao
tanto quanto possivel, listando nomes alternativos quando for apropriado. Iremos nos referir a

uma medida de informac3do por seu nome original até onde sabemos, com a respectiva fonte.

2.5.1 Entropia de Shannon

Grandezas tedricas da informac3do envolvendo uma e duas varidveis sdo bem definidas e
seus resultados sdo bem compreendidos. Com respeito a distribuicdo de probabilidade p(z) de
uma variavel X, a medida candnica é a entropia de Shannon H(z) (COVER; THOMAS, [2006).
A entropia de Shannon é dada por:

H(z) = - _ p(x) log(p(z)) (2.1)
zeX
e mede a quantidade de incerteza que estd presente na distribuicdo de probabilidade.
Note que, da forma que é definida, quando a distribuicao de probabilidade estiver concentrada
perto de um valor, a entropia serd baixa, enquanto que no caso de uma distribuicdo de
probabilidade uniforme, a entropia serd maximizada.
Ao examinar a relacdo entre duas varidveis X e Y, a informacdo matua 1(X,Y) mede a

quantidade de informacdo fornecida sobre uma das varidveis ao conhecer o valor da outra
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(COVER; THOMAS, 2006). A informacdo mdtua é dada por:

[(X;Y)= H(X)+H(Y)-H(X,Y)
= H(X)-H(XIY)

— H(Y)- H(Y|X)

nas quais a entropia conjunta H(X,Y') é dada por:

HX,Y) ==Y pla,y)log (p(z,v))
rzeX yeY
e a entropia condicional H(X|Y") é dada por:

HXY)= > ply) H(X|y)

yey

= 300 X stelo s (5
- 5 Soteaos ()

De fato, as igualdades acimas sao consequéncias da seguinte proposicdo:

Proposicao 2.5.1.1. (Regra da Cadeia)
H(X,Y)=H(X)+ H(Y|X)

Demonstracao:

HX,Y)= =3 > px,y)log (p(x,y))

zeX yeY

— =Y play) log (pla)plyle))

zeX yeY

= =X X plwy)log (p(e) = X 3 e v)log (plyle)

zeX yeYy zeX yeyY

_ _Z(zp@,y))log( ) = ¥ 5 pley) log (plule)

zeX \yeY zeX yeYy

= Y p(@)log (p(x) — 3 plx) X plyle)log (p(yle))

reX zeX yey

= H(X)+HY|X)

(2.2)

(2.3)

(2.5)



33

A informacdo mitua pode ser usada como uma medida das interacdes entre mais de duas
varidveis, agrupando as varidveis em conjuntos e tratando cada conjunto como uma (nica
variavel com valor de vetor.

Dessa forma, a informacdo mdtua pode ser usada para medir as interacoes entre um grupo de
variaveis e uma variavel alvo. Por exemplo, a informacdo mitua pode ser calculada entre Y e
o conjunto S = {Xl,XQ} da seguinte forma:

I(V;S)= > ply,x1,22) log <M> (2.6)

yey p(y)p(x1, 2)
r1€X1
o€ X9

No entanto, quando a informacdo mutua é considerada como na equacdo anterior, ndo é
possivel separar as contribuicoes de cada variavel X; individualmente no conjunto S. Ainda
assim, variando o nimero de variaveis em S, a informacdo muitua na equacdo anterior pode
ser usada para medir o ganho ou perda de informacao sobre Y por essas varidveis em S.
Nesse contexto, (BETTENCOURT; GINTAUTAS; HAM, 2008) usaram a informagdo mdtua entre
uma variavel (no caso deles, a atividade de um neurdnio) e muitas outras variaveis consideradas
em conjunto (no caso deles, as atividades de um grupo de outros neurdnios) para examinar a
relacdo entre a quantidade de informacdo que o grupo de neurénios forneceu sobre um Unico
neuronio e quantidade de informacdo para um nimero de neurdnios considerados no grupo.
A informacdo mutua pode ser condicionada a uma terceira variavel para produzir a informacao

mutua condicional (COVER; THOMAS, [2006) e é dada por:

Y|Z) = . e ul2) Tog [ PEl2)
fiz) = Z?”>§;“’“)lg<mw@mma>
_ (M) @7)
= 2 pleya)loe (p<x,z>p<y,z>

De fato, temos que

I(x;Y|Z) = Z;p(z) %p(w,y\Z) log <pp(x;y|z)>

— Y p(=)plasylz) log (p(2)) pla,yl2)

rex p(2)p(z]|2)p(2)p(y|2)
"E%“’%)lg<Maam%@>

z€Z
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A informacdo mutua condicional mede a quantidade de informacdo que uma variavel fornece
sobre uma segunda variavel quando uma terceira variavel é conhecida. Observe que é possivel
que a informacdo mutua condicional I(X;Y|Z) seja maior ou menor que a informacdo mdtua
I(X;Y).

Vejamos um exemplo da aplicacdo da entropia de Shannon em um conjunto de dados:
Exemplo 2.5.1.2. Considere uma sequéncia de DNA do cromossomo Y, na qual temos
combinacdes de nucleotidios A, C, T e G.

Vamos aplicar a entropia de Shannon em um pequeno segmento de cromossomo Y, para o
qual queremos quantificar sua complexidade.

Para isso, podemos fatiar esse segmento de sequéncia em janelas (sub-segmentos sequenciais)
de tamanho, digamos 250, e andando de 50 em 50 até chegarmos no ultimo nucleotidio, e
calculamos a frequéncia desses elementos em cada janela, ganhando assim, para cada janela,
P(A), P(C), P(T) e P(G).

Em cada janela, podemos calcular a entropia H(Y'), onde aqui Y denota a sequéncia do
sub-segmento do cromossomo Y.

Obtemos, portanto, para cada janela, a seguinte express3o:

HY)= = > py) log(P@)

ye{A,C,T,G}

= —P(A) log (P(A)) — P(C) log (P(C))
—P(T) log (P(T)) — P(G) log (P(G))

Note que para cada janela iremos calcular a entropia de Shannon, ao final do processo podemos
plotar tais nimeros em um grafico, e observar se existem trechos distintos ou chamativos.
Com essa métrica seriamos capazes de saber se em uma sequéncia de DNA qual regido do
cromossomo é mais ou menos surpreendente, no sentido de ter maior ou menor contetido de

informacao.

2.5.2 Informacdo da Interacao (Il)

A primeira tentativa de quantificar a relacdo entre trés varidveis em uma distribuicdo de
probabilidade conjunta foi a informacdo de interacdo 11, introduzida em (MCGILL, [1954). Ele

tenta estender o conceito de informacdao mitua como a informacdo obtida sobre uma variavel
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conhecendo a outra. A informacdo de interacdo é dado por:
I1I(X;Y;2)= I(X;Y|Z)-1(X;Y)
= I(X;Z|Y) - I(X;2) (2.9)
= I(Z;Y|X)-1(Z;Y)

De fato, temos as igualdades como consequéncia das seguintes proposicoes:

Proposicao 2.5.2.1.
I(X;Y|2)-I(X;Z)Y)=1(X;Y) - I(X;Z) (2.10)

Demonstracao:

1XY1Z) — 12 ) = 3 plany, 2) <log (p(Z)p(:E,y,Z)> log (p(y)p(x,y,Z)> )

= p(z, 2)p(y, 2)

_ - o) log [ PEPE,Y)
N g(p( i Hg(p(y)p(%?«*))

z2€Z

- St (s (1505 - (55

yey

e b (2 e v (221
3 () () - 5 e o (222

_ e o [ PEY)
= 2 ’y>1g<($)p(y)> 2

VR
<
2]
=
8
<
N
S~—
S~
)
o
VR
=
\_/H
=
2=
~—

B yey ) ) p(x’y) _zEZ N ) p(sz)
- 2 ’y“g<p<a:>p<y>> PG ”g<p<x> <z>>

= I(X;Y)-I(X;2)

Proposicao 2.5.2.2.

I(X;Y|2) = 1(ZY|X) = [(X;Y) = [(Z:Y) (2.11)
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Demonstracao:

I(X;Y|2) - I(Z;Y[X)= Y p(z,y,2 <10g (WWW> ~log (W))

zeX
yey
z€Z

= Y pla,y, 2) log (W)

rzeX
yeyY
z€Z

- T (s (505) - (5

yey
z€Z

_ %p(m,y,z)bg(mx’ ;) > p(w,y,2) 10g<m>

= Z(ZP(%%Z)> 10g<p( )> > p(z,y.2) g<p<f‘/’z

aex \ iz p(x)p(y aeX p(y)p(
_ 1o p(z,y) Zej o p(z, 2
-2 ylg(mxp(y)) ZY<ZXP .z lg(p@)p(z)
_ . " o p(z,y) _ZGZ Mo p(z, 2)
= 2 p@y 1g<p<x>p<y>> 21 ”g<p<x>p<z>>

Usando o fato de que a informacao mutua condicional pode ser maior ou menor que a in-
formacdo mdtua para o mesmo conjunto de varidveis, a informacdo de interacdo pode ser
positiva ou negativa. Da informacdo de interacdo, McGill disse “Nés vemos que I1(X;Y; Z)
é o ganho (ou perda) na informacdo da transmitida entre quaisquer duas das variaveis, devido
ao conhecimento adicional da terceira variavel" (MCGILL, 1954).

A informacao de interacdo também podem ser escritas como:
II(X:;Y;2)= I(X,Y;2)—1(X;2)— I(Y;Z) (2.12)

A informacdo de interacdo tem sido amplamente utilizada na literatura e referida como a siner-
gia (GAT; TISHBY, {1999 BRENNER et al., |2000; SCHNEIDMAN et al., |2003; ANASTASSIOU, 2007)
na forma dada pela equacdo ou como o indice de redundéncia-sinergia (CHECHIK et al.,

2001). Os termos “sinergia” e “redundancia” s3o utilizados por interpretarmos um resultado
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de informacdo de interacao positivo como implicado por uma interacdo sinérgica entre as va-
ridveis e um resultado de informac3o de interacdo negativo como implicado por uma interacdo
redundante entre as variaveis.

Assim, assumimos esta interpretacdo da informacao de interacdo e que a informac3o de inte-
racao mede corretamente interacoes multivariadas, entdo sinergia e redundancia serdo consi-
deradas qualidades mutuamente exclusivas das interacOes entre varidveis.

Observe que as informacdes de interacio n3o diferenciam teoricamente entre suas trés variaveis
de entrada. A equacado [2.12| estd estruturada de forma que aparentemente as varidveis X e Y
estdo sendo relacionadas a Z, mas, de acordo com a equacdo 2.9 podemos ver que permutando
as variaveis o resultado serd o mesmo.

Desta forma, a informacdo de interacdo mede as interacdes entre um grupo de variaveis, ao
contrario das interacoes entre um grupo de varidveis e uma variavel alvo.

Por fim, podemos reescrever a equacéo [2.12]da informac3o de interacdo em termos da entropia

de Shannon e das entropias conjuntas das variaveis:

II(X;Y;Z)= —H(X)—H(Y)-H(Z)
+H(X,Y)+ H(X,Z)+ H(Y, Z) (2.13)
—H(X,Y,Z)

De fato,

(XY 2)=1(X,Y;2) - [(X;2) — 1(Y; 2)
= (H(X,Y)+ H(Z) - H(X,Y, 2)) = (H(X) + H(Z) - H(X, Z))
~(H(Y)+H(Z)- H(Y,2))

= —H(X)-HY)-H(Z)+ HX,Y)+ H(X,Z)+ H(Y,Z) — HX,Y, Z)

Isto nos leva a uma generalizagdo da informacdo de interacdo para n varidveis (JAKULIN;
BRATKO, 2004): se S = {Xl,X2, Xn} entdo a informac3o de interacdo é
11(S) = = Y (=)= g(T) (2.14)
TCS

Nessa equacdo, T' é um subconjunto de S e |T'| denota o tamanho do subconjunto de S.
Nela, é evidente que a informacdo de interacdo trata todas as varidveis de entrada igualmente

e mede as interacdes entre todas as varidveis para qualquer nimero de varidveis de entrada.
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Uma medida semelhante a informacdo de interacdo foi introduzida por A. J. Bell e é chamada
de co-informacdo CI (BELL, 2003). E dada pela seguinte expansio:
CI(S) = = 3 (~D)TH(T) = (=) S_ (~)S-Mi (1) = (~1)l11(s)  (2.15)
TCS TCS
Claramente, a co-informacdo é igual a informacdo de interacdo, quando S contém um nimero
par de variaveis, e é igual a menos a informacdo de interacdo, quando S contém um ndmero

impar de variaveis. Entdo, para o caso de trés variaveis, a co-informac3o se torna:
CI(X;Y;2)=1(X;Y)—-1(X;Y|Z2)=1(X;2)+ 1(Y; 2) - I[(X;Y; Z) (2.16)

Como a co-informac3o esta diretamente relacionada a informac3o de interacdo para sistemas
com qualquer nimero de variaveis, ndo apresentamos resultados para ela. A co-informacao

também é conhecida como informagdo mdtua generalizada (MATSUDA, [2000).

2.5.3 Correlacao Total (TC)

A informac3o de interacdo encontra sua base conceitual ao estender a ideia de informacao
mutua como a informacao obtida sobre uma varidvel quando a outra varidvel é conhecida.
Alternativamente, poderiamos estender a ideia da informacdo mitua como a divergéncia de
Kullback-Leibler entre a distribuicdo conjunta e o modelo independente. Se fizermos isso,

chegaremos a correlacdo total T'C', introduzida em (WATANABE, 1960), dada por:

TC(S) = 3 p(Z) log <p o p(7) ) (2.17)

Fes (@2)... p(2)

Na dltima equacdo, & é um vetor contendo estados individuais das variaveis X .
Assim como na informacao de interacdo, a correlacao total também trata todas as variaveis
de entrada igualmente, portanto, ela mede as interacdes entre um grupo de variaveis.
A correlacdo total também pode ser escrita em termos de entropias como:

TC(S) = Z H(X;)| — H(S) (2.18)

X;€S

Nesta forma, a correlacdo total também é conhecida como a multi-informacdo (SCHNEIDMAN
et al., 2003).
Usando a equacdo[2.2](a equagdo que relaciona I(X;Y') e as entropias de Shannon), podemos
reescrever a correlacdo total em termos de informaces mituas:

TC(S) = Y I(Xi, o, Xicis Xi) (2.19)

n
=2
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De fato,

(X, o, Xim; X)) = I( X3 Xo) + 1( X, Xoy X)) + -+ I(X, o, X1 X))

I

N
||
N

= (H(X)) + H(X2) = H(X1, X2)) + (H(X1, X2) + H(X3) — H(X1, Xa, X5)) + -+ +
+<H(X17X27"-7Xn—1)+H(Xn) _H(X17X27---7Xn)>

= H(X)) + H(Xy) + - + H(X,) — H(S) = TC(S)

2.5.4 Correlacao Total Dual

Depois que a correlacdo total foi introduzida, uma medida com uma estrutura semelhante,
chamada de correlac3o total dual DT'C, foi introduzida por T. Han (HAN, |1975; HAN, [1978).

Para S = {Xl,Xg, ,Xn}, a correlacado total dual é dada por:

DTC(S) = ( > H(S\ Xl)) —(n—=1)H(S) (2.20)
X;€S

Nesta equacdo, S\ X; é o subconjunto de S para o qual X; foi removido e n = |S| é o nlimero

de varidveis em S. Assim como a correlacao total, a correlacao total dual também mede as

interacGes dentro de um grupo de varidveis e trata todas as varidveis de entrada igualmente.

De acordo com |Abdallah e Plumbley (2010), podemos reescrever a equagéoda correlacao

total dual como:

DTC(S) = H(S)— Y H(Xi|S\ X)) (2.21)
X;eS

A correlacdo total dual calcula a quantidade de entropia presente em S além da soma das
entropias de cada varidvel X; condicionada a todas as outras varidveis S \ X; .

A correlagdo total dual também é chamada de excesso de entropia (OLBRICH et al., 2008) e de
informac3o de ligacdo (ABDALLAH; PLUMBLEY, 2010).

Usando as equagdes [2.2] e 2.21] a correlagdo total dual também pode ser relacionada

com a correlacdo total pela expressao:

DTC(S) = ( SIS\ X Xi)) —TC(S) (2.22)

X;eS
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3 HIGH-ORDER HUBS NO CEREBRO HUMANO

Neste capitulo apresentamos um resumo do artigo de |Santos et al. (2023), com destaque
para a metodologia utilizada e os resultados obtidos.
Nesse trabalho, foi desenvolvido um pipeline de processamento de sinal multivariado para
construir redes de alta ordem (high-order networks) a partir de séries temporais e aplica-lo aos
sinais de ressonancia magnética funcional em estado de repouso (rs-fMRI) para caracterizar
comunicacdo de alta ordem (high-order communication) entre regides cerebrais, bem como
a construcao de hypergrafos uniformes e a utilizacdo de métricas multivariadas de modo a

definir pesos nestes hypergrafos.

3.1 INTRODUCAO

As redes (networks) oferecem uma estrutura universal para codificar informagdes sobre
interacGes inerentes a um sistema complexo, que muitas vezes envolvem trés ou mais subsiste-
mas emaranhados. Entendemos que um sistema é dito complexo quando suas propriedades nao
sao uma consequéncia natural de seus elementos constituintes vistos isoladamente. Sistemas
complexos sdo sistemas que sao compostos de varias partes que interagem com a habilidade de
gerar novas qualidades no comportamento coletivo. As propriedades emergentes deste tipo de
sistema decorrem de relacoes n3o-lineares entre as partes. Costuma-se dizer que num sistema
complexo o todo é mais que a soma das partes.

Em uma abordagem padrdo de redes, informacdes de interaces de alta ordem (high-order
interactions) sdo frequentemente aproximadas por meio de interacdes de pares. Tais aproxi-
macoes, embora razoaveis, podem nao ser capazes de capturar todos os aspectos importantes.
Por exemplo, a comunicacdo em redes podem exibir cenarios nos quais a comunicacao entre
pares de instancias (A, B), (A,C) e (B,C) ndo implicam necessariamente a comunica¢do
simultanea entre as trés instancias (A, B, C') (BAUDOT et al., 2019).

A inclusdo de conexdes e interacdes de alta ordem no estudo de redes pode ser vista como uma
maneira mais realista e informativa de modelar sistemas complexos. Mais especificamente, a
estrutura apresentada no artigo supracitado avanca na metodologia sobre como quantificar
interacOes de alta ordem e construir uma representacao hypergrafica das interdependéncias

em dados de série temporal.
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3.2 REDES CEREBRAIS DE ALTA ORDEM

Em (SANTOS et al., 2023) é desenvolvida e aplicada uma metodologia para o cérebro
humano, a fim de construir representacdes de alta ordem de funcoes de atividade cerebral a
partir de séries temporais registradas em 92 regides cerebrais, usando imagens de ressonancia
magnética funcional em estado de repouso (rs-fMRI). Por série temporal, entendemos como
um conjunto de observacdes feitas sobre uma ou mais variaveis, em sequéncia ao longo do
tempo.

Em nivel funcional, as interacdes da rede cerebral sdo normalmente representadas através
de medidas de similaridade entre séries temporais de atividade em duas regides do cérebro.
Existe uma infinidade de maneiras de definir essas interacGes entre pares, como coeficiente de
correlacdo de Pearson, covariancia e informacao mitua. Algumas dessas métricas sao feitas sob
medida para neurociéncia (PEREDA; QUIROGA; BHATTACHARYA, 2005; IMELLEMA; MONTILLO,
2022), outras para sistemas complexos em geral ((CLIFF et al., 2022).

Para Santos et al.| (2023), construir uma rede de alta ordem a partir de séries temporais
requer processamento multivariado de sinais e a identificacao sistematica das hyperarestas mais
relevantes. A partir de uma regra de conectividade de alta ordem adequada, pode-se definir
hubs em uma rede, o que contorna a questdo combinatéria da complexidade, enumerando
apenas as mais importantes arestas de alta ordem sem conhecimento prévio de quais sao as
hyperarestas mais importantes.

A Figura[7] esboca a metodologia de processamento de sinal multivariado para construir redes
de alta ordem. O método em (SANTOS et al., 2023) se baseia em heuristicas usadas no passado
para definir redes como hypergrafos uniformes (COOPER; DUTLE, [2012). Em interacGes entre
pares, definem-se arestas através de qualquer simulacdo confidvel de pares ou métrica de
similaridade entre dois n6s em uma rede. As métricas de similaridade multivariadas sdo usadas
para definir pesos de ordem superior nas hyperarestas de um hypergrafo uniforme. E usado
ainda o fato de que um hypergrafo uniforme pode ser representado como uma matriz de
adjacéncia de alta ordem, responsavel pela conexdo entre hyperarestas (ESTRADA; ROSS, [2018).
Consequentemente, varios algoritmos ja usados para matrizes de adjacéncia de pares como
autovetor de centralidade ou modularidade poderiam ser herdados no contexto de alta ordem
(ESTRADA; ROSS, 2018; |SERRANO; HERN4ANDEZ-SERRANO; GOMEZ, 2020), acelerando a ponte
metodoldgica entre redes de pares e redes de alta ordem.

Em (SANTOS et al., [2023) é constatado o desempenho da metodologia, aplica em dados de
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i) multivariate time series ii) multivariate similarity metric iii) hyperedges weights
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Figura 7 — Construcdo heuristica de um hypergrafo uniforme: i) Comecamos com séries temporais multivari-
adas como entradas, que neste trabalho s3o sinais BOLD de fMRI em estado de repouso. ii) Em
analogia com o caso de estudo de pares, definimos pesos de conectividade de ordem superior por
meio de estimativas de dependéncias estatisticas multivariadas. Dependéncias estatisticas de alta
ordem podem ser quantificadas por meio, por exemplo, de informacdes de interacdo multivariada
ou correlacdo total. iii) Uma vez os pesos das hyperarestas est3o definidos, iv) podemos explorar
diferentes maneiras de selecionar as hyperarestas mais importantes. v) N6s podemos também ex-
plorar regras de conectividade de alta ordem para vi) representar o hypergrafo como uma matriz
de adjacéncia. Consequentemente, cada medida de similaridade estatistica de alta ordem poderia
potencialmente definir um hypergrafo uniforme a partir de séries temporais.

Fonte: Figura 2 do artigo (SANTOS et al., [2023])
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neuroimagem do Projeto Humano Conectoma (HCP) (ESSEN et al., 2013), com foco no cérebro
de 100 individuos em condicOes de estado de repouso. Para isso, usaram séries temporais
correspondentes ao periodo de repouso para indicar atividade cerebral BOLD de 92 regiGes do
AAL Atlas (TZOURIO-MAZOYER et al., [2002), que produz até 125.580 interagdes de 3 pontos.
A atividade cerebral é representada por meio de uma matriz de adjacéncia de ordem superior, e
a complexidade combinatéria de tal hypergrafo exige restringir o estudo as hyperarestas mais
importantes. Isso leva a investigar o surgimento de hubs de alta ordem em redes cerebrais
através de centralidade de autovetor do hypergrafo.

As anélises de |Santos et al. (2023) revelam que esses hubs de alta ordem estdo longe do
aleatério: cada métrica de similaridade multivariada é compativel com um sistema diferente
no cérebro. Por exemplo, descobrem que alguns hubs fornecem tripletos de segregacao e inte-
gracao que sao centrados nos sistemas somatossensorial e visual. Essa descoberta sugere que

hubs de alta ordem podem ser considerados propriedades emergentes de alta ordem das redes
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cerebrais funcionais. Além disso, a conectividade funcional de um hub de alta ordem centrado
no sistema somatossensorial se correlaciona com a velocidade de marcha dos individuos. Essas
descobertas fornecem evidéncias da ampla aplicac3do, viabilidade e relevancia da metodologia,
sugerindo uma rota promissora para representacao hypergrafica de atividade cerebral, abrindo
caminhos interessantes para pesquisas futuras em neurociéncia de rede de alta ordem e outros

sistemas complexos.

3.3 METODOLOGIA UTILIZADA

Nesta secdo apresentamos a metodologia descrita no artigo (SANTOS et al., [2023) para
representar a estrutura estatistica de séries temporais como hypergrafos, seguindo heuristicas
analogas aos desenvolvimentos iniciais da conectividade de pares. A metodologia de Santos et
al.| (2023) para séries temporais multivariadas gerais é implementada em cinco etapas, con-

forme descrito a seguir (ver Figura [7)):

1. Usamos um determinado conjunto de N séries temporais como entrada. Como primeiro
passo, atribuimos um né por série temporal, que serd a base para a construcao de um hyper-
grafo. Para séries temporais correspondentes a fMRI em estado de repouso, cada nd corres-

ponde a uma regido cerebral diferente;

2. Escolhemos uma ordem k € {3,..., N}, e calcule os (i) termos de ordem k associados a
uma métrica de interdependéncia de ordem superior entre todos os grupos possiveis de k nds
diferentes. Tal como no caso da conectividade aos pares, diferentes medidas de similaridade
multivariadas podem ser consideradas, e a escolha étima é geralmente dependente do dominio
e do problema. Entre as varias métricas de informacdo multivariada disponiveis na literatura
(TIMME et al., 2014), foram utilizadas duas medidas: Informacéo de Interacdo (1) (veja secdo
2.5.2), que quantifica dependéncias estatisticas de tupla tnica, e Correlacdo Total (TC) (con-
fira secdo , que quantifica as dependéncias estatisticas totais acumuladas em todos os

subconjuntos de k-uplas.

3. Uma vez calculadas todas as interdependéncias, procedemos a selecio de hyperarestas.
Isso é feito porque o nimero de interacdes de ordem k entre os N nés cresce com O(N¥),

e de outra forma teriamos um hypergrafo ponderado completo. Existem diversas maneiras de
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acessar a importancia das arestas em uma rede, e essas estratégias também se traduzem em
conectividade de alto nivel. Aqui, por simplicidade, limitamos as interdependéncias de ordem

superior e mantemos as hyperarestas mais fortes no hypergrafo.

4. Seguimos um procedimento para codificar o hypergrafo k-uniforme resultante como uma
matriz de hyperadjacéncia. Dentre as miltiplas alternativas (ESTRADA; ROSS, |2018), a utilizada
no trabalho herda a representacao matricial de adjacéncia inferior de complexos simpliciais em
hypergrafos uniformes, que também foi recentemente adaptada para desenvolver centralidades
vetoriais em hypergrafos (KOVALENKO et al., [2022). Simplificando, duas hyperarestas de dimen-
sdo k+1 s3o conectadas se compartilharem uma hyperarestas de dimens3o & (ESTRADA; ROSS,
2018; SERRANO; HERNaNDEZ-SERRANO; GSMEZ, 2020; SERRANO; GSMEZ, 2020). Por exemplo,

dois triangulos sao conectados se tiverem uma aresta em comum.

5. Como etapa final, apéds a especificacdo do processamento multivariado de sinais e da matriz
de hyperadjacéncia, muitos recursos topoldgicos da ciéncia de redes podem ser aproveitados.
Neste trabalho, foi usado uma extensdo da centralidade de autovetor, introduzida em (SER-
RANO; G6MEZ, [2020)), para investigar hubs de alta ordem no cérebro humano. Hubs de alta
ordem foram explorados recentemente na ciéncia de redes em diversos ambientes (SERRANO;
HERN4NDEZ-SERRANO; G6MEZ, [2020; |KOVALENKO et al., [2021). Neste trabalho, nos baseare-
mos no teorema de Perron-Frobenius (MACCLUER, 2006) para explorar centros de alta ordem
em hypergrafos uniformes. Assim, investigamos os espectros da matriz de hyperadjacéncia e
identificamos os hubs como tripletos com maior centralidade de autovetores. Representar o
hypergrafo como uma matriz de hyperadjacéncia nos permite, por sua vez, calcular também
outras caracteristicas, como modularidade e centralidade de intermediacao, que podem ser

exploradas em diferentes contextos.

Observe que a complexidade combinatéria de hyperarestas de ordem k£ em uma rede de NV
nés é O(N*). A abordagem em (SANTOS et al.,, 2023) consistiu em contornar esse gargalo
computacional com a utilizacdo de analises de rede na matriz de hyperadjacéncia. Este pro-
cedimento ¢ ilustrado em uma rede simples de triangulos na Figura v). Esta metodologia
permite inferir interacOes realistas de k-corpos a partir de séries temporais e representa-las

como um hypergrafo, o que é crucial para o desenvolvimento tedrico da ciéncia de redes.
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Como prova de conceito, foi aplicada a metodologia descrita acima aos dados de fMRI de
100 individuos n3o aparentados (adultos jovens) do Projeto Conectoma Humano (ESSEN et al|
e o grupo de relatérios calculou a média dos resultados de interdependéncia de ordem
superior. Para ilustrar a flexibilidade da estrutura, a metodologia foi aplicada utilizando duas
métricas de informacdo multivariada, Informac3o de Interaccdo (/1) e Correlagdo Total (7'C),
que correspondem a generalizacdes alternativas de coeficientes de correlacdo multivariados.
Para ambas as métricas, foram selecionados os 1000 tripletos mais fortes no hypergrafo, o que

permitiu construir uma representacdo da matriz de adjacéncia do hypergrafo.

3.4 HIGH-ORDER HUBS NO CEREBRO HUMANO

As hyperarestas definidas através da Informacdo de Interacdo (I1) e Correlacdo Total
(T'C) séo ilustradas na Figura (8] através da projecdo dos tripletos correspondentes (iv) e da
matriz de adjacéncia (vi) usando métodos de visualizacdo de dados para complexos simpliciais

, [2019; |CENTENO et al., [2022).

desenvolvidos em (SANTOS et al.
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Figura 8 — Emergéncia de high-order hubs em redes cerebrais funcionais: Ao calcular o EC de alta ordem
baseado nos 1000 tripletos mais fortes, tanto para informac3o de interacdo (a) quanto para corre-
lacdo total (b), apenas uma pequena fracdo desses tripletos tém centralidade diferente de zero. A
projecdo de tripletos com E'C' mais elevado revela o surgimento de um hub central de alta ordem
no sistema sensério-motor para II (a) e sistema visual (b).
Fonte: Figura 3 do artigo (SANTOS et al., [2023)
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Santos et al.| (2023) descobrem que os tripletos mais fortes sdo consistentes com a organizagdo
da rede do cérebro em sub-redes. A Figura a) mostra a distribuicdo da Centralidade do
Autovetor (EC') dos 1000 tripletos com o maior 1. A partir deste histograma, fica claro que
apenas uma pequena fracdo tem uma EC longe de zero (apenas 42 tripletos estdo destacados
no circulo vermelho). Dada a complexidade combinatdria das interagdes de alta ordem, a
interpretacao de todas as interacOes de alta ordem nas redes cerebrais se tornarad mais evidente

quando forem apenas projetados os tripletos com EC' mais alta no cérebro (Figura a)).

3.4.1 Informacao da Interacao e o sistema motor primario no cérebro

Para 11, foi observado que todos os tripletos centrais com o EC mais alto compartilham
dois nés e um link em comum, cobrindo todo o cérebro, produzindo um padrao identificado
como high-order hubs.

Os dois nés compartilhados entre os 42 tripletos com alto EC' s3o os giros pré e pds-centrais.
Dado o papel dessas duas areas no funcionamento do cérebro, esses hubs emergentes de alta
ordem foram associados ao sistema sensério-motor primario. Uma caracteristica interessante
sobre os giros pré e pods-centrais é que eles s3o "topograficamente organizados", ou seja,
areas adjacentes da superficie motora (ou receptiva) do corpo humano sdo mapeadas em
areas vizinhas do giro pré e pés-central. O giro pré (e pds) central corresponde ao cértex
motor primario (e somatossensorial), e o tamanho relativo da representacdo cortical reflete a
densidade dos nervos motores (e somatossensoriais) em cada parte do corpo (SANTOS et al.,
2023).

A faixa somatossensorial (giro pds-central) contém um mapa somatotépico invertido do lado
oposto do corpo que quase reflete o da faixa motora (giro pré-central). No entanto, muito
recentemente, este mapa foi revisitado, e regides integrativas da faixa motora também foram
relatadas, relacionando regiGes interefetoras com regides pré-frontais, insulares e subcorticais
da rede cingulo-opercular (CON), criticas para a a¢do executiva e controle fisioldgico, excitagdo
e processamento de erros e dor (GORDON et al., 2022). Dado que o banco de dados do HCP
consiste principalmente de individuos destros, o fato de os centros de ordem superior estarem no
hemisfério esquerdo do cérebro é consistente com a bem conhecida assimetria na conectividade
funcional das areas sensério-motoras devido a lateralidade (AMUNTS et al., [1996; TEJAVIBULYA
et al., | 2022). Além disso, devido a necessidade de integracdo sensério-motora para executar um

movimento, a atividade nessas duas areas é altamente acoplada. Por exemplo, quando uma
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pessoa move a mao direita, o aumento do fluxo sanguineo é registrado no giro pré-central
esquerdo e a ativacdo simultdnea é observada na area correspondente do giro pds-central
(HAVEL et al., 2006; KOCAK et al., 2009).

Santos et al. (2023) justificam os resultados obtidos com a compreensdo atual do giro pré
e pos-central, uma interpretacdo plausivel é que, dado que os giros pré e pds-central estao
altamente acoplados no cérebro, qualquer interacdo relevante entre essas duas areas e outra
terceira area no cérebro seria pelo menos uma interacdo de trés pontos entre sensério-motor

e outras regides corticais.

3.4.2 Correlacao total e o sistema visual no cérebro

Para a segunda métrica de informacdo multivariada, Correlacdo Total (7°C'), foi utilizado
um procedimento semelhante ao /1, ou seja, foi calculado a T'C' de todos os tripletos possiveis
no atlas AAL e escolhemos os 1000 tripletos com o maior T'C' para construir um hypergrafo
uniforme. Novamente, apenas uma pequena fraciao dos tripletos tem uma EC' ndo préxima
de zero. Quando projetados esses tripletos com EC' elevada no cérebro, descobrimos que
todos os tripletos envolvem duas areas especificas do cérebro. Neste caso, os hubs de ordem
superior estdo associados a area visual de Broadman 17, nomeadamente o cuneus esquerdo
e direito, como ilustrado na Figura [g(b). Cada cuneus (dos hemisférios esquerdo e direito)
recebe informacdes visuais via talamo pulvinar da retina superior contralateral representando
o campo visual inferior, bem como via talamo geniculado. O cuneus também é conhecido
por seu papel extra-retiniano e é modulado, por exemplo, por atencao, meméria de trabalho
e expectativa de recompensa (VANNI et al., [2001; DONAMAYOR; SCHOENFELD; MUNTE, 2012;
BLUHM et al., [2011). Dada a divisdo contralateral dos mapas visuais do cuneus e seu papel no
cérebro, e semelhante ao caso sensério-motor, sob uma perspectiva de alta ordem, a integracao
ou modulacdo da informacao visual esta provavelmente promovendo pelo menos interacoes de
trés pontos definido pelo 7'C'. E importante notar que os resultados obtidos est3o alinhados
com o trabalho recente de Luppi et al.| (2022), onde os autores relataram que os niicleos
redundantes sdo mais prevalentes nos sistemas visual e motor.

Deste modo, as hyperarestas de F'C' mais elevado na representacao do hypergrafo do cérebro
sao compativeis com o conhecimento atual em neuroanatomia funcional. Pelo menos numa

perspectiva qualitativa, o padrao emergente de centros redundantes de alta ordem definidos
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via I e T'C s3o compativeis com a segregacdo local e os principios de integracdo global.
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4 HIGH-ORDER HUBS NA BOLSA DE VALORES S&P500

Neste capitulo apresentamos uma aplicacdo da metodologia desenvolvida no artigo " Emer-
gence of high-order functional hubs in the human brain"(SANTOS et al., 2023), com o objetivo
de estudar as inter-relacdes entre as empresas participantes do S& P500 (abreviacdo de Stan-
dard & Poor’s 500), indice composto por quinhentos ativos cotados nas bolsas de NYSE ou
NASDAQ e qualificados devido ao seu tamanho de mercado, sua liquidez e sua representacdo
de grupo industrial.

Para isso, a fim de comparacdo, foram realizadas selecées de faixas temporais em momentos
especificos: antes, durante e um pouco depois de uma fase de grande instabilidade dessa bolsa
de valores (periodo critico da epidemia da COVID-19), entre abril de 2019 e outubro de 2021.
Os dados estudados foram obtidos a partir da plataforma Yahoo Finance, na qual foi possivel
ter acesso de forma gratuita as planilhas de 55 empresas selecionadas pelo fato da co-existéncia
nos periodos de tempo selecionados. Os dados obtidos da S& P500 foram selecionados na aba
"Adj Close", que se refere ao valor de fechamento diario de cada empresa.

Dessa forma, foi possivel estruturar uma tabela com o valor didrio de fechamento de 55

empresas selecionadas da S& P500.

4.1 OBTENCAO DOS DADOS

O Yahoo Finance é uma plataforma online que oferece informacdes financeiras abrangentes,

noticias, analises e ferramentas para investidores, abrangendo uma variedade de ativos como
acoes, titulos, commodities, moedas e indices. Os usuarios podem acessar cotacdes em tempo
real, graficos interativos, noticias de mercado e analises especializadas, além de recursos para
acompanhar e gerenciar portfélios de investimentos.
O S&P500, ou Standard & Poor’s 500, é um indice ponderado pelo valor de mercado que
monitora o desempenho de 500 das maiores empresas negociadas nos EUA. Considerado um
indicador representativo do mercado de acdes dos EUA, o S&P500 é bastante usado como
referéncia por iniimeros investidores e profissionais financeiros. Empresas sdo selecionadas com
base em critérios como capitalizacao de mercado, liquidez e representacdo setorial, conforme
determinado pelo comité da S& P Dow Jones Indices.

A coluna "Adj Close" (Ajuste de Fechamento) em tabelas financeiras, como no Yahoo Finance,
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representa o preco de fechamento de uma acdo, ajustado para eventos corporativos, como
dividendos e divisdes de acbes. Este ajuste é importantissimo para uma avaliaciao precisa do
desempenho do investimento ao longo do tempo, evitando distorcdes no histérico de precos.
O célculo leva em consideracdo esses eventos, oferecendo uma visdo mais realista do retorno
total do investimento, especialmente relevante para anélises a longo prazo. Ao consultar essa
coluna, os investidores podem obter uma representacdo mais precisa do desempenho histérico
da acdo, considerando ndo apenas a valorizacdo do preco, mas também os efeitos de eventos
corporativos ao longo do tempo.

Dessa forma, foi possivel estruturar uma tabela com valores diarios de fechamento de algumas
empresas pré-selecionadas com a utilizacdo da biblioteca yfinance no Python (confira Figura
@. Inicialmente, foram selecionadas as 55 empresas com base em critérios como capitalizacao
de mercado, liquidez e representacao setorial, bem como a necessidade de coexisténcia nos
intervalos de tempo escolhidos (pré, pés e durante a fase de grande instabilidade). A partir
da coluna "Adj Close", produzimos as séries temporais destas 55 empresas alocadas dentro
do periodo selecionado. Nesta tabela (ver Figura |§[) as linhas sao indexadas pelas datas

selecionadas sequencialmente (dia a dia) e as colunas, pelos tickets (c6digos) das empresas
(confira Apéndice [B)).

In [4]: data_total.head()

Out[4]:
Adj Close .. Volume

AAPL ABBV ABT ACN ADBE AMGN AMT AMZN AVGO AXP ... NKE NVDA PEP

Date

20104 46.085369 64.740814 73.590393 164.389893 272.170013 165.859161 172.889908 90.709503 262.596863 104.427200 ... 6737400 48382400 5025700

04-01

ggjg; 46.755295 66.576126 73.553436 163.504166 271.350006 166.429993 175.233887 90.698997 260.243805 103.772758 ... 4433800 44092000 3242600
ggjg; 47.075802 66.584137 73.442574 165.201050 271.500000 166.853806 174.488464 91.035004 261.231384 103.361427 ... 4080900 78350400 4534400
ggjg‘; 47157730 66.367737 72.629623 165.173065 267.890015 166.343491 173.374847 90.943001 259.342194 103.314514 ... 3660700 45737600 3022500
ggjgf; 47.473423 66.880646 72.980682 166.096085 267.450012 169.007339 175.808655 91.863998 261.300049 104.102592 ... 7367400 48174400 3971500

5 rows x 330 columns

Figura 9 — Tabela dos dados coletados com a utilizacdo da biblioteca yfinance no Python

4.2 TRATAMENTO DE DADOS

Em seguida, os dados foram processados e estimados em distribuicdes de probabilidade

conjuntas. Para isso, diante do tipo de dado que esta sendo analisado, esse processo precisara
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passar por uma conversao para estados discretos.
Assim, calculamos as taxas de variacdo percentuais diria referente ao dia anterior (confira

Figura , ou seja, para cada empresa foi calculado o quanto (em porcentagem) a empresa

cresceu/decresceu de um dia para o outro.

In [17]: DF.head()

outbr: AAPL ABBV ABT ACN ADBE AMGN AMT AMZN AVGO AXP .. NKE NVDA PEP PFE
Date
52]:2- 1.453662 2.834861 -0.050220 -0.538796 -0.301285 0.344166 1.355764 -0.011582 -0.896072 -0.626697 .. -1.009030 0.395017 -0.262279 0.1634(
5233; 0.685499 0.012033 -0.150724 1.037823 0.055277 0.254649 -0.425387 0.370463 0.379482 -0.396377 .. 0.118497 3.071012 -0.098601 -0.1631:
ggj:; 0.174035 -0.325003 -1.106919 -0.016940 -1.329645 -0.305846 -0.638218 -0.101063 -0.723187 -0.045387 .. 0.958940 -0.190870 -0.074049 -0.2334(
32335- 0.669440 0.772829 0.483355 0.558820 -0.164247 1.601415 1.403783 1.012720 0.754931 0.762795 .. 0.140709 1.428894 0.123504 0.5849(
sgj:é 1.573596 0.635168 -0.607628 0.426622 0.508501 -0.271224 0.235007 0.684705 0.065754 -0.234314 .. -0.784533 0.439922 0.312409 0.3489:

5 rows x 55 columns

Figura 10 — Tabela dos dados percentuais

Dessa forma, minimizando eventuais discrepancias, assim como, foi possivel comparar empresas
que tém patrimonios gigantescos com empresas de menor porte.

A fim de calcular a entropia de Shannon, bem como a Mutual Information, a Interaction
Information e a Total Correlation, medidas de informacdo dependentes diretamente da entropia
de Shannon, precisamos discretizar nossos dados.

Discretizar dados é o processo de converter varidveis continuas em categorias ou intervalos,
muito utilizado em analises estatisticas quando deseja-se simplificar a complexidade dos dados
ou quando determinadas analises ou algoritmos requerem variaveis discretas. Esse processo de
discretizacdo deve ser realizado com cuidado, pois introduz uma perda de informacdo.

Dessa forma, para cada empresa, os valores percentuais foram distribuidos em n sub-intervalo
(no nosso caso, discretizamos com n = 20 sub-intervalos) e, naturalmente, associa-los a
ndmeros inteiros de 0 a n — 1 (confira Figura [L1).

Apbs a etapa de discretizacdo dos dados, foi determinado o tamanho da janela de tempo.
Esse tamanho refere-se ao intervalo de observacGes agrupadas para analise. A definicao do
tamanho de janelas de tempo é uma consideracao delicada ao lidar com a andlise de uma série
temporal, depende do contexto da analise e dos padrdes nos dados.

No nosso caso, escolhemos 20 dias continuos.

Agora, passemos ao calculo da entropia de Shannon de uma empresa X para cada uma das

55 selecionadas:
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In [18]: DF_bin.head()

Out[18]:
AAPL ABBV ABT ACN ADBE AMGN AMT AMZN AVGO AXP .. NKE NVDA PEP PFE PG TMO UNH V VZ WMT

Date

2019-04-02 15 19 8 5 7 12 16 9 5 B oo 4 10 6 1 9 6 6 11 2 3
2019-04-03 12 9 8 15 8 " 6 " 10 7 . 10 17 7 8 8 12 18 12 15 11
2019-04-04 10 7 3 8 3 7 5 8 5 9 .. 14 8 8 8 6 5 18 5 12 16
2019-04-05 12 14 12 12 7 17 16 14 12 13 .. 10 13 10 13 10 " 13 9 11 15
2019-04-08 15 13 5 11 " 8 11 13 9 8 .. 4 10 12 12 17 12 9 9 10 13

5 rows x 55 columns

Figura 11 — Tabela dos dados discretizados para 20 sub-intervalos

4.3 CALCULO DA ENTROPIA DE SHANNON

Para a empresa X, comecamos pela janela 1 e procedemos para o calculo da entropia dessa
janela. Para cada valor presente, obtém-se a frequéncia de ocorréncia, ou seja, quantas vezes
cada valor aparece na janela, e calcula-se a probabilidade de ocorréncia, dividindo a frequéncia
de ocorréncia desse valor pelo nimero total de valores presentes nesta janela.

Por fim, aplica-se a férmula da entropia de Shannon (confira na janela. Tal valor é salvo
e prosseguimos o algoritmo para janela de tempo seguinte até chegarmos a ultima janela. Os
dados das entropias de Shannon s3o salvos por janela de tempo e na forma vetorial, cujas
colunas (entradas) sdo indexadas pelos tickets (c6digos) das empresas.

Criamos rolling windows (janelas deslizantes) de tamanho 20, referentes a entropia de Shannon
para a empresa X . Com a utilizacdo das janelas deslizantes, foi possivel construir um gréafico e
acompanhar o comportamento da entropia de Shannon da empresa X durante todo o periodo
observado (confira Figura [12).

Uma anélise preliminar da entropia de Shannon das 55 empresas produz resultados interes-
santes, mas ndo muito conclusivos. Claramente, podemos ver na Figura que entre marco
e abril de 2020 ocorreu uma grande pertubacio na bolsa de valores S& P500, justamente no
momento mais critico da pandemia da COVID-19. Isso fica mais evidente na Figura [13] que
apresenta as janelas deslizantes médias (medium rolling windows) das entropias de Shannon

das 55 empresas observadas.
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Figura 12 — Entropia da Apple em uma janela de tempo mével de tamanho 20, note uma queda acentuada
entre Janeiro e Maio de 2020, onde aconteceram Lockdowns da COVID-19.
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Figura 13 — Entropia média em um time movie window 20

4.4 CALCULO DA MUTUAL INFORMATION

Quando consideramos os dados como vérias variaveis independentes, a entropia de Shannon
pode ser aplicada a cada variavel separadamente para avaliar a incerteza associada a cada uma
delas. Quando estamos pensando em varidveis estatisticamente dependentes, a Entropia de
Shannon também pode ser usada para avaliar a dependéncia entre as variaveis, com a utilizacao
de uma outra medida de informacao.

Passamos agora para a mutual information, onde podemos estudar relacGes entre duas varia-
veis, ou seja, o quanto uma delas interfere na outra.
O processo do estudo da mutual information é feito utilizando os dados das empresas ja

tratados, ou seja, convertidos em taxas de variacdo e discretizados, e refazemos o processo de
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janela de tempo mével.

Como vimos em @ ao examinar a relacdo entre duas variaveis, a mutual information mede
a quantidade de informacao fornecida sobre uma das variaveis ao conhecer o valor da outra.
Assim, para cada janela de tempo analisada, foi criada uma matriz indexada nas linhas e
colunas pelos tickets das empresas, e cada entrada da linha 7 e coluna j, representa a mutual
information da i-ésima empresa com a j-ésima. Note que a simetria da férmula produzira
como resultado uma matriz simétrica. Esse processo é feito até chegarmos na tltima janela de
tempo. Os dados da mutual information s3o salvos por janela de tempo e na forma matricial
(ou tabela) cujas linhas e colunas sdo indexadas pelos tickets das empresas.

Criamos mapas de calor em cada janela de tempo. Para efeito de comparacdo, a construcao
desses mapas de calor passa por um processo de normalizacdo. Pegamos o maior e o menor
valores de todas as entradas das matrizes obtidas e associamos os valores intermedidrios a
uma faixa de valores no padrdo de cores RGB. Podemos construir agora, para cada janela
de tempo, um mapa de calor que representa a intensidade da quantidade de informacao que
uma das varidveis fornece ao conhecer a outra. As figuras e [16] ilustram os mapas de
calor da mutual information médias nos periodos pré, durante e pds instabilidade provocada
pela COVID-19. Note que, a partir da paleta de cores, podemos observar que no periodo pré-
critico existia uma dependéncia moderada entre as empresas; durante a fase de instabilidade
da pandemia, essa dependéncia média cai para valores criticos; €, no pds-instabilidade, sobe

para valores mais elevados em relacdo ao periodo pré-critico.

AAPL -
ACN -
AMT 1 -34

-32

IBM - 30

Figura 14 — Mapa de calor com a Mutual Information média

No lugar de um gréfico, produzimos um video (ou GIF), formado por um conjunto de imagens
sequenciais, comecando na primeira janela de tempo até a ultima, e foi possivel acompanhar
as inter-dependéncias entre duas empresas quaisquer com o passar do tempo.

Entretanto, permanece a divida: serd que essas relacoes existem em ordem superior? Isto é,
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Figura 16 — Mapa de calor com a Mutual Information média

serd que sdo consequéncia de inter-relacdes de 3 ou mais empresas?




56

4.5 CALCULO DA INTERACTION INFORMATION E TOTAL CORRELATION

Passemos agora ao estudo das inter-relacdes entre 3 empresas ao mesmo tempo ao longo
das janelas de tempo. Este estudo pode ser generalizado para k empresas, com 3 < k < n.
Enfim, neste trabalho nos restringimos ao estudo de inter-relacSes entre 3 empresas. Aqui
tratamos agrupamentos formados por 3 empresas como tripletos. E como obter tripletos e
suas inter-relacdes?

Foi apresentado anteriormente duas medidas de informac3do: a Interaction Information e a
Total Correlation, que foram utilizadas para medir as inter-relacdes sobre o conjunto desses
tripletos. O processo de calculo foi parecido com o realizado no caso das relacGes par a par
(feita com mutual information).

Entdo, partindo dos dados discretizados, para cada janela de tempo criamos uma lista (ta-
bela), onde nela é computada para cada tripleto de empresas a medida de informacdo reque-
rida. E importante notar que n3o é necessario computar repeticdes, visto que II(X,)Y,Z) =
II(X,2,Y)=11(Y,X, Z), pela férmula 2.9, bem como pela férmula[2.19 da Total Correla-
tion.

Uma vez calculadas todas as interdependéncias, procedemos a selecdo de hyperarestas mais

fortes. Isso é feito porque o nimero de interacdes tem ordem (55) entre os mais de 26 mil tri-

3
pletos, e, além do que, teriamos um hypergrafo ponderado completo. Ent3o, por simplicidade,
limitamos as interdependéncias de ordem superior e escolhemos as hyperarestas mais fortes
no hypergrafo, com base nas informacdes adquiridas através da Interaction Information ou da
Total Correlation.

Com base nos resultados da Figura[13] obtidos a partir da entropia de Shannon média, escolhe-
mos trés periodos temporais para estudo: pré, durante e pés-instabilidade (mesmos periodos
utilizados nos célculos da Mutual Information). Tomamos as Interaction Information e Total
Correlation médias dos tripletos nesses periodos e escolhemos os 100 maiores tripletos em
cada um deles.

Neste trabalho, foi usado uma extensdo da centralidade do autovetor (ver secdo , intro-
duzida em (SERRANO; HERNANDEZ-SERRANO; GOMEZ, 2020), para investigar o surgimento de
hubs de alta ordem no estudo da bolsa de valores S& P500.

Para isso, representamos o hypergrafo por uma matriz de hyperadjacéncia, na qual cada tri-

pleto é considerado vizinho a outro se, e somente se, possuem um link (aresta) em comum,

e investigamos o espectro dessa matriz, identificando os hubs como tripletos com maior cen-
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tralidade de autovetor.

Com essa matriz geramos um novo grafo, no qual os vértices representam os tripletos e as
arestas correspondem aos pares de tripletos que s3o vizinhos.

As figuras [17] e [18] abaixo foram geradas com a utilizacdo da biblioteca NetworkX no Python
e representam os grafos construidos com tripletos em cada periodo: pré, durante e pos-

instabilidade.

Figura 17 — Grafos produzidos com a utilizacdo da biblioteca NetworkX do Python dos 100 tripletos mais
relevantes com a Interaction Information: a) pré-instabilidade; b) durante a instabilidade; e c)
pds-instabilidade

Figura 18 — Grafos produzidos com a utilizacdo da biblioteca NetworkX do Python dos 100 tripletos mais
relevantes com a Total Correlation: a) pré-instabilidade; b) durante a instabilidade; e c) p6s-
instabilidade

Feito isso, calculamos o EC' (eigenvector centrality) do grafo, ou seja, uma medida que
computa a importancia de cada vértice do grafo gerado. A ideia por tras do autovalor de
centralidade é que a importancia de um vértice é diretamente proporcional as importancias
dos vértices aos quais esta conectado (ver segéo. Em outras palavras, estamos computando

a importancia de cada tripleto para o sistema.
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4.6 RESULTADOS OBTIDOS

Apresentamos os resultados obtidos com a Interaction Information (11) e Total Correlation
(TC). A interpretacdo da I esta relacionada a quantidade de informac3o sobre uma variavel
X que serad ganha ou perdida ao levar em consideracdo uma varidvel Z em adicao a outra
varidvel Y. Se I1(X;Y;Z) for préximo de zero, entdo X e Y sdo independentes dado Z,
indicando que Z explica completamente a relacdo entre X e Y. Quanto mais distante de zero
for I1(X;Y; Z), haverd uma interacdo significativa entre X, Y e Z.

Para Total Correlation, sua interpretacdo esta relacionada ao grau de incerteza associado com
as trés varidveis simultaneamente. Se ha dependéncia entre as varidveis, a entropia conjunta
sera menor, indicando uma reducao na incerteza quando uma dessas variaveis for conhecida.
Uma alta 7'C' indica que as variaveis estao fortemente relacionadas e que o conhecimento de
uma variavel reduzird substancialmente a incerteza sobre as outras duas.

Em cada periodo selecionado, foram calculadas as médias da Interaction Information e Total
Correlation para todas as janelas compreendidas neste periodo.

Para efeito de resultados, trabalharemos com os 100 tripletos mais sinérgicos. Ou seja, em
cada periodo é aplicado o método z-score a medida de informacao multivariada calculada e
sao selecionados os valores mais positivos. O método z-score, ou pontuacdo padrao, consiste
numa maneira de redistribuir os dados em termos de sua relacdo com a média e o desvio
padrao deles. Obter um z-score é simplesmente mapear os dados em uma distribuicdo cuja
média é definida como 0 e cujo desvio padrdo é definido como 1.

Calculamos os EC's (eigenvector centrality) do grafo e construimos o hypergrafo dos 20

tripletos de maior EC.

4.6.1 Periodo Pré-Instabilidade

Como explicado anteriormente, foi selecionado o periodo entre 02/04/2019 e 21,/04,/2020,
e foram calculadas as médias da Interaction Information e da Total Correlation para todas as
janelas compreendidas neste periodo.
Foram selecionados os 100 tripletos sinergicamente mais representativos, calculados os EC's

(eigenvector centrality) do grafo e construimos o hypergrafo dos 20 tripletos de maior EC.
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4.6.1.1 Resultados Il na pré-instabilidade

4

Figura 19 — Grafo produzido com a utilizacdo da biblioteca NetworkX do Python dos 100 tripletos mais
relevantes com a Interaction Information média no periodo pré-instabilidade

Calculamos os EC's (eigenvector centrality) do grafo, obtendo como resultado a tabela

Tabela 1 — Tripletos x Eigenvalues centrality para Interaction Information média da pré-instabilidade

Tripleto Eigenvalue centrality
23 — [ADBE, NFLX, PG] 0.24828918281476972
03 — [NFLX, PG, TMO] 0.235193558587225
09 — [AAPL, NFLX, PG] 0.2329155141591195
26 — [AMZN, NFLX, PG] 0.2093964519343948

05 — [CRM, NFLX, PG]
25 - [AVGO, NFLX, PG]
17 - [ABBV, NFLX, PG]
16 — [JNJ, NFLX, PG]
53 - [GOOGL, NFLX, PG]
58 — [NFLX, PEP, PG]
15 - [AMT, NFLX, PG]
44 - [AMGN, NFLX, PG]
11 - [ABT, NFLX, PG]
48 — [LLY, NFLX, PG]
35 — [CVS, NFLX, PG]
90 — [COST, NFLX, PG]

0.2058040274794558

0.20515768567781395
0.20123614419412175
0.19538691293427332
0.19169787870455418
0.1886709244474578

0.18625880192124103
0.18400641996432868
0.18294075720861863
0.18197645665688025
0.18107609873343916
0.17656789758084002

Fonte: o autor

Criamos um histograma com 30 subdivisGes para os autovalores de centralidade e representado
na figura [20
Notamos que, no periodo pré-instabilidade, a maioria dos tripletos apresenta um EC' abaixo

de 0.15. Dois grupos se destacam: um deles com EC entre 0.17 e 0.21, e um outro grupo
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Figura 20 — Histograma dos EC's para Interaction Information média da pré-instabilidade

® Ko

Figura 21 — Hubs no Hypergrafo com os 20 tripletos com maior centralidade de autovetor para sinergia na
Interaction Information média da pré-instabilidade

menor, com apenas 3 tripletos, possuem um EC' acima de 0.23 e formado pelos tripletos:
[ADBE, NFLX, PG], [NFLX, PG, TMO] e [AAPL, NFLX, PG]|. Note ainda que as empresas
NFLX e PG formam um link (aresta) comum a este grupo, bem como ao grupo intermediério

de centralidades (conf. tabela (1| e figura [21)).

Para os 100 tripletos mais representativos por redundancia, foram refeitas todas as construcées
acima descritas e obtido o hypergrafo descrito na figura [22]

Agora, a maioria dos tripletos apresenta um E'C' abaixo de 0.10. Um grande grupo se destaca
com EC entre 0.19 e 0.20, e 2 tripletos possuem EC' de 0.22 e 0.24 formados por: [AXP, BA,
BAC] e [BA, BAC, PFE]. Note ainda que as empresas BA e BAC formam um link (aresta)

comum a este grupo, bem como ao grupo intermediario de autovalores.
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@ VDT

Figura 22 — Hubs no Hypergrafo com os 20 tripletos com maior centralidade de autovetor para redundancia

na Interaction Information média da pré-instabilidade

4.6.1.2 Resultados TC na pré-instabilidade
Como explicado anteriormente, foi calculada a média da Total Correlation para todas as
janelas compreendidas neste periodo. Foram selecionados os 100 tripletos mais representativos,

produzida a matriz de incidéncia desses tripletos e construido o grafo associado a essa matriz

(confira Figura 23).

Figura 23 — Grafo produzido com a utilizacdo da biblioteca NetworkX do Python dos 100 tripletos mais
relevantes com a Total Correlation média da pré-instabilidade da pandemia da COVID-19
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Calculamos os EC's (eigenvector centrality) do grafo, obtendo como resultado a tabela

Tabela 2 — Tripletos x Eigenvalues centrality para Total Correlation média da pré-instabilidade

Tripleto

Eigenvalue centrality

00 — [AXP, BAC, PFE]
08 — [BAC, PFE, WMT]
03 — [BAC, PFE, V]

04 — [BAC, PFE, UNH]
12 - [BA, BAC, PFE]
11 - [BAC, HD, PFE]
05 — [BAC, MCD, PFE]
43 — [BAC, CSCO, PFE]
30 - [BAC, KO, PFE]
44 - [BAC, JPM, PFE]
24 — [BAC, CVX, PFE]
19 — [BAC, INTC, PFE]
80 — [BAC, LMT, PFE]
32 - [BAC, MDT, PFE]
22 — [ACN, BAC, PFE]
58 — [BAC, NVDA, PFE]
99 — [BAC, MRK, PFE]
51 — [BAC, MSFT, PFE]
65 — [BAC, MA, PFE]
79 — [BAC, NKE, PFE]

0.27936235298499545
0.18828235037436156
0.1879454391077968

0.18113477311376705
0.17228382877905551
0.16809866701843199
0.16760016187396456
0.16722177785119965
0.16330236128246617
0.15976553363009624
0.15916516849096127
0.15874726697594244
0.1586784109533024

0.15801403928582253
0.15765364519289365
0.15410316754061495
0.15410316754061495
0.1490973028132884

0.1490973028132884

0.1490973028132884

Fonte: o autor

Criamos um histograma com 30 subdivisdes para os autovalores de centralidade e representado

na figura [24]

Figura 24 — Histograma dos EC'’s para Total Correlation média da pré-instabilidade da pandemia

Frequéncia

20

Histograma de Frequéncia

=
o

=
o

0.10 0.15
Valores

Observamos que a maioria dos tripletos para T'C' apresentam um E'C' abaixo de 0.1. Um

Unico tripleto se destaca, possui um EC' acima de 0.27 e formado pelas empresas AXP, BAC e

PFE. Note ainda que as empresas NFLX e PG formam um link (aresta) comum a este grupo,

bem como ao grupo intermediario de autovalores (conf. tabela [2)).
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Figura 25 — Hubs no Hypergrafo com os 20 tripletos com maior centralidade de autovetor para Total Corre-
lation média na pré-instabilidade

4.6.2 Periodo de instabilidade da pandemia

Da mesma forma que no periodo pré-instabilidade, foi selecionado o periodo entre 04,/02/2020
e 07/08/2020, e calculadas as médias da Interaction Information e da Total Correlation para

todas as janelas compreendidas neste periodo.

4.6.2.1 Resultados Il durante a instabilidade

Novamente, foram selecionados os 100 tripletos mais representativos, produzida a matriz de
incidéncia desses tripletos e construido o grafo associado a essa matriz (confira figura e
obtidos os resultados apresentados na tabela 3 e na figura [27]

Observamos que, durante a fase critica da pandemia da COVID-19, mais de 40% dos tripletos
apresenta um EC' muito préximo de zero. Um Unico tripleto, formado pelas empresas ADBE,

GOOGL e MSFT, se destaca isolado com com EC' de 0.307 (conf. tabela [3)).

4.6.2.2 Resultados TC durante a instabilidade

Da mesma forma, foi calculada a média da Total Correlation para todas as janelas com-

preendidas neste periodo, obtendo os seguintes resultados apresentados nas figuras [30)
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Figura 26 — Grafo produzido com a utilizacdo da biblioteca NetworkX do Python dos 100 tripletos mais
relevantes com a Interaction Information média durante a instabilidade da pandemia
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Figura 27 — Histograma dos EC's para Interaction Information média na instabilidade da pandemia

77 e tabela [4]

4.6.3 Periodo apos a instabilidade da pandemia

4.6.3.1 Resultados Il apés a instabilidade

Foi selecionado o periodo entre 04/01/2021 e 17/12/2021, e calculada a média da Inte-
raction Information para todas as janelas neste periodo, obtendo os resultados das figuras 33|

e[36] bem como da tabela [6]
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Tabela 3 — Tripletos x Eigenvalues centrality para Interaction Information média na instabilidade da pandemia

Tripleto

Eigenvalue centrality

00 — [ADBE GOOGL MSFT]
04 — [CRM GOOGL MSFT]
02 — [ADBE CRM MSFT]
44 — [ADBE META MSFT]
12 - [GOOGL META MSFT]
09 — [ADBE INTC MSFT]
63 — [ADBE MSFT TMO]
33 — [ADBE COST MSFT]
14 - [ADBE AMZN MSFT]
11 - [AMZN GOOGL MSFT]
05 — [AAPL ADBE MSFT]
30 — [ADBE AVGO MSFT]
89 — [ADBE AMGN MSFT]
83 — [GOOGL MSFT TMO]
24 - [GOOGL INTC MSFT]
03 — [AAPL GOOGL MSFT]
15 — [ADBE ENPH MSFT]
21 - [COST GOOGL MSFT]
43 — [ADBE LLY MSFT]

69 — [AVGO GOOGL MSFT]
54 — [ADBE MSFT NFLX]

0.30745091082965
0.23864745271723173
0.22437178897602755
0.1864806736592571
0.18478029880481323
0.1843460966067093
0.1828379303446331
0.18137475492143273
0.18133253335517757
0.17335432053936342
0.17283759895451334
0.17236059527816386
0.16997825353297658
0.16892731721702955
0.1657937543281542
0.16572994287524928
0.16569366599453472
0.16282241264287764
0.16216660059856852
0.16200098215823824
0.15833372184255395

Fonte: o autor

@ COsT

Figura 28 — Hubs no Hypergrafo com os 20 tripletos com maior centralidade de autovetor para sinergia na

Interaction Information média durante a instabilidade da pandemia da COVID-19

4.6.3.2 Resultados TC apds a instabilidade

Foi selecionado o periodo entre 04/01/2021 e 17/12/2021, e calculada a média da Total

Correlation para todas as janelas compreendidas neste periodo, obtendo os resultados apre-

sentados nas figuras [37] [38] [39] [40] e tabela [6]
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Figura 29 — Hubs no Hypergrafo com os 20 tripletos com maior centralidade de autovetor para redundancia
na Interaction Information média durante a instabilidade da pandemia da COVID-19

Figura 30 — Grafo produzido com a utilizacdo da biblioteca NetworkX do Python dos 100 tripletos mais
relevantes com a Total Correlation média durante a instabilidade da pandemia da COVID-19
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Figura 31 — Histograma dos EC's para Total Correlation média na instabilidade da pandemia
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Tabela 4 — Tripletos x Eigenvalues centrality para Total Correlation média na instabilidade

Tripleto Eigenvalue centrality

04 — [AXP, BA, (]
01 - [BA, C, KOJ
32 - [BA, BAC, C]
36 — [BA, C, JPM]
07 - [BA, C, PG]
00 — [AMT, BA, C]
10 - [BA, C, V]

05 - [BA, C, LMT]
28 - [ABT, BA, (]
59 — [BA, C, CAT]
43 - [BA, C, WMT]
89 - [BA, C, IBM]
39 - [BA, C, CSCO]
83 — [BA, C, HD]
54 - [BA, C, PEP]
57 - [BA, C, JNJ]
64 — [BA, C, MMM]
91 - [ACN, BA, C]
99 — [BA, C, PFE]
14 - [AXP, BA, BAC]

0.2695692578698861
0.2088361470340198
0.1932026279787982
0.1867322775318642
0.17722245344614262
0.17578669500232955
0.17421731921758518
0.17144504387827278
0.16890497506758187
0.16646362163703216
0.1629117125452749
0.15963294866866046
0.1596329486686604.3
0.15939599791821016
0.15842090085905877
0.1569894244221844
0.1569894244221844
0.1569894244221844
0.1539095887659493
0.1388920470545299

Fonte: o autor

@ PM

Figura 32 — Hubs no Hypergrafo com os 20 tripletos com maior centralidade de autovetor para Total Corre-

lation média na instabilidade da pandemia da COVID-19
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Figura 33 — Grafo produzido com a utilizacdo da biblioteca NetworkX do Python dos 100 tripletos mais

relevantes com a Interaction Information média pouco depois a pandemia da COVID-19
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Figura 34 — Histograma dos EC's para Interaction Information média pouco depois a pandemia da COVID-19
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Tabela 5 — Tripletos x Eigenvalues centrality para Interaction Information média pés-pandemia

Tripleto Eigenvalue centrality

02 — [AMZN GOOGL LLY]
05 — [AAPL AMZN GOOGL]
20 - [AAPL GOOGL LLY]

03 — [AMZN GOOGL MSFT]
37 — [AMZN GOOGL NVDA]
06 — [ACN AMZN GOOGL]
71 — [AMZN CHTR GOOGL]
54 — [AAPL AMZN LLY]

25 — [AMZN GOOGL KO]
47 — [ AMGN AMZN GOOGL]
07 — [ AMGN AMZN LLY]
42 — [AMZN CHTR LLY]

19 - [AMZN LLY NVDA]

38 — [GOOGL LLY NVDA]
23 — [AMZN BRK-A GOOGL]
50 — [CHTR GOOGL LLY]
93 — [AMZN GOOGL NFLX]
30 — [GOOGL LLY MSFT]
00 — [AAPL GOOGL MSFT]
62 — [AMZN CVX GOOGL]
49 - [AMGN GOOGL LLY]

0.29088312618306456
0.20549599896274814
0.17471149490035298
0.17021140168330906
0.16760992525227822
0.1620655308490949

0.16081548473416657
0.15874298430350361
0.15283547795675903
0.15131192544711933
0.15069466296268777
0.14971183339238325
0.1492814552345015

0.14240532760682797
0.14173792144767966
0.1402844926793168

0.13994011265631767
0.13893064825804854
0.13890646972814388
0.13809723836426568
0.13722789179999256

Figura 35 — Hubs no Hypergrafo com os 20 tripletos com maior centralidade de autovetor para sinergia na
Interaction Information média na pés-pandemia da COVID-19

Fonte: o autor

| @ NFLX
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Figura 36 — Hubs no Hypergrafo com os 20 tripletos com maior centralidade de autovetor para redundancia
na Interaction Information média na pés-pandemia da COVID-19

Figura 37 — Grafo produzido com a utilizacdo da biblioteca NetworkX do Python dos 100 tripletos mais
relevantes com a Total Correlation média pouco depois a pandemia da COVID-19



Histograma de Frequéncia

Frequéncia

0.10 0.15 0.20
Valores

Figura 38 — Histograma dos EC'’s para Total Correlation média pouco depois a pandemia da COVID-19

Tabela 6 — Tripletos x Eigenvalues centrality para Total Correlation média pds-pandemia

Tripleto Eigenvalue centrality

00 — [CSCO, PFE, UNH] 0.23327170102711306
01 - [C, CSCO, PFE] 0.19609170853544186
02 — [CSCO, INTC, PFE] 0.1871877755290601

04 — [CSCO, MA, PFE] 0.18290221255267652
05 — [AVGO, CSCO, PFE] 0.1828992732334619

06 — [CSCO, PEP, PFE] 0.1789384125539855

26 — [CMCSA, CSCO, PFE] 0.17875744242345887
09 — [CRM, CSCO, PFE] 0.17760870810897733
08 — [ABT, CSCO, PFE] 0.17720707855870885
10 - [COST, CSCO, PFE] 0.17639394746633885
16 - [CSCO, PFE, VZ] 0.1752754440779152

15 — [ADBE, CSCO, PFE] 0.17413531555054748
18 — [AXP, CSCO, PFE] 0.17413531555054748
17 - [AMT, CSCO, PFE] 0.17288022888128943
23 — [CSCO, MMM, PFE] 0.17288022888128943
24 — [CSCO, DD, PFE] 0.17278733090660298
34 — [CSCO, IBM, PFE] 0.17278733090660298
22 - [ABBV, CSCO, PFE] 0.17257844720885718
25 — [CSCO, DOW, PFE] 0.17153899494069763
39 — [CSCO, GS, PFE] 0.17153899494069763
44 - [CSCO, PFE, TMO] 0.17153899494069763
42 — [CSCO, LMT, PFE] 0.16939221867784382
45 — [CSCO, HON, PFE] 0.16939221867784382
60 — [CSCO, META, PFE] 0.16939221867784382

75 — [CSCO, MRK, PFE] 0.16939221867784382

Fonte: o autor
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Figura 39 — Hubs no Hypergrafo com os 20 tripletos com maior centralidade de autovetor para sinergia na
Total Correlation média na pds-pandemia da COVID-19

Figura 40 — Hubs no Hypergrafo com os 20 tripletos com maior centralidade de autovetor para redundancia
na Total Correlation média na pés-pandemia da COVID-19
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Apresentamos uma aplicacdo da metodologia desenvolvida no artigo "Emergence of high-
order functional hubs in the human brain"de [Santos et al.| (2023), com o objetivo de estudar
as inter-relacGes entre as empresas participantes do S& P500.

Por questao de simplicidade e de limitacdo computacional disponivel, decidimos efetuar os
calculos para os 100 tripletos mais relevantes do mais dos 26 mil obtidos a partir das 55
empresas selecionadas para o estudo.

Como prova de conceito, aplicamos a metodologia descrita acima aos dados da bolsa de
valores, utilizando duas métricas de informacao multivariada, a Interaction Information e a
Total Correlation, que correspondem a generalizacdes alternativas da Mutual Information.
Escolhendo a discretizacao dos dados com 20 sub-intervalos e o nimero de 100 tripletos mais
relevantes por limitacdo computacional, observamos o surgimento de hubs de alta ordem com
a obtencdo dos autovetores de centralidade mais relevantes em cada situacao.

Encontramos resultados semelhantes aos obtidos por Santos et al.|(2023), bem como pudemos
observar que a utilizacdo de métricas de informacdo multivariadas se mostra uma ferramenta
capaz de medir a dependéncia ou independéncia entre variaveis que acreditamos serem esta-
tisticamente dependentes.

Identificamos que a utilizacdo da metodologia, bem como sua generalizacdo para hypergrafos
k-uniformes com k > 3, pode ser aplicada em diversas areas, desde sistemas complexos como
o cérebro humano até o mercado financeiro da bolsa de valores.

Por fim, visto que conseguimos avancar nos trabalhos mesmo com algumas limitacoes com-
putacionais e de obtencao de dados publicos gratuitos da bolsa de valores, uma perspectiva
futura seria investigar a aplicabilidade da metodologia para um nimero maior de empresas
correlacionadas, bem como outros grupos empresariais a serem selecionados e com acesso a

um banco de dados mais completo.
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APENDICE A - TEORIA DE REDES

As redes (networks) oferecem uma estrutura universal para codificar informacdes sobre
interacdes inerentes a um sistema complexo. Constituem uma teoria de enorme utilidade para
a descricdo deste tipo de sistema. De forma simplificada, estuda-se como as partes de um
sistema complexo e suas relacoes explicam o comportamento coletivo do sistema e a relacdo
deste com o ambiente que o circunda (BAR-YAM, [2022).

Por exemplo, em sistemas complexos como o cérebro humano ou a bolsa de valores, as intera-
cbes entre as partes n3o sdo totalmente conhecidas. Nestes casos, a teoria de grafos torna-se
uma excelente candidata para o estudo destes sistemas e, mais recentemente, a topologia
algébrica vem contribuindo de forma significativa a analise topoldgica dos dados de sistemas
complexos.

De forma simples, podemos definir uma rede (network) como uma colecdo de objetos inter-
conectados. Deste modo, os conceitos de rede e de grafo sdo praticamente indistinguiveis. Os
objetos s3o os vértices do grafo que representa a rede e as conexdes suas arestas.

Para uma visao geral da gama de aplicacGes da teoria de redes nos mais variados campos do
saber, indicamos alguns trabalhos de Barabasi (BARABASI, [2016; BARABASI; FRANGOS, 2014),
de van Steen (STEEN; STEEN, 2010) e de Newman (NEWMAN, 2018; NEWMAN, 2003). Veremos
abaixo os trés modelos mais comuns de redes complexas: redes aleatérias (random networks),

redes de mundo pequeno (small-world networks) e redes sem escala (scale-free networks).

A.1 REDES ALEATORIAS (RANDOM NETWORKS)

Redes aleatérias (random networks) s3o representadas por grafos nos quais a conexdo de
dois vértices por uma aresta depende de uma distribuicdo de probabilidade pré-estabelecida.
Embora o estudo de grafos aleatérios seja comumente associado aos nomes de Paul Erdos
e Alfréd Rényi, com seus aclamados artigos nas décadas de 1950 e 1960 (ERDOS; RENYI,
1959; ERDOS; RENYI, |1960; [ERDOS; RENYI, |1964), Newman (NEWMAN, [2018) aponta como os
pioneiros neste estudo seriam Solomonoff e Rapoport (SOLOMONOFF; RAPOPORT, [1951).
Para definir grafos aleatérios de Erdds e Rényi (ER random graphs), ha pelo menos duas
formas que consideramos equivalentes nesta dissertacdo. Na primeira, consideramos um grafo

ndo orientado ER(n,p) de ordem n e com a probabilidade de conex&o entre dois vértices
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distintos quaisquer igual a p; na segunda, dada uma quantidade m de arestas, a escolhemos
aleatoriamente arestas incidindo a pares de vértices, distintos ou nao.
Vejamos algumas de suas principais caracteristicas e propriedades:

A distribuicdo do grau dos vértices em um grafo ER(n,p) é dada por

P = (")t

e o valor médio do grau dos vértices, representado na literatura por ¢, serd dado por

c:gfkpwgzgfk<”;1>ﬁw1—mnlk

O resultado acima diz que, em média, o grau do vértice (nimero de arestas conectadas a um
vértice) € igual ao produto da probabilidade de conexdo entre dois vértices distintos quaisquer
p pelo nimero n — 1 dos demais vértices (NEWMAN, 2018).

Deste modo,
c

p=—7 (A1)

Estatisticamente, observa-se que para n — oo teremos que p — 0 e, utilizando expansdo em

série de Taylor e a equacdo [A.1], obtemos que

12

“) (n=1=ke .. (A.2)

ln[(l—p)”_l_k}:(n—l—k) 111(1—71_1

n—1
Compondo com a func3o exponencial, obtemos (1 — p)"~17F ~ =€,

Além disso, para n >> 0, temos que

n—1\  (n—1) N(n—l)k
k) (m—1—k)W — &

Portanto, podemos concluir que distribuicdo de grau para um ndmero de vértices n > 0 é

dada por:

(=1 c_<n—1)k( c )’“ o _cre
Ph)= e =", Z1) =& (A-3)

Observe que a expressao é exatamente a distribuicdo de Poisson. Dessa forma, para o
nimero de vértices n > 0, o grafo de Erdos e Rényi FR(n,p) tem uma distribuicdo de grau

de Poisson e é chamado de grafo aleatério de Poisson.
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Por fim, vale ressaltar que grafos aleatérios de Poisson apresentam vérias limitacoes
IMAN, [2018). Por exemplo, grafos aleatérios ndo apresentam correlagdo entre os graus de
vértices adjacentes, comportamento oposto ao de redes reais. Além disso, muitas das redes
reais apresentem agrupamentos de vértices em “comunidades”, enquanto que grafos aleatérios
ndo apresentam tal comportamento. Mas talvez a maior discordancia entre grafos aleatérios
e grafos reais esteja em suas distribuicdes de grau. Isso ocorre porque grande parte das redes
reais apresentam distribuicdo de cauda longa (right-skewed distribution), na qual a maioria
dos vértices tem baixo grau e poucos vértices, na cauda da distribuicdo, possuem alto grau
(hubs). Redes aleatdrias, por sua vez, apresentam uma distribuicdo de grau do tipo Poisson,

sem grandes discrepancias de valor de grau dos vértices.

A
A

A

Figura 41 — Grafo ER(50,0.5) gerado com o pacote Networkx implementado na linguagem de programacéo
Python

A.2 REDES DE MUNDO PEQUENO (SMALL-WORLD NETWORKS)

As redes de mundo pequeno (small-world networks) apresentam grande similaridade com
os grafos aleatérios K R. Temos de fato um valor médio baixo para os comprimentos dos

caminhos minimos, contudo existe a tendéncia de se formar pequenos clusters na rede.

Watts e Strogatz (WATTS; STROGATZ, [1998) foram os primeiros a criar um algoritmo para

este tipo de rede.
Segue a descricdo do algoritmo:

Considere um conjunto de n vértices {vl, vn} e um numero par k. Para garantir que o grafo
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terd poucas arestas, escolha n > k > In(n) .

12 passo: Ordene os n vértices em uma circunferéncia e, para cada vértice, ligue os primeiros
k/2 vértices vizinhos no sentido horério e depois os k/2 vértices vizinhos no sentido anti-
horério.

22 passo: Com uma probabilidade p, troque a aresta (u,v) por uma aresta (u,w) , em que
w é um vértice diferente de u e (u,w) é uma aresta ainda n3o existente do grafo.

Vamos nos referir ao grafo aleatério de Watts-Strogatz por WS(n,p, k) .

Figura 42 — Grafo de Watts-Strogatz W.S(50,2,0.3) gerado com o pacote Networkx implementado na lingua-
gem de programacdo Python

A seguir apresentamos dois aspectos vantajosos do modelo W.S em relacao a outros modelos
de redes, caso do E'R, por exemplo.

A primeira é que redes WS apresentam transitividade compativel com redes reais, propriedade
mensuravel a partir do coeficiente de agrupamento da rede. Redes reais costumam ter alto
coeficiente de agrupamento (NEWMAN, 2018). A segunda vantagem é a possibilidade em
observar em redes WS o efeito de mundo pequeno (small-world effect). Esse efeito faz com
que o comprimento de caminho entre qualquer par de vértices na rede seja pequeno, mesmo

apresentando uma grande quantidade de vértices (BARABASI; FRANGOS, 2014).

A.3 REDES SEM ESCALA (SCALE-FREE NETWORKS)

Quando a distribuicdo dos graus dos vértices de em uma rede segue uma lei de poténcia
dizemos que a prépria rede segue uma lei de poténcias.

Assim, a probabilidade de um vértice arbitrario ter grau k serad dada por

P(k) = Ck™® (A.2)
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onde C' e « sdo constantes, respectivamente, a constante de normalizacao e o expoente de
escala.

Na literatura, as redes que seguem uma distribuicdo de lei de poténcia sdo também chamadas
redes livres de escala (scale-free networks). A razdo disso é que uma lei de poténcia é a Unica
distribuicdo que tem a mesma forma qualquer que seja a escala em que olhemos (NEWMAN,
2005). Observa-se que muitas redes no mundo real s3o descritas por modelos livres de escala
que possuem expoente de escala 2 < o < 3.

Ha algumas maneiras de visualizar e detectar leis de poténcia associadas a redes livres de

escala. A seguir apresentamos algumas (NEWMAN, 2018).

Uma primeira e mais simples forma de analisar leis de poténcia para redes livres de escala é
utilizar um histograma da distribuicdo do grau com retangulos (bins) de largura maior, para
que mais amostras sejam abrangidas por cada retangulo. Essa escolha implica em menos ruidos
(oscilagdes) na cauda do histograma, mas reduz o nivel de detalhamento da amostra. Uma
alternativa para superar esse ultimo problema seria utilizar retangulos de tamanhos diferentes
em diferentes regides do histograma.

Uma segunda forma de explorar leis de poténcia para redes livres de escala é construir uma

funcao de distribuicao cumulativa, definida por
Pk)=>_ P(r). (A.5)
r=k

Aqui P(k) representa a fracdo dos vértices que possuem grau maior ou igual a k, ou ainda, a
probabilidade de que um vértice escolhido aleatoriamente tenha grau maior ou igual a k. Uma
das vantagens de se construir uma funcdo de distribuicdo cumulativa P(k) é que quando a
distribuicdo de grau P(r) segue uma lei de poténcia com expoente de escala «, P(k) também
segue uma lei de poténcia. A diferenca é que o expoente de escala para P(k) sera igual a
a — 1. Outra vantagem é que neste caso ndo é necessario se preocupar com a melhor escolha
da largura dos retangulos em um histograma, preocupacao associada a construcdo anterior.

Por outro lado, a escolha pela construcdo da funcdo de distribuicdo cumulativa também tem
suas desvantagens. A mais séria delas é que pontos consecutivos em um grafico cumulativo
sao correlacionados e valores adjacentes n3o s3o todos independentes. Consequentemente,
por exemplo, nao podemos obter o valor do expoente de escala « da distribuicao de lei de
poténcia a partir do ajuste da inclinacao da porcdo “reta” da curva. Em vez disso, podemos

obter o expoente de escala « diretamente a partir dos dados, via expressao (NEWMAN,
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2018; CLAUSET; SHALIZI; NEWMAN, 2009)

a:1+N[§ijln(kk"l>]_l (A.6)

min ~ 9
onde k,,;, € o grau minimo para o qual a lei de poténcia vale e N é o nimero de vértices com

grau maior ou igual a k.
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APENDICE B - TABELA DE TICKETS x EMPRESAS

Codigo/Ticket Nome da empresa
1 - [AAPL] Apple Inc.
2 - [ABBV] AbbVie
3 - [ABT] Abbott Laboratories
4 — [ACN] Accenture
5 — [ADBE] Adobe Inc.
6 — [AMGN] Amgen
7 - [AMT] American Tower Corporation
8 — [AMZN] Amazon
9 — [AVGO] Broadcom
10 - [AXP] American Express
11 - [BA] Boeing
12 — [BAC] Bank of America Corp
13 — [BRK-A] Berkshire Hathaway Inc Class A
14 - [C] Citigroup Inc
15 — [CAT] Caterpillar Inc.
16 — [CHTR] Charter Communications
17 - [CMCSA] Comcast
18 — [COST] Costco
19 — [CRM] Salesforce
20 - [CSCO] Cisco Systems
21 — [CVS] CVS Caremark
22 - [CVX] Chevron
23 - [DD] DuPont
24 — [DIS] The Walt Disney Company
25 — [DOW] Dow Jones Industrial Average
26 — [ENPH] Enphase Energy Inc.

27 - [META]

Meta




Cédigo/Ticket Nome da empresa

28 — [GOOGL] Alphabet Inc Class A

29 - [GS] Goldman Sachs Group Inc.
30 — [HD] The Home Depot

31 — [HON] Honeywell

32 — [IBM] IBM

33 - [INTC] Intel

34 — [UNJ] Johnson & Johnson

35 - [JPM] JPMorgan Chase & Co
36 — [KO] The Coca-Cola Company
37 — [LLY] Eli Lilly and Company
38 — [LMT] Lockheed Martin

39 — [MA] Mastercard

40 - [MCD] McDonald's

41 - [MDT] Medtronic

42 - [MMM] 3M

43 — [MRK] Merck Sharp and Dohme
44 — [MSFT] Microsoft

45 - [NFLX] Netflix

46 - [NKE] Nike, Inc.

47 — [NVDA] Nvidia

48 — [PEP] PepsiCo

49 — [PFE] Pfizer

50 - [PG] Procter Gamble

51 - [TMO] Thermo Fisher Scientific Inc.
52 — [UNH] UnitedHealth Group

53 — [V] Visa

54 - [VZ] Verizon Communications

55 — [WMT] Walmart
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In [ ]:

In [ ]:

In [ ]:

APENDICE C - CODIGO PYTHON

import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

import numpy as np

import seaborn as sns

import yfinance as yf

import networkx as nx

from scipy.stats import zscore
import hypernetx as hnx

## Rodados em:

## pandas version: 1.3.5

## numpy version: 1.18.2

## seaborn version: 0.10.0

## yfinance version: 0.2.18

## networkx version: 2.4

##

print('pandas version:',pd. version_ )
print('numpy version:',np._ version_ )
print('seaborn version:',sns. version )
print('yfinance version:',yf. version_ )
print('networkx version:',nx. version_ )

05/03/2024 08:31

#Funcdo para salva imagem de hypergrafo 3-uniforme ordenado pela ce

ntralidade
def hypergraph(tripl filt,name fig):

tripl filt=tripl filt.sort values(by='centralite', ascending=Fa

1se)

lista de triplas = [list(row) for row in tripl filt[['Varl', 'Va

r2','Vvar3']].values]
Hl=hnx.Hypergraph(lista_de_ triplas)
hnx.draw(H1)
plt.savefig(name fig)
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In [ ]:

05/03/2024 08:31

#Forma geral para gerar os resultados em fung¢do da métrica com os t
empos

def centralidade_tripletos_sinerg(triplets):

#Exemplo triplets=interac avg(l,246) e name=pos TC

# Aplicar Z-score a coluna 'compute'
triplets['compute zscore'] = zscore(triplets[ 'compute'])

#triplets[ 'compute zscore'].hist(bins=30)

triplets_ordenados = triplets.sort values(by='compute zscore',
ascending=False)

tripl filt=triplets ordenados[:100]

tripl filt=tripl filt.reset index()

#tripl filt

#Criando grafo
G=nx.Graph()
for i in range(0,len(tripl filt)-1):
for j in range(i+l,len(tripl filt)):
Cl={tripl filt.at[i,'Varl'],tripl filt.at[i,'Var2'],tri
pl filt.at[i, 'Var3']}
C2={tripl filt.at[j,'Varl'],tripl filt.at[j,'Var2'],tri
pl filt.at[]j, 'Var3']}
if (len(Cl & C2)==2):
G.add _edge(i,J)

eigenvector centrality = nx.eigenvector centrality(G)
sorted_eigenvector centrality reverse = dict(sorted(eigenvector
_centrality.items(),
key=lambda
item: float(item[1l]), reverse=True))

tripl filt['centralite'] = dict(sorted(eigenvector centrality.i
tems (), key=lambda item: float(item[O0]),
reverse=False) ) .values()

return tripl filt
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In [ ]:

05/03/2024 08:31

#0btendo tabela com centralidades para redundancia
def centralidade tripletos redun(triplets):
#Exemplo triplets=interac avg(l,246) e name=pos TC

# Aplicar Z-score a coluna 'compute'
triplets['compute zscore'] = zscore(triplets[ 'compute'])

#triplets[ 'compute zscore'].hist(bins=30)

triplets ordenados = triplets.sort values(by='compute zscore',
ascending=True)

tripl filt=triplets ordenados[:100]

tripl filt=tripl filt.reset index()

#tripl filt

#Criando grafo
G=nx.Graph()
for i in range(0,len(tripl filt)-1):
for j in range(i+l,len(tripl filt)):
Cl={tripl_ filt.at[i,'Varl'],tripl filt.at[i, 'Var2'],tri
pl filt.at[i, 'Var3']}
C2={tripl filt.at[j,'Varl'],tripl filt.at[j,'Var2'],tri
pl filt.at[]j, 'Var3']}
if (len(Cl & C2)==2):
G.add edge(i,Jj)

eigenvector centrality = nx.eigenvector centrality(G)
sorted_eigenvector centrality reverse = dict(sorted(eigenvector

_centrality.items(),

key=lambda
item: float(item[1l]), reverse=True))

tripl filt['centralite'] = dict(sorted(eigenvector_ centrality.i
tems (), key=lambda item: float(item[O0]),
reverse=False)).values()

return tripl filt

BASICO
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In [ ]: # Calcula a média da mutual information em determinado periodo
def mutua avg(start,end):
dataframe0O=pd.read_csv('DADOS/MUTUA_ INFO/'+str(start)+'.csv', i
ndex_col=0)
for i in range(start+l,end+1):
dataframe=pd.read_csv('DADOS/MUTUA_ INFO/'+str(i)+'.csv', in
dex col=0)
dataframeO=dataframe0.add(dataframe, fill value=0)
dataframeO=dataframe0/( (end-start)+1)
return dataframe0

In [ ]: # Calcula a média da interaction information em determinado periodo
def interac_avg(start,end):
dataframeO=pd.read_csv( 'DADOS/II/'+str(start)+'.csv')
for i in range(start+l,end+1):
dataframe=pd.read _csv( 'DADOS/II/'+str(i)+'.csv')
dataframeO[ 'compute' ]=dataframeO[ 'compute'].add(dataframe['
compute'], fill value=0)
#print (i)
dataframeO[ 'compute' ]=dataframe0[ 'compute']/((end-start)+1)
return dataframe0

In [ ]: # Calcula a média da total correlation em determinado periodo
def correla_avg(start,end):
dataframeO=pd.read csv( 'DADOS/TC/'+str(start)+'.csv')
for i in range(start+l,end+1):
dataframe=pd.read_csv('DADOS/TC/'+str(i)+'.csv')
dataframeO[ 'compute' ]=dataframeO[ 'compute'].add(dataframel"
compute'], fill value=0)
#print (i)
dataframeO[ 'compute' ]=dataframeO[ 'compute']/((end-start)+1)
return dataframe0

In [ ]: #Calcula a entropia de uma variavel x
def entropy(x):
unique, counts = np.unique(x, return counts=True)
probs = counts / len(x)
return -np.sum(probs * np.log2(probs))

In [ ]: #Calcula a informacdo mutua entre duas varidveis x e y
def mutual information(x, y):
H x given_ y = conditional_entropy(x, y)
H x = entropy(x)
return H x - H x given y
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In [ ]: #Calcula a entropia condicional de x dado y
def conditional entropy(x, y):
unique_y, counts_y = np.unique(y, return counts=True)
probs y = counts_y / len(y)
H x given y = 0
for i in range(len(unique_y)):
y_val = unique y[i]
p_y = probs_y[i]
X _given y = x[y == y_val]
p_x given y = len(x _given_y) / len(y)
H x given y += p_y * entropy(x_given y) * p x given_ y
return H_x_given_y

In [ ]: #Calcula a entropia conjunta de x e y
def joint entropy 2(x, y):
combined xy = np.column_stack((x, y))
unique, counts = np.unique(combined xy, axis=0, return counts=T
rue)
probs = counts / len(combined xy)
return -np.sum(probs * np.log2(probs))

In [ ]: #Calcula a entropia conjunta de x, y e z
def joint entropy 3(x, y, 2z):
combined xyz = np.column_stack((x, y, 2z))
unique, counts = np.unique(combined xyz, axis=0, return counts=
True)
probs = counts / len(combined xyz)
return -np.sum(probs * np.log2(probs))

In [ ]: #Calcula a informagdo de interagcdo entre as varidveis x, y e z
def interaction_information(x, y, z):

H x = entropy(x)

H_y = entropy(y)

H z entropy(z)

H xy = joint entropy 2(x, y)

H _xz = joint entropy 2(x, z)

H yz = joint entropy 2(y, z)

H xyz = joint entropy 3(x, y, 2)

IT xyz = -H x - Hy - Hz + Hxy + Hxz + Hyz - H xyz

return II_xyz
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In [ ]: #Calcula a correlacdo total entre as varidveis x, y e z
def total correlation(x, y, 2z):
H x = entropy(x)
H_ y = entropy(y)
H z entropy(z)
H xyz = joint_entropy 3(x, y, 2)

TC_xXyz = H X + Hy + H z - H Xyz

return TC_xyz

In [ ]

#Retorna uma tabela com os tripletos calculados usando interaction
information
def interac_trip(data):
#interaction information
# Loop for para criar as linhas do DataFrame
dados_linhas=[]
II DF=pd.DataFrame()
for i in range(0,len(data.columns)-2):
for j in range(i+l,len(data.columns)-1):
for k in range(j+l,len(data.columns)):
linha={'Varl': data.columns[i], 'Var2': data.columns
[j1, 'Var3': data.columns[k],
'compute': interaction_ information(data[data
.columns[i]],data[data.columns[j]],
data[data
.columns[k]])}
dados_linhas.append(linha)
# Crie um DataFrame a partir da lista de dados de linhas
II_ DF = pd.DataFrame(dados_linhas)
return II_DF
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In [ ]: #Retorna uma tabela com os tripletos calculados usando total correl
ation
def total corr trip(data):
#interaction information
#Loop for para criar as linhas do DataFrame
dados_linhas=[]
TC DF=pd.DataFrame()
for i in range(0,len(data.columns)-2):
for j in range(i+l,len(data.columns)-1):
for k in range(j+l,len(data.columns)):
linha={'Varl': data.columns[i], 'Var2': data.columns
[§j1, 'Var3': data.columns[k],
'compute': total correlation(data[data.colum
ns[i]],data[data.columns[j]],
data[data.colum
ns[k]1)}
dados_linhas.append(linha)
#Crie um DataFrame a partir da lista de dados de linhas
TC_DF = pd.DataFrame(dados_linhas)
return TC_DF

In [ ]: #Retorna uma tabela com os valores médios para os dados pré-selecio
nados
def mean window(dataframe,start,end,window=20):
#Suponha que vocé tenha uma lista de DataFrames chamada dataframes
dataframes = []
#inicializar um DataFrame vazio para armazenar os valores de CORR
count=start
#calcular o cp para cada par de varidveis
for i in range(start,len(dataframe)+1):
if (window+i)<=len(dataframe):
if count <= end:
dataframes.append(dataframe[i:i+window])
count=count+1
#Inicialize o DataFrame médio com o primeiro DataFrame da lista
media dataframe = dataframes[0]
#Itere sobre os DataFrames restantes na lista e some-os ao DataFram
e médio
for df in dataframes[1l:]:
media_dataframe = media_dataframe.add(df, fill value=0)
#Divida o DataFrame médio pelo numero de DataFrames para calcular a
média
numero_de dataframes = len(dataframes)
media dataframe = media dataframe / numero de dataframes
return(media dataframe)

In [ ] #Forma geral para gerar os resultados em fung¢do da métrica com os t
empos - sineriga
def estudo tripletos sinerg(triplets,name):

#Exemplo triplets=interac _avg(1l,246) e name=pos_TC
#Aplicar Z-score a coluna 'compute'
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triplets[ 'compute zscore'] = zscore(triplets[ 'compute'])
triplets[ 'compute zscore'].hist(bins=30)

triplets ordenados = triplets.sort values(by='compute zscore',
ascending=False)

tripl filt=triplets_ordenados[:100]

tripl filt=tripl filt.reset index()

print(tripl filt[0:4])

#Criando grafo
G=nx.Graph()
for i in range(0,len(tripl filt)-1):
for j in range(i+l,len(tripl filt)):
Cl={tripl filt.at[i,'Varl'],tripl filt.at[i,'Var2'],tri
pl filt.at[i, 'Var3']}
C2={tripl filt.at[j,'Varl'],tripl filt.at[j,'Var2'],tri
pl filt.at[]j, 'Var3']}
if (len(Cl & C2)==2):
G.add edge(i,Jj)

#Definindo tamanho e titulo da figura
plt.figure(figsize=(10, 10))
plt.title('a)")
#Configuragcdo estética do grafo
node color = 'skyblue'
node_size = 100
edge _color = 'gray'
#Escolha um algoritmo de posicionamento do grafo
pos = nx.spring_ layout(G)
#Desenhe o grafo com o posicionamento especifico
nx.draw(G, pos=pos, with labels=True, node color=node_color, no
de_size=node size, edge_color=edge color)
plt.savefig('grafo trip '+name+'.png')
#Exiba o grafico
plt.show()

eigenvector_centrality = nx.eigenvector centrality(G)
sorted eigenvector centrality reverse = dict(sorted(eigenvector
_centrality.items(),
key=lambda
item: float(item[l]), reverse=True))

#Iterar sobre os primeiros n itens
for key, value in list(sorted eigenvector centrality reverse.it
ems())[:30]:
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In [ ]:

05/03/2024 08:31

print(f'Centralidade do tripleto: {key}, Valor: {value}')

print('\n")

LIST=[]
for i in list(sorted_eigenvector_centrality reverse)[:n]:
LIST.append(tripl filt.at[i, 'Varl'])
LIST.append(tripl filt.at[i, 'Var2'])
LIST.append(tripl filt.at[i, 'Var3'])
print(i,tripl filt.at[i,'Varl'],tripl filt.at[i, 'Var2'],tri
pl filt.at[i, 'Var3'])
LIST ONLY=1list(set(LIST))

#Extraia as chaves e valores do diciondrio
categorias = list(sorted eigenvector centrality reverse.keys())
valores = list(sorted eigenvector centrality reverse.values())

#Crie um histograma
plt.bar(categorias, valores)

#Adicione rotulos aos eixos
plt.xlabel('Tripletos')
plt.ylabel('Valores')

#Exiba o histograma
plt.show()

#Crie um histograma
plt.hist(valores, bins=15, edgecolor='black', alpha=0.7)

#Configure rétulos e titulo
plt.xlabel('Valores')
plt.ylabel( 'Frequéncia')
plt.title('Histograma de Frequéncia')
plt.savefig('Histo '+name+'.png')

#Exiba o histograma
plt.show()
return

#Forma geral para gerar os resultados em fung¢do da métrica com os t
empos

def estudo_tripletos_redun(triplets,name):

#Exemplo triplets=interac avg(l,246) e name=pos TC

#Aplicar Z-score a coluna 'compute'
triplets[ 'compute zscore'] = zscore(triplets[ 'compute'])

file:///Users/andre/Downloads/GERAL_PARTE_2-v1.html Péagina 9 de 21



97

GERAL_PARTE_2-v1 05/03/2024 08:31
triplets[ 'compute zscore'].hist(bins=30)

triplets ordenados = triplets.sort values(by='compute zscore',
ascending=True)

tripl_ filt=triplets_ordenados[:100]

tripl filt=tripl filt.reset index()

print(tripl filt[:4])

#Criando grafo
G=nx.Graph()
for i in range(0,len(tripl filt)-1):
for j in range(i+l,len(tripl filt)):
Cl={tripl filt.at[i,'Varl'],tripl filt.at[i,'Var2'],tri
pl filt.at[i, 'Var3']}
C2={tripl filt.at[j,'Varl'],tripl filt.at[j,'Var2'],tri
pl filt.at[]j, 'Var3']}
if (len(Cl & C2)==2):
G.add edge(i,J)

#Definindo tamanho e titulo da figura
plt.figure(figsize=(10, 10))
plt.title('a)’')

#Configuragcdo estética do grafo

node color = 'skyblue'
node_size = 100
edge color = 'gray'

#Escolha um algoritmo de posicionamento do grafo
pos = nx.spring layout(G)
#Desenhe o grafo com o posicionamento especifico
nx.draw(G, pos=pos, with_ labels=True, node color=node_color, no
de size=node size, edge color=edge color)
plt.savefig('grafo trip '+name+'.png')
#Exiba o grafico
plt.show()

eigenvector_centrality = nx.eigenvector centrality(G)
sorted eigenvector centrality reverse = dict(sorted(eigenvector
_centrality.items(),
key=lambda
item: float(item[l]), reverse=True))

#Iterar sobre os primeiros n itens
for key, value in list(sorted eigenvector centrality reverse.it
ems())[:30]:
print(key,tripl filt.at[key, 'Varl'],tripl filt.at[key, 'Var2
"],tripl filt.at[key, 'Var3'],value)
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print('\n')

LIST=[]

for i in list(sorted_eigenvector centrality reverse)[:n]:
LIST.append(tripl filt.at[i, 'Varl'])
LIST.append(tripl filt.at[i, 'Var2'])
LIST.append(tripl filt.at[i, 'Var3'])

LIST ONLY=list(set(LIST))

# Extralia as chaves e valores do diciondrio
categorias = list(sorted eigenvector centrality reverse.keys())
valores = list(sorted eigenvector centrality reverse.values())

# Crie um histograma
plt.bar(categorias, valores)

# Adicione rétulos aos eixos
plt.xlabel('Tripletos')
plt.ylabel('Valores')

# Exiba o histograma
plt.show()

# Crie um histograma
plt.hist(valores, bins=15, edgecolor='black', alpha=0.7)

# Configure roétulos e titulo
plt.xlabel('Valores')
plt.ylabel('Frequéncia')
plt.title('Histograma de Frequéncia')
plt.savefig('Histo '+name+'.png')

#Exiba o histograma
plt.show()
return
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In [ ]: #Selecionamos os tickets das 55 empresas da S&P500 no ano de 2019 a
2021.
tickets select = ['AAPL', 'ABBV', 'ABT', 'ACN', 'ADBE', 'AMGN', 'AM
T', 'AMZN',
'AVGO', 'AXP', 'BA', 'BAC', 'BRK-A', 'C', 'CAT',
"CHTR', 'CMCSA',
'‘cost', 'CRM', 'Csco', 'cvs', 'cvx' ,'DD', 'DIS',
'DOW', 'ENPH', 'META',
'GooGcL', 'Gs', 'mD', 'HON', 'IBM', 'INTC', 'JONJ',
'JPM', 'KO', 'LLY', 'LMT',
'MA', 'MCD', 'MDT', 'MMM', 'MRK', 'MSFT', 'NFLX',
'NKE', 'NVDA', 'PEP', 'PFE',
'pG', 'TMO', 'UNH', 'V', 'VZ', 'WMT']
In [ ]: #Baixamos os dados e verificamos se h& lacunas
data_ total=yf.download(tickets select, '2019-04-01','2021-12-31")
print('Falta de dados:',data_total.isna().sum().sum())
#data total.to csv('"data total.csv")
In [ ]: #Plot dos dados médios por dia em todo o periodo baixado
data_total[ 'Adj Close'].mean(1l).plot()
In [ ]: #Selecionamos a coluna adj close, tal selecdo faz sentido, pela def

inig¢do do adj close.

DF=(data_total[ 'Adj Close'].pct change()*100)[1:]

#Vamos discretizar os dados

DF_bin=DF.apply(lambda s: pd.gcut(s, 20, labels=False))

#Verificando se ha células vazias
print (DF_bin.isna().sum().sum())

#Imprimos algumas linhas do nosso dado discretizado

DF _bin.head()

#Salva os dados discretizados
#DF_bin.to csv('"data total bin.csv")
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#Defini tamanho da janela de tempo

window=20

#Cria uma tabela vazia

DFFF=pd.DataFrame /()

#Cria uma tabela separando-a em janelas de tempo
DFF=DF.rolling(window) .mean()

#Importante para o grdfico de comparag¢do para outras medidas
#Copia DFF em DFFI1
DFF1=DFF.copy()

#Para cada empresa é criada uma coluna de entropia para cada janela

de tempo
for name in DF bin.columns:
DFF[name + ' entropy'] = DF bin[name].rolling(window).apply(lam

bda x: entropy(x))

DFFF[name + ' entropy'] = DF_bin[name].rolling(window).apply(la
mbda x: entropy(x))
#DFF.to_csv("DF_WINDOW-50_ SHANNON.csv")

#Plota a entropia média das 55 empresas no periodo baixado
plt.figure(figsize=(8, 3))

plt.title('Entropia Média das 55 empresas')
plt.plot(DFFF[19:].mean(1l))

plt.xticks(rotation=45)

plt.savefig('Entropia media.png')

#Plota a entropia da apple calculada em janelas de tempo de tamanho
20

plt.title('Entropia em time moving window=20 APPLE')
DFF[19:][ 'AAPL entropy'].plot()
plt.savefig('AAPL entropy delta=20.png')

Mutual Information (Ml)

In

[

]:

#Retorna uma tabela com a mutual information calculada
def mutual info window(data):
# inicializar um DataFrame vazio para armazenar os valores de MI
mi df = pd.DataFrame(columns=data.columns, index=data.columns)
# calcular o MI para cada par de variaveis
for coll in data.columns:
for col2 in data.columns:
if coll != col2:
mi = mutual information(data[coll], data[col2])
mi df.at[coll, col2] = mi
mi_df=mi df.fillna(0)
return mi_df
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In [ ]

In [ ]

In [ ]

05/03/2024 08:31

#Calcula a mutual information para todas as janelas de tempo (de ta
manho 20) e armazaena em uma pasta
#inicializar um DataFrame vazio para armazenar os valores de MI
mi_df = pd.DataFrame(columns=DF_bin.columns, index=DF_bin.columns)
count=1
# calcular o MI para cada par de varidveis
for i in range(0,len(DF _bin)+1):
if (window+i)<=len(DF_bin):
for coll in DF_bin.columns:
for col2 in DF bin.columns:
if coll != col2:
mi = mutual_information(DF_bin[coll][i:i+window
], DF _bin[col2][i:i+window])
mi df.at[coll, col2] = mi

#mi_df.to_csv("/content/drive/MyDrive/Financial Tranding/Fi
nancial projec B3/Pasta Sem Titulo 2/MUTUA INFO-BINS 20/" + str(cou
nt)+ ".csv") #colab

mi df.to _csv("MUTUA_ INFO/" + str(count)+ ".csv") #maquina f
isica

count=count+1

mi_df = pd.DataFrame(columns=DF_bin.columns, index=DF_bin.c
olumns)

#Valor minimo de todas as mutual information calculadas
MIN=min(list([mutua_avg(l,246).min().min(),mutua_avg(213,322).mi
n().min(),mutua_avg(444,636).min().min()]))

#Valor maximo de todas as mutual information calculadas
MAX=max(list([mutua_avg(l,246).max().max(),mutua_avg(213,322).ma
X().max(),mutua_avg(444,636).max().max()]))

#Mapa de calor médio das Mutual Information dentre janelas 1 a 246
(PRE INSTABILIDADE)
sns.heatmap(mutua_avg(1l,246),cmap='RdY1Gn',vmin=MIN, vmax=MAX)

#Mapa de calor médio das Mutual Information dentre janelas 213 a 32
2 (DURANTE INSTABILIDADE)
sns.heatmap(mutua_avg(213,322),cmap='RdY1Gn',vmin=MIN, vmax=MAX)

#Mapa de calor médio das Mutual Information dentre janelas 444 a 63
6 (POS INSTABILIDADE)
sns.heatmap(mutua_avg(444,636),cmap='RdY1Gn',vmin=MIN, vmax=MAX)
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Interaction Information (ll)
+

Total Correlation (TC)
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In [ ]: #Calcula a interaction information e total correlation armazenando,
cada janela, em determinada pasta
#(para cada métrica)
# Inicialize uma lista vazia para armazenar os dados de cada linha
counte=1
# Loop for para criar as linhas do DataFrame
for e in range(0,len(DF_bin)-window+1):
dados_linhas_ II=[]
dados_linhas_TC=][ ]

II DF=pd.DataFrame()
TC DF=pd.DataFrame()
for i in range(0,len(DF_bin.columns)-2):
for j in range(i+l,len(DF_bin.columns)-1):
for k in range(j+1l,len(DF_bin.columns)):
linha II={'Varl': DF_bin.columns[i], 'Var2': DF_bin.
columns[j], 'Var3': DF bin.columns[k],
'compute': interaction information(DF bin
[DF_bin.columns[i]][e:e+window],
DF_bin
[DF_bin.columns[j]][e:etwindow],
DF_bin
[DF_bin.columns[k]][e:e+window])}
linha TC={'Varl': DF_bin.columns[i], 'Var2': DF_bin.
columns[j], 'Var3': DF bin.columns[k],
'compute': total correlation(DF_bin[DF bi
n.columns[i]][e:e+window],
DF bin[DF_bi
n.columns[j]][e:et+window],
DF_bin[DF_bi
n.columns[k]][e:e+window])}
dados_linhas_II.append(linha ITI)
dados_linhas TC.append(linha TC)
# Crie um DataFrame a partir da lista de dados de linhas
II_DF = pd.DataFrame(dados_linhas_1IT)
TC DF pd.DataFrame(dados_linhas TC)

#II DF.to _csv("/content/drive/MyDrive/Financial Tranding/Financ
ial projec B3/Pasta Sem Titulo 2/II-BINS 20/" + str(counte)+ ".csv"
) #COLAB

II DF.to_csv("DADOS/II/" + str(counte)+ ".csv") #PC FISICO

TC_DF.to _csv("DADOS/TC/" + str(counte)+ ".csv") #PC FISICO

counte=counte+l
II_DF=pd.DataFrame()
TC_DF=pd.DataFrame()

Estudo dos TRIPLETOS-lle TC
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PRE

In

In

In

In

In

[

]

05/03/2024 08:31

#Localiza o periodo de tempo antes da instabilidade

# Obs: Em 11 de margco de 2020, a COVID-19 foi caracterizada pela OM
S como uma pandemia

#Start: Start: 2019-04-02 End: 2019-05-01 | windows:1

#End: Start: 2020-03-23 End: 2020-04-21 | windows:246
DF.mean(1l).plot()

plt.axvline(x='2019-04-02"', color='red', linestyle='--', label='Dat
a Inicial')
plt.axvline(x='2020-02-07"', color='red', linestyle='--', label='Dat

a Final')

plt.xlabel('Data')

plt.ylabel('Média dos valores percentuais')
plt.title('Grafico com data destacada')
plt.grid(True)

plt.show()

#Calcula tripletos, grafo, EC sinergicos pre instabilidade com Inte
raction Information
estudo_tripletos sinerg(interac_avg(1l,246), 'PRE-SINERGIA-II')

#Calcula tripletos, grafo, EC sinergicos pre instabilidade com Tota
1 Correlation
estudo_tripletos_sinerg(correla avg(l,246), 'PRE-SINERGIA-TC')

#Calcula tripletos, grafo, EC redundante pre instabilidade com Inte
raction Information
estudo_tripletos redun(interac avg(1l,246), 'PRE-REDUNDANCIA-II')

#Calcula tripletos, grafo, EC redundantes pre instabilidade com Tot
al Correlation
estudo_tripletos redun(correla avg(l,246), 'PRE-REDUNDANCIA TC')

DURANTE
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In [ ]:

In [ ]:

In [ ]:

In [ ]:

In [ ]

POS

In [ ]

05/03/2024 08:31

#Localiza o periodo de tempo durante instabilidade
#Start: Start: 2020-02-04 End: 2020-03-04 | windows:213
#END: Start: 2020-07-10 End: 2020-08-07 | windows:322
DF.mean(1l).plot()

plt.axvline(x='2020-02-04', color='red', linestyle='--', label='Dat
a Inicial')
plt.axvline(x='2020-08-07', color='red', linestyle='--', label='Dat

a Final')

plt.xlabel('Data')

plt.ylabel('Média dos valores percentuais')
plt.title('Grafico com Data Enfatizada')
plt.grid(True)

plt.show()

#Calcula tripletos, grafo, EC sinergicos durante instabilidade com
Interaction Information
estudo_tripletos_sinerg(interac_avg(213,322), 'DURANTE-SINERGIA-II")

#Calcula tripletos, grafo, EC sinergicos durante instabilidade com
Total Correlation
estudo_tripletos_sinerg(correla avg(213,322), 'DURANTE-SINERGIA-TC')

#Calcula tripletos, grafo, EC redundantes durante instabilidade com
Interaction Information

estudo_tripletos redun(interac_avg(213,322), 'DURANTE-REDUNDANCIA-I
I')

#Calcula tripletos, grafo, EC redundantes durante instabilidade com
Total Correlation

estudo_tripletos redun(correla avg(213,322), 'DURANTE-REDUNDANCIA-T
c')

#Localiza o periodo de tempo pos instabilidade

#Start: Start: 2021-01-04 End: 2021-02-02 / windows: 444
#END: Start: 2021-11-18 End: 2021-12-17 | windows:666
DF.mean(1l).plot()

plt.axvline(x='2021-01-04"', color='red', linestyle='--', label='Dat
a Inicial')
plt.axvline(x='2021-10-07', color='red', linestyle='--', label='Dat

a Final')

plt.xlabel('Data')

plt.ylabel('Média dos valores percentuais')
plt.title('Grafico com Data Enfatizada')
plt.grid(True)

plt.show()
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#Calcula tripletos, grafo, EC sinergicos pos instabilidade com Inte
raction Information
estudo_tripletos_sinerg(interac_avg(444,636), 'POS-SINERGIA-II')

#Calcula tripletos, grafo, EC sinergicos pos instabilidade com Tota
1 Correlation
estudo_tripletos_sinerg(correla avg(444,636), 'POS-SINERGIA-TC')

#Calcula tripletos, grafo, EC redundantes pos instabilidade com Int
eraction Information
estudo_tripletos redun(interac_avg(444,636), 'POS-REDUNDANCIA-II')

#Calcula tripletos, grafo, EC redundantes pos instabilidade com Tot
al Correlation
estudo_tripletos_redun(correla_avg(444,636), 'POS-REDUNDANCIA-TC')

Hypergrafos

In

file:///Users/andre/Downloads/GERAL_PARTE_2-v1.html

[

]:

#Exemplos de hypergrafos

H1l = hnx.Hypergraph({'el': ['vl',
v4'1})

H2 = hnx.Hypergraph({'el': ['vl',
v6'1})

H3 = hnx.Hypergraph({'el': ['v4', 'v5', 'v6'], 'e2': ['v6e', 'v7', '
v8'1})

hnx.draw(H1)

v2', 'v3'], 'e2': ['v2', 'v3',6 '

v3', 'v5'], 'e2': ['v2', 'v5', '
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In

[

#

# INTERACTION INFORMATION

#

x 1 II=centralidade tripletos_sinerg(interac _avg(1l,246))
y_1 II=centralidade tripletos_ sinerg(interac_avg(213,322))
z_1 II=centralidade_ tripletos_sinerg(interac_avg(444,636))

x_2 II=centralidade_ tripletos_redun(interac_avg(1l,246))
y_2_ II=centralidade tripletos_redun(interac_avg(213,322))
z 2 II=centralidade tripletos redun(interac avg(444,636))

#

# TOTAL CORRELATION

#

x 1 TC=centralidade tripletos_ sinerg(correla avg(l,246))
y_1 TC=centralidade_ tripletos_sinerg(correla avg(213,322))
z_1 TC=centralidade tripletos_sinerg(correla avg(444,636))

x_2 TC=centralidade tripletos_redun(correla_avg(l,246))
y_2 TC=centralidade tripletos_ redun(correla avg(213,322))
z_2_ TC=centralidade_tripletos_redun(correla_avg(444,636))

As seguintes linhas plotam as 20 hyperarestas mais forte para cada métrica e periodo

In

In

In

In

In

In

In

In

In

In

In

In

[

]:

hypergraph(x 1 II[:20],'20-HUB HYPERGRAFO-PRE-SINER-II.jpg')

05/03/2024 08:31

hypergraph(y 1 II[:20],'20-HUB HYPERGRAFO-DURANTE-SINER-II.jpg')

hypergraph(z_1 II[:20],'20-HUB_HYPERGRAFO-POS-SINER-II.jpg")

hypergraph(x 2 II[:20],'20-HUB_ HYPERGRAFO-PRE-REDUN-II.Jjpg')

hypergraph(y 2 II[:20],'20-HUB HYPERGRAFO-DURANTE-REDUN-II.jpg')

hypergraph(z_2 II[:20],'20-HUB_HYPERGRAFO-POS-REDUN-II.jpg")

hypergraph(x 1 TC[:20],'20-HUB HYPERGRAFO-PRE-SINER-TC.jpg"')

hypergraph(y 1 TC[:20],'20-HUB_HYPERGRAFO-DURANTE-SINER-TC.jpg"')

hypergraph(z_1 TC[:20], '20-HUB_HYPERGRAFO-POS-SINER-TC.Jjpg")
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In [ ]

In [ ]

In [ ]

In [ ]

hypergraph(x_2 TC[:20], '20-HUB_HYPERGRAFO-PRE-REDUN-TC.Jjpg")

05/03/2024 08:31

hypergraph(y_2 TC[:20], '20-HUB_HYPERGRAFO-DURANTE-REDUN-TC.jpg")

hypergraph(z 2 TC[:20],'20-HUB HYPERGRAFO-POS-REDUN-TC.jpg"')

print('Empresas mais fortes em PRE: ')
for i in LIST PRE ONLY:

print(i,end="' ")
print('\n\nEmpresas mais fortes em CAOS: ')
for i in LIST CAOS ONLY:

print(i,end="' ")
print('\n\nEmpresas mais forte em POS: ')
for i in LIST POS_ONLY:

print(i,end="' ")

print('Intersecdes\n')

print('PRE E POS:')

for i in (set(LIST_PRE ONLY)&set(LIST POS_ONLY)):
print(i,end="' ")

print('\n\nPRE E CAOS:')
for i in (set(LIST PRE ONLY)&set(LIST CAOS ONLY)):
print(i,end="' ")

print('\n\nCAOS E POS:')
for i in (set(LIST_CAOS ONLY)&set(LIST POS_ONLY)):

print(i,end="' ")

print('\n\nPRE E CAOS E POS:')

for i in (set(LIST PRE ONLY)&set(LIST CAOS ONLY)&set(LIST POS_ONLY)

)

print(i,end="' ")
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