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RESUMO

Uma férmula do tipo Schneider para hipersuperficies orientadas imersas em um es-
paco ambientes arbitrario foi desenvolvida. Para isto, a abordagem se baseia em uma boa
aplicacao da teoria de tensores em variedades Riemannianas a qual foi desenvolvida por
Aledo, Alias e Romero para estudo de hipersuperficies orientadas imersas em formas es-
paciais Riemannianas. Como aplicagao foi obtida uma nova demonstracao para o teorema
classico de Liebmann que assegura que as superficies fechadas com curvatura Gaussiana
constante imersas no Espago Euclidiano, no espac¢o hiperbdlico, ou em um hemisfério

aberto sdo as esferas totalmente umbilicas.

Palavras-chaves: Hipersuperficies, curvatura Gaussiana, teorema de Liebmann.



ABSTRACT

A Schneider-type formula for oriented hypersurfaces immersed in arbitrary ambient
space has been developed. For this, the approach is based on a good application of tensor
theory in Riemannian manifolds, which was developed by Aledo, Alias, and Romero to
study oriented hypersurfaces immersed in Riemannian space forms. As an application,
a new proof was obtained for Liebmann’s classical theorem, which ensures that closed
surfaces with constant Gaussian curvature immersed in the Euclidean space, in the hy-

perbolic space, or in an open hemisphere are the umbilical spheres.

Keywords: Hypersurfaces, Gaussian curvature, Liebmann’s theorem.



SUMARIO

il INTRODUCAO| . . . v o oo et e e e e e e i 9

2 PRELIMINARES|. . . . . . . o 12




1 INTRODUCAO

Ao final dos anos 60, durante o estudo de hipersuperficies imersas no espago Euclidi-
ano n-dimensional, (SCHNEIDER) [1967) obteve uma férmula que expressava a curvatura
escalar de uma tal hipersuperficie em termos da segunda forma fundamental utilizando
a técnica de ginastica de indices. Utilizando técnicas provinientes do estudo de tensores,
algumas décadas depois, (ALEDO; ALIAS; ROMERO, 2005) estendeu a férmula obtida por
Schneider para hipersuperficies orientadas imersas em uma forma espacial Riemanniana.
Pouco depois, (HAESEN, 2007)), aplicando as ideias desenvolvidas por (ALEDO; ALIAS; RO-
MERO, [2005), obteve um extensdo da férmula para superficies imersas em um espago
produto warped.

No sentido de obter aplicagbes das féormulas supracitadas, convém recordar que (HA-
DAMARD), (1897 mostrou que qualquer superficie regular compacta, conexa com curvatura
Gaussiana positiva no espaco Euclidiano tridimensional E? é topologicamente uma esfera.
Este resultado motivou a busca de condigoes as quais podia-se concluir que tal superfi-
cie era de fato uma esfera redonda (isto é, uma esfera com a métrica Euclidiana). Nesse

sentido, (LIEBMANN] 1899) provou o seguinte resultado:

“As unicas superficies compactas e conexas com curvatura Gaussiana constante imersas

em E? sdo as esferas redondas.”

Uma prova interessante deste resultado ¢ baseada na aplicacao adequada da Formula de
Minkowski (ALIAS, [2006). Pouco depois, (HILBERT), |1909) deu uma prova mais simples
desse resultado. Além disso, ele mostrou que nao existem superficies completas com cur-
vatura gaussiana negativa imersas no espaco Euclidiano 3-dimensional. Posteriormente,
houve diferentes generalizacoes do teorema de Liebmann de varios pontos de vista para
superficies, e mais geralmente hipersuperficies, no espago euclidiano (KOUTROUFIOTIS,
1974)), (ROS, [1988)), (ROS|, [1987)), (SCHNEIDER] [1972)) e (SIMON] [1976)), no espaco hiper-
bélico ou em um hemisfério aberto (MONTIEL; ROS, (1991)).

Motivados pela digressao acima, o objetivo principal deste trabalho de dissertagao é
fornecer uma generalizagao da técnica desenvolvida por (ALEDO; ALIAS; ROMERO, 2005)
para o estudo de hipersuperficies imersas em espacgos ambientes arbitrarios. Como aplica-
¢do, para o caso de superficies compactas com curvatura Gaussiana constante mostramos

que:
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“As unicas superficies as quais estdo imersas no espaco Euclidiano R3, no espaco
hiperbolico H3, ou no hemisfério aberto Si com curvatura Gaussiana constante sao as

esferas totalmente umbilicas.”

De agora em diante daremos a descricdo dos outros capitulos que compoem este tra-
balho. No Capitulo [2] trataremos de conceitos basicos que serao uteis para obtencao do
resultado principal desta dissertagdo, como por exemplo as equagoes fundamentais para
o caso das hipersuperficies.

Ja no Capitulo |3 inciamos mostrando resultados auxiliares que serao fundamentais
para a demonstracao do teorema principal e como subproduto destes resultados obtemos

uma generalizagdo da férmula de Schneider. Isto é, mostramos (veja Teorema [3.1.1)) a

Teorema 1.0.1. Seja M"™ uma hipersuperficie convexa imersa em M. Entio a cur-
vatura escalar Sy da métrica Riemanniana definida pela sequnda forma fundamental I é
dada por

1

Sp=n(n—1)H+|T||3 - e

VUG + F(R), (1.1)

onde F(R) ¢ uma fungio real dependendo do tensor curvatura R tensor curvatura de mt
definida em (3.43)), H e G denotam as curvaturas média e de Gauss-Kronecker de M™,
respectivamente, |T||% €é o quadrado do comprimento do tensor diferenca T = VI —V

com respeito a métrica II, e VG denota o gradiente de G com respeito a métrica II.

. . , . . . ——n+1
No caso em que a variedade ambiente é a forma espacial Riemanniana M de cur-

vatura seccional constante ¢ € {—1,0,1}, a fungdo F(R) se escreve como

cn—1)op_1

P(R) =

onde 0,1 é a (n — 1)-ésima funcdo simétrica elementar das curvaturas principais de

M™. Com isso, reobtemos a férmula do Schneider devido a Aledo, Alias e Romero (veja

Corolario [3.1.5):

Corolario 1.0.1. Com a notagio do Teorema se M™ ¢ uma hipersuperficie orien-

tada de M (¢), entdo

COp—1 1

Si=(n = 1) (nH + 22 ) LTI — L5 V761 (12)

Como aplicagao mostramos a versao geral do teorema de Liebmann.
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Teorema 1.0.2. As unicas superficies compactas as quais estdo imersas no espaco Eucli-

diano R3, no espago hiperbélico H3, ou no hemisfério aberto Si com curvatura Gaussiana

constante sao as esferas totalmente umbilicas.

Esta dissertacao teve como base principal o artigo “A new proof of Liebmann classical
theorem for surfaces in space forms”devido a J.A. Aledo, L..J. Alias e A. Romero, publicado

em 2005 no Rocky Mountain Journal Mathematics.
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2 PRELIMINARES

2.1 ELEMENTOS DE VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Nesta secao introduziremos a nogao de variedade diferenciavel. Para um estudo minucioso

sobre esse tema pode-se consultar (CARMO) 2008), (TU, 2011) e (O’NEILL, [1983)).

Definicao 2.1.1. Dizemos que um conjunto M™ ndao vazio é uma variedade diferencidvel
n-dimensional, se existir uma familia de aplicacoes injetivas z, : U, C R" — M"

definidos em abertos U, de R", tais que

1) M™ é Hausdorff e possui base enumerdvel, isto significa que para quaisquer dois pon-
tos de M™ tem vizinhancas disjuntas e que M™ pode ser coberta por uma quantidade
enumerdvel de abertos x,(Uy,), respectivamente.

2) M = {J za(Us)

=\
3) Para quaisquer o, B8 tais que x4 (Us) Na5(Ug) = Wap # 0, 0s conjuntos x,'(Wag) e

25" (Wag) sio abertos do R™ e as aplicagoes

33[}1 0Zq 1, (Wag) — xgl(Wag) e 1z, oms: azgl(Waﬁ) — 2, (Wap)
sao diferencidveis.

Denotaremos por M™ uma variedade diferenciavel de dimensao n. Dizemos que o par
(U, o), com p € x,(U,), é chamado de parametrizagdo de M™ em p e x,(U,) é uma
vizinhanga coordenada em p. A cole¢cao A = {(Uy, Za)}aca é chamada de atlas de M™.

Um atlas A de M™ da origem a um tnico atlas maximal A, dado por

A={z:U— M" 27 oz, e x,'ox sio diferencidveis para todo a € A}.
Assim, esse atlas maximal ¢é dito estrutura diferencidvel para M™.

Exemplo 2.1.1. O espagco Fuclidiano R™ é uma variedade diferencidvel com uma unica

parametrizacao (R", Id), onde Id € a aplicag¢do identidade de R™.

Exemplo 2.1.2. A esfera unitaria S™ € uma variedade diferencidvel cujas parametrizacoes
sio (S"\{N},xn) e (S"\{S},xs), onde xx e xg representam as projegoes estereogrificas

relativas ao polos norte e sul, respectivamente.
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Definicao 2.1.2. Sejam M"™ e N™ wvariedades diferencidveis. Uma aplica¢io F' : M"™ —
N™ ¢ diferencidvel em p € M"™ se dada uma parametrizacio y : V. C R™ — N™ em
F(p), existe uma parametrizacio x : U C R" — M"™ em p tal que F(z(U)) C y(V) e a

aplicacao

ytoFox:UCR"™ —R"

Vo Fox é chamada representacdo local de

¢ diferencidvel em x~'(p). A composi¢io y~
F em relagio as parametrizacoes (V,y) e (U,x). Dizemos que F ¢é diferencidvel em um

aberto de M"™ se € diferencidvel em todos os pontos deste aberto.
Proposicao 2.1.1. A definicio independe da escolha da parametrizacio.

Definicao 2.1.3. Seja M™ uma variedade diferencidvel. Uma curva diferencidvel em M™
¢ uma aplicagao diferencidvel o : (—e€,€) — M™ de um intervalo aberto (—e, e) C R
em M". Se a(0) = p € M™, o vetor tangente d curva o em t = 0 € o funcional o/(0) :

C*®(M™) — R dado por

o O)(7) = (7 o))

t=0

onde C°(M™) é o conjunto das fungoes diferencidveis em M™.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢t = 0 de alguma curva a : (—¢,€) —»
M™ com «(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M™ em p serd indicado por
T,M". Se escolhermos uma parametrizacdo = : U — M" com z(0) = p, entdo para

q= (1, -+ ,2,) € U podemos exprimir a fungdo f e a curva o nessa parametrizagdo por

fOI(Q) = f(Il, T 7xn) I OO((t) = (Il(t)f o 71‘1@@))7

respectivamente. Dai

/ d d =~ af
= — = — ). t =
GO0 = lfoe)| =g )| =30 (L)
" 0
- (S (52 )+
<; dxi )
Sendo assim, denotando 0; = ;) , a escolha da parametrizacao x determina uma base
€T; 0

associada {0y, - ,0,} em T,M chamada base coordenada.
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Proposicao 2.1.2. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis e seja F : M™ — N™
uma aplicagio diferencidvel. Para cada p € M"™ e cada v € T,M, escolha uma curva
diferencidvel a : (—e,€) — M"™ com a(0) = p e o/(0) = v. A aplicagio dF, : T,M" —
TrepyN™ dada por dF,(v) = E(F o a)’

dt
escolha de o, tal aplicagio é chamada de diferencial de F' em p.

o ¢ uma aplicagdo linear que nao depende da

Definicao 2.1.4. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplica¢ao F : M™ —
N™ ¢ um difeomorfismo se ela é uma bijecio diferencidvel com inversa diferencidvel. F
é um difeomorfismo local em p € M™ se existem vizinhancas U de p e V de F(p) tais que

F:U—V éum difeomorfismo.
Como aplicacao direta do Teorema da Funcao Inversa no R", temos

Teorema 2.1.1. (da Aplicag¢io Inversa). Seja F': M™ — N™ uma aplicagao diferencid-
vel entre variedades diferencidveis e seja p € M" tal que dF, : T,M" — TrpyN™ € um

isomorfismo. Entao F' é um difeomorfismo local em p.

As defini¢oes que seguem serao relevantes para o estudo de hipersuperficies, o qual

veremos mais adiante.

Definicao 2.1.5. Sejam M™ e N™ wvariedades diferencidveis com m > n. Dizemos que
a aplicagio diferencidvel F' : M™ — N™ ¢é uma imersdio se dF), : T,M" — Tpep N™
¢ injetiva para todo p € M"™. Se além disto, F' é um homeomorfismo sobre sua imagem,
com F(M™) tendo a topologia induzida por N™, entao dizemos que F' é um mergulho. Se

M"™ C N™ a aplicagcao inclusao i : M™ — N™ é um mergulho.

Observe que, se F' é uma imersao (mergulho), F'(M) é chamada de subvariedade imersa

(mergulhada), além disso a diferenga m — n é chamada de codimensao da imersao F.

Exemplo 2.1.3. Uma parametrizacio x : U — M? de uma superficie reqular M? C R3

¢ uma imersao, por definicao.

Como aplicagado do Teorema da Aplicacao Inversa [2.1.1] obtém-se os seguintes resul-

tados

Proposicao 2.1.3. Seja F' : M™ — N™ wuma aplicacao diferencidvel entre variedades
com n > m e q valor reqular de F. Entio o conjunto F~*(q) C M™ é uma subvariedade

diferencidvel de dimensao n —m.
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Proposicao 2.1.4. Seja F' : M™ — N™, com m > n, uma imersdo entre variedades.
Entdao para cada ponto p € M™, existe uma vizinhangca U C M™ de p tal que a restrigao

F Sl V — N™ é um mergulho.

Recorde que a cada ponto p € M", associamos um espaco tangente 7, M, denotaremos

por T'M a unido disjunta de tais espacgos. Mais precisamente, definimos:

T™M = | ({p} x T,M).

peEM
O conjunto T'M é chamado o fibrado tangente de M"™. A demonstragao do teorema que

segue pode ser encontrada no capitulo 0 de (CARMO, 2008]).

Teorema 2.1.2. Seja M" uma variedade diferenciavel. O fibrado tangente TM € uma

variedade diferencidvel de dimensdo 2n.

Uma das motivagoes para termos introduzido o fibrado tangente é a nocao de campo

vetorial definido em uma variedade diferenciavel M™.

Definicao 2.1.6. Um campo vetorial numa variedade diferencidvel M"™ é uma aplicacdo
X : M" — TM que associa a cada ponto p € M"™ um vetor X (p) € T,M. O campo é

diferencidvel se a aplicacao X : M™ — T'M ¢€ diferencidvel.

Em coordenadas, considere uma parametrizacao x : U C R® — M", podemos escre-

ver
n
X(p) = ai(p)di,
i=1
onde cada a; : U — R" é uma funcdo em U e {0y, ...,0,} é a base associada a z. Deste
modo, X é diferenciavel se, e somente se, a; for diferenciavel para todoi=1,...,n.

Neste momento convém introduzir a nocao de orientacao.

Definicao 2.1.7. Dizemos que uma variedade diferenciavel M™ é orientdvel se admite

uma estrutura diferencidvel {(U,, x4)} tal que:

(i) para todo par o, B com x4(Uy) Nxp(Us) = Wag # 0, a diferencial da mudanca de

coordenadas x5 o x' tem determinante positivo.

Se M ¢é orientavel, a escolha de uma estrutura diferenciavel satisfazendo a condigao (7)
é uma orientagdo para M™. Duas estruturas diferenciaveis que satisfazem (i) determinam

a mesma orientagao se a uniao delas ainda satisfaz a condigao (7).
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Exemplo 2.1.4. a) Toda variedade cujo atlas possui uma unica parametriza¢do € ori-
entavel, pois o atlas consistindo desta unica parametrizacdo possui como determi-

nante Jacobiano da mudanga de coordenadas positivo.

b) Se M™ pode ser coberta por duas vizinhangas coordenadas Vi e Vo de modo que
VinV, é conexa, entdo M™ é orientdvel. Pois, como o determinante Jacobiano da
mudanga de coordenadas é nao nulo, ele nao muda de sinal em Vi NVy; se é negativo
em um ponto, basta trocar a ordem das varidveis em uma das parametrizagoes, para

mudar o sinal do determinante e assim obter um atlas.

c) As parametrizagoes do exemplo (2.1.2)) se intersectam ao longo de um conjunto co-

nezxo, logo S™ € orientavel.

Uma variedade que nao satisfaz a condigao (i) é dita ndo orientével. Encerraremos esta
secao definindo o colchete de Lie de dois campos, bem como algumas de suas propriedades.

Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C° em M™.

Defini¢ao 2.1.8. Sejam X e Y campos de vetores em X(M). Definimos o colchete de
Lie dos campos X e Y, denotado por [X,Y] por

(X Y](f) = X(Y(f)) = Y (X(/)),
para toda f € C®(M).

Proposicao 2.1.5. Sejam X,Y € X(M) e sejam
X:Zazd (& Y:ijﬁj
i=1 j=1

as expressoes de X e Y associadas a um sistema de coordenadas locais x : U — M™.
Entdo existe um tunico campo de vetores [X,Y], dado pela deﬁm’gdo cuja expressao
em coordenadas locais é
(X, Y] = > (0:0;(b)) — b:0i(a;))0;.
ij=1
Proposigao 2.1.6. Sejam XY, Z € X(M), f,g € C°(M) e a,b € R. Entio as sequintes

propriedades sao satisfeitas

1) Anticomutatividade: [X,Y] = —[Y, X]|;
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2) R-linearidade: [aX + bY, Z] = o[ X, Z] + b]Y, Z|;
3) [f X, gY] = fglX, Y]+ fX(9)Y — gY (f)X;

4) Identidade de Jacobi: [ X,Y], Z]+ Y. Z], X]+ [[Z, X],Y] = 0.

2.2 METRICAS SEMI-RIEMANNIANAS

Definigao 2.2.1. Seja M™ uma variedade diferenciavel. Uma métrica semi-Riemanniana
em M"™ é uma aplicacio que leva suavemente cada ponto p € M™ um produto escalar
gy =1, )p emT,M e o indice v de g, € 0 mesmo para todo p € T,M. Ou seja, g, € uma

aplicagdo suave que satisfaz
(1) gp(u,v) = gy(v,u), para todos u,v € T,,M;
(77) gy(u,v) =0, para todo v € T,,M, implica u = 0;
(tit) ind T,M = ind T,M, para todos p,q € M com p # q.

Dizemos que uma variedade € semi-Riemanniana, quando é diferencidvel e estd munida

com uma métrica semi-Riemanniana.

Exemplo 2.2.1. ) Uma variedade Riemanniana é uma variedade semi-Riemanniana

de indice v = 0;

b) Uma variedade semi-Riemanniana de indice v =1 € dita variedade Lorentziana (ou

variedade de Lorentz);

¢) Para 0 < v <n, via identificagio do R} com T,(R}), escrevemos u,v € R} como

n n
u:Zui@ e v:Zvi&-.
i=1 i=1

A métrica dada por
n—v n
(w,0) => uv'— D u' (2.1)
=1 i=n—v+1
é uma métrica semi-Riemanniana que resulta no espago semi-euclidiano R}!. Quando
v =0, temos o espago euclidiano R"™. No caso em quev =1en > 2, R} =1L" é

chamado de espago Lorentz-Minkowski n-dimensional.
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Definicao 2.2.2. Seja M™ variedade semi-Riemanniana. Um vetor tangente v em M™ é
dito
(1) tipo-espago, se (v,v) >0 ou se v =0;
(2) nulo, se (v,v) =0 e v # 0;
(3) tipo-tempo, se (v,v) < 0.
O conjunto
C,={veT,M"; (v,v) =0,v# 0}

de todos os vetores nulos de T,M™ é chamado cone nulo em p € M". No caso de uma
variedade de Lorentz, os vetores nulos sao chamados de vetores tipo-luz e o cone nulo de

cone de luz.

Com respeito aos vetores tipo-tempo, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa). Se u,v € V' wvetores tipo-

tempo, entao
1. u,v)| > |u||v| e a igualdade ocorre se, e somente se, u e v sdo colineares.

2. Eziste um nidmero real nao negativo n(u,v), chamado angulo hiperbdlico entre u e
v tal que

(u,v) = —|ul[v] coshn(u,v).
Demonstragio. Sejam a € R e w € span{u}t tal que v = au + w. Entao
(v,v) = (au + w, au + w) = a*(u, u) + 2a{u, w) + (w, w) = a*(u, u) + (w, w).

Por outro lado, como v é tipo-tempo, segue que span{u}* é tipo-espaco e dai, w é tipo-
espaco. Portanto,

2 2

= a*{u, u)

= <u7u> (<U,U> - <w7w>)

(u, v)

onde a desigualdade acima foi obtida do fato de que (u,u) < 0 e (w,w) > 0.

No que a igualdade ocorre se, e somente se, w = 0, isto €, se, e somente se, u = av. [
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Lema 2.2.1. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana com métrica Riemanniana (),
p e M eA:T,M — T,M é um operador linear, autoadjunto e inversivel. Entao a

aplicagcao h : T,M x T,M — R dada por
h(u,v) = (A(u),v), w,veT,M, (2.2)
define uma métrica semi-Riemanniana em cada espago tangente T, M.

Demonstragio. Basta mostrar que a aplicagdo h, como definida em (2.2)), satisfaz as trés
condigoes da Definigao [2.1.2] Como A é operador autoadjunto, sabemos que (A(u),v) =
(u, A(v)), para todos u,v € T,,M. Sendo assim,

h(u,v) = (A(u), v) = (u, A(v)) = (A(v), u) = h(v,u)

mostrando que h satisfaz (i) na Definigao [2.1.2] Além disso, por A ser inversivel, temos
que A é uma bijecao, isto é, Ker A = {0} ou equivalentemente A(u) = 0 se, e somente se,

u = 0. Sabendo disso, se h(u,v) = 0 para todo v € T,M, temos

ou seja, A(u) = 0, o que implica que u = 0. Por fim, como (,) define uma métrica
Riemanniana em M"™ e A é simétrico e inversivel para todo p € M™, a condicao (7ii) da

Definigao é satisfeita. Portanto, mostramos o que desejavamos. O]

A nocao familiar de comprimento de arco de um segmento de curva no espac¢o Eucli-

diano generaliza de forma natural.

Definigao 2.2.3. Seja av : [a,b] — M™ curva suave por partes definida em uma variedade

semi-Riemanniana M™. O comprimento de arco da curva o é dado por

Do) = [ o' (s)]ds

No espago Euclidiano, a distancia d(p,q) = |p — q| entre dois pontos p e ¢ também
pode ser definida como o comprimento do segmento de curva mais curta unindo-os, ou
seja, o segmento de reta de p a q. Mas, em R?\(0,0), por exemplo, a distancia entre os
pontos p = (—1,0) e ¢ = (1,0) nao é dado pelo segmento de reta mais curto, uma vez que
o ponto (0,0) nao faz parte do conjunto em questao. Entretanto, a seguinte modifica¢ao

funciona de maneira geral.
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Definicao 2.2.4. Para todos os pontos p e q de uma variedade Riemanniana conexa M",
a distdncia Riemanniana d(p,q) de p a q € o maior limite inferior de {L(«) : a € w(p, q)},
onde w(p,q) € o conjunto de todas os segmentos de curvas suaves por partes em M™ de p

aq.

Proposicao 2.2.2. Para uma variedade Riemanniana conexa M"™ a fun¢do distancia

Riemanniana d : M™ x M™ — R € uma métrica em M", isto €, para todo p,q,r € M":
1) d(p,q) >0 e d(p,q) =0 se e somente se p = q (positivo definida);

2) d(p,q) = d(q, p) (simetria);
3) d(p,q) +d(q,7) > d(p,r) (desigualdade triangular).

Proposicao 2.2.3. Fizado x € M", a fun¢io d, : M — R, dada por d,(p) = d(p,x) €

continua.

Exemplo 2.2.2. Seja L™ o espago de Minkowski de dimensdao n + 1 dotado de coor-
denadas canonicas (r1,Tq,...,Tnp1) € a métrica Lorentziana dada por (2.1). O espago

hiperbélico é a hiperquddrica de "' formado pelos vetores tipo-tempo unitdrios,
H" = {z ¢ L"™ : (z,2) = —1 e 2,41 > 0}.

Sejam x,y vetores em H" e seja n(x,y) o angulo hiperbdlico entre os vetores tipo-tempo

x ey. A distancia hiperbolica entre x ey é dada por
dyg : H" x H" — R,
((L’,y) = dH(xa y) = 77(%?/)

Como (x,y) = —|x||y| coshn(z,y), temos

de(x,y) = cosh ™ (—(z,7)). (2.3)

Antes de mostrar que dy é uma métrica em H", faremos uma rapida digressao sobre
produto vetorial em L3, Para maiores detalhes indicamos (RATCLIFFE, [2010)).
Sejam z,y € L2 e seja

-1 0 0
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O produto vetorial Lorentziano de x e y é definido por
r ANy =JxANy).
Veja que x A1 y é ortogonal a z e y com respeito a métrica Lorentziana, pois

(x,x \y)y = (x, J(xANy)) =(z,x ANy) =0
(v, Aiy) =y, J(x Ay)) = (y,z Ay) =0.

Usando a seguinte relagao

r Ay =J(y) A J(),
o préximo resultado elenca propriedades similares ao produto vetorial Euclidiano
Lema 2.2.2. Se x,y,z,w sdo vetores em L3, entdo
1. xNfy=—-yMx

Ty T2 I3

2. ((xMy)z) =1y oy s

21 22 23

8 x A (YN z) = (2,y)2 — (z,2)y;

4o Ay, A w) = (z,w) (z,2)
(y,w) (y,z)

Além disso, também temos as propriedades
Lema 2.2.3. Sejam x,y vetores em 2. Entdo

1. Se x,y sao vetores tipo-tempo linearmente independentes, entao x A\1y € tipo-espago

e vale |z A1 y| = |z||y| sinhn(z,y).

2. Se x,y sao vetores tipo espago, entao |(x,y)| < |z||ly| se, e somente se, x N1y é

tipo-tempo.

Exemplo 2.2.3. A distancia hiperbolica dy define uma métrica em H™.
Com efeito, para mostrar que a fungdo definida acima define uma distancia em H”,

basta verificar as trés condigoes da Proposi¢io[2.2.3. Sendo assim,

du(r,y) =0 <& cosh ' (—(z,y))=0 & (r,9)=-1 <& xz=y,
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o que mostra a condigio 1. A condig¢ao 2 € satisfeita, pois (,) define uma métrica. Por
fim, para mostrar a desigualdade triangular. Da teoria de agdo de grupos, temos que as
transformacoes positivas de Lorentz de "' atuam em H" e obviamente preservar dis-
tancias hiperbolicas. Assim, podemos transformar x,y, z por uma transformacao positiva
de Lorentz. Agora, os trés vetores x,1y,z geram um subespaco de L™ de dimensdo no
mdzximo trés. Pelo (RATCLIFFE, 2010, Teorema 3.1.6.), podemos assumir que x,y, z estao
em um subespaco de "1 gerado pelos vetores ey, es, e3. Desse modo, podemos considerar

que n = 2. Logo, pelo Lema |2.2.
|z A1 y| =sinhn(x,y) e |y A z| =sinhn(y,2).

Uma vez que y € ortogonal 4 © Ny e y Ny z, os vetores y e (x A1 y) A1 (y A1 2) s@o
linearmente independentes. Portanto, (x Ay y) A1 (Y A1 z) ou € zero ou € tipo-tempo. Logo

pelo Lema |2.2.

[((x Avy), (y AL 2))| < |z Avylly Azl

Juntando tudo isso, junto com o Lema[2.2.9, temos

(n(x,y) +n(y, z)) = coshn(z,y) coshn(y, z) + sinhn(x, y) sinhn(y, 2)
= (2, y)(y, 2) + |z AL ylly A1 2|
Z <fL’,y><y, Z> + <l’ A1 U,y A1 Z>

= (z,y)(y, 2) + ((z, 2)(y, ) — (z,9)(y,2))

—(z, z) = coshn(z, 2).

Portanto, temos que
n(@,z) < nlx,y) +n(y, 2).

Retornando a (2.3)), obtemos o desejado.

Exemplo 2.2.4. Sejam z,y vetores em S" e seja 6(x,y) o dngulo Euclidiano entre os

vetores x,y. A distincia esférica entre x,y € definida como sendo a fungdo real
ds :S" xS" — R,
(z,y) = d(z,y) = 0(x,y),

onde 0(x,y) = cos*({z,y)). Note que

0 S dS(xay) < ,
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e ds(x,y) = w se, e somente se, y = —x, isto €, se sao antipodas. Veremos agora que ds
define uma métrica em S".

De fato, nao é dificil de ver que ds € ndo megativa e que € simétrica. Analogamente
ao caso H", para a desigualdade triangular, assuma que x,y,z estao em um subespaco de

R gerado pelos vetores ey, e, es. Desse modo, podemos assumir que n = 2. Assim
) » €3 ) )

cos(O(x,y) + 0(y, z)) = cosb(z,y) cosO(y, z) — sinf(z,y) sin H(y, z)
(z,y)(y,2) — |z Aylly A 2]

<{z,y)(y,2) — (@ Ay, yAz)
(@, )y, 2) — (z, 9)(y, 2) — (@ ¥){y, v))
(z,2)

= cosf(z, z).

Tomando a fungdo inversa do cosseno, concluimos que

ds(z, z) < ds(z,y) + ds(y, 2).

Para concluir esta se¢ao, vamos mostrar como uma métrica Riemanniana permite de-
finir uma nocao de volume em uma variedade Riemanniana orientada M™. Para isso,
considere p € M™ e x : U C R" — M™ uma parametrizagao, com p € z(U), compati-
vel com a orientacdo de M". Seja {ey,...,e,} uma base ortonormal positiva de T,M e

escrevamos {0x/0xy,...,0x/0x,} a base associada a T,M" como

8x/8xz = Xl = Z QikCL -
k=1

Entao,
gij = (Xi, X;) = klil a;xaji (e, er) Z ik Ak,
onde utilizamos o fato de (ex,e;) = 0 se | # k e {(ex,e;) = 1 se | = k. Desde que
vol(ey, ..., e,) =1, teremos
vol(X71, ..., X,) =vol(ey, ..., e,) - det(a;;) = det(a;;) = \/det(gi;). (2.4)

Sey:V C R" — M"™ é uma outra parametrizagao, com p € y(V'), compativel com
a orientacao de M™, sendo {Qy/0yi,...,0y/0y,} a base associada, com Y; = dy/dy; e
hij = (Y;,Y;), teremos a partir de ([2.4)),

det(g”) = VOl(Xl, Ce 7Xn) =J VOI(}/l, Ce ,Yn) = J\/ det(h,]), (25)
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onde J é o determinante positivo da matriz mudanca de coordenadas de U para V. Seja
agora D C M"™ um conjunto aberto, conexo com fecho compacto. Suponha que D esta
contido em uma vizinhanga coordenada z(U) de uma parametrizagdo z : U — M"
compativel com a orientaciao de M™ e que a fronteira de z'(D) C U tem medida nula em

R". Entao, definimos o volume de D por

vol(D) = /xl(D) vdet(gij)dzy ... de,. (2.6)

Afirmamos que a expressao acima estd bem definida. De fato, por (2.5) para outra para-

metrizacao y temos

vol(D / det(g;j)dx; ... dx

1

\/det(h;;)d
~1(D) 2

Para definir volume de uma regiao D que nao esta contida em alguma vizinhanca coorde-

c:\@\

nada, entdo tomamos uma partigdo da unidade {p;} subordinada a uma cobertura finita

de D por vizinhangas coordenadas x(U;) e definimos
vol(D Z / L det gw)dxﬂ AT

que nao depende da escolha da partigao {;}.
O integrando /det(g;;)dx; ...dx, em (2.6) é uma forma diferencial positiva de grau

n, chamada forma de volume de M™ e denotada por dM.

2.3 A CONEXAQ DE LEVI-CIVITA

A conexdao é uma importante ferramenta na geometria diferencial. Ela define uma
maneira de calcular a derivada covariante de um campo vetorial em um espago semi-

Riemanniano.
Definicao 2.3.1. Uma conezxdo afim V em uma variedade diferencidvel M™ é uma apli-
cacao
Vi X(M)xX(M)— X(M)
(X,Y) =~ VyY

que satisfaz as sequintes propriedades:
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i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ;

ii) Vx(Y +2Z)=VxY +VxZ;

iii) V() = [OxY + X(f)Y;
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € C®(M).

Escolhendo um sistema de coordenadas (x1,...,z,) em torno de p e escrevendo

X:Z.IzXZ, Y:Zijj’
j=1

i=1

onde {X3,...,X,} formam uma base para T,M. Dali,

VxY = 2;Vy, (Z ijj)
i J
ij ]

Fazendo Vx, X; = Z F Xk, temos

VxY = Z (Z ziy Tl + X (y )) Xp. (2.7)

Definicao 2.3.2. Dizemos que uma conexao V em uma variedade Riemanniana M"™ é

compativel com a métrica sempre que
X(Y.Z) =(VxY,Z) + (Y, VxZ),
e simétrica quando
VxY —VyX = [X,Y],
para todos X, Y, Z € X(M).

Podemos agora enunciar e provar o teorema fundamental desta secao

Teorema 2.3.1. (Levi-Civita). Dada uma variedade semi-Riemanniana M", existe uma

unica conexao afim V em M"™ satisfazendo as sequintes condicoes:

(i) V € simétrica;
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(i) V € compativel com a métrica.

Demonstracio. Suponha a existéncia de uma tal V. Entao vale as seguintes relagoes

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y,Vx2),

Y{(Z)Y)=(VyZ X))+ (Z,VyX),
Z<X7 Y> = <VZX7 Y> + <Xa vZYV>7
somando ([2.8) com e subtraindo de (2.10)), obtemos
X(Y, Z) + Y(Z,Y) - Z(X,Y) = (VxY, Z) + (Y, VxZ)
+(VyZ, X)+{(Z,VyX) —(VzX)Y) — (X,V3Y)
=(VxY = Vv X, Z)+ (VxZ —VzX,Y)
+(VyZ =VY, X)+2(Z,VyX),
pela simetria de V, obtemos
+({[X,Y],Z) + 2(Z, Vy X).
Portanto,
1

— (Y, 21, X) = (X, Y], 2)}.

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

A férmula em (2.11)) mostra que V estd determinada de maneira tnica pela métrica ( , ).

Para mostrar a existéncia, basta definir V por (2.11)), é facil verificar que V estd bem

definida, que é simetrica e compativel com a métrica.

]

Observacgao 2.3.1. A conexao dada pelo teorema acima € denominada conexdo de Levi-

Civita de M"™. A formula obtida em (2.11)) é conhecida como férmula de Koszul.

Enunciaremos a seguinte proposi¢ao que sera usada mais adiante neste trabalho

Proposicao 2.3.1. Seja M"™ wuma variedade Riemanniana de dimensio n e p € M".

Se existe uma vizinhanga de U C M™ de p e n campos de vetores Ey, ..., E, € X(U),

ortonormais em cada ponto de U, entio Vg, Ej(p) = 0. Uma tal familia E;, com i =

1,...,n, de campos de vetores é chamada um referencial (local) geodésico em p.
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2.4 TENSORES E CURVATURAS

Apresentaremos nesta secdo uma breve introducdo ao estudo de tensores em uma

variedade. Um tensor é uma generalizacao natural da ideia de campos de vetores.

Definicao 2.4.1. Seja M"™ uma variedade Riemanniana. Um tensorl" de ordem r é uma
aplicacao multilinear

T X(M) x - x X(M) — C°(M)

r fatores

Isto significa dizer que, T' é linear em cada entrada e dados Xi,..., X, € X(M"),

T(Xy,...,X,) é uma funcao diferencidvel em M".

Observagao 2.4.1. Um tensor T é um objeto pontual, isto €, o valor de T(Xy,...,X,)
em um ponto p € M™ depende apenas dos valores em p das componentes de T e dos

valores de X4,..., X, em p.
Exemplo 2.4.1. A métrica semi-Riemanniana g é um tensor métrico do tipo (0,2).

Sejam M™ uma variedade semi-Riemanniana com tensor métrico (, ). Se {e1,...,e,}

¢ um referencial ortonormal ao longo de M™, definimos o trago de um tensor 7" por

tr(T) := iT(ei,ei), (2.12)

=1

o seu respectivo (1, 1)-tensor, dado por
T(X,Y) = (T(X),Y), XY €X(M).

Com isso, reescrevemos

n
tr(T) :=> (T(e;), e;).
i=1
Assim como os campos de vetores, os tensores podem ser derivados covariantemente, como

segue.

Definigao 2.4.2. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT de T é um

tensor de ordem (r + 1) dada por

VT(Xl,...,XT,Z) == (VZT>(X17...,XT)
= Z(T(X1,..., X)) = T(VzX1,...,X,) — - —T(Xy,...,VzX,).
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Exemplo 2.4.2. A diferencial covariante do tensor métrico g € o tensor identicamente

nulo. De fato, para todo X,Y,7Z € X(M"),

VQ(X> Y, Z) = Z(Q(X> Y)) - g(VZXa Y) - g(X> VZY)

Z(X,Y) = (V,X,Y) — (X,V,Y)
= Z(X,Y) = Z(X,Y) =0.

Agora, podemos definir o tensor curvatura que, intuitivamente, mede o quanto uma

variedade deixa de ser Euclidiana.

Definigao 2.4.3. O tensor curvatura R de uma variedade semi-Riemanniana M"™ com

conezao de Levi-Civita V € a aplicagdo
R:X(M) x X(M)x X(M) — X(M)
dada por

R(X, Y)Z = -VxVyZ +VyvVxZ+ V[Xy]Z.

Note que o tensor curvatura ¢ linear nas trés entradas em relagao a fungodes em C*°(M).

Exemplo 2.4.3. Sejam X,Y,Z campos diferencidveis em M"™ = R". Se indicarmos por

Z = (21,...,2n) as componentes do campo Z nas coordenadas naturais do R™, obteremos

que

VxZ=(Xz,...,Xz,) e VyZ=(Yz,...,Yz,).

Logo,
VxVyZ =(XYz,...,XY2z,), VyVxZ =(YXz,...,YX2z,)
e
VixyZ = (X, Y]z, ..., [X,Y]z,).
Portanto

R(X,Y)Z = —VxVyZ +VyVxZ + VixyZ = 0.
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Fixados os campos X,Y € X(M), podemos considerar o operador curvatura R(X,Y)

R(X,Y): X(M) — X(M)
Z s R(X,Y)Z

Além disso, também podemos observar R como um tensor do tipo (0,4), isto é

R: X(M)* — C™(M")
(X,Y,Z, W) R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W)

Com isso, podemos exibir as propriedades que o tensor curvatura R de uma variedade

semi-Riemanniana M" satisfaz.
Proposicao 2.4.1. Para quaisquer X,Y,Z e W em X(M™) temos
(i) (R(X,Y)Z,W)=—(R(Y,X)Z,W) (antissimetria);
(i) (R(X,Y)Z, W) =—(R(X,Y)W,Z) (antissimetria);
(i) R(X,Y)Z +R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (primeira identidade de Bianchi);
(iv) (R(X,Y)Z,W)=(R(Z,W)X,Y) (simetria de pares).
Demonstracio. Ver (CARMO, 2008)), Capitulo 3. H

Intimamente relacionado ao operador curvatura esta a curvatura seccional que passa-

remos a definir.

Lema 2.4.1. Seja M"™ uma variedade Riemanniana e o C T,M"™ um subespago bi-
dimensional do espago tangente T,M"™ e sejam x,y € o dois vetores linearmente inde-
pendentes. Entao

(R(z,y)z,y)
2|12yl — (z,y)?

K(z,y) =
nao depende da escolha dos vetores x,y € 0.

Definicao 2.4.4. Dado um ponto p € M™ e um subespago bi-dimensional o C T,M", o
nimero real K(x,y) = K(0), onde {x,y} € uma base qualquer de o, chamada a curvatura

seccional de o em p.
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Lema 2.4.2. Seja V' em espago vetorial de dimensdo n > 2, munido de um produto
interno ( , ). Considere aplicagoes tri-lineares R, R : 'V x V x V. — V, satisfazendo
as propriedades (i) — (i) da Proposi¢io . Se o € o plano gerado por dois vetores
linearmente independentes X,Y € V| escreva

_ (R(X,Y)X,Y)
XY - (X, Y)?

(R(X,Y)X,)Y)

K(0) T IXPIYE - (X, Yy

K'(0)

Se K(0) = K'(0), para todo subespago 2-dimensional o C V', entao R = R'.

Demonstragio. Basta provar que para quaisquer X,Y, Z,T € V, tem-se (R(X,Y)Z,T) =
(R(X,Y)Z,T). Por hipétese K (o) = K'(0), o que implica

(R(X,Y)X,Y)=(R(X,Y)X,Y).
Entao,
(RX4+Z,Y)X+2),Y)y=(R(X+ZY)X+Z),Y)
usando as propriedades da Proposicao [2.4.1] obtemos
(RIX, V)X, Y)+2(R(X,Y)Z,Y)+ (R(Z,Y)Z,Y)
=(R(X,Y)X,Y)+2(R(X,Y)Z,Y)+(R(Z,Y)Z,Y),
e, portanto
(R(X,Y)Z,Y)=(R(X,Y)Z,Y).
Usando o que provamos em (R(X,Y +T)X, Y +7T) = (R/(X,Y +T)X,Y +T), obtemos
(RIX,Y)Z,T)+(R(X,T)Z,Y) =(R(X,Y)Z,T)+ (R(X,T)Z,Y),
que implica em
(R(X,Y)Z,T) —(R(X,Y)Z,T) =(R(Y,Z)X,T) — (R'(Y, Z2) X, T). (2.13)

A expressao (2.13)) nos leva a concluir que a expressao (R(X,Y)Z,T) — (R(X,Y)Z,T) é
invariante por permutacgoes ciclicas dos primeiros trés elementos. Portanto, pela primeira

identidade de Bianchi,

para todos X,Y, Z, T € V. O
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Corolario 2.4.1. Seja M™ uma variedade semi-Riemanniana com curvatura seccional

constante ¢, entao
para todos X,Y, 7 € X(M).

Ewall . Ewall .
Denotaremos por M (¢) a variedade M~ com curvatura seccional constante c.

Definigao 2.4.5. Sejam M"™ uma variedade semi-Riemanniana, p € M", {eq,...,e,} um
referencial ortonormal definido em uma vizinhanca de p e €; o sinal de e;. A curvatura de

Ricci é o tensor Ric: X(M™) x X(M"™) — C>®(M™), definida em p por
Ric(X,Y) Zel R(X,e)Y, ¢;). (2.14)

Usando a simetria de pares da proposi¢ao (2.4.1)) garantimos que o tensor de Ricci
é simétrico. Além disso, o valor de Ric(X,Y) em p independe do referencial escolhido.
Tomando o trago na equacao ([2.14]), obtemos a curvatura escalar de M"
n
S = e;Ric(ej, ).
j=1
Definicao 2.4.6. Uma variedade semi-Riemanniana M™ é dita ser localmente simétrica

quando VR =0, onde R ¢ o tensor curvatura de M™.

E imediato da defini¢do acima que se M™ possui curvatura seccional constante, entao

é localmente simétrica.

2.5 ALGUNS OPERADORES DIFERENCIAVEIS

Apresentaremos alguns operadores em variedades semi-Riemanninas que serao uteis
ao longo do trabalho. Fixemos uma variedade semi-Riemanniana M", {ej,...,e,} um

referencial ortonormal geodésico em p € M" e g; = (e;, €;).

Definigao 2.5.1. Considere f € C*°(M™). O gradiente de f é um campo em M™, deno-

tado por V f, tal que

(VI X) = df(X) = X (),

para todo X € X(M). De acordo com a Defini¢ao dizemos que p € M™ é um
ponto critico de f quando V f(p) = 0. A seguir apresentaremos algumas propriedades que

o gradiente de uma func¢ao suave satisfaz.
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Proposigio 2.5.1. Sejam f,g € C®(M") e ¢ : R — R fungdo suave. Entio,
(1) V(f+9) =Vf+Vy
(i) V(fg) = fVg+gVf;

(iit) V(o(f)) = &' (f)VS.

Definigao 2.5.2. Seja f : M™ — R uma funcdo diferencidvel. O Hessiano de f, deno-
tado por Hess f, é o campo tensorial Hess f: X(M) x X(M) — X(M) dado por

(Hess [)(X,Y) =(VxV/Y), VXY eX(M).
Proposicao 2.5.2. Seja f € C*(M).

(1) Se p e M™ é ponto de minimo local de f, entdo p é ponto critico de f e (Hess f),

¢ positiva semi-definida;,

(it) Se p € M™ é ponto critico de f e (Hess f), € positiva definida, entdo p é ponto de

minimo local estrito para f;

(iii) Se p € M"™ é ponto de mdximo local de f, entdo p € ponto critico de f e (Hess f),

¢ negativa semi-definida;

(iv) Se p e M™ é ponto critico de f e (Hess f), € negativa definida, entio p € ponto de

mazimo local estrito para f.

2.6 IMERSOES ISOMETRICAS

Nesta secao trataremos de imersoes isométricas, que nada mais é do que uma aplicagao
suave entre duas variedades diferenciaveis, onde a métrica em uma variedade é preservada
na outra. Isso significa que as propriedades geométricas, como curvatura e comprimento
de curvas, sao mantidas intactas. Além disso, mostraremos as Equagoes Fundamentais

das Imersoes.

¢« ~ . I 5m . . . . e .
Definicao 2.6.1. Sejam M™ e M variedades semi-Riemannianas com métricas () e
. . . ~ 7rm ,
(, )3 respectivamente, e m > n. Dizemos que a aplicacido suave ¢ : M™ — M~ é uma

imersao se para cada p € M™ a aplicacao

ngp : TpM — Tgo(p)ﬁ,
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¢ injetiva e isométrica se para todos v,w € T,M,

(v, w)nr = (dipp(v), dipp (W) 37

Dizemos que M" é uma subvariedade de M, quando a aplicagdo incluséo i : M" <
M™ for um mergulho.

Dai, sendo ¢ uma imersao isométrica, ao redor de cada ponto p € M™ existe um aberto
U C M" com p € U tal que @ restrita a U é um mergulho sobre ¢(U). Logo podemos
identificar U como ¢(U), isto é, a aplicagao ¢ se comporta localmente como a aplica¢ao
inclusao. Consequentemente, podemos considerar o espago tangente de M"™ em p como

um subespaco do espaco tangente de M em p e escrevemos
TpM =T,M® (TpM)l7
em que (T,M)* representa o complemento ortogonal de T, M em T,,M. Assim, cada vetor
w € T,M pode ser escrito de maneira tnica na forma
w=w' +w.
Isto motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.6.2. Seja M uma variedade Riemanniana com conezdo de Levi-Civita V.

Frmo, . ~ . sy . ~
Se p: M™ — M € uma imersao isométrica, entao

VxY = (V)T + (VxY)4,

para todos X,Y € X(M).

T

Pela unicidade da conexdo de Levi-Civita de M™ temos que (V)' é a conexao de

Levi-Civita de M™ a qual denotaremos por V. Assim obtemos a formula de Gauss

VxY =VxY +a(X,)Y), XY e€X(M), (2.15)
a qual define uma aplicagao bilinear e simétrica
a: X(M) x X(M) — X(M)*
(X,Y) — a(X,Y) = (VxY)F =VxY - VyY

que chamamos de Sequnda Forma Fundamental da imersiao o, onde X(M)*+ denota o

conjunto dos campos normais em M".
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Consideremos os campos X € X(M) e & € X(M)* e denotemos por A¢ X a componente

tangencial de —V x&, isto &,
Aé‘X == —(vxf)—r
Para qualquer Y € X(M) temos,
0=X(Y,§) = (VxY,{) + (¥, Vx¢E)

= (VxY, &) + (¥, (VxO) + (V&)™)
= (VxY,§) — (Y, AcX),

pela equagao ([2.15)) segue que
0= <VXY + CY(X, Y)a §> - <Y7 A§X>

consequentemente,

(@(X,Y),6) = (AeX, Y. (2.16)

Em particular a aplicagio A : X(M) x X(M)+ — X(M) dada por A(X,§) = AcX é
C*°(M)-bilinear. Portanto, a aplicacdo A¢ : X(M) — X(M) é C*(M)-linear e autoad-

junta por (2.16)), ou seja,

<A§(X)7Y>:<AE(Y)’X>v X,YE%(M).

A aplicacao A¢ ¢ chamada de operador de forma ou Weingarten da imersao ¢ na diregdo
de €.
Vamos denotar a componente normal de Vx& por V&, dizemos que V* é a conexdo

normal da imersao ¢. Com isso, obtemos a féormula de Weingarten

Vxé=—AcX + Vyé (2.17)

Considere R e R tensores de curvatura de M e M" respectivamente. A seguinte propo-

sicao relaciona estes tensores com a segunda forma fundamental.

Proposicao 2.6.1. (Equagoes Fundamentais das Imersoes Isométricas). Seja M"™ uma

subvariedade de M com tensores de curvatura R e R respectivamente. Entdo para todos

XY, ZW e X(M) e &,me X(M)*L, temos:
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(a) Equagio de Gauss

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (a(X, Z), a(Y, W))
- <a<X7 W)v a(Y, Z))

(b) Equagao de Codazzi
(R(X,Y)E)" = (VxAY — (VyAg)X.
Demonstra¢io. Vamos demonstrar o item (a), para isto observe que
R(X,Y)Z = —VxVyZ+VyVxZ+VxyZ

pela formula de Gauss (2.15]) escrevemos

VXVYZ = VX(VYZ + Oé(Y, Z)) = VXVYZ + vxoé(Y, Z)
= VXVyZ + Oé(X, VYZ) + vxoé(Y, Z)

consequentemente, pela férmula de Weingarten (2.17)), obtemos

VxVyZ =VxVyZ +a(X,VyZ) — Aavy X + Vxa(Y, Z). (2.18)

De maneira analoga

VyVxZ =VyVxZ +a(Y,VxZ) — Aux2)Y + Vya(X, Z) (2.19)

VixyZ =VixyZ +o([X,Y], Z). (2.20)

Desta forma, com as expressoes obtidas em (2.18)), (2.19)) e (2.20)), temos

R(X,Y)Z = -VxVyZ —a(X,VyZ) + Aay2yX — Vxa(Y, Z) + VyVxZ
+a(Y,VxZ) = Aax.2)Y + Vya(X,2) + VixyvZ + a([X,Y], Z)
0 que nos diz que
R(X,Y)Z =R(X,Y)Z —a(X,VyZ) + Aav. )X — Vxa(Y, Z)
+a(Y,VxZ) — Aax.2)Y + Vya(X, Z) + a([X,Y], 2),

portanto para todo W € X(M), escrevemos

(RX,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z, W) + (Aay,2) X, W) — (Aax,2)Y, W)
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por (2.16)), concluimos o que desejavamos, pois

(R(X,Y)Z, W) = (R(X,Y)Z,W) + (a(Y, Z), (X, W)) — (a(X, Z), (Y, W)).

Para mostrarmos o item (b), observe que pela definigdo (2.4.2]) temos

(VxA)Y = (VA)(Y, X) = VxAe(Y) = Ae(VxY) = AgL (V) (2.21)
usando as féormulas de Gauss e Weingarten , obtemos as seguintes expressoes
—VxVy& = VxAY +a(X, AY) + Agee X — VX Vi,
VyVx€ = =VyAeX — a(Y, AcX) = AgiY + VyVyE, (2.22)
Vixy§ = =Ae(VxY) + A(Vy X) + Vi yi€-

Portanto, somando as trés expressoes obtidas em (2.22)) obtemos

R(X,Y)E = R(X, V)€ + VxAeY +a(X, AY) + Agu X — Vy AcX )
— 04(3/, AgX) - AV%Y - A5<ny) + Ag(VYX)

Tomando a componente tangencial em escrevemos
(R(X,Y)E)" = VxAY + AgueX = Vy AeX — AgiY — A(VxY) + Ae(Vy X)
usando , concluimos
(R(X,Y)E)T = (VxA)Y — (VyAe) X,
Como queriamos. n

Corolario 2.6.1. Sep € M" e o C T,M € um subespago bidimensional de T,M gerado

pelos vetores ortonormais x,y € T,M, entao

K(z,y) = K(z,y) + (a(z,2), ay,y)) — la(z,y)]*

Quando o ambiente M~ possui curvatura seccional constante igual a ¢, segue do

Corolério 2.4.7]
Corolario 2.6.2. Seja M™ uma subvariedade de M (c). Entdo
(a) Equagio de Gauss

(R(X,Y)Z W) = c({(X, Z){Y, W) = (X, W)Y, Z)) + (a(X, Z), a(Y, W))
- <04(X’ W)7Q(Y> Z)>;
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(b) Equagao de Codazzi
(Vxa)Y = (Vya)X,

para todos X, Y, Z, W € X(M).

Nesta secao, vamos reescrever as equagoes fundamentais das imersoes para o caso de
hipersuperficies e mostrar que a esfera e o espaco hiperbdlico sao variedades Riemannianas

com curvatura seccional constante.
Definicao 2.6.3. Uma hipersuperficie é uma imersdo isométrica de codimensao 1.

Considere M"™ uma hipersuperficie orientada pelo campo normal e unitario N €

X(M)* em M"™. Entdo
(a(X,Y),N) = (AnX)Y) = (A(X),Y), X,Y € X(M)
onde denotaremos A := Ay. Sendo assim,
a(X,)Y) = (AX),Y)N
consequentemente, a formula de Gauss é expressa por
VxY =VyxY + (A(X),Y)N. (2.24)
Como N é normal e unitario, temos que para todo X € X(M) vale que
0= X(N,N) =2(VxN,N) = ((VxN)",N) + {(VxN)*,N)

e dai, (VxN,N) = 0. Isso garante que VxN € T,M, mas VxN é um campo normal,

entdo segue que VN = 0. Logo, a férmula de Weingarten é expressa por

ViN = —A(X). (2.25)

Associado ao operador de forma de M™ existem n invariantes algébricos, os quais sao as

fungoes simétricas elementares o, das suas curvaturas principais k1, ..., k,, a saber:

O-T(Hlv'“a’in) = Z Riy * " Kiy, 1<r<n.
1< <ip
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Por simplicidade denotaremos as fungoes simétricas elementares apenas por o, em vez de

0r(K1, ..., kn). Nesse sentido, a curvatura média de M™ é definida por
1 1
H = -0, =—tr(A).
n n

Em particular, dizemos que uma hipersuperficie é totalmente umbilica se A = HI, onde [
denota o tensor identidade em X(M ). Equivalentemente, M™ é umbilica se k1(p) = --- =
kn(p) para todo p € M".

Segue da Proposi¢ao [2.6.1},

Corolario 2.6.3. Se M" é uma hipersuperficie de MRH, entao para todos X,Y,Z,W €
X(M) vale que:

(a) Equacio de Gauss

(RIX,Y)Z, W) =(R(X,Y)Z,W) + (AX), Z)(A(Y), W) (2.26)
— (A(X), W)(A(Y), Z) |

(b) Equagao de Codazzi
(R(X,Y)N)" = (VxA)Y — (VyA)X. (2.27)

Corolario 2.6.4. Se M"™ ¢ uma hipersuperficie de WH(C), entdo para todos X,Y, Z, W €
X(M) vale que

(a) Equagio de Gauss

<R(X’Y)Z>W>:C(<X’Z><Y7W>_<KZ><X’W>) (2 28)

(b) Equagao de Codazzi
(VxA)Y = (VyA)X.

Tomando o trago na equacao de Gauss, obtemos a seguinte consequéncia:

Corolario 2.6.5. Se M"™ é uma hipersuperficie de WH(C), entao para todos X,Y €

X (M) tem-se as sequintes relagoes para a curvatura de Ricci e escalar:

Ric(X,Y) = ¢(n — 1)(X,Y) + nH(A(X),Y) — (A(X), A(Y)),
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S=n(n—1)c+n’H*— |A]?
onde |A| denota a norma de Hilbert-Schmidt de A.

Agora, traremos exemplos de variedades Riemannianas com curvatura seccional cons-

tante. O primeiro deles é a esfera unitaria.

Exemplo 2.6.1. A esfera unitdria n-dimensional

S*={p e R"™; (p,p) = 1}

tem curvatura seccional constante igual a 1, se n > 2.
De fato, denotemos por V a conexdo de Levi-Civita de R™* e seja V(p) = p o campo

definido em R™™ que associa cada ponto p € S™ o vetor posicao unitdrio p. Afirmamos

que
VxV(p) = X,

para todo p € S™. Com efeito, seja {u',... ,u"™'} o sistema de coordenadas naturais de

R™™ base {0y, ...,0,11} a base coordenada associada ao sistema para R™*1. Nesta base,

n+1
escrevemos p = Z u'0; e dai
i=1

L L n+1 ) n+1 ) n+1 L
pr = VX Z u’&i = Z X(ul)@ + Z u’VX(?i.
=1

i=1 i= i=1

n+1
Observando que X = > 270;, seque de (2.7)
j=1
L n+l n+1 o
Vxp= Z x'0; + Z ulzz:]Ffjak.
i=1 irj k=1

Uma vez que os simbolos de Christoffel em R sdao nulos, concluimos
Vxp=)> 279; =X, (2.29)
j=1

como afirmado.

Sendo p € unitdrio, isto €, (p,p) =1, tomando a derivada em ambos, obtemos

X(p,p)=0 = 2(Vxp,p)=(X,p) =0,
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para todo X € X(S™). Isto significa que o campo posicao unitdrio é normal a T,S™. Assim,

definimos o campo normal em S™ por

N(p) = —p.
O operador de Weingarten é dado por
A(X)(p) = =VxN(p) = Vxp = X(p), (2.30)

para todo X € X(S"), mostrando que S™ é uma hipersuperficie totalmente umbilica de
R Em particular, tomando o trago em (2.30), temos que H = 1.
Por fim, considere X,Y € T,S"™ vetores ortonormais e o plano nao-degenerado gerado

por {X,Y}. Uma vez que a curvatura seccional do R™ é nula e (N, N) = 1, seque da

equacio de Gauss ([2.28)),

(R(X, Y)X, Y)
FEY) = xywyy - (x.vpe
CLA(Y), XYA(X), V) + (A(X), X)A(Y),Y)
(X, X)(Y,Y) —(X,Y)?
VXY + (X XYY
B <X7X><KY>_<X7Y>2

=1.

Mostrando o que desejavamos.
O segundo, o espaco hiperbélico.

Exemplo 2.6.2. O espago hiperbolico n-dimensional

H" = {z € L"" (z,2) = 1,201 > 1}

¢ uma subvariedade Riemanniana de L"*! de codimensdo 1 e possui curvatura seccional
constante igual a —1.

Inicialmente, mostraremos que H™ é a imagem inversa de valor regular de alguma
fungio suave f. Para isto, considere a aplica¢do suave f : L™ — R dada por f(p) =
(p,p) + 1. Observe que H" = f~1(0), sendo assim, resta mostrar que 0 é valor reqular de
f.

Sejam p € L, v € T,L"! e seja a : (—0,0) — L™ uma curva diferencidvel

satisfazendo a(0) = p e o/(0) = v. Considere agora V a conexdo de Levi-Civita de L™
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Pela Definigio[2.5.1],

d

(V(p).0) = o) = S (Fom)| = ((ad)ald) +1)| = (20(0),a'(0)) = (29,0}

t=0 t=0
Como v foi escolhido de maneira arbitrdria, seque que ¥V f(p) = 2p, ou seja, Vf(p) =0
se, e somente se, p = 0. Mas, esta igualdade nao ocorre sobre os pontos de H". Portanto,
mostramos que 0 € valor reqular de f, concluindo, pela Proposicao que H™ ¢ uma
subvariedade de "' de codimensdo 1. Para mostrar que é subvariedade Riemanniana,
devemos obter que ind H" = 0. Para isso, seja p € H" e observe que T,H" = ker (df,).

Assim, se v € ker (df,), temos
0=df,(v) =(V(f(p),v) = (2p,v) = (p,v) =0.
Logo,
TH" = {veL"": (p,v) = 0}.

Analisemos o conjunto span {V f(p)}. Primeiramente note que span{V f(p)} = (T,H")*.
Além disso, se v € T,H" N span {Vf(p)}, entdo v = aV [f(p), para algum a € R, e
(p,v) = 0. Assim,

0= (p,v) = (p,aVf(p)) = 2a{p,p) = —2a,
ou seja, a =0, entdov =0 e
T,H" N span{V f(p)} = 0,
para todo p € H". Assim, escrevemos
T,(L") = T,H" & span{V f(p)}. (2.31)

Como span{V f(p)} tem dimensdo igual a 1 e, para p € H", temos (p,p) = —1 < 0

obtemos

(Vfp), V) =4p,p) = -4 <0,

ou seja, ind(span{V f(p)}) = 1. A partir da soma direta em (2.31) obtemos

ind(L"™) = ind(T,H") + ind(span{V f(p)}) = ind(T,H") + 1,

Aqui estamos usando o seguinte resultado: Se W é um subespago nio degenerado de V', entdo ind(V') =
ind(W) + ind(W+).

1



42

pelo Exemplo temos que ind(L"™') = 1, concluindo portanto que ind(T,H") = 0.
Desta forma, H" é uma subvariedade Riemanniana.
Para mostrarmos que a curvatura seccional de H™ é constante, definimos o campo

normal e unitario em H™ por

_ Vi) —
IV£(p)l

onde (N, N) = —1. O operador de Weingarten para cada p € H" e X € T,H" serd dado

N(p)

por

AX(P) = =VxpNPp) = —Vxppr = -Xp) =  AX)=-X,

para todo X € X(H"). Dai, considere {X,Y} uma base do plano tangente a H" nao
degenerado. Como a curvatura seccional do L™ ¢ nula, da equagdo de Gauss (2.25),

obtemos

(R(X,Y)X,Y)
(X, X)(Y,Y) —(X,Y)?
(X, X)(Y,Y) —(X,Y)?
<—Y,X><—X,Y> — <_X7 ><_Ya Y)
(X, X)NY)Y) — (X, Y)?
_ <X>Y>2_<X>X><Y>Y>
(X, XYY — (X, Y)2

= —1.

K(X,Y) =

A arbitrariedade na escolha do plano tangente resulta que H™ possui curvatura seccional

constante iqual a —1.
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3 RESULTADOS PRINCIPAIS

Neste capitulo apresentaremos os resultados centrais desta dissertagao. Inicialmente,
mostraremos alguns lemas que serao fundamentais para a demonstracao do Teorema de

Liebmann e em seguida generalizaremos a formula de (SCHNEIDER, |1967).

3.1 RESULTADOS AUXILIARES
Iniciaremos mostrando uma propriedade fundamental para a derivada covariante do
operador de forma em uma hipersuperficie.

Lema 3.1.1. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana e M™ uma hipersuperficie ori-
entada imersa com operador de forma A : X(M) — X(M) e conexao de Levi-Civita V.

Entao
(VA(X,2),Y) = (VA(Y, Z), X),
para todos X,Y, 7 € X(M).

Demonstracao. Aplicando a Definicao ao operador A, temos que

(VAX,Z),Y) = (V,AX) — A(V2X),Y) = (VZA(X),Y) — (A(V,X),Y),

(X, VA(Y, Z)) = (X, VZA(Y)) — (X, A(VzY)).
Subtraindo as identidades acima, chegamos a

(VA(X, Z2),Y) — (X, VA(Y, Z)) = (VZA(X),Y) — (A(VzX),Y) (3.)
C X, VLAY + (X, AV Y. '

Sendo A autoadjunto podemos escrever

(A(V2X),Y) = (VX A(Y)) e (X, A(VzY)) = (A(X),VzY)
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Portanto, inserindo em (3.1)), segue da compatibilidade da conexao com a métrica,

(VA(X,Z),Y) — (X,VAY, Z)) = (VZA(X),Y) + (A(X),VY)
— (V2X, A(Y)) — (X, VZA(Y))
= Z(A(X),Y) — Z(X,A(Y))
= Z(X, A(Y)) — Z(X, A(Y))
=0.

Logo, temos mostrado que
(VA(X, 2),Y) = (X, VA(Y, Z)),
para todos XY, Z € X(M). ]

No que segue, vamos assumir que a segunda forma fundamental II da hipersuperficie
M
II(X,Y)=(A(X),Y), XY eX(M), (3.2)
seja nao-degenerada. Note que a condigao II ser ndo-degenerada é equivalente ao fato que
G = det(A) # 0. De fato, suponha que G = 0, entdo k; = 0 para algum i € {1,...,n}.
Dal para algum e; # 0 temos que A(e;) = k;e; = 0. Portanto, Il(e;,e;) = (A(e;), e;) =
0. Reciprocamente, se II é degenerada, entao existe X € X(M) com X # 0 tal que
II(X,Y) = 0, para todo Y # 0, mas por defini¢ao II(X,Y) = 0 equivale a (A(X),Y) =0,

fazendo X =¢; e Y = ¢; obtemos
<A(6i)7 €j> =0 = k’i<61‘, 6j> =0 = k=

Concluindo que G = 0, como queriamos.

Assim o Lema m garante que define uma métrica semi-Riemanniana em M™".
Em particular, a condi¢ao det(A) # 0 significa que as curvaturas principais de M™ sao
nao nulas.

Agora daremos algumas propriedades envolvendo as métricas (, ) e II. A primeira delas

¢é sobre o colchete de Lie, que por ser uma entidade de natureza topoldgica devemos ter:
(X, Y] =[X,Y]", (3.3)
para todos X,Y € X(M). Sendo

(X, Y] =VxY -VyX e [X,Y]"=ViYy -ViX
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definimos a aplicagao

T X(M) x X(M) — X(M) o
(X,Y) —s T(X,Y) = VIY — VY. '

chamada diferenca de conexdes de Levi-Civita. O préximo resultado garante que a apli-

cagao 1" é um tensor.

Proposicao 3.1.1. Seja M"™ uma variedade Riemanniana munida com as conexoes de
Levi-Civita V e V! associadas as métricas {,) e II, respectivamente. Entdo T é um tensor

simétrico do tipo (1,1) em M™.

Demonstragio. De acordo com a Definigao devemos verificar que T' é bilinear e
simétrico. De fato, para a bilinearidade, sejam X,Y,Z € X(M) e f,g € C>°(M). Entao

T(fX +92.Y)=VixizY — VixigzV
= VY + VY = VxY — VY
= fVLY +gV3Y — fVxY — gV,Y
= [T(X,Y) +gT(Z,Y).
Em relagao a segunda entrada,
T(X,fZ+gY)=Vx(fZ+gY) = Vx(fZ +gY)
= VX (fZ2)+Vx(9Y) = Vx(fZ) — Vx(gY)
=X(f)Z+ fVYZ + X(9)Y + VRY — X(f)Z
= fVxZ = X(9)Y —gVxY
= fT(X,Z2) +gT(X,Y).
Portanto, 7" é bilinear.
Agora para a simetria, vejamos que, para todos X,Y € X(M)
T(X,)Y)=T(Y,X)=ViY -~ VxY - VEX + Vy X

=[X, V1" - [X,Y] =0,
onde a ultima igualdade segue diretamente pela equacao (3.3). Logo T' é simétrico. O

Agora o nosso objetivo é buscar propriedades do tensor 7" do ponto de vista das

imersoes isométricas. Para isto, sejam M™ uma hipersuperficie orientada imersa em uma
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. . . n+1 -
variedade Riemanniana M '~ e operador de forma A. O proximo resultado assegura-nos

que T pode ser escrito em termos do operador de forma.

Proposicao 3.1.2. Seja M"™ uma hipersuperficie orientada imersa em uma variedade

Riemanniana M. Se G # 0, entdo
T(X,Y) = ;A—l(VA(Y, X)) + ;A‘l (RN, X)V)T),
para todos X,Y € X(M).
Demonstrago. Inicialmente, aplicando a formuls, de Koszul 5 métrica II e conexdo
VI escrevemos
ANVLY, Z) = X (1LY, 2)) + Y (I(Z, X)) — Z (II(X,Y))
—1(X, Y, Z]) + II(Y, [Z, X]) + II(Z, [ X, Y])
— X(A(Y), Z) + Y{A(Z), X) — ZIAX),Y) — (A(X),VyZ — V,Y)
F(A(Y), VX — VxZ) + (A(Z),VxY — VyX)
= (VxA(Y), Z) + (A(Y), Vx Z) + (Vy A(Z), X) + (A(Z), Vy X)
—(VZA(X),Y) — (A(X),VzY) — (A(X),VyZ = VzY)
+(A(Y),VzX = VxZ) + (A(Z),VxY = VyX),

para todos X,Y,Z € X(M). Sendo A autoadjunto, obtemos

A1(VRY, Z) = (VxA(Y), Z) + (A(VxY), Z) + (Vv A(Z), X) — (A(Vy Z), X)
— (VZA(X),Y) + (A(VzX),Y).
Somando e subtraindo o termo (A(VxY), Z) e usando a Defini¢ao 2.4.2] chegamos &
II(VRY, Z) = (VA(Y, X), Z) + 2(A(VxY), Z)
+(VA(Z,)Y), X) — (VA(X, 2),Y) ;
— (VA(Y, X), Z) + 2{A(VxY), Z) 3
+(VA(Z,Y), X) —(VA(X, 2),Y),
onde, na ultima igualdade, usamos o Lema a fim de garantir que
(VA(X,2),Y) =(VA(Y, Z), X).
Agora da equagao de Codazzi , escrevemos

(VA(Z,Y),X) — (VA(Y, Z),X) = (R(Y, Z)N, X). (3.6)
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Inserindo (3.6) em (3.5)), segue das simetrias do tensor de curvatura R que

Logo, da definicao do tensor T' e da métrica II, podemos reescrever a expressao acima da

seguinte maneira

(T(X,Y),Z) = ;WA(Y,X), Z) + =(R(N, XY, Z), (3.7)

N | —

para todos XY, Z € X(M).
Por fim, usando mais uma vez a relagao (3.2)), segue de ([3.7)

1 1 —
e sendo a métrica (,) ndao degenerada,
1 1 —
A(T(X,Y)) = SVA(Y. X) + 2 (BN, X)),

para todos X,Y € X(M). Como G # 0, entao vale

T(X,Y)=A" (;VA(Y, X)+ = (R(N, X)Y)T> ,

DN | —

pela linearidade de A~!, concluimos
1 1 —
T(X,Y) = S A (VAY, X)) + S A (RN, X)Y)T),
para todos X,Y € X(M). O

No caso em que o ambiente possui curvatura seccional constante, sabemos do Corola-

rio 2.4.1] que
R(N,X)Y =c((N,Y)X — (N, X)Y) =0, (3.8)

para todos X,Y € X(M). Dessa forma, temos provado:

Corolario 3.1.1. Se M™ uma hipersuperficie orientada de WH(C), entao
T(X,Y) = ;Al(VA(X, Y)),

para todos X,Y € X(M).

A Proposicao[3.1.1]nos garante que o tensor T é simétrico. O préximo resultado garante

certas simétricas de T em relagao a métrica II. Mais precisamente,
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Proposicao 3.1.3. Sejam M"™ uma hipersuperficie orientada de um variedade Rieman-

niana M. As sequintes simetrias sao vdlidas para o tensor T':
(i) I(T(X,Y),2)=IT(Y,X),Z);
(ii) INT(X,Y),Z)=I(T(X,Z),Y)+ (R(N, XY, Z);

(iii) I(T(X,Y),Z)=I(T(Z,Y),X)+ (R(N,Y)X, Z),

para todos X,Y, 7 € X(M).

Demonstra¢io. A demonstracao do item (i) segue direto da simetria do tensor 7. Para

provar (ii), relembremos a seguinte rela¢ao entre 7' e VA dada na prova do Lema m
AT (X,Y),Z) = (VA(Y, X),Z) + (R(N, XY, Z),
para todos X,Y,Z € X(M). Usando o Lema ,
AT (X,Y), Z) = (VA(Z,X),Y) + (R(N,X)Y, Z),
e juntamente com a equacao de Codazzi , escrevemos
2I(T(X,Y), Z) = (VA(X,Z),Y)+ (R(X,Z)N,Y) + (R(N, X)Y, Z). (3.9)
Aplicando as simetrias do tensor curvatura R, obtemos da primeira identidade de Bianchi
—~R(X,Z)Y —R(Y,Z)X =2R(Z,Y)X + R(Y, X)Z.
Substituindo em (3.9)),
AUT(X,Y), Z) =(VA(X,Z),Y) + (R(N, Z)X,Y) + 2(R(N, X)Y, Z)
Portando, da identidade obtemos
(T(X,Y),Z)=1(T(X,Z),Y)+ (R(N,X)Y, Z),

o que mostra o item desejado.

Por fim, para mostrar (7i7) escrevemos
ANT(Y, 2), X) = (VA(Z,Y), X) + (B(N,Y)Z, X),

pelo Lema obtemos

AT (Y, Z), X) = (VA(X,Y), Z) + (R(N,Y)Z, X).
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Dai, pela equacao de Codazzi (2.27)),
Inserindo (3.7)) na expressao acima, segue da primeira identidade de Bianchi

ANT(Y, Z), X) = 2ALT(X,Y), Z) — (R(N, X)Y, Z) — (R(X,Y)N, Z)

+(R(N,Y)Z, X)
= 2AI(T(X,Y), Z) — 2{R(N,Y)X, Z),

para todos X,Y, Z € X(M) como queriamos. [

Quando o ambiente possui curvatura seccional constante, temos que II(T(X,Y), Z) é
simétrico nas trés varidveis, para quaisquer X,Y, 7 € X(M). O nosso préximo resultado

garante uma certa simetria agora com respeito a derivada covariante de 7.

Proposicao 3.1.4. Sejam M"™ uma hipersuperficie orientada de um variedade Rieman-
niana M. Fizado U € X(M), a sequinte relagao é vdlida para a derivada covariante

de T relativa a U com respeito a Vi:
H((VET)(X,Y), Z) = H((VIT)(X, 2),Y) = (R(A(U), X)Y, Z)
+ (A(Y),
—(R(N,T(U, X)), Z) — (RN, X)T(U,Y), Z)

UNER(N,X)N, Z) + (A(Z),U)(R(N, X)Y, N)
(3.10)
para todos X,Y, 7 € X(M).
Demonstragao. Fixado U € X(M), aplicamos a Defini¢ao ao tensor 1" a fim de obter,
H(VIT)(X,Y), 2) = I(VET(X, ), Z) — I(T(VEX,Y), 2)
= U(I(T(X,Y), Z)) — I(T(X,Y),V1Z) (3.11)
—I(T(VEX,Y), Z) - 1(T(X,VgY), Z)
=B-C-D-—-FE.
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Pelo Proposicao férmula de Gauss ([2.24) e a compatibilidade das conexoes com as

respectivas métricas, B pode ser escrito como segue

B =UIT(X,Z2),Y)) + U(R(N, X)Y, Z)

R(N,X)Y,Z)+ (R(N,X)Y,VyZ)

(I
I(VET(X,2),Y) +1I(T(X, Z),VyY)
+(Vu

(

=1(VyT(X,2),Y) +1(T(X, 2),VgY) + (VuR(N, X)Y, Z)
+(R(N, X)Y,VuZ) + (A(U), Z)(R(N, X)Y, N).

Usando mais uma vez a Proposigao 3.1.3] as letras C, D ¢ E sdo escritas como segue:

C =1(T(X,VyZ),Y) + (R(N,X)Y,VyZ);

D =1(T(VyX,2),Y) + (R(N,V;X)Y, Z);

E = 1(T(X, 2), V1Y) + (R(N, X)V1Y, 2),
para todos X,Y, Z € X(M).

Por outro lado, vendo o tensor R como um tensor do tipo (0,4), podemos aplicar a

formula da diferencial covariante, Definicao [2.4.2] e escrever

VR(N,X,Y,2,U)=U (R(N,X,Y,Z)) = R(VuN,X,Y, Z) = R(N,VyX,Y, Z)
—R(N,X,VyY,Z)—R(N,X,Y,VyZ).

Voltando ao tensor do tipo (1,3)
e usando as formulas de Gauss ([2.24]) e Weingarten ([2.25)),

(VuR(N,X)Y,Z) =V R(N,X,Y,Z,U) — (R(A(U),X)Y, Z)
+ (R(N,VuX)Y, Z) + (A(U), X)(R(N, N)Y, Z) (3.12)
+(R(N, X)VyY, Z) + (A(U),YY(R(N,X)N, Z),

para todos X,Y, Z € X(M).
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Portanto, inserindo B, C, D, E e (3.12]) em (3.11)),

(VT (X,Y), Z) = H(vI T(X,Z),Y)+VR(N,X,Y,Z,U)+ (R(N,VyX)Y, Z)
), X)Y, Z) + (R(N, X)VvY, Z)
U),YY(R(N,X)N,Z) + (R(N,X)Y,VyZ)

+(A(U), Z)(R(N,X)Y,N) = I(T(X,V;Z),Y)

—(R(N, X)Y,VEZ) —1I(T(VEX, Z),Y)

—(R(N, X)VpY,Z) — (R(N,VuX)Y, Z).

Segue da definicao de T' e da multilinearidade de R,

H(VeT)(X,Y), Z) =11(ViT)(X,Z),Y) +VR(N,X,Y, Z,U)
+ (A(U), Y(R(N, X)N, Z) + (A(U), Z){R(N, X)Y, N)
—(R(A(U), X)Y, Z) — (R(N, X)Y, T(U, Z))
—(R(N, X)T(U,Y), Z) — (R(N, T(U,X))Y, Z).

Como queriamos. O
No caso em que a curvatura seccional do espaco ambiente é constante, temos:

Corolario 3.1.2. Se M™ é uma hipersuperficie orientada de uma forma espacial Rieman-
. S+l ~ P N Lo ~
niana M (c), entdo firado U € X(M), VHT é simétrico nas trés varidveis com rela¢ao

a métrica I, isto ¢,
I((VIT)(X,Y), Z) = I ((VIT)(X, 2),Y), (3.13)
para todos X,Y, 7 € X(M).

Demonstragcio. Uma vez que o espago ambiente possui curvatura seccional constante,

segue que V R = 0. Por outro lado, do Corolario m
R(N,X)Y =R(N,X)T(U,Y)=R(N,T(U,X))Y = 0. (3.14)
Além disso,

(A(U),Y)(R(N,X)N, Z) = c{A(U), Y )(X, Z),

(A(U), Z)(R(N, X)Y,N) = —c(A(U), Z)(X,Y),
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(R(A(U), X)Y, Z) = c(A(U),YNX, Z) — c({A(U), Z){X,Y).
Logo, das expressoes acima,

(A(U), YWR(N, X)N, Z) + (A(U), Z)(R(N, X)Y, N) — (R(A(U), X)Y, Z) = 0. (3.15)

Portanto, inserindo (3.14)) e (3.15)) em (3.10]), obtemos (3.13)). O

Nos resultados anteriores exploramos relacoes entre o tensor 7' com a conexao e a
métrica II. Neste momento a ideia é obter uma relagdo entre os tensores de curvatura
da variedade Riemanniana M™ associados a métrica (,) e II, respectivamente. Antes de
apresentar o proximo resultado que relaciona os dois tensores de curvatura, de acordo

com a Definicdo [2.4.3, escrevemos a curvatura R com respeito a métrica II pondo
R(X,Y)Z = —=VYVYZ + VYVRZ + Viky Z, (3.16)

para todos X,Y,Z € X(M). Observemos que no tltimo termo usamos que [X,Y] =
(X, Y], Assim,

Proposigao 3.1.5. Seja M"™ uma variedade Riemanniana munida com as métricas Rie-

mannianas (,) e II. Entdo os tensores de curvatura R e RY sio relacionados por:
R X, Y)Z =R(X,Y)Z +Qi(X,Y)Z + Q2(X,Y)Z. (3.17)

onde

QUX,Y)Z=V"T(X,2,Y)-V"T(Y, Z X);

(3.18)
para todos X,Y, Z € X(M).
Demonstrag¢io. Usando a definigao (3.4]) em cada parcela de (3.16]), obtemos
ViIVLEZ =VINT(X,2)+ VxZ)
= VyT + VyVxZ
= ViT +T(Y,VxZ)+VyVxZ (3.19)

(X, Z)
(X, 2)

=WWT(X,2)+T(Y,VYZ -~ T(X,Z)) +VyVxZ
(X, Z)

= VyT +T(Y,VY2) - T(Y,T(X,Z)) + VyVxZ.
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Analogamente,
~ViVLZ = VRT(Y,Z) - T(X,V¥2) + T(X,T(Y,Z)) — VxVyZ (3.20)
€

VixyZ = T(VxY.Z) = T(VyX.Z) + Vixy Z. (3.21)

Somando os resultados obtidos em (3.19)), (3.20) e (3.21)),

RYX.Y)Z=R(X,Y)Z+VIT(X,2)+T(Y,VL2Z) - T(Y,T(X,Z))
—VXT(Y,Z2) = T(X,VyZ) + T(X,T(Y, Z))
+T(VRY, Z) - T(VV X, Z).

Portanto,
RY X, Y)Z = R(X,Y)Z + Qi(X,Y)Z + Q:(X,Y)Z,
onde ()1 e (); foram definidos em (3.18)). [

O préximo resultado mostra como construir um referencial ortonormal com respeito a

métrica I a partir de um referencial ortonormal na métrica (,). Em outras palavras,

Proposicao 3.1.6. Sejam M™ uma hipersuperficie orientada de M e {e1,...,en} um
referencial ortonormal local em M™ tal que A(e;) = Rie;, para cada i@ = 1,...,n. Se

det(A) # 0, entdo
1 1
E1 = €1y,..., En = €n, (322)
[ | |Fin

é um referencial ortonormal local em M™ com respeito a métrica II com assinatura [[]
e; = I(E;, E;) = sinal (k;),
parat=1,...,n.

Demonstracao. De fato, basta observar que

e, =1I(E,, E;) = <A (e> G >
| il | i

1 k;
— (A, ) = % = sinal (k).
o (Ale;), ei) ol sinal (k;)
1 Se{ei,...,e,} ¢ uma base ortonormal de V, a matriz (a;;) = (g;;) é diagonal e entdo g;; = d;;¢;, onde

e; = (ej,€;) = £1. Ordenando de maneira que os sinais positivos venham primeiro, apenas trocando
a ordem dos vetores da base, obtemos a assinatura (e1,...,&5,).
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Além disso, II(E;, E;) = 0, para i # j. Por fim, observemos que o conjunto Ej, ..., E,

forma uma base para para M", pois

(0%
B 4t apB, =0 = Lo 4ot en =0,

el ol

usando o fato de det(A) # 0, obtemos que a equagao acima sé é satisfeita se, e somente

se, ap = --- = a,, = 0. Portanto, E1,..., F, é um referencial ortonormal com respeito a

métrica II. ]

No resultado a seguir expressamos uma relagao importante envolvendo o operador de

forma e da curvatura média.

Proposicao 3.1.7. Sejam M"™ uma hipersuperficie orientada imersa em uma variedade
. . —n+1 7. ~
Riemanniana M com curvatura média H. Entao

(a) tri(Ric) = dejﬂ( R(Ej, E))Ej, E;) +n(n — 1)H;

i,7=1

(b) tri(Qy) + tru(Qs) = Zggjﬂ( R(E;, E))Ej, i) — (n — 1) Zsjﬂ( (N, E;)N, E;)

2,j=1 J=1
+ Y ee;VR(N, E;, E;, E;, E;)
ij=1

+ I(T,T) — H(try(T), trp(T)).

onde
t’f’[[ Z &; EJ[] Ql(EuE )EZ,E )
Bl (3.23)
trH QZ Z € 5][[ Q2(E’L7E )EzaE)
2,J=1
Demonstragio. Sejam {ey, ..., e,} um referencial ortonormal local em M™ tal que A(e;) =

kie;, com 1 < i < n. Pela Proposicao(3.1.6, podemos considerar o II-referencial ortonormal
local {Ey, ..., E,}, para cada 1 < i < n. Para mostrar o item (a), relembremos a expressao

para curvatura de Ricci proveniente da equagao de Gauss ([2.26)),

Ric(X,Y) zn: (X,e;)Y,e;) + nH(A(X),Y) — (A(X), A(Y)). (3.24)
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para todos X,Y € X(M). Agora de (3.22)) e (3.24]), obtemos

tri(Ric) = > &;Ric(E;, E)
i=1

"1
=3 Ric(er e,
— ic(e;, €;)

o 3.25

"1 - 1 noq (3.25)
=) —(R(ei, j)ei, €5) +nHZ Ale;), e;) —Z—'(A(ei),A(em

z’j 1 Ri =1 i = Ki

= Y cigj 1 (R(E;, E)Ej, i) + n(n — 1)H,

i,7=1

onde foi usado que,

=enflmly/lml, i=1,....n. (3.26)

Por outro lado, da definigao (3.23)) de C/Q\l, escrevemos

try Ql Z € 5]11 Ql(EZ:E )EHE)

= znj eie; (((VE,T)(E;, Br), B;) = 1L((VET)(E;, Er), Ej))
= Z cie; (L (VI T)(E;, By), E;) — L ((VAT)(E;, E), E;)) .

Aplicando a Proposicao a expressao acima,
tI‘H Ql Z 818J ) E]’)Ej, Ez) — Z &TingN(Ei,Ej)
i,7=1 i,7=1

© 3" e (A(E,), E)R(N, E,)N, )

4,j=1

i (3.27)
+ Y eie;(A(E:), E;)(R(N, E;)E;,N)
ig=1
+ Z e.£;V R(N,E;, E;, E;, E;),
i,7=1
onde
Cn(Es, E;) = (R(N, T(E;, Ej))Ej, Ei) + (R(N, E;)T(E;, E)), E;) (3.28)

+ (R(N, E;)E;, T(E;, E;)).
Tomando a soma em (|3.28)) em ¢, j e reindexando 7 por 7 no primeiro somatorio, segue da
primeira identidade de Bianchi,
Z eie;Cn(E;, Ej) Z e:€;(R(N, E,)T(E;, E;), E;)
3,j=1 i,j=1

+ i eic;(R(N, E;)E;, T(E;, E;)).

1,j=1
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Logo a Proposicao [3.1.3| nos assegura que
T(E;, T(E;, Ej)), E;) — I(T(E;, E5), T(E;, Ej)))

ZaajCN E;, E;) Zagj (I(T
i,j=1 i,j=1
+ Z g.c; I(T(E;, E;), T(E;, E;)) — 1T (E;, T(E;, Ey)), E;))

1,j=1

f: eie 1(Q(E;, ;) E;, E;) + IN(T, T) — I(tryy(T), tryy (T))

1,7=1

= tr(Qs) — IN(T, T) + I (try(T), tryy(T)).
(3.29)

A partir de (3.27)), os outros termos sao escritos como segue
> ciei(R(A(E:), E)Ej, Ey) = Y eiej(R(E;, E))Ej, A(Ey))

1,j=1

-

-

<
Il
i

g & =
——(R(e;, e;)e;, Ae;))
\/fz‘Hfij\ 7

(3.30)

ijl

= Z e“ej 617(3])

INES 1
- Zs@ﬂl( R(E;, E)E;, E;) .

i,7=1

Além disso, de (3.2), temos
1,j=1 i,j=1
n & =
> i {(R(N ej)ej, N) (3.31)
=

i |

"k,

L |

Zi (N, )N, e;)
=1 i

j=1

Xn: eic;(A(E,), B;)(R(N, E;)N, E;) = zn: eie,1I(E;, E;)(R(N, E;)N, E;)
€j <R(N, Ej)N, zn: EZ‘II(E]‘, EZ)EZ>

ij=1
j=1

= zn:7<F(N7 6j)N7 €j> (3.32)

Zn: ;(R(Na ej)N? €j>

<.
Il
—_
<.

= i S (R(N, E;)N, Ej) .

Portanto, inserindo (3.29)), (3.30)), (3.31)) e (3.32) em (3.27)) obtemos o item (b)
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Uma consequéncia interessante das Proposicoes e é a seguinte relagao entre

as curvaturas de Ricci de M™.

Coroléario 3.1.3. Seja M™ uma hipersuperficie orientada de M™. Entdo as curvaturas

de Ricci de M™ com respeito as métricas (,) e II satisfazem a relagio:
Ric(X,Y) = Rie(X,Y) + Q1(X,Y) + Qa2( X, Y).

Demonstrag¢io. Primeiramente consideremos o referencial ortonormal (3.22)). Da defini¢ao

de curvatura de Ricci e da relagao (3.17)), escrevemos

Ric"(X,Y) = &ll(RY(X, E;)Y, E))

=1
= Z@H R(X,E,)Y, E)) +252H Q\(X, E)Y, E)) (3.33)
=1
+ ZEJI(QQ(X, EI)Y, Ez),
=1

para todos X,Y € X(M). Uma vez que det(A) # 0, temos que k; # 0 para todo i =
1,...,n. Assim, A~'(e;) = k; 'e; para cada i = 1,...,n e consequentemente,
R(X,e)Y, e;)+ Y = H(Q1(X, €)Y, e)

|’<vz i=1 | il

+ Z I(Q2(X, €)Y, €;)

Ric'(X,Y) Z

- ZH(R(X, e)Y, Ky ZH Qi(X, &)Y, Ky ' (es))
i=1 (3.34)
+ ZH Qa(X, €)Y, 17 (e:))

i R(X,e)Y, A~ (e ))+§II(@1(X,ei>Y,A1(e¢>>

Z Q2 X ez Y A ( ))
Agora, usando ,

Ric"(X,Y) = Y (R(X, e;)Y, e;) + an@l(X €)Y, €;)
i=1 i=1 (3.35)

ou seja
Ric™(X,Y) = Rie(X,Y) + Qi(X,Y) + Qa(X,Y),

como desejado. O]
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Observe que fazendo X = Y = E; no Corolério |3.1.3| e tomando a soma em i €

{1,...,n},

M aRic(B;, E) =Y aRic(E, B) + > eiQ1(Ei B + Y eiQ2(Ey, E;)

i=1 i=1 i=1 =1
= tI‘H(RiC) —|— Z 8i€jII(Q1(EZ‘, Ej)EZ', E]> (336)
1,j=1
ij=1

Portanto, obtemos a seguinte relagao para a curvatura escalar de M"™ com respeito a

métrica II, onde try é definido, de maneira usual, como em ([2.12)).
SH = tI‘II(RiCH) = tI‘II(RiC) -+ tI'H(Ql) -+ tI'H(QQ), (337)
No caso em que a curvatura do ambiente é constante, temos o seguinte resultado:

Corolario 3.1.4. Com as notagoes da Proposicio se M™ é uma hipersuperficie

. . . . . ——mn+1 ~
orientada imersa em uma variedade Riemanniana M~ (c), entdo

n

1
(a) tru(Ric) =c(n—1)Y  — +n(n—1)H;
j=1 "1
(b) tri(Qy) + tri(Qs) = IIT, T) — I(try(T), triy(T)).
Demonstragio. Para mostrar o item (a), como WH(C) possui curvatura seccional cons-

tante com respeito a métrica (), de (2.4.1]),

2616311( R(Ej, ) Ej, B;)

i,7=1

cic; ((E;, E)I(E;, E;) — (E;, E)II(E;, E;)) (3.38)

CEE; (€Z‘<Ej; E]) - <Ej7 EZ><E]7 A(Ez)>) :

i,7=1
Da relagao (3.26)),
€ iy 2
(Ej, Ej) = —(ej,e5) e (Ej E)(Ej, A(E;)) = —(ei, €))
Kj Kj
Substituindo em ({3.25])
. 1 noq
trp(Ric) = c(n — 1) > —(ej, ¢5) + nHZ Ale),e) — Y —(Ale;), Aley))
=1 i i—1 i i—1 i
"1

:c(n—1)2—+n(n—1)H.

)
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Para mostrarmos o item (b), observe inicialmente que pelo Corolario e reindexando

7 por j no primeiro termo, obtemos

n

trn(@) = Z e:i6;11(Q1(Es, Ej) E;, Ej)

1,j=1

I
ZM:

eig; (IL((VILT)(E;, E), E;) — 11 ((VET)(E), ), E;))

-

<
Il
—

I
iM:

eie; (IL((VET)(E;, ), Br) = 1L ((VT)(E;, E)), Ei))

@
&
I

_

=0.
Uma vez que a curvatura seccional é constante, da equagao temos
Cn(Ei, E;) =0,
logo pela equacgao concluimos que
trr(Q2) = 1T, T) — W(trn(T), trre(T)),
mostrando o que desejavamos. O]

Agora vamos obter uma expressao para try(7"). Pela Proposigao [3.1.2] escrevemos

tr(T) = znjeiT(Ei, L) = i
= ' (3.39)

Por outro lado, sendo log |G| =} log |x;| uma fun¢do suave em M", segue da compati-
i=1
bilidade da conexao V com a métrica (, ),

X(log|Gl) = 3~ =X () = > X (Afer). )
=3 (Ve + (Afe). Vel
=3 (VAL X)e0,

para todo X € X(M). Usando a equagio de Codazzi (2.27)) e do Lema [3.1.1]

X (log |G]) zn: ( (VA(X,e;),e;) + (R(X, e)N, ei>)
i i ((VA(es, ), X) — (RN, )i, X) ).

=1 Ki
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Perceba que

lH(X, viG) =

- X(G) = X (log|G)

Ql =

; ((VA(es, e1), X) = (R(N, e5)es, X)) ,

—1 i

M:

.
Il

para todo X € X(M). Uma vez que
II(X, V'G) = (X, A(V'Q)),
podemos escrever a expressao (|3.40)) como segue

VHG zn: 1 (VA ei,e;) — R(N, ei)ei)

=1 Ki

G
Reescrevendo (3.39)), chegamos a:

(2

Altr(T)) = (VA(eZ, e;) + R(N, el)el>

N — DN~
T IM= 1M

s
ﬂ‘
ENISEENS

(VA(eZ, e;) — R(N,e;)e; + 2R(N, €i)€z’)

@
Il
_

no1_
—_— II R— . .
2GA(V G) + ; /{Z-R(N’ €;)eé;.

Logo, de (3.41),

tl"H(T) VHG + Z K, A (R(N, ei)ei) ’

2G

e usando (|3.26)), escrevemos

Ly (R(N, ex)es) = &A™ (R(N, Ei)E;) .

R

Portanto

try (T) = L ong > aA (RN E)E;).
=1

2G

Neste momento, relembremos a seguinte definicao:

(3.40)

(3.41)

Definicao 3.1.1. Uma hipersuperficie orientada M™ em uma variedade Riemanniana

—n+1
M

¢ dita ser convexa se a sua sequnda forma fundamental é positiva (ou negativa)

definida em todos os pontos. Equivalentemente, se suas curvaturas principais possuem o

mesmo sinal em M™.

Portanto, aplicando a Proposicao a equagao ([3.37), temos a seguinte férmula

geral de Schenider para hipersuperficies em ambientes arbitrarios:
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Teorema 3.1.1. Seja M™ uma hipersuperficie convera imersa em M. Entdo a cur-
vatura escalar Sy da métrica Riemanniana definida pela sequnda forma fundamental 11 é
dada por

Su=F(R) +n(n—1)H+|T|7 - 5 IV"GIlZ, (3.42)

4G2

F(R) = Xn: SJ[[(E(EjaEi)Ej:Ei) (n—1) ZSJU( (NE)N,EJ-)

j=1
+ X & VRN B, B}, B, E) ZsJ](V”G AT (R(N,E)E:)) (3.43)

2

Zgl R(N, E;)E;)

11

7+l
Encerramos esta secio com o caso em que M™ esta imersa em M (c):

Corolario 3.1.5. Com a notacao do Teoremal3.1.1, se M™ é uma hipersuperficie orien-

tada de D" (c), entdo

Su=(n-1) )+ I — 5o IV G (34

onde 01 = Z ki, -k

1< <bp—1
Demonstracao. Uma vez que o espago ambiente possui curvatura seccional constante,

segue que V R = 0. Pelo Corolério e da equagao (3.38]), temos que

n

2255JH( R(E;, E;)E;, E)—(n—1)zgjﬂ(§(N,Ej)N,Ej)

2,7=1

"1
=Y —(2¢(n—1) —c¢(n—1))
j=1 1
( )Un 1
G
Além disso, de (3.8)), R(N, E;)E; = 0, para todoi = 1, ..., n. Portanto, inserindo em ({3.42)
obtemos ([3.44]). O

3.2 O TEOREMA DE LIEBMANN

Neste se¢ao temos como objetivo enunciar e demonstrar o teorema de Liebmann como
aplicagao da féormula obtida no Teorema|3.1.1} para isso precisaremos de alguns resultados

auxiliares. O primeiro deles garante a existéncia de um ponto eliptico.
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Proposicao 3.2.1. Seja ¢ : M™ — Mnﬂ(c) uma hipersuperficie compacta e orientada
. ——n+1 . o
imersa em M+ (¢). No caso em que ¢ = 1, assuma que M™ esta imersa no hemisfério
aberto S’}r“. Entao existe um ponto pg € M™ onde as curvaturas principais k;(py) > —c,

para todo i =1,...,n.

. o = . s ~—n+1
Demonstracao. Primeiramente denotemos por V a conexao de Levi-Civita de M~ . Esta
demonstracao sera divida em trés casos:

Caso ¢ = 0: Consideremos a fungao suave
u: M" — R
p— u(p) = [¥(p)|.
Por simplicidade ocultaremos o ponto p € M™ em ¢ (p). Perceba que para todo X € X(M),
(X, Vu) = X(,9) = 2(Vxy, ¥).
Consequentemente, de obtemos
(X,Vu) =2(X,¢)) = Vu=20", (3.45)

para todo X € X(M), em que
Y =19+ (¥, N)N, (3.46)

onde 1" denota a componente tangente do vetor posicao 1) em M™.

Em seguida, usando (3.45)) e (3.46]), calculamos a Hessiana de u
Vau(X,Y) = (VxVu,Y) =2(VxyY), XY € X(M). (3.47)
Mas, das formulas de Gauss ([2.24) e Weingarten ([2.25),

X =Vx¢=Vxy" — (¥, N)AX), (3.48)

logo, substituindo (3.48]) em (3.47)), obtemos

Vau(X,Y) = 2(X,Y) + 20, NY(AX),Y), X,Y € ¥(M). (3.49)

De
(W, 0) = [0 )P + (¥, N)?,

consequentemente, segue de (3.45))

u= g = 31Vl + (, N> (350)
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Portanto, sendo M"™ compacta, existe um ponto py € M™ tal que a funcao u atinge o

maximo. Logo, em py € M",
Vu(py) =0 e VQU(p())(’U,U) <0, (3.51)

para todo v € T,, M. Substituindo em (3.50) temos u(py) = (¢, N)?(po). Escolhendo a

orientacao de M" se necessario, podemos assumir que

(1, N)(po) = —/u(po) < 0.

Considerando agora {ej,...,e,} uma base ortonormal de 7, M tal que diagonaliza A.

Temos que, A(e;) = kje;, onde k; denotam as curvaturas principais de M™, para todo

i=1,...,n. Entdo, em py € M", segue de (3.49) e (3.2)),
0> Vu(po)(es, ;) = (ei, ei) + (¢, N)(po) (Ales), i) = 1 — ki(po)y/u(po),

e dal

1
ki(pg) > ——>0, i=1,...,n.
u(po)

Caso ¢ = —1: Pelo exemplo sabemos que dados dois pontos z,y € H"", a

distancia hiperbélica entre eles ¢ dada por

d(&l, y) = COSh71<—<;€, y>>

Fixemos um ponto a € H"™! e defina a funcao suave u : M™ — R dada por v = {a, ).

Uma vez que a e 1 sdo vetores tipo-tempo, segue da Proposicao [2.2.1],
u=(a,¢) <—-1<0.

Observemos que u < —1 em M™. De fato, se u(p) = —1, para todo p € M", teriamos que

a funcdo distancia d(a, 1)) = cosh™(—u) seria tal que
d(a,1) = cosh (1) = 0.

Sendo d uma distancia, segue que ¥ (p) = a para todo p € M™, o que contradiz o fato de
¥ ser uma imersao. Logo devemos ter u < —1 em M™. Dessa forma, a funcao d(a, ) esta
bem definida e pela Proposicao [2.2.3| é continua. Afirmamos existe um ponto pg € M™ tal
que a funcao u atinge o minimo. De fato, sendo M™ compacta, segue da continuidade de

d, que existe um ponto py € M" tal que d(a, ¥ (py)) atinge 0 méximo. Assim,

Vd(a,v)(po) =0 e V2d(a,v¥)(po)(v,v) <0, (3.52)
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para todo v € T, M. Vejamos que os gradientes d(a, 1) e u estao relacionados como segue,
Vd(a,) = ——=———=Vu, (3.53)

em pyg € M™, Vu(pg) = 0. Isso mostra que py é um ponto critico para u.
Mostraremos agora que py ¢ um ponto de minimo para u. Com efeito, tomando a

segunda derivada em ([3.53)), temos que a Hessiana da funcao u satisfaz:

YV, XYV, YY) — e

Vid(a,9)(X.Y) = ViE -1

Vau(X,Y),

para todo X,Y € X(M). Aplicando a igualdade acima em py, segue de (3.52) que

1

0> V2d(a, ) (po)(X,Y) = ————es
u?(po) — 1

V2u(po) (X, Y),

e portanto V2u(py) > 0, mostrando que py é um ponto de minimo para .

Por outro lado, como a € L."*2 podemos escrever a seguinte decomposicao:
a=a' + {a, NYN — u,

onde a' denota a componente tangencial de a em M". Consequentemente, temos a se-

guinte relagao pitagoérica:
—1={a,a) =|a"|* + {a, N)? — u*.
Agora usando as férmulas de Gauss e Weingarten ,
Vu=a' e Vxa' =uX+{a, N)AX),
para todo X € X(M). Assim

{a, N)? = |[Vul* + 1 —u?, (3.54)

V2u(X,Y) = w(X,Y) + {a, N){A(X),Y),

para todos X,Y € X(M). Avaliando em py € M™, segue que de Vu(py) = 0 e (3.54) que
{a, N)*(po) = u(po)® — 1 > 0.

Mudando a orientagdo de M™, se necessario, podemos assumir que

{(a, NY(po) = \Ju(po)? — 1> 0.
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Assim como no caso ¢ = 0, consideremos uma base ortonormal {ey,...,e,} de T, M tal
que A(e;) = Kiei, @ = 1,...,n. Entao, de (3.2) segue que
0 < VZu(po)(ei, &) = u(po){ei, e:) + (a, N)(po){A(e:), e:)
= u(po) + Ki(po)(a, N)(po),

que implica em

Ki(po) > — w(po) = \/1 T {0 V)*(po) >1, +=1,...,n.

<CL, N)(po) <CL, N)(p())

Caso c = 1: Seja agora ¢ : M"™ — S""' uma hipersuperficie compacta imersa no

hemisfério aberto 7! de S"*! centrada no ponto a € S, Assim como no caso ¢ = —1,

o Exemplo [2.2.4] garante que a distdncia esférica ao centro é dada por

Como a funcao distancia é continua em todo seu dominio e esta definida em um compacto
entao admite ponto de maximo, seja pg € M™ tal ponto. Afirmamos que em py a fungao

u atinge seu minimo, 0 < u(py) < 1. De fato, observe que

1
V1—u?

e quando avaliamos em py, concluimos Vu(py) = 0, isto nos diz que py também é ponto

Vd(a, ) = — Vu,

critico de u. Agora, perceba que

1
YV, X)(Vu,Y) — —— V?u(X,Y),

Vid(a, )X, Y) = — gy T— w2

para todo X,Y € X(M). Quando avaliado em p,, obtemos VZu(py) > 0. Logo, u atinge
o minimo em pg. Para calcular o gradiente e a Hessiana de u, prosseguimos de maneira

analoga ao caso anterior, sendo assim
Vu=a' e VuX,Y)={(a, N{AX),Y)—u(X,Y) (3.55)
onde a =a' + (a, NYN + u1p, em particular
1= |Vul® + {a, N)* + u?
Portanto, em pg segue que Vu(py) = 0, desta forma

{a, N)Y*(po) = 1 — u*(po) > 0,
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mudando a orientagdo de M™ se necessario, segue que

(@, N)(po) = /1 = u?(po) > 0.

Além disso, V2u(v,v) > 0 para todo v € T,, M. Considerando {ey,...,e,} uma base de

Ty, M tal que A(e;) = kie;, i =1,...,n, concluimos de ([3.55))

| up) Il Ne)
T T [ B

]

O préximo exemplo mostra que a hipétese da hipersuperficie M™ estar imersa em um

hemisfério aberto de S*™! é de fato necessaria.

Exemplo 3.2.1. Seja r um numero real satisfazendo 0 < r < 1. A hipersuperficie
S"H(r) x SY(V1—=12) de S"T(1) € R™"? € tal que as suas curvaturas principais sa-
tisfazem:
vV 1 —r2 r
Kl = =Hp|=——— € HKp=—

; Vi

Demonstracao. Seja k um inteiro satisfazendo 0 < k < n. Vamos definir a fungao suave

fiST(1) — R

2 2

r— flr)=a7+... + 214,
onde x = (Z1,...,Tny2). Parar > 0, consideremos M™ = f~1(r?). Sex = (11, ..., Tn42) €
M™, entao
k+1 n+2
M=z eS™A);Y ai=re > ai=1-1"3=S"(r)xS"FV1-1r2).
i=1 i=h+2

Agora, para todo campo tangente X = (X1, ..., X,12) € X(S"™), temos

(Vf(z), X) = (2u(x), X),

onde u(r) = (71,...,24:1,0,...,0) e u = u' + {(u,z)x = u' + r2x. Portanto, Vf(z) =
2(u(z) — rx) e, consequentemente,
(Vf(2), Vf(2)) = 4{u(z) — r’z,u(z) - r’z)
= 4((u(@), u(2)) — r*{u(z), z) — r*(z, u(z)) + r'{z, 7))

= 4r*(1 —r?),
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entao

\Vf(z)] =2rv1—r2
Dai, definimos o campo normal dado por

B Vi)  —ulz)+ri

N = — - )
(%) MO
segue que,
2
_ I— 1 _ _
VN = vy e Vu(z) + eV

rI—12 /112
Pela férmula de Weingarten ([2.25)), temos

1 — T —
—ﬂvxu@) + Vxr=—-A(X) (3.56)

Como A(e;) = kie; para todo i = 1,...,n, fazendo X = e; em ({3.56)), obtemos
Nier: "

Kil=...=Kp1=——— € K,=—

]

Em seguida, enunciaremos o classico Teorema de Gauss-Bonnet para superficies com-

pactas com fronteira vazia:

Lema 3.2.1 (Gauss-Bonnet). Seja M uma superficie compacta orientada, entao

/M Kdo =2nx(M).

Por fim, o ultimo resultado que precisaremos é um caso particular do (ABE; KOIKE;
YAMAGUCHIL, 1987, Teorema 5.1) que classifica hipersuperficies totalmente umbilicas em

formas espaciais Riemannianas.

Lema 3.2.2. Seja M™ uma hipersperficie compacta, orientada e totalmente umbilica de

. g antl ~ , . f \
uma forma espacial M (¢). Entao M™ ¢é isomélrica a uma esfera.
Finalmente, mostremos o resultado principal desta dissertacao:

Teorema 3.2.1. As unicas superficies compactas as quais estao imersas no espago Eucli-
diano R?, no espago hiperbdlico H?, ou no hemisfério aberto S%. com curvatura Gaussiana

constante sdo as esferas totalmente umbilicas.
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Demonstracao. Inicialmente, tomemos n = 2 no Corolario Como S = 2K, segue
que

2K =2c+4H? — |A]. (3.57)

Por outro lado, do Teorema de Cayley—Hamiltonﬂ
A? —tr(A)A+ GI =0, (3.58)

onde I denota o tensor identidade e G = det(A). Consequentemente, tomando o trago

em (3.58)
|A? —4H?* +2G =0 = 2G =4H*—|A]%

Inserindo a igualdade acima em (3.57)),
K=G+e (3.59)

Uma vez que G = Kikp > ¢2, independente qual seja o valor de ¢ sempre teremos que
G > 0. Diante disso, podemos usar o Corolario [3.1.5l Sendo K constante, de (3.59)

devemos ter que, ou K > 0 ou K — ¢ > 0. Logo, fazendo entao n = 2 no Corolario (3.1.5)],

1

COoO
Sy = (2H + 1) +ITIR - 2

z 191G (360

Denotemos por K a curvatura Gaussiana de M? com respeito a métrica II. Sendo oy =

2H e Sy = 2Ky, (3.60) pode ser reescrita como segue

2(G+c¢) 1

2k = 2D p i - vl
Agora, usando (3.59)),
K 1 1
Kn=——H+|T|} — = IV'K|} 3.61
n= e A 2” It 8(K — 0)2“ IFst (3.61)
Sendo K é constante, pela identidade (3.61]) segue que
HK 1 HK
Knp=—+4 T} > —— .62
1=t 5lTlh 2 (3.62)

com igualdade ocorrendo se, e somente se, T' = 0.

Da identidade (3.58)), vejamos que para todo X € X(M),

A%(X) - 2HA(X)+GX =0,

2 Seja V um K-espago vetorial de dimensdo finita e A : V — V linear e p(z) o polinémio caracterfstico

de A. Entédo, p(A) = 0.
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e assim,

2H(A(X), X) = [A(X)]* + GIX[* > 0,
uma vez que G > 0. Logo,
H{A(X),X) >0, X e X(M).

Isso implica que H > 0(ou < 0) e (A(X),X) > 0(ou < 0) para todo X € X(M). Em
particular, este tltimo garante que M? é convexa. Escolhemos entdo a orientacao tal que
k1,ke > 0 e aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica para as

curvaturas principais, obtemos

Fy+ &
1‘; 2> Jky — H>VE-e (3.63)

Relacionando (3.62) e (3.63), concluimos

VE —cK K
Ky > - em M2 (3.64)

K—c¢ vVEK —c¢

Sejam {ej,ea} um referencial ortonormal para T,M tal que A(e;) = k;e;, com i = 1,2.

Escrevemos:

I = 1(e;, e5) = (Aleq), €5) = Kigij-

Em forma matricial,

k1 0 g1 Y12
II =

0 ko 921 922

Sendo assim, det(II) = det(A) det(G), onde

e ki 0 . G- gi1 Y12

0 ko 921 922

Denotando por dA e dAy os elementos de area de M? com respeito a (,) e II, respectiva-

mente, temos que

dAH =4/ det(A)dA =V K — CdA, (365)

Como M? ¢ compacta com OM = (), segue do Teorema de Gauss-Bonnet que

/ KdA — / KydA.
M M
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Aplicando a desigualdade obtida em (3.64)) acima,

K
KdA>/ _ 8 A
/M “JmMvVK —¢ =
e por ([3.65)),
K
KdA>/ B aa :/ KdA,
/M “JM VK —¢ I M

isto significa que as desigualdades em ([3.64)) e, consequentemente em (3.63)), sdo igualda-

des. Assim,
K1+ ke = 2\/Kike <= (VK1 — \//12)2 =0 <= K1 = Ky,

ou seja, M? é uma superficie totalmente umbilica de A (¢) nos casos ¢ = —1,0, e no caso
¢ =1, de S%. Portanto, segue do Lema que M? é uma esfera totalmente umbilica de
M3(c). O
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